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Prefacio

Apresento aqui alguns dos trabalhos desenvolvidos por mim, com ou sem colabora-
¢do. Optei por ndo incluir todos, descrevendo apenas o0s que possuem uma temética
comum, ou seja, 0s que estdo relacionados ao estudo de invariantes espectrais sobre
pseudovariedades.

Gostaria, primeiramente, de explicar porque ndo comentarei sobre os trabalhos
[BFH16, DOHV19, DAHA19]. O trabalho [BFH16] utiliza ferramentas de Topo-
logia Algébrica, [DOHV19] esta relacionado a Andlise Funcional e [DAHA19] esta
ligado a Teoria de Singularidade. Todos ndo possuem conexdo direta com os as-
suntos tratados nesse texto. Quanto aos trabalhos [DMHS09, DMHS12, HASP10,
HAR14, HASP17A] também ndo os comentarei pois sdo desdobramentos diretos da
minha tese [HARO9].

Os trabalhos ndo serdo apresentados em ordem cronolégica, e sim em uma or-
dem que acredito ser natural de modo a fazer a leitura fluir. Dessa forma no Capitulo
1 sdo discutidos os trabalhos relacionados ao zeta-determinante regularizado de um
operador auto-adjunto, nele comentarei os trabalhos [HAR19, HLV17, HASP19].
No Capitulo 2 sdo discutidos os trabalhos relacionados com a extensdo do Teo-
rema de Cheeger-Miiller para espagos com singulares conicas, nele comentarei os
artigos [HASP11, HASP12, HASP16, HASP17B]. No ultimo capitulo, o Capitulo
3, apresento meus trabalhos relacionados a expansdo assintética do trago do re-
solvente em pseudovariedade suavemente estratificadas, nele comento os trabalhos
[HLV18a, HLV18B].

27 de Julho de 2019 Luiz Hartmann
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Capitulo 1

Zeta-determinantes regularizados
de operadores auto-adjuntos

Neste capitulo apresentamos os trabalhos relacionados ao zeta-determinante que
sdo [HAR19, HLV17, HASP19]. Na Secdo 1.2, apresentamos a defini¢do do zeta-
determinante regularizado e suas relagdes com o trago do semi-grupo do calor, trago
do resolvente e o determinante de Fredholm. Ao fim apresentamos a principal ferra-
menta utilizada para determinar a Tor¢do Analitica descrita no Capitulo 2 que sdo os
Teoremas 1.10 e 1.12. Na Segdo 1.3, apresentamos os resultados do artigo [HLV17],
onde estudamos o operador de Sturm-Liouville do tipo ctspide em um intervalo
ndo limitado. Este é o primeiro trabalho na literatura neste contexto. Por fim, a
Secdo 1.4 apresenta o célculo explicito do zeta-determinante do operador de Laplace

em esperas e planos projetivos reais.

1.1 Introdugao

Nos estudos iniciais de matemética o determinante aparece como uma ferramenta
magica. Por meio dele, resolvemos sistemas lineares, determinamos o produto ve-
torial entre vetores, calculamos a drea de paralelogramos, isto para citar apenas al-
guns exemplos. O objetivo principal de Ray e Singer em [RASI171] foi generalizar
este conceito para operadores em espagos de dimensdo infinita. A motivagado para a

Defini¢do 1.8 vem do seguinte fato:

Exemplo 1.1. Dado um espago vetorial de dimensdo finita, sabemos que se um operador
L :V — V édiagonalizivel entdo o determinante de L, det L, é dado pelo produto dos seus

autovalores, i.e., se {\;}"_; é o conjunto de autovalores, entdo
m
detL =[] X
j=1
Suponha que \; # O para j =1, ..., m e defina a funcio zeta associada a L por

C(s;L) := ZA;S.

J=1
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Esta fungio é analitica em C e sua derivada em zero é dada por
m
((0;L) = =) "log ),
j=1

= _logH Aj = —logdet L.
j=1

Apesar do zeta-determinante nascer dentro do contexto da Tor¢do Analitica (veja
Capitulo 2), esta ferramenta possui interesse proprio. Os fisicos ja utilizavam a ideia
do determinante de um operador ser definido a partir do produto de seus autovalo-
res. Por exemplo, essa é a abordagem para o célculo de integrais de caminho Gaus-
sianas, seguindo a sua formulacdo na Mecanica Quantica (veja [FEHI10, GUT67,
GEJA60]). Apos a definigdo precisa do zeta-determinante regularizado, feita por
Ray e Singer [RASI71], S. Hawking [HAW77] usou o zeta-determinante regulari-
zado para descrever uma técnica de “obter valores finitos para integrais de cami-
nhos de campos (incluindo o campo gravitacional) em um espago-tempo curvo”.
Motivados por estas aplicagbes, Levit e Smilansky [LESM77] descreveram o zeta-
determinante de um operador de Sturm-Liouville regular em um intervalo fechado
em func¢do do Wronskiano de um sistema fundamental de solu¢des normalizado. Tal
ideia foi posteriormente explorada em [LES98, LEVE11] no estudo de um operador
de Sturm-Liouville no caso regular-singular em um intervalo limitado. Em [LES98],
ele ainda observa que o estudo destes determinantes levaria a prova do Teorema de
Cheeger-Miiller no caso singular (veja o Capitulo 2).

Se (M, g) é uma variedade Riemanniana compacta, o zeta-determinante regu-
larizado do operador de Laplace em M fornece informagdes importantes sobre a
geometria de M. Por exemplo, Osgood, Philips e Sarnak [OPS88B, OPS88A] estu-
daram propriedades estremais do zeta-determinante para aplicar na caracterizacdo
de conjuntos de métricas isoespectrais sobre superficies compactas. Em particular,
eles provaram que o maximo do zeta-determinante regularizado do Laplaciano so-
bre uma superficie fechada em uma classe conforme de métricas é atingido quando
a métrica é uniforme, ou seja possui curvatura constante. Depois aplicam esse re-
sultado para provar que conjuntos isoespectrais em classes de métricas isométricas
sdo sequencialmente compactos na topologia C*°. A motivacdo destes trabalhos é
a questdo sobre variedades isoespectrais serem isométricas. Em geral, sabe-se que
esta resposta é falsa. Mas apenas em 1992 a questdo sobre superficies foi resolvida
com um exemplo de duas regides ndo isométricas mas isoespectrais, cf. [GWW92].

Outro ponto de interesse ligado ao zeta-determinante é o seu cdlculo explicito.
Por exemplo, na Teoria dos Ntimeros uma das questdes em aberto é sobre a irracio-
nalidade de ntimeros da forma (z(2n+1), n > 1, onde (r(s) denota a fungao zeta de
Riemann. O resultado para n = 1 foi provado por Roger Apéry [APE79], o caso para
n > 1 continua em aberto. Com isso, férmulas para a representacdo desses niimeros
sdo de grande interesse. O conhecimento explicito do espectro de operadores em
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uma variedade é raro e basicamente temos apenas o caso das esferas e quocientes de
esferas por grupos finitos. O zeta-determinante neste caso pode ser escrito a partir
da funcado zeta de Riemann. Nessa linha, trabalhos que calculem explicitamente o

zeta-determinante em casos particulares possuem um certo apresso.

1.2 O método da soma dupla para operadores auto-adjuntos

Esta se¢do é fundamentada no trabalho em andamento [HAR19]. Em [COMO095], é
discutido em um contexto geral, a importancia de se obter a extensdo meromorfa da
fungdo zeta associada a um operador auto-adjunto com resolvente compacto. Um
operador com essa propriedade é dito possuir um espectro de dimensdo discreta.
Connes e Moscovici usam essa formulagdo para provar uma férmula do indice local
em um contexto abstrato. Tal contexto é verificado para variedades Riemannianas,
espacos com singularidades isoladas, conjuntos de Cantor entre outros.

Uma das propriedades do espectro de dimensdo discreta é ser fechado para a
soma direta finita de operadores. No estudo do operador de Hodge-Laplace sobre o
cone, por exemplo, este operador é decomposto como soma direta infinita de opera-
dores que possuem o espectro de dimensao discreta. E ainda, sabe-se que neste caso
o operador de Hodge-Laplace tem espectro de dimensdo discreta. A questdo que
se levanta é, existe uma condi¢do natural para que a soma direta infinita de opera-
dores com espectro de dimensao discreta tenha um espectro de dimensao discreta?
Existem alguns trabalhos nessa dire¢do mas sem uma resposta muito especifica. Em
[LEVE15], os autores respondem essas questdo positivamente mas para o caso es-
pecifico do Laplaciano em uma superficie de revolucdo. Em [HASP10, SPR12], o
problema nédo é diretamente atacado pois o interesse esta em estudar a funcado zeta
em uma vizinhanga da origem.

Desta forma o objetivo em [HAR19] é provar que sobre certas condi¢des a soma
direta infinita de operadores com espectro de dimensdo discreta ainda possui es-
pectro de dimensdo discreta. Tal resultado ainda ndo estd provado, e neste texto
trazemos algumas relagdes entre expansdes assintéticas e o espectro de dimensao
discreta. Decidi incluir esta se¢do pois seus resultados principais sdo os Teoremas
1.10 e 1.12, que serdo utilizados no Capitulo 2 para se obter a Tor¢do Analitica de
um cone métrico finito. E ainda, serve para mostrar a relagdo entre o estudo das ex-
pansdes assintodticas do trago do resolvente, ou o trago do ntcleo do calor, ou ainda a
expansao assintética do determinante de Freedholm, com os invariantes espectrais,
como o zeta-determinante regularizado, a Tor¢do Analitica, invariantes eta e outros.

1.2.1 Operadores com espectro de dimensao discreta

Seja ‘H um espaco de Hilbert separdvel e L : D(L) C ‘H — H um operador auto-
adjunto, que é limitado inferiormente. Sem perda de generalidade assumimos que

(Lu,u) > ||lul|?, we€D(L)CH. (1.1)
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Entdo L é um operador discreto com ntcleo trivial. A Eq. (1.1) implica que podemos
definir o semi-grupo do calor associado a L, denotado por e~**, para todo ¢ > 0.
Outra consequéncia é que

Spec LN A¢ = (), (1.2)

onde A, := {z € C| |arg(z)| < €}, para algum 0 < € < 7. E ainda, assumimos que
parap > 0,
L' € BP(H), (1.3)

onde BP(#H) é a classe de Schatten de ordem p.
Com a condicéo (1.3), podemos definir a Fungio Zeta associada a L por

= i A (1.4)

q=0
para Re(s) > p. A Transformada de Mellin de e~*"*« implica que

1 o0
) P — 5Lt Aa gy 15
"= /0 e tadt, (1.5)

e somando em ¢, obtemos a seguinte representacdo da fungdo zeta de L

C(s; L) = 1 /OO 571 Tr(e tE)dt, (1.6)
0

I'(s)
onde Tr(e~*F) denota o traco do semi-grupo do calor. Esta fungdo é holomorfa para
Re(s) > p. Entdo definimos ( ¢f. [COMO095, Definicao II.1]):

Definic¢do 1.2. O operador L possui espectro de dimensao discreta se ((s; L) estende
a uma fun¢do meromorfa ao plano complexo C tal que em cada faixa vertical |I'(s) -
C(s;L)| = O(|s|™¥), quando Im(s) — oo, para qualquer N € N. Denotaremos por
¥ (L) o conjunto de polos da funcao I'(s) - ((s; L).

Para estender ((s; L) meromorficamente em todo o plano complexo, é necessario
assumir algum tipo de expansdo assintética. Por exemplo, suponha que temos a

seguinte expansdo assintética para o trago do semi-grupo do calor,

oo k(j)
ety ~ Z Z wt%loght  quando  t— 0T, (1.7)
=0 k=0

onde (o) en € uma sequéncia de nimeros complexos ordenados por || < |aji1]
para todo j € N com Re(a;j) = oo. De modo mais curto, escreveremos

Tr(e ') ~ Z A t%logh ¢ quando t—0". (1.8)

Re(a)—o0
0<k<k(a)

Segue diretamente desta expansdo o seguinte lema.
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Lema 1.3. Se Tr(e~1) tem uma expansio assintética como na Eq. (1.8) entdo a fungio
¢(s; L) possui uma extensio meromorfa em C. Os polos da fungdo ((s; L) sdoem s = —cve
a parte principal é dada por

k()
1
—— > (~1)T(k) Ajp (s + ) F L. (1.9)
]
Como consequéncia, se o ¢ Z a ordem do polo s = —a é k(a) + 1 com residuo

k(a) Aak(a)r(k(a))

Resk(a)+1<<_a7 L) - (_1) F(—a) ) (110)
esea € Z; entdo I'(s)~! possui um zero simples em s = —a, entdo a ordem do polo
a é k(o)) com residuo

Resg(a)C(—a; L) = (=) T ()0 (k(0)) Aak(e)- (111)

Aqui Resy, f(a) significa o coeficiente de (s — a) ¥ na série de Laurent de f.

Um operador ter espectro de dimensdo discreta e a expansdo assintética do trago
do semi-grupo do calor, Eq. (1.8), sdo equivalentes, desde que adicionada a hipétese
de diferenciabilidade da expansdo. Isto foi discutido em [BRLE99, Lema 2.2], mais

precisamente temos:

Proposicdo 1.4. O operador L possui um espectro de dimensdo discreta se, e somente se,
Tr(e~tF) possui uma expansio assintética (1.8) que pode ser diferencidvel, i.e., para N,
K > 0, temos

oN (Tr(e_tL) - Z Ay t* logk t) < CN,KtK, quando t—0".
Re(a)<N+K
0<k<k(c) 12

A existéncia da expansdo assintética em (1.8) é equivalente a existéncia da ex-
pansdo assintética do trago do resolvente como segue. Por [KAT95, Chapter 9], se
o operador é auto-adjunto e satisfaz Eq. (1.1) podemos definir o resolvente de L em
fungao do semi-grupo do calor pela equacao

(L+2)"t:= / e e tat, para qualquer Rez > 0, (1.13)
0
e mais geralmente,

1 e}
(L+2)™":= / et gt para qualquer Re z > 0. (1.14)
I'(n) Jo
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A hipétese na Eq. (1.3), a equagao do resolvente e a desigualdade de Holder provam
que
(L+2)"eBYH), Yn>p, neN, (1.15)

com norma do trago uniforme em A.. A existéncia da expansao assintética em (1.8)

implica na existéncia da Eq. (1.17), diretamente como

1 oo

Tr(L+2)™" = / t" "t Tr(e tF) dt. (1.16)
L'(n) Jo

A implicagdo contrdria também é verdadeira, ou seja, se temos a seguinte ex-

pansdo assintética

Tr(L+2)" ~ A 272 " logh 2, uando z — 00, (1.17)
q

Re(a)—oo

0<k<k(a)

para algum n > p, entdo a expansdo assintética do traco do semi-grupo do calor
associado a L quando ¢t — 0 é uma consequéncia da seguinte igualdade

- 1!

onde I' estd representado na figura a seguir. Consequentemente, a expansdo as-
sintética do Tr(e~**) é dada por

Tr(e ) ~ Z Coi t2 loght, quando  t— 0. (1.19)
Re(a)—o0
og(kg)k_Ea)
r 3

[=

_)\1\

FIGURA 1.1: Representagdo grafica de I
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1.2.2 O determinante de Fredholm e sua relacao com o espectro de dimen-
sao discreta

Antes de apresentar a relagdo entre o determinante de Fredholm e o espectro de
dimensdo discreta, relembrarei algumas defini¢des e propriedades do determinante
de Fredholm.

Seja H um espaco de Hilbert complexo e separavel e L um operador auto-adjunto
em H satisfazendo Eq. (1.1). Suponha ainda que L' ¢ da classe de trago, o determi-
nante de Fredholm de L~ é definido por

det (I + L1 H (14,1 (1.20)

Defina a fungéo f(z) := det(I + 2 L™!). Entdo f é analitica em C com singulari-

dades removiveis em todo z € C tal que —z € Spec(L). Mais ainda,

d _
—F(2) = f(2) - Te((L +2)7"). (1.21)
Como consequéncia obtemos que
d -1 -1
7 logdet(I+2L7") =Tr(L+2)" . (1.22)

Seguindo a ideia de [SIM77, Segdo 6], definimos:

Definigdo 1.5. Seja L' € BP(H) e n > p. O n-determinante de Fredholm de L~! é
definido por

detn(I + L1 ﬁ( eXp(g(—l)k)\Z:_IC)). (1.23)
= k=1

Note que para p = 1, det (I + L~!) = det(I + L~!). De forma similar que o caso

n = 1 prova-se que

o] n—2
d k+1_k —k—1
- log det( (I+zL71 Z()\ +2) 7 ) (DR A . (1.24)

q:]_ k=1

Entdo por indugao temos:

D g detn(I +2 LY = (—1)™! (n — 1)! i _r

dz" = Ag+2) (1.25)
= (=)™ (n—1)! Te(L +2)™"

A conexdo entre a expansdo assintética do determinante de Fredholm e o espec-

tro de dimensdo discreta é uma consequéncia da seguinte proposicao.



8 Capitulo 1. Zeta-determinantes regularizados de operadores auto-adjuntos

Proposic¢do 1.6. Seja L um operador auto-adjunto satisfazendo (1.1), tal que L=! € BP(H.).
O trago do semi-grupo do calor e~ possui a expansdo assintdtica (1.8) se, e somente se, 0
logaritmo do p-determinante de Fredholm de L~ possui a seguinte expansdo assintdtica

oo k(4)
log det, (I + z L™~ Z Z By, 2% ogh 2 quando z — 00, (1.26)
j=0 k=0

em qualquer raio disjunto de —A., onde |cj| < |aj 1| para todo j com Re(a;) — oo. Mais
ainda, se uma das expansoes é diferencidvel entdo a outra também serd.

Como consequéncia temos:

Corolario 1.7. Para um operador L ter espectro de dimensdo discreta é necessdrio e sufici-
ente que o logaritmo do determinante de Fredholm possua uma expansio assintética (1.26)
diferencidvel.

Observo que o conhecimento explicito da expansédo assintética (1.26) implica no
conhecimento explicito da expansédo (1.8). Entretanto, a volta ndo é verdadeira. Em
[FRI89], 0 termo constante da Eq. (1.26) é determinado para um operador diferen-
cial eliptico, e este termo coincide com menos o logaritmo do zeta-determinante do
operador. Em cf. [HLV17, pag. 3439], mostramos um resultado equivalente para
um operador auto-adjunto em um espago de Hilbert. Este fato é de grande interesse
pois o termo constante é um dos mais importantes da expansdo assintética. Afi-
nal o termo constante fornece informagdes sobre a distribuigdo dos autovalores que
podem ser obtidas por meio de teoremas Tauberianos.

1.2.3 Zeta-determinante regularizado e sua conexao com o determinante
de Fredholm

Continuamos com as mesmas hip6teses sobre L e H da subsegdo anterior.

Definicido 1.8. Considere a fungdo zeta de L definida na Eq. (1.4), se ((s;L) € re-
gular em s = 0 entdo o zeta-determinante regularizado, ou mais brevemente zeta-

determinante, é definido por
det(L) := exp(—¢'(0; L)). (1.27)

Sobre certas condigdes nas expansdes assint6ticas podemos obter informacoes
sobre o zeta-determinante. Por exemplo, no caso da expansdo assintética do trago

do semi-grupo do calor obtemos o seguinte resultado.

Lema 1.9. Se o traco do semi-grupo do calor de L possui a expansio assintética (1.8) entdo
((s; L) possui uma extensdo meromorfa em todo plano complexo. Mais ainda, para ((s; L)
ser reqular em s = 0 é necessdrio que ndo existam termos log"t, com k > 1, if aj = 0. E
ainda, neste caso, (0, L) = A p.
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Equivalentemente podemos obter um resultado similar ao lema anterior usando
a definigdo da fungao zeta envolvendo o trago do resolvente, i.e., usando Eq. (1.18) e
a defini¢do da fun¢do gamma de Euler ( ¢f. [GRRY15, 8.310-2]). Mais precisamente,

sen(rs) I'(n)-T(1-—n+s
v I'(s)

((s;L) = ) /OOO 2 Te(L 4 2) T, (1.28)

para qualquer n > p e Re (s) > n.

A informagdo do lema anterior a respeito do valor no zero da fungéo ((s; L) é o
maximo que podemos obter com a expansdo assintética do trago do semi-grupo do
calor, a derivada dessa fun¢do no zero ndo depende apenas da expansdo. Entretanto,
a expansao assintética do determinante de Fredholm fornece informacéo suficiente

para obter a o valor da derivada de ((s; L).

Teorema 1.10. Suponha que o logaritmo do n-determinante de Fredholm de L, n > p,

possui a seguinte expansdo assintética
o0 o0
logdet,,(I + 2 L™1) ~. 400 Z Z Aa; k2~ log® z, (1.29)
J=0 k=0

sobre qualquer raio disjunto de —A., onde |oj| < |aj41| para todo j com Re(a;) — oo. Se
aj = 0paraalgum je Ay, = 0 para k > 2, entdo a fungdo zeta associada a L perto de s = 0
satisfaz

C(s;L) = —Ag1 — Ao -5+ O(s%). (1.30)

Note que este resultado também recupera a férmula de Friedlander [FRI89].

1.2.4 Zeta-determinante de operadores espectralmente decompostos

Considere H um espaco de Hilbert separdvel e L um operador auto-adjunto limitado
inferiormente como antes. Assuma que para algum p > 0,

L' € BP(H). (1.31)

Suponha que podemos decompor L em uma soma direta de operadores auto-adjun-

tos limitados inferiormente, i.e.,

L=@PLn (1.32)
n=0
A hipétese sobre L implica que:

a) L, é discreto para todo n.

b) L. ! e BPL(H,) para algum p; € Ny e para todon € N, onde H = ®&H,,.
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Nesta situagdo a fungdo zeta associada a L é dada por

C(ssL) = ClsiLn) = DD Ak (1.33)
n=1 n=1 k=1

para Re(s) > p.

Para cada n € N, assumimos que L,, possui uma expansao assintética do loga-
ritmo do determinante de Fredholm como no Teorema 1.10. Note que pelo Corolério
1.7 cada L,, possui um espectro de dimensao discreta.

Com essas hipéteses podemos escrever

((s;L) = ((siLn)
n=l (1.34)

o) 7fs—l

oo tz

S e
:Ej— ~——logdet (I + 2L-1) dz dt
nlr(s)/o 2m‘/rzogep( +zly) dz dt,

para Re(s) > p.

Suponha que existe um operador auto-adjunto A : D(4) C H — H com A~! €
LP1(H) que também possui uma expansdo assintética como no Teorema 1.10. Mais
ainda, suponha que A comuta com L,, para todo n € N. Denotaremos os elementos
do espectro de A por py,, ie., Spec A = {uy, }nen. Mais ainda, como L e A comutam
existe uma base de autovetores que diagonalizam L e A simultaneamente. Denota-

mos por A, a restricdo de A ao subespaco H,,. Com essas hip6teses definimos:

Defini¢do 1.11. O par (L, A) é admissivel selogdet (I + 2 A, L,,*) possui a seguinte

expansao assintotica

Ji 1
logdet (I + 2z A, L,;') = Z Z b5, k(%) un™ log® u,, + O(u,”*~°), (1.35)
=0 k=0

uniformemente em z € A, para algum € > 0, onde |3;| < |Bj+1| < p1 para todo j e as
fungbes ¢p; 1(z) possuem a seguinte expansdo assintética para z — 0o, z € A,

oo ki(l)

B6,1(2) ~aosoo D > Cityj 2~ logh , (1.36)

=0 k1=0

onde (a;)ien € a mesma sequéncia de (1.29). As fungbes ¢p; 1(2) sdo polindmios em
z satisfazendo a condigao ¢g, 1(0) = 0.

Sobre essa estrutura foi provado em [HASP10, Teorema 3] o seguinte resultado
que descrevo agora. Defina

o] 1 1 ezt
Ps.(s) = T — — g, dzdt.
o) = [Tt [ e atas
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Teorema 1.12. Suponha que o par (L, A) é admissivel e que ®_(s) possui no mdximo polos
simples em s = 0. Entdo ((s; L) é reqularem s =0 e
J1
C(0;L) = —A401(0) + Z Resy @5, (s) Res1 ((s; A),
=0 s= s=f;
J1
¢'(0; L) = —Ap(0) — Aj,(0) +9 > Resy @, (s) Resy (s 4)
]:0 s= S= j
J1 J1
+ Res ®3.(s) Res; ((s; A) + Res; @5.(s) Res ((s; A
Ezj Res @5, (s) Ress C(s:4) + > Res @5, () Res ((5: 4)

=0

onde a 1iltima soma é apenas sobre os termos tais que ((s; A) possui um polo em s = 3;,
as fungdes Ago(s) e Ao,1(s) sido requlares em s = 0 e construidas a partir da expansio
assintotica de ¢, o(z) e log det,(I 4+ z A, L,') para z suficientemente grande em A..

Este dltimo resultado é a ferramenta fundamental para se obter a Tor¢do Analiti-
ca do cone. A generaliza¢do deste resultado é apresentado em [SPR12, Teorema 3.8].
Observo que a afirmacdo do teorema anterior é apenas sobre o valor da func¢do zeta

em s = 0 e ndo a extensdo meromorfa de ((s; L) em C.

1.3 Zeta determinantes de operadores de Sturm-Liouville com

potenciais quadraticos no infinito

Nesta subse¢do apresentaremos o artigo [HLV17]. Nele investigamos o zeta-deter-
minante de operadores de Sturm-Liouville com potenciais que possuem crescimento
quadratico no infinito, ou seja, operadores da forma

d d 1
_ _@(g@,) + a2 — 7+ V(z) =D, + V(x), (1.37)

no intervalo [a,00), a > 0, com p > 0, e condi¢des minimas de regularidade no
potencial V. Foi a primeira vez na literatura que foi estudado o determinante de um
operador em um intervalo nao limitado.

Nossa motivagdo para esse trabalho foi que tais operadores surgem no estudo
da geometria espectral de variedades hiperbélicas, ou mais geralmente, variedades
com cuspides. Foi W. Miiller em [MUL83] que iniciou o estudo da geometria espec-
tral deste tipo de espago. Mais recentemente, o colaborador Boris Vertman estudou
a Tor¢ao Analitica e o Teorema de Cheeger-Miiller nestas configuragdes [VER19].

Pretendemos com este artigo iniciar uma discussao sobre estes operadores, pa-
ralela aos desenvolvimentos no contexto de operadores de Sturm-Liouville regular-
singular, que por sua vez sdo motivados pela geometria de espagos com singulari-
dades do tipo conico.
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Antes de enunciar o principal resultado deste trabalho precisamos de algumas
defini¢des. A condigdo de contorno em x = a é definida por

R.f :=senf, - f'(a) + cosb, - f(a), 0<86, <. (1.38)
Uma funcéo g é dita normalizadaem a se R,g =0e

d(a) =a3?, se 6, = 0 (Dirichlet) , (139)
gla) = a2, se 6, > 0 (Neumann generalizada) . '

Usamos ainda a notagdo de uma letra maitiscula X para representar a multiplicacdo
por .
O principal resultado deste trabalho é o seguinte:

Teorema 1.13. Fixe v > 0 e suponha que o potencial V em (1.37) satisfaz V € X7 L'[a, 00)
para v < 2 fixo. O operador H estd no caso de ponto limite no infinito e assim é essencial-
mente auto-adjunto no dominio { f € C3°[a,00) | R, f = 0}. Denotamos por H(R,) esta re-
alizagio auto-adjunta. Escolha um sistema fundamental de solugdes ¢ e 1 para (H +1?) f =
0, onde R,¢ = 0 satisfaz a condigdo de contorno em x = a e ¢ € L?[a, 00). Normalizamos
¢ como em (1.39) e v por

lim ¢(z) - V& - K, (uz)™" = 1. (1.40)

T—00

Aqui K, é a fungio de Bessel modificada de segundo tipo de ordem v.

Entdo H(R,) + v? é auto-adjunto com espectro discreto. Mais ainda, a sua fungio zeta
admite uma continuagio meromorfa no plano {z € C| Rez > —e} para algum e > 0 com 0
sendo um ponto regqular. Portanto, seu zeta-determinante estd bem definido e ainda

det, (H(Ra) + 1/2> _ \/Z Ca? W (4, )(a), (1.41)

onde W (¢, ¢)(a) := (¢ - ¢ — ' - ¢)(a) é o Wronskiano de 1 e ¢.

A prova para o teorema anterior é construida por meio de varios passos, os quais
descreverei a seguir.
O operador H é tratado como uma perturbagdo do operador “ctispide” modelo

parametrizado por y,

d d 1
D,= ——(xQ—-) + 2%pu? — 7 (1.42)

Se ;1 = 0 este operador possui um espectro continuo, assim consideramos apenas
p > 0. Um sistema fundamental de solugdes para (D,, + 2?) f = 0 é dado em termos

das fung¢des de Bessel modificadas por

x

N|=

- K, (px), z72 I.(px). (1.43)
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Portanto, os problemas espectrais e a andlise do resolvente se reduzem ao final a
questdes sobre as funcdes de Bessel modificadas e os comportamentos assint6ticos
de ambas.

Observagao 1.14. Na maioria dos artigos apresentados neste texto sistematizado
as funcdes de Bessel possuem um papel central na obtengdo dos resultados. Na
literatura sdo conhecidas diversas propriedades destas fun¢des, em particular, em
[HLV17] dedicamos uma segdo para a apresentacdo das expansdes assintdticas co-

nhecidas das fun¢oes de Bessel Modificadas.

Para a boa definigdo do zeta-determinante é preciso analisar o comportamento

assintético do trago do resolvente.

Teorema 1.15. Seja V € X7 L'[a, o00) como no Teorema 1.13 e suponha fixada a condigio de
contorno de Dirichlet ou Neumann generalizada para H em a. Entdo o resolvente de H(R,,),
(H(R,) + 2%)71, é da classe de Trago e existe uma expansio assintética
Tr (H(Ra) + 2’2) =yt logz4ag-2"t+ay-2724+0(2727%), quando z — oo,
(1.44)
para algum § > 0. As constantes by, ag, a1 ndo depende do potencial. Explicitamente ay =
2

1 log 7o bo = %, para a condigio de contorno de Dirichlet em a temos que a; = % enquanto

para condigdo de contorno de Neumann generalizada em a temos a; = —%.

Observo que no caso do operador D, (V = 0) existe uma expansao assintética
completa para o trago do resolvente.
Denotaremos por f para a integral regularizada por Hadamard. Podemos definir

o zeta-determinante usando a integral regularizada da seguinte forma

(siHRa) = Y Aszse“”][ooxS.Tr<H(Ra)+x)_1dx. (1.45)
0

m
AE€Spec H(Rq)

A Eq. (1.44) implica que ((s, H(R,)) possui um extensdo meromorfa para Re(s) >

—06 com 0 sendo um valor regular. Portanto temos,

log det¢ (H(Ra) + z2> :=('(0,H) = _]éoo Tr(H(Ra) + z>_1dz

= ]éoo z-Tr (H(Ra) + 2’2) _ldz. 0

Observagdo 1.16. Observo aqui que neste trabalho usamos a defini¢ao do zeta-deter-
minante por meio da integral regularizada de Hadamard e a expansao assintética do
traco do resolvente. A vantagem da integral regularizada é que ela sempre existe,
entretanto a ndo existéncia de um termo da forma z~2log z em (1.44) garante que
esta abordagem para o zeta-determinante é equivalente a anterior. Para um bom
entendimento a respeito da integral regularizada de Hadamard recomendo o livro
[LES97, Secao 2.1].
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A expansdo assintotica (1.44) nos permite determinar o comportamento assintéti-
co da fungdo de contagem N () dos autovalores A de H(R,). Observe a presenca do
termo 2z~ ! log z como termo lider na expansao assintética do traco do resolvente, este
termo distingue este caso das discussdes similares no caso de operadores de Sturm-
Liouville regular-singular. Este caso também possui um termo logaritmo, entretanto,
diferente do nosso caso ele ndo é o termo lider.

O termo lider sendo da forma 2z 'logz é claramente um novo fendémeno do
nosso caso nhdo compacto e possui uma importante consequéncia para a Lei de Weyl
do operador H(R,). De fato, da expansdo assintética do trago do resolvente, con-

cluimos que

1 Co + C1

AN RN

é continua para Re(s) > %, onde as contantes ¢ e c¢; sdo determinadas explicitamente

((s;H) — (1.47)

pelos coeficientes da expansdo assintética do trago do resolvente. Aplicando um ar-
gumento Tauberiano obtemos o comportamento assintético da funcdo de contagem
do autovalores, N(\), de H(R,),

A/¢ngA
2F<%)27

O préximo passo é obter a formula de variagdo para o zeta-determinante. Para

N(N) A = oo (1.48)

isso precisamos conhecer o comportamento de um sistema fundamental de solucdes
da equacdo homogeénea. Tal resultado serd descrito abaixo e é uma versdo do Teo-
rema de Bocher[BOC00] do caso regular-singular. Defina

[V

Y, (x) = ZL‘_%'KZ(MZL’) e ¢.(x):=a"2 I (ux).

Teorema 1.17. Seja
H=D,+X* W, (1.49)

com W € L'[a,00) e fixe = > 0. Entdo a equagdo diferencial (H + 2%)f = 0 possui um

sistema fundamental de solugdes {h1, ha}, tais que

hl(l') = ¢z(x) : 91($)a hg(l‘) = sz(l‘) : 92($)7 (1.50)

com g; € Cyla, o) e Ilggo gij(z) =1, j =1,2. Mais ainda,

m(z) =i(x) - Gi(z),  hy(x) = ¢ (x) - Ga(2), (1.51)
onde g; € Cpla, 00), xh_}rgoﬁj(a:) =1,j=1,2ex? - W(hy, ho)(z) = 1.

Com este resultado em maos prova-se o Teorema 1.15 usando o Teste de Shur e

a Série de Neumann. Entdo provamos o seguinte resultado.
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Teorema 1.18. Seja W; uma familia de fungdes em L'[a, 00) e e > 0. E conveniente consi-
derar ty = 0. Fixe v > 0 e considere o operador perturbado

Hy:= D, + X*W,. (1.52)

Mais ainda, seja R, uma condigdo de contorno em a. Seja {1y, ¢} um sistema fundamenta
de solugdes da equagio (Hy + v*)u = 0, onde ¢, é normalizado no sentido de Eq. (1.39) e ¢y
satisfaz

lim y(2) o K, (uz) ™ = 1. (1.53)

Assuma que Hy é invertivel. Entdo a variagdo do zeta-determinante é dada por

d d
pm log dete(Hy + v°)|,_, = 7 log (2® - W (thr, ¢1) ()], (1.54)

Segue deste teorema que

det (H(Rq) +12) = cola, ) - a* - W (1, 6)(a),

onde a constante ndo depende de V' e nem da condicdo de contorno R,. Em particu-

lar, se V' = 0 mostramos que

det<<H(Ra)+V2) :\F

a® - W(y,¢)(a)

€o (CL, iu) =

Como consequéncia provamos o teorema principal, i.e., Teorema 1.13.

1.4 Zeta determinante do operador de Laplace em espacos

projetivos reais

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana fechada® de dimensdo m. Considere Ay :
C>(M) — C>(M) o operador de Laplace associado a métrica g. E conhecido que
A é simétrico, positivo, possui uma tinica extensdo auto-adjunta e ainda, possui um
espectro de pontos puros. A Lei de Weyl ( cf. [CHA84, Se¢do 1.3]) garante que se Ay
é um autovalor de Ay, entdo

l,(M
Ak ~hosoo V27 - VO:)’() m (1.55)
onde w,, é o volume do disco unitario em R™, Vol,(M) é o volume M na métrica
g. A Eq. (1.55) implica que o resolvente A~! € BP(H"(M)" ) para qualquer p > %,
onde H°(M) denota o subespago das fungdes harmonicas em L?(M). Logo a funcdo

'O contexto desta sub-secdo requer apenas variedades fechadas entretanto, varios dos resultados
gerais relembrados aqui valem para uma variedade com bordo.
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zeta associada a A estd bem definida para Re(s) > % e é dada por

C(s;A) = Z AL
n=1

Temos também a expansdo assintética do traco do operador do calor, provada por
Minakshisundaram [MIN53], e dada por

m

Tr(e '2M) ~yoe > ap(M)EF% (1.56)
k=0

onde os coeficientes ay (M) sao determinados pela estrutura geométrica de M. Como
consequéncia, ((s; Aps) possui uma extensdo meromorfa em C com possiveis polos
simples. Em particular, zero é um ponto regular e entdo o zeta determinante esta
bem definido por

dete(Apr) = exp(—¢'(0; App)). (1.57)

Como observado na introdugdo, a fun¢do zeta e o zeta-determinante regulari-
zado de A possuem importantes informagdes sobre a geometria de M. Entretanto,
célculos explicitos do zeta-determinante sdo poucos pois dependem do conheci-
mento explicito do espectro de Ajy;. As primeiras férmulas explicitas para o zeta-
determinante regularizado foram para o operador de Laplace em esferas de baixa
dimensdo. O caso de uma esfera de dimensdo arbitraria foi estudado por Kuma-
gai [KuM99](veja [BAFU08, M1z06, NAO’95] para outras férmulas). Nesta secdo,
que é referente ao trabalho [HASP19], seguimos essa linha de investigagao e apre-
sentamos férmulas explicitas para o zeta-determinante regularizado do operador de
Laplace no caso das esferas e dos espagos projetivos. Determinamos também de
modo explicito uma descrigao da estrutura aritmética de det:(Agm) e dete(Arpm).

Recentemente, o caso complexo foi descrito em [AWO18].

1.4.1 A funcao zeta do operador de Laplace em esperas e nos planos pro-
jetivos reais

Seja (S™, g) a esfera euclidiana de raio um, S™ C R™*! com a métrica g induzida
pela métrica euclidiana. Denote por Agn o Laplaciano de S induzido pela métrica
g. O espectro do operador de Hodge-Laplace e as suas autoformas sao apresentados
em [IKTA78, Teorema 4.2] utilizando Teoria de Representa¢do. No caso do operador
de Hodge-Laplace sobre fung¢des temos que os autovalores sdo A\, = n(n +m — 1),
n > 1, com multiplicidade

Mmop—1,n =

n+p—1/2p+n—-3
p—1 n
2

(2p —2)! ;

(n+1+5)(n+2p—1—3),

p (1.58)
=2
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sem=2p—1le

_2n+2p—1(2p+n—2
M2pn = 2p—1 n
Mm+2p—1 4 . .
:WH(n+j—1)(n+2p—j)
p—1!

(1.59)

se m = 2p, ambos com p > 1. Sabe-se também que as autofunc¢des sdo descritas
usando polindmios harmoénicos [BGM71, Pagina 159].

Motivados pela abordagem feita em [HAR09, Secdo 6.5] defina oy = % +qg—Fe
d" = (=of,...,—al,....—a)_)), (1.60)
onde p = [®71] + 1 com [] representando a fungdo menor inteiro. Denote por

ep—1-1(d") o polindmio elementar simétrico em d° de grau p — 1 — k. Entdo as multi-
plicidades (1.58) e (1.59) podem ser reescritas usando os polindmios simétricos ele-

mentares da seguinte forma:

2 2
Myy,n = m Z €p—1—k(d0)(n - 040)2k+ca (1.61)
T k=0

ondec = 0sem = 2p—1ec = 1sem = 2p. Note que podemos re-escrever

A = (n— ap)? — o e entdo a funcdo zeta associada ao Laplaciano da S™ ¢ dada por

ClssAgm) = D =
AR—— k (1.62)
2 2 = (n—ag)Pte
- 1 (d°
(m—l)' ;) €p—1 k( )nzz:l ((n—ao)Q—a%)s

Considere RP™ o espago projetivo construido por meio da projecao « : (S™, g) —
(RP™, g) que identifica os pontos antipodas da esfera. E conhecido que 7 é uma
aplicagdo de recobrimento e uma submersdo Riemanniana logo uma isometria lo-
cal. Seja Arpm o Laplaciano sobre fungdes de RP™, as autofungdes sdo dadas por
polindmios harmonicos que sdo invariantes por a¢do antipodal, i.e., polindmios
harmonicos de ordem par. Denotando os autovalores de Ag pm por An, temos que

An = Aon = 2n(2n +m — 1)

com multiplicidade m,, ,, = m,, 2,. Entdo a fun¢do zeta associada ao operador de
Laplace de RP™ é dada por

e )2k+c

C(s; Arpm) = (m2—1)' Z ep—1-k(d Z (2n — a0 BpeILE (1.63)
k=0

n:l 2n — ap)?
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1.4.2 Zeta-determinante do operador de Laplace em esferas e espagos pro-
jetivos reais

Com a determinagdo das fung¢des zeta na sub-se¢do anterior precisamos de resulta-
dos auxiliares para obter o zeta-determinante do operador de Laplace nas esferas
e nos planos projetivos reais. Dado o um inteiro ndo negativo, z, y € Q tal que
x+y, r—y € Zcomzx >0, defina a fungao

h(s; o, x,y) = Z © Tgfiayz)s. (1.64)

n=1

Mostra-se que h é analitica e possui uma extensdao meromorfa para Re(s) > —¢,
com € > 0, e os valores em zero de h e sua derivada i’ é apresentado na seguinte

proposicao.

Proposigdo 1.19. A fungio h(s; v, z,y) é analitica para Re(s) > 3(a + 1) e ainda

h(0; i, z,y) = - (@ mng(j—a)_an-H_{_ﬂya-&-l
T g\ a+1 2(a+1)
]

(5]
R(0;a,2,y) =2 <20;> Y2 (R (2] — a) 4+ 2

|
v @
w[R

Tty
<2j) % Zno‘ %logn

Jj=0 7=0 n=1
o :c+y
(a) n®Jlogn
7=0 J n=14+x—y
1 (1 + ( 1)a+1) a+1 atl _— a+1 -1 1
- Z(_l)J 9i—1 ( > Z -
2 a+1 — 1

=2

A prova dessa proposicdo é feita por analise direta da defini¢do da fungédo £,
usando resultados da funcdo Gamma de Euler, I'(z), a fungdo digama, ¢(z), e a
fungdo zeta de Riemann. A fungdo h é usada para obtermos o zeta-determinante de

Agm, para Agpm precisamos definir outras duas funcdes relacionadas com h.

Defini¢do 1.20. Se x + y e v — y sdo inteiros positivos pares, entdo defina
o0
heven (85 ; 2, Y) Z (2n + 2)%((2n + x)% — %) 7. (1.65)
n=1

Se x + y é um inteiro positivo impar e x — y é um inteiro positivo par, entdo defina
hoda pela mesma expressdo anterior, ou seja,

(2n + 2)%((2n + )% — 3?) 7. (1.66)

Nk

hodd(s; oz, y) =

3
Il
—_

A derivada heven(s) é dada na seguinte equagao

Ty
B (035:2,) = =271 (0305 5, T} log 2+ 27 (0305 5, )
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Para hoqa(s) € um pouco mais trabalhoso e obtemos

[0}

Mgl y) =3 (j) P (C17 @ — 1) +279) Gl — @)

§=0
@ o . . .
£ 3 (2) 1 - 2 Teals  a)og2
j=0
L (a log 2
J J+1 a—j
’ 0(3)3/(( 12 Znia
j:
z+y—1
AN i1 ; . log 2
J(_1)i+1l ga—j
* (j)y( R D
j=0 n=14Z5Y
o iy logn
J(—1)J
* (j)y( o)
J=0 n=14%ty=1
o z;ylogn
J((—1)(1 — 90—J) _ 9a—Jj
+3 (9 (Crra-e -z 3o e
7=0 n=1
zty—1
=~ (@), (1 _ge-dy §° losn
2 (Greya-r) Y

0 n=l4 gt

(-1~ 1y

—1

- +1\ %=1

§ —1)7 972 « § -

* 2 a+1+4 (=1) ( j > [
7j=2 =1

Com esses resultados auxiliares re-escrevemos (1.62) e (1.63) utilizando as fun-

¢oes h(s), hodd(s) € heven(s) da seguinte forma

2]

C(S;ASM):(mz_l)! kz—o ep-1-1(d°) h (3 2k +c, m- m_1>7

22

((s; Arpor-1) = m Z €p—1—k(d0)heven(8; 2k,p—1,p—1),
" k=0

. — 0 .
(s ) = gy 2 epa-(d hoda (s 2k +1, o=, 22

Entdo os principais teoremas desta segdo sdo os seguintes:

Teorema 1.21.

4 p—1 9 2p—2

C/(O7 ASQp—l) = m ZQQP_LQZCE%(—QZ) + m Z b2p—1,n log n,
=0 n=1

4 p—1 22—p 2p—1

C/(O’ ASQP) =

2p—1 2p—1)

P T YT (=20 —1) 4 ——— bor . 1
22-2(2p — 1)! lz;a%amé}z( )+ G nz::l 2pnlogn +,
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onde Cr(s) é a fungdo zeta de Riemann, e os coeficientes a e b sdo inteiros dados pelas sequin-
tes formulas:

p—1-—1
20 + 2h
Ap—1,20 = Z ( 9 >(p_1)2hepllh(d0)7

h=0

i kL /ok , &k ok e
S SRR E) ol G [t ol G [T §
P o \2J o\ J
J J
p—1—1

214+ 2h +1
agp 2L+l = hz() 2202~ 2h( oh >(2 —1)*"e, 1 -p(d?),

k

p—1
by O o 2k+1 op _ 1)% op—1-2 ,2k+1-2]
2p,n = Zepflfk( ) Z 2j ( D ) n
k=0 Jj=0

2k
-2 <2k ” 1) (2p — 1)7 207173 24173 )
J

j=0

e o tiltimo termo c é um niimero racional dado pela segquinte formula

. 2 7’21 (do)(Qp—l)QIH_Q 2’”2( 2% +2 211
= _— [ B — —

T (2p— 1) & PR gk (g 1) = —
ondep = ["52] +1, g = —5(m —2q — 1), e,(d°) denota o polindmio simétrico elementar
de grau | nas p — 1 varidveis d° = (=03, ..., —a3_,), e m é a dimensio da esfera.
Teorema 1.22.

-1 29p—2
4 % 41og 2
¢'(0, Agpep-1) “2p-2) Zaép—mz%(—?l) “p-2) Z agy—1,Cr(—1)
1=0
PR
+ m Z b2p—1,n log n,
2p—1 p—1
4 log 2
¢'(0, Agpep) = 21 Z ah, 1Cr(— @) Z azp2Cr(—21)

9 9 2p 1
+m2b2p7 10g7l-|—(2flz:(:2p7 logn

2
— —(dlog2 +f
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onde os coeficientes a, a’, b e ¢ sdo inteiros dados pelas segquintes formulas:

p—1 )
2 . a
ap-120 =D ep-1-5(d") <2j f QZ) 22 (p — 1)%2,

j*l
2 . .
A2p-1,2141 = Z ep—1—j( <2 —§Z—1>22J(p_1)2] 2-1
j=l+1 J
p—1
g1 =2 ) o1y (d) <2 —jzl>(p 122
j=l

‘ o2k
p—1 . 241
2j+1 2p — 1\~
=2 S, 21 ) ()
27 +1 2p— 1\ ¥
/ — 22l+1 ) do
a2p2l = ( Zeplg 9 +1—2 5 7
2 +1Y\ [2p—1\¥
=S s®(73) (57)
j=l
p—1 2k+1 ,
j 2k+1\ [(2p—1Y’ »
bopn = Z@pflfk(dﬂ) Z(_l)JH( ; > <]72) (2n)2k+1 J,
k=0

§=0
p—1 2k+1 )
2k + 1 2p — 1Y’ W
o = 3 epanld®) 3 (17 () (B e,
k=0 j=0

e os tiltimos termos d e f sdo niimeros racionais dados pelas seguintes férmulas

p—1 2k+1 jp—1
4= e, 1 1(d) 3 (~1)*! <2k + 1) <2p2— 1> 3 ()21,

k=0 j=0 J n=1
p—1 2k+2 2k+2 j—1
=3 e gt e > 02 (7 24
k=0 ( + ) j=2 t=1 t
ondep = [252] +1, ag = —5(m —2q — 1), e,(d°) denota o polindmio elementar simétrico

., . 0 __ 2 2 L . - N .
de grau | nas p — 1 varidveis d’ = (—af, ..., —a;_;) e m éa dimensio do espago projetivo.
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Capitulo 2

Extensao do Teorema de
Cheeger-Miiller em Espacos
Singulares

Neste capitulo apresento os artigos relacionado a extensdao do Teorema de Cheeger-
Miiller [HASP11, HASP12, HASP16, HASP17B].

2.1 Introdugao

No inicio do século passado Hurewicz fez a seguinte conjectura:
“Duas variedades fechadas homotopicamente equivalentes sio homeomorfas.”

Essa conjectura é verdadeira em dimensdo um e dois mas é falsa em dimensao trés.
Os espagos Lenticulares L(7,1) e L(7,2) servem como contra-exemplo para a conjec-
tura. Este contra-exemplo foi obtido por meio da Tor¢do de Reidemeister. Definida
em 1935, por K. Reidemeister [RE135], foi o primeiro invariante combinatorial que é
capaz de detectar diferencas em espacos homotopicamente equivalentes. K. Reide-
meister usou este invariante para se obter uma classificagdo homotépica dos espagos
Lenticulares.

Em 1968, o renomado Teorema do Indice de Atiyah e Singer [ATS168] faz uma
conexdo entre a Topologia e a Andlise que motiva o desenvolvimento de vérios
topicos de pesquisa, entre eles a definigdo da Tor¢do Analitica. Em 1971, Ray e Sin-
ger [RASI71] definiram o zeta-determinante regularizado e a Tor¢do Analitica com
o objetivo de apresentar uma contra-parte analitica para a Tor¢do de Reidemeister.
Apesar de apresentarem vdrias propriedades para a Tor¢do Analitica que a Tor¢do
de Reidemeister também satisfaz, ndo conseguiram provar que os dois invariantes
coincidiam sobre uma variedade fechada. Apenas no final da década de 1970, W.
Miiller[MUL78] e J. Cheeger [CHE79], independentemente, provaram que as duas
torcdes coincidem, e este fato leva o nome de Teorema de Cheeger-Miiller. Ap6s
a prova do caso em que a variedade é fechada, vérias generalizagdes foram apre-
sentadas, sempre sobre variedades suaves, cf. [LUC93, VIs95, BIZH92, BRMAO6,
BRMA13].



24 Capitulo 2. Extensdo do Teorema de Cheeger-Miiller em Espagos Singulares

A discussdo sobre este teorema em casos singulares inicia-se com o trabalho de
A. Dar[DAR87]. Neste artigo estdo as defini¢des da Tor¢do Analitica e da Torgdo
de Interse¢do para uma pseudovariedade com singularidade conica. A. Dar utili-
zou os trabalhos ]. Cheeger [CHE80, CHE83] e Goresky e Macpherson [GOMASO,
GOMAS83]. Nos dois primeiros é o inicio da discussdo da Geometria Espectral em
espacos singulares, enquanto os dois tltimos é o inicio da Teoria de Homologia de
Intersec¢do. O colaborador M. Lesch em [LES98, Secdo 5] observa que uma possivel
abordagem para se obter a extensdo do Teorema de Cheeger-Miiller para uma pseu-
dovariedade com singularidade conica é provar o teorema para o caso do cone
métrico finito. Posteriormente obter a extensdo completa por meio de férmulas de
colagem. Assim os primeiros resultados sobre a Tor¢do Analitica de um cone foram
apresentado simultaneamente por [VER12, MUVE14, HASP10, HASP11, HASP17B].
As férmulas de colagem foram provadas no caso suave por Briining e Ma [BRMA13].
Em casos singulares mais gerais, que inclui o caso conico, temos a férmula de Lesch
[LES13]. A férmula de Lesch possui uma restrigdo técnica de que préximo ao corte,
a métrica tem que ser produto.

Possuo trabalhos em andamento neste topico, que envolvem obter a extensdo
da férmula de colagem de Lesch sem a restrigdo da métrica, exemplos explicitos do
célculo da Torcdo de Interse¢do em pseudovariedades com singularidades conicas, o
estudo da Tor¢do de Interse¢do de um cone de dimensdo impar e a prova da extensao
do Teorema de Cheeger-Miiller nesse contexto.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma; nas proximas subsecdes farei
uma breve descricdo dos principais ingredientes do Teorema de Cheeger-Miiller.
Na Segdo 2.2 apresentamos os trabalhos [HASP11, HASP17B] onde determinamos a
Tor¢do Analitica do cone e fazemos uma discussao sobre o limite da Tor¢do Analitica
do cilindro conico finito quando colapsamos um de seus bordos. Na Sec¢do 2.3, fala-
remos sobre os trabalhos [HASP12, HASP16] onde provamos a extensao do Teorema
de Cheeger-Miiller para um cone de dimensao par, discutimos a Torgdo de Intersecao
do cone e fazemos a contraparte topoldgica do limite da Tor¢do de Reidemeister do
cilindro conico finito quando colapsamos um de seus bordos.

211 Teorema de Cheeger-Miiller

Como o grande ponto de discussdo desse capitulo é a extensdo do Teorema de
Cheeger-Miiller apresentarei brevemente os elementos necessarios para o entendi-
mento deste teorema.

Por questdo de simplicidade considero nesta subse¢do que (W, g) é uma varie-
dade Riemanniana fechada' orientdvel de dimensao m e métrica .

Seja V um espago vetorial de dimensao finita, se v. .= {vi,...,vamv} e w =
{w1, ..., waim v} sdo duas bases de V' denotaremos por (w/v) a matriz de mudanca

Todo o contexto poderia ser feito para uma variedade Riemanniana compacta com bordo, sem
grandes alteragdes.
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dim V/
de base de v para w, ie., w; = ), (Ww/v);vj. [w/v] denota 0 médulo do determi-
j=1
nante de (w/v) e dizemos que w é equivalente a v se, e somente se, [w/v] = 1. Neste

Caso, escrevemos w ~ V.

Considere

am—l 81

C:0—>Cp—2%Cpy . Cy Co 0 2.1)

um complexo de cadeia finito de espagos vetoriais de dimensdo finita. Fixe a notagdo
Zy = Ker 0y, By := Im 0441 e Hy(€) := Z,;/B,. Escolha uma base preferida c, para
cada C,; e umabase h, para H,(¢). Considere um levantamento flq parah, ie., l~1q -
Cy, € flq é um conjunto linearmente independente de vetores, tais que w(flq) = h,.
Escolha um conjunto b, que é linearmente independente em C, tal que d,(b,) é uma
base de B;_1. Entdo 0,41(bg+1) flq b, é uma base de Cj, e faz sentido considerarmos
[04+1(bgs1) hy by/c,]. Denotaremos este niimero por [,41(bg+1) hy by/c,] como
depende apenas de by, b, 1 e h,.

Definigao 2.1. A Tor¢do de Reidemeister de um complexo de cadeia ¢ com relagdo

as bases h e c é o ntimero real positivo

m

7(¢h;c) = H[anrl(qu) h, bq/cq](_l)q, (2.2)
q=0

ondec={cy: 0<g<m}eh={hy: 0<qg<m}.

O produto alternado garante que 7(¢; h; c) ndo depende das escolhas dos conjuntos
by,.
Posteriormente precisaremos do seguinte resultado de J. Milnor [MIL66]. Seja

0 e e, 2.3)

uma sequéncia exata curta de complexos finitos de espagos vetoriais de dimensao
finita, i.e., temos o seguinte diagrama comutativo

l/ Pq i/ &q \L
0——=C, D, E, 0
8@ O 8’}3 O a@
Pq—1 Pq—1
0—>Cyq Dy E, 1 —0,

onde cada linha é exata. Sobre essa condi¢des temos a seguinte relacdo entre as
Torgoes de Reidemeister que é conhecida como Férmula de Colagem da Torgdo de
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Reidemeister.

Teorema 2.2. Seja €, © e & como anteriormente, entio
log 7(D; he;d) = log 7(¢; he; ¢) + log 7(€; he; e) + log 7(H), (2.4)

onde H é a sequéncia exata de homologia associada a sequéncia exata curta em Eq. (2.3) e a
base d é equivalente a base p(c) @ ¢~ (e).

Considere K uma decomposicdo celular de W, K se recobrimento universal e
p uma representagdo de 71 (K) no grupo ortogonal de R". Defina o complexo de
cadeias de espagos vetoriais reais pelo seguinte complexo torcido

Cy(K; p) i= Cy(K; R (K)) @y (1) RY. (2.5)

Escolha uma base preferida para C,(K; p) dada por {c, ® e}, where e é uma base or-
tonormal de RY e ¢, = {¢,;}, onde ¢, ; sd0 elementos de uma base de C,,(K; 7, (K))
dada pelos levantamentos de células de K.

Definigado 2.3. A Tor¢do de Reidemeister de (W, g) para uma representagao ortogo-
nal p e uma base da homologia h = {h,} é definida por

7(W;h;p) :=7(C(K;p);h;c®e), (2.6)

ondec®e = {c,; ® e}.

Aparentemente esta definicio depende da escolha do mergulho de K em K, da
orientacdo das células de K e da base ortonormal e. Entretanto, ela é independente
dessas escolhas. A Tor¢do de Reidemeister é chamada de invariante combinatorial
pois ndo depende da escolha da decomposigao celular para qualquer base da homo-
logia fixada. Isto foi provado por J. Milnor em [MIL66].

Para o contexto do Teorema de Cheeger-Miiller precisamos fixar a base da homo-
logia de uma maneira especial. A construcado a seguir foi apresentada por [RASI71].
Seja E, o fibrado vetorial associado a representagdo p e Q*(W; E,) o complexo de
De Rham com valores em E,. A métrica g define o operador estrela de Hodge,
x: QUW, E,) — Q™ 9W; E,). O adjunto formal da diferencial exterior d é definido
por § := (—1)™4t™+1 « dx. Definimos o operador de Hodge-Laplace por

A@ = glatD)s@) 4 s(a=1)ga) 2.7)
e 0 espago das g-formas harmonicas por H1(W; E,) = {w € QI(W; E,) : AWw = 0}.
Definicdo 2.4. O isomorfismo de Ray e Singer é definido por

RSy : HIW, E,) = Hy(W; E,)

(2.8)
w (—1)(m_1)q73q_11?m_q * W,
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onde D* é a aplicagdo de De Rham e P, é a dualidade de Poincaré.

Se considerarmos uma base ortonormal b, de H¢(W; E,) entdo RS,(h,) é uma
de H, (W; E,).

Definigao 2.5. A Tor¢do de Reidemeister com a base de Ray e Singer é definida por
T(W; p) := 7(WiRS(h); p),

onde RS(h) = {RSq(hq)}-

A partir de agora sempre que me referir a Tor¢do de Reidemeister sera no sentido
anterior, i.e., com a base fixada pelas formas harmonicas por meio do isomorfismo
de Ray e Singer.

Utilizando a Defini¢do 1.8 definiremos a Tor¢do Analitica. Toda a discussdo
realizada na Sec¢do 1.4 pode ser feita no contexto desta se¢do. Em resumo, R.T.
Seeley[SEE67] provou que trago do semi-grupo do calor do operador de Hodge-
Laplace A(@) possui a seguinte expansao assintética,

(e 1A Za% JEE as t— 0F, (2.9)

onde a, (W) podem ser determinados usando a estrutura geométrica de W. Entao

o zeta-determinante de A(@ é regular em s = 0 e podemos definir:

Definicdo 2.6. A Tor¢do Analitica de (W, g) com uma representagdo ortogonal p do
grupo fundamental de W é definida por

log T((W,9); p 32 )2q - ¢'(0, AD), (2.10)
q=0

l\D

Omitiremos p e g quando o contexto permitir.

Podemos agora enunciar o teorema que é o ponto central da discussdo deste
capitulo.

Teorema 2.7 (Teorema de Cheeger-Miiller). Se (W, g) uma variedade Riemanniana fe-
chada orientdvel e p uma representagio do ortonormal do grupo fundamental de W, entdo

Observo que o teorema anterior é trivial se a dimensdo de W é par, pois nesse
caso as duas tor¢des sdo iguais a um. Assim a prova do teorema é quando a di-
mensdo de W é impar, cf. [CHE79, MUL78].
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2.2 Tor¢ao Analitica de cones métricos finitos sobre uma va-

riedade compacta

Esta se¢do se refere aos artigos [HASP11, HASP17B]. Estes trabalhos podem ser
considerados como uma generalizagdo da discussdo iniciada em [HASP10]. Ne-
les determinamos explicitamente a Tor¢do Analitica de um cone sobre uma varie-
dade fechada. Este é o tnico exemplo explicito do célculo da torgdo analitica so-
bre um espago singular. Nao é conhecido na literatura um exemplo do célculo em
um espago com uma singularidade mais geral. A ferramenta fundamental para a
obtencdo dos resultados sao os Teoremas 1.10 e 1.12. Além dessa determinagdo, no
final de [HASP17B] apresentamos uma discussdo formal sobre o termo anémalo que
aparece na Tor¢do Analitica do cone sobre um variedade de dimensao par. Digo for-
mal pois consideramos autovalores que ndo estdo na defini¢do da Tor¢do Analitica
pois vém de formas que ndo sdo quadrado integraveis sobre o cone ( cf. Subse¢do
2.2.4).

Observacdo 2.8. A defini¢do da Tor¢do Analitica requer uma representacdo do grupo
fundamental da variedade no espaco das matrizes ortogonais reais. Como traba-
lhamos com o cone sobre uma variedade fechada, seu grupo fundamental é tri-
vial. Consequentemente, s6 temos a representagdo trivial neste caso. Entdo, ape-
nas representacdes triviais serdo consideradas nesta se¢do. Quando néo for o caso,
deixaremos claro qual a representacdo utilizada.

221 Cone métrico finito e o espectro do operador de Hodge-Laplace

Como observado anteriormente J. Cheeger [CHE83] iniciou o estudo da Geometria
Espectral em espagos singulares pelo caso mais simples.

Definic¢do 2.9. Seja (W, g) uma variedade Riemanniana fechada orientdvel de di-
mensdo m. Um cone métrico sobre W é o espaco, CW = [0,00) x W/ ~, onde
identificamos {0} x W = {v}. A métrica em CW é definida para x > 0 e dada por

g = dz® + z°7. (2.11)

Um cone métrico finito é o espago C;W = [0,1] x W/ ~, com a mesma identificagdo,
a métrica g é definida para z > 0 el € R;. Um cilindro métrico limitado é o espago
FW = [l1,1l2] x W com a métrica g definida para todo = € [l1,l2], onde 0 < I} < la.

Um espago com singularidade conica é definido como segue:?.

Defini¢io 2.10. Dizemos que X é um espaco com singularidade cénica de dimensdo
m + 1 se X é compacto e existemp; € X,j =1,...,k tal que X — U;?:l{pj} é uma
variedade suave aberta (possivelmente com bordo) e cada p; possui uma vizinhanga

Uj tal que U; — {p;} € isométrico a C;,W; — {v;}, onde v; é o vértice do cone métrico

Este espago também é uma pseudovariedade suavemente estratificada como definido na Segio 3.2.
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finito e W é uma variedade Riemanniana fechada de dimensdo m. A métrica em X
é denotada por gx.

Seja QL(CiW) o espago das formas diferencidveis com suporte compacto em

C,W. Dada w € Qf(C;W) a estrutura de C;WW nos permite a seguinte decomposi¢ao

w(z,y) = fi(x)wr(y) + falx)de A wa(y),

onde f; e fa sdo fun¢des suaves com suporte compacto em (0,[], wy € Q(Q)(W) e
wy € Q=D (W). Entdo o operador de Hodge-Laplace tem a seguinte forma,

ADeo(a,y) = (~02f1(2) = (m = 20)27' 0, f1(@)) w1 (y) + 221 (@) Ber (1)
— 207 fola)dwn(y) + da A (272 fa(w) Ben(y)
+wa(y) (~02fa(x) = (m = 20 + 2)27" 0, fo(x)
+(m = 20 +2)a72 fo(2) — 207 (@) dleor (1))

(2.12)

onde os elementos com - sdo referentes a se¢do W. O préximo resultado é provado
em [CHES83] e é importante para obtermos o espectro de A(%).

Lema 2.11. Seja {gol(;;)r, goégl,n, @éi)n} uma base ortonormal de Q9 (W) consistindo de au-
toformas harmonicas, co-exatas e exatas de A9, Denote por Xq,n os autovalores de gpggi,n e

Meex,q,n SUA multiplicidade. Seja J,, a fungdo de Bessel de indice v. Defina

1
ag = 5(1 +2¢—m), pgn = \/Agn + 0.

Entdo, assumindo que ji, , ndo é um niimero inteiro, as solugdes da equagio A@qy = 22y,
com A # 0, sdo dadas pelos seguintes seis tipos:

wg_:{)l,n,/\ =z Jiﬂq,n ()\95)905:2(,”;

wg:q,)Zn,)\ :xaq_lJi#qfl,n(/\x)dv@(q_l) + Op (2% iy, (M) )d A ‘P(q_l)

cex,n cex,n

wil’)gyn’/\ :x2aq71+laﬁ (m—aqfl Jiuq—l,n ()\x))g(p(q—l)

cex,n

+ 2%y (Az)da A dtdele )

W0, =t (O)de A dples?)
P\ =104 0, (A2) o)

W0\ =0a(@ T, (M) Ao,

Quando pi4,, € 7 as solucdes — devem ser escritas com funcoes de Bessel Y, no lugar das
fungoes J_,,.

A obtencdo do resultado anterior é muito trabalhosa e segue resolvendo a equa-
¢do diferencial do autovalor. Entretanto para continuarmos na dire¢do da Torcdo
Analitica precisamos definir o dominio do operador de Hodge-Laplace. Mais preci-
samente, como C;W é um espago da forma (0,!] x W, analiticamente, é necessario
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introduzir condigdes de contorno em x = 0 e em x = [. Note que quando z = [
temos a subvariedade {I/} x W que é o bordo do cone e nos referiremos a este ponto
dessa forma.

O ponto x = [ é um ponto regular e podemos trabalhar com condigdo de con-
torno de Neumann, que chamaremos de condi¢des Absolutas, ou a condi¢do de con-
torno de Dirichlet, que chamaremos de Relativas. O ponto x = 0 é um ponto regular-
singular e precisa de um cuidado maior. Se dimW = 2p — 1 oudimW = 2pe
HP(W) = 0 entdo ndo é necessario nenhuma condi¢do de contorno em z = 0. No
caso em que dimW = 2p e HP(W) # 0, Cheeger define a condi¢do de contorno
ideal de modo que com essas condi¢des A possui uma extensdo auto-adjunta. A
definicdo da condigdo ideal foi alvo de investigagdo de diversos trabalhos, pois tem
implica¢des importante no operador de Hodge-Laplace em um espago com singula-
ridade conica. Uma caracterizagdo para todas as possiveis extensdes deste operador
é apresentada em [BRLE93].

Aplicando as condigdes de contorno em z = 0 e x = [ obtemos o espectro do
operador de Hodge-Laplace, que é descrito abaixo. Considerarei sempreem x = 0 a
condigdo de contorno ideal e assim ndo farei mengéo a isso na notagdo do operador.

Lema 2.12. Seja 0 < ¢ < m+ 1. A parte positiva do espectro do operador de Hodge-Laplace
em C}W, com condigoes de contorno absolutas em x = [ e condigdes de contorno ideal em
z=0¢

Sem=dimW =2p—1,p > 1, entdo

Spec A(‘]) m .2 /Z2 & Udm .2 /l2 &0
PeCLBhs = cex,g,n - ]uq,n,aq,k k=1 cex,q—1,n - ]uqq,n,aqfl,k

n,k=1
0o 0o
.42 2 L2 2
0o 0o
L2 2 .32 2
U {mhar,q : ]|aq|,aq,k/l }k:I U {mhaIZQ*l : ]|aq,1|,aq,k/l }kzl :

Sem =dimW = 2p, p > 1, entio

(¢#p.p+1) _ 52 2% .2 21
Spec, AT = Meex.q.n .j#q7n7aq7,€/l i U < Meex,q—1,n 'Juq—l,n,aq_l,k/l e
o o
2 2 2 2
o o
L2 2 L2 2
U {mhar,q : JIQQ‘aalhk/l }kzl U {mhar,qfl : '7|a11*1‘7aCI*1>k‘/l }kzl )

Spec, AW = Iy h /12 = Ul .52 /12 >
PeCLRgps = cex,pn * Jpp nsap k k=1 cex,p=1n = Jpup_1n0p-1,k k=1

%)
L2 2
Meex,p—1,n ]Mp 1 ,,,k/ }n b1 U {mceX,P*Q,n : ]up_z,n,k/l }

1 & 1 o
=~ Mhar ]1/l2} U{mh T, :j21/l2}
{2 e k=1 2P 2 k=1

o0
U § Mhar,p—1 : J\ap 1],ap— 1,k/ }kzl’

-

n,k=1

-
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Spec, APTD — [y / = m i /l2 -
beCy A g cex,p+1,n Jup+1 nyOp+1,k n,k= 1 cexpn * iy cp k n,k=1
o
U{mcex,p,n ],upn,k/ } U{mcexp 1,n ¢ Jup 1n,k/ }n,kzl
oo 1 o
1 L2 2
Y {mhar’pﬂ jlap+1| ap+17k/ }kzl N {thaw ' J_%/l }k_l
1 o
2
U{thar,p Jl/l } )
k=1

onde 0s jj, x 80 03 zeros positivos da fungio de Bessel J,,(), 05 j,. o1 S0 0s zeros positivos
da fungio J, () = cJ,(z) + xJ(r), c€R.

2.2.2 Torc¢ao Analitica do cone métrico finito

De posse dessas informagdes temos que o resolvente (A(b)s) 1 e BP(HD (W)t

m+1

para qualquer p > e entdo a fungdo zeta associada a A( ) estd bem definida

para Re(s) > "L por

Cssaly = S a

)\GSpec+A(q)

abs

Em [CHES83] é provado a seguinte expansdo assintética do trago do operador do
calor

m—+1

@ >
(e7abs) ~ Z d D= 3T b £ (O W) logt, as t— 0t (2.13)
7=0

Observo aqui que o termo c(q)(ClW) é possivelmente ndo nulo apenas se o bordo

(9)

de W for ndo vazio. Assim, no nosso caso, a fungdo ¢(s; A{.

) possui uma extensao

meromorfa em C que é regular em zero.

Defini¢ao 2.13. A fungdo zeta de tor¢do com condigdes absolutas é definida por

fan(5) = 5 O (~1)% - (5 ALY,

Entdo a Tor¢do Analitica de C;W com condig¢des absolutas no bordo é dada por

+
—_

m

log Tups(CiV) = £(0) = = S (=1)7q - ¢'(0; A9,

N | —
Il
o

q

como definido anteriormente. Mesmo que c(()q) (CyW) seja ndo nulo, a equagdo ante-
rior estd bem definida. Isso foi provado por A. Dar [DARS87].

Observagio 2.14. A escolha da condigdo absoluta em x = [ ndo é uma restricao,
se considerarmos condi¢des de contorno relativas em =z = [ obtemos os mesmos

resultados descritos anteriormente e por meio da Teoria de Hodge prova-se sem
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muita dificuldade que
tabs(S) = (—1)"trel(s).

A estratégia agora é utilizar os Teoremas 1.10 e 1.12. Entdo re-escrevemos ¢,ps(s)
da seguinte forma:

taps(5) 1= £ (5) = t5™ (5) + £ (5) + 15 (5) + 10 (s),

com
l2s [%]71 ) )
t§7(5) = 5 D (=17 ((Zol3) = Zor(9)) + (~1)" " (Zo(5) = Zo(5)))
q=0
2s R
P () = ( 1)p_1% (Zp 1(8) = Zp—1,0( )) 1 (s) =0
s [252]
() = 5 D (=1 Mg (21 () + (=124, (5))
q=0
E(8) = (0P i, () 45, 8205 =0,

onde Z, o denota Z, 4+ com oy = 0, e

0o

. . 92s 5 _ ~—2s

= E mcex,q,njuq’mka Zq,i(s) - E mCGX,q,n]uq,n,iaq,k’
n,k=1 n,k=1

§ : -—2s
ZQ» jiaq,

Entao o Teorema 1.10 ¢ utilizado em ™ (s) e t{™(s) e o Teorema 1.12 em t(()m)(s) e

tgm)(s). O uso destes teoremas s6 € possivel devido a relacdo da fun¢do de Bessel
modificada do tipo I e a sua relacdo com os zeros das fungdes do tipo J. Apds uma

extensa andlise de cada um dos termos de (2.14) provamos os seguintes teoremas.

Teorema 2.15. Se a dimensido W é impar igual a 2p — 1, p > 1, entdo a Tor¢do Analitica de
C,W é dada por

1 151 12=2a
log T(CIW) = 5 log T(W.g) + 5 Z::(—l)qrq log =0
o - (2.15)
+§Z( ngiesfbgfilq ) Res; Ccex<, ()—i-a)
q=0 j=1 s=j+3

onde as fungoes (I)QJ $1,4(8) sdo fungdes universais explicitamente conhecidas por relagdes
recursivas, A é o operador de Hodge-Laplace na se¢do do cone e ry = rank H,(W).
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Teorema 2.16. Se a dimensido de W é par e igual a 2p, p > 1, entdo a Tor¢do Analitica de
CiW é dada por

log T(C S (1) o L P2 log I + 2y (W)]1
=3 (-1)1%log 4 (—1)P- - 2
og T(CIW) q:o( )5 0g2p_2q+1+( )P logl+ 5x (W) log
1p—1 p—1
+5 (=17 Ag0,4(0) + Y (—1)"T 1y log(2p — 2g — 1)! (2.16)
q=0 q=0
1P 1 P
+3 qZE{gs@gf; ) Res1 G (5:2@ +a2),

I
=)

q

onde as fungdes ®57%(s) sio fungdes universais explicitamente conhecidas por relagdes re-

cursivas, A ¢é 0 operador de Hodge-Laplace na segdo do cone, rq = rank Ho(W)e

i E o) o 2))
_ q,n an an

n=1

2.2.3 Identificacdo das contribuicoes Geométricas/Topoldgicas

Passamos agora a identificagdo das contribui¢des Geométricas/Topolégicas nos Te-
orema 2.15 e 2.16. E direto do Teorema de Cheeger-Miiller para variedades fechadas
que, cf. Teorema 2.7,

log T(W;123) = log 7(W;1%3).

Para a identificacdo do bordo utilizando os trabalhos de J. Briining e X. Ma
[BRMA06, BRMA13]. Eles provaram a extensdo do Teorema de Cheeger-Miiller para
uma variedade compacta com bordo mostrando que a comparacado entre a Torcao
Analitica e a Tor¢ao de Reidemeister requer um termo de correcdo que depende ex-
clusivamente do bordo.

Teorema 2.17. Seja (M, gpr) uma variedade Riemanniana compacta com bordo e p uma
representagio do grupo fundamental de M em O(n;R). Entdo,

log Tops(M) = log 7(M) + rli(lp)x(aM) log 2 + rk(p)Apm(OM),

onde rk(p) é o “rank” da representagio p.

O termo Apy(OM) é chamada de Termo Andmalo do Bordo. Ele é definido a par-
tir da segunda forma fundamental do M de modo que se o bordo for totalmente
geodésico entdo este termo é nulo. A mudanga da condigao de contorno troca apenas
o sinal no termo andémalo, e este sinal depende da dimensao de M.

Considere o cilindro métrico finito da Defini¢do 2.9, FW = [l1,ls] x W com a
métrica g dada em (2.11). Entdo F'W é uma variedade suave com bordo e podemos
aplicar o Teorema 2.17. Usando condi¢des de contorno relativa em = = /1, condigdes
de contorno absolutas em x = [3 e usando a representagdo trivial de 71 (M) obtém-se
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que
1
log Trel/abs(FW) = §X(W) log2 + 2ABM(W)7

onde rel/abs se refere as condi¢des de contorno nos bordos. Note que o termo
log 7(FW, {l;} x W) ndo esta na férmula pois este termo é zero. O bordo {l;} x W é
um retrato de deformagdo forte de F'IW e consequentemente 7(F'W, {l1} x W) = 1.
Por outro lado podemos utilizar a mesma abordagem das Subse¢des 2.2.1 e 2.2.2
deste capitulo para obtermos o espectro do operador de Hodge-Laplace e as funcao

zeta de tor¢do do cilindro conico. A fungdo zeta de tor¢do é dada por:

1) s(3) = 0™ (5) + 0™ (5) + w§™ (s) +wi™ (s),

com
NER A A
wi™ () = 5 D2 (1) ((Dy(silas 1) = Dy (5311, 12))
q=0
(=1 (Dt (5312, 1) = Dy (531, 12)) )
— 1/~ .
w§2p 1) (S) = (_1)1)—15 (Dpfl,O(S; lQ, ll) — Dpfl’o(s; ll, lz)) s w§2p) (S) = 0,
L 1]
wy™ () = 5 D0 (“)T (dy(sil2 1) + (<) (550, 12))
q=0
1 -
Wi () =(=1) Sy (s: 11, o), wi ™ (s) =0,

onde D,,_1 9 é dado por D1 ou D,_; _, pois a,_; = 0,quandom =2p — 1, e

ﬁ 5 l1>l2 Z Meex,q,n f 2 iaq,k(ll’ZQ)’

Hg,n,
n,k=1

dg(s511,12) =mpar g Z f:ij_hk(ll, la).

k=1

Os ntimeros fu,qk(a, b) sdo os zeros da fungdo
Fﬂ,c(x; li,02) = Ju(lix)(cYyu(lox) + lngé(lg:r)) - Y, (hz)(ed,(lox) + ZQI'JL(ZQLU)),

onde J, e Y, sdo as funcgdes de Bessel de primeiro e segundo tipo, respectivamente.
Aplicamos os Teoremas 1.10 e 1.12 novamente, e obtemos que se dim W = 2p—1,

entao

-1

p
log rel/abs(FW qZE{eS @g;lj‘ll q Reil Ceex (S A(Q) + o )
qfO s=j+3
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esedim W = 2p, entdo

P
10g Tel fabs (FW) = W)log2 + Z )9 Z Res SYE)) Re51 Ceex (s, AW 4 aﬁ) :

Com isso provamos os principais teoremas de [HASP11, Teoremas 1.1 e 1.2] e
[HASP178B, Teorema 1.1].

Teorema 2.18. Seja (W™, g) é uma variedade Riemanniana fechada orientdvel de dimensdo
m e métrica g. A Tor¢do Analitica do cone métrico finito de C;W com condicdes de contorno
absoluta no bordo e condigdes de contorno ideais em x = 0 é dada por:

15 [2p—2
log T(C;W?~!) = logT(W 9) + 5 D _(~1)rglog 5 + Apu (W),
pr (r—q)
151 1
log T(CyW?P) = 3 (—1)7(2p —2¢+ 1)ry + (—1)”17"]0 logl
q=0
15
=5 2 _(~1)rglog(2p — 2¢ + 1)((2p — 29 — 1)!1)
q=0
15
+5 2 (1) Ao 0,(0) + 5x(W)log 2 + Apu(W)
q=0
onde -
[0 o m
Ao oq(s) = (log ( — q) — log <1 + q>> —n
q( ) nzzjl Hq,n 12 :uqn

Observo que no caso de dimensdo impar quase todos os termos tiveram sua
interpretagdo Topolodgica/Geométrica determinada. Para afirmarmos a extensdo do
Teorema de Cheeger-Miiller precisamos utilizar a Tor¢do de Intersegdo, isto sera
apresentado na préxima secdo. O caso par é bem mais complicado. O grande de-
safio passa pelo entendimento do termo com A 04(0) e no entendimento da Tor¢ao
de Interse¢do neste caso. Ambos os casos continuam em aberto. Observo que em
[DMHS09] este termo foi estudado no caso de um cone de angulo « sobre a S? e
provamos que se « — 7 entdo o cone converge para um disco de dimensao trés e é
possivel determinar A o,0(0).

2.2.4 Caso limite do cilindro conico finito

Existe alguma relagdo entre a Tor¢do Analitica do cilindro métrico finito e a Tor¢do
Analitica do cone? Vimos que condi¢des mistas nos bordos do cilindro fornecem a
contribui¢do do bordo. Entdo a ideia passa a ser considerar a mesma condicdo de

contorno no bordo. Aplicando a mesma estratégia dos casos anteriores provamos.
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Teorema 2.19. Se (W, g) é uma variedade Riemanniana fechada orientdvel

R 1
log Tabs/abs(FW) = log T(VVv g) + (_1)qu] log Fq + §X(W) log 2 + 2ABM(W)7
=0

q
(2.17)

onde
r _ e (l;nH_Qq - ZTH_Q‘]) if m+1-2¢#0,
! In 2 if m 41— 2 =0.

Observo que o fator I'; é a comparagdo entre as normas das formas harmonicas
em dimensdo g de FW e de W.

Com o teorema anterior surge uma questdo natural sobre o que acontece com
log Typys jans (FW) se lp — 0*. E claro que o limite direto diverge, o que sugere a ne-
cessidade de uma regularizacdo. Assim consideramos o conjunto formal das auto-
formas do cone que ndo sdo quadrado integraveis e procedemos formalmente. Apli-
camos as condi¢bes de contorno no bordo, essas autofungdes fornecem um novo
conjunto de autovalores para o operador formal. Por simplicidade chamamos de
parte negativa do espectro. Entdo verificamos que esse operador formal que nos for-
nece a parte negativa do espectro satisfaz as condi¢des dos Teoremas 1.10 e 1.12.
Provamos:

Teorema 2.20. A Torgdo Analitica negativa de C;W é dada por: Se m = 2p — 1 entio

p—1

1 1
log T_(C;w#~1) =5 log T'(W, g) — 3 Z(—l)qrq log v4 + Am(W)
q=0

p—2 _

= > (1) log
q=0 P
124 1

log T_(CW™) = = 5 3 (=1)"rglog e + 5x(W)log 2 + Apu (W)
q=0

o - (2.18)

+) (—1)%rqlog(2p — 2q — D! = =Y "(=1)%Ag0,4(0)
q=0 q=0
p—1

+ > (—1)%rqlogl
q=0
1224

=5 2 (=1)rglog(2p —2q — 1)(2p - 2¢ + 1),

q=0
onde
lm72q+1
T o 1
Note que, se ¢ < [%Z]
lim Ty =,

11 =071 ,l2=1
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Considerando a diferenca entre as equagdes (2.17) e (2.18), fazendo o limite para
l; — 0" provamos o seguinte teorema.

Teorema 2.21. Nas hipdtese anteriores, o termo constante do limite para Iy — 0T da dife-
renga entre a Tor¢do Analitica de FW com condigdes absolutas no bordo e a Tor¢ido Analitica
negativa de C, W é dado por:

1
Res (10g Taps/abs(FW) = log T (C, W) = log T(C1, W) = 5x(W) log 2.
=
Observagao 2.22. A motivagdo para essa abordagem ¢é justamente o espectro do ope-
rador de Hodge-Laplace em F'W. Quando impomos a condig¢do que as formas tem
que ser L? em C;W perdemos autovalores que de certa forma implicam no termo

Ao’qu(s).

2.3 Sobre a extensdao do Teorema de Cheeger-Miiller para o

cone

Os resultados da segdo anterior vao na dire¢do da extensdo do Teorema de Cheeger-
Miiller no caso conico e que nos levou a escrever os trabalhos [HASP12, HASP16]
que serdo descrito nesta segdo. Estes trabalhos envolvem mais Topologia Algébrica
do que qualquer outro descrito neste texto sistematizado. Ambos possuem nature-
zas distintas pois em [HASP12] o interesse é em entender a relacdo entre o limite da
Tor¢do de Reidemeister de F'IW com a Torcdo de Intersecdo de C;W enquanto em
[HASP16] utilizamos férmulas de colagem para identificar a Tor¢do de Intersegdo
dentro da férmula da Tor¢do Analitica do Teorema 2.18 e assim provar a extensao
do Teorema de Cheeger-Miiller para o cone de dimensdo par. Ao final desta secdo
farei uma pequena discussdo sobre o caso do cone de dimensao impar que continua
em aberto.

2.3.1 Torc¢ao de Reidemeister do cilindro conico

Considere o cilindro conico (FW, g) como na Defini¢do 2.9. Gostariamos de determi-
nar ndo apenas a Torcdo de Reidemeister deste espago mas também comparé-la com
a Torgdo de Reidemeister da se¢do. Para isso temos o seguinte lema que relaciona as
formas harmonicas de ambos espagos.

Lema 2.23. As formas harmonicas com condigdes absolutas no bordo de FW, HZbS(FW),
coincidem com a extensdo constante das formas harmonicas de W, HI(W'). A aplicagio
w > (—=1)M" 9220 ™ gy A w define um isomorfismo de HI(W') sobre HL(FW), 0 espaco

rel
das formas harmonicas de FW com condigoes relativas.

Aplicando a definicdo da Tor¢do de Reidemeister (tomando conta das devidas
adaptacdo para uma variedade com bordo) obtemos a relagdo entre as tor¢des na

seguinte proposigao.
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Proposicdo 2.24. A Tor¢io de Reidemeister do cilindro conico finito FW com a métrica g é
dada por:

m
log 7(FW; g; p) = log 7(W;G: p) + 1k(p) Y _(—1)7rglogT'y,
q=0

onde I, é dado no Teorema 2.19.

Observe que se a dimensao de W for par a Torcdo de Reidemeister de F'IW de-
penderd apenas dos termos I';. Este termos é comparac¢do do tamanho das for-
mas harmoénicas da se¢do na métrica do cilindro cénico. Assim fixaremos a di-
mensdo W sendo impar e da forma m = 2p — 1, p > 1. Os ultimos p-termos do
somatorio na proposigao divergem quando Iy — 07, apresentando uma necessidade
de regularizagdo para que este limite faca sentido. E ainda, na Tor¢do Analitica do
cone temos a raiz quadrada da Torgdo de Reidemeister da se¢do do cone. Estes fatos
sugerem a seguinte abordagem.

Seja K uma decomposigdo celular dada por uma triangulagdo suave de W e fixe
c uma base preferida graduada para C(W; E,) dada pelas células e z uma base para
homologia. Escolha uma base graduada b e denote por

Dy = [0g+1(bg+1) 24 bg/cq)] € R*.

Considere K o complexo de blocos duais e K (¢) O g-esqueleto de K. A homologia
em dimensdo p — 1 de K,_;) coincide com o ciclos de K nesta dimenséo, se consi-
derarmos a tor¢do de K(,_) temos

p—1

T(K(p-1);%X) = 7(C(K(p-1); Ep), X) = H[anrl(qurl) zq bq/cq)],
q=0

onde z, sédo ciclos que projetam sobre uma base fixada x; de Hy(K(,_1)). E claro
que a tnica dimensdo que possui uma liberdade de escolha diferente da escolha na
Defini¢do 2.5 é em dimensdo p — 1. Agora escreva a Tor¢ao de Reidemeister de W

como
2p—1 2p—1

~Toe=T0o0 T ot
q=0

Usando a Dualidade de Poincaré, se

Dq - [éq+1(6q+1) 2q f)q/éq)]y

ondeo* representa os respectivos elementos no complexo do bloco dual, entdo temos

que D, = D, Logo

2p1q

p—1 p—1
—1)¢ ~N(—1)4
~TIo ok

q=0 q=0
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Novamente usando a dualidade de Poincaré fixamos a base em dimensédo p — 1 de
modo que 7(K(,_1), W) = (K (p—1); W) e com essa escolha obtemos que

(W) = (1(Kp-1);w))*. (2.19)

Com isso provamos o seguinte teorema.

Teorema 2.25. No limite FW — C;,W, a regularizagdo geométrica da Tor¢do de Reide-
meister do cilindro conico finito sobre uma variedade fechada de dimensio impar W converge
para a Torgio de Intersecdo de C),W?3.

Observacgao 2.26. Observo que a dimensdo é essencial nesse resultado. A mesma
abordagem em dimensdo par ndo funciona. No processo de fixar a base w a duali-
dade nos fornece uma equagdo que ndo ¢ suficiente para fixar a base. Este problema

continua em aberto.

2.3.2 Extensao do Teorema de Cheeger-Miiller para um cone de dimensao
par

Nesta secdo descreverei o artigo [HASP16]. Neste trabalho apresentamos a extensao
do Teorema de Cheeger-Miiller para o cone sobre uma variedade fechada de di-
mensdo par. Este foi o primeiro resultado na literatura da extensdo do Teorema de
Cheeger-Miiller para um espago singular. No caso em que dim W = 2p — 1, o Teo-
rema 2.18 mostra que precisamos identificar o termo

l?p—?q

*IOgT W.,q) + 7(p—q)'

N | =

p—1
Z )Irq log
q=0
A ideia é usar os trabalhos [DAR87, MIL66] e relacionar este termo com a Tor¢do de

Intersecao de C;W. Antes de apresentaremos algumas defini¢des.

Definigao 2.27. Uma pseudovariedade de dimensao zero é um conjunto enumerdvel
de pontos com a topologia discreta. Seja X um espaco topoldgico Hausdortf para-
compacto en > 0 tal que:

(1) Existe um subespaco fechado ¥, dim¥ < n — 2, tal que X — ¥ é denso em X.
Chamamos ¥ de singular locus de X.

(2) X — 3 é uma variedade suave sem bordo de dimensao n.

(3) X possui uma filtracdo de subespacos fechados de
QZX—l CXoCX1C-CXp3CXp20=Xp1=XCX, =X,

chamada de estratificacdo, tal que para cada j < n — 2 e cada pontox € X; —

X,_1 existe uma pseudovariedade suave compacta L de dimensdon — j — 1

3Definicdo 2.31
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com uma filtragdo
0=L 1CLyCL C--CLyj3g=Lyj2CLyj1=0L,

e uma vizinhanca U, de + € X com um homeomorfismo ¢ : U, — RJ x
CL que respeita a estratificacdo, a saber, ¢ leva U, N X j1 sobre R/ x CLy
homeomorficamente.

Neste caso dizemos que X é uma pseudovariedade suave de dimensao n sem bordo.
Se trocarmos (2) por (2°), onde

(2’) Existe um subespaco fechado B de X, com BNY = (), talque M = X — X é
uma variedade suave com bordo e 9M = B.

Dizemos que X é uma pseudovariedade suave de dimensao n com bordo suave.

Se ¥ = () entdo X é uma variedade suave. Posteriormente trabalharemos no caso
em que dim X = 0 e neste caso a estratificacdo é dada por

@:X_1CE:X0:X1:-“: n—1 C Xp, = X.
Observagao 2.28. Assumimos que toda pseudovariedade suave compacta nesta sub-
se¢do é um espaco linear por partes finito e orientavel.

Defini¢ao 2.29. Uma perversidade p = {p; };”;21 é uma sequéncia de ntimeros intei-

ros tais que po = 0 e pj41 = p; oupj1 = p; + L.

A perversidade nula é definida por 0; = 0, e a perversidade méxima é definida
por t; = j—2. Dada uma perversidade p, a perversidade complementar p© é definida
por p§ = t; —p; = j — pj — 2. A perversidade: m = {m; = [j/2] — 1} é chamada
perversidade média inferior.

Considere uma pseudovariedade compacta suave X, possivelmente com bordo,
com uma estratificagdo dada na Defini¢do 2.27. Se ¢ € Z e p é uma perversidade,
entdo um subespago A de X é chamado de (p, j)-admissivel se

dim(A) < 7, dm(ANX, k) <j—k+pp, VYVk>2.

Definic¢do 2.30. Seja C'.(X) o complexo de cadeias simpliciais de X. O grupo de
cadeias de intersecdo é definido por

IPCY(X) :={c e Cy(X)||c| é (p,q) — admissivel, |0c| é (p,q) — admissivel}.
O grupo de cadeias de intersegao relativo é definido por

IPC (X
Iqu(X, 8X) = Ipc’qq((a)g)

Note que IPC,(0X) = Cy(0X) pois 0X é uma variedade suave.
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Temos entdo o seguinte complexo de cadeia
IPCY(X) = 0 —= IPCy(X) -2 IPCh_1(X) —=...  IPCY(X) 2 IPCH(X) — 0,

onde o operador bordo é dado pela restricio. A Homologia de Interse¢do com per-
versidade p de X é entdo definida como a homologia do complexo IPC,(X) e ndo
depende da estratificagdo escolhida. De modo similar definimos a Homologia de
Intersecdo relativa com perversidade p. A Cohomologia de intersegdo é definida
como o dual algébrico da Homologia de intersecdo*. Neste contexto a Dualidade de
Poincaré é recuperada e dada por

IP:IPH,(X) — P H™(X),
no caso sem bordo. No caso com bordo temos,
IP:IPH,(X) — IP H™ (X, 0X).

Seja X é um espaco com singularidade conica ( cf. Defini¢ao 2.10). Segue que X
é uma pseudovariedade compacta suave, possivelmente com bordo, com singula-
ridades isoladas, i.e., ¥ é um conjunto finito de pontos. Neste contexto, J. Cheeger
[CHE80] estendeu a aplicagdo de De Rham, logo temos a extensdo do isomorfismo de
Ray e Singer que denotaremos por IPRS com p = m ou p = m®. Com isso definimos
a Tor¢ao de Interse¢do nas mesmas linhas da Defini¢do 2.5.

Defini¢ao 2.31. A Tor¢do de Intersecdo de X com respeito a uma representacao p do
grupo fundamental de X é definida por

log I7(X: p) = 3 (108 I™r(X: p) + log 1™ 7(X: ),
onde
I"7(X;p) == 1(I"C(X;p); RS(h); p),

e similarmente para a perversidade média complementar.

Fazendo as devidas adaptagdes, o caso relativo é definido de modo anélogo por
1 c
log Im(X,0X; p) = 5 <log I™r(X,0X; p) + log I™7(X, OX; p)).

A Torcdo de Intersegdo ndo depende da estratificacdo escolhida. E claro que se X é
uma variedade compacta suave recuperamos a Tor¢ao de Reidemeister.

Passamos agora a discutir a prova do teorema principal dessa subsecdo que im-
plicard na extensdo do Teorema de Cheeger-Miiller para cones de dimensédo par. A
ideia é utilizar o resultado do Teorema 2.2 para descrever a Tor¢do de Interse¢do de
C;W em funcéo da Tor¢ao de Reidemeister de W.

‘E possivel fazer uma construgdo celular do complexo de cadeia de intersegdo mas ndo faremos
aqui
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Seja (I, g) uma variedade Riemanniana fechada de dimensao impar m = 2p — 1.
Considere o cone C;IV com na Defini¢do 2.9 e denote por Susp; W = [0,2l] x W/ ~
onde identificamos {0} x W = {v} e {2I} x W = {v;}, realizado pela colagem de
duas cépias de C;}W pelo bordo. Observo que segue da defini¢do que os complexos
de intersecdo com perversidade média e média complementar coincidem, portanto
enunciaremos apenas o caso com a perversidade média.

Aplicando o Teorema 2.2 na seguinte sequéncia exata curta

0— C™OCIW) - C™(CW) s C™(CIWV) — C™ (W) — 0,
e fazendo uma andlise detalhada da tor¢do da sequéncia exata de homologia obte-
mos
p—1 I

1 1 1
log IMT(C/W;g) = 5 log 7(W;1%9) + B log I 7(Susp, W) + 9 Z(—l)qrq log
q=0

2p —2q°

onde r, = rankH, (). Seguindo a mesma abordagem mas na sequéncia exata curta
do par (C;W, 0C;W') obtemos

p—1
~ l
log I™7(CYW; g) = log 7(W;12) + log I™7(C;W, 0C, W) + Z(—l)qrq log
q=0

2p —2q

Coletando essas duas informacgdes o principal resultado do artigo [HASP16] segue,

e é dado por:

Teorema 2.32. Se W é uma variedade Riemanniana fechada orientdvel e conexa de dimensio

impar, m = 2p — 1 entdo

log IT(CYW) = —log IT(C;W;0C; V)
1 SUNNE L= l
= ilogT(W;l g)+ = Z(—l) rqlog

2
q=0

2p—2q
Entdo a extensdo do Teorema de Cheeger-Miiller para o cone de dimensao par é

dada no seguinte teorema.

Teorema 2.33. Seja (W, g) uma variedade Riemanniana fechada orientdvel de dimensio
impar. Entdo a relagdo entre a Tor¢do Analitica e a Tor¢do de Intersegio de C;W é dada por:

log T(CW) = log IT(CiW) + Apm(W).

2.3.3 Torc¢ao de Interse¢do do Cone

Aqui vamos apresentar as ideias para o calculo direto da Tor¢do de Intersecdo do
cone a partir da definicdo. Continuamos sobre o mesmo escopo das subse¢des an-
teriores, ou seja, I é uma variedade Riemanniana fechada conexa de dimensao m,
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K é uma decomposigdo celular dada por uma triangulagao suave de W. Considere
CK a decomposicao celular de C;W, construida a partir de K.

Vamos especificar os itens que envolvem o complexo de interse¢do com uma
perversidade p no caso do cone. Seja ¢ um nimero inteiro e p uma perversidade.

Aplicando a defini¢do obtemos que

CQ(K) q < a,
Iqu(CK) = Ha(CK(a)u K(afl)% q=a,
Cy(CN) q>a.

onde a = m + 1 — pp,41. Diretamente obtemos a homologia de interse¢do de C K no
caso de perversidade média inferior e perversidade média inferior complementar:

Hy(K), ¢<p-1,

I™H, (C,W) = I™ H,(C;W) =
q(l) q(l){o, q> 1,
equandom—— 2p

Hy(K), q¢<p,
0, q>p,

Hy(K), ¢<p-1,

I™H,(C,W) = { . o

I™H (CW) = {

O complexo de cadeia de interse¢do com perversidade p pode ser construido a
partir aplicagdo conica de um complexo, que é uma ferramenta puramente algébrica.
A partir deste complexo obtemos de modo algébrico que

a—2

T(IPC(CK); IPh, IPc, [Pz, 1) = H [(Iphq/zq)](il)q [(9g+1(bg+1, 2, bq/cq)](il)q
q=0

X[(Ca_1/1PZq_1,ba_1)]V",

onde /Ph é uma base graduada da homologia do cone, z, é uma base graduada em
Z4(K) dada pelo levantamento da base de uma base de H,(K), e IPz,_; é uma base
de Z,_1(K).
Sem=2p—lentioa=p+1e
p—1

T(I"C(CK); I™h, "¢, I™z,) = H [(Imhq/zq)](il)q [(Dg+1(bg+1,2q, bq/cq)](il)q
q=0

X[(Imzmbp/cp)](_l)p-

Agora usamos o0 mesmo argumento na Eq. (2.19) para fixar a base w e entdo a base

I™z, é fixada requerendo que

[(IM2y,bp/cp)] = 1.
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Portanto,
p—1
r(IMC(CK); 1™, I7¢, I™y) = [ [[(1™hy/20)) " (D11 (bs1, 7, by/eg)) "
q=0

Se fixarmos as bases I™h usando o isomorfismo de Ray e Singer obtemos

IT(CW) :=r(I"C(CK);I™h,I™c, z,)

) p—1 12p—2q qTq

—r(W)2 ql;[o<2p_2q)(—1) z

que é o mesmo resultado obtido no Teorema 2.32.

Se a dimensdo é par, m = 2p, ndo existe uma maneira natural, por meio da
dualidade de Poincaré, de se fixar a base IPz,_1 e consequentemente a Tor¢do de
Intersecdo do cone nesse caso continua em aberto.

2.3.4 Cone de dimensdo impar

Diante de tudo o que foi apresentado nesta se¢do fica o questionamento a respeito
da Extensdo do Teorema de Cheeger-Miiller no caso do cone de dimensao impar.

As abordagens apresentadas ndo nos permite provar esta extensdo, alguns co-
mentdrios a respeito deste fato sdo necessarios. Fixe a dim W = 2p, p > 1.

Um primeiro problema é determinar os valores de A 4(0), ¢ = 0,1,...,p — 1,
acredita-se que esses valores sdo contribui¢des do ponto singular na Tor¢do Analiti-
ca. De fato, isso é verdade quando o cone é construido sobre a S2, cf. [DMHS12].
Entretanto, ndo se conhece uma prova concreta deste fato. Outro fato é que a Torcao
de Reidemeister neste caso é trivial e assim ndo contribui na formula, por outro lado
a Torgdo de Intersecdo de C;WW ndo é trivial e a abordagem por meio da colagem ndo
nos fornece informacao do valor dessa tor¢do. E ainda, direto da defini¢do ndo se
conhece um modo natural para fixar as bases I™z,.1 e I™ z,. Vérios resultados na
literatura atual (veja por exemplo [VER19, ARS18A, ARS18B]) assumem a condicdo
de Witt, ie., H,(W) = {0}, entretanto isso ndo é suficiente para fixar essas bases.
E ainda, em [ARS18B] é anunciado a prova do Teorema de Cheeger-Miiller para
uma quina de dimensdo maior ou igual a 1. Tal prova ndo se aplica no caso de uma

pseudovariedade suave de dimensdo impar e singularidade conica isolada.
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Capitulo 3

Expansao assintodtica do traco do
resolvente em espacos
estratificados

Neste capitulo apresento os trabalhos relacionado ao estudo da expansao assintética
do traco do resolvente em espagos singulares. Tal tépico é fundamental para o de-
senvolvimento de invariantes espectrais em tais espagos. Serdo apresentados os re-
sultados dos trabalhos [HLV18A, HLV18B].

3.1 Introducao

Pseudovariedades suavemente estratificadas com métricas conicas iteradas produ-
zem uma classe natural de espagos que englobam variedades algébricas, espagos
modulares, bem como limites de espagos suaves com degenera¢des controladas.
Como mencionado no capitulo anterior, J. Cheeger iniciou um programa muito in-
fluente de “estender a teoria do operador de Laplace para certos espagos Riemanni-
anos com singularidades”. Subsequentemente, uma grande gama de trabalhos em
espagos com singularidades isoladas e singularidades cilindricas tornaram-se um
ponto central de pesquisa por Briining e Seeley, [BRSE85, BRSE87], Lesch [LES98],
[MEL93], Schulze [SCHI1] e muitos outros. Um espago com singularidade isolada é
o exemplo mais simples de pseudovariedade suavemente estratificada com métrica
cOnica iterada, o préximo exemplo é um espago com quinas (veja Figura 3.1). A te-
oria de operadores elipticos em espaco com quinas foi desenvolvida por [MAZ91] e
também por Schulze [SCH89, SCHO2].

Se quisermos ir além no estudo da Teoria Espectral em espacos estratificados
mais gerais, a dificuldade é apresentada no préximo exemplo mais simples, i.e., em
espagos estratificados com métricas conicas iteradas de profundidade dois. Assim
nossa ideia com os dois trabalhos que serdo descritos a seguir é iniciar este estudo.
Observo que resultados sobre Teoria do ndice nestes espacos foram apresentados
por [ALMP12, ALMP18]. E ainda, em [ALGR16], Albin e Gell-Redman também
apresentam resultados paralelos aos que apresentados na Segdo 3.3 fazendo o uso
de anélise microlocal e do b-calculo. Nos trabalhos discutidos aqui ndo fazemos uso
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dessas ferramentas e sim técnicas de andlise funcional. Os resultados que obtemos
propicia uma base para o estudo da Teoria do Indice e invariantes espectrais nesses
espagos, em particular, inicia a discussdo para defini¢do do zeta determinante e a
Torcdo Analitica nesse contexto mais geral, e estes serdo projetos futuros que irei
desenvolver.

Nosso ponto de partida para os trabalhos [HLV18A, HLV18B] foi o artigo de
Briining e Seeley [BRSE91] onde é apresentado a expansdo assintética do traco do
resolvente para um espago estratificado com quinas. A grosso modo tais espagos
sdo fibragdes de espagos suaves com fibra conica. A ideia de abordagem é trabalhar
em cada vizinhanca coordenada do fibrado e fazer a decomposicdo do operador em
relagdo a base, que é suave, e a fibra. Apesar da fibra ser conica, a se¢do do cone é
uma variedade compacta suave e isso nos fornece aspectos técnicos muito tteis. Por
exemplo, neste caso o dominio do Laplaciano da fibra é bem conhecido e nado tem
dependéncia do ponto base. No caso geral tratado aqui, essa é a primeira questao
de ser atacada pois, a priori, ndo temos a garantia dessa invaridncia. Isso motivou o
trabalho apresentado da Segédo 3.2.

Com este fato em maos, passamos ao objetivo principal que é provar a existéncia
da expansdo assintética do trago do resolvente do operador de Hodge-Laplace. De
maneira bem rudimentar, nossa abordagem é baseada em um processo indutivo na
profundidade dos espagos (subsecdo 3.2.1.2), para isso fizemos uma construgdo abs-
trata para o operador de Hodge-Laplace e fazemos um extenso uso da construgdo
feita em [HLV18A] (veja Secdo 3.2). Assim aplicamos esse resultado em uma vizi-
nhanga coordenada, posteriormente, usamos um argumento de colagem para obter

o resultado no espaco todo.

3.2 Sobre o dominio de operadores do tipo Dirac e Laplace

em espacos estratificados

Neste trabalho nosso principal resultado é formulado usando o conceito da condicao
espectral de Witt e os espacos de Sobolev com quinas e peso 7" (M), onde M é
uma pseudovariedade compacta suavemente estratificada de Witt com uma métrica
cOnica iterada. Elementos do espagos de Sobolev com quinas assumem valores em
um fibrado vetorial Hermitiano E, que é suprimido da notacéo.

Por hora, a condicdo espectral de Witt é um gap no espectro de certos operadores
nas fibras F' (cf. Eq. (3.14)), e no caso do operador de Gauss-Bonnet em uma pseudo-
variedade suavemente estratificada de Witt pode ser sempre obtido reescalonando a
métrica iterada conica de modo apropriado. O espago de Sobolev com quinas e peso
%%8’5(M ) = p?25(M) é o espaco de Sobolev (M) de todas as secdes quadrado
integraveis do fibrado vetorial Hermitiano £ que continuam quadrado integraveis
sobre a aplicacdo fraca de s campos de vetores com quinas, com peso de J poténcias

de uma fungdo p que se anula no estrato singular com ordem um.



3.2. Dominios de operadores de Dirac e Laplace em espagos estratificados 47

Antes de enunciar o resultado principal, observo alguns trabalhos relacionados.
Gil, Krainer e Mendoza [GKM13, Teorema 4.2] provam que para um operador quina
eliptico A de ordem m em um espago com quina, sobre certas hipdteses nas raizes
indiciais, Zmin(A) = ™™ (M). Nosso teorema estende esse resultado para pseu-
dovariedades compactas suavemente estratificadas no caso do operador de Gauss-
Bonnet e Dirac spin. Mais ainda, Albin, Leichtnam, Piazza e Mazzeo [ALMP12,
Proposigao 5.9] provam que sobre a condigdo espectral de Witt o dominio minimal
PDmin(D) do operador de Gauss-Bonnet D esta contido na intersecdo de S (M)
para todo § < 1. Nosso teorema melhora este resultado provando a igualdade ao
invés da inclusdo.

Teorema 3.1. Seja M uma pseudovariedade compacta suavemente estratificada com uma
métrica conica iterada. Seja D ou o operador de Gauss-Bonnet ou o operador de Dirac spin
e assuma que a condigdo espectral de Witt é satisfeita, i.e., Defini¢io 3.14 (veja Eq. (3.14)).
Entdo D e D? sio essencialmente auto-adjuntos com dominios

B ) _ 1,1
@max(i)—@mm(D) A (M), 3.1)

Dnax (D?) = Drin(D?) = %2(M).

No caso do operador de Gauss—Bonnet, as se¢des tomam valores na dlgebra exterior do espago
cotangente de quinas incompletas A*(**T*M). No caso do operador de Dirac spin, as secdes
toma valores no fibrado spin S.

Nas proximas subse¢des farei uma apresentacdo das principais defini¢des e re-
sultados encontrados no trabalho de modo que seja possivel o entendimento do que

foi desenvolvido no mesmo.

3.2.1 Espacos estratificados e métricas conicas iteradas

A seguir apresento aspectos basicos da definicdo de um espago suavemente estrati-
ficado com profundidade d € Ny. Para os interessados na discussdo completa reco-
mendo as referéncias [ALMP12, ALMP18].

3.2.1.1 Espacos suavemente estratificados com profundidade zero e um

Um espago compacto suavemente estratificado de profundidade zero é uma varie-
dade compacta suave. Um espago compacto suavemente estratificado M de profun-
didade um consiste de um estrato aberto suave e denso M,.s, um estrato singular
B, que é uma variedade fechada e sua vizinhanga tubular &/ C M. A vizinhanca
tubular ¢/ é o espago total de uma fibragdo ¢ : 4 — B com as fibras dadas por
C1F =1[0,1) X F/(0,6,)~(0,6,)- onde F' € uma variedade compacta suave. Assumimos
também que ¢ : (OU, gr + ¢*gB) — (B, gp) é uma submersdo Riemanniana onde gr
e gp sdo métricas em I’ e B, respectivamente.

Considere coordenadas locais (x,y,60) em U \ B préximo a quina, onde z é a
coordenada radial i.e., a restricio de z em cada fibra ¢ ~!(q) é uma funcio radial do
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cone, y é o levantamento de um sistema de coordenada local em B e 0 se restringe a
uma coordenada local em F'. Uma métrica conica incompleta g em M é uma métrica

Riemanniana longe do estrato B, que é dada em U/ N M, por
glunnr = da® + ¢*gp + 2’gr + h =: go + h, (3.2)

onde, por abuso de notagdo, denotamos novamente gr o 2-tensor simétrico que coin-
cide com a métrica de F' na altura {z = 1}, tal que sua a restri¢do aos links F' nos
dé uma familia suave de métricas Riemannianas. O termo de ordem alta / satisfaz
|hlgo = O(x), quando x — 0, onde | - |4, denota a norma nos 2-tensores simétricos de
T™* M, induzidos pelo termo lider gy. Neste caso, M é chamada de espago compacto
com quinas simples.

FIGURA 3.1: Quina com um fibrado c6nico sobre B.

3.2.1.2 Espacos suavemente estratificados com profundidade d

Dizemos que M é um espago compacto suavemente estratificado com profundidade
d > 2 com estratos {Y,, }nca, onde cada estrato é identificado com o seu interior, se

M é compacto e as seguinte propriedades, indutivamente definidas, sdo satisfeitas:
i) SeY,NYs# @entdo Y, C Y.

ii) A profundidade de um estrato Y é o maior j € Ny tal que existe uma cadeia
de estratos, dois a dois distintos, {Y =Y}, Y;_1,...,Y1,Yy = Mg} com Y; C
Y1 paratodo 1 <i < j.

iii) O estrato de profundidade maxima é uma variedade fechada e suave. A pro-
fundidade méxima de todos os estratos de M é chamada de profundidade de
M.
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iv) Qualquer ponto de Y,,, um estrato de profundidade j, possui uma vizinhanga
tubular U, C M, que é um espago total de uma fibragdo ¢ : Uy — ¢a(Ua) C
Y, com fibras dadas por cones C1F' = [0,1) X Fu/(0,9,)~(0,6,), COM 0 link Fy,
sendo uma espago compacto suavemente estratificado com profundidade j—1.

v) Seja X; a unido de todos os estratos de dimensao menor ou igual a j. Entdo

M = X, e X,, \ X,,—1 é uma variedade suave aberta e densa em M.

vi) Se tivermos ainda X, _1 = X,,_o, i.e., ndo existe estrato de dimensdo dim M —
1 = n — 1 entdo chamamos M uma pseudovariedade compacta suavemente
estratificada. Neste caso, M satisfaz as condi¢es da Defini¢do 2.27 e temos a
seguinte estratificacdo

=X 1CXoCX1C---CX, 3C Xy 0=X,1CX,=M.

Chamamos a unido X,,_» de todos os Y,,, o € A, a parte singular de M ou, como
no capitulo anterior, de singular locus de M. O complemento de X,,_> em M ¢é
chamado de parte regular de M, e serd denotado por M,e;. A precisa definicdo
de espagos compactos suavemente estratificados é um pouco mais elaborada, veja
[ALMP12, ALMP18].

Definimos uma métrica conica iterada g em M pedindo que g seja uma métrica
Riemanniana longe do estrato singular e sobre cada vizinhanca tubular i/, de um

ponto qualquer de Y, seja da forma
Il = da? + ¢lgy, + 22gr, +h =: go + h, (3.3)

onde a restri¢do gy, [ ¢o(Us) € uma métrica Riemanniana, gz, é um 2-tensor simé-
trico no conjunto de nivel {x = 1}, na qual a sua restricao aos links F, (espagos
suavemente estratificados de profundidade no méximo (j — 1)) é uma familia suave
de métricas cOnicas iteradas. O termo de ordem mais alta h satisfaz, como antes,
|h|gy = O(x), quando z — 0.

Nos ainda assumimos que ¢q o, : (U, g, + ¢9v.) — (0aUa), gy, ) € uma
submersdo Riemanniana e colocamos a mesmas condi¢do nos estratos de profundi-
dade inferior. A existéncia de métricas conicas iteradas é provada em [ALMP12,
Proposigdo 3.1]. Um espago compacto suavemente estratificado de profundidade 2
com uma métrica conica iterada ¢é ilustrado na Figura 3.2.

3.2.1.3 Resolucdo das singularidades e campos vetoriais com quinas

A resolucgao M é definida iterativamente trocando os cones na tibracdo ¢, por cilin-
dros finitos [0, 1) x F},, e subsequentemente, trocando o espa¢o compacto suavemente
estratificado F,, de profundidade menor por sua resolucio F,, da mesma forma. Isto
define uma variedade compacta com quinas [ALMP12, Se¢do 2]. O mesmo processo
aplicado a qualquer vizinhanga tubular ¢, nos leva a sua resolugao U,.
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FIGURA 3.2: Espaco estratificado com profundidade dois.

Os campos vetoriais com quinas iterados V. 4 como também os campos veto-
riais incompletos com quinas iterados V. 4 sobre o espago compacto suavemente
estratificado M sdo definido por um processo indutivo. No caso d = 0, ambos sdo
simplesmente campos de vetores suaves. Para d > 1, denotamos por p uma fungéo
suave na resolugio M, que ndo se anula no seu interior, e se anula com ordem um
em cada face do bordo. Entdo V.4 = pVic,q sdo, por definicio, campos de vetores
suaves no interior M., e para qualquer vizinhanga tubular ¢, com funcéo radial «
e coordenadas locais{si, ..., Sdimy, } €m ¢o(Us) C Y,, definimos

Ve,d [ Ua = COO(U&)' Span {)0817 pasla e pasdim Yo ! Ve,dfl(Fa)}a

N ~ (3.4)
Vie,d r Z/{a — COO(ua)_ Span {axa 6817 ceey asdimYa 9 p_lve,d—l(Fa)}-

3.2.1.4 Espacos de Sobolev em pseudovariedades suavemente estratificadas

Podemos agora definir os espagos de Sobolev com quinas neste contexto. Seja M
uma pseudovariedade suavemente estratificada M com profundidade d com uma
métrica conica iterada. Denote por “T'M o fibrado vetorial candnico definido pela
condicdo que os campos vetoriais incompletos V. 4 formam (localmente) um con-
junto de geradores das se¢oes V. 4 = COO(]TZ[/ ,““TM). Denotamos por ““T*M o dual
de **T'M, que chamamos de fibrado cotangente com quinas incompleto. Escrevemos
E = A*(**T*M), quando discutimos o operador de Gauss—Bonnet, e escrevemos E
para o fibrado spin, quando discutimos o operador de spin de Dirac. Em ambos os
casos definimos os espagos de Sobolev com quinas com valores em E como segue.

Defini¢do 3.2. Seja M uma pseudovariedade compacta suavemente estratificada
com profundidade d € Ny com uma métrica conica iterada g. Denotamos por
L*(M; E) o completamento L? das formas diferenciais suaves com suporte com-
pacto

O (Myeg) = C§° (Myeg; B). (3.5

Denote por p uma fun¢ao suave na resolugcdo M, que ndo se anula no interior, e se
anula com ordem um em cada face do bordo. Entdo, para cadas € Nped € R
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detinimos os espacos de Sobolev com peso por

HEM) = {w e L*(M;E) | Vio---oVw € L*(M; E), for V; € Ve 4},

3.6
A o= o = pPu | u € A2}, (30

ondeVj o --- oV € L?(M; E) é entendido no sentido distribucional *.

3.2.2 Operadores de Dirac em uma quina abstrata

O resultado geral deste trabalho é demonstrado por meio de um argumento indu-
tivo. Com isso em mente, faz-se necessdrio uma abordagem abstrata do operadores
envolvidos, pois em cada passo da indugdo nos deparamos com operadores diferen-
tes mas com a mesma estrutura abstrata.

Seja S uma familia de operadores auto-adjuntos em um espago de Hilbert H
com paradmetro y € R’ e um dominio fixo Zs. Assumimos que cada S(y) é discreto.
Um operador de Dirac generalizado D agindo em C§°(R; x R?, H*), onde H>® :=
N> 4 2(S™), é definido pelo seguinte expressao diferencial

D:=T(0, + X '9)+T, (3.7)

onde z € Ry, X denota o operador multiplicagdo por z, I' é um operador unitario
anti-adjunto no espaco de Hilbert L?(R; x R? H), e T é um operador de Dirac
simétrico generalizado em R®, dado em termos das coordenadas (v, ...,y) € R®
e uma familia (¢1(y), ..., c(y)) de operadores lineares limitados em H, que satisfa-
zem as relagdes de Clifford para cada y € R® fixo, dado por

0
T = ci(y)=—. 3.8
; i), (3:8)
J
Aqui, escondemos a ac¢do do fibrado vetorial do operador de Dirac 7' no espago de
Hilbert H.

Assumimos que as seguinte rela¢des padrdes de comutadores valem

I'S+ST =0,
ITT+TT =0, (3.9)
TS—ST=0.

E possivel verificar que o operador de Gauss—Bonnet ou o operador de Dirac spin
em um espago com quinas satisfaz essas relagdes.

Consideramos ainda D com coeficientes congelados em algum y € R?

b
_ )
DW:H%+X%Mm+%mmmJ%:§q%5; (3.10)
j=1 J

! Esse néo é o espacos de Sobolev usual H*(R.) if M = R;.
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Considere a transformada de Fourier §,,_,¢ na componente L?(R) de L*(R; xR®, H).
Usamos a normalizagdo de Héormander e escrevemos

Groeh)©) = [0 win () )= [ @95 @
Temos
Sy © Dy 0, e = T(0: + X7 'S(yo)) +ic(&90) = L(yo,€), (312
onde ,
o8 y0) = Z; ¢;(%0)&;- (3.13)
p

A estratégia agora é estudar a invertibilidade de L(yo, ) em espagos apropriados, e
assim usé-los para construir a parametrix de D e analisar o seu dominio.

Assumiremos a condigdo espectral de Witt, i.e.,
Spec S(y) N [-2,2] = @, para todo y € R®. (3.14)

Observagdo 3.3. Se D é o operador de Gauss-Bonnet em uma pseudovariedade
de Witt suavemente estratificada, nés sempre podemos obter a condig¢do espectral
Spec S(y) N (—R, R) = @ para qualquer R > 0 reescalonando a métrica.

Em vista das relacdes na Eq. (3.9), o operador de Laplace generalizado D* e D7,

ambos agindo em C§°(R; x R?, H>), sdo da seguinte forma

D*= -3+ X"25(5S+1)+1?
Dy, = =03+ X% S(yo) (S(yo) +1) + Ty,

Definimos A := ‘S + %’ Assumindo que Spec S N [-2,2] = &, encontramos S(S +
1) = A% — 1/4 e reescrevemos os Laplacianos generalizados D? e D2 como segue

D?= 0%+ X2 (A2 4) + T2,

D2, = —02 + X72(A4%(wo) - Z) + T2,

Como antes, podemos aplicar a transformada de Fourier §,_,¢ e determinar

1
Sy—se © D 3y_,£ =02+ X2 <A2(y0) — 4> + c(&,90)?
b (3.15)

=: L(yo,€)*, onde c(&;90)” = — > ¢;(yo)cr(y0)&;k-
Jik=1

3.2.3 Espacos de Sobolev em uma quina abstrata

Para cada yo € R® temos a escala de interpolagio H*(S(yo)), s € R. Com isto pode-
mos definir escalas de Sobolev no caso modelo do cone e no caso modelo de quinas neste
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contexto abstrato. Considere a escala de Sobolev H? (R ) gerado por ? (iX 9, +/2);
e a escala de Sobolev H? (R, x R®) gerado por A = (X9, +i/2)®I + I®XT,,. O
indice inferior e indica que essas escalas de interpolagdo coincidem com os espagos
de Sobolev com quinas de ordem inteiras.

Definigdo 3.4. Sejayo € R® fixo.

a) A escala de Sobolev W* (R ; H) de um cone modelo abstrato é definido como
uma escala de interpolacdo com gerador (iX 9, +i/2)&1 + I&S(yo) e assim

W3 (Ry; H) := (HZ(RT)OH) N (L*(R+)&H(S(y0)))- (3.16)

b) A escala de Sobolev W*(R,. x R®; H) de uma quina modelo abstrata é definida
pela escala de interpolacao com gerador A®I + I®S(yo), onde A é o gerador
da escala de Sobolev H?(R, x RY) e assim

W3Ry x R% H) := (HS(Ry x RO)QH) N (LR, x ROQH*(S(10))). (3.17)

Observagio 3.5. Prova-se que para y,y0 € R’ as escalas de interpolagéo de S(y)
e S(yo) ndo coincidem necessariamente. Entretanto, como para qualquer y € R®,
o dominio de S(y) é fixo e dado dor Zg, temos que H*(S(y)) = H*(S(yo)) para
0 < s < 1. Em particular, veremos que podemos assumir a independéncia de yg € R?
na escala de Sobolev W*(R,; H) e W¥(R; x R% H) para0 < s < 2.

Definicao 3.6. As escalas de Sobolev com peso sdo definidos por

Ws,ﬁ,l = X5(1 + X)ilWS(RJ,_,H)y Wsr‘s = Ws,é,O‘ (318)

3.24 Invertibilidade dos operadores modelo e a parametrix dos operado-
res abstratos de Dirac e Laplace

Nesta subsecgdo as escalas de Sobolev estdo definidas em termos da interpolagdo das
escalas H*(S(yo)), que a priori dependem do ponto base yo € R. Entretanto, nesta
subsecdo o ponto base y esta fixo.

De posse das defini¢des dos espagos de Sobolev com peso, passamos ao estudo
da invertibilidade dos operadores L(yo,¢), definido na Eq. (3.12), e L(yo,&)? defi-
nido na Eq. (3.15). Tais operadores sao fundamentais para obtermos as inversas dos
operadores modelos. Entdo provamos:

Proposicao 3.7. Assuma a condigio espectral de Witt (3.14). Entdo para pardmetros fixo
(y,€) € R® x R?, 0 operador

L(y,&)* : W*3(Ry; H) — WO 2(R; H)

?A escala de Sobolev com quina H¢ (R ) prescreve regularidade em relagio a diferenciagio por
X 0;. Entretanto, X 0, ndo é um operador simétrico e assim consideramos sua simetrizagdo (iz0,+1%/2)
como um gerador das escalas de Sobolev.
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é injetor com inversa a direita
-1
(L©?) WOORL H) » W22 (R4 H),

limitada uniformemente nos pardmetros (y, §).

A prova desse resultado é construida para & = 0 e £ # 0. No caso { = 0 cons-
truimos operadores integrais K e K := X 20K tal que o seguinte diagrama comuta

L2(y,0)
2,2 ————> 70,0
| K(y,0)
\
X2 | x20
\ T2
W20 L W00
—— .
K

A construgdo é por meio da decomposigdo do espaco H em uma base ortonormal
{¢;}jen que diagonaliza A%(y). Em cada auto-espaco, prova-se a injetividade. Ainda
em cada auto-espago, o nudcleo integral de K (y, 0) é conhecido explicitamente o que
nos permite provar o restante das afirmagdes da proposicao.

No caso ¢ # 0 a ideia é similar, construimos o seguinte diagrama comutativo

L2(y,€)
2,2 ——— > 1770,0,~2
I K(€) ’
|
x| 1x20
\ T2
W20 L W0,0,—2
< — - -
K

onde K é um operador integral que construimos da seguinte forma. Usamos as
rela¢des de comutatividade (3.9) para obter uma base ortonormal de H que diago-
naliza A%(y) ec (y, H%H) , simultaneamente. Em cada auto-espaco o ntcleo integral de
K é conhecido explicitamente e dado em func¢do de fung¢des as Bessel modificadas do
tipo I, e K,,. O operador K é definido por K=X2K. A partir do comportamento
assintético das fungdes de Bessel provamos os resultados afirmados na proposigéao.

Como consequéncia desse resultado prova-se que o operador
L(y, &) : WM Ry H) — WOOTH (R H),
é injetor e possui uma inversa a direita limitada uniformemente em (y, §),
L(y,&)"" = L(y,€) o (L(y,©)*) 7" : WO Ry H) — WHH(Ry; H),

Uma vez estabelecida a invertibilidade de L(y, ¢) e L(y, £)? para qualquer ¢ € R?
endo apenas para { # 0, podemos escrever a parametrix desses operadores explicita-
mente usando a transformada de Fourier e estabelecer propriedades das aplicagdes
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por meio do Teorema de Plancherel. E necessario introduzir os seguintes subespagos
de fungdes com suporte compacto em [0, 1],

Weomp(Roys H) = {gu|u € W*(Ry; H), ¢ € C°[0,00), supp ¢ C [0,1]},
Weamp (R x R H) := {¢u|u € W*(Ry xR” H), ¢ € C5°([0,00) x R"),  (3.19)
supp ¢ C [0,1] x R®}.

Subespagos de escalas de Sobolev com peso consistindo de fun¢des com suporte
compacto em [0, 1] e [0, 1] x R?, como acima, sdo denotados de maneira andloga. A
parametrix dos operadores de Dirac e Laplace sdo dados no seguinte teorema.

Teorema 3.8. Assuma a condigdo espectral de Witt (3.14). Considere u € C{°(Ry x
RY; H*®) e denote sua transformada de Fourier em R® por 4(€). Fixe yo € R e considere o
operador de Dirac generalizado Dy, e seu quadrado D7 . Definimos

- i(y,€) -1 9
e S e e -

Quly) : = / e (L (yo, £)%) V() .
]Rb

Entdo Q e Q* sdo inversas a direita de D, e D?

o respectivamente, e definem operadores

limitados,

Q WhnpRy xR H) c WO — X - W (Ry x R H) =W,
QWi . (Ry xR, HY c WY — X2 W2(Ry x RY H) = W22,

comp

(3.21)

3.2.5 Dominio minimal dos operadores de Dirac e Laplace em uma quina
abstrata

Vamos caracterizar o dominio minimal dos operadores de Dirac generalizado e La-
place em uma quina abstrata. Para obter essa caracterizacao utilizamos as parametri-
zes construidas na se¢do anterior. Este é um ponto central do trabalho para obtermos
o Teorema 3.1.

Como observado anteriormente as escalas de interpolagdo H*(S(y)) e H*(S(vo))
coincidem para 0 < s < 1. Lembre que H = H(S(yo)) e as defini¢des do dominio
minimal e maximal como seguem:

Definicao 3.9. O dominio maximal e minimal de D sdo definidos como seguem:
P(Dmax) = {u € L*(Ry x R* H) | Du € L*(Ry x R%; H)}
@(Dmin) = {U € @(Dmax) | El(un) C CSO(R+ % Rb;HOO)

L? L?
com u, = u, Du, = Du}.

Usando fungdes bacia com suporte em [0, 1] x R® definimos as versdes localiza-

das dos dominios, como em (3.19). As versdes dos dominios minimais e maximais,
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D(Dyy min) € Z(Dyy max), € suas versdes localizadas, Zcomp (Dyg,min) € Zeomp(Dyo,max)
sdo definidas analogamente.

Como consequéncia das defini¢des e o Teorema 3.8 prova-se que
Peomp(Dyo, min) = Deomp(Dyo, max) = Wogmp (R x R% H). (3.22)
Logo precisamos estender este resultado para uma perturbagdo de D,,,
P=T(0;+ X 'S(y)) + T +V := Dy, + D1,

onde V : WHI(R, x RY; H) — W%L(R, x R’ H) é um operador limitado, preset-

vando suportes compactos.

Teorema 3.10. Assuma a condigio espectral de Witt (3.14) e que
3y S(y)(1S(yo)| + 1)~ (3.23)

sdo operadores limitados em H para quaisquer y,yo € R?. Entdo,
Deomp(Prmin) = Deomp(Prmax) = Weghp (R4 x R H). (3.24)

A prova deste teorema é dividida em quatro passos. Primeiro usando uma
fungao bacia ¢ € C°([0,00) x R®), com supp ¢ C [0,€) x Be(yo), e o Teorema 3.8
mostra-se que as normas dos graficos de Dy, e (Dy, + ¢D1,4,) sdo equivalentes e

assim

Deomp(Dyg, min)
Deomp(Dyy, max)

comp((Dyo + ¢D1,y0)min)>

P,
(3.25)
gcomp((Dyo + ¢D1,y0)max)‘

Consequentemente, usando (3.22) e a igualdade anterior obtém-se que

@Comp((Dyo + ¢D1,y0)min) C @comp((Dyo + Dl,yo)min)- (3-26)

Entdo provamos que
@comp(Pmin) g 9Comp(-Pmax) g Wcldl%np(R_;'_ X Rb; H) (327)

Assim concluimos o resultado pelas seguintes inclusdes

62

Wesn comp (Dyo, min)

comp

(3.25 (3.26)
= ) 9Comp((Dyo + ¢D1,y0)min) g @comp(Pmin) (328)
3.27
C -@comp(Pmax) ( = ) Wclt;rlnp
Passamos para a discussdo do dominio do operador de Laplace em uma quina
abstrata. A defini¢do do dominio minimal e maximal para o operador de Laplace
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D? é dada de maneira similar a Definicao 3.9, ou seja.
Defini¢do 3.11. O dominio maximal e minimal de D? sdo definidos como seguem:

2(D2,.) = {ue L*(R, xR" H)| D*>u e L*(R, xR% H)}

(D) = {u € Z(Dias) | 3(un) € CF°(Ry x R* HY)

L2 L2
com uy, = u, D*u, = D2u}.

A definicdo dos dominios localizados, o dominio maximal e minimal de Dgo sdo
feitos de maneira andloga com as mudangas apropriadas.

Enquanto na parte anterior precisamos que as escalas de interpolagdo H*(S(yo))
e H*(S(y)) coincidam para 0 < s < 1, para a discussdo do dominio do operador de
Laplace esses valores sdo insuficientes. Entdo para os resultados a seguir faremos a

seguinte suposicao:

Suposicdo 3.12. A escala de interpolagio H*(S(y)) é independente de y € R® para 0 <
s < 2 e neste caso escrevemos H* = H*(S(y)).

Observamos que repetindo os argumentos usados para provar as igualdades
(3.22) obtemos

9C0mp<DZO7min) - @COIHP(Dzo,maX> = WCQ(;Ian(R—F X Rb; H) (329)
Queremos estender estas igualdades para uma perturbagdo de D}, i.e.,
G=-00+X"S@) (S +1)+T°+W =D + Ry,

onde W : W22(R, x R% H) — W% (R, x R% H) é um operador limitado preser-

vando suportes compactos. Neste contexto provamos.
Teorema 3.13. Assuma a condigdo espectral de Witt (3.14) e que

9yS(y) o (1S(wo)l + D71 (1S(wo)l +1) 09y S(y) o (IS (yo) + 1)~ (3.30)
sdo operadores limitados em H para quaisquer y,yo € RP. Entdo,

-@(:omp(Gmin) = -@comp(Gmax) = W272 (R+ X Rb; H)

comp

A prova deste teorema segue o espirito da prova do Teorema 3.10, s6 observamos
que o segundo termo de (3.30) é equivalente a

0, A%(y) o (IS(yo)| +1)72,

onde que A = |S + 3/, definido na subsegdo 3.2.2.
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3.2.6 Dominio dos operadores de Dirac e Laplace em uma pseudovarie-
dade suavemente estratificada

Com os resultados sobre o dominio dos operadores de Dirac e Laplace em uma quina
abstrata apresentados passamos a discussdo do resultado principal do trabalho que
é a caracterizagdo dos dominios destes operadores em uma pseudovariedade com-
pacta suavemente estratificada.

Considere M := M, uma pseudovariedade compacta suavemente estratificada
de profundidade d € N com uma métrica conica iterada g4. Cada estrato singular B
de M; admite uma vizinhanga ¢ com coordenadas locais y, e um fungédo definidora
de bordo z, tal que

galu = da3 + x5 ga—1(za,y) + g5(y) + h =G+ h, (3.31)

onde g4—1(xq,y) é uma familia de métricas cOnicas iteradas em um espago suave-
mente estratificado M,;_; de profundidade menor que d e i é um 2-tensor de ordem
superior suave na resolucao U com |h|g = O(zq) quando x — 0. Os espagos de Sobo-
lev foram definidos na Defini¢do 3.2. Denotamos as versdes localizadas dos espagos
de Sobolev por,

A8 (M) = {d-u| ¢ € CFU), u e A (M)} (3.32)

e,comp

Os operadores de Dirac spin e de Gauss-Bonnet Dy em (Mg, gq) admitem, apos
a mudanga de varidvel .7 ( ¢f. [BRSE8S, (5.9a), (5.9b)] e Subsegdo 3.3.2), a seguinte
forma sobre a vizinhanca U C My,

S oDgo S P =T (0, + X; Sa1(y) + T + V. (3.33)

Este operador satisfaz as seguintes propriedades iterativas:

(i) Si—1(y) = Dg—1(y)+Ra—1(y), onde Dy_1(y) é uma familia suave de operadores
diferenciais (ou o operador de Dirac spin ou o operador de Gauss-Bonnet) em
(Mg-1,94-1(0,y)). Os operadores S;_1(y), Dq—1(y) estendem continuamente
a aplica¢des limitadas A (My_1) — L%(My_1). Mais ainda, Ry_1(y) estende
continuamente a um operador limitado em L?(My_4);

2

N . o 1,1
(i) ;'V estende continuamente a uma aplicagdo de  ¢omp em Lomps

(iii) 7" é um operador de Dirac em B.

Neste ponto ainda ndo temos que S;_;(y) é essencialmente auto-adjunto e nem
que este operador é discreto na sua extensdo auto-adjunta, entdo reformulamos a
condicdo espectral de Witt (3.14) em termos de formas quadraticas. Usamos as
nogdes introduzidas por [KAT95, Capitulo 6, Se¢do 1]. Para qualquer fungdo u €
C§°(My_1) definimos, usando o produto interno de L*(My_1,g4-1(0,v),

t(Sa—1(y))[u] = [|Sa—1(y)ull72. (3.34)
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Esta é a forma quadratica associada ao operador diferencial simétrico S;_; (y)Q, den-
samente definido com dominio C§°(Mgy_1) no espago de Hilbert L?(Mg_1,94-1(0,%)).
A imagem de t(.S;—1(y)) sobre os vetores de norma um é definido pelo seguinte con-
junto

O(Su1(y)) = {H(Sa—1(y))[u] € R |w € C§>(Myy), Jul22 = 1}. (3.35)

Entdo a condigdo espectral de Witt pode ser reformulada como segue:

Definicao 3.14. Uma pseudovariedade suavemente estratificada M, satisfaz a con-
digdo espectral de Witt, se existe 6 > 0 tal que em todas as profundidades j < d,
©(5;(y)) sdo subconjuntos de [4 + 6, 00) para qualquer y € B.

A equivaléncia entre as condi¢des espectrais de Witt é apresentada na seguinte
proposicao.

Proposicao 3.15. Assuma que Sq_1(y) com dominio C§°(Mg_1) no espago de Hilbert
L*(My_1,94-1(0,y)) é essencialmente auto-adjunto e sua realizagdo auto-adjunta é discreta.
Entio ©(S4-1(y)) C [4+9, 00) para algum 6 > 0 se, e somente se, Spec Sq—1(y)N[—2,2] =
0.

Podemos entdo enunciar o principal resultado deste trabalho.

Teorema 3.16. Seja M, uma pseudovariedade compacta suavemente estratificada com pro-
fundidade d. Denote por Dg ou o operador de Dirac spin ou o operador de Gauss-Bonnet.
Assuma que Dg satisfaz a condigdo espectral de Witt. Entdo Pmax(Da) = Pmin(Da) =
A (M),

A prova é dada por indugdo na seguinte suposigdo:

Suposicao 3.17. Em qualquer pseudovariedade compacta suavemente estratificada M, o
operador D; satisfaz a seguinte condigdo proximo a cada estrato B: Para cada y € B,
S;_1(y) admite uma vinica extensio auto-adjunta em L*(M;_y) com espectro discreto e
Spec Sj_1 N [—2,2] = 0. O dominio da extensio auto-adjunta de S;_1(y) é dado por
A (M), As composigtes Sj-1(y)o (1Sj-1(yo)[+1) " e 9yS;-1(y)o(|Sj-1(y0)|+1) !
sdo limitadas em L*(M;_1) para y,yo € B.

Essa suposigdo é satisfeita para d = 1 (veja [BRSE91]). Se assumirmos que essa
suposic¢do é vdalida para j < d, usamos os Teoremas 3.8, 3.10 e a condicdo espectral
de Witt para mostrar que essas suposicdo é vélida para d + 1.

Como corolario deste teorema obtemos

Corolario 3.18. Seja M, uma pseudovariedade compacta suavemente estratificada com pro-
fundidade d. Denote por Dg ou o operador de Dirac spin ou o operador de Gauss-Bonnet.
Assuma que Dg satisfaz a condicdo espectral de Witt. Entdo .@maX(Dfl) = @min(Dfl) =
A (My).
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Observo que geometricamente ndo podemos controlar a condi¢do de Witt no caso
do operador de Dirac spin, entretanto para o operador de Gauss-Bonnet em um
espago de Witt suavemente estratificado, temos que 0 ¢ Spec Sy em cada passo do
processo iterativo, e podemos obter o gap espectral simplesmente reescalonando a

métrica para obtermos a condicdo espectral de Witt.

3.3 Expansao assintética do traco do resolvente em pseudo-

variedades suavemente estratificadas

Esta secdo é fundamentada no pré-print [HLV18B]. O extenso trabalho realizado
na Secdo 3.2 (veja [HLV18A]) serve como estrutura fundamental para a obten¢do do
principal resultado desta se¢do. Por tal motivo usaremos as notagdo e as defini¢des
da secdo anterior.

No intuito de entender os invariantes espectrais apresentados nos Capitulos 1
e 2, abordamos o problema de estudar a expansdo assintética do traco do resol-
vente do operador de Hodge-Laplace em espagos singulares mais gerais que as
singularidades conicas. Esse era o grande objetivo proposto por J. Cheeger em
[CHE83]. Como mencionado anteriormente, esta procura nos fez estudar e enten-
der o dominio do operadores de Gauss-Bonnet, ou Dirac spin, e do operador de La-
place. A caracterizacdo desses dominios apresentados no Teorema 3.1 é que permite

a prova do principal teorema deste trabalho.

Teorema 3.19. Seja (M, g) uma pseudovariedade compacta suavemente estratificada com
uma métrica conica iterada g e profundidade d satisfazendo a condicdo espectral de Witt
(veja Subsegdo 3.2.1.2 e Definicdo 3.14). Denote por A o correspondente operador de Hodge-
Laplace. Entdo A é essencialmente auto-adjunto. Mais ainda, para 2m > dim M a m-ésima
poténcia (A + z)~"™ do resolvente é da classe de trago e seu traco admite a seguinte expansio
assintética quando z — oo

oo d(Y)

[e.e]
Tr (A 4 22) "™ ~ 2727 (Z aj - I TAmM ZZ Z C}/g L pdHdimY ool Z>’
=0

{Y} j=0 ¢=0

onde o segundo somatério é sobre todo estrato singular {Y '} e d(Y') denota a profundidade
do estrato Y.

A principio ndo afirmamos nada sobre os coeficientes da expansdo assintética.
Para podermos definir o zeta determinante, Tor¢do Analitica ou invariantes eta, faz-
se necessdrio o estudo destes coeficientes. Isto ndo serd discutido neste trabalho.

Observo que no manuscrito [ALGR17] os autores provam a expansao assintética
do trago do resolvente em espagos estratificados usando técnicas totalmente diferen-
tes das que utilizamos. Enquanto em [ALGR17] recai sobre uma delicada anélise de

“blow-up” microlocal, nossas técnicas sao totalmente independentes e possuem um
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abordagem funcional analitica motivada por Briining e Seeley [BRSE91]. Em par-
ticular, usamos uma versdo do Lema Singular Assintético (SAL) com parametros
[BRSE87, p. 372], o Lema do Trago [BRSE91, Lema 4.3], a construgdo explicita do
operador de Legendre [BRSE87, Lema 3.5] e [BRSE91, Teorema 4.1], e a prova da
integrabilidade do SAL [BRSE91, Lema 5.5].

3.3.1 Lema singular assint6tico com parametros

Antes de iniciarmos a discussdo para obtermos a prova do Teorema 3.19, apresenta-
mos uma das ferramentas utilizadas para obter a expansdo assintética do traco do
resolvente que é o Lema singular assintético. Este resultado é fundamental dentro
da teoria desenvolvida por Briining e Seeley [BRSE85, BRSE87, BRSE91] e é compa-
rado ao Teorema do Pushfoward de Melrose [MEL90, MEL92], que também é utili-
zado para se obter expansdes assintéticas. Uma discussdo interessante a respeito da

equivaléncia dessas ferramentas é apresentada em [GRGRO1].

Teorema 3.20 (Lema Singular Assintético com paramétro). Suponha que o(z, s, () estd
definido em R x R® x C, onde C é o setor {| arg (| < 7 — ¢} e o é suave em x com derivadas
analiticas em (. Assuma ainda:

a) A fungdo o(z,s,() possui uma expansio assintética diferencidvel quando { — oo,
uniformemente em s. Mais precisamente, existem fungoes on;(x,s) com o4j(-,s) €
S(R) tais que para J, K,Q € N,

2O | o(x,5,0) = > Zaajxscalog ¢l < Corm1CI79, (336)

Re(a)>—Q =0

para s € R, |¢|>1,0< 2 < [(|/coe Cjkq independente de s. Note que para cada
Q existe no mdximo um niimero finito de indices Re(a) > —Q, j € Ng com o, # 0.

b) As derivadas o) (z,s,¢) := %a(m, s, () satisfazem

1 1 ) )
/ / yl o) (Oyt, s, y€)|dydt < C;, (3.37)
0 0

uniformemente para 0 < 0 < 1,|{| =cpe s € RO,

Entao,

J A " o0.5,0)ic

k>0

+ Z]{) Oaj(w, 5)(22)" log! (x2)dx (3.38)
@)

-0 Ja j+1

e z%lo z
+ > D0 1)<0’S)(j+1)(g_a_1)!’

a=-—1 j=0

uniformemente em s.
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3.3.2 Ooperador de Hodge-Laplace em uma pseudovariedade suavemente
estratificada

Considere uma pseudovariedade compacta suavemente estratificada M com uma
métrica cOnica iterada g. Seja d a derivada exterior agindo nas formas com suporte
compacto em Mg, € d' denota seu adjunto formal em relacdo ao produto interno L?
induzido pela métrica Riemanniana g. Entdo o operador de Gauss-Bonnet de (), g)
é definido por D := d + d'. O operador de Hodge-Laplace é definido por

A =D'D =d'd+dd.

Vamos discutir a estrutura do operador de Gauss-Bonnet e do operador de Hodge-
Laplace.
Considere uma vizinhanga tubular ¢/, de um ponto no estrato singular Y;,, onde

a métrica cOnica iterada tem a forma
9lu, = dz? + o9y, + a:QgFa 4+ h =: g9+ h. (3.39)

Os operadores D e A restritos a U, agem em formas diferenciais com suporte
compacto “Q (Yo X C(Fareg)) = C5° (Yo X C(Fareg), “A*T* (Yo X C(Fpreg))), onde
C(Fareg) = (0,1) X Fy, reg € usamos a notagdo introduzida em (3.5). Seja f = dim F,,,
denote por (y) as varidveis locais em Y, e por z € (0,1) a func¢do radial no cone
C(F,). Escrevemos D e A usando a mudanga de varidvel de Briining e Seeley
[BRSES8S, Secao 5]:

S+ QG (Yo X C(Fareg)) = “Q5(Ya X C(Fares)),

w— z 1.
Esta aplica¢do estende a uma isometria
S L2 (0, da® + gr, (y) + dhgv.) — L*(“Q%, 90)- (3.40)

Consideramos primeiro D9, A% com respeito a métrica go. Por meio desta transfor-
magdo isométrica, os operadores assumem a seguinte forma
1 d 1
S oD% oS =T, di“‘*sa(y) + T4,
r T
e 1 1 (3.41)
S ToAN o s = —— + (A e A
080 = (<2t S (Aal) — 7)) + B,

onde S, (y) é uma familia suave de operadores diferenciais simétricos agindo sobre
as formas diferenciais com suporte compacto “Qf(Fy reg), I'a € um operador unitério
anti-adjunto em L2((0,1) x Yy, L?(**$Q}(F,))) e T, é um operador de Dirac em Y,, C
R?. Em (3.9) foram apresentadas as relagdes de comutatividade desses operadores.
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Mais ainda,

Aa(y) = Sa(y)(Saly) +1) + i = (S‘“(y) * %)2

é dado explicitamente em termos do operador de Hodge-Laplace Af, (y), deriva-
das exteriores dr, e seus respectivos adjuntos formais df, sobre a pseudovariedade

compacta suavemente estratificada (F,, gr, (v)) de profundidade inferior por

Aa(?/) [ ieggil(Fa) D iegg(Fa)

_ < Ap1r,(y) + (€= (f+3)/2)° 2(=1)" 64,7, (y) (3.42)
2(—1)" do—1,p, Apr,(y)+ (= (F+1)/2)? ]

No caso geral de uma perturbagdo i com |h|g, = O(z) quando z — 0 e ¢q o, :
(Uw, g7, (Y) + 0L 9v,) — (6aUa), gy, ) € uma submersdo Riemanniana, as formulas
em (3.41) possuem termos adicionais de ordem superior e a segunda formula muda

para
d? 1 1

(e - 4)> T+ Ay, R, (3.43)

Y_IOAOY:<

onde R € xV2(M). Esses termos adicionais em R sdo termos de correcdo com ordem
superior determinados pela curvatura da submersdo Riemanniana ¢, e também pela
segunda forma fundamental das fibras F,,. A seguir trabalharemos apenas sobre a
mudanga de varidvel . e escrevemos o operador ap6s essa transformacdo apenas
com A. Observamos que as mudangas de varidveis sdo definidas localmente sobre
Y,, e sobre vizinhangas diferentes sdo equivalentes a menos de difeomorfismo.

A condigdo espectral de Witt (3.14) implica em um gap espectral nos operadores

Sa(y) e Aa(y),

Vs €Y, :Spec So(y) N[—2,2] = o,

9 (3.44)
Vs €Y, :Spec An(y) N [O, 4] =o.

Observamos ainda que devido a positividade de A e A,(y), existem inversas limita-
das para z > 0,

(A+25)7: LHM) — o22% (M) C LA(M),

2—1. 72 2,2 2 (3.45)
(Aa(y) +27) 7« Li(Fo) = HZ77(Fa) C Li(Fa).

3.3.3 Espacos de Sobolev abstratos em cones e quinas - Revisitado

Como observado utilizamos tudo o que foi construido na segdo anterior. Nesta

subsecdo estamos utilizando a Subsegao 3.2.3. Lembre que

H>(S(y)) := [ H"(S()). (3.46)
n=0
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Definicdo 3.21. Um operador linear P : H*(S(y)) — H>(S(y)) é dito de ordem q
se P admite um adjunto formal P! e para qualquer s € R® e qualquer n € Ny, P e P*
estendem continuamente para H"9(S(y)) — H™(S(y)) .

Operadores lineares de uma dada ordem em uma escala de Hilbert sdo discuti-
dos em detalhes em [HLV18A, Definigdo 3.6]. O operador linear S(y) possui ordem
1. Posteriormente estaremos interessados em escalas de Hilbert até H?(S(y)), e as-
sim se P e P! levam H""(S(y)) — H™(S(y)) apenas se n + ¢ < 2, nés ainda nos
referimos a um operador linear de ordem ¢. Definimos um operador auto-adjunto
em H com dominio H?(S(y)) por

Aly) =SS + 1)+ = (56 +5) (347)

Faremos as seguintes suposi¢des motivados pelo Teorema 3.1.

Suposicao 3.22.

(i) S(y) é uma familia de operadores auto-adjuntos discretos em H com dominio Pg in-
dependente do parametro y € R, ie., H' := H'(S(y)) é independente de y. Mais
ainda, a aplicagio R® > y v+ S(y) € L(H", L?) é suave.

(i) A(y) é uma familia suave de operadores discretos auto-adjuntos em H com dominio
D independente do parametro y € R®, ie., H?> := H?(S(y)) é independente de y.
Analogamente, a aplicagio R® > s +— A(y) € L(H?, L?) é suave.

Observo que o pardmetro sobre a suavidade em (i) e (ii) implicam que S(y) e
A(y) sdo aplicagdes limitadas localmente uniforme no parametro y. Lembro também
que a escala de Hilbert H" = H"(S(y)), que a priori depende do ponto base y €
Rb. Com a Suposicio 3.22, os espacos de Hilbert H'(S(y)) e H?(S(y)), e assim os
espacos de Sobolev W' e W2, ambos no cone abstrato e também na quina abstrata

sdo independentes do parametro y.

3.3.4 O resolvente do operador de Bessel em um cone e uma quina abs-
tratos

Na Secdo 3.2.4 provamos a invertibilidade dos operadores de Gauss-Bonnet e La-
place abstratos, fato que foi essencial para a caracterizagdo dos dominios no Teorema
3.1. Para o estudo do resolvente do operador de Laplace abstrato precisamos refinar

a Proposicdo 3.7 e o Teorema 3.8. Entdo defina:

Definicdo 3.23. O operador de Bessel abstrato em um cone abstrato é definido por

d? _
Uy) = gz T PAly) : W (Ry, H) — L*(Ry, H), (3.48)

ondey € R,

O préximo resultado pode ser visto como um refinamento da Proposigdo 3.7.
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Proposicdo 3.24. Assumimos a Suposigio 3.22 e adicionalmente que A(y) > 7 para todo
y € RY. Entdo o operador

Uy) + 2% (W>2NL*)(Ry, H) — L*(Ry, H), (3.49)
é bijetivo e admite para z > 0 uma inversa limitada uniformemente
Gy, 2) = (C(y) +22) " LA(Ry, H) — (W2 N L?)(Ry, H), (3.50)

com a norma na interse¢io dada pela soma das normas individuais. Em particular, existe
uma constante C' > 0, tal que

1G(y, 2)|l 22 < C - 272, (3.51)

onde C' ¢é localmente independente de y € R,

Além de estimar a norma do resolvente precisamos estimar o resolvente aplicado

sobre operadores de ordem no méximo 2, isto é feito a seguir.

Proposigdo 3.25. Assuma a Suposigio 3.22 e adicionalmente que A(y) > § para todo
y € RY. Sejam ¢, 1 € C™[0, 00) fungdes positivas limitadas tal que

supp ¢ Nsupp ¢ = ,

com pelo menos uma delas possuindo suporte compacto em [0, c0). Escreveremos ® e U para
os operadores de multiplicagio por ¢ e 1), respectivamente.

Considere um conjunto {P1(y), ..., Pa(y)}, a € N, de familias suaves de operadores
lineares na escala de Hilbert H*(S(y)) de ordem no mdximo 2. Entdo para qualquer N € N

existe uma constante C,, iy > 0, localmente independente de s € R®, tal que para todo z > 0

o[ [[Piw)oGy,2) | o < Cun-27N. (3.52)
j=1

L2—L?
Passamos ao estudo do operador de Laplace em uma quina abstrata.
Definigao 3.26. O operador de Laplace em uma quina abstrata é definido por

d? _
E=—astX PA(y) + Ago,, WP (Ry x R, H) — L*(Ry. x R”, H),
onde Ags, € um operador eliptico do tipo Laplace agindo em C&°(R®, H), com
simbolo principal |o|§. Agqui, ||, é uma familia de normas em R?, suave no pardmetro

y € RP,

Para y € R? fixo, denotamos por £(yo) o operador obtido de £ fixando os coefi-
ciente em .
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Proposicio 3.27. Considere u € C§° (R, x R, H>) e denote sua transformada de Fourier
em R por (o). Para yo € RP fixo, assuma que A(yo) > §. Entio 0 operador (£(so) + 2%) :
(W22NL2)(Ry x RY H) — L*(Ry x R?, H) é invertivel com inversa

G(yo, 2)uly) = (L(yo) + %)~ 'u(y)

que define um operador limitado
Glyo,2) : L*(Ry x RY, H) — (W22 N L*)(Ry x R, H), (3.54)

onde G é o resolvente definido em (3.50).

O principal resultado dessas subsecgdo é a construgdo do resolvente do operador
£. Para isso estendemos o resultado anterior para uma perturbagao de £(yo),

L+ R=-0;+X?Aly) + Ao, + R

(3.55)
= L(yo) + R — Ry,
onde os termos de ordem superior R, e R sdo definidos por
Ry, = X *(A(yo) — A(y)) + Ago o — Age s
R:= Y ags(ay)oX " o(2d)" o (2d,)". (3.56)

a+|B| <2

A soma anterior é sobre @ € Ny e f € Nj. O coeficiente a,s(r,y) é uma familia
suave de operadores lineares na escala de Hilbert H*(S(yo)) de ordem no maximo

2—a—|B]).

Teorema 3.28. Assuma a Suposigio 3.22 com A(y) > % para todoy € R®. Parae > 0
denotamos por x € C§°([0,00) x R®) uma fungio bacia com suporte compacto em [0, 2¢) x
Bo:(yo) tal que x | [0,¢) x B:(yo) = 1. Considere

L4 22:=8 +22=L(yo) + x(R— Ry,) + 2% (3.57)
Para € > 0 suficientemente pequeno e z > 0 o operador
L4222 (WH2NLH Ry xRY, H) —» L*(Ry x R, H), (3.58)
¢ invertivel com inversa limitada
G(z)=(L+ 2 LA Ry xR, H) - W22N LR, x R®, H). (3.59)

Escrevay = (y1,- -+ ,yp) € R® para as coordenadas em R®. Obtemos mais ainda, que para
qualquer J € N, existe ¢ > 0 suficientemente pequeno, tal que para qualquer multi-indice
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§ =01, k) €{1,...,0}F com |j| < J, 0s comutadores 3

C7(G(2)) = [9y,,+ 1By, s [+ [y, G(2)] -] (3.60)
também definem operadores limitado de L? to W22 N L2.

Com a construgdo do resolvente passamos ao estudo de propriedades de classes
Schatten deste operador. Denotamos por C,(.%°) para p-ésima classe de Schatten
de operadores lineares em espacos de Hilbert .7°. Posteriormente, omitiremos ¢
quando o espago de Hilbert for 6bvio. Obtemos a seguinte caracterizacdo das classes
de Schatten de G multiplicada por uma fungdo ¢ com suporte compacto em [0, 0o) x
R’

Teorema 3.29. Assuma a Suposigio 3.22 e assuma que A(yo) > 2 para qualquer yo € RO,
Seja ¢ € C°([0, 00) x RP) e escreva ® para o operador de multiplicagio por ¢. Se A(yo) ™"
pertence a classe de Schatten BP(H) para algum p > 0 e qualquer yo € R®, entdo para
qualquer multi-indice j € {1,...,b}* temos que

b+1

doG(z) e BP 2 (L3R4 x RY, H)),
1

} V. (3.61)
doCI(G(z) € BPT 2 (L2(Ry x R, H)).

E ainda, se A(yo) depende de um pardmetro adicional y, € Rb* com norma de Schatten
de A(yo)~! € BP(H) sendo uniforme em yy, entdo as normas de Schatten de ® o G(z) e
® o CI(G(2)) sdo uniformes em y; também.

3.3.5 Expansao assintética do traco do resolvente em uma quina abstrata

O processo para se obter a expansdo assintética do traco do resolvente possui uma
alta tecnicalidade para lidar com todos os operadores envolvidos no processo in-
dutivo. No intuito de melhorar essa apresentagdo fazemos uma discussao sobre
mondmios em espagos de Hilbert. Assim definimos um conjunto %, formado de
familias suaves de operadores em escalas de Hilbert de gerador S(yo), que aparecem
na agdo do operador £. Na préxima subsec¢do o indice inferior e referira a profundi-
dade da estratificacdo da se¢do na fibragdo da quina. Mais precisamente, lembre da
Eq. (3.56) que
Ri= > aop(w,y)o X ' o(xd,)" 0 (20,)°,
at|B] <2

onde para um indice a € Ny e um multi-indice 3 € N&, o coeficiente anp(x,y) é uma
familia suave de operadores linear em escalas de Hilbert H*(S(y)) de ordem no
maximo (2 — a — |f]). Consideramos familias suaves de operadores em escalas de

3Precisamos do resultado apenas com um numero finito de multi-indices, mais precisamente apenas
para |j| < b, tal que o Lema do Trago em [BRSE91, Lemma 4.3] se aplica.
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Hilbert H*(S(yo)) com pardmetros (,y) € [0,00) x R?

# = span {anp,1d | o+ |8 =2}
Ky = R —span {aas, 0 S(y) | a+[8] =1,7 € Nj},
B2 = Ry — span{anp, Rio Ry | Ry, Ry € %y, 00 = |B| = 0}.

Claramente, por construcdo e a defini¢do em (3.47),
S(y) € Zt and A(y) € 72
A fungao grau, deg : Z2 U ZL L %2 — R ¢é definida por
deg | Z0 =0, deg|Z!:=1, deg|%#?:=2. (3.62)

As composicdes Z; o (A(y) + 2%)~! definem operadores limitados no espaco de Hil-
bert H. Consideramos mondmios de fatoragdo fixa, compostos de (A(y) + 22)~!
e Ro (A(y) + 2371, R € #;. Definimos o grau de tais mondmios como segue.
Defina deg(A(y) + 2?)~! := —2. Dado um monomio de elementos (A(y) + 2%)"! e
Ro(A(y)+2%)~!, onde R € %, com uma fatoragio fixada, a soma dos graus de cada
fator individual é chamado de grau do mondmio *. Denotamos qualquer mondmio
de grau (—a), a € Ny por

(A(y) + 2%~ (3.63)

Por exemplo, dado qualquer R; € Z.,i = 0,1, 2, encontramos por contagem simples

que
Roo (A(y) +2*) "o Ryo (A(y) + 2°) o Ryo (A(y) + 2°)° = (A(y) + 2*) 7.

Observagao 3.30. Vdrias das propriedades provadas nas subsec¢des anteriores se re-
ferem especificamente a operadores agindo em escalas de Hilbert até H2(S(yy)). Esta
é a razdo do porqué nossas defini¢des sdo feitas dessa forma, ou seja, para evitar
exemplos da forma R o (A(y) + 22)™%, a > 2, para algum R € %2, que iria requerer
que trabalhdssemos com a escala de interpolagdo completa H*(S(yo)).

Passamos agora para a discussdo de mondmios na quina abstrata. Definimos
um conjunto de operadores %, ,; em uma quina abstrata, que aparecem na agao
do operador £. Na préxima subsecdo, e + 1 refere ao fato que a profundidade da
estratificagdo da quina é uma ordem a mais que a maior ordem da sua se¢do. Mais

*Note que ndo estamos afirmando que essa nogdo de grau nos fornence uma graduagio em uma
certa dlgebra de operadores. A fatoragao fixada na defini¢ao é parte da informacéo.
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precisamente, usamos a notagdo introduzida anteriormente e consideramos os ope-
radores lineares

.1 = C5°([0,00) x R®) 0 720
Ripy =R, —span{0,,0,, X 'R | R € %4},
Ri =R —span{Ryo Ry, X R | Ry, R2 € %41, R € %2}

Definimos o grau de maneira similar do que foi definido anteriormente,
deg [ 20,1 :=0, deg| % =1, deg| %2 :=2. (3.64)

Note que na notagdo do Teorema 3.28 e para qualquer fungdo bacia ¢ € C5°([0, c0) x
]Rb), temos por construc¢do que

x©o(R—Ry,), Yol(yy), Vol E%,QH.

As composigdes Z; ;o (£ + 2%)~! definem operadores limitados em L?((0, 00) x
R’ H). Consideramos mondmios de fatoracdo fixada compostos de (L + 22)~! e
Po(L+ 2*7!, para qualquer P € %} . Definimos o grau de tais monomios como
segue. Defina deg(L + 2?)~! := —2. Dado um mondmio de elementos (L + 2?)~! e
Po(L+ 2%, P € #; , comuma fatoragéo fixada, a soma dos graus dos fatores
individuais é chamada de grau do mondmio. Denotamos qualquer monoémio de
grau (—a), a € Ny por

(L4 22)~% = (G(2))°. (3.65)

Como anteriormente a fatoragdo fixada na defini¢do é parte da informagdo. No caso
de fatores individuais G(z) sdo sempre compostos com alguma funcado bacia ¢ €
C5°([0,00) x RY), escrevemos para o mondmio resultante (& o G(z))®. Por exemplo,
para qualquer R; € #._,,i=0,1,2, por calculo direto temos

Roo(L+2*)YoRio(L+ 2" oRyo (L4222 =(L+2%)7°

Observacgdo 3.31. Vdrias das propriedades e estimativas nas subsegdes anteriores
referem a operadores agindo em escalas de Sobolev até W22(R, x R®, H). Esta é
a razdo do porqueé nossas defini¢des de monomios evitam exemplos da forma R o
(L4 2*)7* a > 1, para algum R € %2, ,. Isto iria requerer que usdssemos a escala
de Sobolev completa W** (R, x R® H).

Agora podemos enunciar os teoremas que apresentam a expansdo assintética do
trago do resolvente no caso abstrato. O primeiro resultado é para o “interior” no
sentido que usamos um fungdo bacia que o suporte ndo intersepta a “quina”. Mais

precisamente,
Teorema 3.32. Suponha que:

a) A Suposigdo 3.22 é satisfeita e que A(yo) > § para qualquer yo € RP.
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b) (A(yo) + 1)~ € BP(H) para algum p > 0 e para qualquer yo € R®. Em particular,
o0s mondmios (A(yo) + 1)~ sdo da classe de traco se o« > 2p.

¢) Para o > 2p 0s mondmios (A(yo) + 22)~* admitem uma expansio assintética, uni-
forme no parimetro yo € RY, para algum 8 € Ny, quando ¢ — oo

oo Py

Ter(A(yo) + ¢~ ~ (30D wielwo)¢ 7+ 10(Q)). (3.66)

7=0 ¢=0

Entdo para qualquer ¢ € C§°((0,00) x R?) com 5 supp ¢ C (8,¢) x Be(yo) para algum
0<d<ecea>2p+b+1,oniicleo de Schwartz dos mondmios ( o G(z))®, restritos a
diagonal, admitem uma expansdo assintética uniforme nos pardmetros, quando z — oo

co Pj

Try(® o G(2))*(x, 2, y,y, 2%) ~ 27 (Z Z ojo(x,y)z I TATHH logf(z))7 (3.67)

§=0 £=0

No caso em que A(y) depende de um pardmetro adicional y; € R, com as suposicdes a), b) e
c) satisfeitas localmente independente de y1, a expansio assintética (3.67) é ainda localmente

uniforme no pardmetro y.

A prova deste resultado utiliza célculo pseudo-diferencial. O desafio estd em
trabalhar sobre a limitagdo imposta na escala de interpolacéo, veja Observagédo 3.30.
Entdo primeiro construimos a parametrix “na mao” e entdo aplicamos a teoria de
operadores pseudo-diferenciais e isto permite fazer uso das hip6teses para obtermos
o resultado.

Na “vizinhanga da quina abstrata” a situagdo é diferente, neste caso seguimos as
ideias de [BRSE91], com as devidas adaptagdes, para provarmos o teorema a seguir.
Fazemos uso também do Lema do Trago [BRSE91, Lemma 4.3] e do Lema Singular

assint6tico com parametros, Teorema 3.20.

Teorema 3.33. Considere as hipdteses do Teorema 3.32. Entdo para qualquer ¢ fungdo bacia
com suporte compacto em [0, 00) x R?, 0s monomios (® o G(2))* estio na casse de Schatten
B (L3R4 x R H)) e para a > 2p + b + 1 sdo da classe de trago. Se mais ainda,®
supp ¢ C [0,¢) x B:(yo), entdo para o > 2p + b + 1 obtemos uma expansio assintética

quando z — oo do Tr (® o G(2))“ como segue

oo Py

Tr(® o0 G(2)) (Za z ﬁb—i—ZZc 2 T 60l (2)

7=0 ¢=0

oo Py

+ Z Z dj 5 I HB+b+1 logé-i-l(z)) _

j=p £=0

(3.68)

5¢ > 0 é fixado no Teorema 3.28.
¢ > 0 é fixado no Teorema 3.28.
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No caso em que A(y) depende de um pardmetro adicional y; € R, com as suposicoes a),
b) and c) do Teorema 3.32 satisfeitas localmente uniformemente no pardmetro y,, a expansio

assintética (3.68) é ainda localmente uniforme no pardmetro y;.

3.3.6 Expansdo assintética do traco do resolvente em uma pseudovarie-
dade suavemente estratificada

Apresentaremos as nessa subsegdo as ideias da prova do teorema principal desta
secao.

Seja M := M, uma pseudovariedade compacta suavemente estratificada com
profundidade d e uma métrica conica iterada g. Escreveremos A, para o correspon-
dente operador de Hodge-Laplace. Escrevemos ainda Vi2e7 4 Para a unido dos cam-
pos vetoriais incompletos Vi 4 e suas composi¢des de segunda ordem. Seguindo a
notacdo do inicio da Subsecdo 3.3.5 para Z,, definimos

R = Viea, #5:=Vig. (3.69)

Note que, por (3.45), a inversa (A4 + 22) ! leva L2(W,) em #.>*(W,). Portanto as
composigdes %3 o (Aq + z2)~! sdo limitadas, como %2 : AEH(Wy) — L2(W,). Da
mesma forma que na Subsegdo 3.3.5 denote um mondémio consistindo de composi¢des
por (Ag+2%)"te Ro(Ay+2%)7Y, R € %2, de grau (—a) por

(Ag+ 22)7. (3.70)

Re-enunciamos nosso teorema principal de modo mais preciso.

Teorema 3.34. Seja M = My uma pseudovariedade compacta suavemente estratificada
com uma métrica conica iterada e profundidade d satisfazendo a condigdo espectral de Witt,
Definigio 3.14, tal que os operadores tangenciais A, (y) > § em cada profundidade indepen-

dente de y. Entdo as sequintes afirmagdes valem:

i) Ainversa (Ag + 2%)71 T(L*(My)), onde o sinal
de mais adicional no subscrito indica que (Aq + 2?)~1 € BY(L*(My)) para 2q >
dim My. Em particular, qualquer mondmio (3.70) de grau o« > dim M é da classe de

trago.

ii) Para o > dim Mg um mondmio (3.70) admite a sequinte expansdo assintética quando

zZ— 00
oo d(y) o
Tr(Ag+2%) "% ~ 2 (Za z ”d‘de—i-ZZZc z’”d‘mylogzz).
{Y} j=0 (=0

Note que a maior poténcia possivel de log z é dada pela profundidade da estratificagdo d(Y)

para qualquer estrato Y.
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A demonstragdo é feita por inducdo na profundidade d. Se d = 0 entdo M ¢é
uma variedade compacta suave e o resultado é bem conhecido. Se d = 1, entdo M é
uma quina simples, onde as se¢des dos cones sdo suaves e assim o resultado segue
do Teorema 3.33 e o processo de colagem que descreverei a seguir. Este é também
o resultado principal de [BRSE91]. O préximo passo de iteragdo apresenta todos
os ingredientes para o passo geral de indugdo, entdo com o objetivo de reduzir a
tecnicalidade apresentamos a prova do caso d = 2. Aqui farei apenas uma discussao
geral dessas ideias.

Seja M = M, uma pseudovariedade compacta suavemente estratificada com
um estrato singular B de profundidade dois. Considere uma vizinhanga tubular
U C B eafibragdo ¢ : U — B. As fibras desta fibragdo sdo dadas por cones so-
bre pseudovariedades compactas suavemente estratificadas com profundidade um.

Denotamos este espaco por M.

FIGURA 3.3: Vizinhanga tubular &/ C M, de profundidade 2.

Escrevemos
w2 : C(My) = [0,e) x M1/~ — [0,¢),

para a funcao radial no cone, dada por meio da projecdo sobre o primeiro fator. O
interior de cada cone C'(M;) sobre s” € B possui uma singularidade quina sobre a
base Y, = (0, ). Note que na notagdo da Figura 3.3,

Yi= || Yor=(0,e) x BC (0,¢) xR,
S//eB

onde a ultima incluséo é feita localmente por meio de parametrizagdo da variedade
compacta suave B. A vizinhanca tubular do estrato Y; é dado por uma fibracao
¢1 cuja as fibras sdo cones sobre uma variedade fechada suave M. Como anterior-
mente, escrevemos

x1: C(Mp) = [0,e) x Mp/~. — [0,¢),
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para funcdo radial. As fun¢des radiais x; e x2 estendem naturalmente para os cor-

respondentes espagos totais das fibragdes ¢; e ¢, respectivamente
2107 (V) = [0,8), @2t 6y (B) = [0,2). (3.71)
Com isso decompomos a pseudovariedade M, em trés partes,
My = ¢35 (B) U7 (Y1) U Mareg. (3.72)

Considere fungdes bacia 1,12 € C§°[0,00) com suporte em [0, ¢) como na Figura
3.4.

FIGURA 3.4: As fungoes 1 e 5.

Por construgao seus suportes estdo relacionados como seguem:

su C su C [0,¢), su =1,
pp ¥z C supp ¢1 C [0,€), 1 [ supp v (373)

supp ¢} Nsupp ¢¥o = @, supp (1 — 1) Nsupp ¢y = 2.

Usaremos essas fungdes bacia para definir uma particdo da unidade subordinada a
decomposicio (3.72). Existem familias discretas {s1;}; € Y1 C (0,¢) x R¥ e {sq;}; €
B C R, tais que definindo para cada j,

Y11 € C([0,6) x Y1),  115(21,y) = Y1(z1) - V1lly — sull)s

Y125 € C([0,6) X B), 125(w2,y) := Y1(x2) - Y1([ly — s24),
(3.74)

Y10 € C5° (M2 reg), P10 + Z?/Jl,lj + Z%/)mj =1,
J J

definem uma particdo da unidade {110, (¥1,15);, (¢1,2j); } subordinada a decomposicao
(3.72), onde estendemos cada 11 1; e 11 2, identicamente a ;' (Y1) e ¢, ' (B), respec-
tivamente. Similarmente, definimos uma partigdo da unidade {20, (v2,15);, (¥2,25); }
usando a fungdo bacia .

Com isso construimos uma parametrix para (A2 + 2%) da seguinte forma. Na
parte regular M» ;eg, (A2+z2) possui uma parametrix interior usual e sua composigdo
com as fungdes bacia possuem todas as propriedades que precisamos. Para a para-
metrix sobre ¢; (Y1) (lembre que Y; tem profundidade um) garantimos a existéncia
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local de parametrizes sobre cada um dos suportes de v ;;. Entdo obtemos propri-
edades que seguem dos Teoremas 3.28, 3.29, 3.33. Note que neste caso particular
poderiamos aplicar [BRSE91] diretamente, como queremos um argumento geral uti-
lizamos os resultados construidos anteriormente. Para a parametrix sobre ¢, ' (B)
obtemos para ¢ > 0 suficientemente pequeno uma parametrix sobre o supp 1 25,
para cada j, obtida utilizando a hip6tese de indugédo e os Teoremas 3.28, 3.29, 3.33.
Ap6s as construgdes locais, utilizamos a particdo da unidade descrita acima junto
com as parametrizes construidas em cada parte da decomposi¢do de M para obter-

mos a parametrix global e assim o resultado segue.
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