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So sah ich denn, daf nichits besseres-ist, als daf ein Mensch frohlich sei in seiner Arbeit; denn das
ist sein Teil. Denn wer will thn dahin bringen, daf er sehe, was nach ihm geschehen wird?

Prediger 3, 22. Da traducio da biblia por Martin Lutero.

E euvi § benesse alguma §

salvo 0 homem se aprazer § no seu fazer §§
eis ai § seu guinhdo §§§

Pois quem o fard sobrevir § para ver §§
agquilo § que serd no apos-ele?

Eclesiastes 3, 22. Da tradugao do Eclesiastes por Haroldo de Campos.



Resumo 4

Resumo. Neste trabalho estudamos a equagdo de Schrodinger para uma classe de sistemas de
dois niveis submetidos & agdo de interagdes externas periodicamente e quase-periodicamente de-
pendentes do tempo e na situagio na qual diferenca de energia entre os niveis nao-perturbados, 2¢,

¢ suficientemente pequena em comparagio com a magnitude da interagdo externa.

Ao contrario de outros métodos de expansdo, como a expansdo de Dyson, o método que aqui

apresentamos nio sofre com a presenga dos chamados “termos seculares”.

Sob condigGes especiais demonstramos no caso quase-periédico que a equacdo de Schrédinger
tem solugoes em termos de séries de poténcias formais em €, cujos coeficientes sdo fungbes quase-

periédicas do tempo.

No caso periédico mostramos que a equagio de Schriodinger tem solugdes dadas em termos de
séries de poténcias convergentes em €. Devido & auséncia de temos seculares pudemos demonstrar
convergéncia absoluta e uniforme das séries de Fourier associadas & fungdo de onda e pudemos
demonstrar convergéncia absoluta da série de poténcias em € que fornece a chamada “freqiiéncia
secular” e das séries de poténcia em ¢ que fornecem os coeficientes das séries de Fourier das funcgdes

de onda.



Abstract

Abstract. We study the Schrodinger equation of a class of two-level systems, under the action
of periodic and quasi-periodic time-dependent external fields, in the situation where the energy
difference 2¢ between the free energy levels is sufficiently small with respect to the strength of the

external interaction.

In contrast to other expansion methods, like in the Dyson expansion, the method we present is

not plagued by the presence of “secular terms”.

Under suitable conditions we show in the quasi-periodic case that the Schrodinger equation
has a solution in terms of a formal power series in ¢, with coefficients which are quasi-periodical

functions of the time.

In the periodic case, we show that the Schrédinger equation has a solution in terms of converging
power series expansions in €. Due to the absence of secular terms, we were able in the periodic
case to prove absolute and uniform convergence of the Fourier series involved in the computation
of the wave functions and to prove absolute convergence of the e-expansions leading to the “secular

frequency” and to the coefficients of the Fourier expansion of the wave function.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Prélogo

O estudo de sistemas de dois niveis sob interagoes externas dependentes do tempo é de relevincia em
virias dreas da Fisica, como na dptica quintica, na teoria de ressonancia de spin ou em problemas de

tunelamento. De particular importancia sdo situagoes em que a interagio externa é periodicamente

—_—

ou quase-periodicamente dependente do tempo.

0 proi)lema de estudar a equagdo de Schrodinger de tais sistemas e determinar a natureza
quase-periédica de suas solugdes é relacionado a vérios problemas cldssicos da anélise e da teoria
das equagdes diferenciais ordindrias. AplicagOes recentes & teoria do chamado “caos quintico”
(vide [5] ou, para um texto de revisio com resultados recentes, [3]) ilustram também outra linha

importante & qual aquele problema se associa.

No presente trabalho, que é baseado em [1] e [2], estudaremos a equagio e Schrédinger e suas

solugbes em uma classe particular de sistemas de dois niveis sob interagtes dependentes do tempo.

Nossos resultados apontam para uma solugzo, possivelmente inédita, da mesma equagdo quando
as interacoes externas sio periodicamente dependentes do tempo. Nossos resultados nesse ¢aso sio
nio apenas exatos mas matematicamente rigorosos, pois demonstrages de convergéncia de todas as
expansdes em série serdo apresentadas. T#o interessante quanto a solugio encontrada é o método

de solugdo desenvolvido, pois 0 mesmo utiliza-se de um procedimento original de eliminagio de

11



Capitulo 1

termos seculares cuja relevdncia possivelmente nao se limita as equagdes aqui tratadas.

Com os resultados aqui apresentados abre-se uma nova possibilidade de estudo matematica-
mente rigoroso de algumas propriedades de sistemas de dois niveis submetidos a interagdes perio-

dicamente dependentes do tempo.

Acreditamos que as solugdes obtidas, por serem expressas em termos de séries uniformemente -
convergentes, podem também prestar-se eficientemente ao estudo numérico de propriedades dos
sistemas tratados, especialmente para tempos longos. De fato, estudos preliminares, brevemente
discutidos na Secdo 6.8, pagina 99, indicam que a solugao encontrada é relativamente simples do

ponto de vista algoritmico e pode ser usada em programas numéricos com erros controlaveis.

1.2 Descrigcao do Sistema e sua Relevancia em Fisica

Sistemas quinticos de dois niveis caracterizam-se por serem descritos em um espago de Hilbert
bidimensional, genericamente o espago C2. Um operador Hamiltoniano dependente do tempo &,
entdo, dado por uma familia de matrizes auto-adjuntas agindo em C?, parametrizada pelo tempo

teR B

Iremos considerar neste trabalho sistemas de dois niveis descritos por um operador Hamiltoniano

do seguinte tipo:
Hy(t) = Ho+ Hi(t) = eos — f(t)or, (1.1)

comt € R Acima f : R — R é uma funcdo do tempo t e ¢ € R é um pardmetro que representa
metade da diferenca entre os niveis de energia do Hamiltoniano “livre” (entenda-se, para f = 0)
que aqui representamos em sua forma diagonal: Hp := €o3. Os simbolos 01, o3 e 03 denotam as

matrizes de Pauli na sua representagao usual:

01 0 —i 1 0
o= y O2= € 03=
10 i 0 0 -1
O chamado “Hamiltoniano de interagdo” Hj(t) := —f(t)o; representa uma interagio externa aco-

plada ao sistema, induzindo transigées entre os dois auto-estados do Hamiltoniano livre H,.
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A equagio de Schrodinger correspondente a (1.1) é !
i8,9(t) = Hy(8)¥(t), (1.2)

com ¥ : R — C2.

Se efetuarmos uma transformagao unitaria independente do tempo representando uma rotagio

de w/2 em torno do eixo 2 poderemos substituir o Hamiltoniano H, () por
Ho(t) := (e""””“) Hi (%) (e“’""“) = ey + f(t)os (1.3)
e a equacao de Schrodinger torna-se
i0,B(t) = Hy(t)®(t), (1.4)

com

B(t) := e NY(1). (1.5)

E bem conhecido que funges de onda em instantes de tempo distintos estdo conectadas entre

si por uma transformacio unitdria. A saber, tem-se

B(t) = Ut, s)B(s), (1.6)

-

onde o operador U(t, s), denominado “propagadoer”, é um operador unitdrio para todo t, s € R
Em pa.rtfcular, -
B(t) = U(t)®(0) (1.7)
conecta $(t) com a “condigio inicial” da equagdo de Schrédinger: $(0). Acima, U(t) :=U(t, 0) e,
com essa notagao,
Ult, s) = URU(s)", (1.8)
para todo t, s € R Isso obviamente diz-nos que o conhecimento de U(t) é suficiente para o

conhecimento de toda a evolucdo temporal.

O propagador U(t) pode ser expresso em termos de He(t) através da bem conhecida expansdo

de Dyson
Ui = ]1+Z(—z')“f0 dn---/o." drn Hy(11) - -- Ha (1), (1.9)

n=1

1 Para simplificar adotaremos em todo este trabalho um sistema de unidades onde k= 1.
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que converge em norma uniformemente em qualquer intervalo compacto de tempo se H,(t) for
uma familia uniformemente limitada de operadores, ou seja, se houver M > 0, constante, com
||H2(2)|| < M, ¥t € R Essa condi¢do é automaticamente satisfeita em nosso caso se f for limitada.

Para resultados ainda mais gerais sobre a série de Dyson, vide [26].
A unitaridade de U(t) para todo ¢ e, portanto, de U(%, s), segue também de (1.9). Vide [26].

Nosso objetivo neste trabalho é estudar a equagao (1.4) no regime em que |¢| é pequeno em
comparagao com a interagdo externa representada pela fungdo f. Para tal desenvolveremos um
método especial de expansdo em € que, no caso em que a fungio f é periddica, conduz a expressoes
para as fungdes de onda em termos de séries convergentes. Sendo este um trabalho de Fisica-

Matemética enfatizamos aqui aspectos analiticos e demonstragoes.

1.2.1 Particula de Spin 1/2 em Campo Magnético Externo. Oscilagées
de Rabi

E interessante que apresentemos alguns exemplos concretos de sistemas fisicos que se deixam descre-
ver por um Hamiltoniano como (1.1). Com isso poderemos descrever algo sobre a origem histérica

dentro da Fisica dos problemas que aqui tratamos.

Consideremos uma particula de spin 1/2, digamos, um elétron, submetido 2 um campo mag-
nético B. Se designarmos por ¥ a parte spinorial de sua fun¢do de onda, ji desacoplando sua

dependéncia com as coordenadas espaciais, ¥ satisfard
z@pr = 2gs" B(t)'I' = g (Bl(t)ﬂ'l + Bg(t)a'g + B3(t)d3) ‘I’, (110)

onde ¢ é uma constante e B;, i =1, ..., 3 sdo as componentes de B.

Vamos supor que B seja composto por um campo magnético constante na dire¢io 3 ao qual se
sobrep6e um campo magnético dependente do tempo ortogonal & dire¢io 3, por exemplo, o campo
de uma onda eletromagnética monocromatica de freqiiéncia w que se propaga na mesma diregio
3, e cujo comprimento de onda seja suficientemente maior que a regido em que a particula de spin

1/2 estd localizada, de modo que possamos desprezar sua variagio espacial.
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Se a polarizagao dessa onda for planar ao longo do eixo 1, a equag¢do de Schrédinger fica
16, ¥ = (gBs0; + ¢By cos(wt)oy) V. (1.11)

Esta tltima equagao corresponde a um Hamiltoniano da forma (1.1).

Se a polariéagéo dessa onda for circular, a equagao de Schrodinger fica

7.3:11’ = gB30'3‘I’ + g.B(] (cos(wt)01 + sen(wt)az) v, (112)

Definindo
. 1 .
(o1 +i03), e o = 5(01 — i03), (1.13)

o=

g4 =

a equagdo (1.12) torna-se

9,0 = Hg(t)7, (1.14)

onde Hg(t) é o chamado Hamiltoniano de Rabi:
—twt il € ﬁe"im
Hg(t) = eoy+B (e ™oy + e ) = (1.15)

com € = ¢B3 e f := gB;y. Acima, usamos

(0 1) (0 0)
o = e o. = . (1.16)
00 10

A equagio (1.14) foi resolvida por I. I. Rabi em [17]. Vamos descrever sua solugio usando nossa
notagao.

Tomando a derivada temporal de ambos os lados de (1.14), teremos
FY = —(Hg(t)*T — i(8,Hg(t))V. (1.17)

Uma conta simples mostra que

(Hr(®)? = (¢ + 851 (1.18)

Além disso,

0 —eiwt
8, He(t) = iPw ( _ ) . (1.19)
et 0
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Assim, podemos escrever

- 0 — —twt
BV = —(&+ )Y +w ( Be v, (1.20)
ﬁe:’wt 0
que, por conveniéncia, reescrevemos como
) — _ PRo—twt )
OV = —(? + % — ew)I¥ +w ( © he v, (1.21)
Beiwt e
A relagdo (1.18) afirma que
_ 1
(Hp(t))™* = 6—2+—ﬁ2HR(t). (1.22)
Assim, (1.14) diz-nos que
)
¥ = mHR(t)BﬂP. (1.23)
Com isso, (1.21) fica
2 2 g it —€  —fe
at‘I’ = —( + 8 — ew)]l‘I’—l— m 5 ot HR(t) AR (1.24)
e —€

Uma conta simples mostra que =

B . N it _ _ pa—iwt —iwt
( L )Hﬂ(t) - ( L ) ( " ) = (€ +FYas. (1.25)
Bet  —¢ pet  —e pet e

Com isso,

20 = —(e® + % — ew) AV — jwo;6,7, (1.26)

que € uma equagdo diagonal, ou seja, separa as componentes de ¥, a saber, da seguinte forma:
O2hy +iwdihy + (€ + B —ewhpy = 0, (1.27)
RY_ ~iwdpp_ + (¢ + 2 ~ew)p— = 0. (1.28)
Ambas as equagOes 5ao resolvidas facilmente e a solugdo compativel com (1.14) é
Pi(t) = Aeht 4 Be'M, (1.29)

vo(t) = —et (Aﬁfﬂle‘“l‘jw%e‘“ﬂ), (1.30)
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onde A e B sio constantes arbitrdrias a serem fixadas pelas condigdes iniciais e pela normalizacio
da fungio de onda e

—W+QR

M = — (1.31)
—_— =0 -
Q = 2R (1.32)
2
com
Qp = (w—2e)2+482 (1.33)

Qg é denominada freqiéncia de Rabi.

Para entender o significado fisico de Qp tomemos o caso em que %4+(0) = 1 e ¥_(0) =0 e
calculemos

P(1/2— =1/2)(t) = |(2(0), 2 ¥(@))I* = |¢-(t)]* (1.34)

que representa a probabilidade de transigao entre o estado inicial de spin 1/2 e o estado com spin

-1/2 no instante t. Das condigdes iniciais segue facilmente que

A= -6'51?2, B = e'{"h?‘. (1.35)
Dai, é imediato verificar que
- () = (2(€+ ng§;+ Qz))2 sen? (%t) _ (1.36)
Uma conta simples, usa,ndq as definicoes de Q;, Q2 e (g, mostra que
(e+Q)(e+ Q) = -5~ (1.37)
Logo, \
b ()] = (;—i) sen’ (%t) . : (1.38)

Isto mostra que a freqiiéncia de Rabi € a freqiiéncia com que o elétron “flutua” quanticamente entre
seus dois auto-estados de spin em fung¢io da presenga do campo magnético externo circularmente
polarizado. Sem a componente circularmente polarizada teriamos By = 0 e, portanto, 8 = 0 o que

implicaria P(1/2 - —1/2)(¢) =0 paratodot € R

(2 < o

Note-se que, pela definigio (1.33),
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e 86 podemos ter a igualdade no caso “ressonante” w = 2¢. Bssa freqiliéncia de “ressonincia”
2¢ = 2¢B; é denominada fregiiéncia de Larmor e é igual & freqiiéncia de precessio do spin do -
elétron quando submetido a um campo magnético constante na direcdo 3. O efeito de “ressonédncia”
que mencionamos acima € denominado principio de ressondncic magnética e teve importincia

fundamental em indmeras aplicagoes. -

O caso de polarizagdo planar leva a equagdo (1.11) e é, surpreendentemente, muito mais com-

plexo. Todo o presente trabalho é dedicado ao tratamento do mesmo e suas generalizagdes.

O Hamiltoniano de (1.11) foi possivelmente tratado pela primeira vez em um trabalho notével de
Bloch e Siegert [18]. Naquele trabalho os autores tratam do caso geral de polarizacio eliptica par-
tindo da solugao de Rabi (polarizagdo circular) como primeira aproximacao. Ainda que os autores
nao tenham tido preocupagido quanto ao rigor matemadtico e & convergéncia do seu procedimento,
o método que utilizam tem varios pontos em comum com o que desenvolvemos neste trabalho (e
em [1] e [2]). Por exemplo, os autores também estudam uma equagao de Riccati generalizada (mas
distinta da que usaremos neste trabalho) que entio tentam resolver com um Ansatz que os leva a
uma equagdo diferencial transcendente (outro ponto que difere do nosso tratamento), que os mes-
mos transforinam em uma equagio integral, que tentam resolver perturbativamente (formalmente).
Nessa solugdo perturbativa termos seculares também surgem e sio eliminados ordem a ordem pela

introdugao de uma espécie de “contratermo”.

Dentre os trabalhos mais antigos sobre equagdes como (1.2) mencionamos também o importante
trabalho de Autler e Townes [19], onde estes autores estudaram as solugdes de (1.2) para o caso
onde, em nossa notag3o, f(t) = —28cos(wt), § € R Seu trabalho é exato mas nao-rigoroso e
envolveu uma combinagdo do método de fracdes continuadas, para relacionar os coeficientes de
Fourier das fungdes de onda e a freqiiéncia secular, com andlise numérica. Nenhuma prova é por
eles oferecida que o método de fragdes continuadas converge e outras restri¢ées nao-justificadas sao
feitas de modo a transformar certas equagdes transcendentes que obtém em equacdes algébricas de
ordem baixas que, entdo, sdo resolvidas quer exatamente quer numericamente, este iltimo caso,

em especial, para campos fortes.
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1.2.2 Outro Exemplo. O Efeito Stark em Atomos de Dois Niveis

Outro sistema fisico onde o Hamiltoniano de (1.11) surge é aquele tratado por Autler e Townes em

[19], a saber, o do efeito Stark em um 4tomo de dois niveis, que discutiremos informalmente aqui.

Consideremos um sistema quintico, digamos um elétron ligado a atomo, descrito por um Ha-

miltoniano dependente do tempo do tipo
H(t) = Hy—E(t) -7 (1.40)

onde & é o operador de posi¢ao e E(t) um campo elétrico externo aplicado dependente do tempo.
Vamos supor que H, tenha espectro discreto com autovetores x; e autovalores ¢;. Vamos supor
também que [Hy, P] =0, sendo P o operador de paridade, o que significa que os vetores y; tém

paridade bem definida. Esse fato implica (x;, £ x;) = 0 para todo i. Vamos definir
Bi,;(t) == E(t) - (i, Tx;)- (1.41)

E claro que B; ; = B, mas podemos sempre considerar 8; ; € R para um par {i, j} especifico,

bastando para tal multiplicar, digamos, x; por uma fase conveniente.

e

Por fim vamos também supor que as quantidades §; ;(t) sejam despreziveis para todo ¢ e para
todo par {7, j} exceto para um par {e, b} e de forma também que os autovetores x, e x; nio

sejam degenerados.

Se nos restringirmos ao subespago gerado por x, e X, qﬁe pelas hipdteses acima é um subespago
invariante pela evolugdo temporal, e escrevermos os vetores desse subespago na forma ®(t) =
Ya(t)xa + U(t)xp, a equagdo de Schrédinger para vetores desse subespago pode ser aproximada

pelo par de equagodes
WO = €a¥Pa— ﬁa,b(t)"pb (1-42)
iat"/)b = _ﬂa.b(t)'ﬂba + Eb"pb (143)

onde escolhemos a fase de, digamos, x; de modo a termos 8, ; = By , € R, 0 que sempre é possivel.

Normalizando os niveis de energia de modo que ¢, = ~¢ = ¢ e redefinindo f(t) = S, (%), o

sistema de equagdes acima fica precisamente da forma (1.2), pagina 13.
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Isto justifica a interpretagao dada ao Hamiltoniano H;, como sendo um operador diagonal
perturbado com uma interagdo dependente do tempo que induz transigoes entre os dois auto-estados

nio perturbados.

Os sistemas descritos acima continuaram a despertar interesse mesmo depois dos importantes
trabalhos pioneiros que mencionamos. Vide [3] para um trabalho recente de revisdo com novos re-
sultados. Em [4] o caso de uma fungio f quase-periédica foi estudado e demonstrou-se para dtomos
de dois niveis sob um campo eletromagnético circularmente polarizado quase-periédico senoidal que
o chamado operador de quase-energia generalizado do problema tem espectro puramente pontual, o
que equivale a dizer que as fungdes de onda sdo quase-periédicas [5]-[12]. Para o caso de polarizagio

planar resultados andlogos sio obtidos sob hipéteses adicionais sobre f.

1.3 TUm Roteiro de Leitura

Permitimo-nos colocar aqui algumas recomendagdes quanto & leitura deste trabalho.

Na Segio 1.2, pigina 12, apresentamos o sistema que estaremos estudando e descrevemos alguns

de seus exemplos bdsicos. Sua leitura é obviamente importante.

Na Segido 1.4, pgina 23, apresentamos um resumo eventualmente 1til da notagao e dos simbolos

empregados e algumas poucas defini¢gdes. O leitor poderd procura-la quando a necessidade surgir.

No Capitulo 2, pigina 25, apresentamos para beneficio do leitor algumas generalidades e breves
notas histéricas sobre equagbes de Bernoulli e Riccati, sobre a equagdo de Hill e o Teorema de
Floquet e sobre as fungdes chamadas de “almost”-peridédicas e quase-periédicas. Sua leitura é
parcialmente dispensidvel para o que segue, mas de algumas defini¢des 14 contidas sera feito uso

posterior. O leitor podera procurar esse capitulo assim que a necessidade surgir.

No Capitulo 3, pagina 36, iniciamos a exposicao de nosso método e de nossos resultados. Um pri-
meiro teorema importante é enunciado, provado e discutido. A leitura desse capitulo é importante

para o que segue.
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No Capitulo 4, pagina 42, apresentamos um dos pontos técnicos centrais desse trabalho, no-
meadamente, o método de eliminagdo dos termos seculares. A leitura desse capitulo é importante

para o que segue.

Na Se¢do 4.3.3, pagina 53, uma conjectura ainda nao demonstrada € apresentada e discutida &

luz de uma solugao explicita.

No Capitulo 5, pagina 56, apresentamos a demonstragio de quase-periodicidade de certos coe-
ficientes perturbativos. Nas Segoes 5.1.1, pagina 57, e 5.2, pagina 69, apresentamos relagoes de
recorréncia para os coeficientes de Fourier de certos coeficientes perturbativos, relagoes estas que
desempenhardo um papel importante no que segue. As demais segbes deste capitulo sio, porém,
pesadamente técnicas e de leitura magante. Cremos que sua leitura pode ser dispensada em uma
primeira aproximagdo ao trabalho. Ja aqueles que créem que somente a assim chamada “hard

analysis” enobrece o espirito matematico terdo 14 com que se divertir.

No Capitulo 6, pagina 74, apresentamos e demonstramos alguns de nossos principais resultados,
a saber, a solugao da equagio de Schrédinger (1.4) no caso em que a interagdo externa é periddica.

E, portanto, um dos capitulos centrais.

Apés uma introdugao e uma especializagao de algumas expressbes ao caso periédico os primeiros

teoremas importantes sobre convergéncia surgem na Se¢ao 6.3, pigina 82.

Na Secao 6.4, pigina 85, apresentamos a forma de Floquet da fungio de onda a partir do teorema
demonstrado no Capitulo 3. DemonstragGes de convergéncia adicionais sdo também apresentadas.
E aqui que a solugio perturbativa completa da equagio de Schrodinger (1.4) é apresentada para o

caso periddico.
Na Secio 6.5, pagina 91, discutimos algumas questdes a luz de exemplos explicitos de interesse.

Na Segdo 6.6, pagina 95, desenvolvemos com um pouco mais de detalke a expanséo perturbativa

para a chamada freqiiéncia secular, 2.

Na Segdo 6.7, pagina 97, discutimos uma pequena aplicacdo da expansido para a freqiiéncia

secular em problemas de tunelamento.

Na Sec¢do 6.8, pigina 99, apresentamos alguns graficos que ilustram alguns pontos discutidos
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na Segdo 6.7 e ilustram a eficiéncia computacional da solugdo apresentada na Segio 6.4. Gréficos

nada demonstram mas cremos que um olhar sobre aqueles 14 apresentados pode ser instrutivo.

No Capitulo 7, pagina 105 estendemos os resultados do capitulo anterior para uma classe maior
de interagdes periddicas, a saber, para fungdes f(f) com valor médio ndoc-nulo. Este é igualmente

um capitulo importante.
No Capitulo 8, pagina 116, apresentamos um resumo as principais conclusoes.

No Apéndice A, pigina 119, apresentamos uma demonstragao alternativa do teorema basico do
Capitulo 3. Essa segunda demonstragio é de interesse por tornar mais transparentes certos aspectos
da primeira demonstragao, que é mais elegante. Esse apéndice contem o tratamento original que
levou ao teorema demonstrado no Capitulo 3. Apesar disso o contetido desse apéndice é um tanto

redundante e sua leitura pode ser dispensada em uma primeira aproximagao ao trabalho.

No Apéndice B, pagina 124, apresentamos uma curta demonstracio de que a fungéo g, definida
como ¢(t) := exp ( fo f(7) d'r) e que desempenha um papel importante nesse trabalho, é quase-
periédica quando f também o é. Esse resultado é importante mas a demonstragao é padrio e

aparece aqui mais por culto ao espirito da completeza.

No Apéndice C, pagina 126, apresentamos algumas férmulas importantes relacionando os coefi-
cientes de Fourier da fungdo f com os coeficientes de Fourier da funco ¢. Ainda que esse capitulo
tenha sido deslocado para um apéndice, sua leitura é importante pois faremos uso de seus resultados

em varios lugares.

O Apéndice D discute propriedades de uma fungao, @i, que é de relevincia para a formulagao

de dois teoremas, os Teoremas 4.1 e 6.2, as paginas 42 e 75, respectivamente.

No Apéndice E, pigina 132, demonstramos uma importante propriedade de decaimento dos

coeficientes de Fourier da j4 mencionada fun¢do ¢. Aqui usamos os resultados do Apéndice C.

No Apéndice F, pigina 136, demonstramos alguns resultados importantes sobre estimativas de
produtos de convolugdo de fungoes definidas em Z e que decaem exponencialmente. Esse apéndice,
ainda que técnico, contem resultados que desempenham um papel importantes em virias demons-

tragoes.
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Por fim, o uso feito dos ntimeros de Catalan no Apéndice G, pagina 138, para completar uma

das mais importantes demonstragoes desse trabalho, pode enternecer um cora¢io combinatério.

1.4 Comentarios sobre a Notagcao Empregada

Seja R, = (0, o0) e f real e quase-periédica, f sendo a fungdo que surge em (1.1), pagina 12, e
representa a interagdo externa acoplada 20 nosso sistema de dois niveis. A representagio de Fourier

da fungdo f serd escrita como

) = D Fypemer (1.44)

mezB

onde w; = B(f) € R?. Denotamos por w o vetor de freqiiéncias dado por

wy € RE, se F=0
(1.45)

i€
1i

(‘.‘.‘..)fa FQ)ER-IE-‘-l’ Sng-'f-‘O,

Como estamos supondo w; € RY, a definigio acima diz que as componentes de w sio todas

estritamente positivas. Définimos também

B, se Fop =0
A= . (1.46)
B+1, se [p#0
Denotaremos os vetores de ZZ (ou de R?) por y e os vetores de Z* (ou de R*) por v. O simbolo
|n| designa a norma I'(ZA4) de um vetor n = (n1,...,n4) € ZA: [n| := || + - - + |04l
O coeficiente de Fourier Fy serd também denotado por Fy.

Usaremos o simbolo 1 para denotar a matriz identidade. Mat(n, C) designa o conjunto de

todas as matrizes n X n com entradas complexas.

O simbolo |z| denota o maior inteiro menor ou igual a z € R e o simbolo [z] denota o menor

inteiro maior ou iguala z € R
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Para m € Z o simbolo <n> representa a seguinte fungao:

|m|, param#0
Lm> = . (1.47)
1, param=20

Para m € Z representamos a fungdo de Bessel de primeiro tipo e ordem m por J,,,.

AP(R) designa o conjunto das fungdes “almost”-periédicas em R. QP (R) designa o conjunto
das fungdes quase-periddicas em R
Para uma fungio h € AP(R) denotamos seu “valor médio” por M(h), o qual é definido por

R
M(h) = z!‘_{i‘oﬁ B h(t) dt. (1.48)

Vide, por exemplo, [24].

Produtos escalares entre vetores 1/ e ¢ de um espago de Hilbert sio denotados aqui por (v, ¢),

sendo anti-lineares no primeiro argumento e lineares no segundo.

O simbolo := indica uma definicdo. O simbolo O indica fim de enunciado (em teoremas,

proposigoes e lemas) e Mindica fim de demonstracao.
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Algumas Observacoes Gerais e Historicas

2.1 As Equacgoes de Riccati Generalizadas

Para beneficio do leitor recordaremos aqui de algumas propriedades elementares das chamadas
equagoes de Riccati generalizadas e das chamadas equagdes de Bernoulli. Ambas as equagdes sao

freqiiéntemente tratadas em livros-texto introdutdrios sobre equagdes diferenciais ordinarias.

Para a e b : R — C, ambas continuas, a equagio diferencial ordiniria n3o-linear homogénea. de
primeira (;rdem ‘

Y'(®) +a(t)y(t) +b(t)y(t)* = 0 (2.1)

é denominada equagdo de Bernoulli. Apesar desta equagio ser um dos representantes mais simples

da classe das equagoes diferenciais nao-lineares, a nao-linearidade da mesma n3o acrescenta nenhu-

ma dificuldade intransponivel & sua solubilidade pois a simples substituigdo y(t) = 1/v(¢) conduz

3 equagio
v'(t) — a(t)v(t) — b(t) = 0 (2.2)
que é linear e tem por solugo
o(t) = ;% (v(0)+ fo b(r)p(r) dT,) (2.3)
onde
p() = exp (— fu () d'r). (2.4)

25



Capitulo 2 26

Portanto, a solugdo geral de (2.1) é

_ ) |
v (U(O) + fo br)p(r) d‘r,)

As equagées de Bernoulli sio um caso particular de uma classe maior de equagdes diferenciais

(2.5)‘

ordinarias nao-lineares, as chamadas equagdes de Riccati generalizadas.

Para a, b e c : R — C, continuas, a equagio diferencial ordindria ndo-linear ndo-homogénea de
primeira ordem
Y () +a(t)y(t) + b(t)y(t)* +c(t) = 0 (2.6)
é denominada equacdo de Riccati generalizada.

Ao contririo da equagdo de Bernoulli, a equacao de Riccati generalizada nio é, em geral, soltivel.
Apenas em casos particulares hd solugdes mais ou menos explicitas para as mesmas, normalmente
em termos de expansoes em série, como expansoes em série de poténcias. Um desses felizes casos

particulares serd apresentado neste trabalho.

Apesar de sua nio-solubilidade genérica, indicio de um natureza verdadeiramente “nido-linear”
(em contrai)osigéo com a equagio de Bernoulli, que é também n3o-linear mas soldvel), é possivel
obter a solugdo geral de (2.6) se uma solugdo particular sua for conhecida. Esse fato serd de
utilidade na discussdo do Apéndice A, pagina 119, o qual contem uma discussio das idéias que

moveram este trabalho no seu inicio.

De fato, se u é uma solugdo particular conhecida de (2.6) entdo a solugao geral é da forma
y(t) = u(t) + v(2), (2.7)
onde v obedece 3 equacido de Bernoulli
v'(t) + [a(t) + 26(t)u(t)]u(t) + b(t)v(t)® = O (2.8)

e assim
nt)

wy — /f b(T)p1 (1) dT,
0

y(t) = u(t) + (2.9)
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onde wy = 1/(y(0) - u(0)), para y(0) # u(0), é uma constante e onde
p1(t) ;= exp (‘/; la(T) + 2b(7)u(T)] dT) : (2.10)

Por fim, observemos que qualquer equagdo diferencial ordindria linear homogénea de segunda

ordem associa-se naturalmente a uma equacao de Riccati generalizada. De fato, dada a equagio
w'(t) + a(t)w'(t) + b(B)w(t) = 0, (2.11)
com a e b: R — C continuas, o Ansatz w(z) = exp (/: y(r)dr) conduz a
y'(t) + a(®)y(t) + ¥(2) + b(t) = 0. | (2.12)

Neste trabalho faremos uso dessa simples e bem conhecida transformacio.

A equagdo de Riccati generalizada deve seu nome ao matemdtico e conde veneziano Iacopo

Francesco Riccati (1676-1754), que estudou a equagio diferencial
y'(2) = a(yP(z) +2"), (2.13)
com « constante e n € N, em monografia publicada em 1724 sem, no entanto, resolvé-la.

A equagéo
y'(z) = y(z) +2° (2.14)
fora previamente estudada por Johann Bernoulli (1667-1748) em trabalho de 1694, sem que este
apresentasse solugio para a mesma. Jacob Bernoulli (1654-1705), que honrou com seu nome a
equagao (2.1), resolvida por ele em 1696, também estudara (2.14) e encontrara em 1703 uma
solugo para a mesma em termos de uma razéo de série de poténcias, que entdo expressou como
uma série de poténcias simples. Somente em 1841 Joseph Liouville (1809-1882) demonstrou que a

solugdo de (2.14) nio pode ser expressa em termos de fungdes elementares. Em notagio moderna

z? z?
ulZ) ()
y(x) =7z 2 2 3
ERTHE

onde A é uma constante e J, sio fungbes de Bessel de primeiro tipo e ordem v.

a solugdo geral de (2.14) é

(2.15)
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Equagdes do tipo (2.13) s3o hoje denominadas simplesmente equagdes de Riccati. A associacao
do nome de Riccati a tais equagdes (e ndo dos nomes de Johann Bernoulli ou Jacob Bernoulli)
é parcialmente devida ao fato de (2.13) ser ligeiramente mais geral que (2.14) e as referéncias
ao trabalho de Riccati feitas por outro Bernoulli, Daniel Bernoulli (1700-1782), que estudou as
equagdes (2.13) em trabalho datado de 1725. Daniel Bernoulli menciona que solugdes de equagdes
como (2.13) foram obtidas anteriormente por Johann Bernoulli, Nicolaus Bernoulli e Nicolaus
Bernoulli II. A desconsideragio de Daniel Bernoulli pela contribuigdo prévia de seu tio Jacob
Bernoulli deve-se talvez 4 rivalidade deste com seu irmao Johann Bernoulli, pai de Daniel Bernoulli,
mas talvez seja meramente conseqiiéncia do fato de sua época nio estar ainda preparada para aceitar
solugbes de equacdes diferenciais em termos de séries infinitas. De fato, em seu trabalho, Daniel
Bernoulli preocupou-se em apontar casos em que (2.13) pode ser resolvida por séries finitas, a saber,

quando n é a forma —4m/(2m % 1}, com m inteiro.

O método acima descrito de obter a solugdo geral da equacao de Riccati generalizada a partir

de uma solugio particular é devido a Leonhard Euler (1707-1783) e publicado em 1764.

Para mais notas histéricas sobre as equagdes (2.13) e (2.14) e sua relagido com as fungdes de

Bessel, vide por exemplo [32], Capitulo L

2.2 A Equacao de Hill e o Teorema de Floquet

Como muitos problemas da 4rea de sistemas dindmicos e da teoria das equagdes diferenciais, o
estudo das equagdes diferenciais ordinarias lineares de segunda ordem com coeficientes periédicos
ou quase-periédicos foi fortemente motivado por problemas procedentes da Astronomia ou, mais

precisamente, da dindmica planetaria.

Tal é o caso da classe de equagoes diferenciais conhecidas como equagdes de Hill, as quais foram
encontradas pelo astrénomo norte-americano George William Hill (1838-1914) em célebre estudo
[15] sobre as perturbagGes do Sol sobre a érbita lunar publicado em 1886 (mas realizado em 1877).
A originalidade da contribui¢ido de Hill a esse problema de trés corpos, o qual é estudado desde
Newton, consistiu em tratar os movimentos solar e lunar nao-perturbados em torno da Terra como

circulares, para entdo tratar das perturbagdes e estudar condigles sob as quais as mesmas levam
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em primeira aproximagao a orbitas fechadas (eventualmente elipticas) para a Lua. Anteriormente
esse problema fora atacado de outra forma, partindo-se de um movimento nao-perturbado eliptico

para a Lua para entao introduzir o efeito da perturbagao solar sobre o mesmo.

Em seu estudo, Hill chegou ao seguinte tipo de equagao diferencial
y'(&) + (A+ P(E))y(t) = 0, (2.16)

 onde A é um parimetro real e P uma fungdo periédica de perfodo T e par: P(t) = P(-t), Vi€ R

A equagao de Hill nio foi a primeira equagao linear homogénea de segunda ordem e coeficientes
periédicos a despertar atengdo. Anteriormente a Hill outra equagdo do tipo de (2.16) fora encon-
trada em 1868 por Emile-Léonard Mathieu (1835-1890) em um contexto importante. Estudando
em coordenadas elipticas 0 movimento de membranas elipticas, Mathieu [14] foi levado & seguinte
equagao:

y'(z) + (A + pcos(2z))y(z) = 0. (2.17)

No problema especifico da membrana eliptica em coordenadas elipticas sdo procuradas solugdes

periédicas de periodo 27 para a equagdo (2.17). Tal s6 é possivel sob relagoes fixas entre A e pu.

No caso (2.16), se a condig¢ao de que a solugio y é também periddica de periodo T tiver de ser
imposta, restri¢gdes terao de ser feitas ao pardmetro A, que passa a assumir o papel de um autovalor
(como no problema de Sturm-Liouville). O problema basico passa a ser entdo determinar a relagio

entre A e os parametros que definem P sob os quais a solugao é periddica.

Uma pergunta natural que, portanto, se coloca aqui é a seguinte: qual é a forma da solugdo
geral de uma equagdo diferencial como (2.16)? Pode a mesma possuir solugdes periédicas e com o

mesmo perfodo dos coeficientes?

Para por em relevo a nio-trivialidade dessas questdes notemos o exemplo elementar (extraido

de livros-texto) da equagao diferencial
y'(t) + (1 + sen(z))y(z) = 0

que, apesar de ter como coeficientes fungGes periddicas de periodo 2w, tem por solugio

y(:z:) — cue—z+coa(z),
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que sequer periddica é.
E nesse contexto que surge o importante trabalho de Gaston Floquet (1847-1920), publicado

em 1883 [16]. Floquet decidiu-se por estudar equacdes diferenciais lineares de segunda ordem

homogéneas com coeficientes continuos e periddicos de mesmo periodo, ou seja, da forma
y'(t) +a(t)y'(t) + b(t)y(t) = O ’ (2.18)

onde @ e b : R — C s30 continuas e periddicas de periodo . Uma equag8o diferencial desse tipo
é denominada equagdo de Floguet e sobre as mesmas Floquet apresentou um importante teorema

que faz afirmagoes sobre a forma geral das suas solugdes.

Para beneficio do leitor apresentamos abaixo sem demonstragio o enunciado do Teorema de -

Floquet. Para demonstragoes, vide [31] ou [30].

Dizer que duas fungdes linearmente independentes y; e y» formam um sistema fundamental de
solucdes de (2.18) significa que toda solugio de (2.18) pode ser escrita como combinagio linear de
71 e ya. A existéncia de um tal sistema fundamental para (2.18) é garantida por teoremas gerais.
Devido & periodicidade dos coeficientes é ficil constatar que y,(t + T) e y2(t + T') sdo também

solucdes de (2.18). Portanto, -~

+T t
wt+D) ) _ L[ 90 , (2.19)
yolt + T)_ 0
onde
an a
A= won , (2.20)
ap1 Qa2

é uma matriz independente do tempo. Seja a equagdo fundamental
det(A—pll) = 0 (2.21)
e sejam y; e fg suas raizes.

Teorema de Floquet. Seja a equagdo diferencial
y'(t) + a()y' () + b()y(t) = 0 (2.22)

onde a e b: R — C s3o continuas e periddicas de periodo T e sejam g, € po as raizes da equagdo

fundamental (2.21). Definamos ); e A; de forma que g, =e*T, a=1, 2.
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Caso u; # po entao existem funcdes u; e uy, ambas periédicas de periodo T, tais que todas as

solugdes de (2.22) sdo nesse caso combinacédo linear das funges
n(t) = Mu(t) e w(t) = eMtuy(t), (2.23)

sendo v; e v2 linearmente independentes. -

Caso py = po = p =: e*7, existem fungdes u; e up, ambas periédicas de periodo T, e funcgoes

un(t) = Muy(t) e  vt) = &M (”iTtul(t)+u2(t)) , (2.24)

com A € {0, 1}, tais que v; e vp sdo linearmente independentes e todas as solugdes de (2.22) sio

nesse caso combinagoes lineares de v; e ve. a

O Teorema de Floquet diz essencialmente que as solugoes de uma equagdo de Floquet diferem

de uma func¢io periddica de mesmo periodo dos coeficientes por um fator exponencial.

Se soubermos a priori que as solugdes de uma equagdo como (2.22) sdo limitadas, o Teorema de

Floquet diz-nos que as mesmas devem ser da forma
(03] e‘n“ ul(t) + o Cm'zt UQ(t) (225‘)

Q;=—1iX; €R, j =1, 2, com u; e uz periddicas de periodo T e com & e oy constantes.

Assim, nesse caso, a solugao de (2.22) deve ser uma fungdo quase-periddica (a defini¢io de
fungio quase-periédica serd apresentada adiante na Secao 2.3), podendo ser periédica de periodo

T se somente se

2 .
Q; = % (2.26)
comn; €Z,j=1, 2

Portanto, procurar nesse caso por solugdes periddicas de periodo T significa impor (2.26) como
restricio aos pardmetros que comparecem a equagao diferencial original, pois £; e Q3 dependem

dos mesmos.

Para extensas notas histéricas sobre as equagdes de Hill, Mathieu e Floquet vide [28] e também

[29].
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2.3 Funcoes Quase-Periddicas e “Almost”-Periddicas

Com ¢ intuito de facilitar a leitura e fixar alguma notagio apresentaremos nesta se¢io algumas
das definigoes e resultados bésicos da teoria das funcdes ditas “almost”-periédicas'. Para detalhes

recomendamos a referéncia [24].

A teoria das fungoes “almost”-periddicas reais foi originalmente desenvolvida por Harald Bohr
(1887-1951) em varios trabalhos, notadamente naqueles listados em [6]. Bohr, porém, menciona dois
predecessores: Piers Bohl (1865-1921) em tese [8] publicada em 1893 (vide também [9]) e Ernest B.
Esclangon (1876-1954) (vide [10] e [11]), os quais obtiveram anteriormente resultados semelhantes
sobre as fungoes ditas “quase-periddicas”, denominagao esta introduzida por Esclangon. H. Bohr
distinguiu-se também pelo desenvolvimento da teoria das fungdes “almost”-periédicas complexas.
O conceito foi posteriormente generalizado por von Neumann para fungdes definidas em grupos.

Para defini¢oes e alguns resultados nesse caso vide [33].

Qs trabalhos de Harald Bohr podem ser encontradas na maravilhosa edigdo em trés volumes
[7] de suas obras completas. Bohr ndo conhecia previamente os trabalhos anteriores de Bohl e
Esclangon sobre as fungdes quase-periédicas e menciona no primeiro dos trabalhos de [6] ter sido

chamado 3 atencio sobre existéncia dos mesmos por Jacques S. Hadamard (1865-1963).

Listemos algumas definicbes e resultados bésicos de Bohr. Faremos uso desses resultados para

o caso menos geral de fungdes quase-periédicas.

No intuito de genera.liza.r o conceito de fun¢io periddica, H. Bohr introduziu o importante

conceito de fungao “almost”-periddica real, que tentaremos definir agora.

Se € é um ndimero real com ¢ > 0, um nimero T > 0 é dito ser um e-quase-periode de uma

Infelizmente, por falta de tradigdo e cultivo, nao ha na lingua portuguesa modo padronizado de distinguir as
fungdes que em lingua inglesa sdo chamadas de “almost periodic functions” daguelas chamadas de “quasi-periodic
functions”. Em francés as fungdes do tipo “almost periodic” sao adjetivadas como “presque periodic” ¢ em alemao as
mesmas sao chamadas de “fastperiodische Funktionen”. Para o portugués hi propostas de chamé-las de “aproxima-
damente periédicas” ou “semi-periédicas”. Uma solugao mais erndita, mas incomum, seria chama-las de fungdes “pe-
neperiédicas”, fazendo uso do prefixo latino “pene”, que significa “quase”, como em penfnsula, penumbra, pemiltimo.

Em nao havendo solugdo uninime, optamos neste texto pelo barbarismo de chama-las fungdes “almost”-periédicas.
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fungao limitada h : R — C se

|h(+T) — h(t)] < e
para todo t € R

Uma fungao continua b : R — C édita ser “almost”-periddica se para todo € > 0 existir A(e) > 0
" tal que todo intervalo fechado de R de comprimento A(e) possui pelo menos um e-quase-periodo

de h.

Uma outra definigio equivalente de “almost”-periodicidade é a seguinte. Seja h : R — C uma
fungdo limitada e defina-se h,(z) := h(z — a), a fungdo h transladada por @ € R A fungido h é
dita ser “almost”-peri6dica se for continua e se o conjunto de seus transladados {k,, a € R} for

um conjunto pré-compacto na topologia uniforme.

Recordando, a topologia uniforme no conjunto das fungdes continuas e limitadas R — C é a
topologia métrica definida pela norma ||k, := sup |k(z)|. Em um espago topolégico um conjunto
zeR

é dito ser pré-compacto se seu fecho for compacto.

A equivaléncia das duas definigdes de “almost”-periodicidade é uma conseqiiéncia da chamada
propriedade de limitagdo total de conjuntos pré-compactos em espagos métricos completos e pode

ser encontrada, por exemplo, em [33].

E pos-sfvel ver com relativa facilidade [24] que a combinagio linear de duas fungdes “almost”-
periédicas é também uma fungio “almost”-periddica e que o produto de duas fungdes “almost”-
periédicas é também uma fungio “almost”-peridédica. Portanto, o conjunto de todas as fungdes
“almost” -periédicas forma uma digebra abeliana, que contem uma unidade (a fungdo constante

igual a 1) e é invariante por conjugagio complexa.

Um dos resultados basicos de Bohr refere-se 4 existéncia do chamado “valor médio” de uma
funcao “almost”-periédica. Se h é “almost”-periédica, Bohr demonstrou que o limite
1 (T

M) = Jim o | b de (2.27)

sempre existe e define o que se chama de valor médio de h.

Bohr demonstrou também que para toda fun¢io “almost”-periédica h existem dois conjuntos
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contaveis {h, € C, n € N} e {w, =20, n€ N} tais que vale a “decomposi¢gio de Fourier”

h(t) = hpe

nel

onde a série da direita converge uniformemente em R a A no sentido de Cesaro (vide, por exemplo,

[24] para afirmagdes precisas). . _

O conjunto de freqiiéncias {w, > 0, n € Z} é denominado “espectro de h” e é comummente

denotado por o(h).

Se w, € o(h) e se e,(t) := e7**»!, Bohr demonstrou que
hy = M(hey,). (2.28)
Assim, se convencionarmos que wp = 0, teremos
M{h) = he. (2.29)
As fungoes “almost”-periédicas sio classificadas de acordo com seu espectro. Uma fungio

“almost” -peridédica h é dita ser quase-periédica se existir d € N, d > 0, e um vetor d-dimensional

w=(w, ..., wg) omw; >0,i=1, ..., d, tal que

o(h) C {w-n, ne 2%,

onde n = (ny, ..., na) € Z% é um vetor de inteiros e w -7 = wyny + - -+ + wgng. Obviamente
interessa nessa definicao que os nimeros w;, i = 1, ...,d, sejam Z-independentes, ou seja, w-n =
0 &= n=20,onde Q= (0,...,0). Notemos também que o conjunto {w-n, n € Z¢} forma um

grupo em relagdo a operagido de soma usual.
Para uma fungio quase-periédica k denotaremos também por vezes o vetor w pelo simbolo (k).
Denotaremos o conjunto das fungdes ditas “almost”-periddicas da reta real por AP(R) e por
QP(R) o conjunto das fungdes ditas quase-periddicas. Obviamente QP(R) ¢ AP(R).

Um teorema célebre de H. Bohr (vide, por exemplo, [24]) afirma que se h é “almost”-periddica
t

uma condigio necesséria e suficiente para que a integral H(t) := / h(7)dr seja também “almost”-
0

periédica é H € L*(R). Esse teorema de Bohr generaliza um resultado prévio de P. Bohl para o

caso quase-periédico [8]-[9].
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n|

Notemos que se h é tal que M(h) =hg=0e E _||g11_| < oo entdao H(t) é limitada e, portanto,
neEN
wn #0
“almost” -periddica.

Um outro resultado importante de H. Bohr afirma que AP(R) é fechada na topologia uniforme
da reta real, ou seja, o limite uniforme de seqiiéncias de fungdes “almost”-periédicas é também uma
funcao “almost”-periédica. Mencionamos que isso ndo é, em geral, verdadeiro para seqiiéncias de
fungdes quase-periddicas.

Em verdade, vale o fato mais forte que AP(R) é uma algebra C* abeliana com a norma dada
por || - |l € a operagio * dada pela conjugagio complexa usual.
Por fim, observamos que se engana quem acredita que fungoes “almost”-periédicas mas nio

quase-periddicas ndo surgem em problemas de Fisica. Os modos de vibragio de uma membrana

livre retangular de lados L, e L, sob condigdes de contorno de Dirichlet tém freqiiéncias wy, , =

2 2
cn\/ (fn-) + (Lﬂ) , com n, m € N e, portanto, quando todos os modos de vibragio estdo
1 2

presentes, cada ponto da membrana descreve tipicamente um movimento “almost”-periédico nao

quase-periddico.
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O Propagador e a Equacao de Riccati

Generalizada

Apresentaremos nesta segdo um teorema que nos serd importante pois, em um certo sentido, trans-
forma o problema de encontrar solugdes para a equacao de Schrédinger (1.4), pagina 13, no problema

de encontrar solugdes particulares para uma equagao de Riccati generalizada especifica.

O teorema que apresentaremos expressa o propagador U(t), definido em (1.7), pigina 13, em

termos de uma solugdo particular arbitraria g da mencionada equagio de Riccati generalizada.

A primeira vista essa passagem de um problema linear, como o das equagoes de Schrodinger,
para um nao-linear, como o das equagdes de Riccati generalizadas, nao deveria apresentar vantagens.
Como veremos, porém, tal impressdo é iluséria pois serd precisamente a ndo-linearidade de equagio
de Riccati generalizada que nos permitird realizar um importante cancelamento sistemdtico dos
assim chamados “termos seculares”, cancelamento esse de fundamental importancia neste trabalho.
A propriedade bdsica das equagbes diferenciais lineares homogéneas, a saber, o bem conhecido

“principio de sobreposi¢do”, ndo é de valia no que concerne ao controle dos termos seculares.

Passemos entdo ao primeiro teorema de importdncia fundamental para este trabalho.

3.1 Teorema. Sejam f :R > R, f € C'(R) ee € Resgja g: R > C, g € C'(R), uma solugio

36
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particular da seguinte equagdo de Riccati generalizada:
G' —iG? — 2ifG +ie* = 0. (3.1)

Ent3o, a fungdo ® : R — C? dada por

®(t) = ?+(2) = U(t)®(0), (3.2
¢-(t)
onde
R(t) (1 +ig(0)S(t) —ieR(£)S(t)
Ut) = ) (3.3)
_ieR(t) SG).  R() (1 —i mm)
com
R(t) := exp (-i./o (f(r)+g(m)) dr) (3.4)
S(t) = /:R('r)_2 dr (3.5)
¢+(0)

é solucdo da equacdo de Schrodinger (1.4) com valor inicial ®(0) =

Fazemos notar que a inica condigio requerida & fungao f no teorema acima é que a mesma seja

continua e uma vez diferenciivel.

A demonstragido do Teorema 3.1 serd apresentada na Secdo 3.1, pagina 38. Uma discussao

posterior é apresentada na Secdo 3.2 e no Apéndice A (piginas 39 e 119, respectivamente).

O Teorema 3.1 mostra-nos que o problema de encontrar solugdes para (1.4} pode ser transforma-
do no problema de encontrar solugdes para a equagéo de Riccati generalizada (3.1). As vantagens
desse procedimento serao apreciadas no devido momento. A principal reside no fato de ser possivel,
quando f é quase-periddica, eliminar ordem a ordem os termos seculares da expansao que fornece

uma solugio particular de (3.1).

Em fun¢do do Teorema 3.1 concentraremos nossa atengido em encontrar solugbes particulares

para a equagio de Riccati generalizada (3.1).
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3.1 Demonstracao do Teorema 3.1

Seja ®(¢) = V(t)®(0) a solugdo da equagdo de Schridinger (1.4) com valor inicial $(0), onde
V : R — Mat(2, C). Entdo V é solugdo de

V'(t) = Hi(bV(R) - (3.6)
com
V(0) = 1 (3.7)
Assim, V satisfaz também
W'(0) = Hi(0) (3.8)
e
V(1) = D)V (b), (3.9)

e D(t) := H!(t) — iH1(t)’. E elementar verificar que D(t) é a matriz diagonal dada por
FHORRICEFIOY 0
D(t) = : (3.10)
0 —f'(8) — (e + £ (2)%)

Mostraremos agora que a matriz U(t) definida em (3.3) satisfaz os seguintes quesitos:

LU =1

2. iU'(0) = H1(0) e

3. U"(t) = D()U(¢).

Por (3.7)-(3.9) e pelos bem conhecidos teoremas que garantem existéncia e unicidade de solugdes

de equagdes diferenciais ordindrias com coeficientes continuos, segue dai que U(t) = V(t), vVt € R.

A prova de 1. segue do fato que R(0) = 1 e S(0) = 0. Para provar 2. notamos que, R'(t) =
—i(f(t) + g(t))R(¢) e que S'(t) = R(t)~2, de onde conclui-se por um célculo explicito que
F(@) +9(8) 0 RE™ 0 —g(0) €
iU't) = ut) +
0 - (/0 +90) 0 ROT)\ ¢ O
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Como R(0) = 1e U(0) = 1, segue de (3.11) que
W'(0) = = H,(0), (3.12)

provando 2. De (3.11) tem-se iU"(t) = E(t)U(¢), onde

f'(t) +4'(t) —i(F (1) + 9(1))? 0
E(t) = . (3.13)
0 1)~ 7@ ~ i () + 9D
Fazendo-se uso da hipétese que g satisfaz (3.1) é facil verificar que E(t) = D(t), completando a

prova do Teorema 3.1. : n

3.2 O Teorema 3.1 e sua Interpretagao

A demonstragao formal (no sentido em que essa palavra é empregada por matematicos) apresen-
tada acima n3o permite vislumbrar a seqiiéncia de idéias que levaram & solug3o representada pela
expressdo (3.3), podendo deixar a impressio de que a mesma foi apenas adivinhada. E, no entanto,
instrutivo abordar a seqiiéncia de idéias heuristicas que apontaram para a solugdo mencionada, o
que faremos brevemente agora, deixando detalhes para o Apéndice A, pigina 119, onde uma se-
gunda demonstragio, mais construtiva, de (3.3) é apresentada. La discutiremos também a questio

da relacio entre a solucdo (3.3) e a solucdo geral da equacio de Riccati generalizada.
Traduzida para as componentes ¢, (t) da funcio de onda ® a relacao iU”(t) = D(¢)U(t) torna-se
" (i e+ g = 0
(3.14)
L+ (—if'+E+ g = 0
E de fato elementar (vide Apéndice A, pigina 119) demonstrar diretamente da equagio de Schrédin-

ger (1.4), pigina 13, que tais relagoes sio satisfeitas, indicando a independéncia dindmica das duas

componentes ¢, quando a ordem da equagdo € aumentada.
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Consideremos a equagdo (3.14) para a componente “+”:
¢"(t) + (if'(8) + € + £(2)?) ¢(t) = 0. (3.15)

Esta equagao é uma versido complexa e quase-periédica da equagao de Hill.

H4 vérios aspectos interessantes dessa equagido que merecem ser discutidos. Em primeiro lugar -

notemos que no caso € = 0 hd uma solugdo particular evidente da mesma, a saber,

6(t) = exp (—i fu i) dT) . (3.16)

Afirmamos que essa é evidentemente uma solugao pois é claro que, no caso € = 0, a solugdo da

equagio de Schrédinger (1.4) é
14
$+(t) = ¢2(0) exp (ﬁ f f(r) d'r) - (3.17)
0
No caso € # 0, a idéia que seguimos foi a de tentar resolver (3.15) com o uso do Ansatz

4(t) = exp (—z’ fn ) + g('r))dr) | (3.18)

Segue entdo facilmente que g deve satisfazer a equagado-de Riccati generalizada (3.1). Comparando

(3.18) com (3.16) deveriamos esperar que g se anule quando € = 0.

O passo natural seguinte é ent3o procurar solugdes particulares ¢ da equagdo (3.1) em termos
de uma expansdo em séries em e que, por conveniéncia, escrevemos na forma
. .
g(t) = q(t) Y _ " an(t), (3.19)
n=1

onde, introduzindo aqui uma definicio que nos serd importante em todo este trabalho,
1
g(t) = exp (z/ f(T)dT). (3.20)
0

A idéia heuristica por trds dos Ansitze (3.18) e (3.19) é a seguinte. Para ¢ = 0 uma solugao
para (3.15) é dada por exp (—z’ f; f (‘r)d'r). Assim, o que fazemos em (3.18) e (3.19) é procurar por
solugdes em termos de um “campo externo efetivo” da forma f + g, com g identicamente nula para
¢ = 0. A fungdo g representaria entdo o efeito do termo eo; nessa “interacio efetiva”, desaparecendo

quando € = 0.
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Um comentdrio a parte é que as equagdes (3.14) s3o mais simples e mais convenientes que

aquelas obtidas separando-se ¥, e ¥_ de (1.2), a saber:

P — (%)zb'ph (62+f2—ie (?))m = 0

el -

Este par de equagbes é mencionado em [19], mas dele nao foi feito uso naquele trabalho. A razio de

(3.21)

estas Ultimas equagbes serem matematicamente menos convenientes reside no fato de f'/f ser, em
muitos casos de interesse, descontinua e nao-limitada, como no caso em que f(t) = —28 cos{wt),

tratado em [19].

Comentemos por fim que a equagdo de Riccati generalizada (3.1), pigina 37, tem interesse por
si 6, pois a2 mesma é uma perturbagio (em €) da equagdo de Bernoulli G' — iG® — 2ifG = 0,
que é soldvel (vide Apéndice A, pigina 119). Estudar (3.1) é, portanto, estudar perturbagdes de
um problema soluvel, tema esse de importancia fundamental em varias dreas e que na Mecénica

Cl4ssica, por exemplo, estd relacionado ao célebre Teorema KAM.
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Interacoes Quase-Periddicas. Eliminacgao

dos Termos Seculares

Neste capitulo enunciaremos o principal resultado que possuimos no caso geral em que f € quase-
peri6dica e iniciaremos sua demonstragao, que serd completada no Capitulo 5, pigina 56. O resul-
tado que enunciaremos aqui, Teorema 4.1 abaixo, afirma que, sob certas condigdes, os coeficientes

da série de poténcias em ¢ (3.19), pagina 40, sdo todos fungbes quase-periddicas do tempo.

Do ponto de vista técnico o principal elemento do presente capitulo é o desenvolvimento do

método de eliminagio de termos seculares, de importancia fundamental neste trabalho.

4.1 A Funcao g como uma Série Formal de Poténcias

Vamos agora apresentar nosso principal resultado sobre a expansdo (3.19) para o caso_geral em que
f é quase-periédica. Resultados mais fortes para o caso em que f € periddica serdo apresentados

nos Capitulos 6, pagina 74, e 7, pagina 105.

4.1 Teorema. Seja f : R —+ R uma fungdo quase-periédica com

f&) = ) Fyeum, (4.1)

nezp
de tal forma que a soma acima contenha apenas um nidmero finito de termos. Suponhamos que

42
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o vetor de fregiiéncias w (definido em (1.45), pdgina 23) satisfaca condigées Diofantinas, ou seja,

suponhamos que haja constantes A > 0 e 0 > 0 tais que, para todon € Z4, n £ 0,

l-wl > A7Yn|™ (4.2)

I. Suponhamos que f satisfaz a condigdo M(q?) # 0. Entdo h4d uma série de poténcias formal
o0
9(t) = o)) cn(t)e”, (4.3)
n=1
representando uma solugdo particular da equagdo de Riccati generalizada (3.1), pagina 37, tal que
todos os coeficientes c,, sdo fun¢des quase-periddicas e podem ser representadas pela série de Fourier

uniformemente convergente

a(t) = Y C)eimut) (4.4)

meZA

onde, para seus coeficientes g), temos

IC’,‘,,_'"I < K,e~xolml (4.5)

onde xo > 0 é uma constante e K, > 0.

II. Suponhamos que f satisfaz as condi¢ées M(g*) = 0 e M(Q,) # 0, onde

ot = oo [ 2 (r)ir (4.6)

Entio hd uma série de poténcias formal

9t) = a®) Y enlt)e™, (4.7)

n=1
representando uma solugdo particular da equagdo de Riccati generalizada (3.1), pdgina 37, tal
que todos os coeficientes e,, sdo quase-periédicos e podem ser representados pela série de Fourier

uniformemente convergente

en(t) = Y EXeimet (4.8)

meZA

onde, para os coeficientes de Fourier }i},(,,._ﬂ ), temos
|EQ)| < Lpexolml, (4.9)

onde xp > 0 € uma constante e L,, > 0. O
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Comentarios sobre o Teorema 4.1

1. As Secoes 4.2, 4.3.1 e 5.1 (paginas 45, 48 e 56, respectivamente) sao dedicadas & demons-
tragio da parte I deste teorema e as Secdes 4.3.2 e 5.2 (péginas 50 e 69, respectivamente) a
- demonstracdo da parte II. A demonstragao da parte I consiste em estabelecer indutivamente

a seguinte cota superior:

lcg)| < Kpe~x—énllml (4.10)

para todo n € N, sendo K,, e x estritamente positivos e onde a segiiéncia §,, é estritamente
crescente e converge a algum J, < x. Tomamos xg := x — . A quase-periodicidade das

funcdes ¢, segue da cota superior (4.10). A demonstragao da parte II é andloga.

2. Chamaremos a condigio M(g?) # 0 de condigao I e a condigao M(g®) = 0 com M(Q,) # 0

serd chamada de condicéo II.

3. E importante enfatizar que as condigdes I e II representam restrigdes a fungio f e nio ao

parametro e.

4. As afirmativas do Teorema 4.1 nao sio suficientes para garantir convergéncia das expansoes
em ¢ para g. Teriamos garantida a quase-periodicidade de g se tais expansoes convergissem
uniformemente na reta real, mas tal ndo é o caso. Infelizmente, como discutido ao im da
Secao 5.1, o comportamento para n grande das constantes K, e £, é, ao que tudo indica,
deveras ruim para permitir convergéncia absoluta das séries de poténcia formais em ¢ para g

no caso geral onde f é quase-periddica.

5. Esse mau comportamento tem possivelmente origem em uma possivel natureza singular dos
coeficientes de Fourier de g para um conjunto denso de valores de €. Tal pode ser o caso se
os mesmos forem, por exemplo, da forma (m - w + €)~!, pois o conjunto {m - w, m € Z%}
é sabidamente denso em R, sob as mencionadas hipéteses Diofantinas sobre as freqiiéncias.

Em tais casos nao haveria conjunto aberto de valores de ¢ onde g fosse analitica.

6. Apesar de ndo termos podido demonstrar convergéncia das expansoes em ¢ para o caso geral

em que f é quase-periédica obtivemos sucesso em demonstrar convergéncia no caso em que
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10.

f é periédica. Tais demonstracoes serdo apresentadas nos Capitulos 6 e 7 e constituem os

resultados de maior importincia deste trabalho.

A condigdo que a decomposi¢ao de Fourier de f contenha apenas um niimero finito de termos,
que ¢é ademais fisicamente razodvel, pode ser enfraquecida pois faremos na demonstragao uso
apenas do rdpido decaimento dos coeficientes de Fourier Q,, da fungio g(t) (definida em

(3.20), pagina 40) para quando |m| — co.

E interessante mencionar que encontraremos solugdes baseadas tanto na condigio I quanto
na condi¢do II apresentadas acima. A condigao I é importante para a maioria das situagdes
em que f é periédica com Fy = 0 enquanto que a condigdo II é importante para a para a
maioria das situagdes em que f periddica com Fy # 0. H4 também situag¢des de f periddica
com Fy = 0 para as quais vale a condigdo I e situagdes de f periédica com Fy # 0 para as

quais vale a condi¢io II. Em exemplos veremos, porém, que tais casos sio menos freqiientes.

Propriedades da fungio Q; e de seu valor médio M(Q,) sio discutidas com mais detalhe no
Apéndice D, pagina 130.
As condigdes I e II definem solu¢des em principio distintas da equagao de Riccati generalizada

(3.1) e, conseqiientemente, da equagdo e Schrodinger (1.4). Essas solugdes distintas serdo

chamadas “classes de solugoes”.

4.2 A Solucao Particular g e sua Dependéncia em ¢

A solugio apresentada em (3.3), pdgina 37, esta ainda incompleta pois nenhuma solugdo particular

g da equagio de Riccati generalizada (3.1), pagina 37, foi apresentada. Iniciaremos agora nossa

anélise da solu¢io formal particular de (3.1) e a demonstragdo do Teorema 4.1.

Inserindo (3.19) em (3.1) tem-se formalmente

> ((qcn)' ~i) qleptnp— 2z'chn) € +ie? = 0. (4.11)

n=1 p=1

Sob a hipétese que a série do lado esquerdo se anule termo a termo somos levados ao seguinte
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conjunto de equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem para os coeficientes ¢,:

(gc1) — 2ifqe =0, (4.12)
(gea)’ — ig*c} — 2ifgea +1 =0, (4.13)
-n—1 i
(gea) — 1) gPcptnp — 2ifgca =0, n > 3. ' (4.14)
p=1

Um fato importante é que as equagdes acima podem ser resolvidas sucessivamente. As solugdes de

(4.12)-(4.13) sio

aft) = aiq(d), (4.15)
t
cs(t) = g(t) [z fo (ofg(7)? — q(7)7?) d7'+02], (4.16)
¢t n—=1
cu(t) = q(t) [i (f Zcp(r)cn_p(f) d’r) +a,|, paran>3, (4.17)
0 pm1
onde os a,’s, n =1, 2,..., sao constantes de integracao arbitrarias.

O aparecimento de tais constantes de integracio desempenhard um papel crucial adiante pois
faremos uso das mesmas para a eliminagao dos termos seculares das expansées para g. E, por-
tanto, no seu aparecimento que reside a vantagem de passarmos a tratar do problema nao-linear

representado por nossa equagido de Riccati generalizada.

Para ilustrar a importancia de uma escolha conveniente das constantes o, consideremos primei-

ramente o efeito de uma escolba ingénua das mesmas.

4.2.1 TUma Escolha Ingénua das Constantes «,. Termos Seculares

Apenas em cardter ilustrativo consideremos aqui o que teriamos caso escolhéssemos todas as cons-

tantes a,, identicamente nulas. Tal escolha levar-nos-ia as seguintes expressdes:

e(t) = 0, (4.18)

ea(t) = —ig() fo g(r)% dr, (4.19)
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cn(t) = ;‘iq(t) i -[o t p(T)en—p(r)dr, paran>3. (4.20)

p=1
A titulo de ilustragdo tomemos o caso em que f é periddica de periodo T = 27 /w com Fy =0. As
funcoes ¢ e ¢ teriam uma decomposigdo em série de Fourier do tipo
gt) = D Qme™* e q(t)? = ) QW™ (4.21)
mcZ mecZ

A relagio (4.19) diz-nos, entdo, que

@ Z Q% it Z QL
ca(t) = —ig(t) | Qo t+ )y —e™ - Y —|. (4.22)
et imw e imw

Como se vé, caso ng) # 0 dé-se o aparecimento em ¢y de um termo do tipo ¢ ¢(¢) que envolve
um fator polinomial em ¢, neste caso, de primeira ordem. Tais fatores sdo denominados termos
seculares. Como veremos através de exemplos (Sec¢do 6.5.1, pigina 92), a condigédo Qf}z) # 0 n3o é
de forma alguma excepcional, mas sim a mais freqiiente. O que ocorre ao inserirmos (4.22) com
seus termos seculares em (4.20)7 E ficil constatar que, com as demais integracoes, novos termos

seculares de grau mais alto ocorrerao.

A presenga de tais termos seculares nas fungoes c,, € um estorvo pois, em fungao de sua natureza
polinomiél, os mesmos impedem demonstragoes de convergéncia uniforme para toda a reta real em
t da série de poténcias em ¢ de g. De um ponto de vista pratico gostariamos de truncar nossas
expansges em uma certa ordem em ¢ para entdo tratar de efetuar cilculos de interesse fisico.
Entretanto, a presenca de tais termos seculares impede-nos de usar a série truncada para tempos
longos, pois os polindmios divergem quando |¢| — co. Assim, se estivermos interessados em estudar

efeitos de longo tempo, termos seculares seriam um obstdculo intransponivel ao trabalho.

Notemos, porém, que mesmo com uma escolha ingénua das constantes oy, nossa série pode
convergir uniformemente desde que os valores de ¢ sejam restritos a um certo conjunto limitado.

Como |g| = 1, temos com a escolha acima

les(H)] =0, (4.23)

o
@) < | dr =t (4.24)
0
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Supondo |cx(t)| < [¢|*~? para todo k com 1 < k < n, temos

n-1 |t|
a® < X [P e e = (4.25)
p=1"0
Provando assim, por indugido que,
lea®)] < [¢, (4.26)
(e o]
para todo n > 1. Portanto |g(?)| < Z |t|™!|e|*, que converge desde que |¢||¢| < 1.
n=1

4.3 A Escolha das Constantes a,. Eliminacao dos Termos

Seculares

Retornando a (4.15)-(4.17) vamos mostrar que hé escolhas das constantes @, que nos permitem

eliminar os termos seculares de todas as fungoes cp.

De inicio fazemos notar que a fungio ¢, definida em (3.20), pagina 40, é quase-periddica, como
demonstrado no Apéndice B, pdgina 124, assim como quaisquer poténcias de ¢ do tipo ¢™ com

m € Z. Isso obviamente implica c; ser quase-periédica.

4.3.1 Eliminacgao dos Termos Seculares no Caso M (qz) #0

Vamos primeiramente admitir que f é tal que M(g?) # 0. Uma condigio suficiente para tal é
discutida no Apéndice C, pagina 126, e um exemplo explicito é tratado na Segio 6.5.1, pagina 92.

O caso M(g?) = 0 serd tratado na Sec¢do 4.3.2, pagina 50.

Comecemos com a fung@o cy. Para que ndo haja termos seculares em ¢; devemos garantir que
o integrando em (4.16) nao contenha termos constantes, o que equivale a dizer que seu valor médio

é zero. Assim, impomos

M(ald —q?) =0, (4.27)
ou seja, L
o M@ M@ _ %

T M) T M) T ol (4.28)
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No caso geral, de modo a garantir que ndo haja termos seculares em c,, n > 3 precisamos
garantir que os integrandos em (4.17) ndo contenham termos constantes, o que equivale a dizer que

seu valor médio é zero: 1
M (Z can—p) = 0. (4.29)
=1

Isso significa que, para o caso n =3

2M(cica) = 21 M(ge2) =0 (4.30)
eparaocason > 4
n—2
201 M(gen-1) = — 3 _ M (cytn_p) . (4.31)
p=2

Note-se que para (4.30) fazer sentido é preciso j4 ter garantido que c; seja quase-periddica (de
modo a garantir que o produto ¢;c; tenha um valor médio), ou seja, € preciso garantir que a escolha
de a; leva a uma fungio c; quase-periddica. A demonstracio desse fato serd apresentada na Segao
5.1.4. Analogamente, (4.31) s6 faz sentido se jd tivermos demonstrado que todas as fungdes ¢, com

p=2,...,n—2s3o0 quase-periddicas, o que serd feito na Secdo 5.1.5, pagina 64.

Para n > 2 introduzimos a seguinte definigdo: .

[ iq(t)? f (2g(r) — g() Y dr, n=2,

dn(t) = q(t)(enlt) — ang(t)) = < L (4.32)
L ig(t)? [0 (}: cp(r)cn_p('r)) dr, n>3.
De (4.30) extraimos que
az = —%, (4.33)

o que fixa a constante as. Note-se que o lado direito de (4.33) faz sentido se ds for uma fungio
quase-periédica e, portanto, possuir um valor médio M(d;). Todavia, observando o lado direito de
(4.32) para n = 2, vemos que dy € quase-periddica se c; o for, e c; é quase-periédica com a escolha

de ¢y dada em (4.28), o que serd provado na Segdo 5.1.

Para n > 4 temos

M(gen—1) = M(dyo1) + on1 M(gP). (4.34)
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A condigao (4.31) combinada com (4.34), diz-nos que

1 1 &2
Qp_1 = _M(q2) (M(dn_l) + %ar pgz M (cpcn_p)) . (4.35)

para n > 4.

Faz-se novamente importante notar que o lado direito de (4.35) faz sentido pois d,,_; é quase-
peri6dica (e, portanto, tem um valor médio M(d,_,)). Esse fato segue de (4.32) se ¢,—, for quase-

periédica, o que serd demonstrado indutivamente na Se¢do 5.1 para a; dado em (4.28), a; dado

em (4.33) e ag, ..., an—z dados indutivamente em (4.35).
Notemos também que d,,_; depende somente de {cy, ..., ¢,—2} e, assim, a relagao (4.35) fixa
an-1 se {1, ..., ¢q_2} forem dados. Juntar isso com (4.28) e (4.33) permite fixar recursivamente

todas as constantes a, e garante a validade de (4.27) e de (4.29) para todo n € N.

A eliminagio dos termos seculares, tal como apresentada acima, é um passo importante para
a demonstracio de periodicidade das fungdes ¢, que apresentaremos adiante, assim como para a
demonstragio da convergéncia da série perturbativa de g, que apresentaremos para o caso em que
f é periddica (Capitulo 6).

Com a eliminag8o dos termos seculares estamos aptos a passar & demonstragiao de que todas as
fungdes c,, sd0 quase-periddicas, o que serd feito estudando as relagdes recursivas que definem seus
coeficientes de Fourier. Isso serd feito na Segao 5.1. Antes disso devemos mostrar que também no

caso M(q?) = 0 podemos proceder & eliminagdo dos termos seculares, desde que hipéteses adicionais

sejam satisfeitas.

4.3.2 Eliminagio dos Termos Seculares no Caso M(g%) =0

Trataremos aqui do procedimento de eliminacao dos termos seculares para a situagio em que
M(g%) = 0. Adiantamos que nio hi, no momento, solugdo completa para este caso, dado que
uma condigdo adicional terd que ser adotada. Constatamos, contudo, que a condigdo M(g?) =0
é relativamente rara, pelo menos na situagio em que M(f) = Fy = 0, como se pode observar em
exemplos (vide Segio 6.5.1, pigina 92). Para o caso Fy # 0, tratado especialmente no Capitulo 7,

temos, pelo contrario, que a condigio M(g®) = 0 é a mas freqiiente.
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Podemos aqui proceder de duas formas equivalentes. Na primeira adotamos o Ansatz (3.19),
pagina 40, e escolhemos ¢; = 0, o que nos leva a ¢, = 0 para todo n impar, como facilmente se

verifica.

Na segunda, que serd a que seguiremos, adotamos diretamente o Ansatz

20
g(t) = a(t) Y ea()A, (4.36)
n=1
com ) := ¢2. Inserindo isso em (3.1), pagina 37, conduz a
=} n—l1
Z ((qeﬂ)' - zz T epnp — 2z'fqe,,) A" + 14X =0, (4.37)
n=1 p=l1
ou seja,
(ge))' — 2ifge; +i=0, (4.38)
n—1
(geq) — iz g epen—p — 2ifgen, =0, n>2. (4.39)
p=1
As solugdes sdo
t
at) = o) (=i [ a4 ). (440
n—1 $
ean(t) = q(t) [i (Z[ ep(T)en_p(T) d'r) +B,,] , Dparan>2, (4.41)
p=170
onde as constantes f,, n =1, 2,..., s3o constantes de integragio arbitrarias.

Como aqui temos M(¢?) = M(g~2) = 0, segue que se e; ¢ limitada é quase-periédica. O fato

que e; ¢ limitada serd demonstrado na Segdo 5.2.2, pagina 70. Para e; temos

e2(t) = q(t) [i fo t er(T)? dr + ﬁz] . - (4.42)

Seguindo a mesma estratégia adotada no caso M(g?) # 0 temos aqui que requerer a condigio

M{(e?) = 0. Dado que

ex()? = a(t)? (— (f q-2(r)dr)2 ~2ip ([ otryar) + ﬁf) , (143

—281 M(Q) = M(Q»), (4.44)

devemos ter que
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com
i
) = af [ ¢rar e (4.45)
Q(t) = g()? ( fo Q‘2('r)d‘r) : (4.46)
Aésim, podemos escolher _
M(Q
B = % ME QS , (4.47)

desde que tenhamos M(Q;) # 0, ou seja.

(2))2
M(Q) =i, Ig—ﬂwl— # 0, (4.48)
“ nL-w

condigao esta que adotaremos aqui.

Fazemos notar que a relagao (4.47) faz sentido, pois, pela condigio M(g?) = 0 e por (5.35) (que
garante que @ e Q; € L®(R)), tanto &, quanto Q» s3o quase-periédicas e, portanto, possuem um

valor médio bem definido.

n-1
Para todo n > 3 impomos Z M(epen—p) = 0, ou seja,
n—2
2M(eren_1) + Y M(epen_p) =0, (4.49)
p=2
n—2
convencionando que »  M(epe,_p) = 0 para n = 3. Vamos definir,
p=2
n=1 t
nlt) = aO)ea(®) — Ba) =ia(P Y [ eplr)enslr) (450)
p=170

para n > 2. Teremos paran > 3
M(eien1) = M(g'erjn1) + Ba-1M(e19)
= M(q—leljn—l) + a1 (—'iM(Ql) + ﬁlM(qz))

= M(g 'e1jn1) ~ iBu1 M(Qy). (4.51)
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Assim, a condi¢io (4.49) implica

n—2
, 1
Mg erin1) + 5 > Mepeny)
By = —i p=2 ., >3 (4.52)

M(Q)

: . : i

Mais uma vez fazemos notar que esta expressdo faz sentido desde que j,_; seja quase-periédica
e, portanto, tenha um valor médio bem definido. Isso, porém, é verdadeiro pois, por (4.50), isso
segue do fato que e, é quase-periédica, o que serd demonstrado indutivamente na Se¢do 5.2 para

o valor de ; dado em (4.47) e para os valores de Bs, ..., B,_; dados indutivamente em (4.52).

Assim, com essas escolhas de (4.47) e (4.52), podemos garantir que nenhum termo secular
aparecer4 com as integragbes de (4.40) e (4.41). Na Segdo 5.2 mostraremos que as fungdes e, sdo

todas quase-periddicas.

4.3.3 O Caso f Constante. Uma Conjectura

A titulo de ilustragio, e com o propésito de dar base a uma conjectura, demonstraremos aqui que
a expansao para a func@o g é convergente em um caso um tanto trivial, mas ainda interessante e
instrutivo, a saber, naquele em que f é uma fung¢io constante. Um outro caso, este ndo trivial, em

que a fungdo f é periddica, serd tratado no Capitulo 6, pigina 74.

No caso em que f(t) = Fy = Fy, constante, a equagio de Riccati (3.1) tem g = —Fy £ /F§ + €
como solugdes particulares. Temos também, para ambos os casos, usando diretamente (3.3), pigina

37,
wg cos(wyt) — tFy sin(wot) —esin{wyt)
ut) = ” , (4.53)
—e sin(wyt) wo cos(wot) + i Fy sin(wot)
com wy := /F§ + €2. Essa expressio também pode ser obtida diretamente da equagio de Schrédin-

ger (1.4), pagina 13, por diagonalizacao do Hamiltoniano independente do tempo

€ Fo

Hy; = eo, + Fyoz =
Fg —€
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Neste ponto faz-se importante notar que, no caso em que f(t) = Fy = Fy, constante, com Fy # 0,
temos precisamente a situagdo tratada na Secio 4.3.2, a saber M(¢?) = 0 mas com M(Q;) =
i(2Fp)~! # 0. Esses dois fatos sdo facilmente verificiveis e omitiremos a demonstragio. Assim,
esperamos que a expansao em série de poténcias de (4.36) reproduza a solugdo g = —Fy+ \/W
(aqui tomamos Fy > 0 sem perda de generalidade).

Provemos entao convergéncia para |€| < |Fy| da série (4.36). Usando (4.41) e (4.52) provaremos

por inducio que

em(t) = lng(t)™? (4.54)
e que
B = lm, (4.55)
para todo m € N, onde
— !
L, = (—ymt Zmot 1 (4.56)

ml(m — 1)! (2Fp)2m-1"
Um célculo explicito usando (4.47) e (4.40) mostra que €, (t) = (2F)  q(t)™t = Lq(t)™! e que
B1 = (2Fy)~! =I;. Vamos admitir a validade de (4.54) e de (4.55) para 1 <m < n — 1. Por (4.52)

temos

n—1
Bn = _(2F0) M(q_leljn) + % Z M(epen+1—p)] ) (4-57)

p=2

mas, por (4.54), M(epent1-p) = lplnt1-pM(g?) = 0. Logo,
n=1 3
Brn = “(2F0)M(q_leljn) = —iM (Z‘[ ep(T)en—p(T) dT)
—Jo

p=1

i
|
t\:|
o] e
L =]
5
oy
i
R}

)T R (2p-2)! (2n—2p - 2)!
T (2R)>1 ; pp— Di(n—p)lin—p- 1)V (4.58)

Usando a identidade

,,Z_l p—2)!(2n—2p-2) _ (2n—2) (4.59)

=1 pp—Dn—p)ln—p-1)! ~ nlln—1)I
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(vide relagdo (4.61) adiante) a prova de (4.55) para m = n fica agora completa. De (4.55) temos

en(t) = 4¢(t) [Z/c; q(’r)_éd‘r (Z_:lpln—p) +ln]

= l.q(®)™, (4.60)

usando novamente (4.41) e (4.59). Isso prova (4.54) e (4.55) por indugio paratodo n € N.

Com (4.54) pode-se facilmente verificar que (4.36) é exatamente a série de Taylor em € (em
torno de € = 0) da fungdo —F; + +/FZ + €2, que é uma solugio particular de (3.1) para o caso

f(t) = Fy. Neste caso a convergéncia de (4.36) é claramente restrita a |¢| < |F|.

A interessante relacao (4.59) € um caso particular de uma relagdo mais geral, a saber,

. (th+r tn—tk+s r 5 tn+r+s r+s
E = E—— (4.61)
prd k n—k tk+r tn—-thk+s n tntr+s

Isso pode ser visto tomando-se { = 2, r = s = —1 e movendo-se os termos com k =0ek =n

para o lado direito de (4.61). A relagdo (4.61) é uma das identidades sobre coeficientes binomiais
que alguns autores denominam “identidades de convolugdo”. A mesma relagio (4.61) é valida para

neN, t, r, s € R Sua demonstragio € indicada no Capitulo 5 da referéncia [23].

Para a andlise geral aprendemos deste exemplo que a convergéncia de (4.36), pdgina 51, ni3o
pode ser esperada para todos os valores de e. Além disso vemos que na situagao em que M(f) # 0

e em que que f tem pequenas oscilagdes em torno de seu valor médio, ou seja, quando a quantidade

f(t)—M(f)‘
M(f)

for pequena, a série (4.36) deve presumivelmente convergir, pelo menos para valores pequenos de

sup
teR

|| Nesse caso, a funcio go(t) = —f(t) + /€% + f(t)? deve representar uma primeira aproximagao &
solugio da equagio de Riccati generalizada (3.1) e esta fungdo gy é analitica em € se |¢| for pequeno,

caso justamente (f(t) — M(f))/M(f) for uniformemente pequena.

Infelizmente a andlise que apresentaremos adiante niao permitird demonstrar essa conjectura,
que ainda permanece em aberto. Cremos, contudo, que a situagio descrita nessa conjectura seja
uma das poucas, se ndo a Unica, onde uma expansio em € convergente para o caso geral de f

quase-periddica possa ser obtida.
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Interacoes Quase-Periddicas. Séries de

Fourier

Neste capftulo empenhamo-nos em demonstrar que as fungdes ¢, € e, s30 quase-periddicas. Faremos
uso importante das relagdes de recorréncia apresentadas no Capitulo 4, pagina 56, assim como da

eliminagio dos termos seculares obtida naquele capitulo.

5.1 Quase-Periodicidade das Funcoes c,

Nesta segao demonstraremos para o caso M(g?) # 0 que as fungdes ¢, sao quase-periédicas quando
adotamos para as constantes o, as escolhas expressas em (4.28), (4.33) e (4.35) (pdginas 48 e
50). Como mencionado, essas escolhas eliminam completamente os termos seculares das fungoes
¢n, restando ainda para a demonstragio de quase-periodicidade provar que as fungbes ¢, sao todas
limitadas, o que faremos provando que seus coeficientes de Fourier decaem rapidamente, de modo

a serem absolutamente somaveis.

Antes de prosseguirmos tentaremos descrever a estratégia que seguiremos e os problemas que
enfrentaremos. A estratégia e os problemas serdo ademais os mesmos no caso M({g®) = 0, tratado
na Se¢do 5.2, pagina 69. Nosso primeiro passo serd expressar formalmente as relagGes de recorréncia

(4.15)-(4.17) para as funcdes ¢, (com as escolhas (4.28), (4.33) e (4.35)) em termos de seus coefi-

56
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cientes de Fourier C3’, m € ZA. As relagdes de recorréncia assim obtidas para os coeficientes ()
envolvemn convolugbes e pequenos denominadores e ambos combinados representam dificuldades
para as expansdes. A presenca de produtos de convolugdo é uma conseqiiéncia do fato de a equagio

de Riccati generalizada (3.1) ser quadrdtica e ter coeficientes ndo-constantes.

Nosso objetivo é mostrar que os coeficientes de Fourier C,(n_" ) decaem rapidamente a zero quando
|m| — oo. Para tal procederemos da seguinte forma. Conforme demonstrado no Apéndice E,
pagina 132, os coeficientes de Fourier @y, da fun¢ao g decaem rapidamente a zero quando f é dado

por uma série de Fourier finita, a saber, nesse caso temos uma cota superior do tipo

Q| < Qe vm e 24 (5.1)

Usaremos entao as relagoes de recorréncia para os coeficientes C(ﬂ") para demonstrar indutivamente

cotas superiores do tipo

|ICP)| < K, e~ x—ta)lml (5.2)
para os mesmos. Este decaimento exponencial, por um lado, serve para justificar a posteriori a
prépria dedugio das relagoes de recorréncia dos coeficientes Cg,_‘) , por outro lado, estabelece também
por indugdo a quase-periodicidade das fungdes ¢,,, pois com um decaimento ripido como esse é ficil

demonstrar-se que as fungdes ¢, sdo limitadas.

Devido & presenca das convolugdes e dos pequenos denominadores nas relagdes de recorréncia
dos coeficientes C,(,,_“’, a seqiiéncia 6, que surge em (5.2) é, como veremos, positiva e crescente. E
possivel, todavia, manté-la limitada superiormente e menor que x, mas para tal paga-se um preco
nas constantes K, que passam a crescer muito fortemente quando n — oco. Esse crescimento
impossibilitard demonstrar a convergéncia da série formal (3.19), pigina 40, no caso genérico onde
f é quase-periédica. No caso periddico, como veremos no Capitulo 6, pagina 74, as estimativas para
|C'_,(£)| podem ser muito melhoradas e o comportamento as constantes K, é bem menos selvagem,

permitindo demonstrar a convergéncia das séries de poténcias em ¢ para |e| pequeno.

5.1.1 A Decomposicao de Fourier das Funcgoes c,

A demonstragao de quase-periodicidade das fungdes ¢, serd feita indutivamente, de modo que

precisamos primeiramente provar em separado que ¢; e ¢y 530 quase-periddicas. Consideraremos
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primeiramente o caso de ¢, que equivale obviamente a provar que ¢ é quase-peridédica.

Para provar que g é quase-periodica escrevemos

q(t) := e'Pfexp ( '[ot (f(r) - Fg)dr) ) (5.3)

Supondo que

22

:1EZ‘B |~ ""
n#D

(5.4)

o que § trivialmente verdade se a série de Fourier de f tiver um ndmero finito de termos, teremos

filt) = fo ((r) - B dr € L*(R) (5.5)

e pelo Teorema de Bohr segue que f; é “almost”-periddica e, pela convergéncia uniforme da série

de Fourier (veja [24]), segue que

Al =—i Y 2 (frert1), (5.6)

o que mostra que f; é quase-peridédica. Um argumento padrdo mostra no Apéndice B, pigina 124,
que exp(if,(t)) é também quase-periédica e B(exp(ifi(t))) = B(f1) = B(f), onde 3 est4 definida 3
pégina 34. Assim, estabelecemos que g é quase-periédica com o(g) = o(f) + Fy. Escrevemos
> Qe (5.7)
nezA
onde w e A sao definidos em (1.45) e (1.46), respectivamente.

No Apéndice C, pdgina 126, trataremos de estudar com detalhe a relagio entre os coeficientes
de Fourier de q e os de f. Esse estudo serd importante para demonstrar o rdpido decaimento dos

coeficientes @, com |m| — 0o, decaimento esse que serd importante no que segue.

Como as expressdes (4.15)-(4.17), pégina 46, envolvem integrais e produtos de integrais de
polinédmios nas fungdes g e ¢! e, em fungao da j4 mencionada eliminagio dos termos seculares, segue

que as fungdes ¢, devem também possuir uma decomposigio de Fourier com as mesmas freqiiéncias

da fungdo ¢. Para n > 1, escrevemos

t) _ Z C[ﬂ) elmwt (58)

mezZA
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o que define os coeficientes de Fourier C’g ),

Vamos agora expressar as relacoes recursivas (4.15)-(4.17) em relages recursivas para os coefi-
cientes C.
Por (4.16) teremos para C, 2

@ _ A )
0P = Qu|or- 3 BB Tl v Do (g0 Q). (s9)

nEZA nez A —
n¥) n#Q

. 2 - . . .
Acima, Q(ﬂ) s30 os coeficientes de Fourier de g%, ou seja,

gt = Y QPemut (5.10)
meZA :
com
QY = > QuQnn- (5.11)
neZA

Para n > 3 temos por (4.17):

1
C (n) = m—n,—n C(p) (n—p)
= Z Um-ns-ns (E (y + 1) w *

By, np€24 r=1
oy +na#Q

Qn [on— D (Z_:Cg)cg_p))ﬁ : (5.12)

ny.ng€zd \p=1
By+na#l

Para as constantes a,, temos, de acordo com (4.28), (4.33) e (4.35) (pdginas 48 e 50), as seguintes

expressoes:
o = (2) / Q(2) (5.13)
(20) C?GZ]
ar = Z ( (Q(_ﬂ—QE)), (5.14)
nezd
n¥d

= oPc? o
= A D e (P =)

P=1 p;,ngez4
n)+ng#e

E 3 C(P}c";“‘”}, n 3. (5.15)

1 p=2 nezZ4
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Inserindo essas expressoes em (5.9) e

c)

c®

(5.12) obtemos

60

( 2Q(2) Q(z) ) QmQ(g)
z n-w Q..’E—'E 2) ? (517)
neis-: - = Q{!
a
1 s QaQ% _
Z - C'(‘J?)Cr(lﬂ—}’)) I:Qm“(ﬂrf'ﬂz) S e

ny.ng€zA (nl to ) (}g o h .(_('4‘_2)
n1+pzAQd

—2=) Z ccl-e), n>3. (5.18)

2al QO neZA p=2

Acima usamos M(g%) = Q(gz). Estas trés dltimas relacoes sdo as relagdes recursivas que pro-

curdvamos para os coeficientes Cl(n’_' ). Faremos uso das mesmas para obter indutivamente cotas supe-

riores para as quantidades |C,(n_" )|, com o que completaremos a demonstragdo de quase-periodicidade

das fungbes c,. Faremos também uso dessas relagdes no caso periddico, onde melhores resultados

serao obtidos.

5.1.2 Convolugoes de Exponenciais

Estaremos adiante calculando convolugdes como

Zola, m) = Y e olimitimnh)

neZ A

para « > 0. Para as mesmas temos a seguinte proposigao:

(5.19)

5.1 Proposigdo. Seja Z¢(a, m) como definido em (5.19) com a > 0 e m € Z4. Temos

A

Eola, m) = ™= [T (Imal + (tanh(a)) ™)

a=1

e, entdo, para todo § > 0 vale

—O(Gi —) <

A A
[(3) ea/tauh(a)] o—(ad)ml

(5.20)

(5.21)
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Prova. Temos que

A
Zole, m) = [ [ Z1(a, ma), : (5.22)
a=1
onde, paraa >0eme€ Z,
Zi(a, m) = Y _eolinitimn)), (5.23)
neZ i

Um célculo explicito mostra que, para todo m € Z,
Zi(a, m) = ™™ (|m| + (tanh(a))™") . (5.24)

Demonstremos isso. Como Zj(a, m) = E,(«, —m) e como (5.24) é trivialmente satisfeita para

m = 0, é suficiente considerar m > 0. Agora, nesse caso, vale que

El(a, m) = i e—a("n+m—n)+ie—a(n+m-n)+ i p—alntn—m)

n=-—co n=1 n=m+l1

o0 00
— e—amE :e—2an_+_m-ctm +e+am E : e—2cm

= g™ (i e"2‘m) (1+e7%) + me™™™
= ¢ ™ (m + (tanh(a))™"), (5.25)

completando a demonstragio de (5.24).

Assim,
A
Zo(a, m) = [ ] (™! (Ima| + (tanh())™)) < (jm| + (tanh(a)) ) e=iml.  (5.26)

Usando agora a desigualdade
o g e e
|=|” < (5) e, (5.27)

valida para todo z € C e todo é > 0, o > 0, chega-se a (5.21). [ |
O que se aprende da relagio (5.21) é que a convolugio de duas fungdes exponenciais com taxa de

decaimento o leva a uma nova fung¢do que é limitada por uma fungio exponencial que tem taxa de

decaimento um pouco menor que ¢, ou seja a — 4, com 6 > 0, sendo que esse § pode, em principio,
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ser escolhido arbitrariamente pequeno. Contudo, a redugio de § se d4 em detrimento da constante

que multiplica a funcdo exponencial no lado direito de (5.21), constante essa que varia com 4.

Essa perda de decaimento exponencial terd conseqiiéncias adiante e evidencia um problema
gerado pela presenca de convolugdes nas nossas férmulas recursivas para os coeficientes de Fourier
das fungdes c,. Esse efeito agrava-se ainda mais com a presenga de pequenos denominadores, como

veremos adiante.

Em verdade, sé seremos capazes de controlar completamente essa combinag¢io nociva no caso

em que f é periddica.

5.1.3 Uma Cota Superior para ‘Q(ﬂz)‘

Neste momento temos que introduzir algumas restrigoes que se refletem em restrigées & fungio f.
A primeira restrigio refere-se ao vetor de freqiiéncias w. Suporemos que o vetor de freqiiéncias w
satisfaz condigdes ditas Diofantinas, nomeadamente, suporemos que hd constantes A > 0eo >0
tais que, para todo n € Z4, n # 0,

In-w| > A™ln|™. (5.28)

A segunda restrigio refere-se a propriedades de decaimento dos coeficientes de Fourier Q,, para

|m| = co. Suporemos a existéncia de constantes Q > 0 e x > 0 tais que, para todo m € Z4, tem-se
Qm| < Qex=l (5.29)

Isso serd demonstrado no Apéndice E, pagina 132, para o caso em que f tem uma decomposi¢io

de Fourier dada por uma soma finita.

Dado que Q(mz) = Z @m-n@r temos por (5.29) que

neZA

Q@] < @ Eo(x, m), (5.30)

onde =y foi definido em (5.19).

Definindo
AVA
0B (5) = @ (5) ¢/ tanb(x) (5.81)
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para ¢ > 0, concluimos de (5.21) que para algum §, positivo e pequeno o suficiente temos
|Q(ﬂ2)| < QW (§,/2)e x| (5.32)

No que se segue denotaremos Q®) = Q¥ (4,/2).

5.1.4 Uma Cota Superior para ‘c}ﬁ"

Dado que ¢; é expressa como o produto da fungdo quase-periédica ¢ com a integral de uma outra

fungdo quase-periédica temos, para demonstrar que ¢; é quase-periddica, apenas que mostrar que

t _
g fu (cdq(r)® — q(r)"®) dr € L™(R). : (5.33)
Pelas hipéteses acima, e usando que |¢;| = 1, temos
t (2)
: f (o3g(r) —g(r) ) dr( <2} % <2AQ® N " |n|7em K0/ Dlnl, (5.34)
0 nE:é‘ e nezA
I

Acima o termo que corresponde a n = 0 foi eliminado pela escolha de ;. Usando (5.27), obtemos

) 4
5 2
P U PPINIT (Ta) S etx-alal < o (5.35)

2 neZA
onde, acima, escolhemos 42 < x. Isto conclui a demonstragio de (5.33) e mostra que ¢; é quase-
periddica.

A relagdo (5.17) fornece-nos a seguinte cota superior para |C5|:

2
|IC@| < 2A0@Q z |7 e~ (x—02/2)izl [e—xlm—nl + %e-xlml—(x—ﬁzﬂ)lﬂll
B neZzA IQQ I

o ol Q(z)
< 200@WQ (%) (Ll(m) + e xlm| |Q[(]2)|L2(2x — 0y — 6),) , (5.36)

onde, acima, usamos novamente (5.27) e a condi¢do Diofantina (5.28). Acima
Ll(-m) = E(X - 62/2 - 61 X m)a (5-37)
onde, para o, 5 > 0,

2o, B, m) = E e~opl=Blm=nl o [,(a) = Z eclnl, (5.38)

nezA nez4
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Note-se que Z(a, 8, m) = Z(8, a, m) e que
E(e, B, m) < Eo(min{e, 5, }, m). (5.39)

Para prosseguir devemos determinar boas cotas superiores para L, e L,. Para Ly(o) temos sim-

plesmente .

a=1

Ly(a) = (1 +2§:e_°") " (: i :::)A '  (5.40)

com a > 0. Para L; temos, usando (5.39),

A
Li(m) < Bo(x—62/2— 6, m) < e"x~%/2-2)im| o/ tank(x=bs/2=4) ( ;15) (5.41)
por (5. 21), para qualquer § > 0 e pequeno o suficiente. Escolhendo § = §;/4 obtemos
Li(m) < e-Oc-oalml oha/(4tannx=363/4) (:;4) (5.42)
2

Coletando as estimativas acima temos, para todo 4, > 0 suficientemente pequeno,

ICP| < Kpebemtilm, (5.43)
onde, .
40\7 _ Q(2)
Ky = 2A0@ (—) gf3/ tanh{x 352/“’( ) + =—La(2x — 56, /4 5.44
2 o Q " ”a IQQLF (2x — 542/4) (5.44)

Note-se que K ~ &; (2449) bara 8, — 0.

5.1.5 Cotas Superiores Recursivas para |Cg ) ‘ comn >3

Para mostrar que todos os ¢,’s, n 2 3, sdo quase-peridédicos notemos que o tipo de raciocinio usado
acima pode ser aplicado indutivamente e mostra-nos ser suficiente provar que ¢, € L*(R). Para

tal é suficiente provar que

318 < co. (5.45)

meZA

Usando a condigio Diofantina (5.28) junto com (5.29) e (5.32) obtemos de (5.18)

(2
Pl < AQ Y m+mil (2| cg |c<n-v)|) [e"‘|ﬂ‘ﬂl‘ﬂ=|+ O el x-bilns

(2
B,,n, €24 p=1 |Qg |

e XIml

> D @) |cFP), n>3. (5.46)

2
2|Q( ) EGZA p=2
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A estratégia que seguiremos serd a de usar (5.46) para determinar recursivamente uma cota

superior para o valor absoluto dos coeficientes de Fourier Ci¥, a partir do que (5.45) segue.

Vamos estdo presumir que para todo @ com 1 < a < n — 1 haja constantes positivas X, e d,,

8, < X, tais que para todo m € Z4,

IC| < Kpemlxdallml (5.47)
Ja vimos anteriormente que podemos adotar K, = Q, 4§, := 0 e K; como em (5.44), com 4,

arbitriario, porém pequeno.

Inserindo (5.47) em (5.46) e tornando a usar a desigualdade (5.27), com algum & > 0 pequeno

o suficiente a ser escolhido, tem-se

—1

- (2)
|C!(£)| < Q( ) ZKZ Kap (L;;(p m) + e~ XImi 9(2)| 4(1’))

p=1

-1
- Q e
e X|ﬂ|

2100 2 KpKnt1-p Ls(p), (5.48)
onde
Li(p, m) = Ls(x— 0, X~ 8n—p, &, X, m), (5-497
Ly(p) = La(x—d, X —bn—p, x —02—39), (5.50)
Ls(p) = La(2x— —0p — bnt1-p)s (5.51)

com1<p<n-—1para L;eparalye2<p<n—1para Ls. Acima

Lo, B, vy m) == Y exp(—aln| — Blrg| + plny + ol — vim — 1, — 1)), (5.52)
ny,n,€ZA

Li(a, B,7) = Y exp(—alny| - Blng| — 7iny + 1), (5.53)
n,,0,6Z4

com «, f3, 7, 4, v > 0 e u pequenos o suficiente.

Temos agora que determinar cotas superiores convenientes para as somas acima. Para Ls(p)

temos

Ly(p) = La(2X — 8 — Satr_yp) < Lz (2x — 26[n]), (5.54)
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onde
§[n] = Ig}g.fépr. (5.55)
Para Ls(c, B, 7) temos
Ly(a, B, v) < Ly(a, B, 0).= La(a)L2(B). (5.56)
Assim,
La(p) < La(x — &) La(x — bnp) < L2 (x — 8[n])’. (5.57)

Vamos agora tratar de L3{p, m). Para uso futuro vamos primeiramente determinar cotas
superiores para Li{a, 5, p, v, m). Temos para § > 0 qualquer mas suficientemente pequeno

Ly(a, B, p, vy m) < Y exp(—(a— p)lm| — (B — #)lng| — vlm — 2 — ma)

E]_:EQEZA

= Y exp(—(o—p)ml) EB—p, v m—n)

ny €Z4

IA

3" exp(~(o— wlml) Eols, m—m)

n,€z4

(%) P (tani(n)) Sasbn=bom

[FaN

AN* ) =

< (E) exp (tanh(n)) Ep(¢, m)

< Se 6=l (5.58)
com on

A ) )

8= (E) oxP (ta.nh(n) + ta.nh(C)) ’ (5.59)

com
k = min{f — u, v} (5.60)

e com

¢ = min{a—y, k—d0}=min{e—p, f—p—46, v— 4} (5.61)
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Acima, em (5.58), fizemos uso da desigualdade (5.21) na terceira e na iltima desigualdades,

assim como fizemos uso de (5.39). Apés as devidas substituigdes concluimos que

AN 26
Ls(p, m) < [(—5) oxp (e J[n]_%))]exp( (x~8ln) —~38)iml).  (5.62)

Note-se que as cotas superiores (5.54), (5.57) e (5.62) ndo dependem de p, mas simde n. -

Escolhemos a seqiliéncia d,, @ > 1 como uma seqiiéncia estritamente crescente e limitada, con-
vergindo para algum &, < x. Com isso tem-se §[n] = §,_; Escolhemos também § de tal forma que

0, = d,-1 + 35. Essas escolhas conduzem a

Lip, m) < [(—(3%) exp (G 5m))]exp(—(x—5n)lm_l), (5.3
Li(p) < La(x—6w)? (5.64)
Lp) < La(ox —26), (5.65)

com1<p<n-—1para L3paralye2<p<n-1para Ls.

Retornando a (5.48) teremos

o n-1
Ic& < aQ (—L)) D, (e~0-%Mal 4 o~xim) 3 gk,

6(611 - 6n—1 p=1

-1

+ ¢Ximl e mle(zx 2650) chp}c,,ﬂ_m (5.66)

p=2

com

_ 34\ 2050 2 Q@
Dn = ’“‘{(W) o (3tanh(x—am))’ =) |Q(2)|} 80

Obtemos finalmente a seguinte cota superior:

ICO)| < K e~ 0dallml, (5.68)
com
30_ . n—1 Q n—1
K, = 2A0 i) - Dp Y KpKnp+ lQ(z)le(zx— Weo) D KpKntr—p.  (5.60)
” -1 p=1 0 p=2
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Por indugao isso conduz a seguinte desigualdade
|CIM)) < Kpe=x—Seollmd (5.70)

valida para todo n € N e isso demonstra (5.45) para todo n € N. Isso, por sua vez, estabelece

que todas as funcdes c, sdo quase-periddicas em R pois implica Z IC_(,,Z)| < 00, provando assim
meZ4
o Teorema 4.1 (pigina 42) para o caso I.

5.1.6 O Problema da Convergéncia da Série de Poténcias em ¢

Devemos agora tratar da questdo da convergéncia da série de poténcias formal (3.19), pigina 40.

Como |ea(t)| < Ky E e~x—%)ml temos que analisar a convergéncia da soma formal infinita
meZA

o0
D" Kale™ (5.71)
n=1

Como a seqiiéncia estritamente crescente §,, n € N, introduzida na definicio de K,,, tem de
convergir a algum 8., < x, as diferencas 8, — d,—1 que ocorrem em (5.69) tem de decair a zero

quando 7 — 0o. Assim, o comportamento dominante, para n grande, no lado direito de (5.69) &

essencialghente 1
C —

Kﬂ ~ (Jn _ 6 1)0-+2A ZKPK;‘D"}H (5‘72)
n= p=1

para alguma constante positiva C. Se escolhermos uma seqiiéncia §, que converja vagarosamente,
por exemplo como &, — Jp_; = n~+) com algum € > 0, irfamos provavelmente encontrar X,

comportando-se para n grande como K, & (n!)(ItoXo+24)en para alguma constante ¢ > 1.

Infelizmente, nossa conclusdo nesse caso é que as cotas superiores para as constantes XC,, que
podemos obter das relagdes de recorréncia (5.69) sio muito ruins, qualquer que seja a escolha da

seqiiéncia 4, para garantir convergéncia absoluta da soma em (5.71) para algum ¢ naoc nulo.

Esse fato limita o significado da expansdo perturbativa em e no caso geral em que f é quase-
peridédica. Como veremos no Capitulo 6, a situagio é, todavia, muito melhor no caso em que f é

periddica.
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5.2 Quase-Periodicidade das Funcodes e, S

Nesta segdo demonstraremos a quase-periodicidade das fungées e,.

5.2.1 A Decomposi¢ao de Fourier de e,

Para todo n > 1 escrevemos,

enlt) = > Eemer (5.73)
mezZA

Iremos estudar os coeficientes de Fourier E_E,,: ). De (4.40), pagina 51, temos

O Q‘f,’. Q4
B =3 R E40m B3 2, (5.74)
nezA LCh nezdﬂlg
n#Q n#*0

e, para n > 2, temos de (4.41), pagina 51, que

n—1
_ 1
B = 2 Qnomm (EE.E’E&T "’) @ims "

nmaezA e n,)-w
) +ng#d

n—1
Qn |Ba— Y, (ZE&:’E&'“PJ) m , n>2 (5.75)

ny.ng€ZA \p=l
n1+ng#0

Para as constantes . temos também (vide (4.47) e (4.52), p4ginas 52 e 53, respectivamente)

2 @ (2) 2
. 1 LY Qn Q \
R AR YR e e i M (5-79)
1 ny, pgeZA —1 = = nEZ“‘ L
m#h ha #0
n-1 @ @ (p) rin—p)
; ntn n Ey E
B = Q) R~ e T8
zM(Ql gnléﬂ hT E R-w (2 +ﬂ2)-g
ny+ng#0 n#d
= ) -1 EP B
+3 Z z EE)E(_"EH L I z E —SL_  paran>2, (5.77)
p=2 pcZA =1 nj.nsezA (nl —2) w

n1+ha#d
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onde
(2) (2) (2) N2
1 Qn +n Q
= A+ » — . 5.78
nezz:a now 2M(Q) méy (22 (2 ) (5.78)
a7 m#) ag#g
Finalmente, para os coeficientes de Fourier, obtemos
2) A2 AR
E(1) — E Qm+nQ(2) + — Q_n_l, E Q(ﬂ1)+ﬂa _sgl) :('_13) _
B 4 opw  EMQ) A~ (mw)(m-w)
B#0 n17#0 ng#
(2) Q(z) (2)
— N+ﬂ’ n' n
- ¥ Qm+n+2M N > " (5.79)
nezd nlezA
n#0 n'#0
it S @ QP (¢) ppln—p)
Qm (2) Qn+n +n EL Ky
E®) Qumn,—n, + oz | QF R 0+ n, Sn,
m ;m,EEZA =1 M(Q ) By n§4 (El +ﬂ.2) cw
) +na#0 n#d
n—1 ( )
EQEL? > 2. 5.8
gzM(Ql) pz; EZZA para n > (5.80)

Nas duas préximas subsecgbes seguiremos os mesmos passos que no caso M(g?) # 0 e tentaremos
encontrar cotas superiores convenientes para os coeficientes de Fourier dados recursivamente em
(5.79) e (5.80).

Como veremos no Capitulo 7, pigina 105, as relagbes recursivas acima para os coeficientes E( ")

sao deveras simplificadas quando Fy # 0.

5.2.2 Uma Cota Superior para {E(l)

Vamos novamente fazer uso de (5.29) e de (5.32) na forma |Q¥| < Q@ (§)e~&x-9ml para § > 0,
arbitrario mas convenientemente pequeno. De (5.79) temos, usando as mesmas desigualdades que
no caso anterior, ‘

e~ O=8)(n+al+) | o~(x-8in|

n'-w n-w
' - w| 2 w|

) (52
ED| < QQ®(s eximtal | —ximi_2
! )2, S

n#Q h n'¥o

< W, E e~ Xlmtal |y, o—xlm| Z ¢~ dlnta’|-(-280') | o—(x-2)inl (5.81)
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com
W = 20095 () (5.82)
e
. 9(2)(5)2 T\

Usando a fungio =y definida em (5.19), 2 Gltima desigualdade em (5.81) leva-nos a

|BD| < WiBg(x — 26, m) + Wae Xl 3™ =g(y — 26, p)e~x~2lal, (5.84)
neZA

Usando (5.21) temos
|EQ| < Lye~(x3kml (5.85)

para alguma constante £, (dependente de x, d, o etc.). Estd claro entdo que escolhendo 0 < § < /3

fica demonstrado que e; é uma fungao limitada e, portanto, quase-periddica em R

5.2.3 Cotas Superiores Recursivas para 'E,(,j) | com n > 2

Vamos iniciar o tratamento do caso n > 2 pela relagao (5.80) e tentaremos encontrar cotas superiores
recursivas para IE,(,',')I, com n > 2, como no caso dos coeficientes IC,(,?)I. Paral < p<n-1
suporemos valida a desigualdade

B < Lpem &l (5.86)

pafa L, > 0e d, > 0, pequeno o suficiente. Essa hipitese foi provada acima para o caso p = 1

(vide (5.85)). De (5.80) temos

a! ~xlml (2} (§)
B < oY _{ )3 [—xim—ﬂrﬂzl e_"___(R — (=)l
Fall = C 2 ks : * e\ T

n3.52€24
mt+ng 70

e‘(X‘ﬂ(lE‘*'ﬁﬁ'ﬂﬂ‘Hﬂ) ) ] e—(x—‘sp)llh [—{x—8n—p)ln,| }
+

|(my + 5o) - w]

n-1
exm__ S NS ppo { -(2x—5p-6u+1—p)lﬂl}
2|M(.o,l)|§ plniop) 2 € !

nez4



Capitulo 5 72

para n > 2. Usando novamente (5.28), temos

Q(z)(g)-
|M(Qy1)]

n-1
o -8
B < QA (5) S tptuaf Lato, m) + e X T 1) L=y, 3 b x - 26)
p=1

g\T —(x—28)In
+ A (3) ( Z e (x 2‘5)|_|L3(X—— JP‘J X — 6n—p, 0, X — 6, ﬂ))] } +

neZ4

B} 9
texml = N £ e Do = 8y — 81y
€ 2|M(Q1)|p2=; p bntl-p 2(2x p +1 p)

Usando
Li(x — 8py X — On—p, 0, x — &, ) < La(x — 8[n])® La(x — §)

L4(x - Jp: X— Jn—p: X— 26) < L2(X - 6[”’])2

(vide (5.56) e (5.62)), obtemos
|ES < L, e & tlnl=50im], (5.87)

onde

p=1

S () (Z“") { (E{;’)A o (= =7) *

Q@ (5) ‘ oo 2 2
i (Rt~ + & (e_é_) (- dln)Latx - 57) } +

Q n—1
a1~ (g & EHH) ' (5.88)

Escolhendo §,, como uma seqiiéncia estritamente crescente (convergindo a ., < X) teremos

§[n] = 8,-1 e, com a escolha & = (8, — 8,-1)/3, obtemos de (5.87),
|ED)| < Lne~tniml, (5.89)

provando assim indutivamente (5.86) para £, dados recorrentemente em (5.88). Como no caso das
fungdes c, que tratamos anteriormente, isso estabelece que as fungdes e, sio quase-periédicas em

R, para todo n > 1, pois isso implica z lEg)l < .

meZA
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Note-se de (5.88) que o comportamento dominante de £, para n grande é presumivelmente tal

coino
n—1

La® 5, 1)U+2Azlz: »Lap, (5.90)
-

tal como no caso das constantes K, tratado acima. Como naquele caso chegamos 3s mesmas

conclusdes negativas sobre a possibilidade de demonstrar convergéncia absoluta da série (4.36),

pégina 51, com os métodos que empregamos.
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Interacoes Periddicas com Fy =.0.

Convergéncia

6.1 Introducao

Neste capitulo estaremos enunciando e demonstrando alguns dos resultados mais importantes deste
trabalho, resultados esses que permitem apresentar uma solugdo para a equacio de Schrodinger
(1.4), pégi'na 13, no caso em que f é uma fung¢io periédica do tempo, sujeita a algumas restrigdes
adicioﬁais.

Trataremos da situagdo na qual f : R — R é uma fungdo continua e T,-periédica do tempo
(T := 27 /w, w > 0) que possui uma decomposigio de Fourier

f&) = ) Fae™, (6.1)

com apenas um nimero finito de termos, ou seja, o conjunto de inteiros {n € Z| F,, # 0} é um

conjunto finito. Além disso, consideraremos aqui também apenas o caso em que Fy = 0.

Faremos uso da seguinte proposigio sobre o decaimento dos coeficientes de Fourier Q,, e Qg)
das fungdes g e ¢2, respectivamente. A demonstragio dessa proposi¢io encontra-se no Apéndice E,

pégina 132.

74
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6.1 Proposi¢ao. Seja f : R — R periddica e representada por uma série de Fourier contendo um

niimero finito de termos, como em (6.1). Entdo, para qualquer x > 0 existe uma constante positiva

Q = Qx) tal que

< e_XImI
Q| < Qs (6.2)
. ) -
=x|m|
@ <« oF 6.3
Q8 < 0= (63)
para todo m € Z, onde <m>> foi definido em (1.47), pagina 24. | O

6.1.1 O Resultado Principal

Iniciemos nossa discussio apresentando ao leitor o resultado principal deste trabalho, o qual refere-
se a solugdes da equagio de Schrodinger (1.4) para o caso em que a fungio f é uma fungao periédica

do tempo. O presente capitulo é dedicado & sua demonstragio.

6.2 Teorema. Seja f : R — R uma fungao continua e T,,-periédica do tempo (T,, := 27 fw, w > 0)
e que possua uma decomposi¢do de Fourier
f(ty = ) P, - (6.4)
neZ
com apenas um nimero finito de termos, ou seja, o conjunto de inteiros {n € Z| F, # 0} é um

conjunto finito. Além disso, seja também Fy = (.

Considere-se as duas condigdes seguintes sobre f, as quais sdo mutuamente exclusivas:

1) M(¢®) #0.

II) M(g®) =0 e M(Q,) # 0, onde

¢
0\(t) = qft)? f 2(r)dr. (6.5)
0 .
Entio, para cada f como acima, satisfazendo as condigdes I ou II, existe uma constante K > 0,

a qual depende dos coeficientes de Fourier {F,, n € Z ,n # 0} e de w > 0, tal que se ¢ satisfaz
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le] < K~ entdo existem Q € R e fungdes T, -periddicas ul e ui, tais que o propagador U(t) de

(3.2), pagina 37, pode ser escrito como

Un(t) Uplt) Un(t) Ut
Ul = = ) (6.6)
Un(t) Usl(t) ~U(t) Un(t) _
com
Un(t) = e ™ ug(t) + et (8), (6.7)
Ua(t) = e ™ un(t) + e ud,(¢). (6.8)

As funcdes ul e ui, possuem decomposicées de Fourier absolutamente e uniformemente conver-

gentes
wh(t) = Y Ui(n)e™, (6.9)
neZ
e
uh(t) = ) Ugs(n)e™. (6.10)
neZ

Além disso, sob as mesmas hipéteses, e os coeficientes de Fourier UL (n) e UL(n) podem ser

expressos em termos de séries de poténcias em ¢ que convergem absolutamente e uniformemente.

D

Comentirios sobre o Teorema 6.2:

1. As expressdes (6.7) e (6.8) representam a “forma de Floquet” dos elementos de matriz Uy (t)

e Ui2(t). A freqiiéncia Q é a chamada “freqiiéncia secular”.
2. Resultados sobre o caso em que Fp.# 0 serdo apresentadas no Capitulo 7.

3. A condig@o que a decomposigao de Fourier de f contenha apenas um nimero finito de termos,
é';ue ¢ ademais fisicamente razodvel, pode ser enfraquecida pois faremos na demonstracio uso
apenas do rdpido decaimento dos coeficientes de Fourier Q,, da fungio g(t) (definida em
(3.20), pagina 40) para quando |m| — oo. Tal decaimento é demonstrado na Proposicio 6.1,

a pdgina 74.
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4. A segunda igualdade em (6.6) segue de (3.3), pagina 37.

5. E importante enfatizar que as condigdes I e II representam restri¢des 4 fungao f e ndo ao

parametro €.

6. Além de I e II ha possivelmente outras condigoes a serem consideradas, mas que nio foram
ainda exploradas. Tais condigbes podem ser relevantes em alguns casos. Em func¢io de as
condigbes I e II n3o cobrirem todo o conjunto de fungdes f, o Teorema 6.2, pégina 75, ainda
nio fornece a solugdo completa da equagao de Schridinger (1.4), pagina 13, para todas as
fungbes periddicas f, mas exemplos e alguns argumentos qualitativos indicam que os casos ndo
cobertos sdo algo excepcionais. Por exemplo, para f(t) = ¢, cos{wt) + g2 sin{wt) a condigio I
é vélida para todos os pares (1, ¢2) € R?, exceto aqueles pertencentes i familia contdvel de
circulos centrados na origem com ridio z,w/2,a = 1, 2,.. ., onde z, é 0 a-ésimo zero de Jy em
R, e onde Jy é a func¢do de Bessel de primeiro tipo e ordem zero. Por outro lado a condigéo
II ndo é satisfeita em parte alguma, o que mostra a necessidade de condi¢des adicionais. Para

mais detalhes sobre esse exemplo, vide Secdo 6.5, pagina 91.

7. De um ponto de vista algoritmico-computacional a solu¢io que obtivemos para a equagio
de Schrédinger (1.4) para o caso periédico pode ser facilmente implementada em programas
numéricos e a mesma ji foi testada com sucesso, fornecendo meios de estudar nossos siste-
mas de dois niveis mesmo para tempos longos com erros controldveis, devido 3 convergéncia

uniforme.

8. Propriedades da fungio Q) e de seu valor médio M(Q,) sio discutidas com mais detalhe no
Apéndice D, pagina 130.

9. As condicoes I e IT definem solugses em principio distintas da equagio de Riccati generalizada
(3.1) e, conseqiientemente, da equagao e Schrodinger (1.4). Essas solugdes distintas serdo

chamadas “classes de solugoes”.
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6.2 As Relacoes Recursivas no Caso Periodico -

As relagdes de recorréncia para os coeficientes ,(_,’,') e E,(,j) que apresentamos nas Segdes 5.1.1 e

5.2.1, paginas 57 e 69, respectivamente, foram utilizadas no Capitulo 5 para demonstrar que, no

caso geral em que f é quase-periddica, as fungdes c, e e, s3ao também quase-periédicas.

O que 14 fizemos foi utilizar as relagdes de recorréncia para obter indutivamente cotas superiores
para os coeficientes de Fourier. Nessa empreitada duas dificuldades tiveram que ser enfrentadas:
a presenc¢a de pequenos denominadores e os produtos de convolugio nas relagoes de equivaléncia.
Ambas sdo responsiveis pela redugio da taxa de decaimento exponencial dos coeficientes quando

a ordem n é aumentada a cada passo de indugdo.

Consideremos a origem do problema dos pequenos denominadores. Os mesmos surgem dos
fatores do tipo (n-w)™! (com n # Q) que aparecem nas relagdes de recorréncia. No caso em que
f é uma funcio periédica com freqiiéncia w e com Fy # 0, teremos A =2, n = (n, ny) € Z% e
n-w = mw+nzFy e pequenos denominadores podem, em principio aparecer. Por outro lado, no caso
em que f é periddica de freqiiéncia w e com Fy =0, teremos A=1,pn=n€ Zen-w = nw. Para
evitar a situagdo quase-ressonante onde n;w + nyFy é pequeno, iremos considerar neste capitulo
o caso Fy = 0. Veremos que no caso Fy # 0, tratado no Capitulo 7, os pequenos denominadores

também nao ocorrem. Mostrar isso requer uma anilise mais fina que s6 faremos no Capitulo 7.

E bem claro que neste caso nio surgem pequenos divisores pois agora |(n - w)™!| > w™! para
n # 0. Assim, os produtos de convolugio sio a énica fonte de dificuldades remanescente que pode
eventualmente causar reducio da taxa de decaimento exponencial dos coeficientes de Fourier nos
passos de inducio.

Denotemos por @y, os coeficientes da fungdo g, definida em (3.20), pigina 40:

at) = Y Qme™. (6.11)

meZ

Para os coeficientes de Fourier das funcdes ¢, as relagdes de recorréncia (5.16)-(5.18), pagina

60, ficam:

cl) = a,Q, (6.12)
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205 — Q¥ ) (2)
) — ( 1 QnQ=,
On’ = Z nw @mm == | » (6.13)
i 0
n-1 (
- QmQ s, -
Cr(:) = Z (nl ) - w (Z C,(,’:)C,(:: p)) I:Qm—(ﬂ1+nz) _+nn
M p=l - 0
Y ZC(P)CE';T“’), para n > 3. (6.14)

20‘lQo n1€Z p=2

Acima, m € Z.

Para os coeficientes de Fourier das fungbes e, as relagdes de recorréncia (5.79)-(5.80), pagina

70, ficam:
2 2 2
E(l) Z Qm+n1Q(2) Qm Ql(fll)+ng ( ) 512) (615)
m er) mw 22M(Ql) — (nlw) (lew)
n170 ny 20, ng#0
n-1
. (r) pln—p)
Q Q(Z) (2) ; B B
E® = g+ — @ p_ ns+n1+na =
W= 2 Qe Gy | CmemR 2 o
ny+ng?0 nyg#0
e s S B para n > 2. (6.16)
P“2 n€Z

Na Se¢ao 6.3, pagina 82, iremos mostrar como o efeito das convolugdes pode ser controlado. O

resultado estd expresso nos trés teoremas que agora seguem.

6.3 Teorema. Seja f : R — R com uma decomposicdo de Fourier finita, como em (6.1) e com

F =%.

Caso 1. Considere os coeficientes de Fourier C’,(,? ), 0S5 quais satisfazem as relagées de recorréncia
(6.12), (6.13) e (6.14). Sob a hipétese que M(q?) # 0 teremos

-xlml

IC8 <

(6.17)

para todon € N, e todo m € Z, onde x > 0 é constante e <m> foi definida em (1.47), pdgina 24.
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Acima os coeficientes K,, ndo dependem de m e satisfazem a relagdo de recorréncia
n-—1 n—1 ]
Kn = C; !(Z K,,K,._p) + (Z K,,K,,H_p)] ; (6.18)
p=1 p=2

com K, = K; = (1, onde C, e C; s3o constantes positivas que podem ser escolhidas maiores ou

iguais a 1.

Caso I1. Considere os coeficientes de Fourier E,g{'), 0s quais satisfazem as relagées de recorréncia
(6.15) e (6.14). Sob a hipétese que M(g®) # 0 e M(Q,) # O teremos
e~xIm|
<m>?’
para todon € N, e todom € Z, onde x > 0 é constante e <m> foi definida em (1.47), pdgina 24.

B < K, (6.19)

Acima os coeficientes K, ndo dependem de m e satisfazem a relagao de recorréncia

n—1 n—1
K =& KZ K;,K,',_p) + (2 K;,K:,+1_p)] , (6.20)
p=1

p=2

v

com K| = K;, = &, onde £, e £ sdo constantes positivas que podém ser escolhidas maiores ou

iguais a 1. 0

O Teorema 6.3 serd demonstrado na Secdo 6.3, pagina 82. A importincia das relagbes de
recorréncia das constantes K, vistas em (6.18) ou em (6.20) manifesta-se no seguinte tebrema,
que afirma que as constantes K,, podem no méximo crescer exponencialmente com n, fato esse de

importincia crucial para a demonstragao de convergéncia das séries de poténcias em ¢ (Teorema

6.5).

6.4 Teorema. Sejam as constantes K, definidas através das relagbes de recorréncia (6.18) ou
(6.20). Entdo existem constantes K > 0 ¢ Ky > 0 (que eventualmente dependem de f) tais que

K, < KyK™ para todo n € N. 3

A demonstragio do Teorema 6.4 é apresentada no Apéndice G, pagina 138, e faz uso interessante
de propriedades da chamada seqiiéncia de Catalan. Os Teoremas 6.3 e 6.4 t&ém o seguinte importante

corolario:
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6.5 Teorema. As expansdes em séries de poténcias de (4.3) e (4.7), pagina 43, sao absolutamente
convergentes para todo ¢ € C com |e| < K~! para todo t € R e, portanto, (4.3) e (4.7) definem
solugdes particulares da equagdo de Riccati generalizada (3.1), pagina 37, nos casos I e II, respec-
tivamente, do Teorema 6.3, pdgina 79. A fung¢ido g pode ser expressa em termos de uma série de
Fourier que converge absolutamente e uniformemente e cujos coeficientes podem ser expressos em
termos de séries de poténcias em ¢, as quais s3o absolutamente convergentes para fodo € € C com

le] < K1, O

Demonstragdo do Teorema 6.5. Demonstraremos o teorema no caso I, sendo o caso II andlogo.
O primeiro passo é determinar a expansio de Fourier da fungio g, como dada em (3.19). pégina

40, e estudar algumas de suas propriedades. Temos claramente que

9(t) = ) Gme™", (6.21)
meZ
com
oo
Gm = Y €GP, (6.22)
n=l1
onde

leZ

G =) QuC". (6(2)3)

Aqui, e.em vérias outras demonstragoes que apresentaremos adiante, faremos uso do seguinte e

importante lema, cuja demonstragio encontra-se no Apéndice F, pigina 136.

6.6 Lema. Para x > 0 e m € Z defina-se

e=x(Im=nl+In])

B = B(m, x) = . 6.24
m)=8m ) = 3 o (6.24)
Ent3o temos
B(m) < B e 6.25
(m) < O em>? (6.25)

para alguma constante By = By(x) > 0 e para todom € Z. O
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Temos a seguinte proposigio:

6.7 Proposi¢do. Para todo x > 0 existe uma constante Cy = Cy(x) > 0 tal que

G| < R (6.26)
para todom € Z e todo n € N. Consequentemente, para |¢| < K~! tem-se
|Gm| < C;,L]m[2 (6.27)
Lm>
para alguma constante Cy(x,¢€) > 0 e para todo m € Z. 0

Demonstragao da Proposigido 6.7. Inserindo (6.17) e (6.2) em (6.23) temos, para qualquer
x >0,
|GR] < KaQ B(m, x), (6.28)

onde B(m, x) estd definido em (6.24). A relagdo (6.26) segue agora do Lema 6.6, pdgina8l. W
Com isso a demonstragdo do Teorema 6.5 estd completa. n

Devido 4 (3.3), pagina 37, as solugdes da equagio de Riccati generalizada (3.1), pagina 37,
mencionadas no Teorema 6.5 séo o principal ingrediente para a solugdo da equacdo de Schrédinger
(1.4), pagina 13. Isso serd discutido com mais detalhes na Segdo 6.4,@/5.gina. 85. Passemos agora i

demonstragdo do Teorema 6.3.

6.3 Cotas Superiores Indutivas j)ara os Coeficientes de

Fourier

Nesta Segao demonstraremos o Teorema 6.3 nos casos I e II.
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6.3.1 Casol

Demonstraremos aqui o Teorema 6.3, pagina 79, no caso I. Usando a Proposicao 6.1, pigina 74, e

as relagdes (6.12), (6.13) e (6.14) é facil obter as seguintes desigualdades:

(1) e‘lel
|C | < Q<<m>>2:- (_6.29)
e-xlml [ g—xim—n1 QO eXlmitml)
CO < 9471 + 6.30
Cr'l < 2w szez Ln>? | €<m — n>»? |Q32)| <Lm>? <> |’ (6.30)
1
_ B e—xIm—(n1+na)| Q e~ X(m|+[n1+n2|)
P < wie Y (Z @) ot p)|) [< Iy R LT Py m———-
n1,n2€Z \p=l m n )3 |Q0 | m> ny t+ N2>
+ " S S et para n > 3 631
2|Q(2)| <<m>>2 == n1 —-n; ) z < .

Segue de (6.30), da defini¢io de B(m) em (6.24) e do Lema 6.6, pigina 81, que

Q e xml e—2xIn| < e~ ximl
Q@] <m>? - Z ¢ <>t | T T am>?

CR)] < 2w7'Q (B(m) (6.32)

para alguma escolha conveniente da constante K.

Usaremos agora um argumento indutivo para estabelecer (6.17) para todo n > 3. Vamos supor
que para um dado n € N, n > 3, tenhamos
e"'xlml

w, Ym € Z, 7 (633)

c®)| <

para todo p tal que 1 < p < n — 1, para constantes K, convenientes. Mostraremos que isso implica
o mesmo tipo de cota superior para p = n. Note-se que tomando-se K; > Q a relagio (6.29)
garante (6.33) para p =1 e que a relagao (6.32) garante (6.33) para p = 2.
Da relagdo (6.31) e pela hip6tese de indugao segue que
e~ X(Im—(r1+nz}l+|r1|+ina])

n—1 :
c™| < wlQ K K,_ [
ICa’| < ’; pfin—p E Km — (M + 12)>>? Knp>? Kny>?

m,nz Ez

Q e—xIm| E e—x(in1+nal+inal+na|)
10| <m>? ity K+ N2> <m>? <<ﬂ2>>2]

Q exml (271 e=2xIm|
KpKni1- : ,
2|Q{?| <m>? 2 Kol | 3 <np>* (6.34)
n€Z

p=2
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Agora, temos que
e~ X(In+nal+[na|+|na|).

E € Z
2 2 2
nymoEZ €M + N> KN N> =

e—lenll

<ny >4

. sao apenas duas constantes finitas e
e~ X(Im=(n1+n2)+[n1|+|nz]) e X

,,hzﬂz:ez KM — (ny 4+ na)>>? €ny>? Kng>? mze:z €ny 2 rge:z < (m — ny) — ny)>? <ny>>2

-5

n€Z

e=x(I(m=n1)—n3)|+{nal)

e—X|ﬂ1|

B
&ny»?

m—nl)

e~x{lna|+|m—n1])

B E
0 €3> <m — ny >
mEZ

IA

(6.35)

onde, acima, usamos novamente o Lema 6.6, pagina 81.

Concluimos assim que
- n-1 n—1 e._x|m|
n
Ic™) < |¢, g;leKn_p +G 1mg;ff,,fc,y,l_,p < (6.36)
para duas constantes positivas C, e C;. Tomando-se C; := max{C,, Cs, 1} a relagio (6.18) fica

provada para Cz > 1.

Note-se que podemos escolher K = K3 > 1, tomando ambas iguais a max{K,, K;, 1}. [ |

6.3.2 Caso 11

Nesta se¢cio demonstraremos o Teorema \6.3, péagina 79, para o caso IL De (6.15) e (6.16) temos,
pela Proposigio 6.1, pagina T4, e pela hipétese (6.19),
2 =x(Im+n1j+|ml)
B < T3 o
w et Km+ n1>2 &«ny>>?

e—X{In1+n2l+|n1|+nz|)

946"X|m| z
2 <m>>? w?M(Qy)| €ny + 1232 Kn >t Kng>?

n1, ng€Z

; (6.37)
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e—x{lm—n1—nal+|n|+|nz])

1
ER - =
" w Z [ &Km —ny — N> N>t Kng»?

ﬂl,ﬂnez

Q%e—xIm| e X(Im+n:zltiml+inz))| R
|M(Q1)| <m>? (<<n1 + no>? €n>? Kng>?

e—X(In1tna2+ns|+|n [+ |nz|+|ns|)
£ Z > KK,
¢ <n + 0y + ng>? <>t <np>? <ns>? o T

Qe—xIm| e—2xIn1| = ., :
@ <5 (2 en>t ) | MoKy [ peran 226039

Somas como
e~ X(In1+n2[+|m|-+nal) e—X(|n1+na+ngl+ini|+|nz|+insl)
e
Z €Ny + ne>? €N Kng> E €My + ng + N3>>2 €N g ng>?

ni,n2€Z ni, Bz, N3 €L

sao apenas constantes finitas. Aplicando-se o Lema 6.6, pdgina 81, teremos

e—x’mr

(6.39)

EWl < &
| ml —_ ﬂ<<m>>2

e"XllmI

p=2
onde &;, &, e & sdo constantes. O resto da prova é idéntico ao da prova do Teorema 6.3 no caso .

6.4 A Expansao de Fourier para a Funcao de Onda

Retornemos agora & discussdo sobre a solugdo (3.3), pagina 37, da equacio de Schrodinger (1.4),

pagina 13. Nossa intengdo é encontrar a expansio de Fourier da funcio de onda ®(¢).

6.4.1 A Forma de Floquet para a Funcao de Onda. A Decomposicao

de Fourier e a Freqiiéncia Secular

As relagGes (3.14) a pagina 39 dizem-nos que as componentes ¢, da fungio de onda ®(2) sio solugdes

de equagoes de Hill complexas. Para f periddica o clissico Teorema de Floquet (vide Segdo 2.2, 4
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pagina 28, ou as referéncias [30] e [31]) afirma que as solugdes particulares de equagdes como (3.14)
tém a forma geral e**u(#), onde u(t) é periédica com o mesmo periodo de f. A unitaridade da
evolugdo temporal implica 2 € R. Essa forma das solugdes particulares é denominada “forma de

Floquet” e as freqiiéncias {2 sio denominadas “freqiiéncias seculares”.

Nesta se¢io iremos recuperar explicitamente a forma de Floquet da fungdo de onda em termos
de expansdes de Fourier e encontraremos paras as freqiiéncias seculares expressoes em termos de

expansdes convergentes em séries de poténcias em e.

De acordo com a solugéio expressa na relagdes (3.2) e (3.3), pagina 37, temos em primeiro lugar

que encontrar as expansdes de Fourier das fungdes R e S definidas em (3.4) e (3.5), respectivamente.

Comecemos com a fungio R. A expansido de Fourier da fungao f + g é

F&)+g(t) = Q+ D (Fu+Gale) €™, (6.41)
nso
onde
Q2 = Q) = Golo)- - (6.42)
Temos entido -
R(t) = e /(e g7 exp (— ZHnei"”t) (6.43)
neZ
com F.+ Gy(e)
n nl€
— o 0 paranm #0 |
H, = H,(e) == ) (6.44)
0, paran=20
e
Y5(€) = 1) Hn. (6.45)
meZ

Note-se que v£(0) = -y, ode «y; é definida em (E.11), pigina E.11.
Dado estarmos supondo que hi apenas um nimero finito de coeficientes F,, que sejam n3o-nulos,

a seguinte proposigao é um corolario 6bvio da Proposigao 6.7:

6.8 Proposi¢ao. Para todo x > 0 e para |¢| pequeno o suficiente, existe uma constante Cy =
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Cu(x, €) > 0 tal que

C e"xlnq
Hal < Ca (6.46)
para todom € Z. 0
Escrevendo a expans3o de Fourier de R(t) na forma
R(t) = e Y. R e™* (6.47)

nel
e usando (6.43), encontramos

oS 5 m,)

1 ! N1y NpEL
R, = Ry(e) = ¢
o~ (1P
e—ﬂf(t') —-H, + Z (p+ z Hﬂr - H,_ N, | » Paran # 0.
L =1 . N1, 'n’Ez
. (6.48)
com
P
_ Ena, _ (6.49)
a=1 -
parap > 1.

Para calcular a expanséo de Fourier de S temos que calcudar primeiro a expansdo de Fourier
de R™2. Essa tarefa é facilitada com a observagio que a substitwicio R(t) — R(t)~? corresponde &
substituicio (f + g) = —2(f + g) e, portanto, & substituicao H, — —2H,. Obtemos

R(t)? = ™) R{ e, (6.50)

neZ
com

217,(5) - 2p+1
1+Z > Hy--H,H.y |, paan=0,

m, 2 NpEL

R = RE =

21‘7!(5) (2H’ + Z Z Hul .. n—Np) , paran _-/_- 0.

(6.51)

Usaremos no que segue a seguinte proposic¢ao:
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6.9 Proposigao. Para todo x > 0 e |¢| pequeno o suficiente, existem constantes Cg = Cgp(x, €) > 0

e Cpi-n = Cri-n(x, €) > 0 tais que
e_XIml

|Rm| < CR@ (6.52)

e
RS < Canir (659)
péra todo m € Z. O

Demonstracao da Proposigac 6.9. Usande a Proposicio 6.8 teremos, para quaiquer p > 1,

. expl—xlim|+---+ |+ —n1y—~--—n
Z Hn; . .an Hn—Np < (CH)p-H. Z p( X(' 1| | pl | 1 ;l))
N1y, npEL Ty NpEL (<<n1>> T <<np>> «n—ng—--— np>>)
(6.54)

Fazendo uso repetido do Lema 6.6, pdgina 81, no lade direito de (6.54) obtemos

(Cy By)Ptt exin!

m,.,zn,aHthann_Np S A~ (6.55)
Inserir isso em (6.48) fornece-mos )
(N +caBo  ~xin|
R < ( B, ) o (6.56)

para todo n € Z, como queriamos. Acima usou-se que By > 1. Para R,(,"z) a prova € andloga. M

Vamos por um momento admitir sem prova quet

ww+20#0  paratodon € Z. (6.57)
Teremos,
S(t) = op+eMY  Spe™, (6.58)
ncZ
com o
-2
Sp=—i—tos e 0= - % - (6.59)

1Para o caso n = 0, (6.57) diz-nos que © # 0. Isso deve ser aceito como vélido exceto para € = 0 quando entdo

certamente temos que {2 = 0.
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A hipédtese (6.57) é, em verdade, uma conseqiiéncia da unitaridade da evolugao temporal, como

sera discutido na Segdo 6.4.2, pagina 90.

A préxima proposi¢ao é um coroldrio elementar da Proposicao 6.9. Omitiremos a prova.

6.10 Proposic¢io. Para todo x > 0 e |e| pequeno o suficiente, existe constante Cs = Cs(x, €) > 0

tal que
S| < ot
[Sm| < Cs i
para todo m € Z.
Escrevendo
Un(t) Uplt) Un(t) Up(t)
U(t) = = .
Ua1(t) Ux(t) =U2(t) Un(?)

teremos para Uy e Ups:
Un(t) = e Mup(t)+eMudy(t)

Upa(t) = e ™ up(t) + M uh(t)

com :
un(t) = (1+ig(0oo)r(t),  w(t) = ig(0)v(t),
up(t) = —ieogr(2), uh(t) = —iev(t),
onde »
r(t) = ZR,,e"""" e ot) = Z V, e,
nel neZ
com
“Va := Y So-mBm.
meZ

(6.60)

O

(6.61)

(6.62)

(6:63)

(6.64)

(6.65)

(6.66)

Isso fornece a forma de Floquet que procarivamos para as componentes da fungio de onda

®(t). Fazemos notar que as freqiiéncias seculares das componentes da fungio de onda sio entdo
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+2. Para §) temos a seguinte expansio em e:
Q=) eGP, (6.67)
n=1

e para g(0),

_ g0) = Y Gn = ie"ZG,‘,’;). 7 ~ (6.68)

meZ meZ

Ambas as expansdes convergem absolutamente para je] < K~!, onde K é mencionada no Teorema
6.4, pagina 80.

Como antes, temos os seguintes coroldrios das Proposicoes 6.9, 6.10 e do Lema 6.6:

6.11 Proposicao. Para todo x > 0 e |¢| pequeno o suficiente, existe uma constante Cy =

Cv(x, €) > 0 tal que

V C e_lel
< 6.69
Vil < Vem>? (6.69)
para todo m € Z. : ]
Com essa ultima proposi¢do completa-se a demonstragdo do Teorema 6.2, pagina 75. )

6.4.2 Observagoes sobre a Unitaridade do Propagador

A unitaridade do propagador U(t) é a condigao U(¢)*U(t) = 1. Usando-se (6.61) essa condigio

reduz-se a

[Un (@) + U()* = 1. (6.70)
Duas conclusdes pode ser extraidas de (6.70) pela observagio das relagdes (6.62) e (6.63). A

primeira € a seguinte proposicao:

6.12 Proposigdo. Para € € R e sob as mesmas hipéteses que nos levaram a (6.62) e (6.63) tem-se

que 2 eR a
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A prova segue da observagdo ébvia que (6.70) seria violada para [f| grande o suficiente caso £

tivesse uma parte imagindria nao nula

Infelizmente ndo hd no momento uma demonstragdo alternativa da Proposigao 6.12 que use
diretamente a expansio em e para } dada em - 3.67). E ficil ver no caso I, no entanto, que o termo
de primeira ordem em ¢ de (6.67) € real, pois c mesmo é igual a

eG,gl) = ez Q-;C’,(l) = ey E Q_Q, = eangz) ==e 'ng)l , (6.71)
ez ==

pela escolha de «; feita em (4.28), pagina 48.

A segunda conclusio que extraimos da condicio de unitaridade (6.70) é que a hipGtese mencio-
nada em (6.57) &, de fato, correta. Se assim nZo fosse teriamos um termo linear em ¢ em (6.58), o

que violaria (6.70) para [t| grande.

Como no caso da Proposigdo 6.12, nenhuma demonstragio alternativa desse fato usando a ex-
pansio em ¢ para {2 dada em (6.67) fol encontrada ainda. O que, no entanto, deve presumivelmente
ocorrer é que na regiao de validade daquela expansao |2 deve ser sempre menor que 2w pois Q é
de ordem ¢ e |¢| tem de ser escolhido pequeno tara garantir convergéncia. Analogamente devemos
ter Q2 # 0 pois 2 é analitica em ¢ e, portanto, wm zeros isolados. Se o dominio de analiticidade for

pequeno nenhum outro zero deve ocorrer, além do zero trivial em € = 0.

6.5 Discussao sobre as Classes de Solugoes

No caso em que a fungdo f é periédica, vimos que resultados bastante explicitos podem ser obtidos.
E particularmente interessante, portanto, discurir alguns aspectos do método que desenvolvemos

nesse contexto particular. Aqui iremos discutir zs condi¢des I e IT do Teorema 6.2, pagina 75.

- Como em (C.2), vamos por conveniéncia esxever a decomposi¢do de Fourier de f na forma
H -
f&) =Y fae™, (6.72)
a=1

com N = —7Naj—g+1 € fa = fos—a+1 Para todo z com 1 < a < J, com Fy = 0. Comparando-se com

(6.1) tem-se que fo = Fp,, 1 <a < J.
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Assim, para Fy = 0 e para J e w fixados, hd J coeficientes complexos independentes f, e
podemos identificar o espago de pardmetros R% com o conjunto § J.w de todos as possiveis f's com

J e w dados.

A condigao M(g*) = 0 determina um subconjunto de dimensio (2J — 1) ou (2J—2) de Fs ., e é
nesse subconjunto que a condigao II deve ser aplicada. ‘E também nesse subconjunto que a condigao
mais restritiva M (¢?) = M(Q,) = 0 deve ser imposta, restringindo o espago de parimetros de f a
um novo subconjunto de dimensdo (2J — 2), (2J — 3) ou (2J — 4). E de se supor, portanto, que
condi¢bes adicionais sucessivas tais como I, IT e eventualmente outras do mesmo tipo, esgotardo

completamente o espago de pardmetros §7,..

Condigdes que vao além de I e II ainda n3o puderam ser analisadas e muitas questdes relativas
as varias classes de solugbes ainda estZo em aberto, demandando pesquisa futura. Podemos, por
exemplo, perguntar-nos se condigdes além de I e IT irdo realmente esgotar o espaco de pardmetros
de f e, assim, conduzir a uma solugdo completa para o problema. Ou podemos perguntar-nos se o
método de eliminagio de termos seculares que desenvolvemos e as demonstragdes de convergéncia

irdo de fato funcionar sob restri¢cées mais fortes que I e IL

Mais interessantes sao questdes relativas a existéncia de eventuais distingoes qualitativas entre
as varias classes. Seriam as virias solugbes continuagSes analiticas uma da outra no espago dos
parimetros de f7

Uma distingdo entre as solugdes sob I e sob II pode ser apontada no fato que no primeiro caso

a funcdo g é dada em termos de uma expansdo em série em ¢ enquanto que no segundo a expansio

é em ¢2. Compare-se para tal (4.3) e (4.7).

6.5.1 Um Exemplo Explicito

Para ilustrar essas idéias e apontar alguns problemas vamos considerar o exemplo simples e impor-
tante em que f é dada por
F(t) = @1 cos(wt) + pa sin(wt), (6.73)
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01, vo € R Temos f(t) = fie ™ + fre®®t com f1 = (p1+i92)/2, o= A, J=1,m =—1,n, =1

Aplicando (C.13) para esse caso com m = (0 teremos

M(g) = Q) = Z m (4|f1l) S (%) (6.74)

p=0

onde o := /¢! + ¢ e onde Jy é a funcio de Bessel de primeiro tipo e ordem zero. Nesse caso

tem-se também vy = @y /w.

A relagdo (6.74) mostra que a condigdo I é ndo-vazia e que o locus no espago (p;, wa) da
condi¢io M(g®) = 0 (necessiria para a condigdo II) é a familia contével de circulos centrados na

origem com raio r,w/2,a=1, 2,..., onde z, é o a-ésimo zero de J; em R, .

Pode-se mostrar analogamente que

= (TN g (AR _ e (mien\T (0
Qm—ef(|f1|) Jm(w)-—ef( ~ ) J’"(w) (6.75)
e
QSE) = % (_-f_l_)me (M) = % (——‘Pl _wz)me (%) , (6.76)
|f1| w Yo w

para todo m € Z.

Para ng) = 0 a funcio Q, é periédica e, em geral,

2 e @ _|g@ |?
M(Q) = wlem :’2 iQ ‘ m‘Q_m‘ : (6.77)

m3E0

Vide (D.3), pagina 131.
Como |Jn(z)| = |[J-m(2z)| para todo z € R, Vm € Z, segue que 109 = |Q®.|, ¥m € Z. Logo,

para fungbes f como em (6.73) temos

M(@,) = 0. (6.78)

Portanto a condicao II ndo pode ser satisfeita em nenhum lugar no espago (1, w2). Para uma
solucdo completa do problema para fungdes como (6.73) e que inclua os circulos mencionados acima,
necessitamos de restri¢oes mais fortes que aquelas implicadas por I e II. Apesar disso notemos que
a condi¢do I dd conta de quase todo o espago (¢1, y2), deixando apenas em aberto o conjunto de

medida nula representado pelos circulos mencionados.
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6.5.2 Um Segundo Exemplo

Para fungées f com J > 1 a situagdo que conduziu a {6.78) nao ¢ esperada e condigdes como I e
II podem ser vilidas em regides nao-vazias do espago dos parametros de f. Isso pode ser visto no

préximo exemplo com J = 2. Tomemos

ft) = AH(t)+ fult) (6.79)

com
Alt) = fe ™ + fe™ (6.80)
folt) = f2e—:'2ut+ﬁei2wt (6.81)

fi €C, i=1, 2. Temos q(t) = q(t)g(t), onde

aft) = €™y N, (2|f1) e, (6.82)

neZ

@) = emy i, (lf’) e, (6.83)

neZ
com .
e = i, i=1,2 (6.84)
|l
Segue que
. . 2
Q,, = e1('1'f1+'rf,) 261((m—2k)C1+kCz)Jm_2k (ﬂ) Je ('_-f?_') ’ (6.85)
~ . w w
: : 4 2
QR = ) 3 gillm-2)rkt) Jm_zk( Ifll) ( Ile) (6.86)
keZ

Disso vemos {usando J_,(z) = (—1)"Ja(z)) que

(2) = (—1)™e —4i(vs, +14,) {32"(’71’1"’%) E(_1)kei((m—2k)c1+kc,)Jm_2k (4|f1|) (2|f2|)}
kEZ
(6.87)
O fator entre colchetes difere de Q2 devido a presenga do fator (—1)* na soma sobre todos os
k € Z. Logo, devemos aqui esperar que |Q,(f;)| # |Q(_2,)n| nesse caso, 0 que quase certamente
implicard M(Q,;) # 0 para M(g?) = 0, levando a uma condigao II ndo vazia. Alguns cémputos

numeéricos simples parecem corroborar essas idétas.
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6.6 A Expansao Perturbativa para a Frequéncia Secular

Vamos agora retomar a discussao de propriedades da freqiiéncia secular {} para funges f periédicas

gerais (com uma série de Fourier finita).

Vamos olhar com um pouco mais de detalhe a expansio perturbat—a para () dada em (6.67),
pigina 90, para o caso I. Para tal precisamos encontrar expresses pera os coeficientes G[(,") em

termos dos coeficientes Q,,. Q2 e CI.

Para GS,P temos

Gl = Z QmiCM = Z Qm-1Qi = nQ,; . (6.88)
€z 1eZ |
Assim,
G = QY = =|af?|. (6.:89)

Para calcular fo’ facamos a seguinte observagao.

6.13 Lema. Param. s € Z, seja T'(m, s) definida por

@
ZQm-z ( I-s — Q:g(‘z‘;) . (6.90)

Entao vale que
TO,s) =0 (6.91)

para todo s € Z. 0O

A demonstracio é simples. Pela defini¢ao e pelo fato que

QP = Qm.Qu (6.92)

leZ
segue que

T(m, s) = Q¥ Q@)Q (6.93)

(2) !

que obviamente se anula para m = 0. ]
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Com isso, temos

GS:) = ZQm—Ici(Z)

IeZ
(2) (2)
- _ ¢ (ore?-0%) 2@,
- Z ZQm—l Ql—m - —(2)
mez mw ez 0
( Q(Z) Q(2) ]
= T
’;Ez o~ (m, m) (6.94)
n19‘-0
e, portanto, pelo Lema 6.13,
GP = (6.95)

Note-se que esse fato é bastante geral e vilido para qualquer funcdo f dentro das hipéteses

assumidas até aqui. A contribuicio de segunda ordem em ¢ para {) é sempre nula.

Vamos agora tratar de G com n > 2. Temos,

GS::) = ZQm—!C;(n)

leZ .
1 E Q"
R— Z N C;?:)C,(,"—P)) (Z Qm—l [Ql_(ﬂl'i-ﬂg) i —n1—ng
it (m - 1a) - w (p=l : leZ ((,2)
ny+ng
920,02 (Z Qm— zQz) > Z:C(P)C(_r:‘-ll-l—p
IQ 1€z n1€Z p=2
) Z (nl + n2) (Z C@)C(n_p)) T(m, ny + ny)
i

n-+1—
— ZZC"”CLI g (6.96)

2a1Q0 mez p—
Assim, usando novamente o Lema 6.13, segue que
& = -3 S coctn, (6.97)
n1 €Z p=2

para todo n > 3.
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Resumindo, obtivemos

0 = 0, QP + 0y, (6.98)
onde .
1 o= pe3 X N -
G o= —5=D @YY CRCTT. (6.99)

n=3 n, €2 p=2

Para futuros propésitos mencionamos que o coeficiente de terceira ordem é

2 2 2
c® - __L ) a2Qf) - Q% (1) - Q¥ Qo
¢ 20 nw NoW T2

ni, ngel
n1 #0, ng7#0
’ 2
1 1 2 2 2
L[5 L (aar-fe )]}
[ n1 >0

6.7 O Efeito de Supressao de Tunelamento

Vamos agora discutir algumas conseqiiéncias de interesse mais fisico da expansio (6.98). Como é
bem sabide, o modelo que descrevemos no presente trabalho, definide pelos Hamiltonianos (1.1)
e (1.3) (paginas 12 e 13, respectivamente) é freqiientemente usado no estudo de efeitos de tunela-
mento, em sistemas para as quais a aproximagdo de dois niveis é uma boa aproximagio, sob a agio
de uma perturbacdo externa dependente do tempo. Expliquemos isso a luz de um exemplo bem

conhecido.

Consideremos um sistema quéntico constituido por uma particula de massa m que se move
em uma dimensao sob a agado de um potencial do tipo “po¢o duplo”. Seu Hamiltoniano é Hy :=
p*/2m + A(z? — a?)?, A > 0. Para A e a grandes os dois primeiros autovalores de Hy tém energias
préximas que diferem por, digamos, 2¢. O menor autovalor, ¥4 (z), é uma fun¢io par de z e
o segundo, ¥_(z), uma fun¢io impar, sendo que os valores absolutos de ambas concentram-se
préximos aos dois pogos de potencial em +a. Para o estado g := (4 + %_)/v/2 a funcio e onda
é mais concentrada, digamos, no pogo da direita, enquanto que para o estado v := (¢, — ¥_)/V2

a fun¢io e onda é mais concentrada no pogo da esquerda.

Falando-se pictoricamente, a transi¢do entre 14 e 9, s6 pode se dar por um processo gquantico

de tunelamento, em fun¢do da presenca da barreira de potencial separando os dois pogos.
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Se nos restringirmos ao subespago gerado por v, e 1_ e representarmos o estado ¥, pelo vetor
(3) e o estado 9_ pelo vetor (7), teremos 14 = v (1) et = 715 (,)- Notemos que ¥, = g3¢s.

Introduzindo um potencial dependente do tempo, e sendo a correspondente evolugio temporal
dada por um propagador U(t) = U(t, 0), a probabilidade de transi¢do do estado com fungio de
_onda concentrada no pogo direito em ¢ = 0 ao estado com fungido de onda concentrada no pogo

esquerdo no instante de tempo ¢ seria
P(t) = |(ve, Ultha)]*. (6.101)

Se Uy(t) representa o propagador associado ao Hamiltoniano livre Hy, a probabilidade de tran-
sigdo livre de ¥4 a v, em um tempo ¢t é dada por Py(t) = sen(et)?. Em outras palavras, o tempo

de permanéncia média em um dos pogos para a evolugao livre é da ordem de ¢71.

Retornemos aos sistemas de dois niveis que discutimos no presente trabalho. Definindo como

antes ¢q := ey = (7) e ¢ := e/ 4y, = (;) teremos,

P(t) = |(ge, U)ga)l* = |Una(t)*. (6.102)

E-possivel demonstrar, mas nio o faremos aqui (vide [20]), que na decomposigio de Fourier de
P(t) = |Ur2(2)|? a freqiiéncia dominante é /2, de modo muito analogo, alids, ao que ocorre com as
oscilagbes de Rabi em (1.38), pagina 17. Com boa aproximacao tem-se nesse caso P(t} ~ sen((t)>.
Esse comportamento pode, alids, ser observado nos gréficos da Segao 6.8. O tempo de permanéncia
média em um dos pogos é, assim, da ordem de 27!, ou seja, a freqiiéncia secular Q representa a

freqiiéncia tipica de tunelamento de um sistema de dois niveis como o0s que tratamos neste trabalho.

Retornemos agora 4 equagio (6.98). A mesma diz-nos que se a interagdo externa f for tal que
fo) for nula ou desprezivel o periodo tipico de tunelamento é da ordem de €2, podendo, portanto,
ser muito longo caso € seja pequeno. Tal é o caso se, por exemplo, adotarmos f como em (6.73),
pagina 92, com 2¢g/w igual a um dos zeros da fungio de Bessel Jy. Para tais pardmetros, portanto,
o efeito de tunelamento pode ser violentamente suprimido, ainda que ndo totalmente, levando, no
exemplo do potencial de pogo duplo, fun¢ées de onda localizadas em um dos pogos a permanecer

no mesmo por um tempo muito mais longo que aquele da evolugdo livre, que é da ordem de ¢71.

Esse efeito de “destruicdo” de tunelamento fora ji previsto semi-heuristicamente em primeira
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ordem de perturbagdo por alguns autores. Da extensa literatura sobre o problema de tunelamento
citamos aqui® apenas as referéncias [21] e [22] que nos dizem diretamente respeito. Nossos resultados
descritos acima mostram, ho entanto, alguns fatos que se encontravam fora do alcance dos métodos
daqueles dois trabalhos. Em primeiro lugar, nossos resultados mostram que o efeito de destruigio
de tunelamento é ndo apenas um efeito de primeira ordem em € quando Qf,z) = 0, mas também de
segunda ordem. Em segundo lugar, o efeito de “destruicio de tunelamento” em primeira e segunda
ordem ndo se di apenas para uma fung¢do f(t) = ¢, cos(wt) (como em [22]), mas é sempre possivel
desde que Q(()z) = M(q®) possa anular-se. Por fim, o efeito ndo é exato em todas as ordens pois o

termo de terceira ordem é, em geral, ndo-nulo.

De fato, no caso de fungdes como f(t) = ¢, cos(wt) (que é o caso tratado em [22]), tem-se,

usando (6.100) e (6.76), que o termo de terceira ordem de (6.98) é

¢ = _% 5 (Jm(y)—J-m(y)) (Jn,(y)—Jan,(y)) e (1), (6.103)

mw oW

ny, noE
n1;!:0. nz#o

onde y := 2p;/w. Calculando numericamente a expressdo acima para quando 2¢;/w € igual ao
primeiro zero da fun¢io de Bessel Jy, situagido em que o termo de ordem ¢ em §2 se anula, verificamos

que G =~ —0,604/w?. Isso mostra, entdo, que o termo de ordem € em 2 pode ser ndo-nulo.
Em resumo, o efeito de tunelamento pode ser, de fato, violentamente suprimido escolhendo-se
convenientemente os parimetros da fungdo f, mas limita-se as duas primeiras ordens de aproxi-

Mmagao em €.

6.8 Alguns Graficos

Para a apreciagio do olhar apresentamos nesta se¢io alguns graficos obtidos a partir das expressdes
do Teorema 6.2 e da Secdo 6.4.1 através de uma combinagdo de programas escritos em Fortran
77 e Maple V.5. Nio entraremos em detalhes sobre esses programas aqui mas os mesmos sio

apresentados sem comentarios em anexo a este trabalho.

Em todos os grificos apresentados abaixo usamos € = 0,01, f(f) = cos(wt) e w = 1. Para tais

escolhas tem-se 2 ~ 0, 002238, g(0) ~ 0,010251.

2 Agradecemos ao Dr. A. Sacchetti (U. Modena) por nos apontar essas referéncias.
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Na Figura 6.1, pigina 101, apresentamos um grifico da probabilidade de transigio P(t) =
|U12(¢)|? discutida na Segdo 6.7, pigina 97, para o intervalo de tempo entre t = 0 e ¢ = 27 /Q ~ 2807.

Podemos verificar com boa aproximagio que P(t) ~ ( sen(2¢))>.

Na Figura 6.2, pdgina 102, apresentamos um gréafico da mesma probabilidade de transi¢io
P(t) = |Ui2(¢)|? para o intervalo de tempo entre ¢ = 0 e £ = 100. Observa-se aqui a presenga de

corregdes de freqiiéncia w e de ordem ¢ ao comportamento dominante P(t) ~ (sen(2t))2.

Na Figura 6.3, pagina 103, apresentamos um grifico da mesma probabilidade de transigio
P(t) = |Uho(t)|? agora para o intervalo de tempo entre £ = 0 e £ = 20. Aqui torna-se mais clara a

presenca de corregdes de freqiiéncia w e de ordem € ao comportamento dominante P(t) ~ (sen(Qt))2.

Na Figura 6.4, pgina 104, apresentamos um grafico da quantidade Uy (t)|? + {Ura(8)]? que,
pela unitaridade da evolugdo, deveria ser idéntica a 1. Ao longo do intervalo entre t = 0 e t =
2/} ~ 2807 observamos flutuagdes da ordem de 1,5% abaixo do valor 1 (observe-se com atengdo

que o eixo vertical vai apenas de cerca de 0,985 a 1).

Para todos os grificos usamos nos programas as expressdes do Teorema 6.2 e da Segio 6.4.1.
A funcdo g foi calculada até a sétima ordem em e. Para os coeficientes de Fourier R,, usamos a
expressio (6.48), pagina 87, mas a sor;ha em p foi feita apenas até p = 5. Esse truncamento da soma
em p introduz incorre¢des em todas as ordem de perturbagao, pois repare-se que a expressdo (6.48)
envolve somas de produtos dos coeficientes H,,, os quais foram calculados, como dissemos, até
sétima ordem em ¢. Essas incorregoes sao as responsaveis pela imprecisio de 1, 5% observada. Para
reduzi-la deveriamos truncar a série de (6.48) em valores de p maiores que p = 5. Isso demanda,

porém, um esforgo de tempo de CPU que estd além das nossas modestas pretensbes computacionais.

Fora, isso, como nenhum tratamento especial de reducido de erros numéricos foi adotado em
Nossos programas cremos que esse teste seja um indicio da boa precisao de nossas expressdes mesmo
para tempos longos, envolvendo centenas de ciclos da interagio externa descrita pela fungio f, cuja

freqiiéncia é w. Lembremo-nos que para os valores acima w/Q ~ 447.

Note-se na Figura 6.4 que a amplitude dominante do erro oscila com freqiiéncia da ordem de

20}, o que sugere que o mesmo deve ser afetado por erros numéricos no computo de 2.
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Figura 6.1: Grifico da probabilidade de transi¢ao P(t) = |Uy2(¢)|® para o intervalo de tempo entre
t=0et=2r/Q~ 2807.
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Figura 6.2: Gréfico da probabilidade de transigdo P(t) = |Uy2(t)|* para o intervalo de tempo entre
t=0et=100.
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Figura 6.3: Grifico da probabilidade de transi¢io P(£) = |Ui2(£)|? para o intervalo de tempo entre
t=0et =20
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Figura 6.4: Grafico da quantidade |Uy;(¢)|2 + |U12(£)]?, que deveria ser idéntica a 1 pela unitaridade
da evolugdo. Esse grafico permite-nos avaliar os erros cometidos devido ao truncamento das séries
e imprecisdes numéricas. Como se vé, os mesmos sdo da ordem de 1,5%. Observe-se com atencio

que o eixo vertical vai apenas de cerca de 0,985 a 1.
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Interacoes Peridédicas com Fjy # 0

Neste capitulo trataremos da situagao onde f é peridédica com uma série de Fourier finita mas com

Fo #0.

Conforme observamos no Apéndice C, pagina 126, a menos que 2F; seja um miltiplo inteiro de
w, situagio que excluiremos, temos aqui que M (g%) = 0 e somos assim forgados a procurar solugdes
da classe II (Teorema 4.1, pagina 42). A condigdo M(Q,;) # 0, necessaria & condigdo II, deve ser

genericamente satisfeita nesse caso, conforme discutimos no Apéndice D, pagina 130.

O caso de f periddica e Fy # 0 é particularmente desafiante, pois uma observacao superficial das
relagdes de recorréncia (5.79)-(5.80) faz-nos supor que aqui os pequenos denominadores estariam
presentes, dado que agora temos A = 2 e denominadores do tipo m - w, com m = (my, my) € Z2,
sao da forma myw 4+ myFy, que podem ser pequenos caso m; e mp possam ser arbitrariamente
grandes. No entanto, uma analise fina mostra-nos que, em verdade, nenhum pequeno denominador

ocorre nas relagoes de recorréncia pois mse ndo precisa assumir valor outro que nao —1.

A observagdo chave que utilizaremos é a seguinte. Se escrevermos m = (m;, mg) € Z2, entio,
conforme observamos no Apéndice C, Q, € identicamente igual a zerose mp £ 1 e Q(mz) ¢ identica-

mente igual a zero se m, # 2, ou seja, de acordo com (C.17) e (C.18),

Qm, = Qm1 t5!’1’1:;,11 (71)
QR = Q) b2 (7.2)

105
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Por outro lado, nas relagbes de recorréncia (5.79)-(5.80), pdgina 70, dos coeficientes Eg ) surgem
denominadores da forma mw + maFy. Esses denominadores poder tornar-se pequenos caso m, e
my possam ser arbitrariamente grandes. Sucede, porém, que devido a propriedade supracitada dos
coeficientes Q, € Q(Ez), que comparecem nas convolugdes de (5.79)-(5.80), os indices m, nio podem

ser arbitrariamente grandes, ficando limitados ao valor —1 nos Coeficientes de Fourier E(m" ),

O efeito dos pequenos denominadores €, portanto, inexistente e podemos tratar as relagoes de

recorréncia de modo idéntico ao do caso Fy = 0.

Vamos no que segue implementar tecnicamente essas idéias.

7.1 A Estrutura dos Coeficientes E_,(_ﬁz)

7.1.1 O Coeficiente Eg)

Vamos aqui demonstrar a seguinte proposicao:

7.1 Proposigao. Para f periddica com uma série de Fourier finita e Fy # 0 os coeficientes Eg)

dados em (5.79), pagina 70, sao da forma
EQ) = EMN 6, (7.3)

para todo m = (my, ms) € Z2. )

Demonstragao. Para usar uma notag¢io mais conveniente, vamos reescrever (5.79) como

0 Qs (2 Q(z) (2) (2)

Eni — m+awa 74

- ; a-w 2zM Ql) 22 (b - w)(c w) (7-4)
a0 $d oo

Escrevendo g na forma g = (a1, ag), b na forma b = (b, b2), ¢ na forma ¢ = (¢;, ¢2) e usando (7.1)
e (7.2) ficamos com

(2) Q(2) el

E(l) — Z Qm1+a1Q(2) (6 ] 6 )+ QM16m2,1 Z le"'cl e1 (5 5 . 6 )
- a€z? & et o2 2iM(Ql) &, g€Z3 (Q_)(.Q E) bates, 2 Tbir 2 Ten, 2

a#d b#0, c#0
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Qm1+01Q(2)
§ Oma, -1 7.
(mez W + 2F0 " ) ( 5]

POIS Oty tcs, 2 08, 2 Ocs, 2 = 04,2 Oy, 2 8,2 = 0. Isso completa a demonstragio da Proposigic 7.1. H

" 7.1.2 O Coeficiente Eg)

Vamos aqui demonstrar a seguinte proposi¢io:

7.2 Proposicdo. Para f periédica com uma série de Fourier finita e Fy # 0 os coeficientes Eg)

dados em (5.80), pagina 70, sdo da forma
EQ = E@6bp, 1 (7.6)

para todo m = (my, m,) € Z2. 0

Demonstragio. Para a demonstragdo vamos usar a relagio (5.80) para o caso n = 2. Faremos

uso de (7.1) e (7.2), assim como da Proposigao 7.1.

Para qualquer n > 2 a relagao (5.80) fica bastante simplificada com a observagio que para
Fy # 0 tem-se R = 0. Para ver isso escrevemnos R segundo sua defini¢do (5.78) e usamos (7.1) e
(7.2) para obter
) Qfﬁlb o o
22M 2iM(Q,) (e w)(b-w)

3#9_. !e.#ﬂ

R =

(2) (2) 2
Z Qa1+61 Q (5 . 5 . 5 2)
21.M Ql) a g)(_ g) az-+ba, 2 Yaz, 2 Vi,

ﬂ#!. h#ﬂ

e (7.7
pOiS (552.{.{,2'2 (502,2 55.2,2 = 54,2 502,2 60'2,2 = 0.

2 - . ~
Para E,(A) temos entao a seguinte expressao:

E® = A, - Om

=~ (o (7.8)
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onde

Eﬁ”E(l)
Am = m—a— __g_ . .
n = L Gt iy (79
s
° (
Q 2)b+ Q(2)E(1)E(1)
B:= )Y Z aidte . - (7.10)
1 S
a; c
Temos por (7.1) e (7.2) e pela Proposi¢do 7.1 que
E,E”E(”
A, = Z Qm-amb -
8, bez? (Q + Q) e
a-+#0
Eﬁ”E“)
= Z le —a1—-b1 7 . In - b (ng—ag—-b-z‘l 682,—1 65-2, —1)
o, bez3 g+ )
a+b# .
- (§ G LR (e
a1, €2 ((11 + b]_)w - 2F0 Mg, —1- .

Por outro lado,

(2) Q(z)E(l) E(l)

e ab+c
Bi= 2 ) GuoErd

agz? p,cez? _
a#0 btc#0

(2) @) (D) ()
a b+cQ E E
= Z Z 2t b+c) ) (602+bn+£'3,2 6:_19,2 '552,—1 6(;,, -1 )

acZ? p,ce2? —
a#0 h+£#ﬂ

= 0, (7.12)

POIS 84y 4batca, 2 Oag, 2 Obs, =1 Oca, 1 = O, 2 Oag, 2 Oby, —1 6c;, -1 = 0.

Assim,

Qmy-as-s, Bay By
E(2) —_ Am. — 1—81—0 1 b1
- B a1§:ez (a1 + b)w — 2Fy Oma, -1, (7.13)
completando a prova da Proposigao 7.2. u

7.1.3 Os Coeficientes Eg), n > 3. A Hipétese Indutiva

Vamos aqui demonstrar a seguinte proposi¢do, que generaliza as Proposigoes 7.1 e 7.2:
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7.3 Proposicio. Para f periodica com uma série de Fourier finita e Fy # 0 o0s coeficientes E,(“_ﬂ ),

n > 2, dados em (5.80), pagina 70, sdo da forma
E{) = EQ 6y (7.14)

para todo m= (ml, ‘TTL2)_E Z2. . — O

Demonstracido. Para a demonstracdo vamos usar a relagao (5.80) para o caso n > 2. Faremos

uso de (7.1) e (7.2), das Proposiges 7.1 e 7.2 e do fato mostrado acima que R = 0 para Fp = 0.

A demonstragio serd feita por indugio. As Proposigdes 7.1 e 7.2 jd nos garantem os casos n = 1

en = 2. Seja entdo n > 2.

Usaremos a hipdtese indutiva que para todo pcom 1 < p<n—1 vale

E®) = E®) 6y, (7.15)
para todo m = (my, m,) € Z*
De acordo com (5.80) temos
n-1 Q
EM™ = (Ag;) - ,—ﬂ"-B(ﬂ) C(P) 7.16
onde () r(mp)
EF E™?
AP .= Qg ——— 7.17
- g;, 2 a+b)-w (7.17)
a+b#)
(2) A plp) (-
Z Z a+b+cQ bE )E( P), (718)
a€Z? pce2? (a w (( +C) )
ak0 brekd
e
C¥ = " EPErH), (7.19)
g€Z? - )

Temos por (7.1) e (7.2) e pela hipdtese indutiva que
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E(P)E(" ?) '
Z le a1—b T (6"12—02—!?2,1 602.—1 Jbz.-l)
a. 5622 - =
a+bx0
{p) pin—p)
(G EOETY -
o1 b€ (G]_ + b]_)w - 2F0 ma, .

Além disso,

(2) Q(2) (ﬂ—P)

BY = ). 3 e b+c) w)

acZ? b,cez? 2
a#Q bt

Q®,,. QP B v
> @)@t D ) Corttrien don2 Op 1 8ep 1)

a€Z? p,gez?
a#0 bt+g#l

= 0, (7.21)

POIS dag+b1+cz, 2 Jag, 2 Oba, -1 0,1 = 00,2 003, 2 Oy, -1 0cy, 1 = 0.

Por fim,
clr .= EEE)E(-ZH_P)'
~ acZ?
= S EPECT P 5o 18
aEZ?
= 0. (7.22)
Loge, (8) m(n—p)
n-1 n—
Qm —a;—b E Eb ?
E® =% AP = — 1 L brma, 1, 7.23
m I; m ;albzlez a1+b1 _2F0 2, —1 ( )
completando a prova da Proposicao 7.3. [ |

7.2 Convergéncia. Cotas Superiores Indutivas

De acordo com (7.5), (7.13) e (7.23)

EL = Z Qm1+a1Q(2) ) 7.24
B a1€Z aw + 2F ™2, © (7.:24)
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1 (p}) p(n—p) :
le —a1—b Eﬂl E
Eg) = (E E (@ )0 — 2F Oma, =1 n> 2 (7.25)
p=1 a1,b1€Z 1) 0

E bastante ébvio que para os coeficientes Qp, € Qﬁ,f) valem as mesmas estimativas expressas na

Proposicao 6.1, pagina 74. Ao mesmo tempo, temos que

o+ 2F3| 2 mig el — 2{Fol | =: 7 > 0. (7.26)
Com isso,
(2
B = Qmi +a1 Qa1 5
| B | (‘HZE:Z aiw + 2Fy » -1

Q? QzBo e~ Xlm1|
= = Blm)d, 1 <
n (m1) 8ms, -1 < n  <m>

3 Oma, -1, (7.27)

onde B(m) estd definido em (6.24), pagina 81.

Se definirmos K¥ := Q%By/n, tomarmos n > 2 e assumirmos como hipétese indutiva que

-x|m
nexll

Ky <«m>? Orma, ~1 (7.28)

|E(P)| <

para todo p com 1 < p < n—1, onde K:,’ sio constantes independentes de m, teremos por (7.25),

2] < 2(5 5 10mncsl 189 |5 oo

p—l a1, ez

2 Z e—x(!m1—a1 =b1[+|ar|+]b1]) ﬂz_f KHKH s
n €«my — a1 — bi>>?<a;>?€b>? f—p ma, —1

<
a1, bheZ p=1
0B} ([~ e~ xim|
< K‘HK'”
-7 p=1 PR my P Oma, -1, (7.29)

onde, acima, usamos mais uma vez o Lema 6.6, pagina 81.

Se entio definirmos indutivamente

QBz n—1
K" = (Z KI!K)_, (7.30)

U e

estard provado que
(n} 1 e_xlmll
|Eﬂ | S Kn W 6’"‘2' -1 (731)
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para todo n € N e todo m = (m,, m;) € Z2.

Com os mesmos métodos usados no Apéndice G podemos demonstrar sem dificuldades que

K! < K{(K")" para todo n € N, onde Kj e K" s@o constantes positivas.

Sem mais.delongas, estabelecemos com isso que as séries de Fourier das fungoes e, sao absoluta
e uniformemente convergentes e, para |e]> < (K")™!, a série de pot—éncia.s (4.7), pégina 43, que
define a funcio g é absolutamente convergente. A expansio em série de Fourier para g é também
absoluta e uniformemente convergente. Esses fatos sdo andlogos aos correspondentes encontrados

quando Fy = 0.

7.2.1 A Fungao g

Olhemos agora com mais detalhe expansdo em série de Fourier para g.

A Proposi¢io 7.3 diz-nos que as fungdes e, tém a seguinte decomposigdo de Fourier:

en(t) = ety " EMleimet, (7.32)
melZ
Para g(t) temos também —
g(t) = €'Y " Que™t. (7.33)
meZ

Logo, por (4.36),
g(t) = > Gme™* (7.34)

meZ
onde
oS
Gm = D_AGY (7.85)
n=1
com A =¢€2e
G = 3" QuEM. (7.36)
leZ .

Note-se por (7.34) que Fy estd presente em g apenas nos coeficientes de Fourier G,, e nao nas
freqiiéncias.

Para os coeficientes G temos explicitamente as seguintes expressoes:

0 Q@ZM (2)
Gl = Sty TH
™ GIZE:Z aw + 2K (7.37)
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. Qe _, EY g
n m_al_ >
GR = Z > R "2 (7.38)

p=1 al,blez

7.3 O Propagador, a Forma de Floquet e a Freqiiéncia Se-

cular

Vamos agora retornar ao nosso Teorema 3.1, pigina 36, que fornece o propagador U(t) em termos
de g.

Para a fungdo R(t) temos

R(t) = e #Fo+Colt gxp (—z’ fot(fl('r) + gl(T))dT) , (7.39)

com fi(t) := f(t) — Fo e q1(2) := g(t) — Go. E claro por essa relacio que temos aqui algo muito

semelhante ao caso Fy = 0, exceto pelo fato que a freqiiéncia secular passa a ser

Q = Fy+Gy. (740)

O Teorema 6.2, pagina 75, assume entdo a seguinte versao:

7.4 Teorema. Se¢ja f : R — R uma fungao continua e T, -periédica do tempo (T, := 27 fw, w > 0)
e que possua uma decomposi¢do de Fourier

= Z Femt (7.41)

neZ

com apenas um nimero finito de termos, ou seja, o conjunto de inteiros {n € Z| F,, # 0} é um
conjunto finito. Além disso, seja também Fy # 0 mas tal que 2Fy ndo seja um miiltiplo inteiro da

freqiiéncia w.

Considere-se a seguinte condigio sobre f: M(g?) = 0 com M(Q,) # 0, onde
t
h(t) == q(t)zf g %(r)dr. (7.42)
0

Entio, para cada f como acima existe uma constante K" > 0, a qual depende dos coeficientes

de Fourier {F,,, n € Z} e dew > 0, tal que se ¢ satisfaz |¢| < (K")~! entdo existem Q € R e fungdes
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T.,-periédicas ui, e ul, tais que o propagador U(t) de (3.2) pode ser escrito como

Un(t) Un(t) Un(t) Un(t)
U(t) = = , (7.43)
Un(t) Unlt) / —Uh2(t) Unlt)
7 com )
Un(t) = e ™ug(t) + ™ ufi(2), (7.44)
Up(t) = e ™up(t) + % ufy(t). (7.45)

As funcdes u¥ e ul, possuem decomposicées de Fourier absolutamente e uniformemente conver-

gentes
uhi(t) = Y UE(n)e™, (7.46)
nek
e
uh(t) = Y Us(n)e™". : (7.47)
nez

Além disso, sob as mesmas hipSteses, ! e os coeficientes de Fourier U (n) e UZ(n) podem ser
expressos em termos de séries de poténcias em € que convergem absolutamente e uniformemente.

a

A demonstragdo repete a demonstragdo do Teorema 6.2 e omitimo-la aqui. A condi¢do que 2F,
nao seja um multiplo inteiro da freqiiéncia w ndo € crucial e pode ser trabalhada, mas para tal

temos que considerar solugdes da classe I, com M (g?) # 0.

Das relagdes (7.37) e (7.38), pagina 112, temos que

o0
Q= K+Y 6y

n=1

00 -1 Q(z) L E!Eﬂ—P)
— F /\ /\ﬂ —a1—01 1 . .
o+ alZ——alerzpo +3° Z > (a1+b1)w—2Fo (7.48)

n=2 p=1 a1, heZ
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Note-se que aqui geralmente o termo de segunda ordem em ¢ se faz presente e o efeito de supressao
de tunelamento, requer em ordem e a condigio

o

ax

F+a| S22 =
o + Ze:z oror ] =0 (7.49)
a1

que nio é independente de .

Notemos também que o limite Fy — 0 de Q2 dado em (7.48) nada tem a ver com o valor de £

calculado sob a condigdo que Fy = 0. Isso é assim pois em geral teremos 32) # 0 em Fy = 0 mas

geralmente Qf,z) =0 para Fy # 0.



Capitulo 8

Conclusoes

O trabalho aqui apresentado € basicamente uma exposigao reorganizada e por vezes estendida das
referéncias [1] e [2] mas contem também material novo, a saber, o Capitulo 7, pigina 105, assim

como as Secdes 6.6, 6.7 e 6.8, 4s paginas 95, 97 e 99, respectivamente.

Aqui estudamos a solug2o da equagdo de Schridinger de uma classe de sistemas quénticos de
dois niveis, compostos por dois auto-estados de um Hamiltoniano livre Hy, com autovalores =,

submetidos a uma interagdo externa de um certo tipo dependente do tempo.

Apresentamos o propagador do sistema em termos de solugdes particulares de uma equagio de
Riccati generalizada e, para o caso em que a interagao externa é uma fungao quase-periédica do
tempo, criamos um procedimento original de obtengdo de solugbes particulares perturbativas dessa

equagio de Riccati generalizada livres dos chamados “termos seculares”.

Tal fato representa um avan¢o em relacio 3 teoria de perturbac¢io padrio da equagido de
Schrédinger, baseada na série de Dyson, que vem usualmente acompanhada por termos secula-

res que normalmente impedemn a analise da convergéncia.

No caso em que a interag3o externa é uma fungio peridédica do tempo pudemos expressar o
propagador em sua forma de Floquet e pudemos, na situagio em que |¢| é pequeno em relagio &
magnitude da interagio externa, demonstrar rigorosamente a convergéncia das séries envolvidas.
Particularmente importante foi a obtencao da série perturbativa em ¢ para a chamada “freqiiéncia

secular”, da qual certas conclusoes de interesse fisico puderam ser inferidas.
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Este trabalho representa uma das primeiras andlises matematicamente rigorosas e completas de

expansoes perturbativas em € para os sistemas aqui tratados.
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Apéndice A | ]

A Funcao de Onda, a Equacao de Hill e

a Equacao de Riccati GGeneralizada

Pretendemos neste apéndice apresentar uma demonstragio do Teorema 3.1, & pagina 36, alternativa
aquela apresentada na Secao 3.1, pagina 38. Na demonstragio abaixo ficard mais claro o papel da

solugdo geral da equagdo de Riccati generalizada (3.1), pdgina 37.

¢+ (t)
¢-(2)

—

Seja®: R C2, Rt ( ), com ¢z € C*R), uma solugdo da equagio de

Schrédinger (1.4):
Z@’(t) = (60'1 + f(t)0'3)¢’(t), (Al)

para f : R 2 R, f € C(R) e € € R, com condigao inicial ( ¢+0) ) € C.
¢-(0)

Tomando a derivada temporal de ambos os lados de (A.1) temos
iB'(8) = f(£)osB(t) — i(eoy + F(£)0s)2B(2)
= f'(t)os®(t) — i [( + F(©)°) N + ef(£) (0103 + 0301)] B(2). (A.2)
Como as matrizes de Pauli anti-comutam, 0,03 + 030, = 0, temos

i®"(t) = (f'(t)os —i(¢* + f(£)°)1) ¥(t), (A.3)
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que é uma equagao diagonal para ®(t). Para as componentes de ®, (A.3) significa
#Lt) + (HF@)+ €+ (1)) ¢ut) =0, (A4)

ou(t) + (=if'(t)+E+F(1)?) o-(t) =0. (A.5)

As solugdes de (A.1) podem ser recuperadas das solugdes das equagoes diferenciais (A.4) e (A.5)

com condigdes iniciais (¢4(0), ¢,(0)) e (¢-(0), ¢'(0)), respectivamente, impondo-se
i®'(0) = (eoy + £(0)05)®(0), (A.6)
como uma restrigio aos dados iniciais, ou seja, impondo-se
i¢4(0) = f(0)¢4(0) + e9-(0), (A7)
i¢_(0) = —£(0)$-(0) + ¢+ (0). (A.8)
Dado que (A.5) é obtida de (A.4) pela troca f — — f, estudaremos

¢"(t) + (iF'(£) + € + f(£)?) o(t) =0, (A.9)
com dados iniciais (¢(0), ¢'(0)).

De modo a motivar melhor o Ansatz que usaremos, consideremos em primeiro lugar um modo

particular de resolver (A.9) para o caso ¢ = 0.

Al OCasoe=0

Nesse caso (A.9) reduz-se a
¢"(t) + (if'(t) + £(1)*) 4(2) = 0. (A.10).
Um Ansatz natural é dado por solugoes da forma
t
o) = doexp (i [ (6(r) + sr)ar )
0
onde ¢¢ € uma constante arbitraria. Isso conduz & seguinte equagio para G:

G’ —iG* - 2ifG = 0. (A.11)
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Essa é uma equagdo do tipo de Bernoulli e tem-se para ela a seguinte solugdo ébvia: g = 0.

Outra solugao pode ser encontrada definindo-se v = 1/G, que, face & (A.11), nos conduz & seguinte

equagao:
v+ 2ifv+1i=0,

cuja solugdo geral é

onde ay é uma constante arbitriria e

polt) = exp (22' fu t f(T)dT).

Isto nos leva & seguinte expressio geral para a solugio de (A.11):

Pot)

0= ag — z'/ntpg('r)d’r.

Como G = 0 é também solugio de (A.11), permitimos formalmente ag € C U {+o0}.

Logo, a solugdo geral de (A.10) é

$(t) ¢oexp( ff d’r)exp —zf f

para constantes arbitrdrias ¢y e ap. Tem-se formalmente

- .7?) =i(ln (ag—z'/:pg(f)dr))’

polr)dr

e assim obtemos, finalmente, a solugdo geral de (A.10):

#(t) = exp (—z‘ / ' fr) dr) [¢1 v tpo(—r)dr] ,

com ¢ = (,bgaﬁ e ¢ = —ighoag, ou em termos dos dados iniciais,
¢1 - ¢(0)1
g2 = if(0)¢(0) + ¢/(0).

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
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E facil confirmar por verificagio explicita que (A.17) é de fato solugio geral de (A.10).

Apés impormos (A.7) e (A.8) (com ¢ = 0) obtemos, como esperado, as solugdes.

4 (2)

b1 @0 (=i [ 1) ar), (A19)

;;s_(t) — ¢_(0)exp (+z‘ fo t £(7) dr). ' " (A.20)

A2 O Casoc#0

Para ¢ # 0 seguiremos passos andlogos aos do caso anterior, mas a situagao aqui é mais complicada.

Para resolver (A.9) comegaremos com o mesmo tipo de Ansatz, nomeadamente,

8(t) = go exp (—z‘ fo (G + f('r))dr) .

Isso leva & equagao (3.1), pdgina 37, para G.

A equagio (3.1) é uma equagao diferencial ordinéria do tipo de Riccati generalizada. De acordo
com a teoria das equagdes de Riccati generalizadas (vide Se¢do 2.1, pigina 25), dada uma solugio
particular g de (3.1}, a solugao geral pode ser escrita na forma G = g +u, onde u satisfaz a equagéo
de Bernoulli

w = 2i(f +gu—iu® = 0. (A.21)
Esta equagao, por sua vez, pode ser transformada em uma equagao linear definindo-se v := 1/u, o

que da para v

v+ 2i(f+glv+i = 0. (A.22)
A solugdo geral de (A.22) é
1 [t
v(t) = 20 (ﬂo — zfo p(‘r)df) . (A.23)

onde ag é uma constante arbitraria e

p(t) := exp (22' /:(f(r) +g(‘r))d'r) . (A.24)
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Assim, a solugao geral de (3.1) é
p(t)

G(t) =g(t) + - .
ag — i[o p{T)dr

(A.25)

Como u = 0 é, em principio, também solugdo de (A.21)}, permitimos formalmente ay € C U {+00}.

Para (A.9} obtemos, em completa analogia com o caso ¢ = 0 a solugio geral

o= (=i [ 1) +atear) [r+80 |

com ¢, ¢ € C, constantes arbitrarias. Em termos dos dados iniciais é facil conferir que

t

p(T)dT] , (A.26)

b1

fl

8(0),
(A.27)

¢2 = i(f(0) +9(0))$(0) + ¢'(0).

A expressio (A.26) indica a solugdo para ¢,. A solugdo para ¢_ pode ser obtida, como j§
dissemos, pela troca f — —f. Como g depende de f, devemos em primeiro lugar descobrir o que
ocorre com ¢ quando procedemos a uma troca de sinal em f. A equagao de Riccati generalizada
(3.1) indica que se g é solugao para f entao —g é solugao para —f. Logo, usando as restrigoes
(A.7)-(A.8), obtemos finalmente as equagdes (3.2) e (3.3) que expressam ¢4 em termos de g e dos
dados iniciais.

Fagamos aqui notar que toda a dependéncia em € em (A.21) estd oculta na fungio g. Parae =0

a equacio (3.1) reduz-se a (A.11). Comparando (A.21) com (A.11), (A.14) com (A.24) e (A.15)

com (A.25) concluimos que devemos ter g = 0 para ¢ = 0.

No caso f(t} = Fy, constante, a solugio g = —Fj, + sign(Fy)/F§¢ + €* para Fy # 0 satisfaz essa

condigdo. Para Fyp = tem-se g = *e.
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A Quase-Periodicidade de ¢(t)

Por completeza e por razoes pedagdgicas, apresentaremos aqui uma demonstragdo formal que a
funcio ¢ é quase-periddica para f quase-periddica.

E claro que exp(if,()) é uma fungio “almost”-periédica pois f; (definida em (5.5), pagina 58)
é quase-periddica e o conjunto AP(R) é uma subilgebra fechada de L*(R) (vide [24]).

Seja P, o polinémio de Taylor de grau n da fungdo exponencial: P,(z) := Z -a;—l. Sabemos
a=0
que .
= N7 fe!
— < S el
e - Pala)] = (1-755) L 8.)
para n+ 2 > |z|, z € C. Seja Fy, n € N, dada por
= — 2 inwet
Falt) = —i Z - (e 1), (B.2)
BELZY, a7l
[Blea<n
com ||eo := max{|ni|, ..., |na|}, a norma I*® em Z%, e defina
Fi(#) +- - + Fault

on(t) = ol fi](2) := 1) - @ (B.3)

Pelas hipéteses, o, converge a f; uniformemente em R (veja [24]). Sabemos também que |F,| < D,
uniformemente em n e ¢, onde D é o lado esquerdo de (5.4}, pigina 58. Portanto |o,(t)] < D

uniformemente em n e ¢. Assim, para n grande o suficiente,
|exp(if1(t)} — Pulion(t))] < |exp(ifi(2)) — exp(ion(f))] + | exp(ion(t)) — Pu(ion ()|

loa @\ 7 loa®)™
1- n+2) (n+1)!°

< lexp(ifu®)) — explion(®)]| + (

124



Apéndice B 125

Do fato que |o,(t)| é uniformemente limitada em n e ¢ e pela continuidade uniforme da fungio
exponencial em compactos, concluimos que |exp(ifi(t)) — Pp(io,(t))| pode ser feito menor que

qualquer ¢ > 0 prescrito, para todo ¢ € R, sendo para tal suficiente escolher n grande o suficiente.

Os coeficientes de Fourier W(£), £ € R, da fungdo “almost”-periddica exp(if, (t)) sio dadas por
(vide (2.28) & pégina 34 ou vide [24])

T
W(e) = lim g,f f_ exp(ify (7)e~ % dr. (B.4)

De acordo com o que observamos acima, temos

1| /T :
< . - - _"&T
W (€)| < €+T]'1—I)I:o 5T ‘/_TPﬂ(zcrﬂ(T))e dr|, (B.5)
T
para qualquer € > 0, para n grande o suficiente. Agora, para cada n fixado, f P, (iop(T))e %" dr
-7

é limitada em T se £ ndo for da forma n - wy, com p € Z5.

Logo, paraum £ € R que ndo seja da forma n-w;, com p € ZZ, teremos W(£) = 0. Isso completa

a prova que exp(ifi(t)) (e portanto ¢(t)) é quase-periddica com B(exp(ifi(t))) = B(f1) = B(f).
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A Relagao entre g e f

Como f é real e quase-periédica escrevemos

ft) = Fot ) Fpemer, (C.1)

nezd
n#0
com Fy = M(f)€Re F, = F_,.
Para simplificar nossa andlise consideraremos aqui o caso onde a soma acima é uma soma finita,

uma situagao ademais proxima a realidade fisica. Notamos, todavia, que essa restrigao é apenas

simplificadora e nao é essencial, podendo ser eliminada com mais trabailho.

Por conveniéncia, escrevemos (C.1) na forma

27
f(&) = Fo+ ) fae™ert, (C.2)
a=1
COm a CONvengdo Na = —N2j—at1 # 0, 1 < a < J, com f, = Fy, e onde J > 1. Claramente
fa=for-at1, 1<a < J.
Obtemos
27 f
) = e:"yfeiFot _Jda  _inguwygt
7 Eexp (Ea'%f ’ ) ’ ©3)
com
2J f
Ny = izn _“w . (C.4)
a=1 ~¢ =f

Vé-se facilmente que vy € R.
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Expandindo-se as fungdes exponenciais dentro do produto teremos

oo £ (e ol o))

P1y.,p25=0 Le=1 ~ =1

A funcio ¢? é obtida substituindo-se f — 2f, o que d4

- & B ) olifrow £ns)) o

Py p2y=0 \a=1 b=1

Assim,
oo 2J

. 1/ 2f, \*
M(q2) — e=2'r; Z H E:!. (na :fc‘gf) . (C7)

P, .-y oy =10 a=1 ~
27

2R +wr- ) m =0

b=1
Dependendo dos valores de Fy e de n, - wy, 1 < a < 2J, pode ser impossivel encontrar solugdes de

27
2Fy+wy - ZPbe =0 (C.8)
b=1
com pi, ..., pas > 0. Se isso ocorrer teremos M(g?) = 0.

Note-se que (C.8) sempre tem solugdes no caso Fy = 0 pois 14 teremos

oJ J
@re Zpb Ly =Wy Z@b — P2J-b+1) T (C.9)
b=1 b=1
e isso pode ser feito igual a zero com pp = psy_p41 Paratodobcom 1< b < J.

De (C.5) concluimos que ¢ tem a decomposi¢io de Fourier

a(t) = ) Qme™*

meZA

com w definida em (1.45), pgina 23, e com

oo § enfBGEY] o

P10 P2y=0 a=1 pal
onde
r 2J
ZprbEZ s se Fo =0,
=1
P = Plp1,..,p2rs 1, -+, R2) = ¢ (C.11)
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e onde & (P, m) € o delta de Kronecker:

1, se P=m,
§(P, m) := (C.12)
0, de outra forma.

A presenga do fator § (P, m) lembra-nos que Q,, é trivialmente zero se P = m nao tiver solugdes

para py,...,pes € N. Dizemos que Qn, é ndo-trivial se P =m tem solugdes para py's em N.

Dado que os coeficientes de Fourier Qg) de ¢* podem ser obtidos daqueles de g com a substituicio

f — 2f temos!

o0 2J a
QY = v Z 5(3(2), m) H Lpi'. (nz.f:,f)p ] , (C.13)

Pl pay=0 a=1 ~

onde

’

27
Zpbﬂb € ZB) s€ FO =0,
=1

2(2) = .B(z)(Pl:---:PN,Eh---,LLzJ) = (014)

27
(Z'Pb’,@b, 2) € Z% se [y £0.
b=1

.

Notemos que P? difere de P apenas no caso Fy # 0, pois a dltima componente de P é 1,

enquanto que a de P é 2,

Vamos agora estudar a condigdo M(q?) = g) = 0 no caso Fy # 0. Temos de (C.13) que

wo-m $ el )] e

Pl P2y=0 a=1 ~

Note-se, porém que, pela defini¢do de P a condig@o P = { nunca pode ser satisfeita para Fy # 0,
pois nesse caso a dltima componente de P? &2 Assim, se Fy # 0 e se (C.8) nio tem solugdes
teremos que M(q?) = 0. Para tais casos a condigdo I dos Teoremas 4.1 e 6.2 nao é satisfeita e temos

que nos fixar na condigéo II.

Notemos também que no caso de f periédica, onde B = 1, a condigdo (C.8) equivale a

2J

2Fy +w Y pymy = 0. (C.16)
=1

1 Aqui, com as expressdes (C.13) e (C.14), corrigimos um pequeno erro de [1], onde, na expressio equivalente a

(C.13) colocamos P em lugar de P(®,
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Assim, no caso periédico podemos afirmar que se 2F; nao é um multiplo inteiro de w entdo
M(g*) =0.
E bastante claro também das expressdes (C.10) e (C.13) que, no caso Fy 5 0, se escrevermos

m = (m, ma), entdo Qpn = 0 sempre que my # 1 e Q£,,_2) = 0 sempre que ma # 2, ou seja,

Qm = QT' ‘sm.A,lx (017)
QY = QR bmy, 2 (C.18)

onde § é o delta de Kronecker usual e onde

_ 00 2J Pa .
oo £ senflBEA)] e

P1, ey p2s=0 a=1
e
. hind 27 1 2f pa
Q,(,:) = 621'7)' 6(2: TI!') [_( . ) :I’ C20
i P1:-§J=0 CI=I pa‘ ﬂa - %'f ( )
com

2J
P =) pmel? (C.21)
b=1

Essa observagdes resumidas em (C.17) e (C.18) serdo importantes no Capitulo 7, pigina 105.



Apéndice D
A Fungao Q; e a Condigao M(Q;) #0

Aqui iremos estudar com um pouco mais de detalhe a fungdo @, definida em (4.6), pigina 43, e a
condigdo M(@Q,) # 0 importante para a condigdo que chamamos de condigio II nos Teoremas 4.1

e 6.2, as paginas 42 e 75, respectivamente.

2 - &
é) = 0, pois somente nesse caso Q; é quase-

Vamos estar sempre assumindo que M(q?) =

periédica. Temos que

0. = oo [ ' qldr)r

= q(t)? f (Z Q(z) —1mw-r)

meZA

0@

. —ime . Qmn

— q(t)2 ZZ m e un_c._:t_zz m
nyszﬁln".g mez#’lm.g

m#0 m#0
QPQ%,, Q(z’ -
- Yi|ln k| gofy L)y

meZA nezd - _nEZA

BFEQ B#D

~ expressao esta que fornece a decomposigio de Fourier de Q;. Daqui vé-se também claramente que

(2)
' (D.2)

o - o L

nezA n
n*0
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No caso de f periddica com Fy = 0, segue facilmente de (D.2) que

M(Q) = iy (D3)

Na Secdo 6.5.1, pagina 92, mostramos a partir desta ultima expressdo que M(Q,;) = 0 caso f

seja, por exemplo, da forma f(t) = cos(wt). Na Se¢do 6.5.2, pagina 94, mostramos um exemplo
onde M(Ql) ?‘-‘ 0.

Retornemos agora a (D.2). Usando (C.17) e (C.18), podemos reescreve-la como

2

Q‘F('iz) 6!14,2
oy i 5 (% e
(Q1) iy -, (D.4)
{n.nq)ezd - =
(ni nq)70
ou seja,
il
MQy) = iy ———. (D.5)
Eezgﬂ'%f’i'zFO
No caso em que f é periédica com Fy # 0 temos simplesmente
@ [*
M = _— .
(Q1) zz:m:.r+2Fg (D-6)

nel

Essas duas ltimas expressdes dizem-nos que a condi¢ao M(Q;) # 0 deve ser geralmente satis-

feita se Fy # 0.
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O Decaimento dos Coeficientes de

Fourier de q e de q2

Apés as observagbes do Apéndice C, pagina 126, estamos agora preparados para demonstrar a
desigualdade (5.29), pagina 62, e a Proposi¢do 6.1, pagina 74. Claramente temos que nos concentrar
nos Qp’s nao-triviais. Para os mesmos 0s vetores m ou sao da forma m = (m, 1) € Z#*! para

Fy#0oudaformam=m¢ zZ® p;a Fy =0, onde m € 7B satisfaz

27
m =Y (E.1)
b=1

para algum py,...,pay € N

Denotemos por m® (respectivamente, por nf ) a k-ésima componente de m (respectivamente,

de ny) com 1 < k < B. A condigdo (E.1) diz-nos que

2J
mk =Y pynf (E.2)
=1

com 1 < k< B. Assim,

b=1
e, apds somarmos sob todos os k’s, obtemos
= -1
(12},?251’6) 2 N7'ml, (E.3)
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onde |m| = ||m||: é 2 norma [; de m e onde

2J
N o= (E.4)
b=1

Note-se que como os ny'’s sdo fixados pela escolha de f, N é n3o-nulo e ndo serd modificado.

Vamos retornar a (C.10). Aquela relagio diz-nos que para os Qn’s ndo-triviais temos

(s 0]

(pP1+“'+PBJ
lQﬂl S Z pll . .pyl
P, P2y =0
max py > N[

1<h<2T

x it (pP1+"'+P2J

D YD D e

Pl P23—1=0 pa; >N ~1|m|
00 n
9 Je2I-1)e Z %, (E.5)
n2fN=1m[]
onde
b men | S (£6)
156<2) | Ra - Wy
Concluimos que )
(A~ rmf] .
ml < (2 @-1py P 7 (1——L‘) E.
|Qm| < (27¢ ) N=1|m]]! INYm|]| +1/ ° 1)
e
20p) Al 2 -
@) < (ager-ze) 2OV BN L 29 E.
't < @) @ ' 1) (&)

para [N~!|m|] +1 > . Acima [z] é o menor inteiro maior ou igual a z. Com isso, e dado que
|m| < |m| < 14 |m| para o tipo de vetores m € Z* em consideragio, a desigualdade (5.29), pigina

62, segue imediatamente, para uma escolha conveniente de Q e x > 0.

Note-se que (E.7) implica um decaimento mais forte em |m| para Qm que aquele dado em
(5.29). Para o tratamento do caso geral em que f é quase-periddica é suficiente considerar (5.29).
Porém, para o caso em que f é periédica um pequeno refinamento se faz importante, a saber, aquele

expresso pela Proposigio 6.1, pagina 74.



Apéndice E 134

E.1 O Caso Periédico. Demonstraciao da Proposicio 6.1

No caso periédico com Fy = 0 temos

. x Pa
oe-er $ el [5(£)] -
- P, pay=0 a=1 pa -
onde
P = P(Pla---:PzJ:nl,---aan) = Zpbnb € Z: (ElO)
e onde
27 f
- — . a
vy o= i ; —rt (E.11)
E facil ver que v € R Acima § (P, m) é o delta de Kronecker:
1, se P =m,
d(P, m) := (E.12)

0, de outra forma.

Analogamente, temos para os coeficientes de Fourier de ¢?

QB = ¥ i )H [pa (Qf“) ] (E.13)

P1s - p2s=0 a=1

Os coeficientes @, € Q,(,f) podem também ser expressos em termos de fungoes de Bessel do primeiro

tipo e ordem inteira. Vide Segao 6.5, pagina 81, para alguns exemplos.

No caso periédico com Fy = 0 as relagdes (E.7) e (E.8) ficam

Qul < (padermin) L (1 e ) E19
B NTmll \" 7 TN Tmf] +1
e
@ (a1-12p) (20)271 ( - _L) i
Q% < (2J8 ) |—N"1|m|-|! 1 AN —fml] + 1 , (E.15)
com m € Z.

Demonstragio da Proposigao 6.1. Consideremos os coeficientes Q,,,. Devido ao fator dominante

[N~ m|]! de (E.14), teremos

«m>t (prN Hmi
imimsco =Xl [A-T[m[]l
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para qualquer constante x > 0. Assim, poderemos escolher uma constante M; > 0 dependendo de

X tal que
W Himll e—xIm|

— < M —
INm]! = <m>?
para todo m € Z. Portanto, existe constante positiva &) > 0 (dependendo de x) tal que |Q,| <

Q; <m> 2 exI™l para todo m € Z. Para Qg) procedemos da mesma forma e obtemos a

cota superior |Q,(,3)| < Qy €«m> ™% e7XI™ para todo m € Z. Em (6.2) e (6.3) adotamos Q =
max{Q1, D} .

Comentdrio. A demonstragao da Proposi¢ao 6.1 dada acima mostra que temos também cotas

superiores Como
e—xlml

Fem>k

|Qml < Q

para todo k € N. Para os propdsitos deste trabalho € suficiente considerar apenas k = 2.
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Cotas Superiores para Convolucoes

Aqui demonstraremos o Lema 6.6, pdgina 81. Consideremos parax >0em € Z

e=x(im=nl+In)

B(m)=B(m, x) = Y

— <m — n>? <>’

Em primeiro lugar notemos que B(m) = B(—m) para todo m € Z. Escolhendo By tal que

—2x|n|
e
neZ

—

a afirmativa do lema cai trivialmente satisfeita para m = 0. Assim, é suficiente considerar o caso

em que m > 0, o que faremos.

Em (F.1), a soma sobre todo n € N pode ser quebrada em trés somas:

m
1 e~2xn
— eXm —xm XM
B(m) = Z (m — n2n2 Te Z:<<m—'rz>>2 <<n>>2 Z (m — n)2n? (F2)

n=—co n=0 n=m-+1

Na primeira soma realizamos a mudanga de varidveis n — —n e na terceira soma a mudanga

n = n+m. O resultado é

e—2xn m

1
= g XM 2 _—
B(m) = e ( Z (m + n)?n? + ; <Lm — n>>? <<n>>2) (F:3)

Agora estudaremos separadamente cada uma das somas em (F.3). Como para n > 1 temos

m+ n > €m>, temos entao para a primeira scma

—2xn B
Z c <1 (F.4)

— (m+n)n? ~ <m>?’
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: o0 e—2xﬂ
onde B; := E 5
k(3
n=1

A segunda soma em (F.3) é um pouco mais complicada. Temos

lm/2)

m

Z P z 2 T E 2 ) (F.5)
€m — N2> €y — &m — > <n> €«m — n« Ln>
0 n={) _ n={m/2|+1

Para a primeira soma no lado direito de (F.5) temos €«m —n>» >m—-n > m — |_m/2j > m/2.

Para a segunda soma no lado direito de (F.5) temos n > |m/2| + 1 > m/2. Logo, para m > 0,

I | U
Lm -S> €~ \m L2 Lm — 2

n=0 n=0 n={m/2]+1
2 VP& 1
< 2 ) F.
- (<<m>>) ; Kn>? (F-6)
Portanto, escolhendo
o0
1
By=2B,+8)Y —, F.7
0 =2Bi+8) o5 (F.7)
o lema cai demonstrado. u

A demonstragao do lema tem a seguinte proposi¢io como corolédrio, que apresentamos sem mais

comentarios:

F.1 Proposigdo. Parax >0, k€N, k > 2, seja

e~ x{(Im=snl+In])

Bi(m) = ) F.8
K(m) ; <m — n>F <n>F (F-8)
Ent3o, existe constante By x, eventualmente dependente de k, tal que
Bum) < By, oo F
m —_— 9
k( = 0,k <<m>>" ( )

para todom € Z. O
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Numeros de Catalan. Cotas Superiores

para as Constantes K,

Aqui serd apresentada a demonstragdo do Teorema 6.4, pagina 80.

Comecemos lembrando que escolhemos K; = K, = (; para uma certa constante ¢y, a qual

pode ser escolhida maior ou igual a 1. A demonstragdo do Teorema 6.4 serd apresentada emn quatro

passos.

Passo 1. Neste passo mostraremos que a seqiiéncia K, definida em (6.18), pagina 80, é uma

seqiiéncia crescente.

Em primeiro lugar note-se que K3 = Co(2K,K; + (K3)?) = 3Co(K3)% Como K; = Ky > 1e

Cy > 1, temos K = Ky < K.

Vamos entao supor que

K1:K2<I{3<"'<I{n,

para algum n > 3. Mostraremos que K,4; > K,,. Temos,

Koy — K,

Ca

n—1

> KoK p + Zn: KpKnpiz— Y KK p -

Lp=1 p=2 r=1

n—1

2K 1 K+ Y KpKnpia— Y KpKnp

L p=2 p=1

138

n—1

> KoKy pi

p=2
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= (y [2K1 K, + (I{QI{H - I{n_zI{l) + (I{g — I{I)I{n—l +---4+ (I{n — Ii-”._.z).Kvg]
= Cz [2K1Kn + (Kn — I{n_z)I{I + (1{3 - I{I)I{n—l +-- 4+ (I{n - I{"_z)Ifz] ,(GZ)

sendo que na ultima igualdade usamos K; = K;. Agora, de (G.2) e da hipétese (G.1), concluimos
que Kp41 > K, provando assim que K, é uma seqiiéncia crescente.

Passo 2. Aqui mostraremos que K, definida em (6.18) satisfaz

n—1
Ky <3Gy KpKn pia (G.3)

p=2
para todon > 3.
J4 mostramos acima que Kj = 3Cs(K3)% Assim (G.3) é obedecida para n = 3.

~ Vamos agora supor que (G.3) é satisfeita para todo K, com p € {1,...,n — 1}, para algum
n > 4. Mostraremos que (G.3) é também satisfeita por K,. De fato, temos por (6.18), pigina 6.18,

que
K, = GK1Ki + Kp(Kpa+ Kno1) + K (Kpes + Kyg) + - + K (G + K)] . (Gd)
Disso e do fato provado no passo 1 que a seqiiéncia K, é crescente, segue que
K, < GK1Knp 1 +2( QK 1 + KKy o+ -+ K1 K5)] . (G.5)
Agora, usando o fato ébvio que
KK, 1 =KK,  <(KK,1+ KK, 2+ -+ K, 1K),

obtemos finalmente de (G.5) que

n—1

Ko < 3C[KoKnoy + KsKn g+ -+ Kno1 o] = 3C2 Y KpKopaa, (G.6)

p=2
o que demonstra (G.3).

Passo 3. Aqui demonstraremos a seguinte afirmativa. Seja L, a seqiiéncia definida de modo que

Li=Ly=K, = K,=0C; e que

n—1
Lo = 3C2 Y LyLy—psa. (G.7)

p=2
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Entao, temos

K,<L, YneN (G.8)

Em primeiro lugar notemos que K3 = 3Co(K1)? = 3Ca(L;)? = Lj. Assim, (G.8) é valida para
n € {1, 2, 3}. Agora suponha que K, < L, para todo p € {1,...,n — 1} para algum n > 4. De
(G.3) temos

n—1 n—1

I{n < 302 ZI{PI{H—P+1 < 3C2ZLpoz—p+l = Ln: (Gg)

p=2 p=2

provando assim (G.8).

Passo 4. Considere-se a seqiiéncia ¢, definida da seguinte forma: ¢y =¢c; =1e
n—1
¢, = Zcpcn_pH, (G.10)
p=2

para n > 3. Os nudmeros ¢, assimm definidos sdo chamados de “ntmeros de Catalan”, em honra
ao matemdtico belga Eugéne C. Catalan (1814-1894)!. Os niimeros de Catalan surgem em um
sem-nimero de problemas combinatérios (para notas histéricas acompanhadas de demonstragoes,

vide [27]) e podem ser expressos em forma fechada como

o= -(QT)Q:E 5y 22 (G.11)

(vide, por exemplo, [27] ou [23]). Usando a férmula de Stirling obtemos o seguiute comportamento

assintético para os nimeros de Catalan:

1 4"

W W’ [ gl'ande. (G].Z)

¢, =~

E evidente que deve haver uma conexao entre os niimeros de Catalan e a seqiiéncia L, definida
acima. Duas diferengas entre ambas, todavia, sdo o fator 3Cy que surge em (G.7) e o fato que

L1 = Ly = C; n3o é necessariamente igual a 1.
Entretanto, usando a defini¢io dos nlimeros de Catalan em (G.10), é ficil demounstrar a seguinte

férmula fechada para os numeros Ly:

2n — 4)!
(ﬂfl)!(n)—Z)!’ nz2 (G.13)

Ln — (Cl)n—l (302)11—2

1 Agradeco ao Prof. Walter F. Wreszinski por sugerir que os nimeros de Catalan poderiam ser imnportantes para
estimativas como as que apresentamos aqui. Como apontou-me o Prof. Wreszinski, os mimeros de Catalan surgem

também nas estimativas feitas em [13]
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Omitiremos a prova aqui. Assim, provamos o seguinte comportamento assintético:

. 1 (12C,Cy)"
"7 1440, CE /T ndE

n grande. (G.14)

Da desigualdade K, < L,, demonstrada no passo 3, segue que I, < K¢(12C,C3)" para alguina

constante Ky > 0 e para todo n € N. O Teorema 6.4 estd assim demonstrado. |
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Abstract: We consider the Schriodinger equation for a class of two-level atoms_ in a quasi-periodic
external field for large coupling, i.e., for which the energy difference 2¢ between the unperturbed
levels is sufficiently small. We show that this equation has a solution in terms of a formal power
series in €, with coefficients which are quasi-periodical functions of the time, in analogy to the
Lindstedt-Poincaré series in classical mechanics.
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1 Introduction and Summary

The problem of existence of quasi-periodic solutions of the Schrodinger equation with quasi-periodic
coefficients is a classical problem in analysis, with recent applications to the theory of “quantum
chaos” [1] (see also [2] for a review with recent results). In the scalar almost-periodic case, the
solution is provided by a theorem of H. Bohr [3] (generalizing previous results by P. Bohl for the
quasi-periodic case [4]). We now pass from the scalar case to the simplest non-commutative setting,
i.e., the Schrodinger equation for two-level systems (e.g. atoms) in a quasi-periodic (external) field,

with Hamiltonian
H(t) = eos — f(t)os, (1.1)

where 01, 0, and o3 denote the Pauli matrices, which satisfy the SU(2)-commutation relations
[01, o2] = 2io3 plus cyclic permutations.

In (1.1), f(t) is a quasi-periodic function of time ¢

= Y fpemurt (1.2)

meZB

and € is a “small” parameter (half of the energy difference between the unperturbed levels), which
characterizes the large coupling domain [5]. Above wy is a vector of frequencies wy = (w}, .. w)’? )

for some B > 1, where we will assume wf >0forall<yj < B. Moreover, m - w; denotes
m1w f +--+ mb ¥’

We have chosen the regime where € is small because the result which is equivalent [1] to the ex-
istence of quasi-periodic solutions in this case — the pure point spectrum of the so-called generalized
quasi-energy operator [6] — has not yet been proven in full generality [5].

The analogous problem in classical mechanics has been very nicely sketched in [7] — albeit just
as a pedagogical introduction to perturbative renormalization in quantum field theory. The main
theorem of [7] — existence of formal quasi-periodic solutions of a class of quasi-periodic Hamiltonian
systems as a series in € — the Lindstedt-Poincaré series — has a counterpart — for (1.1) — in Theorem
2.2 of the present paper. In classical mechanics there is, however, a method, due to L. H. Eliasson
[8], to isolate the divergent contributions to the Lindstedt-Poincaré series (see [7] for a simple
but illuminating discussion on these terms) and introduce further renormalization counter-terms
ensuring convergence. See [10] for a realization of this idea in a special model and [11] for a review of
the models and method. Here we should perhaps remark that the resumation methods mentioned
above may not generally lead to converging power expansions in e. Situations of this kind have
been analysed by L. H. Eliasson in [9] and by G. Benfatto, G. Gentile and V. Mastropietro in [12].
Typically such situations involve series solutions with denominators like (n - w + €2)71, i.e., with
dense lying singularities in the imaginary complex e axis that prevent analyticity in any open set
containing € = 0.

The question now poses itself whether methods similar to those discussed above might yield the
existence of a quasi-periodic solution to the Schrodinger equation

O0P(t)
i—s = H{)¥() (1.3)

with H(t) given by (1.1). The natural guide is the (convergent) Dyson perturbation series, which

2




we describe now. By a rotation of 7/2 around the 2-axis, we may replace H(t) by
Hl(t) - e—iwaz/4H(t)ei7raz/4 = ey + f(t)0-3 (1.4)

and the Schrédinger equation becomes

= H
? ot l(t)q)(t)a (1 5)
with .
B(t) = e hy(t). (1.6)
Defining now _ -
®(t) = exp (ia(t)os) B(t), ) (1.7)
where .
at) = / dr f(r) (1.8)
0
the Schrédinger equation (1.5) becomes
OB (t ~
i Bi) = eH(t)®(t), (1.9)
where vial)
=N 0 e~
COR) QP (1.10)
The Dyson series solution to (1.10) is
- - o (_ie)n t Tn—1 - - -
B(t) = 3(0)+ ) dry - -- dr, H(ry)--- H(r,) ®(0). (1.11)
el ntJo 0
Let, now, f be such that
t ~
q(t) = e = exp (z/ f(7) dT) (1.12)
0
is quasi-periodic (see Appendix B), and write
q(t) = ) gae™, (1.13)
nezA _ .

where w = (wy, ..., wa) is a frequency vector satisfying some Diophantine conditions to be stated
later on, and assume that (for the purpose of this introduction)

G € R (114)

B
Relation (1.14) is seen to hold explicitly, for instance, if f(t) = f(wit,...,wpt) = Zcos(wit).

1=1
Then, explicit summation of all orders in (1.11) of the n = 0 term in (1.10), which is, by (1.13)
and (1.14) of the form ggoy, we find

&(t) = [cos(tge) — isin(tgy)o1] B(0), (1.15)

3



which is quasi-periodic. This illustrates that non-uniform convergence of a sequence of non-quasi-
periodic functions may yield a quasi-periodic function and, in fact, this does occur in the general
solution (1.11). Coupled with the fact that the general n-th term in (1.11) grows as t", it is obvious
that (1.11) is grossly unsuitable to show quasi-periodicity of the wave function. We therefore try
to subtract (1.15) explicitly from the solution of (1.9) by writing

eH(t) = M, + Hy(t), < (1.16)
where 0
Moo ( 5 0 ) il (1.17)
under assumption (1.14). In correspondence to (1.16) we set }
3,(t) = eMtP(t). (1.18)
The equation for ®, is _
0P, (¢ ~ ~
22 _ 5000, (1.19)
where _ o .
BO(@t) = eMe i, (t)e ™M, (1.20)
The Dyson series (1.11) for (1.20) has the first order term
t L ~
—ie / dr H{")(r)8,(0) =
0
¢ i sin(egoT) cos(egoT)(A(T) — A(7))  sin®(egoT)A(T) + cos?(egoT) A(T) _
—1€ / dr ®,(0),
0 sin®(egoT)A(T) + cos?(egoT)A(T)  isin(egoT) cos(egoT)(A(T) — A(T))
(1.21)

where A(t) := g(t)® — go.
Note, however, that, due to the e-dependence of M, in (1.17), this Dyson series is not a power
series in €: there has been a nonlinear in €, non-perturbative “renormalization” embodied in (1.20).

Looking at the first matrix element in (1.21) (the discussion of the others is similar), we find

t . £
e/ sin(eggT) cos(egor) (q(1) 2 — q(1)?) dr = %E/ sin(2€goT) Z(E — gn)e™Y" dr
0 0 : n#0

el(mw+2ego)t et(n-w—2ego)t ]

R ——

ﬂ‘g+2€gg_ﬂ'£“2€gg

(1.22)

In addition to the small denominators of the form n - w & 2¢gy as found above, there occurs in
(1.21) also small denominators of the form n - w and it is necessary to require, for instance

n-w+2egg| > v =y(1+ 0?7, (1.23)

n-w| > Y =71+ |ﬂl2)‘°" (1.24)
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in order to ensure convergence in (1.22) with |g,| < cexp(—d|n|), with d > 0, the exponential decay
being a consequence of analyticity of f in a strip, (1.8) and (1.13). Above, |n| is the I norm of the
vector n.

Assume now, for simplicity, that A = 2 in (1.13), and set o = w;/w; € (0, 1). Suppose, now,
that . '

g # 0 (1.25)
and consider (without loss, because € is supposed “small”) e such that B = 2¢gp € (0, 1). Tt is
easy to show using Cassels theorem [13] that, if &, o/ > 1 in (1.23)-(1.24), the set of (e, ) in the
open unit square such that (1.23)-(1.24) are satisfied for all 7, ' > 0 is of full Lebesgue measure.
The intersection of this set-with the e-axis is thus, however, not an open set and, therefore, no
convergence may be expected for € in any (small) open set around the origin. Hence, any power
series in € cannot be expected to be analytic, or to converge uniformly in some open set containing
the origin. Other strong indications of this fact (not a proof!) will appear later in the context of
(pure) power series in € (see the heuristic discussion in Section 7).

Our discussion above relied on (1.25) (otherwise € does not appear in (1.23)). It is interesting
to remark that (1.25) holds whenever fy = 0, (see Appendix C), which was the case left open in
[5].

Is it possible to go further and analyze the whole Dyson series for (1.20)? The problem is
that higher order terms require further subtractions and we were not able to show that they can
be “renormalized” as in (1.20) (with a different M., of course). It seems that the natural way to
obtain a formal (asymptotic) series in ¢ with quasi-periodic coefficients is to write an Ansatz for
(1.1) in exponential form and then to “renormalize” the exponential in an inductive way. This is
the purpose of the present paper.

As we will see in Section 2.1 and in Appendix A, the solutions of the Schrédinger equation (1.5)
can be studied in terms of the solutions of a complex and quasi-periodic version of Hill’s equation:

¢"(t) + (€ +if'(t) + F(t)?) o(t) = 0. (1.26)

(o(r) + f(r))dr) ,

We attempt to solve this last equation using the Ansatz ¢(t) = exp (—z’ /
0
where g satisfies a generalized Riccati equation, and we try to find solutions for g in terms of a

(formal) power expansion in e like g(t) = q(t) Z €" cp(t).
' n=1

As discussed above, perturbative solutions of quasi-periodically time-dependent systems are
usually plagued by small denominators and by the presence of the so-called “secular terms”, i.e.
polynomials in ¢, that spoil the analysis of convergence of the series and the proofs of quasi-
periodicity of the perturbative terms. We discovered a particular way to eliminate completely
the secular terms from the perturbative expansion of g and we were able, under some special
assumptions, to show that the coefficients c,(t) are all quasi-periodic functions.

We prove explicitly the convergence of our perturbative solution in the somewhat trivial case
where f(t) is a non-zero constant function. Unfortunately, however, no conclusion could be drawn
about the convergence of the perturbative expansion for g in the general case. We conjecture,
however, that our expansion is uniformly convergent at least in the situation where f(t) — fy is
uniformly small.



Remarks on the notation. In this paper R, will denote the open interval (0, oo). Given the
Fourier representation (1.2) of the quasi-periodic function f, we will denote by w the vector of
frequencies defined by
wf € RB, if f 0 =0
w = . (1.27)
(va fQ) € RB+1, if fQ 75 0,

Since we are assuming that w; € R, the definition above says that all components of w are always
non-zero. Moreover, we will denote

A= q : (1.28)
B+1, if fu#0

We will denote vectors in ZZ (or RP) by v and vectors in Z# (or R*) by v. The symbol |n| will
denote the I'(Z4) norm of a vector n = (n4,...,n4) € Z*: |n| := [ny| +-- - + |n4l.

We will use the symbol 1l for the identity matrix. Mat(n, C) is the set of all n x n matrices
with complex entries.

For an almost-periodic (in particular, quasi-periodic) function h we denote by M(h) the mean
value of h, defined as

M(h) = 711_{202—T / h(t (1.29)
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contributions to this manuscript.

I am also grateful to H. Jauslin, D. H. U. Marchetti, C. Moreira and T. Spencer for fruitful
discussions and suggestions.




2 The Main Results

In this section we will state our two main results. The first one describes the solution of the
Schrodinger equation (1.5) in terms of a particular solution of a generalized Riccati equation. The
reason for considering the Schrodinger equation in the form (1.5) is that, as we will see below and
in Appendix A, we will be able to decouple the two components of ®(¢) by increasing the order of
the equation.

Theorem 2.1 Let f:R— R, f € CY(R) ande € R and let g: R — C, g € CY(R) be a particular
solution of the generalized Riccati equation _ -

G’ — G — 2ifG +ic = 0. @1)

Then, the function ® : R — C? given by

(t) = (ﬁg) = U®)(0), @2
where
R(t) (1 +ig(0)S(2)) —ieR($)S(t)
U(t) = - ’ (2 3)
—ieR() S() R (1 — i 9(0) S(t))
with ]
R(t) := exp (—z’/(; (f(t')—i-g(t'))dt') (2.4)
and ;
S(t) = / R()%dt (2.5)

is a solution of the Schridinger equation (1.5) with initial value ®(0) = ( z+(0) ) € C2. [ |

In Section 2.1 we will present a proof of Theorem 2.1. The proof and the solution will be further
discussed in Appendix A.

Theorem 2.1 reduces the problem of solving (1.5) to the not necessarily easier question of finding
solutions for (2.1). Somewhat surprisingly, however, some interesting results could be proven about
the nature of some particular solutions of (2.1) for the case where f is a quasi-periodic function
subjected to some additional restrictions. These results are described in Theorem 2.2.

Theorem 2.2 Let f be quasi-periodic with

f@t) = Z frkeiwﬁty

nezs



and such that the sum above contains only a finite number of terms. Assume that the vector w
(defined in (1.27)) satisfies Diophantine conditions, i.e., assume the ezistence of constants A > 0
and o > 0 such that, for alln € Z4, n # 0,

In-w| > A7 n|™.

1. Assume that f satisfies the condition M(q®) # 0. Then, there exists a formal power series

[oe]

9(t) = at) Y enlt)e",

n=1

representing a particular solution of the generalized Riccati equation (2.1) such that all coefficients
¢, can be chosen to be quasi-periodic and can be represented as

alt) = ) Cleimet,

mezZA
where, for the Fourier coefficients C ), we have
|Cr(n_n)' < ’Cnf?_X”'ml,
where xo > 0 is a constant and K, > 0.

I1I. Assume that f satisfies the conditions M (q2) =0 and M(Q,) # 0, where

Qi (¢ t)? q

o

Then, there exists a formal power series

representing a particular solution of the generalized Riccati equation (2.1) such that all coefficients
e, can be chosen to be quasi-periodic and can be represented as

en(t) — Z E(n) ezmwt

meZA

where, for the Fourier coefficients E , we have
BS)| < Loemxolm,

where xo > 0 is a constant and L, > 0. [

Sections 3 and 5 are dedicated to the proof of part I of this theorem and Sections 4 and 6 to
the proof of part II. The proof of part I consists in establishing inductively the bound

ICR) < Kpem&omlml, (2.6)
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for all n € N, with positive KC,, and x and with an increasing positive sequence §, converging to
some 0, < X- We set xo := X — 0. Quasi-periodicity of the functions ¢, follows from the bound
(2.6). The proof of part II is analogous.

At this point we should stress that the conditions of this last theorem are not sufficient for
proving the convergence of the power series expansions in € for g.. Uniform convergence of those
power series in € would imply quasi-periodicity of g. Unfortunately, as discussed at the end of
Section 5, the behavior for large n of the constants K, and L, is apparently too bad to guarantee
absolute convergence of the formal power series above. This bad behaviour may be explained if
the Fourier coefficients of g are singular on a dense set of values of €. This is what happens if they
are, for instance, of the form (m-w + €)~1, since the set {m -w, m € ZP} is dense on R, under the
assumptions on the frequencies. In such cases there could be no open set of values of ¢ where g is
analytic. In Section 7 this and other problems related to our expansions are further discussed.

The hypothesis that the Fourier series of f contains only a finite number of terms is not really
crucial and may be eliminated with more work. Actually this hypothesis is used only in Appendices
C and D. This hypothesis is anyway closer to the physical reality, since f represents an external
interaction coupled to the system.

2.1 Proof of Theorem 2.1

Let ®(t) = V(¢)®(0) be the solution of the Schréodinger equation (1.5) with initial value ®(0),
where V : R — Mat(2, C). Then V is the solution of

V'(t) = HHH)V () (2.7)
with V(0) = 1. Hence, V also satisfies :V'(0) = H;(0) and
WV'(t) = D@)V(t), (2.8)
where D(t) := H](t) — iH,(t)?. An explicit computation shows that D(t) is the diagonal matrix
f'(#) —i(e* + £(£)*) 0

D(t) = . (2.9)
0 —f'(t) —i(e + f£(£)*)

We will show that the matrix U(t) defined in (2.3) satisfies a) U(0) = 1, b) ¢U’'(0) = H;(0) and
c) iU"(t) = D(t)U(t). By the uniqueness of solutions of systems of linear second order differential
equations with continuous coefficients we conclude that U(t) = V (¢).

The proof of a) follows from the facts that R(0) = 1 and S(0) = 0. To show b) we note that,
since R'(t) = —i(f(t) + g(t))R(t) and S'(t) = R(t)~?, an explicit computation gives

f@)+g(t) 0 R(t)™T 0 —g(0) €
U'(t) = L Ui) + L
o - (0 +90) 0 R@T )
' | (2.10)




Since R(0) =1 and U(0) = 1, it follows from (2.10) that

f0) e
U'(0) = = H,(0), (2.11)
| e -5
proving b). From (2.10) we have iU"(t) = E(t)U(t) where
F1(@) +g'(t) — (£ (t) + 9(1))? 0
E(t) = . L IR E (2.12)
- 0 —FO-7O-i(f0)+90) ) -

Now, under the assumption that g satisfies (2.1), we easily check that E(¢) = D(t), completing the
proof of Theorem 2.1. -

The solution (2.3) has not been guessed out of nothing. In Appendix A we present a more
constructive proof of Theorem 2.1. There we also discuss some questions related to the solution
(2.3), as its relation to the general solution of the generalized Riccati equation.

Our starting point in Appendix A will be the fact that, translated back to the components ¢, (t)
of the wave function, equation i{U”(t) = D(t)U(t) becomes a complex and quasi-periodic version of
Hill’s equation: ¢fL(t) + (£if'(t) + € + f(£)?) #+(t) = 0.

3 The Solution g and its Dependence on ¢

Now we will start our analysis of the formal particular solution of the generalized Riccati equation
(2.1) and the proof of Theorem 2.2.

The solution presented in (2.3) is still incomplete, since no particular solution g of the generalized
Riccati equation (2.1) has been presented. First we note that for the case € = 0, the solution for

. 1
U(t) is well known and is a diagonal matrix, whose diagonal elements are exp <:Fz' / f (‘T)dT).
0

Comparing with (2.3), we see that for the case ¢ = 0 we should consider the particular solution
g(t) = 0. For more about this, see the discussion of Appendix A. A natural proposal would be to
express g as a formal power expansion on € which vanishes at € = 0. For convenience, we write this

expansion as
o0

g(t) = a(t) Y ealt)e™, (3.1)

n=1

where ¢(t) was defined in (1.12). This would give the desired solution, provided the infinite sum
converges for all values of € and ¢ contained in some open intervals. Inserting (3.1) into (2.1) leads

to 0 n—1
Z ((qcn)’ - ’Z a’cpCrp — 2z'chn) €" +ie> = 0. (3.2)

n=1 p=1

10



Under the assumptions above, we conclude

(gc1)’ = 2ifge, =0, (3.3)

(ge2)' — igc} — 2ifqe, +i =0, (3.4)
n—1

(gen) =i g*cpnp — 2ifqen =0, n>3. (3.5)
p=1

The solutions of (3.3)-(3.4) are
a(t) = aq(t), - T (3.6)

Cz(t)

q(t) [z /0 t (oBq(t')® — q(t') ) dt' + az] , _ (3.7)

ca(t) = q(t) [z (2/0 cp(t)en—p(t') dt’) +an] , form >3, (3.8)

p=1
where the a,’s above, n =1, 2,..., are arbitrary integration constants:.

Since the differential equation (2.1) involves €2, the reader may wonder why we try in (3.1) to
find solutions given in terms of power series on € and not on A = €. One should note that, in
the case f = 0, a particular solution of (2.1) is given simply by g(t) = €, which leads to solutions
of the form A cos(et) + Bsin(et) for ¢, as expected. Therefore, solutions like (3.1) must also be
considered, in principle. It is interesting to note, however, that we will meet in Section 4 a situation
where the solution g involves a power expansion on A.

In the next two subsections we analyze two different choices of the constants «,.

3.1 First Choice of the Constants o,

In order to illustrate some potential problems, we choose first oy =1 and a, =0, Yn > 2. We get

a(t) = qft), (3.9)

&) = iglt) /0 (g(t)? — q(¢)2) dt’, @)

ealt) = igt) 3 / o) (t) b, forn> 3. (3.11)
p=1"0

In this case we can easily find a condition guaranteeing the convergence of the formal power
expansion (3.1). We have

()] =1, (3.12)

It
|c2(t)|§/(; 2dt' = 2|t|- (3.13)

11



Admitting that |cx(t)| < (2[t[)¥~! for all k with 1 < k < n, we have

s
w® < 3 / @IE)PL @l dt = 2n=2e
p=1

< @) ‘ (3.14)
This proved by induction that
el < (21E)", (3.15)
’ e el —
for all n > 1. Hence, |g(t)| < Z(2|t|)"'l|e|n, which converges, provided 2|t||¢| < 1.
n=1

3.2 Second Choice of the Constants «,. Elimination of Polynomial
Terms on ¢

Let us return to (3.6)-(3.8). We will show that there is a choice of the a,’s for which all functions
¢, are quasi-periodic functions of ¢. If this holds, there is a chance that g be also quasi-periodic,
provided the sum (3.1) converges uniformly on R

To fix some ideas, let us start recalling some well-known facts about almost-periodic functions.
For an almost-periodic function h, let us denote by o(h) the spectrum of h (see, e.g. [14]). The

function h has the Fourier decomposition h(t) = Z h;e™ that converges uniformly on R (see,
w;i€o(h)
e.g. [14] for a precise statement). According to a celebrated theorem by H. Bohr (see, e.g. [14]), a
¢

necessary and sufficient condition for H(t) := / h(t')dt' being also almost-periodic is H € L>(R).
0

|l

For this, it is sufficient that M(h) = 0 and Z 7 < co. Bohr’s theorem generalizes a previous

result by P. Bohl on the quasi-periodic case [4].

A quasi-periodic function h is an almost-periodic function with the following property. There
exists N € N, N > 0, and a N-tuple w = (w1, ..., wn) € (R4 )V, such that o(h) C {n-w, n € Z"}.
For a given quasi-periodic function h we will denote the associated N-tuple w by B(h).

For the analysis below we will admit that f is such that M(q?) # 0. A sufficient condition for
this will be discussed in Appendix C. The case M{q?) = 0 will be considered in Section 4.

Let us start with ¢,. In order to have ¢, quasi-periodic one needs at least to guarantee that the
integrand in (3.7) contains no constant term, i.e.,

M(oaig* —q7%) =0, (3.16)
that means,
s M(g?)  M(¢)
= M) - M) (317
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More generally, in order to have ¢, quasi-periodic, n > 3, one needs to guarantee at least that
the integrand in (3.8) contains no constant term, i.e.,

n—1 o
M (cpen—p) = 0. (3.18)
p=1
This means
2M(cic0) =201 M(gc) =0 (3.19)
for n = 3 and
- n—2 )
200 M (qcn-1) = — Y M (cpCn_p) . (3.20)
p=2

for n > 4. Defining for n > 2

it [ (o) - gty e, n=2,

da(t) = q(t)(calt) — ang(t)) = 4 (3.21)

iq(t)? /0 (Z—:cp(t’)cn_p(t’)) dt', n>3,

\

we get from (3.19)

M (dy)
M(q?)’
which fixes ap. Note that the right hand side of (3.22) makes sense provided d; is quasi-periodic
(and, hence, has a mean value M(dp)). By (3.21) this is true provided c, is quasi-periodic, what
will be proven inductively in Section 5 for the value of a; given in (3.17).

Qg = — (3.22)

For n > 4 we have

M(gen-1) = M(dn_1) + an_1 M(g?). (3.23)
Condition (3.20), combined with (3.23), says that
1 1 &2
n-1=—=—=v | M(da- — i . .
1= ") ( (dn-1) + 5~ ;M(cpc p)) (3.24)

for n > 4.

Note again that the right hand side of (3.24) makes sense provided d,_; is quasi-periodic (and,
hence, has a mean value M(d,—1)). By (3.21) this is true provided ¢,-; is quasi-periodic, what
will be proven inductively in Section 5 for the values of a; given in (3.17), a; given in (3.22) and
Q3,...,n—2 given inductively in (3.24).

Now, note that d,—; depends only on {ci, ..., ca—2} and, therefore, relation (3.24) fixes a,_;
for given {ai, ..., an—2}. This, together with (3.17) and (3.22), fixes recursively all constants a,
and guarantees (3.16) and (3.18) for all n € N.

Fixing the constants a, in the way described above is an important step towards the proof
of quasi-periodicity of the functions ¢, and, eventually, of g. With this choice for the a,’s no
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polynomial terms on ¢ will appear after performing the integrations found in (3.6)-(3.8). As a
consequence, one should expect to get here better estimates for the behavior on ¢ of the functions
¢, than that found in (3.15) for our first choice of the a,’s. As a matter of fact we will be able
to prove that all functions ¢, are quasi-periodic by analyzing recursively their Fourier coefficients.
This will be performed in Section 5. Now we will consider the case M(g?) = 0.

4 A Solution g in the Case M(q*) =0

In the case where M(g®) = 0 there are two equivalent procedures to start with. In the first we

- adopt the Ansatz (3.1) and choose &, = 0, what implies ¢, = 0 for all odd n. In the second, which

we follow here, we adopt directly the Ansatz

9(t) = a(t) Y_ ea(t)A", (4.1)
n=1
with A := €%. Inserting this into (2.1) leads to
0o n—1
Z ((qen)' - iZqzepen_p - 2ifqen) A"+ X =0, (4.2)
n=1 p=1
or
(ge1)' — 2ifge1 +i=0, (4.3)
n—1
(qen)l - ZZ qzepen—p ~2ifge, =0, n>2. (4.4)
=1
The solutions are
t
elt) = qt) (—i / g (t) dt' + Bl) ; (4.5)
0
n—1 t
en(t) = q(t). [z (Z/ ep(t)en—p(t") dt') +,6’n} , form>2, (4.6)
p=170
where the (3,’s above, n = 1, 2, ..., are arbitrary integration constants.

Since now M (q%) = M(q~2) = 0, e, is bounded and, therefore, quasi-periodic. For e, we have

sty =at0) s [ ext)? at + 1] @)

Using the same strategy used in the case M(g?) # 0 above, we require M(e?) = 0. Since

ex(t)? = q(t)? (— ([ t q-z(t')dt')z ~2ig | t ) + ﬂf) , (43)
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we must have

with

Hence we can choose

provided M(Q;) # 0, i.e.

what we will assume here.

~2ip M(Q1) = M(Q2),
o) = q(t)2/0 g 3(t')dt' and

o) = a0?( [

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

Note that (4.12) makes sense, since by the condition M(g?) = 0 and by the bound (5.30) (which
guarantee the L™ condition for Q; and Q;) both Q; and Q. are quasi-periodic and, hence, have a

mean value.
n—-1
For all n > 3 we require Z M(epen—p) = 0, that means,

p=1

n—2
2M(erep—1) + Z M(epen—p) =0,
p=2
n—2

with the convention that Z M (epen—p) = 0 for n = 3. Define,

p=2

Jn(t) = q(t)(en(t) — Bny(t) =i4(t)22 /0 t ep(t')en—p(t') dt,

for n > 2. We get forn > 3
M(elen_l)

= M(q_161jn—1) + ﬁn—lM(elq)

= M(g  erjn-1) + Ba1 (—iM(Q1) + B M (¢%))

= M(q_leljn—-l) - Z.Bn—-lM(Ql)

Hence, condition (4.14) implies

.Bn—l = —1

n—2
1. 1
M(q 161]n—1) + 5 Z M(epen_p)

=2

M(Q)
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Note again that this expression makes sense provided j,-1 is quasi-periodic (and, hence, ¢~ 'e; jp_1
has a mean value). By (4.15) this is true provided e, is quasi-periodic, what will be proven in-
ductively in Section 6 for the values of 8, given in (4.12) and f,..., 3,—2 given inductively in
(4.17).

With the choices (4.12) and (4.17) we guarantee that no polynomial terms on ¢ will appear after
performing the integrations in (4.5) and (4.6). In Section 6 we will establish that the functions e,
are all quasi-periodic.

4.1 The Power Series Solutions for the Case f(¢t) = Constant

Before we finish this section let us consider one particular but interesting situation.

For the case f(t) = fo = fo, constant, the Riccati equation (2.1) has g = —fo £ 1/ f¢ + €% as
particular solutions and for both U(t) becomes

1 [ wocos (wot) — @ fo sin(wpt) —e sin(wot)
Ut) = — ) (4.18)
“o —e sin(wot) wo cos{wot) + 7 fo sin(wot)

as expected, with wg := \/f& + €2.

It is important to take notice of the fact that, in the situation where f(t) = fy = fo, constant,
with fy # 0, we have precisely the conditions described above, namely, we have M(q?) = 0 and
M(Q1) = i(2fo)~! # 0. We should therefore expect that the power series (4.1) reproduces the

solution g = —fy + /f& + €2 (we take f; > 0 without loss).

Let us prove that this is indeed the case, at least for |e| < |fo|. We will show by induction,
using (4.6) and (4.17), that

em(t) = lLnq(t)™ (4.19)
and _
Bm = lm, (4.20)
for all m € N, where
L, = (—ym-t Zmo 2t 1 (4.21)

ml(m — 1)! (2fy)2m-1
An explicit computation using (4.12) and (4.5) shows that ey (t) = (2fo)~2q(t)~! = lig(t)~! and
that 81 = (2fo)™! = l1. Let us assume (4.19) and (4.20) valid for 1 < m < n — 1. By (4.17) we
have :

= —(2f0) [M(q"leljn) -+ ';- i M(epen+1_p)] , (422)

but, by (4.19), M(epent1-p) = lplp+1-pM(g?) = 0 and, hence,

ﬂn = _(2f0)M(q_leljn) = —iM (X—: At ep(t')en_p(t') dtl)
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p=1
n—l n—1 2 ‘
D — 2 (2n —2p —2)!
= _ . 4.23
mzm,,z}p' (n—p)(n —p— 1) %)
Using the identity ’
n—1

2p—2)! (2n — 2p — 2)! 2n —2)!

Pl - n—pln-p-1)!  nln-1)"

the proof of (4.20) for m = n is complete and from (4.20) we have

e(t) = q(b) lz/ot )~2d¢’ (Zl ! _,,) +1 }

= I Q(t)—la (4'25)

- =1

using (4.6) and (4.24) again. This proves (4.19) and (4.20) by induction for all n € N.

Relation (4.24) can be obtained from the more general identity

i tk+71\ (tn—tk+s r s _ (tn+r+s r+s (4.26)
prd k n—=k tk+r tn—tk+s n th+7+s '

by taking t = 2, r = s = —1 and by moving the terms with k¥ = 0 and k£ = n to the right hand side
of (4.26). Relation (4.26) is one of the so-called “convolution identities” for binomial coefficients
and is valid for n € N, ¢, r, s € R. Its proof is indicated in [15], Chapter 5.

With (4.19) one can easily check that the series (4.1) becomes exactly the Taylor series in ¢
(about € = 0) of the function —fy + /f¢ + €2, which is a particular solution of (2.1) for the case
f(t) = fo. In this.case the convergence of (4.1) is clearly restricted to |¢| < | fol.

In the general case we learn from this example that one should not expect convergence of
(4.1) for all values of €. Further, we see that, in the situation where M(f) # 0 and f has small
oscillations around its mean value, i.e., in the situation where f(t) — M(f) is small (in some sense
to be precised), the series (4.1) should be expected to converge (at least for small values of ¢).
Unfortunately our analysis below was insufficient to provide a proof of this conjecture. '

5 Quasi-Periodicity of the Functions c,

In this section we will prove the quasi-periodicity of the functions ¢, for our second choice of the
constants a, and for the case M(q?) # 0.

Let us describe briefly the general strategy we will follow and the problems we will face. The
strategy and the problems will be the same in the case M(q?) = 0, treated in Section 6. We first
express formally the recursive relations (3.6)-(3.8) for the functions ¢, (with the choices (3.17),

(3.22) and (3.24)) in terms of its Fourier coefficients C_(,,Z ). m € ZA. The recursive relations for
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the coefficients C,(n_" ) involve convolutions (a consequence, lately, of the quadratic character of the
generalized Riccati equation) and, inevitably, small denominators.

Assuming an exponential decay of the form |Q,| < Qe ™! for the Fourier coefficients Qm
of the function ¢, a fact that will be proven in Appendix D, we prove inductively bounds of
the form |C'£n’_1 )| < K,e~&=%)ml for the Fourier coefficients of the functions c¢,. This exponential
decay justifies the formal expression of the functions ¢, in terms of the coefficients CS* and the
corresponding recursion relations and is enough to establish the quasi-periodicity of all the functions
¢, by induction.

Due to the convolutions and to the small denominators appearing in the recursive relations for
the coefficients C,(n_n ), the sequence 9, is positive and increasing. I is possible to keep the sequence
6, bounded and smaller than x, but this ruins the behavior in n of the constants K, and obstructs
the control of the absolute convergence of the formal power series (3.1).

5.1 The Fourier Decomposition of the Functions c,

To prepare the proof that the functions c, are all quasi-periodic, we will first prove that c; is
quasi-periodic. To prove that g is quasi-periodic we note that

o) = e®exp (i [ (110) - s ar). (51)

0

Assuming now that £l

fn
2 7; m < 00 (52)

“nAQ
one has .

F) = [ () - fat € L=® (5.3)

and we conclude, by Bohr’s theorem, that F' is almost-periodic and, by the uniform convergence of
the Fourier series (see, e.g. [14]), that

F(t)=—i ) = (eest — 1), (5.4)

what shows that F' is quasi-periodic. A standard argument (see Appendix B) shows that exp(iF'(t))
is also quasi-periodic with B(exp(iF(t))) = B(F) = B(f). Therefore, we have established that g is
quasi-periodic with o(q) = o(exp(iF)) + fo. We write

g(t) = ) Que™, (5.5)

nezZA

where w and A are defined in (1.27) and (1.28), respectively. See Appendix C for the relation
between the Fourier coefficients of ¢ and those of f.
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For n > 1, let us write

cn(t) = Z Cg) emet (5.6)

mezZA

In the next we will be concerned with the recursion relations for the Fourier coefficients C,(n_").
For C we have from (3.7)

a2Q(2) _ Q(_:"-)
CP = Qmlo— ) ——=2|+) = Om- "( 20 - Q%). (5.7)
- nezA L nezA L

n#0 70

Above, Q(&2 ) are the Fourier coefficients of g2, namely

gt = ) QPemut (5.8)
meZA
with
Qg) = Z Qnlm-—n - _ (5.9)
neZA

For n > 3 we have from (3.8)

1
o — e —n C(p)C(n—p)
m Z Q =1 £2 (Z nl +22) ‘W +

By, np€ZA 1
n)+ny#0

' n—1
1
m | — cwoln—p) | - |
On |a ) (§ :\ 1y Un, (1)@ (5.10)

ny,n9624 \p=1
n) +no#0

For the constants c, we have, according to (3.17), (3.22) and (3.24), the following expressions

g = QY / QY , 7 (5.11)
1 Q(2) Q(2)
% = - M(?) Z ( n-w—) (Q(2 Q(z)) (5.12)
==

1 = el
= —o 3 By — 0
o M(g?) {Z 2 (o + 1) - w (Q—(n.lmz) 0 )

P=1 p;,nyez4
8)+n27#0

Z > C‘P)C"‘;l"”}, n> 3. (5.13)

P—2 nezA
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Inserting these expressions into (5.7) and (5.10) we get

0O = mon (5.14)
@
200 - Q%) QnQ%)
N :
c = . - Qo2 = =@y |- (519)
nezA - . |
n#Q
) Qu@®) _
ey o= % ZCg’ng‘ P )| Qortng — =
2 (n1=i—n2
- e T
sESaper s 10

20‘ QO nezZA p=2

Above we used M(q?) = (2 .

5.2 An Upper Bound for |Q£n_2)|

At this moment we have to introduce some restrictions, which ultimately reflect on restrictions on
the function f. The first concerns the frequencies w. We assume a so called Diophantine condition,
namely, we assume the existence of constants A > 0 and o > 0 such that, for all n € Z4, n # 0,

ln-w| > A7 n| ™, (5.17)

The second restriction concerns the decay properties of the Fourier coefficients Q, for |m| — oo.
We assume that there are constants Q > 0 and x > 0 such that, for all m € Z4,

1Qu| < QeXIml. (5.18)

This will be proven in Appendix D for the case where f has a Fourier decomposition given by a
finite sum. As a consequence of (5.18), we have

QD] < Q% Zo(x, m) (5.19)
where, for a > 0,
Eo(a, m) = Z e~o(nl+lm=nl), (5.20)
neZA
One has
A
= H Z e~ olinl+|ma—nl|) (5.21)
_ a=1n€Z
A simple computation shows that
Ze'““"lﬂma—"” = e~®mel (|m,| + (tanh(a))™?). (5.22)

nez
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Hence

Zo(a, m) < (|m| + (tanh(a))™1)* e~elm!, (5.23)
Using now the inequality
g g
o« (L 8|z|
|z|” < (65) e, (5.24)
valid for all z € C and all § > 0, o0 > 0, we arrive at
A A
Eo(a, m) < l:(_e_g) e&/tanh(a)] e—(a—6)|m|. (525)
Defining - - . —
@ 2 (A o/ amni
—— tan
Q9 (6) := Q (5) e X (5.26)
for § > 0, we conclude that, for some J; positive and small enough, |
QY| < QP(8,/2)e”xa/Blml, (5.27)

Below we will frequently denote Q® = Q®(5,/2).

5.3 An Upper Bound for |C (2)|

Since ¢, is expressed as the quasi-periodic function g times the integral of a quasi-periodic function,
one has only to show, for proving that c; is quasi-periodic, that

i /0 (2q(t)? — o)) dt' € L(R). (5.28)

But, by the hypotheses above, and using the fact that |a;| = 1, we have

(2)
<2 Y Al < ong® Y pppremtemmial (5.29)

nezA |" —| neZA

(o2q(t)? — q(t)™?) dt

0

Above the term corresponding to n =

0 has been eliminated by the choice of ;. Using (5.24) we

get
9 Z Q)] < 2AQ® Z e~0-82)lnl < 3
. - S e62 00 (5.30)
o nezs

by choosing d; < x. This concludes the proof of (5.28) and shows that c, is quasi-periodic.
Relation (5.15) gives us the following upper bound for |Cg) |:

|C',(,3)| < 2AQ 2)92 ln|e” (x—902/2)|n|

neZA

2
e Xlm— "|+ Q(z)) -xl_rr_zl—(x—52/2)lz1.IJ
Q]

(2)
< 200@0(%) <L1( )+e‘x'—'|g(2,

|L2(2X—52 - 5),), (5.31)
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where we used again (5.24) and the Diophantine condition (5.17). Above
Ll(m) = E(X - 62/2 - 6a X m)a
where, for a, 8 > 0,

(@ B, m) == 3 eelnl-fimnl  gng  [,(a) = S emelnl,

nezZA neZA

(1]

Note that =(a, £, m) = Z(8, a, m) and that

(@ B, m) < Eo(min{a 8, }, m). (5.32)

8]

To proceed we have to find upper bounds for L; and L,. We have for Ly(a) simply

0o A 1+e@ A
—aa €
Ly(a) = (1 +2 E e ) = (1 — e‘a) (5.33)

a=1

for & > 0. For L; we have, using (5.32),

A
Li(m) < Zo(x —62/2 =06, m) < e~ (x—02/2-26)|m| o6/ tanh(x—d2/2-9) (%) (5.34)
e

by (5.25), for any § > 0, small enough. Choosing § = d5/4 we get

4A\*
Li(m) < e~(x—d2)lml gd2/(4tanh(x—352/4)) (E) ) (5.35)

Putting the estimates above together we have for all §; > 0 sufficiently small

|Cg)| < K e—(X—52)|m|’ (536)
where,
40' g 5 _ 4A A Q(2)
KZ = 2AQ(2) Q (E) (e 2/ tanh(x—362/4) (£> + m[;z(2x — 5(52/4) . (537)

Note that Ky ~ &, 24+ for 6, — 0.

5.4 Recursive Upper Bounds for |C_(,,Z)| with n > 3

In order to show that all ¢,’s, n > 3, are quasi-periodic we note that the kind of reasoning used
above can be applied inductively and indicates to be sufficient to show that ¢, € L*(R). For this
it is enough to establish that

> ICP| < oo, (5.38)

mezZA
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Using the Diophantine condition (5.17) together with (5.18) and (5.27) we get from (5.16)

n-1
, e o Q2
|C$)| < AQ Z |, + 1| (Z Icéz:)l lcéz p)|> [e X|m~n, ~no| + —-e x|m|—(x—d2)|z1 42|

2
n,,n,€24 p=1 |Qg |

+e —x|m

> ZI | |CE7), n>3. (5.39)

2
2|Q0 )| neZA p=2

The strategy we will follow is to use (5.39) for recursively proving a bound on the absolute

value of the Fourier coefficients Cm , from which (5.38) should follow. We will assume that for
1 < a < n —1 there are positive constants X', and d,, d, < x, such that, for all m € Z4,

IC,(_;:), < K, e~(x—ta)lml (5.40)

We have already seen that we can adopt K; := Q, 6, := 0 and K as in (5.37) with 4, arbitrary
and small.

Inserting (5.40) into (5.39) and using once more the inequality (5.24), for some 6 > 0 small
enough to be chosen conveniently, gives

(2
ol < ag(Z) ZICIC n—p (Ls(P, m) + el 2 L4(p)>

Qs |

Q n—1
e X = " KyKapip Ls(p), (5.41)

2|Qg | p=2

where

Ly(p, m) = Ls(x —p, X — Opp, 6, x, m), (5.42)
Ly(p) = Li(x — 6p, X — Op—p, X — 02 — 6), (5.43)
L5(p) = L2(2X - —(Sp - 6n+1—p), - (544)

with 1 <p<n—1for L3 and for Ly and 2 < p < n —1 for L;, where

Ly(a, B, vy m) = > exp(—alm| — Blng| + pln; + 1yl — v|m — ny — ), (5.45)
ﬂlvﬂZEZA
Li(a, B, ) = Y, exp(—alny|— Blny| —vIn, +my), (5.46)
ﬂlaﬂZEZA .

with o, 8, v, p, ¥ > 0 and p small enough.

We have to find convenient upper bounds for the sums above. For L;(p) we have
Ls(p) = La(2x — 6y — Sny1-p) < L2 (2x — 26[n]), (5.47)
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where

é[n] := maxdy.
p'<n
For Ly(c, B3, v) we have
Ly(a, B, 7) < La(e, B, 0) = La(a)L2(B)- : (5.48)
Hence,
La(p) < La(x — 8p) La(x — 6n—yp) < Lo (x — 8[n])*. (5.49)

_ Let us now consider L3(p, m). For later use let us try to find bounds for L3(c, 8. 1. v, m).
We have, for any § > 0 sufficiently small,

Ly(o, B, o vym) < Y exp(—(a—p)|my| - (8- p)lrol - vim — 0, — n,)

ﬂlaﬂzezA

= Z exp(—(a—w)ny|) EB—n, v, m —ny)

n,€ZA

Y exp(—(a=p)ml) Eols, m—mn)

n; EZA

(%)A P (tanfl(ﬁ,)) S(e—p, £=6, m)

(%)A oxp (tanfl(n)) Zo(6, m)

S e~ (¢-lm| (5.50)

S = (%) exp (ta,nh ot ta,n(lsl(C)) ’

:= min{8 — u, v}

IN

IA

IA

/
A

with

and
¢ = min{o—pu, k—6} =min{a—pu, f—p—-4, v—4}.

Above, we made use of inequality (5.25) in the third and in the last inequalities, as well as of
(5.32). After the corresponding replacements we conclude that

(%)M exp (ta,nh(x _zg[n] - 25)>] exp (= (x — d[n] — 36) |m|). (5.51)

Note that the bounds (5.47), (5.49) and (5.51) do not depend on p, but depend on n.

L3(p’ .m) S
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We choose the sequence d,, a > 1 as a strictly increasing bounded sequence converging to some
800 < X. This makes 8[n] = d,—1 We also choose § such that é, = d,—1 + 36. These choices give

2A i
Lipm) < [(ﬁ) ] 6@))}exp(— (=8 lm)), (552

Li(p) < La(x —0x)?, (5.53)

Ls(p) < La(2x — 20c0), (5.54)
with 1 <p<n-1for L3 and for Ly and 2 < p < n -1 for Ls.
Returning to (5.41), we get

3 4 n—1
ce)l < AQ (—“)) D, (-8l 1 e=ximl) $™ i i,

e(5n - 6n—1 p=1
Q n—1
+ e XIml | 2)|L2(2X — 2000) Y KpKnt1p, (5.55)
1] p=2

with

34 24 2550 Q®
b= mec| () o (e ) o

We finally got the bound

1O < Knpe~&—twlml (5.57)
with
30 ~ Q i n—1
K, = 2A0 A -] D ch Knep+ 2|Q(2)|L 2(2X = 2000) Y KpKnp1p.  (5.58)
p:
By induction, this establishes the bound
|Cr(n_n)| < K e~ x—teo)lml (5.59)

for all n € N and this proves (5.38) for alln € N. This, in turn, finally establishes that all functions
¢y, are quasi-periodic on R since it implies that Z (SR
mezZA

5.5 The Convergence of the Power Expansion on ¢

We have now to deal with the question of the absolute convergence of the formal power series in
(3.1). Since |ca(t)| < Ky Z e~(x~3=)lml we have to analyze the convergence of the formal infinite

mezZA
sum

Z ’Cn‘€|n~ (560)
n=1
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Since the increasing sequence d,, n € N, introduced in the definition of IC,,, has to converge to some
0o < X, the difference 4, — é,—1 occurring in (5.58) has to decrease to zero for n — co. Hence, the
leading behavior for n large of the right hand side of (5.58) is governed by

C n—1
Kn ~ (8, — 6p_1)°+2A ZKP’C"‘P’ (5.61)
n n— p=1

for some positive constant C. Even choosihg a slowly converging sequence 6,, for instance such
that 6, — 0,1 =~ n~{1+€) with some small ¢; > 0, we would probably find a large-n behavior for
K, like K, = (n!)(+e0)(e+24)en for some constant ¢ > 1. -

Unfortunately we conclude that the upper bounds on the K, obtainable from the recursive
definition (5.58) are too bad, for whatever choice of the converging sequence 4,, to guarantee the
convergence of the sum in (5.60) for any finite € and, hence, analyticity on € cannot be established
through the above analysis. Perhaps, analyticity around € = 0 should not be generally expected in
the system we considered. See Section 7 for some further discussion.

6 Quasi-Periodicity of the Functions e,

In this section we will prove the quasi-periodicity of the functions e,.

6.1 The Fourier Decomposition of the Functions ¢,
For all n > 1 we write,
ent) = Y EIemet (6.1)

meZA

We will study the Fourier coefficients Ey’. We have from (4.5)

m- Z n-w m M Z nwl’ '
nezA T nezd — =
n#Q n#EO

and, for n > 2, we have from (4.6)

n—1
1
W @Ppn-—p | -
Eﬂ - Z Qﬂ‘ﬂl_ﬂz (Z EEII Eﬂz p) (ﬂl +L7’-2) ‘Y i

n),ngezZA p=1
n) +n27#0

n—1
1
m | B — EwEn-p) ) -~ > 9 )
Q— 'B Z (pz n; ny (21 +ﬂ2) - g)_ ’ n - (6 3)

nj.ng ezA =1
n1+ny70
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6.2 An Upper Bound for |E1(£)|

For the constants 3. we have (see (4.12) and (4.17))
8 1 in+g2 Q(ﬂ21) (222) 4 Z Qg) (6.4)
1 = SToar A y .
2M(Q) — ., (m-w)nw) S new
( n1#0, n2#0 Fix 0]
‘ -1 (2) @) _
b= ang o X [@ar- o e | LT
. n;—ns
ZM(QI) p=1 n;.nyez4 N nezA L (E'l +E2) =
n)+nz#0 n#0 _
¢ ’ 1 n—1 _ Eép E(n—p
. +§Z ST EPEGHTP | 4 Z ) ( l B forn>2  (6.5)
; P=2 peZA Pp=1 n;.,nyez4 L n2
{ ) +np#0
where
( Q_2n 1 Q;2)+n Q(2) (2)
R = f+ == == : 6.6
! ﬂ%; n-w 2iM(Q) m’%;“ (n, - w)(n, - ) (6.6)
n#o n) #0, no#0
Finally, for the Fourier coefficients we get,
2)
B~ Y QutnQr ,  On 5 Q2,,. 0P QP
m & new 2iM(Q) —~ , (- .Q)(le w)
n#0 1170, RoF#0
\ 0@\ 7@
Qm Qn+n’ Qn’ n
[ = Q_n_1+_+ s — ~ — . 6'7
__\ 2 | Qe s 2T |ae (6.7)
n#0 n'#0
l
 owm-5y % 5 G || st
EY = Om-n,—n, + == _n_ R — 1 =2
m = m,MGZA m—n;—n, ZM(QI) ;) —ny nEZA (ﬁl +ﬁ2) .g
) +no#0 a#0
Q n-1
AP P IR RS forn > 2. (6:8)
P=2 neZA

In the next two subsections we will follow the same steps of the case M(g?) # 0 and we will try
to find convenient upper bounds for the Fourier coefficients given recursively in (6.7) and (6.8).

We will make use again of (5.18) and of (5.27) in the form |Q%)| < Q@ (8)e~x-9ml for § > 0
arbitrary but conveniently small. From (6.7) we have, using the same inequalities as in the previous

27




case,

o )(5 (x=0)(lntn'|+2')) | o—(x—O)lnl
ED| < Q0@ (s eXimtal 4 mximl =22
|Ep’| < ()Z; 2|M(Q,)] Z n' - | - w|
nez n'ez
nA0 n’#D
< W Z e~Xlmtal | o—xlmlyy, Z e~ (x=9)ntn/|-(x—28)|n']) e—(X—25)|!£|’ (6.9)
EGZA EIGZA

with Wy := AQQ®(§ )(e—-) and Wy = A%( ) . Using the previously defined function
=, the last inequality in (6.9) leads to

|ES)| < WiBo(x — 26, m) + e~ Xmipy, Z Eo(x — 26, n)e”x-2Inl (6.10)

. n€ZA

and using (5.25) we get
|EQY| < L£ie~ (30l (6.11)

for some constant £, (dependihg on x, 0, o etc.). Of course, one sees here that, choosing 0 < § <
x/3, we have proven that e, is a quasi-periodic function on R

6.3 Recursive Upper Bounds for |Eg’ )| with n > 2

We start now from relation (6.8) and try to find recursive bounds for |E,(,? )|, with n > 2, as in the
case of the |Cm)| s. For 1 < p < n—1 we assume the bound

|E®)| < L e~ 8p)|m| (6.12)

for L, > 0 and d, > 0, small enough. This assumption has been proven above for the case p = 1
(see (6.11)). From (6.8) we have

n-t —xlml 9(2) (§)
EM < Q § :g Lo { § [e—xlm—al—ﬂa! + e—( R|e~(x—8ln1+ns| 4
‘ m | — P p |M(Q1)| | |

ny ,22€ZA
nj+R27#0

e~ (x=8)(|ntn; +nz[+n)) \ T o= (Xx=0p)|n1 |~ (x—~dn-p)In,|
_.|..
(21 + 20) - |

J— Lol { . sp—6n+1-p>|n|}
2|M Ql |Z +1-p Z

nezA

for n > 2. Using once more (5.17) we have

B9l < oa (%) ZL’ cn-p{L3(p, )+ e O iR 1 6, x by x 2904
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o\ v2s)ln
A (e_é) (Z eI Loy — 6, x — 6ap, 0, X — 6, 2))]}+

nezA

n—1
A N e L@x = 6 — Gyars).
2|M(Q1)Ipz=; P +1-p 2( X P +1 p)
Using
Li(x = 6py X = 0n—p, 0, x = 6, n) < Ly(x — 8[n])® La(x — &)
and -
La(x — 6py X = bnp, X = 26) < Ln(x — d[n])*
(see (5.48) and (5.51)), we get

|E$n_n)| < L, e (x=0nl-30)m| (6.13)
where
o e o (3 (B { (&) s Zirmm)
O A (IRiLax— a7+ & (5) T — o Eatx - o) b+
ﬂM_%QlﬂL (2x — 26[n]) (Z L Ln+1_,,) : (6.14)
Choosing J, as an increasing sequence (converging to d, < X) one has d[n] = d,-; and, with

the choice 6 = (6, — 0,-1)/3, we get from (6.13)

|E®| < L,e~(xtlml (6.15)

thus proving inductively the bound (6.12) for £, given by the recurrence (6.14). As in the case
of the functions ¢, considered previously, this establishes that the functions e, are, for all n > 1,
quasi-periodic on R since it implies that Z |E{M| < oo

meZA

Note that from (6.14) the leading behavior of £,, for large n is expected to be like

C -
L Gz 5y S Ll (6.16)
p=1

as in the case of K, above. As in that case, we draw the same negative conclusion about the
possibility of proving absolute convergence of the infinite sum in (4.1) with the methods used in
this paper.
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7 Final Discussion

To finish these notes let us now briefly discuss in a non-rigorous way some problems involving our
analysis and our results.

Our original intention was to prove quasi-periodicity of the solutions of the generalized Riccati
equation (2.1) by analyzing its power series expansion in €. A step in this direction was the method
of elimination of the secular terms, another was the proof of quasi-periodicity of the coefficients ¢,
and e,,. However, the series expansions for g in € could not be proven to be uniformly convergent
for all t € R and ¢ in some open set containing the point € = 0.

The question is, when should we expect that g is quasi-periodic? As discussed in Appendix
t

A, the function g appeared through the Ansatz ¢(t) = exp (—z’ / (ft") + g(t’))dt') for one of
0

the particular solutions of one of the components of the wave function ®, or more precisely, for
a particular solution of the quasi-periodic Hill’s equation (1.26). It is clear that g could not be
expected to be quasi-periodic if ¢(t) becomes zero at some finite ¢, because quasi-periodic functions
are bounded. A theorem by H. Bohr [16] asserts, up to technicalities, that if ¢(¢) is bounded away
from zero then g should be quasi-periodic. Hence, one of the questions would be to know whether
there are particular solutions ¢ of the quasi-periodic Hill’s equation (1.26) such that |¢(¢)| > § for
all t € R and some § > 0.

Its is hard to prove this condition a priori. However, in the situation where f(t) = f is constant,
we know that there are particular solutions of (1.26) of the form ¥t with wy = /€2 + f3. These
particular solutions do not vanish for ¢ € R. In this case we have been able to show that the series
expansion for ¢ is convergent for |¢| < |fo|. This leads to the conjecture that g should be quasi-
periodic at least for small perturbations of the case f(t) = constant, for instance if f(t) — M(f) is
uniformly small. We have not been able to prove this conjecture. '

: There are other problems which have to be faced for a better understanding of the whole picture.
Some are related to the unitarity condition U(t)U(t)* = 1l, which reduces to

|R(t)|* (1 — 2Im (g(0)S(¢)) + (19(0)* +€2) [S(®)|*) = 1. (7.1)

Relation (7.1) has implications which are not easy to verify by looking at our expansions.

First we note that, if we assume that a quasi-periodic solution g for the generalized Riccati
equation (2.1) was found, then we must have M(g) € R for real . For, if Im(M(g)) > 0, R(t)
diverges exponentially for t — +oco while S(t) stays bounded, violating (7.1) for large t. If, on the
other hand, Im(M(g)) < 0, R(t) will decay like exp(— |Im(M(g))|t) for t — +oo while S(t) will
behave as exp(+2[Im(M(g))|t). Hence, the product |R(¢)[2|S(t)|? will diverge for t — +o0o making
(7.1) impossible again. It is difficult to verify the condition M (g) € R for real ¢ directly from our
perturbative expansions for g but, from the unitarity of the time evolution, this must be true.

Moreover, the unitarity relation (7.1) imposes an additional condition which is hard to verify.
Under the assumption that g is quasi-periodic with M(g) € R for real € it could still happen
that M(R~2) # 0. In this case the function S(¢) would develop a term like M (R2)t, which is
linearly increasing in ¢, violating again (7.1) for large ¢. Hence, unitarity imposes the condition
M(R™%) = 0. If we assume that our perturbative expansions for g converge, the function R(t)~2
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must presumably be of the form

R(t)™2 = X M(N+M())t Z hm(e)e“im-'ﬂt.

mezZA
To ensure that M(R~2) = 0 one should expect that hy,(€) is of the form
hm(€) = (2M(f) +2M(g) — m - w)hp (e)

where h"m(e) is a regular function of € in some eventually small neighborhood of ¢ = 0. Again, it
was not possible to verify this directly from the expansions.

Another possibility would be that the function g fails to be almost-periodic, due to some sort
of resonance, for ¢ in some eventually dense set £ C R. For such values of ¢ the linearly increasing
term M(R~2)t appearing in (7.1) would make no sense. Presumably, & should be the set of
solutions in € of 2M(f) +2M(g) — m - w, m € Z5. This could explain the apparent impossibility
of proving uniform convergence of our perturbative expansions for g.

If the Fourier coefficients of g are proportional to something like (m - w + €)~! one would not
find an open neighborhood of € = 0 where g is analytic, since the set {m - w, m € Z?} is dense,
under the assumptions on the frequencies. With the methods employed here it is not possible to
rule out such cases. As we explained before, however, we conjecture that g is analytic on € at least
for the situation where f(t) — M(f) is uniformly small.

It would be very interesting to investigate further the problems and conjectures discussed here

and the mechanisms responsible for eventually breaking the analyticity of the function g as a
function of €. This should involve a deeper analysis than that attempted here.

Finally we note that one should expect to have much better estimates in the case where f
is a periodic function, since there no small denominators should be found in the perturbative
expansions. Results in this direction will be found in a forthcoming publication.
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Appendices

A The Wave Function, Hill’s Equation and a Generalized
Riccati Equation

Let®: R C L, Rt ( ﬁ"' gg ) , with ¢+ € C*(R), be a solution of the Schrodinger equation
(1.5) with Hamiltonian H; above:

i®'(t) = (o1 + f(t)os)®(t), (A1)

for f:R =R, f € C'(R) and € € R, with initial data ( ﬁ'*ggg ) € C*. Above o; are the Pauli

matrices in their usual representations.

Taking the time derivative of both sides of (A.1) we get
i®"(t) = f'(t)os®(t) — i(ear + f(t)o3)*B(2)

= f'(t)o3®(t) — i [(* + F()*) N+ €f (t) (o103 + 0301) ] B(2). (A.2)
Hence,
i®"(t) = (f'(t)os —i(e* + £(£)*)1) @(t), (A-3)
which is a diagonal equation for ®(t). For the components of ®, (A.3) means
L)+ (+S@) + €+ 1)) 64(0) = 0, (A.4)

() + (—if'(t)+ €+ f(2)?) o () =0. (A.5)

The solutions of (A.1) can be recovered from the solutions of the differential equations (A.4)
and (A.5) with initial data (¢4(0), ¢/, (0)) and (¢-(0), ¢'(0)), respectively, by imposing

i®'(0) = (eo1 + £(0)3)®(0) (A.6)
as a restriction to the initial data, i.e., by imposing
Cigh(0) = £(0)64(0) +4-(0), (A7)
i.(0) = —£(0)$-(0) +ep. 0). (A8)
Since (A.5) is obtained from (A.4) by the change f — — f, we will study only the equation

¢"(t) + (if' (1) + € + F(1)°) 4(t) =0, (A.9)
with initial data (¢(0), ¢'(0)). ’
In order to motivate the Ansatz we are going to use, let us consider first a particular way of

solving (A.9) for the case € = 0.

32



A.l The Casee=0

In this case equation (A.9) reduces to
¢"(t) + (if'(t) + f()*) ¢(2) = 0. (A.10)
A natural Ansatz is given by solutions of the‘form

0 = soexo (=i [ (@) + sy ar),

where @ is an arbitrary constant. This leads to the following equation for G-

G' —iG* - 2ifG = 0. (A.11)

This is an equation of the Bernoulli type, and has one obvious solution: ¢ = 0. Another solution
-can be found defining v = 1/G, which, in face of (A.11), leads to the linear equation

v +2ifv+i=0, (A.12)

whose general solution is

= 551(7) (ao —3 /0 t po(t')dt') , (A-13)

where ag is an arbitrary constant and
t
po(t) = exp (22/ f(t’)dt’) . (A.14)
0
This leads to the following general expression for the solution of (A.11):

G = —n) (A.15)
ag — i/o po(t)dt’

Since G = 0 is also a solution of (A.11), we allow formally ¢y € CU {+00}.

Hence, the general solution of (A.10) is

8(t) = do exp (—i / “r) dt’) exp | —i / ) at |, (A.16)
0 0 ag — Z\/tl po(t")dt"
0

for arbitrary constants ¢y and ag. Since

po(t) -~ (ln (ao - z'/otpo(t')dt')),

t
agp — Z/ po(t’)dt
0
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we get, finally, the general solution of (A.10),

t t
¢(t) = exp (—i /0 ) dt’) [cbl + ¢ /0 po(t')dt'] , (A.17)
with ¢1 = ¢ea? and @2 = —idpay, or in terms of the initial data,
¢ = ¢(0),
(A.18)

¢ = 1if(0)4(0) + #(0).

After imposing (A.7) and (A.8) (with e = 0, of course) we get, as expected, the solutions

bu() = 62O (=i [ s0)at), (A19
d-(t) = &_(0)exp (—H’ /0 t f(@) dt'). | (A.20)

A.2 The Case ¢ #0

For ¢ # 0 we will follow steps analogous to the previous case, but the situation here is more
complicated. For solving (A.9) we start with the same Ansatz, namely,

610 = doero (=i [ (610)+ s at).

This leads to equation (2.1) for G.

Equation (2.1) is a differential equation of the generalized Riccati type. According to the theory
of the generalized Riccati equations, given a particular solution g of (2.1), a general solution is of
the form G = g + u, where u satisfies the Bernoulli equation

u' = 2i(f + g)u —u® = 0. (A.21)
This, in turn, can be transformed into a linear equation by defining v := 1/u, which gives for v

v +2i(f+gv+i = 0. (A.22)

The general solution of (A.22) is

o(t) = p—(lt—) (ao—i /0 tp(t’)dt'), (A.23)

where ag is an arbitrary constant and
t
p(t) := exp (21/ (f(t +g(t'))dt’) . (A.24)
0
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Hence, the general solution of (2.1) is

a(t) = () + —2

. (A.25)
ap — z/ p(t)dt’
0
Since u = 0 is, in principle, also a solution of (A.21), we allow formally ay € CU {+o0}.
For (A.9) we get, in complete analogy with the € = 0 case, the general solution
t t
o(6) = exp (=i [ (£0)+0(6) i) [¢1 +u [ p(t’)dt'] , (A.26)
_ . Jo 0 .
with ¢y, ¢2 € C, arbitrary constants. In terms of the initial data one easily checks that
¢l = ¢(0)7

(A.27)

¢ = i(f(0) + 9(0))¢(0) + #'(0).

Expression (A.26) indicates the solution for ¢;. The solution for ¢_ can be obtained, as we
pointed before, by interchanging f — —f. Since g depends on f, we must first discover what
happens to g by changing the sign of f. The generalized Riccati equation (2.1) indicates that, if g
is a solution for f, then —g is a solution for —f. Hence, using the constraints (A.7)-(A.8), we get
finally equations (2.2) and (2.3) which express ¢, in terms of g and of the initial conditions.

In the general case it is interesting to note that the whole dependence on ¢ in (A.21) is hidden
in the still unknown function g. For ¢ = 0, equation (2.1) reduces to (A.11). Comparing (A.21)
with (A.11), (A.14) with (A.24) and (A.15) with (A.25) we conclude that we should have g = 0 for
e=0.

In the case where f(t) = fj is a constant, the solution g = — fo + sign(fy)+/f& + €2 for fo # 0
satisfies this condition. For fy = 0 we have g = *e.

B The Quasi—Periodicity of ¢(t) and exp(iF'(t))

It is already clear that exp(iF(t)) is an almost-periodic function since F' (defined in (5.3)) is quasi-
periodic and since the set of all almost-periodic functions on R is a closed sub-algebra of L™ (R)
(see, e.g. [14]).

Let P, be the Taylor polynomial of degree n of the exponential function: P,(z) = Z —. We

know that

o) - Rae) < (1-2) T (B.1)

" - n+2 (n+1)Y )

for n+2> |z|, z € C. Let F,, n € N, be given by
. fn ;

E.(t) == — = inwst _ q .

0= ; 2w ) (82
n€lL, n#o
Injoo<n



with |n)e := max{|ni|, ..., |ng|}, the I* norm on Z%, and define

Fl( )+ 4+ Fu(t)
- .

on(t) = on[F|(t) (B.3)

By the hypothesis, o, converges to F' uniformly on R (see e.g. [14]). We also know that |F,,| < D,
uniformly on n and ¢, where D is the left hand side of (5.2). Therefore |o,(t)| < D uniformly on n
and t. Hence, for n large enough,

|exp(iF(t)) — Pa(ion(t))| < [exp(iF (1)) — exp(ion ()| + [ exp(ion(t)) — Pu(ion(t))|
! o (8)|™HE
(n+1)!°

From the fact that |o,(t)| is uniformly bounded on n and ¢ and from the uniform continuity of
the exponential function on compact sets we conclude that | exp(iF(t)) — P,(i0,(¢))| can be made
smaller than any prescribed € > 0, for all £ € R, by choosing n large enough.

: < LemiF) - el )] + (1- 22)

n+2

The Fourier coefficients W(£), £ € R, of the almost-periodic function exp(iF(t)) are given by
(see, e.g. [14])

W(¢) = lim — exp(z’F(r))e‘iET dr. (B.4)

According to our previous remark, we have

|W (& )|<e+11£{{.10—‘/ (10 (T))e ™47 dr |, (B.5)
T .
for any prescribed ¢ > 0, for n large enough. Now, for each n fixed, / P.(io,(1))e ™" dr is
: -T

bounded in T if £ is not of the form n - wy, with p € ZZ.

Hence, for & not of the form 1 - wy, with . € Z%, we have W(£) = 0. This completes the proof
that exp(iF'(t)) (and hence g(t)) is quasi-periodic with S(exp(iF(t))) = B(F) = B(f)-

C The Relation Between ¢ and f

Since f is real and quasi-periodic we write

ft) = fot Y fpees,
nezB
2#0

with fo = M(f) € R and T,::f_ .

To simplify our analysis we will consider here the case where the sum above is a ﬁnlte sum.
This situation is physically more realistic anyway.

To fix the notation we write

2J
=fo+ Y fae'ter, (C.1)
a=1
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with the convention n, = —ngjot1 # 0, 1 < a < J, with f, = f;, and where J > 1. Clearly
Ja=for-at, 1<a <.

We get ‘
- f.

q(t) = % e’f"tHexp (_n -aw e’@“"i’ft), (C.2)

a=1 ~e " xf

with
2J f

= 2 C3
K ; o Wy (C3)

As one easily sees, 7y € R - -

Expanding the exponential functions inside of the product we have

o) = v 3 {H [,% (Qfgf)]} exp ( (fowf-gpbm) t). (4

D1y P25=0 \a=1

The function ¢ is obtained by replacing f — 2f, what gives

q(t)* = €27 i {ﬁ [z% (;fg f)pa]} exp (z (Hﬁw-émm) t) (C.5)

P1y.yP25=0 \a=1

Hence,

00 2J Pa
M(g?) = v T = (anL f) , (C.6)

!
Py ..., pg=0 o=l Pa’ \B
2J
2fo+wr- Y pomy =0
b=1

Depending on the values of f; and of n, - wy, 1 < a < 2J, it may be impossible to find a solution
for

27
2fo+wy- Zpb =0 (C.7)
b=1
with py, ..., pes > 0. If that happens we have M(q?) = 0.

Note that (C.7) has always solutions in the case fy = 0. There we have

2J J
wr- Zpb np = Wy - Z(Pb — P2J—b+1) T (C.8)
b=1 b=1

and this can be made equal to zero by taking p, = poy_p4; for all b with 1 < b < J.

From (C.4) we conclude that ¢ has a Fourier decomposition

9(t) = ) Que™

mezZA
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with w defined in (1.27) and with

— Ltf - 2 _1_ fa pe
Qu = €7 Y. 62 m]] i\ma) | (C.9)

P1,.,p2s=0 a=1

where

4

2J
> o € 25, if fy =0,
b=1
P = P(p,...,025,0,-.-,025) = ¢ (C.10)
2J
i | (Zpbl,lb, 1)-6 ZB*, if fo # 0.
b=1

\

and where (P, m) is the Kronecker delta:

==

1, if P=m,
0(B, m) = { 0, else.
The presence of the factor 6 (P, m) remembers the fact that @y, is trivially zero if P = m has no
solutions for pi,...,p;y € N. We say that Q,, is non-trivial if P = m has solutions for some p,’s in
N.

Since the Fourier coefficients Q(mz) of g% can be obtained from those of q by replacing f — 2f

we have 0
o Pa
QY = &1 Z (P, m)H [L( 2fa ) ] (C.11)

! .
P1;y ey p2s=0 a=1 Pa’ \Ta * &f

~

D The Exponential Decay of ),

After the remarks of Appendix C we are now prepared for the proof of inequality (5.18). Of course,
we have to concentrate on the non-trivial Qn,’s. In this case the vectors m are either of the form
m = (m, 1) € ZB*! for fy # 0 or of the form m = m € Z® for fy = 0, where ; € Z* satisfies

2J
m = Z Dbl . (D.1)
b=1

for some p1,...,p25 € N.

Let us denote by m* (respectively, by nf ) the k-th component of m (respectively, of n;) with
1 < k < B. The condition (D.1) says that

2J
mt = Zanf
b=1
with 1 < k < B. Hence,

2J
k| < S n
m*| < (é’ii’éﬂ") 7|

b=1
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and, after summing over all &k, we get

-1
(n;,axp,,) > N, (D.2)

where |m| = ||m|1 is the I; norm of 7n and where

2J
N o= Iml.
b=1

Note that, since the ny’s are fixed by the choice of f, A is non-zero and will not be changed.

Let us now return to (C.9). It says that for the non-trivial @,,’s we have

|Q | - Z 90p1+ +p2J
m= il pas!
D ...y D2y =10
> A/-
121112)25 o > N |m
- 00 o0 1+-+p2g
<uw Yy Yy
) < il -y
P10 P2J-1=0  poy>N~1m|
00 (Pn
2J-1
n>[N =1 ml]
where
___ fa
¢ = max .
156527 g - Wy
We conclude that
[A"=2|rm]] -t
< 2Je(2J—1)<P (P— 1-— L R (D4
@ml < ( ) TN T [N ml] +1 -

for [N=ljm|] +1 > ¢. Above [z] is the lowest integer larger or equal to z. From this, and since
|m| < |m| < 1+ |m| for the sort of vectors m € Z# in consideration, the inequality (5.18) follows
immediately, for convenient choices of @ and x > 0.

Note that (D.4) implies an actually even stronger decay in |m| for @,, than that given in (5.18).
Unfortunately, however, this does not seem to help to improve our estimates in a way to change
the main results of this paper, specially those concerning the large-n behavior of the constants I,
and L£,, important for the proof of quasi-periodicity of the solution g.
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Abstract. We study the Schridinger equation of a class of two-level systems under the action
of a periodic time-dependent external field in the situation where the energy difference 2¢ between
the free energy levels is sufficiently small with respect to the strength of the external interaction.
Under suitable conditions we show that this equation has a solution in terms of converging power
series expansions in €. In contrast to other expansion methods, like in the Dyson expansion, the
method we present is not plagued by the presence of “secular terms”. Due to this feature we were
able to prove absolute and uniform convergence of the Fourier series involved in the computation
of the wave functions and to prove absolute convergence of the e-expansions leading to the “secular
frequency” and to the coefficients of the Fourier expansion of the wave function.
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1 Introduction

Let us consider the following Hamiltonian for a two-level system under the action of an external
time-dependent field
Hl(t) = Ho + H](t) = €03 — f(t)01 (11)

and the corresporiding Schrodinger equation?

with ¥ : R — C2. Here f(2) is a function of time ¢ and € € R is a parameter representing half of
the energy difference between the “free” (i.e., for f = 0) energy levels. The symbols o3, 03 and o3
denote the Pauli matrices in their usual representations:

(01 (9 =Y g (1O
1= 10/)7T\i 0/ T 0 -1 )

satisfying the commutation relations o1, 03] = 2i03, plus cyclic permutations.

The “interaction Hamiltonian” H[(t) := — f(t)o; represents a time-dependent external interac-
tion coupled to the system inducing transitions between the two eigen-states of the free Hamiltonian
Hy := eo3. The situation where € is “small” characterizes the “large coupling domain” [2]-[3].

The system described above is certainly one of the simplest non-trivial time-depending quantum
systems and the study of the solutions of (1.2) is of basic importance for many physical applications
as, e.g., in quantum optics or in problems of quantum tunnelling.

Equation (1.2) has been analysed by many authors in various approximations. In the wide
literature on this subject we mention the pioneering work of Autler and Townes [4], where these
authors studied the solutions of (1.2) for the case where, in our notation, f(t) = —28 cos{wt),
B € R. Their work is exact but non-rigorous and involved a combination of the method of con-
tinued fractions, for relating the coefficients the Fourier decomposition of the-wave functions, with
numerical analysis. No proof has been obtained that the continued fractions converge and further
unjustified restrictions have been made in order to transform some transcendental equations into
low order algebraic equations, which are then solved either exactly or, specially for strong fields,
numerically.

For a recent review on the mathematical theory of quantum systems submited to time-depending
periodic and quasi-periodic perturbations see [2]. For an introduction to the subject of “quantum
chaos” and quantum stability, see [5]. See also [3] for a spectral analysis of the quasi-energy operator
for two-level atoms in the quasi-periodic case.

In [1] we studied the system described by (1.2) in the situation where f is a quasi-periodic
function of time and a special sort of perturbative expansion (power series expansion in €) has been
developed. Its main virtue is to be free of the so-called “secular terms”, i.e., polynomials in ¢ that
appear order by order in perturbation theory and that spoil the analysis of convergence of the series
and the proofs of quasi-periodicity of the perturbative terms. Although we have not been able to
prove convergence of our power series expansion in the general case where f is quasi-periodic it has
been established that the coefficients of the expansion are indeed quasi-periodic functions of time.

2For simplicity we shall adopt here a system of units with & = 1.



One of the obstacles found in the attempt to prove convergence of the series is the presence
of “small denominators”. This typical feature of perturbative approximations for solutions of
differential equations with quasi-periodic coefficients is well known as one of the main sources of
problems in the mathematically precise treatment of such equations.

On what concerns proofs of convergence it should, therefore, be expected that better results
could be obtained if the function f were restricted to be periodic since, in this case, no problems
with small denominators should afflict our expansions.

However, the problem with small denominators is not the only problem to be faced in the
perturbative expansion of [1]. In this paper we show how to circumvent the additional sources of
difficulties and to finally establish convergence of our perturbative expansion for periodic f.

By a time-independent unitary transformation, representing a rotation of 7/2 around the 2-axis,
we may replace H; (t) by

Hy(t) := (e‘i’"”/") Hi(t) (ei’"”/") = €0y + f(t)os (1.3)
and the Schrodinger equation becomes
10:®(t) = Ho(t)®(t), (1.4)
with
B(t) := e Au(¢), (1.5)

The theorem below, proven in [1], presents the solution of the Schrédinger equation (1.4) in
terms of particular solutions of a generalized Riccati equation.

1.1 Theorem. Let f :R— R, f € C*(R) ande € R and let g : R — C, g € C*(R), be a particular
solution of the generalized Riccati equation

G —iG? - 2ifG +ie® = 0. (1.6)
* Then, the function ® : R — C? given by

B(t) = (ﬁg) = U®B(0) = U(t, 0)3(0), (1.7)

mhere RE) (1+ig0)S()  —ieR(1)S()
v = —i€R({) 5¢)  RQ) (14@%) ’ e
" R) = oxp (=i [ () + o(r) r) (1.9
e S(t) = /0 t R(1) % dr (1.10)

is a solution of the Schrodinger equation (1.4) with initial value ®(0) = ( £+ggg ) € C2. O



For a proof of Theorem 1.1, see [1]. Let us briefly describe some of the ideas leading to Theorem
1.1 and to other results of [1]. As we saw in [1], the solutions of the Schrédinger equation (1.4) can
be studied in terms of the solutions of a particular complex version of Hill’s equation:

¢"(t) + (if'(t) + € + £()?) ¢(t) = 0. (1.11)
In fact, a simple computation (see [1]) shows that the components ¢. of ®(t) satisfy precisely

L +HE+ e = 0
(1.12)
_ ¢+ (~if +E+ - = 0

As a side remark we note that equations (1.12) are simpler and more convenient than the
equations obtained by separating 9, and 9_ from (1.2):

(5w (s (D) - o
P! — (7’)¢L+ <e2+f2+ie(7'))¢_ = 0

This last pair of equations, mentioned (but not used) in [4], is mathematically less convenient
because the coefficient f'/f can be discontinuous and unbounded in typical cases as, for instance
when f(t) = —20 cos(wt), the case analysed in [4].

(1.13)

In [1] we attempted to solve (1.11) using the Ansatz

#(t) = exp (—i /Ot(f(T) + g(-T))dT) . (1.14)

It follows that g has to satisfy the generalized Riccati equation (1.6) and we tried to find sctutions
for g in terms of a power expansion in € like

9(t) = at))_€elt), (1.15)
where .
q(t) := exp (z A f(T)dT). (1.16)

The heuristic idea behind the Anséitze (1.14) and (1.15) is the following. For € = 0 a solution
for (1.11) is given by exp (—i fot f (T)dT). Thus, in (1.14) and (1.15) we are searching for solutions
in terms of an “effective external field” of the form f + g, with g vanishing for ¢ = 0.

Notice that a solution of the form (1.14) leads to only one of the two independent solutions of
the second order Hill’s equation (1.11). The complete solution of the Schrédinger equation (1.4) in
terms of solutions of the generalized Riccati equation (1.6) is that described in Theorem 1.1.

As mentioned above, perturbative solutions of quasi-periodically time-dependent systems are
usually plagued by small denominators and by the presence of the so-called “secular terms”. In
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[1] we discovered a particular way to eliminate completely the secular terms from the perturbative
expansion of g (see Appendix A) and we were able to show, under some special assumptions, that the
coefficients c,(t) are all quasi-periodic functions. In [1] we proved convergence of our perturbative
solution in the somewhat trivial case where f(¢) is a non-zero constant function. Unfortunately no
conclusion could be drawn about the convergence of the perturbative expansion for g in the general
case of quasi-periodic f. We conjectured, however, that our expansion is uniformly convergent at
least in the situation where f(¢) — M(f) is uniformly small. Here M (h) is the so-called “mean
value” of an almost periodic function h, defined as (see, e.g. [6])
1 (T

M(h) := 111_{1302—:,1- Y h(t) dt. _ (1.17)

The technically central result of the present paper is the proof that, under suitable assumptions,
the series (1.15) converges absolutely and uniformly on R as a function of time for |¢| small enough
and f periodic. This is the content of Theorem 3.1. Moreover, we show that the functions ¢, and,
hence, g, have uniformly converging Fourier series representations. We use this fact together with
the solution (1.8) to find the Floquet representation of the components ¢ of the wave function in
terms of uniformly converging Fourier series representations. This is the content of Theorem 1.2.
Absolutely converging power series in € for the Fourier coefficients and for the secular frequency
are also presented.

We believe that the methods employed in this paper are also of importance for the general
theory of Hill’s equation. It would be of great interest to know whether the ideas described in [1]
and here can be generalized and applied to a larger class of Hill’s equations than those we studied
so far.

1.1 }The Main Result

Ormrwhat concerns the solutions of the Schrédinger equation (1.4) the next theorem summarises our
main results.

1.2 Theorem. Let f be a real T,-periodic function of time (T, := 2x/w) whose Fourier decom-
position

ft) = ) Fpe™, (1.18)

| neZ
with w > 0, contains only a finite number of terms, i.e., the set of integers {n € Z| F, # 0} is a
finite set. Moreover, assume that Fy = 0.

Consider the two following mutually exclusive conditions on f:

I) M(¢®) # 0.
II) M(g%) = 0 but M(Q;) # 0, where

Qi(t) = q(t)2/0 q % (7)dr. | (1.19)

Then, for each f as above, satisfying condition I or II, there exists a constant K > 0 (depending
on the Fourier coeflicients {F,, n € Z ,n # 0} and on w > 0) such that, for each € with |¢| < K,
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there exist 2 € R and T,,-periodic functions uli1 and uli2 such that the propagator U(t) of (1.7) can
be written as

Uu(t) Urn(?) Uun(t) Unl?)
U) = - , (1.20)
Uaa(t) Us(t) =Uyo(t) Un(t)
with
Un(t) = e ug(t) + ™ ufi(t), (1.21)
Ua(t) -= e M ug(t) + M uly(t). (1.22)

The functions u¥, and u have absolutely and uniformly converging Fourier expansions

uh(t) = ) Ui (n)e™,

nez
wh(t) = Y U(n)e.
nez

Moreover, under the same assumptions, Q and the Fourier coefficients U (n) and U5 (n) can be
expressed in terms of absolutely converging power series on €. |

Remarks on Theorem 1.2

1. Expressions (1.21) and (1.22) represent the so-called “Floquet form” of the matrix elements
Un (t) and Uy2(t). The frequency € is called the “secular frequency”.

2. In this paper we will assume that F; = 0. Results on the almost resonant case Fy # 0,.
with Fp/w satisfying some appropriated Diophantine conditions, will appear in a forthcoming
publication [12].

3. The physically realistic condition that the Fourier decomposition of f contains only a finite
number of terms can be weakened. The only condition we use is the fast decay for |m| — oo
of the Fourier coefficients Q,, of the function ¢(t) (defined in (1.16)), as found in Proposition
4.1.

4. The second equality in (1.20) is due to (1.8).

5. It is important to stress that conditions I and II are restrictions on the function f and not
on the parameter e.

6. Possibly there are other conditions beyond 7 and II which could be considered, but they have
" not been explored so far. They are relevant in some cases. Theorem 1.2 still does not provide
a complete solution of (1.4) for all possible periodic functions f, but examples and some
qualitative arguments show that the remaining cases are rather exceptional. For instance,
for f(t) = ¢1 cos(wt) + w2 sin(wt) condition I covers all pairs (¢1, @2) € R?, except only the
countable family of circles centered at the origin with radius z,w/2, a =1, 2,..., where z, if
the a-th zero of Jy in R, (Jp is the Bessel function of order zero). However, in these circles
condition IT is nowhere fulfilled. See the discussion in Section 6.



7. From the computational point of view the solution given by our method can be easily imple-
mented in numerical programs and has been successfully tested, providing ways to study our
two-level system for large times with controllable errors (due to the uniform convergence).
Results on these numerical studies will be published elsewhere.

8. Unitarity of U(t) for all ¢ € R is a consequence of Dyson’s expansion (see f.i. [7]).

9. Conditions I and IT define, in principle, distinct solutions of the generalized Riccati equation
(1.6) and, hence, of the Schrodinger equation (1.4). To fix a name we will call these solutions
“classes” of solutions.

1.2 Remarks on the Notation

Let us make some remarks on the notation we use here and recall the notation used in [1]. Given
the Fourier representation®

ft) = ) Fyemes (1.23)

mezZB
of the quasi-periodic function f, we denote (as in [1]) by w the vector of frequencies defined by
wy € RB, if FQ =0

w = . (1.24)
(gf, FQ) c RB+1, lf FQ 7é 0,

Since we assume that w; € RZ, the definition above says that all components of w are always
non-zero. Moreover, we denote

B, if Ffy =0
A= . (1.25)
B+1, if R #0

We denote vectors in ZZ (or R®) by v and vectors in Z# (or R?) by v. The symbol |n| denotes the
1Y(Z4) norm of a vector o = (ny,...,m4) € Z% |n| := |ny] + -+ - + |na|. We use the symbol 1 for
the identity matrix. Mat(n, C) is the set of all n x n matrices with complex entries.

We denote by |z| the largest integer lower or equal to z € R
For m € Z we denote by <m>> the following function:

|m|, form #0

<<m>>:={ 1, form=0"

(1.26)

For m € Z we denote by J,, the Bessel function of first kind and order m.

The symbol O denotes end of statement and the symbol B denotes end of proof.

3For convenience we adopt here a different notation as that found in [1], where the Fourier decomposition of f
was written as f(t) = Z fm efTest,
mezZB



2 Some Previous Results

In [1] some results could be proven about the nature of some particular solutions of (1.6) for the
case where f is a quasi-periodic function subjected to some additional restrictions. These results
are described in Theorem 2.1.

2.1 Theorem. Let f: R — R be quasi-periodic with
f@t) = Z Frgei‘gr&t’
- nezZB

and such that the sum above contains only a finite number of terms. Assume that the vector W
(defined in (1.24)) satisfies Diophantine conditions, i.e., assume the existence of constants A > 0
and o > 0 such that, for alln € Z4, n # 0,

In-wl > A7 n|™.

I. Assume that f satisfies the condition M(q?) # 0. Then, there exists a formal power series

at) = a®Y clt)e, (2.1)

n=1

representing a particular solution of the generalized Riccati equation (1.6) such that all coefficients
¢, can be chosen to be quasi-periodic and can be represented as

a(t) = Y Ol eimut (2.2)

meZA

where, for the Fourier coeflicients Cg )| we have
|Cr(r?)| < ’Cne—'X0|T_n.|,

where xg > 0 is a constant and K,, > 0.

II. Assume that f satisfies the conditions M(q*) = 0 and M(Q;) # 0, where Q; is defined in (1.19).
Then, there exists a formal power series

g(t) = q(t)) _ en(t)e™™, (23)

representing a particular solution of the generalized Riccati equation (1.6) such that all coefficients
e, can be chosen to be quasi-periodic and can be represented as

enlt) = Y EI eimet (2.4)

meZA
where, for the Fourier coefficients E,(n_" )| we have
ES| < Lpemxoiml,

where xo > 0 is a constant and L,, > 0. O



There are other conditions beyond I and II which could be considered, but they have not been
explored so far. See the discussion in Section 6.

The statements of this last theorem are not sufficient for proving convergence of the power series
expansions in ¢ for g. Unfortunately, as discussed in [1], the behavior for large n of the constants IC,,
and L, is apparently too bad to guarantee absolute convergence of the formal power series above.

For the restricted case were f is periodic we will prove in the present paper stronger results
(Theorem 3.1 below) than that implied by Theorem 2.1. As we will see, these stronger results, in
contrast, imply convergence of the e-power series for g (Theorem 3.3 below).

Some of the more technical results of [1] have been obtained threugh the analysis of the Fourier
coefficients of the functions ¢, and e, defined in Theorem 2.1 above Spec1all¥ important for us are
the recursion relations found in [1] for the Fourier coefficients C) and ES defined in (2.2) and
(2.4), respectively. Those recursion relations follow by imposing the generalized Riccati equation

- (1.6) to the power expansions (2.1) and (2.3). In Appendix A we reproduce some of the main ideas
‘o of [1] leading to a power series expansion for g free of secular terms and leading to the recursion
e relations below.

It is important for our present purposes to reproduce those recursive relations here, what we

shall do now.
As in [1], let us denote by @ the Fourier coeflicients of the function ¢ (defined in (1.16))
= ) Qme™! (2.5)
meZ

and by Q(mz) the Fourier coefficients of the function ¢2. For the Fourier coefficients of the functions
¢, we have found the following relations:

( Cl) = uQp, | (2.6)
Q) - Q%) 0..0®
) _ g L 2%
Cfﬂ) - Z n-w Q.TE.—E - (2) » (27)
. nezA - 0
. n#o
( n—1 (2)
4 1 QmQ—n -n
C’#:) = Z S (Z C(I:)C’(n—?)) Qm—(_ +n,) — e R L)
m . n; TR, m—{n, TRy (2)
ok TS :
oD S cpctnn, forn > 3. (2.8)
zalQ neZA p=2
2 M(g?) . .
Above m € Z4, o} = M) For the Fourier coefficients of the functions e,, we have found the
following relations.
@) (2) (2) @
EQ = Y Q”‘*"Q 4 Om 3 RANEN T (2.9)
( o nezA 2M(Q) ny. mp€zA (n; -w)(n, - w)
n#0 D.—],#E: ng#0
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n—
(p) p(n—p)
Q Q(2) (2) Z Eﬂ:}; EI’Z ?
m 2 n+n; + =1
E_(T!Z) = Z Qm“ﬁl‘ﬂz + M = (_) —an Z S

n1.89€Z4 (Ql) nezA ‘ (ﬂ’-—l + E2) W
n1+n27#0 n#0
(p) (n+1—p)
2zM Ql) > ZE EZ for n > 2. (2.10)
neZA p=2

Above m € Z4, Q, is defined in (1.19) and

. 1 Q£l2)+n (2) %2)
R = oo At = 211
2iM(Q1) . ‘2214 (- w)(n, - w) ( )
zul#Q,nz#Q

The above expressions for the Fourier coefficients are somewhat complex but two important
features can be distinguished. The first is the inevitable presence of “small denominators”, rep-
resented by the various factors of the form (n - w)™! (with n # 0) appearing above. The second
is the presence of convolution products (a consequence, lately, of the quadratic character of the
generalized Riccati equation). The presence of the later is the additional source of complications
mentioned before, for they also, together with the small denominators, contribute to spoil the decay
of the Fourier coefficients needed to prove convergence of the ¢-expansions.

3 The Recursive Relations in the Periodic Case

In [1] the recursion relations presented above have been used to prove inductively exponential
bounds for the Fourier coefficients. As mentioned-before two main difficulties have to be faced in
this enterprise: the presence of “small denominators” and of convolution products in the recur-
sion relations. Both are independently responsible for reducing the rate of decay of the Fourier
coefficients at each induction step.

”

Let us consider the origin of the “small denominators problem” in our recursion relations.
It comes from the many factors of the form (n - w)™! (with n # 0) appearing in the recursion
relations. In the case where f is a periodic function with frequency w with Fy # 0, we have A = 2,
n=(n, np) € Z? and n-w = nqw + nFy. On the other hand, in the case where f is a periodic
function with frequency w and with Fy = 0, we have A=1,n =n € Z and n - w = nw. To avoid
the quasi-resonant situation where njw + n2 Fj is small we will, as mentioned, consider in this paper
the case where Fy =0

For the Fourier coefficients of the functions c,, the recursive relations become

(2) (2)
5\ Q%) QmQ%
(2 — ( _ xmx-—ni
Cm ~ 'nlw I:Qm—nl (()2) ) (3.2)
nj#0
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()
cn = Cp)o(n—p) B _ QmQ-—nl—M
" nl.zn;ez (m1 + ng) - (pz: T2 ) @
ny +no#0
2) E E C(p)C(_T;I_p) for n > 3. (3.3)

2alQO n1€Z p=2

Above m € Z.

For the Fourier coefficients of the functions e, we have:

(2) 2 H®

Q n n ) ‘
EL — Qm+"1Q + Qm n1+4n29 1 2 3.4
m 'Z:z nw 2iM(Qy) "I;EZ (nw)(now) (3.4)
n1#0 ny#0, ng#0
n—-1
‘ Z E®) pr—p)
1 2
m Q (2) p=1
E(n) = Qm_n —n + _Q____ (2) _ n3+ni+n2
" nl§§€ T AM(Q) | T mR %:% (m + ng)w
ny+n n
o M N Z SN EQECTP, for n > 2. (3.5)
1 p=2 n1€Z

It is clear here that no “small divisors” appear in this case, since now |(n-w)™!| > w~?! for n # 0.
Hence, the convolution products are the only remaining factors eventually forcing the reduction of
the decay rate of the Fourier coefficients at the successive induction steps.

In the Section 4 we will show how the effect of the convolution products can be taken under
, control The result is expressed in the following three theorems. -

3.1 Theorem. Let f : R — R be periodic with a finite Fourier decomposition as in (1.18) and

Case L. Consider the Fourier coefficients C{) satisfying the recursion relations (3.1), (3.2) and
(3.3). Under the hypothesis that M(g*) # 0 we have

oo < K, £
mwe= <Km>>?

(3.6)

for alln € N, and all m € Z, where x > 0 is a constant and <m>> is defined in (1.26). Above, the
" coefficients K,, do not depend on m and satisfy the recursion relation

- ¢, [(E K,,Kn_p) ; (Z KK)] , 7

with K, = K, = C,, where C; and C, are positive constants which can be chosen larger than or
equal to 1.
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Case II. Consider the Fourier coefficients ES satisfying the recursion relations (3.4) and (3.5).
Under the hypothesis that M(q*) = 0 and M(Q;) # 0 we have

N e""lel

Lm>2?

ED)| < K, (3.8)
for all n € N, and all m € Z, where x > 0 is a constant. Above, the coefficients K, do not depend
on m and satisfy the recursion relation

n—1 n—1
K, = & KZ K,’,K,’,_,,) + (Z K;,K;,H_p)] : (3.9)
- . p=1 p=2 -

with K 1 = K} = &, where & and &, are positive constants which can be chosen larger than or
equal to 1. O

Theorem 3.1 will be proven in Section 4. The importance of the recursive definition of the
constants K, given in (3.7) or (3.9) is expressed in the following theorem, which says that the
constants K, grow at most exponentially with n.

3.2 Theorem. Let the constants K, be defined through the recurrence relations (3.7) or (3.9).
Then there exist constants K > 0 and K, > 0 (depending eventually on f) such that K, < KoK™
for alln € N. 0

The proof of Theorem 3.2 is found in Appendix D and makes interesting use of properties of
the Catalan sequence. Theorems 3.1 and 3.2 have the following immediate corollary:

3.3 Theorem. The power series expansions in (2.1) and (2.3) are absolutely convergent for all
e € C with |¢]| < K for all t € R and, hence, (2.1) and (2.3) define particular solutions of the
generalized Riccati equation (1.6) in cases I and II, respectively, of Theorem 3.1. The function g
can be expressed in terms of an absolutely and uniformly converging Fourier series whose coefficients
can be expressed in terms of absolutely converging power series in € for all e € C with |e| < K. O

Proof of Theorem 3.3 We prove the statement for case I. Case II is analogous. The first step is
to determine the Fourier expansion of the function g, as given in (1.15), and to study some of their
properties. One clearly has

g(t) = > Gme™, (3.10)

meZ

with o
Gm = ) €GP, (3.11)

n=1

where

GM = ) QuaC. (3.12)

leZ
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Now and in future proofs we will make use of the following important lemma, whose proof is
given in Appendix C.

3.4 Lemma. For x > 0 and m € Z define

e=x(Im=nl+In)

B(m) = B(m, = ) .
(m) = B(m, x) nEZZ T —— (3.13)
Then one has
B( < e_xlml
- m .
| ) < By p— ) (3.14)
for some constant By = By(x) > 0 and for all m € Z. o 0
We have the following proposition:
3.5 Proposition. For all x > 0 there exists a constant Cg = C4(x) > 0 such that
—x|m| :
G| < c .
Gl < CoBn s (3.15)
for all m € Z and all n € N. Consequently, for |¢| < K one has
Gl < o 3.16
T Tm»? (3.16)
for some constant Cy(x,€) > 0 and for all m € Z. O
Proof of Proposition 3.5. Inserting (3.6) and (4.1) into (3-12) we have, for any x > 0
G| < KaQ B(m, x), (3.17)
where B(m, x) is defined in (3.13). Relation (3.15) follows now from Lemma 3.4. |
From this the rest of the proof of Theorem 3.3 follows immediately. [

The solutions for the generalized Riccati equation (1.6) mentioned in Theorem 3.3 are, through
(1.8), the main ingredient for the solution of the Schrodinger equation (1.4). This will be further
discussed in Section 5. Now we have to prove Theorem 3.1.

4 Inductive Bounds for the Fourier Coefficients

In this section we will prove Theorem 3.1 in cases I and II. We will make use of the following propo-
sition on the decay of the Fourier coefficients @,, and Qg) of the functions ¢q and ¢, respectively.
The proof of this proposition appears in Appendix B.
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4.1 Proposition. Let f : R — R be periodic and be represented by a finite Fourier series as in
(1.18). Then, for any constant x > 0 there is a positive constant Q = Q(x) such that

Q| £ Q e (4.1)
S T m>? ‘
and —x|m|
@ e xm A
Q'] < Qs (4.2)
for all m € Z, where <m>> is defined in (1.26). O
4.1 Casel

In this section we will prove Theorem 3.1 in case I. Making use of Proposition 4.1 and of relations
(3.1), (3.2) and (3.3) we easily derive the following estimates:

e_X|m|

e < Q<<m—>>2, ; (4.3)
e“Xlnll e"X|m'_n1| Q e_X(lmH'lnlI)
c¥ < 2wt + , 4.4
Cn'l < sze:Z Lnp>? | <m—n>? QR | <m>? Lny>? (44)
n—-1
e~ XIm—(n1+n2)| Q - e—x(Im|+In1+na|)
cm| < ! C(p) C(n—p) +

Cr'l < w szn_;ez ;‘ ] | <m — (ny + ng)>? |Q§)2)| Km>? LNy + ng>>2?
. + c C'(_"n+1_p) , for n > 3. 4.5
_ | 2‘Q(2)|<<m>>2§z;| el > (45)

It follows from (4.4), from the definition of B(m) in (3.13) and from Lemma 3.4 that

e < 2010 [ B J—— NI Y i6

<2w™ m)+ —— .
O] < 2w (m Q 2)| <m>? Z <Ln>t ) T T~ (46)

for some convenient choice of the constant K.

Now, we will use an induction argument to establish (3.6) for all n > 3. Let us assume that,
for a given n € N, n > 3, one has

e‘X'ml
|ICP| < , Vm € Z, (4.7)
P em>?

for all p such that 1 < p < n — 1, for some convenient constants K,. We will establish that this
implies the same sort of bound for p = n. Notice, by taking K; > Q, that relation (4.3) guarantees
(4.7) for p = 1 and that relation (4.6) guarantees the case p = 2.
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From (4.5) and from the induction hypothesis,

n—1
—x(Jm—(n14+n2)|+|n1|+|n2|)
c < vl S KK, [ ©
Gl < ; pronep Z <Km — (n; +n2)>? Knyp>? Kng>>2

=1 n1,n2€Z
Q exlml e~ x(n1+nzl+m|+lnzl)
w@f nl,%;ez Kny + n>>? «Kny>>2? <<n2>>2]
Q exml (271 e—2xIna|
2|Qf | <m>* (Z K”K"“"’) 2 Tt 4
Now,
e~ X(In1+nal+ma|+nal) e—2xina|
Z KNy + n>? N>t Kng>? and Z <Lny>t

ni1,n2€Z n1€Z

are just finite constants and

Z e~ x(Im=(n1+n2)[+m|+|n2]) Z e—XIn1l Z e~ X((m=n1)=n3)|+Ina])
I <m — (ng + n2)>? Kny>? Kng>>? - = <Lng>? = KM —ny) — n2)>2% Kny>>2
e_X‘"ll
= Z <n >>2B m — TL1)
ni1€Z 1

e=x(Imal+m=n1])

B
0 MXG:Z Ln>2 €Km — ny>>2

(A

_ = ByB(m)

e"lel

IN

(Bo)”

0) <<m>>2’
where we again used Lemma 3.4.

Therefore, we conclude

e—lel

n-1 n—-1
Ic™| < lc( leKn_p) + Gy (ZK,,KW_,,)} et (4.10)

p= p=2

for two positive constants C, and Cy. Taking C; := max{C,, Cy, 1} relation (3.7) is proven with
C > 1.

Notice that, without loss, we are allowed to choose K; = K> > 1 by choosing both equal to
max{Kl, Kz, 1} |
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4.2 Case 11
In this section we will prove Theorem 3.1 in case II. From (3.4) and (3.5), from Proposition 4.1 and
- from the assumption (3.8) we have

2 =x(Im+n1l+[na)
|E7(T})| S Z : 2 2
w = <m + 112> <K<ny >

Qte—xIm| e-X(In1+n2l+nl+in2))
+ 2 2 Z 2 2 2 (4.11)
2 <m>? Wi M(Q,)| oy Kt > <y >? <np>
gm _ 1 3 e=X(Im=n1=nz|+|n1|+Inal) )
m W Km — ny — n>? Knyp>>2 Kng>>2?
ni,N2€Z
Q2e~xlml ( e~ X(Im+n2l+Hmil+ina]) | R |
+ :
|M(Q1)| <m>? \ <y + ne>? <nps>? <ng>?
2 5 e=X(Imatnatnsl+ina|+nzl+ fns) ) ’{: KK
w nael <Lny + ne + n3>>2 <<’I’l,1>>2 <<n2>>2 <<n3>>2 =1 pron—p
-1 . :
Qe—xIm| e—2xInl n .
WSS £<<nl>>4 1; KK, |, forn>2 (412)
: -

Sums like

e=x(Im1+n2l+ni|+nal)

and
Z LMy + n>>? Kny>? Kng>? Z LNy + ng + n3>2 KN Kngs>? Kng>2

ni1, n2€Z ni, n2, n3€Z

e—x(|n1+n2+n3|+]n1 [+]|n2{+|nz|)

are just finite constants. By applying Lemma 3.4 we get

—x|m|
BV < foemy (4.13)
<Lm>
Tl‘ e—X|m| = 1 1 = { {
B < p— [‘Sb (Z KpKn_p) + & (Z K,Kniip || forn>2, (414)
p=1 p=2

where &,, & and &, are constants. The rest of the proof follows the same steps of the proof of
Theorem 3.1 in case I. [

5 The Fourier Expansion for the Wave Function

Now we return to the discussion of the solution (1.8) of the Schrodinger equation (1.4). Our
intention is to find the Fourier expansion of the wave function ®(t).
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5.1 The Floquet Form of the Wave Function. The Fourier Decompo-
sition and the Secular Frequency

As explained in [1] and in Section I, the components ¢+ of the wave function ®(¢) are solutions of
Hill’s equation (1.12). For periodic f the classical theorem of Floquet (see e.g. [10] and [11]) claims
that there are particular solutions of equations like (1.12) with the general form e**u(t), where
u(t) is periodic with the same period of f. In order to preserve unitarity we must have Q € R.
This form of the particular solutions is called the “Floquet form” and the frequencies 2 are called
“secular frequencies”.

In this section we will recover the Floquet form of the wave function in terms of Fourier ex-
pansions and we will find out expansions for the secular frequencies as converging power series
expansions in €.

According to the solution expressed in relation (1.7) and (1.8), we have first to find out the
Fourier expansion for the functions R and S defined in (1.9) and (1.10), respectively.

We begin with the function R. The Fourier expansion of the function f + g is

F@)+9(t) = Q+ ) (Fn +Gale) €™, (5.1)
| s
where
Q = Qe) = Gole). _ (5.2)
One has,
R(t) = e~ tsle) =it exp( ZHnemwt> (5'3)
nez
with o
_ L"(ﬁ), for n # 0
H, = H,(e) := , (5.4)
0, forn=20
and
Yr(€) = i) Hp. (5.5)
meZ

Notice that v¢(0) = 7y, where 7; is defined in (B4)

Since we are assuming that there are only finitely many non-vanishing coefficients F),, we have
the following proposition as an obvious corollary of Proposition 3.5:

5.1 Proposition. For all x > 0 and |¢| small enough, there exists a constant Cg = Cg(x, €) > 0

such that
. e“XIml

B em>?
for allm € Z. O

(5.6)

|Hm| <

18



Writing now the Fourier expansion of R(t) in the form

R(t) — e—iQtZRneinwt (5-7)
neZ
we find from (5.3)
4 . () o0 p+1
G =
e~ | 14 Z + o > H,--H,H_y,]|, for n =0,
p=1 N1y NpEZL
R, = R,(e) = ¢ . (5.8)
) —ivg(e) - (_-1)p+1 ~ B
e " _H"+Z(p+1)! Z H, ---H, H, n,|, forn#0.
L p=1 N1y NpEZL
with
P
= n, (5.9)
a=1 '
forp > 1.

In order to compute the Fourier expansion of S we have to compute first the Fourier expansion of
R~2. This is now an easy task, since the replacement R(t) — R(t)~2 corresponds to the replacement
(f +9) = —2(f + g) and, hence, to H, — —2H,. We get

R(t)—-2 — % ZR£—2)einwt, (5‘10)

nezZ

with

n1, wNpEL

o0 2p+ )
21’7}‘(6) (1 + Z Z Hn1 . 'anH—Np) , fQI n— 0,

. — 2!
ezz7f(f) (2Hn + Z (p + 1 Z Hnl . 'anHn—Np) s for n # 0.
§ =

N1, Np€Z

(5.11)

The following proposition will be used below.

5.2 Proposition. For all x > 0 and €| small enough, there exist constants Cg = Cg(x, €) > 0 and
CR(_z) = CR(-z) (X, 6) > 0 such that

e_lel
Bl < Cr3 (5.12)
_ e—XImI
RG] < CR(—z)—<<m>>2 (5.13)
for allm € Z. O
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Proof of Proposition 5.2. Using Proposition 5.1 we have, for any p > 1,

exp{—x(jny|+---+ |+ In—n1 —---—n
ST Hapeo Hoy Hoey| < oyt 3 2RIt ¥ [yl ¥ fn o 5l))
N1,y NpEZ ‘n1,...,np€Z (<<n1>> “ e <<np>> «Ln — ny —---— np>>)
(5.14)

Making repeated use of Lemma 3.4 on the right hand side of (5.14) we éet

(CHBo)”“ e~xlnl

| Z Hn1 e an Hn—Np < B() <n>? . (515)
1,...,anZ _
Inserting this into (5.8) gives (since By > 1)
e|1m('rf(f))|+CHBo e—xinl
< 5.16
Bl < By <«Ln>? ( _ _)
for all n € Z, as desired. The proof for Rfo) is analogous. [ ]
Assuming for a while
nw+2Q#0 for all n € Z, (5.17)
we have? . '
S(t) = g + ¥ Z S, et (5.18)
nez
with
(-2)
Sy = —i——— d = - . )
" an 20 an oo % S, (5.19)

Assumption (5.17 ) is actually a consequence of unitarity, as will be discussed in Section 5.2.

The following proposition is an elementary corollary of Proposition 5.2:

5.3 Proposition. For all x > 0 and |¢| small enough, there exists a constant Cs = Cs(x, €) > 0
such that

|Sm| < Cs pr— (5.20)
forallm € Z. 0
Writing
Un(t) Ulz(t) Un(t) Uu(t)
Ut) = = , (5.21)
Un(t) Uxl(t) /- —Up(t) Un(t)

4For the case n =0, (5.17) says that Q # 0. This must hold except for ¢ = 0 when Q = 0.
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we have for Uy and Uss:

Un(t) = e ™up(t) + e ufi(t) (5.22)
U(t) = e up(t) + e ud,(t) (5.23)
with
v () = Q+igOo)r®),  wh() = ig0)(),
(5.24)
up(t) = —ieogr(t), ufr(t) = —dev(t),
for -
' r(t) = ZR_,Lei"“’t and v(t) = Z Vet (5.25)
neZ - neZ
with
' Vo =Y Sp-mBm. (5.26)
meZ

This provides the desired Floquet form for the components of the wave function ®(t). We notice
from the expressions above that the secular frequencies are +£2. For ) we have the e-expansion

Q=3 eGP, (5.27)
n=1

and for g(0),

9(0) = > Gn = ienZGg’:). (5.28)

meZ n=1 meZ
Both converge absolutely for |¢| < K, where K is mentioned in Theorem 3.2.

As before, we have the following corollary of Propositions 5.2, 5.3 and Lemma 3.4:

5.4 Proposition. For all x > 0 and |¢| small enough, there exists a constant Cv =Cv(x,€) >0
such that

e_lel
V| < C 2
Vol < Oy (5.29)
for all m € Z. O
This last proposition closed the proof of Theorem 1.2.
5.2 Remarks on the Unitarity of the Propagator
The unitarity of the propagator U(t) means U(t)*U(t) = 1. After (5.21), this means
|U11(t)|2+ |U12(t)|2 = 1. (530)

Looking at relations (5.22) and (5.23) two conclusions can be drawn from (5.30). The first is
the following proposition:
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5.5 Proposition. For € € R and under the hypothesis leading to (5.22) and (5.23) one has Q € R.
a

The proof follows from the obvious observation that (5.30) would be violated for || large enough
if Q had a non-vanishing imaginary part. Unfortunately a proof of this fact using directly the e-
expansion of 2 (5.27) is difficult and has not been found yet.

The second conclusion is that (5.17) indeed holds. For, without this assumption there would
be a term linear in £ in (5.18), violating (5.30) for large |¢|.

As in the case of Proposition 5.5, no direct proof of this fact out of the e-expansion for © (5.27)
has been found yet. The proof will probably follow the idea that || is always smaller than 2w
because 2 is of order € and |e¢| has to be chosen small in order to provide convergence for the
expansions. Analogously € # 0 because {2 is analytic in € and, hence, has isolated zeros. If the

analyticity domain must be small enough no zeros occur, except at ¢ = 0.

6 Discussion on the Classes of Solutions

Let us now discuss some aspects of conditions I and II of Theorem 1.2. It is important to stress
that these conditions are restrictions on the function f and not on the parameter e.

As in (B.1), let us write the Fourier decomposition of f as
27
F&) =" faemet, (6.1)
a=1

with n, = —ngj_g41 and ﬁ = foj-a+1 for all @ with 1 < @ < J. Comparing with (1.18) one has
fo=F,1<a<lJ.

“Hence, for Fy = 0 and for fixed J and w, there are J independent complex coefficients f, and
we can identify the parameter space R* with the set F; ,, of all possible functions f with a given
J and w.

Condition M (g?) = 0 determines a (2J —1) or (2J —2)-dimensional subset of ; ., and there con-
dition II applies. It is also on this subset that the more restrictive condition M(q?) = M(Q;) =0
should hold, restricting the parameter space of f to a (2J—2), (2J —3) or (2J —4)-dimensional sub-
set. Hence, successive conditions like I and II would eventually exhaust completely the parameter
space §J,u-

Conditions beyond I and II have not been yet analysed and many questions concerning the
classes of solutions are still open. For instance, will further conditions like I and II really exhaust
the parameter space of the functions f? Will the subtraction method of [1] and the convergence
proofs of the present paper also work under these further conditions? What are the physically
qualitative distinctions between the classes? Are these classes of solutions in some sense analytic
continuations of each other?

A distinction between class I and II may be pointed with the observation that in class T we have
power expansions in e while in. IT we have power expansions. in 2. Compare relations (2.1) and
(2.3) of Theorem 2.1.
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6.1 An Explicit Example

To illustrate these ideas and point to some problems let us consider the important example where
f is given by .
f(t) = o1 cos(wt) + p2sin(wt), (6.2)
01, p2 € R We have f(t) = fie=™t + foe™! with fi = (1 +i92)/2, fo= fi, J =1, m = -1,
ny = 1. Applying now (B.5) for this case with m = 0 we get

M(@) = QP = 2mz ((p' <4|f1|> = 11 ], (%) ’ (6.3)

where @ 1= \/m and where Jp is the Bessel function of first kind and order zero. In this case
V= P2/w.

Relation (6.3) shows that condition I is not empty and that the locus in the (p1, 2)-space of
the condition M(g?) = 0 (necessary for condition II) is the countable family of circles centered at
the origin with radius z,w/2, a =1, 2,.. ., where z, if the a-th zero of Jp in Ry.

One shows analogously that

s (T )m (2If1|) |
m =Y\ ) Im| T (6.4)
< (|f 1] w :
" ", (45
@ = ¥ (—1) Im (—1), (6.5)
o 7)) e
for all m € Z.
For ng) = 0 the function @, is periodic and we have in general
' 2
) . Q(2>‘ ‘ o?
Y
==) — == 6.6
M@) = S3 =5 - (6.6)

m#0

Since |J(z)| = |J_m(z)| for all z € R, ¥m € Z, it follows that 102 = |Q2.|, ¥m € Z. Hence,
for functions f like (6.2) _
M(Q)) = 0. | (6.7)

Therefore, condition II is nowhere fulfilled. For a complete solution of the problem for functions
like (6.2), including the circles mentioned above, higher restrictions than that implied by condition
IT are necessary.

6.2 A Second Example

For functions f with J > 1 the situation leading to (6.7) is not expected in general and condition
I1, and eventually others, may hold in non-empty regions of the parameter space of f. This can be
seen in the following example with J = 2. Let us take

) = A+ ) (6.8)
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with
At) = fie™ + fre™t (6.9)
fo(t) = fae™ 4 frei?t (6.10)

f; € C, i=1, 2. We have q(t) = q1(t)g2(t), where

. , 2 ,
q(t) = e Zem@Jn (%) et (6.11)
nez
g@t) = e Zei"@Jn (li:i') et 7 (6.12)
nez
with _
e = L, i=1,2
|fil
It follows that
Qn = elntr) 2:ei((m—2/'c)<1+/'c<2)Jm_wc (2|fl|) Ji (@) , (6.13)
w w
keZ
. : 4
ng) = 2l +1s,) 2:ez((m—2lc)§1+k§z)Jm_m’C ( |fl|) T <2|f2|) ) (6.14)
= w w

From this we see (using J_,(z) = (=1)"J,(z)) that

QP = (—1)me it try) {e2i(7f1+’7f2) Z(_l)kei((m—2k)§1+k§2)Jm_% (4|f1|) Ji (zlle) }
Tw w

keZ
| (6.15)
The factor between brackets differs from Q% due to the presence of the factor (=1)* in the sum

over k € Z. Hence, we should rather expect |Q$ﬁ)| #* |Q(_2,)n| in this case, what most likely implies
M(Q,) # 0 for M(¢*) = 0, leading to a non-empty condition II.
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Appendices

A Short Description of the Strategy Followed in [1]

For convenience of the reader we reproduce the main steps of the strategy developed in [1] for
finding a power series solution of the generalized Riccati equation (1.6) without secular terms.

As discussed in Section 1, a natural proposal is to express g, a particular solution of (1.6), as a
formal power expansion on € which vanishes at € = 0. For convenience, we write this expansion as
in (1.15) where ¢(¢) is defined in (1.16). This would give the desired solution, provided the infinite
sum converges. Inserting (1.15) into (1.6) leads to

00 n—1
Z ((qcn)' - ZZ q’cpCnp — 2ichn) " + ie® = 0. (A.1)

n=1 p=1

Assuming that the coefficients vanish order by order we conclude

(ger)’ — 2ifger = 0, (A.2)
(gea)’ = ig°ci — 2ifgqes +i =0, (A.3)
n—1
() =&Y q*Cpnp — 2ifgcn =0, n>3. (A.4)
— p=1

The solutions of (A.2)-(A.3) are

alt) = aq(t), (A.5)

ca(t) = q(t) [z /Ot (alq(t')® — q(t')7?) dt' + az] , (A.6)

cn(t) = q(t) [z (X—:/o cp(t')en—p(t') dt') +an} , forn>3, (A.7)

where the a,,’s above, n =1, 2,..., are arbitrary integration constants.

The key idea is to fix the integration constants ¢; in such a way as to eliminate the constant
terms from the integrands in (A.6) and (A.7). The remaining terms involve sums of exponentials
like ™, n # 0, which do not develop secular terms when integrated, in contrast to the constant
terms. For instance, fixing a; such that M(a2¢® — ¢~2) = 0, that means, o? = M(q~%)/M(¢?),
prevents secular terms in (A.6).
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As shown in [1] this procedure can be implemented in all orders, fixing all constants a; and
preventing secular terms in all functions c,(t). In case I, relations (2.6)-(2.8) represent precisely
relations (A.5)-(A.7) in Fourier space with the integration constants fixed as explained above. Case
IT is analogous.

B The Decay of the Fourier Coefficients of g and ¢*

To prove our main results on the Fourier coefficients of the functions ¢, and e, we have to establish
some results on the decay of the Fourier coefficients of g and ¢2.

We write the Fourier series (1.18) of f in the form®
ft) = > Fe™,

neZ
n#0

with F, = F_,, since f is real. In order to simplify our analysis we will consider here the case
where the sum above is a finite sum. This situation is physically more realistic anyway.

By assumption, the set of integers {n € Z| F,, # 0} is a finite set and, by the condition that f
is real and F = 0, it contains an even number of elements, say 2J with J > 1. Let us write this
set of integers as {ni,...,n2;} and write

2J
f(t) — Zfaeinawt, (Bl)
a=1
with the convention that n, = —ngj_s41, for all 1 < a < J, with f, = F,,,. Clearly fo = for—aa,

1<a<J.

A simple computation (see [1]) now shows that ¢ has a Fourier decomposition as in (2.5) with

Om = € i 8 (P, m)ﬁ [i (nﬁ))p], (B.2)

P1y. P25=0 a=1
where
. 27
P = P(pl,...,pgj,nl,...,nzj) = ZpbnbEZ, (B3)
b=1
and where
27 f
"yf = Z;na—w. (B4)
As one easily sees, 7 € R Above ¢ (P, m) is the Kronecker delta:
(1, ifP=m,
6(P,m) = { 0, else.

5As above, here we adopt Fy = 0.
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Since the function g2 is obtained from ¢ by replacing f — 2f we have from (B.2)

Q@ = v 3 s m]] (2], (8.

'\ n,w
Py p2s=0 a=1 Pa’ e

where Qg) are the Fourier coefficients of g2. The coefficients Q,, and Qg) can also be expressed in
terms of Bessel functions of the first kind and integer order. See Section 6 for some examples.

As in [1], define

fa

W
2J

N = Z|nb|
b=1

Notice that, since the ny’s are fixed by the choice of f, A is non-zero.

‘= max
v 1<a<2J

and

The following important bounds have been proven in [1], Appendix D:

[N =2m]] 1
(20-1)py ¥ e
|Qm| < (2Je <p) [N‘Hmﬂ! (1 [N—llmﬂ +1) ) (B.6)
and
@ (r-1py (20)PN ( —2—‘P)_1
|Qm| < (2Je 1 ‘p) [N‘1|m|]! 1 fN‘1|m|]+1 , (B.7)

for all m with [N ~!|m|] +1 > 2¢. Above [z] is the lowest integer larger than or equal to z.

In [1] we derived from (B.6) a simple exponential bound for |@Q,,|, namely,
Q| < Qemxim, (B.8)

where Q and x are some positive constants. For the purposes of this paper a sharper bound than
(B.8) is needed and we have to study relation (B.6) more carefully. The result is expressed in
Proposition 4.1 whose proof we present now.

Proof of Proposition 4.1. Let us consider first the coefficients Q,,. Due to the dominating factor
[N ~t|m|]!, one has
<m>2¢W4WH
imi-vee X TATm[T!

for any constant x > 0. Hence, one can choose a constant M; > 0 depending on x such that

W Hm] e~xIm|
L <M ——;
[N m|]! <m>
for all m € Z. Therefore, there exists a positive constant Q; > 0 (depending on x) such that

Q| < O <m>~2 e XIml for all m € Z. For Qfﬁ) we proceed in the same way and get the bound
0¥ < @, «m>~2 e=xIml for all m € Z. In (4.1) and (4.2) we adopt Q = max{Q;, Q,}. n

Remark. The proof of Proposition 4.1 shows that we have also sharper bounds like

Qn] < 0
mh= 2k emsk

for any k € N. For the purposes of the present paper it was enough to consider k = 2.
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C Bounds on Convolutions

Here we will prove Lemma 3.4. Consider for x > 0 and m € Z
e~ x{Im=n[+|n|)

Z <Lm — > K>
nez

B(m) = B(m, x) =

First notice that B(m) = B(—m) for all m € Z. Choosing By to be such that

—2x|n|
€
Bz}, <>
nez B

o B the statement of the lemma becomes trivially correct for m = 0. Hence, it is enough to consider
the case where m > 0.

I In (C.1), the sum over all n € N can be split into three sums:

1 —2xn
B = e Xm e Xm exm
Z — TL 2n2 Z <«m — n>>2 <<TL>>2 Z _ TL 2n2 (02)

n=—00 n=0 n—m+1

In the first sum above we perform the change of variables n — —n and in the third sum we perform
the change of variables n — n 4+ m. The result is

e—2xn m

1
_ —xm
B(m) = e (2 Z (m + n)2n2 + nz «Lm — n>2 <<n>>2) (C.3)

=0

) Now we will study separately each of the sums in (C.3). Since for n > 1 one has m+n > <m>>
one has for the first sum

( - o e—2xn < Bl Cd
{ (m+n)2n? — <m>? (C.4)
\ n=1
©  _oyn
e
where B; := Z =
, n=1
The second sum in (C.3) is a little more involving. We have
m [m/2] m
1 1 1
= + .
; <Km — n>>? Kn>2? ; <m — > <n>>? L;H—l <m — n>? Lnx>2 (C:5)

For the first sum in the right hand side of (C.5) we have <m —n> >m—n>m ~ |m/2| > m/2.
For the second sum in the right hand side of (C.5) we have n > |m/2] + 1 > m/2. Hence, for
m > 0,

m 1 22 |22 m 1
Z <m — n>2 Kn>2 s (E) Z KLn>>2 + Z <Lm — n>2?
n=0 n=0 n={m/2]+1

(<<m>>) ZO <<n>>2 (C.6)
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Therefore, choosing
1

Ln>2

o0
By=2B1+8) (C.7)
n=0
the lemma is proven. [

The proof of this lemma has the following proposition as corollary, generalizing Lemma 3.4:

C.1 Proposition. For x >0, k€N, k> 2, let

e=X(m=nl+In|)

Bip(m) = ) )
- Belm) % <m — n>* <n>F _ (C8)
Then, there exists a constant By g, depending eventually on k, such that
B B e_X|m| C
< .
k(m) < Bo,k . (C.9)
fqr allm € Z. : m|

D Catalan Numbers. Bounds on the Constants K,

Here we will prove Theorem 3.2. Let us start recalling that we have chosen K; = K» = C; for some
constant C; which, in turn, can be chosen without loss to be larger than or equal to 1. The proof
of Theorem 3.2 will be presented on four steps.

Step 1. In this step we show that the sequence K, defined in (3.7), is an increasing sequence.

First notice that K3 = Co(2K1K; + (K2)?) = 3C2(K>)%. Since K1 = K, > 1 and Cy > 1, we
have K; = K, < K3.
Let us now suppose that
: Ki=Ky,<Ks<---< K, (D.1)
for some n > 3. We will show that K, > K,. We have
[ n n n-1 n—1
Knp1—Kn = G KpKnpi1 + Z Kp Ky py2 — zKpKn—p - Z KpKn—pt1
Lp=1 p=2 p=1 p=2

n n—1
= C [2KiKo+ > KpKnpiz— > KK,
p=2 _ p=1

= C[2K1K, + (KoK — Ko K1) + (K3 — K1) Kp—1 + - - + (K — Ky—2) K]

= C2Ki1Kn+ (Kn— Kn2) K1 + (Ks — K1)Kpo1 + - + (K — Kne2) Ko,

where in the last equality we used K; = K,. Now, from hypothesis (D.1) we conclude that
K,.1 > K,, thus proving that K, is an increasing sequence.
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Step 2. Here we show that the sequence K, defined in (3.7) satisfies

n—1
Ko < 3CY KpKnp1 (D.2)
p=2
for all n > 3. N
We have already shown that K3 = 3C2(K2)?. Hence, (D.2) is obeyed for n = 3.

Assume now that (D.2) is satisfied for all K, with p € {1,...,n — 1}, for some n > 4. We will
show that it is also satisfied for K. In fact, we have from (3.7)

K, = G[KiKn 1+ Ky(Kn_2+ Kn_1) + K3s(Kp—3+ Kp_2) +--- + Koo (K1 + K3)]. - (D.3)
From this and from the fact proven in step 1 that the sequence K, is increasing, it follows that
K, < GK1Kp 1+ 2(K2Kp1 + K3Kp2 + -+ K, _1K))] (D.4)
Now, using the obvious relation
KiKy1= KK, 1 < (KoKp1 + KsKy 2+ -+ K1 K»)

we get finally from (D.4)

n-1
Kn < 3C[KoKny + KsKpg 4+ + Ku 1K) = 302 KpKn_pi, (D.5)
p=2
thus proving (D.2).

Step 3. Here we will prove the following statement. Let L,, be defined as the sequence such that
L1:L2=K1=K2=Cl and

n—1
Lo = 3C2 Y LpLnpi1. (D.6)
p=2
Then, one has
K, <L,, vn e N (D.7)

First notice that K3 = 3Cy(K;)? = 3C2(L1)? = Ls. Hence, (D.7) is valid for n € {1, 2, 3}. Now
suppose K, < L, for all p € {1,...,n — 1} for some n > 4. One has from (D.2)

n—1 n-1

Kn < 3CY KpKnp < 3C2 Y LyLyppr = La, (D.8)

p=2 p=2

thus proving (D.7).

Step 4. Consider the sequence c,, defined as follows: ¢; = ¢ = 1 and

n—1
Cpn = Zcpcn_p+1 (D.9)

p=2
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for n > 3. The so defined numbers ¢, are called “Catalan numbers”, after the mathematician
Eugeéne C. Catalan. The Catalan numbers arise in several combinatorial problems (for a historical
account with proofs, see [8]) and can be expressed in a closed form as

(2n — 4) n>2. (D.10)

“ = a=Din-2)0 =

(see, f.i, [8] or [9]). Using Stirling’s formula we get the following asymptotic behaviour for the

Catalan numbers:
1 4n

ATV

The existence of a connection between the Catalan numbers and the sequence L, defined above
is evident. Two distinctions are the factor 3C, appearing in (D.6) and the fact that L; = L, = C;
is not necessarily equal to 1. Nevertheless, using the definition of the Catalan numbers in (D.9), it
is easy to prove the following closed expression for the numbers L,;:

n large. (D.11)

(2n — 4)!

L, = (C)"" (3¢)*? (n=1ln-2)V

n> 2. (D.12)

We omit the proof here. Hence, the following asymptotic behaviour can be established:

. 1 (12€,C5)"
"7 144C,C3 /7 n¥?

n large. (D.13)

From the inequality K, < L,, proven in step 3, it follows that K, < Kp(12C;C)™ for some
constant Ky > 0, for all n € N. Theorem 3.2 is now proven. [ ]
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