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Resumo

O trabalho é um estudo baseado no modelo de volatilidade estocástica de

Heston (também conhecido como Cox-lngersoll-Ross ou Feller). Adoramos a

solução semi-analítica proposta por Dragulescu e Yakovenko para explicar as

distribuições condicionais de retornou do lbovespa (índice Bovespa). Verificamos

que a distribuição resultante do modelo se ajusta muito bem à distribuição ob-

servada, de escalas que vão de l minuto a 100 dias. Os resultados têm relevância

para as áreas de gerenciamento de risco e para a prática de negociação no mer-

cado acionário e derivativos

Abstract

The work is a study bases on the stochastic volat.ility modem of Heston (also

known as Cox-lngersoll-Rosé or Feller modem). We use the semi-analytic solution

deve-loped by Dragulescu and Yakovenko to explain the condicional distribution

of the returns of the lbovespa (Bovespa index). We veria that the resulting distri-

bution of the modem fias very well the observed distribution, in scales that go from

l minute to 100 days. The results are relevant for risk management and for the

nractice of the stock market and derivatives trading
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Capítulo l
Introdução

Uma das premissas do modelo desenvolvido em conjunto por Fischer Black e

Myron Scholes]1973] é que os preços das ações têm distribuição log-normal, o que

é equivalente a dizer que a distribuição dos logaritmos dos retornos (log-retomos)

têm distribuição normal. Mas o que se verifica na prática são distribuições dos log-

retomos leptocúrticas e com caudas pesadas. Várias foram as tentativas de cons-

trução de modelos que conseguissem representar esse comportamento, particular-

mente levando em conta a volatilidade com um componente estocástico. No Capí-

tulo 2, apresentamos os modelos fundamentais que levam em conta a incorporação

desta estocasticidade.

Estudamos um deles, o modelo de Heston. A razão é que além de apresentar

resultados de apreçamento de opções melhor do que o modelo de Black-Scholes - o

que justifica como um modelo a ser considerado - recentemente foi publicado um tra-

balho de dois físicos, Adrian Dragu]escu e Vector Yakovenko]2002], com a derivação

de uma fórmula analítica para a função densidade da probabilidade dos retomos para

o referido modelo. Como o objetivo de Dragulescu e Yakovenko foi o de investi-

gar se os preços do mercado de ações têm o comportamento estocástico previsto pelo

modelo de Heston, o trabalho foi duplamente original, pois além de derivarem a fór-

mula semi-analítica, concluíram que o modelo, aplicado ao índice Dow Jones, se

ajusta muito bem para a distribuição dos retemos de l a 250 dias. A derivação da
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solução de Dragulescu e Yakovenko, com comentários sobre as memorias por nós

incorporadas, estão no Capítulo 3.

Nossa dissertação é uma extensão do trabalho de Dragulescu e Yakovenko, in

corporando nele o fenómeno da alavancagem - a correlação entre os preços e a volati-

lidade - com base nos trabalhos de Bouchaud, Perreló e Masoliver, e a aplicação dos

parâmetros do modelo em escalas intra-dia. No Capítulo 4 demonstramos que o mo-

delo se ajusta aos vários períodos de retemos do lbovespa, podendo seus parâmetros

serem usados tanto em séries de baixa frequência como de alta-frequência, com ticks

a cada l minuto.

Mesmo sendo considerado um modelo relativamente simples, concluímos que

modelo de Heston consegue representar muito bem a distribuição de probabilidade

dos retomos do lbovespa. No capítulo das conclusões, Capítulo 5, sugerimos que o

modelo pode ser aprimorado incorporando-se os desenvolvimentos mais recentes de

Perreló e Masoliver. Julgamos que os resultados credenciais o modelo como uma

altemativa a ser considerada pelas áreas de risco e de rrad/ng de mercado acionário e

derivativos
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Capítulo 2
A volatilidade no Modelo de Black-Scholes

Neste capítulo, fazemos uma introdução do modelo Black-Scholes e de alguns

dos modelos que surgiram a partir deste marco (dentre eles o de Heston), especial

mente levando em conta a questão da volatilidade

2.1 0 modelo Black-Scholes

O modelo de Black-Scholes representou um enorme avanço na modema teoria de

finanças do ponto de vista geral, e no apreçamento de opções em particular. Após

a publicação do trabalho de Black e Scholes, houve uma verdadeira avalanche de

estudos publicados, fruto da intensa pesquisa que se seguiu

O modelo Black-Scholes leva em conta que o processo do preço do ativo St é

a solução para a seguinte equação diferencial estocástica

ZS S (Pdt + adLHe) (2.1)

com T'Ht representando o movimento browniano, p a média, e a a volatilidade, sendo

os dois últimos constantes (confonne premissa Z) da nota de rodapé ly. A equação

l As premissas do modelo original de Black-Scholes são: a) os mercados têm negociação contínua,
i.e., a qualquer tempo há a possibilidade de realização de um negócio; b) o ativo objeto da opção
segue um comportamento log-normal, com média p e volatilidade a constantes; c) a taxa de juros
livre de risco é conhecida e constante; d) o ativo objeto não paga dividendos; e) não há custos de
negociação e impostos; f) há a possibilidade de venda a descoberto, sem qualquer custo adicional; g)
os mercados são competitivos, sendo que os preços são ajustados de tal forma que não há possibilidade
de arbitragem.
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tem como solução

S. - Soe'w +(p-'Ç)t (2.2)

Assumindo que o ativo objeto obedece à Equação (2.2) e que há um ativo sem

risco B que se valoriza a uma taxa livre de risco r (d.B = r.Bdt), e adotando outras

premissas originais do modelo, Black e Scholes chegaram à sua popular fórmula de

apreçamento de opções2

No modelo Black-Scholes, o parâmetro de volatilidade se refere à volatilidade

do ativo objeto até o vencimento da opção, sendo que esta deve ser constante durante

o período. A volatilidade do preço do ativo objeto é o único parâmetro que não

é observado diretamente.Vários foram os testes empíricos realizados comparando o

preço teórico do Black-Scholes aos preços praticados de mercado, logo evidenciando

que as premissas nas quais o modelo se baseava estavam longe de refletir a realidade

2.2 Evolução do Modelo Black-Scholes

Mesmo tendo sido derivada exclusivamente para opções européias, a facilidade que o

modelo Black-Scholes trouxe ao dispor de uma fómlula analítica para o seu cálculo,

acabou servindo de incentivo para a busca por melhorias em sua formulação. Com

isso, vários foram os aprimoramentos introduzidos de forma a conseguir modelos

que representassem melhor a realidade do mercado.

2 Para a derivação completa do mode]o B]ack-Scho]es, ver Hu]1[ 1 999] e Wi]mott]2000]
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Com o decorrer das pesquisas, uma a uma as premissas foram sendo deixadas

de lado, fazendo com que as fórmulas encontradas, nem sempre analíticas, conseguis-

sem um melhor apreçamento das opções. Surgiram, então, modelos para opções de

ações com pagamento de dividendos, modelos que levam em conta custos de ne-

gociação, modelos para opções americanas, modelos com taxa de juros estocástica,

modelos com volatilidade estocástica, etc3. Desenvolveram-se também modelos mais

gerais, que procuraram contemplar as várias possibilidades de tratamento das va-

riáveis do Black-Scholes, como o e]aborado por Bakshi, Chão e Chen [1 997].

Em ftlnção do crash que o mercado de ações sofreu em 1987, a importância

da volatilidade aumentou consideravelmente no gerenciamento de risco. Devido à

dificuldade em estima-la, por esta não ser uma variável observável, ela tem sido alvo

da maioria dos estudos referentes à apreçamento de ativos.

2.3 0 Modelo Black-Scholes no mercado brasileiro

A popularidade do modelo Black-Scholes observada nos mercados mais desenvolvi-

dos não é diferente no Brasil. Apesar de nosso mercado apresentar uma maior

volatilidade, comparando-a com países mais desenvolvidos, o modelo é largamente

utilizado por quem participa do mercado de opções no Brasil.

Os fenómenos verificados nas distribuições dos retomos nos outros mercados

também ocorrem aqui. Ao analisamlos a distribuição dos retornos do lbovespa desde

3 Para uma clara exposição sobre esta evo]ução, ver Wilmott]2000]



1 1

Distribuição do lbovespa ' J8n/68 B Dez/02
uiva N orm al

Figura 2.1: Histograma dos Log-retornou do lbovespa ' Jan/68 a Dez/02

a sua criação, constatamos que é muito diferente de uma normal. Comparando a dis-

tribuição dos log-retomos do índice com uma distribuição normal, com mesma média

e mesma variância, verificamos na Figura 2.1 uma grande concentração de retomos

próxima da média e uma frequência maior do que se esperaria de uma normal nas

suas caudas4

Além de rejeitannos visualmente a hipótese de nomlalidade dos log-retomos,

os testes de Jarque-Bera do lbovespa também rejeitam esta hipótese com 5% de nível

de significância para a distribuição dos logaritmos dos retomou.s

4 Para estudar particularidades das distribuições de séries financeiras, ver A]exander]200 1]
BouchaudE2001], Dacorogna]200 1 ], Mantegna]2000] e Takayasu]2000].

5 Para testes estatísticos com Mat]ab, ver Martinez]2002]
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Figura 2.2: Volatilidade do lbovespa de Jan/68 a Dez/02

Numa distribuição de probabilidade nomlal, a volatilidade seria constante, mas

não é isso o que ocorre na prática. A Figura 2.2 apresenta a evolução da volatilidade

histórica anual do lbovespa no período de 35 anos. Essa volatilidade não cantante é o

que faz com que eventos nos extremos da distribuição ocorram um número de vezes

maior do que suporia uma distribuição normal. Está provado que ao introduzir-se um

componente estocástico na trajetória da volatilidade, consegue-se explicar boa parte

das distorções da distribuição.

Mas se o modelo Black-Scholes não consegue representar o comportamento

real do mercado de ações, o que faz com que continue tão popular e tão largamente

utilizado? A resposta é que o modelo, ao se adotar a volatilidade implícita capturada

no próprio mercado, propicia, com sua fómlula fechada, uma maneira rápida, prática
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e barata de calcular opções, oferecendo uma referência que permite participar deste

dinâmico mercado. Além disso, apresenta resultados satisfatórios para opções no

dinheiro. Mas fora desta situação, é necessário lançar mão de outros modelos que

];... a. H;.tarnÃp \.,pdfirndn anis ns riscos de se aorecar erradamenteconsigam explicar

são enormes.

No trabalho em que apresentam seu modelo, Bakshi, Chão e Chen, com base

em dados de mercado, concluem que a simples introdução de volatilidade estocástica

no modelo permite evitar erros de apreçamento do Black-Scholes da ordem de até

60%.

Isto posto, fica evidente a importância da busca por um modelo que consiga in-

corporar o coinportainento estocástico da volatilidade. Isto requereu - e ainda requer

formulações altemativas para melhor poder refletir o comportamento desta variável.

2.4 Modelos com volatilidade estocástica

Vários foram os modelos desenvolvidos objetivando introduzir um componente es-

tocástico na volatilidade. A pesquisa é muito rica neste sentido, havendo inúmeras

abordagens do problema. Dentre os modelos que levam em conta volatilidade es-

tocástica, destacam-se os seguintes:
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2.4.1 Modelo de Hull-White

John Hull e Alan White foram um dos primeiros a estudar modelos com volatilidade

estocástica, e em 1988, após terem apresentado um primeiro modelo que garantia

uma volatilidade sempre positiva, porém sem reversão à média, desenvolveram seu

segundo modelo, já incorporando esta importante característica da volatilidade.'

Adotando a notação dos autores, este modelo leva em conta que:

!e = rdt + vrdW.ç7

S
(2.3)

dy y)dt + e\'''S /v (2.4)

onde,

S = preço do ativo

a, b e € e cl = são constantes

y = taxa da variância do ativo objeto, sendo esta o quadrado da volatilidade

r = taxa dejuros livre de risco detenninística

dl'Vs e d14/t, = processos estocásticos para S e y, respectivamente

O modelo prevê uma volatilidade com reversão à média b a uma taxa a. Quando

dt,rs e dl,rr não são correlacionados, o preço da opção é o de Black-Scholes inte-

grado sobre a distribuição de probabilidade da média da variância até o vencimento

da opção.

6 Para ver detalhes dos dois mode]os, ver Hu]] e White]1987 e 1988]
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Uma dos entraves deste modelo é que, quando os dois processos estocásticos

são correlacinados, não há uma solução analítica.

2.4.2 Modelo de Stein & Stein

O modelo desenvolvido por Stein e Stein [1991] pressupõe que a volatilidade obe-

dece um processo de Omstein-Uhlenbeck'. A volatilidade tem o seguinte comporta-

mento:

d$ = pSdt + o'SdWi (2.5)

da = --(i(a - 0)dt + kdlV2 (2.6)

onde S é o preço da ação, a é a volatilidade da ação, k, p, õ e 0 são constantes, e dl't

e dl'H2 são dois processos brownianos independentes.

Este modelo tem a propriedade da reversão à média mas não impede que a

variância se tome negativa. Os autores se justificaram afirmando que a probabilidade

de a = 0 é tão pequena que não deveria ser levado em conta.

2.5 Modelo de Heston

O modelo de Heston é assim chamado por conta de seu autor, Steven L. Heston[ 1 993].

E também denominado por a]guns de mode]o Fe]]er, de Wi]]iam Fe]]er]1971], o

matemático e estatístico que originalmente desenvolveu a idéia do processo estocás-

7 Para aplicação do processo Omstein-Uh]enbeck em dinâmica de preços, ver Perre]ó]2003b] e
Schobel[1999]
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tido fljndamental do modelo, ou como modelo de Cox, ]ngersso] e Ross]1985], pois

esses autores foram os primeiros a aplicar a teoria de Feller em finanças, para a taxa

de juros de curto prazo, trabalho no qual Heston se referenciou. O processo estocás-

tico no qual o modelo de Heston se baseia, também já tinha sido estudado por Hull e

White (ver a seção 2.4. 1 Modelo de Hull-White), sendo um caso particular deste (ao

se fazer a = 0.5 na Equação 2.4). Entretanto, Heston teve o mérito de encontrar uma

fórmula fechada para o modelo8

O modelo agrega as características positivas dos anteriores: a reversão à média

e a variância maior ou igual a zero. A dinâmica do preço da ação e da volatilidade,

no modelo de Heston, obedecem ao seguinte processo:

dSt = St(pdt + v/6dt'T'l) (2.7)

'Z«. (u. - 0)dt + kx/Üdlv2 (2.8)

St = é o preço do ativo no instante t

ut = é a variância no instante t

k = é o ruído da volatilidade

dlç/i e dl'H2 = são os processos brownianos, respectivamente da ação e da

volatilidade

P = é a média da variância de longo prazo, sendo que 0 > 0

8 Para maiores detalhes sobre o mode]o de Heston, ver Epps]2000], Fau]haber]2002], Kluge]2002]
TheodorakakosE200 ]] e Wink]er]200 1].

onden
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,y = é a taxa de reversão à média, sendo que h > 0

p = correlação entre at'h e dWa.

A equação (2.8) é a que traz o processo de volatilidade estocástica com rever-

são à média. Heston demonstrou que ao se adotar um modelo com processo estocás-

tico tem-se uma flexibilidade maior na distribuição dos retomou. Um aumento da

conelação p gera uma assimetria na disüibuição e uma alteração da volatilidade da

variância faz com que se consiga distribuições com uma maior curtose.

Após Heston ter publicado seu trabalho, vários foram os desenvolvimentos que

tomaram o seu como base. Bates]1996] introduziu nele saltos de volatilidade. Seu

modelo é conhecido como modelo de difilsão estocástica com saltos de volatilidade.

Ele descreve as alterações de preço e a volatilidade estocástica usando o movimento

geométrico browniano e um processo de reversão à média quadrática. Para grandes

saltos de preços, seja para um lado ou outro, são imputadas uma baixa probabili-

dade e estes são tratados como eventos de um processo de Poisson. Bates conseguiu

mostrar que seu modelo explica o s/?zf/e de volatilidade sob a condição de volatilidade

extremamente alta.

Já Bakshi, Chão e Chen]1997] levaram em conta a estocasticidade da volati-

lidade, das taxas de juros e saltos nos preços Este é um modelo geral e que in-

corpora os modelos anteriores: o modelo Black-Scholes, taxa dc juros estocástica,

volatilidade estocástica, volatilidade e taxa de juros estocásticas, saltos aleatórios

com volatilidade estocástica, e volatilidade estocástica com taxa de juros estocás-
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tida com saltos aleatórios. Em suas conclusões, os autores destacaram que dentre

todos os fatores, o mais importante a ser incorporado no modelo Black-Scholes é o

da volatilidade estocástica.

O modelo de Heston é relativamente simples e contempla as características fun-

damentais e necessárias para explicar o comportamento estocástico da volatilidade.

Resta saber se o ativo que se pretende estudar, tem ou não o comportamento previsto

teoricamente pe[o mode]o. Dragu]escu e Yakovenko [2002], dois físicos da Univer-

sidade de Maryland, ao derivarem a fónnula analítica para a função densidade da

probabilidade dos retornos para o modelo de Heston, viabilizaram a comparação dos

retornou observados com os retomos teóricos do modelo.
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Capítulo 3
A solução de Dragulescu e l/akovenko

Baseando-se no modelo de Heston, Adrian Dragulescu e Victor Yakovenko

[2002] desenvolveram uma fómlula analítica para a função densidade da probabi-

lidade para os log-retomos de preços de ações. Os autores demonstraram que seu

modelo, aplicado a um período de 20 anos do índice Dow Jones, consegue wn ajuste

excelente para a distribuição de retomou de l a 250 dias. Neste capítulo, além de

reproduzirmos como se dá a derivação da fómlula, destacamos os problemas encon-

trados e as adaptações necessárias para a sua aplicação ao lbovespa.

3.1 Derivação da Fórmula

Abaixo, reproduzimos o desenvolvimento da derivação, conforme descreve Daniel

[2003a].

Considere-se uma ação, cujo preço sqa S., obedece a seguinte equação dize

rencial estocástica de uin movimento geométrico browniano:

dSt = pStdt + atStdWt(i) (3.1)

O subscrito t indica a dependência com relação ao tempo, p é o parâmetro de tendên

cia, I'çdi) é o movimento estocástico browniano padrão, e at é a volatilidade depen
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dente do tempo. Pelo lema de lto temos9:

dl.g s. - (P - Ç)'zt + ''íw.o' + .(dt) (3.2)

Substituindo-se a variável St por rt - in(Se/St-i), temos:

drt = (p - ut )dt + vÜdWtm

e eliminando-se a tendência com =t = rt -- p.,

'Z=. ;dt+x/GdWtm

or conveniência; adotamos ut = a? que é a variância.

Assumimos que a variância ut obedece à seguinte equação diferencial estocás-

tica com reversão à média:

P

(3.3)

(3.4)

dut = 'y(ut 0)dt+kvÜdWt(2) (3.5)

Nessa equação, 0 é a média de longo prazo de ut, ' é a taxa de relaxamento desta

média, }Ht(2) é um processo de Wiener padrão, e k é a volatilidade da variância.

No modelo, I'Ut(1) e Wt(2) apresentatn correlação da seguinte ordem:

dWtm = pdlVtm + V/l dZt (3.6)

onde Zt é um processo de Wiener independente de Wt(i), e p C [-1 ,1] é o coeficiente

de correlação. O caso de uma correlação negativa é conhecido como o efeito de

alavancagem. Mais à frente isto será tratado com mais detalhe.

9 f-..... ..fa.â.n;a .nrn pálnliln pctapáctipn l/pr k' lphnnprl'l QQRI p Miknçch [1998]
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A equações 3.4 e 3.5 são a base do modelo de Heston. Conforme descreve

Silva[2002], a equação de Fokker-Planck para o modelo de Heston é dada por:

ip - 'vâi("-o)pi+ég:("p)+pkã:i;("p)+;il;("p)+Çg?("p) o.n

Dragulescu e Yakovenko, através de uma transformada de Fourier resolveram ana-

liticamente a equação, obtendo a distribuição de probabilidade centrada em z e uma

transfomlada de Laplace em u. Após uma série de derivações, os autores chegaram à

seguinte integral de Fourier:

pt(.=)= 1 ldp=ezp'+Pt(p,)
00

+00

(3.8)

sendo que

Ft@,) - -z11f-;llgi«t ]

-iy i«l«;h y + ""A-T(!E-='illi;.g-g)1 0.l®

onde I' = ' + ápÀ;p=,

p sendo a correlação entre Wt(i) e IVt(2)

Q - vI'' + k'(p3 - áp,), e

7, 0, k e p são parâmetros do modelo de Heston.

O resultado pode então ser comparado com os dados reais dos retemos. Dragu-

lescu e Yakovenko, no paper original, adotaram a correlação p = 0, pois argumen-

taram não ter encontrado grande influência de p nos resultados. Isto simplifica a

expressão e reduz uma variável do modelo

(3.9)
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A análise assintótica do modelo mostra que este apresenta uma distribuição

Gaussiana para valores pequenos de lzl e uma distribuição exponencial e dependente

do tempo para valores grandes de l#l.

O próximo passo é confrontar os log-retomos observados da amostra com o

modelo, minimizando a diferença de forma a conseguir os melhores parâmetros de

Heston, 7 (Gamma), 0 (Theta), k (Kappa) , p (Ro) e p (Mu). Esta minimização se

observa na média do quadrado dos desvios de todos os log-retemos disponíveis nos

vários intervalos de tempo, de forma que:

Adia//7zização = },1 log .f%'(z) -- log P (z)I' . (3.1 1)

sendo que .f%'(z) é a densidade de probabilidade empírica (dos pontos observados) e

Pt(z) é a resultante do modelo.

Dragulescu e Yakovenko fizeram a minimização levando em conta os log-

retomos para os intervalos de 1, 5 ,20, 40 e 250 dias, sendo que os parâmetros resul-

tantes conseguem se ajustar para qualquer desses intervalos.

Isto posto, discorreremos sobre alguns problemas encontrados neste modelo e

a forma como nós os abordamos.

z.t

3.2 Incorporação da média ao modelo

Em seu trabalho, Dragulescu e Yakovenko dão um tratamento simplista ao parâmetro

p, o chamado driP, ou média dos preços no período. Eles calcularam a média com
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base numa regressão linear simples entre o índice e o tempo. Esta abordagem não

teve influência no resultado obtido pois o período do Dow Jones analisado foi de

crescimento praticamente uniforme, somente apresentando uma anomalia em ou-

tubro de 1987, época do eras/z da bolsa de Nova lorque, que mesmo assim, em

seguida apresentou uma recuperação muito rápida. No estudo subsequente, Silva e

Yakovenko[2002] constataram a dificuldade de se incorporar o parâmetro p quando a

série apresenta comportamento irregular. No referido trabalho, foram objeto de esti-

mação de parâmetros o próprio Dow Jones, o S&P500 e o índice Nasdaq. A diferença

é que nestas séries foi incorporado o período de janeiro de 200 1 a dezembro de 2002,

caracterizado por um nítido comportamento de queda dos índices.

Esta é a razão alegada dos ajustes dos parâmetros não terem sido tão bons

quanto os do trabalho original. A sugestão, encontrada nas conclusões do trabalho

de Silva e Yakovenko, é de que, como o parâmetro p é exógeno e foi considerado

como constante apenas para simplificação, deve-se desenvolver um modelo levando

ein conta o alisamento dessa variável com o decorrer do tempo.

Em nosso trabalho houve a necessidade de se pensar numa solução altemativa

para a incorporação do parâmetro p ao modelo. O índice Bovespa tem um compor-

tamento irregular, não apresentando uma tendência nítida para o período analisado.

A solução encontrada foi incorporar o parâmetro p como sendo 0 (zero), na medida

em que se subtrai a média de cada uma das observações da série.



24

(Ir\eB pam odração da rrÉda

Qi'w resl.ltarte da difkalen;á:bggii:j;}.mtcírm do bo\esf)a e SG

.Ã. .'ll.i.b-.

l(XD IZD

Figura 3. 1 : Extração da média dos Log-retemos pelo método de Savitzky-Golay

Como nosso objetivo é obter uma explicação e um ajuste para o comportamento

da variação dos preços desconsiderando uma eventual tendência embutida em sua

trajetória, percebe-se que isto não pode ser conseguido através de uma regressão

linear (ver o primeiro gráfico da Figura 3.1). Não faz sentido utilizamlos um drfÜ/

linear numa série com comportamento parabólico. Adotamos então o procedimento

de subtrair a média de todas as observações, ficando somente com a diferença, i.e.,

as perturbações acima e abaixo da média.
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O método adotado para-definimios a média foi o alisamento de Savitzky-Golay''

Os parâmetros do método, tamanho da janela e ordem do polinõmio, foram escolhi-

dos de forma que a média pudesse capturar as flutuações da série. A série resultante

deste processo é traçada no segundo gráfico da Figura 3. 1 .

3.3 A importância da correlação

O parâmetro p (Ro) é a correlação entre os dois movimentos brownianos do mo-

delo, do preço do ativo e sua volatilidade. Dragulescu e Yakovenko, após realizarem

algumas minimizações levando em conta esta correlação, concluíram que ela era

inelevante para explicar os retomos e simplificaram o modelo considerando p = 0,

ficando somente com os parâmetros restantes ', 0, k e p.

A questão da correlação entre o preço do ativo e sua volatilidade tem sido alvo

de um grande número de estudos. Recentemente, Bouchaud, Potters e Matacz]2001]

chegaram a algumas conclusões sobre o chamado efeito da alavancagem, i.e., um

fenómeno observado empiricamente, onde a volatilidade varia inversamente ao nível

de preços. Analisando várias e longas séries de ações e índices, descobriram que a

correlação entre retomos passados e volatilidade futura é negativa e que é decres-

cente com o tempo. A segunda constatação é de que a volatilidade passada não tem

io A lógica deste procedimento consiste em que para cada observação se calcula os parâmetros de
um polinõmio através de mínimos quadrados que melhor representa o comportamento de uma janela
de tempo pré-definida, permitindo que se gere um novo ponto, que passa a ser a média para aquela
determinada observação inicial. Fazendo isso para cada uma das observações da amostra, sucessiva-
mente, têm-se um vetar que representa a "média"de toda a série. Para detalhes sobre o alisamento de
Savitzky-Golay, ver Numerical Recipes in Fortran 77.



26

correlação com retomos fllturos. Isto os levou à conclusão de que o aumento da

volatilidade é causada pela queda dos preços das ações, e não o contrário, a de que

o aumento da volatilidade é que causa uma queda dos preços- O estudo tem um as-

pecto importante e que eventualmente pode ser incorporado ao modelo em foco, na

medida em que considera o período T como o tempo necessário para que a corre-

lação entre a volatilidade e os preços volte a ser zero, o que representaria o nosso

tempo de relaxação l/,y, ou também denominado de velocidade de reversão à média.

Para chegar ao cálculo da alavancagem, Bouchaud, Posters e Matacz levaram

em conta o preço absoluto das ações e dos índices pesquisados, sendo quc (5Si(t) -

.$(t + 1) -- Si(t), onde Sí(t) é o preço da ação { no instante t. A mudança relativa

do preço é dada por '5z{(t) = ÕSz (t)/Si(t). Os autores derivaram a função da corre-

lação do cálculo da assimetria da distribuição da mudança dos preços relativos para

o período T., chegando à Equação (3. 12) de medida da alavancagem:

Z,Ú') - -l <lÕ":(t + ,)I'Õz:(t)> (3.12)

Esta mede a correlação entre as mudanças do preço no tempo t e uma medida do

quadrado da volatilidade no instante t + r, sendo que .Z é um coeficiente de nor-

malização igual a <(iz{(t)2>2. A média da alavancagem dos vários ativos i pode ser

calculada com a Equação(3.13):

LR,/Ü') -"',.«p' G' (3.13)
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Figura 3.2: Gráfico sobre o efeito da alavancagem - Série.de retornos diários do
lbovespa - Jan/98 a Dez/02

Esta é a equação que pode ser útil ao nosso modelo, pois confomle adiantamos, Ts,/

pode ser considerado como o tempo de relaxação l/"r, permitindo que tenhamos

uma variável a menos no nosso processo de otimização. A análise das várias séries

pennitiu aos autores concluírem sobre a causalidade em função, já que quando T < 1,

isto é, nos períodos passados, a ftlnção apresenta valores muito pequenos, próximos

a zero.

E isto o que observamos nos gráficos de alavancagem da n

da série de alta-frequência, conforme as Figuras 3.2 e 3.3.

Quando r > 1, isto é, nos períodos futuros, os gráficos apresentam uma corre-

lação negativa. Esta constatação permitiu, na etapa de minimização, tomamlos como

pressuposto que a correlação p é negativa

essa série de 5 anosS eri

e
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Figura 3.3: Gráfico sobre o efeito da alavancagem
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Perreló, Maso]iver e/ a/// [2002, 2003a, 2003b, 2003c], baseados no trabalho

de Bouchaud, Potters e Matacz, foram mais além e desenvolveram uma maneira

de calcular algumas das variáveis de vários modelos de volatilidade estocástica em

ftJnÇão da alavancagein. Dentre os modelos, apresentam o cálculo da alavancagem

para o modelo de Heston quando r > 1, colho sendo:

Z,(r) - 4-Íe''' (3.] 4)

Deixamos o cálculo desses parâmetros pelo método de Perelló para um es-

tudo futuro. Em nosso trabalho, levando em conta a importância da correlação en-

tre o ativo objeto c volatilidade e as evidências acima, incorporamo-la ao modelo
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como p < 0 , e diferentemente de Dragulescu e Yakovenko, esta passa a ser um dos

parâmetros a ser estimados.
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Capítulo 4
Aplicação ao lbovespa

Nosso objetivo foi de veriâcar o comportamento do lbovespa com relação

ao modelo fomlulado por Dragulescu e Yakovenko. Além de usarmos os retemos

diários do lbovespa, usamos dados de alta-frequência, com intervalos de observações

(ticks) de até 30 segundos.

4.1 Séries utilizadas

São duas, basicamente, as séries do Índice Bovespa (lbovespa) utilizadas. O índice

foi criado em janeiro de 1 968, e a série completa de fechamentos diários do lbovespa

até dezembro de 2002 é a primeira de nossas séries. A segunda é a série de alta

frequência, com ticks de 30 em 30 segundos, do período compreendido de 01 de

novembro de 2002 a 1 4 de fevereiro de 2003.

4.1.1 Série Completa - Baixa frequência - Jan/68 a Dez/02

Esta compreende os preços de fechamentos diários do lbovespa de janeiro de 1968

a dezembro de 2002, com um total de 8.601 observações . No primeiro gráfico da

Figura 4.1, observamos colmo o histórico de alta-inflação provocou mudanças na or-

dem de medida do índice. Para se ter uma idéia disso, a primeira observação do
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Figura 4.1 : Evolução do lbovespa ' Jan/68 a Dez/02

número índice equivale a 1.0-to. No segundo gráfico, temos a mesma série em es

cala logarítmica.

4.1.2 Série 5 anos - Baixa frequência - Jan-98 a Dez-02

Esta série é um sub-produto da série anterior, com um total de 1 .235 observações-

Foi a partir desta série que estimamos os parâmetros do modelo. Conforme se pode

observar no gráfico da Figura 4.2, comparando-se os log-retomos da série com uma

curva normal, construída com a mesma média e desvio padrão, ela apresenta lep-

tocurtose e tem caudas pesadas, semelhante à série de 35 anos, apresentada na Figura

2.1
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Distribulç&a Log-retornou lbovesp Jan/98 a D o z/0 2

C uiva N orm al

Figura 4.2: Distribuição dos log-retornos do lbovespa - Jan/98 a Dez/02

4.1.3 Série de alta-frequência - 01/11/02 a 14/02/03

Esta série é a evolução do lbovespa com /ices de 30 em 30 segundos, compreendendo

70 dias de negociação, com 842 //cks por dia. O total da amostra é de 58.940 /loas.

Na maioria das vezes, em decorrência dos leilões de fechamento, a negociação da

Bovespa se estende por vários minutos além do horário regular de negociação. Man-

tivemos uma unifonnidade do número de /ices, limitando-os a 842 por dia, o equi-

valente a 7 horas e l minuto de negociação, eliminando da amostra os dias nos quais

foi constatado um período de negociação menor do que este. Não haveria prquízo

em mantê-los, porém, desta forma têm-se uma amostra uniforme, o que, eventual-

mente, poderia ser útil na análise dos resultados. A Figura 4.3 traz o gráfico com a
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Figura 4.3: lbovespa com ticks de 30 segundos - 01/1 1/02 a 14/02/2003

evolução do índice neste período, e como se pode perceber, dado que as observações

são de alta-sequência, há um comportamento bastante errático.

O gráfico da Figura 4.4 apresenta a distribuição dos log-retomos do período.

Verificamos uma concentração muito grande próxima à média e um número elevado

de observações nos extremos da distribuição, caracterizando, uma vez mais, a lep-

tocurtose com caudas pesadas.

4.2 0 descarte dos oa//;ers e a reutilização dos dados

Em estudo recente de Danie]]2003a e 2003b], há uma crítica ao trabalho de Drag-

ulescu e Yakovenko com relação ao tratamento dos dados. Daniel comparou o mo-

delo de Dragulescu e Yakovenko com a distribuição normal, usando o resultado de
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Figura 4.4: Distribuição dos log-retornos de ticks de 30 segundos

uma rede neural como a distribuição ideal e como referência, ou óenc#/nark. Ele con-

clui que o modelo de Dragulescu e Yakovenko se a)usta melhor do que a gaussiana

para qualquer dos intervalos de tempo escolhidos, porém, defende que para interva-

los maiores do que 40 dias a gaussiana deveria ser utilizada, pois além de ser menos

complexa, as distribuições a partir deste intervalo deixam de apresentar curtose e

caudas pesadas.

Daniel centra suas críticas na fomla como Dragulescu e Yakovenko prepararam

os dados primários. Segundo ele, os autores conseguiram o resultado devido a dois

procedimentos que considera injustos. O primeiro se refere ao que ele denomina de

reutilização dos dados na construção da séries dos retomos, pois os autores tomaram,

para cada intervalo de tempo escolhido (janela), os respectivos log-retornos, movendo
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a janela a cada preço de fechamento. Sua alegação é que a forma utilizada por Dra-

gulescu e Yakovenko Êaz com que a influência de observações extremas tenham um

peso maior do que deveriam. Daniel propõe que os log-retomos devem ser calculados

levando em conta janelas fixas de tempo, i.e., para o caso de retomos de cinco dias,

o prüneiro cálculo de retomo deveria se dar entre a 6' observação e a primeira, a se-

gunda da l I' e a 6', e assim sucessivamente. Não concordamos com esta sugestão,

pois o método alternativo proposto por Daniel, além de não resolver o problema

abordado, reduz a amostra consideravelmente quando da utilização de retomos com

janelas maiores.

O segundo questionamento é com relação ao chamado /r/ni/}z/ng (eliminação)

das observações consideradas ozr///ers. Para ele, os autores não deveriam ter excluído

nenhuma das observações, já que todas as observações deveriam estar presentes para

pennitir uma comparação completa do ajuste do modelo.

Em qualquer série financeira que se pretenda estudar, é provável que se encon-

tre observações que distam muito da média da série, os chateados pontos aberrantes.

Neste caso, dependendo de qual o objetivo do estudo, uma das altemativas é, crite-

riosamente, desconsiderar estes pontos. Normalmente essas observações estão rela-

cionadas com fatos macro-económicos ou qualificadas como desastres, os quais não

fazem parte do objeto deste estudo.''

1 1 Para teoria sobre pontos aberrantes, ver Mi]]s]1 999] e Tsay]2002]
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Figura 4.5: Eventos correspondentes aos outliers da série do lbovespa de Jan/98
a Dez/02.

No seu conjunto, entendemos que o trabalho de Daniel tem um direcionamento

equivocado. Dragulescu e Yakovenko em nenhum momento afinnam que o modelo

incorpora eventos extremos. Pelo contrário, afirmam que, com o intuito de deixar

o modelo o menos cotnplicado possível, optaram por adotar o modelo de Heston,

considerado simples, deixando de lado outros mais complexos e derivados desse,

conforme já descrevemos no capítulo anterior.

Nas séries estudadas adotamos o critério de eliminação dos ozír//ers, elimi-

nando menos de 2% das observações. No quadro da Figura 4.5, apresentamos as

maiores variações do lbovespa no período compreendido entre Janeiro de 1998 a

mlmm
27/08/98 6.616,7 -9.949% Crise da Asia/Rússia.

l0/09/98 4.760.5 15.B24% aWll%ÇBBBB U:Bg:llãHZ?h$ 1$ ilHGgBIRiã&E.SH$B:mde câmbb. As bolsas caem 13.3% na Argentina e 9,82% no México. O peso é
g

11/09/98 5.398.1 13,394% Recuperação evento antepor.

15/09/98 6.905.3 18.676% VáHos fatores contHbuiram para o desempenho. entre eles o lumol buulu urll
empréstimo de US$ 150 bilhões à Amérba Latina. O mercado também avaliou o leilão

23/09/98 7.280,3 l0.985% As declarações do presidente do Feüerai Reserve. Danço çelnldl uub Eun. HallAs declarações do pnsldente da Federal Reserve. oanco çenudl uus Eun. Hall
Greenspan. trouxeram esperanças de queda nos juros noíto-americanos. A Balsa de

01/10/98 5.960.4 9.598% Acompanhou o tombo nos mercados ae açoes ae {oao o rnurlao. vs le unauu, uc
bancos e empresas trazem uma certeza aos investidores: a mundo. inclusive Europa e
E

14/01/99 5.057.1 9.968% DesvaloHzação do Real

15/01/99 6.746.7 33.410% DesvaloHzação do Real

11/09/01 l0.827.9 9,179% Ataque terroHsta
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Dezembro de 2002 com os respectivos eventos mencionados nas notícias publicadas

naFolha de São Paulo.

Por conta disso, não vimos necessidade de fazermos diferente do adorado por

Dragulescu e Yakovenko com relação à reutilização dos dados e ao rr///i?/zfng.

4.3 Resultados com o lbovespa

Conforme já foi dito, utilizamos a série de 5 anos do lbovespa como base para re'

alizarmos a etapa de minimização (Equação 3.1 1). Lembramos que são cinco os

parâmetros do modelo de Heston, 7, 0, k, p, e p, respectivamente o tempo de re-

versão à média, a média da variância de longo prazo, a volatilidade da variância, a

correlação entre o preço do ativo e a volatilidade e a média ou draft dos preços, sendo

que este último definimos como sendo igual a 0 (zero) Conseguidos os parâme-

tros, pudemos construir a curvas teóricas das distribuições dos retomou de forma a

compara-las com as distribuições realizadas.

4.3.1 Etapas para a aplicação do modelo

Todos os processos de tratamento de dados, scripts para minimização, e de plotagem

dos gráficos foram realizados com o software Matlab. Para melhor compreensão

sobre como chegamos nos resultados, descrevemos as etapas seguidas:
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1) Extraímos a média do logaritmo da série utilizando o alisamento de Savitzky-

Golay. Para isso adotamos uma janela de 542 dias para cada ponto e um polinâmio

de ordem 2;

2) Fizemos os ajustes necessários na série resultante em termos de /rl//z//zlng e

de eliminação dos pontos aberrantes (our/fera);

3) Calculamos os log-retemos dos vários intervalos que se pretendeu estudar.

Escolhemos na série de baixa frequência, os intervalos (t) de 1, 5, 10, 40, 80, 100,

150 e 250 dias, procurando incluir intervalos com diferentes regimes, i.e., 'rt << 1,

,yt = 1, e W >> 1. Para a série de alta frequência escolhemos f de 30 segundos, l

2, 5, 10, 15, 20, 40, 50 minutos e 1, 2, 3 e4 horas;

4) Calculamos a função densidade da probabilidade para cada intervalo esco-

lhido. Primeiro distribuímos os log-retemos em n intervalos iguais Ar (chamados de

ófns), eliminando todos os ói/zs com menos que 3 observações. Em seguida, dividi-

mos o número de observações de cada ó/n por Ar e pelo número total de observações

que restaram. O resultado nos dá a densidade da probabilidade de cada t;

5) Comparamos e ininimizamos a diferença entre a distribuição teórica do mo-

delo, pressupondo ergoticidade, i.e., que a média da distribuição do modelo no tempo

é equivalente à média resultante dos vários t, e a distribuição observada, de forma
ll : =n.]nnnnUn=4n+nAnnanrJnn 8 nm

que no final do pr

esta otimização;

cesso e]
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IBOyESPA - 01/1 998 a 1 2/2002
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Figura 4.6: Distribuições de Probabilidade dos log-retornos para a série lbovespa
5 anos. Cada uma das curvas foi plotada distando verticalmente 10 unidades
uma da outra.

6) Com os parâmetros estimados, traçámos os gráficos para analisarmos vi

sualmente o resultado.

4.3.2 Parâmetros conseguidos com a minimização

Adotando a série do lbovespa de 5 anos como nossa série de referência, após o

cumprimento das etapas descritas na sub-seção anterior, chegamos à seguinte esti-

mação dos parâmetros:

Usando os parâmetros acima, o ajuste para as distribuições de 1, 5, 20, 40 e

1 00 dias são apresentados na Figura 4.6.

Unidade 'x O k JL
l/dia 5.5x10 ' 4.82x10 ' 6.28x10 ' -4.9'/xlU'' u
l/ano 13.86 0.1214 1.5828 -4.97 x IU'' U
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IBOyES PA - 01/1 968 a 1 2/2002
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Figura 4.7: Distribuições de Probabilidade dos log-retornos para a série lbovespa
35 anos. Cada uma das curvas foi plotada distando verticalmente 10 unidades
uma da outra.

No gráfico da Figura 4.6 e nos que se seguem, os pontos representam a proba-

bilidade observada dos log-retomos dos respectivos intervalos e as curvas represen'

tam as probabilidades teóricas dos intervalos conseguidas com o modelo. Usando os

mesmos parâmetros para a série completa do lbovespa de 35 anos, dejaneiro de 1968

a dezembro de 2002, obtivemos as distribuições da Figura 4.7. A série que tomamos

como base para a estimação dos parâmetros é apenas 1/7 da série completa e mesmo

assim os parâmetros conseguem um excelente ajuste das distribuições.

Vale notar que, dentre as variáveis, p (Ro), é adimensional, sendo seu valor

sempre o mesmo, independente da escala usada. Com relação às demais variáveis, a

Equação 3.5 do modelo de Heston (dut = --'y(t;t -- 0)dt + kvD;dW2), mostra que du
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IBO yES PA - Alta Frequência
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Figura 4.8: Distribuições de Probabilidade dos log-retornos para a série de
alta-frequência do lbovespa. Cada uma das curvas foi plotada distando ver-
ticalmente 10 unidades uma da outra.

tem dimensão l/tempo, u e a têm dimensão de l/tempo por estarem multiplicados

por dt, dW tem dimensão vt e vG tem dimensão l/vt, fazendo com que ' e k tenham

ham dimensão l/tempo, homogeneizando a equação. Portanto, Gamma ('y), Theta

(0) e Kappa (#) têm mesma dimensão de tempo.

Para a distribuição de alta-frequência, dividimos os valores encontrados para l

dia por 700. Os parâmetros encontrados foram os seguintes:

Adotando estes parâmetros para a série de alta-frequência de 0 1/1 1/02 a 1 4/02/03,

obtemos o gráfico de representação dos ajustes na Figura 4.8.

Unidade
dia/700

í6kl
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O gráfico da Figura 4.8 evidencia que o ajuste encontrado é muito bom. Apesar

disso, acreditamos que os ajustes podem ser aprimorados, pois o fator de escala dos

parâmetros deve ser uma fração ideal do período de negociação de l dia.
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Capítülo 5
Conclusões

Em vista das evidências apresentadas no capítulo anterior, a primeira conclusão

do trabalho é de que o modelo de Dragulescu e Yakovenko se ajusta muito bem

ao lbovespa, tanto em baixa frequência como alta sequência, e certamente merece

análise detalhada de suas características. Os gráficos das Figuras 4.5, 4.6 e 4.7 re-

sumem, de certa forma, o resultado do modelo, na medida que mostram como que

as disüibuições resultantes do modelo se ajustam às distribuições observadas, com

escalas que vão de l minuto a 100 dias, nas três séries estudadas. O resultado rati-

fica, com dados do mercado brasileiro, o obtido por Dragulescu e Yakovenko e Salva

e Yakovenko para o Dow Jones, SP500 e Nasdaq.

Mostramos que o modelo tem potencial para descrever, com o mesmos parâme

trás, escalas de tempo que vão de l minuto a 100 dias. O exato fator de conversão

dos parâmetros para os fustes intra-dia ainda precisa de análise.

No processo de otimização, verihcamos que adotando-se condições iniciais

distintas, surgiram outros valores de parâmetros no processo de otimização e com

muito bons ajustes às distribuições. Uma das possíveis explicações, além de haverem

vários mínimos locais, é de que há variáveis demais para a otimização. Isto significa

que os valores dos parâmetros resultantes do trabalho não são necessariamente os

melhores, havendo margem para um ajuste ainda melhor.
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Como nosso ' estimado foi de 5.5 x 10-2, isto equivale a dizer que o tempo

de relaxação - ou a velocidade de reversão à média (l/'y) - encontrado foi de 1 8,18

dias. Desconhecemos qualquer trabalho anterior referente à estimação do 'y para o

lbovespa que pudesse servir de comparação. Apesar disso, consideramo-lo como

razoável, levando em conta resultados de estudos com índices de outros mercados.

Como exemplo, temos o próprio resultado de Dragu]escu e Yakovenko]2002], que

para o Dow Jones encontraram uma velocidade de reversão à média igual a 22,22

dias.

No processo de minimização obtivemos o parâmetro referente à média da va-

riância de longo prazo (0) igual a 4.82 x 10'4. A variância do modelo está em

unidades de l/tempo. Obtém-se a variância anual multiplicando-se o valor ajustado

em l/dia por 252 dias, conseguindo-se um resultado adimensionall A volatilidade

será então a raiz quadrada da variância. O valor encontrado equivale a uma volatili-

dade anual de 34,85o%o. A média da volatilidade histórica anual da série de 5 anos é

de 33,0% e da série de 35 anos é de 34,06%, valores muito próximos do resultado da

otimização. Isto significa dizer que, eventualmente, a média da volatilidade da série

poderá ser usada como um parâmetro pré-determinado no processo de otimização,

simplificando os cálculos.

Este modelo pode ser também aprimorado através do cálculo da alavancagem

de Bouchaud, Potters e Matacz]2001]. Apesar de termos tentado calcula-lo, sem

obter um resultado satisfatório, deve ser um caminho a ser insistido, pois significa
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obtermos a correlação de fonna quase direta, não sendo necessário incluí-la no proces'

se de minimização.

Um avanço ainda mais considerável, seria seguir o caminho proposto por Perelló

e Masoliver para calcular outras variáveis do modelo. Os trabalhos de Perelló e Ma-

so[iver]2002, 2003a, 2003b e 2003c], junto com os de Yakovenko (trabalhos em con-

junto com Dragulescu e Silva), representam um grande passo para um maior conhe-

cimento dos modelos com volatilidade estocástica, e a aplicação de suas conclusões

devem trazer resultados ainda melhores do que os até agora alcançados.

Como tema para um próximo estudo, será interessante verificar o comporta-

mento do modelo na distribuição de retemos para ações individuais, tanto para baixa

como alta frequência.

Os resultados credenciam o modelo para ser utilizado pelas áreas de geren-

ciamento de risco e pelas áreas que atuam em negociação no mercado acionário e

derivativos. Além dos ajustes que podem ser conseguidos, existe a vantagem ad-

vinda da possibilidade de se fazer a estimação para diferentes intervalos de tempo

usando os mesmos parâmetros. Alternativamente, os parâmetros podem ser obtidos

a partir de dados de alta-frequência, permitindo um ajuste fino no controle de risco

entra-dia e oferecendo uma maior precisão nas extrapolações para intervalos maiores

de tempo.
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