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Abstract 

This paper intends to verify the suitability or not of practical procedures used 

in the market for pricing and hedging of Barrier Options. The main idea is to com

pare two different pricing strategies, in a known enviroment, under control. Both 

strategies are parametric, and the task is to compare the performance of two dif

ferent models, finding whether a relevant difference does exist. A discussion on 

barrier options pricing and hedging, with uses of Girsanov ' s Theorem and the re

flexion principie is presented and used as subside for the argument we want to check 

empirically, but under a controled enviroment. For the studied cases, incorporant

ing the volatility smile doesn't lead to much better results than using flat volatility 

in the Black&Scholes' s approach. 

Resumo 

Este trabalho objetiva verificar a aplicabilidade ou não dos procedimentos 

adotados no mercado financeiro para o apreçamento e hedging de opções com bar

reira. A ideia básica é a de comparar, em um ambiente controlado, duas alte~ativas 

de apreçamento, ambas paramétricas, e avaliar se existe ou não diferença significa

tiva entre elas. Uma discussão sobre a modelagem de opções com barreira, que 

envolve aplicações do terorema de Girsanov e da reflexividade, é apresentada como 

subsídio para o argumento que se quer testar empiricamente, mas num ambiente 

controlado. Para os casos estudados, a incorporação do Sorriso de volatilidades não 
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levou a resultados muito melhores que a utilização de uma volatilidade constante 

na abordagem de Black&Scholes. 
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Capítulo 1 
Introdução 

Derivativos exóticos I tem se tornado cada dia mais comuns no cotidiano do mundo 

das finanças. Em particular as opções com barreiras têm se difundido muito rapidamente 

pricipalmente nos mercados de balcão, devido a suas caracterísitcas que permitem adequá

las ao perfil de rentabilidade e risco desejado pelas contrapartes. Além disso, por repre

sentarem uma exposição a riscos de menor amplitude que uma opção plain vanilla2
, nor

malmente as opções com barreira apresentam custos menores, podendo moldar-se mais 

facilmente as necessidade de cada cliente. No Brasil, tanto a BM&F3 como a CETIP4 ofer

ecem produtos5 que mesmo que não tenham o nome de opções com barreira, funcionam 

como tal. A BM&F além de oferecer o registro dos contratos ainda oferece o serviço 

de prestação de garantia, ou cobertura do risco de crédito, exigindo, para tal, margens de 

garantia. Para fazê-lo, a BM&F utiliza modelos de avalição dos contratos, de maneira a 

poder avaliá-los nos cenários de interesse para mensuração do seu risco de variação de 

preço. Já a CETIP não oferece o serviços de prestação de garantias para o risco de crédito, 

mas permite o registro dos contratos firmados entre as partes interessadas. 

1 Derivativos Exóticos são aqueles com retornos mais complicados que as opções Européias ou Americanas 
simples, normalmente referidas como opções Plain Vanilla 
2 Plain Vanilla: nomenclatura para designar as opções mais simples e tradicionais, de compra ou de venda, 
Européias ou Americanas. 
3 BM&F: Bolsa de Mercadorias e Futuros de São Paulo 
4 CETIP: Central de Registro de Títulos Privados, gerenciada pela ANDIMA. 
5 Os contratos de opções flexíveis de compra e de venda sobre o Índice BOVESPA podem ser encontrados 
no Website da BM&F: www.bmf.com.br. 
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1 Introdução 2 

O apreçamento das opções com barreira apresenta dificuldades, principalmente quando 

se deseja obter uma solução paramétrica, através de fórmula fechada. Uma formulação 

bastante difundida nos meios :financeiros baseia-se no princípio da imagem especular, ou 

seja da aplicação de reflexos e mudanças de variáveis, para obter uma fórmula fechada 

para o preço das opções com barreira com a mesma abordagem usada nas fórmulas de 

Black&Scholes. 

Considerando que o mundo real, via de regra, não apresenta retornos normalmente 

distribuídos, os agentes do mercado, segundo suas próprias percepções sobre as reais dis

tribuições de probabilidades dos retornos, introduzem uma correção nas volatilidades con

forme a diferença entre o preço de exercício e o preço atual do ativo objeto, também con

hecido como "moneyness" e o prazo para adequar sua expectativa de retornos aos preços 

praticados no mercado. A esta função dá-se o nome de Sorriso de Volatilidades6
• 

Motivação 

A motivação para este trabalho surgiu de um problema real enfrentado nas mesas de 

operações :financeiras, qual seja, o apreçamento e hedging de opções com barreira sobre 

o Índice Bovespa. Por se tratarem de contratos de balcão e raramente negociados, prati

camente não há dados históricos de mercado para referenciar os preços. Por outro lado, 

existe um mercado de opções plain vanilla sobre o Índice Bovespa, onde pode-se obser

var diariamente os preços praticados ou atribuídos aos contratos pelos participantes deste 

mercado através da troca de spreads7 e apregoações de compra e de venda, e através da 

6 Sorriso de Volatilidades, no idioma inglês "Volatility Smile", tem este nome porque frequentemente apre
senta uma concavidade voltada para cima, lembrando a forma de um sorriso. 
7 troca de Spreads: procedimento através do qual dois participantes fazem ofertas de compra e de venda 
simultâneas sobre o mesmo contrato objetivando chegar a um preço o mais justo possível para a celebração 
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observação destes preços pode-se constatar que os agentes do mercado atribuem preços 

conforme um sorriso de volatilidades, ou seja, para diferentes preços de exercício utilizam 

diferentes níveis de volatilidade. 

Para o apreçamento de uma opção plain vanilla, uma estratégia conservadora típica 

para oferecer preços de compra ou de venda aos clientes consiste em adicionar à volatil

idade encontrada no mercado uma margem para permitir uma cobertura de risco em uma 

opção disponível no mercado, mas não exatamente igual, e ainda permitir algum lucro, de 

maneira que para vender .opções, si;: adiciona uma margem e para comprar se subtrai uma 

mergem em termos de volatilidades, dado que para as opções plain vanilla, a relação entre 

a volatilidade implícita e o preço é uma função monotônica. Porém, para as opções com 

barreira, utilizando-se uma fórmula fechada, não existe esta monotonicidade na relação en

tre a volatilidade implícita e o preç:o ( vide gráfico 1. 1 ), de maneira que a estratégia de se 

adicionar ou subtrair uma margem nem sempre funciona, ou traz o beneficio desejado. 

O gráfico 1. 1 traz um exemplo onde os dados para avaliação da opção são, T=0.1667 

anos, r= 20%aa, S=l, barreira 0.905, e preço de exercício 0.95. 

Surgiu naturalmente a seguinte questão: Utilizar o sorriso de volatilidades na fórmula 

fechada para as opções com barreira levaria a melhores resultados? 

Objetivos 

Nossos objetivos neste trabalho foram os de entender em detalhes a formulação 

paramétrica das opções com barreira, de maneira a permitir verificar a viabilidade da in

corporação do sorriso de volatilidade na formulação paramétrica das opções com barreira 

de um negócio com aquele contrato 
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Fig. 1.1. Preço da Call DO em função da volatilidade 
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e comparar a metodologia em proposta com utilização de volatilidade constante na formu

lação paramétrica. 

Desta forma, neste trabalho procuramos ir um pouco além na aplicação da fórmula 

fechada, e nossa contribuição está em procurar incorporar ao apreçamento e hedging, um 

Sorriso de volatilidades. Porém, como a quase totalidade das opções com barreira são nego

ciadas em balcão, e portanto não há dados públicos disponíveis e representativos dos preços 

praticados no mercado, optamos por fazer uma simulação controlada e testar o desempenho 

do modelo original e da alternativa proposta que incorpora o sorriso de volatilidades para 

o apreçamento e hedging de opções com barreira, conforme apresentado no decorrer deste 

texto. 
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Opções com Barreira 

As Opções tradicionais (ou plain vanilla) são contratos financeiros que dão ao titu

lar(detentor) o direito, mas não a obrigação, de negociar (comprar ou vender) determinado 

ativo (objeto do contrato) em uma data futura (ou até uma data futura) a um preço previ

amente determinado no contrato. Uma Opção Tradicional pode ser de Compra (CALL8
) 

ou de Venda (PUT9
). Quanto a temporalidade do Exercício pode ser Européia quando o di-

reito ao exercício ocorre apenas no Vencimento, ou Americana quando pode ser exercçida 

em qualquer momento do ínício até o vencimento. 

As opções com barreira, são uma extensão dos contratos de opções tradicionais, no 

sentido em que apresentam uma funcionalidade adicional, qual seja, passam a existir ou 

deixam de existir quando um valor de referência é atingido. A este valor de referência, 

estabelecido no contrato da opção dá-se o nome de Barreira. 

As opções com barreira podem ser de 2 tipos basicamente: 

1 )Knock-In (KI): quando uma opção tradicional passa a existir se e somente se a 

barreira é atingida durante a vida do contrato, e ao término do contrato apresenta o mesmo 

retomo que uma opção tradicional. 

2) Knock-Out (KO): quando uma opção tradiconal deixa de existir se a barreira foi 

atinida ao menos uma vez durante a vida útil do contrato, e termina sem valor. 

8 CALL: no Inglês, opção de compra 
9 PUT: no Inglês, opção de venda 

5 



2 Opções com Barreira 6 

Quando a Barreira é estabelecida em um valor acima do preço atual do ativo objeto, 

diz-se que a opção é do tipo "UP and IN "(UI), quando ao ser atingida a barreira o direito 

passa a existir, ou "UP and OUT "(UO), quando ao ser atingida a barreira o direito deixa 

de existir. 

Da mesma forma, quando a Barreira é estabelecida em um valor inferior ao preço 

atual do ativo objeto diz-se que a opção é do tipo "Down and IN "(DI) ou "Down and 

OUT "(DO). 

Outra funcionalidade muito encontrada nos contratos de opções com Barreira é o Re

bate. O Rebate consiste em um valor previamente acordado que é devolvido ao comprador 

da opção no caso de uma opção do tipo KO ter a barreira atingida e portanto perder seu 

valor, ou ainda no caso de uma op1;ão do tipo KI nunca atingir sua Barreira e portanto 

também expirar sem valor. 

A maneira como se monitora a condição de atingimento da Barreira é muito impor

tante. A frequência de monitoração pode ser contínua, diária nos fechamentos ou em algum 

outro horário, semanal, mensal etc. Neste trabalho utilizaremos a hipótese de monitora

mento contínuo da barreira. Esta hipótese é realista para os contratos de opções flexíveis 

sobre o índice Bovespa registrados na BM&F. 

As opções com Barreira podem ser classificadas na categoria de contratos "depen

dentes do caminho " ou "path-dependents "no sentido em que seu valor ao final do contrato 

depende de quais valores o ativo objeto atingiu durante sua vida útil, e não apenas no venci

mento. O monitoramento, ao longo da vida da opção, para aferir se a barreira foi atingida 

ou não, é que determina esta dependência em relação aos valores assumidos ao longo da 
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vida útil do contrato. Existe na engenharia financeira uma grande preocupação com a de

pendência do caminho, mas dependência no sentido de poder-se aplicar ou não recursão 

reversa'º como instrumento para o apreçamento de derivativos. Isto por que a recursão re

versa é muito mais eficiente computacionalmente em comparação com o chamado método 

de simulação de Monte Cario. 

2.1 Apreçamento da Opção com Barreira Monitorada 
Continuamente. 

Conforme anteriomente explicitado, iremos abordar apenas o caso de barreira monitorada 

continuamente, conforme apresentado em Berger (1996), (pags 219-227). Esta hipótese 

simplifica a modelagem, permitindo a utilização de uma abordagem paramétrica. Modelos 

discretizados, como os de árvores binomiais, são mais adequados à aplicações com bar

reiras monitoradas em intervalos discretamente determinados. Para os fins deste trabalho, 

consideraremos, realisticamente que a hipótese de monitoração contínua da barreira não 

compromete o desempenho do modelo. A notação adotada procura estar o mais próximo 

da encontrada nos textos relacionados ao tema. 

Definições 

A seguir apresentamos as principais definições e notações para variáveis de interesse 

no modelo: 

r taxa de juros livre de risco composta continuamente. 

· 1° Recusão Reversa: no Inglês, Backward Recursion. 
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q taxa de dividendos ( dividend yield) proporcionados pelo ativo objeto, composta 

continuamente. 

St Processo gerado pela evolução temporal sem restrições dos preços do ativo objeto. 

Assume-se aqui uma distribuição lognormal dos preços, compatível com uma distribuição 

normal de retornos, da seguinte forma: 

(2.1) 

com CJ > O. 

s; Processo gerado pela evolução temporal, sujeita a restrições, dos preços do ativo 

objeto. Este processo assume o valor da barreira H se em algum momento durante o prazo 

de duração do contrato o ativo objeto assume o valor H, o que equivale a interceptar a bar

reira, e assumindo este valor daí em diante pelo resto do tempo do processo, funcionando 

como se fosse uma memória sinalizadora de que a barreira foi atingida em algum momento 

passado. Formalmente: s; = H se Su = H para algum t0 < u ::; t . s; é dito possuir uma 

barreira absorvente em H. 

S = Sta o valor do ativo objeto (índice) no instante t = t0 . 

To instante final do contrato ou maturidade, quando expira a opção. (T - to) é o 

prazo até o vencimento. 

Zt = ln( St/ S) é o processo do retorno composto continuamente para St, sendo 

µ = r - q - ª2
2 

é o o deslizamento risco-neutro para Zt sendo dZt = µdt + CJdWt. 
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z; = ln( s; / S) é o processo do retomo composto continuamente para s; , sendo 

s; = sé:. 

F(z, t ) = Prob(Zt
0
+t ~ z) é a função de distribuição de probabilidade ajustada ao 

risco para Zt. 

f( z, t) = Jz (F( z, t))é a função densidade de probabilidade de ajustada ao risco. 

H é o valor da barreira. 

b = ln( H / S ) é o valor da barreira visto pelo processo de retomo Zt. 

K é o valor do preçó de exercício da opção. (Strike Price) 

k = ln ( K / S) é o valor do pre1~0 de exercício visto pelo processo do retomo Zt . 

R é o valor do rebate. 

G ( z, t ) é o função de distribuição de probabilidade ajustada ao risco para os processos 

que cruzam a barreira e retomam. 

Para os casos em que Sta < H ,que equivalem a z < b, G(z, t ) = Prob(Zta+t ~ z e 

SUPo s;us;t Zta+t > b) 

Para os casos em que Sta > H ,que equivalem a z > b, G(z, t ) = Prob(Zta+t ~ z e 

inf O<u<t Zta+t < b) 

g(z, t ) = Jz(F( z, t )) é a função densidade de probabilidade associada a função 

G(z, t). 

p(z, t) é função densidade de probabilidade ajustada ao risco para Zt 

T,Tb é a variável aleatória para o tempo em que o processo intercepta pela primeira 

vez a barreira. 

Formalmente, se o processo segue o caminho w, então se S < H, 
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ou, alternativamente se Z < b então 

e, se S > H então 

ou, alternativamente, se Z > b então 

h( T) , h( T, b) é função densidade de probabilidade para T, o tempo para a primeira 

interceptação da barreira. 
2 

n(x) = e~) é a função densidade de probabilidade para a distribuição gaussiana 

normalizada (média=0, variância=!). 

N (x ) = .J~
00 

n(s)ds é a ditribuição de probabilidade acumulada para a normal n(x) 

cp(a , /3, 1 ) = tr + /3 .ify é uma definição conveniente para os desenvolvimentos 

rJ = + 1 se a barreira é atingida por baixo, e f/ = -1 se a barreira é atingida por cima. 

rJ = sgn(b) 

1/J = 1 para opção de compra e, 1/J = -1 para opção de venda 

E é uma variável aleatória amostrada de uma distribuição normal padrão ( com mé

dia=0 e variância=!), E~ N(O, 1) 

Fórmulas de apreçamento 

Para desenvolver fórmulas paramétricas que descrevam o modelo desejado, precis

aremos primeiramente definir e calcular algumas funções densidade, para calcular as prob

abilidades dos principais processos envolvidos. 



2.1 Apreçamento da Opção com Barreira Monitorada Continuamente. 11 

Densidade de probabilidade do processo Zt 

A função densidade de probabilidade que, quando acumulada, representa o valor da 

probabilidade de que o processo assuma valores menores que um determinado valor z é 

dada pela fórmula 2.2, cujo desenvolvimento encontra-se no apêndice A. 

1 z -µ (t ) 
f( z, t) = CJ0,n( CJ0, ) (2.2) 

Densidade de probabilidade dos processos que cruzam a barreira e retornam. 

A função densidade de probabilidade dos processos que cruzam a barreira e retor

nam, tanto de baixo para cima como de cima para baixo é dada pela fórmula 2.3, cujo 

desenvolvimento está apresentado no apêndice B. 

Função p(z, t) densidade de Zf (processo estocástico do retorno do ativo S) 

Por definição, 

p(z, t) = f( z, t) - g(z, t ) 

(2.3) 

(2.4) 

ou seja, é a diferença entre a f.d.p do processo Zt sem restrições e a f.d.p. dos 

processos de ZT que cruzam a barreira e retornam. Esta densidade de probabilidade é 

útil pois separa os casos que cruzaram a barreira e retornaram, ou seja, diz respeito apenas 

aos casos mais simples em que a barreira não foi atingida ou que foi atingida e ultrapassada, 

ou seja os casos mais óbvios. 
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Função densidade h( T) para o tempo T da primeira passagem de Zt pela bar-

reira. 

A fórmula 2.5 apresenta a fd.p. do tempo de passagem T pela barreira, que permite 

o cálculo da probabilidade de que a barreira seja atingida antes de determinado instante T 

Prob[T < T] = E[l[r<T]] = Jt h(s)ds e tem seu desenvolvimento no apêndice D. 

lbl b/ J 
h(T) = (3/ 2) n[ JT=to - (µ/J)J(T - t0 ) ] 

_J (T-t0 ) T-to 
(2.5) 

Valor presente esperado do rebate 

Como já foi dito anteriormente o rebate R é um valor que é pago ao comprador da 

opção no caso de a barreira ser atingida. 

Sendo assim, há duas possibilidades, uma para as opções do tipo Knock Out (KO) 

outra para opções do tipo Knock ln (KI), conforme apresentado no apêndice E 

O Valor Presente do Rebate VP(R) para as KO é dado pela fórmula 2.6, e o VP(R) 

para as KI é dado pela fórmula 2.7. 

Podemos agora calcular os retornos no vencimento das opções para depois finalmente 

calcular as fórmulas de precificação completas. 

Cálculo de uma Knock Out (KO) 
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Nos casos em que a barreira foi atingida durante a vigência do contrato, a opção 

expira sem valor, e portanto, os casos de interesse são aqueles em que a bareira não foi 

atingida durante a vida útil do contrato. O retomo de uma opção do tipo KO que não 

teve sua barreira atingida durante a vigência do contrato, calculado no vencimento em uma 

medida de probabilidade ajustada ao risco, pode ser escrito da seginte fmma: 

Lembrando que 7/J = 1 para opção de compra e, 7/J = -1 para opção de venda, e 

fazendo as seguintes definições: 
uo uo DO 
K>O K<H K>H 

opção de compra (CALL) - a=k, (3 =b a =k, f3 =oo 
opção de venda (PUT) a= -cX) ,/3 = b a= -oo,(3 = k a =b ,(3=k 

.J! 7/J .(S exp(z) - K).p(z)dz == J: 7/J .(S exp(z) - K).(f(z ) - g(z) )dz = 

7/J J:(s exp(z) - K).(f(z) - g(z))dz = 

7/JS(.f: exp(z)j(z)dz - .J: exp(z)g(z)dz) - 7/JK(.f: j(z)dz - J: g(z)dz) 

.J! exp(z )f(z)dz = J: exp(z) a✓in( zª-J{)dz 

usando a identidade 

exp(z)n(z-:-.;fT) = exp(a) exp((µ + o-2 /2)T)n( z-;-.;,tT - u./t,) 

= exp(µ + u2 / 2)t J: a✓in(z-~·:;t )t)dz = 

I: exp(z )g(z )dz = I: exp(z)C✓t ) exp(2µb/u 2 )nc-;b_;iµt)dz 

=exp(2µb / u2
) exp(2b) exp((µ + u2 / 2)t) J: a✓tn(z-2b:~+a

2

)t)dz = 

DO 
K<H 
a=b,f3=oo 
-
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(3 - 2b - (µ + 0"2)t exp(2µb/0" 2
) exp(2b) exp((µ + 0"2 / 2)t)[N( ..fi r 9) 

(J" t 

1·/3 1 /3 l z - · µt (3 - µt a - µt J( z)dz = fin(-7; )dz = [N( v1t ) - N( v1t )] = J 3 a a O"y t O"y t O" t O" t 
(2.10) 

e 

J·/3 (z)dz = J/3 exp(~) n( z -2b-µ(t ) )dz = , a g a a./t a./t 

(2.11) 

(2.12) 

Então podemos calcular o premio de uma KO européia com rebate R como sendo 

KOE(R) apresentado na fórmula 2.13: 

KOE(R) = KOE(H, R, S, K , t0,T, r , q, O")= VP(7/JS( J1 - l 2) - 7/J K(J3-J4))+V PKo (R) 

(2.13) 

Cálculo das opções Knock IN 

Um argumento interessante e importante na precificação das opções do tipo KI é o de 

um portfólio livre de risco, na mesma linha de argumentação das fórmulas de apreçamento 

propostas por Fischer Black e Myron Scholes. Se constituirmos uma carteira composta 

por uma opção de compra do tipo KO, mais uma opção com as mesmas características 
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mas do tipo KI, no vencimento, se a barreira não tiver sido antigida a KO termina com 

o valor de uma opção de compra (CALL) simples e a KI termina com valor nulo mais o 

valor do respectivo rebate RKI· Se a barreira tiver sido atingida, a KO termina sem valor, 

mas recebe o valor do respectivo rebate RKo e a KI termina com o mesmo valor que uma 

Opção de compra. Desta forma, se constituirmos um portfólio composto por uma posição 

comprada numa call KI européia com rebate, mais uma call KO com rebate nulo, este 

porttem o mesmo valor que uma opção de compra sem barreira (plain vanilla) mais uma 

posição comprada no rebate da KI. 

O mesmo raciocínio vale para o caso de uma opção de venda (PUT) Européia. 

Lembrando que o o valor do prêmio dado pela fórmula proposta por Black&Scholes 

(B&S) é dada por: 

Prêmio B&S = PBS =V P(E<s? ['I/J (S - K )]) = 

= exp(-rt)'ljJ [S exp((r - q)t)N('lj)d1 ) - K N('lj)d2))] = PBS(S, K , r, q, to , T , CY) 

com t = T - t d = -k+(µ+a2)t e d = - k+µt = -k+(µ+a 2)t - (J" 1, = d - (J" 1, O , 1 a../t 2 a../t a../t Vi 1 Vi 

podemos escrever o premio de uma opção KI européia com rebate R como sendo 

=PBS(S, K , r, q, t 0 , T , CY) - KOE(H, R = O, S, K , t 0,T, r, q, CY) + V PK1(R) 

ou simplificadamente 

KIE(R) = PBS - KOE(0) + VPK1(R) (2.14) 

O mesmo argumento pode ser usado de maneira reversa para calcular o premio de 

uma K O E ( R) como função de uma K I (O) e uma opção plain vanilla. 
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Pode-se perceber pelo que foi desenvolvido até aqui, que para o cálculo das fórmulas 

fechadas para os valores dos prêmios das Opções Européias com Barreira foram utilizadas, 

por diversas vezes, probabilidades obtidas a partir de distribuições Normais acumuladas 

(N(z)), como consequência natural da hipótese de distribuição gaussiana dos retornos. Di

versos trabalhos tem sido desenvolvidos no sentido de mostrar que as distribuições de 

retornos de ativos financeiros não são exatamente gaussianas, mas que mesmo com dis

tribuições de retomo que não sejam exatamente gaussianas, apresentando algum tipo de 

distorção, como leptocurtose, ou pequenas diferenças nos momentos de ordem maior que 

o da variância, a formula,ção de B&S pode ser facilmente adaptada, incorporando-se as 

distorções em relação a uma distribuição gaussiana, ao que se convencionou chamar de 

sorriso de volatilidade, ou no inglês, Volatility Smile. Esta técnica, amplamente utilizada 

nas mesas de operações dos principais participantes profissionais dos mercados de opções, 

consiste em atribuir diferentes níveis de volatilidade para diferentes níveis de relação entre 

o valor esperado do ativo objeto e o valor de exercício da opção. Esta relação, comumente 

denominada Moneyness nos textos em inglês, sera denominada neste texto como Exercibil

idade da Opção, dando a noção de que uma opção dentro do dinheiro tem seu exercício 

praticamente certo, enquanto que uma opção fora do dinheiro muito provavelmente não 

será exercida. Quando a opção está exatamente sobre o valor de maior dúvida, diz-se que a 

opção está no dinheiro 11
• 

Portfólio Replicante Livre de Risco e Apreçamento por Não-Arbitragem. 

11 Os termos em inglês para dentro do dinheiro, fora do dinheiro, ou no dinheiro, são rspectivamente INTHE-MONEY, OUT-OF-THE-MONEY, e AT-THE-MONEY. 
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Outro argumento importante e de interesse para este trabalho é o de carteira replicante 

que está diretamente ligado a uma estratégia de hedge. 

Tomemos a título de exemplo o caso de uma opção de compra Européia com preço 

de exercício K 1 e com barreira K 2 > K 1 do tipo KO mas cuja barreira seja avaliada apenas 

no vencimento, e que apresente rebate igual a (K2 - K 1)/ 2. 

O gráfico 2.2 abaixo ilustra o valor do contrato no vencimento em função do preço 

do ativo objeto para K 1 = 1, K2 = 2, R = 1/ 2. 

A função de Heaviside,que também é conhecida como degrau unitário, retoma zero 

para argumentos negativos e 1 para os demais casos. 

m(x, y, z, w) = max((x - y) , O) - max((x - z), O) - w Heaviside(x - z) 

m(x, 1, 2, 1/ 2) 

0.75 -

0.5 

0.25 

-+ - 1 
0.5 1.5 2.5 3 

Fig. 2.2. Perfil de retomo de uma opção de compra européia com barreira avaliada apenas 
no vencimento. 

Pode-se facilmente perceber que este perfil de resultado é equivalente a um portfólio 

composto por uma call com preço de exercício K1 = 1 , uma posição vendida numa opção 

de compra com preço de exercício K2 e mais uma posição vendida numa opção digital, ou 
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binária com preço de exercício K 2 todas européias. Isto pode ser visto nos gráficos 2.3 , 
2.4 e 2.5 abaixo que apresentam os resultados separadamente de cada uma das opções: 

posição comprada em call com preço de exercício K1 

max (x -1, O) 

1.5 

0.5 

0.5 1.5 2.5 

Fig. 2.3. Posição comprada em opção de compra. 

posição vendida em call com preço de exercício K 2 

-max(x - 2, O) 

0.5 1.5 2.5 

Fig. 2.4. Posição vendida em opção de compra 
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posição vendida em 1/2 de uma digital com preço de exercício K2 = 2 

- (1/ 2) Heaviside(x - 2) 

o 
o-+----+---+----+---+- ------4----J 

0.5 1.5 2.5 

-0.125 

-0.25 

-0 .375 

y -0:5 

Fig. 2.5. Posição vendida em opção binária ou digital. 

a soma dos tres acima produz: 

max(x - 1, O) - max(x - 2, O) - (1/ 2) Heaviside(x - 2) 

1.5 

Fig. 2.6. Resultante das três posições . 
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Sendo assim, por um critério de não arbitragem o valor presente da opção com bar

reira deve ser igual ao do portfólio equivalente. 

Se por algum motivo os preços dos ativos avaliados separadamente, se avaliados pela 

fórmula de Black&Scholes, apresentarem volatilidades o- diferentes para cada uma das 

opções, então de alguma forma a opc;:ão que é equivalente deve de alguma forma incorporar 

estas diferenças para que seu preço seja tal que não dê oportunidades de arbitragem num 

mercado perfeito. 

Esta idéia é a base deste trabalho, que consiste em verificar a aplicabilidade desta 

metodologia de maneira empírica através da simulação de Monte Cario gerando um ambi

ente de comportamento conhecido e controlado. 

2.2 Caso em Estudo: Call Down&Out sem Rebate e Barreira 
menor que o Exercícilo 

Neste trabalho nos restringiremos apenas a análise de um caso, uma Call Down and Out 

com Barreira Inferior (menor) do que o Preço de exercício , ou seja uma opção de compra 

européia com barreira abaixo do preço atual do ativo e que deixa de existir caso a barreira 

seja atingida e neste caso não devolve nenhum valor a título de Rebate. 

A fórmula para tal opção, conforme apresentado anteriormente é dada por: 

com 

'ljJ = 1 , e K > H , a = k, e f3 = oo , r, = -1 , µ = r - q - o-2 / 2 , R = O 

CKOE(H, R, S, K , to ,T , r , q, o-) = V P(S(J1 - 12 ) - K(J3 - ]4 )) + V PKo (R) 
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J ( = k /3 = t) = ((r-q-a2 /2+a2 /2)t) [N( oo-lr-q-u2 /2+a2)t )-1 a , oo,µ , O', e a,/t 

N(k-(r-q:12+a2)t)] = e«r-q)t)[N(-k+(r~:r2/2)t)] = éxp((r - q)t)N(d1) 

l2(a, /3, µ, O', t) = exp(2b) exp(2(r - q - a 2 / 2)b/ a-2) 

exp((r - q)t[N( oo-2b~~+u2)t) - N(k-2b-((r-:✓t2/2)+u2 )t)] = ;2 (2br - 2bq - b0'2) 

J ( /3 t) = [N( f3-(µ+a2)t) _ N(a-(µ+a 2)t)] 3 a, 'µ , a , u,/t a,/t 

CKOe(H, R , S , K , t0,T, r, q, a)= 

=exp(-rt){([S(e((µ+a2/2)t)[N(oo- ~~a2)t) - N(k- ~~f)t)]] 

- [exp(2b) exp(2µb/a 2) exp(µ + a2/ 2)t[N( 00
-

2b~~+a
2

)t) 

N(k-2b:~+u2)t)]]) _ K( [[N(oo-~~u
2
)t) _ N(k-~~()t)l] 

-[exp(2µb/ 0'2) [N( 00-:.~µt) - N( k-:~µt)]l))} 

+{O· s ~- a,/t } [ 

( !i)(µ/a2+Jµ2+2u2rja2 ) NC(-l)b-(-l)Bu2t)+ l 
+( 1/; )(µ ja2-J µ2+2a2r ju2) N( - (-l)b:~l)Ba2t) 

CKOe(H, R , S, K, t0 ,T, r, q, a)= 

= exp(-rt){([S(e((µ+a2
/2)t)[1- N(k-~~'.~()t)]]-

[exp(2b) exp(2µb/a 2) exp(µ + 0'2 / 2)t[l - N(k-2b:~+a
2
)t)]]) 

K([[l - N(k-~~~()t)]] - [exp(2µb / a 2)[1 - N(k-:~µt) ]l) )} 

lembrando que: 

k = ln(K / S) = -ln(S/K) 

d _ -k+(µ+a2)t _ ln(S/ K)+(r - q+a2 /2)t 
1 - a,/t - a,/t 

d _ -k+(µ-a 2 )t _ ln(S/K)+(r- q- u2/2)t _ d _ 1t, 2 - a,/t - a,/t - 1 ay i 

CKOe pode ser reescrito e interpretado como sendo: 
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CDo(S, K , a- , t, H) = CBs(S, K , a- , t) - ( !/;)2(r/a
2
)-

1CBs(H 2 / S, K , a- , t) 

ou alternativamente, lembrando que 

C88 (>-S, ÀK, a-, t) = >-C8 s(S, K, a-, t) (2.15) 

Desta forma podemos identificar claramente nesta fórmula, 2 opções de compra de 

Black&Scholes, com preços de exercício diferentes e com um fator de correção. A for

mulação acima também pode ser interpretada como sendo uma precificação relativa entre 

a CDo e duas outras opções do tipo B&S, uma com strike em K , e outra com strike em 

KS2 / H 2 corrigida por uma fator dado por F = ( !/;)2(r/a
2
)+1 . Desta forma, uma primeira 

aproximação para o hedge de uma posição vendida em um contrato de C Do seria uma 

posição comprada em uma C8 s(S, K , (J, t) e uma posição vendida em F contratos de uma 

opção C 8 s ( S, K S2 
/ H 2

, a- , t). Este modelo de apreçamento relativo será utilizado adiante 

neste trabalho. 



Capítulo 3 
Distribuições de retorno não gaussianas e 

sorriso de volatilidade 

Distribuições não Gaussianas 

Apesar das distribuições de probabilidade Gaussianas serem de grande importância e 

utilidade nos mais diversos ramos do conhecimento humano, tanto pelas suas propriedades 

quanto pela quantidade de situações que ela pode modelar, inclusive na área de finanças, 

nem todos os casos aparentemente normais, podem ser bem modelados por distribuições 

gaussianas, levando as pesquisas a caminhar além, no sentido de desenvolver modelos ca

pazes de incorporar características específicas e importantes da realidade que se deseja 

modelar. 

A figura 3.7 apresenta uma evolução da volatilidade histórica do Índice Bovespa12 

calculado em janelas de 20 dias úteis e de 200 dias úteis, utilizando-se dados referentes ao 

período compreendido entre 2/jan/2002 e 18/jun/2003. Nota-se que a volatilidade avaliada 

no curto prazo é muito mais instável que para um prazo mais longo. 

12 Índice Bovespa ou Ibovespa: Índice calculado com base nos preços de uma cesta composta pelas ações 
mais negociadas na Bolsa de Valores de São Paulo. 

23 
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Volatilidade do Índice BOVESPA 
(20 dias úteis) 

60.00% .---------------------, 

10.00% 
• ,olatilidade 200 DU - -

0.00% 

"' "' "' "' "' "' "' "' "' g g g 

1 ~ ! g g i ,:: e,! 

~ ~ !!! ;;; ~ ;;; ;;; o 
"' "' 

Fig. 3.7. Processo da Volatilidade Histórica do lbovespa 

Isto pode ser melhor visto no Diagrama 3.8 que mostra a volatilidade em função do 

período da amostra, chamado Cone de Volatilidades. Pode-se provar que a dispersão da 

volatilidade decai com (1/ -JFi) onde N é o número de dias úteis do período utilizado para 

cálculo da volatilidade. Mas ao mesmo tempo percebe-se que a volatilidade apresenta um 

atrator de longo prazo e oscila muito no curto prazo. 
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Fig. 3.8. Cone de Volatilidades do Ibovespa 
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Quanto aos processos estocásticos dos preços e dos retornos dos ativos em geral, 

muito se tem estudado a respeito destas características de "não-normalidade " e de como 

os modelos podem incorparar estas características, e mais ainda, que tipos ou famílias de 

distribuição são estáveis, ou seja se um processo originado por uma sequência ou soma 

de eventos de determinada família de distribuições resulta numa distribuição da mesma 

família, porém este não é o objetivo deste estudo. 

No que se refere aos processos de retomo de ativos financeiros, tem-se verificado 

empiricamente que não são exatamente normais, pelos mais diversos motivos, incluindo 

características de imperfeição dos mercados, que não iremos abordar neste trabalho. 

O que nos interessa para os fins deste trabalho é a relação entre a não-normalidade, ou 

seja, os desvios da hipótese básica de distribuições de retornos gaussianas, e os efeitos sobre 

a modelagem utilizada, na linha do que foi originalmente proposto por Black&Scholes, 

com o objetivo prático e específico de escolher estratégias de apreçamento para carteiras 
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de derivativos ou contratos específicos, que funcionem bem, ou seja, que atendam a algum 

critério de precisão. 

A proposição de um experimento para avaliar a estratégia proposta deve atender as 

seguintes restrições: 

1) Precisamos gerar uma situação semelhante à realidade observável, onde verifi

camos a existência de um sorriso de volatilidades, 

2) Precisamos conhecer, ou ser capazes de construir este sorriso de volatilidades, 

3) Precisamos de uma referência correta ou justa para o valor do contrato da opção 

CDO, 

4) Precisamos gerar situações comparáveis para submeter as diferentes estratégias 

que desejamos testar, 

5) Precisamos gerar uma situação tal que um observador simplista possa observar e 

decidir sobre um valor de volatilidade média, e que um outro abservador mais refinado, 

observar as curvas ou sorrisos de volatilidade. 

Várias alternativas foram analisadas para encontrar uma situação em que existe uma 

relação conhecida entre o sorriso de volatilidade e o tipo de distribuição.Alternativas como 

as distribuições de Johnson(l949), expansões de Edgeworth (HALL,1992), Levy(l954) e 

Tsallis(Borland, 2002) foram algumas das alternativas de distribuições de probabilidade 

com média e desvio padrão conhecidos, e que apresentam momentos de ordens maiores, 

fazendo com que a o comportamento não possa ser modelado apenas através de uma dis

tribuição normal. 
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Na prática as distribuições de retornos de ativos financeiros apresentam leptocurtose 

ou caudas pesadas, ou seja, eventos extremos são mais frequentes do que uma distribuição 

normal gaussiana poderia prever, de maneira que características adicionais são necessárias 

para melhorar a modelagem dos dados reais. A título de exemplo a figura 3.9 apresenta 

um histograma com os log-retomos (log(Pd Pi_i)) calculados com base nos preços de 

fechamento do Ibovespa no período de jan/2002 a junho/2003. Comparando a distribuição 

real com a distribuição Normal disposta no mesmo gráfico pode-se perceber que em al

gumas regiões a distribuição normal subestima as ocorrências encontradas e em outras 

superestima. Em outras palavras, poderia-se dizer que a distribuição apresenta momen

tos de ordens além daqueles presentes nas distribuições gaussianas, tais como Assimetria e 

Curtose, calculados para estes dados como sendo respectivamente -0,1947 e 0,3014. 

Histograma dos log-retornos do lbovespa 

ao ~---------------~ 

Fig. 3.9. Histograma dos Log-retomos do lbovespa 

Uma outra linha de modelagem que leva a características semelhantes é a de mod-

elagem através de volatilidade volátil conforme descrito em HULL-WHITE (1996) e em 
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FOUQUE-PAPANICOLAOU-SIRCAR (2000), ou seja, um parâmetro de dispersão para o 

processo do retomo, com um erro, incerteza ou dipersão conhecida sobre este valor. Neste 

caso, conhecemos a média, conhecemos o valor esperado da variância e conhecemos a var

iância da variância. Esta abordagem foi escolhida para gerar o ambiente de distribuição de 

retornos necessário para o experimento. Decidimos pela utilização desta abordagem por 

considerações de ordem prática do ponto de vista da geração de um experimento com mé

dia e variância conhecidos, e que gerem um comportamento que reconhecidamente gere 

um efeito de sorriso de volatilidade. 

Além disso, a geração de cenários e caminhos aleatórios atendendo a esta carac

terística é relativamente simples, bastando para isto amostrar não apenas uma distribuição 

normal para gerar o efeito do choque aleatório, mas também realizando uma segunda 

amostragem para gerar um desvio em relação ao tamanho do choque estocástico que será 

utilizado para gerar os caminhos aleatórios, necessários a uma simulação de Monte Carlo. 

Do ponto de vista da implementação computacional, esta metodologia é mais simples que 

a utilização de métodos como Metrópolis para a amostragem de distribuições quaisquer, ou 

ainda amostragens no domínio transformado, caso das distribuições de Levy. 

Nas nossas simulações os choques aleatórios nos preços, representados por dZ po

dem ser obtidos pela geração de números aleatórios dW obtidos da amostragem de uma 

distribuição gaussiana com média zero e desvio padrão unitário, mais uma segunda com

ponente também aleatória, tal que 

(3.1 ) 
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com O"i = V, onde V é a variância, cujo processo estocástico tem um comportamento 

do tipo Omstein-Uhlenbeck, no sentido em que descreve o fenômeno de reversão à média 

, com a característica adicional da positividade, apresentado na literatura como modelo de 

Feller ou Cox-Ingersoll-Ross, conforme a seguinte expressão: 

dV = k (a - V )dt + ôv'V dW2t (3.2) 

onde a é o atrator da variância, k é a velocidade de reversão à média e ô é o desvio 

padrão da volatilidade ao quadrado, ou seja, a variância, 

W1 e W2 são normalmente distribuídos com média nula e variância unitária e dW1 e 

dW2 são os choques incrementais destes brownianos, por hipótese e construção, consider

ados descorrelacionados, ou seja, p(W1 , W2 ) = O é a correlação entre W1 e W2 , nula para 

fins deste trabalho. 

O modelo acima foi proposto por Ball-Roma(1994), sendo mais simples que o mod

elo proposto por Heston(l993), o qual incorpora a correlação entre os dois Brownianos, ou 

seja o modelo proposto por Ball-Roma pode ser considerado um modelo de Heston com 

p= o. 

3.1 Sorriso de Volatilidade 

Impacto sobre o apreçamento de opções tradicionais 

O gráfico 3 .1 O ilustra o comportamento das volatilidades implícitas nos preços das 

opções de compra sobre o Ibovespa observadas em alguns pregões consecutivos entre os 

dias 11 e 17 /junho/2003, e portanto comparáveis. Nele podemos perceber que as volatili-
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dades implícitas das opções mais fora do dinheiro ou de menor exercibilidade são menores 

que as volatilidades ímplícitas das opções mais dentro do dinheiro ou seja, com maior prob

abilidade de serem exercidas. 

Volatilidades lmplicitas nas Opções Sobre o lbovespa .. 

y a -0 .3572x + 0.2699 

•6.0% -4.0% -2.0% 0.0% 2.0% 4.0% 6.0% 

Log(K/F) 

Fig. 3.10. Sorriso de Volatilidades das Opções sobre o lbovespa. 

Este comportamento tem suas origens basicamente no fato de que os agentes, por 

algum motivo, atribuem uma menor probabilidade de exercício para as opções fora do 

dinheiro, ou da mesma forma, uma maior probabilidade de exercício para as opções dentro 

do dinheiro, do que seria previsto por um modelo gaussiano de retornos, conforme uma das 

hipóteses básicas do modelo de Black&Scholes. Para as opções muito fora do dinheiro, 

os custos transacionais, somados ao fato de que ninguém dá nada de graça para ninguém, 

fazem com que as volatilidades implícitas voltem a subir, o que formaria a outra parte do 

Sorriso, não representado nos dados do gráfico. 

Volatilidade Estocástica e Sorriso de Volatilidades 
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Procuramos, a seguir, mostrar que a existência de volatilidade volátil leva necessaria

mente a existência de Sorriso de volatilidade, conforme apresentado em SCHIRMER(2002), 

e portanto é útil para gerar distribuições com sorriso de volatilidade. 

Seja ã = ã(S, K , r, T , C) a função de volatilidade implícita do modelo geral: 

Css(S, K , r, T , ã(S, K, r, T , C)) = Cobservado (3.3) 

Supondo um proce_sso para os preços e as variâncias conforme descrito por 3.1 e 3.2, 

e aplicando a Lei da esperança iterada, podemos escrever o preço de uma Opção de compra 

em termos de uma Call de Black&Scholes C8 s como sendo: 

C(t, CTt) = Jt Css(t, v)f(v[CTt)dv 

onde 

t=T-to 

e v é variância do processo. 

Fazendo uma expansão em série de Taylor ao redor da variância média, e nos atendo 

apenas às parcelas com maior influência, teremos: 

C(t,CTt) (3.4) 
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(3.5) 

fazendo um aproximação em série de Taylor em tomo da variância média e igualando 

as duas expressões, obtemos 

Css(t, JEt[½,r]) + ª~~8 IBtW,-rl(o-2 
- Et["Vt,r]) = 

=Css(t , JEt[½,r]) + ½ª2

8~q8 
IE,(½,,T]u

2[½,r] 

que leva a uma expressão aproximada, válida apenas para pequenos desvios de V para 

a volatilidade, que corrige os efeitos da estocasticidade da volatilidade em uma modelagem 

do tipo Black&Scholes, ou seja o descreve um Sorriso de Volatilidades, conforme a fórmula 

abaixo: 

a2cas 1 -

5 2 ;::j E [½ ] + _!,u2 [½ ] av2 E,,(Vi ,T] t t,T 2 t,T ~ I _ 
8v Et(V,,,T] 

(3.6) 

Nesta expressão pode-se observar que a volatilidade a ser utilizada deve ser a esper-

ança da volatilidade para o período em questão somado de uma parcela que é dada pela 

semi-variância da volatilidade multiplicada por um fator dado pela relação entre a derivada 

segunda do preço da opção de Black&Scholes em relação à variância e a derivada primeira 

do preço da opção de Black&Scholes em relação à variância, ou seja, um fator de convex

idade, de maneira que o efeito da volatilidade estocástica é tanto maior quanto maior for 

este fator. 

Em nossa simulação utilizamos a volatilidade estocástica como forma de obter dis

tribuições de retomo não gaussianas, ou seja que gerem um sorriso de volatilidade ao re-

alizar o apreçamento de opções utilizando o modelo de Black&Scholes. 
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Impactos sobre o apreçamento de opções com barreira 

Dado que no caso específico da CallDo utilizamos uma decomposição em basica

mente duas Calls de Black&Scholes, sendo uma delas corrigida por coeficiente de ajuste, 

utilizamos o efeito do Sorriso de volatilidade conforme apresentado individualmente para 

cada uma das Calls em função de sua exercibilidade, e procuramos verificar se esta abor

dagem leva a melhores resultados que aqueles utilizando apenas uma volatilidade média 

esperada na abordagem através de duas opções de Black&Scholes. Desta forma iremos 

testar a seguinte fórmula ein comparação com a da equação 2.16: 

CDO-hipotese(8, K, 0"1, 0"2, t, H) = CBs(8, K, 0"1 , t)-(; )2(f/a~)+lCBs(8, K 8 2 
/ H2

' 0"2, t) 

(3.7) 

com 0"1 = volatilidade implícita em uma opção de strike K ou seja que satisfaz 

C(8, K)obs = CBs(8, K, 0"1 , t) 

e 

com 0"2 = volatilidade implícita em uma opção de strike K 8 2 
/ H 2 ou seja que satisfaz 

C(8, K82 
/ H 2)obs = CBs(8, K82 

/ H 2
, 0"2, t) 

Desta forma, o mesmo procedimento utilizado para incorporação do sorriso de volatil

idades em função de sua exercibilidade a uma opção Plain Vanilla é aplicado por partes 

sobre o modelo de apreçamento de uma opção de compra com barreira do tipo Down&Out. 



3 .2 Amostragem da distribuição proposta 34 

3.2 Amostragem da distribuição proposta 

Conforme já foi explicitado anteriormente, para modelar a volatilidade estocástica que leva 

a um sorriso de volatilidades, são necessários dois processos Brownianos. Neste trabalho, 

por simplicidade, os dois Brownianos são por hipótese e construção não-correlacionados. 

Para amostragem da distribuição normal utilizamos um gerador de números aleatórios 

do Excel e/ou Matlab. Para cada passo são gerados 2 sorteios de Distribuição Normal~ 

N (O , 1), correspondendo a dW1 e dW2 , não correlacionados. 

Para o cálculo da série de preços é preciso, encadeadamente, calcular a série de 

volatilidades ~, sendo que na prática utilizamos a variância V = ~2
, pela fórmula 

(3.8) 

com a = V, e Vo = V 

para então calcular a série de preços pela fórmula: 

(3.9) 

lembrando que por hipótese não temos custos de carregamento para o ativo objeto 

(q=O). 

A figura 3.11 ilustra um exemplo de processo conforme descrito, para a volatilidade 

ao longo de um período de 252 unidades de tempo dt. 
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exemplo do processo da volatilidade volátil ao redor de 30% 

29.00% ---~-----------------< 

28.50% +----~--~---~---~----
º 50 100 150 200 250 

Fig. 3.11. Exemplo de realização para processo de volatilidade estocástica. 

Neste processo pode-se perceber a reversão para média ou seja, o processo não es

correga, nem escapa indefinidamente para nenhum lado, ao contrário ocupa uma região 

no entorno da volatilidade média no caso do exemplo de 30% aa. É importante notar que 

uma das hipótese para o apreçamento de opções proposto por Black&Scholes é a de que 

a volatilidade é constante, o que corresponderia neste gráfico a uma reta horizontal, indi

cando um único valor para a volatilidade ao longo do tempo. 

A figura 3.12 ilustra um exemplo de processo para o preço obtido a partir deste 

cenário de volatilidade estocástica: 
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exemplo de processo pa ra o preço 

1.60 

1.4 0 

1.20 

1.00 

0 .80 
l•preço l 

0 .6 0 

0.40 

0 .2 0 

o 50 100 150 200 250 

Fig. 3.12. Exemplo de Realização de processo do preço, com volatilidade volátil 

Neste exemplo podemos perceber que os pontos estão mais espaçados nos períodos 

onde a volatilidade é maior, estando mais agrupados nos períodos de menor volatilidade. 

3.3 Simulação de Monte Cario 

Como referência de preços justo utilizaremos uma integração numérica conhecida como 

simulação de Monte Carlo, onde um número muito grande N de caminhos aleatórios são 

gerados segundo a distribuição proposta e sobre estes caminhos são calculados os deriva

tivos, neste caso a C DO e as Opções C BS com preço de exercício em K e em K S 2 / H 2 . 

Para cada derivativo, somam-se os preços obtidos ao final de cada caminho e divide-se por 

N, obtendo-se assim um preço médio final. Este preço médio final é trazido a valor presente 

pela taxa de juros livre de risco r, para obter finalmente o preço justo para o derivativo. 
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1 N 
Valorjusto = exp(-r(T - to))[ N L Valorfinal(caminhoi) ] 

i= l 

(3.10) 

onde 

caminhai indica a série de preços (St0 , ... , Sr) obtida na i-ésima simulação sobre a 

qual se avalia o contrato derivativo. 

3.4 Experimento proposto 

A figura 3.13 ilustra de maneira simples o experimento proposto, descrevendo a sequência 

lógica utilizada para obter os preços aplicando as fórmulas de apreçamento já apresen

tadas. A idéia básica é a de comparar duas estratégias diferentes de apreçamento, ambas 

paramétricas, onde a realidade é obtida por simulação, e as diferentes estratégias corre

spondem a duas interpretações diferentes sobre a mesma realidade: 

1) a primeira, que olha apenas para o longo prazo e utiliza o modelo de Black&Scholes 

com esta volatilidade, e 

2) a segunda, que procura capturar e incorporar o Sorriso de volatilidades presente 

nas opções plain vanilla do mercado, supondo que este sorriso esteja condizente com a 

realidade da distribuição dos retornos. 
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Geração de casos ou situa;ões de 
interesse: 

CCXTOna;ões de preço de exercício e 
bareira 

Geração de carinhos aleatórios 
para a \Olatilidade alra\és da 

eq..eção3.8. 

Geração de camnhos aleatórios Cl)ll 
\Olatilidade \Olátil p,ra o p-eço do 

ati"' atí8\és da ec,.a;oo 3.9 

Geração de cenários 
cem sooiso de 
\Olatilidades 

Aµ-eç,rnento de una Opção de 
carpa ccm preço de exercicio 

K 
Equação 3.10 

Cálculo da \Olatilidade in,,lictta 
E - 3.3 

Ap-.çarento de una Opção de 
carpa coo, preço de exercício 

K"(S"2/H"2). 
Equação 3.10 

Cálculo da \Olatilidade ln,,licita 
Equação3.3 

Apreçarrento da opção de carpra 
cem ~ira H e preço de exercício K 

por sirruação de Mooteca1o. 

Ap-eçarento da opção de carpra 
can barreira H e preço de exercício 

K utilizar-do o Sooiso de 
\Olatilidades calcuado. Equação 3.10 

Equação3.7 

Coirparação entre os \Eiores "Justos" 
obtidos atra-.és da sirrulação de 

rmnteca1o e, os \01ores obtidos na 
estratégia proposta (hipotese) e os 
\Eiores utilizar-do a fórrrula de B&S 

cem \datilidade únca. 

OJrjJara;ão dos erros dos restilados 
obtidos ras ccrrlJina;ões propostas. 

Apreçarrento da opção de Cl)llpra 
cem l::areira H e preço de exercício 

K utilizard:l a \Olatilidade rrédia 
esperada de long, prazo e a 

aboo:!agem de Black&Scholes. 
Equação2 16 

Fig. 3.13. Diagrama de Blocos do Experimento Proposto 
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Os casos de interesse procuraram cobrir diversas combinações entre níveis de volatili-

dade, níveis de preço de exercício, e níveis de barreira, sempre procurando uma região onde 

é possível a convergência para os cálculos das volatilidades implícitas, ou seja no entorno 

de log(K/S) = 1 
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Para cada combinação são realizadas três avaliações de preço, sendo: 

1 )Uma para a Opção de compra com barreira do tipo Down&Out através da Equação 

3.10, 

2)Uma para a incorporação do sorriso de volatilidades fi(S, K, t) à fórmula de Black&Scholes 

dada pela Equação 3. 7, 

3) e finalmente uma avaliação de Black&scholes, mas utilizando uma volatilidade 

única e constante igual a volatilidade média esperada de longo prazo através da Equação 

2.16. 

Para organizar os resultados de maneira a permitir sua análise comparativa, algumas 

medidas e considerações foram tomadas, conforme segue abaixo explicitado: 

Todos os exemplos partiram de um valor de preço inicial no instante O igual a 1, 

S0 = 1, 

Em todas a simulações utilizou-se um taxa de juros contínua de 20% aa de maneira a 

procurar refletir a realidade das taxas de juros reais, 

Por hipótese, não há dividendos ou custos de adicionais de carregamento de posições 

no ativo, ou seja, Q = O, 

Todos os processos de volatilidade estocástica utilizaram a mesma vaiiância inicial 

igual à variância média de longo prazo, 

Todos os processos utilizam a mesma velocidade de reversão à média k. 

Em todos os processos, a volatilidade implícita foi calculada utilizando um método 

de Newton-Rapson para busca de zero de função e apenas utilizamos os casos onde este 

processo convergiu dentro de um período de tempo aceitável dadas as precisões. 
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Em todos os apreçamentos do experimento proposto foram utilizados 1100 caminhos 

diferentes de preços com volatilidade estocástica, compostos de 42 passos correspondendo 

aos intervalos de tempo dt = 1/ 252 anos ou 1 dia útil, procurando refletir o período de dois 

meses tal que (T - t0 ) = 42/ 252. 

Para gerar um sorriso de volatilidades utilizamos como parâmetro de reversão à média 

k = 60 e desvio da variância ó = 12. 

É importante destacar aqui que nosso objetivo não é o de estudar volatilidades es

tocásticas mas sim gerar cenários de volatilidade que impliquem em um sorriso de volatil

idades. 

Os demais conjuntos de dados estão apresentados na tabela em anexo no apêndice 3, 

onde pode-se verificar que foram utilizados preços de exercício entre 95% e 105% do preço 

inicial, e valores de barreira entre 89,39% e 98,35% do valor inicial, sempre lembrando que 

no caso deste exercício, apenas barreiras abaixo do preço inicial ( S > H) fazem sentido e 

apenas preços de exercício acima da barreira ( K > H) fazem sentido. 

Foram utilizados ainda 3 níveis de volatilidade de longo prazo, a saber, 20%aa, 

30%aa, e 40% aa no sentido de estarmos próximos a níveis reais de volatilidade para ativos 

de renda variável. 

O gráfico 3 .14 apresenta alguns exemplos de trajetória de variância volátil utilizados. 



3 .4 Experimento proposto 

Processos de Volatilidade Estocática 

1.2 +------- """n ____________ __, 

/i 
!i 

/ i 
J \ 

0.8 +------~------- ---------< 

0.2 

o 

"!' 

N lll ao 
N N N 

o 
"" 

Fig. 3.14. Exemplos de processos estocásticos para a variância. 
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O gráfico 3.15 apresenta alguns exemplos de trajetórias de preços com volatilidade 

estocástica. 

Trajetórias de preço com volatilidade estocástica 

1.400 .----- ------------------, 

0.600 t----------------------, 

0.400 +----------------------< 

0.200 +------------------- ---< 

dias úteis 

Fig. 3 .15. Processo estocástico do preço. 

O capítulo seguinte apresenta uma análise dos resultados obtidos 



Capítulo 4 
Análise Comparativa do Desempenho dos 

Modelos 

4.1 Casos estudados 

Sobre os casos estudados neste experimento cabe ressaltar que foram escolhidos de maneira 

a permitir convergência no caso da volatilidade implícita das opções, ou seja foram escol

hidos no entorno dos preços de exercício iguais ao valor inicial S0 = l , dado que, para 

valores de preços de exercício muito fora do dinheiro ou muito dentro do dinheiro, prob

lemas de ordem numérica impedem que se encontre uma volatilidade implícita necessária 

para construir o sorriso de volatilidades. 

Os gráficos 4.16,4.17, 4.18, 4.19, 4.20, 4.21, apresentados a seguir apresentam os 

Sorrisos de Volatilidades correspondentes aos casos obtidos nas simulações, utilizando 

volatilidade média de longo prazo de 20% aa., 30% e 40%, respectivamente. A título 

de referência são apresentados os valores calculados com e sem volatilidade estocástica, 

para cada nível de volatilidade. 
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"' 

22.00'/o 

20.00'/o 

1&00'/o 

Sorriso de \k,lâilidades 
\dciilioo oo lay::> µ-azo= Y/o:0 

. ., .. 

~ 16.00'/o 
> 

14.00'/o 

12.00'/o 

10.00'/o 
0.7 

, . ···-y-~--- -- ......... -·-- -

0.8 0.9 1.1 

JreÇO de exercício 

1 ♦ implidla 
I

r 
1- Fbly.(implidla) 

1 

1.2 1.3 1.4 

Fig. 4.16. Sem volatilidade estocástica, vol=20%aa 
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Sonisode \k,lâilidades 
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21.00"/o- ---------------~ 
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21.20%+-- ----'------J'---------; 
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> 
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20.40%+--------------< --Fbly. (implidla) 
y= o.3222x2. o.6622x + o.5475 

20.20%+----- --- ----------; 

20.00'/o+--~--,-----r------.---.,..-----,----; 
0.7 0.8 0.9 1.1 1.2 1.3 1.4 

preço de exercido 

Fig. 4.17. Sorriso de volatilidades para 20% aa 
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35.00% 

30.00% 

,. 25.00% .. 
õ 
> 20.00% 

15.00% 

10.00% 
0.7 

Sorriso de Volatilidades 
vdatilide de lcn;io !)"azo= 30%aa 

1 • implícita r 
- Poly. (implícita) 

y= --0.1485x2+ 0.3053x +0.1452 

0.8 0.9 1.1 1.2 1.3 1.4 

preço de exercício 

Fig. 4.18. Sem volatilidade estocástica, vol 30%aa 
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0.9 1.1 
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Fig. 4.19. Sorriso de volatilidades para 30% aa 
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Fig. 4.20. Sem volatilidade estocástica, vol 40% aa 
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Fig. 4.21. Sorriso de volatilidades para 40%aa 
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4.2 Resultados da simulação 
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Fig. 4.22. Tabela de Resultados 
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A tabela 4.22 apresenta os resultados obtido para o preço da CDO através da simulação de 

Monte Carlo na coluna CDOjusto. Este valor foi adotado como referência em relação ao 

qual foram calculados os erros dos cálculos dos modelos sendo avaliados. 

A coluna CDOhipótese traz os resultados obtidos pela fórmula que incorpora o sor

riso de volatilidades, conforme a equação 3.7. 

A coluna CDOb&s traz os resultados obtidos utilizando-se a equação 2.16, com a 

volatilidade igual a volatilidade de longo prazo 

Na coluna onde se iê lmplicita K estão apresentados os valores da volatilidade Im

plícita para uma opção de preço de exercício K para o cenário em questão. 

Na coluna onde se lê Implícita b estão apresentados os valores da volatilidade im

plícita para uma opção com preço de exercício K S2 
/ H2 Estes valores são utilizados na 

Equação 3.7 para incorporar o sorriso de volatilidades. 

4.3 Análise dos Resultados 

O gráfico 4.23 apresenta uma dispersão entre os valores de referência e os valores obtidos 

nos modelos testados. Se os modelos resultassem todos em respostas iguais aos valores de 

referência, seria observada apenas uma linha correspondente a reta y=x .Pode-se perceber 

que à primeira vista, ambos os modelos acompanham bem o valor justo de referência, no 

sentido em que não há grandes desvios para os casos estudados. 
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Fig. 4.23. Dispersão dos resultados em tomo do valor justo de referência para a CDO. 

O gráfico 4.24 apresenta os erros relativos calculados como sendo o logarítmo da 

relação entre o preço de referência e o preço do modelo ln(CDOjusto/Preço do modelo). 

Neste gráfico também percebe-se que para os casos estudados, apesar da pequena melhora, 

o modelo da hipótese que incorpora o sorriso de volatilidades não leva a ganhos significa

tivos em relação a utilização de volatilidade constante na Equação 2 .13. 

Percebe-se que em ambas as estratégias há um viés de Subestimar o valor da CDO, 

o que pode ser percebido pelos valores dos erros todos no semiplano positivo do gráfico. 

Este viés, pode estar sendo causado pelo fato de estarmos comparando fórmulas de mon

itoramento contínuo da barreira , com um valor da simulação de Monte Cario, que é por 

construção discreto, e em nossas simulações foram adotados intervalos de tempo de 1 dia. 

Além disso, pode-se perceber que ambos os modelos erram menos a medida que cresce o 
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valor da CDO. Isto provavelmente, devido ao fato de que quando a barreira se distância, 

seu monitoramento perde importância e a CDO ganha valor. 
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Fig. 4.24. Erro relativo em função do valor justo de referência para a CDO 



Capítulo 5 
Conclusão 

Apesar do melhor desempenho da estratégia que incorpora o Sorriso de volatilidades 

no apreçamento de uma Opção de Compra do tipo Down &OUT, não se pode afirmar que 

esta estratégia leva a reduções significativas nos erros, quando comparadas a estratégia al

ternativa que utiliza volatilidade constante. Por outro lado, seria necessário, executar sim

ulações mais finas no tempo (e portanto mais consumidoras de recursos computacionais) 

para aproximar melhor o . efeito do monitoramento contínuo da barreira e permitir con

clusões mais confiáveis sobre a existência ou não deste viés de apreçamento .. 

Temas para estudos subsequentes. 

Algumas linhas de estudos surgem naturalmente como continuação para este tra

balho. A primeira e mais natural delas pode ser a extensão para outros tipos de opção 

com barreira, além da Call Down&OUT sem rebate, que obviamente é um caso bastante 

simples, bem como para Opções sobre diferenciais (Spread Options), ou opções Asiáti

cas. Talvez os casos de maior relevância sejam justamente aqueles referentes aos rebates, 

onde a descontinuidade leva a dificuldades ainda maiores para o hedge dinãmico destas 

posições. A utilização de técnicas de refinamento da simulção de Monte Carlo, bem como 

a utilização de técnicas de otimização e redução de erros são outra linha possível de estu

dos. 

Outra linha de trabalho pode ir na direção de encontrar uma alteração na escala de me

dida de probabilidade, que permita corrigir a subestimação do valor do contrato. Conjunta-

50 
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mente, a utilização de outras funções densidade de probabilidade não gaussianas, poderiam 

ser utilizadas para se atingir este objetivo. A comparação com uma metodologia incorpo

rando os fatores de volatilidade estocástica também poderia ser interessante. 
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Apendice A 
Densidade de probabilidade do processo Zt 

Cálculo da Densidade de probabilidade do processo Zt 

Utilizando-se as definições de variáveis apresentadas no corpo principal do texto, 

e assumindo que o processo do retomo pode ser descrito por uma tendência temporal, 

adicionada de choques estocásticos, conforme a expressão a seguir: 

, com Wt
0 
= O e W~ = E:ç/t - t0 , onde E representa um sorteio amostrado de uma dis

tribuição normal padronizada E ~ N(O , 1) ou seja uma distribuição gaussiana com média 

zero e variância unitária. 

Podemos calcular a probabilidade de que a variável aleatória Zt, que descreve o 

processo aletório do retomo, seja menor que um valor fixado z, durante um período de 

observação T, como sendo 

F(z , T) = F(z ) = Prob[Zr s z] 

= Prob[µ(T - to) + O"Wt S z] 

= Prob[µ (T - to)+ cn:ç/T - to S z] 

= Prob [E S z~~)] e como E tem distribuição normal, 

F( T) = N[ z-µ (T- to) ] z, aijT-to 

logo, podemos calcular a densidade de probabilidade f(z) = F'(z ) = 8~iz) 
f (z) = F'(z) = 1 n( z-µ(T-to)) 

a ijT-to a ~T-to 

e chamando t = T - t0 
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podemos escrever 

1 z -µ(t) f (z, t) = 
2
;;n( 

0 
) 

CJyt (J t 
(A.l) 

que é a função densidade de probabilidade que, quando acumulada, representa o valor 

da probabilidade de que o processo assuma valores menores que um determinado valor z. 



Apendice B 
Densidade de probabilidade dos processos que 

cruzam a barreira e retornam. 

Cálculo da Densidade de probabilidade dos processos que cruzam a barreira e 

retornam. 

Ainda utilizando as definições de variáveis do corpo principal do texto, seja P a me

dida original de probabilidade e seja Q a medida de probabilidade ajustada ao risco, dada 

pelo teorema de Girsanov. 

Sob o referencial de medida Q, o processo Z não apresenta tendência ( drift). 

Definindo para qualquer grandeza y o operador f; = y / <J que basicamente faz uma 

normalização ajustando a grandeza a sua variabilidade, podemos escrever inicialmente o 

seguinte caso: 

casol: barreira atingida por baixo (S< H) ou (b> O) 

Neste caso, o processo evolui a partir de valores menores que o valor da barreira e 

em algum momento antes do final da obervação (t< T), Zt assume valores maiores que um 

valor determinado z, que independe do tempo e constitui a barreira que se quer estabelecer 

para o processo Zt . 

Desta forma, se quisermos calcular a probabilidade de que o processo Z atinja a bar

reira (ultrapasse-a) e retome antes do término do período de observação, podemos definir 

esta probabilidade como sendo G(z, T) , uma vez que trata-se de uma função que depende 
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essencialmente do valor da barreira, e do período de obervação, já que por definição esta

mos tratando de processos que partem do valor zero no instante inicial. 

G(z, T) = G(z)=ProbP[ ZT :S z e suptos ts T Zt > b] 

É a probabilidade na medida original de que Z seja menor que um valor determinado 

z ao final do período, mas durante este período Z assumiu pelo menos uma vez valores 

maiores do que z. 

Lembrando que Zt = µ(t - to)+ o-Wt 

com Wto = o e Wt ·= E-ijt - to 

G(z , T) = ProbP[ µ(t - to) + o-Wt :S z e suptosts T µ(t - to)+ o-Wt > b] 

G(z , T) = ProbP[ 1;(t - to)+ Wt :S ; e suptos ts T 1;(t - to)+ Wt > ~] 

Definindo a função indicadora l[c.ondicão], como sendo um função que retoma o valor 

1 para os casos em que a condição é verdadeira e zero em todos os demais casos, podemos 

escrever a fórmula acima, em termos desta função indicadora como sendo: 

G(z, T) = EP[ l[i r.S:: i ] . l[rsT]] 

que é o valor esperado, na medida original de probabilidade, dos casos em que o 

processo assumiu valores maiores do que z e terminou abaixo de z durante o período entre 

t0 e T. 

Podemos ainda, lembrando que µ = r - q - ª; e utilizando o teorema de Girsanov 

(Monteiro,(1999), pág 40 ou Mikosh,(1998) págl 78), calcular G(z,T) como sendo: 

G(z , T) = EQ[ l [zr.S::z] · l[r.S::T] · exp(P,ZT - ½fl2(T - to))] 

onde o fator exp(P,ZT - ½fl(T - t0)), também conhecido como derivada de Radon

Nykodin, retira a tendência do processo, tomando-o simétrico em relação ao zero. 
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Aplicando o Princípio da reflexão de Désiré André (Lévy (1948), p.293), apresentado 

no apêndice C, à equação anterior obtemos: 

ever 

lembrando que o simétrico de Zr em relação a b é 26- Zr 

G(z , T) = EQ[ ll2r 22&-zJ exp(µ(26 - Zr) - ½ft2(T - to)) ] 

G(z , T) = exp(2µ6)EQ[ l [ir 2'. 2b-z] exp((-µZr) - ½ft2 (T - to) )] 

G(z, T) = exp(2µ6)EQ[ l [ir:5i - 2&] exp((µZr) - ½ft2 (T - to))] 

agora lembrando dá definição do operador </>( a, (3, ry ) = ( ( a + (3ry) / -ify) 
2 

e que n(x) = exp~'"2-) ) é a f.d.p da distribuição normal padronizada, podemos escr-

</>(x, -µ, T - to)= ((x - µ(T - to)) / yi(T - to)) 

</>2 (x, -µ, T - to) = (2( 2(;~to ) - µx + ½µ 2 (T - to)) 
x

2 
1 2( ) 

(/4( _ T _ t )) = exp(-~+µx- 2 µ T-to) 
n 'l-1 x , µ , o V2"1i-" 

z-2b 
G(z , T) = exp(2µ6) J n(</>(x, -µ, T - to) )<l>x (x , -µ , T - to)dx 

2-2& 

G(z, T) = exp(2µ6) J n(</>(x, -µ, T - to)) <l>x (x, -µ, T - to)dx 
- 00 

</) (i-2b, - µ ,T - to ) 

G(z, T) = exp(2µ6) J n(u)du 
- oo 

G(z, T) = exp(2µ6)N(</>( z - 26, - µ , T - t0 )) 

G( T) = (~)N(z-2b- µ(T- to ) ) z , - exp a 2 aijT- to 

derivando em relação a z obtemos 

G'( ) _ ( ) _ exp(~) ( z -2b-µ(T-to)) 
Z - g Z - aijT- to n aijT-to 
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que a função densidade de probabilidade dos processos que cruzam a barreira de 

baixo para cima. 

caso2: barreira atingida por cima (S>H) ou (b< O) 

Este caso é semelhante ao anterior, diferindo apenas que neste caso, o processo evolui 

a partir de valores maiores que o valor da barreira e em algum momento antes do final da 

obervação (t < T) , Zt assume valores menores que um valor determinado z , que independe 

do tempo e constitui a barreira que se quer estabelecer para o processo Zt. 

Desta forma, se quisermos calcular a probabilidade de que o processo Z atinja a bar

reira (ultrapasse-a para baixo) e retome para cima antes do término do período de obser

vação, podemos, da mesma forma como no caso anterior, definir esta probabilidade como 

sendo G(z, T ) e da mesma forma estamos tratando de processos que partem do valor zero 

no instante inicial. 

G(z, T ) = G(z)=ProbP[ ZT 2". z e inft0 ::;t::;T Zt < b] 

É a probabilidade na medida original de que Z seja maior que um valor determinado 

z ao final do período, mas durante este período, Z assumiu pelo menos uma vez valores 

menores do que z . 

Sendo Zt = µ(t - t0) + crWt 

' com Wto = o e Wt = E ijt - to 

G(z, T ) = ProbP[ µ(t - to)+ crWt 2". z e inft0 ::;t::;T µ(t - to)+ crWt < b] 

G(z, T) = ProbP [ ;(t - to)+ Wt 2". ~ e inft0 ::;t::;T ;(t - to)+ Wt < !] 
G(z, T ) = EP [ l [zT2'.z] · l [r:c,;T]] 
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que é o valor esperado, na medida original de probabilidade, dos casos em que o 

processo assumiu valores menores do que z e terminou acima de z durante o período entre 

t0 e T . 

Aplicando o terorema de Girsanov 

Aplicando o princípio da reflexão e lembrando que o simétrico de Zr em relação a b 

é 2b- Zr vale também para valores de b negativos, 

G(z, T) = EQ[ l [zTs~b-z] exp(p,(2b- Zr) - ½fi(T- to))] 

G(z, T) = exp(2µb)EQ[ l[zTS2b-z] exp((-µZr) - ½µ 2(T - to))] 

</>(x, µ, T - to) = ((x + µ(T - to)) / {i(T - to)) 

q}(x , +µ, T - to)= (2(2(;~to) + µx + ½µ 2 (T - to)) 

(A.( + T _ t )) = exp(-~-µx-½µ
2
(T-to)) n '1-' x, µ, o V21r 

00 

G(z, T) = exp(2µh) J n(</>(x, µ , T - to))<l>x(x, µ , T- to)dx 
2b-z 

b a -a -b 
que por simetria da gaussiana, J n(x)dx = - J n(x)dx = J n(x)dx = - J n(x)dx 

a b -b -a 
z-2& 

G(z, T) = exp(2µh) J n(</>(x, µ, T - to))<l>x(x, µ , T - to)dx 
-oo 

cf>(z-2h,µ,T-to) 
G(z,T)=exp(2µh) J n(u)du 

-oo 

G(z, T) = exp(2µb)N(</>(z - 2b, µ, T - t0)) 

G( T) = (3f!:!?.)N(z-2b+µ(T-to)) z, - exp a2 aijT-to 

derivando em relação a z obtemos 

G'( ) _ ( ) _ exp{~) (z-2b+µ(T-to)) 
Z - g Z - aijT-to n aijT-to 
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que é a função densidade de probabilidade dos processos que cruzam a barreira de 

cima para baixo e voltam a subir. 



Apendice C 
Princípio da reflexão de Désiré André 

Princípio da reflexão de Désiré André (Lévy (1948), p.293): 

Apresentaremos aqui, apenas um argumento heurístico, sendo que uma apresentação 

mais rigorosa pode ser encontrada em Karatzas, Shreve (1991), p.79 e seguintes) 

O princípio da reflexão para um movimento Browniano pode ser apresentado como 

segue: 

Seja { Bt, Ft; O :S: t :S: oo} um movimento Browniano padrão unidimensional no es

paço dado por (O, F, Pº). 

Então para b> 0, temos 

ou seja a probabilidade do processo Bt ter atingido b antes do instante t é igual a 

soma das probabilidades dos casos em que o processo termina acima e abaixo do valor b, 

que compõe a totalidade dos casos possíveis. 

Mas a probabilidade do processo ter atingido b antes de t e ter teminado acima de b 

é igual a probabilidade do processo ter terminado acima de b, uma vez que não há como 

terminar o processo acima de b sem ter cruzado o valor b em algum momento entre O e t. 

Verificando o outro caso com relação a Bt < b, se n < t e Bt < b, em algum 

momento durante o processo e antes do do instante t, o movimento Browniano atingiu o 
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nível b, pelo menos uma vez e no intervalo de tempo restante percorreu o caminho de b até 

e (nível abaixo de b, e < b ). 

Lembrando que o movimento Browniano é o resultado de sucessivos choques aleatórios, 

que são aplicados ao estado anterior, podemos aqui por simplicidade, invocar um argu

mento de simetria em relação a b para um movimento Browniano com estado inicial em b, 

para afirmar que a probabilidade do percurso de b até e é a mesma do percurso que sai de b 

e atinge 2b- e, que é o ponto simétrico em relação a b, ou seja, se colocassemos um espelho 

em b, os mesmos caminhos que saem de b e chegam a e, possuem uma respectiva imagem 

especular que leva de b até 2b - e. Isto sugere, mas não prova, a igualdade entre as duas 

probabilidades, o que pode ser comprovado em Lévy (1948), p.293, uma vez que sabemos 

que a probabilidade de um único caminho é essencialmente nula, e o tipo de simetria a ser 

comprovada não é óbvia. Poder-se-ia levantar a questão do tipo de espelhamento, como 

por exemplo o caso de um espelho com distorção que ao invés de levar x em - x , leva x 

em - f( x ). Não entraremos em maiores detalhes sobre esta questão. 

Brownlano som Drift 
e seu espelho em relação à barre ira 

1 - Brownlano -barrera - - · Espolho [ 

Fig. 5.25. Processo original e processo espelho 
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01------------------
X 

Fig. 5 .26. Ilustração do princípio da reflexão 

Se aceitarmos o argumento acima podemos seguir adiante, já que ele nos leva á 

seguinte equação: 

que implica em 
00 

Pº [n < t] = 2Pº [Bt > b] = {/¾ ./ e-"2
2 

dx 
1 

bC'l 
que é a integração da gaussiana do movimento Browniano nos caso de interesse dados 

pelos limites de integração em que Bt > b. 

Diferenciando com respeito a t, podemos obter uma expressão para a densidade do 

tempo de passagem pela barreira b, dado por 

Pº [n E dt] = ~e-fidt · t > O 
v21rt3 ' 

Cabe destacar que esta argumentação está baseada na premissa de que movimento 

Browniano, tem um novo recomeço ( "starts afresh ", Itô & McKean(1974)) no instante de 

parada no qual cruza o nível b, istoé o processo dado por { Bt+r,, - Brb; O ::; t < oo) é 

também um movimento Browniano independentemente da CJ-algebra utilizada F11,. 
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Das propriedades do movimento Browniano pode-se dizer que, se Tb é substituido 

por uma constante arbitrária, o processo continua sendo um Browniano, porém, se sub

stituirmos Tb por uma variavel aleatória, isto pode não ser verificado. Os casos em que a 

afirmativa pode ser considerada verdadeira são aqueles em que n é consequência de uma 

propriedade de Markov no sentido forte, para o o movimento Browniano. 

Não discutiremos aqui sobre processos e familias de Markov no sentido forte, o que 

pode ser encontrado em Karatzas Shreve 1991 Brownian Motion and Stochastic Calculus, 

mas a maioria dos casos de interesse neste texto atendem a esta propriedade. 



Aºpendice D 
Função densidade para o tempo de passagem 

pela barreira. 

Função densidade h( T) para o tempo T da primeira passagem de Zt pela bar-

reira. 

Tomemos inicialmento o caso da barreira sendo atingida por baixo ou seja H > S ou 

b > O.Temos interesse nos casos em que o maior valor de T fique abaixo de T, então: 

Prob[T < T] = E [l [r <TJ] = .f/ h(s)ds 

dado que a função indicadora assume o valor 1 nos casos de interesse, de maneira 

que o cálculo da média da função indicadora captura apenas os casos de interesse da prob

abilidade em questão e a probabilidade neste caso pode ser expressa como uma soma, na 

verdade uma integral da densidade h(T) 

h(T) = gtProb[T < T] pela definição de densidade 

h(T) = gtProb[supto <u::C:T Zu > b] dado que queremos o maior valor deu no inter

valo de t0 a T tal que o processo Zt atingiu a barreira, ou seja, assumiu valor maior ( ou 

maior e igual, dado que a probabilidade do caso Z extamaente igual a b é nula) que b. 

Lembrando da definição de g(z,t) correspondente aos casos que cruzam a barreira, os 

casos de interesse, ou seja os processos que cruzaram a barreira, podem ser separados em 

duas situações: 1) o processo terminou acima da barreira, ou 2) o processo terminou abaixo 

da barreira, ou seja, atingiu a barreira e retomou. 

h(T) = %t [Prob[Zr > b] + l ,:og(u,T)du] 
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Lembrando da definição de F(z, t) 

h(T) = %t[F( +oo, T) - F(b, T) + G(b, T) - G(-oo, T)] 

= %t[l - F(b, T) + G(b, T) - G(- oo, T)] 

= %t[l] - Zt[F(b,T)] + %t[G'(b,T)] - ! [G'(-oo,T)] 

= O - %t[F(b, T)] + ~[G'(b, T)] - O 

= _2...[N[b-µ(T-to)]] + 2...[ (~)N(b-2b-µ(T-to ))] 
ôt a ijT-to ôt exp a 2 a t,'T-to 

= -n[b-µ(T-to ) ]_§__[b-µ(T-to ) ] + ex (~)n(b-2b-µ(T-to)) ]2-[b-2b-:-µ(T- to) ] 
a ijT-to ôt a ijT-to p a 2 a ijT-to ôt a ijT-to 

h(T) = -n[b-~(T-to)]_§__[b-~(T-to)] + ex (~ )n(-b-.J'(T-to))].2...[-b-.J'(T-to) ] 
a y'T-to ôt a<,/T-to p a ay'T-to ôt ay'T-to 

lembrando que n(fi - /3.Jy) = exp(2a/3)n(fi + /3 .Jy) 

e que n(x)=n(-x) (simetria da gaussiana) e reescrevendo, temos: 

h(T) = -n[ ✓i~to - (µ/a-)J(T- to)]! [ ✓i~to - (µ/a-)J(T- to)]+ 

( ~) (-b-µ(T-to) )] 2- [-b--µ(T- to) ] 
exp a 2 n a ijT-to ôt a ijT-to 

calculando 

2... [ ____!±!__ - ( / ) J(T - t ) ·1 - - ..l. __.1!:___ - .! b ôt ✓T-to µ O- O • - 2a ✓T-t0 2 a(T-to)(3/ 2) 

e 

2... [ -b/a - ( / )J(T - t ).1 - _..l.__.1!:___ .! b ôt ✓T-to µ O- O • - 2a ✓T-to + 2 a(T-t0 )(3 / 2 ) 

Obtemos 
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Tomando agora o caso em que a barreira é atingida de cima para baixo temos: 

Prob[T < T] = E[l[r<TJ ] = .Jt h(s)ds 

da mesma forma que no caso anterior, 

h(T) = %tProb[T < T] 

h(T) = %tProb[infto<u::;T Zu < b] dado que queremos o maior valor de u no inter

valo de t0 a T tal que o processo Zt atingiu a barreira, ou seja, assumiu valor menor que 

b. 

Temos, da mesma forma, 2 casos de interesse, quais sejam, 1) o processo terminou 

abaixo da barreira, ou 2) o processo terminou acima da ban-eira, ou seja, atingiu a barreira 

e retomou. 

h(T) = %t[Prob[ZT < b] + .ft 00 

g(u, T )du] 

= %t[F(b, T) - F(-oo, T) + G( +oo, T) - G(b, T)] 

= %t[F(b, T) - F(-oo, T) + G(+oo, T) - G(b, T)] 

= %t[F(b,T)]- %t[F(-oo,T)] + ft[G(+oo,T)] - ft[G(b,T)] 

= %t[F(b, T)] - O+ O - %t[G(b, T)] 

= .!z...[N[b-µ(T-to)]] _ .!z...[ex (~)N(b-2b-µ(T-t 0 ))] 
&t a ~T-to &t p a 2 a ~T-to 

= n[b-µ(T-to)] .!z... [b-µ(T-to)] _ ex (~)n( - b-µ(T-to) )] .!z... [-b-µ(T-to)] 
a~T-t0 8t a~T-to p a 2 a~T-t0 &t a~T-to 

= n[ ✓~~to - (µ/<J) ✓(T - to)]ft[~ - (µ/<J) ✓(T - to)] 

-exp(~)n(;;{~
0 

- (µ/<J) ✓(T - to))]~ [;;~~º - (µ/<J) ✓(T- to)] 

lembrando que 

n(Jr - f3J7y) = exp(2af3)n(Jç + f3J7y) 

e que n(x) = n( - x) (pela simetria da gaussiana) e reescrevendo, temos: 
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h(T) = n[ ✓i~to - (µ / cr)J(T- to)]~[ ✓i~to - (µ/cr)J(T- to)]

exp(~)n(;;~~º + (µ / cr)J(T- to))l%t[;;~~º - (µ / cr)J(T- to)] 

= n[ ✓i~to - (µ/cr)J(T- to)]%t [ ✓i~to - (µ / cr)J(T- to)]

n(;;~~º - (µ / cr)J(T- to))]%t[;;~~º - (µ / cr)J(T - to)] 

= n[ ✓i~to - (µ/cr)J(T - to)](~d ✓i~to - (µ / cr)J(T - to)]

~[;;~~º - (µ / cr)J(T- to)]) 

calculando 

2- [_!!l_!!_ - ( / )J(T - t )] - _ .l..._L::_ - ! b ât ✓T-t0 µ cr O - 2cr ✓T-to 2 cr(T-to){3/ 2) 

e 

.E..[~ - ( / )J(T - t )] - _.l..._L::_ ! b 8t ~ µ cr O - 2cr ✓T-to + 2 cr(T-to)<3!2) 

Obtemos 

ou de maneira genérica 

lbl b/cr h(T) = (3/ 2)n[~ - (µ / cr)J(T- t0)] (D.1) cr(T-t0 ) T-to 



Alpendice E 
Cálculo do valor presente esperado do rebate 

Cálculo do valor presente esperado do rebate 

Como já foi dito anteriormente o rebate R é um valor que é pago ao comprador da 

opção no caso de a barreira ser atingida. 

Sendo assim, há duas possibilidades, uma para as opções do tipo Knock Out (KO) 

outra para opções do tipo Knock ln (KI) 

Valor Presente do Rebate VP(.) para as KO: 

Seja t = T- t0 

V PKo(R) = .ri R exp(-rs) h(s)ds 

V PKo (R) = .ri Rexp(-rs)C(s\~L> n[~ - (µ/cr)Jsl)ds 

V PKo (R) = 1!1 R Ji exp(rs) 
8
c3~ 2in[qi(b/ cr, (µ/ cr), s)] ds 

mas 

então 

mas lembrando que 

Ji scl;2)n(}s-f3Js)ds = 
1
!

1
{N[-~1 

- signum(a)(30]+ 

exp(-2a(3)N[-~1 t signum(a)(30]} 

então 
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signum(b/ cr)( J µ 2 + 2cr2r / cr) -Jt] + exp(-2b/ cr( J µ 2 + 2cr2r / cr)) 

N [-~ªI + signum(b/ cr)( J µ2 + 2cr2r / cr)-Jt]} 

como cr é sempre positivo, cr > O 

V PKo (R) = ~fi!Rexp(~ + ~J(µ) 2 + 2cr2r){N[~ 

signum(b)( J µ 2 + 2cr2r/ cr )-Jt]+ 

+ exp(-2b/ cr( J µ 2 + 2cr2r / cr))N[~ + signum(b)( J µ 2 + 2cr2r/ cr)-Jt]} 

VPKo(R) = R exp(~ + ~J(µ) 2 + 2cr2r ){N[~-

signum(b) ( J µ 2 + 2cr2r/ cr )-Jt]+ 

+ exp(-2b/ cr( J µ 2 + 2cr2r / cr))N[~ + signum(b)( J µ2 + 2cr2r/ cr)-Jt]} 

lembrando que, 

rt = + l se a barreira é atingida por baixo, e 

rt = - l se a barreira é atingida por cima, 

então rt = sgn(b), 

e sendo b = ln(H/ S) 

e ainda definindo A = µ / cr2 e B = J µ 2 + 2cr2r / cr2 

podemos escrever 

VPKo(R) = R [(~)A+B NCryb~Jfª2t) + (~)A- BNC!lb;Jfª2t)] 

Para o caso da Knock ln (KI) temos, no caso da UP and IN, que o rebate apenas 

ocorre caso a barreira não seja atingida, portanto os casos de interesse são todos aqueles 

para os quais Zt assume valores no intervalo de -oo até b, e portanto 

V PKr(R) = t oo Rexp(-rt)p(z)dz 

pela definição de p(z ) = (f(z) - g(z)) 
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V PK1 (R ) = t
00 

Rexp(-rt)(f( z) - g(z ))dz 

V PK1 (R ) = Rexp(-rt) [t
00 

f( z)dz - t
00 

g(z)dz] 

VPK1 (R) = R exp(-rt)[F(b,t)-G(b,t) ] 

V PK1 (R) = Rexp(-rt)[N( 11 (!✓t t) - exp(~)NC11~b/tt))] 

Para o caso KI Down and ln (DI) temos b < O e teremos basicamente o mesmo 

resultado, dado que as ocorrencias de b são substituidas por 'T)b e as ocorrências de µ são 

substituídas por 'T)µ. 

VP1a(R) = Jt 00 R exp(- rt)p(z) dz 

pela definição de p(z ) = (f(z) - g(z)) 

V PK1(R) = .Jt R exp(-rt)(f(z) - g(z))dz 

VPK1(R) = Rexp(-rt)[.[t J( z)dz - Jt g(z)dz] 

V PK1( R) = R exp(-rt)[.f~! f( z)dz - G(oo, t) + G(b, t)] 

V PK1(R) = R exp(-rt)[- F(b, t ) + G(b, t)] 

VPK1(R) = Rexp(-rt)[F(--b,t)-G(-b,t)] 


