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“The journey, not the arrival, matters:

the voyage, not the landing”

Paul Theroux



RESUMO

Esta dissertagdo compara o apregamento de opgdes asiéticas através de dois
métodos: o primeiro envolvendo a resolugfo numérica de uma EDP (Equagéo
a Derivadas Parciais), e o segundo estabelecendo um intervalo suficientemente
pequeno que contém o prego da opgdo. Ambos os métodos sdo analisados com
relagdo aos erros envolvidos, ao tempo necessario para o célculo, e as
possibilidades de utilizagdo pratica. Apresentam-se exemplos de aprecamento
de opgdes asidticas com prego de exercicio fixo aplicadas a taxas de cambio,
comparando-as com suas similares do tipo européias.

ABSTRACT

This dissertation compares the pricing of Asian options through two different
methods: numerically solving a Partial Differential Equation (EDP) and
setting a sufficiently small interval containing the option price. Both methods
are analyzed concerning the errors involved, the time consumed and
possibilities of practical use. Examples of exchange rate fixed strike Asian
options are presented and compared with similar European ones.
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1. INTRODUCAO E DEFINICOES

O mercado financeiro brasileiro, embora bem desenvolvido do ponto de vista tecnoldgico, é
vulneravel em uma série de aspectos. Independentemente de quais sejam as causas desta
vulnerabilidade, um dos efeitos mais imediatos e diretos que ela gera é a diminuicio
eventual da liquidez de grande parte dos instrumentos do mercado, fato que, por sua vez,
muitas vezes inibe o apetite dos investidores por operagdes estruturadas de longo prazo.
Embora, do ponto de vista dos investidores, exista a necessidade de protecdo de ativos e
passivos por periodos maiores (um ano ou mais), a questfio da liquidez leva-os, em geral, a
optar por operagdes de menor prazo (tipicamente poucos meses), que sdo refeitas
periodicamente, préximo a cada vencimento, e enquanto houver a necessidade de protegdo.
As conseqiiéncias desta estratégia sdo bastante dbvias: por um lado, a prote¢do pelo periodo
mais longo ndo ¢ efetiva, expondo os ativos e passivos a riscos de flutuagio dos precos
durante os periodos de renovagdio; por outro, os custos envolvidos nas constantes
renovagdes sdo muito elevados, podendo inclusive inviabiliza-las. Duas alternativas

possiveis, € que muitas vezes so utilizadas, contribuindo para a eliminacfo dos dois pontos

levantados, sdo:

® a celebragio de um contrato de opgdes tradicional, com maturidade compativel
com o periodo pelo qual se deseja manter a protegdo, € no qual o investidor se

protege de variagGes indesejadas no prego do ativo relevante para a sua posi¢ao; e

® a celebragdo de um contrato de swap, também com maturidade compativel com o
periodo pelo qual se deseja manter a protegéo, e no qual o investidor se protege de

variagdes no prego de um ativo em relagio ao preco de outro ativo.

Estas estratégias, no entanto, embutem novos riscos, em parte também oriundos da falta de
liquidez dos mercados. No caso de uma opgéo tradicional, seu payoff depende do prego do
ativo-base (o ativo sobre o qual a opgdo ¢ definida) em uma tinica data, pré-determinada, e,
portanto, esta sujeito as flutuagdes de pre¢o que venham a ocorrer nessa data. J4 no caso de

um swap, o acerto dos fluxos financeiros na maturidade do contrato é realizado com base



nas variagGes dos pregos de cada um dos dois ativos envolvidos na operagéo, podendo gerar

resultados diferentes dos efetivamente desejados.

E neste contexto que o presente trabalho pretende oferecer uma contribuicfo, ao abordar o
tema de opgdes asiaticas, uma classe de opgdes que tém em comum uma caracteristica em

relagdo a seu payoff: a dependéncia da média dos precos do ativo-base em um determinado

periodo.

A idéia de utilizar uma média de pregos na determinagdo do payoff, em contraposigio ou
em complemento a utilizagdo de um tnico preco coletado em uma data pré-determinada,
vem de encontro 4 busca de uma solug&o para os problemas levantados acima: por se tratar
de uma média, a influéncia do prego tomado em uma determinada data é diluida, tornando a

média em uma quantidade relativamente imune as variagdes bruscas de preco constatadas

em pequenos intervalos de tempo.

O termo “asiaticas” ¢ utilizado na denominag&o desta classe de opgdes, segundo Campbell,
Lo e MacKinlay (1997), por elas terem surgido originalmente nos mercados asiaticos,
tipicamente de pequena capitalizagéo se comparados com mercados mais desenvolvidos da
Europa e Estados Unidos €, por esse motivo, potencialmente mais sujeitos a manipulagdes
de pregos. Ja segundo Vorst (in Nelken, 1996), esta denominagio originou-se entre o0s
funcionarios do Bankers Trust, que vendia este tipo de opgdes a firmas japonesas que
queriam se proteger contra flutuagdes da taxa de cimbio do yen em relacio a outras
moedas. Os primeiros contratos de opgdes desta classe surgiram no final dos anos 70, e
simplesmente substituiam o prego do ativo-objeto no vencimento do contrato pela média
dos pregos observados durante toda a vida da opgo, mantendo fixo o preco de exercicio da
opeado. Este tipo de opgdo asidtica é ainda hoje um dos mais populares, embora outros tipos
tenham surgido posteriormente. A partir de meados da década de 80, estes contratos se

tornaram bastante populares, sendo negociados, em geral, fora dos pregdes, no que é

denominado mercado de balc3o.



De maneira geral, as opgdes asiaticas podem ser classificadas segundo o tipo de média e

segundo o tipo de payoff, da seguinte forma:
- Tipos de média principais

e Aritmética

onde N € o numero de elementos que compdem a média, € os w, sdo pesos tais que

N
Zw,.=N

i=l

e Geométrica

(i)

i=1
onde N ¢ o nimero de elementos que compdem a média, € 0s w, sdo pesos tais que
N
[Iw=F
i=1

- Tipos de payoff

Nas especificagdes abaixo, S, € o prego do ativo-base na maturidade, X é o preco de

exercicio (fixo), e / é a média:

*  Opgéo de compra com prego de exercicio fixo (conhecida como fixed strike call, ou

average rate call)

max(7 - X,0)



e Opcdo de venda com prego de exercicio fixo (conhecida como fixed strike put, ou

average rate put)
max(X —1,0)

® Opglo de compra com prego de exercicio varidvel (conhecida como floating strike call,

ou average strike call)
max(ST -1,0)

® Opgdo de venda com prego de exercicio variavel (conhecida como floating strike put,

ou average strike put)
max(] -5,,0).

Além destas classificagdes, alguns autores (como Wilmott, 2000) consideram importante a
forma de coleta de dados, que pode ser discreta (apenas pregos especificos sdo
considerados, sendo os mais comuns o prego médio ou o de fechamento) ou continua (todos
0s negocios sdo considerados). Também a periodicidade, no caso da coleta discreta, é
relevante, usualmente variando entre diaria, semanal, ou mensal. Na pratica, a utilizagdo de
medias de pregos coletados continuamente € inviavel, por questdes de confiabilidade dos
dados ou mesmo de regulamentagdio dos mercados, mas esta abordagem, como limite de

um processo de coleta discreto em um periodo relativamente longo, é muito util no

processo de aprecamento de opgdes asiaticas.

A introdugdo da média na determinag8o do payoff pode reduzir significativamente o prego
inicial da opgdo, quando comparado com o prego de uma opgio tradicional com todas as
outras caracteristicas iguais. Este é um dos fatores que contribui para tornar as opgdes
asidticas bastante populares nos mercados em que elas sio negociadas. E facil compreender

heuristicamente, no exemplo a seguir, porque isso acontece.



Exemplo 1.1: Seja C4 o prego de uma opgdo asiatica de compra com prego de exercicio
fixo X e maturidade T, e CE o preco de uma opgéo européia sobre o mesmo ativo-base,

com o mesmo prego de exercicio X e de mesma maturidade 7 . Na maturidade, temos:
C4, =max(I; -X,0) e CE,=max(S, -X,0),

onde I, ¢ a média de pregos do ativo-base no periodo [O...T] e S; € o preco do ativo-base
na maturidade (7'). Se, no instante T —1, tivéssemos /,_, = S,_,, entdio, para qualquer valor

que § viesse a assumir no instante T, teriamos sempre |/, — I,_| <|S, - S,_,

, significando
que a variagdo da média é sempre menor ou igual & variagdo do prego do ativo-base, o que
implica em E,_(C4,)<E,,(CE,). Andando sucessivamente para tras no tempo, e
utilizando o mesmo raciocinio, obtemos, para todo instante T em [0...T —2], que
E, (C4,)<E,(CE,). Em particular, no instante © =0, terfamos E,(CA,)<E,(CE,). Por
outro lado, supondo que o instante T =0 € o instante da primeira coleta de dados para
compor a media 7, temos [, =S, implicando em C4, < CE,. Como vimos acima, isto se
deve ao fato de que a variagdo da média, 4 medida que a ela véo sendo incorporados novos
pregos, ¢ sempre menor ou igual a variagdo do prego do ativo-base (e s6 é igual em dois
casos particulares: se a média que buscamos for composta por um unico prego, caso em que
a média € sempre igual ao prego do ativo-base, e a opgio asiatica se transforma em uma
opg¢do européia tradicional; ou se os pregos forem constantes, caso em que os payoffs das
duas opg¢des sdo iguais). E importante ressaltar que o raciocinio exposto acima, para um

instante © qualquer, s6 vale quando /_ =S, . Mas como, no instante T =0, sempre vale
que /, =S, podemos afirmar que o prego inicial de uma opg#o asiatica é sempre menor ou

igual ao prego da opgdo européia equivalente. A magnitude da diferenca dos precos entre
essas duas opgdes ¢ uma fungdo da volatilidade do ativo-base, da maturidade das opgoes e

da taxa de juros livre de risco, bem como do tipo de média que ¢ utilizada, e € um dos

assuntos que serdo discutidos nos capitulos seguintes.

Os capitulos seguintes deste trabalho estdo organizados da seguinte forma:



Capitulo 2: aborda a questdo do apregamento de uma opgfo asidtica. A partir da deduggo
dos pardmetros relevantes, ¢ de uma Equagdo a Derivadas Parciais (EDP)
nesses parametros, desenvolve-se um algoritmo numérico para estimar o prego
da opgdo, através do método explicito, e discute-se os erros envolvidos neste

processo;

Capitulo 3: propde a estimag@o de um intervalo de valores que contenha o prego da opgio,
de uma maneira computacionalmente mais eficiente do que a resolugio da EDP.
Discute-se ainda a eficicia deste método, em termos da amplitude do intervalo
obtido, do tempo demandado para o célculo, e dos erros envolvidos no

processo;

Capitulo 4. apresenta exemplos praticos no mercado brasileiro, juntamente com uma dis-
cussdo sobre possiveis vantagens e desvantagens da utilizagdo destas opgdes,

quando comparadas com opgdes européias tradicionais;

Capitulo 5: apresenta as principais conclusdes, bem como sugestdes para novos trabalhos
sobre o tema desenvolvido, visando & implementagdo das opgdes asiaticas no

mercado financeiro brasileiro.



2. APRECAMENTO POR EDP

O estudo matematico do aprecamento de opgdes asidticas revela alguns aspectos
interessantes, caracterizados pelas diferencas em relagiio as opgdes tradicionais. Enquanto
estas ultimas tém seu aprecamento dependente apenas do valor do ativo-objeto na
maturidade, as opgdes asidticas tém seu prego dependente do caminho (histéria) tracado
pelo ativo-objeto durante um certo periodo, anterior 4 maturidade. O caminho em questio é
representado, na formula do payoff da opgéo, por algum tipo de média. Esta média é um
processo estocastico, que exerce um papel similar ao do prego do ativo-objeto em uma
op¢do tradicional, mas que tem caracteristicas diversas com relagio a sua evolugdo no
tempo: enquanto o prego obedece a uma distribui¢do log-normal, 0 mesmo em geral nio

acontece com a média. Por exemplo, assumindo uma distribui¢fo log-normal para o prego

S do ativo-base, temos

5, =5, e em) _ g (o-to busoam) (o-to ) -tohosun)

3

0 que implica em
s, = (r -1c? )S‘,dt +6S,dB,, onde

B, € um processo browniano padrio, cujos incrementos s3o nfio correlacionados;

r € ataxa de juros livre de risco, assumida constante;

c ¢ a variancia dos retornos, também assumida constante.

A média aritmética 4 dos pregos (tomados de forma discreta) fica

r 12 12 g2 r-lg?
a=13s 1 (5, + syt g le-torbros)o-toosan) -t )

=0

= %S ‘ (1 e olr-ie hasodty fr-to*arvod, +...+e

(r-%c ? )dfmdBo e(r-%" ? )‘"+OdBl . e('“;(’ ! )d”ch‘“ )

que ndo tem uma distribuigdo de probabilidade conhecida.



Propriedades como a descrita acima tornam n#o trivial a tarefa de apregar uma opgao
asiatica por EquagGes a Derivadas Parciais (EDP), em contraste com a tarefa de apregar
opgdes tradicionais por EDP, ja amplamente revisitada em inumeros trabalhos, desde a

publicagdo do trabalho seminal de Black e Scholes em 1973, e motivando o

desenvolvimento a seguir.

2.1. Obten¢do da EDP

Entre diversos trabalhos em que a tarefa de obten¢io da EDP para opgOes asidticas €
desenvolvida, optamos por nos ater ao artigo de Rogers e Shi (1995), cuja metodologia é
também utilizada por Klebaner (1999, p.271), e que, a partir de conceitos simples de
célculo estocéstico, obtém os resultados que buscamos. Esta metodologia é reproduzida a

seguir, com mais detalhes, para permitir o seu facil entendimento.

Uma opgéo asidtica de compra, com prego de exercicio fixo X (fixed strike) e maturidade

T, tem seu payoff C(T')definido por

C(T) = (% [ uydu - X] .

Seu prego no instante #(0 < ¢ < T')é dado por

3. |, onde

¥
35

T
C(t)=e""™"E (%!S(u)a’u —X}

r € ataxade juros livre de risco,

e 3, ¢ o conjunto (conhecido) dos pregos do ativo-base no intervalo [O, t].



Para nos auxiliar no processo de apregamento da opgfio, vamos definir uma fungéo (D(t,x)

da seguinte forma:

o(t,x)= E[(% } NOY xJ+ |S() = 1} ,

e vamos desenvolver um processo martingale M (t) para o prego da opgdo, relacionando-o

com esta fungéo:

onde

Aplicando a Férmula de It6

—(17()d +
El| =|S\u)du-X
_\TE[ JI

Hl’

Q
| ——

SEB (67 S0)

X — lj'S(u)du

Y(t,S(t)) = TS?t)

em Y(z,S(t)), e fazendo Y(t,8(t)=Ye S(t)=S, obtemos




oY oY 1 0%*Y

dY =—dt+—dS+——-dSs’.
ot oS 2 0S8
Mas
6_Y=1(_LS)=_L,
oo S\ T T
oY 1 1§ 1
—=—-—|X-=|S =——7,
as S?( TJ; (”)d"j s
o’y -3 1 ¢ 2
eas—2=-(F(X—}—z‘;S(u)duD=S—2Y
Logo,

dY=—ldt—leS+LYdsz.
T S 52

Agora, assumindo que o ativo-base obedece a uma distribui¢iio log-normal, temos que

dS = rSdt +cSdB

dS? =c*S*dB? =c2S%dt.

Entdo podemos reescrever dY como

10



1

dY =——dt - lY(rSdt +0SdB)+ izY(c 25%1:)
T S S

= -%dt —Yrdt —YodB + Yo dt

- ((G 2 _ply - %)dt —YodB.

Da definicdo de @ ¢é facil ver que ® ¢é continua (por partes), decrescente em ¢, e

decrescente em x . Assumindo que @ ¢ suficientemente suave, podemos aplicar a formula

de It6 para obter

2
i =22 44 80 gy , L OO

dy?.
ot oY 2 9Y?

Mas, como ja vimos,

dy = ((0' > )y —%)dt ~GYdB,

logo

dY’ =c*Y?%dr,

0 que nos leva a

2
dd)=a£dt+@ ((cz—r)}’—ijdt—chB +la CDG
oY T 20

(60

2y2dr

ot y?
~2 :
=| 2 62((02_,«)y_lj+lﬂc2y2 dt ——ocYdB
ot oY T 2 672 oY

Finalmente, em relagdo a M (t), temos que

11



dM = ®dS + Sd® + dSd® = OdS +dDd(S +dS)

2
= ®(rSdt +6SdB)+ ([6;) S e ((c 2 - r)Y - lj + 1 a_CD ]dt - g;;) chBJ(S +rSdt +5SdB)

oY T) 20Y?
2
=5\ o+ 92 92 (52 —r)Y—l)+la—®02Y2 _9® oy dt+S[(Dcs—a£cY}dB
o oY T) 207 oY oY

(Dr+a£+@((o'2—r)Y 1)_'_16 q)czYz—aEczY:O,
ot T) 2077 oY

ou seja,

2
+a£)—ai)(rY+l]+la—(DczY2 =0.
ot oY T) 20Y°

Agora, definindo

temos que o prego da opgao pode ser escrito como

C(e)=5()f(t.x),
e a condigdo de contorno fica

f(T,x)= (T, x) [%i& —]

s\T
()

12



No caso de uma opgéo asidtica de compra, com prego de exercicio igual ao prego do ativo-

base na maturidade (floating strike), o payoff é definido como

g

© Ly N

S(u)du—S(T)I.
Definimos entdo
17 '
¥(,x)= E[[? T St _s(T)_x] ()= 1},

e desenvolvemos um processo martingale

M(t)=E %'T[S(u)iu - S(T)J+|S,

0

1
]

p

_E %}S(u)du—S(T)—(—%IS(u)JuJ 5,

t

:S«).E[[q%du_@_[-Lg%\j\s,}

T

t

= s()®(, Y, S()))

onde

Y(t,S(t)):%j%du,

que ¢ igual & fungdo obtida no caso anterior (fixed strike), tomando X = 0. Aplicando a

formula de It6, obtemos (como no caso anterior)

13



dy = ((c 2 _r)- %)dt ~YodB,

0 que nos leva trivialmente a

do

%

e, definindo

g(t, x) =T )‘P(t, x) ,

obtemos a condi¢do de contorno

g(T,x)="¥(T,x)
Tsw) , s@) Y
-(Hsa -5

=(-1-x)

=(1+x).

Ja no caso de uma opgdo asiatica de compra com prego de exercicio igual 4 média dos

precos do ativo-base (random strike, conforme definido por Klebaner 1999, p. 254), e
maturidade 7', o payoff é definido como

[s(r)_ IS(u)JuJ+,

1
T

que € o oposto do payoff da opgéo floating strike definida anteriormente, e é igual ao payoff
de uma ope¢do asidtica de venda do tipo floating strike. Entdo, trivialmente, obtemos a

condi¢do de contorno

14



g(T,x)=(1+x)+.

E importante observar que, nos trés casos explorados até aqui, a EDP relevante para o

aprecamento da op¢do € a mesma. Podemos estender os resultados obtidos também para as

opgdes asiaticas de venda, obtendo, para todos os tipos, a mesma EDP, mas com condi¢des

de contorno diferentes. Sintetizamos a seguir essas condigdes de contorno para trés tipos de

opgodes asiaticas de venda:

- Fixed strike
1% '
payoff: (X—?IS(u)iuJ
0

Condigdo de contorno: f(T,x)=x" .

- Floating strike

payoff [S(T)—%:[S(u)duT

Condigdo de contorno: f(T,x)=(1+x)".

- Random strike

pavt 1 sta-stx)|

(igual ao payoff de uma opg&o asiatica de compra do tipo floating strike)

Condigo de contorno: f(T,x)=(1+x) .

2.2. Implementacio do Algoritmo de Resoluciio da EDP

Vimos, na segdo anterior, que o prego C de uma opgo asiatica pode ser escrito como:

15



C(t)=S(t)e""o(t,Y), onde

S(t) € o prego do ativo-base no instante t,
r ¢ a taxa de juros livre de risco,
T ¢ a maturidade da opgéo, e

®(t,Y) é uma fungo tal que

2
<I)r+a¥()—a;()(rY+—l—)+la (D02Y2 =0,
ot 0 T) 208Y?

com a condigdo de contorno apropriada, que depende da definigdo do payoff da opgo.
Nosso objetivo é determinar o valor da opgio, C(t), em qualquer instante ¢, e para isso,
vimos que basta determinarmos o valor de CI)(t, Y). A abordagem mais simples para este

problema € a utilizagdo de um método numérico. Existem muitos métodos numéricos, mais
ou menos sofisticados, que poderiam ser utilizados, mas optamos pelo mais simples,

conhecido como método de diferengas finitas explicito.
O método de diferengas finitas consiste dos seguintes passos:

e Montar uma malha;
e Definir o valor da equagéo nos extremos da malha (condi¢des de contorno);

e Calcular o valor da equagéo nos nds adjacentes, a partir dos valores conhecidos;

e Terminar quando atingir o n6 que se deseja calcular.

A forma de calcular o valor da equagdo nos nés adjacentes é o que caracteriza qual método
de diferencas finitas estd sendo utilizado. No caso do método explicito, esse valor é

calculado a partir de trés valores adjacentes. Veremos o método utilizado, com mais

detalhes, a seguir.
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2.2.1. Montagem da Malha

A partir das duas varidveis relevantes no problema, o tempo e a quantidade Y, relacionada
a meédia dos precos do ativo em cada instante, construimos uma malha bi-dimensional,
particionando-a em / intervalos de tamanho 8y para a quantidade Y, e K intervalos de
tamanho 6¢ para o tempo 7. Além disso, como a quantidade Y pode assumir valores
positivos e negativos, definimos o seu intervalo de variagiio centrado em relagfio a razéo
X . - ~ . X X ,

T onde X € o prego de exercicio da opgdo, variando de L_S’—(l -A)a =(1+A),e A éo

0 0 0

fator de amplitude do intervalo. Definimos, também, o indice do tempo como decrescente,
de maneira que o indice k represente o instante (T —k), e a maturidade da opgéo seja

representada por £k =0.

71L V.

| —¢ g 4+ ¢
ol v J v,
| S W S - ’
i h t 1 t .{< t i(

Figura 2.1: Um exemplo de malha para o algoritmo de resolu¢do numérica.

Em seguida, definimos V;* como o valor de ® no né (k,i) da malha, (0<k<K) e
(0<i<1),0 quesignifica que ¥ € uma representago do valor de ® quandos = (T - kt)

eY= X/S‘ (1-1)+i8y, como ilustrado na Figura 2.1.
0
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2.2.2. Implementagiio das Condi¢des de Contorno

Em nosso problema, o payoff da opgéo € conhecido. Isto significa que sabemos o valor de

® no instante k =0, para qualquer valor de i . Tal valor é dado por
® =V, = payoff (iSy),

onde 8y € o passo de Y. Por exemplo, no caso da opgdo de compra com preco de exercicio

fixo (fixed strike call), temos
V. =(-idy)",paratodo 0<i<].

Ja para os valores extremos relacionados 4 quantidade Y, nos instantes ¢ < 7', veremos na
se¢do seguinte o procedimento adotado. Por ora, vamos apenas comentar que a definicio
destes valores depende do tipo de opgdo que estamos tratando. O valor da opgdo
relacionado ao valor extremo inferior de Y, ¥, deve ser uma boa aproximagio, para cada
valor de k, do valor da opgdo quando Y — —0, €, de maneira similar, no caso do valor

extremo superior de Y, o valor da opgdo ¥/ deve ser uma boa aproximagdo para o valor da

op¢do quando Y — +<o.

2.2.3. Calculo do Valor da Equacio nos N6s Adjacentes

A partir da definigdo dos valores de @ na maturidade da opg#o, vamos determinar os nos

adjacentes, retroagindo no tempo. Os nés adjacentes sdo os nos (i,k+1) tais que V* sdo

i

conhecidos (O <i<] ), 0 que significa que vamos retroagir no tempo, a cada passo 8¢, do

instante 7'~k para o instante 7 —(k +1). Observando a EDP de ®(t,Y ), notamos que, para

18



determinar o valor de V,**', precisamos determinar o valor de trés derivadas parciais de

®: a primeira derivada em relagdo ao tempo (aagj, e as duas primeiras derivadas em
t

oD 9°d
oY ov? )

relagd@o a quantidade Y (— e

Os métodos de diferengas finitas tém este nome por aproximarem o valor de uma derivada

por uma diferenca (finita). Em nosso caso, vamos aproximar o valor das derivadas parciais

utilizando valores adjacentes na malha que definimos. No caso de [82), temos

oD
— (.Y )=1l
Py (t,7)=1lim

h—0

Ot +h,Y)- ()
h b

e vamos calcular uma aproximagéo deste valor por

k __yrkHl
@ (t, Y) ~ —V' Vi .
ot ot

Ao procedermos desta forma, estamos introduzindo um erro em nosso célculo, e para

determinarmos a magnitude deste erro, vamos utilizar uma expansdo em série de Taylor de

® em torno do ponto (¢ —5¢,Y):

Ot -81,Y)=0(r,Y)-5¢ aait)(t, Y)+0(e?).

Na malha que estamos utilizando, esta expansio ¢ representada como

k+1

VF =g +5: 2 +O(8t2),
ot
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que, rearranjando, fica

k+1 k_ k+1
Vi VTV o).
ot ot

Ou seja, a magnitude do erro introduzido pela aproximacio de % pela diferencga acima é

da ordem de &¢.

oD - N . k
Para 7 vamos utilizar uma aproximagdo um pouco melhor, envolvendo os nés ¥V} e

V., chamada de diferenca central:

Vk _Vifl )

aE (t, Y) g - 41
oY 20y

Para calcularmos a magnitude do erro envolvido nesta aproximagfo, vamos utilizar

expansdes em séries de Taylor em torno dos nés (¢,Y +8y) e (¢, Y —8y):

~2
(1, Y +8y) = (5, Y)+8y 22 (1,7) + L5y T2 (1, ¥) + 0[5y
Oy 2 oY

oD
oY?

(1, ¥ ~3y) = o(t, y)_sy%"(t, Y)+%8y2

(t,Y)+ O(8y3).

Subtraindo a segunda expansdo da primeira, e dividindo ambos os lados da equagéo por

20y , obtemos

D2, Y +8y)-0(t, Y -5y)
28y

- ‘;%)(t, v)+0(y?),
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0 que mostra que a magnitude do erro introduzido por esta aproximagio é da ordem de
2

dy°.

Esta aproximagdo € valida apenas para 1<i< -1, pois, para i =0, nfo conhecemos V},

i

e, para i =1, ndo conhecemos ¥,},. A solugo deste problema depende das caracteristicas

da opgdo que estamos utilizando. No caso da opgdo com prego de exercicio fixo (fixed

strike call), vamos utilizar

Vz)k =2I/1k_1/2k e

Vlk = Vlk—l .

No primeiro caso (Vo" ), estamos for¢ando que, no limite inferior do intervalo de integragfo

de Y, a segunda derivada da fun¢do em relagdo a Y seja zero, ou seja, que gamma seja

zero. Isto se deve ao fato de que, para valores grandes de Y, o payoff da opgdo é uma

fungfo aproximadamente linear de Y , o que implica em

o*®

1m 5 =0.
Yoo Y

Ja no segundo caso (V," ), estamos forcando que, no limite superior do intervalo de
integracdo de Y, a primeira derivada da fung¢fo em relagiio a Y seja zero, ou seja, que delta

seja zero, indicando que uma pequena variagdo em Y n#o altera o valor da opgio.

62

Finalmente, a aproximagdo que utilizaremos para sera

YZ

2 k k k
0 CD(t,Y)z Via =2V7" +V, ’
oY? 5y’
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o que também introduz erros da ordem de §y*, como pode ser deduzido somando as duas

séries de Taylor em torno dos nés (¢, Y +8y) e (¢, Y —8y),

2
D2, Y +8y)+ D, ¥ —8y) = 20(, Y) + 5 quj (t,7)+0(@*),

dividindo ambos os lados por 8y?, e rearranjando, obtendo

O*0(t,Y) _ 0(t,Y +8y)-20(, )+ @(1, Y ~5) +0ly?)
o = y?).

o oD , A :
Como na aproximagdo de o este cadlculo é vélido apenas para 1<i<7I-1, e
consideragdes semelhantes podem ser feitas para os casosemque i =0 e i=1.

Agora, podemos reescrever a EDP de maneira apropriada para a resolugfo pelo método de

diferengas finitas explicito:

k _prk+l k _yk k _opyk  pk
V.~"r+V" 8Vi —V"*‘28V"“ (%+rY)+%(V"*' ?f’; +V"—‘]GZY2 =0.
4 Y Y

A idéia do método ¢é determinar V;**' a partirde VY, V) e V', isto é:

i i+l
VA = ANVE 4 BEVE 4 CV

i+l

Com algumas manipulagdes na férmula da EDP, obtemos:
Af = gy i+(l+rng :
2 Sy \T Sy
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Bf =1+r8t-cY? S—I,e
8 2

ck=Llg2y i—(lw}’js—’ .
2 &> \T 8y

A equagdo acima é vélida para 1<i<J-1. A determinagio de ¥V e ¥}, a cada passo k, &

feita substituindo-se os termos como explicado anteriormente:

I/:)k =2VIK _VzK e

Vlk = VI‘il .

2.3. Resultados Obtidos

Aplicando o método descrito na se¢do anterior para resolver a EDP relevante para o nosso
problema e calcular o preco de uma opgdo asiatica de compra com prego de exercicio fixo

(fixed strike), obtivemos os resultados das tabelas 2.1, 2.2 e 2.3 abaixo. Em todas elas,
assumimos S(0)=100 e T =1, de forma a obter resultados compativeis com os obtidos por

Rogers e Shi (1995). Além disso, adotamos A =2 para o fator de amplitude da quantidade

Y, ap0s testes empiricos com diferentes valores de A, o que significa que Y varia no

intervalo | — =3 v £ ;
SO IS'0

23



Tabela 2.1 - Opcio asiatica com prego de exerciecio fixo
T 1

So 100
SIGMA 0,05
r Exercicio Re S I j O I
0,05 a5 7,157 6,904 7,202 7,174

29,4) 2,9) 23,7) {79,3)
100 2621 1,197 2,368 2,584
294 @9 (232 (783
105 0439 0,112 0,238 0,286
£29,4) 2,9 23,2) {81,0)

0,09 o5 8,823 10,176 8,791 8,808
{31,3) 2,9) {23,4) {78,7)

100 4,185 2,552 4,137 4,245

8,3) @9 . p4s5  (783)

105 1,011 0,312 0,702 0,836

{31,3) 2,9) 272)  {79,5)

0,15 95 11,090 12,703 11,104 11,093
#50 @29 @45  (783)
100 6,777 6,216 6,833 6,789
. {45,0) (3,0)  {23,3) {81,1)
105 2,639 1,179 2,379 2,608
{45,0} {3,2) 23,7) {81,3}

Tabela 2.2 - Opgio asiitica com prego de exercicio fixo
T 1

So 100
SIGMA 0,10

r Exercicio Re S | ) j O I
0,05 20 11,242 11,930 11,244 11,948

f#2,1)  {11,8)  (96,8) {323,7)
100 3,624 3,446 3,594 3,620
(42,2)  {12,8)  (954) (330,9)
110 0,359 0,342 0,333 0,332
{¢2,1)  {11,9) (108,5) {323,2)

0,09 90 13,382 13,376 13,382 13,384
{44,6) {12,2) ({99,2) {323,8)
100 4,887 4,714 4,868 4,895
(44,6)  (12,5)  [98,5) (322,2)
110 0,650 0,613 0,624 0,627
{44,6) {12,2) {98,4) {324,0)

0,15 20 15,398 15,395 15,397 15,398
(554)  {13,7)  (98,4) (315,7)

100 7,000 6,879 6,994 7,013

(55,4)  (11,8)  (97,6) (325,7)

110 1,430 1,319 1,387 1,401

{55,4) {12,8) {200,4) {325,3)
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Tabela 2.3 - Opgéo asiatica com preco de exercicio fixo

T 1
So 100
SIGMA 0,20
r Exercicio Re S I I; I
0,05 90 12,589 12570 12,590 12,593

{84’ 3} f46! 1’ ’370!2} (1249, 7}
100 9,760 9,733 5,755 5,760
{84,3) ([46,1) (370,3) [1249,1)
110 1,096 1,987 1,989 1,089
{84,3)  {46,1) {369,1) (1250,0}
0,09 20 13,825 13,809 13,826 13,829
88,2}  |462) {370,1) (1250,4)
100 6,773 6,744 6,769 6,774
{88,1) {49,3) {369,3) (1251,6)
110 2,551 2536 2544 2,545
{88, 1) (49,7} ' {370,7) {1250,5)
0,15 20 15,636 15,624 15,637 15,640
{102,0) {48,7) (369,1) {1250,0)
100 8,402 8,373 8,400 8,405
{102,0) {46,8) (370,5) (1249,4)
110 3,558 3,935 3550 3,553
(102,0) {46,7) {370,7) (1250,0)

As colunas exibidas nas tabelas so:
r — taxa de juros livre de risco;
Exercicio — prego de exercicio da opg¢io;
R e S — melhores resultados obtidos por Rogers e Shi (1995);
Ii, b e I3 - resultados obtidos com 500, 1000 e 1500 subintervalos para Y,

respectivamente.

Os valores exibidos entre parénteses se referem ao tempo, em segundos, demandado para
cada célculo. Cabe ressaltar que os tempos nas colunas I;, I, e I3 servem apenas de
referéncia para comparagGes entre si, e nfo sio comparaveis com os tempos obtidos por

Rogers e Shi (1995), cujos célculos foram efetuados em computadores de caracteristicas

diferentes.

Observando-se os resultados obtidos, verificamos que, para ¢ = 0,05, os valores néo sio

bons, apresentando em alguns casos grandes variagdes em relagio aos resultados obtidos
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por Rogers e Shi (1995). Ja para valores maiores de ¢ , no entanto, os resultados por eles

obtidos s@o muito préximos aos nossos. Com ¢ = 0,20 e 1500 subintervalos (coluna Iy da

Tabela 2.3), por exemplo, as diferengas entre os dois valores sio em todos os casos
inferiores a 0,4%. J4 os valores obtidos na Tabela 2.2 situam-se num patamar intermediario
em relagdo a essas diferengas. Estas constatagdes parecem indicar que o algoritmo que
construimos € tanto melhor quanto maior é a volatilidade do ativo-base. As mesmas
observagdes se aplicam a taxa de juros, indicando também que, de modo geral, o algoritmo
fornece respostas melhores para taxas de juro maiores. Observa-se também que a qualidade
das respostas piora significativamente para precos de exercicio maiores do que o prego do

ativo-objeto, o que pode indicar que a definigdo do intervalo de variagio de Y nfo funciona

bem para estes casos.

Com relagédo ao tempo de calculo, observamos em todas as tabelas que, quando dobramos o
nimero de subintervalos da quantidade Y, o tempo de célculo aumenta em cerca de oito
vezes. Além disso, comparando as tabelas entre si, observamos que, para 0 mesmo nimero

de subintervalos, quando dobramos o valor da volatilidade do ativo-base, o tempo de

célculo aumenta em cerca de quatro vezes.

A obtencdo de valores mais precisos pode ser conseguida através do aumento do nimero de
subintervalos da quantidade Y, mas esta técnica, em contrapartida, eleva substancialmente

o tempo demandado para o calculo, como pode ser observado comparando-se as colunas I,

I, e I5 de cada tabela.

Todas estas observages estdo relacionadas as condigdes de estabilidade do método
utilizado, que, utilizando a abordagem descrita por Wilmott (2000), sdo:

r>0,

1
b<—

ol

¥

ov <
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A primeira condigdo ¢ satisfeita por definigdo, pois a taxa de juros livre de risco é sempre
positiva. A terceira condi¢do deve ser satisfeita pela escolha adequada de I, que é o
numero de passos da quantidade Y . Cabe notar que, quanto menor a volatilidade do ativo-
objeto em relagdo a taxa de juros livre de risco, maior tem que ser a escolha de 7,
aumentando também o tempo de célculo da EDP. Mas, se ambos forem da ordem de 107",
que ¢ uma situagdo bastante comum nos mercados financeiros, o nimero de passos da
quantidade Y deve ser no minimo da ordem de 10°, o que ndo implica em nenhuma
restri¢do séria do ponto de vista do tempo de célculo. J4 a segunda condigfo, uma restrigdo
sobre 3¢, exerce o efeito de aumentar demasiadamente o tempo de calculo do valor
desejado, a cada tentativa de melhora da precisdo do célculo. Por exemplo, supondo que

partimos de um célculo com baixa precisgo, isto €, com 8y relativamente grande, podemos
querer melhorar a precisdo reduzindo 8y & metade. Neste caso, pela segunda condigdo de
estabilidade, somos obrigados a reduzir 8¢ a ) do valor inicial, 0 que implica em

aumentar em cerca de oito vezes o tempo de calculo. A precisdo, no entanto, ird melhorar

apenas por um fator de quatro vezes, pois a magnitude do erro se reduz a
oly8t,(48y) )= 10(61,5y%).

Estas constatagdes em relagdo a &f, 8y e ao tempo de célculo foram verificadas
empiricamente nas tabelas apresentadas acima. Por exemplo, na Tabela 2.1, este §é
provavelmente 0 motivo pelo qual o resultado obtido para »=0,05 e Exercicio =100,

mesmo com o maior numero de subintervalos (coluna I3), nfio é satisfatério.

A discussdo acima deixa bastante claro que o método apresentado impde limitagdes a
questdo da melhora da precisdo versus o aumento do tempo demandado para o calculo. Tais
limitagdes motivam a pesquisa ¢ implementagdo de outros métodos de aprecamento de
opg¢des asidticas, que possam resolver de maneira mais satisfatoria esta questdo. Este é o

assunto do proximo capitulo, onde desenvolveremos um outro método para o aprecamento

de opgdes asiaticas.
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3. DETERMINACAO DE LIMITES PARA O PRECO DA OPCAO

O célculo do prego de uma opgéo asidtica através da resolugio numérica de uma EDP pode
ser um processo excessivamente demorado em termos computacionais, como foi visto no
capitulo anterior, caso a precisdo exigida na resposta seja grande. Muito embora seja
possivel melhorar significativamente a magnitude dos erros envolvidos através da
utilizagio de métodos mais sofisticados para a resolugdo da EDP', e apesar do constante
aprimoramento observado nos computadores ao longo dos anos, ainda assim o tempo
computacional demandado pode comprometer a sua utilizagio pratica em ambientes como
uma mesa de operagdes de um grande banco, onde as exigéncias com relagfio a precisio, ao

tempo de resposta e a quantidade de célculos diferentes sdo muito grandes.

Uma tentativa de conciliar estas questdes, melhorando a relagio entre a precis@o e o tempo
de célculo, € a determinagdo de um intervalo suficientemente pequeno que contenha o
prego da opgdo, através de um método suficientemente rapido em termos computacionais, e
que ndo envolva a resolugdo de uma EDP. Este € o objetivo deste capitulo, € o que vamos
determinar é um limite inferior para o prego da opgfo, € 0 erro maximo em relagio a este
prego. Através da soma destes dois valores, obtemos também um limite superior para o

prego da opgdo. Vamos comegar enunciando dois lemas, que vdo orientar o

desenvolvimento de nosso objetivo:

Lema 3.1: Para quaisquer duas variaveis aleatérias ¥ ¢ Z,
B(r*)> EE(r|z) ).

Prova: Pela Lei das Esperangas Iteradas, temos que E( +)=E(E(Y +|Z)). Vamos entdo

verificar a variavel aleatdria E(Y |z ):

' Um exemplo de método mais sofisticado para a resolugdo numérica de uma EDP é o método de Crank-
Nicolson, cuja magnitude do erro é O(St 2 , 8y2 ) . Veja Wilmott (2000) para mais detalhes.
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E(r|z)= Iy frzW)dy

= J.y fy|z(y)dy

= Ty fy|z(.V)dyJ+

IV

?y fy|z(V)dy+T y fy|z()))d,VJ+

[+

[y fuz y)dy]
\ -
=E(r)z)'

Tomando a esperanga de ambos os lados, e utilizando novamente a Lei das Esperancas

Iteradas, obtemos

E(E(r*|z)=B(r*)2 Elp(rz) ). O

Lema 3.2: Para quaisquer duas variaveis aleatérias ¥ e Z,

0<E(E(r|2))-E[Ez) )< sElparlriz))

Prova: Do lema anterior, segue imediatamente que 0 < E(E(Y +|Z ))— E(E(YlZ )+ ) Agora,
fazendo E(Y*\Z) —E{U)e E(r|z)" =E(U)", temos

EU)=E(U)" +E[U) e

E(v])=EW)" -EU)".

Somando as duas equag¢des, obtemos

EU)+E(U])=2EW)". @
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Mas

E(U)20=E(U)=EU)" =[EQ)
EU)<0=E{U)" =0 e E{U)=-E(U).

Logo, vale a relagdo
E{U)=2EU) -[EU). @)
Substituindo (II) em (I), e rearranjando, obtemos
E(U*)-EQ)" =4 (E(U])-[E@)).

Agora, pela desigualdade triangular, e utilizando EQUD = |EQU ] , temos que

LE(U)-E©)) < LE(U - BO)) = tE(ar©)*),

que, desfazendo as substituigdes anteriores (E( ") (Y |Z) e EU) = (Y |Z) ), nos

fornece

EE(r|2)-EE(Mz) )< tEfarlriz)t). 0

Aplicando estes dois lemas ao nosso problema, podemos estimar um limite inferior para o
preco da opgdo (Lema 3.1), e também o erro méximo, ou diferenca méxima, entre o limite
inferior € o prego real da opgdo (Lema 3.2). A idéia é condicionar a variavel aleatéria Y,
cuja esperanga queremos calcular, a uma outra varidvel aleatéria Z qualquer, e tomar a

esperanca de Y através do calculo da esperanga condicional sob todos os valores de Z.
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Nossa escolha de Z, levando em conta a facilidade de célculo de sua esperanca (E(Z )) e

1
variancia (E((Z -E(2)) )), bem como do termo cruzado E(YZ), serd Z =IBudu . Temos
0

entdo que:
E(Z)=0;
B(z-E@2)?)=E(z?)- EUBuduj'BsdsJ - HE(B,,BS Yuds;
e E(B,Z)= E(B, j'Budu] = jE(B,B,, Ydu .
E, como
_[B@.(8,+(8, ~B)=E(B})=uuss| _
B(B.B,)= {E(BS (8, +(B, -B,) = E(B?)=s,u > s} (5:),
obtemos

1/« 2

SV (VO R ESP

E\Z* )= o ;
() I\ : -

Oty

e, de forma equivalente

E(B,Z)= .lfmin(t u)du = j-udu +Jl'tdu —i+t(1—t)— H2-1)
t - ) ’ - ) l = 5 = 5 .

Na proxima sec¢do, vamos aplicar estes resultados ao nosso problema, para determinar o

limite inferior que procuramos.
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3.1. Obtencio de Limite Inferior para o Prego da Opcio

O que queremos determinar € um limite inferior para E(Y * ), que, como ja vimos, é o

1
mesmo que E(E(Y|Z )+ ), para qualquer variavel aleatéria Z . Fazendo Z = IB,, du , temos
0

E(r|z)= EUexp(o-B, ~lo¥t+ rt)dt|2] = je_i"z‘*"E(e“Bf 12 )t .
0 0

Mas

B 2)= [ £y, Ge
— F ecb f (b »Z ) b
= | [ £(b,2)db
f e £(b,z b

_ f f(®,z)db

’

onde f,, (b z) ¢ a distribuigdo condicional de B, dado Z, e f(b,z) é a distribuigio

conjuntade B, e Z.

Como B, ~N(0,1) e Z ~ N(0, %) sdo variaveis aleatérias gaussianas, a sua distribuigdo

conjunta f(b, z) € uma distribuigdo gaussiana bivariada, cuja férmula geral é dada por

_ 1 b ([ L pl-pNe-p.) (z-m, Y
f(b,Z)_27tch: l—pzexp{ Z(I—Pa([ c, } 2 G,0, +( c, ]J]’

onde
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o, =i ¢
1
G,=—F4,
3
cbzzE(bz)=t(2—t),e
_ 0w _12-1)3 _3t(2-1)
3 G,0, 2t 2

Entéo, introduzindo estes valores na formula original, obtemos

! exp . [£—2M£b2+322J
o G- 2| 12 e

2t
-1 2
(——6bz +3bzt+3zzj

= €X
ot -362 +36 — ¥t p[2-6t+6t2—%13 t

flb,z)=

E, substituindo na férmula anterior, para E(e"B "z ) , obtemos

i 2
Ie"” 3 exp. —12 3 b——6bz+3bzt+3zz db
om e =32 +365 — ¥t 2—6t+667=%1 | 1

—

+ 2
| 43 exp ‘12 ; b bz +3bzr +327 | |ab
Aot =32 438 —yp 2-6t+61"=31 \ ¢t

E(e"B' |Z)=

+0 2
J.exp ob + 12 - b——6bz+3bzt+3z2 db
2 2—6t+6t°-%t’ \ t A
= =—, onde
[exp | = —6bz +3bzt +32° | |db
L 2-6t+6t°-H%t’\ ¢
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+00 _ 2
A=Iexp ob+ : b——6bz+3bzt+3z db e
A 2—6t+6t°—%1?

2
B= j : b——6bz+3bzt+3z db.
2- 6t+6t ~%8

Calculando estas duas integrais (utilizamos o software matemético Maple 6), obtemos

_2m(4-120+127 -37°)
2

exp(— %c 2t 4 %c 2 —%o-tzz -—%c 22 430tz 4 Lo 2 —322)

2 3
_ Jznt(4—12t2+12t -3 )exp(_gzzj-

Entdo

=eXP(—Esz4 2o 3o, 35 430tz 4ol =2 gt 43 52 ,
8 2 2 2 2 2 2

=exp| & —Et2+3tjz—o'2 —3—t“—é 3+3t2_ltj
2 8 2 2 2

e, finalmente,

poy
~
N
Nz
Il
a
>4
o

\— %G ’t + rt)E(e“B‘Z)dt

—lczt+rt exp| ¢ N z-c’ §t4—§t3+—3—t2—lt) dt
2 2 8 2 2 2

c 3t(2_t)z—o-2(lt+ét4 —§t3 +§t2 —lt +rt |dt
2 2 2 2 2

(]
>
i=]

[¢]
>
=

8

c Mz —lcz(@jz +rtjdt.

@]
P
ko]

2 6
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Logo, podemos escrever o limite inferior que definimos para o prego da opgdo como

E(e(riz))- Eulj exp[c %") . 2(3’(%2))2 + rt}dtilJr

5 6

+

J

I{ exp{c @ z— %c 2 (@)2 + rtjdt}+dz.

Agora, aplicando o Lema 3.2, sabemos que a diferenga entre o limite inferior, que

acabamos de escrever em forma ndo estocastica, e o prego verdadeiro da opgdo estd
limitado a

B(r)-EE(12) )< sEpar(riz) ).
Lembrando que
varliz)-B(r|2)- @112,

e procedendo da mesma forma que na dedugio de uma férmula nfo estocistica para o

limite inferior, obtemos

2 3 2 2

exp[cr 2 (mm(s t)- M] = l}dsdt.

var(v|z)= i._(i;exp[cz( 3t(22_ ) + 3S(22_ S)) _Llgel [( 35(2 - S)jz * (3t(2 = t)jz ] +rs+ rt:|

Consequientemente, a féormula para a diferenga méxima entre E(Y ") e E(E(Y|Z )+\) fica
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;E(Va,mzyz)%Mex{oz(%@z-ﬂﬁs(?—z—s))_;cz;[(%%—ﬂ)z +(3f<22—f))2]m+r,}
ex;{c 2 (mi:(s, t)—%) —l:ldsdtr dz.

Resta-nos, agora, calcular numericamente as expressdes acima. Este ¢ o assunto da proxima
se¢do.

3.2. Obten¢iio Numérica do Limite

Para o calculo dos valores encontrados na segdo anterior, faz-se necessario implementar um
método numérico de célculo de uma integral em um intervalo. Escolhemos para esta tarefa
o Método de Simpson, que ¢ um dos mais utilizados, e também entre os mais faceis de

implementar. Este método aproxima o valor da integral de uma fungio f(x)em um

intervalo [a,b] por polinémios de grau 2, da seguinte forma:

—a.
3

n

e divide o intervalo [a,b] em n subintervalos (n par) de mesmo tamanho % = b

e a cada dois intervalos contiguos, [a+(i —~1)h,a+ ih] e [a+ina+ (i +1)h],
i=l...n—1, define um polindmio de grau 2 que passa pelos trés pontos
(@+G-Dh, fla+G-Dh), (a+ih, fla+in)) e (a+@E+Dh fla+@+1)h)), e
calcula a integral deste polindmio no intervalo [a + (i —1)h,a + (i + a);

* aaproximag#o da integral de f(x) é dada pela soma das integrais obtidas no passo

anterior em cada par de subintervalos.

A férmula de integrag@o obtida por este método é:
J.f(x)zé(f(a)+ af(a+h)+2f(a+2h)+-+af(a+(n-2)h)+2f(a+(n—1hn)+ £(b)).
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O erro (g) envolvido nesta aproximagéo é dado por

g < Emafo(")(xj.
90 xela,b

No calculo do limite inferior, a fungdo a ser integrada em relagio a ¢ é

6

)=o) )

que € crescente em 7, z, e r, e a fungdo a ser integrada em z ¢

s)-exf 22} 1.

0

Assumindo r=0,5 e 6 =0,8, calculando a quarta derivada de f (t,z) e, em seguida, a
quarta derivada de g(z), para valores de z entre —10 e 10, obtivemos o grafico da Figura

3.1, que mostra valores muito altos nas proximidades de z =0.

1.2e+10
1e+101

Be‘ﬁr

Be 31\

L
——

4e+)S

" '} Al

2e+409

\ i

2 4,6 8 10

N

Figura 3.1 — Grafico de |g(4) (21 .
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Assumindo ento o valor de 2E10 para lg(4) (21 , obtemos a estimativa para o erro

s @ j<£2x10‘°
8'905331‘Jf *1=90 ’

1
que, se escolhermos 4~ =——, nos leva a

5
g s(}%)—zxm“’ = 0,0007 ,

um valor que podemos desprezar, considerando a precisio que queremos obter.

3.3. Resultados Obtidos

Os resultados obtidos para o limite inferior do prego da opgfio, bem como para a diferenca
maxima entre o limite inferior e o prego da opg#o, estio exibidos nas tabelas 3.1, 3.2 € 3.3.
Da mesma forma que nos resultados obtidos na resolugio da EDP, efetuada no capitulo
anterior, aqui também assumimos S(0)=100 e T'=1, de forma a obter resultados
comparaveis com os obtidos por Rogers e Shi (1995). Todos os calculos foram feitos

considerando opgdes asiticas de compra com prego de exercicio fixo (fixed strike).
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Tabela 3.1 - Opgéo asiitica com prego de exercicio fixo
T 1
S0 100
SIGMA 0,05
r Exercicig EDP RS EDP Linf RS Lsup RS Linf Dif Max Lsup
0,05 a5 7,157 7,174 7,178 7,183 7,178 0,001 7,179
@94) (793 | @95 (o613 | 33 [517,3)
100 2,621 2,584 2,716 2,722 2,714 0,001 2,715
29,4) {78,3) 2,95} {0,62) 022) B17,3)
105 0,439 0,286 0,337 0,343 0,336 0,001 0,337
@94 81,0 | @95 {061 | (p17) (317,3)
0,09 a5 8,823 8,808 8,809 8,821 8,809 0,002 8,810
32,3) (78,7 ,96) {0,56) {0,26)  (319,1)
100 4,185 4,245 4,308 4,318 4,307 0,002 4,309
B1,3) (78,3 | @96 (056 | P22 (3193
105 1,011 0,836 0,958 0,268 0,957 0,002 0,208
{32,3) {79,5) 2,96} {0,56) {0,27) (319 1)
0,15 25 11,090 11,093 | 11,024 11,114 | 11,094 0,002 11,097
{45,0) {78,3) 2,96) {0,59) {0,16) {317,3)
100 68,777 6,739 6,704 6,810 6,794 0,002 6,797
(4500  (83,1) | @9) {59 | {16 {B17,3)
105 2,639 2,608 2,744 2,761 2,744 0,002 2,746
{45,0) {81,3) 2, 96) 0,59} f0,23) {317,3)
Tabela 3.2 - Opgéo asiitica com preco de exercicio fixo
T 1
S0 100
SIGMA 0,10
r Exerciciol EDP RS EDP Linf RS Lsup RS Linf Dif Max Lsup
0,05 20 11942 11948 | 11,951 11,273 | 11,951 0,003 11,954
{(41,2)  ({323,7) | {2,67) {0,56) {o,216)  {318,7)
100 3,624 3,620 3,641 3,663 3,645 0,003 3,648
(41,1) ({330,9) | 67) {056 | [0,17) ([318,7)
110 0,359 0,332 0,331 0,353 0,328 0,003 0,331
(41,3 (25,2) | @,67) {056 | p22) (3187
0,09 Q0 13,382 13,384 | 13,385 13,410 | 13,385 0,004 13,389
(44,6) (323,8) | {B,02) {057 | {018 {317,6)
100 4,887 4,895 4,915 4,942 4918 0,004 4,922
(44,6)  {822,2) | (3,02) {0,57) ©,17)  (317,6)
110 0,659 0,627 0,630 0,657 0,625 0,004 0,630
{44,6)  {324,9) {3,02) {0,57) {0.22) {317,6)
0,15 20 15,398 15,398 | 15,399 15,445 | 15,399 0,006 15,405
(654) (3157 | (3,24) (0,56 | ({016  (317,3)
100 7,000 7,013 7,028 7,066 7,027 0,006 7,033
55,4)  {3257) | {3,14) {0,56) 17}  (317,3)
110 1,430 1,401 1,413 1,451 1,415 0,006 1421
{55,4) {325,3) {3,14) {0.56) {0.23) {317.3)

39



Tabela 3.3 - Opgédo asiitica com prego de exercicio fixo

As colunas exibidas nas tabelas sdo:

r — taxa de juros livre de risco;

Exercicio — prego de exercicio da opgio;

T 1
S0 100
SIGMA 0,20
r  Exercicig EDP RS EDP LinfRS Lsup RS Linf Dif Max  Lsup
0,05 20 12,589 12,593 | 12,505 12,687 | 12,5908 0,013 12,611
(843) (12497) | 8,03  jo61) | 0,23 (317,5)
100 5,76 5,760 5,762 5,854 5,753 0,013 5,765
84,3) (1249,1) | (3,03) {0,61) fo,18)  {317,6)
110 1,996 1,289 1,989 2,080 1,993 0,013 2,006
{84,3) {1250,0) | {3,03) {0,61) f0.22) {317,6)
0,09 20 13,825 13,829 | 13,381 13,227 | 13,827 0,014 13,841
(88,1) (1250,4) {2,75) {0,59) f0,17) {319,12)
100 6,773 6,774 6,777 6,872 6,782 0,014 6,796
{88,1) {1251,8) 2,75) {0,59) {0,16) 819,1)
ii0 2,551 2,545 2,545 2,641 2,535 0,014 2,549
{88,1) {1250,5) {2,75) {0,59) {0,23) {319,1)
0,15 20 15,636 15,640 | 15,641 15,748 | 15,642 0,016 15,659
{102,0) {1250,0) | {2,83) fo60) | (o168 {317,6)
100 8,402 8,405 8,408 8,515 8,400 0,018 8,425
(102,00 (12494 | @,83) (060 | o218 (317,6)
110 3,558 3,553 3,554 3,661 3,555 0,016 3,572
fi02.0) {1250.0) 83 60 0,22} {317, 6)

EDP RS — melhor resultado obtido por Rogers e Shi (1995) através da resolucio da

EDP;

EDP — melhor resultado que obtivemos através da resolugio da EDP (coluna I5 nas

tabelas do capitulo anterior);

Linf RS e Lsup RS — limite inferior e limite superior, respectivamente, obtidos por
Rogers e Shi (1995);

Linf — limite inferior obtido através do método descrito neste capitulo;

Dif Max — valor obtido para a diferenga méxima (ou erro maximo) entre o limite

inferior e o prego da opgo;

Lsup — limite superior obtido através do método descrito neste capitulo.
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Os valores exibidos entre parénteses se referem ao tempo, em segundos, demandado para
cada célculo. Como ressaltado no capitulo anterior, os tempos que obtivemos ndo sdo
comparaveis com os tempos obtidos por Rogers e Shi (1995), cujos calculos foram
efetuados em computadores de caracteristicas diferentes. Optamos por apresentar em
colunas separadas a diferenga maxima e o limite superior, diferentemente dos resultados

apresentados por Rogers e Shi (1995), para ressaltar a magnitude do primeiro.

Com relagio aos limites inferiores que obtivemos, podemos observar, nas trés tabelas, que
eles estdo muito proximos aos obtidos por Rogers e Shi (1995). Além disso, como também
aconteceu no artigo citado, estes valores, em muitos casos, sdo maiores do que os que
foram obtidos através do célculo da EDP. A anélise sobre a magnitude dos erros envolvidos
nos calculos da EDP e do limite inferior nos leva a concluir que o limite inferior
provavelmente aproxima melhor o pre¢o da opg#o, por envolver erros de menor magnitude.
Por outro lado, os erros da EDP podem ser reduzidos através do aumento do ntimero de

subintervalos utilizados, como vimos no capitulo anterior, mas a um custo alto do ponto de

vista do tempo demandado para o célculo.

O tempo necessario para calcular a diferenga méxima pelo método que descrevemos nas
segOes anteriores ¢ bastante superior ao tempo de calculo do limite inferior, ao contrario
dos resultados apresentados por Rogers e Shi (1995). Esta diferenca se deve a uma série de
aproximagdes que aqueles autores fazem, reduzindo significativamente o tempo de calculo,
mas com conseqii€ncias sobre a precisdo do resultado obtido, como pode ser observado nas
tabelas que apresentamos. No entanto, como o célculo em questdo ndao depende da
volatilidade do ativo-base, observamos que, nas situagdes em que esta ultima ¢é

relativamente alta, o tempo demandado é inferior ao que ¢ necessério para o célculo da
EDP.

Nossa conclusdo, apds as consideragdes expostas acima, é que a determinag@o do prego da
opedo através do céalculo de uma EDP pode ser substituida, com nitidas vantagens do ponto
de vista do tempo de calculo, pela determinagdo do limite inferior para este prego,

conforme descrito neste capitulo. Os valores que obtivemos para a diferenca maxima
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envolvida nesta aproximag@o, em todos os casos apresentados, néo sdo superiores a 1%,
sendo provavelmente inferiores aos erros na estimagdio da volatilidade do ativo-base, e

indicando que, do ponto de vista pratico, a determinagéo do limite inferior é suficiente.
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4. UMA APLICACAO AO MERCADO BRASILEIRO DE TAXAS DE CAMBIO

Como introdugdo ao assunto que discutiremos neste capitulo, vamos explorar algumas

caracteristicas das opgOes asiaticas e, quando pertinente, suas diferencas em relagfio as

opgdes européias tradicionais.

Ja vimos anteriormente que as opgdes asiéticas tém seu payoff determinado pela média dos
pregos do ativo-base durante um certo periodo da vida da opg#o. Além disso, elas podem
ser definidas e utilizadas sobre qualquer ativo-base (financeiro ou ndo), desde que seja
possivel a coleta dos precos deste nas datas definidas para a formagio da média. Alguns
exemplos de ativos-base que podem ser utilizados sdo indices de acGes, taxas de juros,
taxas de cAmbio e commodities. Assim como para uma opgio européia ﬁadicional, a
caracteristica fundamental do ativo-base no processo de apregamento da opgdo asiatica
(além, claro, de seu prego corrente) é sua volatilidade, embora o efeito desta nio seja o

mesmo nos dois casos. Para entender esta relagdo, vamos explorar a relagdo entre o preco

do ativo-base e a sua média.

Caminhos possiveis do ativo

Caminhos das médias
180 T :

160 RSP s S S e e ot VW

140

120

100 |x==n

80

60

(8) exemplos de caminhos percarridos por um ativo  (b) caminhos das médias correspandentes
Figura 4.1: Comparagio entre a evolugdo dos pregos de um ativo e a evolugao de sua média.

Como vimos no Exemplo 1.1, o prego inicial da opgdo asiatica é sempre menor do que o
prego inicial de uma opgdo européia tradicional com as mesmas caracteristicas (mesmo
preco de exercicio, mesma data de maturidade e sobre o mesmo ativo-base)?, justamente

porque, no langamento da opgao, a esperanga do payoff da opgio asiatica é menor do que a
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esperanga do payoff da opgHo européia correspondente. Na Figura 4.1(a), apresentamos
graficamente alguns caminhos que podem ser tragados pelo ativo-base até a maturidade e,
na Figura 4.1(b), os caminhos tragados pelas respectivas médias aritméticas. Além de
verificar que as médias exibem uma variagdo menor do que os pregos, é possivel observar
também que as variagSes das médias sédo menos bruscas do que as variagdes dos pregos,

indicando que a volatilidade da média também é menor do que a volatilidade dos precos.

Por outro lado, se observarmos a evolugdo da média através do tempo, veremos que a
influéncia da volatilidade nesta evolugdo ¢ significativa (vide Figura 4.2). Isto se deve ao
fato de que um ativo com volatilidade alta exibe grandes variagdes de preco e, como

conseqiiéncia, a evolugdo temporal da média de seus precos também tende a ser mais

volatil.

volat = 10% a.a. volat = 20°% aa. volat= 30% a.a

Figura 4.2: Evolugdo da média com diferentes volatilidades para o prego do ativo.

Também ja vimos, durante o desenvolvimento dos dois métodos para aprecamento das
opgdes asiaticas, que os outros fatores que influenciam seu prego sdo o tempo a decorrer até
a maturidade, o prego de exercicio e a taxa de juros livre de risco. A taxa de juros livre de
risco exerce uma influéncia mais sutil na média: quando ela é relativamente alta, além de
também fazer com que a evolugdo temporal da média experimente maiores variagoes
(embora com intensidade menor do que no caso da volatilidade), exerce o efeito de mudar a

inclinagdo da média, como pode ser observado na Figura 4.3.

Embora, em alguns casos especiais citados no Capitulo 1, estes dois Pregos possam ser iguais.




11

r=5%a.a.

i

r=15%a.a.

r = 25%a.a.

Embora os exemplos exibidos nas figuras acima tenham sido elaborados com médias

aritméticas e pesos constantes, as observagdes sdo validas também para médias geométricas

€ pesos ndo constantes.

Vejamos agora o comportamento dos pregos das opgdes asiaticas de compra, com preco de
exercicio fixo e média aritmética, comparando-os com os pregos de opgdes européias
equivalentes. Nas tabelas abaixo, apresentamos uma aplicagdo pratica em que o ativo-base

¢ a taxa de cambio de reais por délar. Assumimos que a taxa corrente ¢ R$2.300,00 por mil

dolares e a maturidade de ambas as opgSes é um ano. Cada tabela corresponde a uma
volatilidade anual diferente para a taxa de cdmbio (20%, 30% e 50% respectivamente), e

exibimos os valores iniciais obtidos para ambas as opgdes para diversos pregos de exercicio

e taxas de juros .

Figura 4.3: Evolugdo da média com diferentes taxas de juros.
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Tabela 4.1 - Opgiio asiatica com preco de exercicio fixo para taxa de cimbio

T 1
COTAGAO 2.300,00
SIGMA 0,20
Exercicio T EDP Linf Dif Max Lsup Européia
2.000,00 0,15 416,923 | 417,025 0,079 417,104 | 591,630
{370,6) {022)  [319,8)
0,20 448,497 | 448,564 0,091 448,655 | 669,631
{368,9) {0, 27) {318,0)
0,25 478,133 | 478,156 0,106 478,261 | 746,067
{371,3) {0, 16) {319,0)
2.300,00 0,15 193,199 | 193,398 0,079 193,477 | 376,187
{369,0) {0.22) {318,0)
0,20 226,012 | 226,252 0,091 226,344 | 451,487
{370,5) {0,27) {319,0) e R
0,25 259,455 | 259,683 0,106 259,789 | 529,224
{368,8) {0, 16) {318,0}
2.600,00 0,15 59,820 59,860 0,079 59,939 | 213,499
{370,6) {0,22) {319,0) - ‘ "
0,20 78,958 79,110 0,091 79,202 | 275,030
{370,7) {.17) {318,0)
0,25 101,307 | 101,543 0,106 101,649 | 343,451
{369,5) {0.22) {319,8)

Tabela 4.2 - Opgéo asidtica com preco de exercicio fixo para taxa de cimbio

T 1
COTACAO 2.300,00
SIGMA 0,30
Exercicio r EDP Linf Dif Max Lsup Européia
2.000,00 0,15 431,025 | 431,114 0,163 431,277 | 631,262
{830,8) {0,22) 319,7)
0,20 458,939 | 459,010 0,181 459,191 | 699,707
{832, 1) {0, 186) {318,6)
0,25 485,675 | 485,779 0,201 485,980 | 768,093
{831,7) {0,17) {319,7) :
2.300,00 0,15 234,744 | 234,910 0,163 235,073 | 446,266
{832,1) {0,22) {3128,6) , _
0,20 262,055 | 262,041 0,181 262,222 | 510,681
{831,5) {0, 26) {320,1)
0,25 289,788 | 289,995 0,201 290,196 | 577,290
{832,5) {0,22) {318, 6)
2.600,00 0,15 108,558 | 108,693 0,163 108,856 | 302,734
{832,0) 0,27) 319,7)
0,20 128,112 | 128,021 0,181 128,202 | 358,346
{832,4) {0, 16) {318,7) :
0,25 149,343 | 149,550 0,201 149,752 | 418,095
{831,0) {0,22) {319,7)
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Tabela 4.3 - Opgéo asiitica com prego de exercicio fixo para taxa de cAmbio

T 1
COTACAO 2.300,00
SIGMA 0,50
Exercicio r EDP Linf Dif Max Lsup Européia

2.000,00 0,15 486,011 | 485,893 0,447 486,340 | 749,194
@310,3) | {0,22) . (318,7)
0,20 506,612 | 506,712 0479 507,192 | 803,565
{2309, 6) {0,22) {320,8)
0,25 526,566 | 526,738 0,516 527,254 | 858,189
: 2324, 1) {0, 26) {318,8) ’
2.300,00 0,15 324,277 | 324,482 0,447 324,929 | 601,047
{2324,3) {0,27) {319,3) ,
0,20 344,934 | 343,780 0,479 ‘ 344,259 | 653,149
2324, 1) {0, 16) {318,7)
0,25 365,572 | 365,729 0,516 366,244 | 706,330
{2324, 6) {0,22) {319,0)
2.600,00 0,15 208,318 | 208,346 0,447 208,792 | 479,651
{2325,2) {0,17) {318,7) :
0,20 226,215 | 226,251 0,479 226,731 | 527,206
» 2323,9) | {o,16) {319,4) e
0,25 244,602 | 243,643 0,516 244,159 | 577,927
{2326,3) {0,27) {318,7)

As colunas exibidas nas tabelas so:
Exercicio — prego de exercicio da opgio;
r — taxa de juros livre de risco;
EDP — resultado que obtivemos através da resolugio da EDP com 1000
subintervalos para a quantidade Y ;
Linf — limite inferior obtido através do método descrito anteriormente;
Dif Max — valor obtido para a diferenga méxima (ou erro maximo) entre o limite
inferior e o preco da opgdo;
Lsup — limite superior obtido através do método descrito anteriormente;

Européia - valor da opgdo européia equivalente.

Os valores exibidos entre parénteses se referem ao tempo, em segundos, demandado para
cada calculo.
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Em todos os casos, o tempo demandado para o calculo da diferenca méxima é menor do
que o demandado para o calculo do prego através da resolugio da EDP, e esta diferenga
aumenta para volatilidades maiores da taxa de cdmbio, pelos mesmos motivos discutidos no
capitulo anterior. Apesar disto, o tempo de calculo das diferengas méximas é relativamente
alto, se considerarmos as necessidades de uma mesa de operagdes de um grande banco. Por
outro lado, também como ja discutido no capitulo anterior, o valor obtido para estas
diferengas ¢ muito pequeno (sempre bem inferior a 1%, nos casos apresentados),
justificando o célculo apenas dos limites inferiores, que é muito rapido, e a utilizagdo destes

valores como boas aproximagdes dos pregos verdadeiros.

Comparando-se os pregos obtidos para as opgSes asidticas com os das européias,
constatamos, nos casos apresentados, que as diferencas entre eles sio maiores nos casos em
que o prego de exercicio é mais alto, situando-se algumas vezes em patamares superiores a
200%. Mesmo nos casos em que as diferengas sdo menores, elas se situam em patamares
altos, sempre superiores a 40%. Os valores utilizados para todos os pardmetros sdo
adequados a realidade brasileira, dando-nos uma idéia palpavel da sensibilidade da

utilizagdo, na defini¢do do payoff da opgdo, da média ao invés do prego do ativo-base na
maturidade.
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5. CONCLUSOES

Através da defini¢do e do detalhamento de um método rapido e eficiente de apregamento de

opgoes asiaticas, pretendemos oferecer uma contribuigio efetiva ao mercado financeiro

brasileiro.

Vimos, no capitulo 2, uma abordagem para o aprecamento de opgdes asiaticas através da
resolu¢do numérica de uma PDE. O tempo computacional necessario para os calculos, bem
como a magnitude dos erros envolvidos, inviabilizam a utilizagio pratica desta abordagem

em um ambiente de negécios, onde respostas 4geis e precisas s3o essenciais.

Como alternativa a este problema, apresentamos, no capitulo 3, uma forma de determinar
um intervalo suficientemente pequeno em torno do prego da opgdo. O limite inferior deste
intervalo pode ser calculado quase instantaneamente, enquanto que, para o limite superior,
o tempo demandado ¢ ainda muito grande, em alguns casos até superior ao tempo de
calculo da PDE. Entretanto, com base na anélise do erro envolvido no processo, e da
magnitude da diferenga entre o limite inferior e o prego da opgdo, argumentamos que, para

os objetivos de um ambiente de negécios, é suficiente determinar o limite inferior.

Os exemplos apresentados no Capitulo 4, por si sé, justificam a execugdo de estudos de
viabilidade para a introdugdo sistemitica das opgdes asidticas no mercado financeiro
brasileiro. Tal medida poderia vir a favorecer investidores em busca de protec¢do para seus
ativos € passivos, por representar menores custos em relagdo as opgdes européias e, em
muitos casos, uma protegdo mais efetiva, como ja comentamos na introducio deste
trabalho. Os beneficios também se fariam sentir no mercado financeiro de maneira geral, na
medida em que representaria uma alternativa a mais a disposi¢do de todas as partes

interessadas, colaborando com a melhora da liquidez dos mercados, e possivelmente

trazendo novos participantes.

Possiveis extensdes deste trabalho podem ser levadas a cabo em diversas diregGes. Os
metodos aqui expostos podem ser estendidos, com poucas modificagdes, para os outros

tipos de opgdes asiéticas definidos no capitulo 1, e que ndo foram abordados aqui. Pode-se
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também analisar a utilizagdo de opgdes asidticas sobre outros ativos-base, contemplando
outros mercados e ampliando ainda mais a gama de possibilidades de utilizacio destas
opgdes. Por fim, estudos de viabilidade visando a introdugio destas opg¢des no mercado
devem incluir um aprofundamento das questdes relativas & exata defini¢do de quais pregos,

€ com que periodicidade, poderiam ser utilizados no célculo da média, levando em conta as

limitagGes de ordem técnica e legal.
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