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Resumo

Um modelo de alocacao estratégica intertemporal é proposto para o problema de
investidores que desejam maximizar sua utilidade de riqueza. Na economia na qual
os investidores em que irao ralizar suas decisoes, nao ha oportunidades de arbitragens
entre os ativos, e suas opgoes de investimento sdo: agoes, titulos de renda fixa com
risco de taxa de juros e titulos de renda fixa com risco de taxa de juros e com risco
de crédito. O modelo proposto é inovador por considerar o risco de crédito, fator que
geralmente nao é levado em conta em problemas de alocagéo intertemporal. A solugao
do problema foi obtida por meio de programagdo dinamica e os pesos de alocagao
6tima ao longo do tempo sao fornecidos por expressoes em forma fechada, que permite
sua aplicagdo em simulagdes numéricas computacional de forma direta. Para modelar
o risco de crédito utilizou-se a abordagem dos modelos de intensidade e o uso de um
parametro exégeno que capta o valor a ser recuperado em caso de default é considerado
nas decisoes de investimento. Resultados de ensaios numéricos sao apresentados, com
o intuito de mostrar a sensibilidade do modelo em fungao da variacao dos parametros

de entrada do modelo.



Capitulo 1

Introducao

Agentes representativos que procuram alocar dinamicamente sua riqueza em uma
economia que contém ativos do tipo: agoes e titulos de renda fixa com incerteza apenas
em seus precos nos instantes futuros, é um cléssico e conhecido problema em finangas.
O principal objetivo desses agentes é alocar estrategicamente sua riqueza ao longo do
tempo nesses ativos, de modo a maximizar a utilidade de sua riqueza ao término do
periodo de investimento.

Robert Merton com seus trabalhos de 1969, 1971 e 1973, provavelmente foi o
primeiro a utilizar o principio de Bellman ou abordagem de programagao dinamica
para resolver o problema de agentes representativos que tentam maximizar a riqueza
alocando-a intertemporalmete. A partir de entao, muito tem sido feito no sentido de
obter modelos mais reais e completos para resolver o problema de alocagao estratégica
intertemporal.

O objetivo do presente trabalho é apresentar um modelo, no qual o investidor tem
a possibilidade de alocar estrategicamente em ativos que geralmente sao considerados
nesse tipo de problema, com a inovagao de nao desconsiderar o risco de crédito dos
titulos de renda fixa. Dessa maneira tenta-se complementar esse tipo de abordagem,
aperfeicoando mais os modelos que consideram apenas o risco de mercado no problema
de alocagao estratégica para os agentes representativos ou investidores.

A motivagao para considerar o risco de crédito como fator de decisao de investi-
mento, com o intuito de maximizar a utilidade na presenga de diferentes combinagoes
de risco-retorno, é o grande nimero de ocorréncias de ndo cumprimento de obrigagoes

ou renegociacoes das mesmas por parte dos emissores das dividas. O risco de crédito



tornou-se entao um fator que nao deve ser mais preocupagao exclusiva do responsavel
pelo gerenciamento de risco, com vistas a alocagao de capital para enquadramento de
exigéncias de banco centrais ou érgaos reguladores.

O risco de crédito estd presente também em carteiras de investimento, seja ela fun-
dos de investimento, fundos de pensao e carteiras proprietarias de instituigdes finan-
ceiras entre outros, fazendo com que o administrador de recursos leve em consideragao
esse fator de risco em suas estratégias de investimento, com isso a anélise do admi-
nistrador estara sendo mais real e os impactos desse tipo de risco afetarao sua decisao
de investimento.

Para tornar factivel o risco de crédito no problema de alocagao estrtégica, primeiro
modelou-se o investidor nos moldes de Merton (1971), onde tenta maximizar sua utili-
dade de riqueza terminal em uma situagao de equilibrio parcial. Na economia que sera
apresentada no trabalho ha quatro possibilidades de investimento, uma taxa de livre
de risco de curtissimo prazo livre de riscos e outros trés ativos contendo risco.

Dos ativos que possuem risco de mercado, sao considerados como opgao de inves-
timento: agoes e titulos de renda fixa sem risco de crédito, possuindo apenas risco de
mercado. A inovagao do trabalho é considerar um outro titulo de renda fixa que apre-
senta tanto risco de mercado como risco de crédito. Esses ativos a serem considerados
sao do tipo "plain vanilla” e nao serao levados em consideragao, para simplicidade de
modelagem, pagamentos de dividendos e pagamentos intermedidrios ou de cupons.

Para modelar o risco de crédito sera utilizado a abordagem dos modelos de in-
tensidade, que basicamente capturam a informagao do risco de crédito por meio da
dinamica de taxa de juros de curto prazo e da dinamica do spread de crédito. Para
auxiliar nos calculos, essas dinamicas serao modeladas por processos estocasticos de
reversao a média com coeficientes constantes. Com a utilizagdo desses processos nao
apenas a obtengao das dinamicas de retornos seré facilitada como também a resolugao
do problema de alocagao estratégica intertemporal.

A solugao obtida para o problema de alocagio estratégica dos investidores pos-
sui forma fechada, que permite a implementagao computacional de forma imediata e
simples. Como o objetivo do trabalho é propor um novo modelo que incorpore um
tipo de risco pouco explodado nesse ramo de estudo de finangas, serao apresentados
resultados do modelo obtidos de parametros escolhidos subjetivamente, deixando para

pesquisas futuras a questao da calibragdo de um modelo que reflita a realidade de



dados observados do mercado financeiro.

As referéncias bésicas do presente trabalho forao os trabalhos desenvolvido por Hou
e Jin (2002) e Hou (2003), e foi dividido nos seguintes capitulos:

O capitulo 2 inicia o trabalho com a formalizacao de uma economia onde os investi-
dores irdo agir, com a definigdo dos parametros que darao as bases necessarias para o
desenvolvimento do modelo a ser estudado.

No capitulo 3 encontra-se a argumentagao e formalizagao do que serd considerado
risco de crédito e a apresentagao de dois tipos de familias de modelos para modelar esse
risco, aprofundando o estudo em uma delas: modelos de intesidade. Como resultado
seréo obtidos processos das dinamicas de pregos dos titulos de renda fixa com risco de
crédito.

O capitulo 4 faz uma rapida excursao no modelo de taxa de juros de curto prazo,
e a dindmica de precos e a dinamica de retornos dos pregos de titulos de renda fixa
sem risco de crédito é obtida, para quem ja possui familiaridade com esses conceitos,
o capitlo pode ser omitido sem perda de continuidade.

A integragao do risco de crédito com o risco de mercado, presentes na economia
proposta é objetivo do capitulo 5. Nesse capitulo, com a escolha da dinamica do spread
de crédito, é obtida a dinamica dos retornos dos pregos do titulo de renda fixa com
risco de crédito, concluindo o resultado obtido no segundo capitulo.

Com todos os processos das dinamicas de pregos dos ativos definidos, no capitulo
6 soluciona-se o problema proposto de maximizagao da utilidade da riqueza. Antes é
feito uma introdugao de conceitos microecondémicos de utilidade e aversao ao risco, e a
questao do problema de alocagao estratégica é introduzida por meio de um exemplo.
Em seguida encontra-se a resolugao do problema de alocagao estratégica intertemporal
para ativos com risco de crédito e risco de mercado.

No capitulo 7 é apresentado alguns tépicos da implementagao das expressoes obtidas
no capitulo anterior e discutido os resultados provenientes das simulagoes numeéricas
realizadas.

O trabalho encerra com a apresentagao das conclustes no capitulo 8, seguido das

referéncias bibliograficas utilizadas.



Capitulo 2

A economia

Formalizar uma economia na qual se pretende transacionar a carteira de investimento
é necessario para basear os conceitos que serao apresentados adiante. Essa economia é
livre de custos de transagoes, os investidores sao formadores de precos e suas decisoes
nao afetam diretamente a formagao dos pregos dos ativos do mercado. Todos os pregos
dos ativos, seguem um processo estocastico.

O principal problema a ser tratado nesse trabalho é a alocacao estratégica 6tima
intertemporal de uma carteira contendo ativos que possuem risco, dentro de um inter-
valo de tempo finito que mais agrada o investidor, geralmente esse intervalo de tempo
é definido por um horizonte de investimento, denotado aqui por: 1" C +o0.

H4 uma taxa de juros a vista de curtissimo prazo r(t), ¥t € T com dinamica
estocastica a ser definida mais adiante. Essa taxa remunera o investimento aplicado
no curtissimo prazo, sendo livre de risco de default. Geralmente definida na lite-
ratura estrangeira por money market account, ela representa na economia real a taxa
de transacao de sobras ou coberturas de caixa que ocorrem diariamente entre as ins-
tituigoes financeiras, algo muito semelhante a taxa CDI Over do mercado financeiro
doméstico. Esse investimento possui valor inicial de aplicagao igual a $1, e paga ao
seu detentor o actiimulo continuo das taxas de curto prazo em um horizonte de tempo
diario. Serd referenciada a partir desse ponto apenas por CDI, onde o processo desse

investimento é representado por uma equagao diferencial ordinaria:

db(t)

Dada a condiggo inicial: 5(0) = 1 a solugao é:

5



b(t) = exp /Otr(s)ds , Vi<T (2.2)

O investidor encontrara nessa economia trés ativos para alocar sua riqueza ao longo
do horizonte de investimento: titulo de renda fixa sem risco de crédito, titulo de renda
fixa com risco de crédito, uma agdo ou um cojunto de agoes. Os ativos com risco
por ora serao apenas apresentados com algumas informacoes, maiores detalhes de suas
dinamicas de precos e retornos serao explorados nos préximos capitulos.

Tanto o titulo de renda fixa livre de risco de crédito como o titulo de renda fixa
com risco de crédito possuem a mesma data de vencimento ou maturidade 73, para
simplificar os célculos, onde T} € T. O prego em t do titulo de renda fixa sem risco sera
representado por: B(t,T}) e na data de seu vencimento paga uma unidade monetaria,
diretamente tem-se que: B (71,71) = 1. O prego em ¢ do titulo de renda fixa com risco
de crédito serd representado por: D(t,T}).

Como 1ltima escolha de ativo com risco, o investidor pode alocar parte de sua
riqueza em um ativo que possui seu preco atrelado a variagao do um indice de agoes
que nao pagam dividendos, que serd chamado de ativo do indice de bolsa, seu prego
ao longo do tempo seré representado por: S (t).

Nessa economia, os processos de pregos dos ativos formam um mercado completo
e livre de arbitragens. Isso s6 é possivel, se e somente se, existir uma medida de
probabilidade neutra ao risco Q, que é a medida de probabilidade do espago de proba-
bilidade (Q,g ,Q). Os movimentos brownianos padroes serao definidos inicialmente
nesse espago, assim garante-se que os possiveis pregos futuros, gerados pelos processos
que ”vivem” nesse espago de probabilidade, quando descontados pela taxa livre de risco
serao martingais.

E interessante também, normalizar os pregos dos ativos da economia, pelo titulo de
renda fixa sem risco de crédito B(t,T}), com vencimento em 73. Fazendo isso pode-se
dizer que existe um espago de probabilidade (£2,7G,F) com medida de probabilidade
equivalente F, que é uma medida de probabilidade neutra ao risco a termo, associada
ao vencimento do titulo de renda fixa. Essa medida de probabilidade sera ttil ao se
utilizar o operador esperanca sob a medida F com o objetivo de obter o prego de um

titulo de renda fixa com risco de crédito.



Capitulo 3

Modelos de risco de crédito

Atulamente, nao apenas o gestor de risco como também o administrador de carteiras de
investimentos, sdo obrigados a considerar o risco de crédito em seus trabalhos didrios.
Casos recentes do nao cumprimento de obrigagoes, renegociagoes de dividas e rebai-
xamento de qualidade de crédito apareceram quase que semestralmente em noticiarios
ligados aos negdcios e casos envolvendo valores maiores repercutiram em todos os meios
de comunicagao.

No presente trabalho, risco de crédito serd definido como o risco associado a ocorréncia
de um evento de default, o nao cumprimento do pagamento do principal ou de cupons
de uma obrigagdo emitida por uma empresa privada ou estatal ou emissao soberana
de uma nagao. Se desconsiderarad outras formas de risco de crédito como por exemplo:
risco de recuperagao de débito perdido, risco de migragao de rating de crédito e risco
de correlagao (encontrado em carteiras de crédito de varejo) e variagbes do spread de
crédito. Dessa forma, daqui em diante, quando se mencionar que um titulo possui risco
de crédito estara se referindo a possibilidade de ocorréncia de um evento de default.

Risco de crédito habita constantemente nao apenas carteiras de instituigées finan-
ceiras de todos os portes como também em fundos de investimento e em fundos de
pensoes, dependendo do apetite ao risco de seus acionistas ou cotistas, respectiva-
mente. Esta presente em diveros instrumentos financeiros: certificados de depédsitos
bancarios, corporate bonds, debéntures, papéis de dividas soberanas e derivativos, ci-
tando apenas titulos emitidos por grandes empresas e nagoes e desconsiderando outras
formas de ficar exposto a esse risco, tais como: descontos de duplicatas, crediario,

leasing entre outros.



O risco de crédito vem sendo objeto de estudo nao apenas de institui¢oes financeiras
como também do meio académico e érgaos controladores das instituigoes financeiras.
Raro de se encontrar na literatura é a integragao dos riscos de crédito e de mercado, ou
formas de modelar a variacao do prego de um titulo que estd sujeito simultaneamente
as duas fontes de incerteza: variagoes da taxa de juros e a possibilidade de ocorréncia
de um evento de default.

O titulo de renda fixa com risco de crédito, que nao paga cupons, € o titulo mais
indicado para se modelar o prego e a dinamica de sua variagao, considerando ambos
os fatores de riscos mencionados. Pelo fato de nao possuir pagamentos intermediarios,
apenas o valor principal em seu vencimento, torna o seu fluxo de caixa mais simples,
facilitando a sua modelagem. Para agilizar a nomeclatura daqui em diante o titulo de
renda fixa com risco de crédito sera indicado apenas por: RFC.

Em Bielecki e Rutkowski (2001) é apresentado de maneira sucinta os principais
modelos de default desenvolvidos. Basicamente podem ser resumidos em dois tipos
principais: modelos estruturados (mais conhecido na literatura estrangeira por: value
of the firm) e os modelos de intensidade (ou as vezes referenciados por modelos reduzi-

dos e na literatura estrangeira: hazard rate).

3.1 Terminologia

Antes de iniciar a discussao sobre a modelagem de pregos dos titulos sujeitos ao risco
de crédito na economia em que o investidor ira formar sua carteira, deve-se formalizar
a estrutura de informacao para fundamentar o que sera definido adiante.

A incerteza da economia é modelada no espago de probabilidade (2, G, Q), com uma
filtragao G = (Ft)t20 que representa o fluxo de informagéao disponivel das variaveis de
estado para o investidor até o instante .

Assume-se que o ativo com risco de crédito possui um tempo de default T, que
é representado por uma variavel aleatéria nao negativa, definida dentro do intervalo:
7 € (0,00] de modo que: Q(7=0) = 0e Q(7>1t) > 0, para qualquer ¢ < T3, ou
seja, a probabilidade de ocorrer default no instante de emissao do RFC é nula e a
probabilidade de ocorrer default apds o instante atual é sempre positiva. A ocorréncia
do evento de default é definida pelo processo continuo H(t) := I, <, onde I, <4 é uma

fungao indicadora, que fornece 1 como resposta caso 7 < t seja verdadeiro e fornece



0 caso contrario. A funcao indicadora serd utilizada em outras situagoes mais adiante
em que se necessite as mesmas respostas, 1 caso a condigao seja verdadeira e 0 caso

falso.

3.2 Modelos estruturais

Os modelos estruturais foram originalmente desenvolvidos por Merton (1974), que
considerou as obrigagoes de um emissor de um titulo de renda fixa, como uma opgao
de venda dos seus direitos. A opgao d4 o direito ao seu detentor (credor do emissor) de
receber um valor fixo no vencimento da divida. Se na data do vencimento, os direitos
a receber do emissor da divida nao superarem o valor de suas obrigagoes ele estara
em default. Em seu trabalho, Merton assumiu todas as aproximagoes pertinentes e
necessarias do modelo de Black e Scholes (1973), taxa de juros constante ao longo
do tempo, mercado eficiente e livre de custos transacionais, todos os ativos podem ser
transacionados em qualquer fragao de seu valor de face, capta-se e aplica-se dinheiro em
uma mesma taxa de juros e nao ha restrigoes de venda de ativos a descoberto, apenas
para citar as aproximagoes mais importantes do modelo desenvolvido por Merton.
Seguindo esse principio, o valor a receber D(t,T}) pelo credor em ¢, caso ocorra ou

nao o default do emissor, pode ser escrito como segue:

D(t,Ty) = D(V;) = min(V;; B(t, T1) L) (3.1)

Onde V, representa o valor da empresa na data t e L o valor de face de sua divida na
data ¢, que evolui seu valor de acordo com um titulo de renda fixa sem risco B(¢, T1).

Lembrando que: min(a;b) = b — max(0;a — b) a relagdo acima pode ser reescrita:

D(t,T1) = L — max(0; B(t,T1)L — V,) (3.2)

O valor max(0; B(t,T;) L—V;) pode ser representado como o resultado de uma opgéo
de venda, onde o prego de exercicio é representado pelo valor da divida da empresa
B(t,T1)L e o valor do ativo objeto representado por V;. Essa opgao de venda passa a

ser denominada como put-to-default P;, formalmente pode-se reescrever o resultado:

D(t,Th) = B(t, )L — P, (3.3)



O valor da opcao de venda pode ser determinada pela férmula classica de Black-
Scholes de aprecamento de opgoes para uma put européia e assim obter o preco de um

RFC pela abordagem dos modelos estruturais.

DT = Ve ¥O-9N(—dy(V,, Ty —t)) + B(t, T1) LN (do(V;, Ty — 1))
para t € [0,7}] (34)

onde:

In (%) + (r £ 30%) (11 — 1)

dio(Vi, Ty — t) = PG (3.5)
e:
1 = u?
N(z)= ﬁ!{o e 7 du, Vz € R (3.6)

A determinagao do valor dos ativos da empresa, ou do valor da empresa V; em
analise e a volatilidade do valor da empresa oy é um desafio presente na implementacao
do modelo, fato apontado em Saunders (1999). Para o mercado brasileiro sua utilizagao
fica ainda mais restrita, devido as poucas empresas que possuem agoes negociadas em

bolsa, posto que essa é uma das principais fontes de informagao as variaveis do modelo.

3.3 Modelos de intensidade

Um dos principais fatores que influenciam a formagao de prego de um RFC é a per-
cepcao do mercado quanto & sua qualidade de crédito ou mais precisamente o seu risco
de crédito. E intuitivo no mercado que quanto maior a chance de default do emissor
do titulo, maior sera o prémio de risco cobrado dele, utilizando como referéncia titulos
de mesma maturidade que possuem risco de crédito dito nulo. Modelos de intensidade
procuram capturar a probabilidade de default por meio da estrutura temporal de taxas
de juros observada no mercado, dessa forma quanto maior o spread maior serd a chance
de default do emissor da divida. O evento de default modelado dessa forma, passa a

ser tratado como um acontecimento inesperado, que pode ocorrer a qualquer instante

apds a emissao do titulo.
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Modelos de intensidade tentam modelar o evento de default como sendo um acon-
tecimento inesperado para o detentor do titulo que apresenta o risco de crédito, por isso
sdo denominados também como modelos de taxa de azar (ou hazard rate) ou modelos
reduzidos. A modelagem do risco de default de um RFC utilizando modelos de inten-
sidade, se baseia preponderantemente no uso do processo de Cox, uma generalizagao
do processo nao homogéneo de Poisson, onde a funcao de intensidade é uma variavel
aleatoria.

O entendimento do processo homogéneo de Poisson, facilita o estudo do processo
de Cox. Considere a seguinte somatoria, que conta os eventos de um determinado

acontecimento que ocorrem nos instantes de tempo t1, ts, ... dentro do intervalo: [0,¢]:

Ny = Zﬂ{tigt} (3.7)

A quantidade N = (/V;),s serd um processo homogéneo de Poisson com intensidade
A (com A constante ao longo do tempo) se as quantidades N; — N, (para s < t) séo
independentes e possuem uma distribuigio de Poisson com pardmetro A(t — s). Nesse

caso a probabilidade de ocorréncia de N; — N; = K eventos é:

P[N;— N, = K] = %)\K(t — 8)X exp(—A(t — 5)) (3.8)

De acodo com Jarrow e Turnbull (1995), o cerne do conceito dos modelos de in-
tensidade esta no fato de igualar o tempo de default ao primeiro salto de um pocesso
de Poisson, cuja intensidade é igual a: A. A forma mais simples de modelar um RFC,
baseado no conceito acima, é considerar que zero ocorréncias ocorram no intervalo de
tempo: [0,7}] que resulta em: N; = Ny, = 0, N, = 0 cuja probabilidade pode ser
calculada pela equagao acima, ou seja, a chance que nada ocorra dentro do intervalo

de tempo: [0,7}] é:

P[Ny, = K = 0] = exp(—AT}) (3.9)

O objetivo é observar a primeira ocorréncia dentro desse intervalo de tempo, que
representa a pobabilidade de um default ocorrer no instante aleatério 7. Isso pode ser

obtido pelo complemento da probabilidade de nenhum default (3.9) ocorrer:
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P[r<Ty=1-P[Npy,=0]=1—-¢N (3.10)

Considerando agora, que o parametro A nao seja mais constante no tempo e sim
uma funcao deterministica dependente do tempo A(t) (fungao de intensidade) obtém-se
um processo nao homogéneo de Poisson, onde a probabilidade de K eventos ocorrer

em um intervalo de tempo é determinado por:

P[N,—N, = K] = % </t A(m)da:) ‘ exp (— /: A(:c)d:c) . K =0,1,2,... (3.11)

Estendendo o mesmo que foi feito para o processo homogéneo de Poisson para esse
caso, tem-se que a probabilidade de ocorreréncia de apenas um default, é dado pela

eXpressao:

Plr<Tj=1—-P[Ny, =0] =1 —exp (— /0 " A(m)d:c) (3.12)

Um processo de Cox é um processo de contagem N cuja intensidade A = (A¢)i>0
é um processo estocastico positivo. Dessa forma, a probabilidade condicional de um

default ocorrer pode ser escrita:

T
Pt <Ti|(M)o<t<ry] =1 — P[Ngy, = 0(A)o<e<ry] = 1 —exp (-/ )\zdﬂi> (3.13)
0

A probabilidade incondicional de default é dada por:

Plr<Ty=1-EQ [exp (— /0 " /\xda:>} (3.14)

3.4 Titulos de renda fixa com risco de crédito

3.4.1 Modelo em tempo discreto

Considere um RFC emitido em ¢ = 0, e que em um instante ¢ > 0 seu prego seja

representado por: D (¢,t + At), para simplificar serd considerado apenas dois intervalos
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Figura 3.1: Esquema de arvore para modelo de default em tempo discreto.

de tempos: o instante atual ¢ e apés um intervalo At, o instante ¢ + At. Como
mencionado, na economia em questao, hd uma taxa de juros de curto prazo livre de
risco, que serd no momento constante ao longo do tempo, representada por: 7 (t) = 7.

O titulo RFC tera no instante ¢+ At caso nao ocorra o evento de default, um prego
ignal ao de um titulo de renda fixa sem risco de crédito e com o mesmo vencimento.
O preco desse titulo, no momento, sera representado por: B(t,t + At). Como feito
em Duffie e Singleton (1999) pode-se definir o valor de mercado recuperado (Recovery
of Market Value) R(t,t + At) caso ocorra o evento de default do RFC em ¢ + At,
que é justamente uma fragio do valor de face do B(t,t + At) que o detentor consegue
recuperar. Ao se definir uma perda fracional esperada de crédito, ou simplesmente
perda fracional de crédito por w; definida no intervalo w; € (0, 1], tem-se diretamente

que:

R(t,t+ At) = [1 —w] B(t,t + At) (3.15)

Assumindo que a probabilidade com que o evento de default possa ocorrer é py,
pode-se construir um modelo de prego para o RFC por meio de um esquema de
arvore, conforme a Figura 3.1, sendo que cada ramo representa respectivamente os
dois possiveis resultados futuros: a ocorréncia do evento de default ou a nao ocorréncia
do evento de default. O valor justo do prego do RFC em t, serd o valor esperado dos

dois possiveis eventos que podem ocorrer em t + At.

D(t,t + At) = e ™[(1 — p) B (t,t + At) + pR (t,t + At)] (3.16)
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Substituindo o termo R(t,t + At) por (3.15):

D(t,t + At) = e ™(1 — p,) B(t,t + At) + pi(1 — we) B(t, L + At)] (3.17)

A probabilidade de default pode ser substituida pelo resultado jé obtido em (3.10):

pe = 1 — exp(—AAY) (3.18)

Ao assumir que At =~ 0 a exponencial pode ser substituida pela aproximagao de

segunda ordem de sua expangao de Taylor: e >~ 1 — x:

pe=1— (1= AAL) = AAL (3.19)

Substituindo em (3.17)

D(t, t + At) = e ™2 (1 — AAL) B(t, t + At) + AAL(1 —w,)B(t, t + At)]  (3.20)

Sem perda de generalidade assume-se que E(t,t + At) = 1 para nao carregar a

notacio e aproximando (1 — Aw;At) =~ e At gubstitui-se ambos em (3.20) obtém-se:

D(t,t + At) = exp (— (1 + dw;) At) (3.21)

3.4.2 Modelo em tempo continuo

O método heuristico, utilizado para obter a expressao (3.21), pode ser estendido para
o caso em tempo continuo com o intuito de obter o preco em ¢ de um RFC que vence
em 73. O instante da ocorréncia do evento de default é representado pela variavel
aleatéria 7 , e o preco do RFC deve ser nulo apenas quando esse entrar em default,
caso contrario havera sempre um prego a ser extraido da sua estrutura de taxa de juros.

Uma demonstragao com maior rigor matemaéatico pode ser encontrada em Bielecki e
Rutkowski (2001), onde primeiro é apresentado o prego de um RFC com perda fracional

de crédito w = 100% ou valor de mercado recuperado nulo:
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D(t, 1) = Loy B(t, T1) exp (- /t " /\(s)ds) (3.22)

Quando w # 100% e constante ao longo do tempo, o valor do RFC pré default com

uma possivel recuperagao do valor da perda é dada por:

T
D(t,Th) = Lirsy ( / e~ IO X3 )\ () du 4 e~ ft“““”““”“) (3.23)
t

O parametro w foi assumido ser constante ao longo do tempo, para facilitar os
futuros calculos. Pode-se considerar que o mesmo seja uma fungao do tempo w (). A

expressao obtida em (3.23) pode fica representada entao por:

Ty

D 11) = T8 [oxp (= [ 009) + Xh(9)as)| (3.21)

t

O termo A(s)w (s) representa o spread de crédito e serd modelado pelo processo
d(s) = A(s)w (s), que assim como a taxa de juros de curto prazo r(s) deverd ser
substituido por um processo estocéstico que representara a evolugao de seus valores
aleatoriamente. Finalmente pode-se escrever a expressao que representa o prego de um

RFC em um instante qualquer.

D(t,Th) = I{rsny B [exp (— /t " (r(s) + 6(3))ds>] (3.25)

3.5 Dinamica de retornos de um titulo de renda

fixa com risco de crédito

Para obter a expressao de variagao relativa do prego de um RFC, ou seja, a dinamica

de retornos de prego d&?’% 1)) parte-se da expressao (3.25) e calcula-se a diferencial em

relacao ao tempo. Algumas substituigoes serao feitas antes para auxiliar na élgebra.

Definindo: I;sy = H(t) , pode-se escrever como funcéo de H (t), entao:
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I = H(t) = 1- H() (3.26)

O termo EZ [exp (— ftTl (r(s)+0o (s))ds)] pode ser escrito como o produto de duas

exponenciais, onde os limites de integragao se complementam:

EQ {exp (- tTl (r(s) + 6(3))ds>}
= ep (— [ (s + 6(3))ds) EQ [exp (— /0 ") + 6(3))(15)] (3.27)

Chamando:
exp ( /0 ") d(s))ds> ~ ) (3.28)
EQ [exp (— /0 Y ) + 5(3))613)] — v (3.20)

entao, pode-se definir:

v (t,Ty) = b(t)¥ (¢, T1) (3.30)

Substituindo os termos (3.26) e (3.30) em (3.25):

D(t,Ty) = Ht)v (t,T1) (3.31)

Calculando a diferencial:

dD (t,Ty) = H(t)dv (t,Ty) + dH(t)v (t, T1) (3.32)
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Como: dH (t) = d(1 — H(t)) = —dH(t), para o termo dv (t,T}) aplica-se nova-
mente a regra da cadeia:
dv (t,Ty) = db(t) ¥ (t,T1) + b(t)d¥ (t,T}) (3.33)

Onde o termo db(¢) pode ser calculdo:

db(t) — % (exp ( /0 (s)+ 5(3))d3>>

(r(t) +6(t)) exp (/:(7‘(3) + 5(8))(13) dt (3.34)

= (r(t) + ()b (t)dt

Que substituindo em (3.33):

dv (t,T1) = (r(t)+ 6(t))b (t) ¥ (¢, Ty) dt + b(t)d¥ (¢, T;)

Substituindo a funcao definida em (3.30):

dv (t,Ty) = (r(t) + 6(t))v (¢, Ty) dt + b(¢)dW (¢, T}) (3.35)

Substituindo em (3.32) e arranjando os termos:

dD (t,T7) = H(t) [(r(t) () (T dt + b(1)dw (t,Tl)] —v(t, ) dH(t) (3.36)

Apés alguma algebra e lembrando de (3.31):

dD (t,Ty) = D (t,Ty) (r(t) + 6(t))dt + H()b(t)d¥ (¢, T1) — v (t, T,) dH(t) (3.37)

Na expressao acima, ha dois termos a serem desenvolvidos, o termo dWV (¢,7T}) seré
resolvido apés a escolha dos processos estocasticos de r (t) e ¢ (), assunto dos préximos
capitulos. O tltimo termo v (¢, T1) dH () sintetiza o evento de default no prego do RFC,

que no momento de sua ocorréncia cai para zero, também seréd explorado em maior

detalhe mais adiante.
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Capitulo 4

Modelos de renda fixa

4.1 Modelo de Vasicek

A taxa de juros de curto prazo” (1) seglird um processo de Vasicek (1977), que utilizou

0 processo de Ornstein-Uhlenbeck aplicado a dinamica das taxa de juros de curto prazo.

Ele observou que na economia, a taxa de juros de curto prazo nao se mantém em niveis

elevados ou niveis baixos por muito tempo, em relagao ao seu nivel médio historico,

apresentando assim um processo de reversao a média, a equagao diferencial estocastica

proposta para esse efeito fol:

dr(t) = &, (6, — r(t))dt + o dw, (1) (4.1)

Onde Kp, (),v_ Oy sa0 0S pal‘élll(‘t ros que I'(‘})l'(‘S(‘I'11i1111 a velocidade de reversao a

média, a expectativa média para a taxa de juros de curto prazo e a volatilidade in-
stantanea da taxa de juros de curto prazo, respectivamente. Todas consantes ao longo
do tempo e positivas. O movimento browniano padrao w,(t) possui uma dimensao, e

. o 1 1ede 7 s R P, L .
esta definido no espago de prubablllddd( (2,G,Q). Para fac ilitar a notagao 0s Movi-
mentos brownianos serao ap1‘vsonta(ius apenas por @y, € seu diferencial por dw,, onde
T é o indice do processo que esta sendo rvprosvnlndu, ficando implicito sua dependencia

prulml)ilidadv Q.

temporal e sua medida de

Quando o termo (9, —r(t)) for negativo, 0 termo Ay indicara com qual intensidade
as taxas de juros r(t) deverao cair. de modo que r(t) fique proximo de 0, quando o
termo (6, — r(t)) for positivo, as taxas de juros deverao subir, em efeito analogo ao caso
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negativo. O modelo proposto por Vasicek é do tipo Gaussiano, o que pode acarretar
em taxas de juros de curto prazo negativas, dado que a probabilidade para que isso
ocorra é positiva, por instancia isso sera negligenciado, pois a escolha desse modelo foi

feita para facilitar os célculos do problema de alocagao dinamica.

4.2 Precgo de um titulo de renda fixa

Como definido anteriormente, o ativo de renda fixa sem risco de crédito B (t,7}) paga
uma unidade monetéria em seu vencimento 77, e esta exposto apenas as variagoes das
taxas de juros da economia, causando assim flutuagoes em seu prego ao longo do tempo.
Esse ativo da economia, pode representar um titulo soberano, uma treasury ou alguma
debénture de empresas, que de acordo com o consenso do mercado, nao apresenta risco
de crédito. Para obter o prego desse titulo, imagine a seguinte situagao: Um investidor
possui apenas duas maneiras de aplicar sua riqueza, em um titulo de renda fixa ou em
taxa de juros de curto prazo a vista. Considere que a taxa de juros de curto prazo é
constante ao longo do tempo 7 (£) = r. Se o investidor aplica exp (—7 (71 — t)) na taxa

de juros a vista de curto prazo, dado pela expressao (2.2), em 77, resgatara :

BT} — t) = exp (=7 (T} — 1)) - exp (7« [ " ds) 1 (4.2)

E se em t ele comprar um titulo de renda fixa B (t,T}), recebera em seu vencimento
o mesmo valor da outra aplicagao. Sendo assim o prego em qualquer instante ¢ do titulo

de renda fixa sem risco de crédito pode ser dado por:

B(t,T) = exp(—r (T — t)) (4.3)

Observe que o termo da exponencial atua como um fator de desconto ao longo do
tempo, e para t = T}, o termo a direita é igual a 1 tornando a expressao verdadeira.
A taxa de juros r é composta continuamente ao longo do tempo pela exponencial, e
para t < 77 a exponencial é menor que 1. Para uma taxa de curto prazo constante, a
expressao (4.3) representa o valor presente do titulo de renda fixa.

Ao se considerar que a taxa de juros de curto prazo é modelada por um processo

estocastico, a forma de determinar o prego de um titulo de renda fixa muda, e de
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acordo com Musiela e Rutkowski (1998) o preco desse titulo em um instante £ < 77 é

definido por:

B(t,T)) =ERQ [exp <—?7‘(s)ds>] . YteT

t

(4.4)

Ao assumir que 7 (t) é um processo do tipo Vasicek (4.1), pode-se obter uma forma

fechada para o prego de um titulo de renda fixa. Para nao carregar muito a notagao

sera escrito aqui como: dr = k(0 — r)dt + odw,;, de modo a deixar implicito que as

constantes sio relativas a taxa de juros. Definindo a fungao Y () = e*r e calculando

a sua diferencial d(Y(t)):

d(Y (t)) = ke™rdt + e*'dr

Como: dr = k(0 —r)dt + odw,

d(Y (1) = d(e*r) = e (kr + kb — kr) dt + ¢ odw,

Entao:

d (e"‘-r) = e Kkfdt + e*odw,

Integrando (4.7) de 0 até ¢ e assumindo que 7 (0) =g :

t
r(t) =e " [To +0 (e —1) + af e“”dwu]
0

Para um caso mais genérico de intervalo de tempo, onde s < ¢ tem-se:

t
r(t) =r(s)e ™t 19 (1 — e_'{“—s)) + a/ e " t=de,

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Conhecendo toda a informagao até o instante de tempo s, a média e a variancia de

r (t) é dada por:
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EQ [r(t)] = 7 (s) e =) + ¢ (1 - e‘”‘”’) (4.10)

2

VarQ [r(t)] = g—h (1 - e""““”) (4.11)

Obtido a expressao para 7 (t) deve-se resolver (4.4) que pode ser escrita, pois a

distribuigao das taxas de juros de curto prazo é gaussiana:

B (t,T)) = exp ((—1)E§ [?r(s)ds} —( 1)’ Var® [f s)dsD (4.12)

t

Que resulta em uma expressao fechada para o prego de um titulo de renda fixa:

B (t,T}) = m (t, Ty) e "&T0r(®) (4.13a)

Onde:

g

2 0.2
st 71) = e ((n (LT~ Ty +1) (9,, _ 2;) -2, n))

1 — exp(—ke (T3 — 1))

n(t,T) =

A dinédmica dos retornos do prego do titulo de renda fixa é dada pela equacao

diferencial estocastica:

dB (t,T})

BET) r(t)dt + op (t,T1) dw, (4.14)

Sendo a volatilidade do prego do titulo: op(t,Ty) =n(t,Th)o,
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Capitulo 5

Integrando risco de crédito e risco

de mercado

O processo de Ornstein-Uhlenbeck foi escolhido para a dindmica do spread de crédito
instantaneo, com o intuito de facilitar os calculos na obtengao de uma expressao fechada
para a dinamica dos retornos de prego do RFC e também para auxiliar nos célculos
a serem realizados na alocagdo dinamica da carteira do investidor. Dessa forma o

processo estocatico dos spreads de crédito instantaneo é dado por:

dd(t) = Kg§ (95 - 5(t)) dt + osdws (5.1)

As mesmas observagoes feitas para o processo de taxa de juros de curto prazo (4.1)
valem aqui, onde os parametros sao constantes e kg > 0, 05 > 0, 5 > 0. O movi-
mento browniano padrao é representado por ws e definido no espago de probabilidade
(2,6,Q).

Com o processo de taxa de juros de curto prazo 7 (t) e o processo do spread de
crédito instantaneo definidos, pode-se retornar ao processo definido em (3.37) de modo
a obter a dinamica dos retornos de prego do RFC. Para situar escreve-se novamente a

expressao do processo:

dD (t,Ty) = D (t,T1) (r (£) + 6 (£))dt + H()b(t)dV (¢, T1) — v (¢, T1) dH(t)

O termo d¥ (¢,T}) pode ser desenvolvido a partir da expressao (3.29), e ser4 escrito

na forma do produto de trés integrais:
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U(tTh) = Wo(t) U, (¢, T1) Vs (t,T1) (5.2)

Com:

Wy (£) — exp (— /0 “rs) + 6(3))d3> (5.3)

W, (1,T}) = EQ [exp (— /t " 7-(3)43)] (5.4)

Us(t,Th) = BF [exp <— /t " 6(3)ds>} (5.5)

Deve-se calcular a forma diferencial das trés expressoes acima. A primeira expressao

é diferenciada diretamente:

Ao (1) = — (r(t) + 8(s)) Vo () dt (5.6)

A expressao (5.4) é semelhante & expressao (4.4), portanto sua solugao é dada por:

U, (t,T)) = m(t, Ty) e &1 ®) (5.7)

Onde os termos: m (¢,71) e n(t,T7) foram definidos em (4.13a). O resultado obtido

em (4.14) também vale para a dinamica de retornos desse prego:

av, (t,T;)

Tty ~ rWdt+os(t.T) dw (5.8)

Na expressao (5.5) tem-se o operador valor esperado Ef [-] definido na medida de
probabilidade neutra ao risco a termo F associada ao vencimento 7}, nessa medida os
precos dos ativos negociados quando descontados pelo titulo de renda fixa sem risco de

crédito (o numerério adotado é B (¢,77)) com vencimento em 7 sao martingais. Os
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processos de taxa de juros de curto prazo e os processos do spread de crédito instantaneo
podem ser dissociados, e de acordo com Hou (2003) o procsso de d () nessa medida
de probabilidade neutra ao risco a termo continua sendo gaussiano, portanto a sua

solugao é semelhante & (4.13a):

Us(t,T7) = ms (t, T1) e~ ss(tTr(®) (5.9)

Onde:

o2 o .
ms (t,T1) = exp ((na (t, ) —T1 +1) (95 — —6> — —‘zné (t, Tl))

2K 4K
e:
1—exp(—rs (17 —1
s (t,11) = (s (T3 — ©) (5.10)
s

A dindmica dos retornos de W (¢,77) é dada por:

d¥; (t,T1)

———— = [6(t)dt t,Th) osd 5.11
Finalmente, expandindo a expressao (5.2) em sua forma diferencial:

d¥ (t,77) = dUoV, Vs + ¥odV, Vs + UoW,d Vs (5.12)

Substituindo os termos (5.3), (5.4) e (5.5) na expressao, chega-se ao resultado

desejado:

av (¢, Ty)

LT =og(t,T1) dw, +s5 (t,T1) osdeos (5.13)

Apés a substituicao de (5.13) na a expressao (3.37) e considerando as definigoes das

fungdes (3.30) e (3.31), obtém-se uma expressio fechada para o preco de uma carteira

bem diversificada de RFC s expressa por:

24



dD(t,Ty) = D(t,T1)[(r(t) + o(t))dt+

+ o (t,T1) dw, + s5(t, T1)osdws] — v (¢, T1) dH(t) (5.14)

De acordo com Hou (2002), o tltimo termo da expressao acima pode ser anulado
devido ao efeito de diversificagao em ativos que apresentam risco de crédito, seu argu-
mento é fundamentado no fato de assumir a existéncia de iniimeras empresas identicas
e os instantes das ocorréncias dos eventos de default sao idependentes uns dos outros

na economia.

dD(t,T})

DT (r(t) + 8(t))dt + o (t,T1) doo, + s5(t, T1)osdwws (5.15)

A expressao acima é semelhante ao prego do titulo de renda fixa sem risco de crédito
a menos do spread de crédito que altera o termo deterministico do prego, ou seja, a
tendéncia de taxa de juros é adicionado o spread do RFC. Quando ocorrer o default
e a perda fracional de crédito for total, ou w = 100%, o termo A(t) ird comparecer
no lugar de 4 (¢), no termo deterministico. Outro ponto a ser observado na expressao,
é o fato das duas fontes de risco agirem simultaneamente na dinamica de retornos de

preco do RFC. Com essas consideragoes, a expressao se altera para:

dD (t,T})

D (t,Tl) = (T(t) + 6(t) - A (t))dt + OB (t, Tl) dw_r -+ §§(t,T1)0'5dw¢g (516)

Definindo o termo 7 (t) = §(t) — A (t) como uma taxa de recuperagao esperada do
RFC até a ocorréncia de default. Da definigao de n é direto que n = (1_7‘”) 0 ,e como
ja definido: w € (0,1] é constante ao logo do tempo, sendo assim, pode-se a partir
de (5.1) por substituicdo direta, definir o processo estocéstico de 7 (t) na medida de

probabilidade neutra ao risco Q:

dn (t) = rs (0, —n(t)) dt + o,dw, (5.17)
Onde:
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1l—w l—-w
0,7:<—w—>95 e U,,:( - )05

Dessa forma obtém-se a dinamica de retornos de prego do RFC:

) = (O 4 n(O)dt-+ o5 (T3 o + 50, Tosds (518)

Na carteira do investidor h4 interesse em aplicagido em um indice com risco de agoes,
ou um indice de bolsa. Para representar a dinamica de retornos dos pregos desse ativo

utilizara o modelo padrao log-normal:

as(t) _
W = T(t)dt + ogdws (5'19)

A volatilidade instantanea og dos pregos desse indice é assumida como sendo cons-
tante e o movimento browniano padrao wg é definido no espago de probabilidade
(2,6,Q).

Todos os movimentos brownianos sao correlacionados uns com os outros, permitindo
dessa forma a integragao dos processos estocasticos e como conseqiiéncia a integracao
do risco de crédito e riscos de mercado (taxa de juros e indice de agdes). Como ja
mencionado, os processos geradores de incertezas nos pregos dos ativos estao expressos
na medida de probabilidade neutra ao risco Q e suas correlagoes sao constantes ao
longo do tempo: dw;dw; = p,;dt onde i,j € {r,6,S} ei #j.

Definir todos os processos estocasticos na medida de probabilidade neutra ao risco,
garante que os pregos dos ativos da economia, determinados pela metodologia de nao
arbitragem sejam pregos justos. Do ponto de vista do investidor deve-se reescrever
os processos de pregos em termo da medida de probabilidade subjetiva P, pois esse

necessita conhecer o prémio de risco que ele deve receber para entao tomar suas decisoes

de investimento.

5.1 Premios de riscos

Dada a estrutura de risco da economia em questéo, as dindmicas de 7(t), d(t) e S(t)

sob a medida de probabilidade subjetiva P podem ser derivadas conhecendo os precos
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de riscos de mercado de cada ativo da economia. Como o investidor considerado é
avesso ao risco e deriva sua utilidade sobre a medida de probabilidade subjetiva P, a
mudanga de medida torna-se necessaria.

Considerando que: 7,, 75 € 7 sejam respectivamente os pregos de risco de mercado
da taxa de juros, o prego de risco de default e o prego de risco de indice de acoes e
que os mesmos sejam constante, pode-se efetuar a mudanga de medida utilizando o

teorema de Girsanov para processos estocasticos vetoriais:

dw? dw:) 1 Prs  Prs Tr
dwd | =| dw§ [+ | psr 1 pos || 7 | (5.20)
dw} dw Psr Pss 1 Vs

COmO: Py = Pjj-

Em componentes:

dwd = (7, + prs¥s + prsvs) dt + dwl
dwg = (psy Yy + V5 + Psss) At + doog (5.21)
dw? = (p,s7, + Pgyvs + Vg) dt + dew?

Substituindo nos processos jé definidos em (4.1), (5.1) e (5.19) que estao na medida
de probabilidade neutra ao risco Q. Apés simplificagoes chega-se aos processos definidos

na medida de probabilidade subjetiva P:

dr(t) = [kr (0, = 7(8)) + 0, (v + prsvs + prsys) dt + 0,dwy
di(t) = [ks (05 — 6(2)) + 05 (prs¥r + Vs + Pssys)) dt + osdeoy (5.22)
dS(t) = r(t)S()dt + os (prs, + pssvs +7s) S(t)dt + osS(t)de

Ou de uma forma menos carregada na notagao:

dr(t) = [k (0, — 7(t)) + 0,7,] dt + o,dw"
dé(t) = [ks (05 — 6(t)) + 057;5) dt + o sdeo’y (5.23)
dS(t) = r(t)S(t)dt + os¥gS(t)dt + o55(t)dwh
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Onde:
’Y—r =Y + Prs7s + PrsT's

Vs = 0sPsrVr + Vs T Psss
Vs = PseVr + PssVs T s
A mudanca de medida de probabilidade efetuada, faz com que os processos fiquem
correlacionados entre si e expostos as trés fontes de riscos existentes na economia em
questao. Pelo fato dos movimentos brownianos terem sido definidos correlacionados
entre si, é intuitivo que o prémio de risco de mercado cobrado dos investidores para
um ativo, venha acompanhado dos outros dois fatores de risco.
De acordo com os resultados obtidos em (5.21), as relagbes entre a medida de
probabilidade neutra ao risco Q e a medida de probabilidade subjetiva P, para os

processos que influenciam os pregos dos ativos na economia sao dadas por:

dw® = F.dt+ dw’ (5.24)
dwl = 7Fdt+ doj (5.25)
do® = 7Fgdt+ dwh (5.26)

Para o RFC deve-se realizar as substituigoes dos processos que causam incerteza no
preco do titulo, o processo da taxa de juros de curto prazo e o processo do spread de
crédito instantaneo. Substituindo (5.24) e (5.25) na dinamica de retorno (5.18), obtém-

se a dinamica de retorno de prego do RFC na medida de probabilidade subjetiva P.

dD (t,T)

D(t,Ty) = (r@t) +n@) +op(t, T1) 7, +ss(t, T1)os7;) dt +

+op (t,T))dw’ + cs(t, T1)osdw (5.27)

O mesmo se aplica para as outras dinamicas de retornos dos outros dois ativos que

apresentam apenas risco de mercado (taxa de juros e pregos de agoes):

ALl ((tt,’%) = (r(t) + 05 (LT T) dt + 05 (1, T1) doof (5.28)
%ﬁt)) = (r(t) + os7g) dt + osdwh (5.29)
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Capitulo 6

Alocacao estratégica intertemporal

Antes de abordar a questao da alocagao estratégica de ativos em tempo continuo, deve-
se responder duas perguntas: Estratégias étimas podem ser feitas sob quais suposigoes?
Como essas estratégias 6timas podem ser calculadas? Assumindo que se conhece a
resposta da primeira pergunta, resta apresentar uma resposta a outra questao, que é
justamente o foco desse capitulo. Programagao dinamica, ou controle estocastico e a
abordagem por martingais, sao as duas técnicas utilizadas para se tratar a questao.
Nesse trabalho se concentrara apenas na primeira técnica.

Sao nos trabalhos de Merton que se encontram as primeiras aplicagées do conceito
de programagao dindmica para solucionar o problema de consumo/investimento étimo
em tempo continuo. Essa abordagem requer que as varidveis de estado obedegam
a um processo de Markov, e os pregos dos ativos sejam fungoes dessas variaveis de
estado e do tempo. A solugao desse problema envolve a resolu¢ao de uma equagao
de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) associado a um problema de controle, sob certas
condigoes técnicas a solucao da equagao HJB fornecera nao apenas a alocagao estrtégica
6tima ao longo do horizonte de investimento mas também a solugao da fungao utilidade

indireta.

6.1 Utilidade e aversao ao risco

O problema de maximizagao de riqueza do investidor na economia em questao, pode

ser resumido pela pergunta:

Qual a melhor forma de alocar em ativos contendo risco e em um ativo sem risco,

a fim de maximizar a satisfagdo de um investidor?
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De acordo com Huang e Litzenberger (1988) a satisfagdo pode ser resumida como
sendo a maximizacio de sua utilidade. A escolha é realizada sob incerteza, sendo que
essa é causada pelos diversos estados da natureza que por fim acarretam em variagoes
nos pregos dos ativos.

A teoria microeconémica define que o investidor possui uma relacao de ordem dentro
de um conjunto de alternativas de planos de investimento ou planos de consumo ou
conjunto de quantidades de dinheiro. Formalmente, se X representa um conjunto de
planos de investimento, entao define-se uma relagdo de ordem > em X, que é uma
colegao de pares de planos de investimento (a,b) onde a preferéncia de a em relagao
a b é denotada por: a > b, e se for estritamente preferida é escrita: a > b. Para que
uma relacao de ordem seja considerada uma relagao de preferéncia de um investidor
racional, essa deve satisfazer as propriedades de transitividade e completeza. Diz-se
que a relagdo de ordem é transitiva, se a = b e b > ¢ entao a > ¢, que permite uma
interpretagao direta, se a é preferido a b e b é preferido a ¢, entao a é preferido a c.
Uma relagao de ordem é dita completa, se para os dos dois planos de investimento a
e b existem as duas relagoes de ordens a > b ou b > a, ou seja, os dois planos sempre
podem ser comparados.

Considerando que o investidor possui fungao utilidade positiva, continua e crescente,
pode-se definir aversao ao risco. Um investidor é avesso ao risco se e somente se a sua
fungéo utilidade respeitar a desigualdade: U (E[W]) > E[U (W)] por essa definigao,
conclui-se que um investidor avesso ao risco possui U (W) do tipo concava.

Imagine que para um investidor avesso ao risco, com riqueza inicial W, é oferecido
uma aposta que podera aumentar ou diminuir sua riqueza em um volume G com
a mesma pobabilidade. Entao, se aceitar a aposta, existe 50% de chances de sua
riqueza aumentar para W + G e a mesma probabilidade de sua riqueza diminuir para
W—@G, sua utilidade esperada nessa escolha é: § [U (W + G) + U (W — G)]. Aorefutar
a aposta o montante de sua riqueza nao muda e sua utilidade esperada permanece
inalterada U (W). Como a curvatura da fungao utilidade é concava a relagao: U (W) >
s [U (W + G) + U (W — Q)] é verdadeira como pode ser verificado na Figura 6.1, entdo
para o investidor avesso ao risco nao é interessante a aposta, pois nao é oferecido
nenhum prémio para que mude a relagao de desigualdade.

O grau de curvatura da fungao utilidade determina a intensidade da aversao ao

risco do investidor, e a curvatura pode ser medida entre a razao da segunda derivada da
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Fungao utilidade

UW+G) |

uw) |

0,5 [UW—-G) + UW + G)] -
uw-o6) T

>

W-G W W+G  Riquen

Figura 6.1: Gréafico da fungao utilidade de um investidor avesso ao risco com riqueza

inicial W exposto a ganhar ou perder um montante GG com probabilidades iguais.

funcao utilidade com a riqueza e a primeira derivada da fungao utilidade com a riqueza,
dessa forma elimina-se qualquer dependéncia da medida da curvatura em relagao a
unidade na qual a funcao utilidade é medida. O coeficiente de aversao absoluta ao
risco determina a quantidade absoluta de dinheiro que um investidor estéd disposto a

pagar para se expor ao risco de uma aposta de um absoluto tamanho, esse coeficiente

¢ definido por:

_U(w)

ARAW) =~ (6.1)

Quando deseja-se determinar a fragao da riqueza na qual um investidor irda pagar
para se expor ao risco de uma aposta que possui um tamanho relativo ao de sua riqueza,
utiliza-se o coeficiente relativo de aversdo ao risco, conhecido também por coeficiente

de Arrow-Pratt.

UII (W)

RRA(W) = ~W 5o

(6.2)

Enquanto o ARA faz distingao entre a riqueza pessoal dos investidores, para esse
coeficiente um investidor com muita riqueza é indiferente para assumir o mesmo risco
que amedronta um investidor que possui uma riqueza menor, o RRA determina a
aversao ao risco independente do nivel de riqueza pessoal, como resultado todos os

investidores podem vir a tomar a mesma decisao.
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6.2 Alocagao intertemporal

O conceito basico da alocacao estratégica pode ser apresentado de forma mais direta
por meio de um exemplo, encontra-se em Campbell e Viceira (2002) outros exemplos
que auxiliam o entendimento dessa abordagem. Considere um investidor que possua
uma riqueza inicial Wy em ¢ = 0, sendo que ele pode alocar fragoes dessa riqueza entre
dois ativos: um totalmente livre de risco, que remunera continuamente a uma taxa de
juros contante 7 e uma agao que possui incerteza em seu prego no instante seguinte, o

retorno de cada ativo pode ser representado respectivamente pelas equagoes a seguir:

dB(t)
BW) rdt (6.3)
dS(t) _ pgdt + osdBs (6.4)

5@

Os termos g € 0g sao parametros constantes ao longo do tempo e representam
respectivamente o retorno esperado e a volatilidade no preco da agao, o termo dBg é
o movimento browniano padrao definido em um espago de probabilidade apropriado.
A variagao de sua riqueza fornecera a restrigao orgamentaria ao longo do tempo, con-
siderando que o investidor alocou m € (0,1) na agdo e 1 — 7 no ativo sem risco, sua

riqueza esta distribuida:

W =nS(t)+ (1 —n)B(t) (restricio orgamentéria)
A variagao relativa no valor da riqueza é:

aw (1) __dS() (- m B (t)
W () S(0) B(t)

(6.5)

Substituindo (6.3) e (6.4) em (6.5), obtém-se uma equagdo diferencial estocastica

que representa a evolugao da riqueza do investidor en fungao do tempo.

AW (£) = W () [ (t) (ugdt + o5dBs) + (1 — m (t)) rdt] (6.6)
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Utilizando o artificio adotado por Merton (1969) que observou que a fungao utili-

dade indireta pode ser trasformada em uma equagao HJB.

J(W(t),t) = maxE[U (W (T))] (6.7)

Como mencionado no infcio do capitulo, o principio de otimizacao de Bellman
é a ferramenta mais apropriada para resolver problemas de otimizagao dinamica de
carteiras de investimento, pois ele permite transformar a questao de otimizacao dinamica
em uma equacao diferencial, Merton (1971) mostrou que de acordo com o principio de

Bellman:

max L™ J(W(t),t) =0 (6.8)
A equagao (6.8) é uma equagao HJB, onde L™ é um operador definido por:

F 1P 00
T20W? 9w - ot

Aplicado em J(W (t),t) resulta em:

1
il ——W?r%o 6] —Wrpg+ (1 —m)r]+ %] 0 (6.9)

LIWht) = 555 tow t

O objetivo do controle 6timo estocéstico, é obter um valor de 7 (t) que maximize a

riqueza, nesse caso simples é o ponto de minimo da parabola (6.9) que é dado por:

O (4o~

oW s
o0°J

v

% US(?WQ

Substituindo em (6.9) e simplificando:

< aJ ) (g — 1)?
oW ¥ oJ aJ
75 W+ o =0 (6.10)

2038W3
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De acordo com (6.7) a condigio de contorno em t =T é J (W (T),T) = W?, uma
solugao plausivel para a equagao diferencial parcial (6.10), seria assumir uma equagao

da forma:

J(W(t),t)=f @)W, onde:0 <7y <1

Observe que a escolha de W7 com valores apropriados para o expoente, garante que
essa seja a fungao utilidade do investidor avesso ao risco como definido anteriormente.

Ao substituir essa possivel solugao em (6.10), tem-se:

C(ps—1) (S
205 S(@O)y(y-1)Wh?

ap6s simplificagoes:

+ Wrf ) yWr 4 dfd_it)W =0 (6.11)

df (t) (us —7)" 7 )
= f @) ( 2% (=1 +7r> =0 (6.12)

Resulta em uma equagao diferencial ordindria de 1* ordem de coeficientes cons-
tantes, com condigdo inicial: J(W(t),t = 0) = fyW, que possui solu¢do tinica. Nao
serda demonstrado aqui como se obter sua solugao, o objetivo do exemplo foi de apre-
sentar os conceitos que sdo mais pertinentes na alocagao dinamica de uma carteira de

investimento para um investidor perante um ativo com risco e uma aplicagao sem risco.

6.3 Solugao do problema de alocagao estratégica
para a carteira com risco de crédito e mercado

Na economia em questao, o investidor busca maximizar sua utilidade (no sentido de
von-Neumann-Morgenstern) sobre sua riqueza final, alocando-a dinamicamente dentro
de um intervalo de tempo entre os ativos existentes: CDI, um titulo de renda fixa, um
RFC e um indice de agoes. Ou seja, o problema de maximizagao se torna um problema

de otimizagao que pode ser formulado como:

max Ef [U (W (T))] (6.13)
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Que significa maximizar o valor esperado em ¢ = 0, com relagao a medida de
probabilidade subjetiva P, da funcio utilidade da riqueza no final dentro do horizonte
de investimento 7. O investidor possui uma riqueza inicial Wy > 0, e nao possui
renda complementar para adquirir mais quantidades de ativos da economia ao longo
do horizonte de investimento. Sua preferéncia sob incerteza é dado por uma funcao
utilidade do tipo concava, com coeficiente relativo de aversao ao risco é constante e
independente do nivel da sua riqueza. A fungdo utilidade adotada é representada pela

expressao:

le_”’, se W>0
UWwW) = k4 , VieT (6.14)
—00, se W <0

Também referenciada por fungao utilidade isoeldstica, o termo 7y > 0 é o coeficiente
relativo de aversdo ao risco de Arrow-Pratt. Quando v = 1 a fungao utilidade assume
a forma U(W) = log W, para W > 0.

Dado que em t = 0 a riqueza é Wy o investidor alocard fragoes desse montante
para compra dos ativos da economia em cada instante de tempo t € [0,7T]. As fragoes
seréo representadas pelos elementos do vetor 7 (t)' = (mp (t),7s (t),mp(t)), onde o
elemento 7 (1) representa a fragao alocada em titulo de renda fixa sem risco de crédito,
o elemento 7g (t) a fragdo em indice de agoes e mp (t) a fragao alocada em RFC. A
quantidade a ser investida em CDI é diretamente fornecida por 1 — 7(t)'1, onde 1 é
o vetor (1,1,1). A restricdo orgamentéria, ou a dinamica da riqueza do investidor ao

longo do tempo é obtida por meio da variagao relativa da riqueza do investidor:

W) = r(t)[1—np(t) —ms(t) —mp (t)] +

s () B (6T + s (6) S (£) + 70 (£) D (&, T}) (6.15)
d;/v(%) — () (1 =7 (t) — s () — 7p (D)) di +
I % s (£) %ﬁ’;) + 7 (8) % (6.16)
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As dinamicas das variacoes dos pregos dos ativos foram deduzidas anteriormente, e
sao apresentados novamente, lembrando que os processos se encontram na medida de

probabilidade subjetiva P.

dg(g‘t,,;:l)) = (r(t) + 05 (t,T1)7;) dt + o 5 (¢, T1) dw;,
% = [r(®) —n(t) +op @t T1) 7, + ss(t, Tr)os75] dt +

+op (t,Th)dw! + s(t, Th)osdwy

Substituindo os trés processos em (6.16) e omitindo a dependéncia temporal dos

termos: 7 (t), n(t), op (t,T1) e <5 (t,T1) tem-se:

AW (2)
W)

= Tg [(7 +opY,)dl + oBdwf] + g [(r +ogys)dt + Usdwg] +
+7p [(7’ — 0+ 0B7, +55057;) dt + opdw;, + gagadwg] +

+r(1—np—ms—mp)dt (6.17)

Definindo: p (t) o vetor que representa os retornos instantaneos dos ativos contendo
risco, ¥ (1) a matriz que contém as volatilidades dos ativos com risco na economia e
w" o vetor que representa os movimentos brownianos correlacionados dos ativos na

medida de probabilidade subjetiva P, como seguem abaixo:

T(t) +0B (ta T )Tr
p(t) == r(t) + 0575 (6.18)
r(t) = n(t) + op(t, T1)7, + ss(t, T1)os7s

O'B(t,Tl) 0 0
X(t) = 0 Os 0 (6.19)
op(t,Ty) 0 <4s(t,T1)os
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w” = (o}, g, w?), (6.20)

Sua forma diferencial dada por dw® = (dwrp , dook, dwf;)l.

Tendo as definicoes em maos, pode-se escrever em formato matricial a equagao

(6.17), obtendo assim:

AW (t) = W(t) [(r(t) + w(t) (p(t) — 7 (£) 1)) dt + w(t) S () dw" (6.21)

As estratégias de negociagao sao definidas como elementos do conjunto:

AWp) == {m () e R* : W(t) >0,vt €[0,T]} (6.22)

Observe que ao longo do horizonte de investimento nao hé possibilidade do investi-
dor perder sua riqueza W(t) > 0. O objetivo do investidor é atingir um vetor 7(t) que
maximize sua riqueza em 7', onde a fragao dada pelo vetor é um processo de Markov,
portanto a sua escolha do instante futuro depende apenas do estado no instante atual.
Como discutido anteriromente, o problema de otimizagao é resolvido com o auxilio do
método do controle estocéstico e adota-se o artificio de definir uma fungao utilidade
indireta J(W(t),7(t),n(t),t). Observe que as varidveis de estado sao aquelas que po-
dem causar alteragoes no prego dos ativos, o prego do indice de bolsa S(t) seria uma

varidvel de estado, caso a carteira estivesse investido em futuro desse ativo.

JW (L), r(t),n(t),t) = EG (U (W (1)) (6.23)

max
{m(w)€eA(W)t<u<T}

Aplicando o operador diferencial L™ & fungao utilidade indireta (6.23) e igualando

a zero, resulta na equacao HJB:

LTJ(W(t),7(t),n(t),t) =0
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Desenvolvendo:

LTJ(W(t),r(t),n(t),t) =

_ oJ ) .
ot " an (ks (05 —m) +0y7s) + o (kr (0, —7) +0.7,) +
oJ , . o . .
+ EWW [r 4+ 7mpo B, + 1s0sYg + mp (087, + Ss0575 — M) +
82J02 . 82J02 a*J
on* " or? anodr
9*J
oW or w (UTGB (7TB -+ WD) + 0,S50sT pPrs + 07.0'57r5prs.) +
FJ
+ (9VV87’)W (0908 (B + D) prs + TySs0sTD + U,,Us?l'spsé) +
1 9%J
2 0W?

+20p (7B + Tp)$s0sTpp,s + 208 (Tp + Tp) OsTsprg+

OnO0rPrs +

+

oY) 2, 9 9 9 )
W(og (np+mp)” +s505mp + 0gmg+

(6.24)

+ 2056505TsTppgs) =0

A condigao de primeira ordem para a equagao HJB é utilizada para obter os pesos

. - . 2
da carteira étima, assumindo que % < 0.

Chamando L™J(W (t),7(t),n(t),t) = ® tem-se que:

od
57'('3

od
37r5

P
Ber

oJ 94 o0*J
WWUB’)’,. + WWUTO'B - ‘avv—anWU,]O'Bpﬂ; +
n orJ 02J

VQO' (7(3 i 7TD) + BITE WQUB (CaUaWDpw; + 0’371’3,0_,,5) (6.25)

oJ
oWV osTs +
9%J 9/ 9
T o W? (o5ms + 05 (TR + TD) 0spys -+ 05S505TDPss) (6.26)
aJ 8%J
v (0B, + 550675 — M) + swar" (0,08 +0,5505p,5) +
02J LT

8VV8 ——W (0,08p,5 + 0,5505) + I/VQ[U% (mp +7g) + «;‘gang +

OW?
+0BSs50sTBP,5 + 20BS60T D P,s + 2005T 5P, s + T5S505Tspgs) (6.27)
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Apés resolver o sistema acima, para as incégnitas Tp, Tg e Tp, obtém-se trés

equacoes diferencias parcias.

o%J 2 9%J
mp(t) = =2 OWOon 1 oW g (py_ v oWor

Weos 0°d W 8%J B Wog 08J
oW? oW? oW?
aJ
_ 1 5w .,
s (1) = — 7 I0- 4 () (6.28)
oW?
8J 9*J
= _i W n B 077 (9W(977
™=~ gy 2ot~
oW?2 ow?

Os termos @ (t), % (t) e @}, (t) sdo definidos por:

@ (1) = B (8) + Ag (D)1 (1) — B (1)
B () = B + As (£) 7 (2) (6.29)

®5 (1) == @p (1) + Ap () n (t)

onde:

oy (t) — (1 — p:296)7_1: — (pré - pSéprS)Tg — (prS' - psgp,.g)-’ﬁ
o5 (1= p&s — Ps — Pis + 2P55PrsPrs)

By im (1 — p25) Vs — (Pss = PrsPrs) Ts — (Prs — PssPrs) Vo (6.30)
0s (1= pgs — Pis — Prs + 2PssProPrs)

®p(t) = (1= p2s) Vs — (Pus — PssPrs) Ty — (Pus = PrspPrs) Ts
5505 (1 = ps — Pys — Prs + 2055PrsPys)
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AB (t) — Prs — PssPrs
550508 (1= pss — Prs — Prs + 2P55PrsPrs)

Pss — PrsPrs
As (t) = (6.31)
O = s (1 = p&s — Pis — Pis + 2P55PrsPrs)
1—p
Ap () := Prs

(1— p&s — P25 — Pis + 2ps5PrsPrs) (55 (1) 06)2

Substituindo os valores de 7 obtidos em (6.28) na equacao de HJB obtém-se uma

equagao diferencial parcial:

¢y Py (PN PIOey 9 0 (m
aw2onar P T \awan) 2 " awranr 2 T owanow " \csa5 | 0
GBI oy el (22 Yo} oy 98 )
oW gy NI T oY) TR T Bywar ) o T awrart 2 - awar ow "
8%J 8J 8%J 82J aJ 8°J aJ
G99 (kb + 0,77) — Ky r G 2L
o oy Wrlr +007) = serl + 2mm Dt s o W G

Onde:

r = 220002 4 9, 000 + 5,

1
B[_] == G G ‘ 1 - p2 ;7_7‘2+
2(1 — pks — P25 — P2g + 2P55P,5Prs) [( Sd)

+(1- PEJ) ¥ + (1 = PZS) ¥s2 = 2(prs — PssPrs) Tr¥s+

—2(prs — PssPrs) W05 — 2 (Pss — PrsPrs) TsTs) (6.32)

Uma solugao plausivel , adotada por Hou (2003) para a essa equagao diferencial

parcial é:

o, ) = g e (@n (O + k@ n() + 1O (t)) W (63
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Com as condigoes para t = 71"

H(T)=k(T)=f(T)=0 e g(T)=1

Com essa solucgdo, a equagao diferencial parcial pode ser simplificada para uma

equagao diferencial ordinaria:

Con ()* + Cin (t) + Cor (t) + <C3 b dgT?ﬁ) -0

Onde:

dly o, o
COp= —= 4 -2 — |1 - 4)—L ws|l—(1—v)A
0==25+7 [( 7)§606+%6] (1-7)Ap

dk 9 o
= — kl—|(1—7)— | k
G ! + oy [( ) 0 + ’)’Fvé] +

+7U1]Urprélf + ('7"‘.'501) o 0777—6)1 - (1 - 7) (I)D

Co=v | s+ (1=)

2
o —
C3 = ?fQ + (7"«1‘01 + 01‘7r) f + 'yU,,O’r,Drakar
o’ ’70%

+ (k0 + 0475) K+ 7"1\32 + TZ — (1 —=7)Bo

Quando ('3 =0 e f(t) =0 tem-se:

£ = - e (- T) )

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

Para (y = 0 a equagao diferencial ordinéria é do tipo de Riccati e com I (T") = 0

tem-se:
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l(t):_Z(l—’Y)AD(t) exp (T — )9 (t)) — 1

. 6.40
e T R IOES O LI I
1—~)Ap(t .
Onde: #{t) = 2\/%ﬂag +E(1)°
Y
- 5(1t)—(fe+1—7 2 )
- T Ty Gt h)oes
Resolvido f (t) e I (t) e sendo k (T') = 0, utiliza-se C'; = 0 para resolver k (t):
[ G=ve 9
n o _ - 017 T !
k(t) = exp / 5 @ l)os 7 I (u)du
g s 1
~ [ [ (s + a0rpst @+ 28 Y10 + =200 )
t
T (=0,
— )0y Iy
- - ————— — —l(s)ds | du 6.41
P /%5(8,’1‘1)05 v () } (6.41)
Quando Cy = C; = Cy = 0 tem-se:
dg B B
’y%JrgC'g—O e (T)=1
portanto:
02 2 0y, '7_
g (t) =exp / 2—;]6 (w)” + <n‘50,, + '77 ‘5> k(w) +o,0np,5f (w) k (u)+
t
9 e 2
Ur 2 0-7‘77' U’I (1 - ’Y) )
+—f(u)" + | 5.0, + u) + —Il(u) — —=Bg | du 6.42
T2 1+ (w4 7 ) 1) + 2wy - S (6.42)

Onde as fungoes: 1 (t), k(t), f (t) e g (t) sdo definidas para v # 1. Ao assumir vy = 1
assumem: [ (t) = k(1) = f(t) =0eg(t)=1 Vi

Ao substituir as solugtes obtidas em (6.39), (6.40) e (6.41) na fungao utilidade
indireta J(W,r(t),n(t),t) definida em (6.33), pode-se resolver as equacdes definidas

em (6.28) e obter finalmente os pesos 6timos:
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.
v 1—exp(k (t—T1))

7 (0) = = (B2 () + Ap (00 (1)) - ~mo(t)  (6.43)

7s(t) = % (s + As ()0 (1)) (6.44)

7o () = }Y (®p (t) + Ap (t)n (1)) —

! (1 ;w> T exp(:: ) (k(t)+l7(t)n(t)) (6.45)

6.4 Implicacoes na alocagao estratégica

As vantagens oferecidas pelas expressoes (6.43), (6.44) e (6.45) sdo de fornecer a um
investidor, que se depara simultaneamente com os riscos de crédito e mercado, uma
maneira clara de solucionar o problema de alocagao estratégica dos ativos, além da
facilidade de implementagao computacional, por serem expressoes em forma fechada,
elas também permitem algumas conclusoes diretas.

O peso para alocagdo em indice de agOes (6.44) é sempre a de um investidor
midpico!, e como esperado a demanda por esse ativo na carteira cai com o aumento
do coeficiente relativo de aversao ao risco . O primeiro termo ®g () é uma demanda
pura por indice de agoes dado pelo seu prego de risco de mercado, que é ajustado
pelo segundo termo Ag (t), que possui correlagoes entre as outras fontes de riscos da
economia em questao. Se as correlagoes entre os movimentos brownianos forem todas
nulas, o primeiro termo se torna o indice de Sharpe normalizado pela volatilidade do
indice de agOes, enquanto o segundo termo se anula. Portanto, o uso de correlagoes
nao nulas sugere que toda vez que assumir posi¢ao em indice de agGes, posigdes em
titulos de renda fixa com e sem risco de crédito devem ser assumidas.

Assim como no peso alocagao por indice de agbes, nas duas outras expressoes para

os pesos de alocagao estratégica nos ativos de renda fixa com e sem risco de crédito, ha

um processo 7 (¢) multiplicado pelas respectivas componentes Aaiivo (£) que é somado

1Um investidor é considerado miépico quando esse ignora o que pode ocorrer com as volatilidades

das variaveis de estado dentro do intervalo do horizonte de investimento.
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ao termo P4y, (¢). Interessante observar que sao esses termos que prevalecem quando
o coeficiente relativo de aversdo ao risco assume valor v = 1 e as funcdes (), k (t)
e f(t) Yt € T se tornam identicamente nulas cancelando os termos que estao fora
dos parenteses das expressoes (6.43) e (6.45). Nessa situag@o, os pesos de alocagao
resultantes sdo os correspondentes a de um investidor que age miopicamente, e a in-
terpretagao das expressoes é a mesma dada para o caso do peso de alocagao em indice
de bolsa.

Os termos que se anulam nos pesos dos ativos de renda fixa com e sem risco
de crédito, para o caso de um investidor mi6pico, sdo termos de protegido (hedge)
e de acordo com suas expressoes possuem objetivos diferentes. Enquanto um é para
protegao contra variagdes no processo estocdstico de 7 (t), o outro é para protegao con-
tra as variagoes em 7 (t). De acordo com a expressdo (6.45) ha duas formas de anular
o termo de protecao, dado que a velocidade de reversio & média do processo ¢ (t) é
sempre positiva nao nula. No caso de um investidor midépico, ou quando o parametro
w = 1, o processo 7 (t) dado por (5.17), se torna deterministico e o prémio de risco do
RFC nao é mais estocastico, entao o fator de protecdo nao se torna mais necessario.
Como acontece no peso para alocagao por indice de agoes, nao hé protegao contra o
efeito estocastico da taxa de juros na demanda por RFC.

O peso para alocagio em titulo de renda fixa (6.43) apresenta um termo a mais em

relacao aos outros que é o peso de alocagao em RFC com sinal trocado:

f(t) Ky
v 1—exp (s (t—T1))

75(0)+ 7 () = = (2a(8) + An ()0 (£) - (6.46)
Da expressao acima, pode-se afirmar que ao aumentar (ou diminuir) o peso de
alocacao em posigdo comprada em titulo de renda fixa sem risco de crédito, deve-se
aumentar (ou diminuir) o peso de alocagao em posigdo vendida em RFC.
A expressao também integra os riscos de crédito e mercado, os pesos de alocagao
de titulo de renda fixa sem risco de crédito somado a alocagao de RFC. Jarrow e
Turnbull (2000) demonstram que ambos os riscos sao integrados pelo uso de modelos

de intensidade, e conseqlientemente afetam a decisao de investidores.
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Capitulo 7

Implementacao do modelo e

resultados

O objetivo desse capitulo é apresentar alguns comentérios a respeito da implementagao,
seguido de analises dos resultados obtidos em simulagées numéricas feitas com o modelo
proposto. Um outro objetivo apds explorar e extrair as principais caracteristicas do
modelo, seria uma possivel aplicagdo no mercado financeiro brasileiro. O trabalho de
implemetagao pratica em uma situacgao real encontra um outro desafio: Determinar
os valores para os parametros exigidos pelas expressoes que determinam os pesos de
alocagao intertemporal.

A rigor, deveria-se utilizar técnicas estatisticas para extrair tais valores de séries
histéricas pertinentes ao modelo, como o foco do presente trabalho é buscar o maximo
entendimento do modelo, o problema da determinagao dos parametros sera contornado
com a utilizagao de valores escolhidos subjetivamente, respeitando limites que serao
comentados adiante.

Dos parametros escolhidos para as simulagées com o modelo, alguns serao tomados
como imutaveis dentro do horizonte de investimento escolhido, tais como: T', Ti, 6,,
0s e dg. Os outros parametros: coeficiente relativo de aversao ao risco do investidor,
volatilidades, prémios de risco de mercado, correlagoes, velocidades de reversao & média
e a perda fracional de crédito serao variados dentro de intervalos de valores, para

verificar as respostas e o comportamento do modelo.
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7.1 Implementacao

Os pesos de alocacdo 6tima representados pelas equagoes (6.43), (6.44) e (6.45) po-
dem ser implementados numericamente por meio de uma linguagem de programacao
apropriada, para realizagao de calculos de simulagdo de uma carteira de investimento.
Praticamente existem dois termos a serem implementados nas equagoes que interessam,
os deterministicos e um processo estocéstico.

Nos termos deterministicos, existem apenas fungoes onde os calculos sao apenas
substituigoes numéricas dos parametros de entrada. Deve-se atentar que na equagao
(6.41) o limite inferior de integragdo da integral expoente ¢ a variavel de integragao da

integral externa:

B ) - exp <— [ L @ du) . [— /t o (a) exp < / ") ds> du.}

Onde:

_ (1-7)ao, '27 .
Q(m)_’vccs(w,Tl)aa 71()

m(z) = (fia@,, + 0,0,p,5f () + U'I)?) l(z)+ 1 ; ’Y(DD (z)

Com ¢;(z,T1), ®p(z), f(z) e I(z) definidos por (5.10), (6.30), (6.39) e (6.40)
respectivamente.

Para implementar computacionalmente o processo 7 (t), primeiro deve-se calcular
a equagao diferencial estocéstica dada por (5.17) que serd escrita na forma abaixo para

facilitar:

dn (t) = (0, — ken () dt + o,dw (7.1)
Onde: 0, = k0, + 077;

Por se tratar de um processo de Ornstein-Uhlenbeck, considera-se a condigao inicial

7(0) = 1, de acordo com Vasicek (1977) sua solugao é:
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E ) t
n(t) = ‘Tloe"‘“ + h—; (1 - e_hét) + 017/0 eﬁﬁsudwg (7.2)

A integral estocdstica é uma variavel aleatéria de distribuigao normal com média

zero e variancia igual a:

o (1) (7.3

Substituindo devidamente em (7.2), obtém-se uma maneira de implementar o pro-

cesso estocéstico de 7 (t) nos pesos dos ativos na carteira de investimento.

N ! 1
1 (t) = noe™ " + L (1 —e™") + a,,\/ (1—e2met) ¢ ; e ~N(0,1) (7.4)
Ks

2,"{.5

Quando ¢ = 0 a expressao fornece conforme o esperado o valor inicial 7,, e quando

{ — 0o a equagao converge para:

0, 1
li 1) = =2 4 g1 )
Hmnit) = = +oy T (7.5)
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7.2 Resultados obtidos

Nesta secao apresenta-se os resultados obtidos nas simulagoes numéricas. Os para-
metros utilizados no modelo estao na tabela a abaixo e uma justificativa de seus valores

é dada em seguida.

Parametro Descrigao Valor
T Maturidade dos titulos de RF com e sem risco de crédito 3
T Horizonte de investimento 1

Coeficiente relativo de aversao ao risco 5
w Perda fracional de crédito 0,5
Prs Correlacao entre taxa de juros e indice de bolsa -0,7
Prs Correlagio entre taxa de juros e spread de crédito 0,75
Pss Correlagao entre indice de bolsa e spread de crédito -0,6
Os Volatilidade do indice de bolsa 0,5
Ys Prémio de risco de mercado de bolsa 0,8
o Volatilidade da taxa de juros 0,2
0. Expectativa média para a taxa de juros 0,15
Ky Velocidade de reversao a média da taxa de juros 1,0
Yy Prémio de risco de mercado da taxa de juros 0,2
s Volatilidade do spread de crédito 0,25
05 Expectativa média para o spread de crédito 0,03
Kg Velocidade de reversao & média do spread de crédito 0,5
Ys Prémio de risco de mercado do spread de crédito 0,4
do Spread de crédito inicial 0,045

Tabela 7.1:  Parametros de entrada utilizados na simulagao do modelo

O objetivo desejado com os valores propostos pela tabela, foi o de reproduzir um
cenario economicamente plausivel onde os coeficientes de correlagiao entre os processos
estocésticos tentam refletir a situagdo em que uma alta do indice de acdes é acom-
panhado de uma baixa de taxa de juros tanto de aplicagio quanto de empréstimo. A
volatilidade do indice de agbes foi escolhida de modo a ser a maior entre as volatili-

dades, assim como o seu prémio de risco de mercado. A velocidade de reversao & média

48



do processo de taxa de juros é o dobro em relagao a velocidade de reversao a média
do processo do spread de crédito, com o intuito de reproduzir o fato de que as quedas
de taxa de juros para empréstimo possuem um retardo maior quando comparado as
quedas da taxa de juros de curto prazo. O spread de crédito inicial foi escolhido 1, 5%
acima da expectativa média de longo prazo dos spread instantaneos para reproduzir
que nessa economia ha um cenério de queda de taxas de juros de crédito. O coeficiente
relativo de aversao ao risco foi o mesmo utilizado por Hou (2003).

Nas figuras apresentadas a seguir, o peso da alocagao no titulo de renda fixa com
risco de crédito sera referenciado pelo cédigo: RFC, o peso em alocagao no titulo de
renda fixa sem risco de crédito tera o cédigo: RF e o peso no ativo de indice de bolsa
sera referenciado apenas por: Indice.

Com excegao da Figura 7.2 até a Figura 7.10 em que sao representados a evolugao
temporal dos pesos de alocagao dos ativos da economia para 5.000 sorteios de € da
equagao (7.4), as figuras restantes apresentam o efeito da variagao dos parametros no
peso de alocagao dos ativos, sempre para o instante inicial £ = 0.

Como primeira anélise, na Figura 7.1 apresenta-se o efeito da variagao do coeficiente
relativo de aversao ao risco 7y sobre os pesos de alocagao nos ativos no instante inicial.
Observa-se que quando o investidor torna-se mais conservador com o aumento do 7,
o efeito resultante é um pequeno aumento em posigao comprada de renda fixa até
atingir um patamar, enquanto diminui constantemente a posicao comprada em indice
de bolsa e posigao vendida em RFC. Isso evidencia o fator que difere um investidor
arriscado de um investidor conservador: o peso na alocagao em titulos do indice de
bolsa e em titulos RFC. A queda acentuada, que se observa na curva de alocacao em
titulos de renda fixa quando vy muda de 1 para 2, pode ser explicada pela mudanca de
comportamento do investidor quando esse deixa de ser midpico e passa a tomar suas
decisoes de alocagao intertemporalmente.

A evolugao das distribuigoes dos pesos de alocagio ao longo do tempo, dentro do
horizonte de investimento, podem ser observadas pelos percentis plotados nas Figuras
7.2,7.3 e 7.4. Nesse estudo utilizou-se os dados da Tabela 7.1 onde o investidor possui
coeficiente relativo de aversdo ao risco igual a 5, os intervalos de tempo em que houve
observagao dos pesos foram: o intante inicial ¢ = 0, 1 més, 2 meses, 3 meses, 6 meses
e o proprio horizonte de investimento, 1 ano, e foram realizados 5.000 sorteios para o

valor de € da equagéo (7.4) para cada intervalo de tempo.
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Figura 7.1: Variacao dos pesos de alocagao em fungao do coeficiente relativo de aversao

ao risco do investidor.

Nas Figuras 7.5, 7.6 e 7.7 é demonstrado o efeito causado nas distribuigoes dos pesos
de alocagao, com o aumento do coeficiente relativo de aversao ao risco do investidor
(v = 20). Nas Figuras 7.8, 7.9 e 7.10, é apresentado o mesmo estudo, em uma situagiao
quando se diminui o coeficiente relativo de aversdo ao risco do investidor (y = 2).

Nas Figuras 7.11, 7.12 e 7.13 mostra-se a dependéncia dos pesos de alocagoes em
funcao da volatilidade do processo estocéastico de prego de cada ativo no instante ini-
cial £ = 0, para um investidor que possui uma carteira de investimento com as carac-
teristicas dadas pelos parametros da Tabela 7.1 .

Observa-se que a volatilidade do processo do spread de crédito afeta todos os pesos
de alocagOes dos ativos da carteira, conforme indica a Figura 7.11. O efeito causado
pelo aumento da volatilidade do spread de crédito, faz com que um investidor diminua
rapidamente seu investimento em indice de bolsa e diminua gradativamente sua ex-
posicao comprada em titulos de renda fixa e exposigao vendida em RFC. O fato é
explicado pelo motivo do parametro os estar presente ndo apenas na expressao do
peso de alocagao do RFC, como também nas expressoes dos pesos de alocacao do
indice de bolsa e do titulo de renda fixa, conforme indicado nas expressoes obtidas no

capitulo 6. Como o processo estocéstico de 7 (t) também depende desse parametro, e
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Figura 7.2: Distribuigao dos pesos de alocagao do titulo de renda fixa com risco de

crédito durante o horizonte de investimento ( CRRA=5 ).

Titulo de renda fixa sem risco de crédito
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Figura 7.3: Distribuigdo dos pesos de alocagao do titulo de renda fixa sem risco de

crédito durante o horizonte de investimento ( CRRA=5 ).
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Figura 7.4: Distribuigao dos pesos de alocagao do ativo de indice de bolsa durante o

horizonte de investimento ( CRRA=5 ).
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Figura 7.5: Distribuigdo dos pesos de alocacao do titulo de renda fixa com risco de

crédito durante o horizonte de investimento ( CRRA=20 ).
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Figura 7.6: Distribuicao dos pesos de alocagao do titulo de renda fixa sem risco de

crédito durante o horizonte de investimento ( CRRA=20 ).
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Figura 7.7: Distribuicao dos pesos de alocacao do ativo de indice de bolsa durante o

horizonte de investimento ( CRRA=20 ).
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Figura 7.8: Distribuicao dos pesos de alocagao do titulo de renda fixa com risco de

crédito durante o horizonte de investimento ( CRRA=2 ).
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Figura 7.9: Distribuigdo dos pesos de alocacao do titulo de renda fixa sem risco de

crédito durante o horizonte de investimento ( CRRA=2 ).
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Figura 7.10: Distribuigao dos pesos de alocagao do ativo do indice de bolsa durante o

horizonte de investimento ( CRRA=2 ).

0 processo esta presente em todas as expresoes dos peso de alocagao, isso reforga mais
a dependéncia das alocagoes em fungao da variagao da volatididade oy.

A variagao da volatilidade do processo de taxa de juros de curto prazo causa mais
efeito na alocagao do titulo de renda fixa sem risco de crédito, aumentando sua ex-
posigao comprada e um pequeno aumento em posi¢ao vendida em RFC. Pelo fato do
parametro o, estar ausente na expressiao do peso de alocagao em indice de bolsa, esse
investimento é completamente livre das variagoes da volatilidade de taxas de juros,
conforme indica a Figura 7.12.

A volatilidade do processo de prego do indice de bolsa (parametro o5) tem um efeito
semelhante ao efeito causado pela volatilidade do processo de taxa de juros. Nesse caso
afetando somente a alocagao do ativo de indice de bolsa. O motivo dessa dependéncia é
a mesma da volatilidade de taxa de juros, o termo o5 estd presente apenas na expressao
do peso de alocagao de indice de bolsa. A decisao de um investidor que se depara com a
alta de og é diminuir sua alocag@o em posigao comprada em indice de bolsa, conforme
aponta a Iigura 7.13, e manter inalterado os pesos de alocagoes nos outros ativos.

O efeito da variagao dos prémios de risco de mercado sobre os pesos de alocacao da
carteira sao apresentados a seguir. Com o aumento do prémio de risco de mercado do
spread de crédito s o investidor aumenta sua alocagao em posigao comprada de titulos

de renda fixa e também aumenta sua posigdo vendida em RFC, o efeito do aumento
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Figura 7.11: Efeito da volatilidade da taxa de spread de crédito sobre os pesos de

alocagao dos ativos.
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Figura 7.12: Efeito da volatilidade da taxa de juros de curto prazo sobre os pesos de

alocagao dos ativos.
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Figura 7.13: Efeito da volatilidade do indice de bolsa sobre os pesos de alocagao dos

ativos.

desse prémio nao altera em nada sua posi¢cao comprada em indice de bolsa, conforme
indica Figura 7.14.

Ao aumentar o prémio de risco de mercado da taxa de juros de curto prazo v,, o
investidor toma como decisao a redugao em sua posigao comprada de titulos de renda
fixa e nao altera as alocagGes em indice de bolsa e RFC, conforme indica a Figura 7.15.

O aumento do prémio de risco de mercado do indice de bolsa 7g, faz com que o
investidor aposte mais nesse ativo e nao altere os pesos de alocagao nos outros ativos
da carteira, conforme indica a Figura 7.16.

A variagao dos pesos de alocagao em fungao da variacao das corelacoes no instante
inicial £ = 0, sao apresentadas nas Figuras 7.17, 7.18 e 7.19. As singularidades ob-
servadas sao justificadas pelas expressoes (6.30) e (6.31), onde dependendo do valor
assumido pelas correlagbes, pode anular os denominadores. Interessante é observar que
os pessos de alocagao dos ativos permanecem constante dentro de certos intervalos de
valores das correlagoes.

Em uma situagao com valores extraidos de dados reais, esse estudo ajuda a sinalizar
de antemao uma possivel situagdo complicada: Correlages que assumam valores pré-

ximos de singularidades, acarretando assim pesos de alocagGes muito exagerados.
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Figura 7.14: Variagao dos pesos de alocagao em fungao do prémio de risco de mercado

do spread de crédito.
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Figura 7.15: Variagao dos pesos de alocagio em fungao do prémio de risco de mercado

da taxa de juros.
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Figura 7.16: Variagao dos pesos de alocagao em funcio do prémio de risco de mercado

do indice de bolsa.
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Figura 7.17: Variagao dos pesos de alocagio em fungao da correlagao entre os movi-

mentos brownianos da taxa de juros e do spread de crédito.
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Figura 7.18: Variagao dos pesos de alocagao em fungao da correlagao entre os movi-

mentos brownianos da taxa de juros e do indice de bolsa.
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Figura 7.19: Variagao dos pesos de alocagao em funcao da correlacao entre os movi-

mentos brownianos do indice de bolsa e do spread de crédito.
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Figura 7.20: Variagao dos pesos de alocacao em fungao da velocidade de reversao a

média do processo da taxa de juros.

O efeito da variagao das velocidades de reversao a média dos processos estocasticos
de taxa se juros de curto prazo e do spread de crédito instantaneo sobre os pesos de
alocagao no instante ¢ = 0 sao apresentados nas Figuras 7.20 e 7.21. No primeiro
caso, observa-se que o efeito da variacao do parametro K, causa alteragao na alocacao
do titulo de renda fixa, sendo que quanto mais répido a taxa de juros de curto prazo
converge para o valor médio de longo prazo, maior sera o valor comprado desse titulo.

Como no cenério econémico proposto, hd uma tendéncia da queda de juros de
crédito, do instante inicial para a média de longo prazo, o investidor interpreta que
hé um risco maior de crédito um titulo que possui esse pardmetro com valor baixo, j4
que suas taxas de juros de crédito continuar@o em patamares elevados por mais tempo,
quando comparado com um titulo que apresenta uma velocidade de reversao a média
alto.

Na Figura 7.22 pode-se observar a semelhanca do efeito da variacao da perda fra-
cional de crédito @ com o efeito causado pelo aumento da volatilidade do spread de
crédito, conforme indicado na Figura 7.11. O efeito da variagio desse pardmetro esta
em conformidade com a intuigdo, quanto maior a certeza da perda do valor investido

no RFC, causa no investidor um efeito de aversio nesse ativo e no titulo de renda
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Figura 7.21: Variagao dos pesos de alocagao em fungao da velocidade de reversao a

média do processo do spread de crédito.

fixa, e em sentido oposto quando a certeza da perda fracional de crédito é pequena,
correspondendo a uma taxa de recuperagao maior, faz com que o investidor aumente
seu peso de alocagao tanto no RFC como em titulos de renda fixa.

Como comentario final pode-se dizer que a decisao de alocagao em titulo de renda
fixa sem risco de crédito apresenta um comportamento curioso, mas como 0s ensaios
foram realizados considerando um mesmo investidor, dado que o coeficiente relativo
de aversao ao risco nao se alterou, pode-se concluir que ao se aumentar a volatiliadade
das taxas de juros de curto prazo a decisao de investimento nesse ativo, em certo nivel
se tornava constante enquanto que a alocagao nos outros ativos caiam continuamente.

O mesmo acontece com o aumento do prémio de risco de mercado de taxa de juros,
ao aumentar esse parametro, a alocagao nesse ativo cai constantemente ao passo que
nos outros ativos aumentava devido ao aumento do prémio. Por esses dois motivos
pode-se entender que o modelo enxerga o titulo de renda fixa, como um ativo de
confianga, pois com um aumento da icerteza nas taxas de juros, reduz a alocagdo nos
outros ativos e mantém constante a alocagao em um ativo que pagara um valor certo
no vencimento. Ao aumentar somente o prémio de taxa de juros o modelo responde

que a alocagao nesse ativo deve cair quase que linearmente, e a alocagdo nos outros
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Figura 7.22: Variagao dos pesos de alocagao em fungao da perda fracional de crédito.

ativos permanecem inalterada. O fato dos outros parametros estarem imutéaveis, faz
com que a melhora do prémio dos juros de alguma forma torne os outros ativos mais

atraentes, assim a alocagao nesse ativo diminui.
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Capitulo 8

Conclusoes

Por se tratar de um modelo que produz como resposta a decisido a ser tomada por
investidores que defrontam com ativos que possuem risco de crédito e risco de mer-
cado, o foco deste capitulo deve ser concentrado na coeréncia das respostas do modelo.
Os resultados obtidos também permitem extrair diversas conclusdes e compreensio a
respeito da teoria envolvida no modelo aqui proposto.

Do ponto de vista financeiro, as respostas fornecidas pelo modelo estao coerentes
com os parametros de entrada escolhidos, que de certa forma tentam reproduzir um
possivel cenério econémico. Observou-se o efeito de integracao dos fatores de risco
proposto pelo modelo, mostrando que todos os processos agindo conjuntamente for-
mam um sistema integrado e de interpretagéo nao trivial para o investidor, que deve
considerar sempre os efeitos miituos dos processos.

A demanda por protegao do titulo de renda fixa com risco de crédito sempre rea-
lizada com alocagao em titulo de renda fixa sem risco de crédito, evidencia que os
processos de taxa de juros e spread de crédito possuem relagdo fechada, ponto ja
apontado na expressao da dinamica dos retornos do titulo com risco de crédito.

As respostas séo satisfatérias no sentido financeiro, quanto a variagbes das volati-
lidades, prémios de risco de mercado dos ativos e das correlacées dos processos. A
vantagem de se ter os pesos de alocagio em expressdes na forma fechada permite em
alguns casos, extrair conclusdes antecipadas das respostas fornecidas pelo modelo e
ajudar a interpretar os resultados obtidos.

Como o principal intuito do trabalho foi obter conhecimento tedrico, explorar os

pontos fortes e adquirir sensibilidade do modelo em fungéo dos pardmetros de entarda,
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resta colocé-lo em caso pratico com dados de mercado real o que torna uma 6tima

sujestao para futuros trabalhos.
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