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Resumo

Um modelo de alocação estratégica intertemporal é proposto para o problema de

investidores que desejam maximizar sua utilidade de riqueza. Na economia na qual

os investidores enl que irão ralizar suas decisões, não há oportunidades de arbitragens

enfie os ativos, e suas opções de investimento são: ações, títulos de renda fixa com

risco de taxa de juros e títulos de renda fixa com risco de taxa de juros e cona risco

de crédito. O modelo proposto é inovador por considerar o risco de crédito, favor que

geralmente não é levado em conta em problemas de alocação intertemporal. A solução

do problema foi obtida por meio de programação dinân)ica e os pesos de alocução

ótima ao longo do tempo são fornecidos por expressões em forma fechada, que permite

sua aplicação em simulações numéricas computacional de forma direta. Para modelar

o risco de crédito utilizou-se a abordagem dos modelos de intensidade e o uso de lun

parâmetro exógeno que capta o valor a ser recuperado em caso de default é considerado

nas decisões de investimento. Resultados de ensaios numéricos são apresentados, com

o intuito de mostrei a sensibilidade do modelo em função da variação dos parâmetros

de entrada do modelo.



Capítulo l

Introdução

Agentes representativos que procuram alocal dinamicamente sua riqueza em uma

economia que contém ativos do tipo: ações e títulos de renda fixa com incerteza apenas

em seus preços nos instantes futuros, é lun clássico e conhecido problema em finanças.

O principal objetivo desses agentes é alocar estrategicamente sua riqueza. ao longo do

tempo nesses ativos, de modo a maximizar a utilidade de sua riqueza ao ténllino do

período de investimento.

Robert Meiton cona seus trabalhos de 1969, 1971 e 1973, provavelmente foi o

primeiro a utilizar o princípio de Bellman ou abordagem de programação dinâmica

para resolver o problema de agentes represelltativos que tentam maximizar a riqueza

alocando-a intertemporalmete. A partir de então, muito tcm sido feito no sentido de

obter modelos mais reais e completos para resolver o problenaa de alocução estratégica

intertemporal.

O objetivo do presente trabalho é apresentar ull] modelo, no qual o investidor tem

a possibilidade de alocat estrategicamente em ativos que geralmente são considerados

nesse tipo de problema, com a inovação de não desconsiderar o risco de crédito dos

títulos de renda fixa. Dessa maneira tenta-se complementar esse tipo de abordagem,

aperfeiçoando mais os modelos que consideram apenas o risco de mercado no problema

de alocução estratégica para os agentes representativos ou investidores.

A motivação para considerei o risco de crédito como fator de decisão de investi-

mento, com o intuito de maximizar a utilidade na presença de diferentes combinações

de risco-retorno, é o grande número de ocorrências de não cumprimento de obrigações

ou renegociações das mesmas por parte dos emissores das dívidas. O risco de crédito

2



tornou-se então um fator que não deve ser mais preocupação exclusiva do responsável

pelo gerenciamento de risco, com vistas à alocução de capital pata enquadramento de

exigências de banco centrais ou órgãos reguladores.

O risco de crédito está presente também em carteiras de investimento, seja ela fun

dos de investimento, fundos de pensão e carteiras proprietárias de instituições finan-

ceiras entre outros, fazendo com que o administrador de recursos leve enl consideração

esse falar de risco em suas estratégias de investimento, cona isso a análise do admi-

nistrador estará sendo mais real e os impactos desse tipo de risco afetatão sua decisão

de investimento.

Para tomai factível o risco de crédito no problema de alocação estrtégica, primeiro

modelou-se o investidor nos moldes de À'lerton (1971), onde tenta maximizar sua utili-

dade de riqueza terminal em unia situação de equilíbrio parcial. Na economia que seta

apresentada no trabalho há quatro possibilidades de investimento, uma taxa de livre

de risco de curtíssimo prazo livre de riscos e outros três atívos contendo risco.

Dos ativos que possuem risco de mercado, são considerados como opção de inves

tinlento: ações e títulos de renda fixa sem risco de crédito, possuindo apenas risco de

mercado. A inovação do trabalho é considerar um outro título de renda fixa que apõe

senta tanto risco de mercado como risco de crédito. Esses ativos a serem considerados

são do tipo "pZaãn uanáZZa" e não serão levados em consideração, para simplicidade de

modelagem, pagamentos de dividendos e pagamentos intermediários ou de cupons.

Para modelar o risco de crédito sela utilizado a abordagem dos modelos de in

tensidade, que basicamente capturam a informação do risco de crédito por meio da

dinâmica de taxa de juros de curto prazo e da dinâmica do spread de crédito. Para

auxiliar nos cálculos, essas dinâmicas serão modeladas por processos estocásticos de

reversão à média com coeficientes constantes. Com a utilização desses processos não

apenas a obtenção das dinâmicas de retornos será facilitada como também a resolução

do problema de alocução estratégica intertemporal.

A solução obtida para o problema de alocução estratégica dos investidores pos

sui forma fechada, que permite a implementação computacional de forma imediata e

simples. Como o objetivo do trabalho é propor um novo modelo que incorpore um

tipo de risco pouco explodido nesse ramo de estudo de finanças, serão apresentados

resultados do modelo obtidos de parâmetros escolhidos subjetivamente, deixando para

pesquisas futuras a questão da calibração de um modelo que reata a realidade de
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dados observa.dos do mercado financeiro .

As referências básicas do presente trabalho fotão os trabalhos desenvolvido por Hou

e Jin (2002) e Hou (2003), e foi dividido nos seguintes capítulos:

O capítulo 2 inicia o trabalho com a formalização de uma economia onde os investi-

dores irão agir, com a definição dos parâmetros que darão as bases necessárias pala o

desenvolvimento do modelo a ser estudado.

No capítulo 3 encontra-se a argtunentação e formalização do que será considerado

risco de crédito e a apresentação de dois tipos de famílias de modelos para modelar esse

risco, aprofundando o estudo em uma delas: modelos de intesidade. Como resultado

serão obtidos processos das dinâmicas de preços dos títulos de renda fixa com risco de

crédito.

O capítulo 4 faz uma rápida excursão no modelo de taxa de juros de curto prazo,

e a dinâmica de preços e a dinâmica de retornos dos preços de títulos de renda fixa

sem risco de crédito é obtida, para quem já possui familiaridade com esses conceitos

o capítlo pode ser omitido sem perda de continuidade.

A integração do risco de crédito com o risco de mercado, presentes na economia

proposta é objetivo do capítulo 5. Nesse capítulo, com a escolha da dinâmica do sprmd

de crédito, é obtida a dinâmica dos retori-Los dos preços do título de renda fixa com

risco de crédito, concluindo o resultado obtido no segundo capítulo.

Com todos os processos das dinâmicas de preços dos ativos definidos, no capítulo

6 soluciona-se o problema proposto de maximização da utilidade da riqueza. Antes é

feito tuna introdução de conceitos microeconõmicos de utilidade e aversão ao risco, e a

questão do problema de alocução estratégica é introduzida por meio de um exemplo.

Eln seguida encontra-se a resolução do problema de alocução estratégica intertemporal

para ativos com risco de crédito e risco de mercado.

No capítulo 7 é apresentado alguns tópicos da implementação das expressões obtidas

no capítulo anterior e discutido os resultados provenientes das simulações numéricas
realizadas.

O trabalho encerra com a apresentação das conclusões no capítulo 8, seguido das

referências bibliográficas utilizadas.
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Capítulo 2

.A. economia

Formalizar uma economia na qual se pretende transacionat a carteira de investimento

é necessário pala basear os conceitos que serão apresentados adiante. Essa economia é

livre de custos de transições, os investidores são formadores de preços e suas decisões

não afetam diretamente a formação dos preços dos ativos do mercado. Todos os preços

dos ativos, seguem um processo estocástico.

O principal problema a ser tratado nesse trabalho é a alocação estratégica ótima

intertemporal de uma carteira contendo ativos que possuem risco, dentro de um enter

vala de tempo finito que nazis agrada o investidor, geralmente esse intervalo de tempo

é definido por um horizonte de investimento, denotado aqui por: 7' C +oo.

Há uma. taxa de juros a vista de cura,íssimo prazo r(t), Vt C T com dinâmica
estocástica a ser definida mais adiante. Essa taxa remunera o investimento aplicado

no curtíssimo prazo, senda livre de risco de de/aKZt. Geralmente definida na lide

ratura estrangeira por money rnarket accourzt, ela representa na economia leal a taxa

de transição de sobras ou coberturas de caixa que ocorrem diariamente entre as ins

tituições financeiras, algo muito semelhante à taxa CDI Over do mercado financeiro

doméstico. Esse investimento possui valor inicial de aplicação igual a $1, e paga ao

seu detentor o acúnlulo contínuo das taxas de curto prazo em um horizonte de tempo

diário. Será referenciada a. partir desse ponto apenas por CDI, onde o processo desse

investimento é representado por uma equação diferencial ordinária:

:g-,w''
Dada a condição inicial: b(0) = 1 a solução é

(2.1)
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''*, - .*- (/' ,'.,'.) (2.2)

O investidor encontrará nessa economia três ativos pala alojar sua riqueza ao longo

do horizonte de investimento: título de renda fixa sem risco de crédito, título de renda

fixa com risco de crédito, unia ação ou um cojunto de ações. Os ativos com risco

por ora serão apenas apresentados com algumas infoi'mações, maiores detalhes de suas

dinânaicas de preços e retornos serão explorados nos próximos capítulos.

Tanto o título de renda fixa livre de risco de crédito como o título de renda fka

cona fisco de crédito possuem a mesma data de vencinaento ou maturidade T], para

simplificar os cálculos, onde T] € 7'. O preço em t do título de lenda fixa sem risco será

representado por: Z?(t, Ti) e na data de seu vencimento paga uma unidade monetária,

diretamente tem-se que: B (TI, h) = 1. O preço en) t do título de renda fixa com risco

de crédito será representado por: Z)(t, TI).

Como última escolha de ativo com risco, o investidor pode alocal parte de sua

riqueza em um ativo que possui seu preço atrelado à variação do um índice de ações

que não pagam dividendos, que será chamado de ativo do índice de bolsa, seu preço

ao longo do tempo será representado por: S (t).

Nessa economia, os processos de preços dos ativos formam um mercado completo

e livre de arbitragens. Isso só é possível, se e somente se, existir uma medida de
probabilidade neutra ao risco Q, que é a medida de probabilidade do espaço de proba

bilidade (Q, ç, Q). Os movimentos brownianos padrões serão definidos inicialmente

nesse espaço, assim garante-se que os possíveis preços futtu'os, gerados pelos processos

que "vivem" nesse espaço de probabilidade, quando descontados pela taxa livre de risco

selâo martingais.

E interessante também, normalizar os preços dos ativos da economia, pelo título de

renda fixa sem risco de crédito B(t, TI), com vencimento em TI. Fazendo isso pode-se

dizer que existe um espaço de probabilidade (Q, g, F) com medida de probabilidade

equivalente F, que é uma medida de probabilidade neutra ao risco a termo, associada

ao vencimento do título de renda fixa. Essa medida de probabilidade será útil ao se

utilizar o operador esperança sob a medida F com o objetivo de obter o preço de um

título de renda fixa cam risco de crédito.
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Capítulo 3

Modelos de risco de crédito

Atulamente, não apenas o gestor de risco como também o administrador de carteiras de

investimentos, são obrigados a considerar o risco de crédito em seus trabalhos diários.

Casos recentes do não cumprimento de obrigações, renegociações de dívidas e rebai-

xamento de qualidade de crédito apareceram quase que semesttalmente em noticiários

ligados aos negócios e casos envolvendo valores maiores repercutiram em todos os meios
'lp rnTin in iF nr;n

No presente trabalho, risco de crédito será definido como o risco associado à ocorrência

de um evento de delfauZt, o não cumprimento do pagamento do principal ou de cupons

de uma obrigação emitida por uma empresa privada ou estatal ou emissão soberana

de uma nação. Se desconsideratá outras formas de risco de crédito como por exemplo:

risco de recuperação de débito perdido, risco de migração de rating de crédito e risco

de correlação (encontrado em carteiras de crédito de varejo) e variações do spread de

crédito. Dessa forma, daqui em diante, quando se mencionar que un] título possui risco

de crédito estará se referindo à possibilidade de ocorrência de um evento de d({fa?iZt.

Risco de crédito habita constantemente não apenas carteiras de instituições fhan

ceiras de todos os portes como também em fundos de investimento e em fundos de

pensões, dependendo do apetite ao risco de seus acionistas ou cotistas, respectiva-

mente. Está presente em diveros instrumentos financeiros: certificados de depósitos

bancários, corporate bonds, debêntutes, papéis de dívidas soberanas e derivatívos, ci

tendo apenas títulos emitidos por grandes empresas e nações e desconsiderando outras

formas de ficar exposto a esse risco, tais como: descontos de duplicatas, crediário,

leasing entre outros.
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O risco de crédito vem sendo objeto de estudo não apenas de instituições financeiras

como também do meio acadêmico e órgãos controladores das instituições financeiras.

Raro de se encontrar na literatura é a integração dos riscos de crédito e de mercado, ou

formas de modelam a variação do preço de um título que está sujeito simultaneamente

às duas fontes de incerteza: variações da taxa de juros e a possibilidade de ocorrência

de um evento de delÍauZt.

O título de renda fixa com risco de crédito, que não paga cupons, é o título mais

indicado para se modelar o preço e a dinâmica de sua variação, considerando ambos

os fatores de riscos mencionados. Pelo fato de não possuir pagamentos intermediários,

apenas o valor principal em seu vencinaento, torna o seu fluxo de caixa mais simples,

facilitando a sua modelagem. Para agilizar a nomeclatura daqui em diante o título de

renda fixa com risco de crédito será indicado apenas por: RFC.

Em Bielecki e Rutkowski(2001) é apresentado de maneira sucinta os principais

modelos de de/auZt desenvolvidos. Basicamente podem ser resullaidos em dois tipos

principais: modelos estruturados (mais conhecido na literatura estrangeira por: uaZue

o/ [Ae .P7'm) e os mode]os de intensidade (ou as vezes referenciados por modelos reduzi-

dos e na literatura estrangeira: hazard rate).

3.1 Terminologia

Antes de inicial a discussão sobre a modelagem de preços dos títulos sujeitos ao risco

de crédito na economia em que o investidor irá formar sua carteira, deve-se formalizar

a estrutura de informação para fundamentar o que será definido adiante.

A incerteza da economia é modelada no espaço de probabilidade (Q, Ç;, Q), com uma

filtração Ç = (Ft).>o que representa o fluxo de informação disponível das variáveis de

estado para o investidor até o instante t.

Assume-se que o ativo com risco de crédito possui um tempo de de/auZt I'-, que

é representado por uma variável aleatória não negativa, definida dentro do intervalo:

r C (0,ool de modo que: Q(r = 0) = 0 e Q(r > t) > 0, para qualquer t 5; TI, ou

seja, a probabilidade de ocorrer de/auZt no instante de emissão do RFC é nula e a

probabilidade de ocorrer d(i/auZt após o instante anual é sempre positiva. A ocorrência

do evento de di1lfauZt é definida pe]o processo contínua .17(t) := ]1{.-St}, onde ]l{,-St} é uma

função indicadora, que fornece l como resposta caso r 5; t seja verdadeiro e fornece
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0 caso contrário. A função indicadora será utilizada em outras situações mais adiante

em que se necessite as mesmas respostas, l caso a condição seja verdadeira e 0 caso
falso.

3.2 Modelos estruturais

Os modelos estruturais foram originalmente desenvolvidos por Merton (1974), que

considerou as obrigações de uln emissor de um título de renda fixa, como tuna opção

de venda dos seus direitos. A opção dá o direito ao seu del,entor (credor do emissor) de

receber um valor lixo no vencimento da dívida. Se na data do vencimento, as direitos

a receber do emissor da dívida não superarem o valor de suas obrigações ele esbata

em de/a'uZt. En) seu trabalho, Merton assumiu todas as aproximações pertinentes e

necessárias do modelo de Black e Scholes (1973), taxa de juros constante ao longo

do tempo, mercado eficiente e livre de custos transacionais, todos os ativos podem ser

transacionados em qualquer oração de seu valor de face, capta-se e aplica-se dinheiro em

uma mesma taxa de juros e não há restrições de venda de ativos à descoberto, apenas

para citar as aproximações mais importantes do modelo desenvolvido por À/lerton.

Seguindo esse princípio, o valor a receber D(t, TI) pelo credor em t, caso ocorra ou

não o de/auZZ do emissor, pode ser escrito como segue:

O(t, T]) - D(%) - mi«(U; B(t,T])L) (3.1)

Onde U representa o valor da empresa na data. t e L o valor de face de sua dívida na

data t, que evolui seu valor de acordo com unl título de renda fixa sem risco B(t, TI).

Lembrando que: min(a; b) = b -- max(0; a b) a relação acima pode ser reescrita:

O(t, TI) - -Z. - max(0; B(t,TI)L H) (3.2)

O valor max(0; B(t, T] )L U) pode ser representado como o resultado de uma opção

de venda, onde o preço de exercício é representado pelo valor da dívida da empresa

B(t, TI)-L e o valor do ativo objeto representado por H. Essa opção de venda passa a

ser denominada como put-to-di1lfauZt Pt, formalmente pode-se reescrever o resultado:

0(t, TI) TI)L - Pt (3.3)
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O valor da opção de venda pode ser determinada pela fórmula. clássica de Black-

Scholes de apreçamento de opções para uma put européia e assim obter o preço de lun

RFC pela abordagem dos modelos estruttuais.

0(t,T]) 0N'(-cZi(U,T] -- t)) + B(t,Ti)Z.V(d2(%, T] t))

pai'a t € 1O,rll (3.4)

onde

':,,M, r] - 0 - '' H + Ü(;.Ü''il (
t)

(3.5)

e:

"'«, -àz' Vzc R (3.6)

A determillaçâo do valor dos ativos da empresa, ou do valor da empresa }l em

análise e a volatilidade do valor da empa'esa av é um desafio presente na implementação

do modelo, fato apontado em Saundeis (1999). Para o mercado brasileiro sua utilização

fica ainda mais restrita, devido às poucas empresas que possuem ações negociadas em

bolsa, posto que essa é uma das principais fontes de informação às variáveis do modelo.

3.3 Modelos de intensidade

IJm dos principais falares que influenciam a formação de preço de uin RFC é a per

cepção do mercado quanto à sua qualidade de crédito ou mais precisamente o seu risco

de crédito. E intuitivo no mercado que quanto maior a chance de dl!/aula do emissor

do título, maior será o prêmio de risco cobrado dele, utilizando como referência títulos

de mesma ltiaturidade que possuem risco de crédito dito nulo. Modelos de intensidade

procuram capturar a probabilidade de dí:lfaaZt por meio da estrutura temporal de taxas

de juros observada no mercado, dessa forma quanto maior o spread maior será a chance

de dl:/auZt do emissor da dívida. O evento de de/auZt modelado dessa forma, passa a

ser tratado como um acontecimento inesperado, que pode ocorrer a qualquer instante

após a emissão do título.
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Modelos de intensidade tentam modelar o evento de de/aliZt como sendo um acon

tecimento inesperado para o detentor do título que apresenta o risco de crédito, pot isso

são denotllinados também como modelos de taxa de azar (ou Aazard rate) ou modelos

reduzidos. A modelagem do risco de d( fau/[ de um RFC ut,i]izando mode]os de inten

sidade, se baseia preponderantemente no uso do processo de Cox, uma generalização

do processo não homogêneo de Poisson, onde a função de intensidade é uma variável

aleatória.

O entendimento do processo homogêneo de Poisson, facilita o estudo do processo

de Cox. Considere a seguinte somatório, que conta os eventos de um determinado

acontecin)unto que ocorrem nos instantes de tempo ti, f2, ... dentro do intervalo: 10, tl:

(3.7)

A quantidade N = (Nt )ü>o será um processo homogêneo de Poisson com intensidade

À (com À constante ao gongo do tempo) se as (quantidades Nt -- ]V, (para s < t) são

independentes e possuem uma distribuição de Poisson com parâmetro À(t s). Nesse

caso a pi'obabilidade de ocorrência de Nz Ars = K' eventos é:

plwi - /v, - Ã'l - }iiÀ"(t - ')"-p(-À(t - ')) (3.8)

De acodo com Jarrow e Turnbul1 (1995), o cerne do conceito dos modelos de in

densidade está no fato de igualar o tempo de dclfauZt ao primeiro salto de um pocesso

de Poisson, cuja intensidade é igual a: À. A forma mais simples de modelar um RFC,

baseado no conceito acima, é consíderai que zero ocorrências ocorram no intervalo de

tempo: lO,rll que resu]ta em: Art = ]Vr. = 0 , Ar, = 0 cuja probabilidade pode ser

calculada pela equação acima, ou seja, a chance que nada ocorra dentro do intervalo

de tempo: lO,Tll é:

PJNr: 01 (3.9)

O objetivo é observar a primeira ocorrência dentro desse intervalo de tempo, que

representa a pobabilidade de um de/aait ocorrer no instante aleatório r. Isso pode ser

obtido pelo complemento da probabilidade de nenhum dclfauZt (3.9) ocorrer:
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pl,-S Tll l e ÀTi (3.10)

Considerando agora, que o parâmetro À não seja mais constante no tempo e sim

lula função determinística dependente do tempo À(t) (função de intensidade) obtêm-se

um processo não homogêneo de Poísson, onde a probabilidade de .lk.' eventos ocorrer

em um intervalo de tempo é determinado por:

-t". «\--L Ç.l».(«)-" : -»Ç/:*'«.Q K' - 0, 1, 2, ... (3.11)

Estendendo o mesmo que foi feito para o processo homogêneo de Poisson para esse

caso, tem-se que a probabilidade de ocorreiência de apenas um dlgauZt, é dado pela

expressão:

Plr$ZI l PIAEr: ;: 01 :: l exp (3.12)

Um processo de Cox é um processo de contagem N cuja intensidade À = (Àt)t20

é um processo estocástico positivo. Dessa forma, a probabilidade condicional de un]

de/auZt ocorrer pode ser escrita:

pt,- :; Tl](À.)o.*.,'.] - 1 - p]Nr. - o](À.)o..«.] - l - .*p l /'',,'«) ':.,:,
A probabilidade incondicional de de/auZt é dada por

r .,,' rh

'-,'".-, «: [.*-(-/''*,'«
(3.14)

3.4 Títulos de renda fixa com risco de crédito

3.4.1 Modelo em tempo discreto

Considere um RFC emitido em t = 0, e que em um instante t > 0 seu preço seja

representado por: D (t, t + At), para simpli6car será considerado apenas dois intervalos
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Figura 3.1: Esquema de árvore pala modelo de default em tempo discreto

de tempos: o instante anual t e após um intervalo At, o instante t + .t. Como

mencionado, na economia em questão, há uma taxa de juros de curto prazo livre de

risco, que será no momento constante ao longo do tempo, representada por: r (t) = r

O título RFC terá no instante t + At caso não ocorra. o evento de delfawZt, um preço

igual ao de um título de renda fixa sem risco de crédito e com o mesmo vencimento.

O preço desse título, no momento, será representado por: B(t,t + At). Como feito

em DufEe e Singleton (1999) pode-se definir o valor de mercado recuperado (Recoue7'

o/ Market UaZue) R(t,t + At) caso ocorra o evento de dclfaaZ/ do RFC em f + At,
que é justamente uma oração do valor de face do B(t, t + At) (;lue o detentor consegue

recuperar. Ao se definir uma perda fracional esperada de crédito, ou simplesmente

perda fracional de crédito por wt definida no intervalo wt C (0, 11, tem-se diretamente

que

x(t, t + At) - ll «,.l B(t, t + At) (3.15)

Assumindo que a probabilidade com que o evento de d(!/auZ/- possa ocorrer é pt,

pode-se construir um modelo de preço para o RFC por meio de um esquema de
árvore, conforme a Figura 3.1, sendo que cada. ramo representa respectivamente os

dois possíveis resultados futtuos: a ocorrência do evento de de/a ZÍ ou a não ocorrência

do evento de dl:$auit. O valor justo do preço do RFC em t, será o valor esperado dos

dois possíveis eventos que podem ocorrer em t + At.

ID(t,t+ At) - e 'a'l(l p.) B (t, t + at) + p.a (t, t + 6.t)l (3.16)
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Substituindo o termo R(t, t + At) por (3.15)

ID(t, t +- Z\t) - e '"'l(l P.) #(t, t + z\t) + P.(l «,,yF(t, t + At)l (3.17)

A probabilidade de de/au/t pode ser substituída pelo resultado já obtido em (3.10)

p. - l exp(-.XAt) (3.18)

Ao assumir que zS.t H 0 a exponencial pode ser substituída pela aproximação de

segunda ordem de sua expanção de Taylor: e ' z 1 -- z;

P. - 1 (1 - ÀAt) :::: ,XAt (3.19)

Substituindo em (3.17)

õ(t, t + a.t) - e '''l(l .XAt)IB(t,t + a.t) + ,XAt(l w.)IB(t, t + a.t)l (3.20)

Sem perda de genera[idade assume-se que /3(t,t + a.t) = ] para não can'Cear a

notação e aproximando (] ÀwtAt) z e x'"''A' substitui-se ambos em (3.20) obtêm-se:

'D(t, t + a.t) - exp (- (, + À«,.) AÉ) (3.21)

3.4.2 M.odeio em tempo contínuo

O método heurístico, utilizado para obter a expressão (3.21), pode ser estendido pata

o caso en] tempo contínuo com o intuito de obter o preço em t de um RFC que vence

em T]. O instante da ocorrência do evento de de/auZf é representado pela variável

aleatória a'- , e o preço do RFCI deve ser nulo apenas quando esse entrai em dclfauZt,

caso contrário haverá sempre um preço a ser extraído da sua estruttu'a de taxa de juros.

Uma demonstração com maior rigor matemático pode ser encontrada em Bielecki e

Rutkowski (2001), onde primeiro é apresentado o preço de um RFC com perda fracional

de crédito w = ]00% ou valor de mercado recuperado nulo:

14



/' rTi \

O(t,TI)(t,TI)expj-/ ,X(')dsl (3.22)

Quando w # 100% e constante ao longo do tempo, o valor do RFC pré de/at&Zt com

uma possível recuperação do valor da perda é dada por:

"'', ", - ".,»., (/" . '."',','*«*',''''«*'«,.« * . '.'' ',',,*«''''''')
(3.23)

O parâmetro u foi assumido ser const,ante ao longo do tempo, para facilitar os

futiuos cálculos. Pode-se considerar que o mesmo seja uma função do tempo w (t). A

expressão obtida em (3.23) pode fica representada então por:

"'*, "' - ".,».,«; [.*- ( /':','.' * *'.'« ';,,-.)] (3.24)

O termo À(s)u (s) representa o Wread de crédito e será modelado pelo processo

i(s) = À(s)w (s), que assim como a taxa de juros de curto prazo r(s) deve:á ser

substituído por uin processo estocástico que representará a evolução de seus valores

aleatoriamente. Finalmente pode se escrever a expressão que representa o preço de lml

RFC em uin instante qualquer.

"'*, ", - ".,».*«, [.*- ( /''','.' * ''.,,'.)] (3.25)

3.5 Dinâmica de retornos de um título de renda

fixa com risco de crédito

Para obter a expressão de variação relativa do preço de um RFC, ou seja, a dinâmica

de retornos de preço %l$ .r]) parte se da expressão (3.25) e calcula-se a diferenc.ial em
relação ao tempo. Algumas substituições serão feitas antes para auxiliar na álgebra.

Definindo: l{,->t} = H(t) , pode-se escrever como função de H(t), então
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i{,»*} - ã(t) - 1 - H(t) (3.26)

'., '«. »? l-, ( .F:Ün -' »@»-.)l -.'. «- «:'. -". . ,«-«'. '::. --:
exponenciais, onde os limites de integração se complementam:

»: [.*- (- /'' ','.' ' ''.,,'.)]

.*-(- /'','.' * ''.,,'.) «,[.*-(- /'''«'.' * ''.,,*)] ':.,,,
(chamando:

então, pode-se definir:

« (t,TI) (t,TI)

Substituindo os termos (3.26) e (3.30) em (3.25)

0(t, TI) - H(t)u (t, Ti)

Calculando a diferencial:

dO (t, Ti ) - H(t)d« (t,

exp
t

,(.) + Õ(s))d.
0

- 2;(t)

exp

TI) + dH(Íl

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

J'u k&, J iJ
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Con.o: d# (t) d(l H(t))

mente a regra da cadeia:

-d#(t), para o termo do (t,TI) aplica se nova

d«(t, TI) - dZ,(t)q'(t, TI) + b(t)dP(f, TI) (3.33)

Onde o termo db(t) pode ser calculdo

dz,(t)
t \ \

(,(.) + õ(.))a. l l

(,(t) + õ(t))z, (t) dt

(r(t) + õ(t)) exp (,(.) + ó(.))d.
0

(3.34)

Que substituindo em (3.33)

d«(t,TI)(t) + Õ(t))b(t) q'(f,TI) dt + Z,(f)dq'(t,TI)

Substituindo a função definida em (3.30)

d«(t, T]) -(,(f) + Õ(t))«(t, TI) dt + Z,(t)dq'(t, TI) (3.35)

Substituindo eln (3.32) e aiianjando os termos

do(t,TI) - ã([) l("(t)+ õ(t))"(t,Ti) 'ít+B(t)'í'p(t,pl)l -"(t,Ti)'zH(t)(3 36)

Após alguma algebra e lembrando de (3.31)

dO(t, T])::: 0(t, Ti)(,(t)+ Õ(t))dt + .H(t)b(t)d@(t, T]) « (t,h) aH(t) (3.37)

Na expressão acima, há dois termos a serem desenvolvidos, o termo dQ (t,T]) será

resolvido após a escolha dos processos estocásticos de r (t) e õ (t), assunto dos próximos

capítulos. O último termo u (t, h ) dH(t) sintetiza o evento de de/auZt no preço do RFC,

que no momento de sua ocorrência cai para zero, também será explorado em maior
detalhe mais adiante.
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Capítulo 4 

Modelos de renda fixa 

4.1 Modelo de Vasicek 

A taxa de juros de curto prazo r ( t) seguirá um processo de Vasicek (] 977) , que nLilizon 

o processo de Ornstein-Uhlenbeck aplicado à dinâmica das taxa de juros de curto praw. 

Ele observou que na economia, a taxa de juros de curto prazo não se rnantérn ern nívei::; 

elevados ou níveis baixos por mui to tempo, em relação ao seu nível médio hi s tórico , 

apresentando assim um processo de rever ã.o à média, a equação diferencial estocás tica 

proposta para esse efeito foi: 

dr(t) = h:,. (0r - r(t)) dt + CJrdw,.(t) 

Onde H,., 0,. , CJr sao os pa râmetros que representam a velocidade de reversão a 

n1édia, a expectat iva média para a taxa de juros de curto prazo e a volat ilidade in 

stantânea da taxa de juros de curto prazo, respcctivam ntc. Todas consantes ao longo 

do tempo e po ·iti vas . O movilll enl o browniano padrau :v,. (t ) possui nllla dinH'll sau. l' 

es tá definido nu espaço d probabilidad (O. Ç, Q). Para fa ilitar a nulaçau us movi 

mentos brownianos •erão apresentados apenas pur :V.r, e seu diferenci al por d :;:;.r• undc 

.ré o írH.lic do procc. u que e tá endo repre&> ntado, fi cando implícil u sua dc' pcnckncia 

tc'n1pura l e• ·ua medida de prubabilidadc Q. 

Qua ndo O lermo (O,. - r(t )) fur IH' atin, . u lt•rmu h· ,. indicarú cum qual inl t•n-, idadt• 

as taxas de juros r(t) devemo cair. d<' mudo <Jlll' r(l ) fique prúximu d<' O,., qt rnnclu u 

l<> n nu (O,._ r(t )) fur pu-,itin>. as ta\. a-, de juru-, dt'\"l' rnu -,111,ir. l'lll e ft•ilu aniílugu au <'IIMi 



negativo. O modelo proposto por Vasicek é do tipo Gaussiano, o que pode acarretar

em taxas de juros de curto prazo negativas, dado que a probabilidade para que isso

ocorra é positiva, por instância isso será negligenciado, pois a escolha desse modelo foi

feita pala facilitar os cálculos do problema de alocação dinâmica.

4.2 Preço de um título de renda fixa

Como definido anteriormente, o ativo de renda fixa sem risco de crédito B (t, T]) paga

uma. unidade monetária em seu vencimento T] , e está exposto apenas as variações das

taxas de juros da. economia, causando assim flutuações em seu preço ao longo do tempo.

Esse ativo da economia, pode representar lun título soberallo, uma íreas&7]/ ou alguma

debênture de empresas, que de acordo com o consenso do mercado, não apresenta risco

de crédito. Para obter o preço desse título, imagine a seguinte situação: Um investidor

possui apenas duas maneiras de aplicar sua riqueza, em um título de renda fixa ou em

taxa de juros de curto prazo a vista. Considere que a taxa de jugos de curto prazo é

constante ao longo do tempo r (t) = r. Se o investidor aplica exp (--r (TI 1)) na taxa

de jwos a vista de curto prazo, dado pela expressão (2.2), em Ti, resgataiá

bFI 0 -.*p(-' (TI W.-pl' (4.2)

E se em t ele comprai un] título de renda fixa B (t, h), receberá em seu vencimento

o mesmo valor da outra aplicação. Sendo assim o preço em qualquer instante t do título

de renda fixa sem risco de crédito pode ser dado por:

B (t, 'n) .*P (-, (I" - t)) (4.3)

Observe que o termo da exponencial atua como um favor de desconto ao longo do

tempo, e para Z - T], o teimo à direita é igual a l tornando a expressão verdadeira.

A taxa de juros r é composta continuamente ao longo do tempo pela exponencial, e

para t < Ti a exponencial é menor que 1. Para uma taxa de curto prazo constante, a

expressão (4.3) representa o valor presente do título de renda fixa.

Ao se considerar que a taxa de juros de curto prazo é modelada por um processo

estocástico, a forma de determinar o preço de um título de renda fixa muda, e de
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acordo com Musie]a e Rutkowski(]998) o preço desse título em um instante t < T] é

definido por:

"'*,«,-«: [.*-( ?,'','.)] WteT (4.4)

Ao assumir que r (t) é un] processo do tipo Vasicek (4.1), pode-se obter uma forma

fechada para o preço de uin título de renda fixa. Pata não carregar muito a notação

será escrito aqui como: dr = H (0 -- r) dt + ada7t, de modo a deixar implícito que as

constantes são relativas à taxa de juros. Definindo a fullção y(f) = e"'r e calculando

a sua diferencial d(y(t)):

d (}''' (t)) h.e"trdt + e'tdr (4.5)

Como: d« - « (0 - ,) dt + adn.

d (}'' (t) ) d (."',) - ."' (« + «o -) dt + e"*adn. (4.6)

Então

d (."'«) - ."'«Odt + ."'«'w. (4.7)

Integrando (4.7) de 0 até t e asstunindo que r (0) to

,u - . '' 1,. + o (''' - 1) + ' /'."-««]
(4.8)

Para um caso mais genérico de intervalo de tempo, onde s $ t tem-se

r(.t) = r (.s) e''(t'') -t 0 1.1 - e''o el -F a .l e''(t'"lda« (4.9)

Conhecelado toda a informação até o instante de tempo s, a média e a variância de

r (t) é dada por:

20



"S't,m] -«H. "'' ''--« (: . ''' '') (4.10)

'",-; [«w] - : (' - ''''''''') (4.11)

Obtido a expressão para r (t) deve-se resolver (4.4) que pode ser escrita, pois a

distribuição das taxas de juros de curto prazo é gaussiana:

"'*,", - .*- (' :,«; [7,'.,';] * i' :,'»,-; [?«'.,-.])
(4.12)

Que result,a em uma expressão fechada para o preço de um título de renda fixa

1? (t, T]) = m(t,7'l)e "(',r-)'(t) (4.13a)

Onde

«'*,", -.*-('«'*,«' «*',(', á) -:«''',«,)

n(t,Ti)-l (-',(Tl-t))

A dinâmica dos retornos do preço do título de renda fixa é dada pela equação
diferencial estocástica:

i!;lÍl;ll- = r(t)dt + oB (t, Tt ) dw, (4.14)

Sendo a volatilidade do preço do título: .-B (t, T]) - n (t,T]) a,
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Capítulo 5

Integrando risco de crédito e risco

de mercado

O processo de Ornstein-Uhlenbeck foi escolhido para a dinâmica do sprmd de crédito

instantâi-teo, cona o intuito de facilitar os cálculos na obtenção de uma expressão fechada

para a dinâmica dos retornos de preço do RFC e também para auxiliar nos cálculos

a seleil] realizados na alocução dinâmica da carteira do investidor. Dessa forma o

processo estocático dos spreads de crédito instantâneo é dado por:

dÕ(t) - Hó (0õ - Õ(t)) dt + aõ a (5.1)

As mesmas observações feitas para o processo de taxa de juros de curto prazo (4.1)

valem aqui, onde os parâmetros são constantes e nó > 0, 0õ > 0, aõ > 0. O movi

mento browniano padrão é representado por nõ e definido no espaço de probabilidade

(Q,g,Q).
Com o processo de taxa de juros de curto prazo r (t) e o processo do sp7md de

crédito instantâneo deânidos, pode-se retornar ao processo definido em (3.37) de modo

a obter a dinâmica dos retornou de preço do RFC. Para situar escreve-se novamente a

expressão do processo:

d-0(t, T]) - 0(t,T)(«(t) + Õ(t))dt+ -H(t)Z,(t)dq'(t, Ti) « (t, Ti) dH(t)

O termo d@ (t, Ti) pode ser desenvolvido a partir da expressão (3.29), e será escrito

na forma do produto de três integrais:
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q'(t,T]) q'o(t) W,(t,Ti) Wó(t,h) (5.2)

Com

V-M - -pÇ-- f. kH +- õb»d'''
(5.3)

q', (t, T]) - ]B? /'',..,'.)] (5.4)

"; '', «, - «; [.*, (- /'' ''.,'.)] (5.5)

Deve-se calcular a forma diferencial das três expressões acima. A primeira expressão

é diferenciada diretamente:

dq'o (t) - (,(t) + Õ(.)) @o (f) dt (5.6)

A expressão (5.4) é semelhante à expressão (4.4), portanto sua solução é dada por

W, (t,TI) = m(t,TI) e "(',r:)'(t) (5.7)

Onde os termos: m (t, T]) e n (t, T]) foram definidos em (4.13a). O resultado obtido

em (4.14) também vale para a dinâmica de retornos desse preço:

au', (t, h )
q', ([, T] )

- l,(t)at + a. (t, TI) dw,l (5.8)

Na expressão (5.5) tem-se o operador va]or esperado ]llt 1.1 definido na medida de

probabilidade neutra ao risco a termo F associada ao vencimento TI , nessa medida os

preços dos ativos negociados quando descontados pelo título de renda fixa sem risco de

crédito (o numerário adotado é B (t,T])) com vencimento em T] são martíngais. Os
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processos de taxa de juros de curto prazo e os processos do spread de crédito instantâneo

podem ser dissociados, e de acordo cona Hou (2003) o procsso de (i(t) nessa medida

de probabilidade neutra ao risco a termo continua sendo gaussiano, portanto a sua

solução é semelhante à (4.13a):

@õ (t, T]) mó (t,TI)e "(t,rt)'(t) (5.9)

Onde

«,õ (t, T]) - 'xP ((nõ (t, TI)

e:

Çõ(t,TI) ]'"'r--Kõ(TI
' HÓ

" -'- o ('. á) á«: '*, «,)

W (5.10)

A dinâmica dos retoriios de Wó (t, TI) é dada por

i!::lllli. = VÕ(t)dt + ÇÕ (t,Tt) aõdwõ\
(5.11)

Finalmente, expandindo a expressão (5.2) em sua forma diferencial

dq' (t, T]) + q'odq',q'õ + ©oq',d'Põ (5.12)

Substituindo os termos (5.3), (5.4) e (5.5) na expressão, chega se ao resultado

desejado:

i!:l-lElli- (t, Tt) dw. -+ ÇÕ (t,Tt ) aÕdwÕ
(5.13)

Após a substituição de (5.13) na a expressão (3.37) e considerando as definições das

funções (3.30) e (3.31), obtém-se uma expressão fechada para o preço de uma carteira

bem diversificada de RFC 's expressa por:
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dO (t, T] ) o (t, r:) l(,(t) + õ(t))at+

+ aB(t, T]) dw,+ çó(t, T])aõdwõl -- u(t, TI) d#(t) (5.14)

De acordo com Hou (2002), o último termo da expressão acima pode ser anulado

devido ao efeito de diversificação em ativos que apresentam risco de crédito, seu argu

mento é fundamentado no fato de assumir a existência de inúmeras empresas idênticas

e os instantes das ocorrências dos eventos de de/auZI são idependentes uns dos outros

na economia.

i1l;lt-lll. ::; b(t) + à(t»dt -+ aB (t, Tt ) dw, -} çõ(t, TI )aêdtoõ
(5.15)

A expressão acima é semelhante ao preço do título de renda fixa sem risco de crédito

a menos do spread de crédito que altera o teimo deteiminístico do preço, ou seja, à

tendência de taxa de juros é adicionado o spread do RFC. Quando ocorrer o dclfaaZI

e a perda fracional de crédito for total, ou w = 100%, o termo À (t) irá comparecer

no lugar de (i(t), no termo detetminístico. Outro ponto a ser observado na expressão,

é o fato das duas fontes de risco agirem simultaneamente na dinâmica de retornos de

preço do RFC. Com essas considerações, a expressão se altera pata:

i!;;lll;i- = (r(t) + õ(t) -- X (t»dt +- aB (t, Tt) dw, + çõ(t,Tt)aõdwõ
(5.16)

Definindo o termo ?7 (t) = õ(t) -- À (t) como uma taxa de recuperação esperada do

RFC até a ocorrência de d(ãfaHZt. Da definição de 77 é direto que 7? = (i ") (5 ,e coma

já definido: a7 C (0, ll é constante ao logo do tempo, sendo assim, pode-se a partir

de (5.1) por substituição direta, definir o processo estocástico de ç7 (t) na medida de

probabilidade neutra ao risco Q:

d,7 (t) - K. (0. q(t)) dt + a.dn. (5.17)

Onde
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,, - (T) ,. e

Dessa forma obtém-se a dinâmica de retornou de preço do RFC

i1ll.lll;g + n (t»dt -t aB (t,TI) dw, + çõ(t,Ti)aõdtoõ
(5.18)

Na carteira do investidor há interesse em aplicação em um índice cona risco de ações,

ou um índice de bolsa. Para representar a dinâmica de tetornos dos preços desse ativo

utilizará o modelo padrão log-normal:

g8 - ,U'* -- «.~w.
(5.19)

A volatilidade instantânea os dos preços desse índice é assumida como sendo cons-

tante e o movimento browniano padrão ws é definido no espaço de probabilidade

(n,ç,Q).
Todos os movimentos browúanos são correlacionados uns com os outros, permitindo

dessa forma a integração dos processos estocásticos e como conseqüência a integração

do risco de crédito e riscos de mercado (taxa de juros e índice de ações). Como já

mencionado, os processos geradores de incertezas nos preços dos ativos estão expressos

na medida de probabilidade neutra ao risco Q e suas correlações são constantes ao

longo do tempo: dn.dwj :: p.jd& onde i,.j c {r, õ, S} e i/ .j.

Definir todos os processos estocásticos na medida de probabilidade neutra ao risco,

garante que os preços dos ativos da economia, determinados pela metodologia de não

arbitragem sejam preços justos. Do ponto de vista do investidor deve-se reescrever

os processos de preços em termo da medida de probabilidade subjetiva P, pois esse

necessita conhecer o prêmio de risco que ele deve receber para então tomar suas decisões

cle Investimento

5.1 Prêmios de riscos

Dada a estrutura de risco da economia em questão, as dinâmicas de r(t), .5(t) e S(t)

sob a medida de probabilidade subjetiva P podem ser derivadas conhecendo os preços

26



de riscos de mercado de cada ativo da economia. Como o investidor considerado é

avesso ao risco c deriva sua utilidade sobre a medida de probabilidade subjetiva P, a

mudança de medida torna-se necessária.

Considerando que: ',, 'õ e 7s sejam respectivamente os preços de risco de mercado

da taxa de juros, o preço de risco de de$auZt e o preço de risco de índice de ações e

que os mesmos sejam constante, pode-se efetuar a mudança de medida utilizando o

teorema de Girsanov para processos estocásticos vetoriais:

2,.Q 'w:

) *
l P,õ P,s

Põ, l Põs

Ps, Psõ l

7,

'ys

(5.20)

como: p.j :: pli

Em componentes

dwP ::: (7, + p,õ"yó + p,s'ys) dí + dal'
dwP - (P.,'y, + '. + P..'y.) dt + dwF

dali - (P,.'y, + P..7, + 'Y,) dt + dwÇ

(5.21)

Substituindo nos processos já definidos em (4.1), (5.1) e (5.19) que estão na medida

de probabilidade neutra ao risco Q. Após simplificações chega-se aos processos definidos

na medida de probabilidade subjetiva P:

.Z,(t)::: l«.(0, - «(t))+ a,('y,+ p,õ"yõ+ p..'y.)j dt+ a,dal:
dõ(t) (0õ - õ(t)) + aó (p,õ"y, + "yõ + p;.'y.)l dt + a; wf

d$(t) - ,(t)S(t)at+ as(P,s'y,+ Psõ''.i+ 7s) S(t)dt + asS(t)dwÇ

(5.22)

Ou de uma forma menos carregada na notação

d«(t) - l«, (0, - ,(t)) + a,TI dt + .',dnl?

dÕ(t) - 1«. (0; - Õ(t)) + aó%l dt + aõdwE'

dS(É) (t)S(t) Z + a.?;S(t)dt + asS(t)dnZ

(5.23)
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Onde:
E' = ''r. + P,õ'yõ + P,s'ys

7ó - o'óPõ,"y, + 'ó + Põs'ys

q'i - Ps.'Y. 'f Psõ''fõ -t ''fs

A mudança de medida de probabilidade efetuada, faz com que os processos fiquem

correlacionados entre si e expostos às três fontes de riscos existentes na economia em

questão. Pelo fato dos movimentos brownianos terem sido definidos correlacionadas

entre si, é intuitivo que o prêmio de risco de mercado cobrado dos investidores pata

unl ativo, venha acompanhado dos outros dois fatoies de risco.

De acordo com os resultados obtidos em (5.21), as relações entre a medida de
probabilidade neutra ao risco Q e a medida de probabilidade subjctiva P, para os

processos que influenciam os preços dos ativos na economia são dadas por:

Para o RFC deve-se realizar as substituições dos processos que causam incerteza no

preço do título, o processo da taxa de juros de curto prazo e o processo do spread de

crédito instantâneo. Substituindo (5.24) e (5.25) na dinâmica de retorno (5.18), obtém-

se a dinâmica de retorno de preço do R.FC na medida de probabilidade subjetiva P

dD (t, TI)
0 (t, T] )

(,(t) + q(t)+ aB(t, TI)T+ çó(t,h)aõ%) dt +

+aB(t, TI) awl:+ çó(t, h)aódnE' (5.27)

O mesmo se aplica para as outras dinâmicas de retornos dos outros dois ativos que

apresentam apenas risco de mercado (taxa de juros e preços de ações):

i!:$11;11- :: (r(t) + an (t,Tt ) ?;) dt -+ aB (t,TI) dtotl
(5.28)

1l:ig - ('(t) + "'%) at + «.dw: (5.29)
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Capítulo 6

Alocução estratégica intertemporal

Antes de abordei a questão da alocação estratégica de ativos em tempo contínuo, deve

se responder duas perguntas: Estratégias ótímas podem ser feitas sob quais suposições?

Como essas estratégias ótimas podem ser calculadas? Assumindo que se conhece a

resposta da primeira pergunta, resta apresentar uma resposta à outra questão, que é

justamente o foco desse capítulo. Programação dinâmica, ou controle estocástico e a

abordagem por martingais, são as duas técnicas utilizadas para se tratar a questão.

Nesse trabalho se concentrará apenas na primeira técnica.

São nos trabalhos de Merton que se encontram as primeiras aplicações do conceito

de programação dinâmica para solucionar o problema de consumo/investimento ótimo

em tempo contínuo. Essa abordagem requer que as variáveis de estado obedeçam

a um processo de Markov, e os preços dos ativos sejam funções dessas variáveis de

estado e do tempo. A solução desse problema envolve a resolução de uma ecluação

de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) associado a um problema de controle, sob certas

condições técnicas a solução da equação HJB fornecerá não apenas a alocução estrtégica

ótima ao longo do horizonte de investimento mas também a solução da função utilidade

indireta.

6.1 Utilidade e aversão ao risco

O problema de maximização de riqueza do investidor na economia em questão, pode

ser resumido pela pergunta:

Qual a melhor forma de alocat em ativos contendo risco e em um ativo sem risco

a fim de maximizar a satisfação de um investidor?
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De acordo com Huang e Litzenberger (1988) a satisfação pode ser restunida como

seJldo a maximização de sua utilidade. A escolha é realizada sob incerteza, sendo que

essa é causada pelos diversos estados da natureza que por fim acarretam em variações

nos preços dos ativos.

A teoria microeconómica define que o investidor possui uma relação de ordem dentro

de lun conjLmto de alternativas de planos de investimento ou planos de consumo ou

conjunto de quantidades de dinheiro. Formalmente, se X representa lun conjunto de

planos de investimento, então define-se uma relação de ordem b: em X, que é uma

coleção de paios de planos de investimento (a,b) onde a preferência de a em relação

à ó é denotado por: a » b, e se for estritamente preferida é escrita: a >-- b. Para que

unia relação de ordem seja considerada uma relação de preferência de um investidor

racional, essa deve satisfazer as propriedades de transitividade e completeza. Diz-se

que a relação de ordem é transitava, se a 1: b e b b: c então a » c, que permite uma

interpretação direta, se a é preferido à b e b é preferido à c, então a é preferido à c.

Uma relação de ordem é dita completa, se para os dos dois planos de investimento a

e ü existem as duas relações de ordens a b b ou b b: a, ou seja, os dois planos sempre

podem ser comparados.

Considerando que o investidor possui função utilidade positiva, contínua e crescente,

pode se definir aversão ao risco. Um investidor é avesso ao risco se e somente se a sua

função uti]idade respeitam a desigualdade: U (]]ã IW1) 2 ]E it/ (W)l por essa definição,

concluí-se que um investidor avesso ao risco possui t/ (W) do tipo côncava.

Imagine que pala um investidor avesso ao risco, com riqueza inicial W , é oferecido

uma aposta que poderá aumentar ou diminuir sua riqueza cm um volume (; com

a mesma pobabilidade. Então, se aceitar a aposta, existe 50% de chances de sua

riqueza aumentar para W + G e a mesma probabilidade de sua riqueza diminuir pala

W G, suautilidadeesperadanessaescolhaé: { IU(W + G) + U(W G)j. Aorefutar
a aposta o montante de sua riqueza não muda e sua utilidade esperada permanece

inalterada t/ (W). Como a ctuvatura da função utilidade é côncava a relação: U (W) >

4Í it/ (W + G) + C/ (W' -- G)) é verdadeira como pode ser verificado na Figura 6.1, então

para o investidor avesso ao risco não é interessante a aposta, pois não é oferecido

nenhum prêmio para que mude a relação de desigualdade.

O grau de curvatura da função utilidade determina a intensidade da aversão ao

risco do investidor, e a cmvatura pode ser medida entre a razão da segunda derivada da
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Função utilidade

c/(w + (D

u(n')
0,5 [c/rn' c) + u(w + (D]

u(n' G)

Figura 6.1: Gráfico da função utilidade de um investidor avesso ao risco cona riqueza

inicial W' exposto a ganhar ou perder um montante G cona probabilidades iguais.

função utilidade com a riqueza e a primeira derivada da. função utilidade com a riqueza,

dessa forma elimina-se qualquer dependência da medida da curvatura em relação a

unidade na qual a função utilidade é naedida. O coeficiente de aversão absoluta ao

risco determina a quantidade absoluta de dinheiro que um investidor está disposto a

pagar para se expor ao risco de uma aposta de um absoluto tamanho, esse coeficiente

é definido por:

.'l/iÁ(H') -
u"(w')
u' (w) (6.1)

Quando deseja-se determinar a oração da riqueza na qual um investidor irá pagar

para se expor ao risco de unia aposta que possui um tamanho relativo ao de sua riqueza,

utiliza-se o coeficiente relativo de aversão ao risco, collhecido também por coeficiente

de Arrow Prata.

Enquanto o .4R.4 faz distinção entre a riqueza pessoal dos investidores, para esse

coeficiente um investidor com muita riqueza é indiferente para assumir o mesmo risco

que amedronta uln investidor que possui uma riqueza menor, o ER.A determina a

aversão ao risco independente do nível de riqueza pessoal, como resultado todos os

investidores podem vir a tomar a mesma decisão.

(6.2)
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6.2 Alocação intertemporal

O conceito básico da alocução estratégica pode ser apresentado de forma mais direta

por meio de um exemplo, encontra-se em Campbell e Viceira (2002) outros exemplos

que auxiliam o entendimento dessa abordagem. Considere um investidor que possua

uma riqueza inicial Wo em t :: 0, sendo que ele pode alocar orações dessa riqueza entre

dois ativos: um totalmente livre de risco, que remunera continuamente à uma taxa de

juros contente r e uma ação que possui incerteza em seu preço no instante seguinte, o

retorno de cada ativo pode ser representado respectivamente pelas equações a seguir:

dB(t)
B(t)

rdt (6.3)

i1;8- +asdBs
(6.4)

Os termos ps e oS são parâmetros constantes ao longo do tempo e representam

respectivamente o retorno esperado e a volatilidade no preço da ação, o termo dBs é

o movimento browniano padrão definido em lun espaço de probabilidade apropriado.

A variação de sua riqueza fornecerá a restrição orçamentária ao longo do tempo, con-

siderando que o investidor alocou r C (0, 1) na ação e l r no ativo sem risco, sua

riqueza está distribuída:

H'' - «S(t) + (1 - «') B (t) (restrição orçamentária)

A variação relativa no valor da riqueza é

w- «w* «" «,w (6.5)

Substituindo (6.3) e (6.4) em (6.5), obtém-se uma equação diferencial estocástica

que representa a evolução da riqlteza do investidor en função do tempo.

dW(f) - W(t) l« (t)(p.at + asdBs)+(l «' (t)) ,atl (6.6)
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Utilizando o artifício adotado por Merton (1969) que observou que a função utili

dade indireta. pode ser trasformada em unia equação HJB.

a(w'(t) , t) m- ]E lu (w (r))l (6.7)

Como mencionado no início do capítulo, o princípio de otimização de Bellman

é a ferran)ente mais apropriada para resolver problemas de otimização dinâmica de

carteiras de investimento, pois ele permite transformar a questão de otimização dinâmica

em uma equação diferencial, À/lerton (1971) mostrou que de acordo cona o princípio de

Bellman:

«.- -L"J(»'(t), t) - 0 (6.8)

A equação (6.8) é uma equação HJB, onde L" é um operador definido por

L" ããi@ + ã© + ãi

Aplicado em J(W(t), t) resulta em

L"J(WH, 0 - ;93u'''«:«2; + gl;w [««, -- 0 (6.9)

O objetivo do controle ótimo estocástíco, é obter um valor de n (t) que maximize a

riqueza, nesse caso simples é o ponto de mínimo da parábola (6.9) que é dado porá

«- -

Substituindo em (6.9) e simplificando

.«:,.; -'
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De acordo com (6.7) a condição de contorno em t = T é J (W (7') , 7') = W'r, uma

solução plausível para a equação diferencial parcial (6.10), seria assumir uma equação

da forma:

}(H'(t), t) - ./' (t) W'', onde : 0 < ' < 1

Observe que a escolha de W"7 com valores apropriados para o expoente, garante que

essa seja a função utilidade do investidor avesso ao risco colho definido anteriormente.

Ao substituir essa possível solução em (6.10), tem-se:

-@%#, .HÍI,=1':,, , -'- "''',/ m «««'--: -- <g«' - .
após sii:nplificações:

(6.11)

q' 1''%#'ü*«l-. (6.12)

Resulta em ullla equação diferencial ordinária de I' ordem de coeficientes cons-

tantes, com condição inicial: J(W(t),t = 0) = /oWo que possui solução única. Não

será demonstrado aqui como se obter sua solução, o objetivo do exemplo foi de apre-

sentei os conceitos que são mais pertinentes na alocação dinâmica de uma cal-Leira de

investimento para um investidor perante lun ativo com risco e uma aplicação sem risco.

6.3 Solução do problema de alocução estratégica

para a carteira com risco de crédito e mercado

Na economia em questão, o investidor busca maximizar sua utilidade (no sentido de

von-Neumann-Morgenstern) sobre sua riqueza final, alocando-a dinamicamente dentro

de um intervalo de tempo entre os ativos existentes: CDI, um título de renda fixa, um

RFC e um índice de ações. Ou seja, o problema de maximização se torna um problema

de otimização que pode ser formulado como:

m.* IBl; IU (W' (1"))l (6.]3)
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Que significa maximizar o valor esperado em t = 0, com relação à medida de

probabilidade subjetiva P, da função utilidade da riqueza no final dentro do horizonte

de investimento T. O investidor possui uma riqueza inicial Wo > 0, e não possui

renda complementar para adquirir n)ais quantidades de ativos da economia ao longo

do horizonte de investimento. Sua preferência sob incerteza é dado por uma função

utilidade do tipo côncava, com coeficiente relativo de aversão ao risco é constante e

independente do nível da sua riqueza. A função utilidade adorada é representada pela

expressão:

".«, - { =,"' '' : w'>o
w'<o

'gt e: T (6.14)

Também referenciada por função utilidade isoelástica, o termo "y > 0 é o coeficiente

relativo de aversão ao risco de Arrow-Prata. Quando 'r = 1 a função utilidade asstune

a forma U(m') = log I'V, para W > 0.

Dado que em t = 0 a riqueza é I'Uo o investidor alocará orações desse montante

para compra dos ativos da econonúa em cada instante de tempo t c lo, rl. As orações

serão repr"'ntadas pelos elementos do «to- «' (ty = (rB (t) , as (t) , «o (t)), onde o

elemento aB (t) representa a oração alojada em título de renda fixa sem risco de crédito,

o elemento n-s (t) a oração em índice de ações e n-o (t) a fração alocada em RFC. A

quantidade a ser investida em CDI é diietamente fornecida por 1 -- n(tyl, onde l é

o vedor (l, l, ly. A restrição orçamentária, ou a dinâmica da riqueza do investidor ao

longo do tempo é obtida por meio da variação relativa da riqueza do investidor:

n'(t) «(t)ll «-«([) «-;(t)-«'o(t)l+

+«'-(t) B(t, TI) + Ts(t) S(t)+ «'o(t) 0(t, Ti) (6.15)

dw(t)
H''(t)

«(t)(l - «'.(t) -T.(t) «'o(t))dt +

-+«- (t) !;lllli ]- «; (t) !;lg- + «» (t)
dD (t ,Tt)

(6.16)
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As dinâmicas das variações dos preços dos ativos foram deduzidas anteriaimente, e

são apresentados novamente, lembrando que os processos se encontram na medida de

probabilidade subjetiva P

i!;lllll{ -F on (t,T: ) 1;) dt -t an l.t, TI) dtoEI

Él:lg - ('(t) + "'%) 'ít + ''dwç

dO (t, TI
0 (t, TI)

lr(t) -- q(f)+ aB(t, TI) 7; + çõ(t, TI)aó%l dt +

+aB (t, TI) dwr + Çõ(t, TI)aódwE'

Substituindo os três processos em (6.16) e omitindo a dependência temporal dos

termos: ,(t), q(t), a-(t,7'-) e çõ(t,Ti) te:n-se:

dw(t)
w(t) «, ](, + «,T) dt + «.dwF'] + «. 1(, + «.%) dt + «.anel +

+ao l(r -- q + o-B?; + çõo-õ?;) dt + a/jdnl: + çõoõdwfl +

+, (l - z« - «'. «'o) dt (6.17)

Definindo: p (t) o vetor que representa os tetornos instantâneos dos ativos contendo

risco, E (t) a matriz que contém as volatilidades dos ativos com risco na economia e

wp o vedor que representa os movimentos blownianos correlacionadas dos ativos na

medida de probabilidade subjetiva P, como seguem abaixo:

,(t) + .'B(t, Ti)?;
«(t) + as7;

«(t) - q(t) + aB(t, TI)T + çó(t, TI)aÕ%

P (t) (6.18)

..(t,Ti) 0 0

0 0as

aB(t,TI) 0 çó(t,TI)aõ

E (t) (6.19)



«' - («:, «Ç, «F)' (6.20)

Sua forma diferencial dada por dwP = (dwP, dw', dapfy

Tendo as definições em mãos, pode-se escrever em formato matricial a equação

(6.17), obtendo assim:

dw(t) u''(t) l(,(t) + «'(ty (p (t) « (t) 1)) dt + «'(tyX (t) dw'l (6.21)

As estratégias de negociação são definidas como elementos do conjunto

.'! (Wo) : {«' (.) C R; : W(f) > 0,Vt C l0,7'l} (6.22)

Observe que ao longo do horizonte de investimento não há possibilidade do investi-

dor pender sua riqueza W(t) > 0. O objetivo do investidor é atingir um vetou n'(t) que

maximize sua riqueza em 7', onde a oração dada pelo vedor é um processo de Markov,

portanto a sua escolha do instante futtuo depende apenas do estado no instante anual.

Como discutido anteriromente, o problema de otimização é resolvida com o auxílio do

método do conta'ole estocástico e adota-se o artifício de definir uma função utilidade

indireta J(W(t), r(t), 77(t), t). Observe que as variáveis de estado são aquelas que po-

dem causar alterações no preço dos ativos, o preço do índice de bolsa $(t) seria uma

variável de estado, caso a carteira estivesse investido em futuro desse ativo.

i(n'(t), '(t), q(t), t) - {.(.)'' w).ts«$'''} ' (w (r))l (6.23)

Aplicando o operador diferencial L" à função utilidade indireta (6.23) e igualando

à zero, resulta na equação HJB:

Z."J(W(t), «(t),q(t), t) - 0
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Desenvolvendo

Z."J(m'(t), «(t), q(t), É) -

# +: («; @. -d + «,%) +# («, @,

+ gbW l, + «',«.T +' ".".% + «'o (",T + ç;«;% - ,7)j +
ij:J .l . Õ: J -n . Õ:J

+ ãF'";l + 'ãP''; + ã;iR".",p,.+

+ ã€1;âw' («,.', («« + ««) + «,ç;.'."«p,. + ",".«.p,,) +

+ ãillÉi»'(a.aB("B+ "o) p,õ+ a.çãaõ«o + a.as«.p.õ) +

+ ãl gÉw'("Ç(",+ r«y+ ç:"g«% + «g«Z,+

+ 2o-B (aB + ao) çóoõnop,õ + 2oa (rB + n-o) o-sasp,s+

+ :',.ç;a'"'«op..) - 0

(6.24)

A condição de primeira. ordem para a equação HJB é utilizada para obter os pesos

da carteira ótima, assumindo que g:4 < 0.

Cha«,ando L"J(W'(t), r(t), q(t), t) = q' tem-se que:

n / n2 r â2 r

ái;w«,ç + jÜÜw","' + a:Üà"""-"«,,; +

+g:áw'«:;. (", + "o) + g:áw'a, (ç;a'rop,Õ + "s«-.p,;) (6 25)

a s ãú; "''".% -'"

+gÉw'(«!«'+ «, («,+ ««) «.p,.+ ".';";««p..) (6.26)

an'o É;W("'T + ç;.-;% - '7) + }l$àw(a,",+ ',ç;«;p,.) +

+iiiláw("«"'p,;+ ",ç..';)+ :Ém''' l«!;("« + "')+ ç:":"o +

+a'çóaó".p,; + 2.«çõaõ"op,, + ,a.as".p,. + ''.çõaõ«.p..l (6.27)
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Após resolver o sistema acima, para as incógnitas Ta, R's e To, obtém-se três
equações diferencial pardas

',m - wi:h-e;g
01+''2 8W'2

c', ÕW8r
W/o-B õuJ

ÕW'z

- -:} -gg- 'z '',Ts (t) (6.28)

aJ Õ'zJ

-4 -gg-'% m
ÕW'28W'2

Os termos 4'on (t), a'Z (t) e a'b (t) são de6«idos por

{'% (t) :- a'. (t) + .A. (t) q (t) ®% (t)

a'l$ (t) : + .'i. (t) ? (t) (6.29)

'>% (t) :- {'o (t) + Áo (t) q (t)

onde

®. (t) :- a-
dzsõàq; ÇP,õ-- PsõP.sÕ'5i ÇP.s psõp,õà'q;

«. (l P%, P:, - P?. + 2P.;P,,P,.)

S
0 Ê.õb'q;-- Çpsõ p.õp,sàqi-- tp,s psõp,õ31';

.s Ç\ -- Flzs. -- di.. Óts + '2PsõP.õP,s)
(6.30)

©. r.~ . 111..4ê.) 3 . <fl=i .. Cg.p,.) T - (p,; - p,;p,,)n*" \'/ '

e
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ÁB (t) ;- ç;aóan (l

P,õ -- PsóP,s :
pg,; - p?; - p?, + 'p..p,.p,,)

.A. (t) :- ,;.;«s (l - P%, - #. - /#.. + 2pl;l;;l;;l=ã
(6.31)

'!« (*) :- - 0 - ,g,; - p?; - p?: + 'ps;p,;p,,) (ç, W;b'

Substituindo os valores de T obtidos em (6.28) na equação de HJB obténs-se uma

equação diferencial parcial

S3',«,,«(ÚhyÇ* $i!*ihg«,(Ú*-) *
*sg-'~;".*..*'-«.«.(ü)*ç*sgç üs",*
* g3g [(«,", -'- .',v) - «,,] -- áá--: * gÉ#w« -- ái% - '

Onde

F: - 4:©0 (t): + '}« (t) '7 (t) + Bo

e

- P:. - P:, + 'Ps.P,.,,,) l(l

+(l P:.)%'+(l-P?,)T: 2(P,s P..P,;)?;%+
2 ÇP.õ PsõP,sÕ'R;RÊ 2(P,õ P,õP,s)1;7;1 (6.32)

Uma solução plausível , adorada por Hou (2003) para a essa equação diferencial

pa-rcial é

}(W, ',q, t) - g(t) exp(Z(Í)q(ty+ h(t) '7(t)+/(t) '(t))
40
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Com as condições para Z - T

i(1")-h(r):::./'(r)-0 e g(r):::l

Com essa solução, a equação diferencial

equação diferencial ordinária:

ao0W'+ C:0W+ C,,W+ (C,+ !-ãi'-;m'l - 0

Onde:

''ó-313*g-'' -'o=h'"*«.I' o

;: - $,'.:*' -u=--,«.1*-'-
+'ya.a,p,óZ./' +('ynõ0.+ a,,n) Z(l "y) 'bo

;'-"la l

c, - Ç.r' + ('v",o, + «,T) J' + 'v"«',,p,.k/+

+ ('y';ó0- + a.n) k + l?t: + --ÍZ -- (l -- "y) Bo

Quando C'S ::: 0 e / (t) = 0 tem-se:

/ (t) - !i: (l - .':p ((t - I') ",))

Para Ce :: 0 a equação diferencial ordinária é do tipo de

parcial pode ser

tem-se

simplificada para uma

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

R.iccati e com Z (T) = 0



2(1 -'y)..4o(t) exp((T t)O(t)) l
'y exp((I" t).9(t)).lo(t)+ee(t)l+20(t) (6.40)

Onde: .9 (t)

.: ;.*,-(«;*VaÕm)
Resolvido / (t) e Z (t) e sendo k (T) 0, utiliza-se C'l = 0 para resolver À; (t)

:Jüilk ?''«,«l
k (t) = exp

[-7(«.«,-- «,«,«,;'(«)' :
Z (u) *v.« '«,)

exp
(l - 'y) .-.

'yçõ (s, Ti) aõ
i (;) ds7 (6.41)

Quando ao = C;i = C;2 = 0 tem-se

dg
'y= + gC3 e (r)-l

portanto

7'

k(uy +g (t) = exp l «.0. + :2D lk(u)+ «,«-P,./(") k(") +

(~«,*T)''«,*?:.«, u?«.)-«
2ar+ ./:(uy +

27 (6.42)

Onde as funções: Z (t), k (t), ./' (t) e g (t) são definidas para 'y # 1. Ao asstunir 'y = l

";««-m: Z(t) -k(t)-/(t) -0.g(t) - l Vt.

Ao substituir as soluções obtidas em (6.39), (6.40) e (6.41) na função utilidade

indireta J(WI, r(t), 77(t), t) definida em (6.33), pode-se resolver as equações definidas

em (6.28) e obter finalmente os pesos ótimos:
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TB(t)-{('PB(t)+ÁB(t)'7(t))-Z-$Q. {'+«- ':JJ -TD(t)(643)

T,(t) +.,l. (t)q(t))V (6.M)

To (t) ; ('}« (t) + .Ao (t) '7 (t))

*(y) : ..*..=', .,, (yLq©@)P@) (6.45)

6.4 Implicações na alocação estratégica

As vantagens oferecidas pelas expressões (6.43), (6.44) e (6.45) são de fornecer a lun

investidor, que se depara simultaneamente com os riscos de crédito e mercado, uma

maneira clara de solucionar o problema de alocução estratégica dos ativos, além da

faci[idade de imp[ementação computacional, por serem expressões em forma fechada,

elas também permitem algumas conclusões diretas.

O peso para alocação em índice de ações (6.44) é sempl'e a de um investidor

miópicol , e como esperado a demanda por esse ativo na carteira cai com o aumento

do coeficiente relativo de aversão ao risco '. O primeiro termo Qs (t) é uma demanda

pura por índice de ações dado pelo seu preço de risco de mercado, que é ajustado

pelo segundo termo Ás (t), que possui correlações entre as outras fontes de riscos da

economia em questão. Se as correlações entre os movimentos brownianos forem todas

nulas, o primeiro termo se torna o índice de Sharpe normalizado pela volatilidade do

índice de ações, enquanto o segundo termo se anula. Portanto, o uso de correlações

não nulas sugere que toda vez que assumir posição em índice de ações, posições em
títulos de renda fixa com e sem risco de crédito devem ser assumidas.

Assim como no peso alocação por índice de ações, nas duas outras expressões para

os pesos de alocução estratégica nos ativos de renda fixa com e sem risco de crédito, há

um processo 77 (t) multiplicado pelas respectivas componentes .A..i- (t) que é somado

iUm investidor é considerado miópico qualldo esse ignora o que pode ocorrer com as volatilidades

das variáveis de estado dentro do intervalo do horizonte de investimento.
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ao termo 'batia,. (t). Interessante observar que são esses termos que prevalecem quando

o coeficiente relativo de aversão ao risco assume valor ' = 1 e as funções Z (t), k (t)

e / (t) Vt C T se tornam identicamente nulas cancelando os termos que estão fofa

dos parenteses das expressões (6.43) e (6.45). Nessa situação, os pesos de alocução

resultantes são os correspondentes à de lun investidor que age miopicamente, e a in

terpretação das expressões é a mesma dada para o caso do peso de alocução em índice

de bolsa.

Os termos que se anulam nos pesos dos ativos de renda fixa com e sem risco

de crédito, para o caso de um investidor miópico, são termos de proteção (Àedge)

e de acordo com suas expressões possuem objetivos diferentes. Enquanto uln é para

proteção contra variações no processo estocástico de 77 (t), o outro é pala proteção con-

tra as variações en] r (t). De acordo com a expressão (6.45) há duas formas de anular

o tenho de proteção, dado que a velocidade de reversão à média do processo õ (t) é

sempre positiva não nula. No caso de um investidor miópico, ou quando o parâmetro

w = 1, o processo q (t) dado por (5.17), se torna determinístico e o prêmio de risco do

RFCI não é mais estocástico, então o falar de proteção não se torna mais necessário.

Como acontece no peso para alocução por índice de ações, não há proteção contra o

efeito estocástico da taxa de juros na demanda por RFC.

O peso para alocução em título de renda fixa (6.43) apresenta um termo a mais em

relação aos outros que é o peso de alocução em RFC com sinal trocado:

f-(t)+#o(t) - ;(q',(t)+ .AB(t)q(t)) - J;lli!. - 'xpu; Lt - íoJ(6'46)

Da expressão acima, pode-se afirmar que ao aumentar (ou diminuir) a peso de

alocação em posição comprada em título de renda fixa sem risco de crédito, deve-se

aumentar (ou (Lminuir) o peso de alocação em posição vendida em RFC.

A expressão também integra os riscos de crédito e mercado, os pesos de alocução

de título de renda fixa sem risco de crédito somado à alocução de RFC. Jarrow e

Turnbul1 (2000) demonstram que ambos os riscos são integrados pelo uso de modelos

de intensidade, e conseqiientemente afetam a decisão de investidores.
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C:apítulo 7

Implementação do modelo e

resultados

O objetivo desse capítulo é apresentar alguns comentários a despeito da implementação,

seguido de análises dos resultados obtidos em simulações numéricas feitas com o modelo

proposto. Um outro objetivo após explorar e extrair as principais características do

modelo, seria uma possível aplicação no mercado financeiro brasileiro. O trabalho de

implemetação prática em uma situação real encontra um outro desafio: Determinar

os valores pala os parâmetros exigidos pelas expressões que determinam os pesos de

alocução intertemporal.

A rigor, deveria-se utilizar técnicas estatísticas para extrair tais valores de séries

históricas pertinentes ao modelo, como o foco do presente trabalho é buscar o máximo

entendimento do modelo, o problema da determinação dos parâmetros será contornado

com a utilização de valores escolhidos subjetivamente, respeitando limites que serão

comentados adiante

Dos parâmetros escolhidos para as simulações com o modelo, alguns serão tomados

como imutáveis dentro do horizonte de investimento escolhido, tais como: 7', Ti , 0,,

0ó e (5o. Os outros parâmetros: coeficiente relativo de aversão ao risco do investidor,

volatilidades, prêmios de risco de mercado, correlações, velocidades de reversão à média

e a perda fracional de crédito serão variados dentro de intervalos de valores, para

verificar as respostas e o comportamento do modelo
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7.1 Implementação

Os pesos de alocução ótima representados pelas equações (6.43), (6.44) e (6.45) po

denl ser implementados numericamente por meio de uma linguagem de programação

apropriada, para realização de cálculos de simulação de tuna carteira de investimento.

Praticamente existem dois termos a seien] implementados nas equações que interessam,

os determinísticos e um processo estocástico.

Nos termos determinísticos, existem apenas funções onde os cálculos são apenas

substituições numéricas dos parâmetros de entrada. Deve-se atentar que ]la. equação

(6.41) o limite inferior de integração da integral expoente é a variável de integração da

integral externa:

* M - .*- (-
Onde:

/' « '«, .*- (/' « '., '') '«]

« («) - ;s-à%lh - ?' («)

e:

«'«» - («;'. * «,«.,,;' '«, * T) , '«, * V'« '«,
Com çõ(z,TI), q'o(z), ./'(z) e Z(z) definidos por (5.10), (6.30), (6.39) e (6.40)

respectivamente.

Pata implementar computacionalmente o processo ?7 (t), primeiro deve-se calcular

a equação diferencial estocástica dada por (5.17) que será escrita na forma abaixo para
facilitar:

dq (t) (G - «.q (t)) dt + ..dwE' (7.1)

Onde: 0e :: n.i0o + crvli

Por se tratar de um processo de Ornstein-Uhlenbeck, considera-se a condição inicial

z7 (0) = v7o, de acordo com Vasicek (1977) sua solução é:
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«U-«.. "''+:0 +«,./'.'"'"'wF (7.2)

A integral estocástica é unia variável aleatória de distribuição nornaal com média

zero e variância igual a:

Zo '"o (7.3)

Substituindo devidamente em (7.2), obtém-se uma maneira de implementar o pro

cesso estocástico de q (t) nos pesos dos ativos na carteira de investimento.

H

q(t) - '7.' ''' + =- (1 ''"'') +"-' . -.V (0, 1) (7.4)

Quando t :: 0 a expressão fornece conforme o esperado o valor inicial z?o, c quando

t --} (x) a equação converge pala:

Ji=,o (t) + cr,l (7.5)
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7.2 Resultados obtidos

Nesta seção apresenta-se os resultados obtidos nas simulações numéricas. Os parâ-

metros utilizados no modelo estão na tabela a abaixo e unia justificativa de seus valores

é dada em seguida.

Parâmetro

n
T

7

P,s

Psõ

'ys

ar

0,

IÇr

7,

'Yõ

õo

l)Pqrrir8n

Matui'idade dos títulos de RF cona e sem risco de crédito

Horizonte de investimento

Coeficiente relativo de aversão ao risco

Pei da fracional de crédito

Correlação entre taxa de jui'os e índice de bolsa

Correlação entre taxa de jugos e spread de crédito

Cloirelação entre índice de bolsa e spread de crédito

Volatilidade do índice de bolsa

Piêmio de risco de mercado de bolsa

Volatilidade da taxa de juros

Expectativa média pala a taxa de jui'os

Velocidade de ieveisão à média da taxa de j

Prêmio de risco de mercado da taxa de juros

Volatilidade do spread cle crédito

Expectativa média pala o sp7ead de crédito

Velocidade de ieveisão à média do spread de crédito

Prêmio de risco de mercado do spread de crédito

Spread de crédito inicial

tiros

Valor

3

l
5

0,5

-0,7

0,75

-0,6

0,5

0,8

0,2

0,15

1,0

0,2

0,25

0,03

0,5

0,4

0,045

Tabela 7.1 Parâmetros de entrada utilizados na simulação do modelo

O objetivo desejado com os valores propostos pela tabela, foi o de reproduzir um

cenário economicamente plausível onde os coeficientes de correlação entre os processos

estocásticos tentam refletir a situação em que uma alta do índice de ações é acom

punhado de uma baixa de taxa de juros tanto de aplicação quanto de empréstimo. A
volatilidade do índice de anões foi escolhida de modo a ser a maior entre as volatilí-

dades, assim como o seu prêmio de risco de mercado. A velocidade de reversão à média
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do processo de taxa de jtu'os é o dobro ein relação à velocidade de reversão à média

do processo do spread de crédito, com o intuito de reproduzir o fato de que as quedas

de taxa de juros para empréstimo possuem um retardo maior quando comparado às

quedas da taxa de juros de curto prazo O spread de crédito inicial foi escolhido 1, 5%

acima da expectativa média de longo prazo dos spmad instantâneos para reproduzir

que nessa economia há unl cenário de queda de taxas de juros de crédito. O coeficiente

relativo de aversão ao risco foi o ]llesmo utilizado por Hou (2003).

Nas figuras apresentadas a seguir, o peso da alocução no título de renda fixa com

risco de crédito será referenciado pelo código: RFCI, o peso em alocução no título de

renda fixa sem risco de cré(hto terá o código: RF e o peso no ativo de índice de bolsa

será referenciado apellas por: Índice.

Clom exceção da Figura 7.2 até a Figura 7.10 em que são representados a evolução

temporal dos pesos de alocução dos ativos da economia para 5.000 sorteios de c da

equação (7.4), as figuras restantes apresentam o efeito da variação dos parâmetros no

peso de alocação dos ativos, sempre para o instante inicial É :: 0.

Como primeira análise, na Figura 7.1 apresenta-sc o efeito da variação do coeficiente

relativo de aversão ao risco ' sobre os pesos de alocução nos ativos no instante inicial.

Observa-se que quando o investidor torna-se mais conservador com o aumento do "y,

o efeito resultante é um pequeno aumento em posição comprada de renda fixa até

atingir um patamar, enquanto diminui constantemente a posição comprada em índice

de bolsa e posição vendida em RFC. isso evidencia o fator que difere um investidor

arriscado de uin investidor conservador: o peso na alocução em títulos do índice de

bolsa e em títulos RFC. A queda acentuada, que se observa na curva de alocação em

títulos de renda fixa quando ' muda de l para 2, pode ser explicada pela mudança de

comportamento do investidor quando esse deixa de ser miópíco e passa a tomai suas

decisões de alocação intertemporalinente.

A evolução das distribuições dos pesos de alocução ao longo do tempo, dentro do

horizonte de investimento, podem ser observadas pelos percentis plotados nas Fíbulas

7.2, 7.3 e 7.4. Nesse estudo utilizou-se os dados da Tabela 7.1 onde o investidor possui

coeficiente relativo de aversão ao risco igual a 5, os intervalos de tempo em que houve

observação dos pesos foram: o infante inicial [ :: 0, 1 mês, 2 meses, 3 meses, 6 meses

e o próprio horizonte de investimento, l ano, e foram realizados 5.000 sorteios para o

valor de c da equação (7.4) para cada intervalo de tempo.

49



200%
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- RFC + Índice -- RF

21161 1

Coeficiente relativo de aversão ao risco

Figura 7.1 : Variação dos pesos de alocação em função do coeficiente relativo de aversão

ao risco doinvestidor.

Nas Figuras 7.5, 7.6 e 7.7 é demonstrado o efeito causado nas distribuições dos pesos

de alocução, com o aumento do coeficiente relativo de aversão ao risco do investidor

('y = 20). Nas Figuras 7.8, 7.9 e 7.10, é apresentado o mesmo estudo, en] uma situação

quando se diminui o coeficiente relativo de aversão ao risco do investidor ('y = 2).

Nas Figuras 7.11, 7.12 e 7.13 mostra-se a dependência dos pesos de alocuções em

função da volatilidade do processo estocástico de preço de cada ativo no instante ini-

cial [ = 0, para um investidor que possui uma carteira de investimento com as carac-

terísticas dadas pelos parâmetros da Tabela 7.1

Observa-se que a volatilidade do processo do spread de crédito afeta todos os pesos

de alocações dos ativos da carteira, conforme indica a Figura 7.11. O efeito causado

pelo aumento da volatilidade do spread de crédito, faz com que um investidor diminua

rapidamente seu investimento em índice de bolsa e diminua gradativamente sua ex

posição comprada em títulos de renda lixa e exposição vendida eln RFC. O fato é

explicado pelo motivo do parâmetro aõ estai presente não apenas na expressão do

peso de alocução do RFC, como também nas expressões dos pesos de alocução do

índice de bolsa e do título de renda fixa, conforme indicado nas expressões obtidas no

capítulo 6. Como o processo estocástico de 7? (t) também depende desse parâmetro, e
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Figura 7.2: Distribuição dos pesos de alocução do título de renda fixa com risco de

crédito durante o horizonte de inx'estimento ( CRRA=5 ).
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Figura 7.3: Distribuição dos pesos de alocução do título de renda fixa sem risco de

crédito durante o horizonte de investimento ( CRRA=5 ).
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Figura 7.4: Distribuição dos pesos de alocução do ativo de índice de bolsa durante o

horizonte de investimento ( CRRA=5 ).
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Figura 7.5: Distribuição dos pesos de alocação do título de renda fixa com risco de

crédito durante o horizonte de investimento ( CRRA=20 ).
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Figura 7.6: Distribuição dos pesos de alocução do título de renda fixa sem risco de

crédito durante o horizonte de investimento ( CRRA=20 ).
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Figura 7.7: Distribuição dos pesos de alocação do ativo de índice de bolsa durante o

horizonte de investimento ( CRRA=20 ).
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Figura 7.8: Distribuição dos pesos de alocação do título de lenda fixa com risco de

crédito durante o horizonte de investimento ( CRRA=2 ).
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Figura 7.9: Distribuição dos pesos de alocução do título de renda fixa sem risco de

crédito durante o horizonte de investimento ( CRRA=2 ).
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Figura 7.10: Distribuição dos pesos de alocução do ativo do índice de bolsa durante o

horizonte de investimento ( CRRA=2 ).

o processo está presente enl todas as expresões dos peso de alocução, isso reforça mais

a dependência das alocações em função da variação da volatididadc aó.

A variação da volatilidade do processo de taxa de juros de curto prazo causa mais

efeito na alocação do título de renda fixa sem risco de crédito, aumentando sua ex-

posição comprada e um pequeno aumento em posição vendida em RFC. Pelo fato do

parâmetro a, estar ausente na expressão do peso de alocução em índice de bolsa, esse

investimento é completamente livre das variações da volatilidade de taxas de juros,

conforme indica a Figura 7.12.

A volatilidade do processo de preço do índice de bolsa (parâmetro as) tem lun efeito

semelhante ao efeito causado pela volatilidade do processo de taxa de juros. Nesse caso

afetando somente a alocação do ativo de índice de bolsa. O motivo dessa dependência é

a mesma da volatilidade de taxa de juros, o termo os está presente apenas na expressão

do peso de alocação de índice de bolsa. A decisão de um investidor que se depara com a

alta. de as é diminuir sua alocução em posição comprada em índice de bolsa, conforme

aponta a Figura 7.13, e manter inalterado os pesos de alocações nos outros atívos.

O efeito da variação dos prêmios de risco de mercado sobre os pesos de alocução da

carteira são apresentados a seguir. Com o aumento do prêmio de risco de mercado do

spread de crédito 'õ o investidor aumenta sua alocução em posição comprada de títulos

de renda lixa e também aumenta sua posição vendida em RFC, o efeito do aumento
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Figura 7.12: Efeito da volatilidade da taxa de juros de curto prazo sobre os pesos de
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Figura 7.13: Efeito da volatilidade do índice de bolsa sobre os pesos de alocação dos

ativos.

desse prêmio não altera em nada sua posição comprada eln índice de bolsa, conforme

indica Figtua 7.14.

Ao aumentar o prêmio de risco de mercado da taxa de juros de curto prazo ',, o

investidor toma como decisão a dedução em sua posição comprada de títulos de lenda

fixa. e não altera as alocuções em índice de bolsa e RFC, conforme indica a Figura 7.15.

O aumento do prêmio de risco de mercado do índice de bolsa 's, faz com que o

investidor aposte mais nesse ativo e não altere os pesos de alocação nos outras ativos

da carteira, conforme indica a Figura 7.16.

A variação dos pesos de alocução em função da variação das corelações no instante

inicial t :: 0, são apresentadas nas Figuras 7.17, 7.18 e 7.19. As singularidades ob-

servadas são justificadas pelas expressões (6.30) e (6.31), onde dependendo do valor

assumido pelas correlações, pode anular os denominadores. Interessante é observar que

os pessoa de alocação dos atívos permanecem constante dentro de certos intervalos de

velares das correlações.

Em uma situação com valores extraídos de dados reais, esse estudo ajuda a sinalizar

de antemão uma possível situação complicada: Correlações que assumam valores pró-

ximos de singularidades, acarretando assim pesos de alocuções muito exagerados

57



0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

Prêinio de risco de mercado do õpiead de crédito

Figura 7.14: Variação dos pesos de alocução em função do prêmio de risco de mercado

do spread de crédito.
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Figura 7.15: Variação dos pesos de alocução em função do prêmio de risco de mercado

da taxa dejuros.
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Figura 7.16: Variação dos pesos de alocução em função do prêmio de risco de mercado

do índice de bolsa.
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Figura 7.17: Variação dos pesos de alocação em função da correlação entre os Tnovi

mentes brownianos da taxa de juros e do sprmd de crédito.
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Figura 7.18: Variação dos pesos de alocução em função da coiielação entre os movi

mentes brownianos da taxa de juros e do índice de bolsa.
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Figura 7.19: Variação dos pesos de alocação em função da correlação entre os movi

mentos brownianos do índice de bolsa e do spread de crédito.
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Figura 7.20: Variação dos pesos de alocução em função da velocidade de reversão à

média do processo da taxa de juros.

O efeito da variação das velocidades de reversão à média dos processos estocásticos

de taxa se juros de curto prazo e do spmad de crédito instantâneo sobre os pesos de

alocação no instante t = 0 são apresentados nas Figuras 7.20 e 7.21. No primeiro

caso, observa-se que o efeito da variação do parâmetro nr causa alteração na alocução

do título de renda fixa, sendo que quanto mais rápido a taxa de juros de curto prazo

converge para o valor médio de longo prazo, maior será o valor comprado desse título.

Como no cenário económico proposto, há uma tendência da queda de juros de

crédito, do instante inicial para a média de longo prazo, o investidor interpreta que

há um risco maior de crédito um título que possui esse parâmetro com valor baixo, já

que suas taxas de juros de crédito continuarão em patamares elevados por mais tempo,

quando comparado com um título que apresenta uma velocidade de reversão à média

Na Figura 7.22 pode-se observar a semelhança do efeito da variação da perda fra-

cional de crédito a7 com o efeito causado pelo aumento da volatilidade do sp7ead de

crédito, conforme indicado na Figura 7.11. O efeito da variação desse parâmetro está

em conformidade com a intuição, quanto maior a certeza da perda do valor investido

no RFC, causa no investidor um efeito de aversão nesse ativo e no título de renda

alto
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Figura 7.21: Variação dos pesos de alocução em função da velocidade de reversão à

média do processo do spread de crédito.

fixa, e em sentido oposto quando a certeza da perda fracional de crédito é pequena,

correspondendo à unia taxa de recuperação maior, faz com que o investidor aumente

seu peso de alocução tanto rlo RFC como em títulos de renda fixa.

Como comentário final pode-se dizer que a decisão de alocação em título de renda

fixa. sem risco de crédito apresenta um comportamento curioso, mas como os ensaios

foram realizados considerando um mesmo investidor, dado que o coeficiente relativo

de aversão ao risco não se alterou, pode-se concluir que ao se aumentam a volatíliadade

das taxas de jtuos de curto prazo a decisão de investimento nesse ativo, em certo nível

se tornava constante enquanto que a alocução nos outros ativos caiam continuamente.

O mesn:LO acontece com o aumento do prêmio de risco de mercado de taxa de juros,

ao aulTlentar esse parâmetro, a alocução nesse ativo cai constantemente ao passo que

nos outros ativos aumentava devido ao aumento do prêmio. Por esses dois motivos

pode se entender que o modelo enxerga o título de renda fixa, como um ativo de

confiança, pois com um aumento da icerteza nas taxas de juros, reduz a alocução nos

outros ativos e mantém constante a alocução em uin ativo que pagará um valor certo

no vencimento. Ao aumentar somente o prêmio de taxa de juros o modelo responde

que a alocução nesse ativo deve cair quase que linearmente, e a alocução nos outros
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Figura 7.22: Variação dos pesos de alocução em função da perda fracional de crédito

ativos permanecem inalterada. O fato dos outros parâmetros estarem imutáveis, faz

com que a melhora do prêmio dos juros de alguma forma torne os outros ativos n)ais

atraentes, assim a alocução nesse ativo diminui.
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Capítulo 8

Conclusões

Por se tratar de um modelo que produz como resposta a decisão a ser tomada por

investidores que defrontam com ativos que possuem risco de crédito e risco de mer-

cado, o foco deste capítulo deve ser concentrado na coerência das respostas do modelo.

Os resultados obtidos também permitem extrair diversas conclusões e compreensão a

respeito da teoria envolvida no modelo aqui proposto.

Do ponto de vista financeiro, as respostas fornecidas pelo modelo estão coerentes

com os parâmetros de entrada escolhidos, que de certa forma tentaliJ reproduzir um

possível cenário económico. Observou-se o efeito de integração dos fatores de risco

proposto pelo modelo, mostrando que todos os processos agindo conjuntamente for

mam um sistema integrado e de interpretação não trivial para o investidor, que deve

considerei sempre os efeitos mútuos dos processos.

A demanda por proteção do título de renda fixa com risco de crédito sempre rea

lizada com alocução em título de renda fixa sem risco de crédito, evidencia que os

processos de taxa de juros e spread de crédito possuem relação fechada, ponto já
apontado na expressão da dinâmica dos retornos do título com risco de crédito.

As respostas são satisfatórias no sentido financeiro, quanto à variações das volati-

lidades, prêmios de risco de mercado dos ativos e das correlações dos processos. A

vantagem de se ter os pesos de alocação em expressões na forma fechada permite em

alguns casos, extrair conclusões antecipadas das respostas fornecidas pelo modelo e

ajudar a interpretar os resultados obtidos.

Como o principal intuito do trabalho foi obter conhecimento teórico, explorar os

pontos fortes e adquirir sensibilidade do modelo em função dos parâmetros de entarda,
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resta coloca-lo em caso prático com dados de mercado real o que torna uma ótima

sujestão para futtu'os trabalhos.
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