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CAPITULO 1: INTRODUGAO

Taxa de juros. Um conceito econdmico simples de ser entendido, mas com uma
dinamica incrivelmente dificil de ser modelada, quando comparada a outros
ativos financeiros. Ao contrario de uma agéo, por exemplo, que possui apenas
um prego, as taxas de juros costumam apresentar diversos precgos distintos ao
longo dos diferentes horizontes de tempo, ao mesmo tempo em que podem
apresentar comportamentos distintos entre si. Responsavel pela remuneragéo
dos titulos de renda fixa, o nivel das taxas de juros pode resultar em milhdes de
lucros ou prejuizos para as posi¢des dos bancos e empresas, no momento em
que mudam as expectativas em relagdo ao seu comportamento futuro. Um bom
entendimento da dindmica das taxas de juros, portanto, é fundamental para se
tomar boas decisbes de investimento entre as varias opgdes de produtos de

renda fixa existente nos mercados financeiros.

As boas decisbes de investimento tornam-se ainda mais importante na medida
que vem ocorrendo um aumento substancial de negécios envolvendo o
comportamento das taxas de juros no mercado financeiro mundial. Cada vez
mais, novos produtos e estruturas sdo criados e negociados, envolvendo tanto
titulos de renda fixa quanto derivativos de taxas de juros. Cada vez mais, as
instituicbes financeiras estdo se aperfeicoando, tornando as arbitragens, ou
mesmos as boas oportunidades de mercado, cada vez mais dificeis de serem
observadas. E cada vez mais, pesquisadores académicos estdo estudando e

analisando o comportamento das taxas de juros.

Diante desses fatos, muitos modelos para a estrutura a termo de taxas de juros
vem sendo propostos na literatura académica. Entre os modelos que serdo
analisados neste trabalho, podemos dividi-los entre os modelos de equilibrio
geral (“general equilibrium models”) e os modelos livres de arbitragem

(“arbitrage-free models”). Os modelos de equilibrio geral geram curvas para os



titulos baseados nas expectativas dos investidores com a economia. Entre os
modelos que se tornaram muito populares com a utilizagéo dessa dinadmica para
os juros podemos citar o modelo de Vasicek (1977), e o modelo de Cox,
Ingersoll, Ross (CIR - 1985). Esses modelos, porém, sdo criticados pelo fato de
as curvas de juros que eles produzem nao replicarem a curva de juros
observada no mercado. Essa inconsisténcia entre as curvas dos modelos de
equilibrio geral e as curvas de mercado tornaram os modelos livres de
arbitragem cada vez mais utilizados. Ho-Lee (1986), introduziram um novo
procedimento ao mostrar como um modelo de taxas de juros pode ser
desenhado de maneira que seja automaticamente consistente com qualquer tipo
de estrutura inicial de curva de juros. Esses resultados impulsionaram novos
estudos de modelos livres de arbitragem, incluindo o modelo de Black, Derman,
Toy (1990) e o modelo de Hull-White (1990) também conhecido como Vasicek
estendido. Em 1992, Heath, Jarrow, Morton apresentam um modelo multifatorial
generalizado consistente com a estrutura a termo de taxas de juros inicial e com
qualquer estrutura a termo de volatilidade. Esse modelo gerou importantes
resultados tedricos sobre a dindmica das taxas de juros em processo ajustado
ao risco, mas possui a desvantagem de ser ndo-Markoviano e, portanto, exige

um processo de implementagdo computacional muito trabalhoso.

Dentro dos modelos de um fator estudados implementaremos para o caso do
mercado brasileiro o modelo de Hull-White, que possui certas vantagens em
relagéo aos demais como solugdes analiticas para os parametros do processo e
a maior facilidade e flexibilidades na implementacédo. Analisaremos a seguir
modelos multifatoriais de taxas de juros e em particular o modelo de dois fatores
de Hull-White. Implementaremos também esse modelo para o caso brasileiro e
compararemos o0s resultados com os obtidos com o modelo de Hull-White de um

fator.



A parte final desse estudo envolvera aspectos mais praticos ligados a
particularidades do mercado brasileiro e com algumas necessidades e
dificuldades na tomada de decisdes, vivenciadas ao longo de oito anos de
experiéncia no mercado financeiro. Trabalhando como operador de renda fixa
em um banco de investimento e posteriormente como administrador de carteiras
de renda fixa em um banco multinacional, presenciei varias mudancas no
cenario econdémico brasileiro assim como varios tipos de comportamentos das
taxas de juros nas mais diferentes situagdes. A obtengdo de pregos para os
titulos de renda fixa, assim como dos derivativos de taxas de juros, podiam se
tornar mais complexas em ambientes de altas volatilidades, assim como analise
do tipo “caro-barato” ao longo das diversas maturidades da curva de juros.
Como ambientes volateis e altas taxas de juros néo foram situagdes raras no
contexto local, as boas oportunidades de mercado surgiam com relativa
freqiéncia. No entanto, poucos participantes, também conhecidos como
‘players”, eram capazes de realmente aproveita-las. E o que muitas vezes
diferenciava a qualidade das decisdes era um melhor conhecimento do
comportamento de dois fatores de extrema importancia ao analisarmos taxas de
juros: a volatilidade e o prémio de risco esperados. Logo, dedicaremos atengéo

especial a esses topicos em capitulos a parte.

Portanto, o capitulo 7 serd destinado para a discussdo das volatilidades
implicitas resultantes dos modelos calibrados enquanto que o capitulo 8
discorrera sobre estratégias de investimentos nos titulos de renda fixa de
desconto como conseqiiéncia da analise dos prémios de risco implicitos na
estrutura a termo de juros para o caso brasileiro. Analisaremos como a
volatilidade e o prémio de risco se comportam em relagdo a mudangas no tempo
e nas expectativas das taxas de juros livres de risco do mercado e como esses

fatores afetam o formato da curva de juros.

O prémio de risco, por estar incorporado ao retorno de um titulo de renda fixa, é

conseqiéncia principalmente de trés fatores: a maturidade, a qualidade de



crédito e a liquidez. Nesse estudo, porém, consideraremos que os retornos dos
titulos de renda fixa de diferentes maturidades resultam de um mesmo emissor,
sem risco de inadimplemento e com as mesmas caracteristicas de liquidez.
Além disso, como buscaremos analisar o comportamento das taxas puras de
desconto (“discount rates”), para todos os efeitos, os titulos de renda fixa aqui
analisados serédo todos titulos sem pagamento de juros ao longo de sua vida,
sendo apenas caracterizados como titulos de desconto, os mais comuns nas
emissdes pre-fixadas do Tesouro Nacional. A nomenclatura titulos pré-fixados e
titulos de renda fixa entdo, salvo ressalva em contrario, serdo os titulos com

apenas um fluxo de pagamento, de valor igual a $1 na sua maturidade.



CAPITULO 2: CONCEITOS INICIAIS SOBRE TAXAS DE JUROS

2.1 INTRODUGAO

O estudo do comportamento de ativos que dependem do comportamento das
taxas de juros costuma ser mais complicado do que o estudo de outros ativos
como commodities ou agdes. Isso ocorre porque existe toda uma estrutura a
termo de taxas de juros, onde diversos fatores podem afetar o prego desses
ativos, ao contrario dos pregos de commodities ou agdes que s&o explicados por

um Unico numero.

Nesse capitulo abordaremos brevemente os principais conceitos referentes as
taxas de juros e o seu comportamento em diferentes maturidades, os titulos de
renda fixa e as sensibilidades & mudangas nas taxas de juros e as
caracteristicas basicas de alguns derivativos existentes no mercado brasileiro.
Alguns dos temas discutidos nesses capitulo serdo discutidos em maiores
detalhes nos capitulos seguintes, principalmente aqueles relacionados a curva
de juros.

2.2 A TAXA DE JUROS DE DESCONTO

Supondo que temos um titulo sem pagamento de juros ao longo do tempo e com
vencimento na data T, quando ele paga um principal, equivalente a $1. No
tempo t ele tem um valor V/(t,T). Aplicando-se uma taxa de retorno constante e
continuamente composta entre te T, r(t, T), entédo $1 pago pelo titulo no tempo T

tem um valor presente V({,T) em t, onde

V(t,T)ze—r(t,T)(T—f) (21)



Segue entdo

_logV(t,T)

rtT)=
1) T-t

(2.2)"

Observando agora o limite de T—t, na equagéo (2.2) podemos definir a taxa de

juros de curto prazo instantanea r(t) como

r(t)=limr(t,T) (2.3)

Supondo agora um titulo que também paga P de principal em T, mas paga
também juros, os cupons, em datas anteriores e também no vencimento T. O
valor presente deste titulo, descontando todos os fluxos e o principal usando

uma taxa de juros r, € entado
N
V(LT)=Pe™ T+ ;e T (2.4)
i=1

onde N € o numero de cupons e C; o valor do cupom pago em ¢, .

Um titulo que paga cupons pode ser analisado como uma carteira composta dos
seguintes titulos: titulos de desconto, cada um com vencimento em cada
vencimento de cupom e com o principal sendo igual aos cupons do titulo
original, e um titulo de desconto com vencimento igual ao vencimento do titulo

original.

1 s ; . . ; ; . .
No caso de uma composi¢do simples (ao invés da continua) a taxa de juros definida acima equivale a

1

—

V(L T)
T-t

rtT)=-



A taxa de desconto r neste caso, também é conhecida como a taxa interna de
retorno.

2.3 ATAXA DE JUROS A TERMO (FORWARD RATES)

A taxa de juros forward F(t, T, T+At) é a taxa observada através dos precos de

mercado em uma data f para um periodo futuro de T a T+At, e é definida como

V(L T +At) o[ F(LT.T+ADAL]

V(t,T)
FULT.T+At) = — log(V/(t,T,T + AAtt)) —log(V(t,T)) 2.5)"
Observando agora o limite At—0 na equag&o anterior
F(t.T)= lim- log(V(t,T + AtA)Z— log(V(t,T)) _ _ alog;l;(t,T)) (2.6)

ou seja, a taxa forward instantanea observada no mercado no tempo t depende
apenas do prego do titulo de desconto com vencimento em 7. Podemos analisar

este resultado também como

T

J.dlogV(t,s) s jF(t,s)ds ~ log(V(t,T))—log(V(t.1))

t

! No caso de uma composigdo simples (ao invés da continua) a taxa de juros forward em t para um periodo discreto
PUTY)
Pt T,)

entre T1 e Tzequivale a FLTT,)=-
' -7



mas como V/(t,f) = 1 a equagao acima resulta em

—-,['F(t,s)ds
V(t,T)=e ! (2.7)

ou seja, o prego de um titulo de desconto com vencimento em T & igual a
integral sobre os vencimentos das taxas forward instantaneas observadas no

mercado no tempo t.

A fim de realizarmos andlises mais detalhadas sobre o conceito de taxas de
juros observadas no mercado em certos periodos de tempo, devemos introduzir
0 conceito de curva de taxas de juros, também conhecida como a estrutura a
termo das taxas de juros.

2.4 A CURVA DE JUROS

O conjunto das taxas de desconto para os diversos prazos entre t=0 até o Gltimo
dia em que haja negociagéo de titulos ou contratos de taxa de juros é conhecido
como curva de juros. A figura a seguir mostra alguns dos formatos que a curva

de juros pode assumir.



Figura 2.1 Possiveis formatos da estrutura a termo de taxas de juros

Para todas as andlises e célculos realizados nesse trabalho sera assumido que
os titulos de renda fixa terdo todos a mesma qualidade de crédito e néo estéo
sujeitos ao risco de inadimplemento (“default”), ou seja, ndo estudaremos
possiveis diferencas (“spreads”) entre emissdes de diferente qualidade de

créditos.

Como na pratica conseguimos obter apenas alguns valores das taxas de
desconto para certos prazos com liquidez, a unido destes pontos para a
construgd@o da curva deve ser realizada através de um método de interpolagao.
Esse processo de interpolagéo €, em geral, extremamente delicado e sensivel a
parametrizagéo utilizada. Entre os métodos mais utilizados podemos citar a
interpolagéo linear, a exponencial e utilizagdo de splines quadratica e ctbica. No
caso brasileiro, a falta de liquidez aludida acima, principalmente em prazos mais
longos, implica em desafios maiores ainda e alvo de pesquisa cientifica, uma
vez que, dependendo da interpolagéo utilizada, pode-se chegar a resultados
bem distintos para a mesma maturidade como pode ser visualizado no gréafico

abaixo:
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Figura 2.2: Exemplos de interpolagéo de pontos da curva de juros

2.5 DURATION
A duration de um titulo de renda fixa, ou de uma carteira de titulos, € uma
medida da sensibilidade da variagado do prego em funcéo de variagdes da taxa

de juros.

Derivando a equagao (2.4) em relagéo a r temos

N
%r/.:—(T—t)Pe"(T't)—ZC,-(t,'-t)e'r(ti't) (2.8)
i=1

Esta equagao equivale ao valor da inclinagéo do prego/curva de juros. O valor

_dav (2.9)

V ar



€ conhecido como modified duration, que pode ser entendido como uma
aproximagéo da elasticidade da carteira de titulos de renda fixa a movimentos

das taxas de juros.

Para movimentos pequenos na curva de juros, a duration nos da uma boa
medida de mudanga esperada no prego de um titulo com uma mudancga no nivel
das taxas de juros. Para movimentos maiores, porém, uma carteira com varios
titulos de desconto de diferentes maturidades necessita levar em consideragéo
termos de ordens maiores em uma andlise de sensibilidade.

2.6 CONVEXIDADE

A expansao da série de Taylor de V resulta em

AV 1dV 1 d*v 2 3
e Pl il — =7 A )
v ST Ar+2v 0 (Ar) +O(( r) )

onde Aré uma mudanga na curva de juros.

Derivando novamente a equacgao (2.8) temos

IV (T —tpPeT 4 ENZC (t, —t)2ertd (2.10)
d[‘2 o T\l *

e a convexidade é

1d?V

=2 Y 2.7
V dr? 2.7



A importéncia da convexidade em uma carteira de titulos, também & notada
quando movimentos n&o paralelos na curva de juros ocorrem. Se uma carteira
de renda fixa estiver com uma exposigéo de duration igual a zero, mas com
posicOes ativas e passivas em taxas pré-fixadas com diferentes vencimentos,
esta carteira estara sujeita a riscos de convexidade. Caso a curva de juros
apresente movimentos mais sutis que ndo somente um movimento paralelo’,
esta carteira de renda fixa podera apresentar resultados bem distintos do que se
esperaria em uma carteira duration neutra, onde esta diferengca tende a
aumentar conforme maior o movimento nas taxas futuras ou quanto maior a

distancia (“gap”) entre as posi¢bes ativas e as posicdes passivas.

2.7 DERIVATIVOS DE TAXAS DE JUROS

Os derivativos de taxas de juros s&o instrumentos cujos payoffs s&o
dependentes de alguma maneira, do nivel das taxas de juros. Nos Ultimos anos,
os derivativos de taxas de juros vem sendo cada vez mais negociados tanto em
mercados organizados, como em mercados de balcdo, juntamente com a
criagdo de novos produtos e estruturas. Dado a maior dificuldade no
aprecamento e no hedging destes contratos, em comparagdo com os derivativos
de renda variavel ou de taxas de cambio, novos modelos e métodos vem sendo

cada vez mais estudados e desenvolvidos.

Nesta segéo discorreremos brevemente sobre alguns dos derivativos de taxas
de juros existentes no mercado brasileiro. Como uma apregamento mais
detalhada de derivativos ndo é o objetivo principal deste trabalho, analisaremos
apenas suas principais caracteristicas e suas contribuigbes na calibragem de

modelos.

' movimentos do tipo: steepening, flattening ou curvature.



2.7.1 FUTUROS E SWAPS DE TAXAS DE JUROS

Os futuros de taxas de juros negociados na BM&F, também conhecidos com DI
futuro, sdo contratos onde o investidor assume uma posicdo comprada ou
vendida em uma taxa pré-determinada, a taxa de desconto ou taxa spot,
geralmente com vencimento mensal até trés meses e vencimento trimestral a
partir de trés meses. Os ajustes s&o diarios e s3o calculados na diferenga entre
a variagdo da posicdo pré-fixada e o CDI (certificados de depositos
interfinanceiros) de um dia. Por possuirem uma boa liquidez, servem como base

para a construgéo da curva de juros principalmente nos prazos mais curtos.

Ja os swaps de taxas de juros sdo contratos onde duas partes entram em um
acordo de troca de pagamentos de taxas de juros, em um certo valor por um
periodo pré-determinado. Sdo negociados no mercado de balcdo e geralmente
0s que possuem mais liquidez s&o os prazos mais longos (a partir de seis
meses). N&o héa ajustes diarios, com a liquidagéo financeira ocorrendo apenas
no vencimento do contrato, em fungdo da diferenga entre os retornos do
indexador que remunera o valor nocional ativo e o indexador que remunera o
valor nocional passivo. No caso brasileiro este indexadores geralmente séo o

CDI contra uma taxa pré-fixada.
2.7.2 OPGOES SOBRE TiTULOS DE RENDA FIXA

Uma opgéo sobre um titulo é semelhante as opgdes observadas no mercado de
acoes exceto pelo fato de o ativo ser um titulo com vencimento pré-definido, ou
seja, uma opgao sobre um titulo deve vencer em uma data T, que seja menor
que o vencimento T, deste titulo de renda fixa, objeto da opg&o. As opgdes

podem ser tanto européias como americanas.



2.7.3 OPGOES DE IDI

As opgdes de IDI sdo opgdes de compra e venda de taxas de juros negociadas
na BM&F e s&do as opgdes mais liquidas atualmente no mercado brasileiro de
renda fixa. Essa opgdes possuem certas peculiaridades que a diferenciam das

opg¢des de taxas de juros encontradas nos mercados internacionais.

O objeto da opgédo é o indice de Taxa Média de Depésitos Interfinanceiros de
Um Dia, também conhecido como IDI, cujo valor inicial era de 100.000 no dia
03/01/2000, e é ajustado conforme a formula:

IDI, = IDI, +1)

L2
*Hm
onde:

IDI, é o valor do IDI na data t
IDI,_, é o valor do IDI na data t-1
i, € ataxa média de Depésitos Interfinanceiros de um dia, também conhecido

como CDI, referente ao dia anterior, calculada pela Cetip e expressa em

percentual ao dia (taxa efetiva ao dia).

Logo no vencimento da opgéo na data T, o valor do IDI serd o equivalente ao
valor do IDI na data de inicio da operagéo, acrescidos dos valores diarios do CDI
até a data T-1.

T-1
CDI,ds

IDI, = IDI,.e

Como essas opgdes sdo as Unicas que apresentam uma série histoérica
consideravel no mercado brasileiro de opgdes, elas serdo utilizadas para a
calibragéo dos modelos implementados. Essa série histérica, porém, deixa muito
a desejar quando comparadas com as séries de opg¢des de juros no mercado

americano. Geralmente os negocios sdo concentrados em um Unico vencimento



e com poucas séries (strikes) negociadas. Existem periodos de tempo em que
0s negocios foram muito pequenos inviabilizando a utilizagdo desses periodos
para calibragéo. Outro problema para uma boa calibragdo decorre do fato de os
pregos obtidos em um determinado dia podem ter sido obtidos em horéarios
diferentes, e conseqlientemente com curvas de juros distintas, em fungéo da alta
volatilidade dentro de um mesmo dia (intra-day) no mercado brasileiro de juros.
Como néo possuimos os valores das curvas de juros no momento em que essas
opg¢des foram negociadas, utilizaremos a curva de fechamento do dia. Todos
esses fatores nos levam a tomar muito cuidado na utilizagédo indiscriminada de
todos os valores da série histérica na calibragdo. Por ser preferivel ndo utilizar
um dado ruim, realizaremos alguns processos de filtragem nos dados obtidos
com as opgoes de IDI fornecidas pela BM&F obtendo menos resultados, porém,
mais confiaveis.



CAPITULO 3 —- MODELOS DE TAXAS DE JUROS DE UM FATOR

3.1 INTRODUGAO

No capitulo anterior, assumiu-se que as taxas de juros sdo constantes ou uma
funcdo conhecida em relagédo ao tempo. Na prética, porém, este comportamento
na@o € necessariamente observado, o que exige uma modelagem mais complexa

para o comportamento das taxas de juros em fungédo do tempo (“spot rates”).

Assumindo que ndo conseguimos realmente prever o valor das taxas de juros no
futuro, & natural que modelemos isto através de um modelo probabilistico. Neste
capitulo seréo apresentados modelos de taxas de juros que utilizam uma Unica
fonte de incerteza, a taxa de juros de curto prazo. Mudangas nas taxas de juros
de todas as demais maturidades entéo, ocorrerdo em fungdo de mudancas

nesta taxa de curto prazo.

Esta taxa de juros de curto prazo que sera modelada, porém, é uma quantidade
sem um conceito claramente definido, devendo ser entendida como a taxa de
um titulo de maturidade infinitesimal. Na pratica, porém, deve-se utilizar esta
quantidade como uma taxa de juros de um titulo com liquidez de curto prazo.
Apesar de titulos com um dia de prazo existirem, eles dificilmente podem servir
como um guia para o comportamento das demais taxas de juros. Isso ocorre do
fato de esta taxa geralmente ser definida por autoridades monetarias e nao
pelas leis de oferta e demanda de mercado, n&o tendo influéncia significativa na
dindmica das taxas de juros ao longo da curva. No caso brasileiro, por exemplo,
variagbes da taxa CDI de um dia raramente explicam variagdes ocorridas nas
taxas pré-fixadas ao longo da curva de juros. Nos modelos aplicados nos
mercados internacionais, costuma-se utilizar como taxas de curto prazo as taxas
de um més como a Libor, Eurodolar ou a taxa de um titulo do Tesouro norte-

americano de curto prazo.



3.2 AEQUAGAO DE APREGAMENTO' DE TiTULOS DE DESCONTO

Quando as taxas de juros sdo estocasticas, um titulo de desconto tera seu prego

definido na forma V(r,,t,T). Apesar de muitos agentes de mercado utilizarem

um certa probabilidade prépria P para apregar os titulos de renda fixa, existe

uma medida de probabilidade ajustada ao risco Q, para a qual a taxa de juros r,

segue um processo Markoviano do tipo:
dr, = u(t,r)dt +w(t,r)dw, (3.1)

onde os valores u(r,t) e w(r,t) determinam o comportamento da taxa de juros de
curto prazo r. A interpretacdo e a andlise na escolha destas funcdes serdo
detalhadas nos préximos tépicos. Entéo, os valores de mercado dos titulos com

desconto séo iguais a:

(3.2)

Utilizaremos a equag&o anterior para derivar uma equagdo parcial diferencial
para o preco de um titulo usando argumentos similares a aqueles usados na
derivagdo da equagdo de Black-Scholes. No apregamento de titulos, porém,
existe um problema que o torna mais dificil que o apregamento de uma opgso,
uma vez que nao um existe um ativo a ser com a utilizagdo de um derivativo. O
ativo em questdo o titulo de renda fixa é um derivativo de nossa variavel

independente r. A Unica forma de construirmos uma carteira livre de risco é

' Os leitores podem estar mais familiarizados com a palavra precificagdo, mas como essa
palavra néo foi encontrada em dicionarios da lingua portuguesa, utilizaremos os derivados da
palavra apregar.



‘hedgeando” um titulo com outro titulo de vencimento diferente. Dado isso,
temos a seguinte proposigao:

Proposicéo: hedqging

Dados dois titulos de desconto com maturidades T, e T, e pregos
correspondentes V, =V({,T;) e V,=V(t,T,), uma carteira com uma posicdo

comprada de um titulo V; e uma posig&o vendida em -A de V,:

M=V, - AV,

estara “hedgeada” somente se os pregos dos titulos V respeitarem a seguinte
equagéo diferencial:

2
ﬂjt.lwzg_k(u_kw).a_v_rV:O (33)
ot 2 or or

Prova:

A variagao infinitesimal desta carteira, aplicando-se o Lema de Itd é dada por

2 2
art=Yar 4+ Vg 1,20 \édt—A(%dH%dlez%dt) (3.4)
ot or 2 or ot or 2 or
Agrupando-se os termos em dt e dr
2 2 :
de(a_V'_Fiwza_\g_Agv_z.FAlwza\Zz)dt—}-(a—v1+Aa—v2)dl' (35)
oo 2 or ot 2 or or or

Escolhendo-se



v
__or
A= a_vz (3.6)
or

Elimina-se o termo incerto, uma vez que torna o coeficiente dr igual a zero.
Substituindo-se na equagao (3.5) temos entdo

V4
dIl = %+1W262\/1_ or aV‘°‘+—1—W262V2 dt (3.7)
ot 2 or* |9V, (ot 27 or? |

or

Utilizando-se principios de nédo-arbitragem, o retorno da carteira deve ser igual
ao retorno de um ativo livre de risco, que neste caso é justamente a taxa de
juros de curto prazo

A2

dTl = rTldt = r| V, | 2L |V, |at (3.8)
oV,

or

Igualando-se os termos de (3.7) e (3.8) e agrupando termos de V, e V, obtemos

oV, oV,
ovy 1 , 82\/1 or |[0V. [ 1 5 azvz or
—Lt - +—w dt=r|V,- V, |dt
ot 2 ot [V, |\at 2 or? oV, |2

or a—r

2 2
avyy +1w26\£‘—r\/1 v, +1w28\£2 -1V,
ot 2 or — ot 2 or (3 9)
3V, av, '

o or




Esta equacgéo apresenta duas variaveis porém podemos perceber que a fungéo

do lado esquerdo depende exclusivamente de T, enquanto que a fungdo do lado
direito depende exclusivamente de T,. A Unica maneira de isto ser possivel é o

caso onde ambos os lados sé@o independentes da data de vencimento. Temos
entdo um caso geral

2
i r =g(r,t) (3.10)
71
or

para uma fungéo g(r,f). Definindo esta fungdo como
g(r,t)y =w(r,t)A(r,t)—u(r,t) (3.11)

para uma dada fungéo u(r,f) e uma fungéo diferente de zero w(r,t) isto é sempre
possivel. A fungéo A(r,t) € conhecida como o prémio de risco de mercado e sera

analisada em detalhes no préximo sub item.

Substituindo na equacéo (3.10) temos

2
2\£+1w2%+(u—7xw)ﬂ—rV:O
o0 2 or or

que € a equagéo de apregamento um titulo V, mostrada em (3.3).

Para acharmos uma solugéo Unica para a equagdo acima (3.3) precisamos
impor uma condigéo final e duas condicdes de contorno. A condigdo final
corresponde ao payoff do titulo no vencimento e que para um titulo de desconto
V(r,tT) € igual a 1. As condigdes de contorno dependem das caracteristicas das



fungdes u(rt) e w(rt) e serdo discutidas quando discutirmos as especificidades
dos modelo de taxas de juros de um fator.

3.3 O PREMIO DE RISCO DE MERCADO E O AJUSTE AO RISCO

Analisaremos agora o sentido econémico da fungéo A(r,t). Assuma que um
investidor possua uma posigdo comprada em um titulo de desconto com
vencimento 7. Em um determinado periodo de tempo df, este titulo muda de

valor segundo a equagao estocastica

2
v, =| Y 102 Y Y e w Y g (3.12)
ot 2 or or or

Da equagé&o (3.10) temos que o termo em dt pode ser reescrito como

2
A LA LA LAy (3.13)
o0 2 or or or

e substituindo em (3.12)

% —rVvdt = wﬂ
ot or

(dW, +Adt) (3.14)

A presenca do termo browniano dW evidencia que esta posigdo em um titulo de
desconto com vencimento T ndo é um investimento livre de risco. O termo
deterministico no lado direito da equagdo pode entdo ser interpretado como o
retorno em excesso acima da taxa livre de risco necessario para se assumir um
certo nivel de risco, ou seja, o investidor ao correr um risco superior tem seu
investimento com retorno aumentado em Adt, proporcional ao aumento de dW.

Esta € a razao da fungéo A ser conhecida como prémio de risco do mercado.



3.4 MODELOS AFIM DE UM FATOR COMO SOLUGAO DA EQUAGAO DE
APRECAMENTO.

Um modelo afim de taxas de juros possui a propriedade de que os seus fatores
de desconto, ou equivalentemente titulos de desconto com principal igual a 1,
séo fungbes exponenciais de um processo de difus3o.

No caso de um processo com uma variavel aleatéria os titulos de desconto de
um modelo afim séo escritos na forma

A(tT )—r{B(t,T)

V, =V(r,t.T=e (3.15)

Para mostrarmos que a equagéo acima é solugdo da equagéo de apregamento

(3.3), primeiramente calculemos as seguintes derivadas de (3.15)

ov (GA 0B r)eA"B

ot \ot ot
ﬂ — _BeA—rB
or

az_v — BZeA—I‘B
or?

e substituindo na equacéo (3.10) obtemos

——r—+-—w?B*—(u-Aw)B-r=0 (3.16)

com A e Bfungbes de te T e ue wfungdes de re t. Derivando (3.16) em relagéo
ar



oB 1 0 0
—+—-B*=(w?)-B=(u-\w)-1=0
ot 2 ar( ) ar( )

e derivando novamente em relagéo a r e dividindo por B obtemos

1,0% , ,\ &2
EB'ar—Z(W )—W(U—KW):O

onde apenas B é fungdo de T. Logo temos

Il
o

62
7= ")

2

com as fungbes w e u-Aw podendo assumir, por exemplo, as formas

w(r,t) = Ja(t)r + () (3.17)

u(r,t)—A(r,t)w(r,t)=0(t)—a(t)r (3.18)

Estas relagbes foram escolhidas de maneira que, variando-se os parametros a,
B, 6 e a, obteremos diferentes modelos para o aprecamento dos titulos de

desconto através da equacgéo afim (3.15).
Substituindo agora as relagdes (3.17) e (3.18) na equagéo (3.16) obtemos

0A oB 1 1
——r—+—o(t)rB* +=PB(t)B> - 0(t\B+ a(t)yrB-r =0
py py 2“() +25() (t) (t)

e separando os termos em r obtemos as seguintes equagdes para A e B:



0A _ _1 2

5= o(t)B > B(t)B (3.19)
B 1 .

> _Ea(t)B +a(t)B-1 (3.20)

A fim de satisfazer a condig&o final de V(r,T,T) = 1 precisamos ter que A(T,T) = 0
e B(T,T) = 0.

A seguir especificaremos os principais modelos afim de um fator com diferentes

solugdes para as equagbes acima.

3.5 MODELO DE VASICEK

O modelo de Vasicek apresenta as formas apresentadas em (3.17) e (3.18)
sendo oo = 0, B > 0 e os demais parametros independentes do tempo.

Substituindo os parametros em (3.13) temos
dr = (0 —ar)dt + B"2dX (3.21)

e podemos observar que este modelo possui a caracteristica de reverséo a

média através do componente a, para um nivel médio %, 0 que é uma boa

propriedade, mas as taxas de juros ainda podem ser negativas o que ndo é
desejavel em um modelo de taxas de juros, pois taxas de juros negativas nio

possuem um significado econdmico’.

A formula de apregamento de um titulo de desconto neste modelo é igual a

!'Com excegdes a algumas situagdes patolégicas como na Suiga na década de 60, e os juros proximos a zero no Japéo.



V(r, t, T): eA(t,T)—rB(l,T)

e obtemos os valores de A e B substituindo os parametros de (3.21) nas
equacgdes (3.19) e (3.30):

B(t,T)=1(1-e-a<T-'>) (3.22)
Y
1 _ _Ag)|_BB@TY
A(t,T)_az(B(t,T) T+t)[ea 2;3) > (3.23)

3.6 MODELO DE HO & LEE

No modelo de Ho & Lee temos que oo =a =0, B > 0 e constante e © é uma

func&o do tempo

dr = 0(t)dt + B"2dX (3.24)

como a volatilidade é constante podemos reescrever o modelo assumindo como

o 0 valor da volatilidade

dr = 6(t)dt + cdX (3.25)

Este foi o primeiro modelo de nao-arbitragem para a curva de juros, o que
significa que a fungéo 6(1) calibra 0 modelo de maneira que os pregos para as
taxas de desconto do modelo sdo exatamente iguais aos de mercado, (“yield
curve fitting”). Entre as suas desvantagens estdo os fatos de n&o existir a

reverséo a média e as taxas de juros poderem ir facilmente abaixo de zero.



A fung@o 6 (f) responsavel pela entrada dos precos exatos de mercado na

calibragéo de pregos é definida neste modelo como

dF(O T)

0t ——="2 152 (3.26)

Neste modelo a solugéo para a equagéo de aprecamento dos titulos (3.3) e
V(r,t,T)= e B0 (3.27)
onde das equagdes (3.19) e (3.26) temos que

v(,T) 1

=log——2"2 7oy +H(T=tF(O.) 2o (T -1’ (3.28)

3.7 MODELO DE HULL & WHITE

Também conhecido como modelo Vasicek estendido, o modelo de Hull & White

incorpora ao modelo de Vasicek um parametro dependente do tempo.
=(0(t)—ar)dt + cdX

com a fungdo 6(f) sendo determinada a partir da curva de juros inicial e a um

componente de velocidade de reversdo a média da taxa r, para um nivel médio

%, o qual varia ao longo do tempo. Além da componente de tendéncia, ha uma

componente estocastica de desvio padrdo constante o resultando em uma

volatilidade v(t,T) dos pregos dos titulos de desconto iguais a

V(t,T)= [1 e (T~ ”]



CAPITULO 4: IMPLEMENTAGAO DO MODELO DE UM FATOR DE HULL &
WHITE

4.1 INTRODUGAO

No capitulo anterior foram apresentados modelos de taxas de juros de um fator,
mas apenas com embasamento tedrico. Buscando proporcionar uma
visualizagéo mais clara das aplicagdes praticas de um modelo de taxas de juros,
apresentaremos neste capitulo uma implementagéo pratica proposta por John
Hull e Alan White através da construgdo de arvores trinomiais. llustraremos
como a construgao da arvore é realizada e como o processo de reversio a
média e a curva de mercado sdo incorporados na implementagdo, em um
processo realizado em dois estagios. Mostraremos também como as opcgoes de
IDI poderédo ser apregadas através do modelo e como a calibracdo dos

parametros foi realizada, utilizando-se os dados passados.

4.2 ARVORES DE TAXAS DE JUROS

Uma arvore de taxa de juros é uma representagdo discreta do processo
estocastico para a taxa de juros de curto prazo ao longo do tempo, utilizando-se

um intervalo At para cada periodo de tempo na construgéo da arvore.

Para a modelagem do comportamento de taxas de juros, torna-se mais
conveniente a utilizagdo de uma arvore trinomial ao invés de uma binomial. A
maior vantagem da utilizagdo da arvore trinomial decorre do fato da existéncia
de um grau extra de liberdade, tornando mais faceis as representacées de
caracteristicas especificas das taxas de juros como a reversdo a média.



Hull e White propuseram variagbes as configuragdes tradicionais de
representagédo da arvore trinomial. Além da representagcdo mais comum "1
subida / mesmo nivel / 1 descida", podem ser utilizadas também as
representagdes "2 subidas / 1 subida / mesmo nivel" e "mesmo nivel / 1 descida
/ 2 descidas" quando a taxa de juros se encontra em um nivel muito baixo ou
muito alto, facilitando a incorporagéo da reversdo a média na construgao da
arvore trinomial, como mostrado abaixo.

(@) (b) ()

Figura 4.1: possiveis representagées para a construg&o da arvore trinomial.

4.3CONSTRUGAO DA ARVORE PARA O MODELO DE HULL & WHITE

Em um artigo publicado em 1994, John Hull e Alan White apresentaram um
procedimento robusto de dois estagios para construgdo de arvores trinomiais
para representar modelos de taxas de juros de um fator. A seguir
implementaremos este procedimento para a calibragdo do modelo Hull & White
de um fator e analisaremos os resultados praticos obtidos.

4.3.1 PRIMEIRO ESTAGIO

Como visto no capitulo anterior, o modelo de Hull & White sugere que o

comportamento das taxas de juros segue o seguinte processo:



dr =(6(t)-ar)dt +cdz 4.1)

onde a e ¢ sdo constantes e a fungéo 0 (f) determinada a partir da estrutura a

termo inicial, segundo a formula:

o(t) = %(O,t)+aF(O,t)+;—;(1-e_zat ) (4.2)

Conforme a especificagdo de 6(f) acima, o modelo projeta que a taxa de curto
prazo possui uma tendéncia igual a inclinagédo da curva de juros a termo inicial, e
sempre que a taxa de curto prazo desviar da taxa de juros inicialmente projetada
pela curva a termo, a taxa de curto prazo tendera a reverter-se a taxa a termo
projetada inicialmente com velocidade “a”.

O primeira estagio da construgéo da arvore trinomial & definirmos uma variavel
auxiliar r*, de valor inicial igual a 0 e distribuicdo normal, a qual segue um
processo estocastico similar ao de r, mas cujo nivel médio de reversdo é 0 ao
invés de 0(1):

dr* =-ar* dt + cdz (4.3)

Como o processo de r* é simétrico ao redor de 0, o objetivo inicial é a
construgao de uma arvore auxiliar mais simples para r*, com os nés igualmente
espagados, e posteriormente altera-la para a varidvel r, através do ajuste da
arvore auxiliar segundo a condigéo inicial da curva de juros. Dizemos que o

processo r* define a espinha dorsal da arvore

Temos ainda para este processo que o valor esperado de r*(t+At)—r*(t) é

igual a —ar * At e sua variancia o?At.



Para efeitos de minimizagéo de erros de construgdo da arvore, Hull e White
mostram que uma boa escolha para o espagamento entre as taxas de juros na
arvore de juros é

Ar = c+J3At

Esta relagéo origina-se do fato de que, em cada no, a curtose da distribuicédo
também & igual a distribuicdo Gaussiana e igual a 3. Como nomenclatura,
estabelece-se que o né (i, j) corresponde ao n6 onde t=iAt e r*=jAr.
Também define-se um valor maximo j,.,. para j, a partir do qual a ramificagéo de
arvore seguinte se altera para um tipo "mesmo nivel / 1 descida / 2 descidas" ao
invés de "1 subida / mesmo nivel / 1 descida". Da mesma forma, define-se valor
minimo j.;, para j, a partir do qual a ramificagdo de arvore seguinte se altera
para um tipo "2 subidas / 1 subida / mesmo nivel" ao invés de "1 subida / mesmo

nivel / 1 descida".

Hull e White também demonstram que, para que as probabilidades de cada um
dos trés ramos que partem de cada né tenham probabilidades positivas, e para

que o calculo computacional seja o mais eficiente possivel, j .. deve ser o

menor inteiro maior que 0,184 /(aAt)e j .. =—j ...

Define-se agora, as probabilidades em que cada um dos trés ramos parte de
cada n6 como p,, p,,e p, € sdo escolhidas de forma a serem consistentes com
a esperanga e a volatilidade da variagdo Ar *ao longo do préximo periodo At .

Com a terceira condicdo de que a soma das trés probabilidades é igual a 1,
chega-se a um sistema de 3 equagdes a 3 incognitas.

Para a ramificagdo do tipo "1 subida / mesmo nivel / 1 descida", o sistema de

equacoes é:



P,Ar — pyAr = —ajAr At
P,Ar? + p,Ar® = G*At + a* j2Ar?At?

Pu+ Pt Py =1

Utilizando Ar? = 3c%At, a solugao do sistema acima é:

2 ;2 042 :
pu=1+ajAt —ajAt
6 2

2 2 ;2 2
=Z_a%j%At
Pm=3-2"]

p _1+a2j2At2 +ajAt
) 2

Da maneira analoga temos que as solugdes do sistema para as ramificagdes do

tipo "mesmo nivel / 1 descida / 2 descidas":

_7, a’ j?At? — 3ajAt
6 2

Py
P = —% —a’j’At? + 2ajAt

7, = 1 +a2 JPA? —ajAt
76 2

e para o n6 "2 subidas / 1 subida / mesmo nivel":



1 a%j?At? + ajAt

pu = —t— -

6 2

P, = —% —a’j?At? - 2ajAt

7 N a’j?At? + 3ajAt
2

Py

4.3.2 SEGUNDO ESTAGIO
O segundo estagio da construgéo da arvore é a converséo da arvore de r* para
a arvore de r, isto ¢, a incorporagédo de desvios a estrutura principal da arvore.
Isto pode ser obtido através de deslocamentos dos nos de tal forma que a nova
arvore seja compativel com a curva de juros inicial, ou seja, introduz-se os
pregos de mercado ao modelo.
Definindo-se os deslocamentos de cada né como:

oft)=r(t)—r*(t)
temos que,

do: = [6(t)— aa(t)] ot

cuja solugéo é
t
oft)=e™ [r(O) + | ea"e(q)dq}
0

Substituindo-se a expressao de 6(f)dada em (4.2) chega-se em



02 -at \2
a(t)=F(0,t)+E(1—e ) (4.4)

de onde podemos criar uma arvore para r no tempo iAt a partir da arvore

auxiliar de r* somando-se o(iAt), mantendo-se as mesmas probabilidades.

No entanto, essa solugéo nédo é exatamente consistente com a curva de taxa de
juros observada no mercado, uma vez que utiliza-se o's de tempos continuos
em um modelo de tempos discretos. Hull e White apresentam um procedimento
iterativo para a determinagdo do o's. Para isso, define-se Q; como o valor

presente de um titulo que paga $1 se o no (i,j) é atingido e $0 se qualquer outro
né é atingido.

Partindo de Q,, =1, uma vez que todos Qi; foram determinados parai<m
(m>=0), determinamos an de tal forma que a &rvore aprece um titulo de
desconto com vencimento em (m+1)At, cujo preco podemos calcular da curva
de juros inicial de mercado. A taxa de juros no né (m,j) é o, + JAr, de modo que

0 prego do titulo com vencimento apds At é

nm
[~(am+jAR)At]
vm+1 = Z Qm,je om

]==Np,
Onde nn, é o nimero de nés ao redor do nd central em mat.

A solugéo para esta equagéo é

Ny,

log >’ Q, e -logP,.,

o = Y )

" At




Conhecendo-se o, , podemos determinar Q; para i =m+1 da seguinte forma:

Quary = D, Quq(k, et (omkaRI
k

Onde q(k,j) é a probabilidade de ir do né (m,k) para o né (m+1,)).

4.4 APRECAMENTO DE DERIVATIVO DE TAXA DE JUROS

Para o caso especifico do mercado de juros brasileiro, o0 modelo pode ser usado
para aprecar as opgOes de IDI, tanto de compra quanto de venda. Este modelo,
porém, também pode ser usado para aprecar outros tipos de derivativos que nao
possuam estruturas de volatilidade muito complexas, como opgdes sobre titulos

de renda fixa.

O procedimento a ser adotado é determinar a proje¢do dos pagamentos do
derivativo no seu vencimento para cada possibilidade ou ramificagdo apontada
pela arvore trinomial, ou seja, em cada ramificag&o teremos os seguintes valores
de Arrow-Debrew para o caso de uma opgéo de compra de IDI:

0)

c!?

Pr; =max(IDI; ; - K
onde:

.
rgds

IDI;.; = IDle" & o valor do ativo (no caso o ID/) em cada ramificagdo j no

vencimento da opgéo T;

K, € o valor do prego de exercicio da opgéo de compra.

Para uma opgéo de venda temos que



P/ =max(K, - IDI.,0)

Logo, o valor da opgéo de IDI é simplesmente o valor presente das somas
desses valores P, multiplicados pelas respectivas probabilidades da

ramificagéo:

lmaxT

IDI Z PT} QT;

"/mlnr

4.5 CALIBRAGAO DO MODELO

Uma vez construido a arvore trinomial a partir de uma estimativa inicial de a e o
constantes, podemos melhorar os valores desses parametros de modo que o
modelo de juros tenha um melhor ajuste as condigbes de mercado. Podemos
estabelecer como medida de imprecisdo de ajuste o residuo de minimos

quadrados ponderado pelo nimero de contratos negociados:

Z'I':{{(PM PT)} CN’}

i

n

YCN,

i

Onde PM é o preco de mercado do derivativo, PT é o preco teérico do derivativo
calculado pelo modelo, CN é o nimero de contrato negociados do derivativo no
dia em questdo e n é o numero de instrumentos derivativos de mercado
(instrumentos de calibragéo) com caracteristicas semelhantes ao instrumento

derivativo que desejamos apregar.



Com isso buscamos estimar os pardmetros a e ¢ de maneira a minimizarmos a

fungéo "residuo” descrita acima.

No mercado brasileiro, porém, o volume de opgbes de renda fixa, no caso do
IDI, é bastante reduzido se comparado aos mercados mais desenvolvidos.
Poucas series de opgbes s@o negociadas e geralmente com apenas uma ou
duas datas de vencimento. Em funcéo disso, existem ao longo do tempo pouca
informagéo histérica o que dificulta uma calibragéo precisa dos modelos de
renda fixa. Existe um problema também, ocasionado pelo fato os pregos
historicos de fechamento fornecidos pela BM&F, terem sido negociados em
horarios diferentes, e que apesar de serem no mesmo dia, geram distorgdes,

dada a alta volatilidade intra-day do mercado brasileiro.

Os resultados seguintes buscam mostrar a calibragdo do modelo de um fator de
Hull & White para os dias que houveram condigbes suficientes para tal, desde
margo de 2001.



Calibragdo do Modelo de 1 fator Hull-White
valores obtidos para o parametro a
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Figura 4.1: Valores histéricos para a calibragdo do parametro “a”

Observando-se o grafico do parametro a, percebe-se que os valores variam
bastante ao longo do tempo indicando as perspectivas do mercado quanto a
velocidade de reversao a média das taxas de juros corrente. Podemos perceber
que o valor de a variou de quase zero, ou seja, nenhuma reversao a média até
3,864, com uma média de 0,9698 dos valores obtidos.



Calibracé@o do Modelo de 1 fator Hull-White
valores obtidos para o parametro sigma
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Figura 4.2: Valores historicos para a calibragéo do parametro o

Quanto aos valores obtidos para a volatilidade da taxa de curto prazo também
podemos observar fortes variagdes nos seus valores, com volatilidades altas nos
periodos de junho e julho o que pode ser explicado pelo fato de ter havido
aumentos de taxas de juros de curto prazo no periodo juntamente com forte
inclinagdo da curva de juros para todos os prazos. O valor médio obtido foi de
0,10931.

Para uma andlise de sensibilidade do prego das opgdes a variagbes dos
parametros vemos que pela figura (4.3), como a opg&o é um seguro contra risco,

quanto maior a volatilidade (sigma), maior o prémio da opgéo de compra.
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Figura 4.3: Variag&o do prémio de uma opg&o de compra de IDI para valores diferentes
de volatilidade

Quanto a figura (4.4) a seguir, podemos observar que quanto maior o parametro
a, maior a reverséo a media e conseqiientemente menos sera a oscilagdo
esperada do prego do IDI. Assim sendo, o efeito de a deve ser o oposto do efeito

da volatilidade sigma: quanto maior o a, menor o prémio da opgéo de compra.
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Figura 4.4: Variagéo do prémio de uma opgdo de compra de IDI para valores diferentes

do parédmetro de reversédo a média “a”.



CAPITULO 5 - MODELOS MULTIFATORIAIS DE TAXAS DE JUROS

5.1 INTRODUGAO

Os modelos de taxas de juros apresentados no capitulo 2 podem ser boas
ferramentas para o apregamento de derivativos e titulos que exigem apenas um
grau de liberdade, mas eles ndo capturam movimentos mais complexos da curva
de juros. Basicamente, modelos que utilizam apenas a taxa de juros de curto
prazo como fator estocastico podem ser bons instrumentos na modelagem da
inclinagédo da curva de juros, mas ndo possuem a capacidade de modelar os
diferentes movimentos que ocorrem diferentemente para prazos distintos ao
longo de toda a estrutura a termo de juros. Logo, para se aprecar produtos mais
sofisticados ou mesmo posigdes relativas em diferentes prazos que dependam
de variaveis além do nivel da curva de juros corrente, é de extrema importancia
utilizar-se um segundo fator estocastico. Este principio pode em teoria, ser
aplicado para varios outros fatores, dependendo do grau de sofisticagéo,
robustez e complexidade que se deseja obter. Deve-se sempre ponderar,
porém, se o acréscimo de novos fatores ao modelo obtera melhoras no
resultado final que compensem a maior dificuldade de programagdo e

implementagao que surgirdo com esses novos fatores.

Neste capitulo serdo introduzidos a teoria necessaria para a andlise de modelos
de taxas de juros multifatores e uma analise detalhada do modelo de dois
fatores de Hull & White que possui como vantagens solu¢des fechadas para o
aprecamento de titulos de desconto a algumas opg¢des assim como um bom

nivel de flexibilidade na modelagem da dinamica da curva de juros.



5.2 A EQUAGAO DE APREGAMENTO DE TiTULOS DE DESCONTO PARA N
FATORES

Para se chegar na equacéo de apregamento de um titulo de desconto com
varios fatores podendo afetar a composigdo de seu preco, assumiremos um
titulo de desconto de prego V(x,t,T) no instante t e vencimento em T, com x
sendo um vetor n-dimensional

X = (X3 X5 Xz50009 X)) (5.1)
das variaveis de estado que parametrizam o modelo econémico.
Cada fator segue a equacgéo diferencial estocastica

dx; = u,dt + w,dW, (5.2)
onde os processos de Wiener {W,},_  estdo correlacionados de acordo com

Cov (dW,,dW;) = p,at

Aplicando-se o lema de Itd para n dimensdes, temos que a variagéo infinitesimal

do prego deste titulo ao longo do tempo pode ser descrito como

oV =9V 1y 0V
dV =—dt + —aXx, +— ax.dx; 53
a3 X135 W oaa, 69

Substituindo-se agora a equacgéo (5.2) na equagéo acima obtemos



oV )% 1% oV
dV=Edt+Z (udt+de)+2Z; udt+W.»dW,~)(U,~dt+W,-dW,-)

dt Z—udt+Z—de 222 a2v -wwp,dt

e novamente pelo principio de ndo arbitragem, temos que o retorno do titulo

deve ser igual ao retorno de um ativo livre de risco

dV =rvadt

o que elimina o termo em dW,, resultando em

v, oV
o u, _Zzaxa ww,p, —rV =0 (5.4)

=1 j=t
que é a equacgéao geral de apregamento para um titulo de desconto com n fatores
de risco.
5.3 O MODELO DE DOIS FATORES DE HULL & WHITE.

O modelo de Hull & White de dois fatores se apresenta na forma

{dr=(e(t)+u—ar)dt+01dW1 (5.5)

du = —budt +o ,dW,

Observe que o parametro u tem um valor inicial igual a zero, é estocastico, e
segue um processo que descreve as perturbagdes de longo prazo na taxa de

curto prazo r.



Como no modelo de Hull & White de um fator, o parametro 0(t)é obtido de

maneira que o modelo se torne consistente com a estrutura a termo inicial. A
variavel estocastica u € um componente de reverséo da taxa r, com ele préoprio
revertendo para um valor igual a zero a uma velocidade b. Os demais

parametros a, b, o, e o, sdo constantes e dW, e dW,s&o processos de Wiener

com correlagéo instantanea p,, .

Em fungdo do segundo fator u, este modelo gera movimentos mais
diversificados para a curva de juros assim como possibilidades mais
abrangentes para as estruturas de volatilidade.

Ele também se caracteriza por sua classificagdo como um modelo afim, onde

podemos obter solugdes explicitas para titulos de desconto e para opgdes sobre
estes titulos.

5.3.1 0 APREGAMENTO DOS TiTULOS DE DESCONTO
Substituindo-se os parametros do Modelo de Hull & White de dois fatores na

formula geral (5.4) obtemos a seguinte equagdo de apregamento de titulos de
desconto

1 262V 1 ZBZV 0%V
41529V 1520V 66,2V _rv=0 (57
ou 201 a2 1202 5,2 TP OG5, (30)

Mostraremos a seguir que, pelo fato deste modelo ser um modelo afim, a fungéo

V(tT) = QAT )-B(LT)r-C(tT)u (5.8)



é solugdo da equagdo (5.7), para determinados valores das fungdes Af(t, 7),
B(t,T) e C(t,T).

Derivando-se a equagéo (5.8) temos que

av_(aA 6B oC )v

ot \ot ot ot
ﬂ — _BeA—Br—Cu — _BP
or
VN _ _cv
ou
2
9V _ gy
or
2
% = CW
ou
2
oV _Beov
orou

e substituindo-se na equacgao (5.7) obtemos

%—e(t)8+101232+1022C2+pcs1czBC + —§+aB—1 r+
ot 2 2 ot

- ) N v
v —V

I II

+(-§-B+bcju=o
~ at J

I

Resolvendo-se as equacdes II e III com as condiges de contorno

B(T,T)=0e C(T,T)=0



resulta em

B(1,T)= %(1 —e7)

Ot T)= -y — a1 oo
ab a(b-a) b(b-a)

Por substituigéo direta, a solugéo para a equacéo I para A e 0 que satisfaz as
condi¢des de contorno A(t, T)= A(0,T) quando =0 e A(T,T)=0 é

V(0,T)
V(0,t)

A(t,T)=log +B(LT)F(0,t)+$(0,t)B(t,T) + I¢(o,r ot — Iq) @, Tk,

o(t)= %+3F(O,t)+¢(0,t)+ ap(0,t)

onde F(t,T) é a taxa a termo instantanea para o tempo T, observada no tempo ¢

e

¢(t,T)=%ch(t,T)2 +%G§C(t,7—)2 +p,00,BETICHT)

0 que resulta em

V(O,T)+B

A(t, T)=log V.0)

(t, T)F(O,t)—n

onde



e—(a+b)T I:e(a+b)t _1] ) e—zar(ezal _1)

YT T @rb)a-b)  2a@a-b)
1 1 1 t e _gam
=—|y,+C(t,T)-C(0,T)+=B(t,T¥ ——B(O, T +—- ¢ |
V2 ab[v1+ (t,T)-C( )+2 (t.T) 2( )+a -z }
e—a(a+b)t _ 1 e—Zal _1
Y3 =— + ’
(a-b)a+b) 2a(a-b)
1 1 t e -1
74=£[73—C(O,t)—-2—8(0,t)2+g+ — }
171 1
Ys :E[EC(LT)Z —EC(O,T)” +y2},



CAPITULO 6 - IMPLEMENTAGCAO PRATICA DO MODELO DE DOIS
FATORES DE HULL & WHITE

6.1 INTRODUGAO

Com o embasamento tedrico dos modelos de taxas de juros multifatoriais
descrito no capitulo anterior, introduziremos a implementagdo pratica do modelo
de Hull& White de dois fatores para o mercado de taxas de juros brasileiro. O
procedimento como sera descrito mais detalhadamente a seguir, utiliza muito
dos conceitos da arvore trinomial do modelo Hull & White de um fator, mas com
uma implementagdo mais complexa tanto do ponto de vista de programacao

quanto da calibragéo.

O primeiro passo a ser seguido é eliminar a dependéncia entre os fatores
através de uma simples transformagéo, buscando-se facilitar a construcéo de
uma arvore trinomial para cada fator. Em seguida, basicamente os passos
serdo: a construgéo de uma arvore para cada fator, a introdugdo da curva de

mercado 0(t), a combinagéo das arvores em uma Unica arvore tridimensional e
a calibragao dos cinco parametros a, b, ,, 5, e p do modelo aos precos de

mercado.

Obtidos bons valores para os cinco parametros do modelo poderemos entéo,
além de apregar opgdes de IDI para todos as maturidades e pregos de exercicio,
obter uma estrutura a termo de volatiidade das taxas de juros que sera
essencial para a tomada de decisbes nas exposigdes a taxas pré-fixadas ao

longo da curva de juros brasileira.



6.2 ELIMINANDO A DEPENDENCIA ENTRE FATORES

Como mostrado no capitulo anterior, a taxa de juros no modelo de dois fatores
de Hull & White segue o processo estocastico

dr =(0(t)+u-ar)dt +o.,dW, (6.1)

com o componente u de reversdo a média modelado pelo processo

du = —budt +c ,dW, (6.2)

Assumimos também uma correlagéo p,, entre dW, e dW,.

Neste caso, a implementagdo pratica através da construcdo de uma arvore
trinomial ficaria dificultada pela dependéncia entre os dois fatores estocésticos.
A fim de eliminarmos esta dependéncia do segundo fator no primeiro fator
introduziremos a variavel y tal que

u

=r+— 6.3
y=res— (63)

0 que equivale a

wzw_g% (6.4)

e substituindo-se no modelo (6.1) temos

dy—m=(6(t)+u—ar)dl‘+c1dl/\/1



mas como du segue a equagéo (6.2) obtemos entéo
dy = (0 (t)-ay)dt +odz, +bc—2dW2
—-a

e assumindo

O,
b-a

c,dW, =c,dW, + dw, (6.5)

temos agora o seguinte sistema de equagbes estocasticas com fatores

independentes

dy =(8(t)—ay)dt +o ,dW,

du =-budt +c ,dW,

observando-se que

2
2
05=of+[ b"ja) + 20, (6.6)
Cov(dW,,dW,) = (51 +%}dt (6.7)

Cov (dW,,dW,) = (c1p12 +%Jdt (6.8)



[oar i)
P12 T
= =48 (6.9)

pyZ -
O-Y

6.3 CONSTRUGAO DA ARVORE PARA O MODELO DE DOIS FATORES

Com os resultados obtidos no item anterior podemos agora construir uma arvore
trinomial para y e uma arvore trinomial para u com as premissas de 6(f)=0 e
valores iniciais de y e u iguais a zero, seguindo a implementacao sugerida para
o modelo Hull & White de um fator da secdo (4.3). Também utilizando as
premissas da segéo (4.3), construimos uma nova arvore para y ao introduzirmos

os valores de mercado 0(t). Ambas as arvores devem ter o mesmo intervalo de
tempo At, mas podem ter diferentes intervalos Ay e Au e diferentes nimeros
de NOS Jimax — Jmin © Kinax = Kiin -

O passo principal na implementagdo do modelo de dois fatores se constitui na
combinagdo das duas arvores trinomiais resultando em nove ramificagbes
provenientes de cada né. A arvore combinada é uma arvore em trés dimensées:
duas dimensdes de espaco (y e u) e uma dimensao de tempo. Os nés portanto,
possuem trés indices: i para o tempo t = nAt, j para o fator y e k para o fator u. A
arvore tridimensional tera um no inicial (0,0,0) no tempo 0, nove nés no tempo
igual a 1, e se ndo ocorrer reversdo a média, 25 nés no tempo igual a 2, 49 nés
no tempo igual a 3 e assim por diante. O niUmero maximo de nés acontecera
quando ocorrer a reversdo a média em ambos os fatores, onde a partir de

determinado tempo i a arvore terd entao (J,.x = Jimin )X(Kmax — Kmin ) NOS.

A probabilidade associada a cada um das nove ramificagdes resultantes de cada
n6 no tempo anterior € o produto das probabilidades associadas ao movimento
de cada fator, como pode ser visto na tabela abaixo, para o caso de a correlagdo

entre os fatores ser igual a zero.



Movimento de u

queda estavel alta

alta P.9q PuGm P9,

Movimento de y estavel PmGq PmQm PmAy
queda Py9q Pa9m P49,

Tabela 6.1: Probabilidades das ramificagbes resultantes de cada né para movimentos
combinados de y (probabilidades p) e u (probabilidades q)

Para o caso da correlagéo ser diferente de zero analisaremos primeiramente o
caso de a correlagéo ser maior que zero. A geometria da arvore tridimensional é

exatamente a mesma, mas as probabilidades séo ajustadas para:

Movimento de u

queda Estavel alta
alta P.94-€ P.49 -4e P4, +5e
Movimento de y estavel PnQq-4€ Pnd.n +8€ P9, -4€

queda P49, +5€ PyQm -4€ P44, -€

Tabela 6.2: Probabilidades das ramificagbes resultantes de cada né para movimentos
combinados de y (probabilidades p) e u (probabilidades q) com correlagéo positiva.

Note que a soma do ajustes em cada linha e coluna é zero. Como resultado, os
ajustes ndo mudam as médias e desvio padrdes dos movimentos incondicionais

em y e u. Esses ajustes possuem o efeito de induzir uma correlagéo entre y e u

igual a 36e. O valor apropriado de e é portanto é p.

A escolha desse ajuste de probabilidade € motivada pelo fato de, no limite

de At tendendo a zero, as probabilidades tendem a p, =q, :%, Pu=q,=—€

w|N



1 ; - .
Py =Gy :E . Quando a correlagéo é 1 as probabilidades ajustadas sdo, no

limite:
Movimento de u
queda estavel alta
1
alta 0 0 A
Movimento de y estavel 0 3 0
1
queda A 0 0

Tabela 6.3: Probabilidades das ramificagdes resultantes de cada né para movimentos
combinados de y (probabilidades p) e u (probabilidades g) com correlagéo igual 1.

Para correlagbes negativas, o procedimento é equivalente com excegéo de que

; 1 - .
e equivale a 3 p e as probabilidades agora séo:

Movimento de u
queda estavel alta

alta P94 +5e P.9m -4e P.9,-€
Movimento de y estavel  Pn9s-4¢  p,q,+8e  p,q,-4e
queda P94 -€ P4q.,-4e p,q,+5e

Tabela 6.4: Probabilidades das ramificages resultantes de cada nd para movimentos
combinados de y (probabilidades p) e u (probabilidades q) com correlagdo negativa.

Com este procedimento para as correlagées, porém, existe a possibilidade de as

probabilidades se tornarem negativas. Caso isto venha a ocorrer, & necessaria a

. ~ . . ; 1
realizagdo de um novo ajuste. Assim, para qualquer né em que e =£p gerar

probabilidades negativas, utilizaremos um novo valor de e especificamente para
este no, ou seja, o maior valor possivel de e para o qual as probabilidades n&o

séo negativas. Apesar de este procedimento induzir um ligeiro viés nas



correlagbes, este viés desaparece a medida que, no limite, Attende a zero.

Como resultado, esse procedimento de ajuste converge.

Outro procedimento a ser acrescentado é a limitagdo de um valor minimo para
as taxas forward de modo que elas ndo se tornem negativas. Apesar de essa
situagédo ser um caso muito raro de ocorrer, geralmente quando temos
volatilidades muito altas juntas e/ou muitos passos na construgcdo da arvore,
adota-se um procedimento na construgdo da arvore tridimensional onde se
verifica em cada ramificagdo se a taxa forward juntando-se os dois fatores é
negativa. Se positivo, assume-se um valor igual a zero para a taxa forward

nessa ramificagao.

6.4 CALIBRAGAO DO MODELO

Uma vez construido a arvore tridimensional devemos calibrar o modelo de modo
que se obtenha um melhor ajuste as condi¢gdes de mercado. Como realizado no
modelo de um fator, utilizaremos mais uma vez as opgdes de IDI e também
estabeleceremos como medida de imprecisdo de ajuste o residuo de minimos

quadrados ponderado pelo nimero de contratos negociados:

PM,

i i

b [—(PM'_PT’)T.CN,

(6.10)

n

SCN,

i

Onde, como ja mostrado PM é o pregco de mercado do derivativo, PT é o prego
tedrico do derivativo calculado pelo modelo, CN é o numero de contratos
negociados do derivativo e n é o numero de instrumentos derivativos de
mercado (instrumentos de calibragdo) com caracteristicas semelhantes ao

instrumento derivativo que desejamos aprecar.



Nesse caso buscamos estimar os parametros a, b, ¢,, 6, € p do modelo de

forma a minimizarmos a fungéo "residuo” descrita acima.

A calibragédo desses cinco parametros, no entanto, se torna muito mais
complexa do que a calibragéo de dois fatores. Primeiro porque como ja dito, o
volume de opgdes de renda fixa, no caso do IDI, no mercado brasileiro é
bastante reduzido existindo ainda os problemas ja citados o capitulo 4. Segundo
porque minimizar a fungéo residuo (6.10) através da mudanga de cinco
parametros pode resultar em valores totalmente ndo condizentes com a
realidade.

Para se resolver o problema da liquidez foram utilizadas opgbes de varios dias
diferentes, mas com caracteristicas de curva de juros semelhantes. Apesar de
néo ser a melhor solugéo, pois os fatores podem mudar de um dia para o outro,
a utilizagéo de maior nimero de opg¢des gera maior consisténcia nos resultados
do que a utilizagdo de poucas opgdes, que muitas vezes pode ndo se atingir
resultado algum. No problema da calibragdo de cinco parametros por sua vez,
Hull & White sugeriram a utilizagdo de dados histéricos para algumas variaveis

(utiliza-se por exemplo p como a correlagéo entre a taxa de curto e longo prazo
e o, como a volatilidade da taxa de curto prazo) e minimiza-se a fungéo

“‘residuo” para os demais parametros. Essa solugdo para o mercado brasileiro,
porém, ndo se mostra sustentavel uma vez que as volatilidades mesmo para
taxas de curto prazo variam bastante assim como a correlagdo entre as taxas de
curto e longo prazo. O melhor procedimento entre os varios testados, foi a
determinagdo de certos limites obtidos em situagcdes extremas, para os
parametros de modo que o otimizador minimizasse a fungdo “residuo”
convergindo esses parametros para dentro desses intervalos pré-definidos. A
solugdo se mostrava adequada no momento em que nenhum dos parametros

obtidos fosse igual a um desses limites.



6.5 COMPARAGAO DE RESULTADOS DA CALIBRAGAO

Foram realizadas quatro calibragdes do modelo de dois fatores de Hull & White
em quatro situagdes distintas, onde cada situagdo é composta de curvas de
juros de dias proximos e estruturas semelhantes, como poderemos observar
pelas curvas de juros dos periodos em questdo. O primeiro cenario se
caracterizava por taxas de juros de curto prazo historicamente baixa em um
cenario de boas perspectivas de crescimento econémico. O segundo cenario é
um cenario de forte inclinagédo na curva de juros gerada por grandes incertezas
sobre o futuro das taxas de juros de curto prazo. O terceiro cenario € um cenario
realista, com a inclinagé@o da curva de juros em um nivel perto do que se pode
considerar um padrao histérico, com baixa probabilidade de mudangas dos juros
de curto prazo. Por ultimo, temos um cenario de alta probabilidade de queda dos
juros de curto prazo, com a curva negativamente inclinada para alguns

vencimentos.

1) Cenario de otimismo com juros baixos (margo de 2001):

Curva de Juros (04/03/01-11/03/01)
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16.5% s
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14.5%
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Prazo (dias uteis)

Figura 6.1: Curvas de juros para os dias 06, 07, 12 e 13 de margo de 2001.



2) Cenario de Stress com forte inclinagdo da curva de juros (julho de 2001):

Curva de Juros (06/07/01-17/07/01)
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27.0%
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Prazo (dias uteis)

Figura 6.2: Curvas de juros para os dias 06, 11, 12, 13 e 17 de julho de 2001.

3) Cenario “normal” sem expectativas de mudanga na taxa Selic (novembro de
2001):

Curva de Juros (09/11/01-26/11/01)
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Figura 6.3: Curvas de juros para os dias 09, 13, 19, 20 e 26 de novembro de 2001.

4) Cenario de expectativas de queda da taxa Selic (margo de 2002):

19.0%

Curva de Juros (04/03/02-11/03/02)
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Figura 6.4: Curvas de juros para os dias 04, 06, 07, 08 e 11 de novembro de 2001.

Foram utilizadas as opgdes de IDI negociadas nos dias cujas curvas estdo

mostradas nos graficos acima para a calibragdo do modelo. Os resultados

podem ser observados na tabela abaixo:

Calibragdo do Modelo

Situacéo 1 Situacao 2 Situacéo 3 Situacao 4
a 0.913336311 1.261021244 0.96907904| 1.409291313
sigma1 0.048707751 0.339262412| 0.095763999| 0.097540512
b 1.720167536 1.591973876 1.679998669( 0.249801869
sigma2 0.139347854| 0.348000241 0.215208928| 0.01672232
correl 0.846961808| 0.157319702| 0.672732911| 0.458155843

Tabela 6.5: Calibragdo do modelo para os quatro cendrios apresentados.

Podemos destacar as variagdes entre as correlagbes nos varios cenarios

analisados, desde a alta correlagdo dos cenarios onde mudangas de taxas de



curto prazo sao improvaveis (situagdes 1 e 3) até a correlagdo proxima a zero do
cenario de stress, onde as taxas ao longo da curva se comportam de maneiras
distintas (argumentava-se entdo a possibilidade de um choque de juro de curto
prazo, o que poderia resultar em queda nas taxas mais longas). Esses
resultados comprovam a teoria de nao se utilizar dados histéricos da correlagao
na calibragdo do modelo em ambientes de alta volatiidade como o caso
brasileiro. Os niveis de volatilidades dos fatores também variaram bastante.
Analisaremos em detalhe a estrutura a termo de volatilidade obtidas no préximo
capitulo. Mostraremos também no capitulo 8, as relagdes observadas entre os
prémios de risco, inclinagdo da curva de juros e estrutura a termo de
volatilidades.



CAPITULO 7. VOLATILIDADES DAS TAXAS DE JUROS.

7.1 INTRODUGAO

Como pode ser notado, até o presente momento nesse trabalho ndo houve
mengdes mais detalhadas a respeito das volatilidades das taxas de juros no
conceito dos modelos apresentados. A volatilidade, porém, & um fator essencial,
se ndo o mais importante, no apregcamento correto de titulos pré-fixados e
derivativos de taxas de juros em um processo ajustado ao risco. Buscando um
estudo mais completo e detalhado, dedicaremos um capitulo apenas para esse
topico.

Mostraremos nas préximas segbes, como se comportam as volatilidades das
taxas de juros em um processo Markoviano e como as volatilidades provindas
dos modelos de Hull & White se adequam perfeitamente a esse tipo de
processo. Entdo, apds essa introdugdo tedrica, voltaremos a analisar os
resultados da implementagédo dos modelos de um e dois fatores de Hull & White
obtidos nos capitulos 4 e 6, destacando-se agora, as caracteristicas das

estruturas a termo de volatilidades provenientes de cada modelo.

7.2 VOLATILIDADES E A PROPRIEDADE DE MARKOV

Para uma modelagem das taxas de juros consistente com a hipétese da
propriedade de Markov, a analise do teorema a seguir constitui-se de um fator

extremamente relevante:



Teorema

Considere um processo evolutivo ja ajustado ao risco, para as taxas a termo
(forward) com n fatores:

dF(LT)=a(t,T)dt + » o, (t,T)dW,
i=1

Seja r,=f(t,t) a taxa instantanea. Entdo o processo {r,}_ & Markoviano se

>

{o,(t,T)}, & da forma:

- ['Tk(x)dx

ci(t,T)zc,'e ,i=1,2,...,n

i

onde {0',}‘20 € um processo ndo antecipativo e k:R —> Ré uma fungéo

deterministica C'. Neste caso, o processo {r,} ,tem uma evolugéo dada por

t>

uma equagao estocastica do tipo Hull & White generalizado:

n

dr. = @ (t)— k(t)r, )t +Zo{dw,’ (7.1)
onde:
0(t) = g—:(o,t)+ K(£)F(O,t) + aﬂlc (s.t)] + Z%(s,t) s_[o,.(s,u)duds +

k()Y oi(s.t) _[o,.(s,u)duds'

i

Portanto, uma modelagem de {r,}__consistente com a hipétese de Markov para

r, requer o uso do modelo generalizado de Hull & White.



Prova:

Integrando o processo das taxas a termo em [0, {]:

F(L,T )+ ]'a (s,8)ds + J' 5, (s, t)aW,

_10

No limite de T—t temos:

=f(o,t)+J'a(s,t)ds+ " [o(s,t)dW.

0 =1 0

Diferenciando chegamos a:

t
of = oG . .
dr, = (0,t)dt +ou(t,t)dlt + I— (s.t)ds |dt + > o, (t )W + J'— s,t)aw! |dt
=5 (Ot)at o ( ] Z'()‘;Lfﬂ()’}
Como ja se assumiu que o processo esta ajustado ao risco, entéo a condigdo de

nao-arbitragem de Heath-Jarrow-Morton implica que:
n T

a(t,T):Zc,(t,T) o,(t,s)ds

i=1 t

e dai o.(f,T7)=0 e também:

gi_;(t,T) Z{‘Z"T (t, T) o (t8)ds +0, (6T, (¢, T)}

i=1

oo 2 N\ 00, N
2T =Jo (T +Za—T(t,T);fo,(t,s)ds

Logo:



t n ! l
" :{Z_';(O,t)dﬁ (ﬁlc(s’t)Ilz ds+;Jaaitf(s,t){J‘ci(s,u)du]ds}du

t n
0o, i Wi
+> :[I?t—(s,t)dw;Jdt+ > oldW,
0

i=1 i=1

O segundo termo do tipo df acima mostra que o valor de dr, depende da histéria

de W, e portanto que o processo para r, ndao é Markoviano. No entanto, se

assumirmos a estrutura especial de volatilidade:

.,
i —| k(x)d
c,(t,T)=0c,e o

teremos entdo:

%(S,t) :0_;' %[e—[:k(X)dx] = —k(t)(o’;e_ﬂk(’()dx) = —k(t)G;(S,t)

logo:

Zn: ]'Qﬁ(s,t)dw" = —k(t)i lj.c (s,t)dW! = —k(t)[r, - ’J’oc(s,t)ds - f(O,t)]
i=1 g ot ) i=1 o I ) 0

Assim:

" - (Z_';(o,t)dH aﬂlc’(s't)nz ds+§ '[%(s,t)[ Ic,(s,u)du]dstt_

0 s

t

—k(t)| r, - J'a(s,t)ds—f(o,t)}dt+Zn:c,’dW,’

0




dr, =[Z—);(O,t)dt+k(t)f(0,t)+ 6[||c(s,t)||"’ ds+; 0J'%(s,t){ jo,(s,u)dujdsm(t) Ioa(s,t)ds]dt~

—k(t)r,dt + Zc,’dW,’

i=1

dr, = @ (1)~ k(t)r)dt + > "o {dW]
=1

provando o teorema.

7.3 VOLATILIDADES NO MODELO DE UM FATOR DE HULL & WHITE

A partir dos resultados obtidos anteriormente, podemos mostrar para o modelo

Hull & White de um fator que:
Teorema: Se {r, }QO é um processo Markoviano de um fator da forma:
dr =©(t)—-k(t)r)dt +c dW,,

entdo, modelando a taxa instantanea de juros, a estrutura de volatilidade das

taxas a termo f(t,T), denotada por o,(t,T), € da forma:

o (tT)=c,e h " (7.2)
e verifica a seguinte identidade, paratodo t<T <s:
G,(T,S)= Or (S—t)O,(t,S)—(T—t)O’,(t,T) (73)

s-t (7 —t)Lé(;_'T) ro,(t,T)



prova:

Como os pregos dos titulos de desconto V(t,T) sdo da forma:

V(I’,t,T)Z eA(t,T)—rB(!,T') _ e—(T—t)y(t,T)

Logo

=A(t,T)+B(t,T), =(T-t)y(t,T)

e dai,

(T =t)o,(t,T)=B(tT), (7.4)

Onde o fator B(t,T) resolve a equagéo de Ricatti

oB(t,s) . 1 ’
S =1-k(DB(t,5) . OB(ts) s 2t
B(t,s)=0
oB(t,s) B
S kDB S) =1
a(B(t’s)e_[,!k(x)dx) B e—[,sk(x)dx
ot -

e integrando-se entre t e s, resulta em:
B(t,s) = J'e'[""‘*"’*dt' (7.5)
t

Podemos exemplificar o resultado acima considerando-se o modelo de Hull &
White onde k(x) = a>0. Com isso



[} _ _ -a(T-t)

B(t,s) = Ie'a“" df =17
a

t

0 que equivale ao resultado ao obtido na seg¢éo 3.6.

Logo, como (T —t)o,(t,T)=B(t,T ), , a relagao (7.3) é equivalente a:

= (S—t)G,(l‘,S)—(T—t)G,(t,T)
(S_tbf(T!S)_ct 6[(T—t)c,(t,T)]
oT

substituindo:

B(t,s)-B(t,T)
oB(t,T)

oT

B(t,s)o; =0.

Portanto temos que mostrar que:

B(t,s)-B(t,T)
BB(t,T)

oT

B{t,s)=

Como:

s —ik(x)dx
B(t,s)—B(t,T) = je "

T

oB(t,T) e‘[r"“""”‘

dt',
oT

Logo:

t
S —|k(x)dx

oB(t,T) e—[;k(x)dx

Ie ' a s
R .[9_[’ k(x)dxe_[Tk(X)dX - J.e_j"k(x)dxdt' =B(T,s)

t

oT



provando o teorema.

Este resultado mostra que a estrutura de volatilidade do modelo de um fator é

muito rigida, isto &, conhecendo a curva o(t,T) vigente em f, determinamos

estruturas de volatilidade para tempos maiores que T, o que n&o observamos
nos pregos reais de mercado. E importante observar que este resultado nao é
valido para modelos de taxas de juros com mais de um fator, o que torna o
modelo de dois fatores de Hull & White mais indicado para cenarios de altas
volatilidades e de varios tipos de estruturas a termo de volatilidade, como o caso

brasileiro.

Da equagéo (7.4) temos entédo que a volatilidade do modelo de um fator de Hull
& White é dada por:

s, (t,T)= a(;'_ 5 (1—e Ty (7.6)

Os resultados obtidos com a calibragdo do modelo de um fator confirmam essas
conclusdes de rigidez na estrutura a termo de volatilidade, como mostrado nos

graficos a seguir:
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Figura 7.1: Volatilidade das taxas de desconto no modelo de um fator de Hull & White

assumindo sigma = 10% e variando-se o parametro a.
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Figura 7.2: Volatilidade dos pregos dos titulos de desconto no modelo de um fator de

Hull & White assumindo sigma = 10% e variando-se o parametro a.




Como restricbes observadas, a volatilidade das taxas de juros mais longas néo
pode ser maior que a volatilidade da taxa de curto prazo, o que muitas vezes
ocorre no mercado brasileiro (principalmente para prazos de até um ano).
Flexibilidade de estruturas a termo, com formatos diferentes dos mostrados

acima, também n&o podem ser observadas.

Para estruturas mais simples que ndo dependem de todo um espectro de
volatilidades, o modelo de um fator pode ser adequado. Mas quando tentamos
analisar condigbes de risco e retorno em varios prazos diferentes devemos
buscar outras alternativas.

7.4 VOLATILIDADES NO MODELO DE DOIS FATORES DE HULL & WHITE

Como os resultados de volatilidade obtidos com os modelos de um fator podem
néo ser adequados para se analisar toda a estrutura a termo de volatilidades,
devemos considerar alternativas mais robustas que podem ser obtidas ao

adicionarmos mais fatores a modelagem de taxa de juros.

Para um modelo Markoviano de n-fatores {x,(t)}’., temos que os pregos dos

titulos pré-fixados séo da forma:

ALT)- 3 BT (1)
V(tT)=e =

€ nesse caso as taxas a termo terdo uma dinamica da forma:

_dlogV(tT) oA Z 0B,(t,T)

9BLT), ¢
T aT x(t)

ft,T: i
(t7) oT

i=1



Aplicando o lema de 1t6:

oA aB aB tT 0B (t,T)
df(t,T)=9, dt + X, (t)+ T Gt
AT [ at) E (t)+ E +§ o dtdx;(t)

i=1 i=1

n

OB(t,T) .. ..
df(t,T)= oc(tT)dt+Z1: ~aw, (7.5)
e, portanto:
2 N\ 8B,(t,T) aB(tT)aB(tT)
o/(t.T) _Z( ; J 222 ol (7.6)

Para o caso especifico do modelo Hull & White de dois fatores, temos que:

B, =B(t,T)= %(1 ~g 1)

32 = C(t,T) = ;e_a(.’-_” _ ;e—b(T—t) " i
a(b-a) b(b-a) ab

Logo a variancia das taxas de juros a termo é igual a:

oB (t,T)Y ac(t,T)Y 0B,(t,T) 8B;(t.T)
G,(t,T)zz(oy#) +(Gz#j +20.,0,p1, 8(T ) é-,-

onde no instante t=0, a curva de volatilidade observada para as taxas de
desconto ao longo do tempo é:



5(0,T)= (%) Jo2B(0,T)? +62C(0,T) + 2po o ,B(0,T)C(0,T) (7.7)

Com os parametros obtidos com a calibragdo do modelo Hull & White de dois
fatores no capitulo anterior, podemos observar os seguintes graficos de
estrutura a termo de volatilidades:

Volatilidades das Taxas de Desconto (mar/01)
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Figura 7.3: Volatilidade das taxas de desconto no modelo de dois fatores de Hull & White para as
curvas da situagéo 1 (margo/01).



Volatilidades das Taxas de Desconto (jul/01)
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Figura 7.4: Volatilidade das taxas de desconto no modelo de dois fatores de Hull & White para as

curvas da situagéo 2 (julho/01).

Volatilidades das Taxas de Desconto (mar/02)
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Figura 7.5: Volatilidade das taxas de desconto no modelo de dois fatores de Hull & White para as

curvas da situagao 3 (novembro/01).



Volatilidades das Taxas de Desconto (nov/01)
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Figura 7.6: Volatilidade das taxas de desconto no modelo de dois fatores de Hull & White para as
curvas da situagao 4 (margo/02).

Os graficos acima foram extrapolados para prazos de até cinco anos buscando a
comparagéo dos resultados obtidos com as curvas observadas no mercado
americano de volatilidades implicitas de taxas de juros. Para as situagdes onde
movimentos na taxa de curto prazo sdo improvaveis, caso das situagdes 1 e 3, o
formato das estruturas a termo de volatilidade obtido para curva brasileira se
aproxima muito do formato da curva americana. Através dessa estrutura
arqueada, percebemos que, para o caso brasileiro, a volatilidade aumenta para
prazos de até um ano (o que de fato percebemos nos dados histéricos), e para
prazos mais longos, apesar de n&do termos liquidez de opgdes, a volatilidade cai,
o que seria o correto de se esperar, dado a reversdo a média. Para as situagdes
onde movimentos de curto prazo sdo esperados (mas ndo necessariamente
ocorridos), como nas situagdes 2 e 4, a volatilidade esperada das taxas de curto
prazo tende a ser mais alta que as demais, como mostrado nos graficos acima.

Isso decorre do fato de que diante das expectativas de mudancgas de taxas de



curto prazo, as volatilidades desses prazos serdo muito mais altas

momentaneamente, do que em situagées normais.

Além disso, pelo fato desse modelo ser composto por dois fatores estocasticos,
e consequentemente duas volatilidades, temos que a volatilidade total pode ser
explicada por dois tipos de volatilidade: a volatilidade em relagdo a movimentos

paralelos da curva (o,) e a volatilidade dos movimentos n&o paralelos (“twist

volatility”) da curva de juros (o,).

Pela equagao da volatilidade do modelo de Hull & White de dois fatores (7.7)
temos que o, possui uma relagdo direta com o fator B(0,T) que por sua vez é
em grande parte explicado pelo parametro a, ou seja, quanto maior o valor de a
menor o valor de B(0,T) e conseqlientemente, menor a participagdo de o, na
volatilidade total ¢ (0,7). Por sua vez, o, possui uma relagao direta com o fator
C(0,T), que também sofre influéncia do parametro a, mas em grande parte é
explicado também pelo parametro b, ou seja, quanto maior o valor de b menor o
valor de C(0,T) e consequientemente, menor a participagdo de ¢, na volatilidade
total ¢(0,7). Para ilustrarmos essa decomposi¢do de volatilidade, mostramos

abaixo, a participagdo de cada tipo de volatilidade sobre as volatilidades

observadas para a volatilidade implicita observada no dia 12 de julho de 2002.
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Figura 7.7: Volatilidade implicita observada no dia 12/07/02 e a participagdo de ¢, e o,na

volatilidade total

De maneira intuitiva, observa-se que quanto maior o prazo de vencimento, maior

a participagéo da volatilidade dos movimentos néo paralelos (c,) da curva de

juros.

Podemos perceber através das estruturas de volatilidade mostradas, que um
modelo de dois fatores fornece muito mais possibilidades de formas, e
conseqglientemente, de se ajustar as condigbes reais de mercado. Logo, para
aplicagbes que dependam de estruturas mais flexiveis de volatilidade ou
estratégias que dependam de posigbes relativas entre prazos diferentes, um
modelo multifatorial ira proporcionar resultados muito melhores que um modelo

de um fator.



CAPITULO 8: ESTRATEGIAS DE INVESTIMENTOS

8.1 INTRODUGAO

A estrutura a termo de juros costuma nos dar muitas informacdes a respeito do
que o mercado como um todo espera, na média, que sejam as taxas de juros no
futuro. Dados histéricos podem também comprovar a existéncia da reversdo a
média das taxas de desconto, principalmente quando elas se encontram em
niveis historicamente altos. Isso talvez pudesse indicar que, quando as taxas
projetadas estdo altas, ou a inclinagdo da curva de juros esta acentuada a
tendéncia seria de uma queda nessas proje¢cées. Na maioria dos casos essa
premissa pode estar correta, mas tanto o nivel da reversdo a média quanto a
velocidade desta reversdo mudam constantemente ao longo do tempo, o que
pode levar o investidor a tomar decisdes precipitadas analisando-se apenas
dados histéricos. Ainda mais no caso brasileiro onde as médias histéricas
sofrem variagdes significativas, dependendo do periodo em que a amostra é

coletada.

Uma andlise mais conceituada, portanto, ndo deve abrir mdo dos principais
conceitos financeiros principalmente uma das mais simples, mas que é a
principal razdao da alocagdo entre ativos no mundo financeiro: a relagéo
risco/retorno. Para o caso especifico de renda fixa, essa relagdo resume-se aos
retornos extras em relagdo a taxa de juros livre de risco, pela volatilidade
esperada, ou em outras palavras: o prémio de um titulo de renda fixa compensa
o seu risco? Essa relagdo, também conhecida como indice de Sharpe, é

simplesmente:

s = ElYr]-1 6.1)

Ov,;

onde:



E[V,'T] € o retorno esperado em t, de um titulo de renda fixa que vence em T

I, € ataxa de juros livre de risco

oy, € a volatiidade do titulo de renda fixa V,

Como pode ser observado, valor do prémio de risco, mostrado no capitulo 3
como A, € a diferenga entre o retorno do titulo e a taxa livre de risco, ou o CDI
de um dia para o caso brasileiro. Aqui, porém, temos duas dificuldades: uma em
determinar qual é o valor desse prémio de risco e qual é a volatilidade esperada.
E essa dificuldade aumenta a medida que necessitamos determinar esses
valores para o maior numero possivel de vencimentos, a fim de compararmos
diversos titulos de renda fixa entre si.

Ao longo desse capitulo analisaremos algumas estratégias de alocagbes de
investimentos ao longo da curva de juros. Essas estratégias podem se basear
em diferentes tipos de fatores, como a inclinagéo da curva de juros, mas elas
podem se tornar incompletas no momento em que a volatilidade esperada das
taxas de juros ndo é considerada, ou utiliza-se algum tipo de volatilidade
histérica como aproximagéo da volatilidade esperada. Para o caso brasileiro,
porém, dada a grande flutuagao nos niveis de volatilidade das taxas de juros, as
volatilidades histéricas dificiimente se tornam boas estimativas para as

volatilidades futuras.

Como analisado no capitulo anterior, as estruturas de volatilidades provindas do
modelo de dois fatores de Hull & White possuem boa semelhanga com as
estruturas de volatilidade observadas no mercado, dado a sua maior flexibilidade
de movimentos. O nivel da volatilidade também se adequa bastante, pois é
obtido com a calibragdo através da utilizagdo de preco de opcdes correntes. A
estrutura de volatilidade provinda com a calibragéo aos pregos de mercado do

modelo de dois fatores de Hull & White, portanto, € uma solugéo robusta para a



estimativa da volatilidade esperada pelo mercado e também muito mais
apropriada que dados historicos. Ao final desse capitulo entéo, proporemos uma
estratégia de investimento em posigdes de renda fixa utilizando-se o conceito de
risco/retorno mostrado por Sharpe e a utilizagdo das estruturas a termo de

volatilidade obtidas com o modelo de dois fatores de Hull & White.

8.2 A INCLINAGAO DA CURVA DE JUROS

A curva de juros pode assumir diversas formas ao longo do tempo, como visto
nos cenarios utilizados como exemplos na calibragdo do modelo de dois fatores
de Hull & White. Com excegéo da taxa Selic de um dia, que é determinada pelo
Comité de Politica Monetaria do Banco Central (COPOM)', todas as taxas dos
demais prazos sé@o determinados pelo mercado, assumindo como ponto de
partida o CDI, que também é uma taxa de um dia, tem como base a taxa Selic e
¢ a taxa utilizada no mercado brasileiro como a taxa livre de risco.
Historicamente, os valores dessas taxas sempre foram muito préoximos e salvo
ressalva, assumiremos nas andlises que se seguirem, que a taxa CDI tera

retornos iguais as taxas Selic determinadas pelo COPOM.

Na grande maioria das vezes, a curva de juros tera uma inclinagéo positiva para
todos os pontos, indicando que quanto maior o prazo maior a taxa de retorno
esperado em um titulo pré-fixado. A dinamica instantanea para o prego desses

titulos pode entdo, ser escrita como:

d\ym =(r +a,,)dt +o  dW, (8.2)

tt

' Houve periodos no passado onde a determinagéo da taxa de um dia n&o era decidida por um
comité em reunides regulares, assim como ndo ha garantias de que o modelo do COPOM
existente na data da realizagéo deste trabalho se mantenha no futuro.



onde o, denota o retorno instantaneo esperado em excesso pela manutengéo
do titulo pré-fixado. Os valores de o., por sua vez também possuem uma

dindmica prépria podendo aumentar ou diminuir em fungdo do prazo ou em

fungéo da forma da curva de juros, o mesmo ocorrendo com a volatilidade o _,,

como observado no capitulo anterior.

Em uma primeira analise, poderiamos assumir que os valores dos prémios de
risco seriam o equivalente a diferenga entre a taxa paga pelo titulo e a taxa livre

de risco, ou seja, o valor da inclinagédo da curva de juros.
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Figura 8.1: Inclinac&o da curva de juros e taxas de juros esperadas pelo mercado.

Nessa analise, estamos assumindo que a taxa livre de risco é sempre um

Martingale, ou seja
Et [rr] =h

As taxas livres de risco, porém, nem sempre sdo Martingales, pois existem

varios fatores econdmicos envolvidos no seu direcionamento. Este fato fica mais



claro no momento em que o mercado negocia taxas de desconto abaixo da taxa
livre de risco, como ocorre nas situagbes em que temos curvas de juros com
periodos de inclinagéo negativa. Isso ocorre ndo porque existem oportunidades
de arbitragem, mas sim porque o mercado ja aprega quedas na taxa de juros
livre de risco para as proximas reunides da autoridade monetaria. Como essa
taxa muito provavelmente estara mudando ao longo do tempo, a composigédo
continua das taxas livres de risco esperadas pelo mercado também estara
mudando. Com isso, apesar de as taxas de desconto estarem abaixo da taxa

livre de risco instanténea, elas também possuem prémios de risco.
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Figura 8.2: Prémios de risco com curva de juros negativamente inclinada.

Diante da existéncia de uma data especifica para uma provavel mudanga na
taxa livre de risco, a curva de juros ndo pode ser simplesmente interpolada entre
os prazos que possuem liquidez imediatamente antes e imediatamente depois
dessa data. Apenas com exemplo, assumindo-se que uma curva de juros é
construida utilizando os prazos de 1 dia e de 20 dias uteis e que existe uma
reunido do Copom no 10° dia util. As taxas atuais estdo em 19% ao ano e o

mercado trabalha com probabilidade de 100% de queda da Selic para 18% ao



ano. Assumindo que n&o temos prémios de risco, a curva utilizando-se o método

de interpolagéo linear, e a curva contabilizando-se as taxas a termo esperadas

seriam:
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Figura 8.3: grafico comparativo de curvas de juros na presenga de mudanga de juros no meio do

periodo.

Portanto, o procedimento para se identificar o prémio de risco mostrado através
da figura (8.1), ndo & um procedimento condizente com uma abordagem de
ajuste ao risco. Mesmo com uma curva de juros positivamente inclinada, essa
abordagem também n&o deve ser utilizada, pois probabilidades de mudancas
nas taxas de juros livre de risco podem estar sendo verificadas e aprecadas ao
longo das taxas de desconto. Portanto, a utilizagdo do prémio do risco como a
simples diferenca entre a inclinagdo da curva de juros e a taxa de um dia pode
levar a relagdes de risco/retorno muito distintas ao longo das varias taxas de
desconto da estrutura a termo de juros, que ndo significam necessariamente

estratégias 6timas ou estratégias sub-6timas para titulos pré-fixados.



8.3 ESTRATEGIAS DE ALOCAGAO DE INVESTIMENTO

Nessa secgéo discutiremos vantagens e desvantagens de algumas estratégias
utilizadas para decisdes de investimentos ao longo da curva de juros e
analisaremos um processo utilizando a estrutura a termo de volatilidades obtida
com o modelo de dois fatores de Hull & White.

8.3.1 OPERAGOES DE PREMIOS RELATIVOS (“INTRAMARKET RELATIVE
TRADES?”)

Esse tipo de operagdo é muito utilizado na andlise de spreads de titulos com
mesma maturidade, mas com qualidades de créditos diferentes (‘“intermarkets
spreads”), onde compara-se os prémios de risco atuais com os prémios de risco
histéricos, e assume-se que os niveis atuais tenderdo a reverter-se a8 média.
Este tipo de andlise pode ser utilizado na analise de diversos titulos com mesma
qualidade de crédito, mas que apresentam retornos esperados diferentes devido
aos prazos até o vencimento distintos. Buscando-se quantificar o quanto a
diferenga dos retornos se distancia da diferenga média histérica, utiliza-se a
seguinte relagao:

onde

(Y, -Y,) é a diferenca dos retornos entre o titulo de desconto 1 e o titulo
de desconto 2;

M2 € a média historica dos retornos desses titulos;

n é o nimero dos desvios padréo relativo ao spread atual.



Sabendo-se o valor do nimero de desvios padrdo do spread atual sabe-se a
probabilidade, assumindo uma distribuigdo normal, da ocorréncia desse nivel de
spread. Como essa andlise é realizada para todos os titulos entre si, obtém-se
uma matriz com todas as probabilidades de ocorréncia e entdo assume-se as
posi¢cbes compradas e vendidas nesses spreads de acordo com os valores mais
improvaveis. Esse tipo de estratégia é muito utilizado para apostas de
movimentos ndo paralelos da curva de juros, ou seja, ao assumir posicoes
compradas e vendidas para diferentes prazos, pode-se obter varias exposi¢ées
em taxas a termo (ou FRAs — “forward rate agreement”), com alta exposi¢do em
convexidade, mas com uma exposigdo em duration igual a zero. O gréafico a
seguir mostra o comportamento dos spreads de taxa dos prazos de 42, 126, 252

e 504 dias uteis contra o a taxa de 21 dias uteis.
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Figura 8.4: Comportamento dos spreads de taxas ao longo do tempo

Pode-se observar que historicamente, esses spreads sempre tendem a retornar
a uma média, mas o nivel em que elas revertem variam bastante. Portanto, na

utilizag@o dessa estratégia, principalmente para o caso brasileiro, deve-se estar



atento que os dados histéricos sdo escassos para analises estatisticas mais
consistentes (o mercado americano, por exemplo, possui séries historicas com
mais de 30 anos), as médias variam bastante, sendo dependentes do periodo
em que a série € coletada, e a distribuicdo desses spreads esta longe de ser

uma distribuigdo normal, principalmente nos valores mais elevados.

8.3.2 CARREGAMENTO DAS POSIGOES DESCENDO A CURVA DE JUROS
(“ROLLING DOWN THE YIELD CURVE”)

Essa operagéao consiste em aproveitar a inclinagéo da curva de juros de modo a
se obter retornos extras com a convergéncia das taxas de médio e longo prazo
para a taxa de curto prazo. O gréafico a seguir ilustra essa estratégia para o
periodo de um dia, assumindo que a curva de juros em t=1 é exatamente igual a
curva em t=0:
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Figura 8.5: Exemplo de uma estratégia “rolling down the yield curve”

Para esse caso, como a inclinagéo é constante ao longo de toda a curva, os
ganhos com essa estratégia, caso ndo houvesse mudanga na curva de juros

entre dois dias, seriam semelhantes em todos os pontos da curva, assumindo-se



que todas as estratégias tenham a mesma duration. Essa estratégia pode fazer
diferenga no momento em que temos diferentes inclinagdes ao longo da curva
de juros. Tomemos como exemplo a curva do dia 20/11/01:

Curva de Juros no dia 20/11/01
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Figura 8.6: Curva de juros no dia 20/11/02

Podemos claramente perceber possibilidades de ganhos maiores, nos periodos
onde a curva estd mais inclinada, principalmente nos periodos entre 3 e 9
meses. Para o curto prazo, ganhos com essa estratégia seriam praticamente
inexistentes.

Essa estratégia pode néo ser eficiente no momento em que a inclinagdo maior
da curva pode estar relacionada com uma volatilidade relativamente maior, o
que de fato ocorre, dado que os mercados estdo bem apregados. Implicitamente
entdo, essa estratégia faz uma aposta de que a volatilidade realizada (ex-post)

sera menor que a volatilidade esperada (ex-ante).



8.3.3 O PREMIO DE RISCO E A TAXA LIVRE DE RISCO IMPLICITA NA
ESTRUTURA A TERMO DE JUROS

Na estratégia de investimento a seguir utilizaremos um procedimento de
comparagao de investimentos utilizando-se os prémios esperados para os titulos
de renda fixa implicitos na curva de juros juntamente com a estrutura a termo de
volatilidades provinda da utilizagédo do modelo de dois fatores de Hull & White.
Buscando-se apregar os prémios de risco ao longo da estrutura a termo de juros,
assumiremos inicialmente, que todos os titulos de desconto com liquidez, ou
contratos derivativos que repliguem o comportamento de titulos de desconto
(como os Dls futuros, por exemplo), tenham a cada instante do tempo a mesma
relagéo risco/retorno, medidas pelo indice (8.1), ou seja, assumindo-se que
temos n titulos com liquidez cujos vencimentos ocorrem a cada 30 dias temos

que:

IS, .o =1S,,; A, com Ar=30dias ei=2...n.

0 que gera uma relagdo linear entre as volatilidades dos titulos e os retornos

extra esperados.

Nesse caso temos duas situages: o indice de Sharpe instantaneo (conforme a
equagéo 8.2), ou o Indice de Sharpe de um titulo entre a compra e o seu
vencimento (conforme os gréficos 8.1 e 8.2). Essa diferenga ocorre no momento
em que a volatilidade de prego de um titulo de renda fixa decai conforme o
vencimento se aproxima, ou seja, um titulo de desconto, ao contrario de uma
agao, ndo possui uma volatilidade esperada constante. O mesmo ocorre com o
prémio de risco. Para ilustrarmos esse ponto, consideremos um titulo de renda
fixa de 200 dias Uteis (T) que possui um prémio de, por exemplo, 100 pontos
base anualizado (1% ao ano) em relagdo a taxa livre de risco, significa que o
prémio médio até o seu vencimento é de 100 pontos base e ndo o seu prémio de

risco instantaneo. Assumindo esse horizonte instantaneo igual a um dia, e



assumido um crescimento linear do prémio conforme a maturidade, temos que o
prémio de risco de um investidor que carrega esse titulo por um dia (de t=0 até
=1, com T=200), é de 200 pontos base anualizado, ou seja 2% ao ano (o

equivalente ao valor de o,, da equagdo (8.2)). Esse prémio de risco, assim

como a volatilidade, decai até o seu vencimento, quando no limite de r—T

entéo, o prémio de risco é igual a zero.

Utilizando o conceito de indice de Sharpe até a maturidade, tentaremos obter
quais devem ser as taxas livres de risco ao longo do tempo de modo que a
relagdo prémio de risco e volatilidade se mantenha constante ao longo do
tempo. Como a taxa livre de risco pode mudar regularmente, devemos obter as
diversas taxas livres de risco a termo de modo que as taxas de desconto livres
de risco compostas reproduzam prémios de risco consistentes com as
volatilidades. Como esse processo pode ter diversas solugdes, devemos incluir
uma relagéo risco retorno inicial de modo que todos os demais resultados
convirjam para esse valor inicial. Para o caso de considerarmos apenas o
mercado de juros, ndo possuimos uma referéncia para qual seria o prémio de
risco de mercado, e conseqlientemente o indice de Sharpe do mercado, o que
facilitaria a solugdo. Devemos entéo estimar com a menor variancia possivel,

qual seria esse valor para utilizarmos em toda a curva de juros.

Para obtermos a menor variancia possivel, devemos considerar o titulo com a
menor volatilidade esperada, o que no nosso caso poderia ser um titulo de 21
dias Uteis, assumindo que temos prazos com liquidez a cada 21 dias Uteis. Essa
escolha ¢ fortalecida no caso de existir apenas uma possibilidade de mudanga
na taxa Selic até o vencimento desse titulo, que se tornaria a Ginica fonte de erro
do processo. Como exemplo, podemos analisar o que poderia estar implicito nos
pregos da curva do dia 12 de julho de 2002. Os pregos dos titulos séo de dados
fornecidos pela BM&F e a volatilidade foi obtida com o modelo de dois fatores de
Hull & White descrita no capitulo anterior.



Relagéo entre Volatilidade e Prémio Implicitos - 12/07/02

800 10.0%
700 | 1 9.0%
0 1 8.0%
600 - o}
2 t70% &
] o
§ 500 leon &
N S
T 400 150% 2
& so% E
T . 0
) 300 - =
= 130% 3
©® 200 - >
o 1 2.0%
100 1 1 1.0%
0 - 0.0%
> ® o0 =z Y & WM = » = ¢
¢ ¥ & ¢ 8§ 3 & §¥ 3 & 5 £
S 8 8 8 8 8 8 8 8 § g =&
== Prémio Implicito —eo— Vol

Tabela 8.7: Pregos de mercado e volatilidades implicitas em 12/07/02

Os prémios de risco mostrados acima s&o obtidos de maneira que, para todos
os prazos, a relagéo retorno pelo risco medida pelo indice de Sharpe, sejam
iguais. Logo, para que consigamos obter esses prémios de risco para esses
diferentes prazos de investimento, temos que as taxas livres de risco ao longo
do tempo, ou nesse caso as taxas Selic a serem definidas pelo Copom a cada

més, devem ser:



Taxas do Copom Implicitas na Curva de Juros - 12/07/02
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Tabela 8.8: Projegdes das taxas livres de risco a termo e de desconto

Podemos perceber que através dessa analise, o mercado apregava uma queda
da taxa Selic para o curto prazo, de 18,5% para 17,8% ao mesmo tempo em que
esperava um aumento dessa mesma taxa a partir de outubro, terminando o ano
de 2002 com uma taxa Selic equivalente a 20,8%. Esse aumento das proje¢des
poderiam estar indicando incertezas do mercado quanto as elei¢ces, pois nesse
periodo onde esse aumento de juros ocorreria, ja se saberia quem seria 0 novo

presidente para os proximos quatro anos.

Observando-se atentamente esses resultados, podemos entdo basear as
decisGes de investimento nos diferentes prazos ao longo da curva, quando
temos convicgbes sobre o comportamento da taxa livre de risco, diferentes
daquelas projetadas pelo mercado. Caso acreditemos que a taxa de um dia seja
mantida em 18,5% até o final do ano, podemos perceber étimas oportunidades
ao longo da curva de juros como, por exemplo, obter uma posigdo em taxa

forward (FRA) de trés meses através de uma posigdo comprada em taxa para o



final de outubro, ao mesmo tempo em que assumiriamos uma posi¢do vendida
em taxa para o final de janeiro. Outros tipos de estratégia de investimentos ou
posicionamentos ao longo da curva de juros podem ocorrer ao longo dos
vencimentos, caso nossas convicgdes sobre as taxas Selic futuras sejam
diferentes das projetadas nessa analise.

Outro tipo de estratégia que podemos assumir é a aposta entre os prémios de
risco esperados para cada fator. Como mostrado no capitulo anterior, a
volatilidade dos titulos de desconto pode ser decomposta em duas dimensdes
de risco no modelo de Hull & White de dois fatores. Consequentemente, para
cada tipo de risco incorrido devemos esperar um prémio de risco especifico, de
maneira que ndo tenhamos oportunidades de arbitragem ao longo da curva de
juros através de relagbes prémios de risco por volatilidade diferentes. Logo,
podemos decompor o prémio de risco total em dois, cada um referente a cada
tipo de movimento da curva de juros. Para o caso do dia 12 de julho de 2002
analisado no final do capitulo anterior temos que os prémios de risco por fator

seriam:



Decomposigao do prémio de risco em fatores

1400

1200 |
1000 {
800 |
600 | -

400 1

Prémio (ponots base)

200 -

Prazo (dias uteis)

O prémio 1 B prémio 2

Figura 8.9: Decomposigcédo do prémio de risco em duas dimensdes

Assim como no caso das volatilidades, podemos perceber que quanto maior os
prazos de vencimento maiores os prémios de risco por movimentos ndo
paralelos da curva de juros. As oportunidades de investimento podem surgir no
momento que analises proprietarias indicarem prémios de risco por fator
diferentes das observadas no mercado. Caso acreditemos, por exemplo, que
possa ocorrer uma diminuigéo na inclinagdo maior para os prazos mais longos
maior que os prémios pelo fator 2 indicam, estariamos priorizando posi¢des
compradas em titulos de longo prazo ao invés de posigdes de curto prazo, ou
vice-versa, caso acreditassemos que um movimento paralelo seja mais provavel

do que os pregos de mercado indicam.



CAPITULO 9: CONCLUSOES FINAIS

Como a utilizagdo de dados histéricos das curvas de juros brasileira apresenta
diversas restrigbes, a sua utilizagdo para a tomada de decisdes pode n&o ser
adequada. Os dados séo limitados para analises estatisticas mais significativas
e também resultam de ambientes econdmicos e politicas cambiais distintas,
resultando em dinamicas de taxas de juros diferentes ao longo do tempo. Logo,
a volatilidade histérica pode ndo ser um parametro para a volatilidade esperada,
assim como as diferengas entre as taxas de juros de curto e de longo prazo néo

possuem um padrao histérico bem definido.

A utilizagdo de modelos de taxas de juros para se obter estruturas a termo de
volatilidades ent&o, cumpriu o seu objetivo, principalmente a implementagao do
modelo de dois fatores de Hull & White. A implementagédo do modelo de um fator
de Hull & White para o mercado brasileiro, apesar de possuir vantagens como a
maior facilidade de programacgédo, implementagdo e calibragdo, ndo deve ser
utilizada para a obtencao de estruturas a termo de volatilidade que influenciem
na analise de pregos relativos, pois ao assumirem correlagées iguais para todas

as taxas de desconto, deixa a curva muito rigida em sua dinamica.

Ja com a implementagéo do modelo de dois fatores de Hull & White, utilizando-
se opgOes de taxas de juros para alguns vencimentos, dada a restricdo de
liquidez do mercado brasileiro para esses instrumentos, foram obtidas estruturas
flexiveis de volatilidade, que ndo seriam possiveis com modelos de um fator,
pregos condizentes com a realidade observada no mercado e volatilidades para
os mais diversos vencimentos, onde as opgdes de taxas de juros ndo sdo nem
sequer cotadas. A programagéo, porém, &€ muito mais complexa e demorada e a
calibragéo requer cuidados especificos, como conhecimento de mercado e
repeticbes do processo de otimizagédo, evitando-se assim, parametros que néo

sejam condizentes com a realidade de mercado.



Utilizando-se esses resultados de volatilidade, pudemos analisar em mais
detalhes fatores implicitos na curva de juros, que nZo levam em conta apenas
spreads de taxas, mas sim processos ajustados ao risco, de extrema
importancia para uma estratégia de alocacdes de investimento. O método
proposto de quantificagdo dos prémios esperados em funcdo da volatilidade
esperada foi fundamental nesse ponto.

A quantificagé&o pura e simples dos prémios de risco esperados para as posicoes
de renda fixa ao longo do tempo, no entanto, n&o é condigdo suficiente para uma
deciséo correta de investimento. Mostramos também que a andlise das taxas
livres de risco esperadas pelo mercado deve ser considerada dentro de um
contexto econémico consistente com as expectativas do investidor. Esse fato
também tem uma parte importante no processo, indo além da tomada de
decisdo baseada em métodos puramente quantitativos.
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