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RESUMO

MORAIS, Paulo J. D. Investigação teórica dos fenômenos da propagação atmosférica
de feixes lasers de alta potência.. 2023. 115 p. Dissertação em Tecnologia Nuclear -
Materiais - Instituto de Pesquisas Energéticas e Nucleares- IPEN-CNEN/SP, São Paulo.

Este trabalho visa o desenvolvimento de uma formulação analítica e modelagem compu-
tacional da propagação de feixe de lasers contínuos de alta potência (HEL) através da
atmosfera. São estudados os principais fenômenos que degradam a propagação, thermal
blooming e cintilação. Para tanto, uma solução numérica acoplada foi feita usando as
equações de Navier-Stokes de conservação de massa, momento e energia, a equação
paraxial e um modelo de tela de fase para representar a turbulência óptica. O efeito thermal
blooming é modelado através do acoplamento entre o sistema de equações de Navier-
Stokes e a equação paraxial. Já a turbulência óptica é realizada através de um esquema de
tela de fase que engloba alterações das flutuações de temperatura de forma estocástica,
respeitando uma distribuição espectral baseada na teoria de Kolmogorov, para a faixa de
turbulência isotrópica. Os resultados numéricos são apresentados variando parâmetros
tais como: potência do laser, nível de turbulência e diâmetro do laser. Estas variações
são realizadas alterando-se os números adimensionais que constituem as equações da
fluidodinâmica.

Palavras-chaves: lasers de alta potência (HEL), thermal blooming, turbulência óptica,

equações de Navier-Stokes, equação paraxial.



ABSTRACT

MORAIS, Paulo J. D. Theoretical investigation of the propagation phenomena of
high power laser beams.. 2023. 115 p. Dissertação em Tecnologia Nuclear - Materiais -
Instituto de Pesquisas Energéticas e Nucleares- IPEN-CNEN/SP, São Paulo.

This work aims at the development of an analytical formulation and computational modeling
of the beam propagation of continuous high-energy lasers (HEL) through the atmosphere.
The main phenomena that degrade propagation, thermal blooming and scintillation are
studied. For this purpose, a coupled numerical solution was implemented using the Navier-
Stokes equations for mass, momentum and energy conservation, the paraxial equation
and a phase screen model to represent the optical turbulence. The thermal blooming
effect is modeled through the coupling between the Navier-Stokes system of equations and
the paraxial equation. Optical turbulence is simulated using a phase screen scheme that
incorporates stochastic temperature fluctuation changes, following a spectral distribution
based on Kolmogorov’s theory for the range of isotropic turbulence. Numerical results are
presented varying parameters such as: laser power, turbulence level and laser diameter.
These variations are performed by altering the dimensionless numbers that constitute the
fluid dynamics equations.

Key words: high energy lasers, thermal blooming, optical turbulence, Navier-Stokes equa-
tions, paraxial equation.
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1 INTRODUÇÃO

Atualmente, os lasers de alta energia (HEL) têm diversas aplicações, como
os lasers de fibra óptica de sílica, dopados com íons de terras raras, em particular o
laser de fibra de itérbio (𝑌𝑏3+), (PERRY et al., 1999; CARROLL, 2011; SENTOKU et al.,
2000). Por exemplo: sensoriamento remoto de nuvens (LIOU et al., 2006), radioastronomia,
radiocomunicação no espaço, comunicação via satélite (ANDREWS; PHILLIPS, 2005),
transmissão de energia sem fio (HE et al., 2023), comunicações remotas a laser (SAWA,
2023) e recarga remota de baterias (OJHA et al., 2023). A interação entre o meio de
propagação e o laser para esses usos, decorrente principalmente do aumento de potência,
são essenciais para predizer a qualidade do feixe laser e a potência no receptor.

Dentre as aplicações do HEL uma das quais a necessidade do aumento de
potência é essencial para sua aplicabilidade e o aumento da demanda é exponencial, trata-
se da recarga de baterias remotamente. Os estudos voltados para recarga de baterias para
utilização de drones por período indefinido é crescente conforme pode ser observado em
Choi et al. (2016), Jaafar e Yanikomeroglu (2021). Para a aplicabilidade desta tecnologia é
essencial o aumento da potência e da distância entre a fonte e o receptor. Com isso, o
estudo dos fenômenos da interação fluido-laser são essenciais para esta tecnologia se
tornar viável.

Assim, para aprimorar e prever resultados para algumas dessas aplicações
é necessária uma investigação de fenômenos relacionados à propagação atmosférica
do feixe de laser (ANDREWS; PHILLIPS, 2005; RAIBLE et al., 2011; WANG et al., 2012;
XIE et al., 2013). Algumas pesquisas recentes passaram a modelar soluções numéricas
em que o campo de velocidade e as flutuações de temperatura são variáveis dinâmicas
(LANE, 2021; MORAIS et al., 2022; MORRILL, 2018), em contraste com estudos prévios
em que essas variáveis foram prescritas (SMITH, 1977; GUSTAFSSON et al., 2019).

Um dos efeitos atmosféricos na propagação do HEL através da atmosfera é
oriundo da interação entre o calor gerado pelo feixe de laser e a consequente mudança
no índice de refração no meio de propagação. O efeito conhecido como thermal blooming,
para o qual já foi desenvolvida uma simulação em Morais et al. (2022), ocorre quando
um feixe de laser se propaga através de um meio absorvente, de modo que ocorrem
mudanças nos campos de temperatura e densidade do ar nas proximidades do feixe do
HEL, (MORAIS et al., 2022). Essa mudança de temperatura induz uma variação no índice
de refração e, com isso, há uma perda de foco do feixe de laser (SMITH, 1977; SHELDON
et al., 1982).
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A importância de entender esse efeito aumentou desde que a potência dos
lasers se tornou alta o suficiente para aquecer o meio. Como consequência, as pesqui-
sas sobre esse fenômeno crescem linearmente (CARROLL, 2011; PERRY et al., 1999;
SENTOKU et al., 2000).

O efeito conhecido como thermal blooming ocorre quando um feixe de laser se
propaga através de um meio absorvente. O efeito de absorção do meio é muito pequeno,
quando o fluido é o ar, no entanto é promovida uma alteração nos campos de temperatura e
densidade na vizinhança deste feixe de laser. Esta alteração de temperatura promove uma
alteração no índice de refração e, com isso, acontece o espalhamento e o desfocamento
do feixe de laser. O efeito do “thermal blooming” vem sendo discutido desde que os lasers
se tornaram poderosos o suficiente para aquecer visivelmente um meio e tem sido bem
documentado desde a sua primeira observação.

Em todas as aplicações, a qualidade do feixe é uma preocupação crescente.
O efeito thermal blooming é um efeito negativo na qualidade do feixe e na quantidade
de energia fornecida à sua fonte final (SU et al., 2023). Portanto, a compreensão da
propagação do feixe de laser através do meio é imprescindível para um aumento de
eficiência na propagação de feixes de HEL.

Um outro fenômeno também inerente à propagação do feixe de laser na atmos-
fera é o da cintilação. Este fenômeno é devido, de uma forma simplificada, às flutuações
da temperatura do meio de propagação. Tal fenômeno também tem caráter deletério,
no entanto existem técnicas para correção do mesmo através da utilização de espelhos
deformáveis, células de Bragg, entre outras (PEARSON; HANSEN, 1977; HARDY, 1978;
ROGGEMANN; LEE, 1998).

Este trabalho propõe uma solução numérica para um HEL que incorpora as
interações dos efeitos aerodinâmicos e do eletromagnetismo, com a utilização do software
Matlab 2022b. Este solver, após validado, pode ser usado como uma referência ampla
para simulações de propagação lasers de alta potência.

O solver desenvolvido é um conjunto de equações N-S e paraxial, conforme
Sprangle et al. (2006), Penano et al. (2015), acopladas a uma distribuição de flutuações
de temperatura, conforme Strasburg e Harper (2004), Harding et al. (1999), Smith (1977),
Sriram e Kearney (2007), Beghi et al. (2008a), decomposta em uma base ponderada no
domínio espectral, baseada na teoria de Kolmogorov (KOLMOGOROV, 1991). A propa-
gação do feixe de laser na direção axial será descrita usando o split step fourier method
(FLECK et al., 1977; ARSENOVIĆ et al., 2019), utiliza-se o algoritmo da transformada
rápida de Fourier (FFT) (FRIGO; JOHNSON, 1998). O modelo deste trabalho é baseado
na suposição de que o raio laser é a única fonte de energia no ambiente, sendo grande o
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suficiente para desprezar qualquer outra interferência. No entanto, esta potência não tem
a capacidade de alterar as propriedades do meio em nível molecular.

Para exemplificação de como será apresentado neste trabalho a evolução da
solução é apresentado a figura 1. O modelo esquemático apresenta os efeitos esperados
com o aumento da robustez do modelo. A figura 1a apresenta a evolução do laser no
espaço sem interação com a atmosfera. Espera-se que o comportamento da propagação
de um perfil gaussiano para este caso é que o pico de intensidade seja mais achatado e a
função gaussiana se alargue. No entanto, a energia se conserva radialmente. Portanto,
se for realizado a integração transversal do feixe de laser radialmente o resultado será o
mesmo, ao longo do eixo axial. Ou seja, há redução da densidade de energia do laser ao
se propagar.

Em seguida será inserido a interação da atmosfera apenas contemplando o
efeito thermal blooming. Espera-se obter uma deflexão do feixe de laser, representada na
figura 1b, pela distância 𝑑.

Por último, será inserido o fenômeno da cintilação através da metodologia de
tela de fase neste modelo, apresentado na fig. 1c. Espera-se com a inclusão deste efeito
que ocorra na solução um fenômeno de borramento do feixe de laser e surgimento de
alterações de intensidade aleatórias na cáustica do feixe.

Figura 1 – Modelo esquemático para propagação de um feixe de laser na atmosfera. 𝐿
é a distância entre o emissor e detector e 𝑑 é a distância entre o ponto de
maior intensidade do laser e o eixo axial. a) Sem interação do feixe de laser
com o meio de propagação. b) Com interação do feixe de laser com o meio de
propagação. c) Com a interação do feixe de laser com o meio de propagação e
considerando os fenômenos estocásticos.

Fonte: Autor da dissertação.
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A figura 2 apresenta o modelo esquemático de como será implementada a
solução do feixe de laser com a inclusão do efeito thermal blooming. A evolução do feixe de
laser irá ser através de steps de Δ𝑧 ao longo do eixo axial. As setas azuis são a evolução
no vácuo do feixe de laser, ou seja, como se não houvesse interação com o meio de
propagação. Já para inclusão do efeito de interação com o meio, serão incluídas lentes
muito finas as quais irão representar a alteração do índice de refração do feixe de laser
para cada discretização de Δ𝑧.

Figura 2 – Modelo esquemático para propagação de um feixe de laser na atmosfera com
interação com o meio de propagação, incluído o efeito thermal blooming

Fonte: Autor da dissertação.

Por fim, para inclusão do efeito da cintilação a figura 3 apresenta um modelo
esquemático de como se dará esta solução. A evolução do feixe de laser se dá em termos
de metodologia da mesma forma que ocorre com o efeito thermal blooming. No entanto, o
que irá ocorrer é a inclusão de mais uma lente fina no operador de alteração do índice
de refração. Esta lente é obtida pela metodologia de tela de fase e irá representar as
flutuações do índice de refração ao longo de cada Δ𝑍 .
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Figura 3 – Modelo esquemático para propagação de um feixe de laser na atmosfera com
interação com o meio de propagação, incluído os efeitos do thermal blooming
e da cintilação.

Fonte: Autor da dissertação.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo geral

O objetivo geral deste trabalho é estabelecer um modelo matemático com so-
lução numérica via método de diferenças finitas (FDM) que visa representar a propagação
de um feixe de laser na atmosfera, acoplando os efeitos: da dinâmica dos fluidos, do
thermal blooming e da cintilação, os quais alteram o índice de refração do meio.

1.1.2 Objetivos específicos

• Desenvolver modelo teórico representativo de um HEL na atmosfera;

• Implementar numericamente por FDM do efeito thermal blooming de um HEL se
propagando na atmosfera, através do software Matlab; e

• Implementar por FDM a modelagem do acoplamento do efeito thermal blooming com
a cintilação de um HEL se propagando na atmosfera, através do software Matlab.
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2 REVISÃO DA LITERATURA

O efeito conhecido como thermal blooming vastamente estudado e modelado
teve os primeiros estudos publicados entre 1964 e 1965 (GORDON et al., 1964; GORDON
et al., 1965). Este efeito, o qual trata-se de um fenômeno auto-induzido, é originado do
aquecimento do meio absorvente devido à propagação do laser. Portanto, independente do
tipo de laser ou do seu comprimento de onda, este efeito estará presente na propagação do
mesmo. Com isso, diversos trabalhos foram publicados no decorrer destes anos visando
descrever este fenômeno. (HOGGE, 1974; SMITH, 1977; GEBHARDT, 1990; BRADLEY;
HERRMANN, 1974; ZHONG et al., 2023)

Na década de 1970 iniciaram-se as primeiras tentativas de desenvolver mode-
los com o objetivo de descrever o efeito thermal blooming na propagação de feixes de HEL
ao longo da atmosfera. Neste período iniciaram-se as modelagens visando o entendimento
deste efeito e o acoplamento deste com demais fenômenos lineares e não lineares tais
como: zonas de estagnação, rajadas de vento, mistura de camadas, resfriamento do ar,
entre outros.

No decorrer da década de 1980, com a redução do comprimento de onda
dos lasers saindo da faixa do infravermelho (1960’s) e tendendo para a faixa do ultra-
violeta (1980’s) (GEBHARDT, 1990), promoveu-se uma redução dos comprimentos de
onda e houve um potencial aumento da densidade de energia transportada pelos lasers.
Com isso, outros efeitos tornaram-se mais relevantes e seu acoplamento com o thermal
blooming mostrou-se evidente. As altas frequências dos lasers acarretam no aumento da
instabilidade do meio promovendo o fenômeno de turbulência do fluido, a qual induz a
turbulência óptica acoplada ao thermal blooming. Logo, os modelos numérico teóricos
desenvolvidos anteriormente já não mais descreviam a propagação do laser. A partir
deste ponto tornou-se necessário produzir modelos que levavam em consideração as
alterações de fase do campo eletromagnético, com o objetivo de descrever os fenômenos
de cintilação (GEBHARDT, 1990).

Com o desenvolvimento e progresso exponencial na última década que tive-
ram os lasers de fibra, liderados pelo laser de fibra dopada com Yb (CARROLL, 2011;
DIVLIANSKY, 2020), o qual possui uma emissão bem definida em uma faixa de 976 nm a
1150 nm (DIVLIANSKY, 2020) o desenvolvimento de modelos numérico-computacionais
que visam simular esta propagação tornaram-se relevantes. Dado este crescimento de
transporte de energia substancial é possível constatar a necessidade de continuar o apri-
moramento destes modelos visando o entendimento dos fenômenos que irão vir com o
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aumento de potência e aumento de densidade de transporte de energia que esta tecnologia
acarreta.

Para tanto é necessário ter um entendimento de como ocorrem os fenômenos
que regem a dinâmica dos fluidos para se obter um entendimento do acoplamento do fenô-
meno não-linear, thermal blooming, com o fenômeno não-linear e estocástico, turbulência
óptica. O trabalho desenvolvido pelo russo Kolmogorov sobre a turbulência estabeleceu
uma série de potência universal para os escoamentos turbulentos (KOLMOGOROV, 1991).
Neste trabalho o autor apresenta a teoria sobre homogeneidade local da turbulência,
levando-se em consideração as variações de velocidade nas três coordenadas espaci-
ais e sua variação no tempo. A distribuição das flutuações de temperatura apresenta a
mesma estrutura de distribuição de energia demonstrada, inicialmente, por Kolmogorov
(HILL; CLIFFORD, 1978; ANDREWS; PHILLIPS, 2005). Logo, a turbulência óptica trata-se
das alterações do índice de refração do fluido devido às flutuações de temperatura do
escoamento.

A cintilação origina-se das variações estocásticas da intensidade entre a fonte
e o observador, causadas pela alteração de fase ao longo do caminho (MORRILL, 2018).
Estas distorções de fase podem ser consideradas como turbulência atmosférica. Logo,
para introdução deste fenômeno é necessário apresentar uma metodologia que leva em
consideração esta alteração de fase, a qual já é bem documentada por Strasburg e Harper
(2004), Harding et al. (1999), Smith (1977), Sriram e Kearney (2007), Beghi et al. (2008a).

Devido ao atingimento da ordem de kilowatts dos laser de fibra dopadas com
Yb ser relativamente recente o desenvolvimento de modelos que acoplam as equações da
dinâmica dos fluidos com as equações de Maxwell ainda é motivo de diversos trabalhos
na atualidade. Destaca-se aqui o desenvolvimento dos trabalhos sobre: o acoplamento do
efeito thermal blooming com a convecção induzida pelo laser em Akers e Reeger (2019); a
propagação de laser de alta potência e a influência dos efeitos do ambiente de propagação
em (MORRILL; AKERS, 2017; MORRILL; AKERS, 2019); propagação de HEL através de
nuvens em Lawrence e Akers (2020); efeitos térmicos em lasers pulsado em Akers e Liu
(2022); validação experimental de modelos teóricos de HELs em câmaras em Wu et al.
(2022); e modelagem do efeito thermal blooming objetivando um aumento de potência do
laser com a utilização de metodologia apropriada em Morais et al. (2022).

Um dos exemplos da modelagem de feixes de HEL é o trabalho desenvolvido
em Akers e Liu (2022) no qual é apresentado um modelo para lasers de pulsos curtos. O
modelo inclui termos que representam as contribuições do thermal blooming e do efeito
Kerr. A dinâmica de pulsos cujas energias estão próximas do limiar de colapso é simulada
numericamente. Para obter seus resultados, os autores utilizam em seu modelo uma
equação de Schrödinger não-linear generalizada e a equação de Navier-Stokes para
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conservação de energia.

Outro exemplo desenvolvido em Lawrence (2018) apresenta um modelo para
interação de um HEL com nuvens. É tratado o potencial de quebra de gotículas através
de um primeiro laser como um método para limpar o caminho através de uma nuvem,
para em seguida um segundo laser poder ser enviado sem obstruções e transportar a
potência almejada. O modelo inclui o aquecimento de gotas e vapores. Para obtenção
dos resultados o modelo utiliza a equação paraxial e a equação de Navier-Stokes para
conservação de energia sem os termos convectivos.

Logo, o modelo que será apresentado neste trabalho e a sua abordagem
podem servir de base para desenvolvimento de outras aplicações cuja a metodologia de
desenvolvimento é similar.
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3 MATERIAIS E MÉTODOS

3.1 Introdução ao capítulo

Neste capítulo são apresentadas a fundamentação teórica para modelagem
do problema físico, propagação de um HEL na atmosfera com efeitos thermal blooming e
cintilação e a metodologia para obtenção da solução numérica deste equacionamento.

3.2 Fundamentação Teórica

Nesta seção, é mostrado o formalismo do HEL pelo conjunto das equações
paraxial, N-S e o modelo de tela de fase que governa a propagação através da atmosfera.

3.2.1 Hipóteses assumidas

Para desenvolvimento do modelo teórico, foram assumidas as seguintes hipó-
teses:

• O campo eletromagnético é harmônico. Dessa forma, possui uma dependência se-
noidal do tipo 𝑒−𝑖𝜔𝑡 . Além disso, a sua frequência de oscilação natural 𝜔 é constante.

• Assume-se que o campo eletromagnético apenas possui a componente axial de
propagação. Além disso, utiliza-se da aproximação paraxial, ou seja, a primeira
derivada em relação à componente axial do campo eletromagnético é muito maior
que a segunda derivada.

• Utiliza-se a aproximação de Boussinesq, o que implica que a densidade varia line-
armente com a temperatura e esta variação só é considerada nas eq. N-S quando
está associada à força de campo da gravidade (TRITTON, 2012).

• O fluido é newtoniano, o que implica que a viscosidade dinâmica, 𝜇, é constante, eq.
(3.1):

𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝜇 (3.1)

• O fluido é incompressível, eq. (3.2). Com isso, o campo de densidade é constante.
Esta hipótese implica que variações no campo de pressão no fluido não afetam, de
maneira significativa, as variações na densidade.

𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝜌0 (3.2)
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• O fluido é não-estacionário. O que implica que os campos de velocidades, tempera-
tura e pressão variam com o tempo.

• O aquecimento é isobárico. O que implica que as variações de temperatura do fluido
acontecem a pressão contante.

• Assume-se que o fluido é um gás perfeito, com esta hipótese é possível utilizar a
equação de estado para um gás perfeito, equação (3.175).

• Assume-se que a variação da energia possui apenas contribuição da energia interna
do fluido.

• Assume-se que a condutividade térmica do fluido não varia espacialmente, eq. (3.3):

𝜅(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜅 (3.3)

• As condições iniciais são quiescentes. Esta hipótese implica que o aquecimento do
meio fluido e demais fenômenos, como a turbulência e a cintilação são induzidos,
essencialmente, pela interação do meio com o laser.

• As flutuações de velocidade e temperatura decaem por uma função de estrutura
de segunda ordem, a qual por definição é a covariância da diferença da velocidade
entre dois pontos (POPE, 2000; KOLMOGOROV, 1991).

3.2.2 Equação paraxial

Em um meio turbulento, a permissividade dielétrica possui quatro graus de
liberdade, sendo três quanto a sua variação espacial e um quanto a sua variação temporal.
Logo, a mesma pode ser vista como um campo escalar conforme eq. (3.4):

𝜀 = 𝜀(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) (3.4)

Tendo em mente que a dinâmica do meio fluido e a propagação do feixe de
laser se desenvolvem em escalas de tempo com ordens de grandezas distintas. Sendo que
a última ocorre na velocidade da luz, 𝑐 ≈ 109 𝑚/𝑠, e a primeira com base na velocidade
característica do escoamento, a qual será apresentada na seção de resultados e é de,
aproximadamente, 𝑉𝑐 ≈ 10−3 𝑚/𝑠. Portanto, os fenômenos ocorrem em uma diferença de
ordem de grandeza superior a dez. Com isso, as alterações da permissividade, as quais
serão estabelecidas com base nas alterações do escoamento, serão referentes a uma
escala de tempo que para fins de entendimento será definida pela letra 𝔱. Logo, a eq. (3.4)
fica na forma:
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𝜀 = 𝜀(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝔱) (3.5)

Quanto à variação espacial do índice de refração a mesma ocorre em uma
escala de comprimento de onda cuja a menor escala de turbulência dado por 𝑙0 é muito
maior que o comprimento de onda 𝜆, 𝜆

𝑙0
≈ 10−4 𝑟𝑎𝑑, (ANDREWS; PHILLIPS, 2005).

Logo, sua variação espacial se dá em uma escala muito maior que o comprimento de
propagação do feixe de laser. Para representar esta diferença de escalas de variação a
variação espacial da eq. (3.4) será representada pelas letras x, y e z. Logo, a eq. (3.5) é
estabelecida, conforme eq. (3.6):

𝜀 = 𝜀(x, y, z, 𝔱) (3.6)

Para o desenvolvimento da propagação do feixe de laser na atmosfera supõe-
se que o meio é contínuo e sem fronteira e as varições do índice de refração são suaves
e estocásticas. Além disso, o campo-eletromagnético possui uma variação com relação
ao eixo axial monocromático, o que implica que o seu número de onda é fixo, dado pela
eq. (3.7):

𝑘 =
2𝜋
𝜆

(3.7)

onde 𝜆 é o comprimento de onda do campo eletromagético se propagando na direção
axial.

Quanto à sua variação temporal assume-se que trata-se de um campo harmô-
nico. Dessa forma, há uma dependência senoidal do tipo 𝑒−𝑖𝜔𝑡 . Além disso, a sua frequência
de oscilação natural 𝜔 é constante. Com isso, a representação do campo elétrico é dada
pela equação (3.8), (MORRILL, 2018; MILONNI; EBERLY, 2010):

®𝐸 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = ®𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑒 𝑗𝜔𝑡 (3.8)

onde ®𝜓 é uma função de onda, a qual representa o estado do campo elétrico espacialmente
em suas três direções.

A propagação do feixe de laser é dada pela equação paraxial a qual é derivada
das equações Maxwell para um meio livre de fontes (cargas elétricas e correntes).

Para tanto, são apresentadas abaixo o conjunto das equações de Maxwell:

Lei de Gauss da eletricidade, eq. (3.9):

∇ · ®𝐷 = 𝜌 (3.9)

onde 𝜌 é a densidade de volumétrica de carga e ®𝐷 é o campo de deslocamento elétrico.
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Lei de Faraday, eq. (3.10):

∇ × ®𝐸 = −𝜕
®𝐵
𝜕𝑡

(3.10)

onde ®𝐸 é o campo elétrico e ®𝐵 é o campo de indução magnética.

Lei de Gauss para o magnetismo, eq. (3.11):

∇ · ®𝐵 = 0 (3.11)

Lei de Ampère-Maxwell, eq. (3.12):

∇ × ®𝐻 = ®𝐽 + 𝜕
®𝐷
𝜕𝑡

(3.12)

®𝐻 é o campo magnético, ®𝐽 é o campo de densidade de corrente.

Como a propagação da onda é no ar, considera-se tratar-se de um meio livre
de fontes, cargas elétricas e correntes, com isso a densidade volumétrica de carga é nula,
conforme eq. (3.13):

𝜌 = 0 (3.13)

Bem como, o campo de densidade de corrente, eq. (3.14):

®𝐽 = 𝜖2𝛽 ®𝐸 (3.14)

onde 𝛽 é a absorvidade do meio e 𝜖 é um fator de escala.A absorvidade é importante para
que a transferência de energia seja considerada.

Considera-se o meio homogêneo, isotrópico e linear. Com isso, o campo de
deslocamento elétrico fica, conforme a eq. (3.15):

®𝐷 = 𝜀 ®𝐸 (3.15)

Já o campo de indução magnética, fica conforme a eq. (3.16):

®𝐵 = 𝜇0 ®𝐻 (3.16)

onde 𝜇0 é a constante de permeabilidade magnética do vácuo.

Substituindo a eq. (3.13) e a eq. (3.15) na eq. (3.9), chega-se na eq. (3.17):

∇ ·
(
𝜀 ®𝐸

)
= 0 (3.17)

Substituindo a eq. (3.16) na eq. (3.10), chega-se na eq. (3.18):
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∇ × ®𝐸 = −𝜇0
𝜕 ®𝐻
𝜕𝑡

(3.18)

Substituindo a eq. (3.16) na eq. (3.11), chega-se na eq. (3.19):

∇ · ®𝐻 = 0 (3.19)

Substituindo as eq. (3.14), (3.15) e (3.16) na eq. (3.12), chega-se à eq. (3.20)

∇ × ®𝐵 = 𝜇0

𝜖
2𝛽 ®𝐸 +

𝜕

(
𝜀 ®𝐸

)
𝜕𝑡

 (3.20)

Aplica-se a regra da derivada do produto na eq. (3.17) e chega-se à eq. (3.21):

(∇ · ®𝐸)𝜀 + ®𝐸 · ∇𝜀
𝜀

= 0 (3.21)

Isola-se o termo ∇ · ®𝐸 na eq. (3.21). Dado que a função (3.4) é não nula em
todo o seu domínio, chega-se a eq. (3.22):

∇ · ®𝐸 = − ®𝐸 · ∇𝜀
𝜀

(3.22)

Dada a propriedade de uma função logarítmica, eq. (3.23):

∇(𝑙𝑛 𝑓 (𝑥)) = ∇ 𝑓 (𝑥)
𝑓 (𝑥) (3.23)

Utiliza-se a propriedade dada pela eq. (3.23) na eq. (3.22) e chega-se à eq.
(3.24):

∇ · ®𝐸 = − ®𝐸 · ∇𝑙𝑛𝜀 (3.24)

Aplica-se o operador rotacional dos dois lados da equação (3.18) e chega-se
à eq. (3.25):

∇ × (∇ × ®𝐸) = ∇ ×
(
−𝜇0

𝜕 ®𝐻
𝜕𝑡

)
(3.25)

Utiliza-se a identidade do cálculo diferencial ∇ × (∇ × ®𝐸) = ∇
(
∇ · ®𝐸

)
− ∇2 ®𝐸

na eq. (3.25) e chega-se à eq. (3.26):
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∇
(
∇ · ®𝐸

)
− ∇2 ®𝐸 = ∇ ×

(
−𝜇0

𝜕 ®𝐻
𝜕𝑡

)
(3.26)

Seja 𝑓 uma função 𝐶∞, o teorema de Clairaut-Schwarz é dado pela eq. (3.27):

∇ ×
(
𝜕 𝑓

𝜕𝑡

)
=
𝜕

𝜕𝑡
(∇ × 𝑓 ) (3.27)

Substitui-se o resultado dado pela eq. (3.24) no primeiro termo da esquerda
da eq. (3.26). Quanto ao termo a direita da igualdade da eq. (3.26), dado que as funções
dos campos eletromagnéticos são funções suaves, classe 𝐶∞, aplica-se o teorema de
Clairaut-Schwarz, eq. (3.27), e utiliza-se a eq. (3.16). Dessa forma obtém-se a eq. (3.28):

−∇
(
®𝐸 · ∇𝑙𝑛𝜀

)
− ∇2 ®𝐸 = − 𝜕

𝜕𝑡

(
∇ × ®𝐵

)
(3.28)

Utiliza-se a eq. (3.20) no termo a direita da igualdade da equação (3.28),
chega-se à eq. (3.29):

−∇
(
®𝐸 · ∇𝑙𝑛𝜀

)
− ∇2 ®𝐸 = − 𝜕

𝜕𝑡

𝜇0
©­­«𝜖2𝛽 ®𝐸 +

𝜕

(
𝜀 ®𝐸

)
𝜕𝑡

ª®®¬
 (3.29)

Aplica-se a derivada do produto no termo da direita da equação (3.29) e obtém-
se a eq. (3.30):

∇
(
®𝐸 · ∇𝑙𝑛𝜀

)
+ ∇2 ®𝐸 = 𝜖2𝛽𝜇0

𝜕 ®𝐸
𝜕𝑡

+ 𝜇0𝜀
𝜕2 ®𝐸
𝜕𝑡2

+ 𝜇0 ®𝐸
𝜕2𝜀

𝜕𝑡2
(3.30)

Conforme explicitado para se chegar a eq. (3.6), as escalas de variação da
permissividade espacial e temporal são em ordens de grandezas diferentes das variações
dadas pela eq. (3.30). Sendo assim, o primeiro termo do lado esquerdo da eq. (3.30), possui
uma variação espacial da permissividade dielétrica, logo este pode ser negligenciado. Da
mesma forma, o último termo da direita da eq. (3.30), possui uma variação temporal da
permissividade dielétrica, o qual também deve ser negligenciado. Com isso, a eq. (3.30) é
simplificada e assume a forma dada pela eq. (3.31):

∇2 ®𝐸 = 𝜇0𝜀
𝜕2 ®𝐸
𝜕𝑡2

+ 𝜖2𝛽𝜇0
𝜕 ®𝐸
𝜕𝑡

(3.31)

Substituindo a eq. (3.8) na eq. (3.31), chega-se à eq. (3.32):

∇2 ®𝐸 = −𝜔2𝜇0𝜀 ®𝐸 + 𝑗𝜖2𝛽𝜇0𝜔 ®𝐸 (3.32)
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Dado que a permissividade dielétrica e o índice de refração estão relacionados
conforme estabelecido na eq. (3.33):

𝜂 =

√︂
𝜀

𝜀0
(3.33)

onde 𝜂 é o índice de refração e 𝜀0 é a constante de permissividade elétrica do vácuo.

Isola-se a permissividade dielétrica na eq. (3.33) e chega-se à eq. (3.34):

𝜀 = 𝜂2𝜀0 (3.34)

Substitui-se o termo do lado direito da eq. (3.34) na eq. (3.32) e chega-se à
eq. (3.35):

∇2 ®𝐸 = −𝜔2𝜇0𝜀0𝜂
2 ®𝐸 + 𝑗𝜖2𝛽𝜇0𝜔 ®𝐸 (3.35)

Sabendo-se que a velocidade da luz no vácuo é dada pela eq. (3.36):

𝑐 =
1

√
𝜇0𝜀0

(3.36)

onde 𝑐 é a velocidade da luz no vácuo . Logo, isolando-se o termo 𝜇0𝜀0 na eq. (3.36),
chega-se à relação dada pela eq. (3.37):

𝜇0𝜀0 =
1
𝑐2 (3.37)

Substitui-se o resultado dado pela eq. (3.37) na eq. (3.35) e chega-se à eq.
(3.38):

∇2 ®𝐸 = −𝜔
2

𝑐2 𝜂
2 ®𝐸 + 𝑗𝜖2𝛽𝜇0𝜔 ®𝐸 (3.38)

Sabendo-se da relação dada pela eq. (3.39):

𝑘2 =
𝜔2

𝑐2 (3.39)

onde 𝑘 é o número de onda na direção axial 𝑧. Substitui-se este resultado dado pela eq.
(3.39) na eq. (3.38) e chega-se a eq. (3.40):

∇2 ®𝐸 = −𝑘2𝜂2 ®𝐸 + 𝑗𝜖2𝛽𝜇0𝜔 ®𝐸 (3.40)

Substitui-se a eq. (3.8) na eq. (3.40), com isso os termos do campo elétrico
que são dependentes da variável temporal se anulam e chega-se à eq. (3.41):

∇2 ®𝜓 = −𝑘2𝜂2 ®𝜓 + 𝑗𝜖2𝛽𝜇0𝜔 ®𝜓 (3.41)
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A equação (3.41) é uma equação vetorial nas três componentes espaciais, ou
seja, ®𝜓 = 𝜓𝑥 ®𝑒1 + 𝜓𝑦 ®𝑒2 + 𝜓𝑧 ®𝑒3. Logo, esta equação pode ser facilmente decomposta em
três equações escalares:

∇2𝜓𝑥 = −𝑘2𝜂2𝜓𝑥 + 𝑗𝜖2𝛽𝜇0𝜔𝜓𝑥 (3.42)

∇2𝜓𝑦 = −𝑘2𝜂2𝜓𝑦 + 𝑗𝜖2𝛽𝜇0𝜔𝜓𝑦 (3.43)

∇2𝜓𝑧 = −𝑘2𝜂2𝜓𝑧 + 𝑗𝜖2𝛽𝜇0𝜔𝜓𝑧 (3.44)

Dado que a propagação do feixe de laser se dá ao longo do eixo axial, o qual
por convenção é a componente 𝑧, é razoável assumir que as equações escalares (3.42) e
(3.43), as quais representam a variação do vetor campo elétrico nas direções transversais
não são nulas. Pois a propagação da onda eletromagnética é perpendicular ao campo.
No entanto, a componente 𝜓𝑧 é nula, eq. (3.44).

Dado do problema que será analisado, o qual apenas será considerado que
há a propagação do modo fundamental. Com isso, os campos 𝐸𝑥 e 𝐸𝑦 possui a mesma
função que é a função gaussiana, o que implica sem perda de generalidade que a função
𝜓 pode representar a propagação de ambas as componenetes do campo elétrico.

Logo a equação (3.41), dadas as considerações acima apresentadas assume
a forma de uma função escalar conforme estabelecido na eq. (3.45):

∇2
⊥𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) +

𝜕2

𝜕𝑧2𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑘
2𝜂2(x, y, z, 𝔱)𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) − 𝑗𝜖2𝛽𝜇0𝜔𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 (3.45)

A equação (3.45) é a equação de Helmholtz escalar, onde ∇2
⊥ representa o

operador de Laplace em coordenadas cartesianas transversais, conforme eq. (3.46). As
variáveis independentes foram explicitadas para se observar que a função de onda 𝜓 está
em uma escala dimensional diferente da variação do índice de refração.

∇2
⊥ ≡ 𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2 (3.46)

Para continuidade da solução da eq. (3.45), estabelece-se que o índice de
refração é composto por duas componentes, conforme eq. (3.47), as quais estão em
ordem de grandeza distintas devido a um número real 𝜖 ∈ R tal que 𝜖 > 0:

𝜂 = 𝜂𝑠 + 𝜖2𝜂 𝑓 (3.47)

onde 𝜂𝑠 é o índice de refração do meio não perturbado, 𝜂 𝑓 representa a mudança do
índice de refração devido ao aquecimento do meio pelo feixe laser.
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Para se chegar à equação paraxial é utilizada a aproximação de que a envoltória
das ondas𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧) varia lentamente, quando comparada com a função de onda 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧),
que se propaga com a velocidade da luz ao longo da direção +𝑧 . Com isso, é razoável
assumir que a variação espacial transversal da envoltória da função 𝜓 está na mesma
ordem de grandeza que a variação do índice de refração, ou seja, dada a eq. (3.48) 𝜖𝑥 ≈ x,
𝜖 𝑦 ≈ y. Sob esta hipótese, a função de onda 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) pode ser escrita conforme eq.
(3.48):

𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧 (3.48)

onde 𝑘𝜂𝑠 é a constante de propagação ao longo do eixo axial.

Substituindo as eq. (3.47) e (3.48) na eq. (3.45), chega-se à eq. (3.49):

∇2
⊥(𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧) + 𝜕2

𝜕𝑧2 (𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖
2𝑧)𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧)

+𝑘2(𝜂𝑠 + 𝜖2𝜂 𝑓 )2𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧 − 𝑗𝜖2𝛽𝜇0𝜔𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧 = 0
(3.49)

Realiza-se as derivadas da eq. (3.49) e chega-se à eq. (3.50):

𝜖2∇2
⊥𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧 + 𝜖4 𝜕

2𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)
𝜕𝑧2 𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧 + 𝜖22 𝑗 𝑘𝜂𝑠

𝜕𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧

𝜕𝑧
𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧)−

𝑘2𝜂2
𝑠𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧 + 𝑘2𝜂2

𝑠𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧 + 𝜖22𝜂𝑠𝜂 𝑓 𝑘2𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧+

+𝜖4𝑘2𝜂2
𝑓𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖

2𝑧)𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧 − 𝑗𝜖2𝛽𝜇0𝜔𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧 = 0
(3.50)

Agrupa-se os termos com base nas potência de 𝜖 :

−𝑘2𝜂2
𝑠𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧 + 𝑘2𝜂2

𝑠𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧+

𝜖2
(
∇2
⊥𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧 + 2 𝑗 𝑘𝜂𝑠

𝜕𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)
𝜕𝑧

𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧 + 2𝜂𝑠𝜂 𝑓 𝑘2𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧

− 𝑗 𝛽𝜇0𝜔𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧
)

+𝜖4
(
𝜕2𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)

𝜕𝑧2 𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧 + 𝑘2𝜂2
𝑓𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖

2𝑧)𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧
)
= 0

(3.51)

Os dois primeiros termos a esquerda da igualdade se anulam da eq. (3.51),
além disso o termo 𝑒 𝑗 𝑘𝜂𝑠𝑧 é comum a todos os termos e não nulo logo poder simplificado.
Com isso, obtém-se a eq. (3.52):
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𝜖2
(
∇2
⊥𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧) + 2 𝑗 𝑘𝜂𝑠

𝜕𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)
𝜕𝑧

+ 2𝜂𝑠𝜂 𝑓 𝑘2𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧) − 𝑗 𝛽𝜇0𝜔𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)
)

+𝜖4
(
𝜕2𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)

𝜕𝑧2 + 𝑘2𝜂2
𝑓𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖

2𝑧)
)
= 0

(3.52)

Dado que na propagação do feixe de laser o desvio do eixo óptico em relação
ao eixo de propagação é muito pequeno é possível estabelecer a aproximação paraxial,
logo assume-se a condição dada pela eq. (3.53). Além disso, tal termo tem contribuição
em 𝑂 (𝜖4), observa-se que por definição as flutuações do índice de refração são 𝑂 (𝜖2), eq.
(3.47), bem como a variação da envoltória na direção axial, eq. (3.48). Logo, é razoável
negligenciar os termos 𝑂 (𝜖4) da eq. (3.51). Com isso, chega-se à eq. (3.54).����𝜕𝑉𝜕𝑧 ���� ≫ ����𝜕2𝑉

𝜕𝑧2

���� (3.53)

𝜖2
(
∇2
⊥𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧) + 2 𝑗 𝑘𝜂𝑠

𝜕𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)
𝜕𝑧

+ 2𝜂𝑠𝜂 𝑓 𝑘2𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧) − 𝑗 𝛽𝜇0𝜔𝑉 (𝜖𝑥, 𝜖 𝑦, 𝜖2𝑧)
)
= 0

(3.54)

Por definição o termo 𝜖2 > 0 na eq. (3.54). Logo, suprimindo as variáveis
independentes isolando o termo em comum, obtém-se uma equação para a envoltória do
campo elétrico, eq. (3.55). Uma equação do tipo de Schrödinger:(

2 𝑗 𝑘𝜂𝑠
𝜕

𝜕𝑧
+ ∇2

⊥ + 2𝜂𝑠𝜂 𝑓 𝑘2 − 𝑗 𝛽𝜇0𝜔

)
𝑉 = 0 (3.55)

Nota-se que esta equação estabelece uma relação da variação axial da en-
voltória do campo elétrico, dada pela derivada parcial em relação à componente z desta,
com um termo difusivo transversal desta envoltória dado pelo laplaciano, bem como pelas
alterações do índice de refração. Todas estas variações estão baseadas na escala de alte-
ração do escoamento as quais são oriundas da resolução das equações de Navier-Stokes
neste modelamento.

Para resolução da eq. (3.55) isola-se à esquerda da igualdade a derivada em
relação à componente axial da envoltória do campo elétrico, eq. (3.56):

𝜕𝑉

𝜕𝑧
= 𝑗

1
2𝜂𝑠𝑘

∇2
⊥𝑉 + 𝑗𝜂 𝑓 𝑘𝑉 − 𝛽𝜇0𝜔

2𝜂𝑠𝑘
𝑉 (3.56)

A solução desta EDO com relação a coordenada z é uma exponencial do tipo:

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒( 𝑗
1

2𝜂𝑠 𝑘∇
2
⊥𝑧+ 𝑗 𝑘

∫
𝜂 𝑓 𝑑𝑧)𝑒−

𝛽𝜇0𝜔
2𝜂𝑠 𝑘 𝑧𝑉 (𝑥, 𝑦) (3.57)
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Observa-se na equação (3.57) que onde encontra-se a absorvidade 𝛽, este
termo é uma exponencial negativa, que representa a perda de energia do escoamento
ao se propagar ao longo do eixo axial, o que se torna significativo para o feixe de laser
quando a frente de onda se propaga para ordem de distâncias interplanetárias. No entanto,
para o caso do problema deste trabalho, a distância entre o emissor e receptor é de no
máximo da ordem de quilômetros. Com isso, esta perda de energia do feixe devido a sua
propagação em relação ao eixo z não é significativa.

No entanto, como a potência do feixe é constante, ou seja, trata-se de um laser
de emissão contínua, a interação do fluido com a potência deste laser é relevante. Logo,
a absorvidade que é o fator que estabelece, como se dá esta transferência de energia
entre o laser e o escoamento torna-se relevante e o mesmo entra como um termo fonte na
equação da conservação da energia, o que será demonstrado na seção referente a este
assunto. Com isso, a equação (3.57) assume a forma dada pela eq. (3.58):

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒( 𝑗
1

2𝜂𝑠 𝑘∇
2
⊥𝑧+ 𝑗 𝑘

∫
𝜂 𝑓 𝑑𝑧)𝑉 (𝑥, 𝑦) (3.58)

Discretiza-se com relação a z a equação (3.58) e chega-se a eq. (3.59):

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑛 + 1) = 𝑒( 𝑗
1

2𝜂𝑠 𝑘Δ𝑧∇
2
⊥+ 𝑗 𝑘

∫ 𝑧+Δ𝑧
𝑧𝑛

𝜂 𝑓 𝑑𝑧)𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑛) (3.59)

Parte-se da premissa que 𝜂 𝑓 é uma função analítica e pode ser expandida
como uma série de Taylor com relação a componente z, logo é possível haver comutação.
Com isso, os termos da exponencial podem ser substituídos por um termo de segunda
ordem.

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑛 + 1) = 𝑒 𝑗
1

4𝜂𝑠 𝑘Δ𝑧∇
2
⊥𝑒

𝑗 𝑘
∫ 𝑧+Δ𝑧
𝑧𝑛

𝜂 𝑓 𝑑𝑧𝑒
𝑗 1

4𝜂𝑠 𝑘Δ𝑧∇
2
⊥𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑛) (3.60)

Conforme apresentado em Fleck et al. (1977) a aproximação dada pela eq.
(3.60), após a primeira propagação Δ𝑧

2 , a suposição da possibilidade de permutação de
operadores implica que a evolução em 𝑧 passa a ser uma propagação no vácuo de Δ𝑧

acrescido de uma alteração de fase que depende do operador não linear 𝑒 𝑗 𝑘
∫ 𝑧+Δ𝑧
𝑧𝑛

𝜂 𝑓 𝑑𝑧. Tal
método de resolução é conhecido como split step fourier method.

A eq. (3.61) apresenta a resolução para a evolução em 2Δ𝑧. Este exemplo
demonstra que a evolução em z utilizando o split step fourier method se dá, inicialmente,
por uma evolução no vácuo Δ𝑧

2 , acrescido da alteração da fase do operador do índice de
refração de 𝑧𝑛 até 𝑧𝑛+1, em seguida de uma evolução no vácuo de Δ𝑧, mais uma alteração
da fase do operador do índice de refração de 𝑧𝑛+1 até 𝑧𝑛+2 e finaliza-se com uma evolução
no vácuo de Δ𝑧

2 .



39

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑛 + 2) = 𝑉 (𝑥, 𝑦, (𝑛 + 1) + 1) =

𝑒
𝑗 1

4𝜂𝑠 𝑘Δ𝑧∇
2
⊥𝑒

𝑗 𝑘
∫ 𝑧+Δ𝑧
𝑧𝑛

𝜂 𝑓 𝑑𝑧𝑒
𝑗 1

4𝜂𝑠 𝑘Δ𝑧∇
2
⊥𝑒

𝑗 1
4𝜂𝑠 𝑘Δ𝑧∇

2
⊥𝑒

𝑗 𝑘
∫ 𝑧+Δ𝑧
𝑧𝑛

𝜂 𝑓 𝑑𝑧𝑒
𝑗 1

4𝜂𝑠 𝑘Δ𝑧∇
2
⊥𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑛) =

𝑒
𝑗 1

4𝜂𝑠 𝑘Δ𝑧∇
2
⊥𝑒

𝑗 𝑘
∫ 𝑧+Δ𝑧
𝑧𝑛

𝜂 𝑓 𝑑𝑧𝑒
𝑗 1

2𝜂𝑠 𝑘Δ𝑧∇
2
⊥𝑒

𝑗 𝑘
∫ 𝑧+2Δ𝑧
𝑧+Δ𝑧 𝜂 𝑓 𝑑𝑧𝑒

𝑗 1
4𝜂𝑠 𝑘Δ𝑧∇

2
⊥𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑛)

(3.61)

Com a simetrização apresentada pela eq. (3.60) é possível separar a resolução
desta equação em duas etapas a primeira diz respeito a solução ao longo Δ𝑧 no meio
não perturbado a qual é obtida através dos métodos espectrais. A segunda é realizada
com relação ao operador 𝑒 𝑗 𝑘

∫ 𝑧+Δ𝑧
𝑧𝑛

𝜂 𝑓 𝑑𝑧 que diz respeito a variação do meio devido as
alterações do índice de refração. Logo, devido à hipótese para simetrização da solução,
só faz sentido a resolução da equação via métodos numéricos, com isso a equação que
deve ser resolvida via FFT, inicialmente, é a que a solução é:

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑛 + 1) = 𝑒 𝑗
1

2𝜂𝑠 𝑘Δ𝑧∇
2
⊥𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑛) (3.62)

Logo, é a discretização da solução em z da EDP:

𝜕𝑉 ′

𝜕𝑧
= 𝑗

1
2𝜂𝑠𝑘

∇2
⊥𝑉

′ (3.63)

Para resolução desta equação é utilizado de métodos espectrais para trans-
formar o plano transversal, domínio (𝑥, 𝑦) no espaço (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦). Para tanto, é utilizado no
desenvolvimento a transformada de Fourier conforme eq. (3.64) e sua inversa eq. (3.65).
Em seguida, tais transformações devem ser discretizadas pelo algoritmo FFT.

�̂� (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦, 𝑧) = 𝐹{𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧)} =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑒− 𝑗 (𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 (3.64)

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹−1{�̂� (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦, 𝑧)} =
1

4𝜋2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
�̂� (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦, 𝑧)𝑒 𝑗 (𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦)𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦 (3.65)

Para resolução da eq. (3.63) também é utilizada a propriedade da transformada
da derivada de Fourier. Para tanto a função 𝑉 (𝑥, 𝑦) é diferenciável e deve-se garantir os
limites dados pelas eq. (3.66) e (3.67):

lim
𝑥→±∞

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 (3.66)

lim
𝑦→±∞

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 (3.67)
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Com isso, a transformada da derivada 𝐹{𝑉 (𝑥, 𝑦)} em relação à variável x é
dada pela eq. (3.68):

𝐹

{
𝜕𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥

}
= 𝑗 𝑘𝑥𝐹{𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧)} (3.68)

Já a transformada da derivada 𝐹{𝑉 (𝑥, 𝑦)} em relação à variável y é dada pela
eq. (3.69):

𝐹

{
𝜕𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦

}
= 𝑗 𝑘𝑦𝐹{𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧)} (3.69)

Para resolução da eq. (3.63) aplica-se a eq. (3.64) na eq. (3.63) e obtém-se a
eq. (3.70):

𝜕�̂� ′(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦, 𝑧)
𝜕𝑧

= 𝑗
1

2𝑘𝜂𝑠
𝐹

{
∇2
⊥𝑉

′} (3.70)

Aplica-se as propriedades dadas pelas eq. (3.68) e eq. (3.69) na eq. (3.70) e
obtém-se a eq. (3.71):

𝜕�̂� ′(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦, 𝑧)
𝜕𝑧

= − 𝑗 1
2𝑘𝜂𝑠

[(𝑘2
𝑥 + 𝑘2

𝑦)�̂� ′(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦, 𝑧)] (3.71)

Resolve-se a EDO com relação a variável z:

�̂� ′(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦, 𝑧) = 𝑒− 𝑗
1

2𝑘𝜂𝑠 (𝑘
2
𝑥+𝑘2

𝑦)𝑧�̂� ′(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦) (3.72)

Aplica-se a eq. (3.65) na eq. (3.72) e obtém-se a eq. (3.73):

𝐹−1 {
�̂� ′(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦, 𝑧)

}
= 𝐹−1

{
𝑒
− 𝑗 1

2𝑘𝜂𝑠 (𝑘
2
𝑥+𝑘2

𝑦)𝑧�̂� ′(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦)
}

(3.73)

Aplica-se as propriedades da transformada de Fourier e chega-se que, no
vácuo a solução da EDP é igual:

𝑉 ′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹−1
{
𝑒
− 𝑗 1

2𝑘𝜂𝑠 (𝑘
2
𝑥+𝑘2

𝑦)𝑧�̂� ′(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦)
}

(3.74)

Esta equação, os operadores da transformada de Fourrier devem ser substi-
tuído pelo algoritmo da FFT e a mesma deve ser discretizada com relação a z. Com isso,
obtém a resposta para um dado Δ𝑧 da eq. (3.63). Esta solução deve ser substituída na
solução da equação paraxial para o meio perturbado, eq. (3.75):
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𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑉 ′(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑒 𝑗 𝑘
∫
𝜂 𝑓 𝑑𝑧 (3.75)

Logo, chega-se à eq. (3.76)

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹−1
{
𝑒
− 𝑗 1

2𝑘𝜂𝑠 (𝑘
2
𝑥+𝑘2

𝑦)𝑧�̂� ′(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦)
}
𝑒 𝑗 𝑘

∫
𝜂 𝑓 𝑑𝑧 (3.76)

Portanto a eq. (3.76) só possui significado quando discretizada, dado também
que a mesma será solucionada via FFT, chega-se à eq. (3.77):

𝑉 (𝑛Δ𝑥, 𝑚Δ𝑦, (𝑘 + 1)Δ𝑧) = 𝐹−1
{
𝑒
− 𝑗 1

2𝑘𝜂𝑠 (𝑘
2
𝑥𝑚+𝑘2

𝑦𝑛)Δ𝑧�̂� ′(𝑘𝑥𝑚, 𝑘𝑦𝑛)
}
𝑒
𝑗 𝑘

∫ (𝑘+1)Δ𝑧
𝑘Δ𝑧

𝜂 𝑓 𝑑𝑧 (3.77)

Portanto basta determinar como se estabelece a evolução de 𝜂 𝑓 ao longo de
cada Δ𝑧, para se obter a reposta quando o índice de refração possui variação.

Para se obter a evolução de 𝜂 𝑓 para cada Δ𝑧 se estabelece que a correlação
entre o índice de refração 𝜂 e temperatura 𝑇 é feita a partir da aproximação Boussinesq
para gases ideais, dada pela eq. (3.78):

𝜌 𝑓

𝜌𝑠
=
𝑇 𝑓

𝑇𝑠
(3.78)

onde 𝜌𝑠 é a densidade média, 𝜌 𝑓 é a correção da densidade, 𝑇𝑠 é a temperatura média,
𝑇 𝑓 é a correção da temperatura. Utiliza-se da relação de Gladstone-Dale, eq. (3.79), a
qual estabelece uma relação entre o índice de refração e a variação de densidade:

𝜂 𝑓 = (𝜂𝑠 − 1)
𝜌 𝑓

𝜌𝑠
(3.79)

Com base nas eq. (3.78) e eq. (3.79), chega-se à equação (3.80):

𝜂 𝑓 = (𝜂𝑠 − 1)
𝑇 𝑓

𝑇𝑠
(3.80)

A equação (3.80) é usada para atualizar o índice de refração na eq. (3.77).

Assim, as equações N-S são atualizadas com este novo 𝑉 para obter as
variáveis da dinâmica dos fluidos nas direções transversais 𝑥 e 𝑦. Por conseguinte, a única
variável prescrita neste modelo é a forma do perfil inicial do feixe de laser em 𝑧 = 0, dada
pela eq. (3.81):

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0, 𝑡 = 0) = 𝑒−𝜋(𝑥2+𝑦2) (3.81)
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3.2.3 Equações de Navier-Stokes

Os princípios e definições para se obter o conjunto de equações que será
apresentado nesta seção foram baseados em Anderson (2010).

3.2.3.1 Equação da continuidade

Dado um volume de controle fixo, a massa no seu interior deve ser conservada
devido ao princípio da física de conservação da matéria, desde que não exista neste
volume de controle nenhum sorvedouro ou fonte de massa, lei de Lavoisier (MORRIS,
1972). Logo, o fluxo de massa que entra e sai da superfície deste volume de controle
deve ser igual à taxa de decaimento ou crescimento de massa neste volume de controle.
Estabelece-se que há um aumento de fluxo de massa saindo pela superfície do volume
de controle e por sua vez existe uma taxa de decaimento de massa em relação ao tempo.
Logo, é possível estabelecer a equação (3.82):

∯
𝑆

𝜌V · 𝑑𝑆 = − 𝜕
𝜕𝑡

∭
V

𝜌𝑑V (3.82)

onde V é o vetor velocidade descrito pela eq. (3.83), 𝑆 é a superfície que envolve o volume
de controle e V é o volume de controle.

V = 𝑢 ®𝑒1 + 𝑣 ®𝑒2 + 𝑤 ®𝑒3 (3.83)

Na equação (3.82) o termo do lado esquerdo da igualdade apresenta o fluxo de
massa que sai do volume de controle, já no termo da direita da igualdade o sinal negativo
é devido ao decaimento da massa do volume de controle, a derivada parcial com relação
ao tempo é devido à taxa de variação no tempo e a integral de volume é a massa total
que o volume de controle possui.

Logo, trazendo o termo da direita da igualdade da eq. (3.82) para esquerda
obtém-se a eq. (3.84)

∯
𝑆

𝜌V · 𝑑𝑆 + 𝜕

𝜕𝑡

∭
V

𝜌𝑑V = 0 (3.84)

A equação eq. (3.84) é conhecida como a equação da continuidade em sua
forma integral. No entanto, para o problema proposto a forma que melhor se aplica é esta
equação em sua forma diferencial. Para tanto, deve-se continuar o manuseio desta para
obtenção da forma diferencial.
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Dado o teorema da divergência, eq. (3.85), é possível transformar a integral
de superfície da eq. (3.84), referente fluxo de massa que sai, em um integral de volume:

∯
𝑆

𝐴 · 𝑑𝑆 =

∭
V

∇ · 𝐴𝑑V (3.85)

A eq. (3.85) é conhecida como o teorema da divergência. Tal teorema pode ser
aplicado se o volume de controle V é definido como um subconjunto compacto do espaço
R3, que é o caso, além disso se é uma função definida por partes em sua fronteira 𝜕V = 𝑆.
Por fim, o campo vetorial 𝐴 deve ser contínuo e diferenciável definido na vizinhança de
V. Dado que o volume de controle V é definido como um subconjunto R3, compacto e
sua fronteira é bem definida e o campo vetorial, 𝜌V, é contínuo e diferenciável definido na
vizinhança de V, pode-se aplicar a eq. (3.85) no termo da esquerda da eq. (3.84). Com
isso, obtém-se a eq.(3.86):

∭
V

∇ · (𝜌V)𝑑V + 𝜕

𝜕𝑡

∭
V

𝜌𝑑V = 0 (3.86)

Dado que o volume de controle V é fixo no espaço, logo os seus limites de
integração também são fixos. Portanto, a derivada parcial do termo da direita da eq. (3.86)
pode permutar com a integração, logo obtém-se a eq. (3.87):

∭
V

∇ · (𝜌V)𝑑V +
∭
V

𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑V = 0 (3.87)

Observa-se que na eq. (3.87) os limites de integração são os mesmos nas
duas integrais. Com isso, é possível aglutinar os integrandos obtendo-se a eq. (3.88):∭

V

[
∇ · (𝜌V)𝑑 + 𝜕𝜌

𝜕𝑡

]
𝑑V = 0 (3.88)

Observa-se que o resultado da integração da eq. (3.88) é nulo. Supondo que o
integrando é um número diferente de zero é necessário que a integração sobre o volume
de controle seja nula, no entanto da construção do problema o volume de controle é
arbitrário no espaço, logo não há justificativa para esta suposição. Com isso, para que o
resultado da eq. (3.88) seja nulo para um volume de controle arbitrário é necessário que o
integrando desta seja nulo. Dessa forma é obtida a eq. (3.89):

∇ · (𝜌V) + 𝜕𝜌
𝜕𝑡

= 0 (3.89)
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A equação (3.89) é a equação da continuidade em sua forma diferencial.
Algumas simplificações são realizadas nesta equação devido as condições de contorno
do problema. A primeira delas é a aproximação de Boussinesq (TRITTON, 2012), a qual
implica que a densidade varia linearmente com a temperatura. A variação temporal desta é
ignorada. Logo, 𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 0, para todos os pontos do domínio, com isso obtém-se a eq. (3.90):

∇ · (𝜌V) = 0 (3.90)

A segunda simplificação que deve ser feita é quanto a compressibilidade
do escoamento. Para justificar esta deve-se basear na definição de compressibilidade
apresentada em Anderson (2010). Sendo considerado um volume de controle V a pressão
exercida nas laterais do elemento é dada por 𝑃. Supondo que a pressão 𝑃 é aumentada
por uma quantidade infinitesimal 𝑑𝑃, o que implica que o volume de controle será reduzido
de uma quantidade 𝑑V, proporcional à pressão, eq. (3.91):

𝑑𝑃 ∝ −𝑑V (3.91)

Assume-se que a variação do volume de controle devido à variação de pressão
é proporcional à uma constante de proporcionalidade, a qual é definida como compressibi-
lidade. 𝜏′ , Logo a expressão dada pela eq. (3.91), assume a forma da eq. (3.92):

𝜏
′ ≡ − 1

V
𝑑V
𝑑𝑃

(3.92)

Assume-se que o volume de controle V trata-se de um volume específico
(volume por unidade de massa). Então é possível estabelecer a relação dada pela eq.
(3.93):

V =
1
𝜌

(3.93)

Substituindo a eq. (3.93) na eq. (3.92) chega-se à eq. (3.94):

𝜏
′
=

1
𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑃
(3.94)

Isolando-se o termo da variação infinitesimal da densidade da eq. (3.94) chega-
se à eq. (3.95):

𝑑𝜌 = 𝜌𝜏
′
𝑑𝑃 (3.95)
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A equação (3.95) estabelece a relação da variação da densidade de um fluido
com as grandezas que a determinam. A primeira delas é a compressibilidade 𝜏′ a qual
é inata ao fluido, esta para o caso de gases possui ordens de grandezas superior aos
líquidos. Com isso, a variação da densidade em líquidos não é constante mas pode ser
negligenciada dado que a sua compressibilidade é muito pequena.

Uma outra possibilidade para se negligenciar a variação de densidade de um
fluido é quando a variação de pressão deste é muito pequena. Para o caso de gases,
quando o escoamento apresenta "baixas velocidades"mesmo que a sua compressibilidade
𝜏
′ seja muito alta o termo a direita da igualdade da eq. (3.95) será muito pequeno devido

à variação da pressão 𝑑𝑃 ser muito pequena. Logo, a variação da densidade pode ser
negligenciada.

Assume-se e é demonstrado que um gás possui baixas velocidades quando o
seu número de Mach, eq. (3.96), 𝑀, é menor que 0,3 (ANDERSON, 2010):

𝑀 ≡ V
𝑎

(3.96)

onde 𝑎 é a velocidade local do som.

Para o caso do problema estudado a velocidade do escoamento é muito
pequena. Com isso, 𝑀 < 0, 3 o que implica que a variação da pressão é muito pequena.
Logo, a eq. (3.95) é aproximadamente dada pela eq. (3.97):

𝑑𝜌 ≃ 0 (3.97)

Com a posse do resultado da eq. (3.97), aplica-se a propriedade do cálculo
vetorial dada pela eq. (3.98) na eq. (3.90):

∇ · (𝜌V) ≡ 𝜌∇ · V + V · ∇𝜌 (3.98)

Logo, chega-se à eq. (3.99):

𝜌∇ · V + V · ∇𝜌 = 0 (3.99)

O segundo termo a esquerda da igualdade da eq. (3.99) pode ser negligenciado
devido ao resultado obtido pela eq. (3.97). Com isso chega-se à eq. (3.100):

𝜌∇ · V = 0 (3.100)

Logo, a eq. (3.90), dado que a densidade não varia espacialmente assume
a forma dada pela eq. (3.100), pois o operador nabla apenas opera sobre o campo de



46

velocidades. Para que o resultado dado pela eq. (3.100) seja atendido é possível duas
alternativas: ou o campo de densidade 𝜌 é nulo, o que não faz sentido físico; ou operador
nabla operando sobre o vetor de velocidades é nulo. Logo, a eq. (3.100), assume a forma
dada pela eq. (3.101):

∇ · V = 0 (3.101)

A equação (3.101) é a equação da continuidade diferencial para um escoa-
mento incompressível e estacionário.

Porém, uma ressalva deve ser feita. Devido à aproximação de Boussinesq a
variação da densidade só possui relevância quando acoplada ao termo fonte da gravidade e
possui uma relação linear com a temperatura. Logo, a equação (3.101), com a aproximação
de Boussinesq, representa a equação da continuidade de um escoamento não estacionário.

Conforme será melhor explicado na seção, para se chegar as equações da
turbulência óptica, apenas será considerado para resolução do escoamento a seção
transversal do escoamento que interage com o laser. Logo, 𝑤 = 0 e daí a o vetor velocidade
dado pela eq. (3.83), com base nesta simplificação, assume a forma dada pela eq. (3.102):

V = 𝑢 ®𝑒1 + 𝑣 ®𝑒2 (3.102)

Substituindo a eq. (3.102) na eq. (3.101), chega-se à eq. (3.103):

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 0 (3.103)

3.2.3.2 Equação da conservação do momento

Partindo-se da segunda lei de Newton, eq. (3.104):

F =
d
d𝑡

(𝑚V) (3.104)

A eq. (3.104) estabelece o princípio físico de que a força é igual à taxa de
variação temporal da quantidade de movimento. O lado esquerdo da equação (3.104)
pode ser dividido em dois conjuntos de fontes de força:

• Forças de campo: gravidade, forças eletromagnética, tipos de forças que atuam a
uma certa distância do fluido que está dentro de um volume de controle V; e

• Forças de superfície: pressão, tensão de cisalhamento, forças que atuam sobre a
superfícies de controle 𝑆 do volume de controle V.
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Seja f a força resultante de campo por unidade de massa exercida sobre o
fluido que está dentro de V. Então, a resultante das forças de campo em cada ponto do
volume de controle é dada pela expressão eq. (3.105):

𝜌f𝑑V (3.105)

Já a resultante das forças de campo sobre todo o volume de controle é a
integral de volume sobre este, conforme eq. (3.106):

𝐹𝑏 ≡
∭
V

𝜌f𝑑V (3.106)

A força de superfície sobre um elemento de área 𝑑𝑆 é dada pela expressão
(3.107):

−𝑃𝑑𝑆 (3.107)

Já a resultante das forças de pressão sobre a superfície de controle 𝑆 é a
integral de superfície sobre a área S, conforme eq. (3.108):

𝐹𝑝 ≡ −
∯

𝑆

𝑃𝑑𝑆 (3.108)

Quando trata-se de um fluido viscoso as tensões viscosas e de cisalhamento
também são um tipo de força de superfície as quais serão tratadas, inicialmente, como 𝐹𝑣.
Logo, o lado esquerdo da eq. (3.104), pode ser escrito, conforme eq. (3.109):

F = 𝐹𝑏 + 𝐹𝑝 + 𝐹𝑣 =
∭
V

𝜌f𝑑V −
∯

𝑆

𝑃𝑑𝑆 + 𝐹𝑣 (3.109)

Quanto ao lado direito da eq. (3.104), o mesmo trata-se da composição de dois
termos. O primeiro é devido ao balanço da quantidade de movimento que entra e sai da
superfície do volume de controle o qual é dado pelo somatório dos elementos de superfície
do fluxo de massa que entra e sai, que já foi apresentado pela eq. (3.82) multiplicado pela
velocidade, conforme eq. (3.110):

𝑄 ¤𝑚 ≡
∯

𝑆

(𝜌V · 𝑑𝑆)V (3.110)

O segundo termo para compor o lado direito da equação (3.104) é dado pela
taxa de variação no tempo da quantidade de movimento das partículas que estão no
interior do volume de controle. O elemento infinitesimal de massa é dado pela expressão
(3.111):
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𝜌𝑑V (3.111)

Logo, a quantidade de movimento infinitesimal é dada pela multiplicação do
elemento infinitesimal de massa pelo vetor velocidade, conforme eq. (3.112):

(𝜌𝑑V)V (3.112)

Já a quantidade de movimento no interior do volume de controle é dada pelo
somatório das quantidades de movimento infinitesimais, eq. (3.112) no interior deste
volume de controle, conforme eq. (3.113):

∭
V

𝜌V𝑑V (3.113)

Por fim, a taxa de variação temporal da quantidade de movimento é dada pela
derivada parcial da expressão eq. (3.113). Com isso chega-se à eq. (3.114):

𝑄𝑚𝑣 ≡
𝜕

𝜕𝑡

∭
V

𝜌V𝑑V (3.114)

Logo, a partir das eq. (3.108) e eq. (3.114) o lado direito da igualdade da eq.
(3.104) pode ser escrito conforme eq. (3.115):

d
d𝑡

(𝑚V) = 𝑄 ¤𝑚 +𝑄𝑚𝑣 =
∯

𝑆

(𝜌V · 𝑑𝑆)V + 𝜕

𝜕𝑡

∭
V

𝜌V𝑑V (3.115)

Logo, substitui-se a eq. (3.109) e eq. (3.115) na eq. (3.104), chega-se à eq.
(3.116):

∭
V

𝜌f𝑑V −
∯

𝑆

𝑃𝑑𝑆 + 𝐹𝑣 =
∯

𝑆

(𝜌V · 𝑑𝑆)V + 𝜕

𝜕𝑡

∭
V

𝜌V𝑑V (3.116)

Aplicando o teorema da divergência, eq. (3.85), no segundo termo à esquerda
da igualdade da eq. (3.116), chega-se à eq. (3.117):

∭
V

𝜌f𝑑V −
∭
V

∇𝑃𝑑V + 𝐹𝑣 =
∯

𝑆

(𝜌V · 𝑑𝑆)V + 𝜕

𝜕𝑡

∭
V

𝜌V𝑑V (3.117)

A equação (3.117) é uma equação vetorial a qual pode ser desmembrada em
equações escalares para cada uma das componentes espacias. Dado que para a equação
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da continuidade a componente da velocidade 𝑤 já foi assumida que é nula, eq. (3.102),
por coerência e simplificação a força resultante de campo é dada pela eq. (3.118), a qual
não possui componente em ®𝑒3, bem como as forças viscosas são dadas pela eq. (3.119)
a qual também não possui componente em ®𝑒3:

f = 𝑓𝑥 ®𝑒1 + 𝑓𝑦 ®𝑒2 (3.118)

𝐹𝑣 = F𝑥 ®𝑒1 + F𝑦 ®𝑒2 (3.119)

Substituindo as eq. (3.102), eq. (3.118) e eq. (3.119) na eq. (3.117), chega-se
às duas equações escalares (3.120) e (3.121):

∭
V

𝜌 𝑓𝑥𝑑V −
∭
V

𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑑V + F𝑥 =

∯
𝑆

(𝜌V · 𝑑𝑆)𝑢 +
∭
V

𝜕 (𝜌𝑢)
𝜕𝑡

𝑑V (3.120)

∭
V

𝜌 𝑓𝑦𝑑V −
∭
V

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑V + F𝑦 =

∯
𝑆

(𝜌V · 𝑑𝑆)𝑣 +
∭
V

𝜕 (𝜌𝑣)
𝜕𝑡

𝑑V (3.121)

Os primeiros termos a direita da igualdade das eq. (3.120) e (3.121) é possível
aplicar o teorema da divergência, eq. (3.85), com isso chega-se às eq. (3.122) e (3.123):

∭
V

𝜌 𝑓𝑥𝑑V −
∭
V

𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑑V + F𝑥 =

∭
V

∇ · (𝜌𝑢V)𝑑V +
∭
V

𝜕 (𝜌𝑢)
𝜕𝑡

𝑑V (3.122)

∭
V

𝜌 𝑓𝑦𝑑V −
∭
V

𝜕𝑃

𝜕𝑦
𝑑V + F𝑦 =

∭
V

∇ · (𝜌𝑣V)𝑑V +
∭
V

𝜕 (𝜌𝑣)
𝜕𝑡

𝑑V (3.123)

As equações (3.122) e (3.123) apresentam todos os termos como integrais
de volume sobre um mesmo volume de controle V, com exceção dos termos F𝑥 e F𝑦,
definindo os mesmos como integrais de volume conforme eq. (3.124) e (3.125):

F𝑥 ≡
∭
V

𝐹𝑥𝑑V (3.124)

F𝑦 ≡
∭
V

𝐹𝑦𝑑V (3.125)
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Substituindo a eq.(3.124) na eq. (3.122) e colocando todos os termos a direita da igualdade
chega-se à eq. (3.126):

∭
V

[
−𝜌 𝑓𝑥 +

𝜕𝑃

𝜕𝑥
− 𝐹𝑥 + ∇ · (𝜌𝑢V) + 𝜕 (𝜌𝑢)

𝜕𝑡

]
𝑑V = 0 (3.126)

Conforme as mesmas explicações para justificar a obtenção da equação da
continuidade na forma diferencial a equação (3.126) é simplificada e chega-se à eq.
(3.127):

𝜕 (𝜌𝑢)
𝜕𝑡

+ ∇ · (𝜌𝑢V) = −𝜕𝑃
𝜕𝑥

+ 𝜌 𝑓𝑥 + 𝐹𝑥 (3.127)

Substituindo a eq. (3.125) na eq. (3.123) aplicando-se as mesmas operações
que resultaram na eq. (3.126) chega-se à eq. (3.128):

𝜕 (𝜌𝑣)
𝜕𝑡

+ ∇ · (𝜌𝑣V) = −𝜕𝑃
𝜕𝑦

+ 𝜌 𝑓𝑦 + 𝐹𝑦 (3.128)

As equações (3.127) e (3.128) são as equações de Navier-Stokes para con-
servação da quantidade de movimento nas direções x e y. Algumas simplificações serão
realizadas nestas devido às condições de contorno do problema que será estudado. Dado
que tais equações são similares irá se trabalhar apenas com a eq. (3.127) e os resultados
obtidos serão replicados na eq. (3.128).

Dado a propriedade do cálculo vetorial expressa pela eq. (3.98) aplica-se esta
no segundo termo a esquerda da igualdade da eq. (3.127) e expande-se também o primeiro
termo desta equação e chega-se à eq. (3.129):

𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢 𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑢∇ · (𝜌V) + (𝜌V) · ∇𝑢 = −𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜌 𝑓𝑥 + 𝐹𝑥 (3.129)

Agrupam-se o segundo e terceiro termos a esquerda da igualdade da eq.
(3.129), obtém a eq. (3.130):

𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

[
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ · (𝜌V)

]
+ (𝜌V) · ∇𝑢 = −𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜌 𝑓𝑥 + 𝐹𝑥 (3.130)

Substitui-se o resultado dado pela eq. (3.89), na expressão dentro dos colchetes
da eq. (3.130), a qual trata-se da equação da continuidade em sua forma diferencial, obtém-
se a eq. (3.131):

𝜌

(
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ V · ∇𝑢

)
= −𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜌 𝑓𝑥 + 𝐹𝑥 (3.131)
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Para dar continuidade ao desenvolvimento da equação (3.131) deve se obter
expressões para o termo que representa as tensões viscosas 𝐹𝑥 que com a sua integração
no volume são obtidas as forças viscosas F𝑥 . Para tanto, inicia-se com a definição de taxa
de deformação 𝜀 , dado que o nosso escoamento é bidimensional a mesma é dada pela
eq. (3.132) (ANDERSON, 2010):

𝜀𝑥𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑢
𝜕𝑦

(3.132)

Destaca-se que as demais componentes da taxa de deformação são nulas por
se tratar de um escoamento bidimensional, conforme estabelecido pela eq. (3.133):

𝜀𝑦𝑧 = 𝜀𝑧𝑥 = 0 (3.133)

As tensões de cisalhamento são proporcionais à taxa de deformação 𝜏𝑥𝑦 ∝ 𝜀𝑥𝑦
e a constante de proporcionalidade é definida como viscosidade dinâmica 𝜇. Além disso,
assume-se que 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥. Logo, as tensões de cisalhamento são dadas pelas eq. (3.134)
e eq. (3.135):

𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 = 𝜇

(
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑢
𝜕𝑦

)
(3.134)

𝜏𝑦𝑧 = 𝜏𝑧𝑦 = 𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑧𝑥 = 0 (3.135)

Um segundo conjunto de tensões que compõe as forças viscosas são as
tensões normais à superfície de controle as quais são dadas pelas eq.

𝜏𝑥𝑥 = 𝜆(∇ · V) + 2𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(3.136)

𝜏𝑦𝑦 = 𝜆(∇ · V) + 2𝜇
𝜕𝑣

𝜕𝑦
(3.137)

𝜏𝑧𝑧 = 𝜆(∇ · V) (3.138)

onde 𝜆 é o coeficiente de viscosidade bulk dado pela eq. (3.139):

𝜆 ≡ −2
3
𝜇 (3.139)



52

Com a posse da equações (3.134) a (3.138) e realizando o balanço de forças
viscosas no volume de controle é possível obter as expressões para as tensões viscosas
𝐹𝑥 e 𝐹𝑦 dadas pelas eq. (3.140) e eq.(3.141):

𝐹𝑥 =
𝜕𝜏𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝜏𝑦𝑥

𝜕𝑦
+ 𝜕𝜏𝑧𝑥
𝜕𝑧

(3.140)

𝐹𝑦 =
𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝜏𝑦𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑧𝑦

𝜕𝑧
(3.141)

Substituindo as eq. (3.134), eq. (3.135) e eq. (3.136) na eq. (3.140), chega-se
à eq.(3.142):

𝐹𝑥 =
𝜕

𝜕𝑥

(
𝜆∇ · V + 2𝜇

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)
+ 𝜕

𝜕𝑦

[
𝜇

(
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑢
𝜕𝑦

)]
(3.142)

A equação (3.142) são as tensões viscosas de um escoamento bidimensional.
Substituindo esta expressão na eq. (3.131), chega-se à expressão da equação de Navier-
Stokes para um escoamento compressível e viscoso (3.143):

𝜌

(
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ V · ∇𝑢

)
= −𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜌 𝑓𝑥 +

𝜕

𝜕𝑥

(
𝜆∇ · V + 2𝜇

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)
+ 𝜕

𝜕𝑦

[
𝜇

(
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑢
𝜕𝑦

)]
(3.143)

Dando continuidade no desenvolvimento do problema, utiliza-se da condição
de que o escoamento que irá se trabalhar é incompressível. Logo, é possível utilizar a
eq. (3.100). Além disso, assume-se que a viscosidade dinâmica é constante ao longo de
domínio espacial. Com isso, substituindo a eq. (3.100) e a hipótese de que 𝜇 é constante
na eq. (3.142), chega-se à eq. (3.144):

𝐹𝑥 = 2𝜇
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝜇 𝜕2𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑥
+ 𝜇𝜕

2𝑢

𝜕𝑦2 (3.144)

Dado que o fluido é incompressível e bidimensional com base na eq. (3.103)
chega-se na equação (3.145):

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −𝜕𝑢

𝜕𝑥
(3.145)

Deriva-se os dois lados da equação (3.145) com relação a variável independente x e
chega-se à eq.(3.146):

𝜕2𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑥
= −𝜕

2𝑢

𝜕𝑥2 (3.146)

Substitui-se a eq.(3.146) na eq. (3.144) e chega-se à eq. (3.147):
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𝐹𝑥 = 𝜇
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝜇𝜕
2𝑢

𝜕𝑦2 (3.147)

Substitui-se a eq. (3.147) na eq. (3.131) e chega-se à equação de Navier-
Stokes para conservação do momento bidimensional, incompressível e viscosa para a
componente x, eq. (3.148):

𝜌

(
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ V · ∇𝑢

)
= −𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜌 𝑓𝑥 + 𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝜇𝜕
2𝑢

𝜕𝑦2 (3.148)

Realizando-se estes mesmos procedimentos para se chegar a eq. (3.148) com
relação à componente y da conservação do momento chega-se à eq. (3.149):

𝜌

(
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ V · ∇𝑣

)
= −𝜕𝑃

𝜕𝑦
+ 𝜌 𝑓𝑦 + 𝜇

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 + 𝜇 𝜕
2𝑣

𝜕𝑦2 (3.149)

A única força de campo que será considerada para atuar nas equações de
Navier-Stokes será a da força da gravidade, ou seja, a mesma só atua na direção vertical.
Com isso, assume-se que a força de campo da equação de Navier-Stokes (3.148) é dada
pela eq. (3.150):

𝑓𝑥 = 0 (3.150)

Substituindo a eq. (3.150) na eq. (3.148) chega-se à eq.(3.151):

𝜌

(
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ V · ∇𝑢

)
= −𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜇𝜕

2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝜇𝜕
2𝑢

𝜕𝑦2 (3.151)

Já a força de campo da equação de Navier-Stokes (3.149) é dada pela eq.
(3.152):

𝑓𝑦 = 𝑔 (3.152)

onde g a gravidade local.

Substituindo a eq. (3.152) na eq. (3.149) chega-se à eq. (3.153):

𝜌

(
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ V · ∇𝑣

)
= −𝜕𝑃

𝜕𝑦
+ 𝜌𝑔 + 𝜇𝜕

2𝑣

𝜕𝑥2 + 𝜇 𝜕
2𝑣

𝜕𝑦2 (3.153)

Na aproximação de Boussinesq das equações de Navier-Stokes as variações
da densidade que estão acopladas com o termo fonte, quando este é a gravidade, são as
que irão sofrer alterações substanciais. Pois é através deste termo, ou melhor da variação
da densidade, que o efeito de convecção irá surgir no escoamento. Logo, a densidade



54

para este termo passa a ser apresentada como a variação da densidade a qual varia
linearmente com a alteração da temperatura, conforme estabelecido na aproximação de
Boussinesq, eq. (3.78). Logo, 𝜌 ∝ 𝑇 e a constante que torna esta variação linear é o
coeficiente de expansão do fluido 𝛼. Logo, a variação da densidade pode ser representada
pela eq. (3.154):

𝜌 = 𝛼𝜌0𝑇 (3.154)

Dado que o escoamento é incompressível considera-se 𝛼 = 1 e assim chega-se
à eq. (3.155):

𝜌 = 𝜌0𝑇 (3.155)

Substitui-se a eq. (3.155) na eq. (3.153) e chega-se à eq. (3.156):

𝜌

(
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ V · ∇𝑣

)
= −𝜕𝑃

𝜕𝑦
+ 𝜌0𝑔𝑇 + 𝜇𝜕

2𝑣

𝜕𝑥2 + 𝜇 𝜕
2𝑣

𝜕𝑦2 (3.156)

3.2.3.3 Equação da Conservação da Energia

O fluido de trabalho, conforme já explicado anteriormente é incompressível.
Logo, o problema de fechamento das equações de Navier-Stokes estaria resolvido pois os
campos que seriam incógnitas do problema seriam o campo de velocidade V e o campo
de pressão 𝑃. Portanto, as duas equações escalares de conservação da quantidade
de movimento e a equação da continuidade seriam suficientes. No entanto, o índice de
refração é alterado com base no campo de temperatura e este campo sofre a influência de
um termo fonte que é dependente da potência do laser, o que implica na necessidade de
inclusão da equação da conservação da energia para determinação desta outra incógnita.

O princípio físico, o qual deve ser seguido para determinação da equação
da energia, é de que a energia não pode ser criada ou destruída ela apenas pode ser
transformada, primeira lei da termodinâmica (WISNIAK, 2008). A qual em termo de equação
é representada pela eq. (3.157):

𝛿𝑞 + 𝛿𝑤 = 𝑑𝑒 (3.157)

onde 𝛿𝑞 é a variação de calor, 𝛿𝑤 o trabalho e 𝑑𝑒 é a variação da energia interna.

Para estabelecer a conservação de energia para um fluido a metodologia é a
mesma apresentada anteriormente, estabelece-se um volume de controle e neste volume
de controle a energia deve ser conservada, ou seja, deve-se aplicar a primeira lei da
termodinâmica eq. (3.157). Isto implica que para um fluido, dado um volume de controle:
𝛿𝑞 é interpretado como a taxa de calor adicionada ou retirada do fluido no interior do
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volume de controle por sua vizinhança; 𝛿𝑤 é a taxa de trabalho realizado sobre ou pelo
fluido no interior do volume de controle; e 𝑑𝑒 é a taxa de variação de energia conforme o
fluido flui através do volume de controle.

Quanto à taxa de adição ou remoção de calor 𝛿𝑞 a qual é dada por uma taxa
volumétrica de variação do calor por unidade de massa, a qual é definida como ¤𝑞 vezes
a massa do elemento de volume, 𝜌𝑑V, e somado em todo o volume de controle. Além
disso, deve-se acrescentar a taxa de variação de calor devido às forças viscosas, a qual é
definida como ¤𝑄. Com isso chega-se à eq. (3.158):

𝛿𝑞 =

∭
V

¤𝑞𝜌𝑑V + ¤𝑄 (3.158)

A taxa de variação de trabalho é dada pelo produto escalar entre a resultante
das forças que atuam no volume de controle e o vetor velocidade deste corpo. As com-
ponentes de forças que atuam sobre um elemento de fluido são de três tipos, logo 𝛿𝑤 é
composta por três componentes.

A primeira delas é devido às forças de pressão. A força de pressão sobre
o elemento de área do fluido é dada pela expressão −𝑃𝑑𝑆. A taxa de trabalho de um
elemento fluido que atravessa com uma velocidade V este elemento de área é dada por
(−𝑃𝑑𝑆) · V. Então, a taxa de variação de trabalho devido às forças de pressão sobre a
superfície de controle é a soma de todas partes infinitesimeais deste tipo de força em toda
a superfície de área, a qual é dada pela eq. (3.159):

−
∯

𝑆

(𝑃𝑑𝑆) · V (3.159)

Um segundo tipo de variação de trabalho é devido às forças de campo. A força
de campo que é exercida sobre um elemento infifitesimal do volume de controle é dada
por 𝜌f𝑑V. A taxa de trabalho desta força sobre este elemento infinitesimal é dada pelo
produto interno entre ela e a velocidade deste elemento infinitesimal (𝜌f𝑑V) ·V. Já a taxa
de trabalho em todo o volume de controle é igual à soma de todas estas taxas de variação
de trabalho sobre estes elementos infinitesimais que compõe o volume de controle eq.
(3.160):

∭
V

(𝜌f𝑑V) · V (3.160)

O terceiro tipo de força que é exercida sobre o volume de controle são as
forças viscosas. A taxa de variação de trabalho devido às forças viscosas é definida como
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¤𝑊 . Com isso, chega-se à expressão para taxa de variação de trabalho em um volume de
controle, eq. (3.161):

𝛿𝑤 = −
∯

𝑆

(𝑃𝑑𝑆) · V +
∭
V

(𝜌f𝑑V) · V + ¤𝑊 (3.161)

A taxa de variação da energia dentro do volume de controle é dada pela soma
da taxa de variação de energia interna mais a taxa de variação de energia cinética de cada
um componentes infinitesimais que compões o volume de controle. Esta taxa de variação
da energia do volume de controle é composta por dois termos. O primeiro é devido aos
elementos de massa que entram e saem da superfície de controle. Um elemento de massa
que atravessa a superfície 𝑑𝑆 é dado por 𝜌V · 𝑑𝑆, logo a taxa de variação de energia sobre
a superfície de controle é dada pela eq. (3.162):∯

𝑆

(𝜌V · 𝑑𝑆)
(
𝑒 + 𝑉

2

2

)
(3.162)

onde 𝑒 é a energia interna por unidade de massa e 𝑉2

2 é a energia cinética por unidade de
massa.

O segundo termo é devido às taxas de variações da energia total dos elementos
no interior do volume de controle, a qual é dada pela eq. (3.163):

𝜕

𝜕𝑡

∭
V

𝜌

(
𝑒 + 𝑉

2

2

)
𝑑V (3.163)

Logo, a taxa de variação da energia com base nas eq. (3.162) e (3.163) é dada
pela eq. (3.164):

𝛿𝑒 =

∯
𝑆

(𝜌V · 𝑑𝑆)
(
𝑒 + 𝑉

2

2

)
+ 𝜕

𝜕𝑡

∭
V

𝜌

(
𝑒 + 𝑉

2

2

)
𝑑V (3.164)

Sendo assim, substitui-se as equações (3.158), (3.161) e (3.164) na eq. (3.157) e chega-se
a eq. (3.165): ∭

V

¤𝑞𝜌𝑑V + ¤𝑄 −
∯

𝑆

(𝑃𝑑𝑆) · V +
∭
V

(𝜌f𝑑V) · V + ¤𝑊 =∯
𝑆

(𝜌V · 𝑑𝑆)
(
𝑒 + 𝑉

2

2

)
+ 𝜕

𝜕𝑡

∭
V

𝜌

(
𝑒 + 𝑉

2

2

)
𝑑V

(3.165)

A equação (3.165) é a equação da energia em sua forma integral cuja a origem
é a primeira lei da termodinâmica. Sobre esta equação nos termos que são integrais de
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superfície, terceiro termo a esquerda da igualdade e primeiro termo a direita da igualdade
aplica-se o teorema da divergência, eq. (3.85) e obtém-se a eq. (3.166):

∭
V

¤𝑞𝜌𝑑V + ¤𝑄 −
∭
V

∇ · (𝑃V)𝑑V +
∭
V

(𝜌f𝑑V) · V + ¤𝑊 =∭
V

∇ ·
[
(𝜌

(
𝑒 + 𝑉

2

2

)
V
]
𝑑V + 𝜕

𝜕𝑡

∭
V

𝜌

(
𝑒 + 𝑉

2

2

)
𝑑V

(3.166)

A equação (3.166) apresenta todos os termos como integrais de volume sobre
um mesmo volume de controle V, com exceção dos termos ¤𝑄 e ¤𝑊 , definindo os mesmos
como integrais de volume conforme eq. (3.167) e (3.168):

¤𝑄 =

∭
V

¤𝑄′
𝑑V (3.167)

onde ¤𝑄′ é a variação de calor por unidade de volume.

¤𝑊 =

∭
V

¤𝑊 ′
𝑑V (3.168)

onde ¤𝑊 ′ é a variação de trabalho das forças viscosas por unidade de volume.

Sobre a eq. (3.166) o último termo a direita da igualdade é realizado a permuta-
ção entre a derivada parcial com relação ao tempo e a integração, são substituídas as eq.
(3.167) e (3.168) na eq. (3.166) e todos os termos são colocados a direita da igualdadade.
Logo, é possível juntar todos os integrandos em um único, dado que a integração de
volume é sobre um mesmo volume de controle, conforme eq. (3.169):

∭
V

{
− ¤𝑞𝜌 − ¤𝑄′ + ∇ · (𝑃V) − (𝜌f) · V − ¤𝑊 ′

+∇ ·
[
𝜌

(
𝑒 + 𝑉

2

2

)
V
]
𝑑V + 𝜕

𝜕𝑡

[
𝜌

(
𝑒 + 𝑉

2

2

)]}
𝑑V = 0

(3.169)

Conforme as mesmas explicações para justificar a obtenção da equação da
continuidade na forma diferencial eq. (3.89) e a equação da conservação do momento eq.
(3.126), o integrando da equação (3.169) é igualdado a zero e os termos são rearranjados
e chega-se à eq. (3.170):

𝜕

𝜕𝑡

[
𝜌

(
𝑒 + 𝑉

2

2

)]
+ ∇ ·

[
𝜌

(
𝑒 + 𝑉

2

2

)
V
]
= 𝜌 ¤𝑞 − ∇ · (𝑃V) + 𝜌(f · V) + ¤𝑄′ + ¤𝑊 ′ (3.170)



58

A equação (3.170) é a equação da energia em sua forma diferencial. Dada as
condições de contorno do problema que será estudado algumas simplificações podem
ser realizadas na mesma. A primeira delas é de que a variação da energia cinética das
partículas é muito menor do que a variação da energia interna. Com isso, os termos 𝑉2

2

são considerados nulos. Logo, chega-se à eq. (3.171):

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑒) + ∇ · (𝜌𝑒V) = 𝜌 ¤𝑞 − ∇ · (𝑃V) + 𝜌(f · V) + ¤𝑄′ + ¤𝑊 ′ (3.171)

Aplica-se a eq. (3.98) no segunto termo a esquerda da eq. (3.171) e realiza-se
no primeiro termo a esquerda da igualdade a derivada parcial em relação ao tempo nos
dois escalares e chega-se à eq. (3.172):

𝑒
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝜌 𝜕𝑒

𝜕𝑡
+ 𝑒∇ · (𝜌V) + (𝜌V) · ∇𝑒 = 𝜌 ¤𝑞 − ∇ · (𝑃V) + 𝜌(f · V) + ¤𝑄′ + ¤𝑊 ′ (3.172)

Agrupando-se o primeiro e terceiro termo da eq. (3.172) a esquerda da igual-
dade e aplica-se a eq. (3.98) no segundo termo a direita da igualdade chega-se à eq.
(3.173):

𝑒

[
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ · (𝜌V)

]
+ 𝜌 𝜕𝑒

𝜕𝑡
+ (𝜌V) · ∇𝑒 = 𝜌 ¤𝑞 − 𝑃∇ · V − V · ∇𝑃 + 𝜌(f · V) + ¤𝑄′ + ¤𝑊 ′

(3.173)

Observa-se que o termo entre colchetes possui a mesma expressão da equa-
ção da continuidade para o caso de um fluido compressível, eq . (3.89). O que implica
que este termo é nulo. Uma segunda simplificação surge da hipótese que o fluido é incom-
pressível, com a posse desta o segundo termo a direita da igualdade também é nulo, eq.
(3.100). Com isso, chega-se eq. (3.178):

𝜌

(
𝜕𝑒

𝜕𝑡
+ V · ∇𝑒

)
= 𝜌 ¤𝑞 − V · ∇𝑃 + 𝜌(f · V) + ¤𝑄′ + ¤𝑊 ′

(3.174)

Para dar continuidade à solução do problema de fechamento das equações
e simplificação da equação da energia é necessário assumir mais uma hipótese sobre
o fluido. Assume-se que trata-se de um gás perfeito, com esta hipótese duas equações
podem ser adicionadas ao sistema. A primeira delas é a equação de estado de um gás
perfeito, eq. (3.175), (ANDERSON, 2010):

𝑃 = 𝜌𝑅𝑇 (3.175)
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onde 𝑅 é a constante universal do gases.

A segunda destas equações advém de que da aproximação de Boussinesq é
possível assumir que as capacidades caloríficas à pressão constante e à volume constante
de um gás ideal ideal podem ser similares (TRITTON, 2012), eq. (3.176):

𝑐𝑣 ≈ 𝑐𝑝 (3.176)

onde 𝑐𝑝 é o calor específico de um gás ideal a pressão constante e 𝑐𝑣 é o calor específico
de um gás ideal a volume constante.

Com isso, a energia interna de um gás perfeito, com a aproximação de Boussi-
nesq, pode ser escrita, conforme eq. (3.177):

𝑒 = 𝑐𝑣𝑇 ≈ 𝑐𝑝𝑇 (3.177)

Assumindo que a variação da energia interna se dá a pressão constante
substitui-se a eq. (3.177) na eq. (3.174). Adicionalmente, o segundo termo a direita da
igualdade da eq. (3.174), o qual contempla o divergente da pressão é nulo, ao se considerar
que a variação de energia se dá a pressão constante. Logo, chega-se à eq. (3.178):

𝜌𝑐𝑝

(
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ V · ∇𝑇

)
= 𝜌 ¤𝑞 + 𝜌(f · V) + ¤𝑄′ + ¤𝑊 ′

(3.178)

A forças de campo, quanto à variação da energia interna dos elementos de
fluido são desprezíveis. Pois, a única força de campo que será considerada é a gravidade
a qual não possui significância quanto alteração da temperatura para o exemplo que será
aplicado o sistema. Portanto o segundo termo a direita da igualdade da eq. (3.178) é
considerado nulo e chega-se à eq. (3.179):

𝜌𝑐𝑝

(
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ V · ∇𝑇

)
= 𝜌 ¤𝑞 + ¤𝑄′ + ¤𝑊 ′

(3.179)

Para dar continuidade ao desenvolvimento da equação da energia será obtida
a expressão para a variação de trabalho das forças viscosas por unidade de volume ¤𝑊 ′ .

A variação das forças viscosas por unidade de volume se dá em linha gerais
pelo divergente do produto do campo de velocidade com as tensões viscosas, eq. (3.180),
(ANDERSON, 2010):

¤𝑊 ′
= ∇ ·

[
𝑉𝑖 (𝜏𝑖𝑖 + 𝜏𝑖 𝑗 )

]
(3.180)



60

onde 𝑉𝑖 são as componentes do campo de velocidades, 𝜏𝑖𝑖 são as tensões normais e
𝜏𝑖 𝑗 são as tensões de cisalhamento. Logo, expandindo-se a eq. (3.180), chega-se à eq.
(3.181)

¤𝑊 ′
=
𝜕 (𝑢𝜏𝑥𝑥)
𝜕𝑥

+
𝜕 (𝑢𝜏𝑦𝑥)
𝜕𝑦

+ 𝜕 (𝑢𝜏𝑧𝑥)
𝜕𝑧

+
𝜕 (𝑣𝜏𝑥𝑦)
𝜕𝑥

+
𝜕 (𝑣𝜏𝑦𝑦)
𝜕𝑦

+
𝜕 (𝑢𝜏𝑧𝑦)
𝜕𝑧

+ 𝜕 (𝑤𝜏𝑥𝑧)
𝜕𝑥

+
𝜕 (𝑤𝜏𝑦𝑧)
𝜕𝑦

+ 𝜕 (𝑤𝜏𝑧𝑧)
𝜕𝑧

(3.181)

Dado que o escoamento é bidimensional e incompressível, conforme eq.
(3.135) o terceiro e do sexto ao nono termo a direita da igualdade da eq. (3.181), são
nulos. Com isso, chega-se à eq. (3.182):

¤𝑊 ′
=
𝜕 (𝑢𝜏𝑥𝑥)
𝜕𝑥

+
𝜕 (𝑢𝜏𝑦𝑥)
𝜕𝑦

+
𝜕 (𝑣𝜏𝑥𝑦)
𝜕𝑥

+
𝜕 (𝑣𝜏𝑦𝑦)
𝜕𝑦

(3.182)

Utilizando-se da hipótese de escoamento incompressível as eq. (3.136) e
(3.137) assumem a forma das pelas eq. (3.183) e (3.184):

𝜏𝑥𝑥 = 2𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(3.183)

𝜏𝑦𝑦 = 2𝜇
𝜕𝑣

𝜕𝑦
(3.184)

Logo, a soma das equações (3.183) e (3.184) podem ser representadas como
a eq. (3.185):

T = 𝜏𝑥𝑥 + 𝜏𝑦𝑦 = 2𝜇(∇ · V) = 0 (3.185)

Observa-se por fim, que a variação do trabalho das forças viscosas diz respeito
a contribuição da taxa de variação de velocidade. No entanto, já foi assumido, inicialmente,
para dedução do lado esquerdo da igualdade da equação da energia, que a contribuição
do termo na derivada total da variação da energia cinética é irrelevante. Logo, pelo mesmo
motivo, contribuição da variação da velocidade, a contribuição deste termo é considerado
irrelevante. Com isso, assume-se que:

¤𝑊 ′
= 0 (3.186)
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Substituindo a eq. (3.186) na eq. (3.179), chega-se à eq. (3.187):

𝜌𝑐𝑝

(
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ V · ∇𝑇

)
= 𝜌 ¤𝑞 + ¤𝑄′

(3.187)

Por último, é necessário deduzir um expressão para a variação de calor por
unidade de volume ¤𝑄′ . Aos moldes do desenvolvimento da expressão para as tensões
de cisalhamneto a taxa de variação de calor por unidade de área é proporcional ao
gradiente de temperatura, ¤𝑞𝑦 ∝ ∇𝑇 , e a constante de proporcionalidade é definida como
condutividade térmica 𝜅 . Logo, a integração em toda a superfície do volume de controle é
dada pela eq. (3.188):

¤𝑄 =

∯
𝑆

𝜅∇𝑇 · 𝑑𝑆 (3.188)

Aplica-se o teorema da divergência, eq. (3.85), na eq. (3.188) e chega-se à eq.
(3.189):

¤𝑄 =

∭
V

∇ · (𝜅∇𝑇)𝑑V (3.189)

Da definição da taxa de variação de calor por unidade de volume eq. (3.167) e
com o resultado obtido na eq. (3.189), chega-se na eq. (3.190):

¤𝑄′
= ∇ · (𝜅∇𝑇) (3.190)

Expande-se a eq. (3.190) em coordenadas cartesianas em um domínio bidi-
mensional e chega-se na eq. (3.191):

¤𝑄′
=
𝜕

𝜕𝑥

(
𝜅
𝜕𝑇

𝜕𝑥

)
+ 𝜕

𝜕𝑦

(
𝜅
𝜕𝑇

𝜕𝑦

)
(3.191)

Assume-se que a condutividade térmica é constante em todo domínio espacial
e com base na eq. (3.191), chega-se à eq. (3.192):

¤𝑄′
= 𝜅

(
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇

𝜕𝑦2

)
(3.192)

Substituindo a eq. (3.192) na eq. (3.187), chega-se na eq. (3.193):

𝜌𝑐𝑝

(
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ V · ∇𝑇

)
= 𝜌 ¤𝑞 + 𝜅

(
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇

𝜕𝑦2

)
(3.193)
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A taxa de adição de calor para o caso do problema a ser estudada é propor-
cional ao módulo quadrado da amplitude do laser. Logo, a taxa de adição de calor ¤𝑞 é
definida como:

¤𝑞 = |𝑉 |2 (3.194)

onde 𝑉 é a amplitude do laser.

Substituindo a eq. (3.194) na eq. (3.193), chega-se à eq. (3.195):

𝜌𝑐𝑝

(
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ V · ∇𝑇

)
= 𝜅

(
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇

𝜕𝑦2

)
+ 𝜌 |𝑉 |2 (3.195)

As equações (3.103), (3.151), (3.156) e (3.195), são as equações bidimensi-
onais, não estacionárias, incompressíveis e dimensionais que regem o fluido que será
estudado. Para resolução das mesmas é necessário, em primeiro lugar, aplicar a técnica
de adimensionalização que será demonstrada na seção 3.2.4.

3.2.4 Adimensionalização das Equações de Navier-Stokes

O conjunto de equações (3.103), (3.151), (3.156) e (3.195) que será adimen-
sionalizado é repetido a seguir:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 0 (3.103)

𝜌

(
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ V · ∇𝑢

)
= −𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 𝜇𝜕

2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝜇𝜕
2𝑢

𝜕𝑦2 (3.151)

𝜌

(
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ V · ∇𝑣

)
= −𝜕𝑃

𝜕𝑦
+ 𝜌0𝑔𝑇 + 𝜇𝜕

2𝑣

𝜕𝑥2 + 𝜇 𝜕
2𝑣

𝜕𝑦2 (3.156)

𝜌𝑐𝑝

(
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ V · ∇𝑇

)
= 𝜅

(
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇

𝜕𝑦2

)
+ 𝜌 |𝑉 |2 (3.195)

Será realizado uma mudança de variável para facilitar o entendimento do
desenvolvimento. Logo, as variáveis dimensionais serão adicionadas o sobrescrito ′ . Logo,
as equações (3.103), (3.151), (3.156) e (3.195) assumem a forma das eq. (3.196) a eq.
(3.199):

𝜕𝑢
′

𝜕𝑥
′ +

𝜕𝑣
′

𝜕𝑦
′ = 0 (3.196)

𝜌0

(
𝜕𝑢

′

𝜕𝑡
′ + V

′ · ∇𝑢′
)
= −𝜕𝑃

′

𝜕𝑥
′ + 𝜇

𝜕2𝑢
′

𝜕𝑥2′ + 𝜇
𝜕2𝑢

′

𝜕𝑦2′ (3.197)
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𝜌0

(
𝜕𝑣

′

𝜕𝑡
′ + V

′ · ∇𝑣′
)
= −𝜕𝑃

′

𝜕𝑦
′ + 𝜌0𝑔𝑇 + 𝜇𝜕

2𝑣
′

𝜕𝑥2′ + 𝜇
𝜕2𝑣

′

𝜕𝑦2′ (3.198)

𝜌0𝑐𝑝

(
𝜕𝑇

′

𝜕𝑡
′ + V

′ · ∇𝑇 ′
)
= 𝜅

(
𝜕2𝑇

′

𝜕𝑥2′ +
𝜕2𝑇

′

𝜕𝑦2′

)
+ 𝜌0 |𝑉 |2

′
(3.199)

O termo das forças de campo da eq. (3.198) dependem da variação da tempe-
ratura, portanto a mesma é uma entrada desta equação. Logo, assume-se que este termo
já é adimensional.

Para obtenção das equações linearizadas é necessário realizar a adimensio-
nalização das variáveis do problema. A seguir são apresentadas as adimensionalizações
adotadas para substituição nas equações (3.196), (3.197), (3.198) e (3.199).

𝑢 =
𝑢
′

𝑈
(3.200)

onde 𝑈 é a velocidade característica.

𝑣 =
𝑣
′

𝑈
(3.201)

𝑥 =
𝑥
′

𝐿
(3.202)

onde 𝐿 é o comprimento característico.

𝑦 =
𝑦
′

𝐿
(3.203)

𝑡 =
𝑡
′
𝑈

𝐿
(3.204)

𝑇 =
𝑇

′

𝑇𝑐
(3.205)

onde 𝑇𝑐 é a temperatura característica.

𝑃 =
𝑃

′

𝜌0𝑈2 (3.206)

|𝑉 |2 =
|𝑉 |2′

𝛽𝑉2
𝑐

(3.207)

onde 𝛽 é a absorvidade e 𝑉𝑐 é a amplitude do feixe de laser.
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3.2.4.1 Adimensionalização da equação da continuidade

Para obtenção da equação da continuidade em sua forma adimensional, utiliza-
se das eq. (3.200) a eq. (3.203). Com estas equações são obtidas as derivações adimen-
sionais (3.208) e (3.209):

𝜕𝑢′

𝜕𝑥′
=
𝜕𝑢′

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑥′
= 𝑈

𝜕𝑢

𝜕𝑥

1
𝐿
=
𝑈

𝐿

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(3.208)

𝜕𝑣′

𝜕𝑦′
=
𝜕𝑣′

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑦′
= 𝑈

𝜕𝑣

𝜕𝑦

1
𝐿
=
𝑈

𝐿

𝜕𝑣

𝜕𝑦
(3.209)

As equações (3.208) e (3.209) são substituídas na eq. (3.196) e chega-se à
eq. (3.210):

𝑈

𝐿

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑈
𝐿

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 (3.210)

A equação (3.210) pode ser simplificada isolando os termos constantes e
chega-se à eq. (3.211):

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 0 (3.211)

A equação (3.211) é a equação da continuidade em sua forma adimensional,
a qual será utilizada para obtenção da solução do problema.

3.2.4.2 Adimensionalização das equações de conservação do momento

Para obtenção das equações da conservação do momento em sua forma
adimensional será demonstrado o desenvolvimento sobre a eq. (3.198) e por similaridade
será apresentado o resultado da eq. (3.197). Para tanto, utiliza-se das eq. (3.200) a eq.
(3.206). Com estas equações são obtidas as derivações adimensionais eq. (3.212) a eq.
(3.216):

𝜕𝑣′

𝜕𝑡′
=
𝜕𝑣′

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑡

𝜕𝑡

𝜕𝑡′
= 𝑈

𝜕𝑣

𝜕𝑡

𝑈

𝐿
=
𝑈2

𝐿

𝜕𝑣

𝜕𝑡
(3.212)

𝜕𝑃′

𝜕𝑦′
=
𝜕𝑃′

𝜕𝑃

𝜕𝑃

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑦′
= 𝜌0𝑈

2 𝜕𝑃

𝜕𝑦

1
𝐿
=
𝜌0𝑈

2

𝐿

𝜕𝑃

𝜕𝑦
(3.213)

𝜕𝑣′

𝜕𝑥′
=
𝜕𝑣′

𝜕𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑥′
= 𝑈

𝜕𝑣

𝜕𝑥

1
𝐿
=
𝑈

𝐿

𝜕𝑣

𝜕𝑥
(3.214)
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𝜕2𝑣
′

𝜕𝑥2′ =
𝜕

𝜕𝑥

(
𝜕𝑣

′

𝜕𝑥
′

)
𝜕𝑥

𝜕𝑥
′ =

𝜕

𝜕𝑥

(
𝑈

𝐿

𝜕𝑣

𝜕𝑥

)
1
𝐿
=
𝑈

𝐿2
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 (3.215)

𝜕2𝑣
′

𝜕𝑦2′ =
𝜕

𝜕𝑦

(
𝜕𝑣

′

𝜕𝑦
′

)
𝜕𝑦

𝜕𝑦
′ =

𝜕

𝜕𝑦

(
𝑈

𝐿

𝜕𝑣

𝜕𝑦

)
1
𝐿
=
𝑈

𝐿2
𝜕2𝑣

𝜕𝑦2 (3.216)

Substituindo as eq. (3.212) a eq. (3.216) na eq. (3.198), chega-se na eq.
(3.217):

𝜌0

(
𝑈2

𝐿

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+𝑈𝑢𝑈

𝐿

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝑈𝑣𝑈

𝐿

𝜕𝑣

𝜕𝑦

)
= −𝜌0𝑈

2

𝐿

𝜕𝑃

𝜕𝑦
+ 𝜌0𝑔𝑇 + 𝜇 𝑈

𝐿2

(
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑣

𝜕𝑦2

)
(3.217)

Os termos constantes à esquerda da igualdade da eq. (3.217) são isolados,
𝜌0𝑈

2

𝐿
, e passam para a direita da igualdade, com isso chega-se à eq. (3.218):

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢 𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣 𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −𝜕𝑃

𝜕𝑦
+ 𝑔𝐿
𝑈2𝑇 + 𝜇

𝜌0𝐿𝑈

(
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑣

𝜕𝑦2

)
(3.218)

Para dar continuidade dois números adimensionais são apresentados o número
de Richardson (Ri), eq. (3.219), e o número de Reynolds (Re), eq. (3.220):

𝑅𝑖 ≡ 𝑔𝐿

𝑈2 (3.219)

𝑅𝑒 ≡ 𝑈𝐿𝜌0
𝜇

(3.220)

Substituindo as eq. (3.219) e eq. (3.220) na eq. (3.218), chega-se à eq. (3.221):

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢 𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣 𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −𝜕𝑃

𝜕𝑦
+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑣

𝜕𝑦2

)
+ 𝑅𝑖𝑇 (3.221)

A equação (3.221) é a equação da conservação do momento da componente
vertical com aproximação de Boussinesq, adimensional, não estacionária e incompressível.

Para desenvolvimento da equação da conservação do momento da compo-
nente horizontal, o procedimento é similar ao da obtenção da eq. (3.221), com exceção
que esta não possui forças de campo. Para tanto, utiliza-se das eq. (3.200) a eq. (3.206).
Com estas equações são obtidas as derivações adimensionais eq. (3.222) a eq. (3.226):

𝜕𝑢′

𝜕𝑡′
=
𝜕𝑢′

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝜕𝑡

𝜕𝑡′
= 𝑈

𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝑈

𝐿
=
𝑈2

𝐿

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(3.222)
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𝜕𝑃′

𝜕𝑥′
=
𝜕𝑃′

𝜕𝑃

𝜕𝑃

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑥′
= 𝜌0𝑈

2 𝜕𝑃

𝜕𝑥

1
𝐿
=
𝜌0𝑈

2

𝐿

𝜕𝑃

𝜕𝑥
(3.223)

𝜕𝑢′

𝜕𝑦′
=
𝜕𝑢′

𝜕𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑦′
= 𝑈

𝜕𝑢

𝜕𝑦

1
𝐿
=
𝑈

𝐿

𝜕𝑢

𝜕𝑦
(3.224)

𝜕2𝑢
′

𝜕𝑥2′ =
𝜕

𝜕𝑥

(
𝜕𝑢

′

𝜕𝑥
′

)
𝜕𝑥

𝜕𝑥
′ =

𝜕

𝜕𝑥

(
𝑈

𝐿

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)
1
𝐿
=
𝑈

𝐿2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 (3.225)

𝜕2𝑢
′

𝜕𝑦2′ =
𝜕

𝜕𝑦

(
𝜕𝑢

′

𝜕𝑦
′

)
𝜕𝑦

𝜕𝑦
′ =

𝜕

𝜕𝑦

(
𝑈

𝐿

𝜕𝑢

𝜕𝑦

)
1
𝐿
=
𝑈

𝐿2
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 (3.226)

Substitui-se a eq. (3.208) e eq. (3.222) a eq. (3.226) na eq. (3.197). O resultado
será similar ao encontrado na eq. (3.217), com exceção do termo da força de campo que
neste caso é nulo. Logo, com a posse da definição do número de Reynolds, eq. (3.220),
chega-se à eq. (3.227):

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢 𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣 𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑢

𝜕𝑦2

)
(3.227)

A equação (3.227) é a equação da conservação do momento da componente
horizontal com aproximação de Boussinesq, adimensional, não estacionária e incompres-
sível.

3.2.4.3 Adimensionalização da equação da energia

Para obtenção da equação da conservação da energia em sua forma adimen-
sional, será demonstrado o desenvolvimento sobre a eq. (3.199). Para tanto, utiliza-se das
eq. (3.200) a eq. (3.205). Com estas equações são obtidas as derivações adimensionais
eq. (3.228) a eq. (3.232):

𝜕𝑇 ′

𝜕𝑡′
=
𝜕𝑇 ′

𝜕𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑡

𝜕𝑡

𝜕𝑡′
= 𝑇𝑐

𝜕𝑇

𝜕𝑡

𝑈

𝐿
=
𝑇𝑐𝑈

𝐿

𝜕𝑇

𝜕𝑡
(3.228)

onde 𝑇𝑐 é a temperatura característica.

𝜕𝑇 ′

𝜕𝑥′
=
𝜕𝑇 ′

𝜕𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑥′
= 𝑇𝑐

𝜕𝑇

𝜕𝑥

1
𝐿
=
𝑇𝑐

𝐿

𝜕𝑇

𝜕𝑥
(3.229)

𝜕𝑇 ′

𝜕𝑦′
=
𝜕𝑇 ′

𝜕𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑦′
= 𝑇𝑐

𝜕𝑇

𝜕𝑦

1
𝐿
=
𝑇𝑐

𝐿

𝜕𝑇

𝜕𝑦
(3.230)
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𝜕2𝑇
′

𝜕𝑥2′ =
𝜕

𝜕𝑥

(
𝜕𝑇

′

𝜕𝑥
′

)
𝜕𝑥

𝜕𝑥
′ =

𝜕

𝜕𝑥

(
𝑇𝑐

𝐿

𝜕𝑇

𝜕𝑥

)
1
𝐿
=
𝑇𝑐

𝐿2
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 (3.231)

𝜕2𝑇
′

𝜕𝑦2′ =
𝜕

𝜕𝑦

(
𝜕𝑇

′

𝜕𝑦
′

)
𝜕𝑇

𝜕𝑇
′ =

𝜕

𝜕𝑦

(
𝑇𝑐

𝐿

𝜕𝑇

𝜕𝑦

)
1
𝐿
=
𝑇𝑐

𝐿2
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 (3.232)

Substituindo a eq. (3.228) a eq. (3.232) na eq. (3.199), chega-se à eq. (3.233):

𝜌0𝑐𝑝

(
𝑇𝑐𝑈

𝐿

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑈 𝜕𝑇

𝜕𝑥

𝑇𝑐

𝐿
+ 𝑣𝑈 𝜕𝑇

𝜕𝑦

𝑇𝑐

𝐿

)
= 𝜅

(
𝑇𝑐

𝐿2
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝑇𝑐
𝐿2
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2

)
+ 𝜌0𝛽𝑉

2
𝑐 |𝑉 |2 (3.233)

Isolando os termos constantes a esquerda da eq. (3.233), 𝜌0𝑐𝑝𝑇𝑐𝑈
𝐿

, para direita
da igualdade, chega-se à eq. (3.234):

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢 𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣 𝜕𝑇

𝜕𝑦
=

𝜅

𝜌0𝑐𝑝𝐿𝑈

(
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇

𝜕𝑦2

)
+
𝛽𝑉2

𝑐 𝐿

𝑐𝑝𝑇𝑐𝑈
|𝑉 |2 (3.234)

Para dar continuidade mais dois números adimensionais são apresentados o
número de Stanton (St), eq. (3.235), e o número de Prandtl (Pr), eq. (3.236):

𝑆𝑡 ≡
𝛽𝑉2

𝑐 𝐿

𝑐𝑝𝑇𝑐𝑈
(3.235)

𝑃𝑟 ≡
𝑐𝑝𝜌0

𝜅
(3.236)

Substituindo as eq.: (3.220), (3.235) e (3.236) na eq. (3.234) chega-se à eq.
(3.237):

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢 𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣 𝜕𝑇

𝜕𝑦
=

1
𝑅𝑒𝑃𝑟

(
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇

𝜕𝑦2

)
+ 𝑆𝑡 |𝑉 |2 (3.237)

A equação (3.237) é a equação da conservação da energia com aproximação
de Boussinesq, adimensional, não estacionária e incompressível.

3.2.5 Equações de Navier-Stokes 2D com aproximação de Boussinesq, adimensionais,
não estacionárias e incompressíveis com inclusão dos efeitos da cintilação.

As equações que regem a dinâmica dos fluidos em regime não-estacionário,
incompressível coma aproximação de Boussinesq são as equações N-S: (3.211), (3.221),
(3.227) e (3.237). Tais equações são reapresentadas a seguir:
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𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 0 (3.211)

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢 𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣 𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −𝜕𝑃

𝜕𝑦
+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑣

𝜕𝑦2

)
+ 𝑅𝑖𝑇 (3.221)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢 𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣 𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −𝜕𝑃

𝜕𝑥
+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑢

𝜕𝑦2

)
(3.227)

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢 𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣 𝜕𝑇

𝜕𝑦
=

1
𝑅𝑒𝑃𝑟

(
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇

𝜕𝑦2

)
+ 𝑆𝑡 |𝑉 |2 (3.237)

Para adicionar o efeito da cintilação no modelo assume-se que os campos
são dependentes de um fator 𝛿 o qual é decomposto em séries de potências conforme
estabelecido na eq. (3.238):

𝑓 (𝛿) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝛿
𝑛 (3.238)

Logo, os campos de temperatura, pressão e velocidades são escritos conforme
eq. (3.239) a eq. (3.242):

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝛿) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑢𝑛 (𝑥, 𝑦, 𝑡)𝛿𝑛 (3.239)

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝛿) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑣𝑛 (𝑥, 𝑦, 𝑡)𝛿𝑛 (3.240)

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝛿) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑇𝑛 (𝑥, 𝑦, 𝑡)𝛿𝑛 (3.241)

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝛿) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑃𝑛 (𝑥, 𝑦, 𝑡)𝛿𝑛 (3.242)

Assume-se que apenas os termos de ordem zero e primeira são relevantes,
com isso as eq. (3.239) a eq.(3.242) são simplificadas e assumem a forma dada pelas eq.
(3.243) a eq. (3.246):

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝛿) = 𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝛿𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) (3.243)

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝛿) = 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝛿𝑣1(𝑥, 𝑦, 𝑡) (3.244)
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𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝛿) = 𝑇0(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝛿𝑇1(𝑥, 𝑦, 𝑡) (3.245)

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝛿) = 𝑃0(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝛿𝑃1(𝑥, 𝑦, 𝑡) (3.246)

Dado que os demais termos são coeficientes da expansão em série de potência
da variável 𝛿 todos os outros termos em (3.243), (3.244), (3.245) e (3.246) são 𝑂 (1).

Assim, substituindo as eq. (3.243) e (3.244) na eq. (3.211), chega-se à eq.
(3.247):

𝜕

𝜕𝑥
[𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝛿𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡)] +

𝜕

𝜕𝑦
[𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝛿𝑣1(𝑥, 𝑦, 𝑡)] = 0 (3.247)

Separando os termos que possuem o fator delta em comum chega-se na eq.
(3.248):

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣0
𝜕𝑦

+ 𝛿
(
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣1
𝜕𝑦

)
= 0 (3.248)

A equação (3.248) pode ser separada em duas equações dado que 𝛿 é diferente
de zero e o mesmo estabelece uma diferença de ordem de grandeza quanto aos termos
que são multiplicados, daqueles que não o são. Com isso, chega-se a duas equações
para continuidade, eq. (3.249) e eq. (3.250):

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣0
𝜕𝑦

= 0 (3.249)

𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣1
𝜕𝑦

= 0 (3.250)

Substituindo as eq. (3.243) a (3.246) na eq. (3.221) chega-se na eq. (3.251).
Por simplificação da notação as variáveis independentes das séries de potência são
omitidas:

𝜕 (𝑣0 + 𝛿𝑣1)
𝜕𝑡

+ (𝑢0 + 𝛿𝑢1)
𝜕 (𝑣0 + 𝛿𝑣1)

𝜕𝑥
+ (𝑣0 + 𝛿𝑣1)

𝜕 (𝑣0 + 𝛿𝑣1)
𝜕𝑦

=

−𝜕 (𝑃0 + 𝛿𝑃1)
𝜕𝑦

+ 1
𝑅𝑒

[
𝜕2(𝑣0 + 𝛿𝑣1)

𝜕𝑥2 + 𝜕
2(𝑣0 + 𝛿𝑣1)
𝜕𝑦2

]
+ 𝑅𝑖(𝑇0 + 𝛿𝑇1)

(3.251)

Realizando as diferenciações e separando os termos com base na potência
de 𝛿 na eq. (3.251) chaga-se à eq. (3.252):
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𝜕𝑣0
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

+ 𝛿
(
𝜕𝑣1
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑣1
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑣1
𝜕𝑦

+ 𝑢1
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

)
+ 𝛿2

(
𝑢1
𝜕𝑣1
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑣1
𝜕𝑦

)
=

−𝜕𝑃0
𝜕𝑦

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑣0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑣0

𝜕𝑦2

)
+ 𝑅𝑖𝑇0 + 𝛿

[
−𝜕𝑃1
𝜕𝑦

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑣1

𝜕𝑦2

)
+ 𝑅𝑖𝑇1

]
(3.252)

Observa-se que a eq. (3.252) possui termos de segunda ordem os quais, por
simplificação da série de potência com relação a 𝛿 não são relevantes. Logo, a eq. (3.252)
assume a forma dada pela eq. (3.253):

𝜕𝑣0
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

+ 𝛿
(
𝜕𝑣1
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑣1
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑣1
𝜕𝑦

+ 𝑢1
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

)
=

−𝜕𝑃0
𝜕𝑦

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑣0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑣0

𝜕𝑦2

)
+ 𝑅𝑖𝑇0 + 𝛿

[
−𝜕𝑃1
𝜕𝑦

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑣1

𝜕𝑦2

)
+ 𝑅𝑖𝑇1

] (3.253)

Separa-se os termos da eq. (3.253) com base na série de potência em relação
a 𝛿. Com isso, chega-se à uma equação diferencial parcial de ordem zero, eq. (3.254), e
outra de ordem um, eq. (3.255):

𝜕𝑣0
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

= −𝜕𝑃0
𝜕𝑦

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑣0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑣0

𝜕𝑦2

)
+ 𝑅𝑖𝑇0 (3.254)

𝜕𝑣1
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑣1
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑣1
𝜕𝑦

+ 𝑢1
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

= −𝜕𝑃1
𝜕𝑦

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑣1

𝜕𝑦2

)
+ 𝑅𝑖𝑇1 (3.255)

O desenvolvimento das equações da conservação do momento na coordenada
horizontal são similares aos para obtenção das eq. (3.254) e eq. (3.255).

Substitui-se as eq. (3.243) a eq. (3.246) na eq. (3.227) chega-se na eq. (3.256).
Por simplificação da notação, as variáveis independentes das série de potência são
omitidas:

𝜕 (𝑢0 + 𝛿𝑢1)
𝜕𝑡

+ (𝑢0 + 𝛿𝑢1)
𝜕 (𝑢0 + 𝛿𝑢1)

𝜕𝑥
+ (𝑣0 + 𝛿𝑣1)

𝜕 (𝑢0 + 𝛿𝑢1)
𝜕𝑦

=

−𝜕 (𝑃0 + 𝛿𝑃1)
𝜕𝑥

+ 1
𝑅𝑒

[
𝜕2(𝑢0 + 𝛿𝑢1)

𝜕𝑥2 + 𝜕
2(𝑢0 + 𝛿𝑢1)
𝜕𝑦2

] (3.256)

Realiza-se as diferenciações e separa-se os termos com base na potência de
𝛿 na eq. (3.256) e chega-se na eq. (3.257):
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𝜕𝑢0
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

+ 𝛿
(
𝜕𝑢1
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑢1
𝜕𝑦

+ 𝑢1
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

)
+𝛿2

(
𝑢1
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑢1
𝜕𝑦

)
= −𝜕𝑃0

𝜕𝑥
+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑢0

𝜕𝑦2

)
+ 𝛿

[
−𝜕𝑃1
𝜕𝑥

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑢1

𝜕𝑦2

)]
(3.257)

Observa-se que na eq. (3.257) há termos de segunda ordem os quais, por
simplificação da série de potência com relação a 𝛿 devem ser negligenciados. Logo, a eq.
(3.257) assume a forma dada pela eq. (3.258):

𝜕𝑢0
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

+ 𝛿
(
𝜕𝑢1
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑢1
𝜕𝑦

+ 𝑢1
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

)
=

−𝜕𝑃0
𝜕𝑥

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑢0

𝜕𝑦2

)
+ 𝛿

[
−𝜕𝑃1
𝜕𝑥

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑢1

𝜕𝑦2

)] (3.258)

Os termos da eq. (3.258) são separados com base na série de potência em
relação a 𝛿. Com isso, chega-se a uma equação diferencial parcial de ordem zero, eq.
(3.259), e outra de ordem um, eq. (3.260):

𝜕𝑢0
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

= −𝜕𝑃0
𝜕𝑥

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑢0

𝜕𝑦2

)
(3.259)

𝜕𝑢1
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑢1
𝜕𝑦

+ 𝑢1
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

= −𝜕𝑃1
𝜕𝑥

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑢1

𝜕𝑦2

)
(3.260)

O procedimento para obtenção das equações da energia é similar. Substitui-se
as eq. (3.243) a (3.246) na eq. (3.237) e chega-se na eq. (3.261). Por simplificação da
notação, as variáveis independentes da série de potência são omitidas:

𝜕 (𝑇0 + 𝛿𝑇1)
𝜕𝑡

+ (𝑢0 + 𝛿𝑢1)
𝜕 (𝑇0 + 𝛿𝑇1)

𝜕𝑥
+ (𝑣0 + 𝛿𝑣1)

𝜕 (𝑇0 + 𝛿𝑇1)
𝜕𝑦

=

1
𝑅𝑒𝑃𝑟

(
𝜕2(𝑇0 + 𝛿𝑇1)

𝜕𝑥2 + 𝜕
2(𝑇0 + 𝛿𝑇1)
𝜕𝑦2

)
+ 𝑆𝑡 |𝑉 |2

(3.261)

Realiza-se as diferenciações e separa-se os termos com base nas potências
de 𝛿 na eq. (3.261) chega-se na eq. (3.262):

𝜕𝑇0
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑇0
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑇0
𝜕𝑦

+ 𝛿
(
𝜕𝑇1
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑇1
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑇1
𝜕𝑦

+ 𝑢1
𝜕𝑇0
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑇0
𝜕𝑦

)
+𝛿2

(
𝑢1
𝜕𝑇1
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑇1
𝜕𝑦

)
=

1
𝑅𝑒𝑃𝑟

(
𝜕2𝑇0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇0

𝜕𝑦2

)
+ 𝑆𝑡 |𝑉 |2 + 𝛿

[
1

𝑅𝑒𝑃𝑟

(
𝜕2𝑇1

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇1

𝜕𝑦2

)]
(3.262)
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Conforme já explicado anterior para as equações de conservação do momento
a eq. (3.262), também possui termos de segunda ordem com relação a variável 𝛿 os quais
pelos mesmos motivos já apresentados serão desconsiderados. Com isso, chega-se na
eq. (3.263):

𝜕𝑇0
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑇0
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑇0
𝜕𝑦

+ 𝛿
(
𝜕𝑇1
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑇1
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑇1
𝜕𝑦

+ 𝑢1
𝜕𝑇0
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑇0
𝜕𝑦

)
=

1
𝑅𝑒𝑃𝑟

(
𝜕2𝑇0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇0

𝜕𝑦2

)
+ 𝑆𝑡 |𝑉 |2 + 𝛿

[
1

𝑅𝑒𝑃𝑟

(
𝜕2𝑇1

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇1

𝜕𝑦2

)] (3.263)

Os termos da eq. (3.263) são separados com base na série de potência em
relação a 𝛿. Com isso, chega-se a uma equação diferencial parcial de ordem zero, eq.
(3.264), e outra de ordem um, eq. (3.265):

𝜕𝑇0
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑇0
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑇0
𝜕𝑦

=
1

𝑅𝑒𝑃𝑟

(
𝜕2𝑇0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇0

𝜕𝑦2

)
+ 𝑆𝑡 |𝑉 |2 (3.264)

𝜕𝑇1
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑇1
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑇1
𝜕𝑦

+ 𝑢1
𝜕𝑇0
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑇0
𝜕𝑦

=
1

𝑅𝑒𝑃𝑟

(
𝜕2𝑇1

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇1

𝜕𝑦2

)
(3.265)

Após este desenvolvimento chega-se a dois conjuntos de equações que regem
a dinâmica dos fluidos. Um que estabelece como se desenvolve o escoamento médio
dado pelas eq. (3.249), eq. (3.254), eq. (3.259) e eq. (3.264):

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣0
𝜕𝑦

= 0 (3.249)

𝜕𝑣0
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

= −𝜕𝑃0
𝜕𝑦

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑣0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑣0

𝜕𝑦2

)
+ 𝑅𝑖𝑇0 (3.254)

𝜕𝑢0
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

= −𝜕𝑃0
𝜕𝑥

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑢0

𝜕𝑦2

)
(3.259)

𝜕𝑇0
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑇0
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑇0
𝜕𝑦

=
1

𝑅𝑒𝑃𝑟

(
𝜕2𝑇0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇0

𝜕𝑦2

)
+ 𝑆𝑡 |𝑉 |2 (3.264)

Um segundo conjunto de equações que estabelece como se desenvolve as
flutuações de ordem. Tal conjunto é dados pelas eq. (3.250), eq. (3.255), eq. (3.260),
(3.265):
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𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣1
𝜕𝑦

= 0 (3.250)

𝜕𝑣1
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑣1
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑣1
𝜕𝑦

+ 𝑢1
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

= −𝜕𝑃1
𝜕𝑦

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑣1

𝜕𝑦2

)
+ 𝑅𝑖𝑇1 (3.255)

𝜕𝑢1
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑢1
𝜕𝑦

+ 𝑢1
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

= −𝜕𝑃1
𝜕𝑥

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑢1

𝜕𝑦2

)
(3.260)

𝜕𝑇1
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑇1
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑇1
𝜕𝑦

+ 𝑢1
𝜕𝑇0
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑇0
𝜕𝑦

=
1

𝑅𝑒𝑃𝑟

(
𝜕2𝑇1

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇1

𝜕𝑦2

)
(3.265)

Este conjunto de oito equações diferenciais parciais (EDP) são as equações
de Navier-Stokes 2D com aproximação de Boussinesq, adimensionais, não estacionárias
e incompressíveis, estabelecendo que apenas a primeira ordem das flutuações do esco-
amento são relevantes. No entanto, mesmo com todas estas simplificações tal sistema
não possui solução analítica. Logo, serão utilizados métodos numéricos para se obter as
soluções deste sistema os quais serão apresentados em seção específica, seção 3.3.

3.2.6 Turbulência óptica

Devido ao fenômeno de cintilação, a variação do índice de refração da atmos-
fera é tratada como um processo aleatório. Sendo assim, o modelo utilizado nesta solução,
propõe representar estatisticamente a primeira ordem das flutuações de temperatura.

A cintilação é um fenômeno relacionado com variações na intensidade da fonte
de luz causadas por distorções de fase no espaço entre o observador e a fonte de luz.
A distorção de fase pode ser considerada como a turbulência atmosférica (ANDREWS;
PHILLIPS, 2005).

A cintilação é uma parte essencial da interação fluido-laser. Esta é consequên-
cia das alterações localizadas do índice de refração do meio. Estas alterações são ori-
ginadas, principalmente, por alterações no campo escalar de temperatura. A cintilação
poderá ser incorporada ao modelo feixe laser–fluido utilizando a metodologia da tela de
fase, conforme descrito em Harding et al. (1999), Beghi et al. (2008b), Sriram e Kearney
(2007), Roggemann et al. (1996), Assémat et al. (2006), Herman e Strugala (1990), Lane
et al. (1992), Jakobsson (1996), Welsh e Base (1997).

O principal desafio do modelo de telas de fase é gerar realizações individuais
de um processo aleatório. Este trabalho é baseado na geração de telas de fase por séries
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de Fourier. Para tanto assume-se que as flutuações de temperatura são função de uma
transformada de Fourier, cuja representação integral é dada pela eq. (3.266):

𝑇1(𝑥, 𝑦) =
1

4𝜋2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
𝐹 (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦)𝑒 𝑗 (𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦)𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦 (3.266)

onde 𝐹 (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦) é uma função que representa a representação no espaço dual da fase.
Cabe destacar, 𝑇1(𝑥, 𝑦) é a representação de um processo aleatório o qual possui uma
densidade de potência dada por T1(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦). Dado que a metodologia de tela de fase se dá
em domínio bidimensional, a relação entre as funções 𝑇1(𝑥, 𝑦) e T1(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦) é estabelecida
pelo teorema de Parseval, conforme eq. (3.267):

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|𝑇1(𝑥, 𝑦) |2𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1
4𝜋2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
T1(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦)𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦 (3.267)

A justificativa de se utilizar a transformada de fourier é com o objetivo de
assumir que a mesma pode ser representada por uma representação em forma discreta
e com isso, utilizar os algoritmos desenvolvidos de FFT e obter de forma numérica o
resultado da eq. (3.266). Logo, esta equação assume a forma dada pela eq. (3.268):

𝑇1(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁

𝑛=−∞

∞∑︁
𝑚=−∞

𝑐𝑚,𝑛𝑒
𝑖(𝑘𝑥𝑚𝑥+𝑘𝑦𝑛𝑦) (3.268)

onde 𝑘𝑥𝑚 e 𝑘𝑦𝑛 são os números de onda discretizados nas direções transversais.

Para que a eq. (3.268) represente o sinal contínuo dado pela eq. (3.266) o
mesmo deve obedecer o critério de Nyquist, dado pela eq. (3.269):

𝑓𝑠 ≥ 2 𝑓𝑚 (3.269)

onde 𝑓𝑠 é a frequência de amostragem e 𝑓𝑚 é a maior frequência do sinal. A frequência de
amostragem do sinal é dada com base no espaçamento da malha. Dado que o domínio é
bidimensional, a frequência de amostragem é dada pela eq. (3.270):

𝑓𝑠 = 𝑚𝑖𝑛(
1
Δ𝑥
,

1
Δ𝑦

) (3.270)

onde Δ𝑥 é o espaçamento da malha horizontal e Δ𝑦 é o espaçamento da malha vertical.

Substitui-se a eq. (3.270) na eq. (3.269) e chega-se na eq. (3.271):

𝑓𝑚𝑚𝑎𝑥
=

1
2
𝑚𝑖𝑛( 1

Δ𝑥
,

1
Δ𝑦

) (3.271)

onde 𝑓𝑚𝑚𝑎𝑥
é a máxima frequência do sinal representado. Logo, até o valor dado pela eq.

(3.271) a eq. (3.268) de um sinal discretizado representa o sinal dado pela eq. (3.266) para
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um sinal contínuo. Após este valor inicia-se o fenômeno de aliasing e já não é possível
representar o sinal dado pela eq. (3.268).

Como já informado anteriormente, as flutuações da temperatura possuem
uma variação aleatória. Logo, utiliza-se do teorema do limite central para determinar os
coeficientes 𝑐𝑘𝑥𝑚,𝑘𝑦𝑛 . Com isto, estes coeficientes possuem uma distribuição Gaussiana,
com suas partes reais e imaginária ambas independentes, médias iguais a zero, variâncias
iguais e covariância igual a zero (COLES et al., 1995). Logo, a variância é dada pela eq.
(3.272):

𝜎2 =

〈��𝑐𝑘𝑥𝑚,𝑘𝑦𝑛 ��2〉 =
1

4𝜋2T1(𝑘𝑥𝑚, 𝑘𝑦𝑛)Δ𝑘𝑥𝑚Δ𝑘𝑦𝑛 (3.272)

onde 𝜎 é o desvio padrão.

Como para o problema deste trabalho a grade é igualmente espaçada Δ𝑘𝑥𝑚 e
Δ𝑘𝑦𝑛 são dados pelas eq. (3.273) e eq. (3.274):

Δ𝑘𝑥𝑚 =
2𝜋
𝐿𝑥

(3.273)

Δ𝑘𝑦𝑛 =
2𝜋
𝐿𝑦

(3.274)

onde 𝐿𝑥 é o comprimento da malha horizontal e 𝐿𝑦 é o comprimento da malha vertical.

Substitui-se as eq. (3.273) e eq. (3.274) na eq. (3.272) e chega-se na eq.
(3.275):

𝜎2 =

〈��𝑐𝑘𝑥𝑚,𝑘𝑦𝑛 ��2〉 =
T1(𝑘𝑥𝑚, 𝑘𝑦𝑛)

𝐿𝑥𝐿𝑦
(3.275)

Para obtenção dos coeficientes deve-se ter em mente que devido ao teorema
do limite central é possível fazer uma simples transformação para obtenção destes. Dada
uma variável que possui uma distribuição Gaussiana que neste caso é o coeficiente 𝑐𝑘𝑥𝑚,𝑘𝑦𝑛
através da eq. (3.276) é possível o relacionar com a distribuição normal padrão 𝑧 que
possui média 𝜇𝑒 = 0 e variância 𝜎2 = 1:

𝑧 =
𝑐𝑘𝑥𝑚,𝑘𝑦𝑛 − 𝜇

𝜎
(3.276)

Conforme estabelecido, a média das flutuações da variável 𝑐𝑘𝑥𝑚,𝑘𝑦𝑛 é zero,
𝜇 = 0, e o desvio padrão é dado pela eq. (3.275). Com isso, substitui-se a eq. (3.275) na
eq. (3.276) e chega-se que os coeficientes da série de Fourier são dados pela eq. (3.277):
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𝑐𝑘𝑥𝑚,𝑘𝑦𝑛 = 𝑧

√︄
T1(𝑘𝑥𝑚, 𝑘𝑦𝑛)

𝐿𝑥𝐿𝑦
(3.277)

onde z é composto por:

𝑧 ≡ 𝑟 (𝑘𝑥𝑚, 𝑘𝑦𝑛) + 𝑗𝑖(𝑘𝑥𝑚, 𝑘𝑦𝑛) (3.278)

onde as funções 𝑟 (𝑘𝑥𝑚, 𝑘𝑦𝑛) e 𝑖(𝑘𝑥𝑚, 𝑘𝑦𝑛) são funções aleatórias com distribuição Gaus-
siana com média zero e variância unitária, ou seja, distribuição normal padronizada.
Substitui-se a eq. (3.278) na eq. (3.277) e chega-se na eq. (3.279):

𝑐𝑘𝑥𝑚,𝑘𝑦𝑛 =
[
𝑟 (𝑘𝑥𝑚, 𝑘𝑦𝑛) + 𝑗𝑖(𝑘𝑥𝑚, 𝑘𝑦𝑛)

] √︄
T1(𝑘𝑥𝑚, 𝑘𝑦𝑛)

𝐿𝑥𝐿𝑦
(3.279)

A equação (3.279) estabelece como se obter os coeficientes da série de fourrier
dada pela eq. (3.268). Restando apenas definir a função de distribuição de temperatura
no espaço dual T1(𝑘𝑥𝑚, 𝑘𝑦𝑛).

Esta função trata-se de uma densidade espectral de potência que é oriunda
da teoria de Kolmogorov. Kolmogorov estabeleceu por hipótese que as pequenas escalas
de turbulência são isotrópicas. Logo, para valores de comprimentos característicos de
vórtices inferiores 𝑙 ≪ 𝐿0 as propriedades do fluido são as mesmas, já para valores
superiores a 𝐿0 o as propriedades do escoamento dependem das condições de contorno
e do escoamento médio (KOLMOGOROV, 1991).

A segunda hipótese que Kolmogorov estabeleceu foi que para esta escala
do escoamento isotrópico, todo escoamento turbulento é similar estatisticamente a qual
é determinada exclusivamente pela viscosidade cinemática 𝜂 e a taxa de dissipação 𝜀
(KOLMOGOROV, 1991).

A última hipótese de Kolmogorov estabelece que para a faixa de 𝜂 ≪ 𝑙 ≪ 𝐿0.
O decaimento da energia dos vórtices maiores para os menores é apenas dependente da
taxa de dissipação 𝜀, onde 𝜂 é definido como a escala de comprimento de Kolmogorov
(KOLMOGOROV, 1991):

𝜂 ≡
(
𝜈3

𝜀

)1/4

(3.280)

A faixa que apenas é dependente da taxa de dissipação é conhecida como faixa
inercial de energia. O trabalho de Kolmogorov estabeleceu que nesta região a distribuição
da energia se dá através de uma função de segunda ordem da velocidade, função de
estrutura, a qual por definição é a covariância da diferença da velocidade entre dois pontos
(POPE, 2000). A qual para o caso do escoamento bidimensional é dada pela eq. (3.281):
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𝐷𝑖, 𝑗 (®𝑟, ®𝑥, 𝑡) =
〈
[𝑈𝑖 (®𝑥 + ®𝑟, 𝑡) −𝑈𝑖 (®𝑥, 𝑡)]

[
𝑈 𝑗 (®𝑥 + ®𝑟, 𝑡) −𝑈 𝑗 (®𝑥, 𝑡)

]〉
∝ 𝑈2 (3.281)

onde ®𝑥 = 𝑥 ®𝑒1 + 𝑦 ®𝑒2 + 𝑧 ®𝑒3 e ®𝑟 = 𝑟𝑥 ®𝑒1 + 𝑟𝑦 ®𝑒2 + 𝑟𝑧 ®𝑒3, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3.

Logo, da definição de covariância, eq. (3.281), a distribuição de energia pos-
sui dimensão de velocidade ao quadrado. Portanto, em termos dimensionais onde 𝑈 é
dimensão de velocidade e 𝐸 é a energia, tem-se que em termos dimensionais a energia é
dada pela eq. (3.282):

𝐸 ∝ 𝑈2 (3.282)

A escala de tempo é dada pela equação (3.283):

𝑇 ∝ 𝑙

𝑈
(3.283)

A taxa de dissipação de energia, 𝜀, em termos de dimensão é o quanto de
energia é dissipada por tempo, eq. (3.284):

𝜀 ≡ 𝐸

𝑇
(3.284)

Portanto, na faixa inercial diante das três hipóteses estabelecidas por Kolmo-
gorov, substitui-se a eq. (3.282) e eq. (3.283) na eq. (3.284) e chega-se à eq. (3.285):

𝜀 ≡ 𝐸

𝑇
∝ 𝑈3

𝑙
(3.285)

Portanto, para a faixa inercial, com base na eq. (3.285), chega-se à relação
dada pela eq. (3.286):

𝑈 ∝ (𝜀𝑙)1/3 (3.286)

Velocidade e temperatura são variáveis do escoamento que possuem, em ter-
mos estatísticos, comportamentos similares. Portanto, a análise realizada para velocidade
é a mesma que para temperatura, com a diferença de uma contante de proporcionalidade
para diferenciar em termos dimensionais a função de estrutura de velocidade para a função
de estrutura da temperatura. Logo, em termos de distribuição de energia, considerando
apenas a variação em termos de número de onda, com base nas eq. (3.286), (3.282) e
(3.281), chega-se que para a faixa inercial a função de estrutura da temperatura é dada
pela eq. (3.287):

𝐷𝑇 (𝑟) = 𝐶2
𝑇𝑟

2/3, 𝑙0 ≪ 𝑟 ≪ 𝐿0 (3.287)



78

onde 𝐶2
𝑇

é a constante de proporcionalidade da função de estrutura de temperatura 𝐷𝑇 (𝑟).

Para um meio estatisticamente homogêneo e isotrópico, que é o caso da faixa
inercial de Kolmogorov. A função de distribuição espectral de potência, PSD, é obtida
através da eq. (3.288) (ANDREWS; PHILLIPS, 2005):

Φ(𝑘) = 1
4𝜋2𝑘2

∫ ∞

0

𝑠𝑖𝑛 (𝑘𝑅)
𝑘𝑅

d
d𝑅

[
𝑅2 d

d𝑅
𝐷 (𝑅)

]
𝑑𝑅 (3.288)

Logo, particularizando para o caso da PSD de temperatura substituindo a eq.
(3.287) na eq. (3.288), chega-se na eq. (3.289):

T1(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦) =
1

4𝜋2(𝑘2
𝑥 + 𝑘2

𝑦)

∫ ∞

0

𝑠𝑖𝑛

(√︃
𝑘2
𝑥 + 𝑘2

𝑦𝑟

)
√︃
𝑘2
𝑥 + 𝑘2

𝑦𝑟

d
d𝑟

[
𝑟2 d

d𝑟
𝐷𝑇 (𝑟)

]
𝑑𝑟 (3.289)

A solução da eq. (3.289) é apresentada em Schmidt (2010):

T1(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦) =
0, 033𝐶2

𝑇

(𝑘2
𝑥 + 𝑘2

𝑦)11/6
(3.290)

Conforme já citado anteriormente, a PSD dada pela eq. (3.290), é obtida
teoricamente e sua aplicação é apenas para a faixa inercial. Logo, a utilização desta
é muito limitada. Com isso, modelos teórico experimentais foram desenvolvidos para
contemplar a faixa de dissipação 𝑘 ≪ 1

𝑙0
e a faixa de baixa frequências, 𝑘 ≫ 1

𝐿0
. O

modelo adotado neste trabalho é conhecido como PSD von Kármán modificado, cuja faixa
espectral é 0 ≤ 𝑘 < ∞ é baseado na eq. (3.290) e é dado pela eq. (3.291):

T1(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦) = 0, 033𝐶2
𝑇

𝑒
−

𝑘2
𝑥+𝑘2

𝑦

𝑘2
𝑚

(𝑘2
𝑥 + 𝑘2

𝑦 + 𝑘2
0)11/6

(3.291)

onde 𝑘𝑚 =
5,93
𝑙0

, 𝑘0 = 2𝜋
𝐿0

, 𝑙0 é a escala interna de turbulência e 𝐿0 é a escala externa de
turbulência.

A constante 𝐶𝑇 é oriunda da função de covariância cujo o significado físico
e medidas não são fáceis de ser obtidos. Com isso, são realizadas assunções para
substituição deste pelo diâmetro de coerência atmosférica 𝑟0. Em ANDREWS e Phillips
(2005) é apresentado a aproximação algébrica para a função de estrutura da temperatura
em função do diâmetro de coerência atmosférica 𝑟0. Com isso, substituindo esta expressão
na na eq. (3.288), obtém-se a PSD von Kármán modificada em função de 𝑟0, dada pela
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eq. (3.292):

T1(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦) = 0, 49𝑟−5/3
0

𝑒
−

𝑘2
𝑥+𝑘2

𝑦

𝑘2
𝑚

(𝑘2
𝑥 + 𝑘2

𝑦 + 𝑘2
0)11/6

(3.292)

Estabelece-se que a distribuição espectral dada pela eq. (3.292), possui a
mesma discretização dada pela eq. (3.268) e chega-se na eq. (3.293):

T1(𝑘𝑥𝑚, 𝑘𝑦𝑛) = 0, 49𝑟−5/3
0

𝑒
−

𝑘2
𝑥𝑚+𝑘2

𝑦𝑛

𝑘2
𝑚

(𝑘2
𝑥𝑚 + 𝑘2

𝑦𝑛 + 𝑘2
0)11/6

(3.293)

Substitui-se a eq. (3.293) na eq. (3.279), chega-se na equação dos coeficientes
da transformada de Fourier, eq. (3.294):

𝑐𝑘𝑥𝑚,𝑘𝑦𝑛 = (𝑟 (𝑘𝑥𝑚, 𝑘𝑦𝑛) + 𝑗𝑖(𝑘𝑥𝑚, 𝑘𝑦𝑛))

√√√√√
0, 49𝑟−5/3

0 𝑒
−

𝑘2
𝑥𝑚+𝑘2

𝑦𝑛

𝑘2
𝑚

𝐿𝑥𝐿𝑦 (𝑘2
𝑥𝑚 + 𝑘2

𝑦𝑛 + 𝑘2
0)11/6

(3.294)

Substituindo a eq. (3.294) na eq. (3.268), a equação (3.295) é obtida:

𝑇1(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁

𝑛=−∞

∞∑︁
𝑚=−∞

(𝑟 (𝑘𝑥𝑚, 𝑘𝑦𝑛) + 𝑗𝑖(𝑘𝑥𝑚, 𝑘𝑦𝑛))

√√√√√
0, 49𝑟−5/3

0 𝑒
−

𝑘2
𝑥+𝑘2

𝑦

𝑘2
𝑚

𝐿𝑥𝐿𝑦 (𝑘2
𝑥 + 𝑘2

𝑦 + 𝑘2
0)11/6

𝑒𝑖(𝑘𝑥𝑚𝑥+𝑘𝑦𝑛𝑦)

(3.295)

Para incorporar a turbulência na amplitude 𝑉 do feixe de laser, devido às
flutuações de temperatura, retorna-se a aproximação de Boussinesq, portanto há uma
relação direta entre as flutuações de temperatura e a alteração do índice de refração.
Logo, devido as flutuações de temperatura, dado o modelo de tela de fase, o meio é
randomicamente não homogêneo. Com isso, é necessário a utilização das funções de
Green para solução do problema. Utilizando-se o método de Rytov, a amplitude do campo
elétrico é dada pela eq. (3.296), (SCHMIDT, 2010):

𝑉 (𝑥, 𝑦) = 𝑉𝑝 (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑒𝜓(𝑥,𝑦) (3.296)

onde 𝜓 é uma função complexa de perturbação de fase e 𝑣𝑝 será apresentado posterior-
mente.

Conforme apresentado, para obtenção da equação paraxial, as alterações
do campo elétrico são devido às alterações do índice de refração. Este por sua vez, em
consequência da aproximação de Boussinesq é alterado exclusivamente pelas alterações
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do campo de temperatura. Logo, a função 𝜓 pode ser definida como as variações de
temperatura e dependem do fator de cintilação. O que implica que a mesma é função das
flutuações de temperatura.

Conforme estabelecido na eq. (3.245), as flutuações de temperatura são de-
pendentes de um parâmetro 𝛿, arbitrário, até a sua primeira ordem. Com isso, assume-se
para o modelo que a função de perturbação de fase complexa é dada pela eq. (3.297):

𝜓(𝑥, 𝑦) = 𝑗𝛿𝑇1(𝑥, 𝑦) (3.297)

Substituindo a eq. (3.297) na eq. (3.296), chega-se na eq. (3.298):

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧 + Δ𝑧) = 𝑉𝑝 (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑒 𝑗𝛿𝑇1 (𝑥,𝑦) (3.298)

onde 𝑉𝑝 é a solução da equação paraxial dada pela eq. (3.75) e 𝑇1 é a solução da eq.
(3.295).

3.3 Métodos numéricos de simulação

Conforme já apresentado, as equações de Navier-Stokes não são possíveis
de serem resolvidas analiticamente para o caso deste problema. Com isso, a alternativa
encontrada é a solução via métodos numéricos. A metodologia adotada neste trabalho foi in-
troduzida, inicialmente, por Chorin (1967), atualmente conhecido como compressibilidade
artificial. A motivação do desenvolvimento deste método, conhecido como compressi-
bilidade artificial, é que diante da dificuldade para obtenção da solução numérica de
escoamentos incompressíveis e não estacionários é necessário uma reestruturação das
equações de Navier-Stokes para obtenção de uma solução aproximada. Nestes casos, a
equação da continuidade não possui derivada temporal com isso a mesma é uma EDP
parabólica, sendo que as demais equações são do tipo hiperbólico. Logo a solução por
métodos explícitos torna-se inviável. Além disso, a relação entre o campo de pressão e de
velocidade é desacoplada.

A metodologia de resolução deste sistema adotada foi a da compressibilidade
artificial, a qual adiciona um termo de derivada temporal de pressão com um parâmetro
de compressibilidade artificial na equação da continuidade (FERZIGER et al., 2020). Este
termo na convergência tende a zero. Assim, a solução satisfaz as equações incompressí-
veis. Esta abordagem foi proposta primeiramente por Chorin (1967).

A metodologia apresentada por Chorin (1967) introduz um fator arbitrário de
compressibilidade artificial 𝛾 e uma derivada temporal em uma escala conhecida como
pseudo tempo. Logo, o conjunto de equações de Navier-Stokes já apresentado, (3.249), eq.
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(3.254), eq. (3.259), eq. (3.264), eq. (3.250), eq. (3.255), eq. (3.260) e (3.265) assumem
a forma das equações. Para o escoamento médio, eq. (3.299) a eq. (3.302):

1
𝛾

𝜕𝑃0
𝜕𝜏

+ 𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣0
𝜕𝑦

= 0 (3.299)

𝜕𝑢0
𝜕𝜏

+ 𝜕𝑢0
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

= −𝜕𝑃0
𝜕𝑥

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑢0

𝜕𝑦2

)
(3.300)

𝜕𝑣0
𝜕𝜏

+ 𝜕𝑣0
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

= −𝜕𝑃0
𝜕𝑦

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑣0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑣0

𝜕𝑦2

)
+ 𝑅𝑖𝑇0 (3.301)

𝜕𝑇0
𝜕𝜏

+ 𝜕𝑇0
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑇0
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑇0
𝜕𝑦

=
1

𝑅𝑒𝑃𝑟

(
𝜕2𝑇0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇0

𝜕𝑦2

)
+ 𝑆𝑡 |𝑉 |2 (3.302)

Já o conjunto de equações que rege as flutuações assume a forma das eq.
(3.303) a eq. (3.306):

1
𝛾

𝜕𝑃1
𝜕𝜏

+ 𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣1
𝜕𝑦

= 0 (3.303)

𝜕𝑢1
𝜕𝜏

+ 𝜕𝑢1
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑢1
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑢1
𝜕𝑦

+ 𝑢1
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

= −𝜕𝑃1
𝜕𝑥

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑢1

𝜕𝑦2

)
(3.304)

𝜕𝑣1
𝜕𝜏

+ 𝜕𝑣1
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑣1
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑣1
𝜕𝑦

+ 𝑢1
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

= −𝜕𝑃1
𝜕𝑦

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑣1

𝜕𝑦2

)
+ 𝑅𝑖𝑇1

(3.305)

𝜕𝑇1
𝜕𝜏

+ 𝜕𝑇1
𝜕𝑡

+ 𝑢0
𝜕𝑇1
𝜕𝑥

+ 𝑣0
𝜕𝑇1
𝜕𝑦

+ 𝑢1
𝜕𝑇0
𝜕𝑥

+ 𝑣1
𝜕𝑇0
𝜕𝑦

=
1

𝑅𝑒𝑃𝑟

(
𝜕2𝑇1

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇1

𝜕𝑦2

)
(3.306)

Observa-se que nas equações (3.299) e (3.303) foi adicionado um termo de
derivada no tempo da pressão na escala de tempo 𝜏, que é o pseudo-tempo, e o parâmetro
𝛾, que é a compressibilidade artificial. Como consequência, as eq. (3.300) a (3.302) e
(3.304) a (3.306) possuem dois termos de derivadas temporais, sendo um na escala do
pseudo-tempo 𝜏 e outro na escala de tempo físico 𝑡.

Para apresentação da metodologia de solução será desenvolvido o método
com o conjunto de equações de (3.299) a (3.302), a solução para os campos de flutuações
se dá de forma similar alterando-se apenas as derivadas espaciais.
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O primeiro passo é isolar as derivadas do pseudo tempo da eq. (3.299) a eq.
(3.302). Com isso, obtém-se as eq. (3.307) a (3.310):

𝜕𝑃0
𝜕𝜏

= −𝛾
(
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣0
𝜕𝑦

)
(3.307)

𝜕𝑢0
𝜕𝜏

= −𝜕𝑢0
𝜕𝑡

− 𝑢0
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑣0
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

− 𝜕𝑃0
𝜕𝑥

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑢0

𝜕𝑦2

)
(3.308)

𝜕𝑣0
𝜕𝜏

= −𝜕𝑣0
𝜕𝑡

− 𝑢0
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

− 𝑣0
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

− 𝜕𝑃0
𝜕𝑦

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑣0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑣0

𝜕𝑦2

)
+ 𝑅𝑖𝑇0 (3.309)

𝜕𝑇0
𝜕𝜏

= −𝜕𝑇0
𝜕𝑡

− 𝑢0
𝜕𝑇0
𝜕𝑥

− 𝑣0
𝜕𝑇0
𝜕𝑦

+ 1
𝑅𝑒𝑃𝑟

(
𝜕2𝑇0

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝑇0

𝜕𝑦2

)
+ 𝑆𝑡 |𝑉 |2 (3.310)

Para o conjunto de EDP, eq. (3.307) a eq. (3.310), pode ser obtida uma solução
numérica através de métodos explícitos. Para simplificar a notação, os termos das derivadas
espaciais serão aglutinados. Os pontos da malha são discretizados conforme eq. (3.311)
e (3.312):

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁𝑥 − 1 (3.311)

1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁𝑦 − 1 (3.312)

onde 𝑁𝑥 é a quantidade de pontos na direção horizontal e 𝑁𝑦 é a quantidade de pontos
na direção vertical. Com isso, cada ponto da malha possui um conjunto de termos de
derivadas espaciais que pode ser representado conforme eq. (3.313):

𝑅𝑖, 𝑗 ≡

©­­­­­­­«

−𝛾
(
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝜕𝑣0
𝜕𝑦

)
−𝑢0

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑣0
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

− 𝜕𝑃0
𝜕𝑥

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑢0

𝜕𝑦2

)
−𝑢0

𝜕𝑣0
𝜕𝑥

− 𝑣0
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

− 𝜕𝑃0
𝜕𝑦

+ 1
𝑅𝑒

(
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑣0

𝜕𝑦2

)
+ 𝑅𝑖𝑇0

−𝑢0
𝜕𝑇0
𝜕𝑥

− 𝑣0
𝜕𝑇0
𝜕𝑦

+ 1
𝑅𝑒𝑃𝑟

(
𝜕2𝑇0
𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑇0

𝜕𝑦2

)
+ 𝑆𝑡 |𝑉 |2

ª®®®®®®®¬
(3.313)

Quanto às derivadas temporais é introduzido a variável generalizada 𝜙, dada
pela eq. (3.314):

𝜙 ≡
©­­­­­«
𝑃0

𝑢0

𝑣0

𝑇0

ª®®®®®¬
(3.314)
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Define-se a derivada com relação a t de 𝜙 pela eq. (3.315):

𝜕𝜙

𝜕𝑡
≡

©­­­­­«
0
𝜕𝑢0
𝜕𝑡
𝜕𝑣0
𝜕𝑡
𝜕𝑇0
𝜕𝑡

ª®®®®®¬
(3.315)

Define-se a derivada com relação a 𝜏 de 𝜙 pela eq. (3.316):

𝜕𝜙

𝜕𝜏
≡

©­­­­­«
𝜕𝑃0
𝜕𝜏
𝜕𝑢0
𝜕𝜏
𝜕𝑣0
𝜕𝜏
𝜕𝑇0
𝜕𝜏

ª®®®®®¬
(3.316)

Substitui-se as eq.: (3.313), (3.315) e (3.316) no conjunto de equações (3.307)
a (3.310) e chega-se que para cada par ordenado da malha (𝑖, 𝑗) a equação matricial
dada pela eq. (3.317):

𝜕𝜙𝑖, 𝑗

𝜕𝜏
= −

𝜕𝜙𝑖, 𝑗

𝜕𝑡
+ 𝑅𝑖, 𝑗 (3.317)

A discretização da malha com relação a 𝑡 é realizada através de um Euler-
forward, eq. (3.318), conforme apresentado em (FERZIGER et al., 2020):(

𝜕𝜙

𝜕𝑡

)𝑛
𝑖, 𝑗

≈
𝜙𝑛+1
𝑖, 𝑗

− 𝜙𝑛
𝑖, 𝑗

Δ𝑡
(3.318)

onde o sobrescrito 𝑛 refere-se à discretização com relação 𝑡, dada pela eq. (3.319):

𝑡 𝑓 𝑖𝑛𝑎𝑙 = 𝑛Δ𝑡 (3.319)

Um esquema de Runge-Kutta de quarta ordem, eq. (3.320), foi usado para
obtenção da solução na escala do pseudo-tempo:

𝜙
𝑛,𝑘+1/4
𝑖, 𝑗

= 𝜙
𝑛,𝑘
𝑖, 𝑗

+ 1
4Δ𝜏

[
−

(
𝜕𝜙

𝜕𝑡

)𝑛,𝑘
𝑖, 𝑗

+ 𝑅𝑛,𝑘
𝑖, 𝑗

]
𝜙
𝑛,𝑘+2/4
𝑖, 𝑗

= 𝜙
𝑛,𝑘
𝑖, 𝑗

+ 1
3Δ𝜏

[
−

(
𝜕𝜙

𝜕𝑡

)𝑛,𝑘+1/4

𝑖, 𝑗
+ 𝑅𝑛,𝑘+1/4

𝑖, 𝑗

]
𝜙
𝑛,𝑘+3/4
𝑖, 𝑗

= 𝜙
𝑛,𝑘
𝑖, 𝑗

+ 1
2Δ𝜏

[
−

(
𝜕𝜙

𝜕𝑡

)𝑛,𝑘+2/4

𝑖, 𝑗
+ 𝑅𝑛,𝑘+2/4

𝑖, 𝑗

]
𝜙
𝑛,𝑘+1
𝑖, 𝑗

= 𝜙
𝑛,𝑘
𝑖, 𝑗

+ Δ𝜏

[
−

(
𝜕𝜙

𝜕𝑡

)𝑛,𝑘+3/4

𝑖, 𝑗
+ 𝑅𝑛,𝑘+3/4

𝑖, 𝑗

]
(3.320)

onde o sobrescrito 𝑘 refere-se às iterações no pseudo tempo.

A convergência do método se dá quando as derivadas temporais com relação
a 𝜏 tendem a zero, conforme eq. (3.321):

𝑚𝑎𝑥

(
𝜙
𝑛,𝑘+1
𝑖, 𝑗

− 𝜙𝑛,𝑘
𝑖, 𝑗

Δ𝜏

)
< 𝜀 (3.321)
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onde 𝜀 em termos matemáticos é uma variável infinitesimal. Então, a eq. (3.317), dada eq.
(3.321), assume a forma da eq. (3.322):

−
𝜕𝜙𝑖, 𝑗

𝜕𝑡
+ 𝑅𝑖, 𝑗 < 𝜀 (3.322)

No limite quando 𝜀 −→ 0 a eq. (3.322) assume a forma:

−
𝜕𝜙𝑖, 𝑗

𝜕𝑡
+ 𝑅𝑖, 𝑗 = 0 (3.323)

A eq. (3.323) é a forma matricial do conjunto de equações eq. (3.249), eq.
(3.254), eq. (3.259), eq. (3.264). Logo, em termos numéricos o 𝜀 deve ser um valor muito
inferior às dimensões da malha. Para este trabalho, o valor utilizado para 𝜀 foi de 𝜀 = 10−6.
Quanto às discretizações das derivadas espaciais as mesmas são realizadas conforme
estabelecido em Ferziger et al. (2020), apresentadas nas eq. (3.324) a eq. (3.327):

(
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)
𝑖, 𝑗

≈
𝜙𝑖+1, 𝑗 − 𝜙𝑖, 𝑗

Δ𝑥
(3.324)

(
𝜕𝜙

𝜕𝑦

)
𝑖, 𝑗

≈
𝜙𝑖, 𝑗+1 − 𝜙𝑖, 𝑗

Δ𝑦
(3.325)

(
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2

)
𝑖, 𝑗

≈
𝜙𝑖+1, 𝑗 − 2𝜙𝑖, 𝑗 + 𝜙𝑖−1, 𝑗

(Δ𝑥)2 (3.326)

(
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2

)
𝑖, 𝑗

≈
𝜙𝑖, 𝑗+1 − 2𝜙𝑖, 𝑗 + 𝜙𝑖, 𝑗−1

(Δ𝑦)2 (3.327)

As equações (3.324) a (3.327) são substituídas na eq. (3.313) para se obter a
discretização espacial do sistema.

A implementação da integração numérica é realizada com a utilização do
software Matlab através de licença fornecida pela USP.

Os parâmetros para estabilidade da solução foram: Quanto a compressibilidade
artificial, 𝛾 eq. (3.328), conforme estabelecido em Kim e Menon (1999):

𝛾 ≈ 20 (3.328)

O critério para dimensionamento de Δ𝜏, eq. (3.329), foi tomado por referência
Louda et al. (2008):

Δ𝜏 < 10−3 (3.329)

O critério para discretização de Δ𝑡, eq. (3.330), foi obtido de Chorin (1967):
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Δ𝑡 ≈ 𝑚𝑖𝑛(Δ𝑥,Δ𝑦)
𝑈 +

√︁
𝑈2 + 𝛾

(3.330)

As discretizações espaciais são baseadas em Akers e Reeger (2019), eq.
(3.331):

Δ𝑥 = Δ𝑦 =
4𝜋
256

≈ 0, 05 (3.331)

Para análise da estabilidade da solução para o escoamento bidimensional dois
números são estudados. O primeiro deles é o número de Courant o qual é dado pela eq.
(3.332):

𝜇𝑐 ≡ 𝑈
Δ𝑡

Δ𝑥
(3.332)

onde 𝑈 dado que as equações são não-lineares será o ponto de maior velocidade na
malha.

O segundo número adimensional é o número de Neumann dado pela eq.
(3.333):

𝜈𝑛 ≡ 𝐴
Δ𝑡

(Δ𝑥)2 (3.333)

onde 𝐴 é a constante que multiplica os termos difusivos. Logo, para as equações de
conservação do momento, eq. (3.334):

𝐴𝑚 =
1
𝑅𝑒

(3.334)

Para a equação da energia. eq. (3.335):

𝐴𝑒 =
1

𝑃𝑟𝑅𝑒
(3.335)

Os números de Courant e Neuman devem ser obtidos em conjunto e, inde-
pendente da discretização e método de integração, a tendência para obtenção de uma
resposta estável é a mesma. A figura 4 apresenta o comportamento da estabilidade da
resposta para a equação da advecção e difusão, eq. (3.336), em função de 𝜇𝑐 e 𝜈𝑛.

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑐 𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝐴

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 (3.336)

onde 𝑐 e 𝐴 são constantes arbitrárias.
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Figura 4 – Análise de estabilidade da solução da equação (3.336) em função do número
de Courant, 𝜇𝑐, e do número de Neumann, 𝜈𝑛.

Fonte: Döös et al. (2022)

Observa-se na figura 4 que quanto menor o número de Neumann e de Courant
mais estável é a solução. Para o caso das equações que são trabalhadas nesta solução o
número de Neuman possui a mesma estrutura, ou seja, o mesmo é fixo.

Quanto ao número de Courant, como as condições iniciais para velocidade são
nulas, inicialmente, 𝜇𝑐 = 0. No entanto, o mesmo varia para cada passo de tempo de forma
crescente, devido ao aumento da velocidade do escoamento gerado pela convecção. Logo,
com base no comportamento da solução dada pela figura 4 o método adotado, para análise
da estabilidade deste trabalho foi verificar para cada passo de tempo o comportamento da
solução e o valor de 𝜇𝑐 máximo da malha para aquele time step.

Com base nos critérios de convergência dados pelas eq. (3.328) a (3.333) as
equações de Navier-Stokes são solucionadas e obtém-se um novo campo de temperatura
médio e flutuações. Os novos campos de temperatura são usados para atualizar o índice
de refração, considerando a eq. (3.80). A equação paraxial é resolvida no pseudo domínio
espectral usando o algoritmo FFT (FRIGO; JOHNSON, 1998) e o split-step Fourier method.
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Como resultado, a atualização da amplitude do feixe de laser é obtida ao longo da direção
axial, com a atualização em 𝜂 𝑓 e o número de onda na direção axial 𝑘 , (AKERS; REEGER,
2019). Um modelo esquemático deste sistema é mostrada na figura 5, sem considerar a
cintilação. As fatias representam os pontos na direção axial onde as equações N-S são
resolvidas na direção transversal, entre essas fatias este modelo aplica a equação paraxial
e o método de tela de fase atualizando o índice de refração:

Figura 5 – Esquema do feixe de laser ao longo do eixo z, baseado nas eq. (3.299) a
(3.302) e eq.(3.55).

Fonte: Morais et al. (2022)

As equações N-S são resolvidas considerando um domínio retangular com-
putacional bidimensional, (𝑥, 𝑦) ∈ (−2𝜋, 2𝜋) × (−2𝜋, 2𝜋). As condições de contorno são
periódicas para todos os componentes 𝑢, 𝑣, 𝑃, 𝑇 , tais condições foram baseadas na análise
das condições de contorno apresentadas em Morrill (2018).

As condições iniciais são a equação do feixe de laser, eq. (3.81), o campo
principal de temperatura é inicializado como 𝑇0(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0 e 𝑇1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) é inicializado
usando o método de tela de fase descrito na seção anterior. As velocidades são inicializadas
como:

𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 𝑣1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 0 (3.337)

.

Um arranjo de grade escalonada foi implementado de acordo com a Fig. 6,
as componentes de velocidade estão localizadas em pontos intermediários entre os nós
da grade principal, as componentes de temperatura estão localizadas nos nós da grade
principal e as componentes de pressão estão localizadas no centro do volume limitado
pelas interfaces dos nós principais.

Para a grade, foi utilizada uma malha isotrópica bidimensional com domínio
quadrangular. O tamanho do domínio foi mantido em um passo de espaço adimensional
fixo de ℎ e um passo de tempo fixo adimensional Δ𝑡.
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Figura 6 – Grade escalonada. Onde os componentes da malha: setas azuis - velocidade 𝑢,
setas vermelhas - velocidade 𝑣, pontos pretos - pressão escalar 𝑃 e quadrados
amarelos - temperatura 𝑇 .

Fonte: Morais et al. (2022)

3.3.1 Desenvolvimento do software, dificuldades técnicas apresentadas e superadas

Inicialmente, para estabelecer qual a metodologia que seria utilizada para
resolução das equações N-S foi-se aumentando o grau de dificuldade do equacionamento
e utilizando-se do escoamento canônico, escoamento poiseuille, (ANDERSON, 2010)
para validação do método e análise dos parâmetros de convergência do método da
compressibilidade artificial. Iniciou-se com o acoplamento das equações de conservação
do momento e da massa. Em seguida, aumentou-se o grau de dificuldade acoplando-se a
equação da conservação da energia.

Uma das limitações observadas para a solução do sistema de N-S, após a
obtenção dos parâmetros de convergência e o acoplamento de todo o sistema de equações:
conservação da energia, conservação do momento e conservação da continuidade, foi
o tempo de execução. O solver é 𝑂 (𝑛4) pois trata-se de uma malha bidimensional e é
necessário a evolução em dois passos de tempo, com isso, a solução em termos de custo
computacional ficou dispendiosa, no entanto em termos de estabilidade numérica mostrou-
se eficaz. Como o objetivo do trabalho era a obtenção de uma solução representativa
da interação do laser com a atmosfera, este método de solução mostrou-se satisfatório,
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mas fica evidente que otimizações são necessárias para obtenção da resposta de uma
maneira mais rápida. As otimizações podem ser a alteração do método de solução ou a
aplicação do paralelismo no solver já desenvolvido.

Quanto à solução da equação paraxial, o operador responsável pela alteração
do formato do feixe de laser, para a simulação do efeito thermal blooming que é tratado
como uma lente muito fina e não há dimensão com relação à variável de integração, que
é a direção do eixo óptico. Com isso, para um aprimoramento do modelo é interessante
que se considere a alteração do índice de refração com relação a evolução do eixo axial,
o que aumenta a robustez do modelo.

Quanto ao modelo de tela de fase, existem técnicas para geração da tela de
fase turbulenta que não foram abordados neste desenvolvimento (CHARNOTSKII, 2019).
Observa-se que há uma aumento do custo computacional não significativo. No entanto,
é necessário para a implementação e entendimento da sofisticação do modelo de uma
análise teórica, a qual não foi realizada neste trabalho e pode ser a base para trabalhos
futuros.

3.4 Conclusão do capítulo

Este capítulo apresentou a formulação da propagação de um feixe de laser na
atmosfera com o efeito thermal blooming e a cintilação e a resolução numérica desta formu-
lação. O algoritmo de solução apresentado neste capítulo pode ser melhor exemplificado
via fluxograma apresentado na figura 7.

A seguir é apresentada uma descrição para o fluxograma contido na figura 7:
inicialmente, as condições iniciais e de contorno são inseridas no conjunto de equações
de N-S, eq. (3.299) a eq. (3.302), a saída deste sistema é a evolução temporal Δ𝑡 das
variáveis 𝑢0, 𝑣0, 𝑇0; em paralelo, o modelo de tela de fase é resolvido, eq. (3.295), para
inclusão das flutuações de temperatura 𝑇1; em seguida, a evolução dos campos médios
e de flutuações de temperatura são as condições iniciais do sistema N-S, (3.303) a eq.
(3.306), para as flutuações e obtém-se como saída as variáveis de flutuação de primeira
ordem 𝑢1, 𝑣1, 𝑇1 evoluídas de Δ𝑡; por último, as atualizações da temperatura são inseridas
na eq. (3.80) e obtém-se a atualização do índice de refração. Com a atualização do índice
de refração resolve-se a eq. (3.77) e obtém-se a atualização da amplitude do feixe de laser
de Δ𝑧, ao longo do eixo axial. Com esta nova amplitude reinicia-se o ciclo para obtenção
de novos campos médios 𝑢0, 𝑣0, 𝑇0.
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Figura 7 – Fluxograma do modelo teórico-numérico apresentado para solução da pro-
pagação de um HEL na atmosfera incluindo os efeitos thermal blooming e
cintilação.

𝑁 − 𝑆
𝐸𝑠𝑐𝑜𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑀𝑒𝑑𝑖𝑜

4 𝐸𝐷𝑃′𝑠 Δ𝑡 − 𝑢0, 𝑣0, 𝑇0
eq. (3.299) a eq. (3.302)

𝐸𝑞. 𝑃𝑎𝑟𝑎𝑥𝑖𝑎𝑙

1 𝐸𝑃𝐷 + 1 𝑒𝑞.
Δ𝑧 −𝑉

eq. (3.77) e (3.80)

𝑇𝑒𝑙𝑎 𝐹𝑎𝑠𝑒

1 𝑒𝑞.
Δ𝑧 − 𝑇1(𝑥, 𝑦)
eq. (3.295)

𝑁 − 𝑆
𝐹𝑙𝑢𝑡𝑢𝑎ç𝑜𝑒𝑠

4 𝐸𝐷𝑃′𝑠
Δ𝑡 − 𝑢1, 𝑣1, 𝑇1

eq. (3.303) a eq. (3.306)

Fonte: Autor da dissertação.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

4.1 Introdução ao capítulo

Neste capítulo são apresentados os resultados obtidos com o solver, cujo mo-
delo esquemático é dado pela figura 7. Para tornar evidentes os efeitos thermal blooming
e cintilação são apresentados o desenvolvimento do solver de diferentes formas: acopla-
mento apenas do efeito thermal blooming com a convecção induzida; acoplamento do
efeito thermal blooming, cintilação e convecção induzida; alteração das condições inicias,
turbulência, diâmetro do laser e temperatura do laser; alteração do fator de cintilação 𝛿.

4.2 Acoplamento do efeito thermal blooming com a convecção induzida

Inicialmente, com o objetivo de analisar o primeiro efeito o qual é determinístico,
thermal blooming, e o seu acoplamento com os fenômenos fluidodinâmicos foram utilizadas
as equações (3.295), (3.299) a (3.302). Pois neste caso, assume-se a hipótese de que
o campo de temperatura não possui perturbações. Logo, a variável 𝛿 é nula, assim os
campos de velocidade temperatura e pressão assumem a seguinte forma:

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) (4.1)

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑡) (4.2)

𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑇0(𝑥, 𝑦, 𝑡) (4.3)

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑃0(𝑥, 𝑦, 𝑡) (4.4)

Sendo assim, espera-se que os fenômenos relativos à cintilação, como, por
exemplo, borramento do laser, ou alterações do campo de temperaturas não simétricas
não sejam observados nos resultados da propagação do feixe de laser.

O conjunto de números adimensionais 𝑅𝑒, 𝑃𝑟, 𝑅𝑖 e 𝑆𝑡 foram mantidos fixos
para analisar a solução numérica fornecida pelo modelo no desenvolvimento da forma do
feixe de laser ao longo do tempo. Como é possível observar na eq. (3.302) , o número de
Stanton, 𝑆𝑡, é o termo responsável por acoplar os dados da equação paraxial (3.55) com
o conjunto da fluidodinâmica. Portanto, pode-se assumir que este representa a potência
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do laser e o nível de interação entre o conjunto de equações de Maxwell com o conjunto
de equações da dinâmica dos fluidos, equações de N-S. Já o número de Richardson,
𝑅𝑖, representa a relação entre a convecção natural e a convecção forçada, este termo é
o responsável por acoplar a equação de conservação do momento na direção vertical
com a equação da conservação da energia. O número de Reynolds, 𝑅𝑒 relaciona-se
com o nível de perturbação do escoamento, observa-se que este termo está dividindo
os termos difusivos das equações da conservação do momento, logo quanto maior for o
seu valor menor será a influencia da difusão e, consequentemente, mais instável estará o
escoamento. Por último, o número de Prandtl, 𝑃𝑟, o qual estabelece a razão da viscosidade
cinemática e da difusividade térmica.

O número de Courant máximo que foi obtido, baseado na eq. (3.332), no ponto
de maior velocidade do último time step foi de:

𝜇𝑐𝑚𝑎𝑥
= 0, 44 (4.5)

O número de Neuman obtido, baseado na eq. (3.333), foi de:

𝜈𝑛𝑚𝑎𝑥
=

1
𝑅𝑒

Δ𝑡

(Δ𝑥)2 ≈ 10−4 (4.6)

Os dados que foram utilizados para esta primeira simulação, para o conjunto
de números adimensionais utilizados foram 𝑅𝑒 = 1000, 𝑃𝑟 = 1, 𝑅𝑖 = 1.𝑒4 e 𝑆𝑡 = 1

30 . Para
as fig. 8 a 10 as flutuações de temperatura são apresentadas em unidade dimensional,
Kelvin, 𝜂0 = 1, 0003, 𝑇0 = 300𝐾. Os espaçamento de malha utilizado para este caso foi de
ℎ = 0, 09. Além disso, o espaçamento temporal foi de Δ𝑡 = 8 × 10−4. As condições iniciais
são quiescentes e o perfil do feixe de laser é dado pela eq. (3.81).

Para uma exemplificação da potência de um laser, baseado nestes números
adimensionais, deve-se ter atenção aos valores dados para os números de Richardson
e Stanton. Sendo considerado um laser com um diâmetro de feixe de um centímetro,
𝐿 = 1 𝑐𝑚, uma absorvidade para uma dia claro da ordem de 𝛽 = 10−8 𝐾𝑚2/𝐽 (AKERS;
REEGER, 2019), temperatura ambiente 𝑇𝑐 = 300 𝐾 e força da gravidade 𝑔 = 9, 81 [𝑚/𝑠2].
Tais grandezas implicam, baseado no número de Richardson, em uma velocidade caracte-
rística de𝑈 = 3, 13×10−3 [𝑚/𝑠]. Com esta velocidade característica e demais valores subs-
tituídos no número de Stanton chega-se a uma potência do laser de 𝑉2

𝑐 = 31, 3 [𝑘𝑊/𝑐𝑚2].
Deve-se ter atenção que a absorvidade aqui é tratada como uma constante nesta metodo-
logia, no entanto o seu cálculo é complexo. Para um entendimento e melhor representação
da absorvidade deve ser observado como esta grandeza é tratada na literatura, o que
foge do escopo do trabalho. (FIORINO et al., 2008; SPRANGLE et al., 2006)
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O efeito thermal blooming tem como principal característica o surgimento de
uma deformação axisimétrica, em relação ao eixo vertical, em formato de cogumelo, cres-
cente ao longo do eixo axial, promovendo assim um espalhamento da potência do laser,
bem como um desvio do ponto de maior potência no sentido vertical. Tal fenômeno vem
sendo bem documentado e explicado desde a década de 1970. Experimentos desde esta
década mostraram que, sem a influência de vento, o padrão em forma de cogumelo cres-
cente é observada, com um deslocamento para cima devido à convecção, (GEBHARDT;
SMITH, 1969). Esta convecção é formada devido ao aquecimento do fluido que promove
o surgimento de dois vórtices laminares simétricos com relação ao eixo vertical.

A fig. 8 apresenta o início do desenvolvimento do campo de temperatura
(Fig. 8a), neste primeiro instante, 𝑡 = 0, 12, as mudanças do índice de refração não são
significativas, com isso, a distribuição da intensidade do feixe de laser é simétrica similar à
distribuição do feixe de laser inicial, dada pela eq. (3.81), conforme é observado Fig. 8b.

Figura 8 – (a) Campo de temperatura 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 150, 𝑡 = 0, 12). (b) Intensidade do feixe
de laser |𝑉 |2(𝑥, 𝑦, 𝑧 = 150, 𝑡 = 0, 12). Para estas simulações 𝑅𝑒 = 1000, 𝑃𝑟 = 1,
𝑅𝑖 = 1.𝑒4 e 𝑆𝑡 = 1

30 , o campo de temperatura é apresentado em unidades
dimensionais, Kelvin, 𝜂0 = 1, 0003, 𝑇0 = 300 𝐾.

(a) (b)
Fonte: Morais et al. (2022)

Com o desenvolvimento temporal do conjunto de equações, inicia-se o sur-
gimento de vórtices os quais promovem as alterações da mudança de simetria radial
do campo de temperatura, conforme pode ser observado na fig. 9a. A consequência do
aquecimento do fluido é uma alteração dos índices de refração mais significativa. Com isso,
inicia-se as alterações no formato da intensidade do feixe de laser, conforme é apresentado
na fig. 9b.
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Figura 9 – (a) Campo de temperatura 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 300, 𝑡 = 0, 24). (b) Intensidade do feixe
de laser |𝑉 |2(𝑥, 𝑦, 𝑧 = 300, 𝑡 = 0, 24). Para estas simulações 𝑅𝑒 = 1000, 𝑃𝑟 = 1,
𝑅𝑖 = 1.𝑒4 e 𝑆𝑡 = 1

30 , o campo de temperatura é apresentado em unidades
dimensionais, Kelvin, 𝜂0 = 1, 0003, 𝑇0 = 300 𝐾.

(a) (b)
Fonte: Morais et al. (2022)

Quando a assimetria do campo de temperatura é evidente, fig. 10a, dois
fenômenos são observados na propagação do feixe de laser. O primeiro é um espalhamento
da potência e o segundo é uma assimetria com relação ao eixo horizontal, fig.10b.

Figura 10 – (a) Campo de temperatura 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 497, 𝑡 = 0, 40). (b) Intensidade do
feixe de laser |𝑉 |2(𝑥, 𝑦, 𝑧 = 497, 𝑡 = 0, 40). Para estas simulações 𝑅𝑒 = 1000,
𝑃𝑟 = 1, 𝑅𝑖 = 1.𝑒4 e 𝑆𝑡 = 1

30 , o campo de temperatura é apresentado em
unidades dimensionais, Kelvin, 𝜂0 = 1, 0003, 𝑇0 = 300 𝐾.

(a) (b)
Fonte: Morais et al. (2022)

Como esperado, é possível observar na Fig. 10 como a solução numérica deste
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trabalho representa os resultados obtidos nos experimentos, os efeitos do aquecimento do
fluido e, como consequência, a deformação do feixe de laser. Com a evolução do tempo
há o aquecimento do fluido o que promove uma redução de densidade. Como resultado, o
feixe se deforma devido à assimetria resultante no índice de refração. Com a evolução do
tempo, esse efeito se acentua, promovendo uma distribuição do campo de temperatura
mais próxima da forma de um cogumelo.

Ao analisar a equação paraxial este espalhamento é oriundo do termo do
laplaciano transversal, o qual funciona no equacionamento como um amortecimento da
resposta, logo esta característica de espalhamento é inerente a hipótese de que o laser
se propaga como uma função de onda espacial.

Quanto à não simetria, esta é originada, exclusivamente, da modelagem ado-
tada para o caso deste trabalho. A mesma não foi pré-estabelecida, esta característica
advém do último termo da equação (3.55).Tal termo trata-se da atualização do índice de
refração devido as alterações do campo de temperaturas. Logo, as características de
propagação no meio são as responsáveis por definir como que se desenvolve esta assi-
metria. Portanto, em última análise são as condições iniciais e os números adimensionais:
Reynolds, Prandtl, Richardson e Stanton do conjunto de equações de Navier-Stokes que
definem as características da assimetria do feixe de laser.

4.3 Análise das alterações dos números adimensionais

A análise desta seção visa apresentar como pode ser caracterizado um laser
a partir das alterações dos números adimensionais. Além disso, destacar explicitamente
quais os parâmetros que, a princípio, são considerados constantes neste modelo.

Como o presente trabalho parte da premissa que o laser se propaga na at-
mosfera, é assumido nesta análise que as condições do ambiente não são alteradas de
uma simulação para outra. Portanto, as seguintes grandezas são mantidas constantes: a
viscosidade cinemática do ar 𝜈, a viscosidade dinâmica 𝜇, a gravidade 𝑔, a absorvidade 𝛽,
o calor específico 𝑐𝑝 e a condutividade térmica 𝜅.

O conjunto de números adimensionais da primeira simulação será identificado
com o subíndice 1 e o da segunda com o subíndice 2. Na segunda simulação os números
de Richardson e Stanton serão alterados para: 𝑆𝑡2 = 1

3 e 𝑅𝑖2 = 6.𝑒5. Logo, partindo dos
valores do números adimensionais temos que:

𝑅𝑒1 = 𝑅𝑒2 (4.7)

Tendo em vista que a viscosidade cinemática não é alterada:
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𝑈1𝐿1 = 𝑈2𝐿2 (4.8)

O produto entre a velocidade característica e o comprimento característico
para os dois experimentos é o mesmo, conforme estabelecido na eq. (4.8).

Quanto ao número de Prandtl, tendo em mente que as grandezas que o
constituem não são alteradas de um experimento pra o outro, nenhuma conclusão é
possível se chegar através deste número.

Com a expressão para o número de Richardson e o resultado obtido na equação
(4.8) será feita a seguinte manipulação:

𝑅𝑖 =
𝑔𝐿

𝑈2 =
𝑔𝐿

𝑈2
𝑈

𝑈
=
𝑔𝑈𝐿

𝑈3 (4.9)

Com esta nova expressão para o número de Richardson dada pela eq. (4.9)
será calculada a razão entre os números de Richardson dos dois experimentos:

𝑅𝑖2
𝑅𝑖1

=
6.𝑒5
1.𝑒4

= 60 (4.10)

Será substituído na eq. (4.10) a expressão obtida para o número de Richardson
dado pela eq. (4.9):

𝑔𝑈2𝐿2

𝑈3
2

𝑈3
1

𝑔𝑈1𝐿1
= 60 (4.11)

Substituindo o resultado dado pela eq. (4.8) na eq.(4.11), tem-se que:

𝑈3
1

𝑈3
2
= 60 −→ 𝑈2 =

𝑈1
3√60

(4.12)

Com a posse deste resultado dado pela eq. (4.10) e retornando a eq. (4.8),
chega-se ao seguinte resultado:

𝑈1𝐿1 = 𝑈2𝐿2 −→ 𝑈1𝐿1 =
𝑈1
3√60

𝐿2 −→ 𝐿2 =
3√60𝐿1 (4.13)

Com os resultados obtidos com as equações (4.12) e (4.13) é possível realizar
as seguintes considerações:

• Quanto aos cumprimentos característicos dos escoamentos (𝐿1 e 𝐿2) os mesmos
estão diretamente relacionados com a maior dimensão geométrica que influencia
o escoamento. Portanto, para o caso deste experimento, tendo em vista tratar-se
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da propagação de um feixe de laser na atmosfera, a maior dimensão geométrica
que interage com o escoamento é, claramente, o diâmetro do laser. Com isso,
considerando que 3√60 ≈ 4, é possível afirmar que a alteração do número de
Richardson nesta magnitude implica em um aumento no diâmetro do laser da ordem
de cerca de quatro vezes, eq. (4.13); e

• A velocidade característica está diretamente relacionada com a velocidade média
que o escoamento se propaga, logo ela é primordial para determinar se o meio está
em regime laminar, de transição ou turbulento. A redução da velocidade característica
do experimento 1 para o 2, dado que o número de Reynolds no experimento 1 já
é característico de escoamentos laminares, 𝑅𝑒 = 1000, não é significativa para
alteração de regime do escoamento. Na realidade, para este conjunto de números
adimensionais, tal alteração de números promove um caráter conservativo em se
tratando das características da turbulência no escoamento. Logo, apenas deve se
ter em mente que há uma redução nos níveis de turbulência do experimento 1 para
o 2.

Por último, para se observar as alterações na potência do laser será realizado
a razão entre os números de Stanton dos dois experimentos:

𝑆𝑡2
𝑆𝑡1

=
1/3

1/30
= 10 (4.14)

Substituindo a expressão dada para o número de Stanton na eq. (4.14), chega-
se à seguinte relação:

𝛽𝑉2
𝑐2𝐿2

𝑈2𝑇𝑐2

𝑈1𝑇𝑐1

𝛽𝑉2
𝑐1𝐿1

= 10 −→
AA𝛽𝑉

2
𝑐2𝐿2

𝑈2𝑇𝑐2

𝑈1𝑇𝑐1

AA𝛽𝑉
2
𝑐1𝐿1

=
𝑉2
𝑐2𝑇𝑐1𝑈1𝐿2

𝑉2
𝑐1𝑇𝑐2𝑈2𝐿1

= 10 (4.15)

Substituindo os resultados obtidos nas eq. (4.12) e eq. (4.13) na eq. (4.15),
obtém-se:

𝑉2
𝑐2𝑇𝑐1𝑈1

3√60𝐿1

𝑉2
𝑐1𝑇𝑐2

𝑈1
3√60
𝐿1

= 10 −→
𝑉2
𝑐2𝑇𝑐1ZZ𝑈1

3√602
��𝐿1

𝑉2
𝑐1𝑇𝑐2ZZ𝑈1��𝐿1

= 10 (4.16)

Isolando a temperatura característica da simulação 2 da eq. (4.16), obtém-se
a seguinte expressão:

𝑇𝑐2 =

3√602

10
𝑇𝑐1

𝑉2
𝑐1

𝑉2
𝑐2 ≈ 1, 5 ×

𝑇𝑐1

𝑉2
𝑐1

𝑉2
𝑐2 (4.17)

Antes da análise da expressão deve-se atentar para como a relação entre a
temperatura característica, 𝑇𝑐, e a potência do laser, 𝑉2

𝑐 , estão intrinsecamente ligadas.
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Das hipóteses para elaboração do modelo, as condições iniciais são quiescentes, logo o
aquecimento do meio é devido a interação do laser. Portanto, a temperatura característica
do fluido é consequência, exclusivamente, da potência fornecida pelo laser.

Observando-se a expressão obtida na eq. (4.17), com os números adimensi-
onais estabelecidos, supondo que a potência do laser para a simulação 2 é igual a da
simulação 1, ou seja, 𝑉2

𝑐2 = 𝑉
2
𝑐1 , é obtida a seguinte expressão:

𝑇𝑐2 = 1, 5𝑇𝑐1 (4.18)

Logo, a eq. (4.18) apresenta que a temperatura característica da simulação
2 é, para uma mesma potência dos dois lasers, aproximadamente, cinquenta por cento
maior que a do primeiro experimento. Como consequência, os efeitos da turbulência óptica
são muito mais acentuados no experimento 2, o que justifica a inclusão dos efeitos da
cintilação para este experimento.

Este aumento substancial da temperatura é possível de ser justificado da
seguinte forma. Dado que o diâmetro da simulação do laser 2 é maior e o seu nível de
turbulência é menor, isto implica que a região de interação do fluido e o tempo que estas
partículas interagem é maior no experimento 2. Além disso, a fonte de aquecimento deste
fluido é constante. Com isso, a temperatura do escoamento na simulação 2, em termos
qualitativos, deve ser obrigatoriamente maior, devido ao aumento das interações entre as
partículas do escoamento.

Por fim, foi possível demonstrar como o conjunto de números adimensionais
da simulação 1 em comparação com a simulação 2 os seguintes aspectos:

• O diâmetro do feixe de laser da simulação 2 é cerca de quatro vezes maior que o
diâmetro do feixe de laser 1;

• O nível de turbulência do experimento 1 é cerca de 4 vezes maior que o do experi-
mento 2; e

• Para uma mesma potência entre as duas simulações a temperatura do escoamento
2 é cinquenta por cento maior que a do escoamento 1.

4.4 Acoplamento do efeito thermal blooming, cintilação e convecção

Com relação à simulação anterior, os números de Prandtl e Reynolds foram
mantidos constantes. Tendo em vista que foram incluídos os efeitos de cintilação nesta
simulação, as interações entre o escoamento e o laser devem ser intensificadas, para
isso o número de Stanton foi aumentado em uma ordem de grandeza, ou seja, 𝑆𝑡 = 1

3 .
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Além disso, objetivando um aumento das interações entre a equação da conservação do
momento e a equação da conservação da energia o número de Richardson foi alterado
para 𝑅𝑖 = 6.𝑒5.

4.4.1 Análise dos resultados da simulação

Os dados que foram utilizados nesta simulação foram os números adimen-
sionais já especificados. Quanto as flutuações de temperatura são apresentadas em
unidade dimensional, Kelvin, com uma temperatura característica de 𝑇0 = 300𝐾, Quanto
ao índice de refração médio do meio não perturbado o valor utilizado foi de 𝜂𝑠 = 1, 0003. O
espaçamento da malha foi reduzido para ℎ = 0, 05. Além disso, o espaçamento temporal
foi de Δ𝑡 = 2 × 10−4. O perfil do feixe de laser é dado pela eq. (3.81). O coeficiente de
intensificação da cintilação é de 𝛿 = 0, 01.

O número de Courant máximo que foi obtido, baseado na eq. (3.332), no ponto
de maior velocidade do último time step, foi de:

𝜇𝑐𝑚𝑎𝑥
= 0, 4 (4.19)

O número de Neumann obtido, baseado na eq. (3.333), foi de:

𝜈𝑛𝑚𝑎𝑥
=

1
𝑅𝑒

Δ𝑡

(Δ𝑥)2 = 8 × 10−5 (4.20)

Cabe ressaltar que devido ao refinamento da malha e intensificação dos nú-
meros adimensionais o custo computacional foi acrescido em cerca de dez vezes quando
comparado ao resultado da primeira simulação para obtenção do início dos efeitos decor-
rentes da turbulência óptica. O refinamento da malha promove linearmente um aumento
no custo computacional em 4 vezes, pois a quantidade de pontos é quadruplicada. Já o
incremento dos números adimensionais, a intensificação destes, devido ao conjunto de
equações não ser linear o seu cálculo teórico torna-se complexo, no entanto na prática
esta alteração promoveu um aumento do custo computacional em duas vezes e meia,
com relação à primeira simulação.

Inicialmente, o campo de temperatura do escoamento não sofre nenhuma
influência do feixe de laser, conforme pode ser observado na figura 11a. Com isso, também
não é possível observar nenhuma alteração na distribuição da frente de onda gaussiana, a
qual representa a propagação de um laser monomodo. A figura 11b apresenta a distribuição
da intensidade do feixe de laser e é possível verificar que a distribuição desta no instante
𝑡 = 0, 002 é a mesma dada pela equação (3.81). O ponto de maior intensidade é encontrado
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no par ordenado (0,0), demonstrando que também não há nenhuma alteração transversal
da intensidade do feixe de laser.

Figura 11 – (a) Campo de temperatura 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 1, 𝑡 = 0, 002). (b) Intensidade do feixe
de laser |𝑉 |2(𝑥, 𝑦, 𝑧 = 1, 𝑡 = 0, 002). Para estas simulações 𝑅𝑒 = 1000, 𝑃𝑟 = 1,
𝑅𝑖 = 6.𝑒5 e 𝑆𝑡 = 1

3 , o campo de temperatura é apresentado em unidades
dimensionais, Kelvin, 𝑇0 = 300 𝐾, índice de refração médio 𝜂0 = 1, 0003 e
coeficiente de intensificação da cintilação, 𝛿 = 0, 01.

(a) (b)
Fonte: Autor da dissertação.

Com a continuidade da resolução do conjunto de equações para obtenção
da resposta temporal é possível observar o surgimento do aquecimento do fluido, figura
12a. Tal aquecimento promove o deslocamento vertical do campo de temperatura devido
à convecção forçada gerada pelo laser. O surgimento deste aquecimento promove a
alteração do índice de refração, o qual altera a distribuição da intensidade do feixe de
laser.

Adicionalmente, é possível verificar que o ponto de maior intensidade não é
mais apresentado exatamente no eixo vertical da figura 12b, o mesmo fica deslocado mais
para direita. Apresentando assim, o início de assimetrias verticais, diferente dos resultado
obtidos na primeira simulação. Outra característica é o surgimento de um borramento
destas figuras, apresentando assim as primeiras evidências da influência da turbulência
óptica.
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Figura 12 – (a) Campo de temperatura 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 800, 𝑡 = 0, 016). (b) Intensidade do
feixe de laser |𝑉 |2(𝑥, 𝑦, 𝑧 = 800, 𝑡 = 0, 016) . Para estas simulações 𝑅𝑒 =

1000, 𝑃𝑟 = 1, 𝑅𝑖 = 6.𝑒5 e 𝑆𝑡 = 1
3 , o campo de temperatura é apresentado

em unidades dimensionais, Kelvin, 𝑇0 = 300 𝐾, índice de refração médio
𝜂0 = 1, 0003 e coeficiente de intensificação da cintilação, 𝛿 = 0, 01.

(a) (b)
Fonte: Autor da dissertação.

Quando a assimetria do campo de temperatura torna-se evidente, figura 13a,
a deformação da intensidade do feixe de laser cria uma propagação crescente na direção
da convecção forçada, fig.13b.

Os efeitos da turbulência óptica nas alterações da temperatura do fluido come-
çam a ser notáveis, conforme observa-se na fig. 13. As alterações do campo de temperatura
promovem um espalhamento com um desfoque da intensidade em toda a estrutura apre-
sentada na figura 13a. Voltando a atenção para as duas regiões de temperatura de maior
intensidade, consequência da influência dos vórtices gerados pela convecção, é possível
verificar que elas não possuem uma mesma estrutura, a região da direita da figura 13a
apresenta um pico de intensidade maior quando comparada com a da esquerda. Com
isso, a simetria vertical da primeira simulação não é mais verificada neste caso.

Quanto a intensidade do feixe, a figura 13b apresenta o pico de intensidade à
direita do eixo vertical, característica esta que não foi observada na primeira simulação.
Observa-se um borramento do feixe de laser. Adiciona-se a isto o surgimento de uma
assimetria vertical a qual é decorrente dos fenômenos estocásticos da turbulência óptica.
No entanto, o fenômeno de aleatoriedade causada pela cintilação não foi possível de ser
verificado. Logo, uma análise detalhada do fenômeno é realizada na próxima seção.
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Figura 13 – (a) Campo de temperatura 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 1600, 𝑡 = 0, 032). (b) Intensidade
do feixe de laser |𝑉 |2(𝑥, 𝑦, 𝑧 = 1600, 𝑡 = 0, 032) . Para estas simulações
𝑅𝑒 = 1000, 𝑃𝑟 = 1, 𝑅𝑖 = 6.𝑒5 e 𝑆𝑡 = 1

3 , o campo de temperatura é apresentado
em unidades dimensionais, Kelvin, 𝑇0 = 300 𝐾, índice de refração médio
𝜂0 = 1, 0003 e coeficiente de intensificação da cintilação, 𝛿 = 0, 01.

(a) (b)
Fonte: Autor da dissertação.

A diferença do formato apresentado nesta simulação para o campo de tem-
peraturas quando este é comparado à primeira simulação é devido a intensificação da
convecção forçada ocasionada pelo aumento do número de Richardson em uma ordem
de grandeza quando comparado à primeira simulação. Quanto à alteração no formato do
feixe de laser quando comparado à primeira simulação, este é atribuído as alterações da
solução promovidas pelo número de Stanton que também é acrescido em uma ordem de
grandeza.

4.5 Análise Fator de Cintilação 𝛿

Para a análise do fator de cintilação, o conjunto dos números adimensionais
foi mantido constante: Reynolds, 𝑅𝑒 = 1000; Prandtl, 𝑃𝑟 = 1; Richardson, 𝑅𝑖 = 6 × 105; e
Stanton, 𝑆𝑡 = 1

3 . O feixe de laser inicial estabelecido como:

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0, 𝑡 = 0) = 𝑒− 𝜋
2 (𝑥

2+𝑦2) (4.21)

A eq. (3.294) produz os coeficientes para 𝑇 (𝑘𝑥 , 𝑘𝑦), os quais podem ser obser-
vados na fig. 14a. Segundo Coulman et al. (1988), as escalas de turbulência atmosférica na
faixa inercial, para o caso da modelagem do índice de refração na propagação atmosférica
podem ser descritas como: a escala externa 𝐿0 = 1 [𝑚] e a escala interna 𝑙0 = 1 [𝑐𝑚]
tais valores são substituídos na eq. (3.295), (COULMAN et al., 1988).
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Em seguida, aplica-se o algoritmo de FFT nos dados mostrados na Fig. 14a e
obtêm-se as flutuações de temperatura na direção transversal (Fig. 14b).

Figura 14 – Flutuações de temperatura 𝑇1(𝑧 = 0, 𝑡 = 0) com 𝑅𝑒 = 1000, 𝑃𝑟 = 1, 6 × 105

com 𝑆𝑡 = 1
3 , 𝐿0 = 1 [𝑚] e 𝑙0 = 1 [𝑐𝑚] (a) 𝑇1(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦) conforme (3.295) (b)

𝑇1(𝑥, 𝑦) condição inicial das flutuações de temperatura no plano transversal.

(a)
(b)

Fonte: Autor da dissertação.

Usa-se os dados mostrados na Fig. 14 na eq. (3.298), com amplitude inicial
do campo elétrico dada pela eq. (4.21), com isso são obtidos os resultados apresentados
na figura 15:
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Figura 15 – Intensidade do feixe de laser 𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 1, 𝑡 = 5 × 10−5) utiliza-se para tal
a eq. (3.77), equação paraxial, as eq. (3.103) a (3.306), equações N-S, e a
eq. (3.298), modelo tela de fase de turbulência e altera-se 𝛿 conforme: (a)
𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 1, 𝑡 = 5 × 10−5) para 𝛿 = 0, 1. (b) 𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 1, 𝑡 = 5 × 10−5) para
𝛿 = 0, 5. (c) 𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 1, 𝑡 = 5 × 10−5) para 𝛿 = 0, 7. (d) 𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 1, 𝑡 =
5 × 10−5) para 𝛿 = 1.

(a) (b)

(c) (d)
Fonte: Autor da dissertação.

Como é possível ver na figura 15, o solver é inicializado, prescrevendo que
Δ𝑧 = 1 e os passos de tempo são Δ𝑡 = 5 × 10−5, ambos são números adimensionais. O
único parâmetro que foi alterado de 15a para 15d é o aumento do fator de cintilação 𝛿. À
medida que 𝛿 aumenta de 0,1 para 1, o efeito de cintilação quase imperceptível em 15a
passa a ser nítido em 15d.

Para analisar os efeitos da cintilação ao longo da evolução temporal do solver
foi realizado uma análise com o mesmo conjunto de números adimensionais apresentados
no início desta seção. Além disso, foi utilizado um fator de cintilação fixo 𝛿 = 0, 1, que
pode ser visto na figura 16.

Observa-se que a inclusão da cintilação na evolução do tempo promove na
solução, à medida que o tempo evolui, uma maior relevância das variações aleatórias de
temperatura para este 𝛿 do que os resultados apresentados na seção 4.4.
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Figura 16 – Evolução no tempo do campo elétrico 𝑉 (𝑥, 𝑦) dado pela solução das eq.
(3.77), equação paraxial, eq. (3.103) a (3.306), equações N-S, e a eq. (3.298),
cintilação, com um fator de cintilação 𝛿 = 0, 1. a) 𝑉 (𝑥, 𝑦, , 𝑧 = 1, 𝑡 = 5.𝑒 − 5), b)
𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 20, 𝑡 = 1.𝑒 − 3), c) 𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 60, 𝑡 = 3.𝑒 − 3), d) 𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 80, 𝑡 =
4.𝑒 − 3)

(a) (b)

(c) (d)
Fonte: Autor da dissertação.

A principal justificativa para esta constatação é o aumento arbitrário em uma
ordem de grandeza do fator de cintilação, o qual saiu de 𝛿 = 0, 01 nos resultados da
seção 4.4 para 𝛿 = 0, 1. O objetivo de fato na apresentação da figura 16, foi evidenciar as
alterações de fase no modelo.

Ao comparar estes resultados com os resultados numéricos apresentados em
Morrill (2018), observa-se que os valores do fator de cintilação não são os mesmos. No
entanto, o comportamento com a intensificação deste são similares. Tal fato pode ser
justificado, dado que os métodos de resolução numérica das equações são distintos. Além
disso, como tratam-se de equações com vários fatores de simplificação, para a obtenção
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de resultados representativos quantitativamente da propagação de um feixe de laser na
atmosfera é necessário o ajuste com dados experimentais.

Referente ao fator de cintilação 𝛿, esta variável é tratada como um fator de
escala das alterações de fase do meu índice de refração, o qual devido ao modelo adotado
é diretamente proporcional às flutuações de temperatura. Já estas flutuações temperatura
possuem o mesmo comportamento das flutuações do campo de velocidades. Logo, para
obtenção dos dados experimentais deve-se observar quais são os parâmetros de entrada
que estabelecem a PSD adotada neste modelo, dada pela eq. (3.292) aqui reapresentada:

T1(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦) = 0, 49𝑟−5/3
0

𝑒
−

𝑘2
𝑥+𝑘2

𝑦

𝑘2
𝑚

(𝑘2
𝑥 + 𝑘2

𝑦 + 𝑘2
0)11/6

(3.292)

onde 𝑘𝑚 =
5,93
𝑙0

, 𝑘0 = 2𝜋
𝐿0

, 𝑙0 é a escala interna de turbulência, 𝐿0 é a escala externa de
turbulência e 𝑟0 é o diâmetro de coerência atmosférica. Portanto, o experimento deve ser
controlado de modo que estes três parâmetros sejam bem estabelecidos.

Em seguida, o experimento deve ser capaz de medir as alterações de fase
do meio. Conforme apresentado em Milonni e Eberly (2010), esta metodologia já está
bem estabelecida e é utilizada na astronomia para o aumento do alcance de telescópios.
A ideia básica é medir as alterações de fase através de um laser de baixa de potência.
Com a posse deste sinal corrige-se a fase, a avançando onde a atmosfera promove a
defasagem e retardando a fase onde a atmosfera promoveu o seu avanço. O resultado
ideal é a correção da fase na região transversal ao eixo óptico, a qual é caracterizada pelo
modelo de tela de fase aqui apresentado.

O avanço e o retardo das fases locais são feitos com uma superfície de espelho
deformável, ou “espelho de borracha”. As distorções de fase da frente de onda são medidas
por um sensor de frente de onda. Estes dados são convertidos em tensões elétrica que
acionam atuadores mecânicos que ajustam a forma da superfície do espelho deformável
para que a fase da frente de onda na saída possua seu formato ajustado. O tipo mais
comum de sensor de frente de onda na óptica adaptativa é o sensor Shack–Hartmann,
uma matriz de lentes de mesma distância focal. Cada lente produz um ponto em uma
matriz de detectores e o deslocamento do ponto de sua posição nula local é uma medida
do gradiente de fase local e, portanto, a direção de propagação do raio local da frente de
onda de entrada naquela daquela lente (MILONNI; EBERLY, 2010).

Ressalta-se também que o fator de cintilação 𝛿 no caso real é função das
condições ambientes e neste modelo o mesmo é tratado como uma constante arbitrária. O
estudo da modelagem de tal parâmetro foge do escopo deste trabalho, mas para aumento
da robustez dos resultados deste modelo para futuros trabalhos existe a necessidade
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Figura 17 – Evolução de um feixe de laser de 2, 5 [𝑘𝑊] propagado pela fumaça da queima
de óleo e borracha (MORRILL, 2018). Da esquerda para direita um frame do
laser em 𝑡 = 0 e 𝑡 = 6 [𝑠].

Fonte: Morrill (2018)

Figura 18 – Evolução no tempo do campo elétrico 𝑉 (𝑥, 𝑦) dado pela solução das eq.
(3.77), equação paraxial, eq. (3.103) a (3.306), equações N-S, e a eq. (3.298),
cintilação, com um fator de cintilação 𝛿 = 0, 1. a) 𝑉 (𝑥, 𝑦, , 𝑧 = 1, 𝑡 = 5.𝑒 − 5), b)
𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧 = 60, 𝑡 = 3.𝑒 − 3).

(a) (b)
Fonte: Autor da dissertação.

deste desenvolvimento.

Para uma exemplificação da validade do modelo e comparação com resultados
reais é apresentado na figura 17 a evolução de um feixe de laser de 2, 5 [𝑘𝑊] propagado
pela fumaça da queima de óleo e borracha conforme citado em Morrill (2018). Da esquerda
para direita um frame do laser em 𝑡 = 0 e 𝑡 = 6 [𝑠]. Segundo Morrill (2018), a cintilação é
mostrada nos pontos escuros e no desfoque do laser.

Ao realizar a comparação da figura 18a com o frame a esquerda da fig. 17,
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observa-se que inicialmente tanto o modelo numérico, como o experimento, tratam-se de
uma intensidade de um feixe de laser que pode ser interpretada como um perfil gaussiano.

Quando observa-se o frame à direita da fig. 17, inicia-se um desfocamento
do laser e o surgimento de pontos pretos na imagem os quais são atribuídos aos efeitos
da cintilação (MORRILL, 2018). Existe um comportamento similar na figura 18b, com a
evolução temporal, inicia-se um desfoque do laser e o surgimento de pontos de forma
randômica, os quais são devido, exclusivamente, a inclusão no modelo da metodologia de
tela de fase e inserção da cintilação.

As diferenças na magnitude destes pontos pretos são atribuídas à não possibi-
lidade e não citação nos dados experimentais de qual seria a faixa inercial de turbulência,
bem como quais são os dados que caracterizam o escoamento. Com isso, a simulação
numérica aqui apresentada possui números adimensionais e de tipificação da turbulência
distintos dos dados experimentais. No entanto, em termos qualitativos é possível afirmar
que a evolução temporal do modelo é similar ao comportamento da propagação de um
feixe de laser na atmosfera. Existe o surgimento de forma randômica de alterações de
fase na intensidade do laser, bem como desfoque do feixe de laser.

4.6 Conclusão do capítulo

Neste capítulo foram apresentados os resultados obtidos com o solver proposto
neste trabalho, cujo modelo esquemático é dado pela figura 7. Foi demonstrada a robustez
do solver proposto através da análise: do acoplamento do efeito thermal blooming com
a convecção induzida; acoplamento do efeito thermal blooming, cintilação e convecção
induzida; alteração das condições iniciais: turbulência, diâmetro do laser, potência do laser
e temperatura do laser; e alteração do fator de cintilação 𝛿.
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5 CONCLUSÃO

A formulação analítica da propagação de um feixe de laser na atmosfera é fun-
damental para o desenvolvimento e aprimoramento de lasers alta potência. Neste trabalho
foi realizado uma apresentação da teoria que estabelece os princípios de propagação de
um feixe de laser na atmosfera com a inclusão do efeito thermal blooming e da cintilação.
Foi desenvolvido um modelo teórico, capaz de representar a propagação de um HEL
na atmosfera, bem como, foi apresentada a metodologia para obtenção de uma solução
numérica deste modelo.

Este modelo numérico foi implementado e foi capaz de simular a propagação
de um feixe de laser com variação de sua potência, alteração das condições do meio de
propagação e inclusão de fenômenos estocásticos. Com isso, o solver desenvolvido e
sua implementação acopla os fenômenos do efeito thermal blooming, da cintilação na
propagação de um HEL na atmosfera.

Este modelo pode ser aplicado para previsão da variação do pico de intensidade
no receptor devido ao fenômeno thermal blooming, bem como para previsão da correção
de fase devido aos efeitos da cintilação. Sendo assim, nas aplicações de HEL’s que estes
fenômenos são presentes a utilização deste solver permite a correção destes dois efeitos
deletérios.

Como sugestão para trabalhos posteriores, propõe-se a investigação das
variáveis que alteram o fator de cintilação, o aumento da robustez do índice de refração
considerando sua alteração ao longo do eixo axial, aprimoramento do modelo de tela
de fase e inclusão de funções para representar as alterações da absorvidade. Além
disso, propõe-se a tipificação de um experimento, quanto a números adimensionais e
parâmetros do modelo de turbulência, para comparação com o modelo teórico proposto
com a finalidade de validação experimental deste.
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