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São Paulo 

2023 

RESUMO 
 

NOGUEIRA, A. L. Algoritmos matemáticos aplicados em resultados 
experimentais. 2023. 147 p. Tese (Doutorado em Tecnologia Nuclear) – 
Instituto de Pesquisas Energéticas e Nucleares, IPEN-CNEN/SP, São 
Paulo. 
 

Este trabalho teve como objetivo avaliar o impacto da imputação de dados 

(métodos: média, autoencoder, análise de agrupamento e c-médias), 

avaliar os métodos de detecção de outliers (métodos: Mahalanobis e 

Mahalanobis robusta) e padronização de dados (transformadas z-score, 

mínimo-máximo, mínimo-máximo melhorada, logarítmica e Box-Cox) na 

análise de agrupamento, assim como identificar os métodos mais 

adequados para a base de amostras arqueológicas estudada. A base de 

dados foi fornecida pelo Grupo de Estudos Arqueológicos do IPEN-

CNEN/SP, de modo que foram analisadas 140 amostras de fragmentos 

cerâmicos de três sítios arqueológicos. Para análise das amostras foram 

utilizados 13 elementos químicos: As, Na, Ce, Cr, Eu, Fe, Hf, La, Nd, Sc, 

Sm, Th e U. Os resultados mostraram que não houve impacto da 

imputação de dados nos métodos de agrupamento hierárquicos, 

particionais/crisp, c-médias e c-médias com polinômio fuzzificador. A 

exclusão dos outliers detectados pela distância Mahalanobis teve impacto 

no aumento da coesão entre as amostras dos sítios B e C. As 

transformadas utilizadas para padronização das amostras alteraram os 

valores da estatística de Hopkins, bem como as imagens VAT. As funções 

implementadas, desenvolvidas no software estatístico R, deram origem a 

uma aplicação web. 

Palavras-chave: imputação; outliers; padronização; análise de 

agrupamento; software R; aplicação web. 
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São Paulo 

2023 

ABSTRACT 
 

NOGUEIRA, A. L. Mathematical algorithms applied to experimental results. 
2023. 147 p. Tese (Doutorado em Tecnologia Nuclear) – Instituto de Pesquisas 
Energéticas e Nucleares, IPEN-CNEN/SP, São Paulo. 
 

 

This thesis aimed to evaluate the impact of data imputation (methods: 

mean, autoencoder, clustering and c-means), evaluate the methods of 

outliers detection (methods: Mahalanobis and robust Mahalanobis), and 

data standardization (transforms: z-score, min-max, min-max improved, 

logarithmic and Box-Cox) in cluster analysis, as well as to identify the most 

suitable method to the test basis for the archaeological sampling 

researched. The basis was provided by the Group of Archaeological 

Studies from IPEN-CNEN/SP, so were analysed 140 samples of pottery 

fragments from three archaeological sites. For sample analysis, were used 

13 chemical elements: As, Na, Ce, Cr, Eu, Fe, Hf, La, Nd, Sc, Sm, Th and 

U. The results showed that there was no impact of data imputation on the 

hierarchical clustering methods, crisp partitions, c-means and c-means 

with fuzzifier polynomial. The exclusion of outliers detected by Mahalanobis 

distance had the impact of increasing cohesion between the samples of 

sites B and C. The transforms used to standardize the samples changed 

the Hopkins coefficient value as well as VAT images. The implemented 

functions, developed in the R statistical software, resulted in a web 

application. 
 

Keywords: imputation; outliers; standardization; cluster analysis; R software; 

web application. 
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1 INTRODUÇÃO 

Muitos dos problemas que, hoje, chamamos de estatísticos surgiram 

e foram resolvidos nos primeiros períodos da história. Impostos, serviço militar, 

taxas alfandegárias deram origem à investigação e aos registros de caráter 

estatístico (MEITZEN e FALKNER, 1891). 

Há mais de 2.000 anos, Confúcio relatou levantamentos feitos na 

China. No renascimento, houve o interesse da coleta de dados estatísticos por 

suas aplicações na administração pública. Entretanto, a primeira tentativa de se 

extrair conclusões a partir de dados numéricos ocorreu somente no século XVII, 

com a chamada Aritmética Política, que evoluiu para a chamada demografia 

(MEMÓRIA, 2004).  

A Estatística tem evoluído de uma simples compilação de números 

até uma poderosa ferramenta para estudar relações de causalidade entre os 

fenômenos. Desse modo, a história da estatística pode ser dividida em três 

grandes períodos (CASTRO, 1975):  

1º Período: vai desde o regime Feudal até meados do século XVII, em que é 

descrito pela organização de informação e cadastros do interesse do Estado, 

com objetivo fiscal ou de guerra;  

2º Período: inicia-se em meados do século XVII e vai até a metade do século 

XIX, associado à preparação das teorias. Nesse período, ocorreu o 

estabelecimento da Estatística como uma disciplina autonôma;  

3º Período: tem início em 1853 com o primeiro congresso de Estatística e se 

estende até hoje, um período de aperfeiçoamento, no qual o método estatístico 

vem sendo aplicado em diversas áreas, com grande intercâmbio de informações 

e ideias, além do desenvolvimento da Estatística como um método indicado para 

pesquisar relações de causa e efeito. 

Nesse sentido, nos últimos anos houve um aumento significativo da 

quantidade de informação disponível, de maneira que a análise de grande parte 

dessa informação requer a utilização de técnicas estatísticas multivariadas. 

Contribuiu para esse aumento o crescente avanço das técnicas analíticas em 
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várias áreas da ciência.  Para a interpretação desses resultados, faz-se 

necessário o uso de métodos estatísticos cada vez mais sofisticados, tais como 

as técnicas multivariadas. A análise multivariada abrange todas as técnicas 

estatísticas que analisam ao mesmo tempo múltiplas medidas associadas aos 

dados (HAIR et al., 2009).  

As técnicas de estatística multivariada se dividem em dois tipos, a 

saber:  

- técnicas exploratórias de simplificação, como análise de componentes 

principais, análise fatorial, análise de correlações canônicas, análise de 

agrupamentos (agrupamento), análise discriminante e análise de 

correspondência; 

- técnicas de inferência estatística, por exemplo, testes de hipóteses, análise de 

variância, análise de covariância e regressão multivariada (MINGOTI, 2007).   

A maioria das técnicas multivariadas, assim como, a análise de 

agrupamento envolve uma quantidade de cálculos considerável e sua utilização 

no dia a dia requer softwares ou pacotes. Muitas das análises de dados 

multivariados incorporam a construção de gráficos e diagramas apropriados, que 

podem ser feitos utilizando pacotes do software R (EVERITT e HOTHORN, 

2011). 

No tocante ao R (R CORE TEAM, 2022), este se trata de uma 

linguagem de programação e um ambiente de trabalho, ou seja, após a execução 

de comandos, os resultados são exibidos como texto ou gráficos. Além disso, o 

R é uma ferramenta poderosa e completa, bastante adaptada para métodos 

estatísticos (DE MICHEAUX et al., 2013), com milhares de pacotes produzidos 

por colaboradores, que auxiliam usuários nas mais diversas áreas (BEELEY, 

2016; CARLSON, 2017). Entre as características do R, pode-se destacar: um 

ótimo sistema de documentação, uma vasta coleção de métodos para análise de 

dados e uma linguagem de programação simples e eficiente (DE MICHEAUX et 

al., 2013). 

Muitas técnicas estatísticas clássicas e recentes estão 

implementadas em R. Métodos estatísticos mais avançados disponíveis através 

de pacotes podem ser instalados facilmente. Uma documentação detalhada dos 

pacotes está disponível em https://cran.r-project.org/. A comunidade de 
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usuários/desenvolvedores também adiciona regularmente métodos estatísticos 

recentes (DE MICHEAUX et al., 2013). 

No final de 2012, o RStudio (RSTUDIO TEAM, 2021) lançou o Shiny 

(BEELEY, 2016; CHANG et al., 2022; GRANJON, 2022) para a comunidade R, 

depois disso, tornou-se um dos principais projetos da equipe do RStudio (FAY et 

al., 2021). O Shiny é um pacote para a criação de aplicações web usando a 

linguagem R. Além disso, tal pacote permite criar aplicativos web sem 

conhecimento de HTML, CSS ou JavaScritpt. Desde o seu lançamento, o 

número de usuários do Shiny cresceu rapidamente em quase todas as áreas 

(GRANJON, 2022).     

No presente trabalho, realizou-se um estudo comparativo de quatro 

métodos de imputação de dados: média (LITTLE e RUBIN, 2019), rede neural 

autoencoder (AE) (ZHANG et al., 2020), agrupamento (SHI et al., 2020) e c-

médias (NIKFALAZAR et al., 2017).  Ademais, foram avaliados dois métodos de 

detecção de valores discrepantes (outliers) que utilizam as distâncias: 

Mahalanobis (DE MAESSCHALCK et al., 2000) e Mahalanobis robusta (LEYS et 

al., 2018). Por último, foram realizados testes com cinco transformadas para 

padronização dos dados: z-score (CASTRO e FERRARI, 2016), mínimo-máximo 

(MOHAMAD e USMAN, 2013), mínimo-máximo melhorada (KABIR. et al., 2016), 

logarítmica e Box-Cox (ATKINSON et al., 2021). 

No decorrer deste trabalho, foram desenvolvidas funções do R para 

imputação, detecção de outliers e padronização de dados, além de funções de 

análise de agrupamento, responsáveis pela determinação dos grupos e sua 

visualização. Dessa forma, estas funções deram origem a uma aplicação web, 

interativa, de fácil uso, com uma interface leve e amigável, que proporciona a 

utilização de diversos métodos sem a necessidade de conhecimento em 

programação por parte do usuário. A aplicação foi desenvolvida utilizando o 

pacote Shiny no ambiente R, com intuito de operar como uma ferramenta de 

apoio para a análise de dados, podendo ser acessada a partir de qualquer 

navegador, sem a necessidade de instalação de softwares ou pacotes. 
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1.1 Estrutura da tese 

Além da introdução, esta tese está organizada nas seguintes seções: 

- Objetivos: informa o que se pretende desenvolver com o trabalho; 

- Fundamentos teóricos dos métodos de agrupamento: trata dos métodos de 

agrupamento, tendência de agrupamento e índices de validação; 

- Fundamentos teóricos dos métodos de imputação de dados: apresenta os 

métodos utilizados para imputação de dados; 

- Fundamentos teóricos dos métodos de detecção de outliers: discorre sobre os 

métodos estudados para detecção de outliers; 

- Fundamentos teóricos dos métodos de padronização de dados: trata das 

transformadas utilizadas para padronização dos dados; 

- Resultados e discussão: expõe os resultados obtidos após aplicação dos 

métodos considerados. Discorre sobre os resultados obtidos, buscando 

determinar os métodos com melhor desempenho e em que situações isso ocorre; 

- Conclusão: são destacados os principais pontos dos resultados e da discussão; 

- Sugestões para trabalhos futuros: apresenta propostas de futuros 

desdobramentos sobre o assunto do trabalho.  

Os tópicos abordados neste trabalho são expostos na Tabela 1.  
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Tabela 1: Tópicos abordados no trabalho 
 

Análise de agrupamento  
- métodos de agrupamento: hierárquicos 
(ligação simples,  ligação média, ligação 
completa e Ward), particionais (k-médias, 
k-medóides e híbrido), baseados em 
lógica fuzzy (c-médias, c-medoides e c-
médias com polinômio fuzzificador); 
 
- tendência de agrupamento: estatística 
de Hopkins e avaliação visual; 
 
- índices de validação: gama, Dunn, 
Calinski-Harabasz, PBM, Wemmert-
Gancarski, Tau, Ratkowsky-Lance; 
 

 
 
 
 
Métodos de imputação 

 
- imputação pela média; 
 
- imputação por autoencoder; 
 
- imputação por agrupamento; 
 
- imputação pelo c-médias; 
 

  
 
Métodos de detecção de outliers 

- distância Mahalanobis; 
 
- distância Maralanobis robusta; 
 

 
 
 
 
Métodos de padronização de dados 
 

 
- transformada z-score 
 
- transformada mínimo-máximo 
 
- transformada mínimo-máximo 
melhorada 
 
- transformada logarítmica 
 
- transformada Box-Cox 

  

Fonte: Próprio autor 
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2 OBJETIVOS 

2.1 Objetivos gerais 

Indicar os procedimentos de imputação, detecção de outliers e 

padronização de dados para serem aplicados em resultados experimentais.  

Desenvolver uma aplicação web que permita utilização de métodos 

de agrupamento, visualização e pré-processamento de dados. 

 
2.2 Objetivos específicos 

Implementar funções na linguagem R: 

- cálculo do erro produzido pelo método de agrupamento; 

- visualização e análise dos dados; 

- pré-processar de dados (imputação, detecção de outliers e padronização de 

dados); 

- desenvolver uma aplicação web que integre as funções implementadas 

associadas ao pré-processamento de dados, análise de agrupamento e 

visualização de dados. 

Na seção 3 são apresentados os métodos de agrupamento, as 

abordagens para avaliação da tendência de agrupamento e os índices de 

validação utilizados nesse trabalho. 
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3 FUNDAMENTOS TEÓRICOS DOS MÉTODOS DE AGRUPAMENTO 

Entre as habilidades mais básicas dos organismos vivos, tem 

destaque a capacidade de gerar um agrupamento, ou seja, agrupar objetos 

(CASTRO e FERRARI, 2016). A classificação de Aristóteles dos seres vivos, 

foi um dos primeiros agrupamentos conhecidos (HENNIG et al.,2015). Um 

exemplo de técnica estatística exploratória bastante utilizada é a análise de 

agrupamentos  (FÁVERO e BELFIORE, 2017), que consiste em determinar 

grupos em um conjunto de dados (amostras).  

Estes grupos são constituídos de forma que amostras pertencentes 

a grupos distintos diferem uma da outra mais do que amostras que pertençam 

ao mesmo grupo (WIERZCHON e KLOPOTEK, 2018). Após a aplicação de 

um método de agrupamentos, deseja-se que a distância entre as amostras 

de um mesmo grupo seja minimizada e a distância entre os grupos 

maximizada (SILVA e BOSCARIOLI, 2016). 

De outra forma, dado um conjunto de amostras ' = {0", 0#, … , 0$}	 

após aplicação de métodos de análise de agrupamento, deseja-se obter um 

conjunto de subconjuntos de ', {#", ##, … , #%}, chamado partição (grupos) de 

' tal que #& ∩ #' = ∅, 7, 8 = 1,2, … , ;, com 7 ≠ 8	e #" ∪ ## ∪ …∪ #% = '  (XU e 

WUNSCHII, 2005). 

 

3.1 Métodos de análise de agrupamento 
Agrupamento é uma técnica comum na análise de amostras e pode 

ser utilizada em diferentes áreas, como aprendizado de máquina, mineração de 

dados, reconhecimento de padrões, processamento de imagens e bioinformática 

(MADHULATHA, 2012). 
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Os métodos de agrupamentos podem ser divididos em: 

- Hierárquicos: localizam recursivamente grupos alinhados de modo 

aglomerativo ou divisivo (HENNIG et al., 2015); 

- Particionais: encontram todos os grupos simultaneamente como uma 

partição dos dados e não impõe uma estrutura hierárquica (JAIN, 2010); 

- Baseados em modelo: tentam otimizar o ajuste entre as amostras a algum 

modelo matemático. Baseia-se na suposição de que os resultados serão 

gerados por uma mistura de distribuição de probabilidade (HENNING et al., 

2015); 

- Baseados em densidade: foram introduzidos para descobrir grupos de forma 

arbitrária. Utilizam o fato de que no interior de cada grupo há uma densidade 

típica de amostras e esta densidade é maior que fora do grupo. Regiões com 

baixa densidade são identificadas como ruído (NAGPAL et al., 2013); 

- Baseados em grade: divide o espaço de amostras em uma estrutura de 

grade com um número finito de células. As operações são realizadas nas 

células como um todo, em vez das amostras individuais (BROWN et al., 

2020); 

- Baseados em redes neurais (conexionista): utiliza modelos matemáticos 

inspirados em processos cerebrais, que simulam o funcionamento do cérebro 

(SILVA e BOSCARIOLI, 2016). 

Os métodos de agrupamentos também podem ser classificados em 

hard (crisp) ou fuzzy (soft) (HENNING et al., 2015). Em outras palavras, um 

agrupamento em que cada amostra 0& pertence a apenas um grupo #', é 

chamado agrupamento hard. O conceito de conjunto fuzzy forneceu uma 

estrutura mais rica para a especificação das relações entre as amostras e os 

grupos (RUSPINI, 1970). No caso de técnicas de agrupamento fuzzy, as 

amostras podem pertencer a mais de um grupo e ter diferentes graus de 

pertinência em cada um deles (BORA e GUPTA, 2014).  

Os métodos de agrupamentos hierárquicos e particionais foram 

escolhidos por serem os mais utilizados em resultados experimentais como, 

por exemplo, a arqueometria, devido à sua facilidade de implementação e a 

inexistência de hipóteses que limitariam a sua aplicação (BAXTER, 2008). Já 

o método híbrido, foi escolhido por suprir uma deficiência do método k-

médias, associada à escolha inicial dos centróides (ou protótipos) de cada 



19 
 

 

grupo. Por outro lado, os métodos de agrupamento fuzzy foram selecionados 

por permitirem que uma amostra possa pertencer a mais de um grupo. A 

Tabela 2 mostra os métodos de agrupamento estudados. 

 
Tabela 2 – Classificação dos métodos de agrupamento 

 
método Classe 
ligação simples Hierárquico/hard 

ligação média Hierárquico/hard 

ligação completa Hierárquico/hard 

Ward Hierárquico/hard 

k-médias Particional/hard 

k-medóides Particional/hard 

Híbrido Particional/hard 

c-médias Particional/soft 

c-médias com polinômio 

fuzzificador 

Particional/soft 

c-medóides Particional/soft 

              Fonte: Próprio autor 
 

Na análise de agrupamentos, dado um conjunto de amostras 

representado por uma matriz com  > amostras e ? variáveis, torna-se 

necessário mensurar a distância entre as amostras, isto é, a similaridade ou 

a dissimilaridade (HENNIG et al., 2015). 

Os métodos de agrupamento hierárquicos executam uma série de 

sucessivas uniões (aglomerativos) ou divisões (divisivos) no conjunto de 

amostras (JOHNSON e WICHERN, 2007). Os métodos hierárquicos 

aglomerativos iniciam com cada amostra sendo um grupo e, em seguida, as 

amostras mais similares são agrupadas primeiro, de forma que estes grupos 

são unidos de acordo com sua similaridade. Assim, como a similaridade 

diminui, ao final do processo todos os grupos são fundidos em um único 

grupo. 

Os métodos divisivos trabalham na direção oposta (JOHNSON e 

WICHERN, 2007), isto é, o grupo inicial é formado por todas as amostras, em 

seguida, é divido em dois grupos de acordo com a similaridade entre eles. 
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Estes grupos são, então, divididos em grupos dissimilares. Este processo 

continua até que cada grupo seja composto por apenas uma amostra. 

Os passos de um método de agrupamento hierárquico 

aglomerativo, aplicado em um conjunto de > amostras (JOHNSON e 

WICHERN, 2007), são: 

- passo 1: inicia-se com > grupos de amostras, cada um contendo uma 

amostra, e uma matriz simétrica das distâncias (ou matriz dissimilaridade), 

@& = AB&'C$	×$, sendo B&' = BA0& , 0'C a distância entre as amostras 0& e 0' da 

base; 

- passo 2: procura-se na matriz dissimilaridade pelos grupos mais similares, 

supondo que sejam os grupos #&, #' e a distância entre eles seja B*!*"; 

- passo 3: ocorre a fusão dos grupos #& e #' gerando um novo grupo #&#'. A 

matriz @& é atualizada, deletando as linhas e a colunas correspondentes aos 

grupos #& e #', e adicionando à linha e coluna obtidas pelo cálculo das 

distâncias entre o grupo #&#' e o restante dos grupos; 

- os passos 2 e 3 são repetidos > vezes. O método termina quando restar 

apenas um grupo, constituído de > amostras. 

A seguir serão descritos os métodos hierárquicos aglomerativos de 

ligação simples (distância mínima), ligação média, ligação completa 

(distância máxima) e Ward (KASSAMBARA, 2017).  

  

3.1.1 Método hierárquico de ligação simples 

Os dados de entrada do método de ligação simples podem ser as 

distâncias ou similaridades entre pares de amostras. Os grupos são formados 

a partir de amostras individuais, pela fusão com os vizinhos mais próximos, 

em que o termo vizinho mais próximo denota a menor distância ou maior 

similaridade. 

Inicialmente, deve-se encontrar a menor distância na matriz @&, 

contendo a distância entre as amostras (grupos) de entrada. Se os grupos 

mais próximos são #& e #', forma-se um novo grupo #&#'  obtido pela fusão dos 

dois grupos (JOHNSON e WICHERN, 2007). A distância entre os grupos #&#' 

e qualquer outro grupo #+ é calculada por: 
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 B,*!*"-*# = D7> EB*!*# , B*"*#F, (1) 

 
onde B*!*# e B*"*# são as distâncias entre os vizinhos mais próximos de #& e 

#+ e de #' e #+ repectivamente. 

 

3.1.2 Método hierárquico de ligação média 

O método de ligação média calcula a distância entre dois grupos 

como a média das distâncias entre todos os pares de amostras dos dois 

grupos. 

Novamente, na matriz @&, o método procura os grupos mais 

próximos (ou similares), por exemplo #& e #', unindo os dois, formando um 

novo grupo #&#' (JOHNSON e WICHERN, 2007). A distância entre os grupos 

#&#' e #+  é definida por: 

 
 

d,*!*"-*# =
1

H#&#'H|c.|
K L L B(0& , 0')

/"∈*#/!∈*!*"

M, 
(2) 
 

 
0& é uma amostra do grupo #&#', 0' é uma amostra do grupo #+, |#&#'| e |#+| 

correspondem ao número de amostras dos grupos #&#' e #+. 

 

3.1.3 Método hierárquico de ligação completa  

O método de ligação completa é semelhante ao de ligação simples, 

com uma importante diferença: em cada estágio a distância entre os grupos é 

determinada pelas amostras mais distantes. Assim, o método garante que todas 

as amostras de um grupo estejam dentro de uma distância máxima do outro 

grupo (JOHNSON e WICHERN, 2007).  Logo a distância entre #&#' e #+ dada 

por: 

 
 B,*!*"-*# = DN0 EB*!*# , B*"*#F. (3) 

 
onde B*!*# e B*"*# correspondem às distâncias entre #& e #+, #' e #+ 

respectivamente. 
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3.1.4 Método hierárquico de Ward 

O método de agrupamento hierárquico de Ward procura formar 

partições de modo a minimizar a perda da informação causada pela fusão de 

grupos (GAN et al., 2020). Usualmente, a perda de informação é quantificada em 

termos de um critério da soma dos erros quadrados (PQ), como mostrado na 

equação 4. Desse modo, o método de Ward é frequentemente chamado de 

método da variância mínima. 

Dado um grupo c1 de amostras, o PQ(#!) associado é: 

 
 PQ(#!) = L H|02 − #!S |H

#
,

/$∈*%

 (4) 

 
onde 02 é uma amostra do grupo #! e #!S  é o centróide do grupo #!. 

Considerando, nesse sentido, que existam k grupos c", c#, … , c3 em 

um nível de agrupamento. Então, a perda de informação será representada pela 

soma dos PQ(#!)′V dada por: 

 
 

PQ =LPQ(#&)

%

&4"

. 
(5) 

 
A cada passo do método de Ward, a união de todos os pares de 

grupos é considerada e os dois grupos de amostras que apresentarem a menor 

perda de informação são unidos. 

Além dos métodos hierárquicos, existem os particionais, que não 

geram uma estrutura hierárquica de grupos e possuem como parâmetro de 

entrada o número de grupos da base estudada. Dito isto, os métodos de 

agrupamento por partição dividem o conjunto de dados em grupos, que são 

formados de acordo com um critério de particionamento. Os métodos mais 

usados são o k-médias e o k-medoides (CASTRO; FERRARI, 2016). 

 

3.1.5 Método particional k-médias  

A ideia do método k-médias consiste em definir grupos, de modo que 

a variação interna dos grupos seja minimizada (HARTIGAN e WONG, 1979; 

KASSAMBARA, 2017). O método define a variação interna como a soma dos 

quadrados das distâncias entre as amostras e o centróide correspondente: 
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 !(#!) = L H|02 − #!S |H

#
,

/$∈	*%

 (6) 

 
onde 02 é uma amostra que pertence ao grupo #!, #!S  é centroide do mesmo 

grupo e !(#!) é a variação interna associada ao grupo #!. 

Cada amostra 02 é atribuída a um grupo, de forma que a soma dos 

quadrados das distâncias das amostras aos seus respectivos centróides, seja 

mínima. 

A variação total interna é dada pela equação: 

 
 

!W =L!(#!),

%

&4"

 
(7) 

 
onde !(#!) é a variação interna no grupo #!.  

 

3.1.6 Método particional k-medoides  

O método k-medoides pode ser visto como adaptação do método k-

médias. Assim, no lugar de calcular a média de cada grupo, o medoide é obtido 

em cada iteração e é uma amostra do grupo (REYNOLDS et al., 2006). O 

medoide para cada grupo é a amostra γ do grupo que minimiza a equação: 

 
 Y = L ||02 − Z||,

/$∈*%

 (8) 

 
onde 02 é uma amostra do grupo #!. 

Uma das vantagens do método k-medoides, deve-se salientar, é que 

não há necessidade de repetir o cálculo das distâncias em cada iteração, já que 

o método k-medoides pode simplesmente procurar a distância na matriz 

dissimilaridade. 

O método inicia com a escolha de ; amostras aleatoriamente, que 

serão os medoides iniciais de cada grupo, a seguir cada amostra é atribuída ao 

grupo que possui o medoide mais próximo. Após a seleção dos medoides 

iniciais, todo o processo descrito anteriormente se repete até que o conjunto dos 

medoides não se altere (CASTRO e FERARRI, 2016). 
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3.1.7 Método particional híbrido 

O método de agrupamento k-médias é um dos mais populares. 

Entretanto, possui algumas limitações, tais como a necessidade de se conhecer 

o número de grupos da base e selecionar inicialmente os centroides 

aleatoriamente. 

A solução final do k-médias é sensível à seleção aleatória inicial dos 

centroides dos grupos (CHEN et al., 2005). Diante disso, o resultado pode ser 

diferente cada vez que o método é executado. Essa limitação é superada pelo 

método híbrido, uma vez que os centros dos grupos são determinados por um 

método de agrupamento hierárquico (Ward), aplicado antes do k-médias.  

Em síntese, todos os métodos de agrupamento apresentados até aqui 

são crisp, ou seja, uma amostra pode ou não pertencer a um grupo. Já quanto 

aos métodos fuzzy, uma amostra pode pertencer a mais de um grupo com 

diferentes graus de pertinência. 

A teoria de conjuntos fuzzy proposta por ZADEH (1965)  é uma 

alternativa para representação e manipulação de informações imprecisas. Esses 

conjuntos fuzzy podem ser interpretados como uma generalização da teoria de 

conjuntos. 

Na lógica clássica, as informações podem ser classificadas em 

verdadeiras ou falsas (0 ou 1). Por exemplo, um elemento 0 pode pertencer ou 

não a um conjunto \. Desse modo, associado a um conjunto \ se tem uma 

função de pertinência:  

  
 ]5: \ → {0,1}. (9) 

 
Os valores que a função assume obedecem à seguinte regra: se o 

elemento ` pertence ao conjunto \, então ]5(`) = 1, caso contrário, ]5(`) = 0 . 

No caso de um conjunto fuzzy, a função de pertinência assume 

valores no intervalo [0,1]: 

 
 ]6: a → [0,1], (10) 

 
sendo a um conjunto fuzzy em um universo de discurso d. O conjunto a em d 

pode ser representado por: 

 
 a = eAN, ](N)CHN ∈ dg, (11) 
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onde N é um elemento de a e ](N) a função de pertinência associada (LIMA et 

al., 2014). 

A propriedade de uma amostra pertencer a mais de um grupo, com 

graus de pertinência entre 0 e 1, é útil quando há sobreposição entre grupos, o 

que pode revelar características das amostras, não reveladas por outros 

métodos de agrupamento crisp (BAXTER, 2009). Com isso, a seguir serão 

apresentados três métodos de agrupamentos fuzzy: c-médias, c-medoides e c-

médias com polinômio fuzzyficador. 

 

3.1.8 Método particional c-médias 

O método fuzzy c-médias é utilizado para determinar grupos e seus 

centros. A relação entre a amostra e grupo é feita por uma função de pertinência 

que pode variar em [0,1]. Quanto mais próximo do centro estiver a amostra, 

maior será o valor da função de pertinência (BEZDEK et al., 1984). 

As amostras	{07 , h = 1,2, … , >} são classificadas minimizando a função 

objetivo baseada na norma euclidiana e nos centros (protótipos) do grupo. A 

função objetivo é uma soma ponderada dos erros quadráticos entre os grupos, 

que é definida pela equação: 

 
 

i2(j, d, !) =LL(]&7)
2H|07 − k&|H

#
%

&4"

$

74"

, 
(12) 

 
sendo 1 < D < ∞ e ! = {k", k#, … , k%}, n& ∈ ,$, 7 = 1,2, … , ; é o conjunto dos 

protótipos dos grupos mostrados na equação 13 e d é uma matriz em que cada 

elemento ]&7 representa o valor da função de pertinência de 07 no grupo i, 

conforme mostra a equação 14.  

Se H|07 − k|H
#
> 0, ∀	i, t, então U e V podem minimizar J8 apenas 

quando m > 1 e 

 
 

k& = wL(]&7)
#07

%

&4"

xwL(]&7)
#

%

&4"

x

9"

, 
(13) 

 
 

]&7 = KL
H|07 − k&|H

#

yH07 − k'Hy
#

%

'4"

M

9 "
29"

. 

(14) 
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3.1.9 Método particional c-medóides 

Sejam  {n", n#, … , n%} ⊂ {07 , h = 1,2, … , >} = '. Se C: representa todos 

os subconjuntos ! de '. O método fuzzy c-medóides minimiza a equação 15: 

 
 

i2(!, j) =LL|&'
# yH0' − n&Hy

%

&4"

$

74"

, 
(15) 

 
onde a minimização é executada sobre todos ! em '. Na equação 15, |&' 

representa a função de pertinência fuzzy de 0' associada ao grupo 7  

(KRISHNAPURAM et al., 2001)  e é dada pela equação: 

 

]&7 = wL
1

H|07 − k;|H
#

%

;4"

x

9 "
29"

K
1

yH0' − n&Hy
M

"
29"

, 

(16) 

 
onde D ∈ [1,∞). A equação 16 gera uma partição fuzzy de j, na qual a soma 

das funções de pertinência de 0' em todos os grupos deve ser 1. 

 

3.1.10 Método particional c-médias com polinômio fuzzificador 

O método c-médias com polinômio fuzzificador (WINKLER et al., 

2011), utiliza ideias de agrupamentos crisp e fuzzy. O conceito de polinômio 

fuzzificador foi alterado por KLAWONN E HÖPPNER (2003), de maneira a 

substituir a função exponencial ]&'
#  da equação 15 por uma função polinomial de 

grau 2, da equação 17. O polinômio fuzzificador é dado pela equação: 

.  
 

f(µ<3) =
1 − β

1 + β
(µ<3)

# +
2β

1 + β
µ<3, 

(17) 

 
β (β = 0,5 em todos os testes realizados) controla quanto a função de pertinência 

torna-se crisp. Assim, substituindo o polinômio acima na equação 15, temos a 

seguinte função objetivo dada pela equação: 

 
 

J8(X, U, V) = LLÉ
1 − β

1 + β
(µ<=)

# +
2β

1 + β
µ<=Ñ H|x> − ν<|H

#
%

<4"

?

=4"

. 
(18) 

 
O polinômio fuzzificador cria áreas de funções de pertinência crisp ao 

redor dos protótipos, enquanto fora dessas regiões as funções de petinência 
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fuzzy são atribuídas. Dessa maneira, o polinômio fuzzificador produz graus de 

pertinência iguais a 1 para amostras próximas aos protótipos e graus de 

pertinência entre 0 e 1 para amostras distantes dos protótipos. 

O processo de atualização dos valores da função de pertinência do 

método fuzzy c-médias com polinômio fuzzificador é descrito pela equação 19: 

 
 

µ!" =
⎩
⎨

⎧ & 1
1 − β* (1 + (c.# − 1)β)01

2|x# − ν!|2
62x# − ν$(&)26

()!

"*+
7 , φ(i) ≤ c.,

0,			caso	contrário																																																																																														
, 

(19) 

 
onde cá= é o número de protótipos que sofrerão atualizações e φ é a permutação 

que armazena os protótipos sorteados.  

A seguir são apresentadas duas técnicas para avaliação da tendência 

de agrupamento, a saber: uma estatística e a outra visual. 

 

3.2 Tendência de Agrupamento 
A determinação da estrutura de dados multidimensionais é uma 

questão muito discutida em análise de dados, em que métodos de 

agrupamento têm sido usados. Contudo, esses métodos localizam e 

especificam grupos de amostras mesmo se estes não estiverem presentes. 

Dessa forma, é apropriado medir a tendência de agrupamento ou 

aleatoriedade das amostras antes de aplicar um método de agrupamento 

(CROSS e JAIN, 1982). 

A questão de determinar se os grupos estão presentes antes da 

aplicação de um método de agrupamento é chamada avaliação de tendência 

de agrupamento. As técnicas de avaliação de tendência de agrupamento 

podem ser divididas em duas categorias: estatística (estatística Hopkins) 

(LAWSON e JURS, 1990) e visual (avaliação de tendência visual – VAT – 

Visual Assessment of Tendency) (KUMAR e BEZDEK, 2020). Nessa 

perspectiva, embora as abordagens estatísticas determinem se vale a pena 

procurar grupos em um determinado conjunto de amostras, elas promovem 

pouca informação sobre o número de grupos, que é um parâmetro de alguns 

métodos de agrupamento. A classe de abordagens de avaliação de tendência 

visual de agrupamento utiliza técnicas visuais para indicar se o conjunto de 

amostras possui ou não grupos, e em alguns casos até sua quantidade. 
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3.2.1 Estatística de Hopkins 

Para determinar se há uma tendência de agrupamento para 

prosseguir com os métodos de agrupamentos, o conjunto de amostras que 

está sendo investigado é comparado com uma estrutura de dados conhecida. 

Em termos estatísticos, isto envolve a construção de uma hipótese nula H@ 

(o conjunto de amostras em questão não tem mais tendência de agrupamento 

do que amostras aleatórias distribuídas uniformemente), calculando a 

estatística de teste e, em seguida, comparando com o valor padrão para 

determinar o grau de rejeição da hipótese nula. Em seguida, será descrita 

uma variação da estatística de Hopkins (LAWSON e JURS, 1990). 

Em linhas gerais, a ideia é comparar as amostras com números 

aleatórios que têm distribuição idêntica às das variáveis. Uma maneira 

simples de se obter isto é embaralhar a ordem dos valores das variáveis. As 

distribuições individuais são as mesmas, mas organizadas em ordem 

aleatória. Desse modo, caso haja uma estrutura significativa no conjunto de 

amostras, devido a uma relação entre as variáveis, essa estrutura seria 

destruída no conjunto de amostras embaralhadas.  Se a única estrutura no 

conjunto de amostras veio da natureza das distribuições das variáveis 

individuais, o conjunto de amostras embaralhadas teriam o mesmo grau de 

estrutura que o conjunto de amostras. 

O cálculo da estatística de Hopkins (LAWSON e JURS, 1990) 

envolve basicamente duas distâncias denotadas por B(0& , 0') e B(0& , 0′'). As 

distâncias B(0& , 0') são obtidas calculando a distância entre amostras e suas 

vizinhas mais próximas. Já BA0& , 0′'C é calculada em duas etapas, primeiro 

gerando uma pseudo-amostra (0′') selecionando um valor da variável 

aleatoriamente, o que se repete para cada uma das variáveis. Em seguida, é 

calculada a distância entre a pseudo-amostra e sua vizinha mais próxima, 

uma amostra. As distâncias calculadas anteriormente, são utilizadas para 

determinar o valor da estatística de Hopkins e é dada por: 

 
H =

∑B(0& , 0′')

∑B(0& , 0') + ∑B(0& , 0′')
, 

(20) 

 
onde ( representa o valor da estatística de Hopkins. 
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Se as amostras não possuem uma estrutura de grupos, então a 

distância B(0& , 0') de uma amostra a outra será aproximadamente a mesma, 

na média, à distância B(0& , 0′'), de uma pseudo-amostra a uma amostra. O 

valor de H, nesse caso será de aproximadamente 0,5, portanto, não há 

evidências para se rejeitar a hipótese nula, ou seja, as amostras não são 

mais agrupadas do que números distribuídos aleatoriamente. 

Por outro lado, se as amostras estão arranjadas em grupos, as 

distâncias B(0& , 0') serão relativamente bem menores que B(0& , 0′'), 

consequentemente H será aproximadamente 1 e a hipótese nula poderá ser 

rejeitada. De acordo com (LAWSON e JURS, 1990), para H > 0,75 a hipótese 

nula H@ pode ser rejeitada. 

Com efeito, uma vez verificada a tendência de agrupamento das 

amostras através da estatística de Hopkins, pode-se determinar o número de 

grupos da base. A seguir é apresentada a avaliação visual de tendência de 

agrupamento. 

 

3.2.2 Avaliação visual de tendência de agrupamento (VAT) 

No caso da avaliação visual de tendência de agrupamento, seja 

MD (> por >) uma matriz dissimilaridade entre amostras, @& é: 

 
 

@& = w
B(0", 0") ⋯ B(0", 0$)

⋮ ⋱ ⋮
B(0$, 0") ⋯ B(0$, 0$)

x, 
(21) 

 

onde B(0& , 0'), corresponde a distância entre as amostras 0& e 0' e @&, 

satisfaz as seguintes condições (BEZDEK et al., 2002): 

- B(0& , 0') ≥ 0 

- BA0' , 0&C = B(0& , 0') 

- B(0& , 0&) = 0, ∀	7, 8 = 1,2, … , >. 

A matriz @& está associada a uma imagem, as cores de seus pixels 

correspondem aos valores das distâncias entre as amostras. 

A ideia para se obter a avaliação de tendência visual é ordenar o 

conjunto de amostras {0", 0#, … , 0$} como {0%", 0%#,…0%$}, de modo que se ;& 

é próximo de ;' então 0%& também está próximo de 0%' . Neste caso, a imagem 
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correspondente às amostras ordenadas indica a tendência de agrupamento 

das amostras, por meio de blocos ao longo da diagonal principal, por 

exemplo, conforme pode ser observado nas Figuras 1 e 2. Na figura 1, 

observa-se uma base de dados com três grupos, por outro lado, a Figura 2 

(VAT) mostra três blocos (retângulos). Assim sendo, a base de amostras da 

Figura 1 apresenta tendência de agrupamento e o número de grupos é três. 

A legenda ao lado da Figura 2 indica a distância entre as amostras, observa-

se que a distância entre amostras no interior dos três retângulos (grupos) é 

menor do que a distância entre as amostras fora deles. 

 
Figura 1 - Gráfico de dispersão obtido através da análise de componentes 
principais. 

 
   Fonte: Próprio autor 
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Figura 2 – Avaliação Visual de tendência de agrupamento da base de 
amostras correspondente à Figura 1 

 
   Fonte: Próprio autor 

 

3.3 Índices de validação de Agrupamento 
Depois de verificada a tendência de agrupamento, e após 

aplicação dos métodos de agrupamento, faz-se necessário avaliar os 

resultados obtidos. Nesse sentido, uma das formas de ser fazer isto é através 

de índices de validação, os índices utilizados nos testes foram: gama, Dunn, 

Calinski-Harabasz, PBM, Wemmert-Gancarski, tau e  Ratkowsky-Lance. 

As técnicas de validação de agrupamentos dividem-se em três 

classes: interna, externa e relativa (BRUN et al., 2007). A validação interna é 

baseada em propriedades dos agrupamentos como compacidade e 

separabilidade, logo, não há necessidade de informações adicionais sobre a 

base de amostras. A compacidade (CP) é uma medida de proximidade entre 

amostras de um mesmo grupo e pode ser dada por (IAM-ON e GARRETT, 

2010): 

 
 

'ê =
1

>
L|#&| K L BA02, 0'C ë

|#&|(|#&| − 1)

2
í

9"

/$,/"∈*!

M

%

&4"

, 
(22) 
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onde B(02, 0') correponde a distância entre as amostras 02 e 0' do grupo #& 

e |#&| indica o número de amostras do grupo  #&. Uma das definições de 

separabilidade é (HALKIDI et al., 2001): 

 

ìP =
&B
&2

LKLB(#CS,

%

'4"

#'̅)M ,

%

&4"

9"

 

(23) 

 
com &B = max	{BA#D̅ , #'̅C}, &2 = min	{	BA#D̅ , #'̅C}, 7, 8 = 1,2, … ; e #CS  o centróide do 

grupo 7.  

Os índices de validação interna também podem ser utilizados para 

determinar o número de grupos de uma base de amostras. Como muitos 

métodos de agrupamento têm como parâmetro de entrada o número de grupos 

;, ou seja, antes de sua aplicação faz-se necessário determinar o valor de ;. 

Uma abordagem usual para se obter ; consiste em executar o(s) método(s) de 

agrupamento várias vezes com diferentes ;’s, e escolher ; de acordo com  os 

valores dos índices de validação (ARBELAITZ et al., 2013).  

Por outro lado, a validação relativa é baseada na comparação de 

partições geradas pelo mesmo método com parâmetros diferentes, o que 

também não requer informações adicionais. 

A terceira técnica é a validação externa, sendo esta também 

baseada na comparação entre duas partições, isto é, uma obtida após a 

aplicação de um método de agrupamento e a outra partição com informações 

da base de amostras. A validação externa corresponde a uma medida de 

erro.  

Entre todos os índices de validação interna do pacote (do software 

R), clusterCrit (DESGRAUPES, 2018), sete índices descritos foram 

selecionados da seguinte maneira: 

Realizou-se testes com todos os índices de validação interna do 

pacote clusterCrit (DESGRAUPES, 2018), para determinar o número de 

grupos da base de amostras estudada. Os métodos de agrupamento 

utilizados nos testes foram os hierárquicos e os particionais estudados. Eles 

foram aplicados nas amostras não padronizadas e padronizadas pelas 

transformadas z-score, mínimo-máximo, mínimo-máximo melhorada, 
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logarítmica e Box-Cox. Os sete índices com os melhores desempenhos foram 

selecionados. 

Os índices de validação interna estudados foram: gama, Dunn, 

Calinski-Harabasz, PBM, Wemmert-Gancarski, tau e  Ratkowsky-Lance 

(ARBELAITZ et al., 2013; DESGRAUPES, 2018). 

 
3.3.1 Índice gama de Baker-Hubert ( Γ	) 

O índice gama de Baker-Hubert é uma adaptação do índice gama 

de correlação entre dois vetores, N = (N", N#, … , NE) e ` = (`", `#, … , `E). Na 

análise de agrupamento, o primeiro vetor N corresponde ao conjunto de 

distâncias entre as amostras, já o segundo ` vetor é binário, cujos 

componentes assumem o valor 0 se duas amostras pertencerem ao mesmo 

grupo e 1 caso contrário. 

Há concordância entre 7 e 8 se N& > N' implicar em `& > '̀, caso 

contrário 7 e 8 são discordantes. O número de pares concordantes é VF e 

discordantes V9, o índice gama é: 

 
 

Γ =
VF − V9

VF + V9
. 

(24) 

 
O índice gama de Baker-Hubert, utiliza a equação 24, sendo VF o 

número de vezes em que a distância entre dados que pertencem ao mesmo 

grupo é menor do que a distância entre dois dados de grupos diferentes, V9 

é o número de vezes que a distância entre dados que pertencem ao mesmo 

grupo é maior que a distância entre dados de grupos diferentes 

(DESGRAUPES, 2018).  

 

3.3.2 Índice Dunn (	&	) 

O índice Dunn é calculado utilizando a distância entre os grupos e 

a distância entre amostras de um mesmo grupo: 

 
 

& =
&2&$
&2+/

, (25) 

 



34 
 

 

onde &2+/ = max
"G&G%

&&, &2&$ = min
&H'

B&', && = max
/!,/!&∈*!,&H&&

{B(0& , 0&I)} e B&' =

min
/!∈*!,/"∈*"

{BA0& , 0'C}	 (DESGRAUPES, 2018). 

 

3.3.3 Índice Calinski-Harabasz (	'(	) 

O índice Calinski-Harabasz  é definido por (CHARRAD et al., 

2014):  

 
 

'( =
ó(> − ;)

)(; − 1)
, 

(26) 

 
onde ) é a soma das distâncias internas dos grupos, > é o número de 

amostras e ; é o número de grupos: 

 
 

) =LLBA0' , #CSC,

|*"|

'4"

%

&4"

 
(27) 

 
onde #%S   e 0' são o centróide e a j-ésima amostra do grupo ; e a distância 

entre os grupos é dada pela equação: 

 
 

ó =L|#&|B(#C,S #̅),

%

&4"

 
(28) 

 
onde |#&| é o número de amostras do grupo #& e #̅ é o centróide de todo 

conjunto de amostras. 

 

3.3.4 Índice PBM 

O índice PBM é calculado a partir das distâncias entre as amostras 

e seus respectivos centróides, assim como a distância entre os centróides, 

de modo que é definido por (DESGRAUPES, 2018): 

 
êó@ = É

PK&B
;)

Ñ
#

. 
(29) 

 
Sendo: 
 
 &B = max

&,'4"…%
{B(#CS, #MS)}, (30) 
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PK =LB(0& , #)S

$

&4"

, 
(31) 

 

onde &B é a distância máxima entre os centróides e PK  soma das distâncias 

entre as amostras e o centróide do conjunto de amostras. 

3.3.5 Índice Wemmert-Gancarski ( )*	) 

O cálculo do índice Wemmert-Gancarski utiliza um quociente de 

distâncias entre as amostras e os centróides dos grupos. Para cada amostra 

0& pertencente ao grupo #', ,(0&) é o quociente entre as distâncias B(0& , #MS) e 

min
'H'I

{B(0& , #MIòòò)} e é dado por: 

 
 

,(0&) =
B(0& , #MS)

min
'H'I

{B(0& , #MIòòò)}
, 

(32) 

 
onde B(0& , #MS) corresponde à distância entre a amostra 0& e o centróide #MS ,  e 

min
'H'I

{B(0& , #MIòòò)}, a menor distância da amostra 0& e o centróide dos outros 

grupos. O índice Wemmert-Gancarski  é (DESGRAUPES, 2018): 

 
 

)* =
1

>
LDN0 ô0, |#'| − L ,(0&)

/!∈*"

ö

%

'4"

, 
(33) 

 
onde > é o número de amostras, ;  é o número de grupos e |#'| o número de 
amostras do grupo #'. 
 
3.3.6 Índice Tau ( +	) 

Ao utilizar a mesma notação do índice gama, o índice tau  é 

definido por (DESGRAUPES, 2013): 

 
 

+ =
VF − V9

õÉ
ú7(ú7 − 1)

2 − hÑ É
ú7(ú7 − 1)

2 Ñù

"
#

, 
(34) 

 
onde ú7 é o número total de distânciaV e h é o número de comparações de 

amostras quando ambas pertencem ao mesmo grupo ou estão em grupos 

diferentes. 
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3.3.7 Índice Ratkowsky-Lance (	,-	) 

O índice Ratkowsky é calculado a partir da utilização da média dos 

quocientes entre ó' e W' (DESGRAUPES, 2018): 

 
 

,- = û
,

;
 

(35) 

  
onde 

 
, =

1

B
L

ó'

W'
,

E

'4"

 
(36) 

 
 

ó' = L |#2|A#2
'
− #'C

#
%

24"

, 
(37) 

 
 

W' =LA0&' − #
'C
#
,

$

&4"

 
(38) 

 
onde ; é o número de grupos, B é número de variáveis das amostras, >	é o 

número de amostras da base de dados, #2̅
'  é o j-ésimo componente do 

centróide do grupo #2 (#2̅ = (#2̅
" , #2̅

# , … , #2̅
N )), #̅'é o j-ésimo componente do 

centróide do conjunto de amostras (#̅ = (#"̅, #̅#, … , #̅N)) e 0&' é o valor da j-

ésima variável associado à i-ésima amostra. 

Diante do exposto, a seguir é apresentado o erro cometido pelos 

métodos de agrupamento. 

 

3.4 Erro dos métodos de agrupamento 

Os métodos de agrupamento foram avaliados através do cálculo do 

erro (BRUN et al., 2007), haja vista o conhecimento dos rótulos da base de 

amostras estudada. 

Seja ' o conjunto de amostras a ser particionado em k grupos, o 

particionamento pode ser descrito por uma função (rótulo) üO: ' → {1,2, … , ;}, 

que indica a qual grupo cada amostra pertence. Os grupos são denominados por 

üO
9"(1), üO

9"(2), … , üO
9"(;).  
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O conjunto 'P denota os rótulos de ' obtidos pelo método de 

agrupamento † e 'Q os rótulos conhecidos de '. Assim, seja °P('; 0&) e °Q('; 0&) 

os rótulos da amostra 0& em 'P e 'Q respectivamente, então a divergência entre 

os dois rótulos  consiste em:  

 
 

£A'P , 'QC =
He0&: °P('; 0&) ≠ °Q('; 0&)gH

|'|
, 

(39) 

onde |'| denota o número de amostras do conjunto '. Desse modo, desde que 

a divergência entre duas partições não depende dos índices usados para rotular 

os grupos, o erro da partição é definido por:  

 
 £∗A'P , 'QC = min £A'P , 'QC, (40) 

 
no qual o mínimo é tomado sobre todas as possíveis permutações, §'Q de ; 

conjuntos em 'Q.  

Mais adiante, para o cálculo do erro cometido pelos métodos de 

agrupamento baseados em lógica fuzzy, a cada amostra foi associada ao grupo 

que corresponde ao maior valor da função de pertinência. Na seção 4 são 

apresentados os métodos de imputação estudados. 
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4 FUNDAMENTOS TEÓRICOS DOS MÉTODOS DE IMPUTAÇÃO DE DADOS 

Em resultados experimentais, a presença de valores faltantes 

(ausentes) é frequente. Esse foi e continua sendo um grande problema no estudo 

dos resultados utilizando métodos estatísticos (ALLISON, 2001; RUBIN, 1987). 

Os problemas associados com valores ausentes são: perda de eficiência, 

complicações na análise dos dados, viés resultante de diferenças entre 

resultados ausentes e completos, redução do desempenho estatístico, entre 

outros. (HAWTHORNE e ELLIOTT, 2005). As dificuldades surgem porque os 

métodos estatísticos consideram que em todas as amostras as mesmas 

variáveis foram determinadas e incluídas na matriz de amostras.  

Com frequência, as variáveis ou amostras com valores ausentes, são 

excluídas da matriz de amostras, de forma que este é o procedimento mais 

comum usado pelos programas estatísticos, haja vista que tais pacotes 

estatísticos não são capazes de processar amostras com valores ausentes 

(MISZTAL, 2018). Por exemplo, eles não podem executar a classificação nem a 

regressão, se uma das variáveis possui valores ausentes. Nesse sentido, 

pesquisadores têm estudado estratégias para substituição dos valores faltantes 

por um valor plausível, isto é, um processo geralmente chamado imputação de 

dados (LITTLE et al., 2014). 

Os valores ausentes ocorrem na fase de coleta de dados, por diversas 

razões. É importante classificar os valores ausentes com base nos mecanismos 

que os produzem, para determinar melhor abordagem para seu tratamento 

(KEERIN, 2021).  

Os mecanismos de ausência de dados podem ser classificados em 

(MISZTAL, 2018):

    - completamente aleatório (MCAR-Missing Completely At Random), os valores 

ausentes ocorrem de forma aleatória, não estão relacionados com a variável nem 

a amostra. Geralmente ocorrem por erros na transferência de dados;  

    - aleatório (MAR – Missing At Random), o mecanismo do valor ausente está 

relacionado com a amostra;  
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- não aleatório (MNAR – Not Missing at Random), o valor ausente da variável 

não é aleatório, está relacionado a um motivo específico. É crucial que o 

pesquisador tenha uma compreensão clara do mecanismo de ausência de 

resultados e do processo de coleta de dados.  

Diante disso, ao levar em conta os mecanismos de ausência de 

resultados, a exclusão de amostras pode ser realizada somente se a suposição 

MCAR for verificada. Entretanto, mesmo nesse caso, a eliminação da amostra 

pode levar a um viés, principalmente, se a quantidade de amostras com valores 

ausentes for grande (MISZTAL, 2018). O mecanismo MNAR é a situação mais 

comum na prática (LAAKSONEN, 2018) e nesse caso não existe um método 

universal para tratar valores ausentes adequadamente (NORAZIAN et al., 2013). 

Na maioria das vezes é impossível classificar inequivocamente os valores 

ausentes em um dos três mecanismos de ausência de dados (GRAHAM, 2009).  

As abordagens para o tratamento de valores ausentes são:  

- exclusão da amostra ou variável, é geralmente padrão em pacotes estatísticos. 

Essa abordagem tem a vantagem de poder ser aplicada em qualquer tipo de 

análise estatística e ser simples. Entretanto, pode excluir uma grande quantidade 

de amostras ou variáveis, comprometendo a aplicação de métodos estatísticos;  

- métodos de imputação, que substituem o valor ausente por uma estimativa, em 

seguida  a análise é executada como se não houvesse valores ausentes. 

Contudo, acarreta uma subestimação do erro, visto que os valores imputados 

são determinados pelos valores não ausentes.  

Os métodos de imputação são classificados em dois tipos: simples e 

múltipla (SINHARAY et al., 2001). A imputação simples refere-se à substituição 

de um valor faltante por um valor plausível de uma variável em um conjunto de 

amostras. Em métodos de imputação simples, assume-se que o valor imputado 

é único e está correto. No entanto, nunca há certeza sobre a validade dos valores 

imputados. Dessa maneira, a incerteza em torno desses valores imputados deve 

ser incorporada aos métodos que tratam valores ausentes (LITTLE e RUBIN, 

1989). A imputação múltipla, em vez de substituir um único valor para cada 

amostra ou variável ausente, ela substitui vários valores plausíveis, e então 

determina a incerteza sobre os valores a serem imputados. Todavia, se a 

proporção de valores ausentes for pequena, inferior a 5%, então a imputação 

simples pode ser bastante precisa (SCHAFER, 1999). 
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Em geral os métodos de imputação de valores ausentes também 

podem ser classificados em: estatísticos e de aprendizado de máquina. Entre as 

técnicas estatísticas a imputação pela média e pela mediana são as mais simples 

(MIT CRITICAL DATA, 2016). Entre as ferramentas de aprendizado de máquina, 

os métodos de agrupamento têm sido amplamente utilizados para imputação de 

dados ausentes (WAN et al., 2021). Outra ferramenta do aprendizado de 

máquina empregada na imputação de dados é a rede neural autoencoder (AE), 

em que seu uso é motivado pelo seu sucesso na extração de características 

úteis da base de dados (ABIRI et al., 2019). 

Existem vários procedimentos para imputar os valores faltantes, em 

uma base de amostras. Porém, aqui serão apresentados quatro métodos de 

imputação simples: média, rede neural autoencoder, agrupamento e c-médias. 

 

4.1 Imputação pela média 
A abordagem mais comumente utilizada é a imputação pela média 

(MALARVIZHI e THANAMANI, 2012). Esta assume que a média dos valores da 

variável é a melhor estimativa para qualquer amostra que tenha valores ausentes 

na mesma variável (SONG e SHEPPERD, 2007), de forma que é definida por 

(LITTLE e RUBIN, 2019): 

 
 

0•' =
1

> − 1
L 02' ,

$

24",2H&

 
(41) 

 
onde 0M¶  é o valor imputado da j-ésima variável e 02' é o valor da matriz de 

amostras correspontende a amostra D e variável 8.  

Este método é facilmente implementável e simples, mas possui 

algumas desvantagens. Se os valores ausentes ocorrem em grande quantidade, 

então todos eles são substituídos por um mesmo valor de imputação, o que leva 

a mudança na forma da distribuição das amostras (JADHAV et al., 2019). 

Consequentemente a imputação média atenua o desvio padrão e a variância.  
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4.2 Imputação por autoencoder 
Redes neurais artificiais (RNA) são sistemas constituídos por 

unidades de processamento (neurônios artificiais), que lembram a estrutura do 

cérebro humano. Os principais atrativos das RNAs na solução de problemas são: 

a capacidade de aprender através de exemplos e generalizar o que foi aprendido 

(BRAGA et al., 2007). 

Muitas técnicas de aprendizado profundo têm sido utilizadas em 

problemas de imputação de dados, entre elas o autoencoder e suas variantes. 

O Autoencoder tornou-se uma poderosa ferramenta na captura das principais 

características dos dados. É um tipo de rede neural para tarefas de aprendizado 

não supervisionado, por exemplo, redução de dimensão de dados, extração de 

características e reconstrução de dados (ZHANG et al., 2020). Além disso o AE 

é treinado para copiar sua entrada na saída, e é constituído de duas partes: o 

codificador e o decodificador. O codificador é uma função ℎ = ®(0) = VS()/ +

`T), onde VS é uma função de ativação, o codificador é parametrizado por uma 

matriz peso ), de ordem BT × B/ e um vetor viés `T ∈ 	,E'. Por outro lado, o 

decodificador é uma função g que mapeia a representação ℎ na reconstrução ™, 

onde ™ = ´(ℎ) = VU()
Iℎ + `V), VU é a função de ativação do decodificador 

(SALAH et al., 2011).  

O treinamento da rede autoencoder consiste em determinar os 

parâmetros ),`T e `V que minimizam o erro de reconstrução nos exemplos do 

conjunto de treinamento &2, que corresponde a minimizar a seguinte função 

objetivo (SALAH et al., 2011): 

 
 i5W = L -(0, ´(®(0))

X∈Y(

, (((42) 

 
onde - é o erro de reconstrução, uma escolha típica é -(0, ™) = H|0 − ™|H

#
 e uma 

função decodificadora ™ = ´(ℎ). Assim, se um autoencoder tivesse sucesso 

simplesmente copiando a entrada na saída, 0 = ´(®(0)), para todo 0, a rede 

funcionaria como uma função identidade, o que não seria útil. Razão pela qual 

estas redes foram projetadas para não serem capazes de apreender a copiar 

perfeitamente a entrada. Dessa forma ela é forçada a priorizar aspectos da 

entrada que devem ser mantidos (GOODFELLOW et al., 2016). 
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As redes autoencoder possuem uma estrutura simétrica (CHARTE et 

al., 2018), e são um caso especial das redes feedforward e que podem ser 

treinadas com as mesmas técnicas (GOODFELLOW et al., 2016). 

Um caso especial da rede autoencoder é a rede DAE (Denoising 

Autoencoder), que é treinada para reconstruir uma entrada sem ruído 0, a partir 

de uma versão corrompida 0*. A entrada 0*, é codificada através de uma função 

®(0) = VS()/ + `T) = ™, obtendo-se uma representação intermediária ℎ. Em 

seguida ™ é decodificada, utilizando uma função ´, tal qual, ´(ℎ) = ¨, sendo ¨ 

uma reconstrução de 0. Os parâmetros das funções ® e ´	são obtidos de forma 

a minimizar o erro médio de reconstrução sobre o conjunto de treinamento, isto 

é, tornar ¨ o mais próximo possível de 0 (VINCENT et al., 2010).  Nos testes 

realizados o valor faltante é estimado inicialmente através da imputação pela 

média, gerando um valor que servirá de entrada para a rede DAE. A saída desta 

rede fornecerá o valor imputado. 

 

4.3 Imputação por agrupamento 
Um dos métodos de agrupamento mais conhecido é o k-médias. O 

método de imputação de dados descrito a seguir utiliza o k-médias para estimar 

o valor a ser imputado (SHI et al., 2020). Inicialmente ele divide o conjunto de 

amostras ', em dois subconjuntos: um somente de amostras com valores 

ausentes (°") e outro com amostras completas (°#), com °" ∪ °# = '. Primeiro 

aplica-se o método k-médias no conjunto °#. O valor faltante é substituído pelo 

valor médio da variável correspondente, em seguida a análise de perturbação do 

centróide é feita, para determinar o melhor valor de imputação. O método é 

composto pelos seguintes passos: 

-  passo 1: o conjunto ' é dividido em dois subconjuntos °" e °#; 

- passo 2: aplica-se o método k-médias em °#, obtendo-se os grupos 

{#", ##, … , #%};  

- passo 3: para cada amostra 0 = (0", … , 0D , … 0E) ∈ °",	 é calculado um conjunto 

de valores: 

 E0D
(")
, 0D

(#)
, … , 0D

(%)
F, (43) 

 
utilizando a equação:  
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0D
(&)
=

1

|#&|
L 0D
/∈*!

, 7 = 1,… , ;, 
(44) 

 
onde |#&| indica o número de elementos de #&. 

- passo 4: em seguida os centróides de °# são recalculados, adicionando os 

valores imputados do passo anterior, {#"∗, ##∗… , #%∗}; 

- passo 5: calcula-se: 

 
 min

"G&G%
H|#& − #&

∗|H , 7 = 1,2, … ;,	 (45) 

 
o menor valor de (45), indica o valor de (43) que deve ser utilizado na imputação. 

 

4.4 Imputação pelo c-médias 
No método de agrupamento k-médias, cada amostra pertence a um 

único grupo (NIKFALAZAR et al., 2017). Dessa forma, não é possível avaliar a 

sobreposição entre os grupos. 

Para suprir essa desvantagem do método k-médias, foi desenvolvido 

o método c-médias, que nada mais é que uma versão fuzzy do método k-médias, 

em que os dados podem pertencer a mais de um grupo. A seguir é apresentado 

uma versão de imputação simples do método proposto por NIKFALAZAR et al.  

(2017) e que pode ser descrito pelos seguintes passos: 

- passo 1: aplicação do método de imputação média, utilizado para produzir uma 

estimativa inicial para o valor ausente; 

- passo 2: execução do método c-médias na base de amostras, gerando: os 

graus de pertinência entre 0 e 1 para cada um das amostras e os centróides; 

- passo 3: os valores imputados pela média são atualizados utilizando a 

expressão: 

 
 

n&' = L]&U0U' , ∀	(7, 8) ∈ @

%

U4"

, 
(46) 

 
onde @ é o conjunto das coordenadas dos valores faltantes, ]&U é a função de 

pertinência da amostra 7 no grupo ´ e 0U' o valor da j-ésima variável no grupo ´. 
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4.5 Erro quadrático médio normalizado associado à imputação de dados  

Para avaliação das estimativas obtidas pelos métodos de imputação 

foi utilizado o cálculo do erro quadrático médio normalizado (NRMSE-Normalized 

Root Mean Squared Error), que calcula o erro entre o valor real (™') e valor 

estimado (imputado) (™M≠ ) da seguinte forma: 

 
 

ú,@ìP =
1

ÆV	
û
∑ A™' − ™M≠ C

#\
'4"

ú
, 

(47) 

 
onde ÆV é o desvio padrão dos N valores reais correspondentes a todos os 

valores faltantes (BRÁS e MENEZES, 2007). O NRMSE leva em conta a escala 

dos valores, indicando a proximidade destes. 

Na seção 5 são descritos os métodos de detecção de outliers 

analisados. 
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5 FUNDAMENTOS TEÓRICOS DOS MÉTODOS DE DETECÇÃO DE 

VALORES DISCREPANTES (OUTLIERS) 

Uma das principais tarefas antes da aplicação de técnicas de 

classificação das amostras, é a detecção de outliers em estudos de resultados 

experimentais. Um outlier é definido como uma amostra muito diferente do 

restante da base. Muitos artigos e estudos têm demonstrado que bases sem 

outliers são uma exceção. Desse modo, outliers podem influenciar modelos 

estatísticos, e não é desejável que os parâmetros estimados sofram influência 

deles. Este problema pode ser evitado utilizando métodos robustos para o ajuste 

do modelo ou detectando outliers, de forma, que depois da exclusão, sejam 

aplicados métodos estatísticos (FILZMOSER, 2016). Do ponto de vista da 

análise de agrupamento, os outliers são amostras que não pertencem aos 

grupos da base (AGGARWAL e YU, 2005). 

Entre as possíveis causas para a ocorrência de outliers pode-se 

destacar: erros de medidas e erros por considerar uma ou mais amostras que 

não pertencem à população de interesse. Nesse sentido, a importância do 

estudo de outliers reside no fato de que sua presença pode conduzir a falsas 

alternativas e interpretações (BARNETT e LEWIS, 1994). 

Nas últimas décadas, muitos métodos para detecção de outliers têm 

sido propostos. Eles podem ser divididos em quatro tipos (JIN et al., 2001; 

ZHANG et al., 1997):  baseados em distribuição, baseados em distância  

(BARNETT e LEWIS, 1994), baseados em agrupamentos e baseados em 

densidade. 

Nos métodos baseados em distribuição, uma amostra é considerada 

um outlier caso desvie de uma distribuição (BARNETT e LEWIS, 1994). O 

problema deste tipo de método, consiste na distribuição das amostras, 

usualmente desconhecida ou nas amostras que podem não seguir uma 

distribuição. 
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Já os métodos que utilizam o cálculo da distância, estes detectam 

outliers calculando a distância entre as amostras. Assim, as amostras mais 

distantes dos grupos são classificadas como outliers. Esta é a abordagem mais 

comum de detecção de outliers (MANDHARE e IDATE, 2017). Além disso esses 

métodos são simples de implementar e não fazem suposições prévias sobre o 

modelo de distribuição das amostras (HODGE e AUSTIN, 2004). 

 Métodos que operam utilizando a análise de agrupamento detectam 

outliers no processo de busca por grupos. Dito isto, a amostra que não pertence 

aos grupos é considerada outlier (ZHANG et al., 1997). 

Por outra via, em métodos baseados em densidade, um outlier é 

detectável quando sua densidade local se difere da densidade de seus vizinhos.  

Os métodos de detecção de outliers possuem dois tipos de saída  

(AGGARWAL, 2017) : 

- baseada em pontuação (escore): a saída do método atribui uma pontuação a 

cada uma das amostras da base; 

- a saída associa a cada uma das amostras um rótulo, indicando se ela é um 

outlier ou não. 

A maioria dos métodos de detecção de outliers gera uma pontuação 

e um limiar dessa pontuação é utilizado para converter as pontuações em 

rótulos. Com isso, se o limiar for selecionado de forma muito restritiva, 

minimizando o número de outliers declarados, o método perderá outliers. Em 

contrapartida, se o método declarar muitos outliers, isso acarretará muitos falsos 

outliers (AGGARWAL, 2017).  

Neste trabalho foram testados métodos de detecção de outliers, 

baseados nas distâncias: Mahalanobis e Mahalanobis robusta. 

 

5.1 Distância de Mahalanobis 

A distância de Mahalanobis (&&), é bastante utilizada na detecção de 

outliers, uma vez que leva em consideração a correlação das amostras, de modo 

que é calculada usando a inversa da matriz covariância do conjunto das 

amostras (DE MAESSCHALCK et al., 2000). A distância Mahalanobis quadrática 

é dada pela equação: 

 
 &&

# = (0& − 0	S)ì
9"	(0& − 0	S)

K 					7 = 1,2, … , >, (48) 
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ì é a estimativa da matriz covariância dentro dos grupos, 0& é a i-ésima amostra 

e 0̅ é o centróide do grupo. 

Para cada uma das > amostras com ? variáveis, é calculada a && 

utilizando a equação 48. Os maiores valores da &&
# indicam a presença de 

outliers. Um limiar &* é calculado através da equação (PENNY, 1996): 

 
 

&* =
?(> − 1)#aN,$9N9",]$

>(> − ? − 1)?aN,$9N9",]$

, 
(49) 

 

onde a corresponde à distribuição de Fisher, > é o número de amostras e ? o 

número de variáveis. As amostras com valores da distância &&
# maiores que &* 

são classificadas como outliers. 
 

5.2  Distância Mahalanobis robusta   
Embora seja fácil detectar um único outlier por meio da distância de 

Mahalanobis, essa abordagem pode sofrer o efeito do mascaramento, ou seja, 

a base de dados pode possuir vários outliers e nem todos possuírem valores 

elevados de &&
# (ROUSSEEUW e  DRIESSEN, 1999). Uma maneira de contornar 

esse problema é usar distâncias baseadas em estimadores robustos de 

localização e dispersão. O estimador robusto utilizado é a covariância de 

determinante mínimo, cuja ideia é encontrar uma fração Ø (≈ 0,75>) de amostras, 

que não possuam outliers. Feito isso, é calculada a média e a matriz covariância 

correspondente às Ø amostras. Valores da distância Mahalanobis robusta (&@,&) 

maiores que &* indicam outliers. O procedimento se repete para todos os 

conjuntos com Ø amostras, de maneira que o conjunto com menor determinante 

é selecionado. A distância de Mahalanobis robusta é (LEYS et al., 2018): 

 
 &@,& = [(0& − ]W)

KΣW
9"(0& − ]W)], ((   (50) 

 
onde ]W e ΣW são média e a matriz covariância estimada respectivamente. Uma 

amostra é classificada como outlier se a &@,& correspondente for maior que &*. 

Na seção 6 são apresentados os métodos de padronização dos dados 

analisados. 
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6 FUNDAMENTOS TEÓRICOS DOS MÉTODOS DE PADRONIZAÇÃO DOS 

DADOS 

Os métodos estatísticos, como análise de componentes principais, análise 

de agrupamento e análise discriminante são amplamente utilizados em 

resultados experimentais, como por exemplo, em arqueometria (BAXTER, 

2006). Neste caso, o foco principal é análise química de artefatos arqueológicos, 

a saber, como objetos de vidro e cerâmica. As amostras são analisadas em 

relação à sua composição química, com muitas variáveis (elementos químicos) 

que podem ter escalas diferentes (MUCHA et al., 2008).        

Por outro lado, em muitas aplicações de análise estatística multivariada, 

as amostras, ou medições reais, não são usadas diretamente (JAIN e DUBES, 

1988). Assim, um problema que surge na análise estatística multivariada envolve 

a decisão de padronizar ou não as variáveis, antes da aplicação de algum 

método de estatística multivariada. É necessário, portanto, padronizar as 

variáveis se a medida de dissimilaridade for sensível às diferenças nas 

magnitudes ou escalas das variáveis (MILLIGAN e COOPER, 1988). Assim, se 

algumas variáveis têm uma grande escala ou variabilidade, estas variáveis 

afetam o desempenho dos métodos de estatística (TANIOKA e YADOHISA, 

2012) e de redes neurais (AL SHALABI et al., 2006). Estas variáveis podem ser 

quantitativas ou qualitativas e podem ser subdivididas em (JAIN et al., 1999): 

-variável quantitativa: 

a) contínua 

b) discreta 

-variável qualitativa: 

a) nominal 

b) ordinal

Todas as transformadas descritas neste trabalho foram aplicadas em 

dados com variáveis quantitativas contínuas. A padronização é usada para 
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garantir que as variáveis tenham igual contribuição no cálculo das distâncias 

(CHU et al., 2009).  

A existência de uma grande quantidade de transformadas complica 

essa decisão de padronizar ou não as amostras. Portanto, torna-se importante 

avaliar os efeitos da padronização na análise de agrupamento, uma vez que os 

métodos de agrupamento utilizam o cálculo de distâncias. As abordagens de 

padronização de variáveis são essencialmente de dois tipos: padronização 

global e padronização interna do grupo. Quanto à padronização global, esta é 

aplicada em todas as variáveis, já no tocante à padronização interna do grupo, 

esta é aplicada somente ao grupo em questão. 

As transformadas para padronização apresentadas a seguir utilizaram 

a abordagem global. Por conveniência, seja ' = {0", 0#, … , 0$} um conjunto de 

amostras com ? variáveis. A matriz das amostras > × ? é dada por: 

 
 

(0", 0#, … , 0$)
K = ≤

0"" 0"# ⋯ 0"N
0#" 0## ⋯	 0#N
⋮ ⋮ ⋯ ⋮
0$" 0$# ⋯ 0$N

≥, 

(51) 

 
onde 0&' corresponde à j-ésima variável da i-ésima amostra.   

A seguir, são apresentadas as técnicas de padronização abordadas 

neste trabalho: z-score, mínimo-máximo, mínimo-máximo melhorada, 

logarítmica e Box-Cox. As transformadas são aplicadas nas colunas da matriz 

da equação 51.  

  

6.1 Transformada z-score 
A transformada z-score (CASTRO e FERRARI, 2016) é uma forma de 

padronização dos dados em que após a sua aplicação, a variável passa a ter 

média 0 e desvio padrão 1. Informações de localização e escala das variáveis 

são perdidas e a transformada é definida por: 

 
 

0&'
∗ =

0&' − 0MS

Æ'
, (52) 

 
onde 0MS  e Æ' são a média e o desvio padrão da j-ésima coluna da matriz de 

amostras.  
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6.2 Transformada mínimo-máximo 
A próxima padronização utiliza a variação da variável como divisor 

(MOHAMAD e USMAN, 2013): 

 
 

0&'
∗ =

0&' −min	(0')

maxA0'C − min	(0')
, 

(53) 

 
onde 0' corresponde a j-ésima coluna da matriz da equação 51. Após a sua 

aplicação os valores de 0&'
∗  estão contidos no intervalo [0,1], facilitando a 

comparação de valores que estão em diferentes escalas ou unidades. 

 

6.3 Transformada mínimo-máximo melhorada 
A transformada mínimo-máximo melhorada (KABIR et al., 2016) pode 

ser descrita pelos seguintes passos: 

- passo 1: selecionar os valores da matriz da equação 51 que ocorrem mais de 

uma vez, para construir o conjunto ,% = {,%", ,%#, … }; 

- passo 2: calcular a média (D(,%)) e o desvio padrão (VB(,%)) de ,%; 

- passo 3: calcular ,%5 = D(,%) + VB(,%); 

 
 

0&'
∗ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

0&' −min	(0')

2,%5 − 2min	(0')
, 0&' ≤ ,%5

0.5 +
0&' − ,%5

maxA0'C − ,%5
, 0&' > ,%5.

 

(54) 

 
6.4 Transformada logarítmica 

A transformada logarítmica é dada por: 

 
 0&'

∗ = log"@(0&'). (55) 
 

A aplicação da transformação logarítmica em dados de concentração 

compensa as diferenças das unidades entre as variáveis. 

 

6.5 Transformada Box-Cox 
        A transformada Box-Cox (ATKINSON et al., 2021) é uma família de 

transformadas de potência que, após a sua aplicação deseja-se obter uma 

distribuição aproximadamente normal multivariada (RODE e CHINCHILLI, 1988) 

e é definida por:  
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0&'
∗(^) = º

A0&'C
^
− 1

Ω
, Ω ≠ 0

lnA0&'C , Ω = 0, 8 = 1,… , >.

 

(56) 

     

 onde Ω ∈ [−1, 2]. O valor de Ω foi estimado por máxima verossimilhança 

(OSBORNE, 2010).                  
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7 BASE DE DADOS 

Neste estudo foi utilizada uma base de dados de 140 amostras de 

fragmentos cerâmicos de três sítios arqueológicos: Prado, Água Limpa e 

Rezende, chamados de A, B e C. Os 3 sítios são superficiais localizados na parte 

intermediária de colinas com riachos na parte inferior. As cerâmicas nesses 

locais estão associadas à preparação de alimentos, urnas funerárias e uso 

decorativo.   

O sítio Prado está localizado na fazenda Engenho, na cidade de 

Perdizes, no estado de Minas Gerais. É um sítio a céu aberto situado em área 

de cultivo permanente e temporário. Com ocupação em relevo de colina e com 

um único nível arqueológico: lito-cerâmico. Os recipientes cerâmicos foram 

parcialmente reconstruídos, em campo ou em laboratório. Os recipientes 

coletados são lisos sem decoração plástica, com predominância de 

granularidade média e grande, com má seleção dos grãos (ALVES, 1991; 1994). 

A datação revelou que o sítio foi habitado no ano 493±74 antes do presente (AP).  

O sítio Água Limpa está localizado na confluência de três sítios na 

cidade de Monte Alto, no norte do estado de São Paulo. Foram encontrados 

locais de sepultamento primários de jovens e adultos estendidos e semi-

flexionados. As cerâmicas recolhidas neste local são de dois tipos: pintadas e 

lisas. A pintura é em vermelho e branco, de maneira que os poucos fragmentos 

pintados e inteiros que foram coletados não têm forma. A seleção de grãos é boa 

com predominância de grãos finos e médios. O sítio foi habitado no ano 1524±70 

AP.  

O sítio de Rezende está localizado na fazenda Paiolão, em Piedade, 

no Vale do Paranaíba, 7 km da cidade de Centralina, no estado de Minas Gerais. 

Os estudos arqueológicos indicam duas ocupações: a mais recente é 

representada por uma ocupação ceramista no ano 1190±60 AP. Desse modo, 

estudos mostraram que a população vivia em cabanas ovais formando aldeias e 

usava fogo para iluminar, cozinhar e como fonte de calor. A cerâmica produzida



53 
 

 

era simples, utilitária e funerária. Em síntese, representam os primeiros e mais 

antigos habitantes de Minas Gerais (ALVES, 1991; 1994). 

Para os estudos foram utilizadas 140 amostras, 34 amostras do sítio 

A, 76 do sítio B e 30 do sítio C. As amostras foram analisadas por análise por 

ativação com nêutrons instrumental, INAA, nas quais foram determinados 13 

elementos químicos: As, Ce, Cr, Eu, Fe, Hf, La, Na, Nd, Sc, Sm, Th e U. Na 

Tabela 3 estão apresentados os resultados das frações de massa (CARVALHO, 

2018).   
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Tabela 3 – Resultados das frações de massa das amostras de fragmentos cerâmicos em ]´	´9", quando não indicado, 
dos sítios A, B e C 
 
 

 

 

 

 

                           (continua)    

 

Amostra As Ce Cr Eu Fe (%) Hf La Na Nd Sc Sm Th U 

A              
1 2,52 113,22 123,43 1,51 3,81 8,81 31,53 302,12 35,23 31,51 7,74 17,81 4,61 
2 1,53 108,13 109,22 1,47 3,26 9,52 41,12 766,44 40,45 26,16 7,81 18,01 4,34 
3 1,47 103,33 114,81 1,36 3,61 8,73 40,43 644,12 38,22 27,61 7,84 17,16 4,38 
4 2,01 86,51 116,23 1,24 3,47 9,44 32,93 643,10 37,32 27,38 7,74 16,56 3,45 
5 1,87 117,15 134,81 1,52 3,35 8,77 33,74 484,33 37,47 30,61 7,91 17,24 3,71 
6 1,69 115,39 124,77 1,68 3,84 8,41 30,45 328,49 43,44 32,59 7,43 17,73 3,92 
7 2,13 112,12 117,20 1,43 3,33 8,27 29,78 500,50 32,84 30,21 7,27 16,72 3,53 
 8 1,74 120,39 115,23 1,72 3,60 9,97 32,65 377,64 40,31 30,75 8,09 16,65 4,94 
9 2,12 121,20 121,81 1,61 3,73 9,11 33,53 493,38 34,21 31,86 6,63 17,68 5,25 
10 1,56 104,82 110,41 1,43 3,06 9,65 36,95 731,35 48,22 27,47 7,92 16,78 3,76 
11 1,13 120,40 130,21 1,45 2,74 8,56 35,84 526,58 51,44 28,88 8,12 18,02 3,97 
12 1,39 110,43 138,31 1,36 2,89 8,41 30,77 552,36 34,10 29,59 6,81 17,78 1,88 
13 1,87 105,28 142,47 1,16 2,66 9,32 27,26 543,42 26,13 27,95 6,35 16,41 3,32 
14 1,84 108,30 157,18 1,26 3,07 9,24 29,33 552,23 36,58 31,41 6,75 17,95 6,33 
15 1,36 130,01 136,19 1,42 2,80 9,12 34,34 533,43 38,11 28,84 7,37 17,86 5,34 
16 1,83 118,14 156,22 1,43 2,98 8,84 33,01 590,82 32,38 30,25 7,43 18,78 3,57 
17 1,62 114,74 164,01 1,36 2,99 9,14 29,54 555,10 26,85 31,46 6,82 17,64 4,18 
18 1,47 121,37 152,06 1,42 2,96 9,23 33,51 621,08 39,77 30,47 7,76 18,52 5,48 
19 1,83 114,54 170,13 1,27 2,99 9,53 30,10 635,45 27,38 31,37 7,80 17,24 4,39 
20 1,64 119,33 151,29 1,37 2,83 8,26 33,23 590,98 34,19 28,91 7,49 18,08 5,01 
21 1,26 113,61 138,10 1,33 2,80 8,54 31,45 557,71 29,91 28,63 7,02 15,81 4,81 
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Tabela 3 –                    (continuação) 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A As Ce Cr Eu Fe (%) Hf La Na Nd Sc Sm Th U 
22 1,57 116,49 136,81 1,37 2,87 9,15 32,46 548,12 41,34 29,54 7,39 16,76 4,63 
23 1,58 104,38 136,71 1,31 2,63 8,47 29,38 579,48 38,62 27,68 6,83 16,14 3,54 
24 1,53 118,28 144,66 1,44 2,82 8,38 32,13 656,83 31,41 29,31 7,27 17,31 4,26 
25 1,83 131,37 140,56 1,64 2,65 8,99 35,37 593,23 46,88 29,16 6,51 16,57 5,77 
26 1,41 113,34 140,41 1,34 2,7 8,30 31,65 558,29 36,71 28,56 7,15 17,06 2,61 
27 1,85 118,11 175,81 1,01 1,73 10,11 38,54 786,29 57,65 26,71 7,75 19,21 4,53 
28 2,37 106,81 186,71 0,97 2,09 10,23 31,83 678,24 52,44 27,28 6,73 18,29 4,23 
29 0,79 117,54 129,20 1,62 2,04 8,31 32,82 535,81 40,41 33,26 8,45 17,15 4,55 
30 0,97 138,64 126,10 1,61 2,34 7,63 45,62 532,72 44,45 30,31 9,26 20,21 5,45 
31 1,10 116,54 134,17 1,46 2,24 9,12 30,16 476,62 49,77 33,69 8,03 16,91 4,67 
32 1,36 122,43 135,22 1,57 2,17 8,41 33,43 516,66 36,81 33,91 8,08 18,67 4,18 
33 1,54 109,64 115,18 1,39 2,16 7,61 28,12 507,44 29,55 29,93 6,82 16,41 3,39 
34 1,60 137,23 186,01 1,34 1,72 11,05 38,97 727,34 45,23 27,09 8,12 19,53 4,73 
B              
35 4,41 134,81 148,38 2,77 4,55 8,47 86,64 2487,44 66,61 14,95 11,77 12,89 1,90 
36 2,46 98,87 128,81 1,98 3,95 7,54 56,38 1065,33 52,21 13,16 7,77 10,73 1,05 
37 2,28 111,55 155,34 2,72 4,45 7,97 75,73 1940,43 69,21 14,77 10,37 10,90 1,38 
38 4,47 120,39 159,19 2,36 4,20 9,16 70,21 2535,38 58,21 15,28 10,38 12,41 1,23 
39 2,13 124,19 142,27 2,62 3,88 8,30 73,21 2414,12 66,13 14,89 9,65 12,16 1,27 
40 3,94 124,10 175,16 2,65 4,39 9,11 72,51 2254,01 63,83 16,87 10,21 15,10 1,30 
41 2,28 97,82 130,41 2,10 3,92 7,35 67,29 2765,10 41,98 12,27 8,69 10,88 1,14 
42 3,33 123,71 151,51 2,61 4,08 7,87 66,81 1702,88 54,77 16,31 9,04 14,45 1,11 
43 4,52 148,22 173,71 2,37 4,49 9,10 68,61 2435,23 66,10 16,62 9,42 12,78 1,21 
         (continua) 
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Tabela 3 –                   (continuação) 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                         (continua) 

 

B As Ce Cr Eu Fe (%) Hf La Na Nd Sc Sm Th U 
44 5,81 125,28 177,41 2,73 4,83 8,81 74,27 2156,54 68,23 17,41 10,33 13,14 1,35 
45 3,37 109,34 127,16 2,08 4,97 8,78 64,57 2340,55 55,71 10,92 8,46 10,23 1,56 
46 2,79 104,21 129,37 2,35 4,01 8,60 60,71 2310,10 60,14 13,44 9,13 11,61 1,89 
47 3,10 96,17 145,10 2,24 4,57 7,88 61,29 2599,12 49,29 13,19 8,18 11,68 1,14 
48 2,10 121,32 152,19 2,71 4,11 8,77 89,11 2119,39 64,33 15,81 10,89 12,43 1,70 
49 3,21 127,18 166,37 2,63 4,10 9,99 80,93 2223,81 72,91 17,18 11,22 14,13 1,23 
50 2,01 142,28 166,41 3,07 4,13 8,35 86,41 2376,91 72,17 16,91 11,61 13,94 1,42 
51 1,54 108,12 134,33 2,52 3,20 7,87 64,19 1961,61 63,23 12,95 8,89 9,81 1,31 
52 1,41 111,44 156,81 2,37 3,39 9,69 71,43 2938,12 60,81 14,51 9,79 12,15 2,54 
53 2,23 84,91 125,67 1,86 3,12 6,81 59,67 3151,34 49,06 10,23 7,54 9,06 1,46 
54 3,64 99,92 139,84 2,18 3,50 9,39 66,83 2514,23 47,12 12,81 8,93 10,89 1,38 
55 2,73 122,15 133,28 2,57 3,86 6,37 83,41 1487,33 64,18 15,21 10,14 12,67 1,21 
56 2,51 134,01 182,44 2,28 3,28 9,86 70,78 1699,11 57,29 18,29 9,83 17,25 1,67 
57 1,82 103,80 118,54 2,23 3,49 5,74 72,91 2260,81 46,18 12,61 9,24 9,71 1,24 
58 2,12 112,59 138,71 2,31 3,78 8,43 62,79 2254,21 49,27 12,64 8,43 12,19 0,96 
59 2,13 107,31 122,66 2,58 3,35 5,42 76,01 2129,13 63,61 13,66 10,18 9,75 1,18 
60 1,61 99,21 148,43 2,28 3,51 7,87 67,68 1982,88 52,51 12,68 8,94 10,23 1,22 
61 2,28 127,78 143,74 2,39 3,44 8,19 71,41 2052,61 62,18 14,81 9,28 1244 1,27 
62 1,23 126,77 150,19 2,67 3,44 9,34 83,46 1617,12 51,19 17,29 11,39 13,54 1,32 
63 2,41 133,21 148,01 3,06 3,78 8,16 80,94 2957,32 64,61 15,38 11,79 10,55 1,72 
64 2,21 100,08 145,30 2,07 3,72 9,97 58,23 1919,32 54,51 13,21 8,14 11,48 1,23 
65 2,41 117,45 154,65 1,98 3,53 8,28 61,12 1496,39 49,23 13,65 7,51 11,89 1,84 
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Tabela 3 –            (continuação) 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                          (continua) 

 

B As Ce Cr Eu Fe (%) Hf La Na Nd Sc Sm Th U 
66 2,19 98,23 130,10 2,07 3,26 7,89 61,17 2484,19 37,31 12,44 8,07 9,90 1,45 
67 2,10 127,61 157,78 2,78 3,51 8,50 77,31 1526,13 62,38 17,71 10,83 15,44 0,81 
68 1,61 114,10 180,53 1,95 3,04 10,01 54,95 1604,22 47,15 15,33 7,03 12,21 1,42 
69 2,75 115,12 145,91 2,48 3,15 7,41 70,30 2166,17 61,66 13,95 9,36 11,66 1,51 
70 1,61 105,78 150,12 2,42 3,09 7,73 61,81 2437,34 47,44 12,81 8,73 11,77 1,35 
71 1,05 121,71 141,82 2,84 3,26 7,67 87,15 1408,54 59,33 14,96 11,28 12,29 1,56 
72 2,78 115,88 155,95 3,04 3,58 7,60 79,26 1725,71 62,11 15,77 10,79 12,32 1,38 
73 2,79 123,19 186,11 2,72 3,32 8,61 71,67 2367,81 59,24 17,61 8,95 13,67 1,57 
74 2,10 127,03 166,39 2,45 3,59 8,24 65,68 1693,17 59,61 16,33 9,62 12,75 1,54 
75 2,41 120,10 141,52 2,19 3,32 7,36 59,93 1665,81 52,62 15,76 8,76 12,90 2,05 
76 2,23 118,64 184,61 2,45 3,39 9,27 69,53 2151,99 57,71 17,98 9,81 14,61 2,10 
77 1,81 139,34 192,72 2,67 3,21 9,38 78,24 2183,12 57,84 19,71 10,53 15,56 1,78 
78 1,29 125,62 158,77 2,79 2,98 9,20 71,38 1176,13 58,45 17,74 9,89 13,12 1,42 
79 2,01 132,81 169,26 2,98 3,49 9,30 77,67 1037,82 60,67 17,81 10,37 14,43 1,73 
80 1,49 113,01 137,08 2,33 3,16 8,18 69,42 1536,91 50,87 13,17 8,99 11,61 1,50 
81 3,61 111,10 156,11 2,33 3,45 8,47 64,94 2140,23 48,33 14,73 8,56 12,27 1,39 
82 0,79 106,22 184,32 2,48 2,99 8,91 73,91 1512,19 60,01 19,71 9,84 12,85 1,21 
83 1,14 138,31 173,01 2,60 2,55 9,62 73,75 1638,61 80,12 17,24 9,97 14,17 1,37 
84 2,21 116,81 130,10 2,24 2,80 9,23 70,16 1660,52 60,17 12,21 9,68 10,51 1,55 
85 0,91 138,12 195,31 2,24 2,14 8,18 54,26 1928,13 39,35 18,33 7,34 13,29 1,64 
86 1,88 152,10 150,61 2,56 2,90 7,63 79,34 2188,08 59,71 14,66 11,19 12,15 1,13 
87 2,44 159,07 215,66 2,63 2,06 9,18 72,55 1384,71 55,92 18,29 10,51 18,19 2,05 
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Tabela 3 –               (continuação) 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                         (continua) 

 

 

B As Ce Cr Eu Fe (%) Hf La Na Nd Sc Sm Th U 
88 1,91 119,71 185,29 2,83 2,56 8,82 66,87 1941,23 64,43 20,33 10,12 15,58 1,06 
89 0,91 133,81 188,61 2,11 1,97 7,29 57,85 1729,01 49,88 16,91 7,88 12,93 1,21 
90 1,51 114,34 145,33 2,06 2,55 8,13 58,45 1625,21 57,29 15,82 7,86 13,41 1,11 
91 1,67 149,81 142,51 2,31 2,71 7,83 70,35 1851,92 57,41 17,18 10,57 16,10 1,13 
92 1,81 143,71 168,27 2,52 2,67 8,21 78,74 1322,77 53,49 16,71 10,69 14,66 1,38 
93 1,21 137,61 144,69 2,56 2,83 8,49 72,61 1706,51 59,21 15,18 10,18 12,73 1,14 
94 1,56 105,54 135,33 2,12 2,45 9,29 60,73 1015,01 46,41 14,91 8,16 13,79 1,32 
95 1,05 127,41 171,99 2,19 1,85 6,51 57,97 841,09 54,01 17,28 8,11 12,51 1,23 
96 2,10 117,23 183,12 2,27 2,65 8,17 61,44 1690,49 59,12 17,76 8,21 14,18 1,46 
97 2,31 105,18 143,31 2,09 2,23 8,51 62,56 1250,40 61,08 14,41 8,83 15,19 1,68 
98 1,19 120,14 184,08 2,57 2,72 9,66 68,42 1835,20 50,71 16,55 9,47 13,81 1,40 
99 2,36 105,65 161,47 2,19 2,91 9,26 63,65 2499,13 50,44 15,18 8,26 12,88 1,26 
100 1,91 85,55 147,39 2,33 2,88 10,22 61,51 1480,31 44,69 14,12 9,28 11,72 1,62 
101 2,73 117,56 187,18 2,18 2,74 11,01 67,33 2627,23 57,49 16,19 9,05 14,94 2,41 
102 1,89 122,14 160,91 2,55 2,93 8,63 72,41 1712,97 63,21 16,46 9,88 11,15 1,24 
103 1,31 152,29 158,01 2,57 2,48 7,45 80,73 1985,76 68,11 15,30 10,17 12,61 1,15 
104 1,13 126,71 182,15 2,21 1,81 9,86 68,91 1284,51 50,14 17,51 9,31 14,87 1,57 
105 1,47 115,23 147,18 2,34 2,75 7,77 65,34 2181,33 47,20 14,60 8,91 11,56 1,24 
106 1,91 116,11 130,21 2,13 2,60 7,84 66,58 1353,12 44,32 12,77 8,15 11,26 1,28 
107 4,81 139,66 222,67 2,52 2,49 8,75 64,71 150,39 57,60 19,91 9,03 15,74 1,79 
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Tabela 3 –            (continuação) 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      
                           (continua) 

 

  

B As Ce Cr Eu Fe (%) Hf La Na Nd Sc Sm Th U 
108 2,13 146,34 242,04 3,12 3,79 10,29 84,71 4068,06 81,03 20,40 12,18 14,41 1,15 
109 1,51 180,66 275,03 3,58 2,25 8,29 91,43 700,01 80,05 21,93 14,34 19,15 1,83 
110 1,71 227,03 275,12 3,83 2,29 9,81 116,6 1187,34 93,01 16,15 13,85 14,04 1,64 
C              

111 2,47 85,28 214,55 3,38 1,62 11,89 37,69 155,91 53,11 43,96 10,80 5,23 1,25 
112 1,84 102,81 230,13 3,49 1,39 12,03 45,56 144,22 51,19 45,30 11,41 7,73 1,33 
113 3,10 65,38 212,20 2,85 1,29 11,10 33,51 138,55 50,10 42,61 9,73 6,81 1,61 
114 2,59 54,56 203,09 2,95 1,25 11,20 34,16 138,34 44,13 44,73 9,61 6,79 1,24 
115 1,41 93,24 243,11 3,44 1,25 13,64 40,97 189,87 54,50 45,81 11,41 6,11 1,26 
116 1,69 110,77 260,20 3,81 1,26 12,09 48,38 159,45 59,70 44,16 13,25 5,83 0,97 
117 1,71 95,27 204,85 3,42 1,34 13,08 43,52 192,91 48,15 50,11 11,17 6,75 1,25 
118 1,35 89,23 249,77 3,42 1,44 12,19 39,51 165,61 62,18 48,96 11,18 5,75 1,44 
119 1,80 92,71 253,19 3,60 1,49 13,65 44,24 125,23 63,19 48,31 11,70 6,43 1,24 
120 1,73 75,81 205,05 2,94 0,85 13,87 31,86 121,34 45,39 41,85 8,98 6,96 1,67 
121 1,61 56,43 183,81 2,39 0,81 11,92 28,12 120,81 35,34 43,40 7,45 6,44 1,58 
122 2,01 61,71 212,53 2,98 0,86 11,53 34,17 125,32 48,40 47,45 9,17 6,95 1,79 
123 2,28 62,54 195,44 2,82 0,91 11,81 29,33 92,91 46,11 42,51 9,21 7,16 1,33 
124 1,91 52,51 195,13 2,68 0,92 12,91 26,21 136,71 43,99 43,22 8,46 7,37 1,42 
125 1,94 110,01 218,17 3,29 0,75 12,14 37,85 181,41 60,94 39,41 10,30 5,24 1,15 
126 1,61 78,93 230,22 3,23 0,86 11,19 41,16 189,32 69,34 40,03 11,31 5,13 1,11 
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Tabela 3 –                      (continuação) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                     Fonte: (MUNITA, et al., 2003; CARVALHO, 2018) 
 
 
 

C As Ce Cr Eu Fe (%) Hf La Na Nd Sc Sm Th U 
127 1,21 68,94 204,91 2,92 0,84 11,20 32,88 191,23 51,23 44,31 10,21 6,82 1,63 
128 1,48 70,91 192,55 3,01 0,83 12,10 36,15 117,17 61,13 46,11 10,32 7,46 1,52 
129 1,84 97,52 238,71 3,27 0,80 12,39 38,18 167,81 52,10 42,38 10,46 6,27 1,87 
130 2,61 67,83 212,61 2,94 1,12 11,34 31,81 132,77 41,13 39,91 9,43 6,45 1,38 
131 1,90 61,12 215,10 2,91 1,03 11,66 30,83 176,91 45,34 46,20 9,12 7,34 1,56 
132 2,83 68,65 215,40 2,95 1,16 12,98 34,43 145,34 48,09 45,12 9,26 6,33 1,44 
133 1,61 82,11 187,14 3,21 1,11 11,39 37,21 260,44 47,13 37,22 9,81 4,83 1,23 
134 1,57 90,8 303,49 3,23 1,21 11,20 39,51 266,57 52,48 41,71 10,27 5,62 1,12 
135 1,44 95,24 245,10 3,55 1,14 12,10 44,81 187,82 57,10 43,12 11,38 5,81 1,46 
136 2,87 67,55 205,32 2,83 1,05 11,22 36,60 93,12 42,13 43,51 10,14 7,25 1,97 
137 1,29 63,44 183,33 2,85 0,98 11,67 33,91 130,08 44,34 40,73 9,57 6,79 1,78 
138 2,76 67,82 236,34 3,02 1,10 11,92 33,87 139,11 55,49 41,20 9,99 6,32 1,49 
139 1,75 87,81 241,10 3,31 1,13 11,75 40,81 200,88 71,21 45,61 11,67 7,53 1,35 
140 1,15 245,61 162,04 4,72 0,70 11,64 53,56 172,34 72,20 48,43 15,62 5,37 1,09 
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8 RESULTADOS E DISCUSSÃO 

A ausência de valores em uma base de amostras é um problema, pois 

a maioria dos métodos de estatística assume que a base está completa. Uma 

abordagem simples, muitas vezes utilizada para resolução desse problema, 

consiste na exclusão das amostras ou das variáveis que apresentam valores 

ausentes. Entretanto, tais amostras excluídas podem conter informação 

importante que não deve ser ignorada na análise dos resultados.  Nesse sentido, 

uma outra forma de tratar o problema é substituir os valores faltantes, utilizando 

métodos de imputação de dados. 

Os métodos de imputação: média, autoencoder, agrupamento e c-

médias foram aplicados na base de amostras mostrada na Tabela 3. Dos 

elementos La, Na e Sm, selecionou-se duas amostras de cada sítio (A, B e C), 

pois ao serem irradiados com nêutrons térmicos dão origem à Na24, La140 e Sm153 

cujas meias vidas são de 15,0 h, 40,3 h e 47,3 h, respectivamente. Diante disso, 

dependendo da concentração desses elementos nas amostras e se a medida 

não é realizada no tempo de decaimento certo, a precisão da análise é 

prejudicada. Ademais, pode ocorrer, também, que no espectro não apareça o 

pico da energia do radioisótopo como consequência do tempo de decaimento. 

Nesses casos, o analista elimina o elemento ou a amostra da base, o que pode 

prejudicar a interpretação dos resultados. Uma maneira de contornar esse 

problema é através da imputação de dados.  Para estudar os métodos de 

imputação, os resultados das amostras selecionadas foram excluídos da base. 

A Tabela 4 apresenta as amostras dos sítios A, B e C, e as frações de massa 

das variáveis La, Na e Sm que foram excluídas da base.  

Para a análise do desempenho de cada um dos métodos de 

imputação, utilizou-se: 

1 – Análise de componentes principais, (PCA - Principal Component Analysis); 

2 – Raiz do erro médio quadrático normalizado (NRMSE);

3 – Tempo de processamento de cada método;   

4 – Erro cometido pelos métodos de agrupamento após a imputação de dados. 
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Os métodos de imputação foram aplicados de duas maneiras: 

1 – Utilizando os resultados dos três sítios, simultaneamente, para o cálculo dos 

valores imputados (Figuras 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11,12, 14, 15, 16 e 17, Tabelas 5, 7 

e 9); 

2 – Empregando para o cálculo dos valores imputados, apenas, as amostras do 

sítio que possuem valores ausentes (Tabelas 6, 8 e 10). 

 
Tabela 4 – Sítio, amostras e resultados, em ]´	´9", das frações de massa que 
foram excluídas 
 

Elemento 
 La Na Sm 
Sítios amostra valor 

excluído 

amostra valor 

excluído 

amostra valor 

excluído 

A 13 

33 

27,26  

28,12 

1 

6 

302,12 

328,49 

13 

25 

6,35 

6,51 

B 68 

85 

54,95 

54,26 

95 

109 

841,09 

700,01 

68 

85 

7,03 

7,34 

C 121 

124 

28,12 

26,21 

123 

136 

92,91 

93,12 

121 

124 

7,45 

8,46 

Fonte: Próprio autor 

 
Inicialmente, as frações de massa das amostras, Tabela 3, foram 

padronizadas utilizando a transformada z-score. Em seguida, foi aplicada a PCA 

para gerar o gráfico de dispersão da base completa (sem valores ausentes), 

apresentado na Figura 3, as amostras dos 3 sítios formam 3 grupos 

composicionais distintos. As elipses representam um nível de confiança 98%. Os 

pontos, destacados em negrito, em cada grupo, correspondem às frações de 

massa do La, selecionadas para serem imputadas (amostras:13, 33, 68, 85, 121 

e 124).  

 
 
 
 
 
 
 



63 
 

 

Figura 3 – Componente principal 1 vs componente principal 2 para todas as 
amostras, > = 140. As elipses representam um nível de confiança de 98%.    
  

 
Fonte: Próprio autor 

 

Posteriormente, foram calculados os valores imputados para os sítios: 

A (amostras 13 e 33), B (amostras 68 e 85) e C (amostras 121 e 124), utilizando 

o método de imputação pela média (equação 41). A base com valores imputados 

foi padronizada com a transformada z-score, em seguida utilizou-se a PCA para 

visualização dos grupos conforme exibe a Figura 4. Os pontos, destacados em 

negrito, em cada grupo, correspondem às frações de massa do La, dos valores 

imputados. A Figura 4 mostra que as amostras com valores imputados 

permaneceram nos mesmos grupos composicionais e no interior das elipses. 

Dessa forma, não houve alteração na estrutura dos grupos. 
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Figura 4 – Resultado da imputação pela média para La, > = 140. As elipses 
representam um nível de confiança de 98 % 
 

 
Fonte: Próprio autor 

 
Em seguida, foram calculados os valores imputados para os sítios: A 

(amostras 13 e 33), B (amostras 68 e 85) e C (amostras 121 e 124), utilizando o 

método de imputação por autoencoder discutido na subseção 4.2. Após 

padronização da base com a transformada z-score, utilizou-se a PCA para 

visualização dos grupos, de acordo com a Figura 5.  Em cada grupo, os  pontos, 

destacados em negrito, correspondem às frações de massa do La, dos valores 

imputados. A Figura 5 revela que as amostras com valores imputados formaram 

parte dos mesmos grupos composicionais e no interior das elipses, não 

ocorrendo alteração na estrutura dos grupos.  
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Figura 5 – Resultado da imputação por autoencoder  para La, > = 140. As 
elipses respresentam um nível de confiança de 98%. 
 

 
Fonte: Próprio autor 

 
Utilizando o método de imputação por agrupamento, discutido na 

subseção 4.3, foram imputados os valores para os sítios: A (amostras 13 e 33), 

B (amostras 68 e 85) e C (amostras 121 e 124) inseridos na base.  Depois da 

padronização da base com a transformada z-score, utilizou-se a PCA para 

visualização dos grupos conforme apresenta a Figura 6.  Os pontos destacados 

em negrito, em cada grupo, correspondem às frações de massa do La, dos 

valores imputados. As amostras com valores imputados permaneceram nos 

mesmos grupos composicionais e no interior das elipses. Logo, não houve 

alteração na estrutura dos grupos.  
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Figura 6 – Resultado da imputação por agrupamento para La, > = 140. As 
elipses representam um nível de confiança de 98%.  
 

 
Fonte: Próprio autor 

 
A seguir, foram calculados os valores imputados para os sítios: A 

(amostras 13 e 33), B (amostras 68 e 85) e C (amostras 121 e 124), utilizando o 

método de imputação pelo c-médias (equação 46).  As concentrações foram 

padronizadas com a transformada z-score, utilizou-se a PCA para visualização 

dos grupos conforme mostra o gráfico da Figura 7. Os pontos destacados em 

negrito, em cada grupo, correspondem às frações de massa do La, dos valores 

imputados. Na Figura 7 observou-se que as amostras com valores imputados 

permaneceram nos mesmos grupos composicionais e no interior das elipses, ou 

seja não havendo dessa maneira alteração na estrutura dos grupos.  
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Figura 7 – Resultado da imputação pelo c-médias para La, > = 140. As elipses 
representam um nível de confiança de 98%.  
 

 
Fonte: Próprio autor 
 

A Tabela 5 apresenta o valor do NRMSE para La para cada um dos 

métodos de imputação do elemento La, utilizando a equação 47. Os valores 

imputados foram calculados utilizando as amostras dos 3 sítios, 

simultaneamente. O método baseado em agrupamento (0,93) foi superior aos 

métodos: média (1,57),  autoencoder (1,59) e  c-médias (1,57).  

 
Tabela 5 – Método e valor  do NRMSE para La, > = 140 

 
Método NRMSE 
Média 1,57 
 Autoencoder 1,59 
Agrupamento 0,93 
C-Médias 1,57 
Fonte: Próprio autor 

 

Ao aplicar os métodos de imputação de dados em cada sítio, 

individualmente, calculou-se os valores do NRMSE para La e depois somou-se, 

de modo que os resultados são mostrados na Tabela 6. O pior desempenho 

ocorreu com o método baseado em agrupamento (0,83) e o melhor com o 

método baseado em lógica fuzzy (0,23). Ao comparar, ainda as Tabelas 5 e 6 

observou-se uma diminuição do NRMSE. 
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Tabela 6 - Método e valor  do NRMSE para La (> =34, 76 e 30) 
 

Método NRMSE 
Média 0,74 
Autoencoder 0,73 
Agrupamento  0,83 
C-Médias 0,23 
Fonte: Próprio autor 

 
Para Na, primeiramente, padronizaram-se as frações de massa das 

amostras utilizando a transformada z-score. Logo depois foi aplicada a PCA para 

gerar o gráfico de dispersão da base completa (sem valores ausentes), 

apresentado na Figura 8. A Figura 8 mostra que as amostras dos 3 sítios formam 

3 grupos composicionais distintos, as elipses representam um nível de confiança 

98%. Os pontos, destacados em negrito, em cada grupo, referem-se às frações 

de massa do Na, selecionados para serem imputados (amostras : 1, 6, 95,  109, 

123 e 136). 

 
Figura 8 – Componente principal 1 vs componente principal 2 para todas as 
amostras, n=140. As elipses representam um nível de confiança de 98%.  
 

 
Fonte: Próprio autor 
 

Os valores imputados para os sítios: A (amostras 1 e 6), B (amostras 

95 e 109) e C (amostras 123 e 136), foram calculados utilizando o método de 

imputação pela média (equação 41). A base com valores imputados foi 
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padronizada com a transformada z-score, em seguida utilizou-se a PCA para 

visualização dos grupos conforme mostra a Figura 9. Os pontos destacados em 

negrito, em cada cluster, dizem respeito às frações de massa do Na, dos valores 

imputados. A Figura 9 mostra que cinco amostras com valores imputados 

permaneceram nos mesmos grupos composicionais e no interior das elipses e 

uma amostra com valor imputado fora da elipse. Dessa forma, não houve 

alteração na estrutura dos grupos. 

 
Figura 9 – Resultado da imputação pela média para Na, > = 140. As elipses 
representam um nível de confiança de 98% 
 

 
Fonte: Próprio autor 

 

Mais adiante, foram calculados os valores imputados para os sítios: A 

(amostras 1 e 6), B (amostras 95 e 109) e C (amostras 123 e 136), utilizando o 

método de imputação por autoencoder, tratado na seção 4.2. Após padronização 

da base com a transformada z-score, utilizou-se a PCA para visualização dos 

grupos como mostra Figura 10.  Em cada grupo, os pontos, destacados em 

negrito, correspondem às frações de massa do Na, dos valores imputados. A 

Figura 10 mostra que cinco amostras com valores imputados permaneceram nos 

mesmos grupos composicionais e no interior das elipses, além de ainda, uma 

amostra fora das elipses. Assim, não ocorreu mudança na disposição dos 

grupos. 
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Figura 10 – Resultado da imputação por autoencoder para Na, > = 140. As 
elipses respresentam um nível de confiança de 98%. 
 

 
Fonte: Próprio autor 

 

Nessa pespectiva, ao aplicar o método de imputação por 

agrupamento, tratado na subseção 4.3 foram imputados os valores para os 

sítios: A (amostras 1 e 6), B (amostras 95 e 109) e C (amostras 123 e 136), e 

inseridos na base.  Depois da padronização dos resultados com a transformada 

z-score, utilizou-se a PCA para visualização dos grupos composicionais 

conforme revela o gráfico da Figura 11.  Os pontos destacados em negrito, em 

cada grupo, correspondem às frações de massa do Na, dos valores imputados. 

As amostras com valores imputados permaneceram nos mesmos grupos 

composicionais e no interior das elipses, há também uma amostra com valor 

imputado fora das elipses, como mostra a Figura 11. Logo, não houve alteração 

na estrutura dos grupos.  
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Figura 11 – Resultado da imputação por agrupamento para Na, > = 140. As 
elipses representam um nível de confiança de 98%. 
 

 
Fonte: Próprio autor 
 

Foram calculados os valores imputados para os sítios: A (amostras 1 

e 6), B (amostras 95 e 109) e C (amostras 123 e 136), utilizando o método de 

imputação pelo c-médias (equação 46).  Com isso, realizada a padronização da 

base com a transformada z-score, utilizou-se a PCA para visualização dos 

grupos conforme mostra Figura 12. Os pontos destacados em negrito, em cada 

grupo, referem-se às frações de massa do Na, dos valores imputados. Na Figura 

12 observou-se que cinco amostras com valores imputados permaneceram nos 

mesmos grupos composicionais e no interior das elipses, de modo que também 

houve uma amostra com valor imputado fora das elipeses. Não havendo dessa 

maneira alteração na disposição dos grupos.  
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Figura 12 – Resultado da imputação pelo c-médias para Na, > = 140. As 
elipses representam um nível de confiança de 98%. 
 

 
Fonte: Próprio autor 

 

A Tabela 7 mostra o valor do NRMSE para Na dos quatro métodos, 

calculado ao utilizar as frações de massa dos três sítios. O desempenho foi 

obtido com o método baseado em agrupamento (1,02), foi superior aos métodos: 

média (2,80), autoencoder (2,83) e c-médias (2,71). 

 
Tabela 7 - Método e valor  do NRMSE para Na (> =140) 

 
Método NRMSE 
Média 2,80 
Autoencoder 2,83 
Agrupamento  1,02 
C-Médias 2,71 
Fonte: Próprio autor 

 
Assim, aplicando os métodos de imputação em cada um dos sítios 

individualmente, e calculando o NRMSE para Na, somando os valores,  obtêm-

se os valores mostrados na Tabela 8. A Tabela 8 mostra que os métodos 

estudados: média (0,49), autoencoder (0,49), agrupamento (0,48) e c-médias 

(0,49) apresentaram diminuição nos valores do NRMSE, quando comparados 

com os valores da Tabela 7. 
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Tabela 8 - Método e valor  do NRMSE para Na (n = 34, 76, 30) 
 

Método NRMSE 
Média 0,49 
Autoencoder 0,49 
Agrupamento  0,48 
C-Médias 0,49 
Fonte: Próprio autor 

 
Para o Sm, preliminarmente, aplicou-se a transformada z-score para 

padronização da base. Em seguida utilizou-se a PCA para gerar o gráfico de 

dispersão da base completa (sem valores ausentes), apresentado na Figura 13. 

Na  Figura 13 as amostras dos 3 sítios formam 3 grupos composicionais distintos. 

As elipses representam um nível de confiança 98%. Os pontos, destacados em 

negrito, em cada grupo, correspondem às amostras com valores do Sm 

selecionados para serem imputados (amostras:13, 25,  68, 85, 121 e 124).  

 
Figura 13 –  Componente principal 1 vs componente principal 2 para todas as 
amostras, > = 140. As elipses representam um nível de confiança de 98%. 
 

 
Fonte: Próprio autor 

 
Posteriormente, foram calculados os valores imputados para os sítios: 

A (amostras 13 e 25), B (amostras 68 e 85) e C (amostras 121 e 124), utilizando 

o método de imputação da média (equação 41). A base com valores imputados 

foi padronizada com a transformada z-score, em seguida utilizou-se a PCA para 
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visualização dos grupos como mostra a Figura 14. Os pontos, destacados em 

negrito, em cada grupo, dizem respeito às frações de massa do Sm, dos valores 

imputados. A Figura 14 mostra que as amostras com valores imputados 

permaneceram nos mesmos grupos composicionais, em cada sítio, e no interior 

das elipses. Dessa forma, não houve alteração na estrutura dos grupos. 

 
Figura 14 – Resultado da imputação pela média para Sm, > = 140. As elipses 
representam um nível de confiança de 98%. 
 

 
Fonte: Próprio autor 

 
Seguidamente, foram calculados os valores imputados para os sítios: 

A (amostras 13 e 25), B (amostras 68 e 85) e C (amostras 121 e 124), utilizando 

o método de imputação por autoencoder abordado na subseção 4.2.  Após 

padronização da base com a transformada z-score, utilizou-se a PCA para 

visualização dos grupos de acordo com a Figura 15.  Em cada grupo, os pontos, 

destacados em negrito, correspondem às frações de massa do Sm, dos valores 

imputados. A Figura 15 mostra que as amostras com valores imputados 

permaneceram nos mesmos grupos composicionais, em cada sítio, e no interior 

das elipses. Assim, não houve alteração na composição dos grupos.  
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Figura 15 – Resultado da imputação por autoencoder para Sm, > = 140. As 
elipses representam um nível de confiança de 98% 
 

 
Fonte: Próprio autor 
 

Diante disso, e com a utilização do método de imputação por 

agrupamento abordado na subseção 4.3 foram imputados os valores para os 

sítios: A (amostras 13 e 25), B (amostras 68 e 85) e C (amostras 121 e 124), e 

inseridos na base.  Depois da padronização dos resultados com a transformada 

z-score, utilizou-se a PCA para visualização dos grupos conforme mostra na 

Figura 16.  Os pontos destacados em negrito, em cada grupo, correspondem às 

frações de massa do Sm, dos valores imputados. As amostras com valores 

imputados permaneceram nos mesmos grupos composicionais, em cada sítio, e 

no interior das elipses, como é possível identificar na Figura 16. Desse modo, 

não houve alteração na estrutura dos grupos.  
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Figura 16 – Resultado da imputação por agrupamento para Sm, > = 140. As 
elipses representam um nível de confiança de 98%. 
 

 
Fonte: Próprio 

 
Foram calculados os valores imputados para os sítios: A (amostras 13 

e 25), B (amostras 68 e 85) e C (amostras 121 e 124), utilizando o método de 

imputação pelo c-médias (equação 46). Realizada a padronização da base com 

a transformada z-score, utilizou-se a PCA para visualização dos grupos 

conforme mostra a Figura 17. Os pontos destacados em negrito, em cada grupo, 

correspondem às frações de massa do Sm, dos valores imputados. Na Figura 

17 observou-se que não houve alteração na composição dos grupos.  
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Figura 17 – Resultado da imputação pelo c-médias para Sm, > = 140. As 
elipses representam um nível de confiança de 98%. 

 
 
Fonte: Próprio 
 

A Tabela 9 mostra os valores do NRMSE para Sm, calculados 

utilizando as frações de massa dos três sítios ao mesmo tempo. Diferente do 

que ocorreu nas Tabelas 5 e 7, em que o melhor desempenho foi alcançado pelo 

método agrupamento, a Tabela 9, mostrou que os métodos: média (2,78), 

autoencoder (2,86) e c-média (2,72) tiverem um desempenho superior ao 

método baseado em agrupamento (3,93).  

 
Tabela 9 – Método e valor  do NRMSE para Sm (n = 140) 

 
Método NRMSE 
média 2,78 
autoencoder 2,86 
agrupamento 3,93 
c-médias 2,72 
Fonte: Próprio autor 

 
Ao aplicar os métodos de imputação de dados em cada sítio, 

individualmente, calculou-se os valores do NRMSE para Sm e somou-se, de 

maneira que os resultados dos três sítios são mostrados na Tabela 10. O melhor 

desempenho foi alcançado com o método baseado em lógica fuzzy (1,06) e o 

pior com o agrupamento (1,18). Ao comparar as Tabelas 9 e 10 observa-se uma 

diminuição do NRMSE dos métodos estudados. 
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Tabela 10 – Método e valor  do NRMSE para Sm (> =34, 76 e 30) 

 
Método NRMSE 
média 1,07 
autoencoder 1,08 
agrupamento 1,18 
c-médias 1,06 
Fonte: Próprio autor 

 
O tempo de processamento de cada um dos métodos de imputação, 

aplicados às variáveis La, Na e Sm, é mostrado na Tabela 11. O menor tempo 

de processamento, foi alcançado com o método baseado em média (0,01s/La; 

0,01s/Na e 0,01s/Sm). Seguido dos métodos baseados em agrupamento 

(0,11s/La; 0,11s/Na e 0,11s/Sm) e autoencoder (0,51s/La; 0,46s/Na e 0,49s/Sm). 

No tocante ao método mais lento foi o c-médias (3,49s/La; 3,78s/Na e 3,45s/Sm).  

 
Tabela 11 – Tempo de processamento 

 
Método Elemento La Elemento Na Elemento Sm 
média 0,01s 0,01s 0,01s 
autoencoder 0,51s 0,46s 0,49s 
agrupamento 0,11s 0,11s 0,11s 
c-médias 3,49s 3,78s 3,45s 

    Fonte: Prórprio autor 

 
Também foi avaliado o impacto da imputação na determinação dos 

grupos pelos métodos de agrupamento, através da taxa de erro (equação 40), 

após a aplicação dos métodos de imputação no elemento La. Antes da análise 

de agrupamento foi aplicada a transformada logarítmica tanto na base completa 

como nas bases com valores imputados. A Tabela 12 mostra o desempenho dos 

métodos de agrupamento, comparando os resultados com valores imputados e 

a base completa. A tabela mostrou que não houve impacto na determinação dos 

grupos pelos métodos de agrupamento, após a imputação dos valores ausentes, 

pois não ocorreu alteração nas taxas dos erros desses métodos. 
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Tabela 12 – Erro cometido pelos métodos de análise de agrupamentos após 
a aplicação dos métodos de imputação dos valores ausente do La  
 
Métodos 

de agrupamento 

Base 

completa 

originais 

Métodos de imputação 

média autoencoder agrupamento c-médias 

ligação simples 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
ligação média 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
ligação completa 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
Ward 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
k-médias 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
k-medóides 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
híbrido 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
c-médias 45,71 % 45,71 

% 

45,71 % 45,71 % 45,71 

% c-medóides 50,00 % 50,00 

% 

50,00 % 50,00 % 50,00 

% c-médias-pf 45,71 % 45,71 

% 

45,71 % 45,71 % 45,71 

% Fonte: Próprio Autor 

 
A Tabela 13 exibe as taxas de erro da base com valores não 

imputados e imputados para Na. Os métodos de agrupamento mantiveram a 

taxa de erro na base completa, com frações de massa originais e com frações 

de massa calculadas pelos métodos de imputação.  

 
Tabela 13 – Erro cometido pelos métodos de análise de agrupamentos após 
a aplicação dos métodos de imputação dos valores ausentes do Na 
 
Métodos 

de agrupamento 

Base 

completa 

Métodos de imputação 

média autoencoder agrupamento c-médias 

ligação simples 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
ligação média 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
ligação completa 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
Ward 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
k-médias 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
k-medóides 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
híbrido 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
c-médias 45,71 % 45,71 

% 

45,71 % 45,71 % 45,71 

% c-medóides 50,00 % 50,00 

% 

50,00 % 50,00 % 50,00 

% c-médias-pf 45,71 % 45,71 

% 

45,71 % 45,71 % 45,71 

% Fonte: Próprio Autor 
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A Tabela 14 avalia o desempenho dos métodos de agrupamento da 

base completa e das bases com valores imputados, para Sm. A Tabela  14 

revela, portanto,  não haver diferença de desempenho entre a base completa 

e a base com valores imputados, quando estes foram utilizados os métodos 

de agrupamento hierárquicos, particionais/hard, c-médias e c-médias com 

polinômio fuzzificador.  

 
Tabela 14 – Erro cometido pelos métodos de análise de agrupamentos após 
a aplicação dos métodos de imputação de dos valores ausentes do Sm 
 
Métodos 

de agrupamento 

Base 

completa 

Métodos de imputação 

média autoencoder agrupamento c-médias 

ligação simples 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
ligação média 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
ligação completa 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
Ward 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
k-médias 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
k-medóides 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
híbrido 0 % 0 % 0 % 0 % 0 % 
c-médias 45,71 % 45,71 

% 

45,71 % 45,71 % 45,71 

% c-medóides 50,00 % 31,42 

% 

31,42 % 31,42 % 31,42 

% c-médias-pf 45,71 % 45,71 

% 

45,71 % 45,71 % 45,71 

% Fonte: Próprio Autor 

Em seguida são apresentados os estudos com métodos de 

detecção de outliers. 

Todo conjunto de resultados pode apresentar amostras (outliers) que 

se distinguem da maior parte das amostras. Dito isto, entre as suas causas mais 

prováveis de ocorrência estão: erros gerados nos procedimentos experimentais, 

tais como, manipulação de materiais e medidas obtidas a partir de 

equipamentos.  

A detecção de outliers em um conjunto de amostras é uma etapa 

fundamental do pré-processamento de dados, sem a qual a análise  pode ser 

prejudicada. Uma vez que os outliers afetam, por exemplo, estimativas como a 

média e o desvio padrão, resultando em valores superestimados ou 

subestimados.  

Além de impactar na separação das amostras, podendo afetar o 

desempenho de métodos estatísticos, como métodos de agrupamento. Os 
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outliers multivariados não são necessariamente caracterizados por valores 

extremamente altos ou baixos em resultados experimentais, o que pode dificultar 

e inviabilizar a utilização de métodos estatísticos na sua detecção. A eficiência 

da detecção de outliers é uma questão bastante importante, infelizmente a 

avaliação dos métodos é uma tarefa difícil.  

Nessa perspectiva, embora a detecção de outliers enfrente desafios, 

muitos métodos multivariados para identificação de outliers têm sido 

desenvolvidos, utilizando diferentes metodologias. Os métodos baseados em 

distância identificam os outliers em um conjunto de amostras através do cálculo 

de distâncias e, de modo geral, esses métodos comparam as distâncias 

calculadas, com um valor crítico. 

Os estudos, a seguir, mostram o desempenho de dois métodos de 

detecção de outliers utilizando o cálculo de distâncias: Mahalanobis e 

Mahalanobis robusta, em cada um dos sítios, separadamente.  

O reconhecimento de outliers foi feito após a padronização pela 

transformada logarítmica da base de amostras, utilizando as distâncias 

Mahalanobis (DM), Mahalanobis robusta (DMR) e o critério de lambda Wilks 

(equação 49). As distâncias que ultrapassam o valor crítico do critério de lambda 

Wilks, foram classificadas como outliers. Nas Tabelas 15, 16 e 17 são mostrados 

os resultados obtidos da detecção de outliers, as amostras identificadas como 

outliers são destacadas em negrito. Os outliers são eliminados, e novamente são 

calculadas as distâncias e o valor crítico &*, de modo que o procedimento 

anterior se repete, até que não sejam mais detectados outliers. 

A Tabela 15 mostra que para 34 amostras os valores das distâncias 

(Mahalanobis e Mahalanobis robusta) foram inferiores ao valor crítico &* =

23,79. Logo no sítio A não foram identificados outliers.   

Já o conjunto de 76 amostras do sítio B (Tabela 16), analisados com 

o valor crítico de Wilks (&* = 30,52), duas amostras (109 e 110) foram apontadas 

como outliers pela distância Mahalanobis. Após a exclusão das duas amostras, 

calculadas as distâncias e o valor crítico (&* = 30,24) nenhum outlier foi 

encontrado.  Por outro lado, utilizando a distância Mahalanobis robusta, 

nenhuma amostra foi classificada como outlier, uma vez que os valores de todas 

as distâncias foram inferiores à &* = 30,52. 
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Por fim, no sítio C (Tabela 17) uma amostra (140) foi identificada como 

outlier, depois de sua exclusão nenhum outro outlier foi encontrado, utilizando a 

distância Mahalanobis. A distância Mahalanobis robusta não apontou nenhum 

outlier, de maneira que os valores das distâncias foram inferiores à &* = 22,46. 

Assim entre as 140 amostras analisadas (que não possuíam valores ausentes) 

foram identificados três outliers, sendo necessárias duas iterações. 
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Tabela 15 – Frações de massa das amostras de fragmentos cerâmicos em ]´	´9", identificados como outliers pelas 
distâncias Mahalanobis e Mahalanobis robusta do sítio A 
 

Amostra As Ce Cr Eu Fe (%) Hf La Na Nd Sc Sm Th U DM DMR 

1 2,5 113,4 123,1 1,5 3,8 8,8 31,5 302,1 35,6 31,5 7,7 17,8 4,6 16,57 3,18 

2 1,5 108,2 109,3 1,5 3,2 9,5 41,1 766,3 40,5 26,1 7,8 18,1 4,3 15,77 15,16 

3 1,4 102,9 114,4 1,4 3,6 8,7 40,4 644,3 38,7 27,6 7,8 17,0 4,3 13,52 11,98 

4 2,5 86,5 116,9 1,2 3,4 9,4 32,9 643,8 37,3 27,3 7,7 16,5 3,4 13,75 13,12 

5 1,8 116,7 134,8 1,5 3,3 8,7 33,7 484,3 37,1 30,6 7,9 17,2 3,7 7,19 2,14 

6 1,6 115,4 124,3 1,7 3,8 8,4 30,4 328,4 43,1 32,5 7,4 17,7 3,9 13,03 2,78 

7 2,1 111,7 117,1 1,4 3,3 8,2 29,7 500,5 32,3 30,2 7,3 16,7 3,5 13,24 2,69 
8 1,7 120,3 115,3 1,7 3,6 9,7 32,6 377,1 40,2 30,7 8,1 16,6 4,9 11,16 2,59 

9 2,1 121,0 121,4 1,6 3,7 9,1 33,5 493,5 34,1 31,8 6,6 17,6 5,2 16,05 9,63 

10 1,5 103,8 110,9 1,4 3,0 9,6 36,9 731,1 48,2 27,4 7,9 16,7 3,7 10,84 11,89 

11 1,1 119,6 130,4 1,4 2,7 8,5 35,8 526,2 51,5 28,8 8,1 18,0 3,9 8,13 2,24 

12 1,3 110,1 138,0 1,4 2,8 8,4 30,7 552,3 34,1 29,5 6,8 17,7 1,8 18,9 3,14 

13 1,8 105,4 142,1 1,2 2,6 9,3 27,2 543,8 26,3 27,9 6,3 16,4 3,3 12,58 2,87 

14 1,8 108,2 157,4 1,3 3,0 9,2 29,3 552,1 36,1 31,4 6,8 17,9 6,3 12,78 2,79 
15 1,3 129,7 136,5 1,4 2,8 9,1 34,3 533,3 38,9 28,8 7,3 17,8 5,3 12,34 3,14 

16 1,8 117,6 156,9 1,4 2,9 8,8 33 590,5 32,8 30,2 7,4 18,7 3,5 6,25 1,75 

17 1,6 113,5 164,8 1,4 2,9 9,1 29,5 555,6 26,1 31,4 6,8 17,6 4,1 8,37 2,07 

18 1,4 120,9 152,1 1,4 2,9 9,3 33,5 621,7 39,2 30,4 7,8 18,5 5,4 8,57 2,38 

(continua) 
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Tabela 15 –                      (continuação) 
Amostra  As Ce Cr Eu Fe (%) Hf La Na Nd Sc Sm Th U DM DMR 

19 1,8 113,5 170,1 1,3 2,9 9,5 30 635,1 27,9 31,3 7,0 17,2 4,3 10,84 2,34 

20 1,6 119,4 151,4 1,4 2,8 8,2 33,2 590,2 34,8 28,9 7,5 18,0 5,0 9,96 2,7 

21 1,2 113,2 138,5 1,3 2,8 8,5 31,4 557,3 29,7 28,6 7,1 15,8 4,8 14,71 2,9 

22 1,5 115,7 136,8 1,4 2,8 9,1 32,4 548,3 41,9 29,4 7,4 16,7 4,6 2,51 2,03 

23 1,5 104,2 136,1 1,3 2,6 8,4 29,3 579,1 38,8 27,6 6,8 16,1 3,5 9,19 2,48 

24 1,5 117,6 144,3 1,4 2,8 8,3 32,1 656,3 31,7 29,3 7,3 17,3 4,2 6,13 1,74 
25 1,8 131,8 140,2 1,6 2,6 8,9 35,3 593,4 46,6 29,1 6,5 16,5 5,0 22,59 11,95 

26 1,4 112,5 140,5 1,3 2,7 8,3 31,6 558,5 36,8 28,4 7,2 17,3 2,6 7,34 2,47 

27 1,8 117,5 175,7 1,0 1,7 10,1 38,5 786,8 57,2 26,7 7,8 19,2 4,5 15,4 2,79 

28 2,2 106,1 186,8 1,0 2,0 10,1 31,8 678,1 52,0 27,1 6,7 18,2 4,2 14,08 2,71 

29 0,7 117,4 129,4 1,6 2,0 8,3 32,8 535,3 40,1 33,2 8,4 17,1 4,5 13,95 2,88 

30 0,9 137,7 126,1 1,6 2,3 7,6 45,6 532,6 44,5 30,3 9,3 20,0 5,4 18,61 3,27 

31 1,2 116,1 134,1 1,5 2,2 9,3 30,1 476,7 49,6 33,6 8,0 16,9 4,6 12,36 2,79 

32 1,3 121,5 135,3 1,5 2,1 8,4 33 516,1 36,2 33,9 8,1 18,0 4,1 11,37 2,56 
33 1,5 108,8 115,7 1,4 2,1 7,6 28,1 507,3 29,3 29,9 6,8 16,4 3,3 18,62 3,07 

34 1,6 137,2 186,6 1,3 1,7 11,3 38,9 727,9 d45,1 27 8,1 19,5 4,7 22,28 3,47 

              !) = #$, &' 

Fonte: Próprio autor 
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Tabela 16 – Frações de massa das amostras de fragmentos cerâmicos em ]´	´9" identificados como outliers pelas 
distâncias Mahalanobis e Mahalanobis robusta do grupo B 
 

Amostra  
As Ce Cr Eu 

Fe 
(%) Hf La Na Nd Sc Sm Th U DM DMR 

DM 

35 4,4 133,5 148,1 2,8 4,5 8,4 86,6 2487,1 66,9 14,9 11,7 12,8 1,9 10,25 2,97 10,05 
36 2,4 98,8 128,3 2 3,9 7,5 56,3 1065,3 52,1 13,1 7,8 10,7 1,5 16,9 5,03 17,22 

37 2,2 110,9 155,5 2,7 4,4 7,9 75,7 1940,1 69,3 14,7 10,3 10,9 1,3 7,64 2,92 8,95 

38 4,4 120,1 159,9 2,4 4,2 9,1 70,2 2535,1 58,8 15,2 10,2 12,4 1,2 9,54 2,8 9,37 

39 2,1 123,9 141,8 2,6 3,8 8,3 73,0 2414,6 66,3 14,8 9,7 12,1 1,2 4,92 2,21 5,74 

40 3,9 123,8 175,1 2,6 4,3 9,1 72,5 2254,5 63,3 16,8 10,2 15,0 1,3 6,51 2,16 6,83 

41 2,2 97,8 130,2 2 3,9 7,3 67,2 2765,3 41,3 12,1 8,7 10,8 1,1 14,22 3,07 14,28 

42 3,3 123,4 151,3 2,6 4,0 7,8 66,8 1702,2 54,8 16,3 9,1 14,1 1,0 11,15 2,88 11,13 
43 4,5 148,2 173,1 2,4 4,4 9,3 68,0 2435,1 66,6 16,6 9,4 12,7 1,2 16,55 4,99 16,48 

44 5,8 124,8 177,2 2,7 4,8 8,8 74,2 2156,8 68,8 17,4 10,3 13,1 1,3 10,64 2,78 10,42 

45 3,3 109,1 127,3 2,1 4,9 8,4 64,5 2340,1 55,0 10,9 8,5 10,2 1,5 12,91 3,02 13,05 

46 2,7 104,0 129,2 2,4 4,0 8,6 60,7 2310,2 60,1 13,4 9,1 11,6 1,8 13,99 5,55 16,48 

47 3,1 96,0 145,1 2,2 4,5 7,8 61,2 2599,9 49,8 13,1 8,3 11,6 1,1 10,54 2,51 10,4 

48 2,8 121,2 152,0 2,7 4,1 8,7 89,0 2119,1 64,4 15,8 10,8 12,4 1,7 12,22 3,2 12,55 

49 3,3 127,3 166,7 2,6 4,1 9,9 80,9 2223,3 72,1 17,0 11,2 14,3 1,2 8,82 2,77 8,57 

50 2,1 142,0 166,6 3,1 4,1 8,3 86,4 2376,5 72,1 16,9 11,6 13,9 1,4 7,77 2,84 8,14 
51 1,5 108,3 134,2 2,5 3,2 7,8 64,1 1961,1 63,8 12,9 8,9 9,8 1,3 10,88 2,65 10,81 

52 1,4 110,6 156,1 2,3 3,3 9,6 71,4 2938,2 60,1 14,5 9,8 12,0 2,0 12,71 3,08 12,99 

  (continua) 
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Tabela 16 –                                (continuação) 
 

Amostra As Ce Cr Eu Fe (%) Hf La Na Nd Sc Sm Th U DM DMR DM 

53 2,2 84,9 125,2 1,9 3,1 6,8 59,6 3151,2 49,8 10,2 7,5 9,1 1,4 17,95 3,39 17,75 

54 3,6 99,9 139,3 2,2 3,5 9,3 66,8 2514,7 47,3 12,8 8,9 10,8 1,3 10,68 3,13 11,69 

55 2,7 122,3 133,3 2,6 3,8 6,3 83,4 1487,8 64,2 15,2 10,1 12,6 1,0 15,55 3,25 15,14 

56 2,5 133,6 182,5 2,3 3,2 9,8 70,7 1699,2 57,2  18,1 9,8 17,2 1,6 9,49 2,82 9,74 
57 1,8 102,6 118,1 2,2 3,4 5,7 72,9 2260,5 46,8 12,6 9,2 9,7 1,2 14,41 3,30 15,46 

58 2,5 111,9 138,3 2,3 3,7 8,4 62,7 2254,8 49,3 12,6 8,4 12,1 0,9 14,18 3,07 14,21 

59 2,3 107,4 122,2 2,6 3,3 5,4 76,0 2129,1 63,4 13,6 10,1 9,7 1,1 16,97 3,36 17,06 

60 1,6 99,2 148,1 2,3 3,5 7,8 67,6 1982,1 52,8 12,6 8,9 10,2 1,2 7,32 2,96 9,25 

61 2,2 127,1 143,1 2,4 3,4 8,1 71,4 2052,2 62,4 14,8 9,3 12,4 1,2 3,34 2,00 3,99 

62 1,2 125,6 150,5 2,7 3,4 9,3 83,4 1617,3 51,3 17,2 11,3 13,5 1,3 13,18 3,18 13,26 

63 2,4 132,5 148,0 3,1 3,7 8,1 80,9 2957,5 64,1 15,3 11,7 10,5 1,7 18,27 3,7 17,92 
64 2,2 100 145,0 2,1 3,7 9,9 58,2 1919,8 54,5 13,2 8,1 11,4 1,2 8,42 2,82 8,31 

65 2,4 116,5 154,1 2,0 3,5 8,2 61,0 1496,1 49,9 13,6 7,5 11,8 1,8 13,38 3,21 13,44 

66 2,1 98,2 130,5 2,1 3,2 7,8 61,1 2484,5 37,4 12,4 8,1 9,9 1,4 10,92 3,11 12,71 

67 2,1 126,5 157,9 2,8 3,5 8,5 77,3 1526,6 62,3 17,7 10,8 15,4 0,8 12,99 2,93 12,89 

68 1,6 113,8 180,7 2,0 3,0 10,1 54,9 1604,7 47,3 15,2 7,0 12,2 1,4 13,71 3,54 14,22 

69 2,7 115,2 145,8 2,5 3,1 7,4 70,0 2166,9 61,3 13,9 9,4 11,6 1,5 5,13 2,11 5,1 

70 1,6 104,5 150,4 2,4 3,0 7,7 61,8 2437,1 47,4 12,8 8,7 11,1 1,3 11,08 2,91 11,73 

  (continua) 
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Tabela 16 –                      (continuação) 
 

Amostra  As Ce Cr Eu Fe (%) Hf La Na Nd Sc Sm Th U DM DMR DM 

71 1,0 120,9 141,1 2,8 3,2 7,7 87,1 1408,1 59,1 14,9 11,2 12,2 1,5 12,34 3,14 14,02 

72 2,7 115,1 155,3 3 3,5 7,6 79,2 1725,4 62,2 15,7 10,7 12,0 1,3 8,51 2,94 9,4 

73 2,7 123,1 186,8 2,7 3,3 8,6 71,6 2367,1 59,1 17,6 8,9 13,1 1,5 12,15 3,45 13,16 

74 2,1 126,8 166,0 2,5 3,5 8,2 65,6 1693,6 59,1 16,3 9,6 12,7 1,5 5,8 2,97 6,86 

75 2,4 120,1 141,7 2,2 3,3 7,3 59,9 1665,5 52,9 15,0 8,8 12,9 2,0 14,05 5,73 17,5 

76 2,1 117,5 184,6 2,5 3,3 9,2 69,5 2151,7 57,7 17,0 9,8 14,6 2,0 7,52 2,76 8,40 
77 1,8 138,5 192,5 2,7 3,2 9,3 78,2 2183,9 57,5 19,7 10,5 15,5 1,7 7,47 2,60 7,53 

78 1,2 125,2 158,4 2,8 2,9 9,2 71,3 1176,1 58,3 17,7 9,9 13,3 1,4 10,8 3,46 10,49 

79 2,2 131,9 169,1 3,2 3,4 9,3 77,6 1037,1 60,2 17,8 10,3 14,4 1,7 14,79 4,43 15,91 

80 1,4 112,7 137,0 2,3 3,1 8,1 69,4 1536,1 50,1 13,1 9,0 11,6 1,5 4,36 2,05 4,70 

81 3,6 111 156,1 2,3 3,4 8,4 64,9 2140,8 48,3 14,7 8,6 12,2 1,3 5,37 1,86 5,52 

82 0,7 105,7 184,3 2,5 2,9 8,9 73,9 1512,5 60,9 19,7 9,8 12,8 1,2 23,95 5,73 24,50 

83 1,1 137,5 172,6 2,6 2,5 9,6 73,7 1638,8 80,5 17,2 10,0 14,1 1,3 13,66 3,28 14,25 

84 2,2 116,4 130,1 2,2 2,8 9,1 70,1 1660,2 60,6 12,2 9,7 10,5 1,5 14,94 3,56 15,91 
85 0,9 137,9 195,9 2,2 2,1 8,1 54,0 1928,8 39,8 18,3 7,3 13,2 1,6 24,69 6,26 25,06 

86 1,8 151,5 150,0 2,6 2,9 7,6 79,3 2188,1 59,1 14,6 11,1 12,2 1,1 11,51 5,11 13,03 

87 2,4 158,8 215,1 2,6 2,0 9,1 72,5 1384,3 55,2 18,2 10,5 18,1 2,0 15,00 5,65 24,46 

88 1,9 118,9 185,2 2,8 2,5 8,8 66,8 1941,4 64,4 20,3 10,0 15,5 1,0 16,26 3,40 17,18 

89 0,9 133 188,3 2,1 1,9 7,2 57,8 1729,8 49,1 16,9 7,9 12,9 1,2 13,55 5,79 13,64 

  (continua) 
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Tabela 16 –                                    (continuação) 
 

Amostra As Ce Cr Eu Fe (%) Hf La Na Nd Sc Sm Th U DM DMR DM 

90 1,5 114 145,5 2,1 2,5 8,3 58,4 1625,6 57,9 15,8 7,9 13,4 1,0 8,82 3,32 11,31 

91 1,6 148,7 142,5 2,3 2,7 7,8 70,3 1851,5 57,5 17,0 10,5 16,0 1,1 19,85 5,54 22,59 

92 1,8 142,7 168,3 2,5 2,6 8,2 78,7 1322,1 53,3 16,7 10,6 14,6 1,3 6,69 3,13 8,94 

93 1,2 137,2 144,1 2,6 2,8 8,4 72,6 1706,3 59,1 15 10,1 12,7 1,1 7,52 2,70 7,69 

94 1,5 104,6 135,3 2,1 2,4 9,2 60,7 1015,8 46,2 14,9 8,2 13,7 1,3 11,19 5,40 11,91 

95 1,2 127,4 171,1 2,1 1,8 6,5 57,9 841,1 54,6 17,2 8,1 12,5 1,2 19,60 5,68 21,81 

96 2,1 116,8 183,2 2,3 2,6 8,1 61,4 1690,1 59,8 17,7 8,2 14,4 1,4 7,11 2,46 7,07 

97 2,3 105,1 142,5 2,1 2,2 8,5 62,5 1250,3 61,3 14,4 8,8 15,2 1,6 20,36 6,51 20,25 
98 1,1 119,5 184,8 2,6 2,7 9,6 68,4 1835,5 50,1 16,5 9,5 13,8 1,4 8,04 2,80 9,14 

99 2,3 104,7 161,9 2,2 2,9 9,3 63,0 2499,9 50,7 14,9 8,2 12,8 1,2 7,00 2,37 8,11 

100 1,9 85,5 147,1 2,3 2,8 10,4 61,5 1480,1 44,8 14,0, 9,3 11,7 1,6 21,90 6,81 22,27 

101 2,6 117,3 187,1 2,2 2,7 10,5 67,3 2627,0 57,9 16,1 9,1 14,9 2,4 15,08 3,35 14,80 

102 1,8 121,6 160,3 2,5 2,9 8,6 72,4 1712,3 63,3 16,4 9,9 11,1 1,2 10,62 3,09 10,53 

103 1,3 152,1 158,4 2,6 2,4 7,4 80,7 1985,0 68,1 15,3 10,1 12,6 1,1 10,88 5,47 14,37 

104 1,1 125,5 182,1 2,2 1,8 9,8 68,9 1284,1 50,9 17,5 9,3 14,8 1,5 11,97 3,19 12,00 

  (continua) 
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Tabela 16 –                                (continuação) 
 

Amostra 
As Ce Cr Eu 

Fe 
(%) Hf La Na Nd Sc Sm Th U DM DMR 

DM 

105 1,4 115,1 147,2 2,3 2,7 7,7 65,3 2181,0 47,7 14,6 8,9 11,5 1,2 3,9 2,18 4,21 

106 1,1 116,3 130,8 2,1 2,6 7,8 66,5 1353,3 44,9 12,7 8,2 11,2 1,2 9,09 2,74 10,03 

107 4,8 138,8 222,8  2,5 2,4 8,7 64,7 1500,5 57,5 19,9 9,2 15,7 1,7 18,7 3,98 19,68 

108 2,1 146,3 242,3 3,1 3,7 10,2 84,7 4068,8 81,3 20,4 12,1 14,4 1,3 21,98 7,42 23,48 

109 1,5 180,6 275,0 3,5 2,2 8,2 91,4 700,7 80,2 21,9 14,3 19,1 1,8 36,26 10,14  

110 1,7 227 275,0 3,8 2,2 9,8 116,6 1187,1 93,1 16,1 13,8 14,0 1,6 46,6 16,25  

             Dc 30,52  30,34 

Fonte: Próprio autor 
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Tabela 17 – Frações de massa das amostras de fragmentos cerâmicos em ]´	´9" identificados como outliers pelas 
distâncias Mahalanobis e Mahalanobis robusta do grupo C 
 

Amostra As Ce Cr Eu Fe (%) Hf La Na Nd Sc Sm Th U DM DMR DM 

111 2,4 85,2 214,1 3,3 1,6 10,8 37,6 155,1 53,2 43,9 10,8 5,2 1,2 12,7 2,84 15,42 

112 1,8 101,5 230,4 3,4 1,3 11,7 45,5 144,4 51,1 45 11,4 7,7 1,3 14,34 2,77 13,86 

113 3,1 65,3 212,3 2,9 1,2 10,5 33,5 138,1 50,5 42,6 9,7 6,8 1,6 9,08 2,33 9,38 

114 2,5 54,5 203,5 3,0 1,2 10,9 34,1 138,4 44,0 44,7 9,6 6,8 1,2 11,02 2,35 11,35 

115 1,4 93,2 243,3 3,4 1,2 12,8 40,9 189,3 54,2 45,8 11,4 6,1 1,2 6,56 1,93 6,55 
116 1,6 110 260,1 3,8 1,2 12,3 48,3 159,5 59,3 44,1 13,2 5,8 0,9 13,11 2,84 14,47 

117 1,7 95,2 204,1 3,4 1,3 12,5 43,5 192,8 48,6 50,1 11,1 6,8 1,2 15,17 2,87 15,81 

118 1,3 89,2 249,9 3,4 1,4 12,3 39,5 165,1 62,1 48,9 11,1 5,7 1,4 14,64 2,76 14,12 

119 1,8 92,7 253,8 3,6 1,4 12,8 44,2 125,4 63,3 48,3 11,7 6,4 1,2 9,95 2,4 10,03 

120 1,7 75,8 205,3 2,9 0,8 12,5 31,8 121,1 45,2 41,8 9,0 6,9 1,6 9,5 2,37 9,96 

121 1,6 56,4 183,1 2,4 0,8 10,8 28 120,8 35,1 43,4 7,4 6,4 1,5 20,15 12,98 19,78 

122 2,2 61,7 212,7 3 0,8 10,8 34 125,6 48,0 47,4 9,2 6,9 1,7 15,75 2,92 16,38 
123 2,2 62,5 195,3 2,8 0,9 11,3 29,3 92,5 46,5 42,5 9,2 7,1 1,3 8,97 2,2 9,55 

124 1,9 52,5 195,7 2,7 0,9 11,6 26,2 136,1 43,8 43,2 8,5 7,3 1,4 10,2 2,73 10,13 

125 1,9 109,7 218,5 3,3 0,7 11,7 37,8 181,5 60,5 39,4 10,3 5,2 1,1 10,92 2,93 15,28 

126 1,6 78,9 230,4 3,2 0,8 10,9 41,1 189,2 69,8 40 11,3 5,1 1,1 16,04 5,98 15,98 

127 1,2 68,9 204,3 2,9 0,8 11,4 32,8 191,1 51,0 44,3 10,2 6,8 1,6 14,16 2,74 13,97 

128 1,4 70,9 192,1 3 0,8 11,9 36,1 117,1 61,1 46,1 10,3 7,4 1,5 10,55 2,77 10,17 

129 1,8 97,5 238,1 3,3 0,8 11,9 38,0 167,2 52,4 42,3 10,4 6,2 1,8 13,83 3,17 14,4 

130 2,6 67,8 212,2 2,9 1,1 10,8 31,8 132,4 41,0 39,9 9,4 6,4 1,3 6,53 2,11 6,27 

           (continua) 
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Tabela 17 –                         
(continuação) 
 

Amostra As Ce Cr Eu Fe (%) Hf La Na Nd Sc Sm Th U DM DMR DM 

131 1,9 61,1 215,8 2,9 1,0 10,9 30,8 176,5 45,9 46,2 9,1 7,3 1,5 8,00 2,29 8,08 

132 2,8 68,6 215,1 3,0 1,1 11,8 34,0 145,6 48,1 45,0 9,3 6,3 1,4 7,43 2,23 8,79 

133 1,6 82,1 187,2 3,2 1,1 10,8 37,2 260,1 47,3 37,2 9,8 4,8 1,2 18,00 2,99 17,35 

134 1,5 90,8 303,1 3,2 1,2 11,0 39,5 266,9 52,1 41,7 10,2 5,6 1,1 17,35 10,20 18,5 

135 1,4 95,2 245,4 3,5 1,1 12,1 44,0 187,1 57,2 43,0 11,3 5,8 1,4 6,22 1,92 6,7 

136 2,2 67,5 205,5 2,8 1,0 10,6 36,6 93,0 42,8 43,5 10,1 7,1 1,9 16,55 6,82 15,99 

137 1,2 63,4 183,3 2,9 0,9 10,5 33,9 130,3 44,1 40,7 9,6 6,7 1,7 14,81 2,73 14,44 

138 2,7 67,8 236,1 3,0 1,1 11,0 33,8 139,2 55,3 41,2 10 6,3 1,4 5,40 2,15 6,86 

139 1,7 87,8 241,3 3,3 1,1 10,9 40,8 200,1 71,2 45,6 11 7,3 1,3 14,74 2,91 14,42 

140 1,1 245,3 162,1 4,7 0,7 11,6 53,5 172,9 72,1 48,4 15,6 5,3 1,0 25,35 19,43  

             Dc 22,46  22,09 

Fonte: Próprio autor 
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Para avaliação do impacto da exclusão das amostras apontadas 

como outliers (pela distância Mahalanobis), foi calculada a compacidade 

(equação 22) das amostras de cada um dos sítios. 

A Tabela 18 mostra a compacidade entre as amostras dos sítios A, B 

e C, antes e depois da remoção dos outliers.  Nota-se, diante disso, e 

comparando à compacidade dos sítios que B e C, com e sem outliers, uma 

diminuição da distância médias entre as amostras, ou seja, uma maior coesão 

entre os grupos correspondentes, após exclusão dos outliers.  

 
Tabela 18 – Compacidade entre as amostras dos sítios A, B e C 
 
Compacidade dos sítios (com 
outliers) 

 Compacidade os sítios (sem 
outliers) 

A B C  A B C 

6448,77 8317,43 2775,19  6448,77 8186,64 2690,87 

Fonte: Próprio autor 
 

A Tabela 19 apresenta o desempenho dos métodos de agrupamento 

aplicados na base completa (com todas as 140 amostras) e sem os outliers 

detectados pela distância Mahalanobis. Antes da aplicação de cada um dos 

métodos de agrupamento foi aplicada a transformada logarítmica. 

 
Tabela 19 – Erro cometido pelos métodos de agrupamentos após a aplicação 
dos métodos de detecção de outliers 
 

Métodos  
agrupamento 

                   
Base 
completa 

 
sem 
outliers  

ligação simples 0 % 0 % 

ligação média 0 % 0 % 

ligação completa 0 % 0 % 

ward 0 % 0 % 

k-médias 0 % 0 % 

                                                  (continua) 
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Tabela 1–                                     (continuação) 

Métodos  
agrupamento 

                   
Base 
completa 

 
sem 
outliers  

k-medóides 0 % 0 % 

híbrido 0 % 0 % 

c-médias  50,00% 0 % 

c-médias-pf 50,00 % 0 % 

c-medóides 45,71 % 52,55 % 

     Fonte: Próprio Autor 

A Tabela 19 mostra que após a exclusão dos outliers detectados pela 

distância Mahalanobis, os métodos de agrupamento c-médias, c-médias com 

polinômio fuzzyficador, foram capazes de determinar corretamente todos os 

grupos. Foi observado também que os métodos hierárquicos e particionais/crisp 

foram capazes de determinar todos os grupos perfeitamente, tanto na base 

completa, quanto na base sem os outliers determinados pela distância 

Mahalanobis. 

Em seguida são apresentados os efeitos da padronização das 

amostras: no cálculo da estatística de Hopkins, nas imagens VAT, na 

determinação do número de grupos e no desempenho dos métodos de 

agrupamento, aplicados à base de amostras. 

A análise de agrupamento e a PCA são métodos estatísticos 

multivariados dependentes da escala das variáveis. Desse modo, a aplicação de 

uma transformada para padronização das amostras é necessária, para garantir 

que todas as variáveis de uma amostra contribuam igualmente, no cálculo da 

similaridade. 

Uma das formas de analisar a relação entre as amostras de uma base 

de amostras é através da análise de agrupamento. A padronização de amostras 

desempenha um papel importante na análise de agrupamento, uma vez que 

pode corrigir violações de suposições estatísticas e/ou melhorar relações entre 

variáveis. As variáveis podem estar em diferentes escalas ou apresentarem 

diferentes magnitudes, que podem impactar negativamente na determinação dos 

grupos pelos métodos de agrupamento. Variáveis padronizadas podem gerar 



94 
 

 

bons agrupamentos (compactos e separados) e consequentemente melhorar o 

desempenho de métodos de agrupamento.  

A primeira etapa antes da aplicação dos métodos de agrupamento 

consiste na avaliação da existência de uma estrutura de grupos na base de 

amostras ou se as amostras estão dispostas de forma aleatória. Para esse 

propósito foi utilizada a estatística de Hopkins e a as imagens VAT. 

A Tabela 20 apresenta a estatística de Hopkins (() calculada para a 

base de amostras não padronizadas e para as amostras padronizadas pelas 

transformadas: z-score, min-max, min-max-m, logarítmica e Box-Cox. Após 

aplicação das transformadas estudadas, o valor de  ( foi maior que 0,75, o que 

indica uma tendência de agrupamento, porém, o mesmo não ocorreu com a base 

de amostras não padronizadas, visto que (=0,68. 

 
Tabela 20 - Impacto da padronização das amostras no cálculo da estatística de 
Hopkins 
 

 Estatística de Hopkins 
(H) não padronizadas 0,68 

z-score 0,78 
min-max 0,79 
min-max-m 0,96 
logarítmica 0,79 
Box-Cox 0,81 

                        Fonte: Próprio Autor 

 
Outra técnica para avaliação da tendência de agrupamento utilizada 

foi a imagem VAT. Inicialmente foi gerada a imagem VAT associada às amostras 

não padronizadas da Tabela 3, como mostra a Figura 18. A imagem apresenta 

retângulos ao longo da diagonal, indicando uma tendência de agrupamento, 

contudo não é possível determinar o número de grupos da base. 
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Figura 18 – Imagem VAT (amostras não padronizadas) 

 

 
          Fonte: Próprio autor 

 

Por outro lado, a imagem VAT apresentada na Figura 19, obtida a 

partir da aplicação da transformada z-score (equação 52) na base, além de 

indicar uma tendência de agrupamento, aponta que o número de grupos da base 

é três. 

 
Figura 19 – Imagem VAT (transformada z-score) 

 

 
     Fonte: Próprio autor 

Já a imagem VAT mostra na Figura 20, que é relacionada com a base, 

padronizada com a transformada min-max (equação 53). Novamente a imagem 

aponta para tendência de agrupamento e três grupos. 



96 
 

 

 
Figura 20 – Imagem VAT (transformada min-max) 

 

 
      Fonte: Próprio autor 

 

A imagem VAT, da Figura 21, correspondente à base, obtida depois 

da aplicação da transformada min-max-m (equação 54), que indicou apenas a 

tendência de agrupamento. 

Figura 21 – Imagem VAT (transformada min-max-m) 
 

 
       Fonte: Próprio autor 

 

Em seguida, a imagem da Figura 22, associada à base, padronizada 

pela transformada logarítmica (equação 55), mostrou que a base apresenta 

tendência de agrupamento e o número de grupos é três. 
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Figura 22 – Imagem VAT (transformada logarítmica) 

 

 
      Fonte: Próprio autor 

 
Por último a imagem VAT exibida na figura 23, associda à 

padronização da base, pela transformada Box-Cox (equação 56), indicou apenas 

a tendência de agrupamento da base. 

 

Figura 23 – Imagem VAT (transformada Box-Cox) 

 
      Fonte: Próprio autor 

 
Diante do exposto, uma vez determinado que a base de amostras 

possui tendência de agrupamento, o passo seguinte é determinar o número de 

grupos da base. Nos testes realizados, o número de grupos foi determinado pelo 
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coeficiente de correlação cofenética (CCC) e por sete índices de validação 

interna. 

Mais adiante, na Figura 24, são apresentados os valores do CCC para 

avaliação dos métodos de agrupamento hierárquicos estudados: ligação 

simples, ligação média, ligação completa e Ward. Os métodos de agrupamento 

são aplicados em amostras padronizadas e amostras não padronizadas (a.n.p.). 

O CCC auxiliará na determinação do número de grupos. 

 
Figura 24 - Gráfico dos métodos de agrupamento hierárquicos versus coeficiente 
de correlação cofenética 

 
Fonte: Próprio autor 
 

Os valores do CCC no gráfico da Figura 24 abaixo de 0,70 ocorreram 

com as amostras não padronizadas e transformadas min-max-m e Box-Cox, e 

os métodos de ligação simples, Ward e de ligação completa, respectivamente. 

Assim sendo, indicando  a inadequação do método de agrupamento em resumir 

a informação da base de amostras (ROHLF, 1970).  

No caso da utilização da transformada logarítmica e do método de 

ligação média, o CCC foi de 0,94, o que indica uma maior consistência dos 

agrupamentos formados. O gráfico da ligação em função da distância (Figura 25) 

foi feito com intuito de apontar “pontos de salto”. Tais pontos indicam o momento 

de parada do método de agrupamento e consequentemente indicam o número 

de grupos. No gráfico da Figura 25, o maior salto ocorre entre 0,77 e 1.  
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Figura 25 - Gráfico da ligação em função da distância, utilizando o método de 
ligação média aplicado nas amostras após aplicação da transformada 
logarítmica. 

 
Fonte: Próprio autor 

O dendrograma da Figura 26 foi gerado aplicando: a transformada 

logarítmica na base dada pela Tabela 3 e o método de agrupamento 

hierárquico de ligação média. O corte foi feito com a distância igual a 0,77 

conforme observado no dendrograma, indicando a existência de três grupos. 

Figura 26 - Dendrograma obtido com aplicação do método de ligação média 
nas amostras após aplicação da transformada logarítmica. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Próprio autor 

 

Com isso, tendo em vista que determinado o número de grupos da 

base de amostras, foi analisada a influência da padronização das amostras, na 

determinação do número de grupos através de índices de validação.  Nesse 
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sentido, para determinação do número de grupos utilizando índices de validação 

interna, foram realizados testes aplicando os métodos agrupamento da Tabela 2 

(na base com 140 amostras), variando o número de grupos (; = 2,3, … ,8) e 

calculando os índices de validação correspondentes. O número de grupos ; 

associado ao maior valor de cada índice é selecionado e se ; = 3, o número de 

grupos está correto e será indicado nas Tabelas a seguir com ‘X’. Os índices 

analisados foram: Dunn, Calinski-Harabasz (CH), Gama, PBM, Wemmert-

Gancarski (WG), Tau e Ratkowsky-Lance (RL).  

A Tabela 21 apresenta os acertos obtidos na determinação dos 

grupos pelos índices de validação, utilizando os métodos de agrupamento 

(ligação simples (l. simples), ligação média (l. média) e ligação completa (l. 

completa), Ward, k-médias, k-medóides, híbrido, c-médias, c-medóides e c-

médias com polinômio fuzzificador (c-médias-pf)) aplicados na base com 

amostras não padronizadas. Os índices com maiores quantidades de acerto 

foram RL  e Tau, já o índice Gama não foi capaz de determinar o número correto 

de grupos.  

Tabela 21 – Acertos na determinação do número de grupos utilizando os 
índices de validação (amostras não padronizadas) 
 

 Índices de validação 
Métodos Dunn CH Gama PBM WG Tau RL 
l. simples        
l. media      X  
l. completa        
Ward      X  
k-medias       X 
k-medóides        
híbrido       X 
c-médias  X     X 
c-medóides        
c-médias-pf X X  X X X X 

       Fonte: Próprio autor 

 
Nota-se na Tabela 22 que após padronização das amostras pela 

transformada z-score, os índices CH, Gama e RL determinaram corretamente o 

número de grupos na maioria dos métodos de agrupamento, e os métodos de 

agrupamento que não foram capazes de determinar o número de grupos 
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corretamente são: hierárquicos de ligação simples, média, completa e c-

medóides. Os piores desempenhos foram dos índices Dunn e PBM. 

 
Tabela 22 - Acertos na determinação do número de grupos utilizando os 
índices de validação (transformada z-score) 
 

 Índices de validação 
Métodos Dunn CH Gama PBM WG Tau RL 
l. simples        
l. media        
l. completa        
Ward  X X  X X X 
k-medias  X X    X 
k-medóides X X X X X X X 
híbrido  X X    X 
c-médias X X X X X X X 
c-medóides        
c-médias-pf X X X X X X X 

       Fonte: Próprio autor 
 
Quanto à Tabela 23, esta apresenta o desempenho dos índices de 

validação após a aplicação da transformada min-max. Observou-se uma 

superioridade dos índices CH, Gama, PBM, WG, Tau e RL, em relação ao índice 

de Dunn. 

 
Tabela 23 - Acertos na determinação do número de grupos utilizando os 
índices de validação (transformada min-max) 
 

 Índices de validação 
Métodos Dunn CH Gama PBM WG Tau RL 
l. simples        
l. média        
l. completa        
Ward  X X X X X X 
k-medias  X  X X X X 
k-medóides  X X X X X X 
híbrido  X X X X X X 
c-médias X X X X X X X 
c-medóides        
c-médias-pf  X X X X X X 
Fonte: Próprio 

autor 
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Na Tabela 24, tem-se o desempenho dos índices de validação após 

a padronização das amostras pela transformada min-max-m. Os resultados 

mostraram, portanto, que o melhor desempenho foi alcançado com o índice Tau 

e os índices CH, Gama, PBM e WG, não foram capazes de determinar 

corretamente o número de grupos na base estudada. 

 
Tabela 24 - Acertos na determinação do número de grupos utilizando os índices 
de validação (transformada min-max-m) 
 

 Índices de validação 
Métodos Dunn CH Gama PBM WG Tau RL 
l. simples        
l. media       X 
l. completa        
Ward X     X  
k-medias        
k-medóides      X  

 

  

híbrido        
c-médias      X  
c-medóides X     X  
c-médias-pf        

     Fonte: Próprio autor 

 
A transformada logarítmica aplicada às amostras, conforme mostram 

os resultados da Tabela 25, acarretou o mesmo desempenho para os CH, PBM, 

WG, Tau e RL, somente o método c-medóides não foi capaz de determinar 

corretamente o número de grupos. O índice Dunn apresentou o pior 

desempenho. 

Tabela 25 – Acertos na determinação do número de grupos utilizando os 
índices de validação (transformada logarítmica) 
 

 Índices de validação 
Métodos Dunn CH Gama PBM WG Tau RL 
l. simples  X  X X X X 
l. media  X  X X X X 
l. completa  X X X X X X 
Ward X X X X X X X 
k-medias  X X X X X X 
                                                                                              (continua) 
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Tabela 25 –                                                                     (continuação) 
Índices de validação 

Métodos Dunn CH Gama PBM WG Tau RL 
k-medóides X X X X X X X 
híbrido X X X X X X X 
c-médias  X X X X X X 
c-medóides        
c-médias-pf X X X X X X X 

       Fonte: Próprio autor 

 
Por fim, a Tabela 26 apresenta o desempenho dos índices após 

padronização dos dados pela transformada Box-Cox. O índice com o melhor 

desempenho foi o RL. Os métodos de ligação média, Ward, k-medóides e híbrido 

não foram capazes de determinar corretamente o número de grupos. 

 
Tabela 26 – Acertos na determinação do número de grupos utilizando os 
índices de validação (transformada Box-Cox) 
 

 Índices de validação 
Métodos Dunn CH Gama PBM WG Tau RL 
l. simples   X X X  X 
l. media        
l. completa       X 
Ward        
k-medias       X 
k-medóides        
híbrido        
c-médias       X 
c-medóides    X   X 
c-médias-pf X X  X X  X 

       Fonte: Próprio autor 
 

Nas Tabelas 21, 22, 23, 24, 25 e 26 considera-se acerto quando o 

número de grupos indicado foi igual a três, ou seja, quando o maior valor de cada 

índice ocorreu para ; igual a 3. A taxa de acerto na determinação do número de 

grupos com a utilização de: 

- amostras não padronizadas: 17,14%; 

- transformada z-score: 45,71%; 

- transformada min-max: 51,42%;  

- transformada min-max-m: 10%; 
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- transformada logarítmica: 80%; 

- transformada Box-Cox: 20%. 

Os melhores desempenhos entre as transformadas foram obtidos 

com as transformadas min-max e logarítmica, com taxa de acerto de 51,42% e 

80% respectivamente. Estas duas transformadas apresentaram taxas superiores 

à taxa obtida com as amostras não padronizadas, que foi de 17,14%. Os piores 

resultados entre as transformadas ocorreram com as transformadas min-max-m 

e Box-Cox, com taxas de acerto de 10% e 20% respectivamente. Por outro lado, 

avaliando os métodos de agrupamento as taxas de acerto foram: 

- l. simples: 21,42%; 

- l. média: 16,66%; 

- l. completa: 16,66% 

- hward: 50%; 

- k-médias: 38,09%; 

- k-medóides: 50%; 

- híbrido: 40,47%; 

- c-médias: 57,14%; 

- c-medóides: 9,52%; 

- c-medias c/ pf: 73,80%; 

Entre os métodos de agrupamento os que apresentaram os melhores 

desempenhos foram c-médias e c-médias com polinômio fuzzificador com taxas 

de 57,14% e 73,80%. Já o pior resultado foi obtido com o método c-medóides 

com taxa de 9,52%. No tocante aos índices de validação que foram utilizados 

para determinação do número de grupos na base real, estes tiveram a seguinte 

taxa de acerto: 

- Dunn: 20%; 

- CH: 40%; 

- gama: 31,66%; 

- pbm: 36,66%; 

- WG: 36,66%; 

- Tau: 43,33%; 

- RL: 53,33%. 

Os índices de validação interna com as maiores taxas de acerto foram 

Tau e RL com taxa de 43,33% e 53,33%.  
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Em contrapartida, as Figuras 27, 28, 29, 30 e 31 mostraram o impacto 

da padronização dos dados na habilidade dos métodos de agrupamento em 

determinar os grupos da base de 140 amostras, através do cálculo do erro 

conforme a equação 40. 

A Figura 27 compara o desempenho dos métodos de agrupamento 

aplicados às amostras não padronizadas e padronizadas pela transformada z-

score. Observou-se, nesse sentido, que os métodos Ward, k-medóides, híbrido 

e c-médias com polinômio fuzzificador, foram capazes de determinar a partição 

correta das amostras padronizadas, isto é, a taxa de erro foi zero.  

 
Figura 27 – Gráfico que compara o desempenho dos métodos de agrupamento 
utilizando amostras não padronizadas e padronizadas pela transformada z-
score 

 
Fonte: Próprio autor 

 O impacto da transformada min-max levou a uma diminuição da taxa 

de erro ao se comparar os resultados obtidos com as amostras não padronizadas 

e padronizadas, como mostra a Figura 28. Mais uma vez, os métodos Ward, k-

medóides e híbrido, aplicados nas amostras padronizadas, apresentaram uma 

taxa de erro zero, além do método k-médias. 
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Figura 28 - Gráfico que compara o desempenho dos métodos de agrupamento 
utilizando amostras não padronizadas e padronizadas pela transformada min-
max 

 
Fonte: Próprio autor 

 
Na Figura 29, observa-se após a aplicação da transformada min-

max-m os métodos de agrupamento não conseguiram determinar 

corretamente os grupos da base de amostras.   

Figura 29 - Gráfico que compara o desempenho dos métodos de agrupamento 
utilizando amostras não padronizadas e padronizadas pela transformada min-
max-m 

 
Fonte: Próprio autor 

A transformada logarítmica aplicada à base de amostras impactou 

positivamente na determinação dos grupos pelos métodos de agrupamento 

hierárquicos, k-médias, k-medóides e híbrido, visto que, a taxa de erro foi zero. 
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O mesmo não ocorreu com as amostras não padronizadas, com taxa de erro 

superior à 40%, como mostra a Figura 30. 

Figura 30 - Gráfico que compara o desempenho dos métodos de 
agrupamento utilizando amostras não padronizadas e as padronizadas pela 
transformada logarítmica 

Fonte: Próprio autor 
Finalmente, no caso da transformadas Box-Cox os únicos 

métodos de agrupamento que apresentaram desempenho superior das 

amostras padronizadas com relação às amostras não padronizadas foram: 

ligação simples, média e Ward. Como pode ser observado na Figura 31. 

Figura 31 - Gráfico que compara o desempenho dos métodos de 
agrupamento utilizando amostras não padronizadas e as padronizadas pela 
transformada Box-Cox 

 
Fonte: Próprio autor 
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Na próxima seção, é apresentada a aplicação web, que incorpora 

os métodos de pré-processamento estudados, além de funções 

desenvolvidas para visualização de gráficos e imagens. 
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9 APLICAÇÃO WEB 

Durante o desenvolvimento deste trabalho, foi elaborada uma 

aplicação web que incorpora técnicas de pré-processamento de dados, tais 

como: imputação, detecção de outliers e padronização de dados. Além disso, 

fazem parte da aplicação, técnicas que vão desde a verificação de tendência de 

agrupamento (estatística de Hopkins e imagens VAT), até a determinação dos 

grupos por métodos de agrupamento. Sendo possível a visualização dos grupos 

formados através: da análise de componentes principais e da análise de 

discriminantes lineares. Desse modo, permitem, analisar a repercussão de 

técnicas de pré-processamento dos dados, na análise de agrupamentos, uma 

vez que a alteração de parâmetros, leva a uma atualização dos resultados 

visualizados. 

Diferente da ferramenta disponível no pacote visxhclust (HENKIN e 

BARNES, 2022), que utiliza apenas métodos de agrupamento hierárquicos e 

para padronização somente a transformada z-score. A aplicação descrita neste 

trabalho utiliza métodos de agrupamento hierárquicos, particionais/crisp, 

baseados em lógica fuzzy, além de cinco transformadas para padronização de 

dados.  

Por outro lado, a aplicação web ClustVis (METSALU e VILO, 2015), 

permite a elaboração de gráficos de dispersão através da PCA, todavia, esta, 

não apresenta recursos de análise de agrupamento, tampouco a análise de 

discriminantes lineares. Para o pré-processamento de dados possui apenas a 

transformada logarítmica. 

A aplicação web exposta neste trabalho, é interativa, de fácil uso, com 

uma interface leve e amigável, de forma que proporciona a utilização de diversos 

métodos sem a necessidade de conhecimento em programação por parte do 

usuário. Ela foi implementada utilizando o pacote Shiny (CHANG et al., 2022) no 

ambiente R e se propõe a operar como uma ferramenta de apoio à análise de 

dados, podendo ser acessada a partir de qualquer navegador, sem a 

necessidade de instalação de softwares ou pacotes. 
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O pacote Shiny permite a desenvolvedores implementar todas as 

ferramentas estatísticas do R em um app, sem a necessidade de conhecimento 

de estruturas de linguagens de desenvolvimento web. Isto ocorre tendo em vista 

que o Shiny faz uma conversão de linguagem do R para HTM

No pacote Shiny um app possui três componentes, mostrado no script 

da Figura 32: 

- objeto user interface (ui): controla o layout e aparência do app (Figura 32); 

- função server: contém instruções necessárias para construir o app (Figura 32); 

- função shinyApp: cria o app a partir do par ui/server (Figura 32). 

 
Figura 32 - Script de app 

 
Fonte: https://mastering-shiny.org/basic-app.html   
 

A seguir são descritos os recursos da aplicação desenvolvida. Ao 

acessar o link  https://webaplication.shinyapps.io/app_v2/ é aberta uma nova aba 

do navegador padrão, conforme mostra a Figura 33. Seu layout é dividido em 

duas partes: do lado esquerdo é possível carregar bases de dados e alterar 

configurações, do lado direito, torna visível a base carregada, além de permitir a 

visualização de gráficos e imagens. 
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A aplicação importa arquivos no formato txt, de forma que para carregar o arquivo basta clicar abaixo de “CHOOSE txt 

FILE” no canto superior esquerdo (Figura 34) e selecionar o arquivo da base de dados (Figura 35). Em seguida a base poderá ser 

visualizada clicando-se na aba Data e utilizando-se as barras de rolagens, (figura 36). Caso a base possua valores ausentes, eles 

devem ser indicados por “NA” e o separador decimal dos valores das amostras deve ser o ponto. 

 
Figura 33 – Aplicação desenvolvida 

 
 

Fonte: Próprio autor 
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Figura 34 – Como selecionar um arquivo txt 

 

 
Fonte: Próprio autor 
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Figura 35 – Selecionando um arquivo txt 
 

 
         Fonte: Próprio autor 
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Figura 36 – Visualização da base selecionada 
 

 
Fonte: Próprio autor 

 
 
 
 
 
 
 
 



115 
 

 

Ademais, se a base de dados possui valores ausentes é possível escolher entre quatro métodos de imputação de dados 

(média, rede autoencoder, c-médias e agrupamento), bastando para isso clicar abaixo de Imputation algorithm (Figuras 37) e 

selecionar o método desejado (Figura 38). 

Figura 37 – Como selecionar o método de imputação de dados 
 

 
Fonte: Próprio autor 
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Figura 38 – Selecionado o método de imputação de dados 
 

 
Fonte: Próprio autor 
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Para detecção de outliers a aplicação possui dois métodos, que utilizam as distâncias: Mahalanobis e Mahalanobis 

Robusta, de maneira que basta clicar abaixo de Outlier detection algorithm, (Figura 39). Depois, pode-se escolher o método 

pretendido (Figura 40). 

 
 

Figura 39 – Como selecionar o método de detecção de outliers 
 

 
Fonte: Próprio autor 
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Figura 40 – Selecionando método de detecção de outliers 
 

 
Fonte: Próprio autor 
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Cinco transformadas (z-score, min-max, min-max-m, logarítmica e Box-Cox) estão disponíveis para padronização dos 

dados, clicando abaixo de Standardization algorithm, (Figura 41), apenas é necessário escolher uma das transformadas (Figura 42). 

 
 

Figura 41: Como selecionar transformada para padronização dos dados 

 
 
Fonte: Próprio autor 
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Figura 42 – Selecionando a transformada para padronização dos dados 

 

 
Fonte: Próprio autor 

 

 

 

 



121 
 

 

Em number clusters (figuras 43 e 44) indica-se o número de grupos (com valores entre 2 e 8) que será utilizado nos 

métodos de agrupamento (de ligação simples, ligação média, ligação completa, Ward, k-médias, k-medóides, híbrido, c-médias,  

c-medóides, c-médias-pf) que pode ser selecionado em Clustering algorithm (Figuras 43 e 45). 

 
Figura 43 - Como selecionar o número de grupos e o método de agrupamento 

 

 
Fonte: Próprio autor 
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Figura 44 – Selecionando o número de grupos utilizado nos métodos de agrupamento 
 

 
Fonte: Próprio autor 
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Figura 45 – Selecionando o método de agrupamento 
 

 
Fonte: Próprio autor 
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A aplicação permite a visualização de gráficos, somente é preciso clicar na aba Plot, para visualização dos gráficos:  

-Hopkins Statistic (gráfico que mostra o valor da estatística de Hopkins), Figura 46; 

 
Figura 46 – Selecionando o gráfico que indica a estatística de Hopkins 

 

 
Fonte: Próprio autor 
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- VAT (Avalidação Visual de tendência de agrupamento), Figura 47; 

 
Figura 47 – Selecionado a imagem VAT 

 

 
Fonte: Próprio autor 
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- LDA (gráfico gerado utilizando análise discriminante) ,Figura 48; 
 

Figura 48 – Selecionando o gráfico que mostra estrutura dos grupos utilizando análise discriminante linear 
 

 
Fonte: Próprio autor 
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- cluster-pca (gráfico em duas dimensões utilizando PCA), Figura 49; 

 
Figura 49 – Selecionando o gráfico que mostra os grupos utilizando análise de componentes princiapais 

 

 
Fonte: Próprio autor 
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As Tabelas 27 e 28 apresentaram os pacotes e funções utilizados 

para realização dos testes e desenvolvimento do app. 

 
Tabela 27 – Pacotes utilizados para desenvolvimento do app web 

 
 Pacotes utilizados 
Métodos de imputação ANN2 (LAMMERS, 2020), ppclust 

(CEBECI, 2019), neighbr (BOLOTOV, 
2020), fclust (FERRARO et al., 2019) 

Métodos de detecção de outliers stats (R CORE TEAM, 2022), robust 
(WANG et al., 2022), ISLR (JAMES, et 
al., 2021) 

Métodos de padronização DescTools (SIGNORELLI, 2022) 
Métodos de agrupamento stats, factoextra (KASSAMBARA e 

MUNDT, 2020), cluster 
(MAECHLEAR et al., 2022), ppclust 

Gráficos factoextra, clustertend (WRIGHTet al., 
2022), GGally (SCHLOERKE et al., 
2021), MASS (VENABLES e RIPLEY, 
2002), ggplot2 (WICKHAM, 2016) 

Aplicação web  Shiny (CHANG et al., 2022), 
shinythemes (CHANG, 2020) 

 Fonte: Próprio autor 
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Tabela 28 – Funções utilizadas nos testes e no app web 
 

 Funcões 
Métodos de imputação Mean, is.na, dim, as.data.frame, 

autoencoder, fcm, ppclust2 
Métodos de detecção de outliers mahalanobis, cov, covRob, 

cook.distance, qf, qchisq, 
Métodos de padronização log10, BoxCoxLambda, BoxCox 

Métodos de agrupamento Dist, hclust, cuttree, hkmeans, 
kmeans, pam, FKM, FKM.med, 
FKM.fp 

Gráficos ggplot, fviz_cluster, 
get_clust_tendency, plot, pairs, 
prcomp, fviz_dist, ggpairs, fviz_dend, 
lda 

Aplicação web  titlePanel, fluidRow, selectInput, 
radioButtons, mainPanel, 
renderTable, renderPlot, read.table, 
validate,   

Fonte: Próprio autor 
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10 CONCLUSÃO 

Os testes realizados com a base de 140 amostras mostraram que os 

métodos de imputação apresentaram desempenho semelhante. Ao aplicar os 

métodos de imputação em cada sítio individualmente, ocorreu diminuição do erro 

quadrático médio normalizado, pois há uma diminuição da amplitude das 

variáveis. Não houve impacto da imputação de dados na determinação dos 

grupos pelos métodos de agrupamento: hierárquicos, particionais/crisp, c-

médias e c-médias com polinômio fuzzificador. Deste modo, analisando o tempo 

de processamento, destaca-se o método de imputação baseado na média.  

Ademais, levando-se em conta o tudo o que foi exposto, o método de imputação 

pela média torna-se a melhor escolha.  

A exclusão dos outliers detectados pela distância Mahalanobis 

acarretou um aumento da coesão dos sítios B e C, bem como diminuiu a taxa de 

erro dos métodos de agrupamento c-médias e c-médias com polinômio 

fuzzificador.  

Após a aplicação das transformadas, houve alteração significativa na 

estatística de Hopkins, uma vez que depois da aplicação das transformadas 

concluiu-se que há tendência de agrupamento, o que não ocorreu com as 

amostras não padronizadas. 

A padronização das amostras realizadas por meio das transformadas 

z-score, min-max e logarítmica permitiu às imagens VAT, indicarem tendência 

de agrupamento, e o número de grupos da base de amostras. No caso das 

imagens VAT correspondentes às amostras não padronizadas e as 

transformadas min-max-m e Box-Cox, verificou-se apenas a tendência de 

agrupamento. 

Na determinação do número de grupos utilizando os índices de 

validação interna, a transformada com melhor desempenho foi a logarítmica, já 

o método de agrupamento com melhor desempenho foi o c-médias com 

polinômio fuzzificador. O índice de validação com a maior taxa de acerto foi o 

RL. 
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Por fim, na determinação dos grupos pelos métodos de agrupamento 

estudados, a transformada com o melhor desempenho foi a logarítmica, visto 

que permitiu que os métodos de agrupamento hierárquicos e particionais/crisp 

determinassem corretamente os três grupos.

Neste trabalho foi desenvolvida uma aplicação web, para ajudar 

pesquisadores no pré-processamento de dados, análise de agrupamentos e 

visualização dos resultados. A aplicação proporciona a utilização de diversos 

métodos sem a necessidade de conhecimento de programação por parte do 

usuário. 
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TRABALHOS FUTUROS 

Avaliação do impacto da padronização de amostras na imputação e 

na detecção de outliers. 

Atualizar o aplicativo com: outras transformadas para padronização 

das amostras e técnicas de imputação múltipla. 

Estudo de técnicas de seleção de variáveis. 

Classificação de amostras utilizando redes neurais, PCA, 

transformada wavelet e lógica fuzzy. 
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