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RESUMO

Em seu artigo Les négations et les univers du discours (in VVAA, Lacan avec les
philosophes, Paris, Albin Michel, 1991), a Prof.* Dr.* Andréa Lopari¢ apresenta-nos duas
seménticas de primeira ordem, Q; e Q, que diferem da classica basicamente por fazerem
um uso diferente do simbolo de identidade e n3o garantirem que os valores possiveis de
serem atribuidos as varidveis segundo uma interpretaciio sejam apenas os elementos
pertencentes ao dominio de uma estrutura; isto é, por admitirem que o universo de discurso
duma dada interpretagio ndo esteja limitado aos objetos pertencentes ao dominio da
estrutura na qual est4 definida.

Nessas semanticas,

e uma estrutura A foi definida como sendo formada por um conjunto |A| néo
vazio e por um conjunto de relagdes n-arias sobre |A| contendo, particularmente, a relagdo
de identidade — fixada como a diagonal de |A]® e, portanto, nio aplicivel sendo aos
objetos da estrutura;

e uma interpretagio para uma linguagem de predicados numa dada estrutura foi
entendida como sendo um par (?,, I), onde ?, é um elemento que pode pertencer — mas ndo
necessariamente pertence — ao dominio da estrutura e I é uma interpretagdo classica da
linguagem na estrutura; assim, se ?, pertencer ao dominio da estrutura, tudo se comportara
nessas seméanticas de maneira classica, mas, caso contrario, 7, ndo somente ndo podera ser
nomeado, como também n3o ocorrerda em nenhum conjunto que corresponda a um
predicado primitivo da linguagem,; e,

e por meio de alteragdes convenientes na valoragio e nas regras de atribuigdo de
valores de verdade as sentengas quantificadas, liberou-se o elemento ? como valor
possivel das varidveis; em Q; tal liberagdo estendeu-se apenas sobre o quantificador
existencial — permanecendo classico o universal — e em Q,, apenas sobre o quantificador
universal — permanecendo cléssico o existencial.

Ora, dessas logicas observam-se interessantes caracteristicas: devido ao fato de os
quantificadores ndo mais apresentarem comportamento classico, certas sentengas gerais de
uma teoria que tenha modelos ndo classicos soam, internamente a esses modelos, como
aludindo a algo que ndo pode ser dito idéntico a si mesmo e que, por conseguinte, ndo pode
ser numericamente diferenciado. Ademais, a negagdo de um predicado ndo determina um
outro predicado que seja complementar ao primeiro.

Nosso propésito aqui, serd o de estender a linguagem dos sistemas apresentados, de
forma a envolver um Iéxico categorial mais rico, que contenha também constantes
individuais e simbolos funcionais; reconstruir sua seméntica, de modo a integrar a extensdo
feita na linguagem; verificar qual € neles o estado de algumas das leis da logica classica;
apresentar um sistema de dedugdo natural; por fim, provar sua corrego e completude.



ABSTRACT

Andréa Loparic, in her article Les négations et les univers du discours (in VVAA,
Lacan avec les philosophes, Paris, Albin Michel, 1991), presents two first order semantics,
Q, and Q,, which differ from the classical basically because they make a different use of
identity symbol and do not guarantee that the only values that may be atributed to the
variables according to an interpretation are the elements that belong to the domain of the
structure, that is, by acknowledging that the universe of discourse of a particular
interpretation need not be limited to the objects that belong to the domain of the structure
where it is defined.

In these semantics:
e a structure A was defined as consisting of a nonempty set |A| and a set of n-

ary relations over |A| containing mainly, the relation of identity — fixed as a diagonal of
|A]® and, thus, applicable only to objects of the structure;

e an interpretation for a language of predicates in a given structure was
understood as being a pair (7, I), where % is an element that can, but does not necessarily,
belong to the domain of the structure and I is a classical interpretation of the language in
the structure. Thus, if ?; belongs to the domain of the structure, everything in these
semantics will behave in a classical way. However, if the opposite occurs, ?; will not only
not be named, but will also not occur in any set that corresponds to a primitive predicate of
the language; and,

e by convenient alterations in the valuation and in the rules that attribute truth
values to the quantified sentences, the element ?; was freed to be a possible value of the
variables; in Q, this freeing was only extended to the existential quantifier — the universal
remaining classical —and in Q, only to the universal quantifier — the existential
remaining classical.

Interesting characteristics are observed with the use of this logic: because the
quantifiers no longer present classical behavior, certain general sentences of a theory
containing nonclassical models appear in these models to be alluding to something that
cannot be expressed identically as itself and consequently cannot be differentiated
numerically. Also, negating one predicate does not acknowledge another predicate that is
complementary to the first.

The objective here is to extend the language of the systems presented, so that a
richer lexical category is engaged, which also contains individual constants and functional
symbols; to reconstruct the semantics, so as to integrate the extension of the language; to
verify in them the state of some of the laws of classical logic; to present a system of natural
deduction; and finally, to test for soundness and completeness.



“(...) the objects we are to be understood to admit
are precisely the objects which we reckon to the
universe of values over which the bound variables
of quantification are to be considered to range.”

W.V.0. Quine
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INTRODUCAOQO

Em seu artigo Les négations et les univers du discours, a Prof.* Dr.* Andréa Lopari¢
apresenta-nos dois sistemas heterodoxos de logica de primeira ordem, nomeados Q; € Q;,
que se notabilizaram pela particularidade de sua aplicagdo. Propostos como parte de um
esforgo para interpretar as formulas de sexuagdo usadas por Lacan em sua Logica do
Fantasma, tais sistemas no entanto encontravam-se ainda em versdes simplificadas e
necessitavam ser desenvolvidos nio s6 semintica, mas também (e principalmente)
sintaticamente. Interessados que de inicio estdvamos em, dentre outras coisas, melhor
compreender a logica classica, seus contornos e conceitos, dispusemo-nos entdo a estuda-
los e, sob a orientagio da Prof® Andréa Lopari¢, acabamos por colaborar em seu
desenvolvimento. Estendemos sua linguagem, de forma a envolver um léxico categorial
mais rico, que contivesse também constantes individuais e simbolos funcionais.
Reconstruimos sua seméantica, de modo a integrar a extensdo que fizemos na linguagem.
Verificamos qual ¢ neles o estado de algumas das leis da logica classica. Elaboramos um
sistema de dedugdo natural. E por fim, demonstramos sua corregdo e completude. O
resultado de nossas pesquisas € o que, nesta dissertag@o, gostariamos de apresentar.

Antes, no entanto, nesta introdugdo, lembraremos rapidamente algumas das
caracteristicas desses sistemas, talvez as mais importantes e interessantes, ainda que
estejamos certos de que ndo poderiamos apresentar algo que fosse mais completo, claro e
introdutorio do que o artigo escrito pela Prof.* Andréa Lopari¢ acima referido.

Os sistemas Q; e Q, caracterizam-se mais convenientemente pelo fato de serem eles
logicas alternativas de predicado que, em certo sentido, infringem o principio classico de
identidade. Eles foram precisamente construidos para que dois tipos de valores para as
variaveis fossem admitidos. Valores que apresentassem um comportamento classico e
pudessem ser tratados como objetos comuns; e valores que, por ndo poderem ser
reconhecidos como idénticos a si mesmos, ndo pudessem ser, estritamente falando, tidos
como objetos.

Ora, haveria duas maneiras de se obter, por via semintica, sistemas que possuissem
essa caracteristica: ou alterando o tratamento conjuntista dos conceitos seméanticos
metateoricos, ou modificando convenientemente a nogdo de interpretagdo e a definigdo de
verdade classicas. A primeira maneira de tratar a questdo, como facilmente se pode ver, iria
naturalmente exigir importante adapta¢do de nossas ferramentas metateoricas, ela estaria
imbuida de dificuldades ndo so relativas a caracterizagdo da nogio de multiplicidade e da
estranha categoria de pseudo-objetos, mas também relativas as operagdes conjuntistas
usuais.

A segunda maneira poupa-nos desses inconvenientes metateoricos e foi por ela que
a Prof.* Andréa Lopari¢ se orientou. Vejamos entdo, em linhas gerais, como Q; e Q, foram
construidos e analisemos alguns de seus aspectos.



Nesses sistemas, uma estrutura A é definida como sendo formada por um conjunto
ndo vazio |A|, chamado dominio, € por um certo nimero de relagdes n-arias sobre |A|,
dentre as quais se encontra particularmente a assim chamada relagdo de identidade; i.e., o
conjunto dos pares ordenados do tipo (€,€), onde & é um elemento de |A|. Apesar de
equivalente & que com freqiéncia é apresentada na logica classica, essa definigio de
estrutura difere por nos possibilitar a compreender o predicado de identidade de uma
maneira diversa da usual. Sempre distinguida numa dada estrutura, essa relagdo de
identidade é, nesses sistemas, invariavelmente associada por meio da nogio de satisfagdo ao
simbolo logico de igualdade e é sempre ela a extensdo semantica deste. O simbolo de
igualdade é, por assim dizer, o representante lingiiistico, ndo de um conceito metalingiiistico
de identidade, mas, antes, de uma relagdo binaria especialmente estabelecida e ndo aplicavel
sendo aos objetos pertencentes ao dominio de uma dada estrutura. Fixado como a diagonal
do cartesiano do dominio, o predicado de identidade varia, assim, de estrutura para
estrutura e seu significado, ainda que determinado pelo sistema logico, € independente do
predicado de identidade da metalinguagem. Uma infragdo que nas linguagens Q; e Q; se
cometa contra o principio de identidade ndo nos leva, por conseguinte, a algum
questionamento da validade desse principio na metalinguagem.

Mas, se a todos os elementos do dominio duma estrutura se aplica o predicado de
identidade, como € possivel que nesses sistemas se infrinja o principio de identidade? Uma
interpretagdo 'I para uma linguagem de predicados L numa dada estrutura A ¢ definida
como sendo um par (%, I), onde 7 é um objeto, chamado questdo da interpretagdo, que
pode pertencer — mas ndo necessariamente pertence — ao dominio de A, e I é uma fungéo,
entendida tal como na logica classica, do conjunto dos simbolos ndo logicos de L na
estrutura A. Assim, qualquer interpretagdo cuja questdo seja um elemento do dominio da
estrutura comportar-se-4 como uma interpretagdo classica e fara com que, nesses sistemas,
tudo se passe como se estivéssemos num calculo classico. As leis logicas serdo ai as da
logica classica; o universo de discurso sera o dominio da interpretagdo; e todos os
elementos que a ele pertengam poderdo ser afirmados idénticos a si mesmos. O
comportamento heterodoxo de Q; e Q,, entdo, dar-se-a somente quando a questdo de uma
interpreta¢@o ndo for um elemento do dominio da estrutura.

Se o primeiro elemento do par que constitui uma interpretagdo ndo pertencer a
estrutura na qual estd definida, ndo podera ele ser compreendido pela relagdo de identidade
e, conseqiientemente, de um ponto de vista interno a linguagem, ser afirmado idéntico a si
mesmo — lembremo-nos de que esse predicado, nesses sistemas, apesar de logico, esta
restrito aos objetos que pertencem ao dominio da estrutura. Além disso, também ndo
podera a questdo ser nomeada por uma constante individual, ou mesmo compreendida na
extensdo de algum simbolo de predicado, dado que os simbolos ndo logicos da linguagem
sdo, todos eles, associados a elementos que pertencem a estrutura. No entanto, isso ndo
implica, por si, que esse elemento ndo pertenga ao universo de discurso dessas
interpretagdes. Varias sentengas de uma teoria que se apoéie sobre essas logicas e que tenha



modelos ndo classicos soam como senten¢as que aludem a esse elemento inominavel e
indistinguivel de modo positivo'.

Por meio de convenientes alterages nos conceitos de valoragdo e de satisfagdo, em
Q: e Q; sdo admitidos como possiveis valores para uma variavel, segundo uma
interpretagdo 'I numa estrutura A, ndo sé os elementos do dominio de A, mas também a
questio de 'I, independentemente de ser essa questio um elemento do dominio da estrutura.
Desse modo, o universo de discurso nesses sistemas, que como na logica classica € o
conjunto dos valores possiveis para uma variavel segundo uma interpretag@o, ndo coincide
necessariamente com o dominio da estrutura. Compreende-o, na verdade, mas € de tal
maneira definido que, ndo sendo a questdo da interpretagdo um elemento do dominio da
estrutura, o universo aparece como uma multiplicidade de limites ndo bem definidos, que
contém objetos como elementos, conjuntos como partes, mas que, no contexto da
linguagem — mas nio no da metalinguagem! — pode ndo ser considerado como conjunto.
Torna-se ele algo mais amplo do que o conjunto dos objetos nomeaveis da estrutura — 1.e.,
do que o conjunto dos objetos que podem ser ditos idénticos a si mesmos, que pertencem
ao dominio da estrutura —, passando a incluir também algo inominavel.

Ora, é com essa possibilidade de, segundo uma interpretagdo, atribuir-se a uma
variavel um valor que ndo s6 ndo pertence ao dominio da estrutura como também ndo pode
ser afirmado idéntico a si mesmo, que se pode variar a extensdo dos quantificadores
existencial e universal e construir sistemas logicos distintos entre si, nos quais, tanto os
quantificadores quanto a negagdo podem apresentar comportamento ndo classico. Sistemas
em que a relagdo de identidade ndo mais seja necessariamente reflexiva, ndo obstante
continue sendo simétrica e transitiva.

Se, cumpridas certas condi¢des, o universo de discurso, contrariamente ao que se da
na logica classica, pode ser considerado de um ponto de vista interno a linguagem como
algo que ndo seja um conjunto, a negagdo, quando aplicada a uma formula aberta a, ndo
nos leva necessariamente — como o faz na logica classica — ao conjunto complementar do
conjunto-solugio de a. Porque a nogdo de universo de discurso nesses sistemas
heterodoxos pode ser diferente da nogdo homografa num sistema classico, as nogdes de
conjunto-solugdo naqueles e nesse sistema também podem diferir uma da outra e, por
conseguinte, o efeito da negagdo sobre elas pode ndo ser igual num e noutros sistemas,
embora a defini¢io dada ao conectivo da negagio seja a mesma em todos eles. De fato, se a
questio de uma interpretagio I ndo pertence ao dominio da estrutura, uma formula aberta
o que contém como livres somente ocorréncias das variaveis §;,...,§, divide as n-uplas
formadas pelos elementos do universo de discurso de I em duas classes: a classe das n-
uplas que satisfazem o segundo I, e a classe da n-uplas que, segundo "I, ndo satisfazem a e

' Uma vez que os simbolos ndo légicos da linguagem sdo, por defini¢io de interpretagdo, associados aos
clementos de uma estrutura, todos os predicados de um elemento que ndo pertence ao dominio da estrutura
sdo, nesses sistemas, predicados negativos. O inomindvel ndo ¢ idéntico a si mesmo, ndo ¢ idéntico a
nenhum dos elementos do dominio da estrutura, ndo pertence a nenhum dos conjuntos associados ao
simbolos de predicado de caréncia 1, nem tem, com o que quer que seja, qualquer relagdo exprimivel por
predicado de caréncia maior do que 1.



que, pela definicdo de satisfagdo, sabemos entdo satisfazerem as contraditorias de a. Ora,
ndo ¢ dificil percebermos que, devido a presenga no universo de discurso de um elemento
ndo distinto, ao qual a linguagem ndo predica a identidade, no maximo uma dessas duas
classes pode, de um ponto de vista interno a linguagem, ser considerada conjunto’. Temos
assim, nessas condigdes, que a relagdo estabelecida entre a classe das n-uplas que sdo as
solugdes para uma formula aberta e a classe das n-uplas que s@o as solugdes para as
contraditorias dessa formula n3o pode ser reconhecida como sendo a de
complementaridade, caso queiramos guardar o sentido classico do termo.

Examinemos agora o comportamento semdntico dos quantificadores nessas
linguagens.

Em Q,, o quantificador existencial é definido de modo a compreender ndo s6 os
objetos do dominio da estrutura, mas também a questdo da interpretagio, ao passo que o
quantificador universal mantém-se com comportamento classico, referindo-se apenas aos
elementos do dominio da estrutura. Em Q,, 0 que se da é o inverso; o primeiro desses
quantificadores mantém-se com comportamento classico e o segundo passa a referir-se
também ao primeiro elemento do par que constitui a interpretagdo. Assim, num contexto de
uma interpretagdo cuja questdo ndo pertence ao dominio da estrutura, o quantificador
universal, ainda que em Q; expresse uma no¢do que tenha o sentido classico de um
conjunto, de uma classe a4 qual pertencem somente objetos distintos, e que equivalha
intuitivamente a “todos os objetos que sdo idénticos a si mesmos € que pertencem ao
dominio da estrutura”, em Q, remete-nos ele ao universo de discurso como um todo, a uma
multiplicidade que, por conter em particular a questdo da interpretagdo, ndo pode ser, de
um ponto de vista interno a linguagem, considerada como um conjunto, como uma
multiplicidade de limites bem estabelecidos. E o quantificador existencial, que tem em Q; o
mesmo sentido que na logica classica e corresponde a expressdo “existe no dominio da
estrutura pelo menos um objeto (idéntico a si mesmo)”, em Q,, equivale intuitivamente a
“existe pelo menos um objeto no universo de discurso (ndo necessariamente idéntico a si
mesmo) .

Com isso, podemos afirmar que, nesses sistemas, num contexto nio classico, ha
duas nogdes de totalidade e duas de existéncia que diferem entre si por ser uma mais
restrita, limitada ao dominio da estrutura, e outra mais abrangente, referindo-se em
particular & questdio da interpretacdo. Em Q;, a no¢dio mais restrita de totalidade € a
associada ao quantificador universal e a mais abrangente resulta de uma certa combinagéo
da negagdo com o quantificador existencial numa sentenga. Uma sentenga do tipo V§o™
propde-nos, intuitivamente falando, que todos os elementos do dominio da estrutura
possuam a propriedade o; ja uma do tipo "—~3§—a”, que todos os elementos do universo de

2 Cf. Andréa Lopari¢, “Les négations et les univers du discours”, in VVAA, Lacan avec les philosophes,
1991, paginas: 256 a 258.

’ Nesta dissertacdo, tal como Quine em Mathematical Logic, colocaremos entre os sinais ‘~ ¢ “’ as
expressdes que contenham ocorréncias de simbolos tanto da linguagem quanto da metalinguagem.



discurso — e em particular a questdo da interpretagio — possuam a propriedade a.* No
que diz respeito as nogdes de existéncia, a mais abrangente € ai a que esta associada ao
quantificador existencial, enquanto que a mais restrita é a que resulta de uma certa
combinag@o da negac¢do com o quantificador universal numa sentenga; uma sentenga do tipo
3§ propde-nos, intuitivamente, que exista pelo menos um elemento do universo de
discurso que possua a propriedade oo — podendo, talvez, ser a questdo da interpretag@o...
—, e uma sentenga do tipo "—~V§—a' propde-nos que exista pelo menos um elemento do
dominio da estrutura que possua a propriedade o..> Em Q,, por sua vez, mutatis mutandis, o
mesmo se da; a nogdo mais abrangente de totalidade é a que ¢ associada ao quantificador
universal e a mais restrita é a que resulta da combinagdo da nega¢do com o quantificador
existencial numa sentenga; a no¢do mais restrita de existéncia € a que € associada ao
quantificador existencial e a mais abrangente € a que resulta da combinag@o da negagdo com
o quantificador universal numa sentenca.

Vemos entdo que, por meio dos quantificadores, pode-se circunstancialmente fazer
referéncia ao elemento que ndo cai sob a relagdo de identidade desses sistemas e assim neles
construir sentengas cuja condigdo de verdade em certas interpretagdes comporta-se de
maneira oposta a estabelecida pelo principio de identidade na logica classica. Sentengas
como ‘Ix—x=x’, em Q,, e ‘—Vxx=x’, em Q,, ndo sdo mais consideradas contradigdes, e
podem ser verificadas somente por interpretagdes cuja questdo ndo pertenga ao dominio da
estrutura e, por conseguinte, cujo universo de discurso contenha um elemento ao qual a
identidade desses sistemas ndo se aplica. Por outro lado, sentengas como ‘Vxx=x’, em Qy, €
‘~Ix—-x=x’, em Q,, continuam sendo validas, porém nd3o s3o sendo expressdes de um
principio, digamos fraco, de identidade cujo alcance restringe-se ao dominio da estrutura e
que, por isso, ndo se aplica ao universo de discurso como um todo. Desse modo, o fato de
uma dada teoria nesses sistemas heterodoxos ser classica ndo € mais um pressuposto geral
da semantica, garantido por uma estipulagdo formulada na metalinguagem, mas antes uma
proposi¢do interna dessa teoria que exige esse tipo de situagdo, em Q;, deverdo ser
conseqiiéncias de uma teoria com essa caracteristica, sentengas como ‘—~3x—x=x’ e, em Q,,
sentengas como ‘Vxx=x’, que exigem que todos os elementos do universo de discurso
sejam idénticos a si mesmos.

Gostariamos ainda de as rapidas chamar a aten¢do para duas outras caracteristicas
dessas logicas ndo reflexivas. A primeira delas € a de que, se todas as diferengas entre Q, e
Q; e a logica classica baseiam-se na possibilidade de, segundo uma interpretac@o, atribuir-se
a uma variavel um valor que infrinja o principio de identidade, entdo o fragmento
proposicional desses sistemas, mesmo para as teorias que tenham modelos ndo cléssicos,
comporta-se de maneira totalmente classica. Ai continuam valendo todas as tautologias da

* Notemos com isso que, enquanto num sistema cldssico uma sentenga do tipo "V§o' € equivalente a uma
sentenga do tipo —3§-a, em Q,, ndo.

’ Notemos também com isso que, enquanto num sistema cldssico uma sentenga do tipo '3§o" é equivalente a
uma sentenga do tipo '—V§—a’, em Q;, ndo.



logica proposicional classica; valem, assim, o principio do terceiro excluido, o da ndo
contradig¢do e o da identidade proposicional.

A segunda caracteristica esta relacionada com o conhecido principio de identidade
dos indistinguiveis’. Se tivéssemos definido, nesses sistemas, uma interpretagdo para uma
linguagem L numa estrutura A de uma maneira um pouco mais ampla, como sendo um par
(I, I), onde a fung@o I fosse entendida da mesma maneira que o foi, mas I fosse, ao invés
de um objeto, um conjunto (ndo vazio e possivelmente infinito) de objetos que pudessem
ndo pertencer ao dominio de A, uma curiosa conseqiiéncia se seguiria. De um ponto de
vista interno a linguagem, seria indiferente se considerassemos um, dois ou mais elementos
fora do dominio da estrutura, uma vez que os predicados de um desses elementos seriam
exatamente os mesmo predicados de todos os demais’. Ou seja, nesses sistemas, ndo haveria
nenhum procedimento lingiiistico para contar quantos seriam os elementos aos quais ndo se
atribui o predicado de identidade e, por conseguinte, qualquer distingdo que fosse feita entre
elementos desse tipo teria de ser uma distingdo estabelecida na metalinguagem. Numa teoria
que possuisse modelos ndo classicos, jamais se poderiam distinguir, entre si, os objetos que
ndo pertencessem ao dominio da estrutura. Desse modo, seria uma propriedade dos
sistemas Q; € Q. que, se uma dada teoria T possuisse modelos ndo classicos, entdo T
possuiria pelo menos um modelo ndo classico definido por um par cujo primeiro elemento

fosse um conjunto unitario.

A demonstrag¢@o da corre¢do e completude dos sistemas Q; e Q, que apresentamos
aqui aproxima-se, em alguma medida, da que Henkin apresenta para a logica classica.

Sem nos preocuparmos com Q, — ja que esse calculo pdde ser entendido como
passivel de definigdo* em Q; —, iniciamos nosso texto expondo a sintaxe — com o léxico
categorial mais rico do que o usado pela Prof.* Andréa Loparic em seu artigo — ¢ a
semantica de Q,, reconstruida de modo a integrar o incremento feito no vocabulario da
linguagem. Em seguida, apresentamos o calculo Q;,, uma extensdo de Q; que nos auxiliara
na demonstragdo da corre¢do e completude de nossos sistemas heterodoxos. Um célculo
que contém como suas todas as sentencas de Q, e que desse sistema se diferencia
basicamente por ter acrescida as constantes ndo logicas da linguagem uma nova categoria: a
dos pardmetros, uma categoria cujos elementos tém, nesse calculo, ndo obstante as

¢ Quine, em From a logical point of view, pag. 71, escreve: “In general we might propound this maxim of
the identification of indiscernibles: Objects indistinguishable from one another within the terms of a given
discourse should be construed as identical for that discourse. More accurately: the references to the
original objects should be reconstrued for purposes of the discourse as referring to other and fewer objects,
in such a way that indistinguishable originals give way each to the same new object.”

Notemos que o principio da indistinguibilidade dos idénticos, mais conhecido como principio da
substitui¢do, continua valendo nesses sistemas heterodoxos, uma vez que sfo eles calculos extensionais.
Cf. propriedade 3.4.25, pag.40.

7 O fato de os elementos que ndo pertencem ao dominio da estrutura terem todos os mesmo predicados
parece-nos ser uma 6bvia decorréncia do fato de que, nessas linguagens, todos os predicados de um
elemento que ndo pode ser dito nem mesmo idéntico a si mesmo sdo predicados negativos. Cf. nota 1.

* Cf. pags. 79 ¢ 80.



possiveis diferengas semanticas, um comportamento sintatico semelhante ao dos nomes em
Q:. A nogdo de interpretagdo em Q;, — ai nomeada pro-interpretagdo — € definida em
fungdo da nogdo de interpretagdo em Q;, da seguinte maneira: uma pro-interpretagio ?I,, em
Qip € um par cujo primeiro elemento é uma interpretagio 'I de Q; — chamada base em Q,
da pré-interpretagdo 'I, — e cujo segundo elemento é uma fungdo que associa, a cada
parimetro, algum elemento do universo de discurso de 'I— possivelmente a questdo de 'I
—, e a cada uma das demais constantes ndo logicas da linguagem, o mesmo elemento que T
lhe associa em Q;. Desse modo, em Q;,, um pardmetro € um termo fechado que, segundo
uma pro-interpretagdo, pode ter como denotagdo um objeto que ndo pertence ao dominio
da estrutura, enquanto que, em Q,, um objeto que ndo pertence ao dominio da estrutura
jamais podera ser, segundo uma interpretagio, a denotagio de um termo fechado. E facil,
no entanto, percebermos que qualquer sentenga o que ndo contenha ocorréncias de
parametros € verdadeira segundo uma pro-interpretagdo 7Ip se, e somente se, também o for
segundo a base de T, em Q;.

Foi assim, langando mdo desse procedimento metodoldgico e estendendo o calculo
Qi, que pudemos contornar a maior dificuldade com que nos deparamos quando
tentavamos construir um sistema de dedugdo natural correto e completo para esse sistema.
Perguntavamo-nos naquela ocasido o que poderiamos inferir de sentengas que pudessem
fazer alusdo a algo que ndo fosse necessariamente idéntico a si mesmo e, ademais, como
poderiamos fazer, sintaticamente, tal inferéncia. A solugdo que encontramos foi,
intuitivamente falando, a de tratar esse algo que pode ndo ser idéntico a si mesmo como se
fosse um objeto como os demais, nomeando-o com o auxilio de termos que ndo
pertencessem & linguagem de Q;: os parametros. Fizemos assim com que a linguagem
tratasse tudo cuja existéncia pudesse ser nela afirmada como se necessariamente fossem
objetos. Como se!, talvez esse seja um estratagema inevitavel da linguagem.

Construimos entdo Qy,, analisamos algumas de suas propriedades seménticas e
apresentamos, na pag. 42, um sistema dedutivo para esse calculo, a fim de que pudéssemos
definir a nogdo de dedutibilidade em Q; em fungdo da nogdo de dedutibilidade em Q;,. Uma
sentenca o sera dedutivel em Q; de um conjunto de sentengas I se, e so se, a for pro-
dedutivel de I' em Q.

A legitimidade de Q;, — demonstrada no teorema 7, pig. 71 — assegurou-nos a
corregdo de Q;; e a demonstragdo da completude de Q, se deu, em linhas gerais, da seguinte
maneira:

e dada uma sentenga a € um conjunto I' de sentencas tais que a ndo fosse
dedutivel de I', demonstramos® que sempre seria possivel obter um conjunto
maximo A que contivesse I' e que fosse a-saturado®, completo e pro-
completo;

® Cf. teorema 8, pag. 74.
'* Le, fosse tal que, com respeito a ele, a nogdo de ‘pertencer’ fosse equivalente a de ‘ser pro-dedutivel’. Cf.
teorema 1, pag. 43.



e demonstramos" também que, dado um conjunto A qualquer a-saturado,
completo e pro-completo, sempre seria possivel obter uma pro-interpretacdo
— a que chamamos canonica — que verificasse todas (e somente) as
sentengas que pertencesse a esse conjunto A;

e ¢ assim, tornamo-nos capazes de demonstrar, pela contrapositiva, que, se o €
conseqiiéncia semantica de [, entdo o € dedutivel de I'. Com efeito, se a ndo
fosse dedutivel de I', a base da pro-interpretagdo candnica para um conjunto
maximo de I em Q, seria um modelo de I" que falsificaria o.

"' Cf. teorema 6, pag.64.



O CALCULO Q,

1) Sintaxe de Q;: A linguagem L para Q,

O vocabulario de L é formado por:
1) um conjunto infinito e enumeravel de variaveis: {x, x, Xa,...};
i) constantes logicas, a saber:
e um conectivo unario: ‘—’,
e quatro conectivos binarios: ‘A’, ‘V’, ‘=7, ‘>,
e dois simbolos de quantificagdo: ‘F’, ‘V’, e
e um simbolo de igualdade: ‘="; e
1i1) constantes néo logicas, a saber:
¢ um conjunto infinito e enumeravel de nomes: {a, a,, a,...};
e um conjunto infinito e enumeravel de simbolos funcionais: simbolos do
tipo ¢;", onde ¢ € a letra ‘f” do vocabulario da Lingua Portuguesa, ‘n’ e
‘I’ sdo numeros naturais, € ‘n’ € diferente de zero; e
¢ um conjunto infinito e enumeravel de simbolos de predicados: simbolos
do tipo 7;", onde 7 € a letra ‘P’ do vocabulario da Lingua Portuguesa,
‘n’ e ‘1’ sdo nameros naturais, € ‘n’ ¢ diferente de zero?; e
1v) sinais de pontuagdo: ‘(’, )’.
Chamamos simbolos individuais as variaveis e nomes de L.
Defini¢do de termo:
1) qualquer simbolo individual é um termo; e
ii) para quaisquer naturais i e n, se @;' é um simbolo funcional e Ti,...,T, sdo
termos, entdo ¢;"1;...T, também € um termo.
Um termo € dito fechado quando nele ndo ha nenhuma ocorréncia de variavel, caso
contrario, € dito aberto.
Defini¢do de formula:
1) para quaisquer naturais i € n, se ;" é um simbolo de predicado e 1;,..., 1, sdo
termos, entdo 7;'1;...T, € uma formula (atémica),
i) se T; € T 530 termos, entdo T;=T,' é uma formula (atomica);
iii) se o e 3 sdo formulas, entdo —a', (), (avp)', (a—P)', (ae>p)' sdo
formulas (moleculares);
iv) se K é um simbolo de quantificacdo, § é uma variavel e o € uma formula, entdo
K§a é uma formula (geral).

'> Enquanto o sobrescrito das constantes ndo logicas indicam a caréncia de tais simbolos, o subscrito serve
para distinguir diferentes simbolos com a mesma caréncia.



Em férmulas gerais, do tipo K§a, a seqiiéncia de simbolos K§ é chamada de
quantificador em §, enquanto que a formula o é chamada de escopo do quantificador
K8§.

Uma ocorréncia de uma variavel § numa formula o é ligada se, ou é a ocorréncia de §
que compde um quantificador K§ em a, ou encontra-se dentro do escopo de um
quantificador K§ em a.. Caso contrario, a ocorréncia é livre.

Chamamos sentenga a formula em que no ha ocorréncia de variaveis livres.

Chamamos ordem alfabética dos nomes a induzida pela ordem crescente dos indices
destes.

Uma ocorréncia de um simbolo individual 6 em uma formula o € objetual se é uma
ocorréncia de um nome ou uma ocorréncia livre de uma variavel.

Denotaremos por a®"**"/,;._ ,a 0 resultado da substituigio simultinea na formula o. de
todas as ocorréncias objetuais dos termos ©j,...,0, por ocorréncias de termos
P1,..., Pn, Tespectivamente. Uma substituicdo é regular se todas as ocorréncias de
constantes forem substituidas por ocorréncias de termos fechados e todas as de
variaveis, por termos abertos.

Um termo 1 é livre com respeito a um nome ¢ ou a uma varidvel livre § numa formula
o se, € somente se, nenhuma ocorréncia de ¢ ou § em o se encontra dentro do escopo
de qualquer quantificador Ky, onde y € uma variavel que ocorre em t.

2) Semantica de Qy: Definicdes

2.1) Uma estrutura A € formada por:
I. um conjunto ndo vazio denominado dominieo da estrutura (usualmente notado
por |A]);
I1. um conjunto de relagGes n-arias em |A|, contendo:
i) a relagdo de identidade em |A| (i.e., o conjunto dos pares ordenados do tipo
(€,€), onde € € um elemento de |A] ) — em simbolos, =4 ;
i) para cada n>1, um certo nimero de relagdes n-arias em |A| (i.e., conjuntos
de n-uplas ordenadas do tipo (€i,...,&,), onde cada §, para 1<j<n, é um
elemento de |A]); e
iii) para cada n>1, um certo namero de operagdes n-arias em |A|.

2.2) Uma interpretagio ‘I de L numa estrutura A é um par (?;, I, onde:
1) 1 é um elemento que pode pertencer, ou ndo, a |A|; e
i1) I é uma fungdo que associa:
e algum objeto de |A], I(c), a cada nome c;
e uma operagdo n-aria em |A|, I(¢;"), a cada simbolo funcional de caréncia n,
0, e
e uma relagdo n-aria em |A|, I(m;"), a cada simbolo de predicado de caréncia
n, 7",
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2.3) Seja I uma interpretagio de L numa estrutura A formada pelo par (?;, I). Dizemos
entdo que:
%é a questio de T e
a unido de {7} com |A| é o sobredominio de I.

2.4) Seja 'I uma interpretagio de L numa estrutura A formada pelo par (7, I). Entdo T é
dita completa se, e somente se, para cada elemento € de |A|, existe um nome c tal

que I(c) =¢&.

2.5) Uma sobrevaloragio s, numa estrutura A e com respeito a uma interpretagio I de L
nessa estrutura, é uma fungdo que associa as variaveis de L a elementos do
sobredominio de I. Assim, s(§) serd o elemento pertencente ao sobredominio de 'I
atribuido a variavel § por s.

2.6) Seja 'I uma interpretagio de L numa estrutura A. Sejam s e s” duas sobrevaloragdes
em A com respeito a 'I e § uma variavel de L. Entéio dizemos que s é normal em §,
se s(§) € um elemento de |A|; e que s e s’ sdo §-variantes, se ambas atribuem os
mesmos valores a todas as variaveis que ndo § —isto é, para toda variavel y

diferente de §, s(y)=s’(y).

2.7) Seja T uma interpretagdo de L numa estrutura A formada pelo par (%, I). Seja s uma

sobrevaloragio em A com respeito a 'I. Definimos, para a sobrevaloragio s, a
funcdo preenchimento por 'I, s;, como a que associa a cada termo T de L um
elemento sy(t) no sobredominio de I, da seguinte maneira:

1) se T € uma variavel, entdo sy(t) € s(1);

ii) se T € um nome, entdo s1(7) € I(1); e

iii) se 7 € do tipo ;"1;...7Ta, entdo:

o 51(7) € I(0;")(s1(t1),..., 5(Ts)), se, para todo k, 1<k<n, si(t)€|Al;

¢ e s(1) € 71, caso contrario.

2.8) Definigio de satisfagdo (para L e I):
Seja 'I uma interpretagdo de L numa estrutura A formada pelo par (?,I) e s uma
sobrevaloragio em A com respeito a 'I. Seja o uma formula. Entdo, dizemos que
s satisfaz o segundo 'T — em simbolos, s sat’; o0 — se:
I. a € uma formula atomica:
1) do tipo "1;=T," e o par (si(11), 5i(T2)) pertence & =4; ou
ii) do tipo 7;"1;... T, € a n-upla (s1(t1),..., 5(Ta)) pertence a relagdo I(m;"); ou
II. o € uma formula molecular:
i) do tipo "—P" e ndo ¢ o caso de s sat’; B; ou
ii) do tipo "(B1AB2)" e s sat’; B e s sat’; B2; ou
iii) do tipo "(B1vB,)' e s sat’; B; ou s sat’; B, ou
iv) do tipo "(B;—B>)" € ou ndo é o caso de s sat’; B; ou s sat’; B, ; ou
v) do tipo "(B1<>B2)" e ou s sat’; B e s sat’ B, ou nem é o caso de s sat’; B; nem
o de s sat’; B2; ou
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III. a ¢ uma formula geral:

1) do tipo "V§B" e, para qualquer sobrevaloragdo s’ §-variante de s normal em
§, s” sat’; B; ou
ii) do tipo "3§p" e, para alguma sobrevaloragiio s’ §-variante de s, s* sat’; B.
2.9) Seja T uma interpretagiio de L numa estrutura A. Entfio:

i) uma sentenca o. é verdadeira segundo "I — em simbolos, ="ja — se, ¢ somente
se, qualquer sobrevaloragio em A e com respeito a 'I satisfaz o segundo 'I; e

ii) uma sentenga o é falsa segundo I se, e somente se, nenhuma sobrevaloragio
em A e com respeito a 'I satisfaz o segundo L.

2.10) Uma interpretagio I de L numa estrutura A é um modelo para um conjunto I de
sentencas se, e somente se, todas as sentengas de I sdo verdadeiras segundo L.

2.11) Um conjunto I" de sentengas é consistente se, e somente se, ha um modelo paraI'.

2.12) Uma sentenca o é satisfazivel se, e somente se, ha uma interpretagio 'I (de L numa
estrutura A) segundo a qual a ¢é satisfeita por pelo menos uma das sobrevaloragdes
em A com respeito a 'L

2.13) Dizemos que uma sentenga o é logicamente vilida — em simbolos, = o — se, e
- somente se, o é verdadeira segundo qualquer interpretagdo.
2.14) Uma sentenga o implica logicamente uma sentenca B se, e somente se, em cada
interpretagio, toda sobrevaloragio que satisfaz o também satisfaz .
2.15) Uma sentenga o é comsegiiéncia logica de um conjunto I' de sentengas — em

simbolos, I' = o — se, e somente se, em cada interpretagdo, toda sobrevaloragdo
que satisfaz cada uma das sentenga de I' também satisfaz a.
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3) Uma extensio de Q; — o cilculo Q;p

Como procedimento metodolégico de prova lagaremos mio de uma linguagem auxiliar
L’ e construiremos o célculo Q;, de maneira que seja ele uma extensdo de Q.

3.1) Linguagem L’ para Q,,

A linguagem L’ é obtida a partir de L acrescentando-se as constantes ndo logicas uma
nova categoria, um conjunto infinito e enumeravel de simbolos, ditos pardmetros:

{p, p1, P2,-..}-

Os pardmetros tém comportamento sintatico em Q;, semelhante a0 dos nomes em Q;.
Por conseguinte, compreendemos por simbolos individuais de L’, obviamente, as
varidveis, os nomes e os parimetros de L’. A estas duas ultimas constantes
chamaremos pronomes.

Definimos, assim, pro-termo:

i) qualquer simbolo individual de L’ é um pr6-termo; e
ii) para quaisquer naturais i € n, se ¢;" é um simbolo funcional € 1y,..., T, 30 pro-
~ termos, entdo ¢;’1;... T, também € um préo-termo.

Dizemos que um pro-termo T, € um sub-pro-termo de um pro-termo tse T € t; ou se T é
do tipo ¢;"11...Ta € Ts é um sub-pro-termo de algum 7;, para 1<j<n.

Definimos pro-formula da seguinte maneira:

i) para quaisquer naturais i € n, n#0, se 7;" ¢ um simbolo de predicado € 1i,...,T,
sd0 pro-termos, ent3o 7m;"Ty...T, € uma pro-formula (atémica) de L’;

i) se 1) e T, sd0 pro-termos, entdo "1,=T,' € uma pro-formula (atﬁmica) deL’;

i) se o e P sdo pro-formulas de L’, entdo —a’, (anB)’, (avp)’; r(cn—)B)‘
(ae>B)" sdo pro-formulas (moleculares) de L’;

iv) se K é um simbolo de quantificagdo, § é uma variavel e o € uma pro—formula de
L’, entdo K§a € uma pro-férmula (geral) de L’.

As nogdes de quantificador, escopo, varidvel ligada e varidvel livre sio, mutatis
mutandis, definidas como em Q;. Um pré-termo € dito fechado se nele ndo ha
nenhuma ocorréncia de variavel; caso contrario, ¢ dito aberfo. Um pré-termo é dito
restrito se nele ndo ha nenhuma ocorréncia de parametros. Pro-sentengas sio pro-
formulas em que ndo ha nenhuma ocorréncia de variavel livre.

Chamamos ordem alfabética dos parimetros & induzida pela ordem crescente dos
indices destes. )

Uma ocorréncia de um simbolo individual & de L’ em uma pré-f()rmula o € objetual se é
uma ocorréncia de um pronome ou uma ocorréncia livre de uma variavel.

Denotaremos por a®""/,; _ . 0 resultado da substituigdo simultinea na pro-formula a
de todas as ocorréncias objetuais dos pro-termos c;, .,Oa por ocorréncias de pro-
termos p, ..., P, TESPECtivamente.
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Um pré-termo 1 ¢ livre com respeito a um pronome 6 ou @ uma varidvel livre § numa
pro-formula o se, e somente se, nenhuma ocorréncia de ¢ ou de § em o se encontra
dentro do escopo de qualquer quantificador Ky, onde y é uma variavel que ocorre em
1.

Notemos, a partir das definigdes de termos e formulas de L e de pro-termos e pré-
formulas de L’, que o conjunto dos termos de L esta contido no dos pro-termos de
L’, e o das formulas de L esta contido no das pro-formulas de L’.

3.2) Semintica para Q,,

3.2.1) Uma pré-interpretagdo ?Ip de L’ numa estrutura A é um par ('L, L), onde:
i) I é uma interpretagiio de L em A; e
ii) I, é uma fungdo definida no conjunto das constantes néo l6gicas de L’ tal que:
e para toda constante ndo logica i de L, I(n)) € o mesmo que I(n); e
o para cada parametro £, I(£) é algum elemento do sobredominio de 'L

3.2.2) Se 'I é uma interpretagio de L numa estrutura A e ’I, uma pro-interpretagdo de L’
em A formada pelo par ('L L), entdio dizemos que "I é a base em L de I,

3.2.3) Seja "I, uma pro-interpretagio de L’ numa estrutura A cuja base em L é uma
interpretagio I formada pelo par (2,I). Diremos entio que a questio € o
sobredominio de "I, sdo, respectivamente, a questdo e o sobredominio de L

3.2.4) Seja "I, uma pro-interpretagio de L’ numa estrutura A e "I sua base em L; entéio, T,

é dita completa se, e somente se, 'I é completa; e, pro-completa se, e somente se,
para cada elemento & do sobredominio de I, existe um pronome o tal que "I(c) = &.

3.2.5) Uma sobrevaloragdo s, numa estrutura A e com respeito a uma pro-interpretagio

?I,, de L’ nessa mesma estrutura, ¢ uma fungdo que associa as variaveis de L’ a
elementos do sobredominio de 'I,. Assim, s(§) serd o elemento pertencente ao
sobredominio de "I, atribuido a varivel § por s.
Notemos que, sendo I, uma pré-interpretagio de L’ numa estrutura A cuja base em
L é "I, o conjunto das sobrevaloragdes em A com respeito a ’I, é 0 mesmo que o das
sobrevaloragies em A com respeito a I, isto é, que qualquer que seja a
sobrevaloragdo s, § € em A com respeito a ?I,, se, e somente se, s € em A com
respeito a 'I.

3.2.6) Seja I, uma pré-interpretagio de L’ numa estrutura A. Sejam s e s° duas
sobrevaloragdes em A com respeito a 'I, € § uma variavel de L’. Entéio dizemos que
s ¢ normal em §, se s(§) é um elemento do dominio de A e que s e s” sdo §-
variantes, se ambas atribuem os mesmos valores a todas as variaveis que ndo § —
isto ¢, para toda variavel y diferente de §, s(y)=s"(y).
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3.2.7) Seja 7I,, uma pro-interpretagio formada pelo par (I, I,) de L’ numa estrutura A.
Seja s uma sobrevaloragio em A com respeito a 'I,. Definimos, para a
sobrevaloragdo s, a fungio preenchimento por 'L, si,, como a que associa a cada
pro-termo 1 de L’ um elemento s,(t) no sobredominio de 'I,, da seguinte maneira:

1) se T é uma variavel, entdo sy(T) € 5(1);

i1) se T € um pronome, entdo sy(t) € L(7); €

iii) se T é do tipo ¢;"1...T,, entdo:
* 5i(T) € I(@:")s(t), .., Sp(Ta)], se, para todo k, 1<k<n, sp(u)€|Al;
e ¢, sp(T) € N, caso contrario.

3.2.8) Definigio de satisfacdo (para L’ e 'L):

Seja "I, uma pré-interpretagio de L’ numa estrutura A formada pelo par (LL) e s
uma sobrevaloragdo em A com respeito a 7I,,. Seja oo uma pro-formula. Entdo,
dizemos que s satisfaz o segundo I, (em simbolos, s sat’y, o) se:

I. o é uma pro-formula atomica:
(1) do tipo "1:=13" € o par (sy(T1), Sp(T2)) pertence a relagdo de identidade
em |Al; ou
(2) do tipo 7'11...T, € a n-upla (sp(T1),...,5(Ts)) pertence a relagdo
I(m"); ou
II. o é uma pro-formula molecular:
(1) do tipo "—f" e ndo é o caso de s sat’y, B; ou
(2) do tipo (B1AB2)" e s sat’s, B; € s sat’y, B2 ou
(3) do tipo "(B1vp,)" € s sat’y, B1 ou s sat’y, B2; ou
(4) do tipo "(81—B2)" € ou ndo é o caso de s sat’y, P ou s sat’y, B2 ou
(5) do tipo "(B1<>B2)" e ou ssat’y, B € ssat’y, B2 ou nem é o caso de
s sat?g,, Binemodes sat71,, B2; ou
II. o é uma pro-formula geral:
(1) do tipo V§B"' e, para qualquer sobrevaloragio s* §-variante de s
normal em §, s sat?lp B; ou
(2) do tipo 3§B" e, para alguma sobrevaloragio s’ §-variante de s,
s” sat’, B.
3.2.9) Seja 'L, uma pro-interpretagio de L’ numa estrutura A. Entio:

i) uma pré-sentenca o. de L’ é verdadeira segundo "I, — em simbolos, =", o —
se, e somente se, qualquer sobrevaloragdo em A e com respeito a ’I,, satisfaz o
segundo I; e

ii) uma pro-sentenca o de L’ é falsa segundo I, se, e somente se, nenhuma
sobrevaloragiio em A e com respeito a ', satisfaz o segundo T,

Notemos que, sendo "I, uma pro-interpretagio de L’ numa estrutura A cuja base em
L é "I, para qualquer variavel ou nome G de L e para qualquer sentenga o temos,
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como decorréncia imediata das defini¢des de fungdo preenchimento, satisfagdo e
verdade, que:

1) para qualquer sobrevaloragdo s em A, s{0) € s(0); €

.. o ? ?

i) para qualquer sobrevaloragdo s em A, s sat’; o se, e somente se, s sat', Q; €

iii) & é verdadeira segundo I se, e somente se, a é verdadeira segundo "I, .

3.2.10) Dizemos que uma pro-sentenga o € pro-vdlida logicamente — em simbolos, > o
—se, e somente se, o € verdadeira segundo qualquer pro-interpretago.

3.2.11) Uma pro-sentenca o. é pro-conseqiiéncia logica de um conjunto I' de pro-
sentencas (em simbolos, I' I> o) se, e somente se, em cada pro-interpretagdo, toda
sobrevaloragdo que satisfaz cada uma das pro-sentengas de I' também satisfaz a.

3.3) Noc¢do de conseqiiéncia tautolégica em Q,,

Seja B o conjunto das pro-sentencas de L’.
Definimos a fun¢gdo cm: B—o, chamada complexidade molecular de (3, da seguinte
maneira: para cada 3, BeB,
i) se B € atomica ou geral, entdo cm(B)=1;
ii) se B é P, entdo cm(B)=cm(P;)+1;
iii) se B é (B1 % B,)", entdo cm(B)=cm(B;)+cm(B)+1, onde x €{A, v, >, ©}.
Uma valoragdo booleana é uma funcéo ¢: B— {V,F} tal que, para cada pro-sentenca f3,
se cm(B)>1, entdo ¢(B)=V se, e somente se:
1) B é do tipo —f:" e §(B1)=F; ou
ii) B € do tipo (B1AB2)" € ¢(B1)=(B2)=V; ou
iii) B € do tipo (B1vB2)" e $(B1)=V e/ou $(B2)=V; ou
iv) B € do tipo (B1—P2)" e ¢(B1)=F e/ou ¢(B2)=V; ou
v) B € do tipo (B1<>B2)" € $(B1)=0(B2).
Seja I' U {a} um subconjunto de B. Dizemos que o é conseqiiéncia tautologica de I" se
ndo existe nenhuma valoragio booleana que atribua “V’ a cada elemento deI' ¢ ‘F” a
Q.
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3.4) Propriedades semanticas de Q;,

3.4.1) Para quaisquer pro-interpretagdes I, ?I,,’ de L’ numa estrutura A, quaisquer
sobrevaloragdes s em A e com respeito a ', e s’ em A e com respeito a I,
qualquer conjunto de simbolos interpretaveis Z, qualquer nimero n de quaisquer
simbolos individuais de L’ distintos k;,..., k,, qualquer pré-termo T cujos simbolos
estdio em XU {ki,...,ka}, € quaisquer pro-termos pi,..., Pa, N30 necessariamente
distintos, se ocorre que:
(i) a questo de "I, é igual a questdo de 'I,’, e
(i1) para qualquer c€X, I(c) éigual a[;’(0), e
(i) para 1<i<n, sy(k;) & igual a s’y (o),

entdo temos que sy,(t) € igual a 'K (T " p1,.._pm).

Demonstragao:

Por indugdo na complexidade m de .

Seja A uma estrutura. Sejam 71,,, ?Ip’, 5,8, Z, Ku,..., kn, P1,..., Pn tais que as condigdes
(1), (i1) e (iii) acima estejam satisfeitas. Seja T um pro-termo, de complexidade m, cujos
simbolos estejam em 2 U {ky,..., ka}.

Base: m=0
Temos os seguintes casos a considerar:
I. T € uma variavel.
(1) Entdo 1 pertence a {ki,..., ka}; ou seja, T € algum k;, para 1<i<n.
(2) Logo, T * /sy on é pi.
(3) Ora, pela condigdo (iii) acima, sabemos que sy(k;) € igual a s’y(p;), para
qualquer 1<i<n.
(4) Portanto, si,(7) ¢ igual a 8", (T /o1, ._on).
II. © é um pronome.
(1) Entdo T pertence a Z U {k;,..., ka}.
(2) Suponhamos, primeiramente, que T € algum k;, para 1<i<n.
(3) Entdo T *,1. on € pi.
(4) Ora, pela condigdo (iii) acima, sabemos que sp(k;) € igual a s’p(p;), para
qualquer 1<i<n.
(5) Logo, si(t) é igual a 8’ ("1 0.
(6) Suponhamos, por outro lado, que T ndo seja nenhum k;, para 1<i<n.
(7) Entdo, 1€ e T "y m € T.
(8) Pela defini¢do da fungdo preenchimento, temos que sy(T) € igual a I(7) e
que s’p(7) € igual a I,’(7).
(9) Ora, pela condigdo (ii) acima, sabemos que I(t) € igual a I,’(t).
(10) Logo, siy(t) é igual a s’ (T "1, . on).

(11) Portanto, se T é um pronome, si,(t) ¢ igual a 8’ (T ",

ep)-
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Passo indutivo: 0<r<m

Hipotese indutiva: Para quaisquer 1,, 'L, T, s, s, n, ki,....Ka, P1,...,Pa que
satisfagam as condig¢des (i), (ii) e (iii) do enunciado, e para todo pro-termo
1, de complexidade r, cujos simbolos estio em U {ki,...,k, }, temos
que sp(1) € igual a 8" (T 1o onc).

Mostremos agora que um pro-termo T de complexidade m, cujos simbolos estejam em

2 U {ky,..., ka}, também possui essa propriedade.

(1) T € do tipo @%;...14.

.....

(3) Ora, pela definigdo da fungdo preenchimento, temos que sy(T) €:
j)ou I(@Y)[sp(t1),..., ()], caso ocorra, para todo i, 1<i<q, que
sp(T)€lAl,
ii) ou a questio de 'I,, caso ocorra, para algum i, 1<i<q, que s(T;)€|A|.
(4) Mas, podemos afirmar:
i) pela condigdo (ii) do enunciado, que L(0") ¢ igual a I,’(¢%) — pois
o'eX;e,
ii) pela hipotese indutiva, que sp(t;) é igual a 5", (T /o1, ._on), para todo
i, 1<i<q — pois os simbolos de 1,,..., T4 estdo em Z U {ky,....k,} e a
complexidade de cada um desses pro-termos € menor que m.
(5) Assim, do item ii de (4), pela condigdo (i) do enunciado, temos que, para
1<i<q, sp(T)2|A| se, € somente se, 8’ (T 1, on) €|Al.
(6) Logo, de (3), (4) e (5), inferimos que:
i) ou si(7) é igual a PO (01" Vo1, _n),- -, (" " Vo1, m)], SE,
para todo i, 1<i<p, s’y (Ti)€|A],
ii) ou sp(t) ¢ igual & questdo de 'I,’, se, para algum i, 1<i<q, 8’(t)2/|Al.
(7) Portanto, pela definicdo da fungdo preenchimento, sy(t) € igual a
S p,..m).

3.4.2) Seja ?I,, uma pro-interpretagdo qualquer de L’ numa estrutura A. Se T € um pro-
termo cujas varidveis ocorrem na lista §;,..., § (k>0; quando k=0, T ndo tem
variaveis), ¢ se s € s° sdo duas sobrevaloragdes em |A| com respeito a "I, que
concordam na atribuigdo que fazem a §,,..., §, entdo sp(1)=5"p(T).

Demonstragdo:
(1) Sejam ?I,, e 71,,’ a mesma pro-interpretagdo de L’ numa estrutura A.
(2) Entéio I, e 'I,’ tém o mesmo sobredominio e concordam na atribuigdo que
fazem aos simbolos interpretaveis de qualquer pro-termo.
(3) Seja Z o conjunto dos simbolos interpretaveis que ocorrem num pro-termo
o
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(4) Entdo as condigdes (i) e (ii) da propriedade 3.4.1 acima demonstrada estdo
satisfeitas e, se fizermos k,..., k, serem as variaveis distintas entre si que
ocorrem em T €, para 1<i<n, p; ser k;, satisfaremos também a condigao (iii)
dessa mesma propriedade para quaisquer duas sobrevaloragdes s € s” que
concordem na atribuigdo que fazem as variaveis de 1.

(5) Assim, pela  propriedade 3.4.1, podemos afirmar que
SIP(T)zs’Ip’(rkl""’h‘/pl,---,pn)'

(6) Mas, como T /o1 on 6 T it ks T o1, on 6 T.

(7) Portanto, inferimos que sip(T)=5"1(1).

3.4.3) Para quaisquer pro-interpretagdes I, I, de L’ numa estrutura A, quaisquer
sobrevaloragdes s em A e com respeito a ', e s° em A e com respeito a I,
qualquer conjunto de simbolos interpretaveis X, qualquer numero n de quaisquer
simbolos individuais de L’ distintos ki, ..., ko, qualquer pro-formula a cujos simbolos
interpretaveis e variaveis livres estdo em Z U {k,,...,k,} € quaisquer pro-termos de
L’, ndo necessariamente distintos, p;,..., Pa, S€ OCOITE quUE:

(i) a questdo de "I, é igual 2 questdo de 'I,’, e
(ii) para qualquer o€Z, I(o) € igual aI;’(0), e
(ii1) para 1<i<n, sp(k;) € igual a s’ (p;), €
(iv) para I<i<n, p; ¢ livre com respeito a k; em a,
entdio temos que s sat’, & se, € somente se, 5” sat & o1 on.

Demonstragao:

Por indu¢@o na complexidade m de a.

Seja A uma estrutura. Sejam ?Ip, ?I,,’, 5,8, Z, ki,...,ka, p1,..., Pa tais que as condigdes
(i), (i), (iii) e (iv) acima estejam satisfeitas. Seja a uma pro-formula, cujos simbolos
interpretaveis e variaveis livres estdo em X U {k;,..., ka}.

Base: m=0
Entdo a € atdmica. Temos dois casos a considerar:
I. a é do tipo 1,=1,".

(1) Entio akl,...,kn/pl,m,pn 5 ,—tlkl,...,lm/pl ..... p“:,[21(1,...,1(11/"1’.“")‘11'

(2) E, pela definicio de satisfagio, temos que s sat’, a se, e somente se, o par
(sp(T1), sp(12)) pertence a relagdo de identidade em |A].

(3) Mas, pela propriedade 3.4.1 acima demonstrada, podemos afirmar que
s;,,(tj)=s’1,,»(tjkl""’k"/pl,._,,pn), para qualquer je {1,2}.

(4)E, por conseguinte, que o par {sp(T1),sp(T2)) pertence a relagdo de
identidade em |A| se, e somente se, também a ela pertencer o par
(S0 o0, S (02 1, on)).

(5) Portanto, pela defini¢do de satisfagdo, inferimos que s sat?;p o se, e somente

> g kl,... kn
se, 5™ sat'y o 5 T—
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(4) Ora, pela definigdo de satisfagdo, temos que s sat?lpa se, € somente se,
qualquer sobrevaloragio em A com respeito a I, §-variante de s normal
em § satisfaz B segundo 'I,.

(5) Seja s* uma das sobrevaloragdes normais em § e que difiram de s no
maximo pela atribuigdo que fazem a variavel §.

(6) Seja s* a mesma sobrevaloragio que s* exceto por atribuir & varidvel § o
mesmo elemento que s” Ihe atribui.

(7) Ent3o, de (5) e (6), pela condigdo (i) do enunciado, podemos afirmar:

i) que 5" é §-variante de s’ normal em §, e

ii) mais genericamente, que existe uma fungdo bijetora entre o conjunto
das sobrevaloragdes §-variantes de s normais em § e o conjunto das
sobrevaloragdes §-variantes de s’ normais em §, ja que a cada
sobrevaloragdo §-variante de s normal em § podemos associar a
sobrevaloragdo §-variante de s° que atribui a variavel § o mesmo
elemento de |A| que s lhe atribui; e vice-versa.

(8) Ora, como, por construgdo e pela propriedade 3.4.2, temos:

i) de (1), que, para 1<i<n, s°(k))=sp(k:), €

ii) de (2), que, para 1<i<n, 5"y (pi)=5"w(p}),

pela condigdo (iii) do enunciado, podemos inferir que, para 1<i<n,
(k)= (p3).

(9) E, por conseguinte, que todas as condigdes (i), (i), (iii) e (iv) do enunciado
estdo satisfeitas para as sobrevaloragdes s* com respeito a ‘I, e s’ com
respeito a 'I,’.

(10) Assim, como 3 tem complexidade menor que m, pela hipotese indutiva,
s” sat’y, B se, e somente se, 5* sat’y B o1 pn.

(11) Logo, de (4), (5), (7) e (10), pela condigdo (i) do enunciado, inferimos
que s sat?lp o se, e somente se, todas as sobrevalorages em A §-variantes
de 5* e normais em § satisfazem p**",; . segundo a pro-interpretagio

?Ip’
(12) Portanto, pela definicio de satisfagdo, s sat71p o se, e somente Se,
5 satly @k
III. o é do tipo 3§B".
(1) Tal como para o caso anterior, teriamos dois casos a considerar:
i) § é algum dos ky,.. ., k,, ou
ii) § ndo € nenhum dos ky,..., k,.
Mas, pelos mesmos motivos 14 apresentados, podemos considerar sem
perda de generalidade apenas o caso em que § ndo é nenhum dos
ky,..., k.
(2) Sabemos, pela condi¢do (iv) do enunciado, que § ndo € nenhum dos
elementos de {p1,..., Pa}.
(3) Entdo ooy, . on € FEB M V1, on'.
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(4) Ora, pela definicio de satisfagio, temos que s sat’p L Se, € somente se,
alguma sobrevaloragdo em A com respeito a 'I, §-variante de s satisfaz f§
segundo T, .

(5) Seja s” uma sobrevaloragio que difira de s no maximo pela atribuigiio que
faz a variavel §.

(6) Seja s” a mesma sobrevalorago que s* exceto por atribuir a variavel § o
mesmo elemento que s” Ihe atribui.

(7) Entdo, de (5) e (6), pela condigdo (i) de enunciado, podemos afirmar:

i) que 5* ¢ §-variante de 5°, e

if) mais genericamente, que existe uma fungdo bijetora entre o conjunto
das sobrevaloragdes §-variantes de s e o conjunto das sobrevaloragées
§-variantes de s°, ja que a cada sobrevaloragdo §-variante de s podemos
associar a sobrevaloragdo §-variante de s’ que atribui a variavel § o
mesmo elemento do sobredominio que s lhe atribui; e vice-versa.

(8) Ora, como, por construgdo e pela propriedade 3.4.2, temos:

i) de (1), que, para 1<i<p, s"(k)=sp,(ks), €
ii) de (2), que, para 1<i<p, 5"y (p)=5"w(p),
pela condigdo (iii) do enunciado, podemos afirmar que s"lp(ki)=sﬂ w(Pi)-

(9) E, por conseguinte, que todas as condig¢des (i), (ii), (iit) e (iv) do enunciado
estdo satisfeitas para as sobrevaloragdes s* com respeito a ‘I, € s* com
respeito a 'I,’.

(10) Assim, como B tem complexidade menor que m, pela hipotese indutiva,
s sat?lp B se, e somente se, s sat’y B

(11) Logo, de (4), (5), (7) e (10), pela condig¢do (i) do enunciado, inferimos
que s sat?x,, o se, e somente se, alguma sobrevaloragdo em A §-variante de
s* satisfaz B“" "/, segundo a pro-interpretagio I,”.

(12) Portanto, pela definicdo de satisfagdo, s sat?},, o se, e somente se,

ko

> ?
Y Sat Ip’ a pesesPM ¢

3.4.4) Seja "I, uma pro-interpretagio de L’ numa estrutura A ¢ s e s’ sobrevaloragdes em
A com respeito a 'I,. Seja o uma pro-formula cujas variaveis livres ocorrem na lista

§1,-.., §. Ent8o, se ocorre que, para todo i, 1<i<n, s(§)=s"(§;), entdo s sat?lp o se, e
somente se, s” sat’y, q.

Demonstragio:
(1) Sejam py,..., pa simbolos individuais tais que, para todo i, 1<i<n, p; é §;.
(2) Sejam s e 5” sobrevaloraces em A com respeito a ?I,, tais que, para todo 1,
1<i<n, s(§i)=s"(§y).
(3) Seja ?Ip’ a mesma pro-interpretacdo que ?Ip e s a mesma sobrevalorago
que s’
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(4) Entdo ndo s6 T, e "I, tém o mesmo sobredominio e concordam na
atribuigdo que fazem aos simbolos interpretaveis da pro-formula o como
também, para todo i, 1<i<n, sp(§)=sp(p:), dado que sp(§)=s"n(§:) e
()5 w(§).

(5) Seja £ o conjunto dos simbolos interpretaveis que ocorrem em o.

(6) Entdo as condigdes (i), (ii), (iii) e (iv) da propriedade 3.4.3 estdo satisfeitas
e, com isso, podemos afirmar que s sat?r,, o se, € somente se,
5 sat?x,’ oS §n/pl,...,pn-

(7) Portanto, s sat’y, o se, € somente se, 5* sat’y, 0.

3.4.5) Seja 'I, uma pro-interpretagio de L’ numa estrutura A formada pelo par (LIyes
uma sobrevaloragdo nessa estrutura com respeito a essa pro-interpretagdo; seja o
uma pro-formula contendo ©3,...,06, como simbolos individuais de L’ distintos.
Entdo, para quaisquer pro-termos py,..., pa de L’ tais que, para todo i, 1<i<n, p; é
livre com respeito a o; em o ¢ sip(0i)=sp(pi), podemos afirmar que s sat71p o se, e
somente se, s sat’, 0" /o1 on.

Demonstragao:

(1) Sejam py,..., p. pro-termos tais que, para todo i, 1<i<n, p; € livre com
respeito a 6; em o e si(G;)=sp(Pi).

(2) Seja ', a mesma pro-interpretagio que ‘I, e s’ a mesma sobrevaloragio
que s.

(3) Entdio ndo s6 ', e ', tém o mesmo sobredominio e concordam na
atribui¢do que fazem aos simbolos interpretaveis da pro-formula a como
também, para todo i, 1<i<n, sy(0:)=5"p'(Pi).

(4) Seja Z o conjunto dos simbolos interpretaveis que ocorrem em Q.

(5) Entdo as condigdes (i), (ii), (iii) e (iv) da propriedade 3.4.3 estdo satisfeitas
e, com isso, podemos afirmar que s satisfaz o segundo ?I,, se, e somente se,
s” satisfaz a® ™1 segundo I,

(6) Portanto, s sat’, & se, e somente se, 5 sat’ 0" "™ /p1. . pn.
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(4) Ora, pela definicio de satisfagio, temos que s sat’, . se, € somente se,
alguma sobrevaloragio em A com respeito a 'I, §-variante de s satisfaz
segundo T,

(5) Seja 5" uma sobrevaloragdo que difira de s no maximo pela atribuigio que
faz a variavel §.

(6) Seja 5" a mesma sobrevaloragio que s* exceto por atribuir a variavel § o
mesmo elemento que s” Ihe atribui.

(7) Entdo, de (5) e (6), pela condigdo (i) de enunciado, podemos afirmar:

i) que s é §-variante de 5°, e

ii) mais genericamente, que existe uma fungdo bijetora entre o conjunto
das sobrevaloragdes §-variantes de s € o conjunto das sobrevaloragdes
§-variantes de s°, ja que a cada sobrevaloragdo §-variante de s podemos
associar a sobrevaloragdo §-variante de s’ que atribui a variavel § o
mesmo elemento do sobredominio que s lhe atribui; e vice-versa.

(8) Ora, como, por construgdo e pela propriedade 3.4.2, temos:

i) de (1), que, para 1<i<p, s",(k;)=sy(ki), €
ii) de (2), que, para 1<i<p, 5", (pi)=5"1y(p?),
pela condigdo (iii) do enunciado, podemos afirmar que s";,,(]q)=s”.,,'(p;).

(9) E, por conseguinte, que todas as condig¢des (i), (ii), (ii1) e (iv) do enunciado
estdo satisfeitas para as sobrevaloragdes s° com respeito a I, e s° com
respeito a 'I,’.

(10) Assim, como B tem complexidade menor que m, pela hiptese indutiva,

(11) Logo, de (4), (5), (7) e (10), pela condigdo (i) do enunciado, inferimos
que s sat?lp a se, e somente se, alguma sobrevaloragdo em A §-variante de

(12) Portanto, pela definigio de satisfagio, ssat’, o se, e somente se,

s, sat?]p’ akl,...,kn/pl

3.4.4) Seja "I, uma pro-interpretagdo de L’ numa estrutura A e s e s” sobrevaloragdes em
A com respeito a I,. Seja o uma pro-formula cujas variveis livres ocorrem na lista
§1,..., §. Entfio, se ocorre que, para todo i, 1<i<n, s(§;)=s"(§;), entdo s sat’y, o se, €
somente se, 5” sat'sp Q.

Demonstragio:
(1) Sejam py,..., p, simbolos individuais tais que, para todo i, 1<i<n, p; € §;.
(2) Sejam s e 5* sobrevaloragdes em A com respeito a 'I, tais que, para todo i,
1<i<n, 5(§i)=s"(§)).
(3) Seja 'I,” a mesma pro-interpretagio que I, € s a mesma sobrevaloragio
que s’
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3.4.6) Seja I, uma pro-interpretagdo de L’ numa estrutura A formada pelo par (LI, se
s’ sobrevaloragbes nessa estrutura com respeito a essa pro-interpretagio e tais que
seja s' uma sobrevaloragio §-variante de s. Seja o uma pro-formula. Entdo, para um
pré-termo p de L’ livre com respeito a variavel § em a e tal que sp(p)=s"u(§),
podemos afirmar que s sat?l,, o se, e somente se, § sat?l,, o/, .

Demonstragdo:

(1) Seja "I, a mesma pré-interpretagio que I,

(2)Entio T, e '’ ndo s6 tém o mesmo sobredominio como também
concordam na atribui¢do que fazem aos simbolos interpretaveis de .

(3) Seja s° uma sobrevaloragdo em A com respeito a ?I,,’ tal que, para qualquer
variavel § que ndo §, s"(§ )=s(§").

(4) Seja p um pro-termo de L’ livre com respeito a variavel § em a e tal que
sp(P)=s"p(§); € seja Z o conjunto dos simbolos interpretaveis que ocorrem
ema.

(5) Entdo, as condigdes (i), (i), (ii)) e (iv) da propriedade 3.4.3 estdo
satisfeitas e, com isso, podemos afirmar que s’ satisfaz o segundo I, se, e
somente se, s satisfaz o/, segundo "I, .

(6) Mas como I, e 'I,” sio a mesma pro-interpretagdo, s° € a sobrevaloragdo s*
§-variante de s tal que si(p)=s"5(§)-

(7) Portanto, s sat’y, o se, e somente se, s sat’, 0¥/, .

3.4.7) Para quaisquer pro-interpretagdes ', e ‘I, de mesmo sobredominio formadas
respectivamente pelos pares ('L I,) e (", 1,”), qualquer sobrevaloragéo s e qualquer
pro-formula o, se ocorre que I, e I’ diferem entre si no maximo quanto a atribuigao
que fazem aos simbolos interpretaveis que n3o ocorrem em o, entdo temos que s

: ? . ks o)
satisfaz o segundo I, se, e somente se, s satisfaz o segundo 'I,’.

Demonstragdo:

(1) Seja o uma pro-formula, e 7I,, e ?I,,’ duas pro-interpretagdes de mesmo
sobredominio formadas respectivamente pelos pares ('I, Lie {r, I’) e tais
que I, e I’ diferem entre si no méaximo quanto a atribui¢do que fazem aos
simbolos interpretaveis que ndo ocorrem em o.

(2) Ora, como essas pro-interpretagdes tém o mesmo sobredominio, toda
sobrevaloragio com respeito a ‘I, é também uma sobrevaloragio com
respeito a 'I,’.

(3) Seja s uma sobrevaloragdo com respeito a ?I,,, e s’ a sobrevaloragio com
respeito a 'I,” tal que s° é igual a s.

(4) Seja X o conjunto dos simbolos interpretaveis de a.

(5) Seja ky,..., k, as variaveis livres, distintas entre si, que ocorrem em o e,
para 1<i<n, seja p; k; .
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(6) Entdo as condigdes (i), (ii), (iii) e (iv) da propriedade 3.4.3 estdo satisfeitas
e, por conseguinte, podemos afirmar que s satisfaz o. segundo I, se, e
somente se, s* satisfaz & */,; ., segundo "I,

(7) Mas, ockl""’]"“/,,l,,.,,,,ll é o, e s €5’ s30 a mesma sobrevaloragdo.

(8) Portanto, s satisfaz o segundo 'L, se, e somente se, s satisfaz o segundo

N
Ip.

3.4.8) Seja ', uma pro-interpretagio de L’ numa estrutura A, s uma sobrevaloragio em A
com respeito a T, e o uma pro-sentenga qualquer. Entéio:
i) se s satisfaz o segundo "I, entdo o é verdadeira segundo ;e
ii) se s ndo satisfaz o segundo "I, entdo o é falsa segundo T, .

Demonstragio:
a) do item i

(1) Suponhamos que s sat’s, o.

(2) Seja s” uma sobrevaloragio qualquer com respeito a I,

(3) Entéo, como o é uma pro-sentenga (i.e, nela ndo ha nenhuma ocorréncia
de variavel livre), pela propriedade 3.4.4, temos que ssatpo se, e
somente se, s” sat’p OL.

(4) Logo, s’ sat?lP o.

(5) Assim, como s° € qualquer, podemos afirmar que qualquer sobrevaloragdo
satisfaz o segundo "I, .

(6) E, pela definigio de verdade, que o. é verdadeira segundo "I, .

b) do item ii

(1) Suponhamos que néo é o caso de s sat’y, a.

(2) Seja s” uma sobrevaloragio qualquer com respeito a "I, .

(3) Entdo, como a € uma pro-sentenga — i.e, nela ndo ha nenhuma ocorréncia
de variavel livie—, pela propriedade 3.4.4, temos que s sat’, o se, e
somente se, s’ sat’ Q.

(4) Logo, ndo ¢ o caso de s’ sat’y, oL

(5) Assim, como s’ € qualquer, podemos afirmar que qualquer sobrevaloragdo
néo satisfaz o segundo I, .

(6) E, pela definigéo de falsidade, que a é falsa segundo I, .
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3.4.9) Seja ‘I, uma pro-interpretagio € o uma pro-sentenga qualquer. Entdo ou a é
verdadeira segundo "I, ou a. é falsa segundo I,

Demonstragio:
(1) Suponhamos que o ndo é verdadeira segundo I, .
(2) Entdo, pela definicio de verdade, podemos afirmar que hia uma
sobrevaloragio s que nio satisfaz o segundo "I, .
(3) Logo, como a € uma pro-sentenga, pela propriedade 3.4.8.1i, inferimos que
o é falsa segundo "I, .
(4) E, portanto, temos que o € verdadeira segundo 71,, ou o ¢ falsa segundo I,

3.4.10) Seja a uma pro-sentenga € I' um conjunto de pro-sentengas. Entdo o €
conseqiiéncia tautologica de I' somente se a € pro-conseqiiéncia logica de I'.

Demonstragio:

(1) Suponhamos que o é conseqiiéncia tautologica de I'.

(2) Entdo, pela definicdo de conseqiéncia tautologica, ndo existe nenhuma
valoragdo booleana que atribua V a cada elementode 'e F a a..

(3) Suponhamos também, por absurdo, que I' I¥ a.

(4) Entdo, pela definigdo de pro-conseqiiéncia, podemos afirmar que existe
uma sobrevaloragio s que, segundo uma pro-interpretagio 'I,, satisfaz
cada uma das pro-sentencas de I' mas nio satisfaz c.

(5) Pela propriedade 3.4.8, inferimos entdo que ha uma pré-interpretagio ',
segundo a qual:

1) cada uma das pro-sentengas de I € verdadeira, e
i1) o ¢é falsa.

(6) Seja ¢ a valoragdo booleana tal que, para toda pro-sentenga  de L’,
®(B)=V se, e somente se, B ¢ verdadeira segundo I,

(7) Entéo ¢ € tal que associa:

1) V a cada uma das pro-sentengas de I' e
i)Faao.

(8) Logo, podemos afirmar que existe uma valoragdo booleana que atribui V a
cada elemento de I' mas F a a. Contradi¢do com (2)!

(9) Portanto, I' > a.
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3.4.11) Seja ?I,, uma pro-interpretagido completa de L’ numa estrutura A formada pelo par
(1, I,); e s uma sobrevaloracdo nessa estrutura com respeito a essa pro-
interpretagdo. Entdo s sat’y, o*/,, para todo nome c se, e somente se, s sat’, "V§or.

Demonstragdo:

(1) Seja I, uma pro-interpretagio de L’ em A formada pelo par ('L L) e tal
que, para cada elemento & de |A|, existe um nome c tal que sy(c)=¢;

(2) Entdo podemos afirmar a existéncia de uma bije¢@o entre o conjunto dos
nomes de L’ e o conjunto das sobrevaloragdes §-variantes de s normais em
§ — a saber, a fungdo que associa cada nome c a sobrevaloragio s” §-
variante de s tal que s',(§) € igual a sy(c), e vice-versa.

a) ida

(3) Suponhamos que, para todo nome c, s sat’y, o’/ .

(4) Seja ¢’ um nome qualquer e s a sobrevaloragio §-variante de s tal que
5'u(§) € igual a sy(c).

(5) Entdo todas as condi¢des da propriedade 3.4.6 estdo satisfeitas e, com isso,
podemos afirmar que s sat’, o¥/+ Se, € somente se, s sat’ 0.

(6) Logo, como ¢ é qualquer, de (2), (3) e (5), inferimos que todas as
sobrevaloragdes §-variantes de s normais em § satisfazem o segundo I, .

(7) Portanto, pela defini¢ao de satisfag@o, s sat?lp Vo

b) volta

(3) Suponhamos que s sat’, "V§ar.

(4) Entdo, pela definicdo de satisfagdo, podemos afirmar que todas as
sobrevaloragdes §-variantes de s normais em § satisfazem o segundo ', .

(5) Seja s uma sobrevaloragio §-variante de s normal em § e ¢ o nome tal
que 5'p(§) ¢ igual a sy(c").

(6) Entdo todas as condi¢bes da propriedade 3.4.6 estdo satisfeitas e, com isso,
podemos afirmar que s sat7x,, a¥/. se, e somente se, s sat?x,, a.

(7) Logo, como s é qualquer, de (2), (4) e (6), inferimos que, para todo nome
c, s sat'y o/

3.4.12) Para qualquer pro-sentenca a, se o € um elemento do conjunto de pro-sentengas
I, entdo a € pro-conseqiiéncia logica de I.

Demonstragéo:
(1) Suponhamos que o conjunto I" de pro-sentengas e a pro-sentenga o sejam
tais que ael’.
(2) Entdo, qualquer sobrevaloragdo que satisfaga, segundo uma pro-
interpretagdo qualquer, cada uma das pro-sentencas de I', satisfara em
particular o.
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(3) Logo, em cada pro-interpretagdo, toda sobrevaloragdo que satisfaz cada
uma das pro-sentengas de I' também satisfaz .
(4) Portanto, pela definigdo de pro-conseqiiéncia logica, I' > a.

3.4.13) A pro-sentenga ‘a=a’ € pro-valida logicamente.

Demonstragio:

(1) Suponhamos, por absurdo, que ‘a=a’ ndo € logicamente pro-valida.

(2) Entdo podemos afirmar, pela definigdo de pro-validade, que existe uma
pro-interpretagdo ?Ip segundo a qual ‘a=a’ ndo é verdadeira.

(3) E, pela definigdo de verdade, que existe uma sobrevaloragdo s em A que
nio satisfaz ‘a=a’ segundo I, .

(4) Logo, pela definicdo de satisfagio, podemos afirmar que o par
(sp(a), sp(a)) ndo pertence a relagdo de identidade em |A|.

(5) E assim, pela definigdo de estrutura, inferimos que sy,(a) ndo € um elemento
de |Al.

(6) Mas como, pela definigdo da fungdo preenchimento, temos que sp(a) €
I(a), pela defini¢do de pro-interpretagdo, de (5) podemos afirmar que I(a)
ndo ¢ um objeto de |A|; o que vai de encontro a definigdo de pro-
interpetagio!

(7) Portanto, > ‘a=a’.

3.4.14) Seja o uma pro-sentenga atomica e £ um parametro qualquer. Entdo, se £ ocorre
em q, a pro-sentenga (a—E=E)" € pro-valida logicamente.

Demonstragdo:

(1) Seja o uma pro-sentenca atdmica e £ um parametro tais que & ocorre em
a.

(2) Entéo:
i) ou a é do tipo "1;=1," e £ ocorre em algum 1;, i€ {1,2},
ii) ou o € do tipo ;'T;... T, € & ocorre em algum T;, 1<i<n.

(3) Suponhamos agora, por absurdo, que (a—>£=£)" ndo € logicamente pro-
valida.

(4) Entdo podemos afirmar, pela definigdo de pro-validade, que existe uma
pro-interpretacdo segundo a qual (a—E&=E)" ndo € verdadeira.

(5) Seja "I, uma pro-interpretagio numa estrutura A tal que, segundo 'L,
(a—E&=E)" ndo € verdadeira.

(6) Pela definigdo de verdade, podemos entdo afirmar que existe uma
sobrevaloragdo s em A e com respeito a ?Ip que ndo satisfaz (a—E=E)
segundo "I, .
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(7) Logo, pela definigdo de satisfagio, temos que, segundo 'L,
1) s satisfaz o mas
i) s ndo satisfaz €=£".

(8) Suponhamos, por um lado, que a € do tipo "1;=1,".

(9) Entao, pela defini¢do de satisfagdo, do item i de (7) podemos afirmar que o
par (sp(T1), Sp(12)) pertence a relagdo de identidade em A e, pela definigdo
de estrutura, que tanto sy(T;) quanto sy(T2) pertencem ao dominio de A.

(10) Logo, do item i de (2), de (8) e de (9), pela definicdo da fungdo
preenchimento, inferimos que, se a € do tipo "1,=T>", entdo sp(E)<|Al.

(11) Suponhamos, por outro lado, que a € do tipo 7;"1;...Ts.

(12) Entdo, pela defini¢do de satisfagdo, do item i de (7) podemos afirmar que
a n-upla (sp(T1),...,5p(Ta)) pertence a relagdo I (") e, pela definicdo de
pro-interpretagdo, que, para todo j, 1<j<n, sy(T;) que pertence ao dominio
de A.

(13) Logo, do item i de (2), de (11) e de (12), pela definicdo da fungdo
preenchimento, inferimos que, se o € do tipo 7;"1;...T,, entdo sp(€)|Al.

(14) Por conseguinte, de (2), (10) e (13), podemos afirmar que sp(€)<|A.

(15) Mas, do item ii de (7) temos, pela definicdo de satisfagdo, que o par
(s(E), sp(§)) ndo pertence a relagdo de identidade em |A| e, assim, pela
definicdo de estrutura, que sp(£)¢|A|. Contradigdo com (14)!

(16) Portanto, > (a—E=E)".

3.4.15) Sejam au,..., o, pro-sentengas e I'y,...,I, conjuntos de pro-sentengas tais que,
para todo i, 1<i<n, a; € pro-conseqiiéncia logica de I';. Entdo, se uma pro-sentenga
B € conseqiiéncia tautologica de {,..., 0}, entdo B € pro-conseqiiéncia logica de
r] U N U rn .

Demonstragio:

(1) Se ay,..., an s3o pro-sentengas e I'y,..., I, sdo conjuntos de pro-sentengas
tais que, para todo i, 1<i<n, a; € pro-conseqiiéncia logica de I, entdo, pela
definigdo de pro-conseqiiéncia, podemos afirmar que, em cada pro-
interpretag@o, qualquer sobrevaloragdo que satisfaz cada uma das pro-
sentengas de I'; também satisfaz o, para todo i, 1<i<n.

(2) Seja B uma pro-sentenca tal que B € pro-conseqiiéncia tautologica de
{a,...,00}.

(3) Entdo, pela propriedade 3.4.10, podemos afirmar que [ ¢é pro-
conseqiiéncia logica de {a,,...,0.} e, pela definigdo de pro-consequéncia,
que, em cada pro-interpretagdo, qualquer sobrevaloragdo que satisfaz cada
uma das pro-sentengas de {a;,...,0,} também satisfaz 8.
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(4) Suponhamos, por absurdo, que  ndo seja pro-conseqiiéncia logica de
u...uT,.

(5) Entdo, pela definicdo de pro-conseqiiéncia, podemos afirmar que existe
uma sobrevaloragio s que, segundo uma pro-interpretagéo "I,
1) satisfaz cada uma das pro-sentengas de I'; U... U I', mas
i) ndo satisfaz .

(6) Logo, de (1) e do item i de (5), inferimos que, segundo 'L, s satisfaz o,
para todo 1, 1<i<n.

(7)Ou seja, que, segundo 'I,, s satisfaz cada uma das pro-sentencas de
{a,...,00}.

(8) Assim, de (3) e (7), podemos afirmar que s também satisfaz § segundo I, .
Contradigdo com o item ii de (5)!

(9) Portanto, ' U...U T, > B.

3.4.16) Sejam a e B pro-sentengas e I' um conjunto de pro-sentencas. Entdo, B € pro-
conseqiiéncia logica de I'U {a} se, e somente se, "(a—P)' € pro-conseqiiéncia
logicade I

Demonstragao:
a) ida:

(1) Suponhamos que a, B e I' sejam tais que ' U {a} > B.

(2) Entdo, pela defini¢do de pro-conseqiiéncia, podemos afirmar que, em cada
pro-interpretagdo, toda sobrevaloragdo que satisfaz cada uma das pro-
sentencas de I' U {a} também satisfaz B.

(3) Assumamos, por absurdo, que I' % (a—p).

(4) Entdo, pela definigdo de pro-conseqiiéncia, podemos afirmar que existe
uma sobrevaloragdo s que, segundo alguma pré-interpretacio ‘I, :

i) satisfaz cada uma das pro-sentengas de I' e
i) ndo satisfaz (a—f)".

(5) Do item ii de (4), pela defini¢do de satisfagdo, inferimos que s, segundo a
pro-interpretagio 'L, satisfaz o mas niio satisfaz B.

(6) Logo, do item i de (4) e de (5), temos que s satisfaz, segundo a pro-
interpretagdo 'I,, cada uma das formulas de I' U {a} mas ndo satisfaz .
Contradigdo com (2)!

(7) Portanto, I' > (a—p)".

b) volta:

(1) Suponhamos que a., p e I sejam tais que I' > (a—>p)".

(2) Entdo, pela definigdo de pro-conseqiiéncia, podemos afirmar que, em cada
pro-interpretagdo, toda sobrevaloragdo que satisfaz cada uma das pro-
sentengas de I" também satisfaz (a—p).
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(3) Logo, pela definigdo de satisfagdo, inferimos que, em cada pro-
interpretagdo, qualquer sobrevaloragdo que satisfaz cada uma das pro-
sentengas de I', ou ndo satisfaz o, ou satisfaz f3.

(4) Assumamos, por absurdo, que I' U {a} I¢ .

(5) Entdo, pela definicdo de pro-conseqiiéncia, podemos afirmar que existe
uma sobrevaloragio s que, segundo alguma pro-interpretagio ‘I,

1) satisfaz cada uma das pro-sentengas de I' U {a} e
i) ndo satisfaz B.

(6) Ou seja, que existe uma sobrevaloragdo s que, segundo alguma pro-
interpretagdo 'I,, satisfaz todas as pro6-sentencas de I', satisfaz o mas ndo
satisfaz 8. Contradi¢do com (3)!

(7) Portanto, ' U {a} > B.

3.4.17) Seja T um pro-termo fechado e &,...,&, (n>0; quando n=0, T € um pro-termo
restrito) os parimetros que ocorrem em t. Se 'I, é uma pré-interpretagio de L’
numa estrutura A formada pelo par (I, I,) e tal que, para todo j, 1<j<n, I;(§;)<|A|, e
s é uma sobrevaloragdo em A com respeito a I, entio sy(T)€|Al.

Demonstragio:

Por indugdo na complexidade de .

Seja T um pro-termo fechado e £,...,&, (n>0) os pardmetros que nele ocorrem. Seja
"I, uma pré-interpretagio de L’ numa estrutura A formada pelo par (L, I,) e tal que, para
todo j, 1<j<n, I,(¢§;)€|A|. Seja s uma sobrevaloragio em A com respeito a ‘I, .

Base: m=0

Temos os seguintes casos a considerar:
I. T é um nome.
(1) Pela defini¢do da fungdo preenchimento, podemos entdo afirmar que si(T)
¢ I(7).
(2) Mas, pela defini¢do de pro-interpretagdo, sabemos que I(t)€|A|.
(3) Portanto, temos que sy(t)€|A.
II. T € um parametro.
(1) Pela defini¢do da fungdo preenchimento, podemos entdo afirmar que sy(T)
€ I(7).
(2) Mas, por suposigdo, temos que T € algum &; e que, para todo j, 1<j<n,
L&Al
(3) Portanto, disso inferimos que sp(T)€|Al.
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Passo indutivo: 0<r<m
Hipotese indutiva: Para qualquer pro-termo fechado t de complexidade r e lista
Er,....En (n>0) de pardmetros que ocorrem em T, vale que: se ?I; ¢ uma
pro-interpretagio de L’ numa estrutura A’ formada pelo par (T, I,) e tal
que, para todo j, 1<j<n, Ip°(§j°)e|A°|, e s éuma sobrevaloragio em A’ com
respeito a I, , entdo s (T )|A].
Mostremos, agora, que um pro-termo fechado t de complexidade m, e tal que nele
ocorram os parametros &,,..., £, (n=0), também possui essa propriedade.
(1) T é do tipo ¢1;...7,.
(2) Ora, como, para todo j, 1<j<p, t; tem complexidade menor que m, pela
hipétese indutiva, podemos afirmar que sy(7;)€|Al.
(3) E, assim, pela definigio da fungdo preenchimento, inferimos que sy(t) €
(@) [sp(T0), .. sp(Tp)].
(4) Portanto, pela definicdo de pro-interpretagio, podemos afirmar que
sp(DelAl

3.4.18) Seja T um pro-termo fechado e &;,..., &, (n20; quando n=0 1t é um pré-termo
restrito) os parametros que ocorrem em T. Sejam I e I'y,...,I", conjuntos de pro-
sentengas (n>0; quando n=0, a seqiiéncia é vazia). Ent3o, se uma pro-sentenca do
tipo "V§a' é pro-conseqiiéncia logica de I' e, para todo j, 1<j<n, a pré-sentenca
€=, é pro-conseqiiéncia logica de T, entio o/, é pro-conseqiiéncia logica de
ruru...ur,.

Demonstragao:
(1) Suponhamos que:
)r> via' e,
i) para todo j, 1<j<n, I; > &=E;".
(2) Entdo, pela defini¢io de pro-conseqiiéncia, podemos afirmar que, em cada
pro-interpretagéo:
i)toda sobrevaloragio que satisfaz cada pro-sentenca de I' satisfaz
também V§a’; e
if) toda sobrevaloragio que satisfaz cada pro-sentenga de I satisfaz
também "€=E;7, 1<j<n.
(3) Seja s uma sobrevaloragéo que, segundo uma pro-interpretagéo ?Ip de L
numa estrutura A, satisfaz cada pro-sentengade TUT, U...UT;,.
(4) Entdio, segundo essa pré-interpretagio ‘I,
i) s satisfaz "'V§a e
ii) s satisfaz €;=€;", para todo j, 1<j<n.
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(5) Pela definigdo de satisfagdo, podemos entdo afirmar que:

1) segundo ?IP, todas as sobrevaloragGes §-variantes de s normais em §
satisfazem «;

if) e que todos os pares {sp(&;), sp(&;)), 1<j<n, pertencem a relagio de
identidade definida em A.

(6) Mas como, do item ii de (5), pela defini¢@o de estrutura, sabemos que, para
todo j, 1<j<n, sy(§;)€|A|, pela propriedade 3.4.17, podemos inferir que
sp(T)E|Al.

(7) Seja s” a sobrevaloragdo §-variante de s tal que s”,(§) € igual a sp(7).

(8) Entdo s’ € uma sobrevaloragdo §-variante de s normal em § e, do item i de
(5), podemos afirmar que s’ satisfaz o segundo ", .

(9) Ora, pela propriedade 3.4.6, sabemos também que s’ satisfaz o segundo 'L,
se, e somente se, s satisfaz a¥/; segundo ?I,, )

(10) Logo, de (8) e (9), podemos inferir que s satisfaz a’/. segundo "I, .

(11) E, por conseguinte, que qualquer sobrevaloragdo que, segundo uma pro-
interpretagdo, satisfaz cada uma das pro-sentengas de U, U...UTI;
também satisfaz o’/ .

(12) Assim, em cada pré-interpretagdo, toda sobrevaloragdo que satisfaz cada
uma das pro-sentengas de T UT; U... U T, também satisfaz o/, .

(13) E, portanto, pela definicdo de proé-conseqiiéncia, podemos afirmar que
Tulu.. .Ul > .

3.4.19) Seja 6 um pronome; o'/, uma pro-sentenga e I' um conjunto de pro-sentengas.
Entdo, se 6 ndo ocorre nos elementos do conjunto I' U {a}, o’/ é pro-conseqiiéncia
logica de I' somente se V§a. é pro-conseqiiéncia logica de I'.

Demonstragio:
(1) Sejam o, o, e I" tais que 6 ndo ocorre nos elementos de I' U {a}.
(2) Suponhamos:
)quel' > o/, e

i) por absurdo, que I' i "V§a.

(3) Entéo, pela definicdo de pro-conseqiiéncia, podemos afirmar, do item i de
(2), que, em cada pro-interpretagdo, toda sobrevaloragdo que satisfaz cada
uma das pro-sentencas de I' também satisfaz o’/ .

(4)E, do item ii de (2), que existe pelo menos uma sobrevaloragdo que,
segundo alguma pro-interpretagdo, satisfaz cada uma das pro-sentengas de
I" mas nio satisfaz "V§a.
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(5) Seja s uma sobrevaloragio que, segundo uma pro-interpretagio 'I, formada
pelo par ('L L),

i) satisfaz cada uma das pro-sentencas de I' mas
i) ndo satisfaz "V§ou'.

(6) Entdo, do item ii de (5), pela defini¢do de satisfagdo, podemos afirmar que
existe uma sobrevaloragdo s” §-variante de s normal em § que n@o satisfaz
o segundo 'L,

(7) Seja I,” a pré-interpretagio de mesmo sobredominio que ?I,,, formada pelo
par {'I’,I,’) e tal que:

i) I,'(0) éigual a s'(§) e,
ii) para toda constante nio logica ¢ que ndo o pronome o, I,’(q) ¢ igual a
¥(3)

(8) Entdo, I, e I, tém as mesmas sobrevaloragdes e diferem entre si no
maximo quanto a atribui¢do que fazem aos simbolos interpretaveis que ndo
ocorremem I' U {a}.

(9) Estdo assim satisfeitas todas as condi¢Ges da propriedade 3.4.7 e podemos,
por conseguinte, inferir:

i) do item i de (5), que s satisfaz cada uma das pro-sentengas de I" segundo
?Ip’, o
i) de (6), que s* ndo satisfaz o segundo 'I,”.

(10) Mas como s’y (§)=sy(0) e, pela propriedade 3.4.6, temos que s’ sat’y o
se, € somente se, s sat’y o'/s, do item ii de (9) podemos afirmar que s ndo
satisfaz o¥/, segundo 'I,’.

(11) Logo, do item i de (9) e (10), inferimos que existe uma pro-interpretagao
segundo a qual uma sobrevaloragdo satisfaz cada uma das pro-sentengas
de I" mas ndo satisfaz o*/, . Contradigéo com (3)!

(12) Portanto, I' > "V§a'.

3.4.20) Sejam T’y e I, conjuntos de pro-sentengas; seja & um parimetro, e o¥/; e B pro-
sentengas. Entdo, se '3§a” é pro-conseqiiéncia logica de I'y, B € pro-conseqiiéncia
logica de I, U {a¥/} e & ndo ocorre nos elementos de I, U {c, B}, entdo B é pro-
conseqiiéncia logicade I U T5.

Demonstragio:
(1) Suponhamos que I'y, I3, €, a e B, sejam tais que:
DI > 3§a, e
i) [ U {o’/} > B, e
iii) € ndo ocorre nos elementos de I'; U {a, B}.

(2) Suponhamos também, por absurdo, que I'; UT; If B.
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(3) Entéo, pela definicdo de pré-conseqiiéncia, podemos afirmar,

1) do item i de (1), que, em cada pro-interpretagdo, toda sobrevaloragdo
que satisfaz cada uma das pro-sentengas de I'y também satisfaz 3§a; e

i) do item ii de (1), que, em cada pré-interpretagdo, toda sobrevaloragdo
que satisfaz cada uma das pro-sentengas de I’ U {a/;} também satisfaz
B;e

i) de (2), que existe uma sobrevaloragdo s que, segundo uma pro-
interpretagdo 'I,, satisfaz cada uma das pro-sentencas de I'y U T, mas
ndo satisfaz f3.

(4) Dos itens i e iii de (3), temos entéio que s satisfaz I§o* segundo 'L, .

(5) Logo, pela definicdo de satisfagdo, podemos afirmar que existe uma
sobrevaloragdo s* §-variante de s que satisfaz o segundo "I, .

(6) Seja I’ a pro-interpretagio de mesmo sobredominio que ’I,, formada pelo
par (T,1,’) e tal que I,’() é igual a s’y(§) e, para toda constante ndo
logica ¢ que ndo o pardmetro &, 1,(c) € igual a I(c).

(7) Entdo, I, e I, diferem entre si no maximo quanto a atribuigdo que fazem
aos simbolos interpretaveis que ndo ocorrem em I U {a, B} e todas as
condigdes da propriedade 3.4.7 estdo satisfeitas, por conseguinte,
inferimos:

i) do item iii de (3), que, segundo 'L’, s satisfaz cada uma das pro-
sentengas de I', mas ndo satisfaz §; e
i) de (5), que s’ satisfaz o segundo ?I,,’.

(8) Mas como s’i(§)=s(E) e, pela propriedade 3.4.6, temos que s’ sat’y, o
se, e somente se, s sat’, o'/¢, de (5) podemos afirmar que s satisfaz o’/
segundo T,’.

(9) E desse modo, do item i de (7) e (8), inferimos que existe uma pro-
interpretacdo segundo a qual uma sobrevaloragdo satisfaz cada uma das
pro-sentengas de I'; U {a¥/:} mas ndo satisfaz B. Contradigdo com o item
ii de (3)!

(10) Portanto, I U, > B.

3.4.21) Seja T um pré-termo fechado, a¥/; uma pro-sentenca e I' um conjunto de pro-
sentengas. Entdo, se o’/ é pro-consegiiéncia logica de I', '3§a” também o é.

Demonstragdo:
(1) Suponhamos que T, & ¢ I sejam tais que I' > o/; .
(2) E suponhamos também, por absurdo, que I' # "3§a.
(3) Entdo, pela definigdo de pro-conseqiéncia, podemos afirmar, de (1), que,

em cada pro-interpretagdo, toda sobrevaloragdo que satisfaz cada uma das
pro-sentengas de I satisfaz também o/ .
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(4)E, de (2), que existe uma sobrevaloragdo s que, segundo alguma pro-
interpretagio 'I,, satisfaz cada uma das pro-sentengas de I' mas no
satisfaz 3§at.

(5) Pela definicdo de satisfagdo temos entdo, de (4), que nenhuma
sobrevaloragio §-variante de s satisfaz o segundo 'I,; em particular, nio
satisfaz o segundo I, a sobrevaloragio s §-variante de s e tal que s,(§) é
igual a sy (7).

(6) Logo, pela propriedade 3.4.6, podemos afirmar que s ndo satisfaz o’/
segundo T,

(7) Desse modo, de (4) e (6) temos que existe uma sobrevaloragdo s que,
segundo uma pro-interpretagéio 'I,, satisfaz cada uma das pro-sentengas de
I mas ndo satisfaz o/, . Contradi¢iio com (3)!

(8) Portanto, I' > 3§ar”.

3.4.22) Seja I' um conjunto de pro-sentengas. Entdo qualquer pro-sentenga do tipo
'~V §—a é pro-conseqiiéncia logica de I' somente se "3§a” também o for.

Demonstragio:

(1) Suponhamos que a e I sejam tais que I' > ~V§—-a.

(2) Entdo, pela definigdo de pro-conseqiiéncia, podemos afirmar que, em cada
pro-interpretagdo, toda sobrevaloragdo que satisfaz cada uma das pro-
sentencas de I também satisfaz —V§—a.

(3) Seja s uma sobrevaloragéo que, segundo uma pro-interpretagdo ?I,,, satisfaz
cada uma das pro-sentengas de I

(4) Entéio s satisfaz '—V§—o segundo 'I, e, pela definigio de satisfagdo,
inferimos que existe uma sobrevaloragdo s’ §-variante de s normal em §
que satisfaz o segundo "I, .

(5) Logo, existe uma sobrevaloragio §-variante de s que satisfaz o segundo ?I,,
¢, pela definicdo de satisfagdo, podemos afirmar que s satisfaz "I§a’
segundo "I, .

(6) Assim, de (3) e (5), podemos afirmar que, em cada pro-interpretagdo, toda
sobrevaloragdo que satisfaz cada uma das pro-sentengas de I' também
satisfaz 3§ar’.

(7) Portanto, I' > 3§ar”.
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3.4.23) Seja "I, uma pré-interpretagio formada pelo par ('L, I,) de L’ numa estrutura A e s
uma sobrevaloragdo em A com respeito a ?Ip . Sejam 1y, T2, p1 € p2 pro-termos
fechados. Entdo, se sp(p:1) € igual a sp(p2) € T, resulta de 1, por substituigdo de uma
ou mais ocorréncias de p; por ocorréncias de p,, sy(T1) € igual a sp(T2).

Demonstragio:

Por indugdo na complexidade m de 1;.

Sejam I, 5, p1 € p; tais que sy(p1) ¢ igual a sp(p2). Sejam 1, € T, pro-termos fechados
tais que T, resulta de T, por substituigio de uma ou mais ocorréncias de p; por
ocorréncias de p;.

Base: m=0

(1) Entdo 1; é um pronome.

(2) E, por conseguinte, p; € 1;.

(3) 12 € assim p,.

(4) Portanto, como sy(p1) € igual a sp(p2), de (2) e (3), inferimos que sy,(T1) €
igual a sy(T2).

Passo indutivo: 0<r<m

Hipotese indutiva: Se I, s, pi’ € p sdo tais que s(p1 ) & igual a spp2) e T e Ty

sdo pro-termos fechados tais que T, resulta de 7; por substituigio de uma
ou mais ocorréncias de p; por ocorréncias de p,, entdo s (T ) € igual a
sp(T2).
Mostremos agora que, para um pro-termo T; de complexidade m, essa propriedade se
mantém.

Temos dois casos a considerar:
L. p1 é o proprio 1;.
(1) Entdo 1, € p».
(2) E portanto, como sy(p;:) € igual a sy(p,), inferimos que sy(T1) € igual a
sip(T2).
IL p1 ndo €Ty.
(1) Entdo, uma vez que T, é do tipo ¢;"t’;...T"s, P1 OcOrre €ém um ou mais dos
pro-termos 1’y,..., Ta.
(2) Seja 174,..., 7" a seqiiéncia de pro-termos obtida a partir de t’y,..., 75 € tal
que Q;'t’1... T € T2.
(3) Entdo, para todo j, 1<j<n, 7”; ou € T’; ou resulta de v’; por substitui¢do de
uma ou mais ocorréncias de p; por ocorréncias de p,.
(4) Mas se 77 € T’;, entdo evidentemente sy(t”;) € igual a sp(T’;).
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(5) E se 1”; resulta de t’; por substituicdo de uma ou mais ocorréncias de p;
por ocorréncias de p,, entdo, pela hipotese indutiva, também podemos
afirmar que sy(77}) € igual a sy(7’;), dado que 7’; tem complexidade menor
que m.

(6) Logo, para todo j, 1<j<n, temos que sy(t”;) € igual a (7).

(7) Ora, pela definigdo da fungdo preenchimento, sabemos:

i) que S(tr) € L(@)5(T1),..., 5p(Tn)], se, paraj, 1sj<n, sy(Ty)elAl e,
ii) caso contrério, que sy(T1) é a questo de 'I,.

(8) Entdo, de (6) e (7), podemos concluir que:

i) sp(t) € igual a I(Q")[sp(T”1),...,5u(T7n)], se, para todo j, 1<j<n,
sp(T)elAl e,
i) caso contrario, que sy,(T;) é a questdo de "I, .

(9) Portanto, pela definicdo da fungdo preenchimento, inferimos que si(T1) €

igual a sy(T2).

3.4.24) Seja I, uma pro-interpretagio formada pelo par ('L, I) de L’ numa estrutura A e s
uma sobrevaloragio em A com respeito a 'I,. Sejam 1; € 1, pro-termos fechados; e
a e B pro-sentengas. Entdo, se sy(t1) € igual a sp(12) e B resulta de o por
substituicio de uma ou mais ocorréncias de T; por ocorréncias de 1, 5 sat7,,, o se, e
somente se, s sat'y, B.

Demonstragao:

Por indugdo na complexidade m de c.

Sejam 1, e 1, pro-termos fechados tais que sp(T1) € igual a sy(12). Sejam a e B pro-
sentengas tais que P resulta de o por substituigdo de uma ou mais ocorréncias de T, por
ocorréncias de T,

Base: m=0
Temos dois casos a considerar:
I. a é do tipo T’;=1"7".

(1) Entdo p; ocorre em T’ ou em T’».

(2) Sejam 1”; e 17, os pro-termos obtidos a partir de Ty e 17, tais que
r’C”1= ”21 ¢ ﬁ

(3) Entdo, para je{1,2}, 1”j ou é 7’; ou resulta de 7’; por substitui¢do de uma
ou mais ocorréncias de T, por ocorréncias de 1;.

(4) Se 17; é o proprio T’;, entdo € evidente que sip(T’;) € igual a sp(17}).

(5) E se 17} resulta de t’; por substituicio de uma ou mais ocorréncias de T,
por ocorréncias de T, entdo, pela propriedade 3.4.23, também podemos
concluir que sp(7’;) € igual a s(t7).

(6) Logo, paraje (1,2}, 5,(t’y) é igual a sp(t”).
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(7) Mas como, pela definigdio de satisfagdo, sabemos que s sat7;p o se, e
somente se, 0 par (sy(T’1),Sp(T2)) pertence a relagdo de identidade
definida em A, de (6) podemos afirmar que s sat?l,, a se, e somente se, O
par (si(T”1), Sp(172)) pertence a relagdo de identidade definida em A.

(8) Portanto, pela definigdo de satisfagdo, inferimos que s sat’s, a. se, € somente
se, s sat’, B.

II. a é do tipo ;"T’y...T's.

(1) Entao p, ocorre em um ou mais dos pro-termos 1’y,..., T

(2) Seja 171,..., 7" a seqiiéncia de pro-termos obtida a partir de 7’y,..., T, € tal
que "1 T é B.

(3) Entao, para todo j, 1<j<n, 1”; ou € T’; ou resulta de t’; por substitui¢cdo de
uma ou mais ocorréncias de T; por ocorréncias de T;.

(4) Se 77; é T’;, entdo € evidente que sy(T”;) € igual a sp(T;).

(5) E se 17 resulta de 1’; por substituicdo de uma ou mais ocorréncias de T,
por ocorréncias de 1, entdo, pela propriedade 3.4.23, também podemos
concluir que s(t”}) € igual a sy(T’)).

(6) Logo, para todo j, 1<j<n, temos que sp(t”;) € igual a sp(T’;).

(7) Mas como, pela definigio de satisfagdio, sabemos que ssat’p,a se, e
somente se, {Sp(T’1),...,sp(Tn))El("), de (6) podemos afirmar que
s sat?;,, a se, e somente se, {Sp(T"1),. .., Sip(T7n)) (7).

(8) Portanto, pela definigio de satisfagdo, inferimos que s sat’s, « se, e somente
se, § sat?;,, B.

Passo indutivo: 0<r<m
Hipotese indutiva: Se I, 5, 7, e T, sdo tais que sy«(t;) é igual a 5,{(T2) e se & é
uma pro-sentenga de complexidade r e B’ uma pro-sentenga uma que
resuta de o por substituigio de uma ou mais ocorréncias de T, por
ocorréncias de T,, entdo: s sat'ys 0. se, € somente se, s sat'ye B
Mostremos agora que, para uma pro-sentenga o de complexidade m, essa propriedade
se mantém.
Temos os seguintes casos a considerar:
I. a € uma pré-sentenga molecular.
Entdo o possui essa propriedade em decorréncia da hipotese indutiva e do
comportamento booleano dos conectivos.
II. o é do tipo "'V§a, .

(1) Entéio, pela definigdo de satisfagdo, temos que s sat'y, "V§a;" se, e somente
se, todas as sobrevaloragdes §-variantes de s normais em § satisfazem o,
segundo I,

(2) Seja B, a pro-fomula que resulta de a; por substituigdo de uma ou mais
ocorréncias de T; por ocorréncias de T, e € tal que 3§B," € B.
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(3) Pela hipotese indutiva, podemos entdo afirmar que uma sobrevaloragio §-
variante de s normal em § satisfaz o; segundo 71,, se, e somente se, também
satisfaz B, segundo "I, .

(4)E assim, de (1) inferimos que s sat’, "V§a," se, e somente se, todas as
sobrevaloragdes §-variantes de s normais em § satisfazem B, segundo 'L, .

(5) Portanto, pela definigdo de satisfagdo, temos que s sat’y, o se, e somente se,
Ky sat?l,, B.

III. a é do tipo "§a;".

(1) Entéo, pela definicdo de satisfagdo, temos que s sat?l,, 3§, se, e somente
se, alguma sobrevalorago §-variante de s satisfaz o, segundo 'I,.

(2) Seja Py a pro-fomula que resulta de o por substituicdo de uma ou mais
ocorréncias de T, por ocorréncias de T, e € tal que 3§, € B.

(3) Pela hipotese indutiva, podemos entdo afirmar que uma sobrevaloragio §-
variante de s satisfaz o; segundo ’I, se, e somente se, também satisfaz B,
segundo T, .

(4)E assim, de (1) inferimos que s sat?l,, 3§ se, e somente se, alguma
sobrevaloragiio §-variante de s satisfaz B, segundo I,

(5) Portanto, pela definigdo de satisfagdo, temos que s sat’y, a se, € somente se,
s sat'y, B.

3.4.25) Sejam 1, e 1, pro-termos fechados, o e B pro-sentengas e I'; e I'; conjuntos de
pro-sentencas. Entdo, se "1,=t;' € pro-conseqiiéncia logica de I';, o é pro-
conseqiiéncia logica de I'; e P resulta de o por substituicdo de uma ou mais
ocorréncias de T, por ocorréncias de T, entdo B é pro-conseqiiéncia logica de
l"; url 2.

Demonstragdo:
(1) Suponhamos que T, 12, @, B, I'; e I'; sejam tais que:

N> 1=, e

h>aoe

iii) f resulta de o por substituigio de uma ou mais ocorréncias de 1; por
ocorréncias de T,.

(2) Entdo pela defini¢do de pro-conseqiiéncia, podemos afirmar,

i) do item i de (1), que, em cada pré-interpretagio, toda sobrevaloragio
que satisfaz cada uma das pro-sentengas de I'; também satisfaz "1,=1,,
€

ii) do item ii de (1), que, em cada pro-interpretacdo, toda sobrevaloragdo
que satisfaz cada uma das pro-sentengas de I'; satisfaz também a.

(3) Suponhamos agora, por absurdo, que I', UT; ¢ .



(4) Entdo, pela definigdo de pro-conseqiiéncia, podemos afirmar que existe
uma sobrevaloragio s que, segundo alguma pré-interpretagio 'I,,
i) satisfaz cada uma das pro-sentengas de I'; U T
i1) mas n3o satisfaz f3.

(5) Dos itens i de (2) e (4), inferimos entdo que s sat’s, T;=T7".

(6) E, dos itens ii de (2) e i de (4), que s sat’y, ot

(7) Assim, de (5), pela defini¢do de satisfagdo, podemos afirmar que si(T1) €
igual a sy(12).

(8) E, do item iii de (1), de (6) e de (7), pela propriedade 3.4.24, temos que
s sat’y, B. Contradigio com o item ii de (4).

(9) Portanto, I'; UT, > B.

3.4.26) Seja o uma pro-sentenga e I' um conjunto de pro-sentengas. Entdo o € pro-
conseqiiéncia logica de I’ somente se, para qualquer conjunto de pro-sentencas I'”
(possivelmente infinito) tal que I'cI™, o é pro-conseqiiéncia logica de I,

Demonstragio:

(1) Sejam ac e I tais que I' > a.

(2) Seja I'" um conjunto de pro-sentengas tal que I'cT".

(3) E suponhamos, por absurdo, I”' i .

(4) Entdo, pela definigdo de pro-conseqiiéncia, podemos afirmar:

1) de (1), que, em cada pro-interpretagdo, toda sobrevaloragdo que satisfaz
cada uma das pro-sentengas de I' também satisfaz o e

ii) de (3), que existe uma sobrevaloragdo s que, segundo alguma pro-
interpretagdo I, satisfaz cada uma das pro-sentencas de I’ mas ndo
satisfaz a.

(5) Ora, como todas as pro-sentengas de I' sdo também pro-sentengas de I,
do item ii de (4) podemos inferir que existe uma sobrevaloragdo s que,
segundo uma pro-interpretagio 'I,, satisfaz cada uma das pré-sentengas de
I mas ndo satisfaz a. Contradi¢do com o item i de (4)!

(6) Portanto, I > .
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3.5) Um sistema dedutivo S para Q,,

Uma pro-dedugdo no sistema dedutivo S para Q;, ¢ uma seqiiéncia finita de linhas
I, b,...,l. construida segundo as regras abaixo apresentadas e tal que cada linha 1;, 1<i<n,
tem o formato p (i) a; onde:

e i ¢ 0 numero natural que identifica a linha (chamado ni#mero de linha),

e o ¢ uma pro-sentenca (chamada afirmacdo da linha i),

e 1L é um conjunto cujos elementos sdo nimeros de linha ndo superiores a i
(chamado conjunto das dividas da linha i).

Seja D uma pro-dedugdo com j-1 linhas, j>1. Entdo podemos construir uma pro-
dedugdo D’ a partir de D acrescentando:
pela regra P, a linha {j} (j) o, onde o € uma pro-sentenga qualquer; ou
pela regra Ax,, a linha {} (j) o, se a € a pro-sentenga ‘a=a’; ou
pela regra Ax,, a linha {} (j) (a—E=E)", se £ é um paridmetro que ocorre numa pro-
sentenga at0mica oL; ou
pela regra T, a linha p; U...Up, () B, se B é uma pro-sentenga que é conseqiéncia
tautologica de {o,...,0.} € se ocorem em D n linhas
M1 (1) Qs P (1n) O 5 OU
pela regra C, a linha pu (j) "(B—a), se ocorrem em D as linhas {i;} (i) p e p U {i1} (i) o;
ou
pela regra IU, o a linha 1 (j) a¥/;, se ocorre em D a linha p (i) "V§o* € T é um pro-termo
restrito fechado qualquer, ou
e a linha pUp; U...U p, () &’/., se ocorrem em D as linhas p (i) "V§a?,
pi (i) E=Er,..., U (i) E=Es', T € um pro-termo fechado qualquer e
E1,...,En 530 Os parametros que ocorrem em T, Ou
pela regra GU, a linha p (j) "V§o, se ocorre em D a linha p (i) o¥/; € 6 é um pronome
que no ocorre nem em o, nem nas pro-sentengas mencionadas em p; ou
pela regra IE, a linha p1,Ups (j) B, se ocorrem em D as linhas p; (ir) 3§a, {iz} (iz) o’/ €
us U {iz} (is) B e se € é um pardmetro que ndo ocorre nem em ¢, nem em
B e nem nas pro-sentencas mencionadas em Li3; ou
pela regra GE, a linha p (j) 3§a, se ocorre em D a linha p (i) o’/; e T é um pro-termo
fechado; ou
pela regra E, a linha p (j) 3§a, se ocorre em D a linha p (i) —V§—a’; ou
pela regra I, a linha p; U p, (j) B, se ocorrem em D as linhas p; (1) 11=12" e p2 (i) o, e
se T; € T, sd0 pro-termos fechados e B resulta de a por substituigdo de
uma ou mais ocorréncias de t; por ocorréncias de 1, .

Se uma pro-sentenga B ¢ a afirmagio de uma linha j numa pro-dedugdo e j pertence ao
conjunto p das dividas de uma linha i dessa mesma pro-dedugdo, dizemos que f§ é
mencionada em ).
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Dizemos que uma pro-sentenga o € pro-dedutivel de um conjunto de pro-sentengas I'
— em simbolos, I' i- o —, se existe uma pro-deducdo contendo uma linha da forma
u (1) o e todas as pro-sentencas mencionadas em | pertencem a I'.

3.6) Conjuntos saturados, completos e pré-completos.

Passemos a analise de algumas das propriedades da logica Q;, com respeito ao sistema
dedutivo S.

Um conjunto A de pré-sentengas é um conjunto a-saturado — sendo o. uma pro-
sentenca qualquer — se, e somente se, A I o e, para qualquer pro-sentenga f3, se BgA,
entdo AU {B} I- a.

Um conjunto A de pro-sentengas € um conjunto completo se, e somente se, para cada
pro-sentenga o do tipo 3§(§=§Aa1), se €A, entdo, para algum nome ¢, o;¥/.€A.

Um conjunto A de pro-sentengas € um conjunto pro-completo se, e somente se, para
cada pro-sentenca o do tipo 3§a;, se a€A, entdio, para algum pronome o, o;%/,€A.

Teorema 1:
Seja A um conjunto de pro-sentengas a-saturado e  uma pro-sentenga
qualquer. Entdo B<A se, e somente se, A I- f.

Demonstragdo:
I)ida
(1) Suponhamos que BeA.
(2) Entao, pela regra P, podemos construir a seguinte pro-dedugéo:
{13 (B
(3) E, pela definigdo de pro-dedutivel, podemos afirmar que A I- f.
1I) volta

(1) Suponhamos que A I- B.

(2) Entdo, pela definicdo de pro-dedutivel, podemos afirmar que existe uma pro-
dedugdo contendo uma linha da forma s (i) B, onde todas as pro-sentencas
mencionadas em ;s pertencem a A.

(3) Suponhamos agora, por absurdo, que B¢A.

(4) Entdo, do fato de que A ¢ a-saturado, podemos afirmar:

i) tanto que A It* a,,
ii) quanto que AU {B} I a.

(5) Do item ii de (4), temos entdo, pela definicdo de pro-dedutivel, que existe uma pro-
dedug@o contendo uma linha da forma poa U g (iz) a, onde todas as pro-sentengas
mencionadas em 4 pertencem a A, e a mencionada em g é .
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(6) Mas, se isso se da, de (2) e (5), contraditoriamente ao item i de (4), podemos
afirmar que A I+ a, pois a tais pro-dedugdes de B e a poderiamos acrescentar duas
linhas e obter uma pro-dedugio para o, a partir de A, tal como se segue:

Hia (1) B
Mo U g ()] o [onde j & i+,
baa () (Boo) c
MmaUpan  (+2) o iy, jt1/T
(7) Logo, BeA.

Teorema 2:
Seja A um conjunto de pro-sentengas o-saturado e B; e P, pro-sentencas
quaisquer. Ent3o:
2.1) B;€A se, e somente se, ;" €A,
2.2) (BinB2)" €A se, e somente se, B1€A e B2€A;
2.3) (B1vB2)' €A se, e somente se, ;€A ou Br€A;
2.4) (B1—PB.)" €A se, e somente se, ou B;2A ou €A,
2.5) (B1<>B.) €A se, e somente se, ou 3, e B, pertencem a A ou f; e B,
ndo pertencem a A.

Demonstragao:
* De2l:
I) ida

(1) Suponhamos que f;€A.

(2) Entdo podemos afirmar, pelo teorema 1, que A I §;.

(3) E por conseguinte, pela definicdo de pro-dedutivel, que existe uma pro-dedugdo
contendo uma linha da forma ;4 (i1) B1, onde todas as pro-sentengas mencionadas

' em L, pertencem a A.

(4) Suponhamos agora, por absurdo, que "—f3;" €A.

(5) Entdo temos, pelo teorema 1 novamente, que A |- —f3,".

(6) E, pela definido de pro-dedutivel, que existe uma pro-dedugdo contendo uma linha
da forma pa (iz) —B:", onde todas as pro-sentengas mencionadas em |,
pertencem a A.

(7) Mas, se i1sso se da, de (3) e (6) podemos afirmar que A - a, pois poderiamos
justapor tais pro-dedugdes de B; e —f;' e acrescentar trés linhas, obtendo uma
pro-dedugdo para o a partir de A, tal como se segue:

Hia @ir) B
Hoa G By [onde j & iy+is)
maUpaa (1) "(Bir-pL) iy, JT
g 2 ((BrA—Br)—a) IT
MiaUMan  (43) o LT
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(8) A, no entanto, é um conjunto a-saturado; por conseguinte, A I o.. Contradi¢do com
)]

(9) Logo, ;" ¢A.

1) volta
(1) Suponhamos que —f;"gA.
(2) Entdo, dado que A é a-saturado, podemos afirmar:
)queAlrae
ii) que AU {B;} I+ a.

(3) Pela defini¢do de pro-dedutivel, temos entdo, do item ii de (2), que existe uma pro-
dedugdo contendo uma linha da forma p;aUp g (1) o, onde todas as pro-
sentengas mencionadas em |11, pertencem a A, e a mencionada em pg; € —fy".

(4) Suponhamos agora, por absurdo, que B12A.

(5) Ento, dado que A ¢ a-saturado, podemos também afirmar que AU {B;} I~ a.

(6) E, novamente pela definigio de pro-dedutivel, que existe uma pro-dedugdo
contendo uma linha da forma pp U pg; (iz) @, onde todas as pro-sentengas
mencionadas em Li,, pertencem a A, e a mencionada em pg; € Bi.

(7) Mas, se isso se da, de (3) e (6), contraditoriamente ao item i de (2), podemos
afirmar que A I- o, pois poderiamos justapor tais pro-dedugdes de o € acrescentar
quatro linhas, obtendo uma pré-dedugdo para a a partir de A, tal como se segue:

MiaU pop (i) a

H2a U Bp1 (i) o [onde j & iy+i]
Ma G+b =By 1,/C
paa  (Gt2) By jIC

@3 Bv-py T
Mia U poa (j+4) o j+l’ j+2, J+3/T
(8) Logo, Bi1€A.
= De22:
I)ida

(1) Suponhamos que (BiAB,) €A.

(2) Entdo podemos afirmar, pelo teorema 1, que A I (B1AB2)".

(3) E por conseguinte, pela definicio de pro-dedutivel, que existe uma pro-dedugio
contendo uma linha da forma p, (i) (BiAB2)’, onde todas as pro-sentengas
mencionadas em i, pertencem a A.

(4) Mas, se isso se da, AI-fB; e AI-f,, pois a tal pro-dedugio de "(BiAB2)
poderiamos acrescentar duas linhas tal como se segue e obter uma pro-dedugio
para f3; e para 33

Ha @ BrirB2)

Ha (i+1) B VT
pa  (+2) B, VT

(5) Logo, novamente pelo teorema 1, temos tanto que ;€A quanto que B€A.
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II) volta
(1) Suponhamos que B,€A e B,€A.
(2) Entdo podemos afirmar, pelo teorema 1, que:
)AI-Bye
ii) A I- B,.
(3) Por conseguinte, pela defini¢do de pro-dedutivel, inferimos:
i) do item i de (2), que existe uma pro-dedugdo contendo uma linha da forma
tia (i) B1, onde todas as pro-sentengas mencionadas em ;5 pertencem a A; e
i) do item ii de (2), que existe uma pro-dedugdo contendo uma linha da forma
u2a (iz) B2, onde todas as pro-sentengas mencionadas em L4 pertencem a A.
(4) Mas, se isso se da, A I- (BiAB.)", pois poderiamos justapor tais pro-dedugdes de B,
e B2 e acrescentar uma linha, obtendo uma pro-dedugdo para (B1AB2)", tal como se

segue:
Hia (i.l) B
H2a G) B2 [onde j &i+ia]
maUpaa  (+1) "(BiaB2) i, JT

(5) Logo, novamente pelo teorema 1, temos que (Bi1AB2) €A.

* De23:
I)ida

(1) Suponhamos que (B1vB2) €A.

(2) Entdo podemos afirmar, pelo teorema 1, que A I (B1v2)".

(3) E por conseguinte, pela definicdo de pro-dedutivel, que existe uma pro-dedugdo
contendo uma linha da forma p;a (i) (B1vB2)’, onde todas as pro-sentengas
mencionadas em ;4 pertencem a A.

(4) Suponhamos agora, por absurdo, que nem f;€A, nem B,€A.

(5) Entéo temos, pelo teorema 2.1, que —B,'€A e -, €A.

(6) E, pelo teorema 1, que:

DA —Be
i) A I- ;.

(7) Por conseguinte, pela defini¢do de pro-dedutivel, inferimos:

i) do item i de (6), que existe uma pro-dedugdo contendo uma linha da forma
t2a (iz) By, onde todas as pro-sentengas mencionadas em i, pertencem a
A;e

ii) do item ii de (6), que existe uma pro-dedugido contendo uma linha da forma
usa (i3) —P2', onde todas as pro-sentengas mencionadas em psa pertencem a
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(8) Mas, se isso se da, A - o, pois poderiamos justapor tais pro-dedugdes de "(B;vB2)",
'—By" e "B’ e acrescentar cinco linhas, obtendo uma pro-dedugdo para a, tal
como se segue:

Hia (i.l) "(BivBa)

Paa (i) —p [onde i & i;+is)
Haa 1)) By [onde j € i+is]
Hia G+ (=B1—=Ba) y/T
MaUpn  (+2) B i, j+UT
Ha  (13) (BB J, J¥2U/T [onde ps € piaUpaaUptaa]
{3 () BBy T
Ha  (GF5) o 13, jH4/T
(9) A, no entanto, € um conjunto a-saturado; por conseguinte, A I a. Contradigdo com
®)!
(10) Logo, ou B €A, ou B,€A.
II) volta

(1) Suponhamos que ou f3,€A, ou BeA.

(2) Entdo, pelo teorema 1, inferimos que ou A I+ ;, ou A I+ B,.

(3) Suponhamos, inicialmente, que A I+ B;.

(4) Entdao podemos afirmar, pela definigdio de pro-dedutivel, que existe uma pro-
deducdo contendo uma linha da forma p, (i) B;, onde todas as pro-sentengas
mencionadas em |1, pertencem a A.

(5) E, por conseguinte, que A I- (B;vB,)", pois a tal pro-dedugdo de B; poderiamos
acrescentar uma linha e obter uma pro-dedugdo para (,vf.)", tal como se segue:

o O B
pa G+ Brvp) VT

(6) Suponhamos, agora, que A I+ B,.

(7) Entdo podemos afirmar, pela definigio de pro-dedutivel, que existe uma pro-
dedugdo contendo uma linha da forma p, (i) B2, onde todas as pro-sentengas
mencionadas em i, pertencem a A.

(8) E, por conseguinte, que A I~ (B,vf2)", pois a tal pro-dedugdo de B, poderiamos
acrescentar uma linha e obter uma pro-dedugio para (B;vp.)", tal como se segue:

Ha (i) B2
pa @D (BivBoy vT

(9) Logo, de (2), (5) e (8), inferimos que A I (B;vB2)".
(10) E, pelo teorema 1 novamente, que (B;vf2)'€A.

* De24:
I) ida
(1) Suponhamos que "(B;—B,)"€A.
(2) Ent3o podemos afirmar, pelo teorema 1, que A - (B;—B2)".
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(3) E, pela defini¢do de pro-dedutivel, que existe uma pro-dedugdo contendo uma linha
da forma pa (i) (Bi—P2)', onde todas as pro-sentengas mencionadas em s
pertencem a A.

(4) Suponhamos agora, por absurdo, que nem B,¢A, nem ,€A.

(5) Entédo temos, pelo teorema 2.1, que B,€A e B, €A.

(6) E, pelo teorema 1, que:

)AI-Be
i) A I ™.

(7) Por conseguinte, pela definigdo de pro-dedutivel, inferimos:

i) do item i de (6), que existe uma pro-dedugdo contendo uma linha da forma
u2a (i2) B1, onde todas as pro-sentengas mencionadas em pips pertencem a A; e

i) do item ii de (6), que existe uma pro-dedugdo contendo uma linha da forma
sa (i3) B2, onde todas as pro-sentengas mencionadas em psa pertencem a
A

(8) Mas, se isso se da, Al o, pois poderiamos justapor tais pro-dedugdes de
(B1—B2)", B1 € B’ e acrescentar quatro linhas, obtendo uma pro-dedugdo para
a, tal como se segue:

Hia (i'l) (Bi—B2)

Haa @) B [onde i éiy+i]
P-SA (]) rﬁﬂz’ [mk_] é i‘H;]
MaUpaa (D) B2 iy, VT

ko (*2) BBy Jy JFUT fonde pa € piaUpina Upisa]

3 G3)  (—BAP)ay T

ma G+ a J2, j+3/T
(9) A, no entanto, é um conjunto a-saturado; por conseguinte, A I .. Contradigdo com

@)

(10) Logo, ou B;¢A ou B,€A.

IT) volta
(1) Suponhamos que ou B,¢A, ou B,€A.
(2) Entdo podemos afirmar, pela propriedade 2.1, que ou "—f;" €A, ou B,€A.
(3) E, pela propriedade 1, que:
)ouA I -y,
i) ou A I B,.
(4) Suponhamos, primeiramente, que A - —f;".
(5) Entao podemos afirmar, pela definigdo de pro-dedutivel, que existe uma pro-
dedugdo contendo uma linha da forma p, (i) —B,", onde todas as pro-sentengas
mencionadas em i, pertencem a A.
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(6)E, por conseguinte, que A I~ "(B;—>f,)", pois a tal pro-dedugdo de —f;’
poderiamos acrescentar uma linha e obter uma pro-dedugdo para (B,—f2)", tal
como se segue:

Ha ® =By
Ba @) (BB VT

(7) Suponhamos, agora, que A I+ f3,.

(8) Entdo podemos afirmar, pela definicdo de pro-dedutivel, que existe uma pro-
deducdo contendo uma linha da forma p, (i) B, onde todas as pro-sentencas
mencionadas em i, pertencem a A.

(9) E, por conseguinte, que A - (B;—p,)", pois a tal pro-dedugio de B, poderiamos
acrescentar uma linha e obter uma pro-dedugio para (B;—f.)", tal como se segue:

b O B
pa (@) (BB T

(10) Logo, de (3), (6) e (9), inferimos que A I+ (B;—>p2)".
(11) E, pelo teorema 1 novamente, que (B1—p2)'€A.

= De2s5:
I)ida

(1) Suponhamos que (Bi1<>f2)'€A.

(2) Entdo podemos afirmar, pelo teorema 1, que A I (B:6p2)".

(3) E, pela defini¢io de pro-dedutivel, que existe uma pro-dedugdo contendo uma linha
da forma p, (i) "(B1<>B2)', onde todas as pro-sentengas mencionadas em pi,
pertencem a A.

(4) Mas, se isso se da, entdo A I+ ((BiAB2)V(—B1A—B2)), pois a tal pro-dedugio de
(B1>B2)" poderiamos acrescentar uma linha e obter uma pro-dedugdo para
((BinB2)V(—B1n—B2)), tal como se segue:

Ha @ "(Bropo)
ba (@) (BuABIV(-Pia-B) T

(5) Logo, pelo teorema 1 novamente, podemos afirmar que ((BiAB)V(—BiA—B2)) €A.

(6) E, pelos teoremas 2.1, 2.2 e 2.3, que ou f; e B, pertencem a A ou B; e B ndo
pertencem a A.

1) volta
(1) Suponhamos que ou B; e B, pertencem a A ou f; e 3, ndo pertencem a A.
(2) Entdo podemos afirmar, pelo teorema 1, que:
JouAl-BreAl- By,
i)oulAi- B eAl —f;.
(3) Suponhamos, primeiramente, que A I- 3; e A I+ B,.
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(4) Entéo, pela definigdo de pré-dedutivel, podemos afirmar:
i) que existe uma pr6-dedugdo contendo uma linha da forma s (i) B1, onde
todas as pro-sentengas mencionadas em i, pertencem a A; e
ii) que existe uma pro-dedugdo contendo uma linha da forma pa (i) B2, onde
todas as pro-sentengas mencionadas em i, pertencem a A.
(5) Por conseguinte, A I (B:>8,)", pois poderiamos justapor tais pro-dedugdes de B,
e B2 e acrescentar uma linha, obtendo uma pro-dedugdo para (B1<>B2)", tal como

se segue:
Hia (i) B
Haa ()] B2 [onde j & ir+iz]
Hia U Hoa G+1) Brepa) i, JT

(6) Suponhamos, agora, que A IF "—;" e A I —f3,".

(7) Entdo, pela defini¢do de pro-dedutivel, podemos afirmar:

i) que existe uma pro-dedugdo contendo uma linha da forma pa (i) —p1", onde
todas as pro-sentengas mencionadas em ;5 pertencem a A; e

ii) que existe uma pré-dedugdo contendo uma linha da forma pa (i) —B2", onde
todas as pro-sentengas mencionadas em i, pertencem a A.

(8) Por conseguinte, A I+ (B1<>B,)", pois poderiamos justapor tais pr6-dedugdes de
'—B1" € B’ e acrescentar trés linhas, obtendo uma pré-dedugdo para (Bi<>B2),
tal como se segue:

MiA (i_l) —fy
Haa () By [ondej €is+iz]
MmaUpa G+ "Breof) iy, J/T
(9) Logo, de (2), (5) e (8), inferimos que A I+ (B1<>B2)".
(10) E, pelo teorema 1, que (B1<>f2)"€A.

Teorema 3:
Seja A um conjunto de pro-sentengas a-saturado e completo. Entdo a pro-
sentenca "V§B" pertence A se, e somente se, para cada nome c, a pro-sentenca
B¥/. pertence A.

Demonstragéo:
I)ida
(1) Suponhamos que V§B €A.
(2) Entdo podemos afirmar, pelo teorema 1, que A I- "V§p".
(3) E, pela definigdo de pré-dedutivel, que existe uma pr6-dedugdo contendo uma linha
da forma p, (i) 'V§B, onde todas as pro-sentengas mencionadas em p, pertencem
aA
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(4) Mas, se isso se d4, entdo, para qualquer nome ¢, A - B¥/., pois a pro-deducio de
"V§B" poderiamos acrescentar uma linha e obter uma pro-dedugdo para B/, tal

como se segue:
Ha ® v§p
wa @) B iU
(5) Logo, pelo teorema 1, temos que, para cada nome c, B¥/.cA.

II) volta

(1) Suponhamos que, para todo nome c, B¥/.€A.

(2) Suponhamos também, por absurdo, que "V§B*2A.

(3) Entdo podemos afirmar, de (2), pelo teorema 2.1, que —V§B €A.

(4) E, por conseguinte, pelo teorema 1, que A - -V§B".

(5) Pela definigdo de pro-dedutivel, temos entdo que existe uma pro-dedugdo contendo
uma linha da forma p, (i) —V§p, onde todas as pro-sentengas mencionadas em [ia
pertencem a A.

(6) E assim, podemos afirmar que A I- 3§(§=§A—B)', pois a tal pro-dedugio de
'-V§B" poderiamos acrescentar 13 linhas, tal como se segue, e obter uma pro-
dedugdo para 3§(§=§A—B)":

b () VR

{itl} (i+1) —3I§E=§A-P) P
{i+2}  (i+2) V§(§=§A-B) P
{i+2} (@(+3) 3§E=§~-B) it2/E
{3} () "VE(§=§A-B)>3§E=§A-B)) i+2,i+3/C
{itl} (i+5) V§-(§=§A-B) i+1,i+4/T
{itl} (i+6) "ﬁ(C=C/\ﬁ|3§/ o) i+5/IU [onde ¢ é um nome que ndo ocorre em B]
{} 7)) aa /Ax,
{} (@(+8) rv§§=¢ i+7/GU
{} (9 = i+8/IU
{i+1} (i+10) PY, i+6, i+9/T
{i+1} (+11) rv§p i+10/GU
{} (@(+12) r(-3§(§=§A-B)—>VEP)y i+1,i+11/C
Ha  (i+13)  3§(E=§A-B) L,i+12/T

(7) Pelo teorema 1, inferimos entdo que 3§(§=§A—B) €A.

(8) E, dado que A é completo, que "—B%," €A, para algum nome c.

(9) Ora, pelo teorema 2.1, temos entdo que, para algum nome c, B¥/.¢A; contradi¢do
com (1)!

(10) Logo, "V§p eA.
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Teorema 4:
Seja A um conjunto de pro-sentengas o-saturado e pro-completo. Entédo a pro-
sentengca "3§B pertence A se, e somente se, para algum pronome o, a pro-
sentenca B%/, pertence A.

Demonstragio:
I)ida
(1) Suponhamos que 3§B*A.
(2) Entéo, como A é pré-completo, para algum pronome o, a pro-sentenga B¥/,€A.
I0) volta
(1) Suponhamos que, para algum pronome G, a pro-sentenca B¥/sA.
(2) Ento podemos afirmar, pelo teorema 1, que A I~ B
(3) E, pela defini¢io de pro-dedutivel, que existe uma pro-dedugdo contendo uma linha
da forma p, (i) B¥., onde todas as pro-sentengas mencionadas em 1 pertencem a
A.
(4) Mas, se isso se d4, entdo A I- 3§B", pois a tal pro-deducio de B%, poderiamos
acrescentar uma linha e obter uma pro-dedugéo para *3§B7, tal como se segue:
o @ B
mw (+1) 3§ i/GE
(5) Logo, pelo teorema 1 novamente, inferimos que 3§ €A.

Teorema 5:
Seja A um conjunto de pro-sentengas o-saturado, completo e pro-completo.
Entdo:
5.1) para todo pro-termo restrito fechado 1, T=1'€A; e
5.2) para qualquer pro-termo fechado 1, se T=t"€A, entdo existe um nome
ctal que 1=c'€A; e
5.3) para qualquer pro-termo fechado t, se T=t'¢A, entdo existe um
parametro £ tal que €=£'¢A; e
5.4) para quaisquer pro-termos fechados 1, e 12, se "T;=T;'€A, entdo
T=T'€A e Ty T €A e
5.5) para quaisquer pro-termos fechados T; € T2, se ;=T2'€A, entdo
"TyT'€EA e
5.6) para quaisquer pro-termos fechados 1;,..., 1., se, para todo j, 1<j<n,
=1, €A, entdo existe um nome c tal que ¢;"1;...T,=c' €A, qualquer
que seja o simbolo funcional ¢;"; e
5.7) para quaisquer pro-termos fechados T e 1,5, se Ts € um sub-pro-termo
de T e t~T, ' ¢A, entdo T=T"¢A.
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Demonstragao:

= DeS5.1:
(1) Seja T um proé-termo restrito fechado qualquer.

(2) Entdo o seguinte esquema de pro-dedugdo mostra-nos que A I+ "t=1".
4 O aa 1A%
4 @ vy UGU
¢ 0 r=v 21U

(3) Por conseguinte, podemos afirmar, pelo teorema 1, que "t==t"€A.
(4) E, portanto, para todo pro-termo restrito fechado 1, temos que "t=1"€A.

= DeS52:

(1) Seja T um pro-termo fechado tal que T=1"€A.

(2) Entdo podemos afirmar, pelo teorema 1, que A I+ "t=1".

(3) E, pela defini¢do de pro-dedutivel, que existe uma pré-dedugdo contendo uma linha
da forma p, (i) "==7", onde todas as pro-sentengas mencionadas em p, pertencem a
A.

(4) Por conseguinte, A I- "3§(§=§A1=§)", pois a essa pro-dedugido de "T=1" poderiamos
acrescentar duas linhas e obter uma pro-dedugdo para 3§(§=§at=§)", tal como se
segue:

b @) U
Ha (1) "(=aTer) VT
Ha  (i+2)  3§E=§AT=E) i+1/GE

(5) Logo, pelo teorema 1, podemos afirmar que "3§(§=§A1=§)' €A.
(6) E, como A é um conjunto completo, inferimos que, para algum nome ¢, "t=c'€A.

* De53:

(1) Seja T um pro-termo fechado tal que "t=1"¢A.

(2) Entdo podemos afirmar, pelo teorema 5.1, que T ndo é um pro-termo restrito.

(3) Sejam &,,..., &, os pardmetros que ocorrem em T.

(4) E suponhamos, por absurdo, que ndo exista nenhum parametro £ tal que €= ¢A.

(5) Entéo, para todo j, 1<j<n, &= €A.

(6) Pelo teorema 1 temos entdo que, para todo j, 1<j<n, A I E=E;".

(7) Logo, pela definigdo de pro-dedutivel, inferimos que existem pro-dedugGes
contendo linhas da forma s (iy) €1=E1",. .., Haa (o) €a=Ea', Onde todas as pro-
senten¢as mencionadas em [ia,.. ., Haa pertencem a A.
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(8) Por conseguinte, A - t=1", pois poderiamos justapor essas pro-deducgdes de
"€;=¢;", para 1<j<n, e acrescentar trés linhas e obter uma pré-dedugdo para "t=1,
tal como se segue:

ma (W) EEED
Hoa (i_z) &8 [onde j; é iy +i]
Hoa (ln) Ea=Ca’ [onde ju éir+...+ia)
{} Gt a=a 1Ax,
{} (ut2) "V§=¥ Jot1/GU
MaU..Upas (o13) =0 i1, 20205 Joo Ju+2/TU

(9) Pelo teorema 1, podemos entéo afirmar que 7=t €A. Contradi¢do com 1!
(10) Portanto, se "t=1"¢A, entdo existe um parametro § tal que €=£'¢A.

= DeS.4:

(1) Sejam 7, e T, pro-termos fechados tais que "7,=1;' €A.

(2) Entdo podemos afirmar, pelo teorema 1, que A I 1,=1".

(3) E, pela definigdo de pro-dedutivel, que existe uma pro-dedugio contendo uma linha
da forma p, (i) "1,=12", onde todas as pré-sentengas mencionadas em i, pertencem
aA

(4) Temos entdo trés casos a considerar:

i) 71 € T, s30 ambos pro-termos restritos;
il) nem T; nem T, s30 pro-termos restritos; e
iii) um dos pro-termos € restrito, mas o outro ndo.

(5) Suponhamos, primeiramente, que tanto T, quanto T, sejam restritos.

(6) Entdo podemos afirmar, pelo teorema 5.1, que "1,=1;"€A e "T;=T;'€A.

(7) Logo, se 1; € T, sdo ambos pro-termos restritos, entdo '7,=1,'€A e ";=1;'€A.

(8) Suponhamos, agora, que nem T; nem T, S0 restritos.

(9) Sejam &,,..., &, os pardametros que ocorrem em T; Ou em T;.

(10) Entdo, de (3), inferimos que A - "1;=1;" e A I "1,=T;, pois a pro-dedugdo de
1,=T,' poderiamos acrescentar 2n+4 linhas e obter uma pro-dedug@o para "t;=t," €
",=T,, tal como se segue:

ba (@) mEw

{3 @) (=g 1Ax,
0 () @euoist) /Ax

B G) =g i, i+1/T [ondej, éitn+1]
Ma (htn) EER Li+tn/T

3} () aa /AX, [ondej, éji+n+1]
3 Gt VEE§ #/GU

ma (2¥2) =Y Jiseees i, jot1/TU
Ha  (213) e JienJitn, /10

(11) Por conseguinte, podemos afirmar, pelo teorema 1, que 1;=1,"€A e "T,=1,'€A.
(12) Logo, se nem T, nem T, sdo pro-termos restritos, entdo 7;=17;"€A e ",=T,'€A.
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(13) Suponhamos, finalmente, que um dos pro-termos é restrito € o outro n3o.

(14) Fagamos com que T, seja T;, se T, ndo € restrito; caso contrario, fagamos com que
Tp S€ja Ta.

(15) Sejam &,,..., &, os parametros que ocorrem em T,.

(16) Entdo, de (3), inferimos que A - 1;=1," e A I "1,=1;", pois a pro-dedugdo de
1,=12" poderiamos acrescentar 2n+4 linhas e obter uma pro-dedugio para "1,=1," €
",=T,, tal como se segue:

Ha (D) =1

{3 @) "(w=u-E=G) /Ax,
0 () memoit)  /Ax,

pa  G) E=E i, i+1/T [ondej; éi+n+1]

Mo Gitn)  &=Ey i, i+n/T

{} (G) aa /AX, [ondej, éji+n+1]

{3 @) V§=§ J2/GU

{3 G2 "=y j2+1/TU [onde 7. é Tz, se T, é Ty ; caso contrario, T & 7]
Ha  (243) e Jipeees i, joH1/TU

(17) Por conseguinte, podemos afirmar, pelo teorema 1, que ",=1;"€A e ,=1'€A.

(18) Logo, se um dos pro-termos é restrito € o outro nd3o, entdo T;=T,'€A e
"= €A.

(19) Portanto, de (4), (7), (12) e (18), inferimos que "T;=T,'€A e T,=T,'€A.

= DeS.S:

(1) Sejam 1, e 1, pro-termos fechados tais que 7;=1,'€A.

(2) Entdo podemos afirmar, pelo teorema 1, que A I+ "1,=1;".

(3) E, pela definigdo de pro-dedugdo, que existe uma pro-dedugdo contendo uma linha
da forma pa (1) "1=12, onde todas as pro-sentengas mencionadas em L1, pertencem
aA

(4) Temos entdo dois casos a considerar:

i) T € um pré-termo restrito; e
i) T; ndo é restrito.

(5) Suponhamos que 1; € um pro-termo restrito.

(6) Entdo A I+ "t;=1,", pois & pro-dedugdo de "1;=T,' poderiamos acrescentar quatro
linhas e obter uma pro-dedugdo para "1,=1,", tal como se segue:

b @ =Ty

{} (@(+1) a=a 1A%,
{} (@(+2) V§=¢ i+1/GU
{3y @3) = i+2/1U
Mo (itH4) =Ty i,i+3/1

(7) Por conseguinte, podemos afirmar, pelo teorema 1, que "1,=1,"€A.
(8) Logo, se 1; é um pro-termo restrito, T,=1;"€A.

(9) Suponhamos, agora, que T; ndo é restrito.

(10) Sejam &;,..., E, 0s pardmetros que ocorrem em T; .
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(11) Entdo A I+ "1;=1y", pois a tal pro-dedugdo de "t,=1,' poderiamos acrescentar 2n+4
linhas e obter uma pro-dedugdo para "1,=1,", tal como se segue:

Ha (D) "T1=1"

{3 @) "(u=-25=5) 1Ax,

{} @(tn) "(u=r-E=5) /Ax,

[TPO ()] e i, i+1/T [ondej; éi+n+1]
Ha  (itn)  E=E i,i+n/T

{} G2) a=a /AXq [ondej; éji+n+1]
{} GtD  VEEE j2/GU

pa (2t2) =y Jiseens i, ot 171U
pa  (213) ey’ i,jo+2/1

(12) Por conseguinte, podemos afirmar, pelo teorema 1, que T,=1,"€A.
(13) Logo, se T; ndo é restrito, entdo ",=T,"€A.
(14) Portanto, de (4), (8) e (13), inferimos que "=, €A.

* DeS.6:

(1) Sejam 1y,..., T, pro-termos fechados tais que, para todo j, 1<j<n, "7=1;'€A.

(2) Entido, pelo teorema 5.2, podemos afirmar que, para cada j, 1<j<n, existe um nome
c’; tal que "t;=c’j'€A.

(3) Logo, temos, para todo j, 1<j<n:

i) pelo teorema 5.4, que "c’j=cj'€A;
ii) pelo teorema 5.5, que "¢’ =1 €A.

(4) Pelo teorema 1, inferimos entdo que, para todo j, 1<j<n:

i)AIFci=c;e
i) A I ¢=T.

(5) Por conseguinte, pela defini¢do de pro-dedugdo, podemos afirmar que existem pro-
dedugdes contendo linhas da forma (i) ©1=C 1., Poa (in) Cv=C 1,
Has1a (1) C 1=T10,... ., Maaa (i) "¢ »=T,", onde todas as pro-sentengas mencionadas
em cada P, para 1<h<2n, pertencem a A.
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(6) Entdo, qualquer que seja o simbolo funcional ¢;", A - 3§(§=§A0:"1:...1,=§)", pois
podemos justapor as pro-dedugdes de 'cj=c; e de 'cj=17, para 1<j<n, e
acrescentar seis linhas e obter uma pro-dedugdo para "3§(§=§0i"11...1.=§)", tal
como se segue:

.: *® -
ma (@)  ©r=cy

Paa () ¢y [onde iy éiy+ia]
Haa (l'n) f-c‘n=c’n.| [onde i, é1)+...+ig]
Poria (wn)  CEw [onde iy &iy+...+ias]
Hoza  (fa2) € o=1) [onde i'w2 éir+... Him2]
Poun () T [onde i' & ir+...+iz]
3 @ aa JAX; [ondej éimt1]
4 Gt)  VE§EE | .. JGU
BWaU...Upma  (+2)  "@c1...C o=@'C1...C o i1, 12,0005 s FHUTU
PaU..Upoma  G13) "™y 0= ... T i'ae1,000pi'0, j 1211
maU...Upoana () (@ 0. %=0 T ... ToAG T Ta= i T . T j.+3/T
PiaU...Upons G+ 3§(E=§rp"0...t=§) j+4/GE

(7) Pelo teorema 1, temos entdo que *A§(§=§A0:"11...T=§)" €A.

(8) E, como A ¢ completo, podemos afirmar que, para algum nome ¢, 'Q;"T;...T,=C' €A.

(9) Portanto, inferimos que, se Ti,..., T, $30 pro-termos fechados tais que, para todo j,
1<j<n, "t=1;'€A, entfio existe um nome c tal que "¢;’1;...T,=C'€A, qualquer que
seja ¢;'.

* Des7
Por indugio na complexidade m de 7.
Sejam 1 e 1, pro-termos fechados tais que 1, € um sub-pro-termo de t e =1 ¢A.
Base: m=0
Obs: T ndo pode ser um nome, pois, se o fosse, 1, teria de ser o proprio 1 (o unico
sub-pro-termo de T que existiria) e, pelo teorema 5.1, teriamos que "=t €A,
contrariamente a nossa hipotese.
(1) Entéo t € um parametro.
(2) E 7, € o proprio T, uma vez que T é 0 unico sub-pro-termo de T que, neste
caso, existe.
(3) Portanto, "t=1"¢A.
Passo indutivo: 0<r<m
Hipotese indutiva: Para quaisquer pro-termos fechados 7 de complexidade r e 7, tais
que T, ¢ um sub-pro-termo de T, se T =T s €A, entdo T=T"'gA.
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Mostremos agora que, para um pro-termo T de complexidade m, essa propriedade se
mantém.
(1) 1 é entdo do tipo ¢;'1;...Ts.
(2) E 7, é ou o proprio T ou um sub-pré-termo de algum t;, para 1<j<n.
(3) Suponhamos, primeiro, que T, € 0 proprio T.
(4) Entdo, como "1=1,' ¢A, também "T=1"¢A.
(5) Suponhamos, agora, que T, é um sub-pro-termo de algum 7;, para 1<j<n.
(6) Entdo, como T; tem complexidade menor que m, pela hipétese indutiva,
podemos inferir que "t=T;' €A.
(7) Sejam &;,..., &, os pardmetros que ocorram em 7.
(8) E suponhamos, por absurdo, que "==1"€A.
(9) Entdo, pelo teorema 1, temos que A - "t=1".
(10) Assim, pela definicdo de pro-dedutivel, podemos afirmar que existe uma
pro-deducdo contendo uma linha da forma pa (i) "==7", onde as pro-
sentengas mencionadas em L, pertencem a A.
(11) Logo, A - =1, pois poderiamos acrescentar 2n+3 linhas a pro-
dedugdo de "=T" e obter uma pro-dedugdo para "t=t;', tal como se

segue:
P () U
{} (@) (=6=8) /Ax;
{ } (i+n) r(t='t p=§ p).| / sz
TN (1) B < <Y i, it+1/T [ondej; éi+n+1]
Pa (rtn) E=ET L,i+/T
3 () aa /A%, [ondejs éjita+1]
{3 @) V§=§E jo/GU
Ma (2+2) Y Jipeen i, ot 1/IUR
(12) Por conseguinte, pelo teorema 1, podemos afirmar que ™=t'€A.
Contradigéo com (6)!

(13) Logo, se s € um sub-pro-termo de algum 7, para 1<j<n, "t=1"¢A.
(14) Portanto, de (2), (4) e(13), inferimos que "T=1"¢A.

Apresentamos, a seguir, algumas definicdes necessarias para a formulagdo de dois
lemas que nos auxiliardo na demonstra¢do do préximo teorema.

Seja A um conjunto de pro-sentencas a-saturado, completo e pro-completo.
Chamamos entdo T ao conjunto dos pro-termos fechados de Qy,;

T? ao conjunto {1eT | ==1'¢A}; e

T~ ao conjunto T-T".+

¥ Uma vez que &,,...,&, sdo todos os pardmetros que ocorram em T € que T; ¢ um sub-pré-termo de 7,
qualquer pardmetro que ocorra em t; € um dos §;,..., &p.
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Definimos, para cada t€ T, a fungdo 7a , como se segue:
i)se 1€, 7 é o primeiro nome c, na ordem alfabética dos nomes, tal que
T=c'€A,
i) se 11", 7a é o primeiro parimetro &, na ordem alfabética dos parametros, tal
queEeT’s
Chamamos U, ao conjunto {teT | para algum v’ eT, 1 é 74};
=ua a relagdo {(1,7) | 1€Uar}; e
X, a0 conjunto {£cT | para algum €T, € é 7}
Definimos o objeto ?, , tal como se segue:
i) se T" ndio ¢ vazio, entdo ?, é o tnico elemento de X,; e
ii) se T" é vazio, entdo 7, é o nome ‘a’.
Definimos, para cada simbolo funcional ¢;" de L, a operagdo ¢;"[Ua]: T"— T, tal como
se segue:
e se, para todo j, 1<j<n, ;€T e se, para algum nome c, ";"t;...T,=C"€A",
entdo ¢;"[Ua)(T1,...,Ta) €Ca; €
e se, paraalgum j, 1<j<n, ;e T", entdo ¢;"[Ua)(Ts,..., Ta) € %a.
Definimos também, para cada predicado ;" de L, a relagdo m;"[Ua], tal como se segue:
7;"[Ua] € 0 conjunto {{7ia,..., 7a) €Ux" | T"11... Ta€A}.

1 Notemos que, se & & um pardmetro, £ pode pertencer a T~ ou a T”; ¢ também que T° pode ser vazio. Além
disso, a partir do teorema 5.1, podemos afirmar que, para todo pré-termo restrito e fechado z, te T".
'* Notemos que:
i) se teT", entdo podemos afirmar, pela defini¢io de T~, que "==1"€A e, pelo teorema 5.2, que
existe um nome ¢ tal que T=C'€A; ¢
i) se T’ ndo & vazio, podemos afirmar, pelo teorema 5.3, que existe um pardmetro £ tal que
E=E ¢A.
' Notemos que:
i) U, ndo ¢ vazio, pois
(1) ‘a=a’eA :
(2) ‘@’ € o primeiro nome da ordem alfabética dos nomes, ¢,
(3) por conseguinte, a, € ‘a’.
ii) os elementos de U, sdo todos nomes de L, pois qualquer que seja te T, 7, ¢ um nome;
iii) uma ordem para U, pode ser induzida a partir da ordem alfabética dos nomes de L; €
iv) X, tem, no méximo, um elemento, pois, para quaisquer dois pré-termos 7, € 7, pertencentes a T,
Tia € T 30 um mesmo pardmetro (a saber, o primeiro da ordem alfabética dos pardmetros
pertencentes a T").
I” Notemos que 0 teorema 5.6 nos assegura que hd um nome c tal que "@;"t;...T,=C" €A, qualquer que seja
@, se Ty,..., T, sd0 pro-termos fechados tais que, para qualquer j, 1<j<n, "t=1 €A.
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(7) Logo, A - '1)=c;' e A I "tp=¢,", pois poderiamos justapor as pro-deducdes de
=1, "i=Ci' € "p=¢;', acrescentar duas linhas e obter uma pro-dedugdo para
T1=c2' € "Tp=¢y’, tal como se segue:

ma  (m) e
Paa () =Y fonde j éiy+iz]

ma (@O ey [onde 1é j+is)
maUpsa (1) m=cy iy, VT
maUpa (142) "r=c ip, J1
(8) Assim, pelo teorema 1, podemos afirmar que T,=¢,’ e ",=c;" também pertencem a
A.
(9) Suponhamos agora, por absurdo, que ¢; ndo é 0 mesmo nome que C,.
(10) Entdo, ou ¢, precede c; na ordem alfabética dos nomes, ou € ¢, que precede c;.
(11) Ora, se c; precede ¢, na ordem alfabética dos nomes, entdo, pela defini¢do, 74 ndo
- € o nome c;, dado que, de (8), podemos afirmar a existéncia de um nome c;
anterior a ¢, nessa ordem e tal que "t,=c,"€A. Contradi¢do com o item ii de (4)!
(12) E, se c; precede c; na ordem alfabética dos nomes, ent3o, pela defini¢io, 714 ndo é
o nome ¢, , dado que, de (8), podemos afirmar a existéncia de um nome c, anterior
a c; nessa ordem e tal que 1;=c,'€A. Contradi¢do com o item i de (4)!
(13) Logo, c; € 0 mesmo nome que C;.
(14) E, portanto, se T, € T, sdo pro-termos fechados tais que "1;=1,'€A, podemos
inferir que 734 € 0 mesmo nome que 7 .

II) volta

(1) Sejam 7, e T, pro-termos fechados tais que 71, € 0 mesmo nome que 7 .
(2) Seja c 0 nome que 7ia € 724 530.
(3) Entdo, pela definigdo de 714 € 74, temos que*:
i) ¢ é o primeiro nome, na ordem alfabética dos nomes, tal que T1=c’ €A,
ii) ¢ é o primeiro nome, na ordem alfabética dos nomes, tal que "t,=c'€A.
(4) Assim, pelo teorema 5.5, do item ii de (3), inferimos que ‘c=1,'€A.
(5) Pelo teorema 1, podemos entéo afirmar:
i)doitemide (3), que A I- 'T;=C",
i) de (4), que A I+ "c=1,". _
(6) Por conseguinte, pela defini¢io de pro-dedutivel, podemos afirmar que existem pro-
dedugdes contendo linhas da forma pa (iy) T1=C" € paa (i2) "c=12', onde todas as
pro-sentengas mencionadas em Jiia € P pertencem a A.

1 Se 715 € Ts S0 um pré-termo restrito, nem T, nem T, pertencem a T pois, caso Contrario, zjp € T
seriam um parimetro.
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(7) Logo, A - '1/=c;' e A I "t;=c", pois poderiamos justapor as pro-deducdes de
=1, "=Ci' € "y=¢y', acrescentar duas linhas e obter uma pro-dedugdo para
"T1=c2’ € ",=¢,’, tal como se segue:

ma (@) ey
TPV () B 5 [onde j é i+iz)

pa O ey [onde 1€ ji+is]
maUpaa (H1) m=c? i, U1
HaUpa (H2) rr=cr iy, j/I
(8) Assim, pelo teorema 1, podemos afirmar que "t;=c,’ € f'cz—cl’ também pertencem a
A
(9) Suponhamos agora, por absurdo, que ¢; ndo é 0 mesmo nome que C,.
(10) Entdo, ou ¢, precede c; na ordem alfabética dos nomes, ou € ¢, que precede c;.
(11) Ora, se c; precede ¢, na ordem alfabética dos nomes, entdo, pela defini¢do, 74 ndo
- € 0 nome ¢z, dado que, de (8), podemos afirmar a existéncia de um nome c;
anterior a ¢, nessa ordem e tal que "1,=c,"€A. Contradi¢do com o item ii de (4)!
(12) E, se c; precede c; na ordem alfabética dos nomes, ent3o, pela defini¢do, 714 ndo é
o nome ¢, , dado que, de (8), podemos afirmar a existéncia de um nome c, anterior
a c; nessa ordem e tal que 1;=c,'€A. Contradi¢do com o item i de (4)!
(13) Logo, ¢1 € 0 mesmo nome que C;.
(14) E, portanto, se 1, € T, sdo pro-termos fechados tais que "1,=1,'€A, podemos
inferir que 734 € 0 mesmo nome que 7, .
II) volta
(1) Sejam 7, e T, pro-termos fechados tais que 71, € 0 mesmo nome que 7 .
(2) Seja c 0 nome que 7ia € 724 530.
(3) Entio, pela defini¢do de 71a € 74, temos que™:
i) ¢ é o primeiro nome, na ordem alfabética dos nomes, tal que "T;=c'€A;
ii) ¢ é o primeiro nome, na ordem alfabética dos nomes, tal que "t,=c'€A.
(4) Assim, pelo teorema 5.5, do item ii de (3), inferimos que ‘c=1,'€A.
(5) Pelo teorema 1, podemos entdo afirmar:
i)doitemide (3), que A I T;=C",
ii) de (4), que A I+ "c=1;'.
(6) Por conseguinte, pela defini¢io de pro-dedutlvel podemos afirmar que existem pro-
dedugdes contendo linhas da forma pa (is) "T1=C" e paa (i) "c=12’, onde todas as
pro-sentengas mencionadas em 114 € [iaa pertencem a A.

1 Se 71a € B S30 um pré-termo restrito, nem 1; nem 1, pertencem a | - pois, caso contrario, zjp € T
seriam um parimetro.
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(7) Logo, A I+ 1,=15", pois poderiamos justapor as pro-dedugdes de "1,=¢' e "c=17,
acrescentar uma linha e obter uma pré-dedug@o para 1,=1;’, tal como se segue:
ma (@) =
P () 7 [ondej éiy+ia)
MaUpas (1) &= iy, j/1
(8) Pelo teorema 1, podemos entdo afirmar que 1,=1,' €A.
(9) Portanto, se 1, € 1, sdo pro-termos fechados tais que 714 € 0 mesmo nome que %,
entdo "T,=T,'€A.

Lema 2:
Seja A um conjunto de pro-sentengas a-saturado, completo e pro-completo. Seja
', a pro-interpretagdo candnica de A; e s uma sobrevaloragio qualquer com
respeito a 'I,. Entdio, para qualquer pro-termo fechado T, sg(t) € 7a.

Demonstrago:
Por indug@o na complexidade m de t.
Seja T um pro-termo fechado qualquer.
Base: m=0
(1) Entdo 1 € um pronome.
(2) Pela defini¢do da fungdo preenchimento, podemos entdo afirmar que sy(T)
¢ L(7).
(3) Portanto, pela construgéo de 71,, , temos que sp(T) € 7a.
Passo indutivo: 0<r<m
Hipétese indutiva: Para qualquer pro-termo fechado T de complexidade r, sy(t) é Ta.
Mostremos agora que, para um pro-termo T de complexidade m, essa propriedade se
mantém.
(1) Entdo 7 é do tipo ¢;"1;...Ta.
(2) Pela defini¢do da fungdo preenchimento, podemos entdo afirmar que:
i) ou 55(7) 6 L(@sp(t),... Sp(ta)], se, para todo j, 1<j<n, sy(5)elAl,
i) ou sy(t) € 71, caso contrario.
(3) Logo, pela construgiio de "I, inferimos que:
i) ou (1) € QATUallsy(x1),..., Sy, se, para todo j, 1<j<n, si()eUs,
i) ou s(T) € 74, caso contrario.
(4) Ora, como, para todo j, 1<j<n, 7; tem complexidade menor que m, pela
hipétese indutiva, temos que:
i) ou 5(7) € @:"[Ual(71a,. -, 7Tan), Se, para todo j, 1<j<n, 5a€U,,
ii) ou si(T) € 74, caso contrario.
(5) Suponhamos, primeiro, que para todo j, 1<j<n, 5a€U,.
(6) Entéo, do item i de (4), temos que sy,(T) € ¢;"[Usl(71a,-- -, Ta).
(7) Seja, para cada j, 1<j<n, ¢; 7.
(8) Entéo, s(t) € ¢;"[Ual(C1,.- - -, Cn)-
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(9) E, pela definicdo da operagdo ¢;"[U,], podemos afirmar que sy(7) € Ca,
onde ¢ é tal que "¢;"c;...c;=c €A.

(10) Ora, como, pela definigdio de 7a, sabemos que ™=cj'cA, pelo
teorema 5.5, podemos afirmar que "c;/=t;'€A, para 1<j<n.

(11) Por conseguinte, pelo teorema 1, temos:

i) de (9), que A I~ "@;"c;...c.=c , €
ii) de (10), que, para 1<j<n, A I- ¢=1;".

(12) Logo, pela definigdo de pro-dedutivel, podemos afirmar que existem pré-
deducgbes contendo linhas da forma pja (i) ¢=T1,..., Una (in) "Cu=Ta",
Has1a (1) "@i"C1...co=c ', onde todas as pro-sentengas mencionadas em
Hia,- .-, Ua+1a pertencem a A,

(13) Mas, se isso se d4, entdo A I =c *, pois poderiamos justapor as pro-
dedugdes de "gi’c;...c.=c ' e "¢;=1}", para 1<j<n, acrescentar uma linha e
obter uma pro-dedugdo para "Q"t;...T,.=c *, tal como se segue:

Hia (i) ="

Ba (2 oW fonde iy éiy+ia]
o (D) & [onde it i+ +ia]
botta (1) @C1...CGC [onde i1 & ir+.. +ign1]

maU...Upga  (antl) of...t=c" iy, 1%,..., 1%/l

(14) Logo, pelo teorema 1, temos que "t=c '€A.

(15) E assim, pelo lema 1, podemos afirmar que 7, é 0 mesmo nome que ¢ 5.

(16) Portanto, de (5), (9) e (15), temos que sy(7) € 7, se, para todo j, 1<j<n,
Z'jAEUA .

(17) Suponhamos, agora, que para algum j, 1<j<n, 5agU,.

(18) Entdo, do item ii de (4), temos que si(T) € 4.

(19) E, da definigio de Ua, que 7acT".

(20) Logo, pela definicio de 7, podemos afirmar que t;eT’; pois, caso
contrario, 7, seria um nome €, consequentemente, pertenceriaa T .

(21) Pela definigéio de T, temos entdo que "1=T;" ¢A.

(22) E, como Tt; € sub-pro-termo de 1, pelo teorema 5.7, inferimos que
1=7"¢A também.

(23) Por conseguinte, Te T".

(24) E, pela definigdo de 75, temos que 7, é o primeiro parimetro &, na ordem
alfabética dos parimetros, tal que EcT".

(25) Pelas definigoes de X, e de 7», podemos entdo afirmar que 7 é ?5.

(26) Portanto, de (17), (18) e (25), temos que sy(t) € 7a, se para algum j,
1<5j<n, 5a¢U,.

(27) Portanto, de (4), (16) e (26), inferimos que si,(t) é 7a.
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Teorema 6:
Seja A um conjunto de pro-sentengas o-saturado, completo e pro-completo.

Entdo existe uma pro-interpretagdo ?Ip numa estrutura A tal que, para qualquer
pro-sentenga B, B é verdadeira segundo ?I,, se, e somente se, BeA.

Demonstragdo:
Por indug@o na complexidade m de .
Seja 'L, a pro-interpretacéio candnica de A e B uma pré-sentenga qualquer. Mostremos
entdo que P é verdadeira segundo I, se, e somente se, BeA.
Base: m=0
Entdo B é atdmica. Temos dois casos a considerar
L. B é do tipo 1,=12".
a) ida

(1) Suponhamos que "1;=T,' seja verdadeira segundo I, .

(2) Entdo, pela definicdo de verdade, temos que todas as sobrevaloragdes
satisfazem "1,=T," segundo 'I,.

(3) Seja s uma sobrevaloragdo qualquer.

(4) Entdo temos, pela definigdo de satisfagdo, que {sip(T1), Sip(T2)) €=ua.

(5) Por conseguinte, pela definigdo de =y, podemos afirmar:

1) que sy(T1) € sp(T2) pertencem a Uy ; €
i) que Sy(T1) € sy(T2) sdo ambos um mesmo nome, digamos c.

(6) De (5), pelo lema 2, temos entdo que 732 € 724 pertencem a U, e sdo ambos
0 nome C.

(7) Pela defini¢do de 714 € 724 podemos entdo afirmar que:

i) ¢ € o primeiro nome, na ordem alfabética dos nomes, tal que "t,=c’€A; e
ii) ¢ € o primeiro nome, na ordem alfabética dos nomes, tal que "1,=c'€A.

(8) Logo, pelo teorema 5.5, do item ii de (7) temos que "c=1,"€A.

(9) E assim, pelo teorema 1, podemos afirmar:
i)doitemide (7), que A I t,=C' e
i) de (8), que A I "c=1y".

(10) Desse modo, pela definido de pro-dedutivel, podemos afirmar que
existem pro-dedugdes contendo linhas da forma A (i) Ti=c' e
u2a (i) 'c=T;', onde todas as pro-sentengas mencionadas em s € poa
pertencem a A.

(11) Mas, se isso se da, entdo A I 1,=T1;", pois poderiamos justapor as pro-
dedugbes de "t;=c' e "c=1,', acrescentar uma linha e obter uma pro-
dedugéo para "1,=1,’, tal como se segue:

pa () =
pa @) =1y [onde j éir+ia]

maUpaa () = i, 1

64



(12) Portanto, pelo teorema 1, BeA.
b) volta
(1) Suponhamos que "1;=1,"€A.
(2) Entao, pelo lema 1, podemos afirmar que 714 € 0 mesmo nome que 7 .
(3) Entéo, como 714 € 724 sdo restritos, pelo teorema 5.1, podemos afirmar que
"Ta=Ti1a' €A € que "Tr=Tn' €EA.
(4) Logo, 71a € 74 pertencema T .
(5) Seja ¢ 0 nome que 7ia € 74 S30.
(6) Entdo, pela definigdo de U, , podemos afirmar que ceU,.
(7) E, pela defini¢do de =ya, que {c, c)e=ys.
(8) Logo, de (5) e (7), inferimos que (71a, T2a)E=ua .
(9) Seja s uma sobrevaloragio qualquer com respeito a ', .
(10) Entdo, pelo lema 2, temos que s,(T1) € 7ia € que Sp(T2) € Taa.
(11) Logo, de (8) e (10), podemos afirmar que (sy(T1), Sp(T2)) E=ua -
(12) Pela definigéo de satisfagio temos entdo que s sat?l,, T
(13)E, como s é qualquer, podemos afirmar que qualquer sobrevaloragdo
satisfaz "1,=1," segundo 'I,.
(14) Portanto, pela defini¢do de verdade, inferimos que B é verdadeira segundo
?I,,.
I1. B € do tipo 7;"11... Ta.
a)ida _
(1) Suponhamos que 7"t;...T, é verdadeira segundo I, .
(2) Entéo, pela definicdo de verdade, todas as sobrevaloragdes satisfazem
1. Ta segundo L,
(3) Seja s uma sobrevaloragdo qualquer.
(4) Entdo, pela defini¢do de satisfagdo, temos que (sip(T1),.. ., Sp(Ta)) EL(T").
(5) E assim, pelo lema 2, podemos afirmar que (7ia,..., Ta)EL(T").
(6) Pela construgiio de 'I,, temos entdo que {7a,..., Tu) €M [Ual.
(7) Portanto, pelo definigéo de 7;"[U,], inferimos que BeA.
b) volta
(1) Suponhamos que 7;"1;...T.€A.
(2) Entdo, pela definicdo de w'[Up], podemos afirmar que
(Tia,-- ., Taa)ET; [Ua)
(3) E, pela construgdio de I, que, {7ia,..., Tyl ().
(4) Seja s a sobrevaloragdo qualquer com respeito a I, .
(5) Entdo, pelo lema 2, temos que (sip(T1), ..., Sip(Ta)) ELp(T").
(6) Logo, pela definigdo de satisfagio, podemos afirmar s sat’, T:"T1...Ta.
(T E, como s € uma sobrevaloragdo qualquer, que qualquer sobrevaloragdo
satisfaz 7"1;...7, segundo "I, .
(8) Portanto, pela definigio de verdade, B é verdadeira segundo I, .
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Passo indutivo: 0<p<m
Hipotese indutiva: qualquer pro-sentenca B’ de complexidade p possui esta
propriedade: B’ ¢ verdadeira segundo I, se, e somente se, B'€A.
Mostremos agora que uma pro-sentenca B de complexidade m também possui essa
propriedade.
1. B é uma pro-sentenga molecular
Entdo B possui essa propriedade em decorréncia da hipotese indutiva e do
comportamento booleano dos conectivos.
II. B € do tipo "V§B,".
a) ida
(1) Suponhamos que "V§B," ¢ verdadeira segundo "I, .
(2) Entdo, pela definicdo de verdade, temos que todas as sobrevaloragdes
satisfazem "V§P," segundo 'L,
(3) Seja s uma sobrevaloragdo qualquer.
(4) Entéio, como "I, ¢ completa, pela propriedade 3.4.11, podemos afirmar que,
para todo nome c, s satisfaz B,%/. segundo I, .
(5) Ora, como s ¢ uma sobrevaloragdo qualquer, de (4) podemos inferir que,
para todo nome c, qualquer sobrevaloragio satisfaz B,/ segundo I,
(6) E assim, pela defini¢io de verdade, temos que, para qualquer nome c, B/,
é verdadeira segundo ',
(7) Logo, como B,%/. tem complexidade menor que m, pela hipétese indutiva
podemos afirmar que, para qualquer nome c, B,/.€A.
(8) Portanto, pelo teorema 3, podemos afirmar que feA.
b) volta
(1) Suponhamos que "V§B;' €A.
(2) Entiio, pelo teorema 3, temos que, para cada nome c, B;%/.€A.
(3) Mas, como B,%/. tem complexidade menor que m, pela hipétese indutiva,
podemos afirmar que, para cada nome c, B,%/. é verdadeira segundo ', .
(4)E, por conseguinte, pela definicio de verdade, que todas as
sobrevaloragdes satisfazem B,%/, segundo "I, para todo nome c.
(5) Seja s uma sobrevaloragio qualquer.
(6) Entao, pela propriedade 3.4.11, podemos afirmar que s satisfaz "V§B;
segundo 'T,.
(7 E assim, como s é uma sobrevaloragio qualquer, podemos inferir que
qualquer sobrevaloragio satisfaz B segundo "I,
(8) Portanto, pela definigdo de verdade, temos que B € verdadeira segundo ?I,,.




1. B é do tipo "A§P,".
a)ida

(1) Suponhamos que '3§B," é verdadeira segundo I, .

(2) Entdo, pela definigdio de verdade, podemos afirmar que todas as
sobrevaloragdes satisfazem 3§, segundo 'L,

(3) Seja s uma sobrevalorag@o qualquer.

(4) Entdo, pela definiio de satisfagdo, podemos afirmar que existe uma
sobrevaloragio §-variante de s que satisfaz B, segundo I,

(5) Seja 5 uma tal sobrevaloragido e chamemos T a 5”y(§).

(6) Por definicdo da fungdo preenchimento, podemos entdo afirmar que T
pertence ao sobredominio de 'I, e, pela construgio de 'I,, que existe um
pronome G tal que o' é 7. (Obs: no sobredominio de "I, s6 ha elementos
que sdo valor de alguma fungio & »!)

(7) Desse modo, como, pelo lema 2, temos que o4 é s;,,(c'), de (5) e (6),
podemos afirmar que 5,(6") é 5"(8).

(8) E assim, pela propriedade 3.4.6, temos que s sat’, B se, e somente se,
s sax’;,, Bg/ o*.

(9) Logo, de (5) e (8), inferimos que s satisfaz B,/.+ segundo "I, .

(10) Ora, como B,%/,« é uma pro-sentenga, pelo item i da propriedade 3.4.8,
podemos afirmar que B,/ é verdadeira segundo I, .

(11) Logo, dado que B;%/,+ tem complexidade menor que m, pela hipotese
indutiva, de (10) temos que B,/sscA.

(12) Portanto, pelo teorema 4, podemos inferir que BeA.

b) volta

(1) Suponhamos que 3§B;"€A.

(2) Entdo podemos afirmar, pelo teorema 4, que, para algum pronome o,
Bi¥/oeA.

(3) Logo, dado que PB,%/, tem complexidade menor que m, pela hipotese
indutiva, temos que, para algum pronome o, B%/, é verdadeira segundo
L.

(4) Pela definigdo de verdade, inferimos entdo que, para algum pronome G,
todas as sobrevaloragdes satisfazem B,%/, segundo I,.

(5) Seja s uma sobrevaloragdo qualquer e s’ a sobrevaloragdo §-variante de s e
tal que 5’,(§) € 0 mesmo que sy,(0).

(6) Entdo, pela propriedade 3.4.6, podemos afirmar que s’ sat’, P; se, e
somente se, 5 sat'y, B .

(7) Logo, s satisfaz B; segundo I, .

(B)E, por conseguinte, podemos afirmar que existe pelo menos uma
sobrevaloragdo §-variante de s que satisfaz B, segundo ?I,,.

(9) Assim, pela definicdo de satisfag3o, inferimos que s satisfaz *3§f;" segundo
?Ip )
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(10) E, como s é qualquer sobrevaloragdo, temos que qualquer sobrevaloragdo
satisfaz "3§B," segundo "I, .

(11) Portanto, pela definigio de verdade, temos que B ¢é verdadeira segundo
?
I,.

3.7) Legitimidade de Q;, com respeito ao sistema dedutivo S

Lema 3:
Para toda linha da forma p (i) o de uma pro-dedugdo D em S, se I' € um conjunto
que contém as pro-sentencas mencionadas em p, entdo o é pro-conseqiiéncia
logicade I

Demonstragio:
Por indugdo no nimero i de linha.
Base: i=1
Temos os seguintes casos a considerar:
I. A linha i foi introduzida pela regra P .
(1) Entdo i é da forma {1} (1) a.
(2) Seja I' um conjunto que contém a.
(3) Entdo, pela propriedade 3.4.12, podemos afirmar que I' > a.
II. A linha i foi introduzida pela regra Ax; .
(1) Entdo i é da forma {} (1) a=a.
(2) Ora, pela propriedade 3.4.13, sabemos que > ‘a=a’.
(3) Seja I' um conjunto qualquer.
(4) Entdo {}cI e, por conseguinte, pela propriedade 3.4.26, podemos afirmar
queI’ > ‘a=a’.
III. A linha i foi introduzida pela regra Ax; .
(1) Entdo i € da forma {} (1) (a;—>E=E)", onde £ é um pardmetro que ocorre
na pro-sentencga atomica o;.
(2) Ora, pela propriedade 3.4.14, sabemos que > (o, —>€=E)".
(3) Seja I' um conjunto qualquer.
(4) Entdo {}T e, por conseguinte, pela propriedade 3.4.26, podemos afirmar
que I > (o, >E=E).
IV. A linha i foi introduzida pelaregra T.
(1) Entdo i € da forma {} (1) o, onde o é conseqiiéncia tautologica do vazio.
(2) Ora, pela propriedade 3.4.15, sabemos que a € conseqiiéncia tautologica
do vazio somente se {} > a.
(3) Seja I' um conjunto qualquer.
(4) Entdio {}T e, por conseguinte, pela propriedade 3.4.26, podemos afirmar
quel' > a.
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Passo indutivo: 1<r<i
Hipotese indutiva: Para qualquer linha r’ da forma p’ (r') o de uma pré-dedugiio D’ em
S, se I’ é um conjunto que contém as pro-sentengas mencionadas em i,
entiol’ > o |
Mostremos agora, para a linha de nimero i, que essa propriedade se mantém.
L. A linha i foi introduzida pela regra P.

(1) Entéo i é da forma {i} (i) o.

(2) Seja I' um conjunto que contém o.

(3) Entdo, pela propriedade 3.4.12, podemos afirmar que I' > «.

I1. A linha i foi introduzida pela regra Ax; .

(1) Entdo i é da forma {} (i) a=a.

(2) Ora, pela propriedade 3.4.13, sabemos que > ‘a=a’.

(3) Seja I' um conjunto qualquer.

(4) Entdo {}cT e, por conseguinte, pela propriedade 3.4.26, podemos afirmar
quel’ > ‘a=a’.

III. A linha i for introduzida pela regra Ax,.

(1) Entdo i é da forma {} (i) (o, —>£€=E)", onde £ é um pardmetro que ocorre
na pro-sentencga atomica a.;.

(2) Ora, pela propriedade 3.4.14, sabemos que > (o, >E=E)".

(3) Seja I' um conjunto qualquer.

(4) Entdo {}cT e, por conseguinte, pela propriedade 3.4.26, podemos afirmar
que I' > (o, >E=E).

IV. A linha i foi introduzida pela regra T.

(1) Entdo i é da forma p,; U...U p, (i) a, onde a é conseqiiéncia tautologica de
{a,...,0,} e, para 1<z<n, q, ¢ afirma¢io de uma linha da forma p, (i;) o,
i<i.

(2) Seja I'; um conjunto que contém as pro-sentengas mencionadas em .,
para 1<z<n.

(3) Entdo podemos afirmar, pela hipétese indutiva, que, para todo z, 1<z<n,
I,>a,.

(4) E, pela propriedade 3.4.15, que I, U...UT, D> a.

(5) Seja I' um conjunto que contém I' U.. .U T,.

(6) Entéo, pela propriedade 3.4.26, podemos inferir que I' &> a..

V. A linha i foi introduzida pela regra C.

(1) Entdo i é da forma p (i) "(a;—>0,)", onde a, é afirmagdo de uma linha da
forma {ii} (i) o, 1<i, e o, é afirmagio de uma linha da forma
nuU {is} (i2) oz, ix<i.

(2) Seja I' um conjunto que contém as pré-sentengas mencionadas em .

(3) Entdo podemos afirmar, pela hipéotese indutiva, que I' U {ot;} B> a,.

(4) E assim, pela propriedade 3.4.16, que I' > "(a;—>a)".
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VL A linha i foi introduzida pela regra IU.

(1) Entdo i:

i)ou é da forma p (i) @, onde T é um pro-termo restrito fechado
qualquer e a tal que ocorra em D uma linha da forma p (i;) "V§a, i;<i;

ii) ou € da forma p U p, U...U p, (i) &%/, onde T é um pré-termo fechado
qualquer, &,,..., &, sd0 os pardmetros que ocorram em T, as linhas
W () €=, 1<i, para 1<j<n, ocorram em D e « € tal que uma linha da
forma p (ip) V§at, i6<i, ocorra em D.

(2) Suponhamos, primeiramente, que i ¢ da forma p (i) o’/;, onde T é um pro-
termo restrito fechado qualquer e a tal que ocorra em D uma linha da
forma p (i) "V§ar, i)<i.

(3) Seja I um conjunto que contém as pro-sentengas mencionadas em .

(4) Entdo podemos afirmar, pela hipétese indutiva, que I' > "V§a'.

(5)E, pela propriedade 3.4.18, que I' > o;Y/..

(6) Suponhamos, agora, que i é da forma U p; U... U , (i) &%/, onde T é um
pro-termo fechado qualquer, &,,..., &, sdo os pardmetros que ocorram em
7, as linhas p; (i;) &=¢;", ij<i, para 1<j<n, ocorram em D e a € tal que uma
linha da forma p (ip) "V§a', io<i, ocorra em D.

(7) Seja I’y um conjunto que contém as pro-sentencas mencionadas em y, e [
um conjunto que contém as pro-sentencas mencionadas em L, para 1<j<n.

(8) Entdo podemos afirmar, pela hipétese indutiva, que I', > "V§a' e também
que, para 1<j<n, I; > &=¢;.

(9) Logo, pela propriedade 3.4.18, temos que [o U...UT, > o/;.

(10) Seja I' um conjunto que contém I, U...UT5,.

(11) Entéo, pela propriedade 3.4.26, podemos inferir que I' > a¥/; .

VIIL. A linha i foi introduzida pela regra GU.

(1) Entdo i é da forma p (i) "V§a, onde « é tal que a¥/, ¢ afirmagio de uma
linha da forma p (iy) &%/, i;<i, € 6 é um pronome que n3o ocorre nem em
o nem nas pro-sentengas mencionadas em L.

(2) Seja I' um conjunto que contém as pro-sentengas mencionadas em p.

(3) Entdo podemos afirmar, pela hipotese indutiva, que I' > o/, .

(4) E, pela propriedade 3.4.19, que I' > "V§a.

VIII. A linha i foi introduzida pela regra IE.

(1) Entdo i é da forma p; U 3 (i) B e ocorrem em D trés linhas: uma da forma
w1 (ir) 3§a., outra da forma {ir} (iz) o¥/; e outra da forma p; U {ir} (is) B,
onde i;<i, i,<i3<i e £ € um pardmetro que ndo ocorre nem em q, nem em f3
€ nem nas pro-sentengas mencionadas em 3.

(2) Segjga I'; um conjunto que contém as pro-sentengas mencionadas em |, ; €
I'; um conjunto que contém as pro-sentengas mencionadas em i3 .

(3) Entdo podemos afirmar, pela hipétese indutiva, que I'; > 3§a” e também
que I3 U {a¥/} > B.

70



' (4) Logo, pela propriedade 3.4.20, temos que I'; UT; &> B.
(5) Seja I' um conjunto que contém I'y UT5.
(6) Ent3o, pela propriedade 3.4.26, podemos inferir que I' > .
IX. A linha i foi introduzida pela regra GE.
(1) Ento i é da forma p (i) 3§, onde a ¢ tal que o¥/; é afirmagdo de uma
linha da forma p (i,) o*/z, i1<i, € T é um pré-termo fechado.
(2) Seja I' um conjunto que contém as pro-sentengas mencionadas em .
(3) Entdo podemos afirmar, pela hip6tese indutiva, que I' > a¥/; .
(4) E, pela propriedade 3.4.21, que I' > 3§a’.
X. A linha i foi introduzida pela regra E.
(1) Ent3o i é da forma p (i) 3§a”, onde a é tal que ocorre em D uma linha da
forma p (i) —V§-a, i;<i.
(2) Seja I' um conjunto que contém as pro-sentengas mencionadas em L.
(3) Entdo podemos afirmar, pela hipotese indutiva, que I' > —V§—-a.
(4) E, pela propriedade 3.4.22, que I' > 3§a’.
XI. A linha i foi introduzida pela regra 1.
(1) Entdo i é da forma p; U i (i) B e ocorrem em D duas linhas: uma da forma
i (i) T1=12" e outra da forma , (i) o, onde i;<i, i,<i e  resulta de
por substituigio de uma ou mais ocorréncias do pro-termo fechado t; por
ocorréncias do pré-termo fechado 1,.
(2) Seja I'; um conjunto que contém as pro-sentengas mencionadas em p,, €
I'; um conjunto que contém as pro-sentencas mencionadas em ;.
(3) Entdo podemos afirmar, pela hipétese indutiva, que I'; > "1;=1;' e também
quel> > a.
(4) Logo, pela propriedade 3.4.18, temos que I'; UT; > B.
(5) Seja I' um conjunto que contém I', UT5.
(6) Entéo, pela propriedade 3.4.26, podemos inferir que I" &> .

Teorema 7:
Seja o uma pro-sentenga ¢ I' um conjunto de pré-sentengas. Entdo o é pro-

dedutivel de I" somente se a é pro-conseqiiéncia logica de I".

Demonstragao:

(1) Suponhamos que I I+ at.

(2) Entdo, pela definicio de pré-dedutivel, podemos afirmar que existe uma
pro-dedugio contendo uma linha da forma p (i) a e tal que todas as pro-
sentengas mencionadas em p pertencem a I

(3) Portanto, pelolema 3, " > a.
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4) Dedutibilidade em Q,

Dizemos que uma sentenga o € dedutivel de um conjunto de sentengas I' — em
simbolos, I' - oo — se, e somente se, I' I+ a.

Se uma sentenga o é dedutivel do conjunto vazio — isto €, se a. € uma sentenga e
existe uma pro-deduc@o contendo uma linha da forma {} (i) @ —, dizemos que o é um
teorema — em simbolos, - a.

4.1) Teorema da Corregiio de Q

Seja o uma sentenga e I' um conjunto de sentengas. Entdo o é conseqiiéncia logica de
I, se a € dedutivel de I

Demonstragio:

(1) Suponhamos que I' - a.

(2) Entdo podemos afirmar, pela defini¢do de dedutivel, que I I- .

(3) E, pelo teorema 7, que I' &> a..

(4) Logo, pela definicdo de pro-conseqiiéncia, temos que, em cada pro-
interpretagdo, toda sobrevaloragdo que satisfaz cada uma das sentengas de
I' também satisfaz a.

(5) Suponhamos agora, por absurdo, que I ¥ a.

(6) Entdo, pela definicdo de conseqiiéncia, podemos afirmar que existe uma
sobrevaloragdo s que, segundo uma interpretagdio 'L, satisfaz cada uma das
sentencas de I' mas ndo satisfaz o.

(7) Seja "I, uma pro-interpretagéo cuja base em L é 'L

(8) Entdo, pelas definicdes de satisfagio em Q; e em Q,,, inferimos que,
segundo I, s satisfaz cada uma das sentengas de I' mas néo satisfaz a.

(9) Logo, podemos afirmar que existe uma sobrevaloragdo que, segundo uma
pré-interpretagdo, satisfaz cada uma das sentencgas de I' mas ndo satisfaz
a. Contradigéo com (4)!

(10) Portanto, I' = a.
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4.2) Propriedade a Lindenbaum

Seja I' um conjunto de pro-sentengas e o uma pro-sentenga tal que I' It a.
Construamos, com respeito a I'U {a}, uma lista A infinita 8,,5,,...,0,,... de pré-
sentengas tal que:
1) para cada pro-sentenga 8 de Q,, existe pelo menos um natural i tal que ; € 5; e
i) para cada pro-sentenga & do tipo "3§(§=§AB)", existe pelo menos um natural i tal
que &; é 8 e 8.1 é B¥/. — onde ¢ é um nome que ndo ocorre nem nas pro-sentengas
de ' U {a} nem em alguma pro-sentenga J; da lista, j<i; e
iii) para cada pro-sentenga & do tipo 3§, existe pelo menos um natural i tal que &; é
8 € 8.1 é B¥/, — onde ¢ é um pronome que n3o ocorre nem nas pro-sentengas de
I'U {a}, nem em alguma pro-sentenga §; da lista, j<i.*
Construamos, a partir de I' e dessa lista A, uma seqiiéncia infinita = de conjuntos
encaixantes® Ag, Ay,..., A,,... da seguinte maneira:

)A é T e
i) A, € AsrU {8a}, seAn U {d:} W ase
Any, caso contrario.

Definimos assim o conjunto maximal A de I com respeito a o como sendo UA,, para
n>0.

Lema 4:
Seja I' um conjunto de pro-sentengas e o uma pro-sentenga tal que I' It . Seja
Ag, Ay,..., A,,... a seqiiéncia infinita de conjuntos encaixantes construida tal como
a E acima. Entd3o, para qualquer j<n, a pré-sentenga §;€A, se, € somente se,

SieA;.

Demonstragéo:
L ida

(1) Suponhamos:
i) que §;€A,, e
i) por absurdo, que §;¢A;.

(2) Entdo, do item ii, pela construgio de A;, podemos afirmar que
AU {8} - o

-(3) E, pela definigdo de pro-dedutivel, inferimos que existe uma pro-dedugio
contendo uma linha da forma p (i) o, onde todas as pro-sentengas
mencionadas em p pertencem a A;; U {§;}.

* Notemos que € possivel construir uma tal lista, uma vez que o conjunto das pré-sentencas de Qy, ¢
enumeravel.
* Isto €, tais que, para todo natural i e para todo natural j, s¢ i<j, entdo AicA;.
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(4) Ora, por construgdo de A;; e de A,, sabemos:

i) que A;1CA,, pois os conjuntos da seqiiéncia sdo encaixantes e (j-1)<n; e
ii) que A, It a.

(5) Logo, dos itens i de (1) € (4), podemos afirmar, de (3), que existe uma pro-
dedugdo contendo uma linha da forma p (i) o, onde todas as pro-sentencas
mencionadas em | pertencem a A, .

(6) Por conseguinte, pela definigio de pro-dedutivel, temos que A, I- a.
Contradi¢do com o item ii de (4)!

(7) Portanto, se §;€A,, §;€A;.

II. volta

(1) Suponhamos que §;e4;.

(2) Mas, por construgdo, sabemos que, A,CA,, pois os conjuntos da seqii€éncia
sd0 encaixantes e j<n.

(3) Portanto, se §;€A;, entdo J;cA,.

Teorema 8:
Seja o uma sentenca e I' um conjunto de sentengas tais que I" # o.. Entdo hi um

conjunto A de pro-sentencas o-saturado, completo e pro-completo tal que
I'cA

Demonstragdo:
Sejama e I taisque I' i+ .
Ent3o, pela definigdo de dedutibilidade, I I¥ .
Seja A a lista infinita de pro-sentengas de Qyp 81,95, ..., 8,... acima construida.
Seja A o conjunto maximal de I" com respeito a a.
Provemos que A é a-saturado, completo, pro-completo e tal que I'cA.
L TcA.

(1) Por construgdo de Ay, sabemos que Ag éI'.

(2) E, pela definigdo de A, temos que A é UA,, n>0.

(3) Portanto, obviamente T'cA.

II. A é a-saturado.
a)A It a.

(1) Por hipotese A I a.

(2) E, por construgdo de A;, A; It o, para qualquer j, j>1.

(3) Suponhamos, por absurdo, que A I+ c.

(4) Entdo, pela definigio de pro-dedutivel, podemos afirmar que existe um
pro-dedugdo contendo uma linha da forma p (i) o, onde todas as sentengas
mencionadas em i pertencem a A.

(5) Ora, como uma pro-dedugdo é uma seqiiéncia finita de linhas, sabemos
também que as sentencas mencionadas em L. sd3o em niimero finito.

(6) Seja A’ o conjunto formado exatamente pelas sentengas mencionadas em p.
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(7) Entéio, A'cA.

(8) Seja m o nimero de elementos de A”.

(9) Podemos entio dizer que A’ é {8:1,3z,...,8m} — onde i, 1<r<m, ¢ o
menor indice de ocorréncia, na lista A de pro-sentencas de Qy,, da pro-
sentenca pertencente a A", e 1<j; se, e s0 se, 1<j.

(10) Por conseguinte, pelo lema 4, de (7) e (9) podemos afirmar que A'CAi,
para algum natural iy, in>1. (Obs: i, #0, pois Agé eI It o)

(11) E assim, de (6) e (10), temos que todas as sentengas mencionadas em
pertencem a Ay, para algum natural iy, in>1.

(12) Logo, de (4) e (11), pela definigio de pro-dedutivel, inferimos que
Aim I+ o, para algum natural i, in>1. Contradi¢do com (2)!

(13) Portanto, A ¥ c.

b) Para qualquer pro-sentenga B, se BgA, entdo AU {B} I+ a.

(1) Seja B uma pro-sentenga tal que BeA.

(2) Chamemos §; a ocorréncia de menor indice de  na lista A de pro-
sentengas de Q.

(3) Ora, pela construgdo de A;, sabemos que A;cA.

(4) Entdo, de (1) e (3), podemos afirmar que &;¢A; .

(5) Logo, pela construgdo de A;, inferimos que Ai; U {&;} I+ a.

(6) E, como, pela construgdo de A;;, sabemos que também Ai;cA, de (5)
podemos afirmar que AU {&;} I+ .

(7) Portanto, para qualquer pro-sentenca 3, se B¢A, entdo AU {B} I+ a.

II. A é completo.

(1) Suponhamos que 3§(§=§1B) €A.

(2) Entdo, pela defini¢do de A, temos que, para algum j, 3§(§=§B) €A;.

(3) Seja i o natural tal que, na lista A de pro-sentengas de Qy:

i) &; € 3§(§=§1B)" e
ii) 81 é B¥., onde ¢ é um nome que nio ocorre nem nas pro-sentengas de
I' U {a} nem em alguma pro-sentenga §; da lista A, j<i.

(4) Pelo lema4, de (2) e do item i de (3), podemos entdo afirmar que
"I§(§=§B) €Ai.

(5) E assim, pelo teorema 1, temos que A; - 3§(§=§1B)".

(6) Pela definicdo de pro-dedutivel, inferimos entdo que existe uma pro-
dedugdo contendo uma linha da forma pa; () "3§(§=§AB)", onde todas as
pro-sentengas mencionadas em py; pertencem a A;.

(7) Suponhamos agora, por absurdo, que B¥/.¢A.

(8) Entéio, pela definico de A, podemos afirmar que B%.¢A;, qualquer que
seja j, j20.

(9) E, por conseguinte, que B¥/.&A;.; .
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(10) Logo, pela construgdo de A;.;, inferimos que:
DA a,e
i) A; U {B%/} - a.

(11) Pela defini¢do de pro-dedutivel, temos entdo que existe uma pro-dedugdo
contendo linhas da forma {j,} (j;) B%. e p’a U {ji} (=) o, onde todas as
pro-sentengas mencionadas em |1’y; pertencem a A; .

(12) Desse modo, de (6) e (11), podemos inferir que A; - o — contradi¢do
com o item i de (10)! —, pois poderiamos justapor as pro-dedugdes de
3§(§=§1B)" e de a e acrescentar oito linhas e obter uma pro-dedugédo
para o a partir de um subconjunto finito de A;, tal como se segue:

b O P

B o B [onde 1 +ji]
wal{ll @) o fondel &jz¢1)
Wa B+ (BYeoray LL/C
Wa 0i+2) V§(P-a) 1, +1/GU*
43} 43)  CE=EAB) /P>
{L+3} G,+4) E=L L,+3/T
{L+3} 0L+5) ﬂ’/zt 1L,+3/T
waU{i+3} 0L+6) (B/oay L+2,,+4/TU
wWaU{h#3} 0L+7) a L+5,1,+6/T
MaiUWa (11#8) « 3, L3, L+71E
(13) Logo, B¥/.€A.
(14) E, portanto, A é completo.

IV. A € pré-completo.

(1) Suponhamos que 3§B €A.

(2) Entao, pela defini¢do de A, temos que, para algum j, 3§B €A;.

(3) Seja 1 0 natural tal que, na lista A de pro-sentengas de Qs
)8 ¢ 3§P e
i) 81 é B¥/,, onde ¢ é um pronome que nio ocorre em nenhuma §; da

lista A, j<i.

(4) Pelo lema 4, de (2) e do item i de (3), podemos entdo afirmar que
8B €A;.

(5) E assim, pelo teorema 1, temos que A; - 3§B".

(6) Pela definigdo de pro-dedutivel, inferimos entdo que existe uma pro-
deduc@o contendo uma linha da forma p,; (j) 3§, onde todas as pro-
sentengas mencionadas em pi,; pertencem a A; .

(7) Suponhamos agora, por absurdo, que B¥/,2A.

Z Notemos que, se ¢ ¢ um nome que ndo ocorre nem nas pro-sentengas de I' U {a} nem em alguma pré-
sentenga §; da lista A, j<i, entdo ¢ ndo ocorre em nenhuma das pré-sentencas mencionadas em p’;, uma
vez que estas pro-sentengas pertencem todas a A;.

® Onde £ ¢ um pardmetro que ndo ocorre nem «, nem em f, nem nas pro-sentengas mencionadas em py; .
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(8) Entdo, pela definiio de A, podemos afirmar que B%,¢A;, qualquer que
seja j, j20.

(9) E, por conseguinte, que B¥/o2A;1 .

(10) Logo, pela construgdo de A, inferimos que:

DAt a,e
i) AU {B¥o} I o

(11) Pela defini¢do de pro-dedutivel, temos entdo que existe uma pro-dedugdo
contendo linhas da forma {ji} (j1) B € WU {j1} (j2) @, onde todas as
pro-sentengas mencionadas em |’y; pertencem a A; .

(12) Desse modo, de (6) e (11), podemos inferir que A; - o — contradi¢@o
com o item i de (10)! —, pois poderiamos justapor as pro-dedugdes de
3§B" e de o e acrescentar quatro linhas e obter uma pré-dedugdo para o a
partir de um subconjunto finito de A;, tal como se segue:

[TPVR () B
Moo Y% fonde 641
Wai U {1} (l.n) a [onde l; € j2+]]
wWa ) BYeoay  LL/IC
L+2} L+2) BYs /P
wWaU{li+2} 0Li+3) o L+1,1,+2/T
MaiVpa 0H) o J L2, L +3/IE
(13) Logo, B¥/e.cA.

(14) E, portanto, A é pro-completo.

* Notemos que, se ¢ € um pronome que ndo ocorre nem nas pré-sentengas de I' U {a} nem em alguma pré-
sentenca J; da lista A, j<i, entdo o ndo ocorre em nenhuma das pré-sentengas mencionadas em p’,;, uma
vez que estas pro-sentengas pertencem todas a A;.



4.3) Teorema da Completude de Q,

Seja o uma sentenga e I" um conjunto de sentengas. Entdo, o € conseqiiéncia logica de
I' somente se o € dedutivel de I".

Demonstragio:

(1) Suponhamos que I i+ a.

(2) Entio, pela definicdo de dedutibilidade, também I I .

(3) E assim, pelo teorema 8, podemos afirmar que ha um conjunto A a-
saturado, completo e pro-completo tal que I'cA.

(4) Logo, pelos teoremas 1 e 6, inferimos que existe uma pro-interpretagio I,
segundo a qual todas as pro-sentengas de A — e, em particular, asde I' —
sdo verdadeiras, mas o ¢ falsa.

(5) Seja Tabase de ', em L.

(6) Entdo podemos afirmar que, segundo ', cada uma das sentengas de I' ¢
verdadeira mas o € falsa.

(7) Portanto, pela definigdo de conseqiiéncia logica, podemos concluir que
I'#a



0 CALCULO Q,

A sintaxe de Q; é a mesma de Q,. E também a semantica, exceto pela definigdo de
satisfagdo. Definimos, em Q,, safisfacdo (para L e 'T) da seguinte maneira:

Seja 'I uma interpretagio de L numa estrutura A formada pelo par (%, 1) e s uma
sobrevaloragio em A com respeito a 'I. Seja o uma formula. Entdo, dizemos que s
satisfaz o segundo I — em simbolos, s sat’ o0 — se:

I. o € uma formula atomica:
i) do tipo "1;=T3" € 0 par {(s(T1), s(T2)) pertence a =, ou
ii) do tipo 7;"t;...7, € a n-upla (s(t1),..., 5i(a)) pertence a relagdo I(m"); ou
II. o € uma férmula molecular:
i) do tipo "—B" e ndo é o caso de s sat’; B; ou
i) do tipo (B1AB.)" e s sat’t B, e s sat’; B, ; ou
iii) do tipo "(B1vB2)' e s sat’; B, ou s sat’; B, ; ou
iv) do tipo "(B1—B.)" e ou ndo é o caso de s sat’; B ou s sat’; B2; ou
v) do tipo "(B1<>B2)" € ou s sat’; B; e s sat’; B, ou nem é o caso de s sat’; B; nem
o de s sat’; B; ou
II. o é uma formula geral:
i) do tipo "V§P" e, para qualquer sobrevaloragdo s* §-variante de s, s” sat’; B;
ou
ii) do tipo "I§P" e, para alguma sobrevaloragdo s* §-variante de s normal em §,
s’ sat?l B.

Notemos que a defini¢do de satisfagio em Q, diferencia-se da de Q, apenas para as
formulas gerais. Enquanto que, em Q,, a quantificagdo universal refere-se ao dominio e a
existencial a0 sobredominio de uma interpretagio, em Q,, verifica-se o contrario: a
quantificagdo universal refere-se ao sobredominio e a existencial ao dominio de uma
interpretagdo. Assim, poderiamos afirmar, em Q,, que tanto a formula "V§o
intuitivamente diz que todos os objetos do dominio da interpretagdo satisfazem o (ou
seja, que ndo existe objeto do dominio da interpretagdo que ndo satisfaga o), quanto a
formula 3§B" intuitivamente diz que algum objeto do sobredominio da interpretagdo
satisfaz B (ou seja, que ndo é o caso de todos os objetos do sobredominio da
interpretagdo ndo satisfazerem ). Mas isso é exatamente o que, em Q,, intuitivamente
dizem as formulas —~3§—a e —~V§—p", respectivamente. Logo, se usarmos aqui indices
nos simbolos de quantifica¢do, a fim de identificarmos o calculo a que as quantificagdes
se referem®, "V,§a € equivalente a —3,§—a"; € 3,§B" a V.§-f".

» Qindice ‘1’ para quantificagdes em Q, ¢ o indice ‘2’ para quantificagies em Q..
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De fato; pois podemos definir as quantificagdes universal e existencial de Q. no calculo
Qi da seguinte maneira: introduzamos, em Q,;, os simbolos ‘V,’ € ‘3,” de modo que
V,§a seja a abreviagdo de —3§—a, € "3,§a” seja a abreviagdo de I§(§=§Aa)'. Entido,
em Q,, temos que - (V§oe>—3,§—a) e - (F§P>—V28—-P)', uma vez que, como nos

mostra o seguinte esquema de pro-dedugdo,

I~ r(3§B(_>—I—|3§—I_IB)1 em le.
{13 @O V&
{2 @ 3§E§r-oy
{3} ) EEr-ay
3 @ &&&
By O —d
{1} (6) cé/rg
{13} (O (@r-olyy
B3} @ (V§ar@Yn-atyy
O @ —@¥n-ay
3} (10) VS
2} A1) Vv
{3 (12) "3§E=§r-a)>—V§a)y
{13} (@3) ~—3§E=§r—-a)y
{3 (14 (V§a—>-3§(E=§r-))
{15} (15) —3§E=§r-o)
{16} (16) —V§-(§=§r—a)
{16; (A7 3§E=§r—-a)
{} 18) (—V§-(§=§A—0)—>3§(§=§r—))
{15} (19) V§-(§=§r-a)
{15} (20) —(c=cA-al/y
{3} @) a=xa
{} (@2 v§§=§
{3} @3 =
{15} (24 dY,
{15} (25 "V§«
{} @6) (—3I§E=§r~a)>V§a)
{273 @7 3§y
{28} (28) BY;
{28} (290 —PBY
{28} (30) r3I§gp
273 @G 3P
27y (32) ——3A§p
{3 (3) r@§p—>——3§—B)
{34} (34) ——3A§p
{34} (35 3I§—P
{36 (36) By
@36y 3N P
{36} (38) r3gp"
{34} (39 3§p
{ (40) (=-3§--p—3Py
{} @) (V§aue-3§E=§r-o))
{} 42) @§Ppe—-—-3I§—B)

I (V§oer—-3§(§=§r—a))" e

/P

/P

/Plonde & é um parimetro que nio ocorre em o]
3T

3T

1,31U
5,6/T

1,7/C

T

8,9/T

2,3, 10/IE .
2,11/C

1, 12/T

1, 14/C

/P

/P

16/E

16, 17/C

15, 18/T
19/IU [onde ¢ é um nome que no ocorre em a
1Ax,

21/GU
22/1U

20, 23/T
24/GU

15, 25/C

/P

/P [onde & é um pardmetro que niio ocorre em B]
28/T

29/GE

27, 28, 30/IE
31/T

27, 32/C

/P

34/T

/P [onde E é um pardmetro que n3o ocorre em B]
36/T

37/GE

35, 36, 38/IE
34, 39/C

14, 26/T

33, 40/T

Portanto, o calculo Q, pode ser definido em Q,; e uma axiomatica correta e completa

adequada a este sé-lo-4 também aquele.



BIBLIOGRAFIA

[1] BELL, John Lane;, MACHOVER, Moshe. A Course in Mathematical Logic.
Amsterdam: North-Holland Pub. Co., 1977. 599p.

[2] CHANG, Chen Chung; KEISLER, H. Jerome. Model Theory. 3. ed. Amsterdam:
North-Holland Pub. Co., 1990. 650p. (Studies in Logic and the foundations
of Mathematics, vol. 73)

[3] ENDERTON, Herbert B.. Elements of set theory. New York: Academic Press,
1977. 279p.

[4] HILBERT, David; ACKERMANN, Wilhelm. Principles of Mathematical Logic.
New York: Chelsea Pub. Co., 1950. 172p.

[5] LOPARIC, Andréa M. A. de Campos. “Les négations et les univers du discours”.
In: VVAA, Lacan avec les philosophes, Paris: Albin Michel, 1991. 452p.
(Bibliotheque du College International de Philosophie)

[6] MATES, Benson. Elementary Logic. 2. ed. New York: Oxford University Press,
1972. 327p.

[71 MENDELSON, Elliott. Introduction to Mathematical Logic. 3. ed. Pacific
Grove, California: Wadsqorth & Brooks/Cole Advanded Books &
Software, 1987. 341p.

[8] QUINE, Willard Van Orman. From a Logical Point of View. 2. ed. rev.
Cambridge: Harvard University Press, 1961. 184p. (Logico-Philosopical
Essays, 9)

[9] Mathematical Logic. ed. rev. Cambridge: Harvard University
Press, 1961. 346p.

[10] SHOENFIELD, Joseph Robert. Mathematical Logic. 2. ed. Massachusetts:
Addison-Wesley Publishing Company, 1973. 344p.

[11] SMULLYAN, Raymond M.. First-Order Logic. New York: Springer-Verlag,
1968. 158p.

[12] SUPPES, Patrick. Introduction to Logic. Princeton: D. Van Nostrand Co., 1957.
312p.



1424784
Caixa de texto


	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -001
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -002
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -003
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -004
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -005
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -006
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -007
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -008
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -009
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -010
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -011
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -012
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -013
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -014
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -015
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -016
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -017
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -018
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -019
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -020
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -021
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -022
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -023
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -024
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -025
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -026
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -027
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -029
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -030
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -031
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -032
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -034
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -035
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -036
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -037
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -038
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -039
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -040
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -041
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -042
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -043
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -044
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -045
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -046
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -047
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -048
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -049
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -050
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -051
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -052
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -053
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -054
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -055
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -056
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -057
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -058
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -059
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -060
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -061
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -062
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -063
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -064
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -065
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -066
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -067
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -068
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -069
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -070
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -071
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -072
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -073
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -074
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -075
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -076
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -077
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -078
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -079
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -080
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -081
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -082
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -083
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -084
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -085
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -086
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -087
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -088
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -089
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -090
	Adorno, Fernando Paulo Christe_2001 -091



