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RESUMO

FURUTA, R. H. M. Maleabilidade em redes complexas: efeitos de sucessivas remocoes de
arestas. 2023. 48p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sdo Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2023.

A disseminacgdo recente de tecnologias de monitoramento e simula¢do tem levado a um au-
mento na captacao e geracdo de dados. Para modelar estes sistemas, ¢ comum se utilizar redes
complexas por poder incorporar conexdes entre os elementos em sua estrutura. Este estudo
aborda uma medida recém-introduzida, a maleabilidade de redes complexas, com foco nos
modelos Erdos-Rényi, Watts-Strogatz e Barabési-Albert, estimando-a com base no coeficiente
de agrupamento. A maleabilidade pode ser interpretada como a quantidade efetiva de estados
isomorficos que uma rede pode assumir diante de modificagdes especificas. No entanto, calculé-la
por meio da determina¢@o de isomorfismos € custoso e ndo fornece um valor intuitivo quando o
interesse € quantificar a variabilidade de uma medida particular. Para superar essas limitagdes, é
possivel estima-la considerando-se uma ou mais medidas. Neste estudo, foca-se na maleabilidade
estimada em relacdo ao coeficiente de agrupamento médio, medida selecionada por avaliar o
grau de interconexao de um né com seus vizinhos e boa eficiéncia computacional. A pesquisa
concentra-se na remog¢do de arestas como uma modificacdo incremental nas redes, escolhidas
com base em trés critérios: aleatério, maximizag¢ao e minimizag¢ao da maleabilidade estimada.
Nos experimentos, foi observado que, nas redes do tipo Watts-Strogatz, a maleabilidade mostra
um aumento acentuado até atingir um pico, seguido por um declinio suave. O mesmo padrao
€ observado na curva de maximiza¢dao da mesma, porém otimizado. Em contraste, a curva de
minimizacio da maleabilidade apresenta um decrescimento suave e uniforme. Também nota-se
que, em todos os modelos, as remog¢des que minimizam a maleabilidade resultaram no maior
valor médio do coeficiente de agrupamento observado. Para investigar o impacto das remocdes
de arestas nas redes em simulagdes de dinamicas, realizamos caminhadas aleatérias em cada uma
das redes mencionadas. A ativacdo de nds em cada caminhada e a correlagdo entre essa ativagado
e os graus de entrada e saida ao longo das remog¢Oes foram determinadas. Essa correlagdo,
denominada steering coefficient, foi comparada entre os trés critérios de remog¢ao de arestas
mencionados anteriormente. Observa-se que a remocao aleatdria de arestas tende a diminuir
o0 steering coefficient, enquanto as remog¢Oes que minimizam a maleabilidade preservam essa
correlacdo. As remogdes que maximizam a maleabilidade mostram um perfil intermedidrio. Um
achado notdvel € a alta robustez do steering coefficient em relacio as remog¢des que minimizam
a maleabilidade nas redes do tipo Watts-Strogatz. Acreditamos que, embora focado em uma
combinacdo especifica de modelos e critérios, este trabalho apresenta um avango na compreensao

das redes analisadas por meio dessa nova medida.

Palavras-chave: Maleabilidade. Grafos. Redes complexas. Ciéncia das redes.






ABSTRACT

FURUTA, R. H. M. Malleability in complex networks: effects of successive removals of
edges. 2023. 48p. Dissertation (Master in Science) - Instituto de Fisica de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2023.

The recent dissemination of surveillance and simulation technologies has led to an increase in
data acquisition and generation. To model these systems, it is common to use complex networks
as they can incorporate connections between elements into their structure. This study addresses
a recently introduced measurement, the malleability of complex networks, focusing on the
Erdos-Rényi, Watts-Strogatz, and Barabdsi-Albert models, estimating it based on the clustering
coefficient. Malleability can be interpreted as the effective quantity of isomorphic states a network
can unfold to under specific modifications. However, calculating the malleability by isomorphic
state determination is costly and it does not provide an intuitive value when the interest is in
quantifying the variability of a particular measurement. To overcome these limitations, it is
possible to estimate it by calculating it with respect to one or more measurements. In this study,
the focus is on the malleability estimated in respect to the average clustering coefficient, a measure
chosen to assess the degree of interconnection of a node with its neighbors and for offering good
computational efficiency. This research focuses on edge removal as an incremental modification
in the networks, chosen based on three criteria: random, maximization, and minimization of
estimated Malleability. In the experiments, it was observed that in Watts-Strogatz networks,
malleability shows a sharp increase until reaching a peak, followed by a gentle decline. The
same pattern was observed in the maximization curve of Malleability, though optimized. In
contrast, the minimization curve of malleability presents a smooth and uniform decrease. It
is also noticeable that, in all models, the removals that minimize malleability resulted in the
highest average clustering coefficient observed. To investigate the impact of edge removals on
networks in dynamic simulations, random walks were performed on each of the mentioned
networks. The activation of nodes in each walk and the correlation between its activation and the
in-degree and out-degree along the removals were determined. This correlation, referred to as the
"steering coefficient," was compared among the three aforementioned edge removal criteria. It is
observed that random edge removal tends to decrease the steering coefficient, while removals that
minimize malleability preserve this correlation. Removals that maximize malleability show an
intermediate profile. A notable finding is the high robustness of the steering coefficient regarding
removals that minimize Malleability in Watts-Strogatz-type networks. We believe that, although
focused on a specific combination of models and criteria, this work represents an advancement

in understanding the analyzed networks through this new measure.

Keywords: Malleability. Graphs. Complex networks. Network science.
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1 INTRODUGAO

A cada ano que se passa, presenciamos uma tendéncia de aumento da captacio e geracao
de dados, por meio da ampla disseminacdo de tecnologias de monitoramento e simulagfo.! Para
uma modelagem mais completa desses dados, € de grande importancia que sejam representados
como sistemas do mundo real, em termos de grafos e redes complexas, com o objetivo de se
entender melhor as propriedades topoldgicas desses sistemas, permitindo assim a obtencao de
modelos efetivos que possam ser utilizados para compreensao e previsdo do comportamento do
sistema.? Assim, torna-se evidente a importancia de se desenvolver e aplicar conceitos e métodos
que permitam a caracterizagdo abrangente das propriedades estruturais dos sistemas a serem

estudados,® assim como possiveis implicacdes em dinAmicas desempenhadas nestes sistemas.*

Enquanto existem varias medidas topoldgicas de redes complexas descritas na literatura,
poucas focam na quantificacdo de como uma mesma rede se modifica incrementalmente como

consequéncia de adi¢do/remogado de nds e/ou arestas.

Recentemente, foi proposto o conceito de maleabilidade de um determinado grafo ou
rede complexa.’ Esta medida quantifica a quantidade de estados efetivos isomérficos que em
que uma rede pode se desdobrar quando € sujeita a uma modificacdo especifica. Embora a
quantificacdo da maleabilidade possa ser abordada através da identificacdo de isomorfismo entre
grafos,%7 é também possivel considerar as modificacdes da rede em relagdo a um determinado
conjunto de medidas topoldgicas, sumarizando as propriedades das redes a serem estudadas ao

longo das respectivas modifica¢des, determinando assim uma maleabilidade estimada.

Cada uma dessas duas abordagens possuem suas respectivas vantagens e limitacoes. No
caso do uso de medidas topoldgicas para se representar as redes, temos um mapa nao neces-
sariamente biunivoco, ou seja, que ndo necessariamente discerne entre todos os isomorfismos.
Entretanto, o estudo da maleabilidade em termos de um conjunto especifico de medidas pos-
sui uma vantagem particularmente interessante, em que: a andlise se dd efetivamente sobre as

medidas de interesse em cada problema.

O presente trabalho tem como principal objetivo o estudo da maleabilidade de trés
modelos padrio de redes complexas (nominalmente Erdds-Rényi,® Watts-Strogatz’ e Barabasi-
Albert'?) sob a perspectiva de uma medida topolégica especifica: o coeficiente de agrupa-

mento.>% 11

Esta medida foi especificamente escolhida na andlise a ser reportada devido a ser uma
quantificacdo de uma propriedade importante das redes complexas, indicando como os vizinhos
de cada nés se interconectam. Um outro aspecto justificando esta escolha é que esta medida
possui custo computacional relativamente baixo, viabilizando desta forma a estimacdo efetiva da

maleabilidade, que tem uma demanda computacional bastante elevada devido ao seu aspecto
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combinatoério. Além disso, o coeficiente de agrupamento € uma medida naturalmente quantizada,
permitindo assim uma estimacao mais estdvel e acurada no calculo das entropias necessarios

para a andlise de maleabilidade.

Quanto as alteracdes a serem consideradas para a obten¢@o incremental de novas versoes
das redes, o foco foi colocado na operagao especifica de remogao de arestas. Isso se justifica
pois, em grafos esparsos como nos modelos adotados, esta operagdo pode ser implementada
com um custo computacional menor do que a inclusdo de arestas ou manipulagdo de nés (em
uma rede densa, em contrapartida, a adi¢do de conexdes seria menos custoso que a anélise de
remocoes). Outra vantagem importante é que, desta forma, pudemos fazer um paralelo com

resultados preliminares respectivos descritos no trabalho de Silva e colaboradores.’

Assim, estudamos o valor da maleabilidade estimada em relacdo ao coeficiente de
agrupamento, nas redes modelos, ao longo de sucessivas remogoes de arestas. As arestas a serem
removidas foram selecionadas utilizando trés critérios diferentes a fim de se observar seu efeito
nos valores de maleabilidade em si. Os trés critérios sd@o: remocdes aleatdrias, remogdes que
maximizam a maleabilidade a cada remog¢do e remog¢des que minimizam a maleabilidade a cada

remogio (ambas de forma gulosa).'?

Nesse estudo, observamos, conforme pressupomos que as curvas de maximizacao gulosa
de maleabilidade apresentaram a maior maleabilidade possivel, que as curvas de minimizag¢ao
gulosa levam a menor maleabilidade observada e que representa remogdes aleatdrias levaram
a um comportamento intermedidrio para todos os tipos de modelos. Todavia, € notavel que as
redes do tipo WS apresentam um padrao interessante, em que a curva de remogdes aleatdrias
tem seu valor acrescido de forma acentuada durante as suas primeiras remog¢oes até atingir um
maximo, a partir do qual, segue decrescendo de forma aparentemente assintética. A curva que
maximiza para a maleabilidade segue um padrdo bastante similar, porém alcancga tal assintota
de forma otimizada. J4 a curva que a minimiza, apresenta um perfil completamente distinto,

apresentando um decrescimento suave e quase uniforme.

Dado o nosso interesse em estudar o efeito de tais remocdes em uma medida de dinamica
possivel nessas redes, simulamos caminhadas aleatérias sobre cada uma das redes apresentadas
anteriormente (a cada passo de remocdo de arestas).'® A ativacdo dos nés em cada caminhada
foi registrada e sua correlagdo com os graus de entrada e saida foram monitoradas ao longo
das sucessivas remocgoes. Esta correlacdo, em particular, chamamos de steering coefficient em

concordancia com os artigos onde foi introduzido.!'* !>

Ao compararmos o valor de steering coefficient obtidos a partir de remocoes aleatdrias
e remocdes que visam minimizar ou maximizar a maleabilidade da rede, observamos que a
remogao aleatdria de arestas tende a reduzir o steering coefficient. Em contrapartida, as remogdes
que minimizam a maleabilidade da rede preservam o steering coefficient. J4 as que maximizam
a maleabilidade apresentam um perfil intermedidrio, mas ainda mais semelhante as remog¢des

aleatorias.
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Dito isso, o resultado mais notdvel € a robustez do steering coefficient em relagdo as
remog¢Oes que minimizam a maleabilidade nas redes do tipo Watts-Strogatz, com uma correlacio
alta, enquanto outros critérios de remog¢ao levaram a uma perda abrupta de correlagdo, mesmo

com a mesma quantidade de arestas removidas.

Este trabalho desenvolve-se dentro do seguinte plano de apresentacao. Apds a introdu-
¢a0, no capitulo 2, apresentamos os fundamentos necessarios para o acompanhamento desta
dissertacdo. Nela definimos medidas de redes relevantes para nossos estudos, modelos de redes
notdveis, a medida central para este estudo: a maleabilidade entre outros conceitos. No capitulo
3 descrevemos cada um dos estudos que realizamos e apresentamos seus resultados seguidos
das discussdes dos respectivos experimentos. No capitulo 4, enfim, fazemos uma conclusao
recapitulando nosso trabalho e resultados, seguida de sugestdes de possiveis desenvolvimentos

futuros.
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2 FUNDAMENTOS

Neste capitulo, fundamentos necessarios para compreensao dos estudos conduzidos nesta
dissertacdo sdo apresentados. O material aqui abordado corresponde a conceitos e métodos ja

existentes, descritos em respectiva literatura.

2.1 Medidas de Rede

Redes complexas possuem caracteristicas topoldgicas que dependem de disposi¢ao de
suas conexdes; e estas, por sua vez, influenciam processos dinamicos que nela se desenvolvem.
Com o fim de caracterizar estas redes, foram desenvolvidas medidas topolégicas que sdo, em
esséncia, cédlculos realizados utilizando como argumento a conectividade da rede, com o objetivo
de quantificar suas caracteristicas topolégicas.®!'! Aqui, introduzimos algumas destas medidas

que sdo essenciais para nossos estudos.

2.1.1 Grau

O grau k; de um n6 n; da rede de N nds consiste na quantidade de arestas que este nd
estabelece com seus vizinhos. Em uma rede dirigida, o grau pode ser discernido entre grau de
saida (descrito em 2.1.1.1) e grau de entrada (descrito em 2.1.1.2). Numa rede nido dirigida (ou

simétrica) esses dois valores sdo iguais.’

2.1.1.1 Grau de saida

O grau de saida k"' de um n6 n; é a quantidade de arestas direcionadas que saem de n6
n;. Em um grafo representado por sua matriz de adjacéncia, convencionamos aqui que seu valor

¢ obtido pela soma dos elementos da linha 7.

K= ay (2.1)
J

2.1.1.2 Grau de entrada

O grau de saida k" de um n6 n; é a quantidade de arestas direcionadas que chegam ao
nd n,;. Em um grafo representado por sua matriz de adjacéncia, convencionamos aqui que seu

valor € obtido pela soma dos elementos da coluna .

k’;n = Z Qi (22)
J
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2.1.1.3 Grau médio

Frequentemente, € de nosso interesse sabermos o valore médio do grau de todos os nds

da rede, para isso utilizamos a notagdo k; para quando temos uma rede ndo dirigida, e para redes
—in

dirigidas temos EM ek, .

—-out k'? ut —in ;n

k :ZW;k :ZF’ e (2.3)
— kz —in —-oul ..
k= Z N B =%"seo grafo nao for dirigido. (2.4)

7

2.1.2  Coeficiente de agrupamento

Consideremos um grafo nao dirigido G. Suponha que um vértice ¢ tenha k; vizinhos;
entdo, podem existir no maximo N3(i) conexdes entre eles, que fechariam tridngulos com ¢
(isso ocorre quando todos os vizinhos de ¢ estdo conectados a todos os outros vizinhos de 7).
Seja Na(7) a quantidade desses tridngulos possiveis que realmente existem. O coeficiente de

agrupamento C; é definido como a fragio*:’

_ Na()
C; = Na(i) sendo (2.5)
ki(k; — 1
NA(Z) = Z Zaijaihajh = (T), € (26)
Jj h>j
Ng(@) = Z Z QA (27)
Jj h>j

O coeficiente de agrupamento médio da rede C' é definido como como a média de C; em todos

0s seus vértices:

— 1

Para redes de amizade, seu significado ¢ intuitivo: C;; reflete o grau em que os amigos de
¢ também sdo amigos uns dos outros e, portanto, C' mede o grau de formacao de cliques em um

circulo de amizade tipico.

2.1.2.1 Coeficiente de agrupamento de redes dirigidas

Adotamos a defini¢do de coeficiente de agrupamento para redes dirigidas sem pesos, aqui
representados como C;, como descrito por Fagiolo,'® independente dos padrdes de tridngulos
dirigidos. Entre todas as definicdes propostas neste trabalho, decidimos usar aquela que calcula
todas as configuragcdes possiveis de triangulos de arestas possiveis, uma vez que nao tinhamos

razdo para priorizar nenhum padrio em particular.

Neste trabalho, adotamos o indice h, além dos indices convencionais 7, j, em vez do mais comum
indice k, para evitar que este seja confundido com o simbolo de grau k definido em 2.1.1.
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Intuitivamente, C; € a fracdo do quantidade de tridAngulos que o né i forma com seus
vizinhos ¢;, sobre o nimero maximo de tridngulos que ¢ poderia fazer parte, se todos os seus
vizinhos estivessem mutuamente ligados 7; (como representado na primeira igualdade na equagao

2.13, que serd elaborada abaixo).

Para calcular os C; da matriz de adjacéncia A, primeiramente, precisamos determinar

quatro medidas de grau da rede:

di =3 az=(A"),1, (29
JF

4 = ay = (A)l, (2.10)
JF

d;Ot — dlzn +d,?m — (AT —|—A)21 e (211)
J#i

onde d" € a quantidade de conexdes de entrada, d?"* € a quantidade de conexdes de saida, d\**
¢ a soma destas e d;” € o niimero de conexdes miituas ¢ com seus vizinhos. Nesta construgao,
nenhuma auto-interacao (conexdao do nd 7 com o né %) estd presente. Entdo, estes graus sio
usados para calcular o coeficiente de agrupamento generalizado C;:

ti 2o 2on (@i 4 agi) (@i + ani) (ajn + an;)
T; 2[di" (i — 1) — 2d;7]

__ (avam)

T2 (e 1) — 2d7]

Ci(A) =

(2.13)

Tal como no caso da rede ndo dirigida, O coeficiente de agrupamento médio da rede C' é

definido como como a média de C; em todos os seus vértices:

_ 1
C = NZOZ" (2.14)

2.2 Modelos de Rede

Como objetos de nossos estudos, adotamos trés modelos de rede amplamente utilizamos
na literatura, os quais possuem diferentes propriedades de conectividade, menor caminho e
agrupamento. Sdo eles: o modelo de rede estatisticamente uniforme introduzido por Erdos e
Rényi,® 0 modelo de pequeno mundo elaborado por Watts e Strogatz® e o modelo proposto por

Barabdsi e Albert para representar redes livre de escala.'”
A Figura 1 ilustra algumas das principais caracteristicas comparativas dessas redes.

2.2.1 Grafo ndo dirigido de Erd6s-Rényi

Este modelo, abreviado como modelo ER, é construido ao definir-se uma quantidade

inicial de vértices NV, os quais possuem uma probabilidade p constante de se conectarem. Uma
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Figura 1 — Cada sub-figura representa um modelo de rede: modelo Erdds-Rényi (2.2.1); modelo
de Watts e Strogatz (2.2.2); e modelo de Barabasi e Albert (2.2.3) respectivamente.
No topo, temos uma representacdo da rede de 12 nés e grau médio préximo de 6. Em
seguida temos a média da distribuicao de grau de 100 redes (cada uma de N = 100,
k =~ 6) e seus respectivos caminho minimo médio ¢ e coeficiente de agrupamento
médio C.
Fonte: Elaborada pelo autor.

caracteristica deste modelo é seu caminho minimo médio ser curto e sua distribuicdo de grau ser

binomial, centrada em (N — 1)p (que com N grande, tende a Np).®

Devido aos graus de seus nds serem similares aos valores de grau de um grafo regular
(no qual todos os nds t€ém a mesma quantidade de conexdes), 0 modelo ER € considerado como

um dos modelos mais simples (de menor complexidade).

2.2.2  Grafo ndo dirigido de Watts-Strogatz

O modelo WS foi proposto como um modelo capaz de representar de maneira mais
satisfatdria alguns tipos de redes organicamente presentes no mundo real, especialmente redes

sociais. Historicamente, os modelos estudados até entdo eram ou completamente regulares ou
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completamente aleatérios. Por meio de um algoritmo que usa como base uma rede regular e a
modifica introduzindo irregularidades, foi possivel se obter uma rede com caracteristicas mistas
entre redes regulares e redes aleatorias, apresentando propriedades similares aquelas de diversas

redes reais, como curto caminho minimo médio e alto coeficiente de agrupamento médio.’

O algoritmo de constru¢cdo da versao mais comum das redes WS consiste em se criar
uma rede regular do tipo anel com N vértices, cada um com k arestas e transpor cada aresta para

outro sitio aleatdrio da rede com a probabilidade p.

Nesse tipo de rede, o que se observa é que ao introduzir mesmo que poucas conexodes
transpostas (0 < p < 1), o caminho minimo médio da rede se reduz drasticamente, pois as
conexoes transpostas servem como atalhos que interligam nds que outrora estariam distantes.
Este processo ocorre, sem que haja quase efeito algum no valor do agrupamento médio da
rede, sendo assim, uma rede com caracteristicas de pequeno-mundo. Quanto maior for p, as
caracteristicas da rede se aproximam da rede ER, porém o coeficiente de agrupamento médio
possui robustez em relacao as reconexoes, tendo seu valor significativamente reduzido somente

em quando (0 < p < 1).

2.2.3 Grafo ndo dirigido de Barabasi-Albert

Este modelo, abreviado como modelo BA, foi introduzido em!® com o objetivo de
reproduzir uma propriedade de muitas redes complexas reais: a distribui¢do de grau de seus
vértices obedece uma lei de poténcia (propriedade também descrita como livre de escala), assim
favorecendo o aparecimento de uma quantidade relativamente grande de nés com grau elevado
(os assim chamados hubs). Esta propriedade foi reproduzida ao incorporar duas caracteristicas

de redes reais no processo de construcao das redes modelos: crescimento e ligacao preferencial.

Na constru¢cdo de uma rede deste modelo, cria-se uma rede original com mgy nds co-
nectados entre si. A cada passo temporal, insere-se um novo né que conectar-se-a a m < m,
vértices existentes, dando preferéncia para aqueles com mais conexdes. Isso é obtido ao definir a
probabilidade do novo vértice conectar-se ao né ¢ como:

ki
P, = S (2.15)
Zj J
onde k; € o grau do nd ¢ e j sdo todos os vértices pré-existentes da rede, incluindo . Na pratica,
intuitivamente, podemos pensar que o novo né formard conexdes com m nds, 0s quais Serao
sorteados entre os nds existentes, sendo que a chace de cada n6 ser escolhido é diretamente

proporcional ao seu grau.

2.3 Maleabilidade de redes complexas

Adotamos a defini¢do de maleabilidade proposta em.? Esta medida quantifica a diversi-

dade topoldgica das redes possiveis quando a rede original € sujeita a uma regra de modificacdo
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(como a remocgao de arestas). Tanto em seu trabalho como nos exemplos desta secdo sao es-
tudados apenas grafos nao direcionados, mas os principios sio aplicdveis também aos grafos

direcionados, como aqueles descritos na se¢ao anterior.

2.3.1 Maleabilidade no espaco de transi¢ao original

Vamos definir a topologia original de uma rede como o estado Sy. Quando esta rede
estiver sujeita a regra de modificacdo escolhida (remog¢do de arestas, neste exemplo), ela se
desdobrard em uma colecdo de todas as redes resultantes. Algumas delas podem ser isomorficas
umas as outras, portanto somos capazes de construir um conjunto menor dos estados topoldgicos
tnicos S = {51, 5, ..., Sc}. Na figura 2, podemos ver dois exemplos contrastantes de redes,
onde (A) representa uma rede que se desdobra em poucos estados (neste caso, um tnico) e (B)
uma rede que se desdobra em muitos (trés) estados. Para cada \S;, podemos calcular Pg, g,, a
probabilidade de transi¢ao de Sy para S;, (indicada na tabela abaixo de cada exemplo ilustrado)

e usd-las para determinar a entropia associada a estas transi¢des,

550 = — Z PSO7S7; log (PSO7S¢) . (216)
S;€S
Esta entropia indica a heterogeneidade da distribui¢do de probabilidades de transi¢ao.

Finalmente, a maleabilidade € definida como o exponencial da entropia

Ag, = efso, (2.17)

Esta quantidade (Ag,), pode ser considerada como um nimero efetivo de estados, de-
vido ao fato de que, quando todos os estados sdo alcancados com probabilidades iguais, a

maleabilidade é maxima e igual ao nimero de estados (Ps, s, = Ps,.s, Vi,j = Ag, = C).

Para cada exemplo na Figura 2, podemos ver seus respectivos valores de entropia e
maleabilidade. A rede (A) tem a maleabilidade (nimero efetivo de estados) de 1. Por outro lado,
arede (B) tem a maleabilidade de aproximadamente 2,8, que € proxima, mas inferior ao nimero

de estados (3 estados), uma vez que as probabilidades de transi¢do ndo sdo todas iguais.

2.3.2 Maleabilidade estimada no espaco de medidas

De preferéncia, gostariamos de calcular a maleabilidade, conforme definido na se¢ao
anterior. Entretanto, a identificacdo se dois ou mais graficos sdo isomorficos ou ndo, uma etapa
necessdria para a constru¢ao do conjunto de estados, € uma tarefa computacional particularmente
cara. Portanto, um método de estimativa da maleabilidade que requer menos poder computacional

precisa ser considerado.’

A maleabilidade estimada flgo € calculada ao aplicar as equagdes 2.16 e 2.17 as probabi-

lidade de transicdo em um espaco de medidas.
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Es, 1.0397
As, 2.8284

Figura 2 — Maleabilidade topoldgica devido a remocao de uma tnica aresta. Para cada exemplo,
os diagramas de rede sdo acompanhados pela tabela de probabilidades de transi¢dao
de Sy a S; e pelos valores de entropia £g, e maleabilidade Ag, associados a estas
transicdes. (A) Representa uma rede onde todas as possiveis remogdes de bordas levam
a mesma topologia, resultando, portanto, em um valor de maleabilidade (nimero
efetivo de estados) de 1. (B) Representa uma rede onde diferentes remocdes de bordas
podem levar a trés estruturas diferentes, resultando em um valor mais alto de 2,8284

para a maleabilidade.
Fonte: Elaborada pelo autor.
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O espaco de medidas M € definido como M = M; x M, x ... x M,;, onde M é
uma propriedade topoldgica, como o grau médio ou o coeficiente de agrupamento médio, e,
neste espaco, um estado de rede pode ser representado como um ponto com as coordenadas
(mq,msa, ..., my). Assim, SZ- = (mq, mg, ..., my). Para determinarmos a maleabilidade estimada,
calcularemos a probabilidade de transi¢ao associada a cada medida em M. Isto significa que,
para cada medida, obteremos um valor de maleabilidade flgﬁ " que serd especifico de uma medida
e de uma regra de modificacdo.. Depois de calcular todos os valores de flgﬁ’“, a maleabilidade

estimada de Ag, serd considerada como aquela com o valor mais alto.

W o— L
([ [ ] o
52 S~3

51 54
M g g 5 3
(K> 1.5 1.5 1.5 1.5
(O 0 0.75 0 0
r -1 nan -0.5 -0.5
P s = {1.5:1.00}
(K> 5 <
E&=0 A¥-1
o P8 5,= {0: 0.75, 0.75: 0.25}

ES)=05623 AS=17548

Psg 5,={-1: 0.25, -0.5: 0.50, nan: 0.25}

E$,=1.0397 As=2.8284
max

As, 2.8284

Figura 3 — Estimativa da maleabilidade topolégica, devido a remog¢do de uma unica aresta, no
mesmo grafo da Figura 2-B. O espaco de medida tridimensional inclui as seguintes
medidas: grau médio (K), coeficiente de agrupamento médio (C)° e degree assor-
tativity coefficient (r).!! Para cada, a probabilidade de transi¢do Pé\fs, a entropia
associada & é\g ¢ e a maleabilidade estimada flgﬁl foram obtidas. Finalmente, a ma-
leabilidade geral estimada flso foi determinada como sendo 2,8284, o maior valor
encontrado, o qual corresponde ao valor de Ag, obtido na Figura 2.17-B.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 3, podemos ver este método de estimativa aplicado no mesmo grafo apre-

sentado na Figura 2.17-B. Cada tipo de medida produz um valor de maleabilidade diferente,
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e o maior € igual ao obtido no espaco de transicao original. Mas cuidado: em vérios casos, a
maleabilidade estimada pode ser menor do que a maleabilidade real, devido a selecdo de medidas
que sdo incapazes de distinguir entre todos os estados topoldgicos. Isto porque duas ou mais
redes ndo isomorficas podem ser mapeadas para o mesmo ponto no estado de medidas. Assim, a
adog¢do de mais medidas pode, em principio, proporcionar uma melhor discriminagdo entre os

graficos ndo isomorficos.

A escolha do método acima baseado em medi¢des para a estimativa da maleabilidade,
embora seja suscetivel a algum nivel de degeneracdo pode, na pratica, ser preferivel pois,
tipicamente, o interesse de quem estuda essas redes estd interessado na maleabilidade com
relacdo as propriedades especificas da rede, e ndo no problema abstrato de quantificar quao
maledvel é uma rede, levando em conta apenas os isomorfismos.> Como exemplo, pode-se estar
interessado em quao maledvel é uma rede em relacio aos seus caminhos mais curtos, caso em
que a estimativa da maleabilidade levando em conta apenas esta medida fornecerd uma solucao
mais intuitiva e compreensiva do que o valor de maleabilidade obtido a partir das probabilidades

de transi¢do que distingue perfeitamente entre todos os estados nao isomorficos.

Neste trabalho, para estudar a maleabilidade especifica da medi¢do, quisemos selecionar
uma propriedade bem conhecida. Portanto, levamos em consideragdo: o grau médio (K), o
coeficiente de agrupamento médio (C')!® e a média dos menores caminhos (L). Entre estes,
escolhemos o coeficiente de agregacdao médio. Isto porque a maleabilidade em relagdo ao grau
médio seria trivial (a remogdo de qualquer borda leva ao mesmo valor de (i), sempre resultando
na maleabilidade estimada 1) e porque, embora o comprimento médio do caminho mais curto
seja uma medida de alto interesse, seria computacionalmente muito caro para fazer nossa andlise

pretendida.

2.4 Caminhada aleatoria

Caminhadas aleatdrias surgem em diversos modelos matemaéticos e fisicos, desde o
mapeamento das posi¢des de jogos de baralho até movimentos brownianos de particulas de
poeira. Caminhadas aleatérias sdo abordagens poderosas para simular e compreender a evolug¢ao

de estados de um sistema.!3

Em esséncia, uma caminha aleatoéria € definida da seguinte forma: dado um grafo e
um no inicial, selecionamos um vizinho aleatoriamente e caminhamos até esse novo ngd; entao
selecionamos um vizinho deste vértice aleatoriamente, e caminhamos até essa posi¢do; e assim
por diante. A sequéncia (aleatéria) de posi¢des percorridas desta maneira € uma caminhada

aleatoria realizada neste grafo. Na figura 4 € apresentado um exemplo ilustrativo.
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c
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Figura 4 — Exemplo ilustrativa de uma caminhada aleatdria, representada em cor laranja, sobre
os nés de um grafo, representado em verde.
Fonte: Elaborada pelo autor.

2.5 Steering coefficient

Em 2007, foi realizado um estudo sobre caminhadas aleatérias!”- '8

em grafos dirigidos e
sua correlacdo com a sua distribuicdo de graus.'* Nesse estudo, foi demonstrado que o coeficiente
de correlaciao de Pearson r (2.5.1) entre o vetor de graus de uma rede dirigida GG, com todos os
nds apresentando grau de entrada igual ao grau de saida, e o vetor de frequéncia de visitagao
da caminhada aleatdria que nela ocorre apresenta valor tendendo a 1 (alta correlacio positiva).
Aqui, em particular, vamos nos referir ao coeficiente de correlacao de Pearson aplicado neste
contexto como steering coefficient S (traducio: coeficiente de dire¢do), tal como no trabalho.!'> !
Este pode ser calculado em relagdo aos graus de entrada out em relacdo aos graus de saida. A
nomenclatura foi dada devido a sua capacidade de mensurar quanto a topologia consegue dirigir

a propriedade da dindmica que ocorre no grafo analisado.

2.5.1 Coeficiente de correlacao de Pearson

O coeficiente de correlacdo de Pearson (—1 < r < 1) é uma das medidas de correlagdao
linear entre dois conjuntos de dados mais utilizadas. E dada pela razdo entre a covaridncia de
duas varidveis e o produto de seus desvios padrdes, sendo assim uma medida normalizada da
covariancia.?®?! Quando o valor é préximo de +1, indica uma forte variagdo conjunta, com uma
varidvel aumentando (ou diminuindo) da mesma forma que a outra. Ja quando o valor € proximo
de —1, a relacdo também € altamente correlacionada, porém de forma inversa. Quando o valor é
proximo de 0, indica que ndo hd uma variacdo conjunta entre as varidveis, como ilustrado na

figura 5.

O coeficiente de correlacdo de Pearson entre duas varidveis aleatérias X e Y, quando

aplicado a uma amostra, pode ser expresso como

_ cov(z,y) _ 2 i (i = T)(y: — §)

Ty = 0.0y V(=22 (i — 9)?

sendo cov a covariancia entre as varidveis e o o desvio padrdo de cada uma delas.

(2.18)
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Figura 5 — Ilustragcdes de graficos de dispersdo (scatterplots) de duas varidveis x e y com diferen-
tes valores correlacdo de Pearson r. Na primeira linha, em verde, vemos exemplos de
correlagdes positivas; e de valores negativos representados em vermelho na segunda
linha. A cor dos pontos de dispersdo sdo pintados com menor saturacao (mais acin-
zentados) a medida que r se aproxima de 0 (quando suas varidveis apresentam baixa
correlagdo).

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3 DESENVOLVIMENTO, RESULTADOS E DISCUSSAQO

Neste trabalho, tivemos como objetivo principal estudar as propriedades associadas a
maleabilidade em grafos sujeitos a consecutivas modificagdes, mais especificamente remogdes

de arestas.

Para isso, delineamos dois estudos, utilizando os mesmos grafos e sequéncia de modifi-

cagdes como objetos de andlise.

No primeiro estudo, descrito na secio 3.1, tinhamos a intengdo de aferir maleabilidade de
redes modelos ao longo de sucessivas remocdes de arestas, as quais foram escolhidas seguindo
critérios variados, com o objetivo de comparar o efeito desses critérios no perfil de valores de

maleabilidade.

Ja no segundo estudo, descrito na secdo 3.2, o objetivo principal foi o de analisar
quais seriam os efeito dos critérios de remog¢ao de arestas em uma medida de dinamica, mais
especificamente caminhadas aleatdrias, que acontecem nas redes estudadas. Para isso, aferimos

o coeficiente de direcionamento nas redes modelos modificadas.
Estes dois estudos sdo reportados respectivamente nas secoes seguintes.

3.1 Estudo 1 - Maleabilidade de redes modelos ao longo de sucessivas modifi-
cacoes

No estudo 1, quatro modelos de rede foram utilizados para nossas andlises. Todos eles
incluem 100 nés e grau médio de aproximadamente 6. Para melhor comparacao, todos foram

gerados utilizando da biblioteca NetworkX de Python 3.%2 Os quatro modelos adotados so:

ER: grafo ndo dirigido de Erdds-Rényi (n = 100, p = 0.06), descrito em 2.2.1;

WS1: grafo ndo dirigido de Watts-Strogatz (n = 100,k = 6,p = 0,05), como em 2.2.2;

WS2: grafo ndo dirigido de Watts-Strogatz (n = 100,k = 6,p = 0,20) e

BA: grafo nao dirigido de Barabdsi-Albert (n = 100, m = 3, mg = 4), descrito em 2.2.3.

Ap6s a criagdo destes modelos (Figura 6 - A), todos os grafos foram re-interpretados
como grafos bidirecionais simétricos (Figura 6 - B), em preparacdo para a realiza¢cdo do estudo
de correlagdo pretendido, que envolverd a remocao de arestas direcionadas (Figura 6 - C). Isto
significa que, inicialmente, para cada conex@o do né 7 ao né 7, existe também uma conexao
dirigida doné j aond i (a;; = aj; = 1), mas caso haja o rompimento de uma conexao direcionada
(como de ¢ a j7), isso ndo implica na remogao da conexdo reciproca j a ¢ (€ possivel que a;; = 0,

enquanto a;; = 1).
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Figura 6 — Modelos de rede. (A) A rede é gerada como um grafo nao direcionado. (B) A rede
gerada € reinterpretada como um grafo simétrico dirigido, do qual uma conexao
dirigida pode ser removida, sem quebrar sua correspondente conexao inversa. (C) A
remocao consecutiva das arestas € realizada. As conexdes pontilhadas representam as
bordas removidas, onde a seta laranja € a mais recentemente removida.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Em nosso estudo, O tipo de modificacdo escolhida a ser estudada foi a remog¢do de
aresta. Escolhemos esta modificag¢do, pois em modelos de grafos esparsos adotados, a realizagdo
dessa operagdo apresenta um custo computacional mais baixo quando comparada a adi¢ao ou
transposicao de arestas ou quando manipulamos vértices. Além disso, este € o mesmo tipo de
modificacdo estudado por SILVA.’

Nosso interesse estd também em analisamos sequéncias de remogdes sucessivas. Para
isso, em cada rede modelo, realizamos remog¢des consecutivas de 100 arestas, escolhidas por

diferentes critérios:

* Aleat: aresta selecionada aleatoriamente®;

» MaxA: aresta que, se removida, resulta em maior crescimento da maleabilidade estimada
A (conforme definida em 2.3.2), sendo assim uma otimizagao (maximizacao) gulosa da

medida A dentro da sequéncia de remocdess;

e MinA: aresta que, se removida, resulta em maior decrescimento da maleabilidade estimada
A (conforme definida em 2.3.2), sendo assim uma minimizacio gulosa da medida A dentro

da sequéncia de remog¢des:.

A determinagdo de quais s@o as arestas que, se removidas, levam a um valor méximo ou
minimo de maleabilidade foi realizada considerando todas as redes possiveis consequentes de

uma unica remog¢ao de aresta.

Com os modelos e protocolos enunciados, repetimos o estudo em 20 redes para cada tipo
de modelo, para que pudéssemos saber o perfil médio dos valores do coeficiente de agrupamento
médio e maleabilidade estimada para cada tipo de rede. Apresentamos, entdo, a seguir, 0s

resultados resultantes desses estudos.

Observamos na figura 7 que, conforme o pressuposto intuitivo, a curva MaxA que

maximiza de forma gulosa para a medida A apresentou a maleabilidade maxima observada; que a

*

Desde que o grafo permaneca fortemente conectado.
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Figura 7 — Maleabilidade aproximada em func¢ao da quantidade de arestas consecutivamente
removidas. Todos os sub-graficos apresentam trés curvas de remocdo de arestas:
MaxA, MinA e Aleat, conforme enunciadas em 3.1. A linha sélida representa o
valor médio das 20 redes geradas para cada rede modelo, a drea semi-transparente
representa o desvio padrdao. A) modelo Erd6s-Rényi (2.2.1); B) modelo de Barabasi e
Albert (2.2.3); C) modelo de Watts e Strogatz (2.2.2) construido com probabilidade de
reconexao 0, 05; D) modelo de Watts e Strogatz (2.2.2) construido com probabilidade

de reconexao 0, 20.

Fonte: Elaborada pelo autor.

curva MinA que minimiza de forma gulosa para a medida A apresentou a maleabilidade minima

observada e que a curva Aleat de remocdes aleatdria apresentou comportamento intermedidrio

para todos os tipos de modelos.

Entretanto, € notdvel que as redes do tipo WS apresentam um padrdo interessante, em

que a curva Aleat tem seu valor acrescido de forma aguda durante as suas primeiras remogdes até

atingir um maximo, a partir do qual, segue decrescendo de forma aparentemente assintdtica a uma

curva com dispersdo cada vez menor. A curva MaxA segue um padrdo bastante similar, porém

alcanca tal assintota de forma otimizada. J4 a curva MinA apresenta um perfil completamente

distinto das curvas decorrente dos outros critério de remo¢ao mencionados anteriormente.
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Figura 8 — Coeficiente de agrupamento médio em funcao da quantidade de arestas consecuti-
vamente removidas. Todos os sub-graficos apresentam trés curvas de remogao de
arestas: Max& MinA e Aleat, conforme enunciadas em 3.1. A linha sélida representa
o valor médio das 20 redes geradas para cada rede modelo, a drea semi-transparente
representa o desvio padrao. A) modelo Erd6s-Rényi (2.2.1); B) modelo de Barabasi e
Albert (2.2.3); C) modelo de Watts e Strogatz (2.2.2) construido com probabilidade de
reconexao 0, 05; D) modelo de Watts e Strogatz (2.2.2) construido com probabilidade
de reconexao 0, 20.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao analisar a consequéncia dessas remog¢des no valor do coeficiente de agrupamento
médio, apresentado na figura 7, percebemos que em todos os casos, a curva MinA causou uma
maximizagdo do valor de (C') no fim do experimento (ou pelo menos um decaimento reduzido).
Isso € relevante, ja que observamos uma a tendéncia natural de que, em todos os casos, as curvas
Aleat de remogdes aleatérias levaram o coeficiente de agrupamento médio a diminuir ao longo
de remocdes. Tal redugdo significa que triangulos de arestas foram rompidos no processo. A
conservacdo do (C') nas curvas MinA implicam numa predilecdo de remocdes de conexdes que

ndo participam da formacdo de tridangulos (comunidades).

O caso do modelo BA ¢é particularmente interessante, pois a curva MaxA também

apresenta resultado similar a curva MinA, e ndo um perfil similar as remogdes aleatérias, como
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ocorreu nos demais casos.

Assim, percebemos que as curvas de remocdes de arestas que minimizam gulosamente a
maleabilidade, e a curva MaxA do modelo BA em particular, apresentam robustez (resisténcia a

modifica¢des) em relacdo ao valor do coeficiente de agrupamento.

3.2 Estudo 2 - Efeito do critério de remocao de aresta condicionado por malea-
bilidade no coeficiente de direcionamento de redes modelos

Nos desejavamos avaliar o efeito de remocdes consecutivas de arestas condicionadas
pelo valor da maleabilidade em uma medida de dindmica nessas redes. Para isso, optamos
por uma dinamica bem estabelecida: uma caminhada aleatdria através da rede direcionada. As

propriedades da caminhada foram definidas como:

* O andarilho comega a partir de um né aleatério;

* O andarilho caminha em direcao a um dos vizinhos de saida, escolhido aleatoriamente,

tendo cada vizinho igual probabilidade de ser selecionado e

* O passeio dura 10° passos.

Como medida para avaliar a caminhada, adotamos o steering coefficient r (respectivo
aos graus de entrada e respectivo aos graus de saida), conforme definido em 2.5. Em cada etapa
de remocgdo, ao calcar o steering coefficient, foram realizadas 100 simulacdes de caminhadas,

para que pudéssemos ter os perfis médios com os respectivos desvios padroes.

As redes modelos utilizadas para o Estudo 2 foram as mesmas definidas no Estudo 1
(3.1), tendo duas conexdes consecutivamente removidas seguindo também os mesmos critérios

nele descritos.
Apresentamos, entdo, os resultados decorrentes das simulacdes.

Percebemos que os resultados demonstrados nas figuras 9 e 10 sdo bastante semelhantes,
com a diferenca de que os efeitos sdo ampliados e menos ruidosos quando analisamos a correlagdo
com o grau de saida. Portanto, faremos aqui a discussao majoritariamente focada no que pode
ser observado na figura 10, porém os comentarios sdo aplicdaveis aos resultados da correlagcao

respectiva aos graus de entrada apresentados na figura 9 também.

A caracteristica comum a todos € que as remocdes aleatérias tendem a reduzir o steering
coefficient, sendo o efeito muito mais fortemente notdvel nas redes do tipo Watts-Strogatz dentro

do intervalo observado, onde a correlacao se perde, aproximando-se de 0.

As remogdes que minimizam de forma gulosa a maleabilidade tendem a preservar o
steering coefficient e aquelas que maximizam a maleabilidade apresentam perfil intermedidrio,

mas com maior semelhanca com as remog¢des aleatdrias.
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Figura 9 — Steering coefficient respectivo aos graus de entrada em funcdo da quantidade de
arestas consecutivamente removidas. Todos os sub-graficos apresentam trés curvas
de remocdo de arestas: MaxA, MinA e Aleat, conforme enunciadas em 3.1. A
linha sélida representa o valor médio das 20 redes geradas para cada rede modelo, a
area semi-transparente representa o desvio padrao. A) modelo Erdds-Rényi (2.2.1);
B) modelo de Barabasi e Albert (2.2.3); C) modelo de Watts e Strogatz (2.2.2)
construido com probabilidade de reconexao 0, 05; D) modelo de Watts e Strogatz

Strogatz. Nessas redes, o 7 teve fortissima robustez em relacdo a remocdes que minimizam a
maleabilidade, apresentando correlacdo acima de 0,9, enquanto os outros critérios de remogao

acarretaram numa perda abrupta da correlacio, mesmo que a mesma quantidade de arestas
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O resultado mais marcante foi o forte contraste de perfis de r nas redes do tipo Watts-

tenham sido removidas.
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Figura 10 — Steering coefficient respectivo aos graus de saida em funcdo da quantidade de
arestas consecutivamente removidas. Todos os sub-graficos apresentam trés curvas

de remocgdo de arestas: MaxA, MinA e Aleat, conforme enunciadas em 3.1. A

linha solida representa o valor médio das 20 redes geradas para cada rede modelo, a
area semi-transparente representa o desvio padrao. A) modelo Erdés-Rényi (2.2.1)
B) modelo de Barabdsi e Albert (2.2.3); C) modelo de Watts e Strogatz (2.2.2)
construido com probabilidade de reconexao 0, 05; D) modelo de Watts e Strogatz
(2.2.2) construido com probabilidade de reconexao 0, 20.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4 CONCLUSAO

A crescente disponibilidade de dados do mundo real permite uma oportunidade sem
precedentes para a respectiva andlise e constru¢do de modelos que possam levar a um melhor
entendimento dos sistemas que produzem esses dados. Embora diversas abordagens interessantes
tenham sido propostas para a caracterizacdo de dados representados como grafos, uma quantidade
menor de trabalhos t€ém abordado a quantificacdo e estudo de alteracdes da topologia desses
grafos quando submetidos a modificacOes incrementais progressivas € como essas alteracoes

podem impactar na respectiva mudanga ou maleabilidade dos grafos.

O presente trabalho teve como principal objetivo estudar a recentemente introduzida
abordagem para estudo da maleabilidade de redes® considerando-se trés modelos teéricos de
redes complexas, com foco na medida de coeficiente de agrupamento. Em nosso trabalho, porém,
demos énfase no estudo de como esta medida de maleabilidade é afetada, quando as arestas sdo
gradualmente removidas. Para selecionar as arestas a serem rompidas, usamos trés abordagens
distintas: escolha aleatdria, a sele¢cao que maximiza a maleabilidade a cada etapa e, por dltimo, a

selecdo que minimiza a maleabilidade a cada etapa (ambas de maneira gulosa).

Ao analisarmos as curvas de maleabilidade resultantes, percebemos que as curvas de
maximizagdo gulosa da maleabilidade atingem o valor maximo possivel, enquanto as curvas de
minimizacao gulosa levam a menor maleabilidade observada. As remocgdes aleatdrias apresentam
um comportamento intermedidrio para todos os tipos de redes, que sdo comportamentos intuitivos.
Destacamos, porém, que um padrdo intrigante surgiu nas redes do tipo WS, nas quais as remocdes
aleatdrias inicialmente aumentam rapidamente a maleabilidade até atingir um pico, a partir
do qual diminui gradualmente, seguindo uma tendéncia aparentemente assintética. O padrao
da curva que maximiza a maleabilidade é semelhante, mas atinge a assintota de forma mais
otimizada. A curva de minimizac¢do, por sua vez, exibe um perfil distinto: quase uniforme e

decrescente.

Para explorar como essas remogdes afetam dindmicas em redes, conduzimos caminhadas
aleatdrias em cada uma das redes mencionadas, a cada aresta removida. Registramos quais nds
foram ativados em cada caminhada e determinamos sua correlacdo com os graus de entrada e
saida ao longo das remog¢des. Conforme os artigos que a introduziram, chamamos essa correlagdo

de steering coefficient.'*

Comparamos os steering coefficients obtidos de remogdes aleatdrias com aqueles de
remocdes que visam minimizar ou maximizar a maleabilidade e notamos que a remocgao aleatoria
tende a diminuir o seu valor conforme o esperado, ja que na primeira simulacdo de seu valor
méaximo (1.0), e as simulagdes subsequentes tém valores menores, pois t€m menor simetria

entre graus de entrada e saida. Por outro lado, as remog¢des que diminuem a maleabilidade
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da rede levam a uma reducdo do steering coefficient muito mais suave. As remog¢des que
maximizam a maleabilidade apresentam um perfil intermedidrio, mas ainda mais préximo das
remocoes aleatdrias. Entre todos os modelos, as redes Watts-Strogatz foram as que apresentaram
o perfil mais interessantemente distinto, demonstrando resiliéncia deste coeficiente em relacao
as remogdes que minimizam a maleabilidade, conservando significativamente sua correlagio
em 0.9 ou maior. Em contraste, as outras curvas consequentes de remocdes que seguiram outros

critérios resultaram em uma queda abrupta na correlagao.

Assim, os resultados mais interessantes decorrentes deste trabalho foram:

* em redes do tipo WS, remog¢des que maximizam a maleabilidade® de forma gulosa le-
vam a valores de maleabilidade* similares a remog¢des simplesmente aleatérias, ambas
com tendéncia de manter seu valor elevado. Por outro lado, remog¢des que minimizam
a maleabilidade® de forma gulosa levam a uma reducdo consistente e quase suave da

maleabilidade*;

* em todos os modelos, as remog¢des que minimizam a maleabilidade* levaram ao maior
valor de coeficiente de agrupamento médio observado, indicando uma conservagao das

trincas de conexoes na rede;

* em todos os modelos, as remo¢des que minimizam a maleabilidade* levaram a uma maior
conservacao do steering coefficient, indicando uma maior simetria entre os graus de entrada

e saida dos n6s da rede. Este efeito foi mais evidente nas redes do tipo WS e

* na maioria dos casos, para as medidas aferidas, as remocdes que maximizam o valor
da maleabilidade® apresentaram resultados similares aqueles das remocdes de arestas

aleatorias.

Nossa pesquisa indica como a medida maleabilidade estimada por meio de uma medida
especifica, coeficiente de agrupamento médio, se comporta ao longo de sucessivas modificacdes,
do tipo remogdo de aresta. Acreditamos que, apesar de limitar-se a uma combinacdo especifica
de modelos e critérios, apresentamos aqui um passo significativo para um melhor entendimento
de redes observadas por meio desta medida. Alguns dos possiveis desenvolvimentos futuros

nesta linha de pesquisa sdo:

e conduzir estudos similares, mas em redes reais de caracteristicas similares;

* estudar o padriao da maleabilidade quando estimada por meio de outras medidas relevantes,

como o0 menor caminho médio e

* avaliar os efeitos de outras perturbacdes de redes, como remogdes de nds.

*

Maleabilidade estimada pela medida: coeficiente de agrupamento médio.
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Tais estudos complementares tem potencial para levar a um melhor entendimento das proprieda-

des e eventual controle da maleabilidade de redes complexas.
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