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RESUMO

RODRIGUES, N.E.. Correlação condicional passado-futuro de um reservatório de
defasagem não-markoviano controlado. 2022. 104p. Dissertação (Mestrado em Ciências) -
Instituto de Física de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2022.

A teoria de sistemas quânticos abertos busca descrever como os sistemas quânticos e suas
propriedades se comportam devido a inevitável interação com o ambiente que o cerca. A partir
dessa interação algumas das características quânticas do sistema são perdidas. Para que isso não
ocorra, uma das saídas é relacionar a perda de informação do sistema com a não-Markovianidade.
Mesmo que no regime quântico não haja uma definição geral para Markovianidade como
existe no regime clássico. Ainda é possível quantificar a Markovianidade, existem diversos
quantificadores para isso, porém aqui há um interesse maior pela medida BLP e pela correlação
condicional passado-futuro (CPF). A primeira associa a Markovianidade com o comportamento
temporal da distância traço. Enquanto, a segunda consiste em um protocolo capaz de correlacionar
temporalmente, ao menos, três eventos distintos de um sistema e com isso atribuir probabilidades
condicionais aos estágios de aplicação do protocolo para que seja possível definir a correlação
CPF, se a dinâmica for Markoviana então a independência CPF não irá desaparecer, ou seja,
Cpf ≈ 0. Essa dissertação tem como intuito, estudar a evolução de um sistema quântico
constituído por dois q-bits acoplados, em que um deles interage com um banho bosônico.
Sendo, esse banho o responsável por provocar o processo de decoerência e consequentemente
introduzir a não-Markovianidade ao sistema. Posteriormente, essa não-Markovianidade foi
medida e verificada utilizando os quantificadores já mencionados, e ambos os quantificadores
foram comparados entre si.

Palavras-chave: Sistemas quânticos abertos. Não-Markovianidade quântica. Teoria da informa-
ção quântica.





ABSTRACT

RODRIGUES, N.E.. Past-Future Conditional Correlation of a Non-Markovian controlled
dephasing reservoir. 2022. 104p. Dissertation (Master in Science) - Instituto de Física de São
Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2022.

The theory of open quantum systems seeks to describe how quantum systems and their properties
behave due to the inevitable interaction with the environment that surrounds them. From this
interaction, some of the quantum characteristics of the system are lost. To prevent this from hap-
pening, one of the solutions is to relate the loss of information of the system to non-Markovianity.
Even though in the quantum regime there is no general definition for Markovianity as there
is in the classical regime. It is still possible to quantify Markovianity, and for that there are
several quantifiers, but here there is a special interest in the BLP measure and the past-future
conditional correlation (CPF). The first one associates Markovianity with the temporal behavior
of the trace distance. While the second, consists of a protocol capable of temporally correlating
at least three different events of a system and with that attributing conditional probabilities to the
protocol application stages so that it is possible to define the CPF correlation, if the dynamics are
Markovian then the CPF independence will not disappear, ie Cpf ≈ 0. This dissertation aims to
study the evolution of a quantum system consisting of two coupled q-bits, in which one of them
interacts with a bosonic bath. This bath is responsible for provoking the decoherence process and
consequently introducing non-Markovianity to the system. Subsequently, this non-Markovianity
was measured and verified using the quantifiers already mentioned, and both quantifiers were
compared with each other.

Keywords: Open quantum systems. Quantum non-Markovianity. Quantum information.
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1 INTRODUÇÃO

A física é uma ciência a qual busca entender os fenômenos naturais, os quais muitas
vezes são complexos e por isso precisam ser inicialmente idealizados para que uma formulação
matemática possa acompanhá-los. (1) Com isso em mente, em geral, a primeira abordagem
para entender fenômenos naturais é reduzi-los a um sistema que esteja inicialmente isolado do
ambiente o qual está inserido, de tal forma que, qualquer influência ou efeito que o ambiente
possa exercer é negligenciado. Num regime clássico, mesmo que o sistema em questão seja
ideal ele consegue descrever sistemas realistas de forma satisfatória. No entanto, o mesmo não
acontece no regime quântico, visto que, sistemas quânticos são extraordinariamente frágeis e
qualquer interação pode alterá-los significativamente, até mesmo uma simples medida. (2–4)

Com isso, é possível notar que quando o assunto é sistema quântico, a interação entre o
sistema e o ambiente não pode ser simplesmente ignorada pois é fundamental para descrever
sistemas reais . Sendo assim, a teoria de sistemas quânticos abertos (5–8) busca descrever como
esses sistemas e suas propriedades se comportam devido a inevitável interação com o ambiente
que o cerca. Consequentemente, a partir dessa interação podem ocorrer perdas de características
quânticas do sistema, como coerência e emaranhamento, por causa dos processos de dissipação
e decoerência respectivamente (4, 5, 9) que, quase sempre, são inevitáveis. Por outro lado, essa
perda de características quânticas do sistema, é um grande entrave para o desenvolvimento de
tecnologias mais modernas, uma vez que sistemas quânticos sem as propriedades citadas se
tornam praticamente clássicos.

A partir desta adversidade surgiu o seguinte questionamento, como preservar as parti-
cularidades de um sistema quântico? Um dos artifícios encontrados foi relacionar a perda de
informação do sistema para o ambiente com o conceito de Markovianidade. (10–37) De tal forma
que, não-Markovianidade estaria atrelada a informação inicialmente perdida para o ambiente
que voltaria para o sistema (38–41), e com isso nenhuma característica quântica seria perdida.
Além do mais, a não-Markovianidade é um conceito fundamental para uma descrição realista de
sistemas biológicos (42), banhos de spins (43) e sistemas fortemente acoplados. (44, 45) Mas
que pode, também, ser relacionado à metrologia quântica (46) e a criptografia quântica. (47)

Em contrapartida, por mais que o conceito de Markovianidade seja sucinto para o estudo
de processos estocásticos em sistemas clássicos (5), o mesmo não acontece quando se faz a
transição para o regime quântico. Uma vez que há diferenças estruturais notáveis entre esses
dois regimes, não há como apenas estender o conceito de Markovianidade clássica para o
quântico de forma trivial. (10) Em virtude disso, embora não exista uma definição unívoca para
a Markovianidade quântica (5, 6, 8, 14, 48, 49), por outro lado, há alguns quantificadores de não-
Markovianidade. (10, 50–52) Entre eles a medida BLP (Breuer-Lane-Piilo) (50, 51), que é uma
medida bem consolidada na literatura. Esta relaciona a Markovianidade com o comportamento



18

temporal da distância traço. Existe também a correlação CPF (correlação condicional passado-
futuro)(22–24), que é uma medida relativamente recente. Que consiste em um protocolo capaz de
correlacionar temporalmente, ao menos, três eventos distintos de um sistema e com isso atribuir
probabilidades condicionais aos estágios de aplicação do protocolo, sendo possível definir a
correlação CPF.

Portanto, o objetivo dessa dissertação é comparar duas das medidas de não-Markovianidade,
a medida BLP e a correlação CPF, quando aplicadas a um sistema quântico aberto constituído por
dois q-bits (sistema de dois níveis), os quais estão acoplados entre si e por um banho bosônico
acoplado a um dos q-bits, esse banho é responsável por introduzir o processo de decoerência a
este sistema.

Com esse propósito, essa dissertação está organizada da seguinte forma, no Cap.2
estão expostos alguns dos conceitos que permeiam a teoria quântica, incluindo os postulados
pela perspectiva do operador densidade. Que permite abranger sistemas quânticos abertos.
Ademais, são elencadas as propriedades principais de um operador densidade para ser possível
entender como os mesmos são transformados, via evolução temporal ou via atuação de mapas
completamente positivos capazes de preservar o traço (Mapas CPTP), que geram os canais
quânticos.

Em seguida, no Cap.3 são apresentadas as dinâmicas quânticas, para sistemas quânticos
abertos e fechados. Para o caso de sistemas quânticos abertos busca-se uma equação mestra
(equação de Lindblad) a qual governa a dinâmica do sistema. Sendo a equação de Lindblad
obtida da derivação microscópica e através de mapas dinâmicos utilizando os operadores de
Kraus. Ao fim do capítulo há um exemplo de como se obter a equação mestra de um sistema
constituído por um q-bit acoplado a um banho de defasagem.

Posteriormente no Cap.4, busca-se entender o conceito de Markovianidade, para isso, são
apresentados inicialmente alguns conceitos estatísticos que possibilitam a definição clássica de
Markovianidade. Com o propósito de discutir em seguida a Markovianidade no regime quântico
e como quantificá-la. Ainda que outras medidas sejam citadas, essa dissertação, tem um interesse
especial da correlação CPF, proposta por Budini e na medida BLP idealizada por Breuer, Lane e
Piilo.

No Cap.5, por sua vez, está o modelo proposto para a dinâmica quântica de um sis-
tema aberto. Este por sua vez é composto por dois q-bits, os quais estão acoplados entre si
e com um deles, acoplado, também, a um banho de defasagem, responsável por introduzir o
processo de decoerência nesse sistema. Ao final desse capítulo são aplicadas as medidas de
não-Markovianidade aqui destacadas e depois comparadas.

Por fim, no Cap.6 são apresentadas as conclusões do trabalho desenvolvido e também
algumas direções possíveis para outras pesquisas relacionadas a este assunto. Há também os
Apêndices A,B, C e D nos quais estão presentes algumas revisões de assuntos básicos, discussões
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e detalhes técnicos que não apareceram no texto principal.
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2 UMA BREVE EXPOSIÇÃO DOS CONCEITOS POR TRÁS DA TEORIA QUÂNTICA

Para um sistema quântico todas as características do sistema estão presentes no estado
|ψ(t)⟩ que é um elemento do espaço de Hilbert H, quando esse estado foi preparado de maneira
ideal, de tal forma que esse estado |ψ(t)⟩ é completamente conhecido e pode ser denominado
como micro-estado. A partir desses micro-estados é possível construir um macro-estado, que não
é completamente conhecido, logo não é idealmente preparado. (4, 53, 54) Então, para descrevê-
lo é preciso utilizar um “operador médio” capaz de unir os micro-estados |ψi(t)⟩ com a sua
respectiva probabilidade de ocorrência pi. Esse é o operador densidade

ρ =
∑
i

pi |ψi⟩⟨ψi| , (2.1)

em que p⃗ = (pi) é o vetor de probabilidade e será pi ≥ 0 para todo i e
∑

i pi = 1 se o estado ρ
for diagonal, ou seja, estiver escrito em uma base diagonal. O conjunto de operadores densidade
em H é denotado por L(H) que é um conjunto convexo. Essa característica surge devido ao fato
que o operador densidade é composto por uma mistura de estados, ou seja, o operador densidade
é geometricamente caracterizado pelos pontos do segmento de reta que liga os estados da mistura.
(53) Sendo assim o operador densidade é como uma soma convexa de projetores (54), em que os
estados puros1 |ψ⟩⟨ψ| são os pontos extremais do sistema 2. (54) Há também os estados mistos
que são escritos como uma soma convexa dos estados puros. Portanto, os operadores densidade
devem possuir as seguintes características para que possam representar sistemas físicos (4, 9, 53):

1. O operador densidade deve ser linear, ρ ∈ L(H) .

2. O operador densidade deve ser hermitiano, ρ† = ρ .

3. O operador densidade deve ser positivo semi-definido para estados mistos e positivo
definido para estados puros

ρ ≥ 0 −→ ⟨ψn| ρ |ψn⟩ =
∑
i

pi |⟨ψn|ψi⟩|2 ≥ 0.

4. O operador densidade deve ser normalizado

Tr(ρ) = 1 −→ Tr ρ = Tr

(∑
i

pi |ψi⟩⟨ψi|

)
=
∑
i

pi = 1.

1 Quando pi=1.
2 Visualmente pontos extremais são os vértices de um quadrado ou triângulo, por exemplo, enquanto

em uma esfera de raio unitário os pontos extremais são os pontos do perímetro que envolve a esfera
de raio um
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Ademais, um operador que admite as propriedades 2 e 3 admite uma decomposição espectral, ou
seja,

ρ =
∑
i

λi |ψi⟩⟨ψi| . (2.2)

Em que λi ∈ R são os autovalores não negativos de ρ. A partir dessa nova definição, os
postulados da teoria quântica (2, 4, 5) podem ser restruturados como:

Postulado I (Representação): Todo sistema quântico está associado a um espaço de Hilbert
H, chamado como espaço de estados. Sendo o sistema completamente descrito pelo operador
densidade ρ ∈ L(H).

As grandezas físicas na mecânica quântica são descritas por um operador hermitiano A ∈
L(H) e por ser um operador hermitiano ele é diagonalizável por isso possui uma representação
espectral A =

∑
i αiΠi. Sendo que o valor esperado desse observável é dado por

⟨A⟩ = Tr [ρA] . (2.3)

Postulado II (Medição): A medição quântica é descrita por uma coleção {Mm} de operadores
de medida que atuam no espaço de estado do sistema a ser medido. O índice m indica o resultado
que pode ocorrer a partir da medição. Ademais, essa coleção de operadores obedece à relação
de completeza

∑
mM

†
mMm = I. Sendo assim, seja um estado arbitrário ρ, após a realização da

medição ele será

ρm =
MmρM

†
m

pm
(2.4)

aqui pm = Tr[M †
mMmρ] é a probabilidade de ocorrência do resultado m.

Postulado III (Evolução temporal unitária): A evolução temporal de um sistema quântico
fechado é descrita por uma transformação unitária

ρ(t) = UρU †. (2.5)

Postulado IV (Composição): Caso o espaço de estados de um sistema for H1 e o espaço de
estados de outro sistema for H2, então o espaço de estados do sistema composto é dado por
H1 ⊗H2.

É importante ressaltar que o terceiro postulado é restrito a descrever a dinâmica de
sistemas fechados. O que não é tão eficiente, uma vez que sistemas quânticos reais, em geral,
são descritos por dinâmicas não unitárias devido ao seu contato com o ambiente. Sendo assim, é
necessário definir uma forma mais geral para se descrever a dinâmica de um sistema quântico, e
isso pode ser alcançado utilizando a ideia de canais quânticos.
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2.1 Canais Quânticos

O formalismo do operador densidade além de possibilitar a representação de um estado
o qual não é completamente conhecido, também permite reescrever os postulados de uma
forma que pode ser utilizada na descrição de sistemas quânticos abertos. Em contrapartida,
só a reformulação dos postulados não é suficiente para entender a dinâmica quântica de um
sistema aberto, porém é um bom primeiro passo. Uma vez que da mesma forma que no Postulado
III, busca-se evolução que preserve as propriedades de: hermeticidade (ρ† = ρ); positividade
(ρ ≥ 0) e traço (Tr(ρ) = 1). (2, 4, 5, 55) Sendo assim, canais quânticos são capazes de descrever
evoluções quânticas em sua forma mais geral, visto que somente a evolução unitária não é
suficiente. Um mapa, para ser capaz de mapear operadores densidade em operadores densidade,
precisa obedecer algumas propriedades:

I. Mapa Linear : Seja, E : ρ→ ρ′ um mapa quântico, diz-se que o mapa é linear quando

E(αρA + βρB) = αE(ρA) + βE(ρB). (2.6)

Em que ∀ α, β ∈ C e ρA, ρB ∈ L(H). O mapa quântico E precisa ser linear porque a teoria
quântica é linear. (2,4) Essa mesma justificativa pode ser reformulada em termos da convexidade,
uma vez que o resultado da aplicação de um mapa não deve depender de como o operador
densidade é escrito. (53) Além do mais, para espaços de Hilbert de dimensão finita d o mapa E
pode ser retratado por uma matriz que atua num espaço vetorial d2 × d2. O operador densidade
ρ que tem dimensão d × d terá as componentes de sua matriz indicadas por dois índices, já a
matriz que retrata o mapa será representado por quatro índices, da seguinte forma

ρ′mµ =
∑
nν

Emµ
nν ρnν . (2.7)

II. Preservar a hermeticidade: A outra condição para que E seja um mapa quântico é que ele
deve ser auto adjunto (2, 4), ou seja, sendo

ρ′ = (ρ′)† , ou seja, ρ′mµ = (ρ′µm)
∗, (2.8)

isso implica que∑
nν

Emµ
nν ρnν =

∑
nν

(Eµm
νn )∗ ρ∗νn →

∑
nν

[Emµ
nν − (Eµm

νn )∗] ρnν = 0, (2.9)

dessa forma
Emµ
nν = (Eµm

νn )∗ ∀ m,µ, n, ν. (2.10)

A condição seguinte, impõe que Tr(ρ′) = 1, então:

III. Preservar o Traço: Um mapa quântico E : L(H) → L(H) preserva o traço se (4),

Tr[E(ρ)] = Tr(ρ) = 1, ∀ ρ ∈ L(H), (2.11)
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∑
m

ρ′mm =
∑
m,nν

Emm
nν ρnν = 1 →

∑
m

Emm
nν = δnν . (2.12)

IV. Mapa Positivo: Um mapa linear E : L(H) → L(H) é dito mapa positivo se E(ρ) é positivo
para qualquer matriz positiva ρ, isto é, E(ρ) > 0, ∀ ρ > 0.

Para que seja possível visualizar a condição acima é preciso definir uma matriz dinâmica D
associada a E , da seguinte forma Dmn

µν = Emµ
nν . Que também obedecerá às condições já propostas,

sendo assim, D = D† e Dmn
mν = δnν . A positividade para a matriz dinâmica D pode ser verificada

a partir de ⟨x| ρ′ |x⟩ 0 ∀ |x⟩ ∈ H. (53) Para isso, considera-se um estado puro ρ = |z⟩⟨z|, que
pode ser escrito como ρnν = znz

∗
ν . Sendo assim,

⟨x| ρ′ |x⟩ =
∑
mµ

x∗mρ
′
mµxµ =

∑
mµ

x∗m

(∑
nν

Emµ
nν znz

∗
ν

)
xµ =

∑
mµ

x∗m

(∑
nν

znD
mn
µν zν

)
xµ > 0,

(2.13)
que pode ser reescrita como

⟨z∗| ⟨x|D |x⟩ |z∗⟩ > 0. (2.14)

Dessa forma, se E é um mapa positivo, entãoD deve satisfazer a restrição ⟨z∗| ⟨x|D |x⟩ |z∗⟩ 0 ∀
|z⟩, |x⟩ ∈ H. (53) Essa restrição é denominada de positividade por blocos. Agora, considera-se
um estado misto ρ =

∑
i pi |zi⟩⟨zi|, ou seja,

⟨x| ρ′ |x⟩ =
∑
i

pi ⟨x| E (|zi⟩⟨zi|) |x⟩ =
∑
mµ

x∗mD
mn
µν

(∑
i

pi(zi)
∗
n(zi)

∗
ν

)
xµ > 0. (2.15)

Como pi ≥ 0 então essa condição só será satisfeita se D também for positiva por blocos. Além
disso, essa condição é expressa pelo seguinte teorema (9):

Teorema 1 (Jamiołkowski). Um mapa linear E : L(H) −→ L(H) é positivo se e somente se a

matriz dinâmica é positiva por blocos.

Contudo, a positividade de um mapa E não é o bastante para que o mesmo tenha um
significado físico. Para tanto é preciso garantir que o mapa seja completamente positivo. (4, 9)

V. Mapa completamente positivo: Um mapa linear E : L(H) → L(H) é completamente
positivo se a composição E ⊗ IB for um mapa positivo para qualquer sistema auxiliar B que está
em um espaço de Hilbert HB de dimensão dB = dimHB, ou seja, (E ⊗ IB)ρAB ≥ 0.

Agora a matriz dinâmica agirá em um estado composto HA ⊗ HB. Como a matriz
dinâmica é hermitiana ela pode ser reescrita utilizando a decomposição espectral (4)

D =
∑
i

di
∣∣χi
〉〈
χi
∣∣ ou ainda Dmn

µν =
∑
i

diχ
i
mnχ

i∗
µν . (2.16)
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Considerando um estado ρ ∈ L(HA ⊗HB) em que ρmm′µµ′ = zmm′z∗µµ′ e aplicando o mapa
E ⊗ I, tem-se que

ρmm′µµ′ =
∑
nn′νν′

(E ⊗ I)mm′µµ′

nn′νν′ ρnn′νν′ =
∑
nn′νν′

Emµ
nν Im

′µ
n′ν′ρnn′νν′ =

∑
nn′νν′

Emµ
nν δm′n′δµ′ν′znn′z∗νν′

=
∑
nν

Emµ
nν znm′z∗νµ′ =

∑
nν

∑
i

diχ
i
mnznm′χi∗

µνz
∗
νµ′ (2.17)

com isso, calcula-se ⟨x| ρ′ |x⟩, em que |x⟩ ∈ HA ⊗HB

⟨x| ρ′ |x⟩ =
∑

mm′µµ′

x∗mm′ρ′mm′µµ′xµµ′ =
∑

mm′µµ′

x∗mm′

(∑
nν

∑
i

diχ
i
mnznm′χi∗

µνz
∗
νµ′

)
xµµ′

=
∑
i

di

(∑
mm′n

χi
mnznm′x∗mm′

)(∑
µµ′ν

χi∗
mnz

∗
νµ′xµµ′

)
,

que acarreta

⟨x| ρ′ |x⟩ =
∑
i

di

∣∣∣∣∣ ∑
mm′ n

χi
mnznm′x∗mm′

∣∣∣∣∣
2

≥ 0 ∀ |z⟩ , |x⟩ . (2.18)

Portanto, D é uma matriz positiva semi-definida. Caso ρ seja um estado misto ρ =
∑

j pj |zj⟩⟨zj|,
de forma análoga

∑
mm′µµ′

x∗mm′ρ′mm′µµ′xµµ′ =
∑
i

∑
j

dipj

∣∣∣∣∣∑
mm′n

χi
mnz

j
nm′x

∗
mm′

∣∣∣∣∣
2

≥ 0 (2.19)

Com esse resultado, é possível definir o teorema de Choi (4, 53):

Teorema 2 (Teorema de Choi). Um mapa linear E será completamente positivo se e somente se

a matriz dinâmica correspondente é positiva semi-definida.

Ou em forma de um canal quântico:

Definição 1 (Operador de Choi). Considera-se dois espaços de Hilbert HA de dimensão dA =

dimHA, base |k⟩A, k = 1, ..., dA e HB de base |k⟩B, k = 1, ..., dB em que dB = dimHB. O
operador de Choi referente ao mapa L(HA) → L(HB) é

(EA ⊗ IB)(|ΩAB⟩⟨ΩAB|) =
1

dAdB

∑
j,k

EA |jA⟩⟨kA| ⊗ |jB⟩⟨kB| . (2.20)

Em que |ΩAB⟩ é um estado maximamente emaranhado que atua no espaço HAB e é definido
como

|ΩAB⟩ =
1√
dAdB

∑
k

|kA⟩⟨kB| . (2.21)

Dessa forma, se o mapa EA for completamente positivo, então o operador de Choi é positivo
semi-definido (EA ⊗ IB)(|ΩAB⟩⟨ΩAB|) ≥ 0. (9, 56)
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Teorema 3 (Representação de Kraus). Seja um mapa linear E : L(H) → L(H), ele será

completamente positivo se o mesmo admite a representação de Kraus

ρ 7→ ρ′ =
∑
k

EkρE
†
k, (2.22)

aqui ρ ∈ H é o operador densidade que sofre a transformação, enquanto Ek ∈ L(H) são os
operadores de Kraus (4, 5, 9, 57), o que faz com que Ek seja representado por matriz quadrada
de dimensão idêntica à ρ. Além disso, caso o mapa preserve o traço Ek precisa satisfazer esta
propriedade

∑
k E

†
kEk = I.

Demonstração. Seja uma matriz dinâmica D, associada a um mapa completamente positivo E
(53), que pode ser escrita como

D =
∑
k

dk
∣∣χk
〉〈
χk
∣∣ em que dk0. (2.23)

Define-se
∣∣Ek
〉
=

√
dk
∣∣χk
〉
, então

D =
∑
k

∣∣Ek
〉 〈
Ek
∣∣ → Dmn

µν =
∑
k

Ek
mnE

k∗
µν (2.24)

o vetor
∣∣Ek
〉

possui dimensão d2 dessa maneira ele é descrito por dois índices. Sendo assim, é
possível verificar que

∣∣Ek
〉

é um operador Ek, o qual age em H, ou seja, (Ek)mn = Ek
mn, então

ρ′mµ =
∑
nν

Emµ
nν ρnν =

∑
nν

Dmn
µν ρnν =

∑
nν

∑
k

Ek
mnE

k∗
µνρnν =

∑
nν

∑
k

(Ek)mnρnν(Ek)
†
νµ,

(2.25)
ou seja,

E(ρ) =
∑
k

EkρE
†
k. (2.26)

Considera-se que E preserva o traço, logo

δνn =
∑
m

Dmn
mν =

∑
k

∑
m

(Ek)mn(Ek)
∗
mν =

∑
k

∑
m

(Ek)
†
νm(Ek)mn =

∑
k

(E†
kEk)νn (2.27)

e, portanto
∑

k E
†
kEk = I. Em contrapartida, se

E(ρ) =
∑
k

EkρE
†
k isso implica que (E ⊗ I)ρ =

∑
k

(Ek ⊗ I)ρ
(
E†

k ⊗ I
)
ρ
. (2.28)

Isso indica que E(ρ) é um mapa completamente positivo e com isso pode descrever uma operação
física. (4)

Essa representação quando aplicada a um sistema o qual está em contato com o ambiente
que o cerca, é capaz de descrever a dinâmica do sistema principal sem considerar explicitamente
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as propriedades do ambiente, uma vez que toda essa informação está condensada nos operadores
Ek. (4) Essa afirmação pode ser vista da seguinte maneira: Considere ρS o operador que descreve
o sistema quântico principal e ρE o operador densidade que descreve o ambiente, tem-se que a
evolução conjunta é dada por

ρSE(t) = U(t)(ρS ⊗ ρE)U
†(t), (2.29)

em que ρSE(0) = ρS ⊗ ρE . Buscando encontrar a evolução temporal do sistema principal é
preciso eliminar os graus de liberdade do ambiente

ρS(t) = E(ρSE) = TrE[U(t)(ρS ⊗ ρE)U
†(t)]. (2.30)

Seja |ek⟩ uma base ortonormal que compõe o espaço de Hilbert do ambiente e ρE =
∑

k pk |ek⟩⟨ek|
com 0 ≤ pk ≤ 1 e

∑
k pk = 1. Reescrevendo a Eq.2.30 temos

E(ρSE) = TrE[U(t)(ρS ⊗ ρE)U
†(t)] =

∑
k,n

pk ⟨en|U(t)(ρS ⊗ |ek⟩⟨ek|)U †(t) |en⟩ ,

=
∑
k,n

pk ⟨en|U(t) |ek⟩ ρS ⟨ek|U †(t) |en⟩ ,

E(ρSE) =
∑
k,n

Ek,n(t)ρSE
†
k,n(t) −→ ρS(t) =

∑
k,n

Ek,n(t)ρSE
†
k,n(t), (2.31)

em que Ek,n(t) =
√
pk ⟨en|U(t) |ek⟩ são operadores que atuam no espaço de estados do sistema,

e são conhecidos como operadores de Kraus. (4) Além disso, esses operadores satisfazem a
relação de completeza

Tr[E(ρSE)] = Tr

[∑
k,n

Ek,n(t)ρSE
†
k,n(t)

]
= Tr

[∑
k,n

E†
k,n(t)Ek,n(t)ρS

]
= 1 (2.32)

Como a relação acima é sempre verdadeira para qualquer ρS , temos que os operadores de Kraus
devem obedecer à relação

∑
k,nE

†
k,n(t)Ek,n(t) = 1

2.1.1 Representação na esfera de Bloch

O q-bit é o equivalente quântico do bit, sendo esse a unidade indivisível da informação
clássica que pode assumir os valores 0 ou 1. O q-bit é responsável por descrever o estado de um
sistema quântico de dois níveis. (4) O espaço de Hilbert para esse sistema é bidimensional e tem
como base ortonormal {|0⟩ , |1⟩}, de tal forma que

|ψ⟩ = a |0⟩+ b |1⟩ em que a, b ∈ C e |a|2 + |b|2 = 1. (2.33)

Por outro lado, essa não é a forma mais geral, de se escrever o q-bit, para isso, é preciso
migrar para a formulação do operador densidade e escrevê-lo na base das matrizes de Pauli, da
seguinte maneira
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ρ(r⃗) =
1

2
(I+ r⃗ · σ⃗) = 1

2
(I+ rxσx + ryσy + rzσz) (2.34)

em que

σx =

[
0 1

1 0

]
, σy =

[
0 −i
i 0

]
, σz =

[
1 0

0 −1

]
(2.35)

dessa forma,

ρ(t) =

[
1 + rz rx − iry

rx + iry 1− rz

]
(2.36)

Com isso é possível perceber que a det(ρ) = (1− (r⃗)2)/4, o que implica que det(ρ) ≥ 0

ou (r⃗)2. Como o Tr(ρ) = 1, é possível fazer uma correspondência entre o operador densidade de
um q-bit com os pontos de uma esfera de raio 0 ≤ |r⃗| ≤ 1. Esta é a esfera de Bloch (4, 9), que
possui em sua superfície, os estados puros, dado que os autovalores da matriz densidade devem
ser 0 ou 1. Existe uma outra maneira de dizer se o estado é puro ou misto e é através da pureza.

Ao comparar a Eq.2.36 a uma matriz com coeficientes arbitrários

ρ =

[
ρ11 ρ12

ρ21 ρ22

]
,

tem-se que

rx = ρ12 + ρ21, (2.37)

ry = −i(ρ21 − ρ12), (2.38)

rz = 2ρ11 − 1. (2.39)

2.1.2 Exemplos de canais quânticos

Em síntese, os canais quânticos são responsáveis por descrever a evolução de um sistema
através de um mapa geral o qual possui as propriedades listadas anteriormente. O que faz com
que canais quânticos sejam essenciais para descrever a dinâmica de um sistema quântico aberto
e são responsáveis também por ser um canal de comunicação (9), o qual é um meio utilizado
para encaminhar a informação entre duas partes de um sistema. A seguir, alguns exemplos de
canais quânticos são expostos (4):

1. Bit flip: É um canal unital que basicamente troca o estado de um q-bit de |0⟩ → |1⟩ com
probabilidade 1 − p e faz o processo inverso de troca |1⟩ → |0⟩ com probabilidade p.
Dessa forma, o operador de Kraus que descreve esse sistema é

E0 =
√
p I =

√
p

[
1 0

0 1

]
e E1 =

√
1− p σx =

√
1− p

[
0 1

1 0

]
, (2.40)

E(ρ) = pρ+ (1− p)σxρσx. (2.41)
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2. Phase Flip: É um canal unital que possui os seguintes operadores de Kraus

E0 =
√
p I =

√
p

[
1 0

0 1

]
e E1 =

√
1− p σz =

√
1− p

[
1 0

0 −1

]
, (2.42)

E(ρ) = pρ+ (1− p)σzρσz. (2.43)

3. Bit-phase flip: É um canal unital que surge da combinação dos dois canais anteriores e
seus operadores de Kraus são

E0 =
√
p I =

√
p

[
1 0

0 1

]
e E1 =

√
1− p σy =

√
1− p

[
0 −i
i 0

]
, (2.44)

E(ρ) = pρ+ (1− p)σyρσy. (2.45)

4. Depolarizing channel (Canal de despolarização): É um canal importante para descrever
ruídos quânticos, visto que este canal permite mapear um estado ρ a uma outra versão
maximamente emaranhada de ρ.

E(ρ) = pI

2
+ (1− p)ρ (2.46)

em que p simboliza a probabilidade do q-bit ser despolarizado, enquanto 1 − p é a
probabilidade de o q-bit não sofrer alteração.

Figura 1 – Exemplifica a esfera de Bloch é alterada quando submetidas aos canais: bit flip
(p = 0, 3), phase flip (p = 0, 3), bit-phase flip (p = 0, 3) e depolarizing channel
(p = 0, 5)

.

Fonte: Elaborada pela autora.



30

5. Phase damping (Atenuação de fase): Também é um canal unital o qual descreve um
processo em que não há perda de energia, mas há perda de informação, ou seja, de tal
forma que as coerências são afetadas. Seus operadores de Kraus são

E0 =
√
α

[
1 0

0 1

]
e E1 =

√
1− α

[
1 0

0 −1

]
, (2.47)

E(ρ) = αρ+ (1− α)(σzρσz). (2.48)

este por sua vez é exatamente o canal phase flip.

6. Amplitude damping (Atenuação de amplitude): Este canal por sua vez é não unital e é
responsável por descrever o efeito de dissipação de energia em um sistema quântico, da
seguinte forma, o operador E1 descreve a troca do estado |1⟩ → |0⟩, sendo equivalente
ao processo físico da perda de um quanta de energia para o ambiente. Já o operador E0

atenua a amplitude do estado |1⟩

E0 =

[
1 0

0
√
1− β

]
e E1 =

[
0

√
β

0 0

]
, (2.49)

E(ρ) =

[
ρ00 + βρ11

√
1− βρ01√

1− βρ10 (1− β)ρ11

]
. (2.50)

Figura 2 – Como a esfera de Bloch é alterada quando submetida ao canal de amplitude damping,
para β = 0, 8.

Fonte: Elaborada pela autora.
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3 DINÂMICA QUÂNTICA

Um sistema físico quântico pode ser classificado a partir da interação que mantém com o
ambiente que o cerca. Dessa forma, um sistema físico quântico isolado é aquele no qual não há
qualquer interação com o ambiente ao seu redor. Há também sistemas quânticos que são abertos
e retratam a interação entre o sistema e o ambiente (ou banho). Essa interação pode resultar em
uma perda de energia e/ou de informação para o ambiente. Como o objetivo desse trabalho é
entender a dinâmica de dois q-bits interagentes em que um deles interage com um banho de
defasagem é indispensável compreender como a dinâmica desse sistema ocorre. Para isso, nesse
capítulo serão apresentas a evolução de um sistema isolado para que em seguida seja abordado
a dinâmica de sistemas abertos. Posteriormente é encontrada a equação mestra que descreve a
dinâmica de sistemas quânticos abertos via derivação microscópica e mapas quânticos dinâmicos.
Ao final do capítulo é encontrada a equação mestra para o sistema de um q-bit acoplado a um
banho de defasagem.

3.1 Sistema quântico isolado

Um sistema quântico isolado é descrito a partir de um estado quântico. (56–58) Dessa
forma, seja o estado |ψ(t)⟩ ∈ H em um tempo t e H o espaço de Hilbert do sistema. (5) A
evolução do sistema ocorre da seguinte forma

|ψ(t)⟩ = U(t, t0) |ψ(t0)⟩ , (3.1)

em que U(t, t0) é um operador unitário conhecido como operador de evolução temporal. Por ser
unitário, a seguinte relação deve ser satisfeita

U(t, t0)U
†(t, t0) = U †(t, t0)U(t, t0) = I. (3.2)

Caso o Hamiltoniano do sistema H seja independente do tempo, o operador de evolução
temporal é dado por

U(t, t0) = exp [−iH(t− t0)/ℏ] . (3.3)

Sendo assim, a dinâmica do estado |ψ(t)⟩ é dada pela derivada temporal da Eq.(3.1)

d

dt
|ψ(t)⟩ = d

dt
(U(t, t0) |ψ(t0)⟩) = − i

ℏ
HU(t, t0) |ψ(t0)⟩ ,

d

dt
|ψ(t)⟩ = − i

ℏ
H |ψ(t)⟩ . (3.4)
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Por fim, a Eq. (3.4) é a equação de Schrödinger. (2, 5, 9, 57) Daqui em diante é adotado ℏ = 1.

Por outro lado, caso a descrição do sistema seja utilizando o formalismo do operador
densidade, a equação que descreve a dinâmica é a equação de Liouville-von Neumann. (5, 58)
Para encontrá-la, considere o operador densidade, construído a partir do estado dado na Eq.(3.1)

ρ(t) = |ψ(t)⟩⟨ψ(t)| = U(t, t0) |ψ(t0)⟩ ⟨ψ(t0)|U †(t, t0). (3.5)

Derivando no tempo, temos

dρ(t)

dt
= −iHU(t, t0) |ψ(t0)⟩ ⟨ψ(t0)|U †(t, t0) + iU(t, t0) |ψ(t0)⟩ ⟨ψ(t0)|U †(t, t0)H, (3.6)

que pode ser simplificada utilizando a definição de comutador, [A,H] = AH − HA, dessa
forma,

dρ(t)

dt
= −i [ρ(t), H] . (3.7)

Esta é a equação de Liouville-von Neumann. (2, 57)

Em contrapartida, sendo o Hamiltoniano dependente do tempo, então, o operador evolu-
ção temporal não será mais o mesmo. Para encontrá-lo recorreremos à Eq.(3.4) em que

d

dt
U(t, t0) |ψ(t0)⟩ = −iHU(t, t0) |ψ(t0)⟩ , ou seja,

d

dt
U(t, t0) = −iHU(t, t0). (3.8)

Integrando ambos os lados da equação de 0 a t, tem-se que

U(t, t0) = I− i

∫ t

t0

dt1HU(t1, t0). (3.9)

Onde foi utilizada como condição inicial U(t0, t0) = I. A partir da Eq.(3.9) é possível ve-
rificar que há uma relação de recorrência, visto que pode se substituir U(t1, t0) com I −
i
∫ t0
t1
dt2H(t2)U(t2, t0). Dessa maneira,

U(t, t0) = I− i

∫ t

t0

dt1H + (−i)2
∫ t

t0

dt1H(t1)

∫ t1

t0

dt2H(t2)U(t2, t0). (3.10)

Em virtude disso, é justificável escrever o operador de evolução temporal como

U(t, t0) = I+
∞∑
n=1

(−i)n

n!

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2...

∫ tn−1

t0

dtnH(t1)H(t2)...H(tn)

=
∞∑
n=0

(−i)n

n!

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2...

∫ tn−1

t0

dtnH(t1)H(t2)...H(tn).

(3.11)
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Note que, a Eq.(3.11) pode ser simplificada. Para isso, é necessário olhar com atenção para o
termo

∫ t

t0
dt1
∫ t1
t0
dt2H(t1)H(t2) e tentar reescrevê-lo com um novo operador (5,9), utilizando-se

da função de Heaviside,

θ(t1 − t2) =

 1 se t1 ≥ t2,

0 se t1 < t2.
(3.12)

Com isso é possível definir um novo operador

T [H(t1)H(t2)] =
1

2
[θ(t1 − t2)H(t1)H(t2) + θ(t2 − t1)H(t2)H(t1)], (3.13)

de tal forma que,

T

[(∫ t

t0

dsH(s)

)2
]
=

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2T
[∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2H(t1)H(t2)

]
=

1

2

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2θ(t1 − t2)H(t1)H(t2)

+
1

2

∫ t

t0

dt2

∫ t

t0

dt1 θ(t2 − t1)H(t2)H(t1)

=
1

2

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2H(t1)H(t2)

+
1

2

∫ t

t0

dt2

∫ t2

t0

dt1H(t2)H(t1).

Ao alterar o índice de uma das integrais, encontra-se

T

[(∫ t

t0

dsH(s)

)2
]
=

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 H(t1)H(t2), (3.14)

em que o novo operador é conhecido como operador de ordenamento temporal. (56–58) Essa
manipulação de termos permite reescrever a Eq.(3.11) como

U(t, t0) = T

[
∞∑
n=0

1

n!

(
−i
∫ t

t0

dsH(s)

)n
]
, (3.15)

que pode ser simplificada ao utilizar ex =
∑∞

n=0
xn

n!
. Logo,

U(t, t0) = T
[
exp

(
−i
∫ t

to

dsH(s)

)]
. (3.16)

Esta equação é conhecida como série de Dyson. (2, 6) Em contrapartida, a série de
Dyson pode assumir uma forma simplificada quando o Hamiltoniano comuta com ele mesmo em
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diferentes instantes de tempo, ou seja, [H(t), H(t′)] = 0 para t ̸= t′. Quando isso ocorre, tem-se
que

U(t, t0) = exp

[
−i
∫ t

to

dsH(s)

]
. (3.17)

Com isso, nota-se que dinâmica quântica de um sistema fechado é retratada pela evolução
temporal do operador densidade. Diferentemente do que ocorre no regime clássico em que os
observáveis, como posição q e momento p, são dependentes do tempo. Por outro lado, há uma
descrição correspondente na teoria quântica conhecida como representação de Heisenberg (5, 9),
que permite com que a dependência temporal seja alocada nos observáveis assim como no caso
clássico. Sendo assim, o operador que depende agora do tempo é

OH(t) = U †(t, t0)O(t)U(t, t0). (3.18)

Em que OH(t) é o operador na representação de Heisenberg. (5, 56, 57) Para que as representa-
ções sejam semelhantes é preciso que ρ(t0) = ρH(t0) para um tempo inicial t0 e isso implica que
OH(t0) = O(t0). Sendo assim, os operadores na representação de Schrödinger e de Heisenberg
estão conectadas por uma transformação canônica, como mostrado na Eq.(3.18). Alternativa-
mente, verifica-se que ambas as representações são equivalentes a partir do valor esperado, o
qual é o mesmo para ambas as representações

⟨O(t)⟩ = Tr[O(t) ρ(t)] = Tr[OH(t)ρH(t)]. (3.19)

Com a definição do operador na representação de Heisenberg é possível encontrar a
equação de movimento nessa representação (5), ou seja,

d

dt
OH(t) = i [HH(t), OH(t)] +

∂

∂t
OH(t) (3.20)

em que HH(t) é o Hamiltoniano na representação de Heisenberg e está relacionado à representa-
ção de Schrödinger, da seguinte forma HH(t) = U †(t, t0)H(t)U(t, t0). Ademais

∂

∂t
OH(t) = U †(t, t0)

∂

∂t
O(t)U(t, t0),

é importante verificar que se dOH(t)/dt = 0, então OH é uma constante de movimento. Outro
caso interessante é que se O(t) for o Hamiltoniano do sistema e for isolado ∂H/∂t = 0, então a
representação de Heisenberg HH(t) é uma constante de movimento. (5, 56)

3.2 Dinâmica de sistemas quânticos abertos

Dado que sistemas quânticos reais não são isolados é necessário elaborar uma estrutura
teórica para possibilitar a inclusão das interações entre o sistema e o ambiente em sua dinâmica.
Para isso, considera-se que, em geral, há um sistema de interesse S e o mesmo está imerso,
ou seja, acoplado a um ambiente quântico E. A interação entre os dois faz com que apareçam
correlações que acarretam alterações as quais não são expressas a partir de dinâmicas unitárias.
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Dessa forma, a dinâmica do subsistema S será denominada como a dinâmica do sistema reduzido.
(5, 56) Em geral, o Hamiltoniano que descreve sistemas quânticos abertos é retratado como

H = HS ⊗ IE + IS ⊗HE +HI , (3.21)

em que HS é o Hamiltoniano do sistema S, enquanto HE é o Hamiltoniano do ambiente e HI

descreve a interação entre o sistema e o ambiente. Aqui, foi-se utilizado, de forma genérica, o
termo ambiente, no entanto, há dois casos específicos que são mais conhecidos e utilizados na
literatura. Um deles é o reservatório que é utilizado para ambientes os quais possuem um alto
número de graus de liberdade. (5) Enquanto, o outro é conhecido como banho térmico e se refere
a ambientes que estão em um estado de equilíbrio térmico.

Até o momento foram abordadas duas representações, a representação de Schrödinger
e a de Heisenberg que são casos limites de uma representação mais geral, a representação

de interação. (5, 8, 56) Nessa representação o Hamiltoniano é o mesmo que o apresentado na
Eq.(3.21). Dessa forma, para migrar da representação de Schrödinger para a representação de
interação é necessário realizar as seguintes definições

• Operador de evolução temporal na representação de interação: Ũ(t, t0) ≡ U †
0(t, t0)U(t, t0)

• Operador na representação de interação: Õ(t) ≡ U †
0(t, t0)O(t)U(t, t0)

• Operador densidade na representação de interação: ρ̃(t) ≡ Ũ(t, t0)ρ(t0)Ũ
†(t, t0)

• Hamiltoniano na representação de interação: H̃(t) ≡ U †
0(t, t0)H̃(t)U0(t, t0)

A representação de Schrödinger é recuperada quando o termo livre H0 é igual a zero,
sendo assim H̃(t) = HI(t) ↔ U0(t, t0) = I ↔ UI(t, t0) = U(t, t0). Já a representação de
Heisenberg, manifesta-se quando HI(t) = 0 ↔ U0(t, t0) = U(t, t0) ↔ UI(t, t0) = I .

Em síntese o que foi apresentado até agora, é que ao lidar com um sistema quântico aberto,
que é composto por um sistema S o qual interage com um ambienteE por um acoplamentoHI . O
objetivo então é obter a influência do ambiente e com isso encontrar uma equação de movimento
para o sistema S. Entretanto, isso não é tão fácil, inclusive, há muitas décadas, busca-se uma
equação para sistemas quânticos que possua origem microscópica, mas acaba sendo inviável
escrever uma equação geral dado que inevitavelmente utilizamos conceitos fenomenológicos
e, assim, há uma dependência com o modelo. (5, 56) Por isso, foram desenvolvidas algumas
abordagens para encontrar a equação de movimento do sistema.

3.3 Derivação Microscópica

Supõe-se um sistema bipartido H = HS ⊗ HE o qual é composto pelo sistema de
interesse S, em um espaço HS que está acoplado a um reservatório E, em um espaço HE . Sendo
assim, o Hamiltoniano que descreve esse sistema é dado pela Eq.(3.21). (5, 8, 59) Uma vez
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que o sistema total H é fechado a evolução temporal desse sistema é dada pela equação de
Liouville-von Neumann

d

dt
ρ(t) = −i [H(t), ρ(t)] ≡ Ltρ(t). (3.22)

em que L é um mapa CPTP que realiza a seguinte operação Lt[·] := −i[H(t), ρ(t)]. Por outro
lado, como a mudança substancial é realizada pelo termo de interação é conveniente ir para a
representação de interação (5, 6), que faz com que equação de Liouville-von Neumann seja

d

dt
ρ̃(t) = −i

[
H̃I(t), ρ̃(t)

]
, (3.23)

cuja integral é

ρ̃(t) = ρ̃(0)− i

∫ t

t0

dt′[H̃I(t
′), ρ̃(t′)]. (3.24)

Com isso, basta substituir a Eq.(3.23) na Eq.(3.24), que leva à

ρ̃(t) = −i[H̃I(t), ρ(0)]−
∫ t

0

dt′[H̃I(t), [H̃I(t
′), ρ̃(t′)]], (3.25)

aqui ρ̃(0) = ρ(0). Como o interesse está na dinâmica do sistema principal, então os graus de
liberdade do ambiente podem ser retirados, utilizando-se da operação traço, isso faz com que o
operador densidade seja reduzido a ρ̃S(t) = TrE[ρ̃(t)], ou seja,

d

dt
ρ̃S(t) = −iTrE[H̃I(t), ρ(0)]−

∫ t

0

dt′ TrE[H̃I(t), [H̃I(t
′), ρ̃(t′)]]. (3.26)

Para encontrar a equação mestra para o operador densidade algumas premissas e hipóteses
precisam ser realizadas. A primeira premissa consiste em assumir que o estado inicial do sistema-
ambiente é um estado produto (8, 57)

ρ(0) = ρS(0)⊗ ρE. (3.27)

O que significa que não há qualquer correlação entre o sistema e o ambiente, ou seja, o sistema e
o ambiente evoluem livremente sem acoplamento até t = 0 e a partir daí surge o acoplamento.
Além disso, essa hipótese faz com que seja possível descrever a dinâmica desse subsistema
através de um canal quântico (9), o qual é responsável por transformar operadores densidade
em operadores densidade. Além do mais, sem perda de generalidade, é possível supor que o
Hamiltoniano de interação tenha a seguinte configuração

HI =
∑
α

Sα ⊗ Eα (3.28)

em que Sα atua no estado do sistema e Eα no estado do reservatório. Entretanto, Sα e Eα

individualmente não são necessariamente hermitianos, mas o produto tensorial entre eles é, ou
seja,

Sβ ⊗ Eβ = S†
α ⊗ E†

α. (3.29)
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Em contrapartida, é possível definir redefinir Sα e Eα em novos operadores que são hermitianos
(5, 8), da seguinte forma

Sα =

(
S†
α + Sα

2

)
+ i

(
iS†

α − iSα

2

)
≡ S[1]

α + iS[2]
α , (3.30)

Eα =

(
E†

α + Eα

2

)
+ i

(
iE†

α − iEα

2

)
≡ E[1]

α + iE[2]
α . (3.31)

Reescrevendo a Eq.(3.28), tem-se que

HI =
1

2

∑
α

[(S[1]
α + iS[2]

α )⊗ (E[1]
α + iE[2]

α ) + (S[1]
α − iS[2]

α )⊗ (E[1]
α − iE[2]

α )]

HI =
n∑

α=1

[S[1]
α ⊗ E[1]

α − S[2]
α ⊗ E[2]

α ] ≡
2n∑
α=1

S ′
α ⊗ E ′

α (3.32)

em que S ′
α e E ′

α são individualmente hermitianos e são definidos da seguinte maneira

S ′
α =

S
[1]
α se α = 1, .., n

−S[2]
α−n se α = n+ 1, ..., 2n

e E ′
α =

E
[1]
α se α = 1, .., n,

E
[2]
α−n se α = n+ 1, ..., 2n.

(3.33)

A outra premissa é que o estado do reservatório é um estado térmico (5, 7), o qual é definido
como

ρE =
e−βHE

TrE[e−βHE ]
, (3.34)

aqui β = 1/kBT , em que T é a temperatura do estado térmico e kB é a constante de Boltzmann.
Informações sobre o estado térmico e suas características são apresentados no Apêndice B. Além
do mais, uma característica que a definição de estado térmico traz é que se [ρE, HE] = 0 isso
implica que o valor médio dos operadores do banho sejam independentes do tempo (60), ou seja,

TrE[Ẽα(t)ρE] = TrE[e
iHEtEαe

−iHEtρE] = TrE[Eαe
−iHEtρEe

iHEt] = TrE[EαρE] = ⟨Eα⟩ .
(3.35)

Agora, retorna-se a Eq.(3.26) onde são aplicadas essas suposições, de tal forma que

d

dt
ρ̃(t) = −iTrE[H̃I(t), ρS(0)⊗ ρE]−

∫ t

0

dt′ TrE[H̃I(t), [H̃I(t
′), ρ̃(t′)]]. (3.36)

Uma vez que [ρE, HE] = 0, então, assume-se que valor médio dos operadores do banho sejam
zero (9), ou seja, ⟨Eα(t)⟩ = TrE[Ẽα(t)ρE] = 0, o que leva a

TrE[H̃I(t)ρ(0)] = TrE

[∑
α

S̃α(t)⊗ Ẽα(t)ρS(0)⊗ ρE

]
=
∑
α

S̃α(t)ρS(0)TrE

[
Ẽα(t)ρE

]

TrE[H̃I(t)ρ(0)] =
∑
α

S̃α(t)ρS(0) ⟨Eα(t)⟩ = 0. (3.37)
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Isso faz com que a Eq.(3.36) possa ser reescrita como

d

dt
ρ̃S(t) =−

∫ t

0

dt′ TrE[H̃I(t)H̃I(t
′)ρ̃(t′)− H̃I(t

′)ρ̃(t′)H̃I(t)

+ ρ̃(t′)H̃I(t
′)H̃I(t)− H̃I(t)ρ̃(t

′)H̃I(t
′)],

(3.38)

ou,
d

dt
ρ̃S(t) =

∫ t

0

dt′TrE

[
H̃I(t

′)ρ̃(t′)H̃I(t)− H̃I(t)H̃I(t
′)ρ̃(t′) + h.c

]
. (3.39)

Em que h.c indica o hermitiano conjugado dos termos apresentados. É possível notar que essa
equação depende de diferentes tempos, em virtude disso há uma memória associada a evolução
do sistema.

A primeira é a aproximação de Born (5, 7, 61, 62), na qual se assume que o acoplamento
entre o sistema e o reservatório seja fraco, ou seja, a interação é tão fraca que o operador densi-
dade total do sistema a qual inicialmente é um produto tensorial permanece descorrelacionada
durante toda a evolução. Logo, apenas os efeitos de interação de primeira ordem são levados em
consideração. Sendo assim, a aproximação de Born faz com que o estado do sistema evolua da
seguinte maneira

ρ(t) = ρS(t)⊗ ρE +O(HI). (3.40)

Logo a Eq.(3.39), levando em conta a aproximação de Born, e também que

H̃I =
∑
α

S̃α(t)⊗ Ẽα(t), (3.41)

se torna,

d

dt
ρ̃S(t) =

∑
α,β

∫ t

0

dt′
[(
S̃β(t

′)ρ̃S(t
′)S̃α(t)

)
TrE

[
Ẽβ(t

′)ρEẼα(t)
]

−
(
S̃α(t)S̃β(t

′)ρ̃S(t
′)
)
TrE

[
Ẽα(t)Ẽβ(t

′)ρE

]
+ h.c

]
.

(3.42)

Empregando a propriedade cíclica do traço e utilizando o fato de HI ser hermitiano

HI = Sα ⊗ Eα = S†
α ⊗ E†

α,

é possível substituir e renomear α em α′ e obter a seguinte expressão

d

dt
ρ̃S(t) =

∑
α,β

∫ t

0

dt′
[(
S̃β(t

′)ρ̃S(t
′)S̃†

α(t)
)
TrE

[
Ẽβ(t

′)ρEẼ
†
α(t)

]
−
(
S̃†
α(t)S̃β(t

′)ρ̃S(t
′)
)
TrE

[
Ẽ†

α(t)Ẽβ(t
′)ρE

]
+ h.c

]
,

(3.43)

ou ainda, define-se Rα,β(t, t
′) = TrE[Ẽ

†
α(t)Ẽβ(t

′)ρE], que de certa forma, é uma função capaz
de correlacionar dois pontos do reservatório. (5, 57, 59) Sendo assim,
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d

dt
ρ̃S(t) =

∑
α,β

∫ t

0

dt′Rα,β(t, t
′)
[(
S̃β(t

′)ρ̃S(t
′)S̃†

α(t)
)
−
(
S̃†
α(t)S̃β(t

′)ρ̃S(t
′)
)
+ h.c

]
. (3.44)

Além do mais essa função será homogênea no tempo, caso o banho esteja em um estado térmico,
ou seja,

TrE[Ẽ
†
α(t)Ẽβ(t

′)ρE] = TrE

[
eiHEtE†

αe
−iHEteiHEt′Eβe

−iHEt′ρE

]
= TrE

[
eiHE(t−t′)E†

αe
−iHE(t−t′)EβρE

]
= TrE

[
Ẽ†

α(t− t′)EβρE

]
= Rα,β(t− t′).

(3.45)

Dessa forma, Rα,β(t, t
′) = Rα,β(t−t′) é responsável por correlacionar excitações do reservatório

em tempos distintos t e t′. Ademais, utilizando a propriedade cíclica do traço, tem-se que

d

dt
ρ̃S(t) =

∑
α,β

∫ t

0

dt′
{
Rα,β(t− t′)

[
S̃β(t

′)ρ̃S(t
′)S̃†

α(t)− S̃†
α(t)S̃β(t

′)ρ̃S(t
′)
]
+ h.c

}
. (3.46)

Por conveniência substitui-se t′ → t− τ

d

dt
ρ̃S(t) =

∑
α,β

∫ t

0

dτ
{
Rα,β(τ)

[
S̃β(t− τ)ρ̃S(t− τ)S̃†

α(t)− S̃†
α(t)S̃β(t− τ)ρ̃S(t− τ)

]
+ h.c

}
(3.47)

Em seguida, iremos recorrer à aproximação de Markov (6), que é responsável por fazer
com que as funções de correlação de banho decaiam rapidamente, o que implica em um sistema
“sem memória”. Para exemplificar essa afirmação é conveniente definir duas escalas de tempo:
τE que é o tempo no qual a correlação do reservatório decai, enquanto τD é o tempo de relaxação
característico do sistema. (63) De tal forma que,

|Rα,β| ∼ e−τ/τE , (3.48)

e τD é o tempo no qual a matriz densidade do sistema não muda expressivamente,

∆ρS(t)

∆t
∼ 1

τD
ρS(t). (3.49)

Se a escala de tempo do sistema estiver dentro do limite τE << t << τD, a dinâmica de
correlação do reservatório pode ser omitida. Sendo assim, se t é da ordem de τE , então o estado
atual de ρS(t) depende apenas do estado presente e não do passado, ou seja, ρS(t− τ) = ρS(t).
Além disso, em muitas situações físicas este integrando (que descreve a correlação do ambiente)
decai rapidamente a zero após um tempo τE , de tal forma que essa escala temporal quantifica a
memória temporal do reservatório. (5, 9, 57) Em virtude disso, o limite de integração pode ser
estendido ao infinito uma vez que a função de correlação do reservatório decai drasticamente
depois do tempo τE de tal forma que o integrando se anula. Além disso, para que a aproximação
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de Markov seja válida é preciso que τE seja muito menor que τD, isso porque τE e τD estão
relacionados com o inverso da largura espectral das energias do reservatório (∆ωE) e do sistema
(∆ωD). Isso significa que o espaçamento entre os níveis de energia do reservatório deve ser
muito menor que o espaçamento para o sistema. (63) Isso é normalmente alcançado com um
espectro discreto para o sistema e um reservatório de espectro contínuo. (5) Após à aproximação
de Born-Markov, a equação mestra será

d

dt
ρ̃S(t) =

∑
α,β

∫ ∞

0

dτ
{
Rα,β(τ)

[
S̃β(t− τ)ρ̃S(t)S̃

†
α(t)− S̃†

α(t)S̃β(t− τ)ρ̃S(t)
]
+ h.c.

}
(3.50)

Caso o Hamiltoniano do sistema seja discreto e não-degenerado, ou seja, HS =
∑

ϵ ϵΠ(ϵ), em
que Π(ϵ) é um projetor nos autoestados de energia do Hamiltoniano e ϵ são os autovalores desses
autoestados, ele pode ser estendido conforme feito no Apêndice B. Dessa forma, S̃α(t) pode ser
escrito da seguinte maneira

S̃α(t) =
∑
ω

e−iωtSα(ω) em que Sα(ω) =
∑
ϵ

Π(ϵ)SαΠ(ϵ+ ω). (3.51)

Logo, ao utilizar essa definição para S̃β(t− τ) e S̃†
α(t), a equação mestra pode ser reescrita como

d

dt
ρ̃S(t) =

∑
α,β,ω,ω′

{
e−i(ω−ω′)tΓαβ(ω)

[
Sβ(ω)ρ̃S(t)S

†
α(ω

′)− S†
α(ω

′)Sβ(ω)ρ̃S(t)
]
+ h.c

}
,

(3.52)
no qual foi definido que

Γαβ(ω) =

∫ ∞

0

dτRα,β(τ)e
iωτ . (3.53)

A última aproximação é conhecida como aproximação secular ou aproximação de onda
girante. Para aplicá-la é preciso definir τS que é um tempo característico para a evolução do
sistema. Em geral, a escala de tempo é da ordem τS ≈ |ω′ − ω|, com ω′ ̸= ω. Se τS >> τD que
é o tempo de relaxação do sistema, então é possível descartar os termos das exponenciais que
oscilam rapidamente |ω′ − ω| ≠ 0, uma vez que essas oscilações se alteram tão rapidamente que
possuem média zero. (5, 57) Sendo assim, apenas os termos não oscilantes sobrevivem, ou seja,
ω = ω′ . A partir dessa aproximação, a equação mestra se torna

d

dt
ρ̃S(t) =

∑
α,β,ω

Γαβ(ω)
[
Sβ(ω)ρ̃S(t)S

†
α(ω)− S†

α(ω)Sβ(ω)ρ̃S(t)
]

+
∑
α,β,ω

Γ∗
αβ(ω)

[
Sα(ω)ρ̃S(t)S

†
β(ω)− ρ̃S(t)S

†
β(ω)Sα(ω)

]
.

(3.54)

Em seguida, define-se

Γαβ =
γαβ(ω)

2
+ iΥαβ(ω), (3.55)

em que as funções de correlação do ambiente são decompostas em suas partes reais e imaginárias.
Ademais, para um ω fixo, tem-se que

Υαβ(ω) =
1

2i

(
Γαβ(ω)− Γ∗

βα(ω)
)

e γαβ =
(
Γαβ(ω) + Γ∗

βα(ω)
)
, (3.56)
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em que γαβ é uma matriz positiva, enquanto Υαβ é uma matriz hermitiana

Γ∗
αβ(ω) =

γ∗αβ(ω)

2
− iΥ∗

αβ(ω) =
γβα(ω)

2
− iΥβα, (3.57)

utilizando a nova definição para Γαβ é possível reescrever a Eq.(3.54) como

d

dt
ρ̃S(t) =

∑
α,β,ω

(
γαβ(ω)

2
+ iΥαβ(ω)

)[
Sβ(ω)ρ̃S(t)S

†
α(ω)− S†

α(ω)Sβ(ω)ρ̃S(t)
]

+
∑
α,β,ω

(
γβα(ω)

2
− iΥβα(ω)

)[
Sα(ω)ρ̃S(t)S

†
β(ω)− ρ̃S(t)S

†
β(ω)Sα(ω)

]
.

(3.58)

Ademais, alterando os índices da última expressão, visto que Υ∗
βα = Υαβ tem-se que

d

dt
ρ̃S(t) =

∑
α,β,ω

(
γαβ(ω)

2
+ iΥαβ(ω)

)[
Sβ(ω)ρ̃S(t)S

†
α(ω)− S†

α(ω)Sβ(ω)ρ̃S(t)
]

+
∑
α,β,ω

(
γαβ(ω)

2
− iΥαβ(ω)

)[
Sβ(ω)ρ̃S(t)S

†
α(ω)− ρ̃S(t)S

†
α(ω)Sβ(ω)

]
,

(3.59)

ou ainda, em termos de comutadores e anticomutadores

d

dt
ρ̃S(t) = −i

[∑
α,β,ω

Υαβ(ω)S
†
α(ω)Sβ(ω), ρ̃S(t)

]
+
∑
α,β,ω

γαβ(ω)
[
Sβ(ω)ρ̃S(t)S

†
α(ω)

−1

2

{
S†
α(ω)Sβ(ω), ρ̃S(t)

}]
.

(3.60)

Define-se o hamiltoniano Lambda-Shift HLS (64), como

HLS =
∑
α,β,ω

Υαβ(ω)S
†
α(ω)Sβ(ω), (3.61)

que é um operador hermitiano responsável por uma dinâmica unitária, uma vez que causa
apenas um pequeno reescalonamento da frequência ω. Para verificar que HLS é hermitiano basta
renomear os índices α e β e depois utilizar a relação Υ∗

βα = Υαβ , portanto

H†
LS =

∑
α,β,ω

Υ∗
αβ(ω)S

†
β(ω)Sα(ω) =

∑
α,β,ω

Υαβ(ω)S
†
α(ω)Sβ(ω) = HLS. (3.62)

Deste modo, a equação mestra na representação de interação é dada por

d

dt
ρ̃S(t) = −i [HLS, ρ̃S(t)] +

∑
α,β,ω

γαβ(ω)

[
Sβ(ω)ρ̃S(t)S

†
α(ω)−

1

2

{
S†
α(ω)Sβ(ω), ρ̃S(t)

}]
.

(3.63)

Para finalizar a dedução é necessário voltar para a representação de Schrödinger, utilizando
da relação ρ̃S(t) = V (t)†ρS(t)V (t) em que V (t) = exp{−iH0t} onde H0 é o termo livre
H0 = HS + HE enquanto o termo de interação HI(t) =

∑
α Sα ⊗ Eα. Isso faz com que na

representação de interação V seja escrito como

Ṽ (t) = ei(HS+HE)tV e−i(HS+HE)t =
∑
α

S̃α(t)⊗ Ẽα(t), (3.64)
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em que

S̃α(t) = ei(HS+HE)tSαe
−i(HS+HE)t = eiHStSαe

−iHSt,

Ẽα(t) = ei(HS+HE)tEαe
−i(HS+HE)t = eiHEtEαe

−iHEt.
(3.65)

Essas equações tomam essa forma porque [HS, HE] = 0, uma vez que os Hamiltonianos em
questão atuam em diferentes espaços de Hilbert. Na eventualidade que o Hamiltoniano do
sistema HS for decomposto de forma discreta e não degenerada como HS =

∑
ϵ ϵΠ(ϵ), pode-se

reescrever S̃α(t) da seguinte forma

S̃α(t) = eiHStSαe
−iHSt = ei

∑
ϵ ϵΠ(ϵ)tSαe

−i
∑′

ϵ ϵ
′Π(ϵ′)t. (3.66)

Ademais, caso Sα possua uma forma diagonal é possível utilizar a decomposição espectral (?, 4),
de tal forma que

S̃α(t) = ei
∑

ϵ ϵtΠ(ϵ)Sαe
−i

∑′
ϵ ϵ

′tΠ(ϵ′) =
∑
ϵ,ϵ′

e−i(ϵ′−ϵ)tΠ(ϵ)SαΠ(ϵ
′). (3.67)

Definindo ω = ϵ′ − ϵ, isso leva à Π(ϵ′) =
∑

ω δϵ′,ϵ+ωΠ(ϵ+ ω), sendo assim

S̃α(t) =
∑
ϵ,ϵ′

e−i(ϵ′−ϵ)tΠ(ϵ)Sα

∑
ω

δϵ′,ϵ+ωΠ(ϵ+ ω). (3.68)

Aplicando a propriedade da delta de Dirac,

S̃α(t) =
∑
ω

e−iωt
∑
ϵ

Π(ϵ)SαΠ(ϵ+ ω),

e definindo Sα(ω) =
∑

ϵ Π(ϵ)SαΠ(ϵ+ ω), tem-se que

S̃α(t) ≡
∑
ω

e−iωtSα(ω) e S̃†
α(t) =

∑
ω

eiωtS†
α(ω). (3.69)

Com esses resultados é possível calcular Sα(ω) = V (t)S̃α(ω)V (t)† na representação de Schrö-
dinger

e−iHStS̃α(ω)e
iHSt =

∑
ω′

eiω
′t
∑
ε′

Π(ε′)Sα(ω)Π (ε′ + ω′)

=
∑
ω′

eiω
′t
∑
ε′

Π(ε′)

(∑
ε

Π(ε)SαΠ(ε+ ω)

)
Π(ε′ + ω′)

=
∑
ω′,ε′,ε

eiω
′tΠ(ε′)Π(ε)SαΠ(ε+ ω)Π (ε′ + ω′)

=
∑
ω′,ε′,ε

eiω
′tδe′,εΠ(ε)Sαδe′+ω′,ε+ωΠ(ε+ ω)

=
∑
ε

eiωtΠ(ε)S†
αΠ(ε+ ω) = eiωtSα(ω).

(3.70)
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Já para S̃†
α(ω) = V (t)S̃†

α(ω)V (t)†

e−iHStS̃†
α(ω)e

iHSt =
∑
ω′

e−iω′t
∑
ε′

Π(ε′)S†
α(ω)Π (ε′ + ω′)

=
∑
ω′

e−iω′t
∑
ε′

Π(ε′)

(∑
ε

Π(ε)S†
αΠ(ε+ ω)

)
Π(ε′ + ω′)

=
∑
ω′,ε′,ε

e−iω′tΠ(ε′)Π(ε)S†
αΠ(ε+ ω)Π (ε′ + ω′)

=
∑
ω′,ε′,ε

e−iω′tδe′,εΠ(ε)S
†
αδe′+ω′,ε+ωΠ(ε+ ω)

=
∑
ε

e−iωtΠ(ε)S†
αΠ(ε+ ω) = e−iωtS†

α(ω).

(3.71)

Por último é necessário calcular

V (t)HLSV
†(t) =

∑
α,β,ω

Υαβ(ω)V (t)S†
α(ω)Sβ(ω)V

†(t)

=
∑
α,β,ω

Υαβ(ω)V (t)S†
α(ω)V

†(t)V (t)Sβ(ω)V
†(t) =

∑
α,β,ω

Υαβ(ω)S
†
α(ω)Sβ(ω)

= HLS,

(3.72)

ou seja, o Hamiltoniano Lambd-Shift é invariante por mudança de representação. A seguir,
substitui-se as relações encontradas na equação mestra (3.63) para definir a equação mestra na
representação de Schrödinger

d

dt
ρS(t) = −i [HS +HLS, ρS(t)]+

∑
α,β,ω

γαβ(ω)

[
Sβ(ω)ρS(t)S

†
α(ω)−

1

2

{
S†
α(ω)Sβ(ω), ρS(t)

}]
.

(3.73)

Uma observação importante é que o Hamiltoniano do sistema HS comuta com o Hamil-
toniano Lambda-Shift (63), para mostrar isso, considere

[HS, Sα(ω)] =

[∑
ϵ

ϵΠ(ϵ),
∑
ϵ′,ϵ′′

Π(ϵ′)Sα(ω)Π(ϵ
′′)

]
=
∑
ϵ,ϵ′.ϵ′′

[ϵΠ(ϵ)Π(ϵ′)Sα(ω)Π(ϵ
′′)− ϵΠ(ϵ′)Sα(ω)Π(ϵ

′′)Π(ϵ)]

=
∑
ϵ,ϵ′.ϵ′′

[ϵδϵ,ϵ′Π(ϵ
′)Sα(ω)Π(ϵ

′′)− ϵΠ(ϵ′)Sα(ω)δϵ,ϵ′′Π(ϵ
′′)]

=
∑
ϵ′.ϵ′′

(ϵ′ − ϵ′′)Π(ϵ′)Sα(ω)Π(ϵ
′′) = −ωSα(ω)

= −ωSα(ω),

(3.74)

e,

[HS, S
†
α(ω)Sβ(ω)] =

[
HS, S

†
α(ω)

]
Sβ(ω) + S†

α(ω) [HS, Sβ(ω)]

= ωS†
α(ω)Sβ(ω)− ωS†

α(ω)Sβ(ω) = 0,
(3.75)
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com isso é possível mostrar que

[HS, HLS] =
∑
α,β,ω

Υα,β

[
HS, S

†
α(ω)Sβ(ω)

]
= 0. (3.76)

3.4 Equação Mestra local no tempo

Há uma outra forma, mais geral, para se analisar a evolução temporal de um sistema
quântico aberto que é a partir de um mapa dinâmico. Este por sua vez é encarregado por
transformar ρS(t0) em ρS(t), mapeando assim operadores densidade em operadores densidade
E : L(HS) → L(HS). (4, 5, 56) Com esse objetivo, supõe-se que o estado inicial do sistema
ρSE(t0), o qual é composto pelo sistema de interesse e pelo ambiente que o cerca, foi preparado
em um tempo t0. Além do mais, tem-se que esse estado inicial é preparado de forma que os
estados iniciais tanto do sistema reduzido ρS(t0) quanto o estado inicial do ambiente ρE não
estão correlacionados, dessa forma, ρSE(t0) = ρS(t0)⊗ ρE . Ademais, a evolução desse sistema
é dada pelo mapa E(t, t0)

ρS(t) = E(t, t0)[ρS(t0)] = TrE
[
U(t)ρS(t0)⊗ ρE U

†(t)
]
. (3.77)

Com o objetivo de encontrar uma equação mestra local no tempo, define-se

E(t, t0) = exp[Ltt]. (3.78)

Isso faz com que a evolução temporal do sistema reduzido possua a seguinte forma

d

dt
ρS(t) = LtρS(t), (3.79)

ou ainda,

ρS(t) = ρS(t0) +

∫ t

t0

dt′Lt′ρS(t
′). (3.80)

Para que seja possível encontrar tal equação mestra é primordial descobrir a forma mais geral
para Lt. No entanto existem algumas restrições, entre elas está que a Eq.(3.80) tem que ser linear
e preservar traço. (60, 63) Sendo assim, ao tomar o traço da Eq.(3.80), tem-se que

Tr[ρS(t)] = Tr[ρS(t0)] +

∫ t

t0

dt′Tr[Lt′ρS(t
′)]. (3.81)

A partir dessa equação é possível verificar que o traço de ρ(t) só será preservado para todo
instante de tempo se∫ t

t0

dt′ Tr[Lt′ρS(t
′)] = 0 isso implica que Tr[LtρS(t)] = 0. (3.82)

A outra restrição é que a Eq. (3.80), precisa ser hermitiana para todo instante de tempo (5, 57),
em virtude disso, tem-se que: [LtρS(t)]

† = LtρS(t).
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O próximo passo consiste em associar o superoperador Lt à um mapa quântico a partir
dos operadores (52, 65), da seguinte forma

LtρS(t) =
∑
i

Ai(t)ρS(t)Bi(t)
†. (3.83)

Para que seja possível prosseguir, algumas considerações precisam feitas. Considera-se um
espaço de Hilbert com dimensão finita, ou seja, dim[HS] = d, o que faz com que o espaço do
operador de Liouville tenha dimensão d2. Esse espaço tem como alicerce uma base completa,
a qual é formada por operadores ortonormais Fi, i = 1, 2, ..., d2, de tal forma que ⟨Fi, Fj⟩ ≡
TrS F

†
i Fj = δi,j . (9, 63, 64) Por conveniência, um dos operadores da base será escrito como

sendo F0 = (IS/
√
d), de tal forma que os outros operadores que compõe essa base possuam

traço nulo TrS[Fi] = 0 para i = 1.2, ..., d2 − 1. Dessa forma, os operadores dados na Eq.(3.83)
podem ser escritos como

Ai(t) =
d2−1∑
j=0

aij(t)Fj e Bi(t) =
d2−1∑
k=0

bik(t)Fk, (3.84)

com isso é possível reescrever a equação da seguinte forma

LtρS(t) =
d2−1∑
j,k=0

[∑
i

aij(t)b
∗
ik(t)

]
FjρS(t)F

†
k ≡

d2−1∑
j,k=0

γjk(t)FjρS(t)F
†
k . (3.85)

Aqui γjk(t) são os coeficientes da matriz de decoerência. (52, 60) Por outro lado, a equação
hermitiana é dado por

(LtρS(t))
† =

d2−1∑
j,k=0

γ∗jk(t)FkρS(t)F
†
j =

d2−1∑
j,k=0

γ∗kj(t)FjρS(t)F
†
k , (3.86)

como salientado anteriormente, a hermiticidade tem que ser preservada o que faz com que
γjk = γ∗kj , implicando que a matriz de decoerência é hermitiana. (7,60,63) A seguir, retorna-se à
Eq.(3.85) separando os primeiros termos do somatório em j e 0, ou seja,

LtρS(t) = γ00(t)F0ρS(t)F
†
0+

d2−1∑
k=1

γ0k(t)F0ρS(t)F
†
k+

d2−1∑
j=1

γj0(t)FjρS(t)F
†
0+

d2−1∑
j,k=1

γjk(t)FjρS(t)F
†
k ,

substituindo F0 = (IS/
√
d), tem-se que,

LtρS(t) =
γ00(t)

d
ρS(t) +

d2−1∑
k=1

γ0k(t)√
d
ρS(t)F

†
k +

d2−1∑
j=1

γj0(t)√
d
FjρS(t) +

d2−1∑
j,k=1

γjk(t)FjρS(t)F
†
k .

(3.87)
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Define-se

G(t) =
γ00
2d

+
d2−1∑
j=1

γj0(t)Fj√
d

, (3.88)

por outro lado, como a hermiticidade é preservada, então

G(t)† =
γ00
2d

+
d2−1∑
j=1

γ0k(t)F
†
j√

d
. (3.89)

De tal forma que, substituindo essas definições na Eq.(3.87), tem-se

LtρS(t) = G(t)ρS(t) + ρS(t)G(t)
† +

d2−1∑
j,k=1

γjk(t)FjρS(t)F
†
k . (3.90)

Como citado anteriormente Tr[Ltρ(t)] = 0, então, ao tomar o traço na equação anterior e
utilizando a propriedade cíclica do traço para isolar ρ(t), tem-se que

Tr[LtρS(t)] = Tr

[(
G(t) +G(t)† +

d2−1∑
jk=1

γjk(t)F
†
kFj

)
ρS(t)

]
= 0, (3.91)

isso implica que,

G(t) +G(t)† = −j
d2−1∑
jk=1

γjk(t)F
†
kFj. (3.92)

Com isso, define-se
H(t) =

i

2
[G(t)−G(t)†], (3.93)

o qual é um operador hermitiano. Com isso reescrever-se

G(t) = −iH(t)− 1

2

d2−1∑
jk=1

γjk(t)F
†
kFj e G(t)† = iH(t)− 1

2

d2−1∑
jk=1

γjk(t)F
†
kFj. (3.94)

Então,

Ltρ(t) = −iH(t)ρS(t)−
1

2

d2−1∑
jk=1

γjk(t)F
†
kFjρS(t) + iρ(t)SH(t)

−1

2

d2−1∑
jk=1

γjk(t)ρS(t)F
†
kFj +

d2−1∑
j,k=1

γjk(t)FjρS(t)F
†
k , (3.95)

utilizando o conceito de comutadores ([A,B] = AB − BA) e anti-comutadores ({A,B} =

AB +BA), pode-se escrever equação mestra como

d

dt
ρS(t) = −i[H(t), ρS(t)] +

d2−1∑
j,k=1

γjk(t)

(
FjρS(t)F

†
k − 1

2

{
F †
kFj, ρS(t)

})
. (3.96)

Uma vez que a matriz de decoerência é hermitiana ela pode ser diagonalizada em uma base
adequada, sendo possível realizar a decomposição espectral. (4, 5, 63, 64) Portanto,

γjk(t) =
∑
i

uji(t)γi(t)u
∗
ki(t), (3.97)



47

em que ujk(t) são coeficientes de uma matriz unitária. Logo

d

dt
ρ(t) = −i[H(t), ρS(t)] +

d2−1∑
i,j,k=1

uji(t)γi(t)u
∗
ki(t)

(
FjρS(t)F

†
k − 1

2

{
F †
kFj, ρS(t)

})

= −i[H(t), ρS(t)] +
d2−1∑
i=1

γi(t)

[(
d2−1∑
j=1

uji(t)Fj

)
ρS(t)

(
d2−1∑
k=1

u∗ki(t)F
†
k

)]

− 1

2

{(
d2−1∑
k=1

u∗ki(t)F
†
k

)(
d2−1∑
j=1

uji(t)Fj

)
, ρS(t)

}
.

(3.98)

Com o objetivo de se encontrar, por fim, a equação mestra em sua forma mais geral, define-
se Li(t) =

∑d2−1
j=1 uji(t)Fj , como Li(t) depende do conjunto {Gj}, o qual é um conjunto de

operadores ortornormais sem traço, dessa maneira, Tr[Li(t)
†Lj(t)] = δij e Tr[Li(t)] = 0, e

então

d

dt
ρS(t) = −i[H(t), ρS(t)]+

d2−1∑
i=1

γi(t)

(
Li(t)ρS(t)Li(t)

† − 1

2

{
Li(t)

†Li(t), ρS(t)
})

. (3.99)

Algumas informações sobre Eq.(3.99) são importantes de serem ressaltadas, a primeira delas
é que a evolução temporal do operador densidade apresenta dois termos: o primeiro indica
uma evolução unitária, a qual é governada pelo operador hermitiano H(t). (5, 57) Já o segundo
estabelece uma dinâmica não unitária, a qual depende dos operadores lineares e ortonormaisLi(t),
conhecidos por operadores de Lindblad, e das taxas de decoerência γi(t) (taxa de decaimento)
(52, 57, 63), a qual evidência a dissipação e a decoerência presente no sistema.

Ainda sobre a Eq.(3.99), há um teorema, o qual é baseado na teoria da positividade da
dinâmica quântica de semigrupos e será responsável por caracterizar a divisibilidade da dinâmica
descrita por essa equação mestra local no tempo. (25, 59, 66)

Teorema 4. A equação (3.99) é responsável por gerar uma dinâmica:

1. CP-divisível se, e somente se, γi(t), para todo i e t ≥ 0

2. P-divisível se, e somente se: ∑
i

γi(t) |⟨m|Li(t) |n⟩|2 ≥ 0 (3.100)

para qualquer n ̸= m, t ≥ 0 e qualquer base ortonormal {|n⟩} do espaço de Hilbert.

Observe que a divisibilidade CP e a divisibilidade P são conceitos equivalentes quando a evolução
consiste em um único canal, ou seja, há apenas uma taxa de decaimento γ(t). Observe também
que a condição de divisibilidade por si só não garante que a evolução será totalmente positiva. A
condição de divisibilidade do CP é comumente conhecida como Teorema de Lindblad. (25,59,67)
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3.5 A conexão entre mapas quânticos dinâmicos e equações mestras

Até o momento, foram retratadas duas maneiras de se descrever a dinâmica de um sistema
quântico aberto. Entre elas está a dinâmica via equação mestra local no tempo, que possui a
seguinte forma

d

dt
ρ(t) = Ltρ(t). (3.101)

A qual permite descrever a evolução de estados iniciais distintos para um mesmo estado final,
sendo útil para descrever equações mestras de dinâmicas não-Markovianas. A outra maneira é
através de um mapa linear o qual relaciona ρ(t0) à ρ(t) da seguinte maneira

ρ(t) = E(t, t0)[ρ(t0)]. (3.102)

O objetivo aqui é relacionar essas duas representações, para que seja possível determinar uma
a partir da outra. (52, 68) Para isso, a equação mestra pode ser escrita a partir da definição de
derivada, ou seja,

ρ(t+ ϵ, t0)− ρ(t)

ϵ
= Ltρ(t), (3.103)

então,

E(t+ϵ,t)[ρ(t)] = ρ(t+ ϵ, t) = ρ(t) + ϵLtρ(t), (3.104)

e o mapa dinâmico fica definido como E(t+ϵ,t) = I+ ϵLt. Por outro lado, diferenciando no tempo

d

dt
ρ(t) =

d

dt
E(t,t0)[ρ(t0)] =

d

dt
E(t,t0)E−1

(t,t0)
[ρ(t0)] ≡ Ltρ(t).

Assim,

Lt =
d

dt
E(t,t0)E−1

(t,t0)
. (3.105)

Essa é a relação mais direta entre ambas as representações dadas nas Eqs.(3.101) e (3.102).
Entretanto, essa conexão não é tão útil visto que E−1

(t,t0)
pode não existir. (52,68) Em virtude disso,

é necessário encontrar uma relação equivalente (68), levando isso em conta, destaca-se que

1. Mapas quânticos são superoperadores lineares e podem ser escritos como matrizes, visto
que estamos num espaço de dimensão finita. Para isso é necessário considerar uma base
ortonormal {Fi} de L(H), em que

Tr
[
F †
i Fj

]
= δij, ∀ i, j = 0, ..., d2 − 1, (3.106)

aqui d indica a dimensão de H. Utilizando que F0 = (I/
√
d), é possível estabelecer que o

operador densidade terá a seguinte forma

ρ(t) =
d2−1∑
k=0

Tr [Fkρ(t)]Fk =
1

d
Tr[ρ(t)]I+

d2−1∑
k=1

Tr [Fkρ(t)]Fk ≡
1

d

(
I+

d2−1∑
k=1

xk(t)Fk

)
,

(3.107)
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em que os elementos xk(t) = d Tr [Fkρ(t)] formam o vetor x⃗(t). Uma vez que ρ(t) =
E(t, t0)[ρ(t0)], então,

ρ(t) = E(t, t0)

[
1

d

(
I+

d2−1∑
k=1

xk(t)Fk

)]
=

1

d

(
E(t, t0)[I] +

d2−1∑
k=1

xk(t) {E(t, t0)[Fk]}

)
.

(3.108)
Logo, em termos dos elementos do vetor x⃗(t)

xj(t) = Tr

[
Fj

(
E(t, t0)[I] +

d2−1∑
k=1

xk(t) {E(t, t0)[Fk]}

)]

= Tr [FjE(t, t0)[I]] +
d2−1∑
k=1

Tr [FjE(t, t0)[Fk]]xk(t)

≡ wj(t, t0) +
d2−1∑
k=1

Bjk(t, t0)xk(t).

(3.109)

Então, x⃗(t) = w⃗(t, t0) +B(t, t0)x⃗(t), em que o mapa dinâmico E(t, t0) está incluído em
B(t, t0) e w⃗(t, t0) da seguinte maneira

wj(t, t0) = Tr [FjE(t, t0)[I]] e Bjk(t, t0) = Tr [FjE(t, t0)[Fk]] . (3.110)

2. De uma forma muito similar ao que foi feito anteriormente com mapas quânticos, é
possível encontrar uma representação matricial para as equações mestras. (9, 68) De tal
forma que

⃗̇x(t) = u⃗(t) +D(t)x⃗(t), (3.111)

em que u(t) é o vetor de deslocamento e D(t) é a matriz de amortecimento (52, 68),

uj(t) = Tr [FjLt[I]] e Djk(t) = Tr [FjLt[Fk]] .

Com o fim dessas observações o objetivo agora é unir ambas as representações utilizando a sua
forma matricial

x⃗(t) = w⃗(t, t0) +B(t, t0)x⃗(t) → mapas quânticos,
⃗̇x(t) = u⃗(t) +D(t)x⃗(t) → equação mestra.

(3.112)

Derivando no tempo a primeira equação encontra-se

⃗̇x(t) = ⃗̇w(t, t0) + Ḃ(t, t0)x⃗(t0). (3.113)

Substituinto a segunda Eq.(3.112) na Eq.(3.113), tem-se

⃗̇x(t) = u⃗(t) +D(t)[w⃗(t, t0) +B(t, t0)x⃗(t0)]. (3.114)

Como as equações são lineares e essa equação deve ser verdadeira para qualquer x⃗(t0), então

⃗̇w(t, t0)⃗̇x(t) = u⃗(t) +D(t)w⃗(t, t0) e Ḃ(t, t0) = D(t)B(t, t0). (3.115)
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Ambas as equações acima são encarregadas de criar a ponte entre a formulação via equação
mestra local no tempo e os mapas dinâmicos. Em síntese, no caso de se trabalhar com a
representação de um mapa dinâmico, teríamos w⃗(t, t0) e B(t, t0) e com isso seria possível
encontrar u⃗(t) e D(t). Por outro lado, se tivermos em posse de uma equação mestra local no
tempo teríamos a situação inversa. (68) Há casos também em que D(t) pode nem existir, visto
que nem todo mapa dinâmico corresponde à uma equação mestra local no tempo.

3.6 Exemplo: canal de atenuação de fase

O exemplo a seguir tem como objetivo descrever a dinâmica de um q-bit (um sistema de
dois níveis) o qual é submetido à um processo de atenuação de fase. Esse processo não afeta
as populações, portanto, a energia do sistema é conservada, porém, as coerências são afetadas.
(5, 57) Sendo assim, a dinâmica em questão é dada pelo seguinte Hamiltoniano

H =
ω0σz
2

+
∑
k

ωkb
†
kbk +

∑
k

gkσz(bk + b†k), (3.116)

o primeiro termo descreve a energia do q-bit e depende de ω0 (frequência do sistema) e de σz
(matriz de Pauli) (56), enquanto o segundo caracteriza a energia do banho que depende de b†k e bk
(operadores de aniquilação e criação do banho). Já o último termo descreve a interação sistema-
banho com gk sendo a constante de acoplamento entre o q-bit e o banho. Com o intuito de se obter
a equação mestra que descreve o sistema é necessário seguir o procedimento citado anteriormente.
Para isso, é preciso escrever o Hamiltoniano de interação como HI =

∑
α Sα ⊗ Eα, ou seja,

HI = S ⊗ E em que S = σz , E1 = bk e E2 = b†k. (3.117)

Em seguida, migramos para a representação de interação, no qual, S =
∑

ω e
−iωtS(ω). Resul-

tando num Hamiltoniano de interação da forma

H̃I = σz ⊗
∑
k

gk

(
bke

−iωkt + b†ke
iωkt
)
= S̃(t)⊗ Ẽ(t). (3.118)

Em seguida, calculamos a função de correlação do reservatório

R(τ) = TrE[Ẽ(τ)EρE] = TrE

[∑
k,k′

g∗k

(
b†ke

iωkt + bke
−iωkt

)
g′k(b

′
k + b†k

′)ρE

]
=
∑
k,k′

g∗kg
′
k

{
eiωkt TrE

[
b†kb

′
kρE

]
+ eiωkt TrE

[
b†kb

†
k
′ρE

]
+ e−iωkt TrE [bkb

′
kρE]

}
+
∑
k,k′

g∗kg
′
ke

−iωkt TrE

[
bkb

†
k
′ρE

]
.

(3.119)

Utilizando as relações para a média dos operadores de bóson, reescreve-se R(τ) como

R(τ) =
∑
k,k′

g∗kg
′
k

{
eiωkt

〈
b†kb

′
k

〉
+ eiωkt

〈
b†kb

†
k
′
〉
+ e−iωkt ⟨bkb′k⟩+ e−iωkt

〈
bbk

†
k

′
〉}

.

(3.120)
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Utilizando as relações encontradas no Apêndice B, tem-se que〈
bkbk′

〉
=
〈
b†kb

†
k′

〉
= 0, (3.121)〈

bkb
†
k′

〉
= δkk′ [1 +N(ωk)] , (3.122)〈

b†kbk′
〉
= δkk′N(ωk), (3.123)

em que

N(ωk) =
1

(eβωk − 1)
. (3.124)

Logo a Eq.(3.120) se torna,

R(τ) =
∑
k

|gk|2
(
eiωktN(ωk) + e−iωkt(1 +N(ωk))

)
. (3.125)

Para se utilizar da aproximação de Born-Markov é necessário que a frequência do reservatório
seja contínua, para isso

∑
k

f(ωk) →
∫ ∞

0

dω
J(ω)

|g(ω)|2
f(ω).

Logo,

R(τ) =

∫ ∞

0

dωJ(ω′)
(
eiω

′tN(ω′) + e−iω′t(1 +N(ω′))
)
. (3.126)

Posteriormente calculamos as taxas de decaimento

γ(ω) =

∫ ∞

−∞
dτeiωτ

∫ ∞

0

dωJ(ω′)
(
eiω

′τN(ω′) + e−iω′τ (1 +N(ω′))
)

=

∫ ∞

0

dω′J(ω′)

∫ ∞

−∞
dτ
(
ei(ω+ω′)τN(ω′) + e−i(ω′−ω)τ (1 +N(ω′))

)
. (3.127)

Recorrendo a definição da delta de Dirac

δ(ω′ − ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiτ(ω

′−ω)dτ, (3.128)

tem-se que

γ(ω) = 2π

∫ ∞

0

dω′J(ω′)N(ω′)δ(ω′ + ω) + 2π

∫ ∞

0

dω′J(ω′)(1 +N(ω′))δ(ω′ − ω). (3.129)

Essa equação, pode ser dividida em duas em virtude da delta de Dirac, caso ω seja maior que
zero, então δ(ω′ + ω) = 0, visto que −ω′ está fora do limite de integração, então

γ(ω > 0) = 2πJ(ω)(1 +N(ω)). (3.130)

Por outro lado, caso ω seja menor que zero, então δ(ω′ − ω) = 0

γ(ω < 0) = 2πJ(ω)(1 +N(ω)). (3.131)
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Ademais, como S(0) = σz, então S(ω) = 0, isso faz com que a taxa de decaimento relevante é
γ(0) = limω→0 γ(ω), ou seja,

lim
ω+→0

γ(ω) = 2πJ(0)(1 +N(0)) e lim
ω−→0

γ(ω) = 2πJ(0)N(0). (3.132)

Com isso é possível verificar que γ(0) possui limites laterais diferentes, em contrapartida caso
seja no limite de altas temperaturas então 1 +N(ω) ≈ N(ω). (63) Mas isso pode ser resolvido
se assumir que limω→0 J(|ω|) = 0. Ademais, J(ω) deve se aproximar de zero linearmente em ω

pois N(ω) → ∞ enquanto 1/|ω| diminui. (6) Essa hipótese restringe a classe das densidades
espectrais que podem ser utilizadas. Então a taxa de decaimento é descrita por

γ(0) = 2π lim
ω→0

J(|ω|)N(|ω|). (3.133)

Logo a equação mestra é

d

dt
ρS(t) = −i

[ω0σz
2

, ρS(t)
]
+ γ [σzρS(t)σz − ρS(t)] . (3.134)

Essa equação, pode ser resolvida de forma mais prática ao utilizar a representação de
interação, de tal forma que o operador densidade passa a ser ρS(t) = e−iHStρ̃S(t)e

iHSt. Sendo
assim, a equação mestra se torna

d

dt
ρ̃S(t) = γ [σzρ̃S(t)σz − ρ̃S(t)] , (3.135)

Com isso, existem quatro equações diferenciais, as quais podem ser agrupadas duas a duas. De
tal forma que um desses agrupamentos descreve a dinâmica dos termos da diagonal principal
enquanto o outro descreve os termos fora da diagonal da seguinte maneira

d

dt
ρ̃S(t) = 0 ⇒ ρ̃S(t) = ρS(0) para as populações, (3.136)

d

dt
ρ̃S(t) = −2ρ̃S(t) ⇒ ρ̃S(t) = ρS(0) exp(−2γt) para as coêrencias, (3.137)

ou ainda

ρ̃S(t) =

[
ρ11(0) e−2γtρ12(0)

e−2γtρ21(0) ρ22(0)

]
. (3.138)

Ademais, é possível verificar que no limite de tempos longos (t → ∞), os termos das
coerências tendem a zero devido as exponenciais, enquanto as populações continuam as mesmas,
ou seja, com o passar do tempo as coerências vão desaparecendo. O que faz com que nesse
processo haja perda de informação, enquanto a energia permanece a mesma. (4) Para verificar
tal afirmação, utiliza-se os mapas de Kraus Eq.(2.22) correspondentes
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E0 =
√
α

[
1 0

0 1

]
e E1 =

√
1− α

[
1 0

0 −1

]
. (3.139)

Logo, o operador densidade é escrito como

ρS(t) =
∑
k

EkρE
†
k =

[
ρ11(0) (2α− 1)ρ12(0)

(2α− 1)ρ21(0) ρ22(0)

]
, (3.140)

em que α pode ser parametrizado como 2α− 1 = e−2γt.
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4 AFINAL O QUE É MARKOVIANIDADE?

A compreensão de fenômenos naturais pode ser feita a partir do estudo da dinâmica
de sistemas físicos. Em geral, este processo de modelagem matemática não possui restrições
desde que sejam consistentes com as teorias físicas relevantes e consoantes com observações
experimentais. (29) Por outro lado, a falta de restrições leva à uma modelagem genérica e
complicada, sendo assim, uma forma de simplificar esse problema é através de aproximações,
como a condição de Markov. (10, 69) De uma maneira informal um processo Markoviano é
aquele em que a evolução de um sistema em qualquer tempo futuro, depende apenas do seu
estado presente, consequentemente toda a história da dinâmica do sistema é irrelevante. (29)
Essa é a ideia por trás de um processo Markoviano e ela é imprescindível para a descrição
de inúmeros processos físicos reais entre eles o movimento browniano. (70, 71) Embora, no
regime clássico o conceito de Markovianidade seja bem estabelecido, o mesmo não ocorre
no regime quântico. Dessa forma, o objetivo deste capítulo é inicialmente definir a condição
de Markov no regime clássico e para isso é necessário retornar à conceitos fundamentais da
teoria de probabilidade como variáveis aleatórias e processos estocásticos. (72–75) Para que,
posteriormente, sejam apresentados algumas das definições de Markovianidade no regime
quântico e suas medições. Sendo as definições de Markovianidade quântica imprescindível
para entender o fluxo de informação que ocorre do sistema para o ambiente em processos de
decoerência.

4.1 Uma breve revisão sobre a teoria de probabilidade

Em 1850, em uma carta à Lewis Campbell, James Clerk Maxwell escreveu: “... the
true logic for this world is the calculus of Probabilities...” (76, p. 197). Com essa afirmação ele
exprime que a lógica só lida com a certeza ou com a impossibilidade, como num verdadeiro
ou falso. Em contrapartida, o cotidiano é repleto de incertezas e de informações imprecisas,
desde jogos de “azar” até o comportamento climático. Por mais que essas incertezas sejam
demasiadamente mutáveis, há um comportamento recorrente que pode ser quantificado pelo
cálculo da probabilidade. (1)

De uma maneira elementar, pois só é útil para os casos em que os eventos são equiprová-
veis e quando o espaço amostral e os eventos são contáveis, a probabilidade de ocorrência de um
possível evento P (A) é dada pela razão entre o número de casos NA favoráveis ao evento A e
entre o número de casos possíveis do experimento N (1),

P (A) =
NA

N
. (4.1)

É importante ressaltar que o experimento exige a repetição, ou seja, o sistema a ser observado deve
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ser preparado sempre da mesma forma. (1) Essa definição de probabilidade é muito simplificada
e limitada. Sendo assim, uma forma de generalizar essa ideia elementar é através do espaço de
probabilidade (5), o qual é matematicamente descrito por um conjunto de três objetos (Ω,A, P ).
O espaço de probabilidade é composto por um espaço amostral de eventos elementares, Ω, onde
está presente o conjunto de todas os resultados possíveis de um experimento, também há uma
σ-álgebra de eventos, que é um subconjunto A de Ω, e por último a probabilidade de se medir a
σ-álgebra (um evento) que nada mais é que uma função P : A→ [0, 1]. (9) Dessa forma, uma
função de probabilidade em Ω deve obedecer as seguintes propriedades (5, 72):

(a) 0 ≤ P (A) ≤ 1, ∀ evento A ⊂ Ω.

(b) P (Ω) = 1, a probabilidade é normalizada.

(c) Seja A1, ..., An ∈ A um conjunto contável com eventos disjuntos (Ai ∩ Aj = ∅ para
i ̸= j), tem-se que P (

⋃∞
n=1An) =

∑∞
n=1 P (An)

Esses axiomas são particularmente conhecidos como os Axiomas de Kolmogorov e a partir deles
é possível fazer algumas considerações como (5, 9):

1. O espaço amostral e o conjunto vazio pertencem ao sistema de eventos, ou seja, Ω ∈ A e
∅ ∈ A. O subconjunto vazio ∅ é um evento impossível (P[∅] = 0).

2. Se A1 ∈ A e A2 ∈ A, então a união de A1 ∪ A2 (que é o conjunto de todos os pontos
pertencentes a A1 ou A2 ou ambos), a intersecção A1 ∩ A2 (que é o conjunto de todos
os pontos pertencentes a ambos os conjuntos e a diferença A1/A2 também pertence ao
sistema A.

3. Se houver uma coleção contável de eventos A1, A2, ..., An ∈ A, então temos que a união
∪∞

n=1An ∈ A.

Dessa forma, é possível encontrar uma equação de probabilidade a partir de operações lógicas
entre eventos como,

P (A1 ∪ A2) = P (A1) + P (A2)− P (A1 ∩ A2). (4.2)

A probabilidade não é algo absoluto uma vez que ela depende, de certa forma, do
conhecimento prévio sobre algo. (5, 74) Logo, a probabilidade condicional P (A1|A2) de um
evento A1 desde que haja alguma informação parcial a respeito do resultado de um outro evento
A2 (P (A2) > 0), é dada por

P (A1|A2) =
P (A1 ∩ A2)

P (A2)
. (4.3)

Em contrapartida, se os eventos são estatisticamente independentes (5), ou seja, P (A1 ∩ A2) =

P (A1)P (A2) isso implica queP (A1|A2) = P (A1). Essa característica pode ser generalizada
para muitos eventos (5, 73, 74), como segue: P (Ai1 ∩Ai2 ∩ ... ∩Aik) = P (Ai1)P (Ai)...P (Aik).
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O teorema de Bayes (5,23,24) pode ser encontrado ao estender a probabilidade condicio-
nal utilizando a ideia de independência estatística, tem-se que,

P (Aj|B) =
P (B|Aj)P (Aj)∑n
i=1 P (B|Ai)P (Ai)

(4.4)

4.1.1 Variáveis Aleatórias e processos estocásticos

Os elementos ω que compõem o espaço amostral Ω são objetos um tanto quanto abstratos
por isso surge a necessidade de um objeto capaz de associar números aos elementos do espaço
amostral. (5) Esse objeto em questão é conhecido como variável aleatória, a qual pode ser discreta
(caso os resultados estejam em um conjunto finito) ou contínua (quando engloba o intervalo
dos números reais). Portanto, uma variável aleatória X é definida como um mapa X : Ω → R,
o qual associa para cada evento elementar ω ∈ Ω um número real X(ω) = xi. (5, 75) De tal
maneira que a distribuição de probabilidade de X , possui a seguinte forma,

p(xi) = P (X−1(xi)), (4.5)

como a distribuição de probabilidade está diretamente associada ao conceito de probabilidade,
os axiomas de Kolmogrov continuam sendo válidos, sendo assim, p(xi) ≥ 0 e

∑
i p(xi) =

1, que são respectivamente as condições de positividade e normalização, o que garante que
p(x) seja uma distribuição de probabilidade. Caso x seja um número discreto, então p =

(p(x1), p(x2), ..., p(xn)) é o vetor probabilidade.

Em contrapartida, caso as propriedades estatísticas de uma varável aleatória se modificam
por exemplo, com o passar do tempo, tem-se um processo estocástico. (5, 9) Matematicamente
falando, um processo estocástico pode ser visto como um mapa X : ω × T → R, o qual associa
cada elemento ω ∈ Ω e cada t ∈ T a um número real X(t, ω), então

p(xi, t) = P (X(t)−1([xi])). (4.6)

Ademais, é possível generalizar a ideia de um processo estocástico para um processo
estocástico multivariado, a diferença é que X(t) = (X1(t), X2(t), ..., Xd(t)) em que cada
componente Xj(t), j = 1, 2, ...., d representa um processo estocástico com valor real. Portanto,
um processo estocástico multivariado é descrito como um mapa X : Ω × T → Rd. (5, 72)
Sendo assim, o que caracteriza um processo estocástico é como as variáveis aleatórias X(t) em
diferentes tempos t estão correlacionadas. (9, 73)

A distribuição de probabilidade conjunta de ordem m para um processo estocástico
multivariado X(t) é dada por

p(xm, tm;xm−1, tm−1; ...;x1, t1).

A partir dessa equação, tem-se que a probabilidade de um processo X(t) assuma os valores x1
em um tempo t1, x2 em t2 e assim sucessivamente até xm num tempo tm. Para o caso em que ω
é fixo t→ X(ω, t), t ∈ T (5), denota uma trajetória ou um caminho de um processo estocástico
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Como o mapa que descreve um processo estocástico é abrangente isso faz com que o
conceito de processo estocástico também seja. Contudo, por mais amplo que seja esse conceito,
o mesmo ainda precisa representar uma variável aleatória para um tempo fixo t. Portanto, a
distribuição de probabilidade conjunta também deve satisfazer as condições de consistência de
Kolmogorov (5, 72, 75):

1.
∑

xi
p(xi, t) = 1 → (A probabilidade de um evento certo é normalizado) ;

2. p(xm, tm; ...;x1, t1) ≥ 0 → (A distribuição de probabilidade deve ser não negativa);

3. p(xm, tm; ...;xj, tj; ...;x1, t1) = p(xm, tm; ...;x1, t1) → (Um evento certo sempre pode ser
omitido do conjunto de argumentos);

4. p(xπ(m), tπ(m); ...;xπ(1), tπ(1)) = p(xm, tm; ...;x1, t1) → (A distribuição de probabilidade
conjunta é invariante sob todas as permutações de π em seus argumentos).

O teorema de Kolmogorov, exprime que para qualquer família de probabilidades con-
juntas existe um processo estocástico X(t) em algum espaço de probabilidade. (5) Ou seja, a
hierarquia completa de probabilidades conjuntas (m = 1, 2, ...) determina totalmente um pro-
cesso estocástico e, inversamente, qualquer hierarquia que satisfaz as condições de consistência
determinam exclusivamente algum processo estocástico. (9) Dessa forma, a partir da distribuição
de probabilidade, a probabilidade condicional pode ser reescrita como

p(xm, tm; ...;xl+1, tl+1|xl, tl; ...;x1, t1) =
p(xm, tm; ...;x1, t1)

p(xl, tl; ...;x1, t1)
, (4.7)

em que l < m. De uma forma mais geral, para um processo estocástico que se inicia em t0,
a distribuição de probabilidade p(x, t|x0, t0) é bem definida e é conhecida como matriz de
transição, sendo descrita como

T (x, t|x0, t0) ≡ p(x, t|x0, t0). (4.8)

De modo geral, a matriz de transição é responsável por realizar a transição entre o estado x0
no tempo t0 para um outro estado x em um tempo posterior t. Ou ainda, T é um mapa linear
que conecta a probabilidade de uma variável aleatória X em diferentes tempos t0 e t. Caso o
propagador obedeça às seguintes condições:

1.
∑

x T (x, t|x0, t0) = 1 → a probabilidade para que o processo possua qualquer valor em
um tempo fixo seja igual a 1;

2. T (x, t|x0, t0) ≥ 0→ os elementos que compões a matriz são maiores ou iguais a zero.

Ao satisfazê-las o propagador recebe o nome de matriz estocástica. (72, 73, 75)
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A distribuição de probabilidade p(x, t) está conectada à sua densidade inicial em um
tempo t0 da seguinte forma

p(x, t) =
∑
x0

T (x, t|x0, t0)p(x0, t0). (4.9)

A título de curiosidade, um processo estocástico será estacionário se todas as densidades
de probabilidade conjuntas forem invariantes sob translações temporais, ou seja (5),

pm(xm, tm + τ ; ...;x1, t1 + τ) = pm(xm, tm; ...;x1, t1). (4.10)

o que implica que a distribuição de probabilidade p é independente do tempo, ou seja, p(x, t) =
p(x) e então o propagador T (x, t|x0, t0) depende apenas na diferença t−t0 de seu argumento para
um processo estacionário. Por outro lado, se um processo for homogêneo o propagador temporal
só depende da diferença temporal em seu argumento. Deste modo, um processo estacionário é
homogêneo no tempo, mas processos homogêneos podem não ser estacionários. (5, 75)

4.2 Markovianidade Clássica

Mas o que seria, então, um processo Markoviano? Em poucas palavras um processo
Markoviano é um processo estocástico X(t) de memória curta, uma vez que toda a história
passada é negligenciada (esquecida). Matematicamente falando, a condição de Markov impõe
uma relação para as distribuições de probabilidade de forma que a probabilidade conjunta de
todos os eventos é reescrita em termos de apenas de duas funções de distribuição. (5,10,72–75,77)

Definição 2 (Condição de Markov). Seja um processo estocástico X(t) com t ∈ T , ele será um
processo de Markov se para m = 0, 1, 2... e um conjunto temporalmente ordenado tm > tm−1 >

... > t1, a distribuição de probabilidade do evento X(t), quando condicionado a m eventos
anteriores, X(t0) = x0, ..., X(tm) = xm depender somente do último evento X(tm) = xm, de
tal forma que

p(xm, tm|xm−1, tm−1, ...;x0, , t0) = p(xm, tm|xm−1, tm−1),∀ {tm ≥ tm−1 ≥ ... ≥ t0} . (4.11)

Sendo assim, a condição de Markov tem como consequência a simplificação de toda a
hierarquia das probabilidades conjuntas em apenas uma distribuição de probabilidade inicial e de
uma matriz estocástica adequada. (5) Por outro lado, a equação de Chapman-Kolmogorov pode
ser encontrada ao considerar t0 < t1 < t2 e um processo Markoviano p(x2, t2|x1, t1;x0, t0) =
p(x2, t2|x1, t1). A partir da definição de probabilidade condicional (5, 10), tem-se

p(x2, t2|x1, t1;x0, t0) =
p(x2, t2;x1, t1;x0, t0)

p(x1, t1;x0, t0)
, (4.12)

aqui,
p(x2, t2;x1, t1;x0, t0) = p(x2, t2|x1, t1;x0, t0)p(x1, t1;x0, t0)

= p(x2, t2|x1, t1)p(x1, t1|x0, t0)p(x0, t0).
(4.13)
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Realizando a soma sobre x1 e dividindo ambos os lados por p(x0, t0), encontra-se a equação de
Chapman-Kolmogorov (5, 10, 77)

p(x2, t2|x1, t1) =
∑
x1

p(x2, t2|x1, t1)p(x1, t1|x0, t0), (4.14)

que pode ser vista como um mapa linear o qual é responsável pela evolução das probabilidades.
(9)

Além do mais, a definição de Markovianidade dado pela Eq.(4.11) pode ser reformulada
em termos da matriz estocástica T (x, t|x0, t0). Para isso, considera-se o seguinte teorema

Teorema 5. Considere um processo de Markov {X(t), t ∈ T}. Dado dois instantes de tempo t0
e t, então

T (x, t|x0, t0) = p(x, t|x0, t0). (4.15)

A partir da equação de Chapman-Kolmogorov e do Teorema 5, obtém-se o seguinte corolário

Corolário 5.1. Dado um processo de Markov {X(t), t ∈ T}, então para qualquer t2 ≥ t1 ≥ t0,

a matriz de transição possui as seguintes características∑
x1

T (x1, t1|x0, t0) = 1; (4.16)

T (x1, t1|x0, t0) ≥ 0; (4.17)

T (x2, t2|x0, t0) =
∑
x1

T (x2, t2|x1, t1)T (x1, t1|x0, t0). (4.18)

Deste modo, para um processo de Markov as matrizes de transição remetem a densidades
de probabilidade condicional de dois pontos e satisfaz a propriedade da Eq.(4.18), que por sua
vez expressa que a evolução de t0 para t2 possa ser escrita como a composição da evolução
t0 para um estado intermediário t1 e finalmente de t1 para t2. Em compensação, para t1 ≥ 0

o propagador T (x2, t2|x1, t1) não é, necessariamente, bem definido porém se toda a matriz
p(x1, t1|x0, t0) for invertível para todo t1 então T (x2, t2|x1, t1) pode ser escrito em termos de
quantidades bem definidas. Uma vez que, se a evolução entre t1 e t2 existir deve haver uma
composição da evolução contrária ao ponto inicial t0 e depois prosseguir com a evolução de t0 a
t2, então

T (x2, t2|x1, t1) =
∑
x0

T (x2, t2|x0, t0)T (x0, t0|x1, t1)

=
∑
x0

p(x2, t2|x0, t0) [p(x1, t1|x0, t0)]−1 . (4.19)

Se tanto as condições expostas na Eq.(4.16) e Eq.(4.18) forem satisfeitas isso não implica que
a condição da Eq.(4.17) também será, isso faz com que T (x2, t2|x1, t1) são seja automatica-
mente visto como uma probabilidade condicional, podendo assim manifestar características
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não-Markovianas de um certo processo. (5, 9) Dessa maneira, um processo estocástico em que
as matrizes p(x2, t2|x1, t1) são estocásticas e satisfazem a equação de Chapman-Kolmogorov é
conhecido como um processo divisível. Essa característica pode ser vista pela monotonocidade
da norma-1. (5, 9, 10)

Teorema 6. Seja T (x2, t2|x1, t1) a matriz de transição de algum processo estocástico. Então,

certo processo é divisível se, e somente se a norma-1 não aumentar quando T (x2, t2|x1, t1) é

aplicado à para qualquer vetor de probabilidade v(x), x ∈ X para todo t1 e t2∥∥∥∥∥∑
x1

T (x2, t2|x1, t1)v(x1)

∥∥∥∥∥
1

≤ ∥v(x2)∥1 , t1 ≤ t2. (4.20)

É importante salientar que a definição de Markovianidade e de divisibilidade não são
equivalentes uma vez que há processos divisíveis que são não-Markovianos. (5, 9) Por outro
lado, há uma circunstância em que ambos os conceitos são equivalentes, isso ocorre quando uma
família de matrizes estocásticas, se divisíveis podem ser escritas em termos das probabilidades
condicionais de um processo de Markov. De tal forma que para distinguir ambos os conceitos, é
essencial conhecer toda a hierarquia de probabilidades. (5, 50).

4.3 Markovianidade Quântica

É natural esperar que a definição de Markovianidade quântica surja a partir da analogia
com a definição clássica. (10, 78) No entanto, algumas barreiras surgem devido ao alicerce
matemático em que se encontra a mecânica quântica. (10,18) Um desses entraves é que o análogo
quântico para variáveis aleatórias clássicas remete aos operadores, que são responsáveis por
representar os observáveis físicos do sistema. Isso faz com que a construção de uma probabilidade
condicional quântica seja restrita a um conjunto muito específico de operadores. (10) Como não
há um análogo para o conceito de probabilidade condicional, busca-se outras abordagens. Para
que seja possível caracterizar o conceito de Markovianidade/não-Markovianidade e quantificá-lo.
(10, 29)

Historicamente, uma das primeiras interpretações para o conceito de não-Markovianidade
quântica surgiu devido as aproximações utilizadas ao se derivar a equação de Lindblad a partir
de um modelo microscópico. (29, 62) De tal forma que, a dinâmica do sistema seria Markoviana
caso os coeficientes fossem independentes do tempo. Sendo assim, por muito tempo a ausência de
memória estava correlacionada aos coeficientes da equação de Lindblad. (10) Essa interpretação,
no entanto, não é capaz de distinguir equações mestras não-Markovianas de Markovianas se os
coeficientes dependem do tempo. (10, 11)

Além disso, há duas maneiras para se distinguir Markovianidade e não-Markovianidade
baseada na teoria de informação quântica. (4) A primeira delas associa a não-Markovianidade ao
aumento da distinguibilidade entre os estados do sistema. (10,29) Portanto, pode ser quantificado
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utilizando, por exemplo, a distância traço. Essa abordagem é representada na definição feita por
Breuer, Laine and Piilo (BLP). (10,25–27,29,48,50,51,78) A outra abordagem parte da analogia
clássica de que processos de Markov são divisíveis, ou seja, a evolução do sistema quântico será
Markoviana se o mapa puder ser dividido em uma sequência de mapas completamente positivos.
Essa abordagem é retratada pela definição proposta por Rivas, Huelga e Plenio (RHP). (18, 29)

As definições que terão mais ênfase nessa dissertação são as definições feita por Breuer,
Laine and Piilo (BLP) e a definição CPF que foi proposta por Budini. (23, 24) Há ainda outras
definições de não-Markovianidade que não foram citadas e podem ser encontradas em nas
Refs.(10, 29).

4.3.1 Definição BPL

A definição proposta por Breuer, Laine and Piilo (BLP), parte da ideia de que processos
sem memória preservam a distinguibilidade dos estados, de tal forma que a informação decresce
monotonicamente. (10, 29) Dessa maneira, a definição de não-Markovianidade pode ser relacio-
nada a distância traço, que mede a indistinguibilidade entre dois estados. No regime clássico a
definição de distância traço, também conhecida como distância de Kolmogorov parte da norma
de duas distribuições de probabilidade (5, 21)

d(p,q) =
1

2

∑
i

∥p(xi)− q(xi)∥ . (4.21)

Em que, p e q são vetores de probabilidade. Em contrapartida, como a dinâmica de
um sistema quântico é descrita por um mapa CPTP, Et,t0 , utilizando a ideia de distinguibili-
dade de estados, a dinâmica será Markoviana se a distância traço entre dois estados decresce
monotonicamente com o tempo, ou seja, os estados passam a ser indistinguíveis ente si. Mate-
maticamente falando, para qualquer superoperador Et,t0 , que atua em um operador hermitiano
X , tem-se que a medida de ∥[Et,t0 ⊗ IB](X)∥, decai monotonicamente com o tempo, visto
que ∥[Et,t0 ⊗ IB](X)∥ ≤ ∥X∥, isso faz com que ∥[Et,t0(X)]∥1 também decresça para qualquer
operador hermitiano X . Além disso, se X = (ρ1 − ρ2)/2 (9), tem-se que

∥Et2,t0(X)∥ ≤ ∥Et1,t0(X)∥ para t2 ≥ t1, (4.22)

isso implica que,

∥ρ1(t2)− ρ2(t2)∥1 ≤ ∥ρ1(t1)− ρ2(t1)∥ para t2 ≥ t1. (4.23)

É interessante mencionar que a distância traço também é monotonicamente decrescente para
canais quânticos (em particular para mapas divisíveis CP) . Portanto, um mapa dinâmico quântico
Et,t0 é P-divisível (9,10,29,51), apenas se a norma do traço estiver diminuindo monotonicamente
com o tempo, ou seja,

d

dt
∥Et,t0(X)∥1 ≤ 0. (4.24)
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Se X = ρ1 − ρ2, que também é hermitiano, tem-se que para mapas dinâmicos invertíveis a
P-divisibilidade é equivalente à

d

dt
∥Et,t0(ρ1 − ρ2)∥1 ≤ 0. (4.25)

Com isso é possível concluir que os mapas invertíveis P-divisíveis levam a uma evolução
Markoviana segundo a definição BPL. (10) Em síntese, a evolução de um sistema será não-
Markoviana se a distância traço D1(ρ1(t), ρ2(t)) aumentar, ou seja

d

dt
D(ρ1(t), ρ2(t)) > 0 em que D(ρ1(t), ρ2(t)) =

1

2
∥ρ1(t)− ρ2(t)∥1 . (4.26)

4.3.2 Correlação CPF

A outra medida de não-Markovianidade foi elaborada por Adrián A. Budini e remete
a formulação de Markovianidade clássica em termos das probabilidades condicionais. (23, 24)
Tal medida está dada em termos da correlação condicional passado-futuro (CPF). Essa por sua
vez consiste em um protocolo que possui pelo menos três eventos aleatórios, os quais tem como
resultados x→ y → z e são temporalmente ordenados tx < ty < tz. A descrição de um processo
de Markov para essa sequência de eventos dada pela seguinte distribuição de probabilidade
conjunta

P (z, y, x) = P (z|y)P (x|y)P (x), (4.27)

em que P (a|b) indica a probabilidade condicional de um evento a dado que um evento b ocorreu
e P (x) é a probabilidade de ocorrência do evento x. Ao utilizar o teorema de Bayes dada pela
Eq.(4.4) é possível escrever a probabilidade condicional P (z, x|y) de um evento futuro (z) e de
um evento passado (x) quando condicionados a um estado presente y

P (z, x|y) = P (z|y, x)P (x|y). (4.28)

Para um processo Markoviano clássico, os eventos passado e futuro se tornam estatisticamente
independentes quando condicionados a um estado fixo intermediário. Essa propriedade se torna
aparente matematicamente pela correlação condicional passado-futuro, que é definido como

Cpf = ⟨OzOx⟩y − ⟨Oz⟩y ⟨Ox⟩y , (4.29)

Cpf =
∑
x,z

[P (z, x|y)− P (z|y)P (x|y)]OzOx, (4.30)

aqui os parâmetros Oz e Ox indicam uma propriedade associada a cada estado do sistema.
Para o caso em que a correlação CPF é nula, tem-se um processo Markoviano, visto que
P (z|y, x) = P (z|y) o que implica que P (z, x|y) = P (z|y)P (x|y). Enquanto isso, caso CPF ̸= 0,
há a quebra da independência CPF e com isso aparecem efeitos de não-Markovianidade. Aqui a
correlação condicional passado-futuro foi apresentada para um número mínimo de eventos mas
o número de observações pode ser amplificado até a n-ésima ordem. (23, 24)
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foo

Figura 3 – Esquematização da aplicação do protocolo de medida. Um sistema aberto é sujeito
a três medidas projetiva realizadas pelos operadores {Ωx}, {Ωy} e {Ωz} que são
feitos, respectivamente em um tempo tx < ty < tz cujos resultados aleatórios são
x→ y → z.

Fonte: BUDINI. 1

No caso de um sistema quântico, esse protocolo necessita de algumas alterações como
ilustrado na Fig.3. A primeira delas é que no regime quântico as medidas são capazes de alterar o
sistema e para que isso não ocorra os resultados das medidas são obtidos a partir da aplicação de
três medidas projetivas. (4) Ou seja, antes os resultados dos eventos eram x→ y → z, agora x
corresponde à Ωx, y ↔ Ωy e z ↔ Ωz. Como Ωx, Ωy e Ωz são os operadores associados às medidas
projetivas eles satisfazem à relação de completeza

∑
xΩ

†
xΩx =

∑
y Ω

†
yΩy =

∑
z Ω

†
zΩz = I. Em

que I é a matriz identidade do espaço em que esses operadores atuam.

Em síntese, essa medida funciona da seguinte maneira, dado um sistema de interesse que
está acoplado com o ambiente que o cerca, essa medida consiste na aplicação de pelo menos
três medidas projetivas conforme o sistema evolui para que ao final do protocolo seja possível
calcular a correlação condicional passado-futuro. A qual depende P (z, x|y) = P (z|y, x)P (x|y),
em que P (x|y) é a probabilidade quântica retroativa e por isso pode ser escrita em termos dos
operadores de medida e o “estado quântico passado” Ξ ≡ (ρ0, Ey). Em que ρ0 é o estado inical e
Ey é o operador ΩyΩy. Portanto

P (z, x|y) = Tr
[
Ω†

zΩzρy
] Tr

[
EyΩxρ0Ω

†
x

]∑
x′ Tr

[
EyΩx′ρ0Ω

†
x′

] . (4.31)

Aqui, o primeiro termo corresponde à P (z|y, x) enquanto o segundo corresponde à P (x|y).
Ademais, ρy indica o estado do sistema após a medida y, o qual depende apenas do resultado
da medida y. Essa expressão é útil para caracterizar a Markovianidade em um sistema onde são
realizadas apenas medidas quânticas.

1 BUDINI, A. A. Quantum non-markovian processes break conditional past-future independence.
Physical Review A, American Physical Society, v. 121, p. 240401, Dec 2018.
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Caso o sistema evolua durante as medidas consecutivas, então a probabilidade condicional
P (z, x|y) será

P (z, x|y) = Tr
(
Ω†

zΩzE ′ [ρy]
) Tr

(
EyE

[
Ωxρ0Ω

†
x

])∑
x′ Tr

(
EyE

[
Ωx′ρ0Ω

†
x′

]) (4.32)

em que E = E(ty, tx) e E ′ = E(tz, ty).

Para exemplificar esse protocolo, considera-se o exemplo de um q-bit submetido a um
banho de defasagem, que é composto por múltiplos spins. (23, 24) O hamiltoniano de interação
entre o q-bit e o banho é dado por

HT = σz ⊗
N∑
k=1

gkσ
(k)
z (4.33)

aqui σz é a matriz de Pauli que tem como autovetores {|0⟩ , |1⟩}), enquanto σ(k)
z é a matriz de

Pauli associado ao spin k (com autovetores {|↑k⟩ , |↓k⟩}) e gk é a constante de acoplamento entre
cada spin do ambiente com o q-bit principal. O estado inicial é bipartido e separável, ou seja,
ρSE0 = |Ψ0⟩⟨Ψ0|, em que

|Ψ0⟩ = (a |0⟩+ b |1⟩)⊗
N∑
k=1

(αk |↑k⟩+ βk |↓k⟩) (4.34)

aqui os estados iniciais do banho são um conjunto de spins individuais com coeficiente {αk}
e {βk}. Antes de aplicarmos o protocolo é essencial entender a dinâmica desse sistema, aqui
apenas os pontos principais serão enunciados, porém informações complementares se encontram
no Apêndice C. Logo, o estado do sistema em um tempo t é dado por

|Ψ(t)⟩ = U(t, t0) |Ψ(t0)⟩ = exp

[
−i

(
σz ⊗

N∑
k=1

gkσ
(k)
z

)
t

]
|Ψ(t0)⟩ (4.35)

de tal forma que

|Ψ(t)⟩ = a |0⟩ ⊗ |B(t)⟩+ b |1⟩ ⊗ |B(−t)⟩ , (4.36)

em que

|B(t)⟩ =
N∏
k=1

(
αke

igkt |↑k⟩+ βke
−igkt |↓k⟩

)
. (4.37)

Com isso, é possível notar que com o passar do tempo o sistema e o ambiente passam a estar
correlacionados pela função |B(t)⟩, o qual é um estado normalizado (⟨B(t)|B(t)⟩ = 1).

Em posse dessa informação é, enfim, possível aplicar o protocolo. Para isso, é necessário
a realização de ao menos três medidas projetivas em diferentes tempos. Considera-se que o
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estado inicial do sistema é |0⟩, ou seja, a = 1 e b = 0. Sendo assim, a primeira medida x a ser
realizada, ocorre no estado inicial do sistema

|Ψ0⟩ → |Ψx
0⟩ =

Πx̂=x |Ψ0⟩√
⟨Ψ0|Πx̂=x |Ψ0⟩

=
|0⟩+ x |1⟩√

2
⊗

N∑
k=1

[α∗
k |↑k⟩+ β∗

k |↓k⟩] . (4.38)

Após a primeira medida x, que assume os valores x = ±1 com probabilidade P (x) =

⟨Ψ0|Πx̂=x |Ψ0⟩ = 1/2, o estado devido à interação com o meio evolui durante um tempo
t ≡ ty − tx, conforme a dinâmica retratada pela Eq.(4.36), dessa maneira

|Ψx
t ⟩ =

1√
2
|0⟩ ⊗ |B(t)⟩+ x |1⟩ ⊗ |B(−t)⟩ . (4.39)

Após um tempo que o sistema evoluiu é feito a segunda medição y na direção x̂ e pode assumir,
também, os valores de ±1 é. Além disso, a probabilidade condicional P (y|x) da medida y dado
o resultado anterior de x é

P (y|x) = ⟨Ψx
t |Πx̂=y |Ψx

t ⟩ =
1

2
(1 + yxRe[⟨B(−t)|B(t)⟩]. (4.40)

Já a probabilidade conjunta P (y, x) = P (y|x)P (x) = (1 + yxRe[⟨B(t)|B(−t)⟩]/4. Portanto, o
estado logo após a medida y será

|Ψx
t ⟩ → |Ψx,y

t ⟩ = Πx̂=y |Ψx
t ⟩√

⟨Ψx
t |Πx̂=x=y |Ψx

t ⟩
=

|0⟩+ y |1⟩
2

⊗ |Byx(t)⟩ , (4.41)

no qual

|Byx(t)⟩ ≡
|B(−t)⟩+ yx |B(t)⟩√

N yx
t

, (4.42)

aqui N yx
t = ⟨B(t)|B(t)⟩+ ⟨B(−t)|B(−t)⟩+ yx ⟨B(t)|B(−t)⟩+ yx ⟨B(−t)|B(t)⟩. Logo após a

medida o estado continua com a sua evolução por um período τ ≡ tz − ty, logo

|Ψyx
t ⟩ → |Ψyx

t+τ ⟩ =
1√
2
(|0⟩ ⊗ |Byx(t− τ)⟩+ y |1⟩ ⊗ |Byx(t+ τ)⟩). (4.43)

De forma análoga à Eq.(4.3.2), a probabilidade condicional P (z|y, x)) após a última medida z é

P (z|y, x) = ⟨Ψyx
t+τ |Πx̂=z |Ψyx

t+τ ⟩ =
1

2
(1 + zyRe[⟨Byx(t− τ)|] |Byx(t+ τ)⟩). (4.44)

Já na representação do operador densidade a dinâmica entre a primeira medida x e antes da
segunta medida y, ou seja, no intervalo de tempo de 0 a t, o estado do sistema é dado por
ρxt = TrE[|Ψx

t ⟩⟨Ψx
t |] que é

ρxt =
1

2
[|0⟩⟨0|+ xct |0⟩⟨1|+ x |1⟩⟨0| c∗t + |1⟩⟨1| (4.45)

em que ct = ⟨B(t) | B(−t)⟩

ρxt =
1

2

[
1 xct

xc∗t 1

]
(4.46)
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que é de certa forma coerente com a interação de defasagem uma vez que só as coerências foram
afetadas. Depois da segunda medida y e antes da terceira medida z, no intervalo de tempo entre t
e t+ τ , o operador densidade do sistema é dado por ρyxt+τ = TrE [|Ψyx

t+τ ⟩⟨Ψ
yx
t+τ |]

ρyxt+τ =
1

2
|0⟩⟨0|+ y

2
|0⟩⟨1| cyxt,τ +

1

2
|1⟩⟨1|+ y

2
|0⟩⟨1| cyxt,τ . (4.47)

Os termos fora da diagonal principal podem ser escritos como

cyxt,τ ≡ ⟨B(t+ τ)|B(t− τ)⟩ =
cτ + yx(ct+τ + c∗t−τ )/2

1 + yx(ct + c∗t )/2
. (4.48)

Logo, em forma de matriz temos que

ρyxt,τ =
1

2

[
1 ycxyt,τ

yc∗t,τ
xy 1

]
. (4.49)

Aqui, ct nos dá o comportamento da coerência, mas conforme são feitas medidas temos cyxt,τ que
depende explicitamente dos resultados das medidas. A partir de |Ψx

t ⟩ e |Ψyx
t+τ ⟩ é possível perceber

que os estados estão descorrelacionados em virtude disso, não se faz necessário a aplicação da
aproximação de Born-Markov, a qual considera que o banho não é alterado significativamente
pelo sistema. (6) Essa propriedade não-Markoviana pode ser vista como a ação de medição que
leva a uma mudança da dinâmica do sistema entre medições consecutivas, visto que cyxt,τ ̸= ct.
(23, 24) Por outro lado, caso o sistema esteja sujeito a um canal de “amplitude damping”, em
que há efeitos de dissipação e coerência foi detectado efeitos de não-Markovianidade próximo a
validade da aproximação de Born-Markov. (6)

Em síntese, a dinâmica do sistema parte de um estado inicial separável até que é realizada
uma medida projetiva, com isso, o sistema durante toda a dinâmica (0, t+ τ) ainda é descrito
por um estado separável. No entanto, é possível notar pela Eq.(4.43) que o estado do banho
|Byx(t)⟩ é emaranhado desde a segunda medida y. Além disso, conforme a evolução do sistema
foi acontecendo, calculamos as probabilidades P (x|y) e P (z|y, x) para que fosse possível
determinar a probabilidade condicional P (z, x|y) = P (z|y, x)P (x|y)

P (z, x|y) = 1

4

[
1 + yxf(t) + zyf(τ) + zx

f(t+ τ) + f(t− τ)

2

]
(4.50)

em que f(t) ≡ Re[ct], com isso tivemos que

P (z|y) =
∑
x=±1

P (z, x|y) = 1

2
[1 + zyf(τ)] (4.51)

P (x|y) =
∑
z=±1

P (z, x|y) = 1

2
[1 + zyf(t)] (4.52)

Sendo assim, as médias condicionais são ⟨Oz⟩y = yf(τ) e ⟨Ox⟩y = yf(t) e temos
também que⟨OzOx⟩y = [f(t + τ)+ f(t − τ)]/2 (23, 24). Então, a correlação CPF pode ser
escrita como [Cpf → Cpf (t, τ)], ou seja

Cpf (t, τ) =
f(t+ τ) + f(t− τ)

2
− f(t)f(τ). (4.53)
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Logo, a dinâmica do sistema será Markoviana se Cpf ≃ 0, caso contrário, apresentará efeitos de
memória.

Mas “afinal o que é Markovianidade?”. No contexto clássico o conceito de Markoviani-
dade é bem definido uma vez que está relacionado, essencialmente, a probabilidade condicional,
mas seu conceito pode ser atrelado à divisibilidade das matrizes de transição. Por outro lado, no
regime quântico não há, ainda, uma caracterização completa e unívoca para a Markovianidade.
De tal forma que não há como responder de forma absoluta a pergunta que deu início a esse
capítulo. Por outro lado, uma maneira encontrada para se chegar a essa resposta é quantificando o
problema, ou seja, realizando a seguinte pergunta: “O quanto um dado processo apresenta efeitos
de memória?” (10) e com isso a algumas formas de se quantificar a Markovianidade quântica,
entre elas, a medida BLP e a correlação CPF, descritas nesse capítulo. Outras formas de se medir
ou testemunhar a Markovianidade são descritas na Refs.(10, 11, 18, 29). Como também não há
uma única maneira de ser medir efeitos de memória, todas as abordagens possuem vantagens e
desvantagens. Sendo assim, o contexto é quem dita quais medidas serão adequadas ou não. (10)
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5 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Em síntese, vimos que algumas características físicas do sistema podem ser perdidas em
virtude dos processos de dissipação e decoerência que são conceitos fundamentais para descrever
sistemas quânticos reais e podem surgir como uma consequência da interação inevitável que
existe entre o sistema e o ambiente ao seu redor. (20, 21, 79) Por outro lado, seria desejável
que essas propriedades físicas fossem preservadas e isso pode acontecer se a informação já
perdida do sistema para o ambiente retorne ao mesmo. Sendo assim, uma forma para se caracte-
rizar/quantificar a informação que retorna ao sistema é através da não-Markovianidade, que por
sua vez, está atrelada a definição de Markovianidade. (20, 21, 79)

Embora o conceito de Markovianidade, no regime clássico, esteja ligada probabilidade
condicional que por sua vez pode ser atrelada a divisibilidade de mapas de transição em processos
estocásticos. (5, 10) No regime quântico ainda não há uma definição geral de Markovianidade
uma vez que o arcabouço teórico da teoria quântica e da teoria clássico são distintos. Mas
existem alguns quantificadores que exprimem bem essa propriedade. Entre elas: a medida de
Breuer-Laine-Piilo (BLP) (50, 51), na qual a Markovianidade está associada ao decrescimento
monótono da distância traço em função do tempo, e a correlação condicional passado-futuro
(CPF)(23, 24), que consiste em um protocolo com no mínimo três medidas projetivas e com
isso consegue correlacionar pelo menos três estados em diferentes instantes de tempo através da
probabilidade condicional. Se a dinâmica for Markoviana então a independência CPF não irá
desaparecer, ou seja, Cpf ≃ 0.

Este capítulo tem como objetivo apresentar o resultado principal desta dissertação, que
envolve um sistema de um q-bit acoplado a um banho efetivo que pode apresentar indícios de
não-Markovianidade (20, 21) e comparar o resultado das duas medidas citadas anteriormente.

5.1 Modelo proposto

O sistema em questão está representado na Fig.4 e é composto por dois q-bits que intera-
gem entre si e um deles está acoplado a um banho de defasagem. (20,21) Este modelo representa
o experimento envolvendo uma amostra de carbono e hidrogênio em uma configuração NMR
conforme discutido detalhadamente na Ref. (21). O Hamiltoniano responsável por descrever o
modelo proposto é dado por

H = −ω1σ
(1)
z

2
− ω2σ

(2)
z

2
+
πJ

2
σ(1)
z ⊗ σ(2)

z +
∑
k

ωkb
†
kbk + σ(1)

z ⊗
∑
k

gk

(
bk + b†k

)
, (5.1)

onde ω1 indica a frequência do q-bit principal enquanto ω2 designa a frequência do segundo
q-bit e ωk é a frequência do banho bosônico, J é a constante de acoplamento entre dois q-bits, gk
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Figura 4 – Representação alegórica do sistema composto por dois q-bits que interagem entre si e
um deles está acoplado a um banho de defasagem. De tal forma que θ é o ângulo que
define o estado do q-bit auxiliar, J é a constante de acoplamento entre os q-bits e T é
a temperatura do banho

Fonte: Elaborada pela autora.

é a constante de acoplamento do banho com um dos q-bits e consideramos ℏ = 1. Para facilitar a
resolução do problema é conveniente reescrever o Hamiltoniano da seguinte forma

H = HS +
∑
k

ωkb
†
kbk + σ(1)

z ⊗
∑
k

gk

(
bk + b†k

)
, (5.2)

em que,

HS = −ω1

2
σ(1)
z ⊗ I− ω2

2
I⊗ σ(2)

z +
πJ

2
σ(1)
z ⊗ σ(2)

z . (5.3)

Essa restruturação possibilita que a dinâmica do sistema seja separada em duas partes: a primeira
envolvendo a dinâmica de apenas um q-bit acoplado ao banho de defasagem cuja solução é
encontrada de maneira similar ao que foi feito anteriormente para um canal de atenuação de
fase na Sec.3.6. Sendo assim, a dinâmica de defasagem é governada pela seguinte equação de
movimento

d

dt
ρS(t) = −i

[ω0σz
2

, ρS(t)
]
+ γ [σzρS(t)σz − ρS(t)] . (5.4)

Por outro lado, a segunda parte que depende apenas do termo HS retrata apenas a dinâmica de
dois q-bits interagentes que é governado pelo operador de evolução temporal

U(t) = exp[−iHSt] = exp[i(ω1 + ω2 − πJ)t/2] |00⟩⟨00|+ exp[i(ω1 − ω2 + πJ)t/2] |01⟩⟨01|

+ exp[i(−ω1 + ω2 + πJ)t/2] |10⟩⟨10|+ exp[−i(ω1 + ω2 + πJ)t/2] |11⟩⟨11| .
(5.5)

Com o objetivo de simplificar a expressão do operador de evolução temporal é feito o uso da
mesma ideia que é utilizada para migrar para a representação de interação (5), em que de certa
forma os termos livres (ω1 e ω2) são negligenciados. Assim, permanecem na expressão apenas
os termos de interação entre os subsistemas, e o operador U fica

Ũ(t) = e−iπJt/2 |00⟩⟨00|+ eiπJt/2 |01⟩⟨01|+ eiπJt/2 |10⟩⟨10|+ e−iπJt/2 |11⟩⟨11| . (5.6)
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Em seguida, considera-se que os q-bits estejam inicialmente nos seguintes estados

ρ1 = ρ00 |0⟩⟨0|+ ρ11 |1⟩⟨1|+ ρ01 |0⟩⟨1|+ ρ10 |1⟩⟨0| =

[
ρ00 ρ01

ρ10 ρ11

]
, (5.7)

ρ2 = cos2 θ |0⟩⟨0|+cos θ sin θ |0⟩⟨1|+sin θ cos θ |1⟩⟨0|+sin2 θ |1⟩⟨1| =

[
cos2 θ cos θ sin θ

cos θ sin θ sin2 θ

]
,

(5.8)
e portanto, a dinâmica do sistema é dada por Ũ(t)ρ1 ⊗ ρ2Ũ(t)

†. No entanto, há o interesse em
saber comportamento do operador densidade reduzido para o q-bit 1, dessa maneira podemos
calcular

ρ1(t) = Tr2[Ũ(t)ρ1 ⊗ ρ2Ũ(t)
†], (5.9)

ou seja,

ρ1(t) =
[
ρ00 |0⟩⟨0|+ (eiπJt sin2 θ + e−iπJt cos2 θ)ρ01 |0⟩⟨1|

]
+
[
ρ11 |1⟩⟨1|+ (eiπJt cos2 θ + e−iπJt sin2 θ)ρ10 |1⟩⟨0|

]
,

(5.10)

no formato matricial

ρ1(t) =

[
ρ00 ρ01ηθ(t)

ρ10η
∗
θ(t) ρ11

]
, (5.11)

em que, ηθ(t) =
(
e−iπJt cos2 θ + eiπJt sin2 θ

)
.

Até este ponto temos duas equações em formatos diferentes. Enquanto a primeira des-
creve a equação de movimento de um operador densidade de um q-bit acoplado ao banho de
defasagem, a segunda descreve a evolução temporal do operador densidade de dois q-bits. Porém,
é possível notar que este último possui uma certa similaridade com o banho de defasagem, visto
que os termos de populacionais permanecem constantes enquanto as coerências são funções
do tempo. Dessa forma, assume-se que ρ1(t) possui uma equação de movimento que pode ser
escrita da seguinte forma

d

dt
ρ1 = −iq(t) [σz, ρ1] + g(t) {σzρ1σz − ρ1} , (5.12)

em que q(t) e g(t) são funções que devem ser determinadas. Com esse propósito, retorna-se a
Eq.(5.10) e, para que esta possa ser comparada com a Eq.(5.12), é preciso reformulá-la em termos
das componentes da esfera de Bloch. (4, 5) Logo, ρ1(t) é reescrito como ρ1(t) = 1

2
(I+ r⃗(t) · σ⃗),

em que, ρ00 = (1 + rz(t)) /2, ρ01 = (rx(t)− iry(t)) /2, ρ10 = (rx(t) + iry(t)) /2 e ρ11 =

(1− rz(t)) /2. Portanto,

ρ1(t) =
1

2
[I+ rz(t)σz + rx(t)σx + ry(t)σy] , (5.13)

em que, rx(t) = rx cos(πJt)− ry cos(2θ) sin(πJt), ry(t) = rx[cos(2θ) sin(πJt) + ry cos(πJt)

e rz(t) = rz. Realizada essas alterações, o próximo passo consiste em diferenciar no tempo ρ1(t)
que será

d

dt
ρ1(t) =

1

2

[
σxṙx(t)

2
+
σyṙy(t)

2

]
. (5.14)
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Aqui, ṙx(t) = −πJrx sin(πJt) − πJry cos(πJt) cos(2θ) e ṙy(t) = πJrx cos(πJt) cos(2θ) −
πJry sin(πJt), enquanto a derivada temporal de rz(t) é nula, pois os termos que compõem as
populações são constantes no tempo. Finalmente, compara-se as Eqs.(5.14) e (5.12), encontra-se
o seguinte sistema de equaçõesṙx(t) = 2[q(t)ry(t)− g(t)rx(t)],

ṙy(t) = 2[rx(t)q(t) + ry(t)g(t)].
(5.15)

A partir da resolução desse sistema obtém-se

q(t) =
2πJ cos(2θ)

3 + 2 cos(4θ) sin2(πJt) + cos(2πJt)
, (5.16)

g(t) =
πJ sin2(2θ) sin(2πJt))

3 + 2 cos(4θ) sin2(πJt) + cos(2πJt)
. (5.17)

Em síntese, o modelo proposto era constituído por um sistema de dois q-bits interagentes
no qual um deles está em contato com um banho de defasagem. Com isso, para melhor tratar o
problema da dinâmica do sistema foi subdividida. De tal forma que a dinâmica de um q-bit em
contato com o banho de defasagem tem como equação mestra a Eq.(5.4), enquanto a dinâmica
de dois q-bit interagentes é dada pela Eq.(5.12). Mesmo que o sistema tenha sido subdividido
e resolvido em partes, a equação mestra para o modelo é dada pela combinação de ambos os
resultados Eq(5.4) e Eq.(5.13) (21), de tal forma que

d

dt
ρS(t) = −iq(t) [σz, ρS(t)] + (g(t) + γ) [σzρS(t)σz − ρS(t)] . (5.18)

A solução para a Eq.(5.18) pode ser encontrada utilizando a forma de um canal de atenuação de
fase como feito na Sec.3.6, de tal forma que as populações permanecem as mesmas enquanto
as coerências são descritas pela função ct, ou seja, o operador densidade do sistema possui a
seguinte forma,

ρS(t) =

[
ρ00 ρ01ct

ρ10ct∗ ρ11

]
, (5.19)

em que as coerências ct são descritas por

ct = exp

[
−2γt+ 2

∫ t

0

[iq(t′)− g(t′)]dt′
]
. (5.20)

Dessa forma, a forma analítica dessas equações são

Q(t) =

∫ t

0

q(t′)dt′ =
1

2
arctan [cos(2θ) tan(Jπt)] , (5.21)

G(t) =

∫ t

0

g(t′)dt′ =
1

4

{
ln(2)− ln[2 + (−1 + cos(4θ) sin(Jπt)2]

}
. (5.22)

A Eq.(5.21) possui algumas particularidades que foram discutidas do Apêndice D, mas em
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Figura 5 – Em a) é retratado o comportamento da função q(t), descrita pela curva ponto pon-
tilhada em vermelho que foi reescalonada por um fator 0, 01. Enquanto que o com-
portamento da sua integral numérica é fornecido linha cheia em preto. Já em b) há o
esboço da função g(t) que é representada pela curva ponto pontilhada em vermelho,
a qual também foi reescalonada por um fator 0, 01 e a linha cheia retrata a integral de
g(t). Em ambos os casos foi considerado J = 60Hz, θ = π/3 e γ−1 = 150ms

.

Fonte: Elaborada pela autora.

síntese é que este resultado analítico leva à um gráfico muito parecido com a função tangente,
apresentando assim descontinuidades. Por isso, na Fig.5-a), Q(t) foi descrita numericamente.
Enquanto isso, g(t) precisa obedecer a seguinte condição: cos(4θ)+2 cos(2Jπt) sin(2θ)2 ≥ −3,
para que g(t) não seja uma função indeterminada. Sendo assim, para que J e θ sejam arbitrários
o tempo da dinâmica deve ser suficientemente curto. Além disso, a partir da Fig.5-b) é possível
perceber queG(t) é uma função periódica sem descontinuidades que foi calculada analiticamente.
Dessa maneira, ct fica dado por

ct = exp [−2tγ + 2iQ(t)− 2G(t)]] . (5.23)

Com esta expressão em mãos é possível calcular as medidas de não-Markovianidade anterior-
mente abordadas no Cap.4. Uma dessas medidas é a correlação condicional passado-futuro (CPF)
proposta por Budini e é abordada na Sec.4.3.2. De uma forma geral, esse protocolo consiste na
aplicação de três medidas projetivas ao longo da dinâmica de um sistema. A primeira medida
x do protocolo é realizada no estado inicial do sistema e tem como resultado x = ±1. Em
seguida, o sistema evolui por um tempo t, à vista disso o operador densidade até este momento
do protocolo é dado por

ρxt =
1

2

[
1 xct

xc∗t 1

]
. (5.24)

A seguir uma segunda medida y é efetuada em que y = ±1. Por fim, o sistema segue sua
evolução por um tempo t+ τ , de tal forma que o operador densidade até esse ponto do protocolo
é dado por

ρyxt,τ =
1

2

[
1 ycxyt,τ

ycyx∗t,τ 1

]
, (5.25)
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em que,

cxyt,τ =
cτ + yx(ct+τ + c∗t−τ )/2

1 + yx(ct + c∗t )/2
. (5.26)

Por fim, será feita a última medição z que tem como resultado ±1. Ao fim do processo é possível
calcular a correlação CPF, em termos da função de decoerência ct,

Cpf (t, τ) =
f(t+ τ) + f(t− τ)

2
− f(t)f(τ), (5.27)

em que f(t) = Re[ct]. A dinâmica será Markoviana se Cpf (t, τ) ≃ 0 e não-Markoviana caso
contrário. Já a segunda medida de não-Markovianidade dada pela definição BLP, também pode
ser calculada utilizando a função de decoerência ct. Logo, essa variação no tempo da distância
traço é definida como

σ(t) = ∂t ∥ρS,1(t)− ρS,2(t)∥1 em que ∥A∥1 = Tr
[√

A†A
]
. (5.28)

Para que seja possível determinar a distância traço para o modelo proposto, considera-se dois
estados iniciais puros: ρ1 = |0⟩⟨0| e ρ2 = |1⟩⟨1|, em que |±⟩ = (|0⟩ ± |1⟩)/

√
2. Sendo assim,

σ(t) se torna

σγ(t) =
d ∥ct∥
dt

= e−2γtγ [cos(4θ) + 3] + sin2(2θ) [γ cos(2πJt) + πJ sin(2πJt)]√
2 cos(4θ) sin2(πJt) + cos(2πJt) + 3

, (5.29)

que será capaz de evidenciar a não-Markovianidade na medida BLP se a função σγ(t) apresentar
valores maiores ou iguais a zero.

5.2 Discussão dos resultados
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Figura 6 – Os gráficos da primeira linha expressam a correlação CPF em função de ambos os
tempos de medida t e τ , de tal forma que para todos os gráficos foram mantidos
J = 5Hz, γ−1 = 2s e o parâmetro variável é θ. Em a) θ = π/3, em b) θ = π/4,
em c) θ = π/6 e em d) θ = π/18. Já os gráficos da segunda linha exprimem o
comportamento da medida BLP e possuem as mesmas configurações que os seus
respectivos pares.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 7 – Os gráficos da primeira linha expressam a correlação CPF em função de ambos os
tempos de medida t e τ , de tal forma que para todos os gráficos foram mantidos
J = 5Hz, γ−1 = 150ms e o parâmetro variável é θ. Em a) θ = π/3, em b) θ = π/4,
em c) θ = π/6 e em d) θ = π/18. Já os gráficos da segunda linha exprimem o
comportamento da medida BLP e possuem as mesmas configurações que os seus
respectivos pares.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 8 – Os gráficos da parte superior expressam a correlação CPF em função de ambos os
tempos de medida t e τ . Todos os gráficos foram mantidos J = 30Hz, γ−1 = 150ms
e o parâmetro variável foram os ângulos θ, em a) θ = π/3, em b) θ = π/4, em c) θ =
π/6 e em d) θ = π/18. Já os gráficos da parte inferior exprimem o comportamento
da medida BLP e possuem as mesmas configurações que os seus respectivos pares.

Fonte: Elaborada pela autora.

Os parâmetros presentes na Fig.6 são J = 5Hz e γ−1 = 2s, e a partir deles são retratados
na primeira linha o comportamento da correlação passado-futuro (Cpf (t, τ)) enquanto que na
segunda é retratado o comportamento da medida BPL (σγ(t)). Ambas as medidas testemunham
uma dinâmica Markoviana, uma vez que Cpf (t, τ) ≃ 0 e σγ(t) é menor que zero para tal
intervalo de tempo proposto exceto em t = 0. Isto significa que, ambas as medidas exprimem
uma dinâmica Markoviana para os parâmetros indicados. Com isso é possível notar que para um
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processo de defasagem muito fraco e uma constante de acoplamento J fraca, há a uma dinâmica
Markoviana associada. Já a Fig.7 destoa da Fig.6, unicamente pelo valor de γ−1 que passa a ser
150ms. Essa alteração permite verificar que, os quantificadores apresentados não estão mais em
concordância. Uma vez que a correlação CPF assinala uma dinâmica não-Markoviana, enquanto
a medida BLP continua sendo Markoviana. Com isso, é possível inferir que a correlação CPF é
mais suscetível à mudança na taxa de defasagem γ do que a medida BLP.

A Fig. 8 retrata na primeira linha a correlação CPF (Cpf (t, τ)), enquanto que a segunda
linha expressa a medida BLP (σγ(t)). Por outro lado, em cada coluna há um par de resultados
que possuem as mesmas especificações, ou seja, por mais que sejam utilizados para todos os
gráficos os valores J = 30Hz e γ−1 = 150ms os valores de θ são alterados, de forma que em:
a) θ = π/3, b) θ = π/4, c) θ = π/6 e d) θ = π/18. Ainda a partir desses gráficos é possível
observar que a variação de θ não acarreta muitas mudanças para os três primeiros ângulos,
no entanto, no que diz respeito ao protocolo CPF quanto menor o θ, mais próximos de zero
são os valores da correlação CPF. Para esses parâmetros, a medida CPF que está exposta na
primeira linha retrata uma dinâmica não-Markoviana independente de θ uma vez que, em geral
Cpf (t, τ) ̸= 0. Em contrapartida, a medida BPL, expressa na segunda linha, exprime para todos
os ângulos uma dinâmica Markoviana, já que σγ(t) apresenta apenas valores negativos.

A Fig.9, por sua vez, também exprime na primeira linha a correlação CPF e na segunda
linha a medida BLP. Em comparação com a Fig.8, a constante de acoplamento entre os q-bits J
agora é de 60Hz. E com isso, é possível notar, novamente, que existe uma grande similaridade
entre as funções da primeira linha, quando θ = π/3, π/4, π/6, as quais sinalizam uma dinâmica
não-Markoviana. Uma dinâmica não-Markoviana também é retratada para θ = π/18 para
correlação CPF, no entanto, a medida BLP para esse ângulo sinaliza uma dinâmica Markoviana,
uma vez que a função não chega a atravessar o eixo temporal. Por outro lado, a medida BLP,
também aponta uma dinâmica não-Markoviana para os três primeiros ângulos. Além do mais,
é possível perceber que para θ = π/4 a medida BLP apresenta uma descontinuidade que será
perceptível também nas Figs. 9, 10 e 11. Isso é porque a função g(t) apresenta descontinuidade
para esse parâmetro em específico.

Tanto a Fig.10 quanto a Fig.11 destoam das Figs.8 e 9 devido ao valor da constante
de acoplamento J , que assumem respectivamente os valores 120Hz e 215Hz.A partir delas é
possível perceber que com o crescimento da constante de acoplamento, há também um aumento
do número de oscilações para ambas as medidas, exceto para a correlação CPF, quando θ = π/18.
Além disso, para ambas as figuras, quando θ = π/18 há momentos em que a correlação CPF
exibe faixas em cinza que estão ligadas a descontinuidades, provavelmente causadas por perda
de resolução numérica. Ademais, as Figs.10 e 11 indicam que a dinâmica do modelo proposto é
não-Markoviana para às duas medidas para os parâmetros indicados. Em geral, é possível notar
que para a maioria dos parâmetros ambas as medidas são consoantes, ou seja, ambas apresentam
similaridade ao dizer se a dinâmica é Markoviana ou não, exceto para quando J = 30Hz, Fig.8,
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Figura 9 – Os gráficos da linha superior expressam a correlação CPF em função de ambos os
tempos de medida t e τ . Todos os gráficos foram mantidos J = 60Hz, γ−1 = 150ms
e o parâmetro variável são os ângulos θ, que é em a) θ = π/3, em b) θ = π/4,
em c) θ = π/6 e em d) θ = π/18. Já os gráficos da linha inferior exprimem o
comportamento da medida BLP e possuem as mesmas configurações que os seus
respectivos pares.

Fonte: Elaborada pela autora.

0

0.2

0.4

0.6

0

0.2

0.4

0.6

0.8

0

0.2

0.4

0.6

-0.10

-0.05

0

0.05

0.10

0.15

0 5 10 15
-200
-150
-100
-50
0
50
100
150

t(10-3s)

σ
γ
(t
)

0 5 10 15

-300
-200
-100

0
100
200
300

t(10-3s)

σ
γ
(t
)

0 5 10 15
-200
-150
-100
-50
0
50
100
150

t(10-3s)

σ
γ
(t
)

0 5 10 15

-30

-20

-10

0

10

t(10-3s)

σ
γ
(t
)

Figura 10 – Os gráficos da linha superior expressam a correlação CPF em função de ambos
os tempos de medida t e τ . Todos os gráficos foram mantidos J = 120Hz, γ−1 =
150ms e o parâmetro variável são os ângulos θ, que assume em a) θ = π/3, em
b) θ = π/4, em c) θ = π/6 e em d) θ = π/18. Já os gráficos da linha inferior
exprimem o comportamento da medida BLP e possuem as mesmas configurações
que os seus respectivos pares.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 11 – Os gráficos da linha superior expressam a correlação CPF em função de ambos
os tempos de medida t e τ . Todos os gráficos foram mantidos J = 215Hz, γ−1 =
150ms e o parâmetro variável são os ângulos θ, que assume em a) θ = π/3, em
b) θ = π/4, em c) θ = π/6 e em d) θ = π/18. Já os gráficos da linha inferior
exprimem o comportamento da medida BLP e possuem as mesmas configurações
que os seus respectivos pares.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 12 – Os gráficos da primeira coluna expressam a correlação CPF em função de ambos
os tempos de medida t e τ , de tal forma que para todos os gráficos foram mantidos
J = 60Hz, γ−1 = 2s e o parâmetro variável é θ. Em a) θ = π/3 em b) θ = π/4 e
em c) θ = π/18. Já os gráficos da segunda coluna exprimem o comportamento da
medida BLP e possuem as mesmas configurações que os seus respectivos pares.

Fonte: Elaborada pela autora.

e quando J = 60Hz e θ = π/18, na última coluna da Fig.9.

Uma outra observação importante está na Fig. 12 que expressa, na primeira linha, a
correlação CPF, na segunda linha a derivada temporal da distância traço (σγ(t)) todas elas com
valores J = 60Hz e γ−1 = 2s e em cada coluna são alterados somente os ângulos. Através da
análise dessa figura é possível notar que para um γ próximo de zero surgem mais zonas em roxo,
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que indicam que a correlação CPF é nula, ou seja, há uma oscilação menor quando comparado a
Fig.9 que possui uma taxa de defasagem significativamente maior. Por outro lado, por mais que
esses gráficos destoam minimamente dos apresentados nas Fig.8, 9, 10, 11 ainda apresentam
uma dinâmica de não-Markoviana para o sistema de dois q-bits que interagem entre si e com um
deles também acoplado a um banho de defasagem.
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6 CONCLUSÃO

Em suma, essa dissertação teve como intuito, estudar a evolução de um sistema quântico
constituído por dois q-bits acoplados, em que um deles interage com um banho bosônico. Sendo,
esse banho o responsável por provocar o processo de decoerência e consequentemente introduzir
a não-Markovianidade para o sistema, uma vez que a dinâmica de apenas dois q-bits isolados
é descrita por uma evolução unitária. Posteriormente, essa não-Markovianidade foi medida
e verificada utilizando duas medidas principais (que também foram comparadas entre si): a
correlação CPF, que é uma medida relativamente nova. A qual é um protocolo de aplicação de
exige, ao menos, três medidas projetivas sucessivas, durante a evolução do sistema para que seja
possível encontrar a probabilidade condicional entre os eventos do protocolo, se a dinâmica for
Markoviana então a independência CPF não irá desaparecer, ou seja, Cpf ≈ 0. E a medida BLP,
que é uma medida bem estabelecida na literatura e associa a Markovianidade ao decrescimento
monótono da distância traço com o passar do tempo. O modelo proposto aqui, foi de dois q-bits
acoplados entre si e com um deles em contato com um banho de defasagem. Os parâmetros aos
quais se tem acesso são: a constante de acoplamento entre os q-bits representada por J . A taxa de
decoerência γ oriunda do banho bosônico responsável pela atenuação de fase, que para esse caso
em específico é constante no tempo. O outro parâmetro acessível é o ângulo θ que é responsável
por determinar o estado do q-bit auxiliar. O acesso a esses parâmetros permite controlar se o
sistema está em um regime Markoviano ou não. Conforme discutido na Sec. 5.2, um regime
Markoviano assinalado pelos quantificadores escolhidos para o sistema proposto seria aquele em
que a taxa de defasagem γ é diminuta e a constante de acoplamento J também. Para exemplificar
o regime Markoviano foram escolhidos os parâmetros γ−1 = 2s e J = 5Hz. O valor de θ não se
mostrou muito relevante para esse caso. Em contrapartida, para um determinado conjunto de
parâmetros J = 30Hz e γ−1 = 150ms há uma discordância entre os dois quantificadores de
não-Markovianidade. Enquanto a correlação CPF indicou que para todos os ângulos propostos
há uma dinâmica não-Markoviana, a medida BLP apontou uma dinâmica Markoviana. Por
outro lado, se o tempo da dinâmica fosse maior que o apresentado, em algum momento a
medida BLP apresentaria uma dinâmica não-Markoviana. Ainda comparando ambas as medidas
é possível perceber que a correlação CPF é mais suscetível a alterar o regime da dinâmica a
partir de γ do que a medida BLP, isso foi refletido quando consideramos J = 5Hz enquanto os
valores de γ−1 foram de 2s para 150ms. Uma vez que a correlação CPF assinalou uma dinâmica
não-Markoviana ao passo que a medida BLP expressou uma dinâmica Markoviana.

Conforme J aumenta e γ é fixo (γ−1 = 150ms), é possível perceber que cada vez mais
ambos quantificadores coincidem ao sinalizar o aparecimento de não-Markovianidade. A exceção
aparece quando J = 60Hz e θ = π/18, sendo o caso em que a medida BLP sugere uma dinâmica
Markoviana enquanto a correlação CPF indica uma dinâmica não-Markoviana. Por outro lado,
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também é possível perceber que com o aumento de J , para ângulos muito pequenos, como
θ = π/18, os gráficos da correlação CPF passam a exibir um comportamento muito diferente
dos demais, podendo apresentar descontinuidades. Esse comportamento é, muito provavelmente
oriundo da perda de resolução numérica, visto a integral de q(t) por ser analiticamente uma
função descontínua (independente dos parâmetros J e θ), não foi utilizada para gerar os gráficos.
A medida BLP, por sua vez, mostrou que há um momento de descontinuidade para J ≥ 35

quando θ = π/4 e isso é devido a descontinuidade da função g(t) para esse parâmetro em
específico.

Portanto, a partir dos resultados apresentados é possível observar que por mais que a
medida CPF seja consoante com a medida BLP, em alguns casos, isso pode não ocorrer. Tal
situação acontece quando quantificadores de Markovianidade são comparados, pois cada um tem
o seu limite de aplicabilidade, uma vez que não há uma definição unívoca para a Markovianidade
quântica. (10, 29) Com os resultados aqui mostrados não há como definir com absoluta clareza
esses limites, mas é evidente que eles existem. Por isso, há como expandir ainda mais os
resultados utilizando modelos diferentes como, por exemplo, o de dois q-bits que estão acoplados
entre si e a diferentes banhos. Ademais, implementar esses quantificadores em dinâmicas que
criam correlações em forma de emaranhamento entre o sistema e o ambiente pode ser algo
interessante de ser considerado nesse contexto. (80, 81)
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81 ROSZAK, K.; CYWIŃSKI, L. Characterization and measurement of qubit-environment-
entanglement generation during pure dephasing. Physical Review A, v. 92, p. 032310,
2015.

82 BOLDRINI, L. Álgebra linear. 3rd ed. São Paulo: Harbra, 1984. 424 p.

83 COELHO, U. F.; LOURENÇO, L. M. Um curso de álgebra linear. 2nd. ed. São Paulo:
Edusp, 2018. 272 p.

84 PROTTER, M. H.; MORREY CHARLES B., J. Intermediate calculus. 2nd ed. New York:
Springer, 1985. 267 p.

85 DEFFNER, S.; CAMPBELL, S. Quantum thermodynamics: an introduction to the
thermodynamics of quantum information. San Rafael: IOP Concise Physics, 2019. 229 p.

86 JAYNES, E. T. Information theory and statistical mechanics. Physical Review, v. 106, p.
620–630, 1957.

87 SILVA, M. A. Análise complexa e aplicações. 2018. 220 p. Dissertação (Mestrado
Profissional em Matemática) — Instituto de Geociências e Ciências Exatas, Universidade
Estadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho”, Rio Claro, 2018.

10.1590/S1806-11172007000100007


88

88 ÁVILA, G. Variáveis complexas e aplicações. 3rd ed. Rio de Janeiro: LTC, 2008. 271 p.

89 ARFKEN, G. B.; J., H.; HARRIS, F. E. Mathematical methods for physicists: a
comprehensive guide. 7th ed. New York: Academic Press, 2012. 1205 p.

90 GUALBERTO, M. M. Teorema dos resíduos e aplicações. 2018. 93 p. Monografia
(Trabalho de Conclusão de Curso (Graduação em Matemática)) — Centro de Ciências Exatas e
Sociais Aplicadas, Universidade Estadual da Paraíba, Patos, 2018.

91 BROWN.J; R.V., C. Complex variables and applications. 9th ed. Singapore: McGraw-Hill
Higher Education, 2013. 480 p.



APÊNDICES





91

APÊNDICE A – UMA BREVE REVISÃO DOS CONCEITOS DE ÁLGEBRA LINEAR

A teoria quântica tem como seu alicerce a álgebra linear, mais especificamente em um
espaço vetorial munido de produto interno e com uma norma gerada por ele que é conhecido
como espaço de Hilbert H. Em virtude disso, o objetivo desse apêndice é de guiar o leitor pelos
conceitos da álgebra linear (82, 83), algumas ideias serão apresentadas:

Um espaço vetorial V sobre um corpo C consiste em um conjunto em que seus elementos
são chamados de vetores |v⟩ e é munido de uma operação binária

+ : V × V → V ou seja (|u⟩ , |v⟩]) 7→ |u⟩+ |v⟩ , (A.1)

e de uma multiplicação por escalar

· : C× V → V ou seja (λ, |u⟩) 7→ λ |u⟩ . (A.2)

De modo que as seguintes propriedades são válidas para quaisquer |u⟩, |v⟩, |w⟩ ∈ V e λ, ν ∈ C

1. |u⟩+ (|v⟩+ |w⟩) = (|u⟩+ |v⟩) + |w⟩ (Associatividade da soma);

2. |u⟩+ |v⟩ = |v⟩+ |u⟩ (Comutatividade da soma);

3. |u⟩+ 0⃗ = |u⟩ (Elemento Neutro para a soma);

4. |u⟩+ (− |u⟩) = 0⃗ (Inverso Aditivo);

5. λ(ν |u)⟩ = (λν) |u⟩ (Associatividade do produto);

6. (λ+ ν)(|u⟩+ |v⟩) = λ |u⟩+ λ |v⟩+ ν |u⟩ ν |v⟩ (Distributividade);

7. 1 |u⟩ = |u⟩ (Elemento Neutro para o produto).

Definição 3. Seja um conjunto de vetores {|v1⟩ , ..., |vn⟩}, caso |vn⟩ possa ser escrito como
combinação linear dos demais então ele é linearmente dependente (LD), visto que existem
coeficientes cj com j ̸= i de tal forma que

|vi⟩ = c1 |v1⟩+ ...+ cn |vn⟩ . (A.3)

Caso contrário se os coeficientes forem iguais a zero os vetores são linearmente independentes
(LI). Por outro lado, uma base para um estado vetorial V é um conjunto linearmente independente,
de tal forma que B = |v1⟩ , ..., |vn⟩ o que faz com que todo vetor de V possa ser escrito como
uma combinação linear de um certo conjunto de vetores |v1⟩ , ..., |vn⟩. Ademais, a dimensão de
V o número de vetores que compõem a base. (4, 53, 82, 83)
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Definição 4. Sejam U e V espaços vetoriais nos quais |u1⟩ , |u2⟩ ∈ U e λ ∈ C, define-se uma
transformação linear T que atua como T : U → V , a qual possui as seguintes propriedades:

1. (λ |u1⟩) = λT (|u1⟩);

2. T (|u1⟩+ |u2⟩) = T (|u1⟩) + T (|u2⟩).

Além disso, considera-se F = |f1⟩ , ..., |fn⟩ como uma base de U e B = |e1⟩ , ..., |em⟩ como
uma base de V . Pode-se escrever um vetor |v⟩ ∈ V como |v⟩ =

∑m
i=1 vi |ei⟩, em sua forma

matricial

|v⟩ =


v1

v2
...
vm

 =
[
v1 v2 · · · vm

]T
B
. (A.4)

Então,

T

(
m∑
i=1

vi |ei⟩

)
=

m∑
i=1

viT (|ei⟩) =
m∑
i=1

n∑
j=1

viTji |fj⟩ . (A.5)

Em que os elementos da matriz Tji obedecem a seguinte igualdade T (|ei⟩) =
∑n

j=1 Tji |fj⟩.
Portanto, a transformação linear pode ser simbolizada por uma matriz [T (|v⟩)]F = T F

B [v]B.

Um caso particular de transformações lineares são os funcionais lineares ⟨χ| o qual
é uma transformação ⟨χ| : V → C. Sendo o espaço de todos os funcionais lineares de V
denominado espaço Dual de V ∗. Há também, as transformações lineares que ocorrem quando as
transformações envolvem o mesmo espaço de entrada de saída T : V → V . (4, 53, 82, 83)

Definição 5. Caso um vetor |ψ⟩ difira de zero ele pode ser um autovetor de um operador
O ∈ T (V ) com autovalor o se:

O |ψ⟩ = o |ψ⟩ . (A.6)

Definição 6. Seja um espaço vetorial V , define-se o produto interno como uma aplicação
⟨·|·⟩ : V × V → C, (|u⟩ , |v⟩) → ⟨u|v⟩, que satisfaz as seguintes propriedades, para todo
|u⟩ , |v⟩ , |w⟩ ∈ V e λ, µ ∈ C:

1. ⟨λu+ µv|w⟩ = λ ⟨u|w⟩+ µ ⟨v|w⟩;

2. ⟨u|v⟩ = ⟨v|u⟩;

3. ⟨u|u⟩ ≥ 0, só é 0 se |u⟩ = 0.

Dessa forma, o produto interno nos permite introduzir a ideia de ângulo entre os elementos que
compõem o espaço vetorial. Dados dois vetores |u⟩ e |v⟩ eles serão ortogonais se ⟨u|v⟩ = 0.
Ou seja, diz-se que um conjunto E = |v1⟩ , ..., |vk⟩ é ortogonal se seus elementos são dois a
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dois ortogonais. Por outro lado, se um conjunto E = |v1⟩ , ..., |vk⟩ for ortonormal é porque
além de ortogonal também é normalizado, ou seja, ⟨vk|vk⟩ = 1. Ademais, um espaço vetorial
munido de um produto interno possui uma outra aplicação, a norma, a qual é uma função tal que
∥·∥ : V → R, em que, ∥v∥ =

√
⟨v|v⟩, ademais, as propriedades da mesma são:

1. ∥λu∥ = |λ| ∥u∥, em que λ ∈ C;

2. ∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥ (Desigualdade triangular);

3. ∥u∥ = 0 ⇒ |u⟩ = 0.

Corolário 6.1. Dados |u⟩ , |v⟩ ∈ V , então a Desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz é

válida

|⟨u|v⟩| ≤ ∥u∥ ∥v∥ . (A.7)

Além disso, a definição de norma abre a possibilidade de definir uma certa distância natural
em V , isto é uma métrica, que é uma função d : V × V → R+. Dessa forma, pode-se definir
um espaço métrico, que nada mais é que um conjunto das distâncias, entre qualquer um dos
elementos que compõem o espaço, e possuem as seguintes propriedades:

1. d(x, y) = 0 ↔ x = y (Fidelidade),

2. d(y, x) = d(x, y) (Simetria),

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (Distância triangular).

Seja um operador O : V → V é possível definir o operador hermitiano conjugado de O como
sendo O† : V → V tal que

(|v⟩ ,O |u⟩) = (O† |v⟩ , |u⟩) (A.8)

Para que o operador possa representar um observável físico ele precisa ser hermitiano, ou seja,
O = O†. O fato de um operador ser hermitiano implica que os autovalores são todos reais e os
autovetores com autovalores distintos são ortogonais. Além disso, um operador é denominado de
positivo definido se ⟨v|O |v⟩ 0 para qualquer |v⟩ ≠ 0 que pertença à V e positivo semi-definido
se ⟨v|O |v⟩ ≥ 0 para qualquer |v⟩ ≠ 0 que pertença à V . (4, 53)

Teorema 7 (Teorema Espectral). Seja O : V → V um operador hermitiano, então há uma base

ortonormal para V a qual é formada pelos autovetores de O. Ademais, é possível que uma

matriz hermitiana M seja decomposta por operadores de projeção {Πi} (
∑m

i Πi = I) e que

possui auto valores reais λi, então

M =
∑
i

λiΠi, (A.9)
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se as projeções tiverem rank-1, de tal forma que {|vi⟩} é uma base ortonormal, logo

M =
∑
i

λi |vi⟩⟨vi| . (A.10)

A partir desse teorema, tem-se que qualquer função pode ser escrita como

f(M) =
m∑
i

f(λi)Πi. (A.11)

Uma outra função recorrente é a função traço, a qual é definida como a soma dos elementos da
diagonal principal

Tr(A) ≡
∑
i

Aii. (A.12)

Essa função tem como características: ser cíclica, ou seja, Tr(AB) = Tr(BA); ser linear
Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B), Tr(zA) = zTr(A).

No caso em que os sistemas quânticos são compostos por mais de dois elementos que
pertencem a espaços de Hilbert diferentes o seu estudo é feito utilizando a ideia do produto
tensorial, que permite a junção de espaços vetoriais. Ou seja, ao considerar dois espaços de
Hilbert HA e HB, os quais possuem, respectivamente, dimensão nA e nB é possível construir
outro espaço HA ⊗HB, que também é um espaço de Hilbert, de dimensão nAnB. (4, 53) Em
particular, se |iA⟩ é uma base ortonormal de HA e |jB⟩ de HB então, |iA⟩ ⊗ |jB⟩ é uma base
para HA ⊗ HB. Sendo assim, um vetor |w⟩ que pertence à HA ⊗ HB será decomponível se
|w⟩ = |wA⟩ ⊗ |wB⟩ ou em uma anotação análoga se |w⟩ = |wAwB⟩. Por definição o produto
tensorial satisfaz as propriedades abaixo:

1. Para um escalar arbitrário α ∈ C e elementos |uA⟩ ∈ HA e |uB⟩ ∈ HB,

α(|uA⟩ ⊗ |uB⟩) = (α |uA⟩)⊗ |uB⟩ = |uA⟩ ⊗ (α |uB⟩). (A.13)

2. Para elementos arbitrários |uA⟩, |vA⟩ ∈ HA e |uB⟩ ∈ HB,

(|uA⟩+ |vA⟩)⊗ |uB)⟩ = |uA⟩ ⊗ |uB⟩+ |vA⟩ ⊗ |uB⟩ . (A.14)

3. Para elementos arbitrários |uA⟩ ∈ HA e |uB⟩,|vB⟩ ∈ HB,

|uA⟩ ⊗ (|uB⟩+ |vB⟩) = |uA⟩ ⊗ |uB⟩+ |uA⟩ ⊗ |vB⟩ . (A.15)

O próximo passo consiste em estender o conceito de produto interno, ou seja, o produto interno
em HA ⊗HB pata vetores decomponíveis

⟨vAvB|uAuB⟩ = ⟨vA|uA⟩+ ⟨vB|uB⟩ , (A.16)
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de tal forma que

(⟨vAvB|+ ⟨wAwB|) |uAuB⟩ = ⟨vAvB|uAuB⟩+ ⟨wAwB|uAuB⟩ , (A.17)

⟨vAvB|+ (|wAwB⟩+ |uAuB⟩) = ⟨vAvB|uAuB⟩+ ⟨vAvB|wAwB⟩ . (A.18)

Já a ação de operadores é mapeada por operadores M(HA) e M(HB) que também é um espaço
vetorial sobre o corpo C, com isso, define-se a ação de M(HA) ⊗M(HB) em HA ⊗ HB, os
quais atuam em vetores decomponíveis como

M(HA)⊗M(HB)(|uA⟩ ⊗ |uB⟩) =MA |uA⟩ ⊗MB |uB⟩ . (A.19)

Definição 7. O traço parcial em relação à HA de uma matriz MA ⊗MB em M(HA)⊗M(HB)

é dada por
TrA[MAB] = Tr(MA)MB. (A.20)

O último elemento que será apresentado é devido ao fato de que sistemas físicos nem
sempre podem ser representados por estados puros e com isso houve a necessidade de se
implementar o operador densidade que seria capaz de descrever essa “mistura” de estados. (53)
Com isso em mente, surge uma restrição denominada de convexidade. (53)

Definição 8. Um conjunto C em um espaço vetorial V no qual há dois vetores |u⟩, |v⟩ ∈ C será
chamado de convexo se λ |v⟩+ (1− λ) |u⟩, com λ ∈ [0, 1] também pertencer à C.

Visualmente um conjunto é convexo é descrito pela Fig.A

Figura 13 – a) conjunto convexo, b) um conjunto côncavo.

Fonte: Elaborada pela autora.

Um vetor |v⟩ ∈ Rn é uma combinação linear dos vetores |v1⟩ , . . . , |vn⟩ com os coefici-
ente c1, . . . , cn ∈ R de tal forma que |v⟩ = c1 |v1⟩+ . . .+ cn |vn⟩. Caso a

∑n
i=1 ci = 1, então |v⟩

é uma combinação afim dos vetores |vi⟩. Por outro lado, se ci ≥ 0 para todo 1 ≤ i ≤ n, então
|v⟩ é uma combinação positiva dos vetores |v1⟩ , . . . , |vn⟩.
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Definição 9 (Combinação Convexa). Seja |vi⟩ ∈ Rn, αi ∈ [0, 1], i = 1, . . . , p, tais que∑p
i=1 αi = 1, o ponto

∑p
i=1 αi |vi⟩ é uma combinação convexa dos pontos |vi⟩ ∈ Rn com

parâmetros αi, i = 1, . . . , p.

Ou seja, uma combinação é convexa quando ela é uma combinação afim e positiva simultanea-
mente.
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APÊNDICE B – ESTADO TÉRMICO

O estado de equilíbrio estacionário pode ser encontrado utilizando duas relações, as quais
levam o nome de von Neumann (4), ou seja

S = −Tr[ρ ln(ρ)] = −
∑
k

λk ln(λk),

em que λk são os autovalores da matriz densidade. Com ambas as relações é possível encontrar
o estado de equilíbrio estacionário, em que dρ(t)/dt = 0, o que implica que [ρ,H] = 0, com
isso, é possível escrever tanto ρ quando H em uma base diagonalizável comum. (4, 9) Ademais,
como o sistema está em equilíbrio térmico, espera-se que a energia do sistema seja constante. Por
outro lado, a entropia de von Neumann tem que ser maximizada, com esse objetivo utilizaremos
os multiplicadores de Lagrange (84), utilizando as restrições, já mencionadas, para a energia e
considerando que o traço da matriz densidade tem que ser um

L(λj, αi) = −
∑
k

λk ln(λk) + α0

(∑
k

ϵkλk − ⟨E⟩

)
+ α1

(∑
k

λk − 1

)
, (B.1)

aqui L é a função de Lagrange, enquanto ϵk os autovalores de energia e αk são os multiplicadores
de Lagrange. Em seguida, realiza-se dL/dλk = 0, daí temos as seguintes relações

λk = α1e
α0ϵk . (B.2)

Reescrevendo a entropia de von Neumann em termos dessa relação, tem-se

S = −
∑
k

λk ln(λk) = −α0α1

∑
k

ϵke
α0ϵk − α1

∑
k

eα0ϵk ln(α1), (B.3)

em seguida compara-se esse resultado com a entropia de equilíbrio de Gibbs S = ln(Z)+ β ⟨E⟩,
com isso obtemos que

α0 = −β e α1 =
1∑

k e
−βϵk

. (B.4)

Sendo assim, o operador densidade de um estado térmico é dado por (5, 9, 85, 86),

ρE =
e−βϵk∑
k e

−βϵk
. (B.5)

No caso em que o banho é do tipo bosônico (5, 9), ou seja, é um banho o qual possui um número
infinito de bósons, em que cada modo possui frequência ωk o Hamiltoniano do reservatório é
escrito como HE =

∑
k ωkb

†
kbk em que b†k e bk são respectivamente os operadores de criação e

aniquilação. Ademais, ou autovetores e autovalores de HE , são definidos como

HE |{nk}⟩ = ϵ{nk} |{nk}⟩ , (B.6)
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em que {nk} é o conjunto do número de ocupações, |{nk}⟩ = |n1, n2, ...⟩ e ϵ{nk} =
∑

k ωknk.
Sendo assim, o estado térmico pode ser reescrito da seguinte maneira

ρE =
∑
{nk}

e
−βϵ{nk} |{nk}⟩⟨{nk}| em que Z = TrE[e

−βHE ] =
∑
{nk}

e
−βϵ{nk} , (B.7)

em que Z é a função de partição. Dessa forma, o valor médio de um operador qualquer é dado
por

⟨O⟩ = TrE[OρE] =
1

Z

∑
{nk}

e
−βϵ{nk} TrE[⟨{nk}|O |{nk}⟩] =

1

Z

∑
{nk}

e
−βϵ{nk} ⟨{nk}|O |{nk}⟩ .

(B.8)
Caso O seja igual à b†kb

†
k′ ou bkbk′ , temos que

⟨{nk}| b†kb
†
k′ |{nk}⟩ = 0 e ⟨{nk}| bkbk′ |{nk}⟩ = 0. (B.9)

Isso faz com que
〈
b†kb

†
k′

〉
e também

〈
bkbk′

〉
= 0. Por outro lado, caso O = b†kbk′ , então

⟨{nk}| b†kbk′ |{nk}⟩ δk,k′ , (B.10)

o que leva a 〈
b†kbk′

〉
= δk,k′

1

Z

∑
{nk}

nke
−βϵ{nk} . (B.11)

Ademais, é possível reescrever nk como

nke
−βϵ{nk} = −∂(e

−βϵ{nk})

∂(βωk)
,

sendo assim, 〈
b†kbk′

〉
= −δk,k′

1

Z

∑
{nk}

∂(e
−βϵ{nk})

∂(βωk)
= −δk,k′

1

Z

∂Z

∂(βωk)
. (B.12)

O que faz com que o próximo passo seja calcular a função de partição, então

Z =
∑
{nk}

e
−βϵ{nk} =

∏
j

∑
nj

e−βωjnj

 =
∏
j

1

1− e−βωj
, (B.13)

cuja derivada é,

∂Z

∂(βωk)
=

∂

∂(βωk)

∏
j

1

1− e−βωj
=

∂

∂(βωk)

(
1

1− e−βωk

)∏
j ̸=k

1

1− e−βωj

∂Z

∂(βωk)
= − Z

(eβωk − 1)
. (B.14)

Logo, 〈
b†kbk′

〉
= δk,k′

1

Z

Z

(eβωk − 1)
= δk,k′

1

Z

Z

(eβωk − 1)
≡ δk,k′N(ωk), (B.15)
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em que

N(ωk) =
1

(eβωk − 1)
. (B.16)

Em contrapartida
〈
bkb

†
k′

〉
, utilizando a relação de comutação [b†k, bk′ ] = 1, tem-se que

〈
bkb

†
k′

〉
= δk,k′

1

Z

∑
{nk}

(1 + nk)e
−βϵ{nk} = δkk′(1 +N(ωk)). (B.17)

Em síntese 〈
bkbk′

〉
=
〈
b†kb

†
k′

〉
= 0, (B.18)〈

bkb
†
k′

〉
= δkk′ [1 +N(ωk)] , (B.19)〈

b†kbk′
〉
= δkk′N(ωk). (B.20)
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APÊNDICE C – Q-BIT E BANHO COM N SPINS

A evolução temporal de um q-bit que interage com um banho de N spins é governado
pelo seguinte hamiltoniano de interação

HT = σz ⊗
N∑
k=1

gkσ
(k)
z (C.1)

aqui σz é a matriz de Pauli na direção z (com autovetores {|0⟩ , |1⟩}), enquanto σ(k)
z é a matriz

de Pauli z associado ao spin k (com autovetores {|↑k⟩ , |↓k⟩}) e gk é a constante de acoplamento
entre cada spin do ambiente com o q-bit. (22–24) O estado inicial é bipartido e separável, ou
seja, ρSE0 = |Ψ0⟩⟨Ψ0|, em que

|Ψ0⟩ = (a |0⟩+ b |1⟩)⊗
N∑
k=1

(αk |↑k⟩+ βk |↓k⟩), (C.2)

aqui o estado inicial do banho é dado por um conjunto de spins individuais de coeficiente {αk} e
{βk}. O estado do sistema em um tempo t é dado por

|Ψ(t)⟩ = Û(t, t0) |Ψ(t0)⟩ = exp

[
−i

(
σz ⊗

N∑
k=1

gkσ
(k)
z

)
t

]
|Ψ(t0)⟩ . (C.3)

Esta equação pode ser modificada ao considerar que a exponencial de um somatório é um
produtório e ao expandir a exponencial em série de Taylor, então

|Ψ(t)⟩ =
N∏
k=1

∞∑
n=0

(
−iσz ⊗ gkσ

(k)
z

)n
n!

|Ψ(t0)⟩ . (C.4)

Ao expandir apenas o somatório do operador de evolução temporal, tem-se

Û(t, t0) =
N∏
k=1

(
1− iσz ⊗ gkσ

(k)
z t+

i2σ2
z ⊗ g2kσ

2(k)
z t2

2
+ ...

)
. (C.5)

Reescrevendo o estado do sistema em termos do operador evolução temporal e o estado inicial,
temos

|Ψ(t)⟩ =
N∏
k=1

(
1− iσz ⊗ gkσ

(k)
z t+

i2σ2
z ⊗ g2kσ

2(k)
z t2

2
+ ...

)
[
(a |0⟩+ b |1⟩)⊗

N∑
k=1

(αk |↑k⟩+ βk |↓k⟩)

]
.

(C.6)

Em seguida, aplicam-se os operadores em seus respectivos autoespaços, de tal maneira que
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|Ψ(t)⟩ =
N∏
k=1

[
a |0⟩ ⊗

{
αk

(
1 + igkt+

i2t2g2k
2

+ · · ·
)
|↑k⟩

}
+

{
βk

(
1− igkt+

i2t2g2k
2

+ · · ·
)
|↓k⟩

}]
+

N∏
k=1

[
b |1⟩ ⊗

{
αk

(
1 + igkt+

i2t2g2k
2

+ · · ·
)
|↑k⟩

}
+

{
βk

(
1− igkt+

i2t2g2k
2

+ · · ·
)
|↓k⟩

}]
. (C.7)

É possível notar que o termo em parênteses remete à forma exponencial da série de Taylor, dessa
forma

|Ψ(t)⟩ =
N∏
k=1

a |0⟩ ⊗
(
αke

igkt |↑k⟩
)
+
(
βke

−igkt |↓k⟩
)

+
N∏
k=1

b |1⟩ ⊗
(
αke

−igkt |↑k⟩
)
+
(
βke

igkt |↓k⟩
)
,

(C.8)

ou ainda,
|Ψt⟩ = a |0⟩ ⊗ |B(t)⟩+ b |1⟩ ⊗ |B(−t)⟩ , (C.9)

em que

|B(t)⟩ =
N∏
k=1

(
αke

igkt |↑k⟩+ βke
−igkt |↓k⟩

)
. (C.10)
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APÊNDICE D – DISCUSSÃO SOBRE A FUNÇÃO Q(T)

Como mencionado no Cap.5, o cálculo da função de coerência depende da integral das
funções q(t) e g(t). Em especial, esse apêndice, pretende realizar uma discussão no que diz
respeito a integral da função q(t), dado que a solução analítica dessa função dispõe de um caráter
descontínuo, tal como a função tangente.

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
0,0

0,5

1,0

1,5

t

a)

0,01 q(t)

Q(t)

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
0

1

2

3

4

t

b)

0,01 q(t)

Q(t)

Figura 14 – Em a) é retratado o comportamento da função q(t), descrita pela curva ponto
pontilhada em vermelho foi reescalonada por um fator 0, 01. Enquanto, o compor-
tamento da sua integral analítica é fornecido pela linha cheia em preto. Já em b)
há o esboço da função q(t) representada pela curva ponto pontilhada em vermelho,
a qual também foi reescalonada por um fator 0, 01 e a linha cheia preta retrata a
integral numérica de Q(t). Em ambos os casos foi considerado J = 60Hz, θ = π/3
e γ−1 = 150ms.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 15 – O comportamento numérico da função Q(t), é descrito pela curva ponto pontilhada
em vermelho. Enquanto, Q(t) analítico é expresso pela linha cheia em preto. As
figuras diferem entre si por um certo escalonamento que permite a sobreposição das
curvas. Para todos os casos foi considerado J = 60Hz, θ = π/3 e γ−1 = 150ms.

Fonte: Elaborada pela autora.

Tal solução é exposta na Fig14-a), em que a curva vermelha ponto pontilhada é a função
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Q(t) numérico, a linha cheia preta indica a função analítica de Q(t). Se a integral pode ser vista
como a área embaixo da curva, por que dada uma função contínua q(t) teria como a sua integral
Q(t) uma função descontínua? Para responder esta pergunta, considera-se a integral de uma
função trigonométrica definida

∫ 2π

0

p(sen(α), cos(α))dα, (D.1)

em que p é uma função racional. Para a resolução dessa integral é necessário converter a integral
trigonométrica real em uma integral complexa ao longo de um círculo unitário |z| = 1 centrado
na origem. Para isso, define-se z = eiα, 0 ≤ α ≤ 2π para que seja possível reformular as funções
trigonométricas em termos de z e como agora se trata de uma integral complexa ela pode ser
avaliada pelo Teorema dos Resíduos. (87–91)

Teorema 8 (Teorema dos Resíduos). Se f é analítica 1 em uma região simplesmente conexa R,

exceto em um número finito de singularidades 2 isoladas, z0, z1, . . . , zn, então∫
C

f(z)dz = 2πi
n∑

j=0

Res (f, zj) , (D.2)

em que C é um contorno fechado de R, envolvendo z0, z1, . . . , zn uma vez no sentido positivo.

Como a caminho de integração para este caso é um círculo, o resultado da integral
analítica é dada em ciclos. Por isso, Q(t) possui um caráter descontínuo em determinados pontos,
porque indicaria o final de um caminho de integração no plano complexo. Por outro lado, a
Fig14-b) mostra que a integral numérica Q(t) é contínua e suave. Porém, essa função nada mais
é que a soma de todos os ciclos da função analítica como retratado na Fig.15.

1 Uma função é analítica se a mesma for valorada (possui um único valor para cada z ∈ R) e
diferenciável em todos os pontos de R.

2 Há diferentes classificações para as singularidades no plano complexo, tais como: a isolada, a
removível, a essencial e os pólos.
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