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RESUMO

VIDOR, C. R. Estudo de superoperadores exatos na forma de Lindblad para
dinâmicas de sistemas quânticos abertos correlacionados com o ambiente.
2023. 106p. Dissertação (Mestrado em Ciências) - Instituto de Física de São Carlos,
Universidade de São Paulo, São Carlos, 2023.

Equações mestras na forma de Lindblad são amplamente usadas para associar proprieda-
des físicas às dinâmicas de sistemas quânticos abertos. Essas conexões costumam se apoiar
nos termos unitário e dissipativo resultantes de uma separação do superoperador de Lind-
blad. E as possíveis ambiguidades nessa separação podem ser resolvidas, por exemplo,
adotando uma representação canônica. No entanto, equações mestras locais dessa forma
geralmente são justificadas por aproximações de acoplamento fraco entre o sistema e o am-
biente e separabilidade do estado inicial. Para generalizar medidas baseadas na equação de
Lindblad para sistemas quânticos quaisquer, é necessário conhecer as equações dinâmicas
para casos mais gerais. Contudo, a presença de correlações entre o sistema e o ambiente
pode restringir o domínio físico de validade dos superoperadores que evoluem o sistema.
Aqui examinamos propostas recentes para encontrar equações dinâmicas exatas na forma
de Lindblad para sistemas quânticos reduzidos correlacionados com o ambiente. Também
apresentamos uma alternativa válida para subsistemas cujo hamiltoniano nu comuta com
o hamiltoniano de interação. Essa proposta recupera todos os operadores densidade do
espaço do sistema reduzido como domínio físico de validade na ausência de correlações no
estado inicial. Ao final, mostramos que superoperadores obtidos por diferentes métodos
não são equivalentes, inclusive em aspectos fundamentais como a alteração do hamiltoni-
ano efetivo pelas correlações. Podendo, assim, levar a interpretações físicas equivocadas
se não forem utilizados com cuidado.

Palavras-chave: Sistemas quânticos abertos. Equações mestras. Correlações quânticas.





ABSTRACT

VIDOR, C. R. Study of exact superoperators in the Lindblad form for
dynamics of open quantum systems correlated with the environment. 2023.
106p. Dissertation (Master in Science) - Instituto de Física de São Carlos, Universidade
de São Paulo, São Carlos, 2023.

Lindblad master equations are widely used to associate physical properties to open quan-
tum systems dynamics. These connetions are usually based on a division of the Lindblad
superoperator in unitary and dissipative terms. And the ambiguities in this separation can
be solved by adopting a canonical representation. However, these local master equations
are commonly justified by weak coupling approximations and separability of the initial
state. To generalize measures based on Lindblad master equations to generic quantum
systems, it is necessary to know the equations for all cases. Nevertheless, the presence of
correlations between the system and the environment can restrict the physical domain of
the superoperators which evolve the system. We explore recent proposals for finding ex-
act Lindblad master equations for reduced systems correlated with the environment. We
also present an alternative valid when the subsystem’ bare Hamiltonian commutes with
the interaction Hamiltonian. This proposal recovers all the density operators of the re-
duced system’s space as a physical domain of validity in the absence of initial correlations
between the system and the environment. Finally, we show that the superoperators by
different methods are not equivalent, including fundamental aspects such as the change of
the effective Hamiltonian by the correlations. This can result in unphysical interpretations
if the superoperators are not carefully used.

Keywords: Open quantum systems. Master equations. Quantum correlations.
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1 INTRODUÇÃO

A dinâmica de um sistema quântico aberto é determinada pelas interações entre
seus componentes e também com outros sistemas quânticos que compõem o seu entorno,
que chamaremos de ambiente. Nesse contexto, novas características emergem e dinâmicas
não unitárias passam a ser permitidas. A criação de correlações entre o sistema e o ambi-
ente resulta no decaimento das coerências do sistema reduzido e dinâmicas irresversíveis
com dissipação de energia e evolução para estados estacionários são observadas. Portanto,
é necessário utilizar técnicas mais gerais para descrever estas evoluções.

Como nenhum sistema real é perfeitamente isolado, as previsões exatas devem ser
obtidas através de um formalismo para sistemas abertos. A depender do grau de precisão
desejado, operações unitárias podem descrever satisfatoriamente os resultados de siste-
mas que interagem fracamente com o ambiente. No entanto os conhecimentos teóricos e
experimetais e também a demanda por tecnologias mais precisas evidenciam a ação inevi-
tável do ambiente nos sistemas quânticos analisados. Computação quântica, por exemplo,
se utiliza da capacidade de emaranhamento e interferência quânticas para propor a re-
alização de tarefas com maior eficiência que computadores clássicos. (1) Porém, essas
mesmas propriedades são facilmente reduzidas em sistemas abertos devido às interações
com o ambiente, o que acaba limitando os tempos de implementação e a confiabilidade
dos resultados desses algoritmos. (2) Outra situação em que é essencial a compreensão
das dinâmicas de sistemas abertos é no estudo de processos químicos e biológicos. Onde
cada componente interage com um ambiente extremamente grande e diverso, mas ainda
pode apresentar efeitos cujo desempenho é explicado devido à preservação de proprie-
dades quânticas por tempos mais longos do que os tipicamente atingidos em sistemas
artificiais. (3,4) De maneira geral, evoluções não unitárias estarão presentes em qualquer
sistema, natural ou não. E é o o seu conhecimento que permite a correta compreensão
dos fenômenos observados e a implementação eficiente de mecanismos quânticos para fins
predeterminados.

O aumento das possibilidades para essas evoluções em relação às unitárias vem
acompanhado de grandes desafios. Dentre eles, está a dificuldade em encontrar equações
dinâmicas locais e exatas e identificar critérios que meçam precisamente quantidades como
fluxo de informação e energia interna. Uma dessas quantidades de grande importância está
relacionada com o conceito de markovianidade, que sinaliza o quanto as dinâmicas mantêm
ou perdem informação dos estados passados do sistema. Como a markovianidade é tida
como um indicador de perda de informação, entende-se que dinâmicas não-markovianas
poderiam preservar por tempos mais longos as características quânticas, que permitem
performances distintas das clássicas. Devido a este ganho, grandes esforços tem sido feitos
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para encontrar classificações satisfatórias assim como para identificar esses comportamen-
tos experimentalmente. (5, 6)

Dentre as propostas mais apreciadas para medir markovianidade e energia interna
de sistemas abertos, existem as que se apoiam em equações dinâmicas locais e suas se-
parações em termos unitário e dissipativo. (7,8) Essas equações usualmente são tomadas
na chamada forma de Lindblad, originalmente demonstrada para semigrupos dinâmicos.
(9, 10) Comumente se justifica o uso dessas equações sob aproximações que não são sa-
tisfeitas de maneira geral. Uma das aproximações mais comuns é a consideração de que
o universo começa em um estado produto entre o sistema e o ambiente, que é suficiente
para garantir a linearidade do mapa que evolui o estado inicial. Sem a separabilidade,
o operador que dá a dinâmica do sistema de interesse em geral possuirá um termo que
não é linear no operador densidade reduzido, mas também não é fisicamente compatível
com qualquer operador densidade. Criando uma adversidade para quem deseja encontrar
operadores lineares locais para essas evoluções.

Contudo, para generalizar de forma natural as medidas que se utilizam das separa-
ções entre os termos da equação dinâmica e suas respectivas características, é necessário
identificá-los para dinâmicas mais gerais. Recentemente foi demonstrado que qualquer
dinâmica de um sistema aberto pode ser descrita por uma equação local e na forma de
Lindblad independentemente da presença de correlações iniciais, banho e intensidade de
acoplamento. (11) Isso abre possibilidades para a investigação do significado físico dos
termos unitário e dissipativo dessa equação e a generalização de medidas de quantidades
termodinâmicas e de fluxo de informação.

Neste trabalho, revisamos as características de superoperadores, em especial as
separações entre os termos unitário e dissipativo na forma de Lindblad. Discutimos o efeito
do termo de correlação do estado total nas dinâmicas reduzidas e mostramos diferentes
métodos para a obtenção de superoperadores lineares e exatos na forma de Lindblad que
admitem o correlações iniciais entre o sistema e o ambiente. Comparamos as características
desses superoperadores e questionamos suas implicações físicas.

No capítulo 2 começamos com um resumo do formalismo matemático utilizado em
mecânica quântica. A equação de Schrödinger, a descrição de medidas em sistemas fecha-
dos e a introdução da representação vetorial de sistemas compostos levam à generalização
das evoluções quânticas para sistemas abertos. Nesse capítulo, comentamos a motivação
da representação de estados por operadores densidade e como a mesma representação
torna-se necessária para sistemas abertos.

No capítulo 3 apresentamos matematicamente as características de superoperado-
res como preservação de traço, hermiticidade, formas de pseudo-Kraus e Kraus. Discuti-
mos as arbitrariedades nas separações entre termo unitário e dissipativo e como escolher
uma única representação. Também comentamos as relações dessas propriedades com di-
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nâmicas físicas de sistemas fechados e abertos. Ademais, verificamos o surgimento dos
termos não lineares para as dinâmicas reduzidas e a restrição da compatibilidade física
de certos estados do ambiente, correlações e estados reduzidos. Ao final do capítulo, re-
lembramos o extenso uso de equações dinâmicas na forma de Lindblad para o estudo de
propriedades físicas

O capítulo 4 retoma as aproximações mais comuns que justificam o uso de equações
locais na forma de Lindblad para descrever a dinâmica de sistemas reduzidos: as apro-
ximações de Born-Markov. Mostramos como essas equações podem ser equivalentemente
obtidas através dos métodos de operadores de projeção sem fazer uso de suposições fortes
como a separabilidade a todo o instante. Analisamos um caso específico de interação entre
sistema e ambiente que ilustra os limites de suposições a respeito de diferenças de escalas
de tempo e decaimentos utilizados para reivindicar a veracidade de certas aproximações.

No capítulo 5 descrevemos a derivação e o resultado recente a respeito da gene-
ralidade da equação de Lindblad para qualquer dinâmica física. Também expomos os
resultados obtidos em (12) de uma equação para o sistema reduzido fazendo uso apenas
de informações iniciais a respeito do sistema e do ambiente para dinâmicas inversíveis.

Posteriormente, no capítulo 6 discutimos como encontrar um superoperador de
Lindblad com conhecimento apenas da dinâmica do sistema reduzido por três maneiras
diferentes. Comparamos as equações mestras resultantes entre si. Dois completamente
gerais, sendo um a proposta de (13) com algumas adaptações na forma da equação.
O terceiro é válido apenas para dinâmicas em que o hamiltoniano nu comuta com o
hamiltoniano de interação, mas apresenta propriedades interessantes como a recuperação
das equações lineares tradicionais para estados separáveis.

Por fim, no capítulo 7, revisamos as conexões entre os métodos apresentados e suas
possíveis consequências.
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2 FORMALISMO MATEMÁTICO

Começamos introduzindo os conceitos básicos usados na descrição matemática da
mecânica quântica. Essas são as ferramentas que nos habilitam fazer previsões adequadas
aos resultados conhecidos. Nesta seção, retomaremos como espaços vetoriais e operadores
lineares são usados para fazer previsões a respeito de sistemas quânticos fechados. Uma
exposição resumida desse formalismo incluindo operadores densidade está em. (14) Não
falaremos explicitamente em termos de postulados, mas apresentações tradicionais que
os citam podem ser encontradas em. (1) e (15) Essas referências possuem uma discussão
mais detalhada dos postulados da mecânica quântica, operadores densidade e também
estados reduzidos. Para a reformulação dos postulados incluindo diretamente sistemas
abertos, consultar. (16) No que será exposto aqui, sistemas abertos sempre serão encarados
como componentes de um universo fechado. Consequentemente suas características serão
observadas como consequências do que será abordado para estes últimos.

2.1 Espaços de Hilbert, notação de Dirac e evoluções unitárias

Representamos matematicamente sistemas quânticos através de espaços vetoriais
complexos H munidos de produto interno. Esses espaços são ditos espaços de Hilbert de
diferentes dimensões, a dimensão apropriada dependendo do sistema físico em questão.
Neste trabalho, focaremos em espaços de Hilbert de dimensão finita e usaremos a notação
de Dirac para representar os vetores nesse espaço. De acordo com essa notação, um vetor
é representado pelo símbolo |ψ⟩ ∈ H, que chamamos de ket. Quando idealizamos que
todos os componentes de um ensemble quântico foram preparados exatamente da mesma
maneira, representamos estes estados por um vetor |ψ⟩ normalizado no espaço de Hilbert
H apropriado. Assim como todo vetor nesse espaço de Hilbert representa um estado
possível do sistema. A esse espaço de Hilbert chamamos espaço de estados. Veremos que
a fase relativa entre dois vetores que compõem o mesmo estado altera a determinação do
estado físico final. No entanto, não há previsões físicas diferentes relacionadas a diferentes
fases globais de |ψ⟩.

O produto interno de dois vetores |ψ1⟩ = ∑
i αi |i⟩ e |ψ2⟩ = ∑

i βi |i⟩ é dado por

(|ψ1⟩ , |ψ2⟩) =
∑
ii

α∗iβi. (2.1)

De onde se verifica a linearidade no segundo argumento, positividade do produto de
um vetor por ele mesmo e a conjugação ao alterar a ordem dos vetores (|ψ1⟩ , |ψ2⟩) =
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(|ψ2⟩ , |ψ1⟩)∗. Uma base {|i⟩}i=1,...,N de H é ortonormal quando

(|i⟩ , |j⟩) = δij ∀i, j = 1, ..., N. (2.2)

Os funcionais lineares do espaço dual de H são representados pelos bras ⟨ψ|. A
partir do produto interno entre dois vetores, associamos a cada ket |ψ⟩ um único dual
⟨ψ|. Representamos por ⟨ψ1|ψ2⟩ = c ∈ C o resultado do funcional ⟨ψ1| em um vetor |ψ2⟩.
O dual ⟨ψ1| de |ψ1⟩ é definido como o funcional cuja ação em qualquer vetor se iguala ao
produto do seu dual por esse mesmo vetor:

⟨ψ1|ψ2⟩ = c = (|ψ1⟩ , |ψ2⟩), ∀ |ψ2⟩ ∈ H (2.3)

Operadores lineares que atuam em H levando a outros elementos do mesmo espaço
formam o espaço L(H) : H → H. Na notação de Dirac, |ψ⟩ ⟨ϕ| é um elemento de L(H)
que tem a atuação em um vetor qualquer |Ψ⟩ ∈ H definida por

(|ψ⟩ ⟨ϕ|) |Ψ⟩ = |ψ⟩ (⟨ϕ|Ψ⟩) (2.4)

O traço de um operador linear A é a operação dada por Tr{A} = ∑
i ⟨i|A |i⟩ onde

o índice i percorre todos os vetores |i⟩ que formam uma base ortonormal de H. É possível
demonstrar que o traço é independente de base e é igual à soma dos elementos da diagonal
da matriz que representa A. Com a operação do traço, define-se em L(H) um produto
interno: o produto de Hilbert Schmidt, dado por (A,B) = Tr{A†B}. E, tomando uma
base {|i⟩}i=1,2,...,N de H e a base dual {⟨i|}i=1,2,...,N , o conjunto de operadores formados por
todas as diferentes combinações {|i⟩ ⟨j|}i,j=1,2,...,N forma uma base do espaço de operadores
lineares em H. Assim, L(H) torna-se também um espaço de Hilbert de dimensão d2. Onde
cada elemento A ∈ L(H) pode ser escrito através de uma combinação dos elementos dessa
base: A = ∑

ij aij |i⟩ ⟨j| , aij ∈ C, sendo A |Ψ⟩ = ∑
ij aij |i⟩ (⟨j|Ψ⟩).

Usando as propriedades do produto interno do espaço de estados, é possível veri-
ficar que cada operador A ∈ L(H) definido dessa forma é linear:

A(α1 |ψ1⟩ + α2 |ψ2⟩) = α1A |ψ1⟩ + α2A |ψ2⟩), ∀α1, α2 ∈ C, e |ψ1⟩ , |ψ2⟩ ∈ H (2.5)

O produto AB de operadores lineares é definido por AB |ϕ⟩ = A(B |ϕ⟩) ∀ |ϕ⟩ ∈ H. É
importante notar que, em geral AB ̸= BA. Por essa razão, em diversos contextos em
física quântica, é importante conhecer o comutador entre dois operadores A e B, definido
por [A,B] = AB −BA.

É comum o uso das representações matriciais dos vetores e operadores. Kets são
tomados como matrizes coluna, onde cada entrada de |ψ⟩ em uma base {|i⟩}i=1,2,...,N é
dada por (|ψ⟩)i = ⟨i|ψ⟩. Analogamente, bras são representados por matrizes linha de
entradas (⟨ψ|)i = ⟨ψ|i⟩ e operadores em L(H) são matrizes quadradadas de entradas
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(A)ij = ⟨i|A |j⟩. O produto interno entre vetores e a ação dos operadores lineares nos
vetores podem ser calculados através de produtos matriciais. Por exemplo, o resultado
da concatenação de operações lineares (o produto AB entre dois vetores) é dado pela
multiplicação das matrizes correspondentes aos operadores.

O conjugado hermitiano A† de um operador A é definido como aquele para o
qual ⟨ϕ′| = ⟨ϕ|A† resulta exatamente no conjugado de |ϕ′⟩ = A |ϕ⟩ para todo vetor
|ϕ⟩. Decorre dessa definição e das propriedades do produto interno entre vetores que
⟨ψ|A† |ϕ⟩ = ⟨ϕ|A |ψ⟩∗. Disso, verifica-se que a matriz de A† em uma base escolhida é
dada pela transposta conjugada de A nessa mesma base. Também é possível verificar que
(15)

(A†)† = A, (λA)† = λ∗A†, (A+B)† = A† +B†, (AB)† = B†A† (2.6)

Um operador A é chamado hermitiano se e somente se A† = A. É possível mostrar
que todos os autovalores de um operador hermitiano são reais e os autovetores correspon-
dentes a diferentes autovalores são ortogonais. (17) Mesmo quando o espectro do operador
é degenerado, é possível encontrar para o espaço de Hilbert em questão uma base de au-
tovetores desse operador que sejam todos ortogonais entre si. Portanto, todo operador
hermitiano pode ser diagonalizado em uma base ortonormal onde todos os autovalores
que compõem a sua diagonal nessa base são valores reais.

Um operador A ∈ L(H) é positivo semidefinido (A > 0) se e somente se

⟨ϕ|A |ϕ⟩ ≥ 0, ∀ |ϕ⟩ ∈ H (2.7)

Analogamente, um operador positivo semidefinido pode ser definido como um operador
hermitiano cujos autovalores são todos não-negativos. Como todo operador positivo semi-
definido é hermitiano, também é diagonalizável em uma base de autovetores ortogonais. A
partir da base diagonal, não é difícil ver que todo operador positivo pode ser escrito como
um produto de um operador e seu hermitiano conjugado AA†. (18)O inverso também vale:
todo B = AA†, é um operador positivo semidefinido para o qual vale (2.7).

Um operador unitário U é definido como aquele cujo inverso U−1 é igual ao adjunto
U †: UU † = U †U = I. É simples verificar que o produto interno entre dois vetores não
é alterado pela ação de um operador unitário: ⟨ψ′1|ψ′2⟩ = ⟨ψ1|U †U |ψ2⟩ = ⟨ψ1|ψ2⟩. Dessa
forma, aplicar um operador unitário a cada elemento de uma base ortonormal levará a
outra base ortonormal.

A evolução temporal de um vetor de estado de um sistema fechado é dada pela
equação de Schrödinger

i
d

dt
|ψ(t)⟩ = H(t) |ψ(t)⟩ (2.8)

onde tomamos a constante de Planck ℏ = 1. O operador H é um operador hermiti-
ano e é chamado hamiltoniano. A solução dessa equação pode ser escrita como |ψ(t)⟩ =
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U(t, t0) |ψ(t0)⟩ onde U(t, t0) é um operador unitário chamado operador de evolução tem-
poral e depende dos instantes t0 e t1 e do hamiltoniano.

As quantidades físicas mensuráveis (por exemplo variação de energia, spin, mo-
mento e posição) são descritas por operadores hermitianos em L(H), chamados observá-
veis. Os resultados possíveis da medida são os autovalores desse observável - todos reais
como consequência de estarem associados a um operador hermitiano.

A probabilidade do sistema dado pelo vetor |ψ⟩ = ∑
i ci |i⟩ ser medido em um

estado j é dada por

|cj|2 = |⟨ψ|j⟩|2 = ⟨ψ|j⟩⟨j|ψ⟩ = ⟨ψ|Pj |ψ⟩ , (2.9)

onde Pj = |j⟩ ⟨j| é o projetor (P 2
j = Pj) em |j⟩. A soma de todos os projetores ortogonais

associados à medida de um mesmo observável deve recuperar a identidade ∑k Pk = I. Pela
normalização do vetor, isso significa que a probabilidade total de ser medido em algum dos
vetores é ∑j ⟨ψ|Pj |ψ⟩ = ⟨ψ|ψ⟩ = 1. Em sistemas clássicos, tomamos como hipótese que
as medidas podem ser feitas sem interferir no estado estudado. Em mecânica quântica
essa consideração não pode ser feita: qualquer medida, ainda que idealizada, possui a
capacidade de alterar o estado do sistema físico. O vetor normalizado que representa o
estado do sistema após o sistema ser medido no subespaço associado ao projetor Pj é
dado por

|ψ⟩ = Pj |ψ⟩√
⟨ψ|Pj |ψ⟩

(2.10)

As medidas em um sistema físico podem ser definidas de forma mais abrangente
do que medidas projetivas através de um conjunto de operadores positivos {Em} que
não precisam ser operadores de projeção, mas que satisfazem a relação de completeza∑

m Em = I, mantendo a soma de todas as probabilidades de medições igual a 1. Essa
descrição é mais realista pois inclui situações comuns em que o aparato de medição não
condiz com as características de operadores de projeção. Porém, é possível mostrar que
a adição de um sistema auxiliar, evolução unitária para o sistema composto e medidas
projetivas recupera para o sistema de interesse as características das medidas mais gerais.
(1)

2.1.1 Sistemas compostos

Nesse momento, passaremos a imaginar situações mais complexas em que o sistema
fechado que consideramos até então é formado por subsistemas quânticos que podem
interagir entre si. Considere dois espaços de estados H1 e H2 de dimensões N1 e N2 que
descrevem os possíveis estados de dois sistemas. O conjunto desses dois sistemas é um novo
sistema físico, ao qual está associado um novo espaço de estados dado por H = H1 ⊗ H2.
O produto tensorial de elementos |i(1)⟩ de H1 e |i(2)⟩ de H2 são elementos do espaço H:
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|i(1)⟩ ⊗ |j(2)⟩ = |ψij⟩ ∈ H. Ou seja, vetores que associam um vetor de estado para o
subsistema 1 e outro para o subsistema 2 são vetores no espaço de estados do sistema
total. O conjunto de todos os vetores |ψij⟩ formados pelas combinações dos vetores das
bases de H1 e H2 formam uma base de H. Portanto, todo elemento do espaço total pode
ser escrito como uma combinação linear de vetores |i(1)⟩ ⊗ |j(2)⟩:

|ψ⟩ =
∑
ij

αij |i(1)⟩ ⊗ |j(2)⟩ (2.11)

Fisicamente, isso significa que um estado genérico do sistema total é uma superposição de
vetores que associam um vetor de estado para cada subsistema. Fica claro que nem todo
elemento do espaço H pode ser escrito como um único produto tensorial de elementos de
H1 e H2 separadamente, como fizemos com |ψij⟩. Isso se reflete fisicamente na caracte-
rística de estados quânticos que chamamos de emaranhamento. Um exemplo de estado
emaranhado é dado por

|0(1)0(2)⟩ + |1(1)1(2)⟩√
2

(2.12)

onde |0(i)⟩ e |1(i)⟩ são estados ortogonais e |i(1)j(2)⟩ representa o mesmo que |i(1)⟩ ⊗ |j(2)⟩.

Operadores que atuam em apenas um subsistema também podem ser vistos como
operadores no sistema total. Para cada operador linear A(1) ∈ L(H1) é possível associar
um novo operador Ã ∈ L(H), chamado extensão de A(1) da seguinte forma:

Ã(|i(1)⟩ ⊗ |j(2)⟩) = (A(1) |i(1)⟩) ⊗ |j(2)⟩ (2.13)

e, analogamente para operadores B(2) ∈ L(H2)

B̃(|i(1)⟩ ⊗ |j(2)⟩) = |i(1)⟩ ⊗ (B(2) |j(2)⟩) (2.14)

É possível definir novos operadores em H dados pelo produto tensorial de vetores nos
subespaços:

(A(1) ⊗B(2))(|i(1)⟩ ⊗ |j(2)⟩) = (A(1) |i(1)⟩) ⊗ (B(2) |j(2)⟩) (2.15)

De forma que identificamos para as extensões definidas anteriormente Ã = A(1) ⊗ I(2) e
B̃ = I(1) ⊗ B(2). O operador linear mais geral em H será uma combinação de operadores
que atuam em cada um dos subespaços: C = ∑

α Aα ⊗Bα.

Para um sistema total formado de N subsistemas, o espaço que representa os
estados do sistema total são vetores em H = H1 ⊗H2 ⊗ ...⊗HN . Todo o formalismo pode
ser estendido para esse sistema composto de N partes considerando as N − 1 primeiras
como um único subsistema em cojunto com a N-ésima e posteriormente fazendo o mesmo
para cada uma das N − 1 divisões.
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2.2 Operadores densidade

Em várias situações reais existe uma incerteza clássica em relação a qual é o estado
do sistema. Por exemplo, quando a preparação de um ensemble não é perfeita e hora
um estado é preparado, hora outro, o ensemble será composto por diversos estados com
certas proporções para cada estado. Se queremos prever as probabilidades de diferentes
medidas em um sistema com esse tipo de incerteza, precisamos incluí-la na descrição. A
superposição de dois vetores formando um novo estado |ψ⟩ = 1√

2(|ψ1⟩+ |ψ2⟩) não recupera
esse tipo de probabilidade porque os estados |ψ1⟩ e |ψ2⟩ podem interferir entre si e alterar
probabilidades de obter certos valores que seriam possíveis medindo apenas |ψ1⟩ ou |ψ2⟩.

Para verificar esse fato, supomos |ψ1⟩ = α1 |0⟩ +β1 |1⟩ e |ψ2⟩ = α2 |0⟩ +β2 |1⟩ onde
as amplitudes de probabilidade αi e βi definem |ψ⟩ normalizado. A probabilidade de medir
o sistema no estado |0⟩ é |α1|2 se ele for representado por |ψ1⟩, e |α2|2 se for representado
por |ψ2⟩. Em um sistema com uma incerteza clássica associada aos estados |ψ1⟩ e |ψ2⟩ e
igual probabilidade de ser descrito por cada um deles, a probabilidade de ser medido em
|0⟩ é dada por 1

2(|α1|2 + |α2|2). Já para uma superposição quântica entre os estados |ψ1⟩ e
|ψ2⟩, que é o caso do vetor |ψ⟩ definido anteriormente, essa mesma probabilidade torna-se

1
2
(
|α1|2 + |α2|2 + 2|α1||α2| cos(ϕ1 − ϕ2)

)
(2.16)

onde ϕ1 e ϕ2 são as fases de α1 = |α1|eiϕ1 e α2 = |α2|eiϕ2 respectivamente. Para diferentes
valores dessas fases, a probabilidade total de medir |0⟩ na superposição pode aumentar ou
diminuir em relação ao cenário de incerteza clássica. No caso limite, se |α1| = |α2|, as fases
relativas podem anular essa probabilidade. Um caso simples é dado pela superposição de
|ψ1⟩ = 1√

2(|0⟩ + |1⟩) e |ψ2⟩ = eiϕ 1√
2(|0⟩ − |1⟩) onde ϕ = 0 implica em |ψ⟩ = |0⟩ e

ϕ = 2π implica em |ψ⟩ = |1⟩. Esse tipo de interferência não deve aparecer quando temos
apenas uma incerteza clássica associada ao estado do sistema. Um estado como |ψ⟩ é bem
definido, a incerteza associada à medida de observáveis é uma característica fundamental
de sistemas quânticos e é diferente da incerteza clássica que estamos procurando descrever.

Com o objetivo de prever resultados para sistemas com incerteza clássica, intro-
duzimos os operadores densidade:

ρ =
∑

k

pk |ψk⟩ ⟨ψk| , (2.17)

onde os pk representam a probabilidade do sistema ser encontrado em cada estado nor-
malizado |ψk⟩. Portanto, pk ≥ 0, ∀k e ∑k pk = 1. Nessa construção não exigimos que os
vetores |ψk⟩ sejam ortogonais e, portanto, o somatório não tem uma quantidade limitada
de termos.

Além disso, para um operador densidade específico, a decomposição em estados
puros não é única. Basta pensar em um operador densidade de um sistema de dois níveis
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que é uma mistura de estados puros ortogonais ρ = 3
4 |0⟩ ⟨0| + 1

4 |1⟩ ⟨1| = 1
4I + 1

2 |0⟩ ⟨0|.
Para qualquer base que usamos para escrever a identidade, esse operador é a mistura
dos estados puros correspondentes aos vetores da base e 1

2 |0⟩ ⟨0|. Então existem infinitas
decomposições possíveis desse operador em estados puros. Mas a decomposição em estados
puros ortogonais é única e corresponde àquela que diagonaliza o operador.

É fácil notar que Tr{ρ} = ∑
k pk = 1. Como os pesos pk são positivos, também é di-

reto verificar que ρ(t) é hermitiano. Além disso, ⟨ϕ| ρ |ϕ⟩ = ∑
k pk| ⟨ϕ| |ψk⟩ |2 ≥ 0, ∀ |ϕ⟩ ∈ H

implica que operadores densidade são operadores positivos semidefinidos. Tomando uma
base ortonormal |i⟩ e escrevendo cada vetor |ψk⟩ nessa base, encontra-se os coeficientes
cij da representação matricial de ρ(t) = ∑

ij cij |i⟩ ⟨j|. Como ρ é positivo, é possível dia-
gonalizar a matriz dos coeficientes e encontrar uma base {|i′⟩} de autovetores ortogonais
de ρ onde sua representação é diagonal, todos os pesos são positivos e somam 1 pela
preservação do traço:

ρ(t) =
∑
i′
λi′ |i′⟩ ⟨i′| . (2.18)

Nessa base espectral, os pesos λi′ também podem ser interpretados como probabilidades
do sistema físico estar em cada um dos estados |i′⟩ ao se fazer a estatística de ensemble
do experimento. Mostrando assim que, apesar da decomposição de um estado misto ρ em
diferentes estados puros como em (2.17) poder ter infinitos termos, sempre existe uma
maneira bem definida de decompor um operador densidade em estados puros ortogonais
quando o espectro não é degenerado. Como todo operador positivo de traço finito no
espaço de Hilbert do sistema possui uma decomposição espectral e pode ser normalizado,
podemos associar a cada operador desse tipo uma distribuição de probabilidades para os
estados de um sistema físico. Por isso, conjunto dos operadores densidade D(H) é formado
por todos os elementos de L(H) positivos semidefinidos e de traço 1. Além disso, a soma
de dois operadores densidade ρ = a1ρ1 + a2ρ2 para a1, a2 ≥ 0 e a1 + a2 = 1 é um novo
operador densidade: é hermitiano, positivo semidefinido e tem traço igual a 1. Isso revela
que operadores densidade formam um conjunto convexo, que é definido da seguinte forma:
se S é um conjunto convexo e ρ1, ρ2 ∈ S, então pρ1 + (1 − p)ρ2 ∈ S, onde 0 ≤ p ≤ 1.

Os elementos da diagonal da representação matricial de ρ(t) são chamados popu-
lações do estado e os de fora da diagonal principal são as coerências. Ambos os valores são
dependentes da base escolhida para a representação matricial. A população ρnn = ⟨n| ρ |n⟩
representa a probabilidade do sistema ser medido no estado |n⟩. E as coerências represen-
tam quanto o sistema pode sofrer interferência.

Quando o mesmo estado |ψ⟩ pode ser associado a todos os componentes do en-
semble representado por ρ, dizemos que ρ = |ψ⟩ ⟨ψ| é um estado puro. Para um estado
puro, vale ρ2 = ρ e Tr{ρ2} = Tr{ρ} = 1. Tomando a base espectral de um operador
densidade, vemos que Tr{ρ2} = ∑

i λ
2
i onde λi são os autovalores do operador. Em vista

disso, o maior valor desse traço será 1, quando o ensemble for puro, e o menor valor será
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1/dimH quando o sistema físico tiver igual probabilidade de estar em qualquer um dos
estados possíveis.

Veremos a seguir que todas as previsões feitas com vetores de estado podem ser
feitas com operadores densidade. Para uma dinâmica unitária, a descrição com um vetor
|ψ⟩, ou o operador densidade ρ(t) = |ψ⟩ ⟨ψ| que associa o mesmo vetor de estado a todos
os entes do ensemble é completamente equivalente. Mas para sistemas abertos, o uso de
operadores densidade torna-se indispensável devido às novas características que emergem
como consequência de termos acesso apenas a parte da informação do sistema total.

2.2.1 Generalização de evoluções unitárias para operadores densidade e estados mistos

Quando a evolução é unitária e o operador densidade representa um ensemble puro
ρ(t) = |ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)|, é simples verificar que a equação

d

dt
ρ(t) = 1

iℏ
[H(t), ρ(t)] (2.19)

é a generalização direta da equação de Schrödinger (2.8) para um vetor. Essa equação é
chamada equação de Lioville-von Neumann. Ela corresponde exatamente à derivada de
ρ(t) = U(t, t0) |ψ(t0)⟩ ⟨ψ(t0)|U †(t, t0), onde U(t, t0) é a solução de (2.8). Como consequên-
cia, a evolução unitária de um estado misto será

d

dt
ρ(t) =

∑
k

pk
d

dt
ρk(t) = 1

iℏ
∑

k

pk[H(t), ρk(t)]. (2.20)

onde usamos que os pesos pk são constantes quando a evolução é unitária. O resultado
dessa equação é um estado em t que é exatamente a mistura estatística da evolução de
cada um dos estados ρk(t0) com os pesos iniciais: ρ(t) = ∑

k pkρk(t), como esperado se
temos uma incerteza clássica associada ao estado inicial. Podemos escrever a solução dessa
equação para um operador densidade qualquer como

ρ(t) = U(t, t0)ρ(t0)U †(t, t0) = U(t, t0)ρ(t0), (2.21)

sendo U(t, t0)( · ) ≡ U(t, t0)( · )U †(t, t0).

O valor médio de um observável, dado por ⟨A⟩(t) = ⟨ψ(t)|A |ψ(t)⟩, é extamente
igual a

⟨A⟩(t) = Tr{ρ(t)A} = Tr{|ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)|A} (2.22)

quando ρ(t) = |ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)|, o que é facilmente verificado escolhendo uma base ortogonal
em que um dos vetores seja |ψ(t)⟩. Considerando uma mistura estatística, esse valor deve
ser uma média dos valores obtidos para cada ρk(t) com pesos correspondentes a pk (parcela
de todos os estados do ensemble que contribuem com esse valor para a média final). É
exatamente o que obtemos da equação acima para ρ(t) = ∑

k pkρk(t):

⟨A⟩(t) = Tr{ρ(t)A} =
∑

k

pkTr{ρk(t)A} (2.23)
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Pensando na probabilidade P(an) associada a uma medida projetiva:

P(an) = ⟨ψ(t)|Pn |ψ(t)⟩ , (2.24)

teremos
P(an) = Tr{ρ(t)Pn} (2.25)

para ensembles. Analogamente ao raciocínio utilizado em (2.23) para a média de um
operador.

2.3 Operador densidade reduzido

Se olhamos para sistemas abertos como parte de um sistema total unitário, preci-
samos entender como obter as previsões matemáticas das medidas feitas nesse subsistema
acessível. Retomando as discussões sobre estados de sistemas compostos, vamos pensar em
como calcular probabilidades associadas a operadores que atuam em apenas um subespaço
de sistemas desse tipo.

A média de um operador Ã(1) = A(1) ⊗ I(2) que atua apenas no subespaço H1 é
dada por

⟨Ã(1)⟩ = Tr{ρ(t)Ã(1)} (2.26)

Realizando o traço através de uma base de H que é dada por |i(1)⟩ |j(2)⟩ onde {|i(1)⟩} e
{|j(2)⟩} são bases de H1 e H2, respectivamente, encontramos:

⟨Ã(1)⟩ = Tr{ρ(t)Ã(1)} =
∑
ij

⟨i(1)| ⟨j(2)| ρ(t)A(1) ⊗ I(2) |i(1)⟩ |j(2)⟩ =

∑
ij

∑
kl

⟨i(1)| ⟨j(2)| ρ(t) |k(1)⟩ |l(2)⟩ ⟨k(1)| ⟨l(2)|A(1) ⊗ I(2) |i(1)⟩ |j(2)⟩ =

∑
ij

∑
kl

⟨i(1)| ⟨j(2)| ρ(t) |k(1)⟩ |l(2)⟩ ⟨k(1)|A(1) |i(1)⟩ δjl =

∑
ijk

⟨i(1)| (⟨j(2)| ρ(t) |j(2)⟩) |k(1)⟩ ⟨k(1)|A(1) |i(1)⟩ (2.27)

A operação Tr2{ρ(t)} = ∑
j ⟨j(2)| ρ(t) |j(2)⟩ é um traço parcial de ρ(t) apenas no espaço

H2, resultando em um operador Tr2{ρ(t)} = ρ1(t) ∈ L(H1) pertencente ao apenas ao
outro subespaço. Substituindo ∑k |k(1)⟩ ⟨k(1)| = I(1) na última equação ficamos com

⟨Ã(1)⟩ =
∑

i

⟨i(1)| ρ1(t)A(1) |i(1)⟩ = Tr1{ρ1(t)A(1)} (2.28)

o mesmo procedimento pode ser tomado por uma medida como (2.25), já que a equação
para a probabilidade dessa medida é uma média do projetor Pn. Então o operador ρ1(t)
obtido através do traço parcial é exatamente o operador que faz o papel do operador den-
sidade ρ(t) para o sistema reduzido 1. Esse operador recupera precisamente os valores de
todas as medidas que podem ser feitas nesse subsistema e tem características de operador
densidade do espaço H1: é possível mostrar que é positivo semidefinido e de traço 1.
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Por isso, para cada subsistema de um sistema composto, associamos o operador
densidade resultante do traço em todos os graus de liberdade que não são desse subsistema
de interesse. De forma semelhante, poderíamos ter encontrado o operador ρ2(t) que dá to-
das as probabilidades associadas ao espaço H2 pelo traço no espaço H1: ρ2(t) = Tr1{ρ(t)}.

Quando o sistema total é dado por

ρ(t) = ρ1(t) ⊗ ρ2(t) (2.29)

dizemos que o estado é um estado produto. É importante notar que, na minoria dos
casos, isso não será satisfeito. Se um estado é produto, cada um dos operadores densidade
em (2.29) associado a um subespaço é justamente o obtido pelo traço parcial ρ1(t) =
Tr2{ρ(t)} = ρ1(t)Tr2{ρ2(t)}. Mas a recuperação das medidas em um único subsistema
através do traço parcial é válida mesmo para estados mais gerais, pois não supomos essa
característica para encontrar (2.28).

Um operador densidade genérico de um sistema composto pode ser escrito como

ρ(t) = ρS(t) ⊗ ρB(t) + χ(t) (2.30)

onde χ(t) é o operador de correlação e é dado por ρ(t) − TrB{ρ(t)} ⊗ TrS{ρ(t)}. Pela
definição, verificamos que χ(t) é sempre um operador hermitiano e de traços total e
parciais nulos Tr{χ(t)} = TrB{χ(t)} = TrS{χ(t)} = 0.

2.3.1 Efeitos em estados reduzidos

Constatamos que é possível associar um operador densidade a uma parte de um
sistema total fechado através do traço parcial. Agora, confirmaremos que o formalismo
de operadores densidade para subsistemas não é apenas possível, mas também necessário.
Para revelar esse fato, tomamos um estado puro para o sistema total

|ψ⟩ =
∑

i

ci |a(1)
i b

(2)
i ⟩ (2.31)

onde {|a(1)
i ⟩} e {|b(2)

i ⟩} são bases de H1 e H2. Essa decomposição é sempre possível para um
estado puro bipartido e corresponde à decomposição de Schmidt. Nessas mesmas bases,
os operadores densidade reduzidos serão diagonais e representam estados mistos sempre
que o vetor global for um estado emaranhado (sempre que o somatório for não trivial).
Por exemplo, para o sistema 1:

ρ1 =
∑

i

|ci|2 |a(1)
i ⟩ ⟨a(1)

i | . (2.32)

Essa igualdade atesta que as probabilidades associadas a medidas nos subsistemas terão
características de estados mistos que, como já discutimos anteriormente, não podem ser
recuperadas por vetores de estado. Ainda que tenhamos um estado inicial puro e não
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emaranhado para o universo, a dinâmica unitária poderá criar emaranhamento entre
os subsistemas se estes interagirem entre si, impedindo que as evoluções dos sistemas
reduzidos sejam representadas por vetores.

Pensando sempre em um sistema aberto como parte de um universo fechado, somos
capazes de estudar quais novas características esses sistemas adquirem em decorrência das
propriedades do universo. Veremos mais para frente, que esses sistemas não precisam ter
uma evolução unitária. Isso já é evidente aqui, devido ao fato de termos possibilidade de
sair de um estado puro e chegar a um estado com características de mistura estatística - o
que não é possível com transformações unitárias. Neste trabalho, estudamos as equações
que tomam o lugar da equação de Lioville (2.19) quando a evolução do sistema não precisa
ser mais unitária. Veremos que aparece a chamada não-linearidade da dinâmica. Discutire-
mos a origem e as implicações dessa não-linearidade e proporemos uma maneira específica
de estudá-la e chegar a equações não-lineares que podem ser diretamente relacionadas ou
comparadas às lineares exatas e bem conhecidas.
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3 SUPEROPERADORES

Já verificamos por (2.21) que operadores densidade são evoluídos por U(t, t0), um
novo objeto matemático que é definido a partir da ação dos operadores U(t, t0) e U †(t, t0).
Operadores lineares que levam operadores a operadores são chamados superoperadores;
como U(t, t0), que leva ρ(t0) em ρ(t). Em sistemas abertos, todas as evoluções serão dadas
por superoperadores porque são eles que atuam em operadores densidade. E, como vimos,
o formalismo de operadores densidade torna-se necessário nesse contexto.

Uma evolução dada pelo superoperador definido em (2.21) é uma evolução unitá-
ria. Para compreender as características de superoperadores que evoluem sistemas abertos,
precisamos primeiro saber identificá-las. Neste capítulo, apresentaremos as propriedades
de superoperadores que aparecem com mais frequência nas evoluções de operadores den-
sidade e suas derivadas.

3.1 Propriedades básicas

Tomemos uma base {Fj, j = 1, ..., N2} no espaço de operadores lineares L(H),
dimH = N . Escolhemos essa base de tal forma que seus elementos são ortonormais de
acordo com o produto de Hilbert-Schmidt TrS{F †i Fj} = δij. Um superoperador linear V
qualquer pode ser escrito em função dessa base como

V [ · ] =
N2∑

j,k=1
cj,kFj[ · ]F †k . (3.1)

Os coeficientes cj,k de um superoperador V linear em cada base ortonormal {Fj, j =
1, ..., N2} são únicos. Essa propriedade pode ser demonstrada a partir do produto interno
de superoperadores dado por ⟨V1, V2⟩ = ∑N2

i Tr{(V1Gi)†(V2Gi)} onde {Gj, j = 1, ..., N2}
é uma base ortonormal qualquer em L(H) (10). Usaremos a notação V ρ para representar
a ação de V [ · ] em ρ. O traço desse superoperador, quando aplicado a um operador linear
ρ qualquer é dado por

Tr{V ρ} = Tr{
N2∑

j,k=1
cj,kF

†
kFjρ}. (3.2)

Para que V preserve o traço de todo operador linear ρ - propriedade que chamaremos por
TP (trace-preserving)-, precisamos que Tr{V ρ} = Tr{ρ}. Pela relação (3.2), isso implica
que

N2∑
j,k=1

cj,kF
†
kFj = I (3.3)
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Enquanto um V que aniquila traço , que chamaremos por operador TA (trace-annihilating),
deve obedecer

N2∑
j,k=1

cj,kF
†
kFj = 0 (3.4)

Para um superoperador linear V que preserva hermiticidade, (V ρ)† = V (ρ) pre-
cisa ser verdade sempre que ρ = ρ†. Denotaremos por HP (ou hermitian-preserving) os
operadores que preservam hermiticidade. Sabemos que qualquer operador ρ (hermitiano
ou não) pode ser escrito como

ρ = 1
2(ρ+ ρ†) + i

2(−iρ+ iρ†) ≡ 1
2ρ1 + i

2ρ2 (3.5)

onde ρ1 = (ρ+ρ†) e ρ2 = (−iρ+ iρ†) são hermitianos. Se aplicamos a ρ um superoperador
V linear e que preserva hermiticidade, devemos encontrar

(V ρ)† =
(1

2V ρ1 + i

2V ρ2

)†
= 1

2(V ρ1)† − i

2(V ρ2)† = 1
2V ρ1 − i

2V ρ2 = V (ρ†) (3.6)

onde usamos que (V ρ′)† = V (ρ′) quando ρ′ é hermitiano na penúltima passagem. Então,
para todo V linear e HP, deve valer (V ρ)† = V (ρ†). Expandindo V em uma base {Fi} e
usando que os coeficientes cj,k são únicos, essa igualdade leva a

cj,k = (ck,j)∗ (3.7)

3.1.1 Forma diagonal e forma pseudo-Kraus

Sabemos que o operador (3.1) pode ser escrito em diferentes bases. Para transicio-
nar da base antiga {Fi} para uma nova base ortonormal {Gi}, devemos mudar também os
coeficientes. Tomemos a matriz C de entradas (C)j,k = cj,k, uma transformação unitária
U em C leva aos novos coeficientes (UCU †)j,k = ∑

i,l uj,ici,lu
∗
k,l. A transformação corres-

pondente nos operadores é dada por Gi = ∑
j Fju

∗
i,j e G†i = ∑

j ui,jF
†
j , que corresponde

a uma multiplicação do tipo Gi = (FU †)i de uma matriz linha F de entradas Fi pela
inversa da matriz da transformação U e, semelhantemente, G†i = (UF †)i.

Pela igualdade (3.7), sabemos que a matriz C de entradas (C)j,k = cj,k é uma
matriz hermitiana sempre que V for um mapa que preserva hermiticidade (HP). Logo,
para todo mapa HP, existe uma base que diagonaliza C, na qual o mapa é dado por

V [ · ] =
N2∑
i=1

αiEi[ · ]E†i , (3.8)

onde αi são coeficientes reais. Os operadores Ei são os operadores da base que diagonaliza
C.

Qualquer mapa com a forma

V [ · ] =
∑

i

βiKi[ · ]K†i , (3.9)
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onde os operadores Ki são quaisquer e os coeficientes βi são reais, é chamado mapa pseudo-
Kraus e é um mapa que preserva hermiticidade (HP). Um mapa como (3.9) não possui
uma quantidade máxima de operadores de Kraus Ki, mas a equação (3.8) mostra que
N2 operadores são suficientes para escrever qualquer mapa que preserva hermiticidade na
forma de pseudo-Kraus.

Quando aplicado a um operador linear ρ qualquer, temos

(V ρ)† =
∑

i

β∗i Kiρ
†K†i =

∑
i

βiKiρ
†K†i = V ρ†. (3.10)

Essa igualdade implica que o resultado da atuação do mapa V em um operador ρ é
hermitiano sempre que ρ for hermitiano.

Qualquer mapa pseudo-Kraus, quando escrito em uma base {Fj} ortonormal, como
(3.1), obedecerá a propriedade (3.7), que garante a preservação da hermiticidade. Usando
a ortogonalidade dos elementos da base e exapandindo cada Ki = ∑

j kj,iFj, notamos que
kj,i = Tr{F †j Ki}. Na base {Fj} os coeficientes serão dados por

ci,j =
∑

n

βnTr{F †i Kn}Tr{FjK
†
n} (3.11)

que obedece ci,j = c∗j,i. Em resumo, todo mapa pseudo-Kraus é HP e todo mapa HP pode
ser escrito como um mapa pseudo-Kraus através da diagonalização da matriz dos seus
coeficientes. Quando βn ≥ 0, ∀n, podemos definir uma nova matriz (B)in = kin

√
βn, e

ci,j será dado por cij = (BB†)ij, o que implicará que a matriz dos coeficientes é positiva
semidefinida.

3.1.2 Forma de Kraus - mapas CP

Um mapa linear V é dito positivo se preserva positividade. Isto é, se e somente se
V ρ é positivo para todo ρ ∈ L(H) positivo. Definimos um novo mapa linear V ⊗Ip : L(H)⊗
L(Hp) → L(H) ⊗ L(Hp) onde Ip é identidade no espaço dos superoperadores que atuam
em L(Hp) e Hp é um espaço de Hilbert de dimensão p. O mapa linear V : L(H) → L(H)
é completamente positivo se e somente se V ⊗ Ip é positivo para todo p inteiro positivo.
Chamaremos mapas completamente positivos por CP.

Pela definição (2.7) de operadores positivos, não é difícil verificar que mapas como

V [ · ] =
∑

i

γiKi[ · ]K†i , (3.12)

onde γi ≥ 0, ∀i, preservam positividade. Para cada i no somatório, e um vetor qualquer
|ψ⟩, podemos definir |ψi⟩ ≡ K†i |ψ⟩. Como os γi são positivos, ⟨ψi| ρ |ψi⟩ ≥ 0, ∀ |ψi⟩
implica em ⟨ψ|V (ρ) |ψ⟩ ≥ 0 ∀ |ψ⟩. Em particular, como γi ≥ 0, ∀i, podemos definir
novos operadores Wi = √

γiKi e reescrever V como:

V [ · ] =
∑

i

Wi[ · ]W †
i . (3.13)
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Disso, vemos que (3.12) não é simplesmente um mapa positivo, mas completamente
positivo. A composição de V com a identidade de um espaço L(Hp) pode novamente ser
escrita como (3.13):

V ⊗ Ip[ · ] =
∑

i

(Wi ⊗ Ip)[ · ](W †
i ⊗ Ip) (3.14)

que garante a positividade de V ⊗ Ip.

Chamamos a decomposição (3.13) por decomposição de Kraus. Observe que os
operadores Wi não precisam ser ortogonais entre si para que V seja um mapa CP (com-
pletamente positivo), mas sempre é possível reescrever cada operador Ki de um mapa
CP em uma base ortonormal {Fi} e diagonalizar a matriz dos coeficientes para encontrar
uma decomposição de Kraus com operadores ortogonais.

V [ · ] =
∑

i

βiGi[ · ]G†i . (3.15)

Gi é a base que diagonaliza V e βi são os autovalores da matriz dos coeficientes. Calculando
os elementos da diagonal da matriz dos coeficientes na base {Gi} com a equação (3.11), é
direto verificar que βi ≥ 0, ∀i. Como era esperado pelo que verificamos no final da seção
anterior.

3.2 De um mapa HPTP a um mapa HPTA

Tomamos uma base de operadores ortonormais {Fj, j = 1, ..., N2} com FN2 =
I/

√
N . Para que a base seja ortonormal, a escolha de um operador proporcional à iden-

tidade implica que todos os demais Fj terão traço nulo. Chamaremos por HPTP um
superoperador que preserva hermiticidade e traço e por HPTA um superoperador que
preserva hermiticidade e aniquila traço. Agora, escrevemos nessa base um mapa HPTP
que varia temporalmente:

V (t, t0)[ · ] =
N2∑

j,k=1
cj,k(t, t0)Fj[ · ]F †k (3.16)

Supondo que V (t, t0) está bem definido para quaisquer dois instantes t e t0 e que a sua
dependência no tempo é tal que o seguinte limite existe, definimos o superoperador

L(t) ≡ lim
ϵ→0

V (t+ ϵ, t) − I

ϵ
(3.17)

Como V e I são operadores que preservam traço, o novo operador L(t) definido acima é
um operador que aniquila traço:

Tr{L(t)ρ} = lim
ϵ→0

Tr{V (t+ ϵ, t)ρ− Iρ}
ϵ

= lim
ϵ→0

Tr{V (t+ ϵ, t)ρ} − Tr{ρ}
ϵ

= lim
ϵ→0

Tr{ρ} − Tr{ρ}
ϵ

= 0. (3.18)
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Além disso, como V (t, t0) e I são operadores HP, o novo operador definido por
(3.17) também preservará hermiticidade :

(L(t)ρ)† = lim
ϵ→0

(V (t+ ϵ, t)ρ)† − ρ†

ϵ
= lim

ϵ→0

V (t+ ϵ, t)ρ† − ρ†

ϵ
= L(t)ρ†. (3.19)

Sendo assim, o limite (3.17) define um mapa HPTA a partir de um mapa HPTP V (t, t0).

3.2.1 Propriedades L(t) a partir dos coeficientes

Substituindo (3.16) em (3.17):

L(t)[ · ] =
N2∑

j,k=1
lim
ϵ→0

cj,k(t+ ϵ, t)Fj[ · ]F †k − I[ · ]
ϵ

(3.20)

Lembrando que FN2 = I/
√
N e considerando que a base de operadores independente do

tempo, definimos novos coeficientes

aN2,N2(t) = lim
ϵ→0

cN2,N2(t+ ϵ, t) −N

ϵ
(3.21)

aj,N2(t) = lim
ϵ→0

cj,N2(t+ ϵ, t)
ϵ

, j = 1, ..., N2 − 1 (3.22)

aj,k(t) = lim
ϵ→0

cj,k(t+ ϵ, t)
ϵ

, j, k = 1, ..., N2 − 1 (3.23)

Como V (t, t0) é HP, seus coeficientes obedecem cj,k(t, t0) = c∗k,j(t, t0). Com isso, temos

a∗j,k(t) = ak,j(t), j, k = 1, ..., N2 (3.24)

A partir dos novos coeficientes definidos e da relação acima, escrevemos

L(t)[ · ] =
N2∑

j,k=1
aj,k(t)Fj[ · ]F †k (3.25)

onde a relação (3.24) implica que L(t) é HP.

Agora, analisamos como L atua no traço de um operador. Usaremos a notação de
derivação ċj,k(t, t) para indicar uma derivação em relação à primeira entrada da função
ċj,k(t, t) = d

dt′ (cj,k(t′, t))
∣∣∣∣
t′=t

. Os coeficientes do mapa como funções do tempo podem ser
aproximados por

cj,k(t+ ϵ, t) = cj,k(t, t) + ϵ ċj,k(t, t) + O(ϵ2). (3.26)

Quando o limite (3.17) existe, V (t, t) = I. Isso significa que o mapa (3.16) toma a
forma

V (t, t)[ · ] = I[ · ]I = N FN2 [ · ]F †N2 (3.27)

sabendo que os coeficientes na base {Fi} são únicos, isso implica que cN2,N2(t, t) = N e
cj,k(t, t) = 0 para qualquer outro par (j, k). A partir dessas informações, percebemos que
cada aj,k(t) definido anteriormente resulta em

aj,k(t) = ċj,k(t, t), j, k = 1, ..., N2. (3.28)



36

Ou, colocado de outra forma, o limite (3.17) resultará em

L[ · ] =
N2∑

j,k=1
ċj,k(t, t)Fj[ · ]F †k (3.29)

que é, na realidade, a derivada (em relação à primeira entrada) do mapa V (t, t) definido
em (3.16).

A propriedade TP de V exige que

N2∑
j,k=1

cj,k(t, t0)F †kFj = I. (3.30)

Consequentemente,
N2∑

j,k=1
ċj,k(t, t0)F †kFj = 0. (3.31)

Dessa maneira, vemos que L dado por (3.29) aniquila o traço de todos os operadores
lineares em que atua.

3.3 Mapa HPTA na forma de Lindblad

Escolhemos novamente uma base de operadores ortonormais {Fj, j = 1, ..., N2}
com FN2 = I/

√
N . Agora, escrevemos um mapa HPTA genérico nessa base:

L(t)[ · ] =
N2∑

j,k=1
aj,k(t)Fj[ · ]F †k . (3.32)

Esse L pode ser, por exemplo, um operador construído a partir do limite de um operador
HPTP como em (3.17), mas isso não é necessário. As únicas exigências são que satisfaça
(3.4) para aniquilar traço e (3.7) para preservar hermiticidade. Todos os passos que serão
feitos para chegar à equação na forma de Lindblad são válidos, inclusive, para uma base
de operadores ortogonais dependentes do tempo, desde que mantenha o elemento FN2 =
I/

√
N constante.

Para seguir, abrimos o somatório de L(t) em diferentes termos

L(t)[ · ] = aN2,N2(t)
N

I[ · ]I + I[ · ]
N2−1∑
j=1

a∗j,N2(t)
√
N

F †j +

N2−1∑
j=1

aN2,j(t)√
N

Fj[ · ]I +
N2−1∑
j,k=1

aj,k(t)Fj[ · ]F †k . (3.33)

Definindo os novos operadores

F (t) =
N2−1∑
j=1

aj,N2(t)√
N

Fj (3.34)
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G(t) = aN2,N2(t)
2N I + 1

2
(
F †(t) + F (t)

)
(3.35)

H(t) = 1
2i
(
F †(t) − F (t)

)
(3.36)

chegamos a uma equação com a forma

L(t)[ · ] = −i [H(t), · ] + {G(t), · } +
N2−1∑
j,k=1

aj,k(t)Fj[ · ]F †k , (3.37)

na qual {A,B} = AB + BA é o anticomutador de A e B. Note que, para escrever a
igualdade acima, usamos que aj,k = a∗k,j, já que L é HP (preserva hermiticidade). Como
L(t) é um mapa que aniquila traço, teremos a seguinte igualdade para qualquer operador
densidade ρ no qual atuar

Tr{L(t)ρ} = 0. (3.38)

Pela propriedade cíclica do traço, sabemos que o traço do comutador em (3.41) aplicado
a qualquer operador linear zera. Portanto, temos

Tr

2G(t) +
N2−1∑
j,k=1

aj,k(t)F †kFj

 ρ
 = 0 (3.39)

para todo ρ, o que implica em

G(t) = −1
2

N2−1∑
j,k=1

aj,k(t)F †kFj (3.40)

e, por fim,

L(t)[ · ] = −i [H(t), · ] +
N2−1∑
j,k=1

aj,k(t)
(
Fj[ · ]F †k − 1

2{F †kFj, [ · ]}
)

(3.41)

que é um superoperador na forma de Lindblad. Assim, mostramos que qualquer operador
HPTA (preserva hermiticidade e aniquila traço) pode ser escrito na forma acima. Adicio-
nalmente, qualquer operador na forma (3.41) é HPTA desde que aj,k = a∗k,j para cada par
(j, k) e H(t) seja hermitiano. Chamamos o comutador de termo unitário por possuir uma
forma análoga a um superoperador de Lioville (2.19) que corresponde a uma evolução
unitária. O termo adicional, chamamos por dissipador ou termo dissipativo.

3.3.1 Diagonalização do termo dissipativo

Ao definirmos L em (3.32), assumimos mapa HP, o que significa que os coeficientes
precisam obedecer aj,k = a∗k,j como em (3.7). Como já discutimos na seção 3.1.1, essa
característica permite reescrever o somatório de (3.41) em uma base diagonal {Gj}. Nessa
nova base, o somatório fica

D[ · ] =
N2−1∑
j=1

βj(t)
(
Gj[ · ]G†j − 1

2{G†jGj, [ · ]}
)

(3.42)
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onde βi são os autovalores da matriz A de entradas (A)j,k = aj,k e dimensão (N2 − 1).
Perceba que os elementos {Gj} da nova base que aparecem em (3.42) são combinações
lineares apenas dos elementos de {Fj} que possuem traço nulo. Então D continua sendo
dado apenas por operadores de traço nulo mesmo após a diagonalização. O hamiltoniano
da equação (3.36) em conjunto termo dissipativo diagonalizado definem a representação
canônica das equações na forma de Lindblad.

Quando L é a derivada definida em (3.17) de um mapa V (t, t0) completamente
positivo (CP) para todo t e t0, os coeficientes de L, aj,k(t), j, k = 1, ..., N2 − 1, defini-
dos pelo limite (3.23) formarão uma matriz positiva semidefinida como consequência da
positividade da matriz C de entradas cj,k(t, t0). Apesar de cj,k(t, t0), j, k = 1, ..., N2 − 1
equivaler apenas à projeção de C em um subespaço, é possível usar a definição (2.7) para
provar que a projeção de C em qualquer subespaço também é positiva semidefinida. Por
isso, uma diagonalização do termo dissipativo deve resultar em βj(t) positivos para todo t
quando L é derivado a partir de um superoperador V (t, t0) completamente positivo para
todo par de instantes. (19,20)

3.3.2 Arbitrariedade na separação

É importante notar que a separação empregada na seção anterior para o termo
unitário e dissipativo de L(t) será inalterada para um mesmo superoperador, ainda que
a base usada para a derivação seja diferente. Pelo produto interno de superoperadores, é
possível mostrar que dois superoperadores na base {Fi} adotada anteriormente Γij[ · ] =
Fi[ · ]F ∗j e Γkl[ · ] = Fk[ · ]F ∗l são linearmente independentes e ortogonais. O operador F (t)
definido em (3.34) é obtido através da projeção de L(t) no subespaço formado por todos
os superoperadores ΓiN2 [ · ] = Fi[ · ]F ∗N2 onde i = 1, 2, ..., N2 − 1. E o termo dissipativo
é definido pela projeção de L(t) no subespaço formado por todos os superoperadores
Γij[ · ] = Fi[ · ]F ∗j onde i, j = 1, 2, ..., N2 − 1. O restante segue das propriedades HPTA
de L(t). Como essas projeções independem de base, o desmembramento que resulta em
(3.41) também independe quando for obtido por essa mesma receita.

Porém, o superoperador L(t) não precisa ser alcançado sempre dessa maneira e a
separação entre as contribuições que vão para o comutador e as que vão para o somatório
não é única. Por exemplo, uma opção indicada em (21) é a troca na forma diagonal de
Gj(t) por Gj(t)−αj(t)I e H(t) por H(t)+∑j

βj(t)
2i

(αj(t)Gi(t)†−α∗j (t)Gj(t)). Que mantém
a forma de Lindblad, mas muda cada um dos termos. Outra opção é usar a forma diagonal
L(t)[ · ] = ∑

j γjEj[ · ]E†j e, sabendo que ∑j γjE
†
jEj = 0 é satisfeito pelo mapa aniquilar

traço, escrever
L(t)[ · ] =

∑
j

γj

(
Ej[ · ]E†j − 1

2{E†jEj, [ · ]}
)
. (3.43)

Que é uma separação que toma o hamiltoniano como nulo. Isso mostra que é possível
escolher qualquer H hermitiano e obter uma equação na forma de Lindblad, porque o
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dissipador definido como D( · ) = i[H, · ] + L( · ) é HPTA sempre que L é HPTA e
H = H†.

3.3.3 Termo unitário como uma projeção

Vamos verificar que obter H(t) de (3.36) é análogo a tomar a projeção de L(t) em
um superoperador do tipo

−i ( H( · )I − I( · )H ) (3.44)

onde H = H†. Ou, equivalentemente, tomar a os termos desse superoperador que podem
ser escritos como

K( · )I − I( · )K (3.45)

onde K = −K† = −iH. Para um superoperador A( · )B†, obtemos a sua projeção em um
subespaço formado por operadores do tipo K( · )I através de

Tr{IB†}A( · )I = Tr{B†}A( · )I (3.46)

para garantir K = −K†, tomamos a parte anti-hermitiana de Tr{B†}A:(
Tr{B†}A− Tr{B}A†

)
/2. (3.47)

Já conseguimos perceber que a contribuição é nula se A e B são ambos hermitianos. Se
supomos A e B componentes de uma base ortogonal de operadores e exigimos que L(t)
preserve hermiticidade, esse superoperador deve ser uma superoposição de aA( · )B† e
a∗B( · )A†. Assim, a contribuição total dessas componentes para o termo unitário é

KAB =
(
aTr{B†}A− a∗Tr{B}A† + a∗Tr{A†}B − aTr{A}B†

)
/2. (3.48)

Dessa igualdade, podemos verificar que a projeção do operador à esquerda (por exemplo
A em A( · )B†) na identidade não contribui superoperador anti-hermitiano encontrado

aTr{B†}Tr{A}I−a∗Tr{B}Tr{A†}I+a∗Tr{A†}Tr{B}I−aTr{A}Tr{B†}I = 0 (3.49)

Por isso, construir H(t) em (3.36) com os termos de L(t) da equação (3.32) que são da
forma Fi( · )I excluindo Fi = I/

√
N é equivalente a tomar toda a projeção de L(t) em um

subespaço de superoperadores do tipo K( · )I e selecionar a parte anti-hermitiana de K.
A existência do termo I( · )K que completa o comutador é consequência de L(t) preservar
hermiticidade. E o restante pode ser seguido exatamente como nas seções anteriores para
construir o termo dissipativo.

Será útil verificar o que podemos inferir sobre H(t) em decorrência da forma dia-
gonal de um operador HP. Sabemos que todo operador HP pode ser escrito em uma forma
de pseudo-Kraus (3.8)

G[ · ] =
∑

i

giGi[ · ]G†i (3.50)
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onde os gi são todos reais. Dessa forma, obtemos o operador anti-hermitiano K que dá a
contribuição unitária como

K =
∑

i

gi

(
Tr{G†i}Gi − Tr{Gi}G†i

)
/2. (3.51)

De onde se conclui que o termo unitário obtido por esse método será nulo se todos os
operadores Gi que dão a forma diagonal do operador HPTA tiverem traço nulo ou forem
hermitianos.

Por exemplo, sabemos que o termo dissipativo (3.42) deve ter projeção nula nesse
termo unitário porque foi alcançado a partir de componentes de L(t) ortogonais aos que
tem projeção não nula no subespaço que forma H · I. Essa expectativa pode ser novamente
confirmada a partir de (3.51). O termo

N2−1∑
j=1

βj(t)
(
Gj[ · ]G†j

)
(3.52)

tem projeção nula porque todos os operadores são ortogonais. E
N2−1∑
j=1

−1
2βj(t)

(
G†jGj[ · ]I + I[ · ]G†jGj

)
(3.53)

tem projeção nula porque −1
2βjG

†
jGj e I são hermitianos.

Por isso, exigir que o termo dissipativo de um operador linear HPTA L(t) será
escrito na forma de Lindblad apenas com operadores de traço nulo implica que a única
arbitrariedade na definição de H(t) será por um termo proporcional à identidade. Esse
termo não altera o resultado da ação de L(t) em nenhum operador quando adicionada
ao comutador, mas também essa arbitrariedade pode ser eliminada exigindo que H(t)
tenha traço nulo. Para qualquer H(t) encontrando, é possível substituí-lo por um novo
operador H ′(t) = H(t) − Tr{H(t)}I/N de traço nulo sem alterar a ação de L(t). Com
isso, entendemos que a representação canônica de um superoperador na forma de Lindblad
definida pelo hamiltoniano da seção 3.3 e a diagonalização do dissipador da seção 3.3.1
corresponde a uma separação entre termo unitário e dissipativo que é garantida se o
dissipador possui apenas operadores de traço nulo ou o hamiltoniano é obtido através da
projeção aqui indicada.

3.3.4 Superoperador HPTA quando o mapa é inversível

Uma condição suficiente para a existência do mapa V (t, t0) para todo instante t e
t0 é que o mapa V (t, t0) exista para todo t e um t0 inicial e seja inversível:

V (t2, t1) = V (t2, t0)V −1(t1, t0) (3.54)

Facilmente verificamos que a inversa de um mapa TP preserva traço: Tr{V −1(V ρ)} =
Tr{ρ} = Tr{V ρ}. E por (3.6) obtemos que a inversa de um mapa HP também preserva
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hermiticidade (V −1(V ρ))† = ρ† = V −1(V ρ†) = V −1(V ρ)†. Por isso, sabemos que o mapa
(3.54) é um mapa HPTP.

Pela definição (3.17) e posteriormente comparando (3.29) e (3.16), notamos que
L(t) é dado pela derivada de V (t, t) em relação à primeira entrada. Definindo L(t) pela
derivada de V (t2, t1) em (3.54) em relação a t2 e tomando t2 = t1 = t, obtemos

L(t)[ · ] = dV (t, t0)
dt

V −1(t, t0)[ · ] (3.55)

que é um operador HPTA sempre que V (t, t0) for HPTP. Porque isso garante (3.54)
também HPTP. A única propriedade de V (t, t0) que comentamos na análise de L(t) e que
não é garantida para a inversa é a positividade completa, que implica na positividade dos
coeficientes do dissipador. É possível mostrar que a inversa de um mapa linear CPTP é
CPTP se e somente se o mapa é unitário (19).

3.4 Mapas HPTP e HPTA a partir de dinâmicas físicas

Até aqui, estudamos as características que os mapas V (t, t0) e os superoperadores
L(t) derivados a partir deles podem adquirir. Agora, desejamos entender como esses mapas
e superoperadores (e suas propriedades) emergem da descrição de sistemas fechados como
possibilidades para representar a evolução de sistemas abertos. Podemos considerar que
qualquer sistema aberto é um subsistema de um sistema total ao qual chamamos de
universo. Se tomarmos esse universo grande o suficiente para que possamos considerá-
lo isolado, sua evolução será unitária. Sabemos também que o estado do subsistema de
interesse ρS pode ser obtido a cada instante ao traçar sobre todos os graus de liberdade
do sistema total ρT que não são de interesse. Tais graus de liberdade são chamados de
ambiente e os referenciamos pela da letra B, ou seja,

ρS(t) = TrB{ρT (t)}. (3.56)

Como consideramos graus de liberdade o suficiente para que a dinâmica do sistema total
seja de um sistema isolado, podemos escrever

ρS(t) = TrB{U(t, t0)ρT (t0)U †(t, t0)} (3.57)

O caminho mais comum a partir daqui é supor um estado inicial produto para o sis-
tema total em t0 ρT (t0) = ρS(t0) ⊗ ρB(t0). Tomando a base espectral de ρB(t0), {|αi(t0)⟩}
(ρB(t0) = ∑

j αj(t0) |αj(t0)⟩ ⟨αj(t0)|) e sendo αi(t0) os autovalores desse operador densi-
dade, é possível escrever

ρS(t) =
∑
i,j

αj(t0) ⟨αi|U(t, t0) |αj⟩ ρS(t0) ⟨αj|U †(t, t0) |αi⟩ (3.58)

onde o traço é realizado através dos vetores de índice i e o operador densidade do ambiente
foi reescrito através dos vetores de índice j. Lembrando que todos os autovalores αj(t0) de
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ρB são positivos, definimos novos operadores Kij(t, t0) =
√
αj(t0) ⟨αi(t0)|U(t, t0) |αj(t0)⟩

e ficamos com
ρS(t) =

∑
i,j

Kij(t, t0)ρS(t0)K†ij(t, t0) (3.59)

Agora, percebemos que para qualquer ρS(t0) ∈ L(HS) que tomarmos no instante inicial
ρT (t0) = ρS(t0) ⊗ ρB(t0), o mapa

V (t, t0)[ · ] ≡
∑
i,j

Kij(t, t0)[ · ]K†ij(t, t0) (3.60)

é o mapa que dá a evolução temporal desse estado. Ou seja, para V (t, t0) construído dessa
forma, V (t, t0)ρS(t0) = ρS(t) ∀ρS(t0) ∈ L(HS). Como todo ρS(t) deve ser um operador
densidade (positivo semidefinido e de traço 1), V (t, t0) deve ser um operador positivo e
TP. Características que são garantidas pelo fato de ser um mapa na forma de Kraus.

Nessa derivação, construímos tantos operadores quanto o tamanho do ambiente.
Para um ambiente com muitos graus de liberdade, diversos operadores de Kraus serão
formados. Mas sabemos que N4 superoperadores formam uma base do espaço de supero-
peradores do sistema reduzido, onde N é a dimensão do espaço de Hilbert desse sistema.
Também vimos em (3.15) que é possível encontrar uma base que diagonaliza um supero-
perador na forma de Kraus, nessa base, apenas N2 superoperadores são suficientes para
escrever a ação do mapa no operador densidade, o que corresponde a N2 operadores
de Kraus. Isso significa que, independentemente do tamanho do ambiente com o qual o
sistema está acoplado, N2 operadores de Kraus são suficientes para evoluir ρS(t0).

Como o sistema de interesse interage com o ambiente, o estado do ambiente in-
fluencia a sua dinâmica e essa contribuição deve estar presente no mapa que evolui o
sistema. Percebemos que essa construção do mapa V (t, t0) evidencia a dependencia da
dinâmica do estado reduzido ρS não só do operador de evolução temporal U(t, t0), mas
também do estado do sistema ρB com o qual ρS interage. Afinal, os operadores Kij(t, t0)
dependem dos autovalores αj. Para um estado inicial ρ′B(t0) diferente, os autovalores α′j
também seriam diferentes e o estado final ρS(t0) = V ′(t, t0)ρS(t0) dado pelo novo mapa
V ′(t, t0) mudaria.

3.4.1 Quando há correlação no estado inicial

Para um estado inicial qualquer, escrevemos ρT (t0) = ρS(t) ⊗ ρB(t0) + χ(t0) onde
χ(t0) é o operador que contém a informação sobre as correlações no instante inicial como
definido em (2.30). No caso mais geral, não só o estado do ambiente, mas também as
correlações influenciam no estado do sistema de interesse em um instante posterior.

Na seção anterior comentamos que o mapa V (t, t0) deve variar de acordo com
o estado ρB do ambiente com o qual o sistema interage. Agora, o fato do estado final
ρS(t) também ser modificado dependendo do operador de correlação no estado inicial
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sinaliza que o mapa V (t, t0) também deve possuir uma dependência nesse operador. Uma
tentativa de encontrar a forma explícita desse mapa seria seguir o caminho análogo ao
feito em (3.4), mas generalizando para um estado qualquer. Tomamos um estado genérico
para o universo no instante inicial ρT (t0) = ρS(t0) ⊗ ρB(t0) + χ(t0):

ρS(t1) = TrB

[
U(t1, t0)(ρS(t0) ⊗ ρB(t0) + χ(t0))U †(t1, t0)

]
=

TrB

[
U(t1, t0)(ρS(t0) ⊗ ρB(t0))U †(t1, t0)

]
+ TrB

[
U(t1, t0)(χ(t0))U †(t1, t0)

]
=

VρB
(t1, t0)ρS(t0) + TrB

[
U(t1, t0)χ(t0)U †(t1, t0)

]
≡ V (t1, t0)ρS(t0) (3.61)

O termo VρB
(t, t0) que compõe o mapa V (t, t0) pode ser construído exatamente como em

(3.4) e portanto é linear em ρS(t0) e CPTP. A dificuldade em encontrar essas mesmas ca-
racterísticas para V (t, t0) vem do traço no ambiente do operador U(t1, t0)χ(t0)U †(t1, t0).
É importante notar que, apesar de TrB{χ(t0)} = TrS{χ(t0)} = 0, nada impede que a
evolução desse operador tenha contribuições não nulas nos subsistemas B e S em ins-
tantes posteriores. Casos bastante específicos em que as correlações iniciais nunca terão
influência nos estados reduzidos são, por exemplo, quando χ(t0) comuta com o operador
de evolução temporal ou o hamiltoniano de interação é nulo HI = 0. É direto verificar
que a dependência do estado reduzido nas correlações é nula para o primeiro caso. No
segundo caso, o operador de evolução temporal do universo pode ser separado em um
termo relacionado a cada subsistema U(t, t0) = US(t, t0) ⊗ UB(t, t0), que implica em

TrB{U(t1, t0)χ(t0)U †(t1, t0)} = US(t1, t0)TrB{UB(t1, t0)χ(t0)U †B(t1, t0)}U †S(t1, t0) =

US(t1, t0)TrB{χ(t0)}U †S(t1, t0) = 0, (3.62)

pela propriedade cíclica do traço e TrB{χ(t0)} = 0. Revelando que as correlações nunca
afetam a estatística de um sistema reduzido na ausência de interação. Além disso, a
ausência de interação levará a dinâmicas unitárias para os operadores densidade reduzidos.
Portanto, ρS(t) não apresentará os efeitos característicos de sistemas abertos. Em ambas
as situações, V (t, t0) iguala-se a VρB

(t, t0) e recupera a linearidade em ρS(t0) obtida como
em (3.4). Porém, as circunstâncias de interesse físico em sistemas abertos em geral serão
aquelas em que HI ̸= 0. E [U(t1, t0), χ(t0)] = 0 só será satisfeito sob condições bastante
específicas. Dessa maneira, mostra-se necessário verificar o impacto das correlações nos
operadores densidades reduzidos.

Para atingir tal objetivo, vamos começar compreendendo algumas implicações da
presença de χ. Quando temos um estado produto ρT (t0) = ρS(t0)⊗ρB(t0), qualquer combi-
nação de ρS(t0) e ρB(t0) pode representar um estado físico. Já na presença de correlações,
nem toda combinação de χ(t0), ρS(t0) e ρB(t0) resultará em um operador ρT (t0) positivo
semidefinido. Vamos examinar o exemplo do operador de correlação correspondente ao
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estado total
ρT = 1

2(|0(S)0(B)⟩ + |1(S)1(B)⟩)(⟨0(S)0(B)| + ⟨1(S)1(B)|). (3.63)

O produto dos estados reduzidos resulta em

ρS ⊗ ρB = 1
4(|0⟩ ⟨0| + |1⟩ ⟨1|) ⊗ (|0⟩ ⟨0| + |1⟩ ⟨1|) (3.64)

e o operar de correlação se iguala a

χ = ρT − ρS ⊗ ρB =
1
2 (|0⟩ ⟨1| ⊗ |0⟩ ⟨1| + |1⟩ ⟨0| ⊗ |1⟩ ⟨0|) + 1

4 ((|0⟩ ⟨0| − |1⟩ ⟨1|) ⊗ (|0⟩ ⟨0| − |1⟩ ⟨1|)) . (3.65)

Não é difícil verificar que χ é hermitiano e TrS{χ} = TrB{χ} = 0. É evidente que o
operador (3.63) formado pela soma de χ e de (3.64) é um operador positivo semidefinido,
diagonal em qualquer base ortogonal que tem 1√

2(|0(S)0(B)⟩+|1(S)1(B)⟩) como componente.
Porém, se combinamos χ com um outro estado separável

ρ′S ⊗ ρB = 1
2(|0⟩ ⟨0|) ⊗ (|0⟩ ⟨0| + |1⟩ ⟨1|), (3.66)

o operador resultante dessa soma não obedecerá a condição (2.7) que define um operador
positivo.

⟨1(S)0(B)| ρ′S ⊗ ρB + χ |1(S)0(B)⟩ = ⟨1(S)0(B)|χ |1(S)0(B)⟩ = −1
4 < 0 (3.67)

Por isso, um mapa V (t, t0) construído a partir de um estado inicial ρB(t0) do ambiente
e uma correlação χ(t0) não é compatível com qualquer estado inicial para o sistema de
interesse ρS(t0). Quando tomamos um estado ρS ⊗ ρB + χ e trocamos ρS por um novo
operador densidade arbitrário ρ′S, ainda temos a hermiticidade e o traço preservados
devido às características de cada operador, mas a positividade não é garantida.

Como cada mapa compatível com o sistema de interesse depende do próprio estado
ρS(t0) em questão, por vezes, chama-se esses mapas de não-lineares. Veremos nas seções
seguintes que é possível construir superoperadores que governam a dinâmica de sistemas
com correlações e são superoperadores lineares, como definidos em (2.5). A diferença
para o caso em que não há correlações é que seu domínio de validade física será mais
restrito. Possivelmente sendo um único estado no espaço de operadores densidade. A
restrição do domínio físico de validade como consequência da influência das correlações
na dinâmica reduzida já foi discutida em. (22) Construções alternativas também fazem
uso de decomposições específicas do estado do universo, de forma que diferentes termos
que formam o operador densidade reduzido possam ser evoluídos por mapas lineares que
preservam positividade. (23,24) Ou também introduzem mapas afins (25) que, no entanto,
são uma descrição equivalente à de mapas lineares para subsistemas de dimensão finita.
(26)
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Ao mesmo tempo que χ(t0) pode alterar ρS(t) e ρB(t), o termo separável no ins-
tante inicial também pode contribuir para as correlações ao longo da dinâmica devido à
interação entre os subsistemas. Essa característica não é tão relevante quando analisamos
um mapa apenas a partir do instante inicial, mas é crucial para a análise de um mapa
que conecta dois instantes quaisquer. Porque mostra que um estado separável em t0 não
garante um mapa linear para qualquer instante posterior. Em resumo, o desmembramento
do estado do sistema em termo separável e matriz de correlações em um instante t depende
da evolução de ambos os operadores. As matriz χ(t) podem surgir da evolução, tanto de
χ(t0), quanto de ρS(t0)⊗ρB(t0) e o mesmo acontece para ρS(t)⊗ρB(t). A contribuição da
correlação inicial na dinâmica de ρS(t) se reflete em uma grande dificuldade em construir
um mapa V (t, t0) linear. E o surgumento de correlações ao longo da dinâmica vindas do
estado separável sinaliza essa mesma dificuldade em um instante posterior, mesmo quando
ela não existe no instante inicial. O que, ao fim, recai em um problema para construir um
superoperador exato L a partir dos mapas.

3.4.2 Condições gerais para a linearidade da dinâmica de um conjunto

Pela seção anterior, sabemos que em geral a dinâmica de dois estados reduzidos
diferentes não será alcançada por um mesmo mapa linear, ainda que estejam associados a
uma operação unitária idêntica no universo. Porém, é possível estudar sob quais condições
um conjunto de estados do sistema reduzido tem sua dinâmica física obtida através de um
único mapa linear ΦS. As propriedades que equivalem a essa linearidade são apresentadas
em (27) com base no trabalho anterior (28) que já dava as condições suficientes. Para
conhecê-las, usa-se o conceito de U-consistência. Consideramos um conjunto qualquer
S(H) de possíveis estados iniciais do universo que evolui por uma transformação unitária
U . Esse conjunto é U-consistente se, toda vez que for satisfeita a igualdade

TrB(ρSBi) = TrB(ρSBj) = ρS(t0) (3.68)

para dois elementos ρSBi(t0) e ρSBj(t0) de S(H), também valer a igualdade

TrB(UρSBiU
†) = TrB(UρSBjU

†). (3.69)

Isto é, se o estado reduzido no instante inicial é o mesmo para dois estados de S(H), o
estado reduzido após a evolução unitária também deve ser. A condição de U-consistência é
essencial, porque garante que a dinâmica de um estado reduzido ρS(t0) específico possa ser
dada por ΦS(ρS(t0)) independentemente de esse estado ter sido obtido pelo traço parcial
de ρSBi(t0) ou ρSBj(t0). Não há como definir bem um mapa ΦS para os estados iniciais
reduzidos se a U-consistência não é satisfeita para o conjunto S(H) do qual procedem. Os
trabalhos aqui citados encontram que, se S(H) é convexo além de U-consistente, então
existe um mapa ΦS que é linear, preserva traço e hermiticidade que evolui todos os estados
do sistema de interesse SS(HS) = TrB{S(H)} obtidos pelo traço parcial nos elementos
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de S(H). Além disso, demonstram que todo mapa linear que evolui um conjunto estados
do sistema de interesse está associado a um conjunto convexo e U-consistente de estados
do sistema total.

Imaginamos um conjunto S ′S(HS) = {ρ(1)
S , ρ

(2)
S , ..., ρ

(m)
S } de elementos linearmente

independentes de SS(HS) ataravés dos quais se pode escrever qualquer estado desse último
conjunto. Definimos um assignment map ΛS de forma similar à definição usada em (29):
um mapa linear que associa cada ρ

(i)
S a um estado ρ

(i)
SB = ΛS(ρ(i)

S ) de S(H) tal que
Tr{ρ(i)

SB} = ρ
(i)
S . Como qualquer estado reduzido pode ser escrito como ∑

i diρ
(i)
S , ΛS é

capaz de fazer essa associação para qualquer elemento de SS(HS):

ΛS(
∑

i

diρ
(i)
S ) =

∑
i

diΛS(ρ(i)
S ) =

∑
i

diρ
(i)
SB. (3.70)

Mas a U-consistência de S(H) define uma equivalência entre todos os seus estados que
resultam no mesmo operador reduzido. Se além de U-consistente, S(H) é convexo, o estado∑

i diρ
(i)
SB que ΛS associa a ∑i diρ

(i)
S é equivalente a qualquer outro estado de S(H) com

esse mesmo traço parcial. Com essas propriedades, é possível demonstrar que existe um
mapa linear que evolui os estados de SS(HS) dado por

ΦS(ρS) = TrB{U(ΛS(ρS))U †}. (3.71)

A necessidade dessas condições de convexidade e U-consistência é demonstrada
considerando que os elementos de um conjunto S(H) de estados do sistema total, que
evoluem por uma operação unitária U, têm seus estados reduzidos evoluídos por um
mapa linear ΨS tal que

ΨS(ρS) =
m∑

i=1
aiΨS(ρ(i)

S ) (3.72)

onde ρS = ∑m
i=1 aiρ

(i)
S e cada ρ

(i)
S = TrB{ρ(i)

SB}, sendo ρ
(i)
SB ∈ S(H). Como todos os

estados reduzidos do conjunto são dados por um mapa idêntico, naturalmente S(H) é
U-consistente. Usando que ΨS(ρS) = TrB{UρSEU

†} para cada ρS = TrB{ρSE} e ρSE ∈
S(H) em (3.72), obtemos

TrB{UρSEU
†} =

m∑
i=1

aiTrB{Uρ(i)
SEU

†} = TrB{U(
m∑

i=1
aiρ

(i)
SE)U †} (3.73)

Por ρS = ∑m
i=1 aiρ

(i)
S sabemos que ρSE e ∑m

i=1 aiρ
(i)
SE só podem diferir por um operador Y

tal que TrB{Y } = 0.

ρSE =
m∑

i=1
aiρ

(i)
SE + Y (3.74)

Mas a equação (3.73) implica também que TrB{UY U †} = 0. E isso é suficiente para afir-
mar que o conjunto S̃(H) de combinações convexas de elementos de S(H) é U-consistente
(27).
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Um caso trivial de um conjunto com U-consistência, é justamente aquele em que
o estado total inicial é separável e fixamos o estado do banho como um ρB(t0) específico.
O conjunto convexo formado por todos os operadores do tipo ρS(t0) ⊗ ρB(t0) onde ρS(t0)
é qualquer operador densidade do sistema reduzido está associado ao operador linear ΦS

construído em (3.4). O outro exemplo de mapa linear que já salientamos é ΦS( · ) =
US( · )U †S que é obtido quando não há interação entre o sistema e o ambiente. Para essa
situação, o conjunto convexo associado a esse mapa linear é todo o conjunto de operadores
densidade em H = HS ⊗ HB. É possível mostrar que U formado apenas por unitárias
locais é uma condição necessária para a U-consistência desse conjunto (28). Em geral,
quanto mais complexa a evolução, mais restrito precisará ser o conjunto S(H).

3.4.3 Superoperador HPTA em dinâmicas físicas

Quando V (t, t0) for o superoperador que dá a dinâmica de um estado inicial ρ(t0),
ρ(t) = V (t, t0)ρ(t0), e o limite (3.17) existir, L(t) definido pelo limite resultará na derivada
de ρ(t):

L(t)[ρ(t)] = lim
ϵ→0

(V (t+ ϵ, t) − I)ρ(t)
ϵ

= lim
ϵ→0

ρ(t+ ϵ) − ρ(t)
ϵ

= d

dt
ρ(t). (3.75)

Enquanto o traço constante e igual a um é uma característica comum a todos os operadores
densidade, as derivadas desses mesmos operadores possuem traço nulo. Isso é facilmente
verificado por Tr{ d

dt
ρ(t)} = d

dt
Tr{ρ(t)} = 0. Ao passo que a hermiticidade de d

dt
ρ(t) pode

ser verificada derivando ρ(t) = ∑
i λi(t) |ϕi(t)⟩ ⟨ϕi(t)| na sua base espectral. Então temos

os superoperadores V (t, t0) que conectam operadores densidade e preservam hermiticidade
e traço. Mas um superoperador que leva um operador densidade à sua derivada precisa
preservar a hermiticidade e aniquilar o traço, como o que faz L(t) definido pela derivada
de mapas como V (t, t0).

A forma de Lindblad foi apresentada inicialmente nos trabalhos (9) e (10) de forma
independente especificamente para o caso de sistemas quânticos evoluídos por semigrupos
dinâmicos - que se reflete na equação mestra pela ausência de dependência temporal dos
operadores e positividades de todas as taxas para todos os instantes de tempo. O nome da
equação, por vezes também chamada por GKLS equation faz menção aos autores destes
trabalhos: Gorini, Kossakowski, Lindblad e Sudarshan.

Superoperadores HPTA na forma de Lindblad são amplamente usados para inves-
tigar características de sistemas abertos. Como uma grande vantagem dessa forma, temos
a possibilidade de associar à dinâmica física um termo unitário e um dissipativo e, a partir
daí, entender quais processos físicos causam certos tipos de efeitos como a conservação ou
mudança de propriedades do sistema de interesse. Essas propriedades, por sua vez, podem
ser desejáveis ou incovenientes em certas aplicações práticas.
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Dentre as classificações que se busca fazer sobre a evolução de sistemas quânticos
abertos está a markovianidade. Esse é um conceito bem definido para dinâmicas esto-
cásticas clássicas (30), mas em disputa quando se trata da definição quântica. Como a
markovianidade clássica dá uma ideia do quanto a informação de estados passados altera
a dinâmica atual, as principais definições quânticas se apoiam em medidas que podem ser
interpretadas como perda ou ganho de algum tipo de informação. Em geral, entende-se
como uma dinâmica markoviana quântica aquela em que essa medida decresce monotoni-
camente com o tempo. (31)

Uma das principais definições, a RHP, define markovianidade a partir da divisi-
bilidade de mapas lineares CPTP. (19) Uma dinâmica markoviana será dada por uma
família de mapas que obedecem V (t2, t0) = V (t2, t1)V (t1, t0) para quaisquer instantes tais
que t2 ≥ t1 ≥ t0 e onde cada um desses mapas é linear e CPTP. Como já comentado
na seção 3.3.1, uma consequência disso será a positividade de todas as taxas do termo
dissipativo em sua forma diagonal para todos os instantes de tempo. O texto (19) dos
autores dessa definição também mostra que a positividade dessas taxas é equivalente à
composição, como mostrada aqui, de mapas CPTP para todo instante de tempo. As taxas
de decaimento também oferecem um quantificador de não-markovianidade que a identi-
fica mesmo quando outras testemunhas não equivalentes dessa quantidade não conseguem
perceber a presença de taxas negativas. (5) Apesar de ser uma medida possível para qual-
quer dinâmica dada por um superoperador HPTA, a markovianidade RHP é definida para
mapas cujo domínio físico de validade é todo o espaço D(HS) de operadores densidade
do sistema de interesse (veremos nos capítulos 5 e 6 casos de superoperadores HPTA com
domínios de validade mais restritos que este). Quando um mesmo mapa completamente
positivo dá a evolução física de vários estados distintos, ele provoca diminuição da proba-
bilidade de distinguir dois desses estados com a melhor escolha possível de operadores de
medição. (7) Assim, percebemos essa medida como um indicador de perda de informação.

A dificuldade em identificar as equações mestras para sistemas abertos em con-
textos diversos é traduzida também como um obstáculo para classificar markovianidade
para essas dinâmicas com a definição RHP. Porém, mesmo definições que não exigem o
conhecimento da equação mestra podem se sustentar em suposições semelhantes a res-
peito do domínio físico de validade dos mapas que evoluem o sistema reduzido e, por isso,
impossibilitam a sua extensão direta para situações em que esse domínio não é tão abran-
gente. (32) Por sua vez, classificações que se apoiam nos superoperadores L(t) que dão a
dinâmica reduzida podem ser investigadas sempre que esse operador existe. Como vere-
mos na seção 5.1 é sempre possível encontrar um operador L(t) para qualquer dinâmica
física. Independentemente do estado inicial, intensidade da interação e características do
ambiente.

Além de markovianidade, na área de termodinâmica quântica utiliza-se o o termo
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unitário de L(t) para definir energia interna de sistemas abertos. (8, 33) Consequente-
mente, quantidades como calor e trabalho também decorrem da identificação desses su-
peroperadores. Ademais, a forma relativamente simples de superoperadores locais HPTA
favorece o estudo do comportamento da entropia ao longo das dinâmicas. (34–36) Tanto
as concepções de energia interna pelo termo unitário quanto a investigação de processos
dissipativos e perda de informação por L(t) só podem ser generalizadas de maneira na-
tural para sistemas quânticos quaisquer se identificarmos superoperadores HPTA locais
adequados para essas evoluções.

Isso não é uma tarefa fácil. Costuma-se justificar o uso de superoperadores na
forma de Lindblad para estados inciais separáveis, acoplamento fraco e ainda as consi-
derações de relações específicas entre as escalas do sistema e do ambiente, suposições
que permitem o uso das aproximações de Born-Markov que discutiremos no capítulo 4.
Mas essas considerações restringem enormemente as possibilidades de sistemas a serem
estudados. Se queremos identificar quantidades básicas de todos os sistemas quânticos
precisamos de formalismos mais gerais.
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4 MÉTODOS PARA ENCONTRAR EQUAÇÕES MESTRAS

Comentaremos brevemente os principais métodos utilizados para derivar as equa-
ções mestras de sistemas abertos. Em geral esses métodos só resultam em equações do
tipo Lindblad após uma série de aproximações. São métodos que proporcionam descrições
da dinâmica de sistemas abertos sem a necessidade de prever ou conhecer toda a dinâmica
do universo.

4.1 Aproximação de Born-Markov

O conjunto de aproximações mais comumente mencionado são as aproximações de
Born-Markov. Associadas à aproximação secular (ou rotating wave approximation RWA no
contexto de óptica), essas aproximações levam a uma equação mestra do tipo Lindblad sem
dependência temporal. Os detalhes da derivação podem ser acompanhados em (20). Aqui
vamos apenas retomar algumas passagens importantes que evidenciam as aproximações
feitas e os resultados obtidos.

No tratamento de sistemas abertos, é comum o uso das equações na versão de
interação, onde as contas se tornam mais simples e a evolução dos estados pode ser
analisada diretamente em função da intensidade do acoplamento. Considere um sistema
cuja evolução é dada pelo hamiltoniano HS +HB +HI , onde HS e HB são os hamiltonianos
do sistema e do ambiente, respectivamente eHI é o hamiltoniano de interação entre ambos.
Nessa versão, a equação de Lioville para o sistema total, que evolui unitariamente, é dada
por

ρ̇(t) = −i[HI(t), ρ(t)]. (4.1)

Tendo como solução
ρ(t) = ρ(0) − i

∫ t

0
ds[HI(s), ρ(s)]. (4.2)

Substituindo (4.2) no comutador de (4.1) e tomando o traço nos graus de liberdade do
ambiente obtemos uma equação para o sistema de interesse ρ̇S(t) = TrB{ρ̇(t)}. Além
disso, assumindo que a interação e o estado inicial são tais que TrB[HI(t), ρ(0)] = 0,
somos levados a

ρ̇S(t) = −
∫ t

0
ds TrB[HI(t), [HI(s), ρ(s)]] (4.3)

Agora, começamos a fazer considerações importantes. Na primeira restrição, to-
mamos o estado total como um estado inicialmente separável. Essa condição inicial em
geral não é vista como um grande empecilho porque sempre é possível realizar no sistema
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reduzido um conjunto completo de medidas que associe o seu estado a um único vetor.
Consequência disso é que o estado total ao final das medições será um estado separável.
É possível verificar que se o estado inicial é separável e ρB é um estado estacionário do
banho, a condição TrB[HI(t), ρ(0)] = 0 pode ser sempre satisfeita desde que seja feito o
deslocamento correto dos níveis de energia. (37) Além disso, supomos que o acoplamento
entre o sistema e o ambiente é fraco, sendo o ambiente um reservatório com muitos graus
de liberdade. Sob essas condições, imagina-se que a dinâmica do ambiente rapidamente
irá suprimir as alterações provocadas nele pela interação. Por isso, considera-se que, com
a condição de acoplamento fraco, podemos tomar o estado do ambiente como sendo um
estado que não é significativamente afetado pela interação e o estado do sistema total
como um estado separável a todo o instante, já que as correlações também devem ser
rapidamente perdidas. É importante salientar que essa consideração é bastante forte, por
exemplo, (38) mostra por simulação numérica para um oscilador harmônico amortecido
que o estado total do sistema se distancia apreciavelmente de um separável conforme o
tempo passa. Porém, considerar estado separável é uma estratégia útil para atingir a equa-
ção correta, cuja derivação é melhor justificada pelas técnicas de operadores de projeção,
como veremos nas seções seguintes. Essa aproximação, chamado de aproximação de Born
ou aproximação de acoplamento fraco pode ser representada pela seguinte relação:

ρ(t) ≈ ρS(t) ⊗ ρB. (4.4)

Substituindo o estado do sistema total pelo estado separável na equação (4.3)
ficamos com

ρ̇S(t) = −
∫ t

0
ds TrB[HI(t), [HI(s), ρS(s) ⊗ ρB]]. (4.5)

A aproximação Markoviana considera que as excitações no ambiente e a existência
de suas coerências acontecem em tempos muito mais curtos do que as escalas de observação
do sistema. A princípio, o estado do ambiente é alterado a depender do estado do sistema e
posteriormente o estado do sistema também sofre influência dessa mudança que provocou
no ambiente. Com isso, a dinâmica do sistema pode depender não só dos seu estado atual,
mas também dos estados passados. Porém, quando a influência do sistema no ambiente
decai mais rapidamente do que a escala em que conseguimos rastrear o estado de ρS,
negligenciamos o impacto na equação dinâmica dos estados passados do sistema reduzido
advindas da interação com o banho. Por isso, trocamos ρS(s) em (4.5) por ρS(t).

ρ̇S(t) = −
∫ t

0
ds TrB[HI(t), [HI(s), ρS(t) ⊗ ρB]] (4.6)

Essa substituição poderia ser similarmente obtida usando (4.2) para encontrar ρ(s) em
função de ρ(t) e excluindo os termos de terceira ordem no acoplamento entre o sistema e
o ambiente. (39)
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Essa é a equação de Redfield, uma equação local, que depende do operador densi-
dade do sistema de interesse apenas no instante presente. Trocando s por t− s e levando
o limite superior de integração para infinito, temos

ρ̇S(t) = −
∫ ∞

0
ds TrB[HI(t), [HI(t− s), ρS(t) ⊗ ρB]]. (4.7)

A mudança no limite de integração de t para infinito é possível desde que o integrando vá a
zero rapidamente conforme s aumenta. Com mais algumas manipulações e a aproximação
secular, veremos emergir uma equação mestra local na forma de Lindblad e para a qual
os operadores não possuem dependência temporal.

Para verificar a dependência temporal na equação, primeiramente escrevemos o
hamiltoniano de interação na versão de Schrödinger como HI = ∑

α Aα ⊗Bα. Na versão de
interação, esse hamiltoniano adquire a forma HI(t) = ∑

α,ω e
−iωtAα(ω) ⊗Bα(t) (20), onde

Aα(ω) = ∑
ϵ′−ϵ=ω Π(ϵ)AαΠ(ϵ′). Os operadores Π(ϵ) são projetores no espaço de autovetores

de HS com autovalores ϵ, enquanto Bα(t) = eiHBtBαe
−iHBt. A equação mestra em função

desses operadores na versão de interação fica

ρ̇(t) =
∑
ω,ω′

∑
α,β

e−i(ω′−ω)tΓαβ(ω)
(
Aβ(ω)ρS(t)A†α(ω′) − A†α(ω′)Aβ(ω)ρS(t)

)
+ h.c. (4.8)

onde h.c. indica hermitiano conjugado do termo explícito e

Γαβ(ω) ≡
∫ ∞

0
ds eiωs⟨B†α(t)Bβ(t− s)⟩ (4.9)

Supondo que ρB é um estado estacionário [HB, ρB] = 0, encontramos que as funções de
correlação do banho são homogêneas no tempo

⟨B†α(t)Bβ(t− s)⟩ = ⟨B†α(s)Bβ(0)⟩ (4.10)

e, portanto, o resultado da integral Γαβ(ω) é independente de t. Perceba que para isso foi
importante levar o limite da integral de (4.7) para infinito, o que exigiu considerar que
o integrando decai rapidamente. Nesse ponto, constatamos que o desaparecimento desse
integrando depende das escalas em que as funções de correlação do ambiente decaem com
o tempo. Essa escala τB precisa ser muito pequena quando comparada à escala de tempo
τR em que o sistema varia apreciavelmente. Mas esse decaimento só será verdadeiramente
satisfeito quando o ambiente for composto de um contínuo de frequências.

Notamos que ainda há dependência temporal dos operadores de (4.8) devido às
exponenciais e−i(ω′−ω)t. Contudo, essa dependência também pode ser negligenciada. O
inverso das frequências do sistema implica na existência de uma escala de tempo τS típica
da evolução deste último. Se os termos com ω′ ̸= ω oscilam muito na escala de tempo
τR em que o sistema varia apreciavelmente, podemos negligenciá-los e manter apenas os
termos com ω′ = ω - adotamos a chamada aproximação secular. Resta, portanto, apenas

ρ̇(t) =
∑
ω

∑
α,β

Γαβ(ω)
(
Aβ(ω)ρS(t)A†α(ω) − A†α(ω)Aβ(ω)ρS(t)

)
+ h.c. (4.11)
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Agora basta rearranjar os termos na forma de Lindblad

ρ̇S(t) = −i[HLS, ρS(t)] + D(ρS(t)) (4.12)

com o hamiltoniano sendo

HLS =
∑
ω

∑
α,β

Sαβ(ω)A†α(ω)Aβ(ω) (4.13)

e o dissipador

D(ρS(t)) =
∑
ω

∑
α,β

γαβ(ω)
(
Aβ(ω)ρS(Aα(ω))† − 1

2{(Aα(ω))†Aβ(ω), ρS}
)
. (4.14)

Para os quais utilizamos as definições

Sαβ(ω) = 1
2i
(
Γαβ(ω) − Γ∗βα(ω)

)
(4.15)

e
γαβ(ω) = Γαβ(ω) + Γ∗βα(ω) (4.16)

que correspondem a entradas de matrizes hermitianas. A aproximação secular garante
a positividade das taxas de decaimento decorrentes das aproximações de Born-Markov.
(19) E, portanto, leva todos os operadores ρS(t0) a outros operadores densidade. Outras
aproximações que mantêm termos com frequências diferentes e garantem a positividade
das taxas são estudadas em. (40)

4.2 Operadores de projeção

Alternativamente à derivação anterior, os métodos de operadores de projeção sepa-
ram o sistema total em um termo relevante e um "irrelevante"e desenvolvem equações para
cada um. Esses métodos permitem encontrar equações gerais e exatas, porém complicadas.
As suposições mais comuns são estado inicial separável e acoplamento fraco, assim como
feito nas aproximações de Born-Markov. Mas, diferente destas últimas, os métodos que
falaremos aqui não supõe que o estado do universo é um estado produto a todo instante,
como fizemos em (4.4) na aproximação de Born. Sendo assim, os métodos de operado-
res de projeção não excluem em suas considerações casos em que aparecem correlações
significativas ao longo da dinâmica. E também podem ser apropriados para situações em
que há refluxo de informação do ambiente para o sistema (não-markovianidade), diferen-
temente da equação mestra encontrada em (4.12) ao final do conjunto de aproximações
de Born-Markov.

Para encontrar as equações dinâmicas do sistema de interesse, costumamos tomar
o traço nos graus de liberdade do ambiente. Nessas técnicas de operadores de projeção,
associamos essa operação do traço parcial a uma operação entre estados do sistema total,
dada por um operador P que tem características de um operador de projeção. A parte
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relevante Pρ(t) = ρS(t) ⊗ ρB é a projeção do estado do universo em t no estado atual do
sistema de interesse combinado a um estado fixo do ambiente. Apesar de P ser um ope-
rador que atua no espaço dos operadores densidade do sistema total, suas características
focam apenas na dinâmica de ρS(t). Por isso, chamamos P de projetor na parte relevante
do operador densidade, enquanto seu complementar é o operador na parte irrelevante.
Tendo as equações para Pρ(t), obtemos as equações para o sistema reduzido.

4.2.1 Nakajima-Zwanzig

Inicalmente, o método de Nakajima-Zwanzig foi uma proposta de usar operadores
de projeção para resolver problemas de estatística de ensembles quânticos e clássicos.
(41) O objetivo era descrever a equação cinética para a parte relevante de um ensemble
(que, no nosso caso, é aquela que dá a dinâmica do sistema quântico reduzido) e essa
equação é construída de uma forma geral, que poderia ser usada para uma teoria clássica
(estatística) ou quântica. A forma exata da equação, encontrada nos trabalhos iniciais, é
de difícil aplicação, já que é uma equação integro-diferencial. Ao invés dela, comumente se
usam aproximações, especialmente de interação fraca, o que leva equações aproximadas,
mas muito mais simples. Além disso, a demontração feita em (41) supõe um gerador
independente do tempo, mas é possível chegar a uma equação diferencial geral para o
sistema de interesse sem tomar um gerador com características específicas.

O detalhamento da demonstração pode ser acompanhado em. (19,20) Assim como
na revisão das aproximações de Born-Markov, nosso objetivo aqui é retomar passos im-
portantes que evidenciem o domínio de validade desses métodos, as equações resultantes
e a sua aplicabilidade.

Partimos da equação de Lioville para o universo. Escrevemos o hamiltoniano do
sistema total comoH = H0+αHI , onde a constante α representa a força da interação entre
o sistema e o ambiente, dada pelo hamiltoniano de interação αHI . Novamente usamos a
versão de interação, na qual α multiplica o gerador L(t):

ρ̇(t) = −iα[HI(t), ρ(t)] ≡ αL(t)ρ(t). (4.17)

Nesse ponto começaremos a fazer uso dos operadores de projeção. Definimos o operador
P da seguinte forma:

Pρ ≡ TrB{ρ} ⊗ ρB = ρS ⊗ ρB. (4.18)

Na definição acima, ρB é um estado fixo do ambiente. Como veremos mais pra frente,
as equações são significativamente simplificadas quando tomamos um estado inicial se-
parável e ρB = TrS{ρ}. Contruído dessa forma, o operador de projeção carrega todas
as informações sobre o sistema de interesse ρS. Tanto as características locais quanto a
própria dinâmica do sistema reduzido são facilmente obtidas da dinâmica de Pρ(t) atra-
vés do traço parcial no ambiente. Também definimos um segundo operador de projeção
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complementar a P ,
Qρ = ρ− Pρ, (4.19)

de forma que Q + P = 1. É possível verificar que esses operadores têm todas as proprie-
dades de operadores de projeção. (20) Aplicando os operadores de projeção à equação de
Lioville para o sistema total, obtemos

d

dt
Pρ(t) = αPL(t)Pρ(t) + αPL(t)Qρ(t) (4.20)

e
d

dt
Qρ(t) = αQL(t)Pρ(t) + αQL(t)Qρ(t) (4.21)

resolvendo as equações para Pρ(t) e Qρ(t) e substituindo a última na primeira, encontra-
se a equação para Pρ(t). A forma mais geral da equação de Nakajima-Zwanzig é

d

dt
Pρ(t) =

∫ t

t0
dsK(t, s)Pρ(s) + αPL(t)G(t, t0)Qρ(t0) + αPL(t)Pρ(t) (4.22)

O operador K(t, s) = α2PL(t)G(t, s)QL(s)P é chamado núcleo de memória (convolu-
tion memory kernel) e indica a dependencia do estado atual em estados passados do
sistema, já que a integral tem contruibuições de todos os ρ(s) desde s = t0. E G(t, s) é a
solução da equação d

dt
G(t, s) = αQL(t)G(t, s), que no caso geral será dada por G(t, s) ≡

T← exp
[
α
∫ t

s ds
′QL(s′)

]
onde T é o operador de ordenamento temporal. É comum assumir

que TrB{HI(t1)HI(t2)...HI(t2n+1)ρB} = 0 que implica em PL(t1)L(t2)...L(t2n+1)P = 0.
Nesse ponto, é suficiente ter TrB{HI(t)ρB} = 0 para anular o último termo de (4.22).
Com essa consideração, a equação adquire a forma

d

dt
Pρ(t) =

∫ t

t0
dsK(t, s)Pρ(s) + αPL(t)G(t, t0)Qρ(t0). (4.23)

A equação acima é exata e também aceita estados inicias correlacionados. Porém,
costuma ser uma equação de difícil solução e, por isso, se faz uso de aproximações que
tomam os termos iniciais de expansões em α. Para simplificar a equação, costuma-se
assumir estado inicial separável e que ρB de (4.18) é exatamente TrS{ρ(t0)} = ρB. Tendo,
então, ρ(t0) = ρS(t0) ⊗ ρB = Pρ(t0) e sabendo que a ação do operador de projeção Q é
dada por (4.19), o segundo termo da equação é anulado e temos

d

dt
Pρ(t) =

∫ t

t0
dsK(t, s)Pρ(s). (4.24)

Tomar o estado inicial como um estado produto é uma consideração extremamente co-
mum, é aceito pelo que foi discutido anteriormente quando assumimos essa mesma condi-
ção nas aproximação de Born-Markov. A última equação não é geral, mas ainda é exata
e as considerações feitas até aqui são válidas em muitos contextos. Além disso, na equa-
ção (4.24), ainda está presente a integral que representa efeitos de memória através dos
diferentes instantes que o integrando percorre. Espera-se que as situações em que não há
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efeitos de memória sejam dadas por K(t, s) ≈ δ(t− s), o que implica que a dinâmica em
t só dependerá do estado instantâneo do sistema.

Se tolerarmos uma solução aproximada de segunda ordem em α (o que é uma boa
aproximação para interação fraca), substituímos L(t) e olhamos apenas para a parte da
equação que descreve o sistema de interesse. Chegamos a

ρ̇S(t) = −α2
∫ t

t0
ds TrB[HI(t), [HI(s), ρS(s) ⊗ ρB]]. (4.25)

Essa equação é análoga a (4.5), que encontramos durante a derivação microscópica, tendo
assumido estado inicial separável, TrB[HI(t), ρ(0)] = 0 e que a interação é fraca o suficiente
para não mudar apreciavelmente o estado do ambiente, de forma que ρ(t) ≈ ρS(t) ⊗ ρB.
Aqui também assumimos estado inicial separável e a condição TrB{HI(t)ρB} = 0 implica
em TrB[HI(t), ρ(0)] = 0 quando ρ(t0) = ρS(t0)⊗ρB. Não precisamos assumir que o estado
do ambiente não muda com a interação, o que é uma consideração bastante forte. Mas
encontramos uma solução análoga considerando que a interação é fraca o suficiente para
que o termo até segunda ordem em α descreva bem a evolução. À vista disso, entendemos
que sugerir que ρB é constante no tempo como consequência da interação, é tomar um
procedimento que resulta em uma equação tão boa quanto uma aproximação de segunda
ordem na constante de acoplamento. Mas de uma forma menos explícita.

4.2.2 TCL

O método TCL (time convolutionless), é também uma técnica que faz uso dos
operadores de projeção, mas com algumas concessões além de Nakajima-Zwanzig, de
forma a eliminar a integral de convolução que aparece nas equações (4.22),(4.23) e (4.24).
A eliminação da integral torna as equações para ρS(t) locais no tempo sem necessidade
de supor ρ(t) = ρS(t) ⊗ ρB para todo instante, como feito na aproximação de Born. Essas
equações em geral são dadas por geradores dependentes do tempo e possivelmente não-
markovianas, abrangendo diversas situações que (4.12) encontrada após o conjunto de
aproximações de Born-Markov não é capaz de prever.

Considere (4.22) e a solução mais geral de (4.21). Com o obejtivo de tornar essas
equações locais no tempo, faz-se uso do inverso do superoperador que dá a evolução tempo-
ral do universo. Esse operador será formalmente dado porG(t, s) = T→ exp

[
−α

∫ t
s ds

′L(s′)
]

onde T→ é o operador de ordenamento antitemporal. Esse operador permite reescrever
ρ(s) como G(t, s)ρ(t), eliminando os estados anteriores do sistema de interesse da integral
e concentrando a dependencia em estados passados nos operadores. Definimos ainda o
operador Σ(t) = α

∫ t
t0
dsG(T, s)QL(s)PG(t, s). Supondo a existência de (1 − Σ(t))−1, é

possível escrever
d

dt
Pρ(t) = K (t)Pρ(t) + I(t)Qρ(t0), (4.26)
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onde K (t) = αPL(t)[1−Σ(t)]−1P e I(t) = αPL(t)[1−Σ(t)]−1G(t, t0)Q. Em geral, existe
a inversa (1 − Σ(t))−1 quando o sistema está suficientemente próximo ao instante inicial
t ≈ t0 ou quando a interação é fraca. Por último, sempre que ρ(t0) = ρS(t0) ⊗ ρB, o
operador Qρ(t0) zera o termo inomogêneo. Nesse caso, a equação só depende do instante
t através do gerador TCL K (t).

d

dt
Pρ(t) = K (t)Pρ(t) (4.27)

4.2.2.1 Expansão em série perturbativa

Começamos supondo que K(t) existe, ou seja, que a inversa anterior (1 − Σ(t))−1

existe, e ainda que ela pode ser expressa em ordens de Σ(t). Expandimos K(t) em ordens
de α: K(t) = ∑∞

n=1 α
nKn(t). Considerando também a dependência de (1 − Σ(t))−1 nas

diferentes ordens de α, encontramos cada um dos Kn(t). Assumindo que vale

TrB{HI(t1)HI(t2)...HI(t2n+1)ρB} = 0, (4.28)

simplificamos diversos termos da expansão. Para uma contribuição até segunda ordem
em α, é suficiente considerar TrB{HI(t)ρB} = 0 como em NZ. Essa condição resulta em
K1(t) = 0 e

K2(t) =
∫ t

0
dt1PL(t)L(t1)P . (4.29)

Usando esse resultado em (4.27), substituindo L(t) pelo comutador e tomando o traço
parcial nos graus de liberdade do ambiente, encontramos

d

dt
ρS(t) = −α2

∫ t

0
ds TrB[HI(t), [HI(s), ρS(t) ⊗ ρB]]. (4.30)

Recuperamos exatamente (4.6) sem assumir ρB constante, mas com um domínio de vali-
dade restrito devido à necessidade de existir a inversa (1−Σ(t))−1. Vemos que a aproxima-
ção markoviana é equivalente a uma aproximação de segunda ordem da equação diferencial
local no tempo, válida quando o acoplamento é fraco ou o tempo que se passou foi muito
pequeno. Observamos que essa equação diferente da equação de Nakajima-Zwanzig pela
dependência temporal de ρS(t). Contudo, o erro ao trocar ρS(s) por ρS(t) só adiciona mais
ordens em α e não deve aparecer em uma aproximação de segunda ordem para tempos
suficientemente curtos.

4.3 Um exemplo de aplicação

Vamos examinar os efeitos das aproximações de Born-Markov e de segunda ordem
nas equações dos métodos NZ e TCL. Para tal finalidade, lidamos com um sistema de dois
níveis em contato com um ambiente composto por um conjunto de modos de oscilação de
frequências ωk, que pode ser tomado como contínuo. O conjunto sistema de dois níveis
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mais osciladores tem uma dinâmica governada pelo hamiltoniano

H = 1
2σZω0 +

∑
K

b†kbkωk +
∑

k

σZ(gkb
†
k + g∗kbk), (4.31)

onde o último somatório é o termo do hamiltoniano que representa a interação entre os
dois subsistemas e os dois primeiros termos representam, respectivamente, o hamiltoniano
do sistema de dois níveis e do conjunto de osciladores quando isolados.

Porque o hamiltoniano nu do sistema de dois níveis comuta com o hamiltoni-
ano de interação, as populações do operador densidade do sistema de dois níveis ρS(t)
não são alteradas. Tomando um estado inicial separável e o banho em um estado de
equilíbrio a uma termperatura T, ρB = exp(−∑

k ωkb
†
kbk/T )/Z, a solução exata é co-

nhecida (42) e corresponde ao modelo chamado dephasing model. Como a diagonal é
mantida constante, podemos observar apenas ρS10(t) = ⟨1|TrB{U(t)ρT (0)U †(t)} |0⟩. Na
versão de interação, a solução para ρS10(t) quando o estado inicial é dado por ρT (0) =
ρS(0) ⊗ exp(−∑

k ωkb
†
kbk/T )/Z é

ρS10(t) = ρS10(0) exp
(∑

k

−1
2 |ξk(t)|2 coth

(
ωk

2T

))
, (4.32)

onde ξk(t) = −2i
∫ t

0 gke
iωksds. E podemos trocar o somatório por um integral no limite de

contínuos modos. A equação diferencial exata para ρS10(t) torna-se

ρ̇S10(t) = −ρS10(t)
∑

k

4|gk|2 sin(ωkt)
ωk

coth
(
ωk

2T

)
(4.33)

Para comparar esse resultado exato com as aproximações de Born-Markov e as
equações resultantes de aproximações nos métodos de operadores projeção, devemos cal-
cular

ρ̇S(t) = −α2
∫ t

0
dsTrB[HI(t), [HI(s), ρT ]] (4.34)

onde ρT é algum estado do sistema total, que pode ser tomado separável e calculado em
diferentes instantes de tempo. Para encontrar o resultado da aproximação (4.25) usamos
ρT = ρS(s) ⊗ ρB; para (4.30), tomamos ρT = ρS(t) ⊗ ρB. Esses cálculos devem resul-
tar, respectivamente, nas dinâmicas obtidas apenas com a aproximação de Born e com
aproximação de Born-Markov no segundo caso. Como já salientamos, essas aproximações
também são equivalentes às aproximações de segunda ordem na constante de acoplamento
nos formalismos de Nakajima-Zwanzig e TCL, respectivamente.

No cenário em que o estado inicial é separável e o banho em equilíbrio térmico, a
condição TrB{HI(t)ρB} = 0 (que implica também em TrB[HI(t), ρ(0)] = 0) é satisfeita.
Relembrando (4.3), veremos que essa condição significa que (4.34) deve recuperar o re-
sultado exato quando ρT for substituído pelo estado ρT (s) do sistema total no instante
s, que pode possuir correlações. Também permite que usemos (4.25) e (4.30) como um
aproximações de segunda ordem quando a interação é fraca.
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O cálculo de (4.34) considerando ρT = ρS(t′) ⊗ ρB onde o estado do banho é
ρB = exp(−∑

k ωkb
†
kbk/T )/Z para alguma temperatura T resulta em:

ρ̇S10(t) = −4
∑

k

|gk|2
(∫ t

0
cos(ωk(t− s))ρS10(t′)ds

)
coth

(
ωk

2T

)
. (4.35)

Que se iguala ao resultado exato (4.33) quando escolhemos ρS10(t′) = ρS10(t). Ou seja,
quando tomamos a aproximação de Born em conjunto com a aproximação de Markov, essa
interação com um estado inicial separável e ainda banho em equilíbrio térmico recuperam
o resultado exato.

Esse já é um resultado conhecido para qualquer sistema cujo hamiltoniano HS

comuta com o hamiltoniano de interação HI , com estado inicial separável e banho em
equilíbrio térmico. (43) E acontece porque todos os demais termos da expansão zeram para
um estado ρB com características gaussianas para cada frequência k. Para um outro estado
com características diferentes, os demais termos da expansão em ordens da constante de
acoplamento não serão nulos em geral e as equações até segunda ordem serão apenas
aproximações.

Como ρS(s) ̸= ρS(t), fica claro que a aproximação de Born (ou a aproximação até
segunda ordem da equação de Nakajima) é apenas aproximada e não exata como a de
Born-Markov (ou aproximação até segunda ordem de TCL). Porém, isso não precisa ser
verdade sempre. Dentre esses dois conjuntos de aproximações, o que melhor recupera os
resultados exatos dependerá do sistema e da interação em questão.

No limite onde as possíveis frequências são contínuas, podemos reescrever a solução
(4.33) como

ρ̇S10(t) = −ρS10(t)
∫
dωJ (ω)sin(ωt)

ω
coth

(
ω

2T

)
(4.36)

onde J (ω) é uma função que codifica a densidade de modos de frequência ω e a intensidade
da interação entre o sistema e esses modos. Analogamente, as soluções aproximadas no
limite de contínuas frequências são dadas por

ρ̇S10(t) = −
∫
dωJ (ω)

(∫ t

0
ds cos(ω(t− s))ρS10(t′)

)
coth

(
ω

2T

)
. (4.37)

onde novamente devemos substituir ρS10(t′) por ρS10(s) para que a equação corresponda à
aproximação de Born sozinha, ou por ρS10(t) para obter a aproximação de Born-Markov.

4.3.1 Correlações clássicas

Com a intenção de clarificar como as aproximações começam a falhar, vamos con-
siderar um estado inicial um pouco mais geral: um estado com correlações clássicas. Para
isso, tomamos

ρT (0) = aρ+
S (0) ⊗ ρB(T1) + (1 − a)ρ−S (0) ⊗ ρB(T2) (4.38)
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onde 0 ≤ a ≤ 1 e ρB(Ti) é um estado de equilíbrio do ambiente de osciladores a uma tem-
peratura Ti. Sabendo que o estado do sistema de interesse é dado pelo traço no universo,
usamos a linearidade do traço e do operador de evolução temporal do sistema total U(t):

ρS10(t) = ⟨1|TrB{U(t)ρT (0)U †(t)} |0⟩ =

a ⟨1|TrB{U(t)ρ+
S (0) ⊗ ρB(T1)U †(t)} |0⟩ + (1 − a) ⟨1|TrB{U(t)ρ−S (0) ⊗ ρB(T2)U †(t)} |0⟩ .

(4.39)

Escrita dessa forma, a igualdade acima facilita a identificação da solução exata para
o estado inicial escolhido. Conhecemos o resultado exato de cada ⟨1|TrB{U(t)ρi

S(0) ⊗
ρB(Tj)U †(t)} |0⟩ porque satisfazem as condições necessárias para encontrar a solução exata
(4.32). Assim, substituímos essa solução para cada um dos termos e encontramos

ρS10(t) = aρ+
S10(0) exp

(∑
k

−1
2 |ξk(t)|2 coth

(
ωk

2T1

))
+

(1 − a)ρ−S10(0) exp
(∑

k

−1
2 |ξk(t)|2 coth

(
ωk

2T2

))
(4.40)

A partir da qual podemos calcular a derivada exata

ρ̇S10(t) = −4
∑

k

sin(ωkt)
ωk

(
aρ+

S10(t) coth
(
ωk

2T1

)
+ (1 − a)ρ−S10(t) coth

(
ωk

2T2

))
(4.41)

onde
ρ+

S10(t) = ρ+
S10(0) exp

(∑
k

−1
2 |ξk(t)|2 coth

(
ωk

2T1

))
(4.42)

e
ρ−S10(t) = ρ−S10(0) exp

(∑
k

−1
2 |ξk(t)|2 coth

(
ωk

2T2

))
(4.43)

A fim de calcular a solução aproximada de Born-Markov, tomamos o estado sepa-
rável ρT (t) = ρS(t) ⊗ TrS{ρT (0)} e substituímos em (4.35). A derivada decorrente é

ρ̇S10(t) = −4ρS10(t)
∑

k

sin(ωkt)
ωk

(
a coth

(
ωk

2T1

)
+ (1 − a) coth

(
ωk

2T2

))
, (4.44)

que se diferencia da solução exata. Apontando que a aproximação de Born-Markov só re-
cupera o resultado exato para esse sistema quando o estado inicial não possui correlações.

4.3.2 Funções de correlação do ambiente

Para esse caso, o hamiltoniano de interação só possui um termo do tipo Aα ⊗Bβ e,
portanto, só aparecem operadores de mesmo índice nas funções de correlação do banho.
Considerando um estado separável e o banho em equilíbrio térmico, encontramos

⟨B†α(t′)Bα(t)⟩ =
∑

k

|gk|2
(
eiωk(t′−t)N(ωk) + e−iωk(t′−t))(N(ωk) + 1)

)
(4.45)
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com N(ωk) = 1/(eωk/T −1), de onde se verifica a homogeneidade das funções de correlação
do ambiente

⟨B†α(t)Bα(t− s)⟩ = ⟨B†α(s)Bα(0)⟩, (4.46)

como era esperado, já que [HB, ρB] = 0. Para modos contínuos:

⟨B†α(t′)Bα(t)⟩ =
∫
dωJ (ω)

(
eiω(t′−t)N(ω) + e−iω(t′−t))(N(ω) + 1)

)
(4.47)

Chamamos por C(t) a função de correlação ⟨B†α(t)Bα(t− s)⟩ e usamos uma função
densidade espectral ohmica J (ω) = ηωe−ω/ωc = ∑

k |gk|2δ(ω − ωk). O gráfico da Figura 1
mostra a diferença no decaimento da função de correlação do banho para diferentes quanti-
dades de frequências consideradas. Observamos que inicialmente, com poucas frequências,
a consideração de um decaimento rápido que justifica tomar o limite superior da integral
(4.7) como infinito é insustentável. Os tempos de recorrência da função de correlação
C(t) vão aumentando conforme o espaçamento entre as frequências consideradas diminui.
Verifica-se que a recorrência acontece em tωc = 2π/∆ω onde ∆ω = 5/Nf é o espaçamento
entre as diferentes frequências e Nf é a quantidade de frequências envolvidas. Para 300
frequências, por exemplo, o tempo de recorrência está além do intervalo observado. Deste
modo, um decaimento sem recorrência só pode acontecer se o espaçamento tende a zero.

No gráfico da figura 2 apresentamos o perfil de decaimento da função de correlação
para um ambiente composto de contínuos modos caracterizados pela densidade espectral
ôhmica escolhida. Verifica-se que o gráfico 1 já apresentou um comportamento similar para
o intervalo de tempo observado quando considerou-se 300 frequências. Devido à equação
(4.47), a intensidade da interação que pode ser modificada por η só altera a amplitude de
C(t), mas não o seu perfil de decaimento com o tempo.

No gráfico 3 observamos como o decaimento das coerências no tempo muda de
acordo com a intensidade da interação. Diferentemente do que acontece para as funções
de correlação, verificamos que o decaimento é mais rápido quanto maior o valor de η.
Para η = 1, por exemplo, a escala de tempo em que o sistema decai é da mesma ordem
da escala apresentada na figura 2 da função de correlação do banho. Por isso, mesmo
quando o ambiente possui contínuos modos de oscilação, as diferenças entre escalas de
tempo que são tomadas como hipóteses para a aproximação markoviana e a mudança nos
limites da integral não são satisfeitas se o acoplamento entre o sistema e o ambiente é forte
o suficiente. Especificamente para o caso estudado, o estado inicial do banho compensa
a falha das justificativas para as aproximações de Born-Markov e permite uma solução
exata através dessas aproximações mesmo para interações fortes, desde que chegue a haver
mudança no limite da integral.
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Figura 1 – Parte real e imaginária da função de correlação do banho em função do tempo
para três conjuntos de frequências. Utilizou-se (a) cinco, (b) quinze e (c) tre-
zentas frequências igualmente espaçadas entre 0 e 5 ω/ωc. Observa-se que os
tempos de recorrência aumentam conforme o espaçamento entre as frequências
diminui. Para 300 frequências o tempo de recorrência está além do intervalo
observado. Parâmetros utilizados em todos os gráficos: η = 10 e T = 10−2wc.
Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 2 – Função de correlação do banho para contínuos modos e uma densidade espec-
tral ôhmica J (ω) = ηωe−ω/ωc . Utilizou-se os parâmetros η = 0.1 e T = 10−2wc

e a integral nas frequências foi calculada com os limites 0 e 10 ω/ωc. Observa-se
o decaimento inicial da função de correlação e um perfil semelhante ao que já
era resultante na figura 1 quando utilizou-se 300 frequências.
Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 3 – Diferença no decaimento da coerência do sistema de dois níveis para três ordens
diferentes de intensidade da interação com o ambiente para uma densidade
espectral ôhmica J (ω) = ηωe−ω/ωc . Observa-se que o decaimento é mais rápido
para valores maiores de η. Para η = 1.0, por exemplo, a escala é da mesma
ordem daquela da função de correlação do banho apresentada na figura 2,
tornando improcedente assumir que estas últimas decaem muito mais rápido
do que a escala de evolução do sistema mesmo para um banho que possui
contínuas frequências. Essa diferença nas escalas de tempo é essencial para a
argumentação que justifica as aproximações de Born-Markov e a mudança no
limite da integral (4.7). Para todos os cálculos utilizou-se T = 10−2wc.
Fonte: Elaborada pela autora.
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5 SUPEROPERADORES NA FORMA DE LINDBLAD SEM APROXIMAÇÕES

Estudamos no capítulo anterior as aproximações comumente utilizadas para jus-
tificar o uso de equações mestras na forma de Lindblad para sistemas quânticos abertos.
Vimos que elas são bastante restritivas, em especial em relação ao estado inicial e à inten-
sidade da interação entre o sistema e o ambiente. Logo, a extensão de resultados e medidas
que fazem uso da forma de Lindblad para qualquer sistema quântico requer métodos mais
gerais.

Neste capítulo, examinamos dois trabalhos publicados nos últimos anos que suge-
rem caminhos para associar operadores HPTA na forma de Lindblad para dinâmicas de
sistemas reduzidos que não fazem suposições a respeito da intensidade do acoplamento
com o ambiente e admitem correlações no estado inicial.

5.1 Método geral

No final de 2020, S. Alipour et al. provaram que equações mestras do tipo Lind-
blad são completamente gerais e conseguem descrever inclusive situações em que existem
correlações entre o sistema de interesse e o ambiente desde o instante inicial. (11) Para
entender a ideia dessa demonstração, vamos lembrar de (3.4), onde provamos que é sem-
pre possível construir um mapa linear, que preserva traço e hermiticidade para o sistema
reduzido se partirmos de um instante em que o estado do universo é um estado pro-
duto. Também vimos na seção 3.4.3 que, se temos mapas desse tipo (lineares e HPTP)
e divisíveis, conseguimos conectar quaisquer dois instantes de uma dinâmica com mapas
lineares HPTP e podemos obter uma equação mestra do tipo Lindblad para o sistema
de interesse. Além disso, supor que as correlações são nulas no instante inicial e que a
interação não provoca o aparecimento de fortes correlações ao longo da dinâmica foram
aproximações feitas em diferentes métodos para permitir chegar a uma equação linear e
local no tempo para ρS(t) no capítulo 4. Essas situações anteriores mostram que manter
o estado global em um estado produto facilita enormemente o caminho para chegar a
equações mestras do tipo Lindblad. Afinal, o traço nos graus de liberdade do ambiente
resultará em operadores que atuam linearmente em ρS(t) quando o sistema total está em
um estado separável. E para partir disso e chegar em uma equação de Lindblad, basta
que esses operadores resultantes preservem hermiticidade e aniquilem traço.

Para escrever uma equação linear e local não só partindo de estados separáveis, mas
de qualquer tipo de estado inicial, a ideia do artigo é fazer uma transformação que escreva
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o termo de correlação do estado total como uma função do termo separável. Chamamos
essa transformação de transformação de correlação. Tendo escrito o operador de correlação
em função do estado separável, a equação diferencial resultante é uma equação para
ρS(t) ⊗ ρB(t) apenas. Como o interesse é na dinâmica de ρS(t), basta tomar o traço da
equação para o sistema total na versão de correlação para obter a equação desejada.

Já sabemos que nem toda combinação de estado separável e correlações é física e
que a dinâmica do sistema reduzido possui influência dos valores das correlações. Como
a transformação de correlação resulta em uma equação dinâmica exata, as contribuições
do operador de correlação para dinâmica de ρS(t) necessariamente estarão presentes. Isso
se dará através dos novos operadores que surgem para a equação diferencial de ρS(t) ⊗
ρB(t) após a transformação, que não serão compatíveis com qualquer ρS(t0) ainda que se
mantenha o mesmo ρB(t0).

Nesta seção, explicamos a transformação de correlação proposta em. (11) Demons-
tramos que esse método é geral, damos um exemplo de como utilizá-lo e comentamos suas
vantagens e desvantagens.

5.1.1 A transformação de correlação

Como já vimos na equação (2.30), um estado qualquer de um sistema quântico bi-
partido pode ser escrito na forma ρSB(t) = ρS(t)⊗ρB(t)+χ(t). Onde ρS(t) = TrB{ρSB(t)}
e ρB(t) = TrS{ρSB(t)}. Correlating transformation é o nome dado à transformação Eχ

que leva o estado descorrelacionado ao estado correlacionado com correlação χ:

Eχ[ρS(t) ⊗ ρB(t)] = ρSB(t) = ρS(t) ⊗ ρB(t) + χ(t) (5.1)

Mostraremos a seguir que essa transformação é sempre possível.

O primeiro passo para construir versão de correlação é mostrar que todo operador
de correlação χ(t) pode ser escrito em função do estado separável ρS(t)⊗ρB(t) com o qual
χ(t) resulta no estado do sistema total. A transformação proposta faz uso de um operador
Hχ(t) que chamaremos de correlation parent operator através da seguinte relação:

χ(t) = −iJHχ(t), ρS(t) ⊗ ρB(t)K (5.2)

onde JA,BK = AB−B†A† é um comutador generalizado. Sabemos que χ(t) é um operador
hermitiano, e (5.2) garante essa propriedade mesmo que a solução para Hχ não seja
hermitiana.

Podemos reescrever (5.2) como

(ρ†S(t) ⊗ ρ†B(t))
[
iH†χ(t)

]
+
[
iH†χ(t)

]†
ρS(t) ⊗ ρB(t) = χ(t), (5.3)

que é uma equação do tipo A†X + X†A = B onde B = χ(t), A = ρS(t) ⊗ ρB(t) e
X = iH†χ(t).
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Em (44) é possível encontrar a solução mais geral para equações como A†X +
X†A = B onde A e X podem ser operadores lineares entre espaços de Hilbert diferentes
e é demonstrado que a solução para equações desse tipo não é única. Aqui vamos nos
concentrar em verificar a existência de uma solução para Hχ (tomamos a mais simples,
em que os termos não únicos são tomados como nulos). Como ρS(t) ⊗ ρB(t) em geral não
é inversível, a solução mais simples para Hχ será dada por

−iHχ(t) = 1
2(I + P0(t))χ(t) (ρ−1

S (t) ⊗ ρ−1
B (t)) (5.4)

onde ρ−1
j (t) representa o pseudo-inverso de ρj(t) e P0 = I − (ρ−1

S ⊗ ρ−1
B )(ρS ⊗ ρB) =

I − (ρS ⊗ ρB)(ρ−1
S ⊗ ρ−1

B ). Pseudo-inversas são generalizações de inversas que obedecem
às seguintes relações (44,45):

AA−1A = A, A−1AA−1 = A−1, (AA−1)† = AA−1, (A−1A)† = (A−1A) (5.5)

Para que (5.4) seja válida, a inversa ρ−1
S (t) ⊗ ρ−1

B (t) precisa existir. Vamos lembrar que
ρS(t) ⊗ ρB(t) é um operador hermitiano e, portanto, admite uma representação diagonal
com valores reais.

Considere a representação diagonal de um operador hermitiano A:

A =


a1 0 . . . 0
0 a2
... . . .
0 an


A pseudo-inversa de A, A−1 será dada por (45)

A−1 =


b1 0 . . . 0
0 b2
... . . .
0 bn

 , bi =

a
−1
i , ai ̸= 0

0, ai = 0

É possível mostrar que A−1 construída como acima satisfaz todas as propriedades
(5.5). Portanto, a inversa ρ−1

S (t) ⊗ ρ−1
B (t) sempre existe e é facilmente encontrada desde

que se conheça a decomposição espectral de ρS(t) ⊗ ρB(t).

Sabendo que sempre existe a inversa que dá a solução (5.4), podemos substituí-
la na equação para χ(t) e usar as propriedades de inversas para verificar que a solução
proposta é válida. Para simplificar a notação, vamos usar ρS ⊗ ρB ≡ ρ′SB e ocultar a
dependência temporal. Substituindo (5.4) em (5.3) e usando que ϱ′SB = (ϱ′SB)†, P0 = P †0

e χ = χ†, obtemos

ρ′SB(ρ′SB)−1χ
1
2(I + P0) + 1

2(I + P0)χ(ρ′SB)−1ρ′SB = χ (5.6)
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Substituindo (ρ′SB)−1ρ′SB = ρ′SB(ρ′SB)−1 = I − P0, temos

χ = 1
2(I − P0)χ(I + P0) + 1

2(I + P0)χ(I − P0) =
1
2 (χ+ χP0 − P0χ− P0χP0 + χ− χP0 + P0χ− P0χP0) = χ− P0χP0 (5.7)

Então (5.4) é a solução para Hχ desde que P0χP0 = 0. Essa exigência aparece em todas
as soluções demonstradas em (44) que não assumem A inversível. A condição P0BP0 = 0,
onde P0 = I−A−1A é o projetor no espaço nulo de A, é necessária para existir uma solução
para X que satisfaz A†X + X†A = B. Mostraremos que P0χP0 = 0 é sempre satisfeito
para χ = ρSB − TrB{ρSB} ⊗ TrS{ρSB}. E assim todas as condições necessárias para a
existência de Hχ que satisfaz (5.3) são sempre satisfeitas para os operadores densidade
ρS ⊗ ρB e o operador correlação χ correspondente.

Escrevendo P0 em função de ρ′SB e usando as prorpriedades dos operadores pseudo-
inversos é fácil mostrar que ρ′SBP0 = 0 (e portanto P0ρ

′
SBP0 = 0 ). Agora, vamos calcular

P0ρSBP0, onde ρSB = ρS ⊗ρB +χ. Usando a decomposição espectral de ρSB = ∑
i ξi |ξi⟩ ⟨ξi|

e que cada |ξi⟩ tem uma decomposição de Schmidt (1): |ξi⟩ = ∑
j

√
λi,j |eS

ij⟩ |fB
ij ⟩, escreve-

mos
ρSB =

∑
ijk

ξi

√
λijλik |eS

ij⟩ |fB
ij ⟩ ⟨eS

ik| ⟨fB
ik | . (5.8)

Tomando o traço nos graus de liberdade do ambiente e do sistema obtemos cada um dos
operadores

ρS =
∑
ij

ξiλij |eS
ij⟩ ⟨eS

ij| , ρB =
∑
lk

ξlλlk |fB
lk ⟩ ⟨fB

lk | . (5.9)

Será útil calcular explicitamente Tr[P0ρ
′
SB] = Tr[P0ρS⊗ρB], que já sabemos ser nulo, para

encontrar P0ρSBP0. Para cada termo i ou l dos somatórios de (5.9), os vetores |eS
ij⟩ e |fB

lk ⟩
são parte de conjuntos {|eS

ij⟩}
d2

S
j=1 e {|fB

lk ⟩}d2
B

k=1 de vetores ortonormais que formam bases
do espaço do sistema e do ambiente, respectivamente. Para cada termo nos somatórios,
escrevemos o traço na mesma base caracterizada por i e l dos vetores |eS

ij⟩ e |fB
lk ⟩. O que

resulta em:

Tr[P0ϱS ⊗ ϱB] =
∑

ijklmn

ξiξlλlkλij ⟨eS
im| ⟨fB

ln|P0 |eS
ij⟩ |fB

lk ⟩ ⟨eS
ij| |eS

im⟩ ⟨fB
lk | |fB

ln⟩ =

∑
ijkl

ξiξlλlkλij ⟨eS
ij| ⟨fB

lk |P0 |eS
ij⟩ |fB

lk ⟩ = 0 (5.10)

Como cada ξi e λij é não negativo e P0 é uma matriz positiva semidefinida (o que
pode ser verificado a partir de sua definição em função de ρ′SB), a igualdade acima exige
que P0 |eS

ij⟩ |fB
lk ⟩ = 0 sempre que λlkλij ̸= 0. Portanto,

P0ρSB =
∑
ijk

ξi

√
λijλikP0 |eS

ij⟩ |fB
ij ⟩ ⟨eS

ik| ⟨fB
ik | = 0 (5.11)
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e P0χP0 = P0(ρSB − ρS ⊗ ρB)P0 = 0, garantindo a existência da solução para Hχ para
qualquer estado ρSB.

Tendo a garantia da existência de Hχ, sabemos que a transformação de correlação
(5.1) sempre poderá ser escrita como

Eχ[ρS(t) ⊗ ρB(t)] = ρS(t) ⊗ ρB(t) +χ(t) = ρS(t) ⊗ ρB(t) − iJHχ(τ), ϱS(τ) ⊗ ϱB(τ)K (5.12)

A definição mostra que a transformação não é universal, no sentido de que cada
conjunto estado separável e correlações terá um operador Eχ responsável pela transforma-
ção de correlação específico (definido por Hχ). Além disso, para cada instante é necessário
um operador de correlação diferente e a forma do operador de correlação depende do es-
tado do sistema, do ambiente e das correlações a cada instante.

5.1.2 Construção do gerador na versão de correlação

Vamos denotar o hamiltoniano do sistema total por HSB = HS + HB + HI , onde
HI é o hamiltoniano de interação. O gerador da dinâmica do sistema total, na versão
de Schrödinger é Ds[·] = −i[HSB, ·] e atua no estado do universo, ρSB(t), que pode
possuir correlações. Escrever essa mesma equação, mas em função do termo separável
do estado total, deve levar a uma equação linear em ρS(t). Isso é o que faremos através
da transformação de correlação. Como desejamos obter exatamente a mesma dinâmica,
definimos o operador Dc[·] que atuará no termo separável na versão de correlação através
de

Ds[ρSB(t)] = Dc[ρS(t) ⊗ ρB(t)] (5.13)

de forma que obtemos a derivada do sistema de interesse através de

ρ̇S(t) = TrB{Dc[ρS(t) ⊗ ρB(t)]}, (5.14)

da mesma forma que obteríamos da dinâmica do sistema total na versão de Schrödinger
em sua forma tradicional ρ̇S(t) = TrB{Ds[ρSB(t)]}.

De (5.13) e (5.12) escrevemos

Ds[ρSB(t)] = Ds[Eχ[ρS(t) ⊗ ρB(t)]] = Dc[ρS(t) ⊗ ρB(t)]. (5.15)

A partir da equação acima, definimos

Dc[·] ≡ Ds[Eχ[·]] = −i[HSB, ·] − [HSB, JHχ, ·K]. (5.16)

Essa última equação deixa claro que o gerador da versão de correlação não é universal,
já que é explicitamente dependente de Hχ que, por sua vez, é função de ρS(t), ρB(t) e
χ(t). Sendo assim, para cada estado ρSB(t), devemos construir o gerador correspondente
levando em conta também o estado do próprio sistema de interesse.
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5.1.3 Derivação de uma equação universal na forma de Lindblad

Qualquer operador linear, que preserva hermiticidade e aniquila traço pode ser
escrito na forma de Lindblad (3.41). O que pode ser verificado pela derivação da seção 3.3
onde o mapa inicial (3.32) é um mapa genérico HPTA e a forma final é do tipo Lindblad.

Da seção anterior, temos que ρ̇S(t) = TrB{Dc[ρS(t) ⊗ρB(t)]}. Observando a equa-
ção (5.17), percebemos que TrB{Dc[ρS(t) ⊗ ρB(t)]} será um operador linear em ρS(t).
Como −iJA,BK sempre resulta em um operador hermitiano, L (·) dado por

L (·) = TrB{Dc[(·) ⊗ ρB(t)]} =

− iT rB[ HSB, (·) ⊗ ρB(t)] − iT rB[ HSB,−iJHχ, (·) ⊗ ρB(t)K ] (5.17)

é um operador linear que preserva hermiticidade. Além disso, TrS{L (ρS)}, ρS ∈ L(HS)
é o traço total de um comutador, que é sempre nulo pela propriedade cíclica do traço. Um
operador com todas essas características será HPTA. Portanto, L (·) definido na seção
anterior sempre pode ser escrito como um gerador na forma de Lindblad.

Como sabemos que a divisão entre termo unitário e dissipativo e a forma de cada
um destes não é única, os operadores que aparecem na equação mestra de (11) são ape-
nas uma das escolhas possíveis. O caminho utilizado chega à seguinte separação entre
contribuições unitárias e dissipativas para ρ̇S(t):

ρ̇S(t) = −i[HS + hχ
L(t), ρS(t)] +

∑
i ̸=0,j ̸=0

aij(t) (2SjρS(t)Si − {SiSj, ρS(t)}) . (5.18)

Na equação acima, hamiltoniano nu HS é somado a

hχ
L(t) = ⟨HI⟩B + 2

∑
i ̸=0

Im(ci0(t))Si +
∑

i ̸=0,j ̸=0
bij(t)SiSj, (5.19)

onde decompomos Hχ(t) = ∑d2
S−1

j=0 Sj ⊗ Bχ
j (t) e HI = ∑d2

S−1
i=1 Si ⊗ Bi usando uma base

{Si}
d2

S−1
i=0 de operadores hermitianos no espaço de Hilbert do sistema de interesse para

a qual S0 = I. Disso se verifica que esta escolha de separação, quando diagonalizada,
resultará na representação canônica do superoperador na forma de Lindblad. Já que o
dissipador só possui operadores de traço nulo.

Os coeficientes bij = −i
2 (cij −c∗ji) e aij = 1

2(cij +c∗ji) são dados em função de cij(t) =
Tr[ρB(t)BiB

χ
j (t)]. Sendo que Bχ

j (t) são contribuições do correlation parent operator e
Bi são contribuições do hamiltoniano de interação. Fica claro que, tanto as taxas de
decaimento, quanto a correção no hamiltoniano nu tem contribuições de Hχ, que indica
a influência das correlações entre o sistema e o ambiente na evolução de ρS(t).

A matriz formada pelos coeficientes aij do termo dissipativo é hermitiana. Isso
permite diagonalizá-la e encontrar as taxas de decaimento da forma diagonal de Lindblad,
assim como os operadores correspondentes. Porém, essa matriz não precisa ser positiva
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semidefinida, permitindo o aparecimento de taxas negativas, que caracterizam dinâmicas
não markovianas.

A equação (5.18) é exata e completamente geral. Para qualquer estado ρSB(t) =
ρS(t) ⊗ ρB(t) + χ(t) e qualquer hamiltoniano HSB = HS + HB + HI , somos capazes de
construir uma equação como (5.18) utilizando o correlation parent operator Hχ corres-
pondente. Sem a necessidade de supor estado separável, interação fraca, estado constante
para o ambiente, nem outro tipo de aproximação que poderia levar a uma equação dessa
forma por métodos aproximativos propostos anteriormente.

5.1.4 Observações em relação à linearidade de L χ

L χ construído como em (5.17) não é um gerador universal, o que significa que não
resulta na equação mestra de qualquer ρS(t). Isso está de acordo com o que esperávamos, já
que a dinâmica de um sistema aberto depende das correlações entre o sistema e o ambiente,
que não podem ser consideradas independentemente do estado do próprio sistema. Porém,
apesar de não ser universal quando desejamos encontrar as equações corretas para a
dinâmica, o operador L χ que construímos é linear e bem definido em todo o espaço
D(HS) de operadores densidade do sistema de interesse.

Para analisar a linearidade de L χ, vamos usar uma notação mais explícita. Hχ

é um operador que relaciona um estado separável específico ρS ⊗ ρB a uma correlação
específica χ, o que pode ser verificado por (5.3) e (5.4). Por isso, escreveremos Hχ,ρS ,ρB

.
Com essa dependência escrita explicitamente, fica claro que L definido a partir de (5.17)
também é um operador com dependência em χ, ρS e ρB: L χ

ρS ,ρB
. E a derivada de um

estado ρS(t) = TrB{ρS(t) ⊗ ρB(t) + χ(t)} será dada por L χ
ρS ,ρB

ρS(t).

Em geral L χ
ρS ,ρB

não será o mesmo se modificarmos qualquer um dos operadores
χ, ρS e ρB. O que significa que L χ

ρS ,ρB
ρS(t) ̸= L χ′

ρ′
S ,ρ′

B
ρS(t) para a maior parte dos casos.

Porém, como L χ
ρS ,ρB

definido a partir de (5.17) é um operador linear, temos que vale

L χ
ρS ,ρB

(∑
i

piρi

)
=
∑

i

pi L χ
ρS ,ρB

(ρi) (5.20)

e, se ∑i piρi = ρS, o lado direito da equação acima dá o resultado físico correto para
derivada de ρS. Também podemos supor que o estado do universo é uma mistura

ρSB(t) =
∑

j

pj ρSBj(t), (5.21)

sendo ρSBj(t) = ρSj(t) ⊗ ρBj(t) + χj(t). Como supomos que o universo é fechado, sua
evolução será linear, de forma que sempre podemos escrever ρSB(t′) = ∑

j pj ρSBj(t′) onde
ρSBj(t′) é dado justamente por U(t′, t)ρSBj(t)U †(t′, t).
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Disso temos que

L χ
ρS ,ρB

ρSB = −i T rB[HSB, ρSB] = −i
∑

j

pj TrB[HSB, ρSBj] =
∑

j

pj L χj
ρSj ,ρBj

(ρSBj)

(5.22)
onde usamos que L

χj
ρSj ,ρBj (ρSj) é o superoperador que resulta exatamente na derivada de

ρSj quando este operador faz parte de um universo composto por ρSBj = ρSj ⊗ ρBj + χj.
Ou seja, L

χj
ρSj ,ρBj (ρSj) é definido para resultar no mesmo que −i T rB[HSB, ρSBj].

5.1.5 Jaynes-Cummings

Um exemplo em que a solução exata para a equação mestra pode ser aplicada é
o modelo de Jaynes-Cummings. Esse é um modelo para a interação entre um átomo de
dois níveis e um campo quantizado numa situação em que a diferença de energia entre os
estados do átomo e a energia dos fótons do campo são próximas ω ≈ ω0. O hamiltoniano
do sistema total é dado por

H = ωa†a+ ω0

2 σz + λ
(
σ+a+ σ−a

†
)

(5.23)

Onde a e a† são os operadores de aniquilação e criação no espaço dos fótons, ω0σz/2
é o hamiltoniano nu do sistema de dois níveis e λ

(
σ+a+ σ−a

†
)

é o hamiltoniano de
interação entre o átomo e o campo, sendo λ a constante de acoplamento. A solução
exata da evolução descrita por esse hamiltoniano pode ser encontrada para qualquer
vetor que representa o estado inicial (46). A solução para um operador densidade segue de
forma direta, usando que ρ(t) = ∑

i piU(t) |ψi(0)⟩ ⟨ψi(0)|U †(t) e a solução para |ψi(t)⟩ =
U(t) |ψi(0)⟩. O conhecimento do estado do sistema total a todo instante de tempo permite
calcular o correlation parent operator para todo t e assim derivar a equação mestra exata
para o sistema.

Tomamos um estado inicial puro |ψ(0)⟩ = r1 |e, 0⟩ + r2 |g, 1⟩ e escolhemos coefi-
cientes r1 e r2 reais. Na condição de ressonância ω0 = ω, a solução é dada por |ψ(t)⟩ =
e−itω0/2{[r1 cos(λt)−ir2 sin(λt)] |e, 0⟩+[−ir1 sin(λt)+r2 cos(λt)] |g, 1⟩}. Calculamos o ope-
rador densidade correspondente a esse estado puro ρ(t) = |ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)|, assim como o
operador de correlação, dado por χ(t) = ρ(t) − TrS{ρ(t)} ⊗ TrB{ρ(t)}. Tomando os
pseudo-inversos dos operadores hermitianos TrS{ρ(t)} e TrB{ρ(t)} e calculando P0 a
partir delas, podemos usar a equação (5.4) para encontrar Hχ correspondente a essa evo-
lução. O resultado obtido é

− 2iHχ = |ag,1|2

|ae,0|2
|e, 0⟩ ⟨e, 0| +

ag,1a
∗
e,0

|ae,0|4
|g, 1⟩ ⟨e, 0| − |g, 0⟩ ⟨g, 0|

− |e, 1⟩ ⟨e, 1| + |ae,0|2

|ag,1|2
|g, 1⟩ ⟨g, 1| +

a∗g,1ae,0

|ag,1|4
|e, 0⟩ ⟨g, 1| (5.24)

Onde ae,0 = e−itω0/2[r1 cos(λt)−ir2 sin(λt)] e ag,1 = e−itω0/2[−ir1 sin(λt)+r2 cos(λt)] são os
coeficientes que dão o estado total em função do tempo |ψ(t)⟩ = ae,0(t) |e, 0⟩+ag,1(t) |g, 1⟩
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Para seguir as etapas propostas por (11), devemos escolher uma base de operadores
ortonormais e hermitianos no espaço do sistema de interesse. Podemos tomar S0 = 1/

√
2,

S1 = σx/
√

2, S2 = σy/
√

2 e S3 = σz/
√

2. Onde σx = |e⟩ ⟨g|+ |g⟩ ⟨e|, σy = i(|g⟩ ⟨e|−|e⟩ ⟨g|)
e σz = |e⟩ ⟨e| − |g⟩ ⟨g|. Como essa base é ortonormal, é possível calcular os operadores
Bχ

i de Hχ = ∑3
i=0 Si ⊗ Bχ

i por Bχ
i = TrS{SiHχ}. Depois, basta substituir os operadores

Bχ
i e Bi na equação (5.18) para encontrar uma equação local no tempo e na forma de

Lindblad para o sistema de dois níveis.

A forma final, com o termo dissipativo já diagonalizado é dada por

ρ̇S(t) = −i[HS + hχ
L(t), ρS(t)] + γ1

2

(
σ−ρS(t)σ+ − 1

2{σ+σ−, ρS(t)}
)

+ γ2

2

(
σ+ρS(t)σ− − 1

2{σ−σ+, ρS(t)}
)

(5.25)

onde hχ
L(t) = 4λr1r2α1/(1 + 4r2

1 − 4r4
1 − (α2

1 − α2
2))σz, γ1 = −λα2/(2 − 2α1) e γ2 =

λα2/(2 + 2α1). Nessas equações, α1 = (1 − 2r2
1) cos(2λt) e α2 = (1 − 2r2

1) sin(2λt). Como
α1 e α2 admitem valores positivos e negativos, o sinal das taxas irá oscilar com uma
frequência dependente da constante λ, caracterizando uma dinâmica não-markoviana.

5.1.6 Observações

As equações que podem ser obtidas pela transformação de correlação não supõem
nenhuma característica que restringe seu domínio de validade como estado inicial separável
ou interação fraca. Portanto, esse método demonstra que as equações na forma de Lindblad
são gerais. E qualquer caracterização de uma dinâmica quântica que é feita com base em
uma equação com essa forma, a princípio, sempre pode ser feita.

O maior problema com a metodologia apresentada é que ela supõe o conhecimento
de todo o estado do universo a cada instante de tempo para realizar essa demonstração.
Isso torna a aplicabilidade do método extremamente restrita, já que o principal interesse
em descrever sistemas abertos é saber como lidar com a evolução de sistemas que interagem
com ambientes que não temos acesso ou que são muito difíceis de prever devido à grande
quantidade de graus de liberdade que possuem. Por isso, os autores propõe novos métodos
aproximativos a partir da transformação de correlação.

5.2 Dinâmicas inversíveis - Mapas lineares para correlações iniciais

Uma outra abordagem para encontrar equações mestras exatas na forma de Lind-
blad para estados correlacionados inicialmente é dada em (12). Essa proposta é mais
restritiva do que a anterior, de (11), porque pressupõe a existência de um mapa inversível
para a dinâmica sem correlações. A ideia é mostrar que existe um mapa linear e HPTP
que sempre pode ser construído para o estado correlacionado a partir do mapa para o
estado sem correlações. Nessa construção, se o mapa para o estado separável for inver-
sível, o novo mapa incluindo as correlações também o será. Devido a essa característica,
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também é possível encontrar uma equação mestra na forma de Lindblad para um estado
inicial correlacionado. Comparando as equações para os casos com e sem correlações, é
possível entender como elas alteram a dinâmica. Assim como é esperado e também aparece
em (11), o gerador da dinâmica de um estado correlacionado possui um domínio físico
restrito, apesar de ser bem definido e preservar hermiticidade e aniquilar traço de todos
os operadores densidade no espaço L(HS) de operadores lineares do sistema reduzido.
Embora esse caminho seja menos geral do que o anterior por só ser possível para mapas
inversíveis, também exige menos conhecimento sobre o estado global: só necessita da in-
formação do estado inicial do ambiente e das correlações, e não do estado do universo a
cada instante de tempo.

Para essa construção, fixa-se o estado inicial do ambiente ρB(t0) e as correlações
iniciais χ(t0). Como consequência disso, o conjunto Pχ

B(HS) de estados do sistema reduzido
cuja dinâmica é corretamente descrita pelo mapa construído fica restrito àquele para o
qual ρSB(t0) = ρS(t0) ⊗ ρB(t0) + χ(t0) se mantém um operador positivo. Tendo o mapa
Φ(t, t0) para o estado ρS(t0) ⊗ ρB(t0)

Φ(t, t0)[ · ] = TrB{U(t, t0)[ · ] ⊗ ρB(t0)U †(t, t0)} (5.26)

que pode ser escrito na forma de Kraus como (3.4), o mapa linear considerando ρS(t0) ⊗
ρB(t0) + χ(t0) é dado por

Ψχ(t, t0)[ · ] = Φ(t, t0)[ · ] + Iχ(t, t0)Tr{ · } (5.27)

onde Iχ(t, t0) = TrB

[
U(t, t0)(χ(t0))U †(t, t0)

]
. Quando aplicado em ρS(t0)

ρS(t) = Φ(t, t0)ρS(t0) + Iχ(t, t0)Tr{ρS(t0)} (5.28)

iguala-se a (3.61) dentro do domínio físico de validade Pχ
B(HS). É claro que Φ(t, t0) pre-

serva traço e hermiticidade. Como Tr{Iχ(t, t0)} = 0, a preservação do traço de qual-
quer operador é garantida por Φ(t, t0). E a preservação da hermiticidade é satisfeita por-
que Iχ(t, t0) = (Iχ(t, t0))†, o que implica em Iχ(t, t0)Tr{A} = (Iχ(t, t0)Tr{A})† quando
A = A†. Por isso, Ψχ(t, t0) é HPTP (preserva traço e hermiticidade) para todo o espaço
de operadores lineares L(HS).

Como Iχ(t, t0) é hermitiano, é possível tomar um procedimento muito semelhante
ao feito em (3.58) para encontrar a forma de pseudo-Kraus do operador Iχ(t, t0)Tr{ · }
onde o traço é escrito na base de autovetores de Iχ(t, t0). Como esse operador pode ter
autovalores negativos, não precisa ser um operador positivo como definido em (2.7) -
nem Ψχ(t, t0). Porém, seguramente Ψχ é um operador que preserva a positividade do seu
domínio físico de validade, pois leva todos os seus elementos aos operadores densidade
correspondentes ao estado físico em um instante posterior.

Supondo que Φ(t, t0) é inversível, é possível verificar que a inversa de Ψχ(t, t0) é
dada por

(Ψχ)−1(t, t0)[ · ] = Φ−1(t, t0)[ · ] − Φ−1(t, t0)[Iχ(t, t0)]Tr{ · }. (5.29)
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Logo, sob a condição de Φ(t, t0) inversível, é possível construir o gerador

Lχ(t, t0)[ · ] = d

dt
Ψχ(t, t0)(Ψχ(t, t0))−1[ · ] (5.30)

tanto para um estado inicial separável, quanto para um correlacionado. Conforme discu-
timos para (3.55), Ψχ(t, t0) inversível e HPTP é suficiente para obter Lχ(t, t0) HPTA (que
preserva hermiticidade e aniquila traço) e pode ser escrito como um termo unitário e um
dissipativo na forma de Lindblad, como em (3.41).

Para evidenciar a constribuição das correlações, escrevemos

Lχ(t, t0)[ · ] = Lχ=0(t, t0)[ · ] + J χ(t, t0)Tr{ · } (5.31)

onde J χ = d
dt
Iχ − Lχ=0[Iχ] e Lχ=0 é a equação mestra na ausência de correlações. Cada

um desses termos preserva hermiticidade e aniquila traço. Consequentemente é legítimo
vincular a cada um deles uma contribuição unitária e uma dissipativa. Inclusive, através da
escolha de operadores de traço nulo no dissipador, projeta-se toda a contribuição unitária
de cada um desses termos no comutador e o operador hamiltoniano é obtido de forma
única. Uma vez que J χ é hermitiano, podemos escrever J χTr{ · } como um operador
pseudo-Kraus na base de autovetores ortogonais de J χ. Sendo

J χ =
∑

j

bj(t) |ηj(t)⟩ ⟨ηj(t)| (5.32)

a representação de J χ na sua base espectral, escrevemos

J χTr{ · } =
∑
j,j′

bj(t) |ηj(t)⟩ ⟨ηj′(t)| · |ηj′(t)⟩ ⟨ηj(t)| . (5.33)

Visto que todos os operadores |ηj(t)⟩ ⟨ηj′(t)| da equação acima são hermitianos ou possuem
traço nulo, a projeção de J χTr{ · } no termo unitário zera por (3.51). Isso significa que
o único termo dependente das correlações nesse superoperador tem projeção não nula
apenas no termo dissipativo do superoperador na forma de Lindblad.
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6 PROPOSTAS ALTERNATIVAS E COMPARAÇÕES

Agora, após a revisão dos dois métodos anteriores propostos na literatura, dis-
cutimos como encontrar um superoperador de Lindblad com conhecimento apenas da
dinâmica do sistema reduzido por três maneiras diferentes. A primeira é construída a par-
tir de uma generalização do mapa utilizado em (47) para analisar a markovianidade da
dinâmica de dois sistemas de dois níveis em contato com um banho térmico. Mostraremos
que mapas de pseudo-Kraus sempre podem ser concebidos para sistemas reduzidos cujo
hamitoniano nu comuta com o hamiltoniano de interação, como é o caso analisado no
artigo. A inversibilidade desses mapas implica em uma equação mestra local na forma de
Lindblad que se resume às equações exatas conhecidas para alguns desses sistemas sob
a condição de estado inicial separável. A segunda delas foi demonstrada inicialmente em
(13) como uma maneira de associar aos subsistemas energias internas que resultam na
energia do sistema total quando somadas. Aqui, observamos que o dissipador escolhido
para essa equação dinâmica pode ser adaptado para coincidir com a representação canô-
nica de superoperadores de Lindblad, podendo ser diretamente comparado com os demais
métodos. A terceira, através do replacement map, é apresentada devido às suas caracte-
rísticas peculiares, mas que também permitem fazer relações com os outros métodos e
analisar as consequências de cada estratégia. Com esse conjunto de possibilidades, com-
paramos as equações resultantes e discutimos possíveis implicações dessas metodologias
na compreensão de características físicas de dinâmicas não-unitárias.

6.1 Proposta para encontrar equações mestras exatas para dinâmicas específicas

Começaremos construindo mapas que conectam dois operadores densidade, para
depois exigir propriedades típicas para dinâmicas físicas e chegar à primeira proposta.
Um mapa entre quaisquer dois operadores densidade específicos ρA e ρB de um mesmo
espaço de operadores lineares L(HS) pode ser definido como

VAB[ · ] =
∑
ij

ρBij

ρAij

|i⟩ ⟨i| · |j⟩ ⟨j| , (6.1)

onde {|i⟩}i=1,2,...,N é uma base ortonormal de HS. Definido dessa forma, o mapa resulta
exatamente em ρB quando atua em ρA

VAB[ρA] =
∑
ij

ρBij

ρAij

|i⟩ ⟨i| ρA |j⟩ ⟨j| = ρB. (6.2)

Nesse ponto nos preocupamos apenas em conectar esses dois operadores, sem exigir um
comportamento específico quando VAB atua em outros elementos de L(HS). Note que,
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apesar de ser um mapa construído a partir de dois operadores densidade específicos, é um
mapa linear bem definido para qualquer elemento de L(HS). Por exemplo, quando VAB

atua em um operador ρC

VAB[ρC ] =
∑
ij

ρBij

ρAij

|i⟩ ⟨i| ρC |j⟩ ⟨j| = ρ′C (6.3)

resulta em um novo operador linear ρ′C cuja entrada de índices (i, j) é dada por ρBij

ρAij
ρCij.

Além disso, VAB(ρC +αρD) = VABρC +αVABρD para todo ρC , ρD em L(HS) e todo α ∈ C.
Afinal, VAB[ · ] é um superoperador linear.

Seguindo na análise das propriedades de VAB, constatamos que a propriedade (3.7)
é satisfeita

ρ∗Bij

ρ∗Aij

= ρBji

ρAji

(6.4)

toda vez que esse mapa é definido a partir de dois operadores densidade, que são hermi-
tianos. Essa propriedade garante que VAB é um mapa que preserva hermiticidade para
qualquer elemento de L(HS), não apenas ρA. Portanto, qualquer mapa definido como (6.1)
é um mapa linear e HP. Também por ρA e ρB serem dois operadores densidade, de traço
1, é claro que VAB preserva traço quando atua em ρA. Mas em geral não é um operador
TP como definido no capítulo 3. Quando VAB for TP, ele preservará o traço de todos os
operadores lineares em HS e não apenas de ρA. Se desejamos que VAB seja um operador
TP, devemos exigir ∑

i

ρBii

ρAii

|i⟩ ⟨i| = I (6.5)

como em (3.3). A igualdade acima implica em ρBii = ρAii, ∀i. Essa relação indica que
um mapa como (6.1) só será TP quando os operadores densidade ρA e ρB a partir do
qual o construímos tiverem exatamente os mesmos elementos na diagonal principal da
base utilizada. Ou seja, deverá ser um mapa que não altera os elementos da diagonal de
nenhum operador.

Tendo como objetivo representar evoluções temporais de sistemas físicos, os ope-
radores densidade que desejamos conectar são o operador em um instante inicial ρ(t0) e
o correspondente em um instante posterior ρ(t). É possível pensar em VAB como o supe-
roperador responsável por essa evolução. Para isso, tomamos ρA = ρ(t0) e ρB = ρ(t), o
mapa torna-se

V (t, t0)[ · ] =
∑
ij

ρij(t)
ρij(t0)

|i⟩ ⟨i| · |j⟩ ⟨j| (6.6)

Da mesma forma que comentamos anteriormente para VAB, esse mapa é linear e bem
definido para todo os operadores densidade do espaço ao qual ρ(t0) pertence. Porém,
como existe dependência dos coeficientes de V (t, t0) nos estados inicial e final, o estado
do sistema físico no instante t só é garantidamente atingido quando V (t, t0) atua em um
estado inicial específico, aquele que aparece no denominador de (6.6).
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Ainda que V (t, t0) tenha um domínio de validade restrito, será interessante que
ele possua características que preservam as propriedades de operadores densidade que
estão além desse domínio. Superoperadores na forma de Lindblad, mesmo quando têm
um domínio físico restrito como em (11,12), serão HPTA. O que revela que eles aniquilam
traço e preservam hermiticidade de todos os operadores operadores densidade do espaço
em que atuam. A derivação do capítulo 3 feita para obter um operador dessa forma não
supõe nada a respeito do domínio físico, mas parte de um operador (3.16) que preserva
traço e hermiticidade para todos os operadores densidade no espaço de Hilbert em questão.
Além disso, um operador na forma de Lindblad é necessariamente HPTA, então só pode
ser encontrado a partir de um mapa que satisfaça essas características para todo o espaço
de operadores lineares.

6.1.1 Hamiltonianos que mantêm a diagonal constante

Nesta seção, vamos entender quais sistemas físicos satisfazem a condição (6.5) que
assegura V (t, t0) proposto em (6.6) HPTP. Escrevemos o hamiltoniano do sistema total
como

H = HS ⊗ I + I ⊗HB +HI . (6.7)

Consideramos uma base ortogonal {Bi}, i = 1, ..., N2
B de operadores hermitianos para

L(HB). Supondo que BN2
B

= I, um hamiltoniano de interação qualquer pode ser escrito
como

HI =
N2

B−1∑
i=1

Si ⊗ Bi (6.8)

onde Si também precisam ser hermitianos para que HI = H†I . Como HS e cada um dos
operadores Si é um operador hemitiano, existe uma base de autovetores ortogonais para
cada um desses operadores. Vamos supor que

[HS ⊗ I,HI ] = 0. (6.9)

Usando a decomposição (6.8), encontramos que [HS,Si] = 0 ∀i. Essa condição se traduz
em uma base de autovetores em comum entre HS e cada um dos Si. (15) Desejamos ainda
que essa base seja a mesma para todos os operadores que compõem HI . Isso é satisfeito
se o espectro de HS é não-degenerado, que implica que sua base de autoestados será
única e, portanto, a mesma de todos os demais Si. (48) Ou, de forma mais geral, também
será satisfeito sempre que todos os operadores Si também comutarem entre si. Uma base
ortogonal de autovetores em comum para todos os operadores do hamiltoniano (6.7) que
atuam em HS resultará em um operador densidade cuja diagonal nessa mesma base se
mantém constante ao longo da dinâmica.

Para verificar essa afirmação, tomamos o traço na equação de Lioville para o
operador densidade do sistema total ρ(t), que resulta na derivada do operador densidade
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do sistema reduzido S. Usamos a notação {|jS⟩}, j = 1, ..., NS para a base de autovetores
normalizada que HS possui em comum com os operadores Si. Chamaremos por vij o
autovalor de Si correspondente ao vetor |jS⟩ e ωj como o autovalor de HS correspondente
a esse mesmo vetor.

ρ̇S(t) = −iT rB[H, ρ(t)] = −i (TrB[HS ⊗ I, ρ(t)] + TrB[HI , ρ(t)]) . (6.10)

Para calcular os dois comutadores resultantes em (6.10), escrevemos ρ(t) em função da
base {|is⟩} de autovetores de HS e de uma base ortonormal {|iB⟩} do ambiente

ρ(t) =
∑
ijkl

αijkl(t) |iS, kB⟩ ⟨jS, lB| (6.11)

Substituindo em (6.10):

ρ̇S(t) =

− i
∑
ijkl

αijkl(t)
(
TrB[HS ⊗ I, |iS, kB⟩ ⟨jS, lB|] +

∑
n

TrB[Sn ⊗ Bn, |iS, kB⟩ ⟨jS, lB|]
)

=

− i
∑
ijkl

αijkl(t) |iS⟩ ⟨jS|
(

(ωi − ωj)TrB[|kB⟩ ⟨lB|] +
∑

n

(vni − vnj)TrB[Bn |kB⟩ ⟨lB|]
)

(6.12)

Se tomarmos os elementos que satisfazem iS = jS, vemos que (ωi − ωj) e (vi − vj) zeram
a sua contribuição para ρ̇S(t). Então, quando escrevemos o operador densidade reduzido
na base de autovetores de HS, a diagonal zera desde que uma mesma base seja base de
autoestados de HS e todos os componentes Si de HI .

Quando usamos a versão de interação, essa mesma base também mantém a diago-
nal do operador densidade constante. Esse fato é consequência de que o hamiltoniano de
interação na versão de interação também será um operador que comuta com HS sempre
que [HS, HI ] = 0, onde HI é o hamiltoniano de interação na versão de Schrödinger. Ob-
serve que a demonstração também é válida para hamiltonianos dependentes do tempo,
desde que a condição (6.9) seja satisfeita em conjunto com a comutação dos operadores
Si entre si. Nesse caso, a base a ser considerada em (6.11) deve ser a base de autovetores
de HS no instante de tempo t em que se deseja calcular a derivada.

6.1.2 Construção de um superoperador HPTA

É fácil verificar que operadores como (6.6) podem ser concebidos para dois ins-
tantes de tempo (t, t0) quaisquer e, ainda, que obedecem uma regra de composição como
V (t2, t0) = V (t2, t1)V (t1, t0) quando construídos seguindo as evoluções temporais ρ(t2) e
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ρ(t1) de um mesmo operador densidade inicial ρ(t0):

V (t2, t1)V (t1, t0)[ · ] =
∑
i′j′

ρi′j′(t2)
ρi′j′(t1)

|i′⟩ ⟨i′|

∑
ij

ρij(t1)
ρij(t0)

|i⟩ ⟨i| · |j⟩ ⟨j|

 |j′⟩ ⟨j′| =

∑
ij

ρij(t2)
ρij(t0)

|i⟩ ⟨i| · |j⟩ ⟨j| = V (t2, t0)[ · ]. (6.13)

Além de que é possível construir a inversa de (6.6), dada por

V −1(t, t0)[ · ] =
∑
ij

ρij(t0)
ρij(t)

|i⟩ ⟨i| · |j⟩ ⟨j| . (6.14)

Qualquer uma das duas propriedades pode ser usada para produzir um superoperador
HPTA que resulta na derivada de ρ(t) e pode ser disposto na forma de Lindblad (3.41).
Pela equação (3.29), o superoperador L(t) será dado pela derivada de (6.6) em relação à
primeira entrada quando calculado em t0 = t, que resulta em

L(t)[ · ] =
∑
ij

ρ̇ij(t)
ρij(t)

|i⟩ ⟨i| · |j⟩ ⟨j| . (6.15)

Salientamos que o superoperador L(t) sempre será HPTA porque reduzimos o conjunto
dos possíveis V (t, t0) àqueles que garantem a preservação da hermiticidade e do traço de
qualquer operador linear em HS. Mas a positividade das taxas de decaimento do termo
dissipativo dependerá de como o estado em questão muda no instante t. Através desse
procedimento, é possível encontrar como uma contribuição unitária e uma dissipativa na
forma de Lindblad podem ser obtidas do próprio operador ρ(t).

6.1.3 Estado produto e mapa linear

Assim como nos exemplos anteriores de métodos para encontrar equações mestras
para estados inicialmente correlacionados, o mapa V (t, t0) imaginado em (6.6) em geral
possuirá um domínio físico Pρ(H) restrito. Veremos que restringir os possíveis estados
iniciais a estados produto com o mesmo operador ρB(t0) associado ao banho recupera todo
o espaço de operadores densidade em HS como domínio físico de validade. Concordando
com os mapas exatos tradicionais, que tomam a mesma forma para qualquer operador
densidade que evoluem.

Mantemos as condições anteriores que garantem diagonal do operador densidade
reduzido constante em alguma base. Quando um estado é produto em um instante t0, o
operador densidade do universo, dado por (6.11), pode ser reescrito como:

ρ(t0) =
∑
ij

βij(t0) |iS⟩ ⟨jS| ⊗
∑
kl

γkl(t0) |kB⟩ ⟨lB| . (6.16)

Tomamos o operador de evolução temporal do universo

U(t, t0) = exp{−i (HS ⊗ I + I ⊗HB +HI) t} (6.17)
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onde consideramos o hamiltoniano constante. O operador densidade do sistema de inte-
resse será dado por:

ρS(t) = TrB{U(t, t0)ρ(t0)U †(t, t0)} =
∑
ij

βij(t0) |iS⟩ ⟨jS| fij(t, t0) (6.18)

onde

fij(t, t0) = exp−i(ωi−ωj)t ×∑
kl

γkl(t0)TrB

[
exp{−i(HB +

∑
n

vniBn)t} |kB⟩ ⟨lB| exp{i(HB +
∑

n

vnjBn)t}
]

(6.19)

é uma função que independe do estado inicial do sistema de interesse em questão. Por
(6.18), percebemos que cada entrada ρSij(t) na base de autoestados de HS é proporcional
ao seu valor no inicial βij(t0). E a função fij(t, t0) que dá essa proporcionalidade é a mesma
para qualquer operador ρS(t0) sob a condição de universo em estado produto no instante
inicial. Se construirmos o mapa V (t, t0) para esse sistema reduzido da forma proposta em
(6.6), teremos

V (t, t0)[ · ] =
∑
ij

fij(t, t0) |iS⟩ ⟨iS| · |jS⟩ ⟨jS| (6.20)

que é o mapa que representa a evolução temporal de qualquer estado inicial ρS(t0) quando
o estado total em t0 é separável. Logo, apesar da construção (6.6) se apoiar em um estado
inicial específico, ela recupera exatamente o mapa que evolui todo o conjunto de estados
iniciais quando esse mapa é possível pela derivação (3.58).

Mais do que isso, a inversa do superoperador (6.20) -cuja existência é verificada
por (6.14)-, também independe dos estados do sistema de interesse sob as condições aqui
comentadas.

V −1(t, t0)[ · ] =
∑
ij

f−1
ij (t, t0) |iS⟩ ⟨iS| · |jS⟩ ⟨jS| (6.21)

E portanto, é possível encontrar um mapa linear V (t2, t1) para qualquer par de instantes
temporais como feito em (3.54), sem dependência no estado ρS(t), desde que se assuma
que o estado do universo é separável em algum instante inicial t0.

V (t2, t1)[ · ] = V (t2, t0)V −1(t1, t0)[ · ] =
∑
ij

fij(t2, t0)f−1
ij (t1, t0) |iS⟩ ⟨iS| · |jS⟩ ⟨jS| (6.22)

Isso significa que a extensão do domínio físico de validade para todo o espaço de operado-
res densidade se dá igualmente para o superoperador L(t), ainda que correlações apareçam
durante a dinâmica. Os mesmos resultados se aplicam trivialmente quando existe corre-
lações no instante inicial, mas χ(t0) comuta com U(t, t0). Já que, para essas situações, a
dinâmica reduzida de ρS(t) só depende do termo separável.
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6.2 Exemplo: sistema aberto de dois níveis

Observamos a equação (6.15) para L(t) em função de ρ̇(t) e a separação adotada
em (3.33) para chegar aos termos unitário e dissipativo na equação de Lindblad. Podemos
constatar que a seleção das entradas de ρS(t) que contribuem com cada um desses termos
independem do estado inicial e dos operadores de HI que atuam no banho. Mas apenas
da base de autovetores em HS definida por HS e HI . Dessa forma, um procedimento geral
pode ser adotado supondo ρS(t) escrito nesse base de autoestados. Nesta seção, veremos
como encontrar uma equação na forma de Lindblad para um sistema de dois níveis em
contato com um ambiente quântico qualquer sob a condição [HS, HI ] = 0.

Empregamos o mapa (6.6) para um operador densidade de um sistema de dois
níveis. Usamos a condição (6.5) de diagonal constante que garante preservação do traço
nesse superoperador. Supondo {|+⟩ , |−⟩} a base de autovetores que HS possui em comum
com os operadores de HI que atuam em HS, escrevemos

V (t, t0)( · ) = |+⟩ ⟨+| · |+⟩ ⟨+| + |−⟩ ⟨−| · |−⟩ ⟨−| +
ρ+−(t)
ρ+−(t0)

|+⟩ ⟨+| · |−⟩ ⟨−| + ρ−+(t)
ρ−+(t0)

|−⟩ ⟨−| · |+⟩ ⟨+| . (6.23)

Definimos c+−(t, t0) = ρ+−(t)/ρ+−(t0) e c−+(t, t0) = ρ−+(t)/ρ−+(t0).

Escolhemos uma base de operadores ortonormais {Fj, j = 1, ..., N2} tal que FN2 =
I/

√
N . Uma base com essas características no espaço dos operadores de um sistema de

dois níveis é composta por
F1 = |+⟩ ⟨−| (6.24)

F2 = |−⟩ ⟨+| (6.25)

F3 = |+⟩ ⟨+| − |−⟩ ⟨−|√
2

(6.26)

F4 = I√
2

= |+⟩ ⟨+| + |−⟩ ⟨−|√
2

(6.27)

Nessa base, (6.23) é escrito como:

V (t, t0)( · ) =

c33(t, t0)F3( · )F †3 + c34(t, t0)F3( · )F †4 + c43(t, t0)F4( · )F †3 + c44(t, t0)F4( · )F †4 , (6.28)

onde
c44(t, t0) = 1 + 1

2
(
c+−(t, t0) + c∗+−(t, t0)

)
= 1 +Re(c+−(t, t0)) (6.29)

c33(t, t0) = 1 − 1
2
(
c+−(t, t0) + c∗+−(t, t0)

)
= 1 −Re(c+−(t, t0)) (6.30)

c43(t, t0) = 1
2
(
−c+−(t, t0) + c∗+−(t, t0)

)
= −iIm(c+−(t, t0)) = c∗34(t, t0) (6.31)
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Assumindo que σz = |+⟩ ⟨+| − |−⟩ ⟨−|, temos que a derivada de ρ(t) será dada
pelo seguinte superoperador de Lindblad na representação canônica

L(t)ρ(t) = −i[H(t), ρ(t)] + Dt(ρ) (6.32)

onde o hamiltoniano é dado por

H(t) = 1
2i ċ34(t, t)σz = −1

2Im(ċ+−(t, t))σz = −1
2Im

(
ρ̇+−(t)
ρ+−(t)

)
σz (6.33)

e o dissipador se resume a

Dt(ρ) = γ
[
σzρσz − 1

2{I, ρ}
]

(6.34)

com uma única taxa de decaimento

γ = −1
2Re(ċ+−(t, t)) = −1

2Re
(
ρ̇+−(t)
ρ+−(t)

)
. (6.35)

Como os coeficientes cij(t, t0) em (6.28) formam uma matriz hermitiana, existe uma
base em que o mapa é diagonal. A diagonalização da matriz resulta nos autovalores λ± =
1 ± |c+−(t, t0)|. Também vimos em (3.15) que a positividade de um mapa diagonalizado
é garantida quando todos os pesos são positivos e o mapa pode ser escrito na forma de
Kraus. Para o mapa desse sistema de dois níveis ser positivo, basta que os dois autovalores
sejam não-negativos, o que exige que |c+−(t, t0)| ≤ 1. Também notamos que o critério para
o mapa ser positivo, implica que o mapa atua entre t e t0 de forma a diminuir as coerências.

|c+−(t, t0)| ≤ 1 =⇒ |ρ+−(t)/ρ+−(t0)| ≤ 1 (6.36)

Se tomamos um mapa para o qual |c+−(t, t0)| > 1, esse mapa não será positivo porque
não preserva positividade de qualquer operador em L(HS). Imagine que tomamos um
operador densidade ρ em L(HS) para o qual as coerências são as máximas possíveis. Se
|c+−(t, t0)| > 1, o mapa V (t, t0) de (6.23) aumenta as coerências de ρ e resulta em um
operador que não é positivo semidefinido. Por fim, como temos exatamente c+−(t, t) = 1,
é possível mostrar que γ > 0 é obtido justamente pelo limite de um |c+−(t + ϵ, t)| ≤ 1.
Ou seja, a taxa é positiva quando a equação é o obtida pelo limite de um mapa V (t+ ϵ, t)
positivo.

6.2.1 Base alternativa

Argumentamos na seção 3.3.2 que H e D(·) encontrados pelo método demonstrado
não devem mudar com uma mudança de base. Desde que sejam satisfeitos os critérios
⟨Fi, Fj⟩ ≡ tr{F †i Fj} = δij e FN2(t2, t1) = I/

√
N, ∀ (t2, t1). Vamos verificar que isso é

verdade adotando uma nova base {Gi} que satisfaz essas condições.

G1 = |+⟩ ⟨−| = F1 (6.37)
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G2 = 2√
6

(1
2 |+⟩ ⟨+| − 1

2 |−⟩ ⟨−| + |+⟩ ⟨−|
)

=
(
F3 +

√
2F2

) 1√
3

(6.38)

G3 = 1√
3

(− |+⟩ ⟨+| + |−⟩ ⟨−| + |+⟩ ⟨−|) =
(
F2 −

√
2F3

) 1√
3

(6.39)

G4 = I√
2

= |+⟩ ⟨+| + |−⟩ ⟨−|√
2

= F4 (6.40)

O mapa na nova base é dado por

V (t, t0)( · ) =

g22(t, t0)G2( · )G†2+g23(t, t0)G2( · )G†3+g32(t, t0)G3( · )G†2+g24(t, t0)G2( · )G†4+g42(t, t0)G4( · )G†2+

g33(t, t0)G3( · )G†3 + g34(t, t0)G3( · )G†4 + g43(t, t0)G4( · )G†3 + g44(t, t0)G4( · )G†4 (6.41)

Onde os novos coeficientes gij são dados em função dos antigos cij por:

g44 = c44 (6.42)

g33 = 2
3c33 (6.43)

g22 = 1
3c33 (6.44)

g34 = g∗43 = − 2√
6
c34 (6.45)

g24 = g∗42 = 1√
3
c34 (6.46)

g23 = g∗32 = g32 = −
√

2
3 c33 (6.47)

O novo operador F ′(t) que formará o hamiltoniano é

F ′(t) = 1√
2

(g′24G2 − g′34G3) = C ′34√
2

(
1√
3
G2 − 2√

6
G3

)
= C ′34√

2
F3 = F (t) (6.48)

onde F (t) é o mesmo operador na antiga base e, portanto, o hamiltoniano é o mesmo nas
duas bases. Na nova base o dissipador possui quatro termos não nulos

Dρ =
N2−1∑
j,k=1

g′jk

[
GjρG

†
k − 1

2{G†kGj, ρ}
]

(6.49)

com as contribuições de g′22, g
′
23, g

′
32 e g′33. Mas a diagonalização da matriz formada por

esses coeficientes resulta exatamente em um único coeficiente não nulo igual a c33. E a
mudança de base correspondente nos operadores leva a F3, resultando exatamente no
termo dissipativo obtido em (6.34). Sendo assim, mostramos uma taxa de decaimento é
suficiente para obter o termo dissipativo de um sistema de dois níveis sob a ação de um
hamiltoniano de interação que comuta com seu hamiltoniano nu.



88

6.2.2 Aplicando a uma evolução específica

Em (47), a markovianidade de um sistema de dois níveis acoplado a outro sistema
idêntico e um banho térmico é controlada a partir do estado inicial ou do acoplamento
entre os sistemas de dois níveis. Essa conclusão é obtida a partir de uma equação mestra
que em geral depende do estado do conjunto desses dois subsistemas. Pelas características
da interação entre os componentes do sistema total, é possível encontrar exatamente essa
equação através de um mapa como (6.6).

A evolução do universo é regida pelo hamiltoniano

H(t) = HS(t) +
∑

k

ℏωkb
†
kbk + Sz

2
∑

k

ℏ(g∗kbk + gkb
†
k) (6.50)

onde HS(t) = ∑2
i=1 ℏϵiσzi/2 + ℏJ(t)σz1σz2/2 é o hamiltoniano nu do conjunto dos dois

sistemas de dois níveis, o primeiro somatório é o hamiltoniano do banho de osciladores e
o último somatório é o hamiltoniano de interação, para o qual Sz = σz1 + σz2. A função
densidade espectral que caracteriza o banho é dada por J (ω) ≡ ∑

k |gk|2δ(ω − ωk).

Consideramos que o ensemble de sistemas de dois níveis está em um estado ini-
cialmente separável do estado do banho e tomamos ρB(0) = exp(−∑

k ℏωkb
†
kbk/kBT )/Z.

Sob essas condições, é possível encontrar a solução exata para a evolução do conjunto
de sistemas de dois níveis. A partir da solução para esse conjunto, traça-se no segundo
sistema de dois níveis para encontrar ρS1(t), o operador densidade do primeiro sistema
de dois níveis em função do tempo. A partir desse operador, todo o procedimento que
sugerimos anteriormente é realizável. O mapa encontrando em (47) é

V (t, 0, ρS(0))[ · ] =
∑

k=0,+,−
Wk(t, 0, ρS(0)) · W †

k (t, 0, ρS(0)) (6.51)

onde ρS(0) é o operador densidade do conjunto dos sistemas de dois níveis,

W0(t, 0, ρS(0)) = e−
i
2

∫ t

0 dτϵ1(τ)e−
Γ(t)

2

√√√√ β(t, ρS(0))
β(0, ρS(0)) |+1⟩ ⟨+1| +

e
i
2

∫ t

0 dτϵ1(τ)e−
Γ(t)

2

√√√√( β(t, ρS(0))
β(0, ρS(0))

)∗
|−1⟩ ⟨−1| (6.52)

e

W±(t, 0, ρS(0)) =

√√√√1 − e−Γ(t)

∣∣∣∣∣ β(t, ρS(0))
β(0, ρS(0))

∣∣∣∣∣ |±1⟩ ⟨±1| . (6.53)

onde usamos as definições a seguir:

β(t) ≡ ei
∫ t

0 dτJ(τ) ⟨+1−2| ρS(0) |−1−2⟩ + e−i
∫ t

0 dτJ(τ) ⟨+1+2| ρS(0) |−1+2⟩ (6.54)

γ(t) ≡
∫
dω(J (ω)/ω) sin(ωt) coth

(
ℏω

2kBT

)
(6.55)
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Γ(t) ≡
∫ t

0
dt′γ(t′) (6.56)

Observamos que (6.51) é uma forma de Kraus de um mapa exatamente como o
proposto em (6.6). O que é verificável a partir das relações

β(0, ρS(0)) = ⟨+1|Tr2{ρS(0)} |−1⟩ = (ρS1(0))+− (6.57)

e
e−i

∫ t

0 dτϵ1(τ)e−Γ(t)β(t, ρS(0)) = (ρS1(t))+−. (6.58)

Por isso, pela seção 6.1.2 sabemos que esse mapa é inversível e admite a construção de um
superoperador na forma de Lindblad a partir de sua derivada. Também a equação mestra
encontrada em (47) corresponde ao superoperador que é obtido pela equação (6.15) da
seção 6.1.2. A equação para ρS1(t) resulta em

d

dt
ρS1(t) = − i

ℏ
[HS1(t), ρS1(t)] + γ1(t)

2

(
σ1zρS1(t)σ1z − 1

2{σ2
1z, ρS1(t)}

)
. (6.59)

Onde consideramos as definições de (47)

HS1(t) ≡ ℏ(ϵ1(t) + J1(t))σ1z/2

J1(t) ≡ Im

(
β

|β|2
dβ∗

dt

)

γ1(t) ≡ γ(t) −Re

(
β

|β|2
dβ∗

dt

)
Comparando o resultado (6.59) com (6.58), (6.33), (6.34) e (6.35), verificamos a equiva-
lência das equações.

O mapa escrito em função dos operadores (6.52) e (6.53) salienta que é possível
escrever os superoperadores deste mesmo método em função do estado inicial do universo,
dos hamiltonianos nus e das interações quando a solução de ρS1(t) a partir destes dados
é conhecida. Porém, a forma final dos superoperadores para casos genéricos possuirá
dependência no estado inicial do próprio sistema ρS1(t0).

Observamos também que a dependência no estado do próprio sistema reduzido
está contida em β(t). Em particular, quando o estado inicial dos dois sistemas de dois
níveis é um estado produto, temos

⟨+1−2| ρS(0) |−1−2⟩ = (ρS1(0))+−(ρS2(0))−− (6.60)

e
⟨+1+2| ρS(0) |−1+2⟩ = (ρS1(0))+−(ρS2(0))++. (6.61)

Nesse caso, a função β(t) fica β(t) = (ρS1(0))+−f(t, 0) onde f(t, 0) independe do estado
de ρS1. Toda a dependência dos operadores e das taxas da equação mestra em (ρS1(0))+−
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desaparece devido ao fato de β(t) sempre estar dividido por β(0). Nas demais circuns-
tâncias, a dependência do mapa no estado inicial do conjunto de sistemas de dois níveis
(ou, analogamente, no estado do sistema de interesse no instante atual) não desaparecerá.
Essas situações incluem por exemplo a mistura de estados com correlações clássicas es-
tudada na seção 4.3.1. Para a qual as entradas no instante atual não podem ser escritas
como (6.18).

Vale ressaltar que a equação mestra para o conjunto de dois sistemas de dois níveis

d

dt
ρS(t) = − i

ℏ
[HS(t), ρS(t)] + γ(t)

2

(
SzρS(t)Sz − 1

2{S2
z , ρS(t)}

)
. (6.62)

herdada diretamente de TrB{U(t, t0)ρS(0) ⊗ ρB(0)U †(t, t0)} e equivalente à derivada de
(3.4) também confere com as equações de 6.1.2. Dado que I, HS e Sz são diagonais em
uma base {|i1,2⟩} de autovetores de HS, cada superoperador da equação mestra acima é
uma combinação de superoperadores do tipo

Pi · P †j = |i1,2⟩ ⟨i1,2| · |j1,2⟩ ⟨j1,2| . (6.63)

Levando isso em conta, o superoperador LS(ρS(t)) equivalente ao comutador e o dissipador
de (6.62) pode ser escrito como

LS( · ) =
∑
ij

aij(t) |i1,2⟩ ⟨i1,2| · |j1,2⟩ ⟨j1,2| (6.64)

o que implica que a derivada de ρS(t) é da forma

d

dt
ρS(t) =

∑
ij

aij(t) |i1,2⟩ ⟨i1,2| ρS(t) |j1,2⟩ ⟨j1,2| . (6.65)

Mas subsituir ρ̇ij(t) na equação (6.15) pelos termos da equação acima resulta em um su-
peroperador L proposto exatamente igual a LS da equação (6.64). Esse resultado mostra
que o estado produto ρS(0) ⊗ ρB(0) não garante apenas a extensão do domínio físico de
validade de L proposto para todos os operadores densidade possíveis, como também res-
gata exatamente o mesmo superoperador linear obtido pelo traço parcial em um universo
com estado inicial separável.

6.3 Superoperador através da base espectral

Passamos agora para a análise de uma segunda alternativa de construção do supe-
roperador partindo do estado do sistema reduzido. Um resultado extremamente útil para
identificar características em sistemas bipartidos é a decomposição de Schmidt. Dado um
estado puro |ψ(t)⟩ de um sistema composto de dois subsistemas S e B, sempre existe uma
base ortonormal {|ϕS

i (t)⟩} de S e outra {|ϕB
i (t)⟩} de B tal que

|Ψ(t)⟩ =
de∑

i=1
λi(t) |ϕS

i (t)⟩ ⊗ |ϕB
i (t)⟩ (6.66)
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onde λi são os chamados coeficientes de Schmidt e atendem às relações λi ≥ 0 e ∑i λ
2
i = 1

(1) e a quantidade de coeficientes de Schmidt de é limitada pelo subsistema de menor
dimensão. Essa decomposição é utilizada de forma particularmente interessante em (13,
49), onde define-se a energia interna local dos dois componentes de um universo bipartido
por meio da variação dos vetores da base de Schmidt da seguinte forma:

H
(k)
t = i

de∑
i=1

d

dt
|ϕ(k)

i (t)⟩ ⟨ϕ(k)
i (t)| . (6.67)

Na equação acima, |ϕ(k)
i (t)⟩ são os vetores de Schmidt de cada subsistema k em questão.

Com esses operadores, encontra-se que a soma dos valores esperados das energias internas
dos dois subsistemas se iguala ao valor esperado da energia interna do sistema total. Já
nos trabalhos originais é apresentada a equação na forma de Lindblad para a qual esse
operador hermitiano atua como um hamiltoniano efetivo da dinâmica do sistema aberto,
determinando a contribuição unitária. Essa equação é dada por

L
(k)
t (ρ(k)) = −i[H(k)

t , ρ(k)] + D(k)
t (ρ(k)) (6.68)

onde H(k)
t é o operador definido em (6.67) e

D(k)
t (ρ(k)) =

∑
ij

γij(t)
(
G

(k)
ij (t)ρ(t)(G(k)

ij (t))† − 1
2{(G(k)

ij (t))†G(k)
ij (t), ρ(t)}

)
. (6.69)

Sendo G(k)
ij (t) = |ϕ(k)

i (t)⟩ ⟨ϕ(k)
j (t)| e γij(t) = 1

deλ2
j

d
dt
λ2

i . Uma vez que a base de Schmidt de
um estado puro é justamente a que diagonaliza os operadores densidade reduzidos, cons-
tatamos que as equações acima podem ser generalizadas para qualquer estado reduzido
substituindo os vetores de Schmidt pelos autovetores ortonormais do operador densidade.
Mantemos em mente, porém, que esse procedimento é especialmente atraente quando al-
guém deseja definir energias locais e aditivas para sistemas quânticos abertos sem fazer
uso de aproximações.

Nas discussões a seguir, selecionamos a base espectral de um operador densidade
qualquer:

ρ(t) =
de∑

i=1
λ2

i (t) |ϕi(t)⟩ ⟨ϕi(t)| . (6.70)

Aqui escrevemos os autovalores como λ2
i (t) em menção aos coeficientes λi(t) da base

de Schmidt do sistema total para um estado puro. E de pode ser considerado como a
quantidade de autovalores não nulos de ρ(t). A derivada desse operador pode ser descrita
por um superoperador construído exatamente como (6.68) onde o hamiltoniano (6.67) e
o dissipador (6.69) ficam em função dos autovetores de (6.70).

6.3.1 Dissipador

Veremos que apenas alguns termos do dissipador (6.69) alteram a dinâmica do
estado reduzido. O que implicará que Dρ

t não é somente um dissipador na forma de
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Lindblad, mas também pode ser escrito apenas em função de operadores de traço nulo.
Denotamos cada termo do somatório (6.69) por Dij

Dij = γij(t)
(
GijρG

†
ij − 1

2{G†ijGij, ρ}
)
. (6.71)

Com isso, o dissipador total fica escrito como

Dρ
t (ρ(t)) =

∑
ij

Dij(t). (6.72)

Lembrando que os vetores |ϕi(t)⟩ e os autovalores λ2
i (t) são os mesmos da base espectral

(6.70), encontramos
GijρG

†
ij = λ2

j |ϕi⟩ ⟨ϕi| (6.73)

e
1
2{G†ijGij, ρ} = 1

2{|ϕj⟩ ⟨ϕj| , ρ} = λ2
j |ϕj⟩ ⟨ϕj| (6.74)

o que resulta em

Dij = 1
deλ2

j

d

dt
λ2

i λ2
j (|ϕi⟩ ⟨ϕi| − |ϕj⟩ ⟨ϕj|) = 1

de

d

dt
λ2

i (t) (|ϕi⟩ ⟨ϕi| − |ϕj⟩ ⟨ϕj|) . (6.75)

De onde podemos notar que Dii = 0 e

Dij = −Dji

(
d

dt
λ2

i (t)
)/(

d

dt
λ2

j(t)
)
. (6.76)

A primeira conclusão implica que apenas os operadores Gij(t) com i ̸= j são necessários.
Como os vetores da base espectral são ortogonais, cada operador desse tipo possui traço
nulo. A segunda relação implica que podemos tomar apenas a metade dos operadores
restantes, por exemplo aqueles para os quais j > i. Um novo dissipador equivalente ao
primeiro pode ser escrito como

Dρ
t ( · ) =

∑
i ̸=j

γij(t)
(
Gij · G†ij − 1

2{G†ijGij, · }
)
. (6.77)

Como todos os operadores possuem traço nulo, esse dissipador tem projeção nula no termo
hamiltoniano. Isso significa que a projeção de

Lρ
t ( · ) = −i[Hρ

t , · ] +Dρ
t ( · ) (6.78)

no termo unitário é apenas o próprio comutador. E Hρ
t deve coincidir com o hamiltoniano

obtido por (3.41) a menos de um operador proporcional à identidade.

6.3.2 Comparação com o método proposto

Para dois níveis, onde d
dt
λ2

i (t) = − d
dt
λ2

j(t), temos

Dij = Dji (6.79)
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e é necessário apenas um termo -e uma taxa- para descrever a contribuição dissipativa.
Agora, observe que o superoperador Lρ

t para um sistema de dois níveis fica apenas

Lρ
t ( · ) = −i (Hρ

t · I − I · Hρ
t ) + γ

(
G†G · I − 1

2I · G†G− 1
2G · G†

)
. (6.80)

É possível comparar esse superoperador com o obtido na seção 6.2 em que a consideramos
a diagonal do operador densidade constante em alguma base. Para seguir essa comparação,
consideramos que ρ(t) possui a diagonal constante na mesma base tomada naquela seção.
De forma geral, os autovetores de um operador densidade reduzido de um sistema de
dois níveis serão combinações lineares de |+⟩ e |−⟩. Escrevemos autovetores normalizados
genéricos como

|ϕ1(t)⟩ = α1(t) |+⟩ + β1(t) |−⟩ (6.81)

|ϕ2(t)⟩ = α2(t) |+⟩ + β2(t) |−⟩ (6.82)

enquanto λ2
1 e λ2

2 são os autovalores relacionados a |ϕ1(t)⟩ e |ϕ2(t)⟩, respectivamente.

A seção anterior indica uma arbitrariedade no termo dissipador. Escolheremos
Dρ

t (ρ) = D12. Adotando a mesma base {Fj} da seção 6.2, notamos que G12 · G†12 possui
um termo não nulo do tipo F1 · F †1

γ12G12 · G†12 =
d
dt
λ2

1

2 λ2
2
|α1(t)|2|β2(t)|2 |+⟩ ⟨−| · |−⟩ ⟨+| (6.83)

e que não pode ser anulado por nenhum dos outros superoperadores que compõem (6.80).
Portanto, Lρ

t possui um elemento não nulo ortogonal ao superoperador L obtido na seção
6.2. Esse é apenas um dentre os termos de Lρ

t com essa característica e outros termos
desse tipo poderiam ser obtidos escolhendo Dρ

t (ρ) = D21.

Como a decomposição de um superoperador na base {Fj} é única, concluímos que
o superoperador construído aqui e o proposto na seção anterior são diferentes. Apesar
disso, ambos são igualmente válidos para obter a derivada do operador ρ(t) a partir do
qual foram construídos. Um sendo o operador que leva cada entrada à sua derivada e
o outro levando os vetores e pesos da base espectral às suas derivadas. A conclusão de
que os superoperadores não são os mesmos não é absurda, porque o seu domínio físico
é restrito. Esses superoperadores precisariam ser iguais se exigíssemos que atuassem da
mesma forma em todo o espaço de operadores lineares do sistema reduzido.

Não é somente o termo dissipativo que difere entre os superoperadores obtidos
por cada método, mas também o hamiltoniano. Enquanto o hamiltoniano (6.33) é sempre
proporcional a σz, o hamiltoniano obtido pela base espectral de um operador densidade
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com diagonal principal constante será

H

iℏ
= 1

2

(
b′(t)
b(t) −

(
b′(t)
b(t)

)∗)
|+⟩ ⟨+|

− (−1 + 2a)(b∗(t)b′(t) + (b′(t))∗b(t))
2b∗(1 − 4a+ 4a2 + 4|b(t)|2) |+⟩ ⟨−| +

(−1 + 2a)(b∗(t)b′(t) + (b′(t))∗b(t))
2b(1 − 4a+ 4a2 + 4|b(t)|2) |−⟩ ⟨+| (6.84)

onde b(t) = ρ+−(t), b′(t) = d
dt
b(t) e a = ρ++(t) = ρ++(0). Esse hamiltoniano não pode ser

equivalente ao anterior de (6.33) porque diferem por um operador que não é proporcional
à identidade.

Os superoperadores também não possuem o mesmo domínio físico de validade, o
que pode ser verificado supondo que o estado inicial do universo é um estado produto. Em
(6.18) vimos que as coerências de ρ(t) nessa base se igualam a b(t) = b0f(t) onde b0 = b(0)
e f(t) é o mesmo para todos os ρ(0) quando o operador densidade do universo no instante
inicial é produto. Para estes casos, o domínio físico do superoperador proposto em 6.1.2
se estende para todos os operadores densidade no espaço do sistema de interesse, assim
como acontece para os mapas inversíveis da seção 5.2. O mesmo não acontece aqui para
o superoperador Lρ

t . Substituindo b(t) = b0f(t) em (6.84), os elementos não-diagonais
continuam dependendo do estado inicial do sistema reduzido.

Os hamiltonianos dos dois métodos somente equivalem na ausência de interação,
quando ficamos apenas com b(t) = e−iw2tb0. Nesse caso teremos

b∗(t)b′(t) + (b′(t))∗b(t) = 0 (6.85)

e
1
2

(
b′(t)
b(t) −

(
b′(t)
b(t)

)∗)
= −iw2 (6.86)

que resulta em H = ℏw2 |+⟩ ⟨+|.

6.4 Replacement map

Por fim, comentamos a respeito de uma última estratégia. Esta não apresenta
grandes benefícios em relação às demais, mas ajuda a esclarecer certos efeitos.

Tomamos o mapa
Φt

R( · ) = ρ(t)Tr{ · } (6.87)

que leva qualquer operador linear A em L(H) a ρ(t)Tr{A}. Em particular, para todos
operadores de traço um, o resultado da operação é exatamente ρ(t). Logo, é possível
escrever a evolução de um estado inicial ρ(t0) como

Φt
R(ρ(t0)) = ρ(t) (6.88)
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se escolhermos ρ(t) como o operador que coincide exatamente com o estado físico do
sistema que começa em ρ(t0). O mesmo pode ser feito para associar um operador à sua
derivada. Como a derivada ρ̇(t) do operador densidade é também um operador hermiti-
ano, existe uma base de autovetores ortonormais {|ψi(t)⟩} e autovalores υi(t) reais que
diagonaliza ρ̇(t):

ρ̇(t) =
∑

i

υi(t) |ψi(t)⟩ ⟨ψi(t)| (6.89)

O mapa Ψt
R( · ) que leva ρ(t) à sua derivada ρ̇(t) pode ser escrito como

Ψt
R( · ) =

∑
i

υi(t) |ψi(t)⟩ ⟨ψi(t)|Tr{ · }. (6.90)

Na realidade, Ψt
R( · ) leva qualquer operador de traço 1 a ρ̇(t). No entanto, pode adquirir

significado físico quando aplicado em ρ(t), pois é um superoperador que leva o operador
densidade à sua derivada, assim como diversos outros superoperadores L que apresenta-
mos. Ademais, Ψt

R( · ) é HPTA e pode ser colocado em uma forma de pseudo-Kraus se
usarmos a base {|ψi(t)⟩} para escrever o traço:

Ψt
R( · ) =

∑
ij

υi(t) |ψi(t)⟩ ⟨ψj(t)| · |ψj(t)⟩ ⟨ψi(t)| . (6.91)

Os autovalores reais garantem que ΨR( · ) preserva hermiticidade e∑
ij

υi(t) |ψj(t)⟩ ⟨ψi(t)|ψi(t)⟩ ⟨ψj(t)| = I Tr{ρ′(t)} = I
d

dt
Tr{ρ(t)} = 0 (6.92)

implica que o mapa aniquila traço. Uma consequência dessas características é que Ψt
R( · )

pode ser tomado em uma forma de Lindblad.

Contudo, quando selecionamos a parte unitária de Ψt
R( · ) através do mesmo proce-

dimento de (3.41) em que se calcula a projeção desse superoperador em um termo unitário,
obtemos um hamiltoniano nulo. Isso acontece porque, assim como em (3.51), todos os ope-
radores |ψi(t)⟩ ⟨ψj(t)| da forma de pseudo-Kraus são hermitianos ou possuem traço nulo.
Esse resultado significa que nunca encontramos uma contribuição unitária da dinâmica
por Ψt

R( · ) se definimos o hamiltoniano através de uma projeção do superoperador em um
termo com a forma do comutador de (3.41). E o termo dissipativo encontrado pelo mesmo
método é formado por operadores de traço nulo e não pode ser escrito como um termo
unitário. Entretanto não fizemos nenhuma suposição a respeito do estado ou da derivada
(6.89). O estado ρ(t) poderia corresponder, por exemplo, a uma evolução unitária, para
a qual esperaríamos a presença apenas do termo unitário. Esse exemplo demonstra que
as características atribuídas à evolução são altamente dependentes da escolha do mapa
utilizado para conduzí-la.

6.4.1 Exemplo

Vamos considerar novamente um sistema de dois níveis cuja diagonal do opera-
dor densidade se mantém constante ao longo do tempo em alguma base. A derivada do
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operador nessa mesma base é expressa da seguinte forma:

ρ′(t) = p(t) |+⟩ ⟨−| + p∗(t) |−⟩ ⟨+| . (6.93)

É simples verificar que o superoperador Φt
R abaixo

Φt
R( · ) = ρ′(t)Tr{ · } =

p(t) [|+⟩ ⟨+| ( · ) |+⟩ ⟨−| + |+⟩ ⟨−| ( · ) |−⟩ ⟨−|] +

p∗(t) [|−⟩ ⟨+| ( · ) |+⟩ ⟨+| + |−⟩ ⟨−| ( · ) |−⟩ ⟨+|] , (6.94)

tem projeção total nula no termo unitário. Para isso, basta substituir cada termo, por
exemplo, na expressão (3.47).

Alternativamente, poderíamos verificar esse resultado diretamente pelas caracte-
rísticas dos operadores construídos através da base espectral. Na base de autovetores a
derivada do operador densidade fica

ρ′(t) = |p(t)| |p+ (t)⟩ ⟨p+ (t)| − |p(t)| |p− (t)⟩ ⟨p− (t)| (6.95)

onde
|p+ (t)⟩ = 1√

2

(
|+⟩ + p∗(t)

|p(t)| |−⟩
)

(6.96)

e
|p− (t)⟩ = 1√

2

(
|+⟩ − |p(t)|

p(t) |−⟩
)
. (6.97)

Definindo Gij(t) ≡ |pi(t)⟩ ⟨pj(t)|, λ+(t) = |p(t)|, λ−(t) = −|p(t)| e construindo Ψt
R como

em (6.91), teremos
Ψt

R( · ) =
∑

i,j=+,−
λi(t)

(
Gij(t)( · )G†ij(t)

)
(6.98)

de onde se verifica pela mesma equação (3.47) ou analogamente por (3.51) que a projeção
no termo unitário é nula. Também conseguimos ver que esses operadores não são funções
simples dos operadores de Pauli:

G++(t) = 1
2

(
I + 1

|p(t)| [Re(p(t))σx − Im(p(t))σy]
)

(6.99)

G−−(t) = 1
2

(
I − 1

|p(t)| [Re(p(t))σx − Im(p(t))σy]
)

(6.100)

G+−(t) = G†+−(t) = 1
2

(
σz + 1

|p(t)| [iIm(p(t))σx + iRe(p(t))σy]
)

(6.101)

Todavia, o operador
∑

i,j=+,−
λi(t)G†ij(t)Gij(t) = 0 (6.102)
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pode ser adicionado a Ψt
R, convertendo-o em um termo dissipativo na forma de Lindblad

Ψt
R( · ) =

∑
i,j=+,−

λi(t)
(
Gij(t)( · )G†ij(t) + {G†ij(t)Gij(t), · }

)
. (6.103)

Nestes superoperadores, p(t) poderia ser substituído por ρ′+−(t) dos exemplos da
seção 6.2 ou pela solução (4.33) do modelo de dephasing. A comparação mais direta entre
este superoperador e os das seções citadas é através de (6.94). Com essa forma é evidente
que nenhum dos superoperadores que a compõem aparecem, por exemplo em (6.28). Além
de não serem iguais, esses superoperadores possuem domínios físicos diferentes: equanto
o mapa proposto na seção 6.1.2 consegue extender seu domínio a depender das condições
iniciais, esse mapa é exclusivo para a dinâmica cuja derivada é exatamente dada por ρ′(t).

6.5 Comparações e observações

As técnicas utilizadas para encontrar um superoperador exato na forma de Linblad
para um sistema quântico aberto são variadas. E podem propor superoperadores diferentes
para uma mesma dinâmica. Sabemos que existem métodos para definir um termo unitário
e um dissipativo de forma única para cada superoperador, como vimos na seção 3.3.3.
Ainda assim, a determinação desses termos não é óbvia porque o próprio superoperador
não é único. É necessário se atentar a isso porque costumamos atribuir significado físico
a esses termos. Para que esse entendimento seja válido, é preciso que a escolha do mapa
também seja adequada.

Por exemplo, através dos mapas inversíveis propostos no trabalho (12) apresentado
na seção 5.2, alguém poderia interpretar que as correlações de um sistema com o ambiente
nunca exercem um papel no sistema reduzido que poderia ser associado a uma operação
unitária. Mas isso não necessariamente é verdade. A função das correlações é representada
somente no dissipador da equação porque foi feita uma escolha de mapa linear específica.
A projeção de J χTr{ · } no termo unitário zera exatamente pelos mesmos motivos que
a do Replacement map Ψt

R( · ). Ambos foram escolhas para representar a dinâmica de
um sistema aberto através de superoperadores lineares no operador densidade reduzido.
No caso do mapa Lχ da seção (12) de mapas inversíveis, a decisão é por definir um
único mapa que descreve a evolução de todos os estados reduzidos com mesma evolução
unitária, estado do ambiente e operador de correlação. Mas esses operadores de correlação
podem representar diversas interações entre o sistema de interesse e o ambiente. E não
deixam claras as diferenças, por exemplo, entre correlações clássicas e quânticas. Quando
poderíamos esperar diferentes funções das correlações nos estados reduzidos a depender
dessas características.

Um método que discorda dessa ausência de efeito das correlações no hamiltoniano
é a alternativa que propusemos na seção 6.1.2. Ela deve ser um dos casos engloblados
na seção 5.2 porque o mapa para estado inicial separável é linear e inversível, como
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verificado na seção 6.1.3. Porém, pelo exemplo dado em 6.2.2 e, mais especificamente pela
equação (6.2.2), averiguamos que o hamiltoniano encontrado não se mantém o mesmo
independentemente da presença de correlações. Devido à sua dependência em β(t), esse
operador pode mudar para um estado inicial correlacionado quando comparado a um
estado sem correlações. A mesma comparação pode ser feita com o hamiltoniano da seção
5.1 sobre a versão de correlação, apontado nas equações (5.18) e (5.19). Essa equação
é geral porque a versão de correlação é aplicável a qualquer dinâmica. Em particular,
descreve também dinâmicas inversíveis. Mas o hamiltoniano na representação canônica,
assim como na seção 6.1.2, possui termos adicionais quando há correlações entre o sistema
e o ambiente. Quando olhamos para o superoperador construído a partir da base espectral,
vemos que as possibilidades são ainda maiores. Essa equação dinâmica possui alterações
no hamiltoniano efetivo mesmo para casos em que o estado inicial é um estado produto.
Situações em que o método que propusemos e o para dinâmicas inversíveis da seção 5.2
concordam.

É previsível que divergências entre os superoperadores não se restrinjam apenas
aos hamiltonianos. E essa expectativa é claramente comprovada com a comparação da
seção 6.3.2 entre os termos do dissipador do método pela base espectral e o que pro-
pusemos. Mas as diferenças podem atingir qualquer hamiltoniano, dissipador e taxas de
equações dinâmicas que contabilizem as correlações. Porque a única exigência para esses
superoperadores é que a sua ação seja a mesma quando atuarem em operadores densidade
dentro dos seus domínios físicos de validade.
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7 CONCLUSÃO

Conforme a ciência e as tecnologias quânticas avançam, aumenta a necessidade e
a possibilidade de compreender dinâmicas de sistemas quânticos abertos. Sabemos que
nenhum sistema quântico acessível é completamente isolado e inevitavelmente sofrerá
com os efeitos da interação com o ambiente. Porém, o entendimento de como esses efeitos
alteram os estados reduzidos pode ajudar a conter os impactos negativos ou explorar
propriedades desejáveis.

Dentre quantificadores importantes que caracterizam sistemas abertos, menciona-
mos o extenso uso daqueles que se baseiam nas equações dinâmicas locais. Vimos que
equações locais que preservam hermiticidade e traço (características essenciais de opera-
dores densidade) sempre podem ser dispostas como uma soma de dois termos: unitário e
dissipativo. As arbitrariedades internas a cada termo e na separação entre eles podem ser
reduzidas com exigências para os valores dos traços dos operadores e diagonalização do
dissipador. Contudo, a generalidade dessas equações ainda é questionada à medida que
as derivações mais conhecidas fazem uso de aproximações e suposições excludentes. Uma
resposta decisiva a esses questionamentos foi apresentada recentemente em (11), onde
mostrou-se a validade de equações na forma de Lindblad para sistemas quânticos abertos
quaisquer. Do mesmo modo, a equação dinâmica na forma de Lindblad desenvolvida em
(13) para um subsistema de um universo bipartido em estado puro pode ser concebida
para qualquer operador densidade a partir da sua base espectral. Nós analisamos ainda a
possibilidade revelada em (12) de construir equações mestras para dinâmicas inversíveis
que contabilizam a contribuição das correlações iniciais. E propusemos a identificação de
equações dinâmicas na forma de Lindblad para subsistemas cujo hamiltoniano nu comuta
com o hamiltoniano de interação. Essas duas últimas altenativas recuperam as equações
tradicionais obtidas para dinâmicas inversíveis e estados iniciais separáveis.

Os superoperadores de todos esses métodos possuem um domínio físico de validade
restrito. Essa característica é consequência da inclusão, sem aproximações, de correlações
na descrição. É preciso abrir mão de um domínio físico de validade completamente geral
para cada superoperador específico se quisermos que o método de construção desses supe-
roperadores seja possível para qualquer estado inicial. Porque isso significa que a equação
dinâmica terá termos dependentes do operador de correlação, que não é fisicamente com-
patível com qualquer operador densidade reduzido. Como só precisam evoluir da mesma
forma os operadores que estão na intersecção dos seus domínios físicos de validade, os
superoperadores obtidos por diferentes métodos não precisam ser iguais. E de fato não
são. Verificamos que os superoperadores podem diferir entre si pela existência ou ausên-
cia de componentes inteiras de uma base ortogonal de superoperadores. Mesmo quando
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restringimos a análise aos superoperadores que recuperam os resultados tradicionais para
estados inicias separáveis, vemos que eles podem discordar entre si em aspectos importan-
tes como o hamiltoniano efetivo na representação canônica (que elimina a arbitrariedade
na escolha desse termo).

Essas discordâncias requerem profunda atenção se a intenção é atribuir significado
físico à forma e características desses operadores. No exemplo que discutimos, os dois
últimos métodos discordam em relação à alteração do hamiltoniano efetivo pelas correla-
ções. Esse hamiltoniano, por sua vez, poderia ser associado à energia interna do sistema, e
diferentes estratégias de linearização da dinâmica reduzida levariam a conclusões diversas
sobre o efeito das correlações nessa propriedade. Com isso, dois caminhos se mostram
naturais para as tentativas de generalização de medidas baseadas nas equações mestras
de Lindblad. O primeiro é escolher um método em detrimento de outros devido a aspec-
tos mais convenientes do superoperador resultante. No entanto, é importante notar que
o método mais vantajoso também pode mudar de acordo com os objetivos. Por exemplo,
aquele que utiliza a decomposição espectral pode ser atraente para identificar energias
internas efetivas. Já para caracterizar markovianidade, pode ser priorizado um superope-
rador que recupere um domínio físico de validade extenso para estados iniciais separáveis.
Possuindo, ao menos nesses casos, as mesmas propriedades das equações mestras markovi-
anas tradicionais. Um segundo caminho é sustentar as caracterizações em cada dinâmica
individual, levando em consideração um estado inicial específico do sistema reduzido. Isso
evita que as conclusões estejam apoiadas em uma separação artificial entre sistema e am-
biente mais correlações. Ao final, essa segunda direção pode recair novamente sobre uma
medida análoga de uma equação na forma de Lindblad. Por exemplo, uma medida de
uma dinâmica em que HS comuta com HI a respeito de como mudam as coerências na
base de autovetores do hamiltoniano deve implicar em uma medida equivalente baseada
na equação mestra obtida pelo método que propusemos. Bem como a atribuição de certas
qualidades à dinâmica reduzida através da decomposição espectral do operador densidade
pode ser equivalente à identificação de superoperadores e termos unitário e dissipativo
como nas referências (13,49).

Em síntese, a completa abrangência de equações de Lindblad para sistemas aber-
tos foi verificada recentemente. Ao mesmo tempo, métodos menos gerais que (11), mas
ainda muito menos restritivos que as hipóteses de correlação inicial nula e acoplamento
fraco se mostram como opções para o estudo das propriedades destes sistemas. Cada uma
dessas possibilidades pode ser mais vantajosa conforme o contexto e os objetivos. Entre-
tanto, associar superoperadores lineares locais a dinâmicas físicas quaisquer traz como
custo a restrição do domínio físico de validade de cada superoperador. Isso implica, em
particular, que as diferentes estratégias para encontrar superoperadores HPTA que dão a
dinâmica reduzida não precisam ser equivalentes. O que pode levar a interpretações físicas
contraditórias a respeito das origens de certos efeitos observados. É essencial, portanto,
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que qualquer análise feita através dessas equações dinâmicas justifique a escolha de um
método específico ou seja independente dessa indeterminação.
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