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RESUMO

SILVA, L.A.J. Verificacao da taxa do trabalho quantico em um sistema simples. 2022. 60p.
Dissertagdao (Mestrado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sdo Carlos, Universidade de Sao
Paulo, Sao Carlos, 2022.

A drea da termodindmica quéntica surgiu com o objetivo de identificar como conceitos e princi-
pios da termodinamica cldssica, aplicada em sistemas macroscopicos, podem ser generalizados
para aplicacdo em sistemas quanticos. Nessa perspectiva, € comum imaginar o sistema quantico
aberto como uma “méquina”, cuja operag@o ocorre na presenca de um ambiente que nem sempre
encontra-se em um estado de equilibrio térmico. Outro aspecto distinto da termodindmica usual
¢ o fato desse ambiente ter que ser tratado como um sistema quantico em diversas situacdes de
interesse atual. Neste trabalho estudamos um universo quantico composto por um sistema de dois
niveis (que faz a vez do sistema quantico aberto) interagindo com um pulso de féton tnico (que
desempenha o papel de ambiente do nosso sistema de interesse). Seguindo a prescri¢do adotada
na literatura para interpretar as trocas energéticas nas formas de calor e trabalho, verificamos
que a interagdo entre as partes do nosso universo quantico permite a observacao dessas duas
formas. Nessa dissertacao, buscamos verificar como as condi¢des impostas ao sistema interferem
no trabalho, ou seja, como podemos alterar a quantidade e a taxa temporal com que o trabalho
serd executado. Essa verificacao foi feita olhando para o comportamento da poténcia fixando
o valor do trabalho e alterando o conjunto de parametros do sistema dos quais ela dependia.
Dessa forma, conseguimos relacionar algumas mudancas no comportamento da poténcia devido

a mudancas nos parametros do sistema.

Palavras-chave: Termodinamica quantica. Sistemas quanticos abertos. Trabalho. Equacdo mes-

tra. Poténcia de sistemas quanticos.






ABSTRACT

SILVA, L.A.J. Verification of quantum work rate in a simple system. 2022. 60p. Dissertation
(Master in Science) - Instituto de Fisica de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos,
2022.

The field of quantum thermodynamics emerged intending to identify how concepts and principles
of classical thermodynamics, applied to macroscopic systems, can be generalized for application
to quantum systems. From this perspective, it is common to imagine the open quantum system as
a “machine”, whose operation takes place in the presence of an environment that is not always
in a state of thermal equilibrium. Another distinct aspect of the usual thermodynamics is the
fact that this environment has to be treated as a quantum system in several situations of current
interest. In this work we study a quantum universe composed of a two-level system (which takes
the place of the open quantum system) interacting with a single photon pulse (which plays the
role of the environment of our system of interest). Following the prescription adopted in the
literature to interpret the energetic exchanges in the forms of heat and work, we verified that the
interaction between the parts of our quantum universe allows the observation of these two forms.
In this dissertation, we seek to verify how the conditions imposed on the system interfere with
the work, that is, how we can change the amount and temporal rate with which the work will be
performed. This verification was done by looking at the behavior of power by fixing the value of
work and changing the set of system parameters on which it depended. In this way, we were able

to relate some changes in power behavior due to changes in system parameters.

Keywords:Quantum thermodynamics. Quantum open systems. Work. Master equation. Power

of quantum systems.
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1 INTRODUGAO

A termodinamica é uma teoria fisica aplicada a sistemas macroscopicos, estudando a
producdo de grandezas fisicas como calor e trabalho decorrentes de processos termodindmicos
que esses sistemas passam.(1,2) E uma teoria macroscépica, pois as leis estabelecidas por ela
decorrem de resultados médios envolvendo distribui¢des de probabilidade, ou seja, sdo voltadas
para sistemas com um alto nimero de particulas. Essas relacdes termodindmicas podem ser
obtidas por meio de estudos estatisticos das particulas desses sistemas, sendo esse um ndmero
na ordem de 10%* particulas.(3) Olhando também para o principio de aumento de entropia
para sistemas fechados, que é conhecido como a Segunda Lei da da termodinamica, ele esta
ligado com o macroestado que o sistema tem maior probabilidade de atingir, isto é, olhando
para os microestados do sistema, temos que existe um nimero muito maior deles que levam o
sistema para o macroestado de maior entropia, fazendo com que a probabilidade de que esse
macroestado ser alcangcado seja muito préxima do valor maximo quando temos um sistema
com um alto nimero de particulas, sendo entdo esse evento altamente provavel, ou seja, temos
que esse principio termodinadmico € obedecido em sistemas macroscopicos, pois o alto nimero
de particulas possibilita eventos quase certos ja que possuem uma altissima probabilidade de

ocorrerem.(3,4)

A teoria da termodinamica quantica surge com a busca por olhar para sistemas micros-
copicos e verificar se € possivel observar de alguma forma que os principios termodinamicos
sdo obedecidos, ou se eles passam por alteracdes podendo ainda serem vélidos de alguma forma.
Essa drea também busca estudar como € o comportamento das grandezas termodinamicas, como
o calor e trabalho, no contexto quantico. (5, 6) Na referéncia (7) a desigualdade de Carnot para a
eficiéncia de um motor térmico, conhecida também como uma manifestacdo da Segunda Lei da
termodinamica, foi obtida para um sistema quantico aberto fracamente ligado a reservatérios
térmicos de diferentes temperaturas, sob a influéncia de condi¢des externas com variagdes lentas
e a hipétese de um processo Markoviano. A acdo do agente externo cldssico permite a reali-
zacao de trabalho sobre o sistema quantico por meio da defini¢ao adotada para essa grandeza
termodinamica. Outros exemplos de trabalhos na 4rea da termodindmica quantica sio projetos de
pesquisa que contam com a participacao de pesquisadores brasileiros nos estudos que envolviam
observar possiveis violagdes de principios termodindmicos no contexto quantico, (8) e abordar o

conceito de irreversibilidade também do ponto de vista quantico.(9, 10)

A termodinamica quantica também busca verificar como propriedades quanticas, como
emaranhamento e coeréncia, do sistema influenciam nas propriedades termodinamicas obtidas
durante a dinamica de sistema quantico. Um bom exemplo desses efeitos ocorre no processo de
descoeréncia abordado na referéncia (11), onde se propde o estudo de como o emaranhamento

entre um sistema de interesse com outro contendo muitos graus de liberdade pode estar ligado a
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perda de coeréncia quantica do estado inicial do sistema, mesmo que a dindmica seja tal que nao
ocorra trocas de energia. Ja a referéncia (12) nos apresenta a possibilidade de que determinados
estados de superposicdo de um sistema quantico, tratado como um motor, podem possibilitar
uma eficiéncia maior se comparado com outros estados do sistema. Esses sdo alguns topicos

estudados na drea da termodinamica quantica.

Nosso trabalho se encaixa no topico da termodinamica quéntica que busca compreender
o comportamento das grandezas termodinamicas, como trabalho e calor nesse regime. Para
chegar nesse objetivo optamos por estudar um sistema aberto simples, o sistema de dois niveis
(Two Levels System -TLS), que interage com o campo eletromagnético que faz o papel de um
ambiente. A interacdo ocorre entre o TLS e um pulso de f6ton tinico, vendo que essa interacao
promove apenas a troca excitagdes, ou seja excitagdes nao sao criadas.(13—15) Esse sistema
foi estudado em trabalhos prévios (16, 17), tendo elas servido de base nas primeiras etapas
do nosso estudo. O formato da interacdo que ocorre entre os sistemas permite que o trabalho
seja produzido, sendo que se faz necessdrio assumir uma nova defini¢do de trabalho, ligada
a variacdo do hamiltoniano efetivo identificado na equag¢do mestra da dindmica do sistema.
Conhecendo as condi¢des necessérias para o trabalho ser executado, olhamos para poténcia que a
taxa temporal de execucdo desses trabalho e buscamos verificar como mudangas nos parametros
do sistema, que ela possui dependéncia, influenciam no seu comportamento, pois ao estabelecer
essa conexdo podemos controlar a forma que o trabalho sera executado por meio do controle

desses parametros.

Antes de apresentar o sistema estudado, apresentamos no Capitulo 2 o aparato tedrico
necessario para este estudo. Entdo, no Capitulo 3 apresentamos o sistema aberto juntamente
com o ambiente. J4 no Capitulo 4 apresentamos a andlise realizada para obter a relacdo entre o
comportamento da poténcia e mudangas nos parametros do sistema. Por fim no tltimo capitulo

discutimos sobre as conclusdes obtidas e comentamos sobre possiveis estudos futuros.
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2 SISTEMAS QUANTICOS ABERTOS

Neste capitulo vamos analisar a evolucdo temporal de um sistema quantico aberto, que
consiste em um sistema quantico interagindo com um ou mais sistemas quanticos. Nessa anélise
vamos procurar observar como € o comportamento da dindmica desse sistema e quais elementos

interferem nessa evolucao, e como essa influéncia ocorre.

2.1 Operador densidade

Sendo um sistema quantico fechado descrito no espaco de Hilbert , temos que conhe-
cendo o seu estado quantico podemos obter toda informac¢do sobre esse sistema. (13-15) A

evolucdo desse estado € dada pela equacao de Schrodinger:

S Op(t))
zﬁa—

L= H o), @)

onde H (t) é o hamiltoniano do sistema fechado. Conhecendo o estado inicial |¢(to)), temos que
|0(t)) = Ult, to) [t(to)), onde U(t,ty) é o operador de evolugdo temporal do sistema, sendo
que, se substituirmos |¢(t)) na equagdo de Schrédinger encontramos a equagio dindmica que o

operador de evolucdo temporal deve satisfazer:

iﬁw = H(t)U(t, o). (2.2)
ot
Nem sempre o estado do sistema € bem definido,em algumas situagdes temos uma mistura
estatistica de estados, isto é, o sistema tem uma probabilidade P; de estar em um determinado
estado |1);). Nesses casos é importante notar a diferenga entre dois tipos de probabilidade que
podemos ter nesse contexto. Podemos nomear essas probabilidades de probabilidade quantica e
probabilidade cldssica. A probabilidade quantica ocorre quando conhecemos o estado do sistema,
mas ele é um estado de superposi¢do, entdo temos probabilidades de medir cada um dos estados
que compdem essa superposi¢ao. Para ficar mais claro vamos considerar o seguinte exemplo
de estado de superposigdo: [¢)) = a|a) + b|b), entdo temos que as probabilidades |a|* e |b]? sdo

probabilidades quénticas, pois sdo as probabilidades de medirmos o estado |a) ou |b).

O segundo caso € a probabilidade cldssica, essa aparece quando ndo conhecemos o estado
do sistema, ou seja, ele € dado por uma mistura estatistica de estados. Entdo, a probabilidade
classica é a probabilidade do sistema estar em um dos estados dessa mistura. E importante notar
que a probabilidade cldssica ndo estd associada a uma propriedade quantica do sistema, como é
o caso da probabilidade que chamamos de quantica que estd associada a uma superposi¢ao de
estados, isto €, chamamos de probabilidade cldssica a que tem caréter cldssico e de quantica a

que tem carater quantico.



20

Entdo, vamos olhar para o caso que o estado do sistema € dado por uma mistura estatistica
de estados. Nesse contexto o uso do formalismo do operador densidade é bem 1til, pois além
de conter toda informagao sobre o sistema ele ird contemplar o caso que temos uma mistura
estatistica e nao conseguimos determinar com precisao qual serd o vetor de estado do sistema.

Entdo, temos que o operador densidade na sua forma mais geral é:

p=>> Com|Co) (Cul, (23)

sendo {|C},)} uma base de estados do espagco de Hilbert . Os termos da diagonal dessa
matriz nos ddo as probabilidades P, associadas aos estados |C,,,) da base que ele estd sendo

representado,

entdo temos que o trago de p é
Trip}=> Cum=Y Pn=1, (2.5)
pois ele nos dd a soma dessas probabilidades. J4 os elementos fora da diagonal

Pnm = <On| P |Gm> = On,m7

descrevem a coeréncia entre os estados da base na qual p estd sendo representado, observe que
essa medida de coeréncia estd associada com a base na qual o operador estd sendo representado.
Esse operador € positivo ja que os termos da sua diagonal sdo associados a probabilidades, que,
como sabemos, sempre assumem valores entre zero € um. Além disso, ele também é um operador
hermitiano, isto é:

Crm = Crn

Outra informagao importante é que sempre podemos representar o operador p em uma base na

qual sua matriz € diagonal.
p:ZPj|Pj><Pj’,COmZPj:17
7 J

onde {|P;)} ¢ uma base na qual a matriz de p é diagonal, a existéncia dessa base ¢ garantida pelo

Teorema da decomposi¢do espectral. (18)

O operador densidade pode ser misto ou puro. Dizemos que ele € misto quando temos

uma mistura estatistica de estados, entdo
p=" Piley) (], com Y Py =1,
7 J

Considerando que a base de estados {|1/;)} € a base que diagonaliza esse operador.
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O operador densidade € puro quando temos que o estado do sistema € bem definido, ou
seja, temos um F; = 1, entdo
p = [i) (il .
Note que |¢;) pode ser um estado de superposi¢do em uma determinada base, por exemplo,
;) =, Cn |Cy), entdo
p=>CnCs|Cp) (Crl. (2.6)

Por conta dessas situa¢des nem sempre podemos identificar facilmente se p € puro ou misto, mas

sempre podemos medir essa pureza por meio do traco de p?, pois temos que
Tr {pQ} <1. 2.7)

Sendo igual a um quando p é um estado puro, € menor que um quando p € um estado misto.

Para estados puros, posto que | ()) €é o estado inicial do sistema, entdo p(ty) =
[9(to)) (¥(t)]. O estado evoluido no tempo é |(t)) = Ul(t,to) |t(to)), onde U(t,ty) é o
operador unitdrio de evolucao temporal do sistema. Assim,

p(t) = [ (t)) (W()] = U(t, to)p(to)U' (L, 1o).

Temos que o estado de um sistema quantico fechado evolui segundo a equacgdo de
Schrodinger. Entdo, derivando p(t) com relagdo ao tempo e utilizando a equagdo de Schrodinger

(2.1), chegamos na seguinte equagio para p(t):

20 111 o). 2.8)

Essa € a equacdo dindmica de uma evolugdo unitéria, sendo H o hamiltoniano do sistema

Na préxima se¢do vamos construir um objeto matemdtico semelhante ao operador
densidade, mas que estd associado ao sistema quantico aberto. Também vamos verificar como é

a dindmica desse sistema aberto.

2.2 Operador densidade reduzido e equacao mestra de um sistema quantico
aberto

Agora vamos olhar para os dois subsistemas do sistema composto, sendo eles S e B
descritos nos espagos de Hilbert H g e H 5, respectivamente. O sistema composto € descrito no
espaco de Hilbert dado pelo produto tensorial entre esses dois espagos, Hs ® H . Se estivermos
interessados em obter medidas associadas apenas ao subsistema S, ou como se da a sua evolucao
temporal, precisamos encontrar um objeto que nos dard essas informagdes. Para isso podemos
olhar para um observdvel Og que atua apenas no sistema S e tentar tirar algumas relagdes. Vamos

olhar para o valor médio desse observavel, que € o que medimos:

Os = Os ® I3,
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sendo I 5 a identidade no espago de B. Escolhendo uma base {|s;) ® |b;)} do espago do sistema
composto fechado, nés calculamos o valor médio de Og, sendo o o operador densidade do

sistema completo:
<55> =Tr{00s®Ip}

(0s) =3 (sl @ {by] (205 © 1) |s:) © [b,).
1,J
como os estados do sistema B nao atuam em operadores do espago do sistema .S, chegamos na

<5S> => (sil Z (bjl 0|b;) Os [s4)

i

seguinte relacao:

<55> == T’/’S {TTB {Q} Os} = TTS {pSOS} . (29)
Sendo,
ps = Trp {0}, (2.10)

Chamamos pg de operador densidade reduzido do sistema S, pois por meio dele podemos obter
informacdes acerca desse subsistema. Essa é uma outra vantagem de utilizar o formalismo do
operador densidade, pois por meio deles conseguimos obter um objeto matematico que nos

permite fazer a descri¢do do sistema quantico aberto.

Assim, vamos olhar para a evolucdo de pg. Sabendo que o hamiltoniano do sistema

composto e fechado é dado por:
H=Hg+ Hp + Hy,

onde Hg = Hg ® I3 € o hamiltoniano que descreve o sistema S e atua somente no espaco Hg,
Hp =g ® Hp é o hamiltoniano que descreve o sistema B e atua somente no espaco Hp, e H;
€ o hamiltoniano que descreve a interacao entre esses dois sistemas e atua no espaco do sistema
completo. Para olhar para a evolugdo de pg, tomamos o traco parcial em relacdo aos graus de

liberdade de B da equacio (2.8), entdao

i T {o(t)) = 50 — 2y ([ 4 iy + By o(0))
2P 11 o] + T ([t + 1, 00} @

o primeiro termo do lado direito dessa equacao estd associado com a evolugdo unitaria e o
segundo termo estd associado com a evolugao dissipativa. Note que esse segundo termo existe
pelo fato do sistema S no ser fechado. Entdo, se temos um sistema quéntico aberto sua evolu¢io
ndo serd apenas unitdria, ou seja, teremos mais um termo além do comutador, sendo esse outro

termo associado a evolugdo dissipativa.

Nas proximas secdes iremos explorar mais o formato da equacio dindmica do operador
densidade de um sistema aberto.Também iremos apresentar as propriedades que o mapa que

descreve a evolugao desse operador deve obedecer.
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2.3 Mapa completamente positivo e que preserva traco

Como ja foi dito o operador densidade possui algumas caracteristicas e temos que durante
a evolugdo desse operador essas caracteristicas precisam ser preservadas, pois a evolucao precisa
levar um estado quantico para outro estado quantico. Essas caracteristicas sdo que o operador
densidade possui traco unitirio, € hermitiano e € um operador positivo. Dizemos que essa
evolucgdo € realizada por mapas, por exemplo, a evolu¢do temporal do operador densidade de um

sistema fechado é dada pelo mapa v:

ot) = 0 [o(to)] = U(t, to)o(to)U' (¢, to).

Uma forma de representar operagdes quanticas, quando estamos trabalhando com um
sistema aberto, é por por meio da representacdo de operador-soma, pois por meio dela temos uma
representacido de uma operacio quantica que envolve apenas operadores do espaco de Hilbert do
sistema aberto. Considerando que o sistema aberto possui um estado inicial p, e interage com
o ambiente de estado inicial pg = |by) (bo|. Entdo, temos que o mapa que nos dd a evolugio

temporal do sistema aberto é:
elps) = Trp {U(t,to)ps ® ppU'(t, 1) } .

elpsl =D (bil U(t,to) [bo) ps (bol UT (£, to) |b:)

elps] =) BipsBl, (2.12)

sendo B; = (b;| U(t, to) |by) um operador descrito no espaco de estados do sistema aberto de
interesse. A equagdo (2.12) é chamada de representacio de operador-soma de € e os operadores

{B;} de elementos de operagdo de .

Como a operacdo ¢ deve levar pg para outo operador densidade que descreve o estado
fisico do sistema aberto, ela deve preservar o traco unitario que € uma propriedade do operador

densidade. Entao,
Trp{elps]} =1

Trp{elps]} = Trp {Z BipSBj} =Trp {Z BjBipg} — 1.

Como precisamos que esse resultado seja valido para qualquer p, entdo ja que temos que o traco

do operador densidade € igual a um, € necessario que:

> BB =1

(2

Assim,
Trpielpslt =Tre{ps} = 1.
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Note que quando descrevemos a dindmica do sistema por meio da representacdo de operador-
soma ndo precisamos considerar explicitamente as propriedades do ambiente, mas elas influen-

ciam na forma dos elementos de operagio {B;}.

Como a evolugdo do operador densidade precisa manter suas caracteristicas, os mapas que
descrevem essa evolugdo sdo mapas que possuem algumas propriedades. Sabemos que a diagonal
de um operador densidade, seja o que descreve o estado do universo ou o operador densidade
reduzido pg que descreve o estado do sistema aberto, estd associada com as probabilidades
dos estados da base na qual o operador estd sendo representado serem obtidos, isto €, todos
elementos dessa diagonal devem ser ndo negativos, e por isso os operadores densidade sdo
operadores positivos. Como o mapa que descreve a evolucdo desse operador leva de um operador
densidade para outro a diagonal da matriz deve permanecer tendo todos os seus elementos
positivos, pois eles sempre devem estar associados a probabilidades. Chamamos o mapa que

conserva a positividade do operador de mapa positivo.

Para chegar na equacgao (2.12) construimos a representacao de operador-soma partindo da
dindmica do universo e tomando o traco parcial em relacdo aos graus de liberdade do ambiente
chegamos na dindmica do sistema aberto de interesse, ou seja, conhecemos a dinamica do
universo que € unitdria e sabemos que ela € fisica, mas ha algumas situagdes que nao temos
conhecimento da dindmica do universo e trabalhamos apenas com a do sistema aberto. Diante
dessas situacdes € importante garantir que a dinamica do operador densidade ¢ do universo
também seja fisica, isto €, que ela leve o estado do universo p para outro operador densidade
que mantenha todas as suas caracteristicas, que sdo ter traco unitdrio, ser positivo e hermitiano.
Isso significa que se combinarmos o mapa positivo € com o operador identidade Iz do espago do
ambiente para construir uma operagdo (Ip ® €) que atua em todo o universo, essa operagdo deve

levar o estado do universo p para outro operador densidade também positivo
(HB ® 6) [Q} > 07

além de manter também as outras propriedades desse operador. Se o mapa atender essas condi¢des
o chamamos de mapa completamente positivo e que preserva trago; nos referimos a ele como
mapa CPTP. E importante ressaltar que precisamos que essas condicdes sejam atendidas, pois
por meio delas temos a garantia que tanto a dinamica do sistema aberto, quanto a dindmica do

universo sao fisicas.

Conhecendo as propriedades de um mapa CPTP, na proxima se¢do vamos analisar a
evolucao temporal de um sistema quantico aberto, sendo que essa € mapeada por esse tipo de

mapa.
2.4 Evolucao temporal de um sistema quéantico aberto

Nessa secdo e também na proxima iremos seguir a derivacao realizada na referéncia (19)

para a obtencdo da Equacgdo de Lindblad, entretanto € importante ressaltar que essa derivacao
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pode ser obtida por meio de outros métodos. (20)

Dado um sistema composto por um sistema .S, descrito no espaco de Hilbert H g, € um
ambiente B, descrito no espago de Hilbert H 5. Vamos assumir que o estado inicial desse sistema

composto e descorrelacionado, ou seja,
0(0) = ps(0) @ p5. (2.13)
O estado desse sistema composto, evoluido no tempo, € escrito da seguinte forma
ot) = U(t,0)0(0)U'(t,0),

sendo U(t,0) o operador de evolugdo temporal do sistema composto.

Como queremos descrever a evolug@o apenas do sistema S, tomamos o trago parcial de

o(t) com relagdo ao ambiente:
ps(t) = try {o(t)} . (2.14)

Para isso, escrevemos o operador densidade do ambiente na sua decomposicao espectral:
ps = bilb;) (bl , com Y b =1,
J J

sendo {|b;)} uma base do espaco de Hilbert H 5. Vamos também tomar o tragco com relacdo a

essa base. Assim,

ps(t) =Y b (bi| U(£,0) |b;) ps(0) (b;| UT(£,0) b;)
1,]
Definindo:
Wi (t) = /b (0i| U(2,0) [b;) . (2.15)
que sdo operadores do espago Hs.
Entao,
ps(t) =V (D)ps(0) = > Wi ;(1)ps (W] (0), (2.16)
1]

sendo V' (¢) um mapa dindmico que nos d4 a evolug@o de ps no tempo. Note que:

S WELOWi(t) =D by (b | UT(£,0)U(t,0) b;) = Ts. 2.17)
2,7 j

Dessa forma, utilizando a propriedade ciclica do trago, temos que o traco de pg € preservado:
trs {ps(t)} = trs {Z wi, (t)Wz,j(t)ps(O)} = trs{ps(0)} = 1.
i,J

Sabendo desse resultado e tendo que o mapa V' (¢) pode ser escrito na forma apresentada
na equagdo (2.16), e como partimos de um sistema global cuja dindmica € unitéria, temos que

esse mapa € completamente positivo e preserva o traco, ou seja, ¢ um mapa CPTP.
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Quando o mapa V' (t) é linear ele também possui uma propriedade de semigrupo, que ¢é a

propriedade da divisibilidade:

Essa é uma importante propriedade para sistemas que possuem uma dindmica markoviana, pois
nessa dindmica o estado do sistema em um determinado instante s6 depende de informagdes sobre
o estado no instante anterior, ou seja, o mapa que descreve essa dinamica possui a propriedade
de divisibilidade.(19)

Como a tnica funcao continua que obedece essa propriedade € a funcdo exponencial,

escrevemos o mapa V' (¢) da seguinte forma:
V(t) = exp(Lt), (2.19)

onde L é o gerador do semigrupo. Na préxima secdo vamos construir uma forma para esse

gerador.

2.5 Derivacao da Equacao de Lindblad

Para construir uma forma para o gerador £, vamos levar em conta que o mapa V'(t) é
CPTP e também obedece a propriedade de semigrupo (2.18). Assim, olhando para a forma desse

mapa na equagdo (2.19), se tomarmos a derivada de ps(¢) no tempo, teremos

d
Eps(t) = Lps(1). (2.20)

Para fazer essa constru¢do vamos utilizar a estratégia a seguir. Vamos considerar o caso
que Hs possui dimensdo N para simplificar, entdo o espaco de Liouville possui dimensdo N2.
Vamos tomar uma base ortonormal de operadores no espaco de Liouville associado ao espago de

Hilbert Hs e € equipado com o seguinte produto interno entre dois operadores:
(A,B)=Tr{A", B} (2.21)

Como a base € ortonormal, o produto interno entre os seus operadores F; respeita a seguinte
condigao:
(Fy, F)) = trs {FTFJ} =6, comi,j=1,2, .. N (2.22)

Também vamos impor que o operador Fy2 seja proporcional a identidade, entdo ele deve

ser escrito como: I
Fyo = \/_SN (2.23)

pois, dessa forma, ele vai respeitar a condi¢do (2.22)

trs {1
trs {Flap) = 75 Ush
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Com essa imposi¢io para Fy: o restante dos operadores Fj, i = 1,2, ..., (N? — 1), terdo

traco nulo, pois novamente a condi¢do (2.22) precisa ser respeitada

trs 145
s e} = 2 =

trg {F;} =0, parai=1,2,...,(N* —1).

Tendo todas essas consideragdes, vamos escrever a equagao (2.16) da seguinte forma:

N2
Vtos = Y | S (L Wia(t)(Fj, Wia(1)*| FipsF.
i,j=1 L k|l

Aqui definimos a seguinte matriz de coeficientes

Cig(1) = Y (Fs Wia(1)) (Fy, Wi (1))

k1
Entao,
N2
V(t)ps = Y cij(t)FipsF]. (2.24)
ij=1
Note que a matriz de coeficientes (c¢; ;) além de ser hermitiana é também positiva, pois para

qualquer vetor complexo |v) de dimensdo N?, temos que

N? N?
(wlevy = vreivy =D > viv(Fi, Wia(t) (Fy, Wia(£))"
2,7=1 kil i,7=1
N? N?
(v o) =Y trs {ZvE‘FJWk,z(t)} trs {ZijjWJ,l(t)}
k,l =1 i=1
N2 N2
(welo) =" B, W) viFy, Wi(t))”
kil =1 i=1
N? 2
(wlelo) =Y 1O vk, Wi(t)| > 0.
k,l i=1

Olhando para a equagdo (2.20) e utilizando a defini¢do formal da derivada, escrevemos

1
Lps = }:1—1;1(1) B {V(e)ps — ps},

utilizando a equagdo (2.24) e lembrando que Fy2 € proporcional a identidade, temos que

N2
1
Lps = lim - { > cij(e)FipsF] — ps} :

e—=0 ¢ —
7,7=1
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Lpg = lim —

{ CN2,N2 (6)
e—0 € N

2_
+ Zfszll Ci,j (@E‘,OsFJT} .

Agora, vamos definir uma nova matriz de coeficientes (a;, j)

CN2,N2 —N
ayz y2 = lim ———,
e—0 £
C; N2 .
ain: = lim —— i=1,2 .. (N*-1),
e—=0 ¢
C; ..
a;; = lim —= i c i, 7 =1,2,..., (N* = 1).

e—0 €
Aplicando essas defini¢des, chegamos na seguinte equacao

N2-1 N2-1
an2 N2 1

Lps =

i,j=1

O préximo passo € introduzir um operador F:

\/_ Z CL,N2F

E entdo, para construir o termo com o comutador, definimos os seguintes operadores:

1 1
G—WCLN2N2+2(FT+F)
1
— — (Tt _
H = (F' ~F)

Com essas defini¢des conseguimos escrever o gerador da seguinte forma:

N2-1

Lps = —i[H,ps| +{G,ps} + > ai;FipsF).

1,7=1

2_
ps = ps + 5 S (cine() Fips + enai()ps Y ) +

K T .‘—
N s + \/_N ; <ai,N2FiPS + CLN%PSE) + Z aijFipsE;.

(2.25)

Note que o operador H, que estd no termo do comutador, € um operador hermitiano.

Agora vamos utilizar o fato que o traco do operador densidade € preservado, o que

implica que

d
t?”s {dt } = tT’S {,C,Os} =0

NZ-1
trs {—i [H, ps] +{G.ps}+ Y _ ai,jFiPSP}T} =0,
ij=1
utilizando a propriedade ciclica do traco, temos

N2-1
trg { <2G + Y aiJF’JTE) pg} —0
ij=1
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Neste ponto, vamos escrever pg em termos da sua decomposi¢ao espectral
ps = ZP ) [s:(t)) (si(t)]

sendo {|s;(t)) } uma base do espago Hs. Além disso, vamos definir um operador M para facilitar

a visualizacao das conclusdes que tomaremos a seguir:

N21

== Z a; ;FF,.

=1

Entdo, fazendo essas substitui¢cdes e tomando o trago na base {|s;(t))}:

Z Pi(t) (s:(t)| (G — M) |s;(t)) = 0 (2.26)

E importante observar que a; ; € F; ndo dependem de P (1), entdo essa relagdo (2.26) deve ser
vélida para qualquerpgs(0). Aqui, temos duas situagdes que ndo sio descritas na referéncia (19)
que tomamos como base para essa derivagdo. A primeira ocorre quando a base {|s;(¢))} ndo
varia no tempo,ou seja, |s;(t)) = |s;). Nessa situagdo, para a condi¢do do trago preservado ser
obedecida, basta garantir que a diagonal do operador G seja igual a diagonal do operador M.
Além disso, podemos ter dentro do operador GG uma soma de operadores de trago nulo, pois isso

ndo ird afetar a conservacdo do trago.

Jd a segunda situag@o ocorre quando a base {|s;(¢))} varia no tempo, nesse caso temos
que impor que o operador G seja igual o operador M, para garantir que (2.26) seja obedecida

em todo instante ¢. Entdo,
N2 1

=—= Z a;;FF,.

1,j=1

Nessa situagdo, o gerador £ possui a seguinte estrutura:

NZ-1
' 1
Lps=—ilH, ps]+ > ai (FiPSFjT 5 {FJ‘TF“/)SD ' 2.27)
ij=1

Iremos adotar essa situacdo, pois ela € a mais geral. Observando o lado direito dessa equagdo,
temos que o primeiro termo corresponde a dindmica unitéria e o segundo termo corresponde a a

dinamica dissipativa do sistema S. Essa equacdo ¢ denominada equagdo de Lindblad.

E importante observar que o termo do comutador inclui ndo apenas o hamiltoniano

natural do sistema, mas também uma corre¢ao devido a intera¢cdo com o ambiente.

No préximo capitulo iremos apresentar o sistema estudado e construir sua equagao
mestra, entdo conhecendo os termos dessa equagdo iremos introduzir os conceitos de trabalho e

calor utilizados.
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3 SISTEMA DE DOIS NIVEIS INTERAGINDO COM UM PULSO DE FOTON UNICO

Neste capitulo iremos apresentar o sistema aberto que sera estudado no decorrer deste
trabalho, esse consiste de um sistema de dois niveis que interage com um pulso de f6ton tnico.
Nesta etapa queremos construir a equagdo mestra desse sistema aberto para investigar como

ocorrem as trocas energéticas entre ele e o ambiente.

3.1 Sistema aberto

O sistema quantico aberto € um sistema quantico que esta interagindo com outro sistema
que chamamos de seu ambiente, podendo ocorrer transferéncia de energia entre eles. Podemos
olhar para a forma com que essa energia ¢ transferida, isto €, se ocorre de forma unitdria
(reversivel) ou dissipativa. Para isso buscamos associar conceitos de calor e trabalho a essa
situagdo, procurando também quais condi¢des definem a forma e a quantidade de energia que
serd transferida entre esses sistemas. Aqui vamos estudar um sistema particular procurando

verificar e construir essas conexoes.

O sistema analisado, que também foi estudado na referéncia (16), foi escolhido pois nos
permite a realizacdo de trabalho, que veremos na préxima secdo, e também possui uma solugdo
analitica simples. O sistema total consiste em um sistema de dois niveis (TLS), que € o nosso
sistema aberto de interesse, interagindo com um pulso de féton tnico, que aqui tratamos como
ambiente. A Figura 1 apresenta um esquema desse sistema, que consiste em um sistema de dois
niveis em um guia de onda no qual ocorre a passagem de um pulso de f6ton Unico, por conta

desta interacao a frequéncia entre os niveis de energia do TLS é modificada.

|f{;\\k\l

e

-

/

|'llr e \
| I‘wn P wg(t) ]

Figura 1 — Esquema do sistema estudado. Esse sistema consiste em um sistema de dois niveis
em um guia de onda no qual ocorre a passagem de um pulso de féton tnico, e por
conta desta passagem do pulso pelo TLS a frequéncia entre os seus niveis de energia

€ modificada.
Fonte: VALENTE; BRITO; WERLANG. (17)

Esse sistema € descrito pelo seguinte hamiltoniano:
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H=H¢+ Hr+ H;

H = hwyo,o_ + ﬁZwalaw — ihgz (awa+ — ala,) : 3.1)

Sendo que, Hg = hwyoo_ descreve o sistema de dois niveis, esse possui uma base de dois
estados {|e), |g)}, onde |e) é o estado excitado com energia fwy e |g) o estado fundamental
com energia nula. Lembrando que oy = |e) (g| e 0_ = |g) (e sdo operadores de ganho e perda
de excitagdo desse sistema. O hamiltoniano Hr = 1Y wala, descreve o campo de féton
tinico, composto por infinitos osciladores com uma frequéncia w, sendo a], e a,, os operadores

de criagdo e aniquilacdo associados a cada modo de frequéncia w.

A interacdo entre o TLS e o campo é descrita pelo hamiltoniano de interag¢do de troca
de excitagdes H; = —ihg ), (awcr+ — ala_). Para chegar nesse H; algumas consideracdes e
aproximagdes sao adotadas, sendo essa construgao realizada da forma que serd apresentada a
seguir. O hamiltoniano de interacdo entre o TLS e o campo € dado pelo negativo do produto

entre os operadores do dipolo dedo campo elétrico E (interacdo dipolo elétrico-campo), sendo

d = dey(le) (9] + |g) (e]) = degoy + o), (3.2)

onde d., € o momento de dipolo de transicdo, e
E=i) eyla,—al). (3.3)

Entdo, conhecendo as relacdes para essas quantidades, o hamiltoniano de interagdo € escrito da
seguinte forma
Hy=—-dFE

H; = —iz degew(os +0_)(ay, — al),

nesse ponto podemos definir g, = d.,e.,/h que nos da a intensidade do acoplamento do TLS
com cada modo do campo, sendo que ¢,, é proporcional a y/w. Entdo, como na regido de maior
relevancia e variagdo do valor esperado de (o, + o_)(a,, — al) de H; podemos considerar que

g, ndo tem uma grande varia¢do, tomaremos o seu valor no ponto w = wy. Assim
H; = —ihg Z(0+ +0_)(a, —al). (3.4)
w

Note que nesse H; temos termos do tipo a/ o, e a,0_ que promovem a criagdo ou aniquilagdo
de excitagdes e termos do tipo a,,0 € al,o_ que promovem a troca de excitago entre 0 campo e
o TLS com consevagdo de excitacdes. Se escrevermos esse hamiltoniano na versao de interacao

com Hy = Hg + Hp, teremos

Hy ;= Ul(t,0) H; Uy(t,0)
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H; = —ihg Z(aw0+ei(w°_w)t + a0 Hwotw)t _ aLJ+ei(w°+w)t — aLcr_e_i(wO_w)t). (3.5)

Considerando que estamos no regime préoximo da ressonancia, ou seja wy ~ w, 0S termos com

Fi(wotw)t ggeilam muito no

eF(@o—»)t praticamente ndo oscilam no tempo. J4 os termos com e
tempo, e considerando que o acoplamento € fraco (¢ < (wy + w)), a contribuicdo média desses
termos € muito pequena, permitindo que eles sejam desprezados. Essa aproximagdo ¢ chamada

de aproximagdo de onda girante (Rotating wave approximation - RWA).

Assim, na versdo de Schrodinger a interacdo entre esses dois sistemas € descrita pelo

hamiltoniano
H; = —iﬁgz (awa+ — aLJ_) . (3.6)

Observando H; podemos notar que essa interacao sé promove a troca de excitagdes, pois sO
contém os termos a,,0, e alo_, onde o primeiro termo corresponde ao campo perder uma
excitacdo e o TSL ganhar, e o segundo termo corresponde ao campo ganhar uma excitagdo e
o TLS perder. Esse hamiltoniano € conhecido como hamiltoniano de interagdo do modelo de
Jaynes-Cummings, nesse modelo o nimero de excitagdes do sistema global é preservado, ou

seja, a intera¢ao sO promove a troca de excitacdes entre os subsistemas.(21)

Agora que conhecemos os termos do hamiltoniano que descreve o sistema composto
podemos seguir para a proxima etapa que serd construir a equacio mestra do sistema de interesse,
pois conhecer a sua forma € necessdrio para investigar as trocas energéticas que esse sistema

realiza.

3.2 Equacao Mestra do Sistema de Dois Niveis

Para as defini¢Oes de trabalho e calor que iremos utilizar, essas serdo apresentadas no
proximo capitulo, precisamos escrever a equacao mestra do nosso sistema aberto de interesse,
que € o sistema de dois niveis, pois obtendo a forma da equacdo mestra podemos identificar as

partes unitdria e dissipativa da evolucao do sistema.

Vamos comecgar essa construcao escrevendo o estado que descreve o pulso de féton
Unico:

1) = 6u(0)al, 0),

sendo |0) =[], |0.,) o estado de vicuo do campo eletromagnético. Note que o estado de uma
excitacdo do campo € composto por uma superposicao dos estados com uma excitagdo em cada
modo a], |0), onde ¢,,(0) é a amplitude de probabilidade de cada modo ter uma excitagio no
instante de tempo inicial, que consideramos igual a zero. Esse pulso de f6ton unico pode ser

proveniente de uma emissao espontanea de um atomo que estava em um estado excitado.
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Agora que conhecemos os vetores de estado do campo e também do TSL, podemos
escrever um estado inicial arbitrdrio para o sistema total. Vamos considerar o seguinte estado

inicial:

£(0)) = colg,0) +¢c4lg,1) + cele, 0), (3.7)

sendo, ¢, a amplitude de probabilidade de termos o campo com zero excitagdes (|0)) e o TLS no
estado excitado |e), ¢, a amplitude de probabilidade de termos o campo com uma excita¢do (|1))
e o TLS no estado fundamental |g), e ¢y a amplitude de probabilidade de termos zero excitagdes,
tanto no campo, quanto no TLS. A inclusdo desta componente de zero excitacdo faz com que a

dinamica a ser considerada nesse estudo esteja restrita aos subespagos de zero e uma excitacao.

Conhecendo o estado inicial e sabendo que o hamiltoniano do sistema nio cria ou
aniquila excitagdes, mas promove apenas a troca de excitacdes entre o campo e o TLS, entdo
temos que apenas as amplitudes dos estados |e,0) e |g, 1) irdo mudar no tempo, enquanto a
amplitude do estado de zero excitagdes |g,0) permanecerd com amplitude constante. Diante

dessas informagdes temos que o estado global geral evoluido no tempo terd a seguinte forma:
() = colg,0) + ¥ (t) |e,0) + > _ du(t)al, |g,0). (3.8)

Observando essa expressdo, nés temos que ¢(t) é a amplitude de probabilidade do TLS estar no
estado excitado e o campo com zero excitacdes. Temos também que o estado de uma excitacao
no campo continua sendo composto por uma superposicdo de estados com uma excitagdo em
cada modo, sendo que a amplitude de probabilidade de cada um desses modos ter uma excitagcdo
¢ dada por ¢, (t). Note que a amplitude do estado de zero excitagdes ¢y ndo evolui no tempo,
pois, como ja comentamos, H ndo cria excitagdes, mas promove a troca delas entre o campo € o

sistema de interesse.

Segue, entdo, que para obtermos a equacao mestra do TLS partiremos do calculo do

operador densidade do universo

p(t) = 1£()) ()] (3.9)

Tomando o trago sobre os graus de liberdade do campo obtemos o operador densidade que
descreve o sistema de dois niveis, que € o nosso objeto de interesse, esse € escrito da seguinte

forma:

ps(t) = Tre{p(t)} = [ |e) (e] + D 1D () |9) (gl + |col” 19) (9] +

+1(t)egle) (gl + P (t)co|g) (el - (3.10)

Como a trago do operador densidade deve ser igual a um, pois ele € igual a soma das pro-

babilidades de cada estado do sistema ser obtido, temos a seguinte relacdo de normalizacdo
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L= () = [eol* + > 1@ (). (3.11)
Substituindo essa relagdo na equacgdo (3.10),

ps(t) = [0 (O (le) (el = 19) (al) + 1g) (gl +w(t)cg |e) (gl + " (D)o |g) (el - (3.12)

Tendo a expressao para o operador densidade do TLS, podemos obter uma expressao

para a equacdo mestra por meio do célculo da 0;p,(t), essa pode ser escrita da seguinte forma:

0ups(t) = 0, |9 ()] () (el — 19) (gl) + Ao (t)es |e) {g] + D™ (t)co |g) (el
Por meio de célculos auxiliares obtemos a seguinte relacao:

5%

oo ) = 2re | %] (o

Substituindo essa relagdo na J;p,(t), temos:

0unt) = 2 | 22| WO (e el - lo o) + 005 e) (] + 900” Wewl) el G139
Note que:
arte |22 @) o) tel = 19) o) = ~2Re | 2F] (a-puthos ~ 5 oo,

(3.14)

Como ja vimos no capitulo anterior, a equa¢ao mestra de um sistema aberto apresenta a

seguinte forma: .
Oupult) = — [H(1). pu(t)] + Lo {pa(1)}

Com a perspectiva de escrever 3.13 na formula de Lindblad, vemos que é possivel escrever
o termo de comutador com p, através de um hamiltoniano efetivo tendo como autovetores os
mesmos autovetores de Hg, contudo tendo uma variagao temporal devido a variacao do gap de
energia dos autoestados, entdo H(t) = fuws(t)oo_. Calculando o comutador de H,(t) e ps(t),

para encontrar uma relagdo para w;(t),
[Ha(t), ps ()] = Tews(t) ($(t)cg le) (g — ¢" (t)co |g) (el) - (3.15)

Comparando a equagdo (3.15) com a d;p(t) e realizando alguns cdlculos, encontramos

uma relagdo para w;(t):

ws(t) = —Im [&%] (3.16)

Essa € a nova frequéncia do sistema devido a sua interacdo com o féton. Note que essa frequéncia
apresenta uma dependéncia temporal. Olhando para o TLS como um dipolo elétrico, temos

que ao interagir com o pulso, durante a passagem do mesmo, a frequéncia do dipolo ird mudar
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de acordo com a forma do pulso passando pela sua posi¢ao, gerando assim uma dindmica nas

condig¢des impostas ao dipolo.

Assim, nds temos que a equacao mestra do sistema de dois niveis pode ser escrita da

seguinte forma:

. 1
Orps(t) = —iws(t) [or0—, ps(t)] + T'(2) (a,os(t)mr —3 {o40_, ps(t)}) . (3.17)
?
01pu(t) = — [Hy(0), po(t)] + Lo {ps(0)}
Onde definimos a taxa de decaimento I'(t) = —2Re [&Tﬂ . O primeiro termo do lado direito

da equacdo (3.17) estd associado com a evolugdo unitéria e o segundo termo com a evolugao
dissipativa do TLS. Note que mesmo considerando a amplitude de probabilidade C, pequena,
ndo a consideramos nula, pois caso isso ocorresse teriamos uma dindmica apenas com termos na
diagonal da base {|e) , |g)} jd que os elementos fora da diagonal sdo nulos quando consideramos
() igual a zero. Nessa situacdo teriamos uma dindmica totalmente estocdstica, pois nao temos
uma dinamica coerente com esse formato contendo termos apenas na diagonal em determinada

base, sempre vemos o surgimento de termos fora da diagonal.

Conhecendo esses termos podemos seguir para 0 proximo passo que serd obter relacdes
para o trabalho e calor associados a esse sistema. Para isso iremos introduzir as defini¢des
de trabalho e calor que iremos utilizar e, em seguida, iremos aplicar essas definicdes para o
sistema que estamos estudando. Mas antes disso vamos obter as funcdes para as amplitudes de

probabilidade associadas aos estados do TLS.

3.3 Amplitudes de Probabilidade

Substituindo o estado |£(t)) na equagdo de Schrodinger e tomando as proje¢des dos

estados |e, 0) e |g, 1) obtemos essas equagdes para as dindmicas de ¢(t) e ¢, (t):

D (1) = —iwotp(t) — g Y du(t) (3.18)

Du(t) = gult) — iwe(t). (3.19)

Resolvendo a equacdo (3.19), (22) temos a seguinte relacdo para ¢, (t):

t
bu(t) =g / Y(t)e™! dt' et 4 ¢, (0)e ™" (3.20)
0

Substituindo o resultado (4.17) na equag@o (3.18) obtemos a equagdo para ¥ (t):

0r010) = = (5 + i) ) = 9600, 621
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sendo [y = 47g? 0, a taxa de emissdo espontinea, onde g € a densidade de frequéncias w dos
osciladores. Além disso, temos que ¢(t) = > ¢.,(0)e ™" que é o pulso incidente formado
pela superposi¢do de ondas planas de frequéncia w com amplitude ¢,,(0), que é a amplitude de

probabilidade inicial do modo de frequéncia w ter uma excitagao.

Note que se substituirmos essa equagio na defini¢do (3.16) de w;(t), obtemos:

ws(t) = wo + glm [%} = wo + defs(t). (3.22)

Ou seja, devido a interacdo com o pulso de f6ton tinico a frequéncia do sistema de dois niveis

passa a variar no tempo.

Com esses resultados, agora conseguimos obter uma expresso para (). Sendo o estado
inicial |£(0)) = |g, 1), temos que 1/(0) = 0, ou seja, comegamos com uma excita¢gdo no campo.

Resolvendo a equagdo (3.21) obtemos que

t
6(0) = —g [ e g0y
0

Para o pulso incidente, escolhemos um pulso produzido por fontes de um féton que tem a
seguinte expressao:
B(t) = NO(t)e G,

sendo N = (2mpyA)'/? a constante de normalizacdo. Temos também que A é a largura de linha

desse pulso e wy, a sua frequéncia central.

Substituindo ¢(t) em v(t):

P(t) =

ToA [ o~ (R+iwo)t _ p—(5+iwp)t
0 (e : €’ , (3.23)

2 Fo—A

SN

definindo 0, = wy — wy, que a diferenca entre a frequéncia do féton e a frequéncia inicial do

sistema de dois niveis.

Entdo, como chegamos em uma expressdo para 1 (t), podemos calcular |1 (t)|?, que é a
probabilidade do TLS estar no estado excitado, e w,(t) que a frequéncia do TLS:
To+A
() = ToA (e ot 4 e~ — 2e= "2t cos(dt) (3.24)
2 (#)2 + 62
SreA — e~ (cos(6t) (61) + sin(St) (L2
() = wo + re ez ' (cos(d,t)(0r) + sin(dpt)(Fe52)) (3.25)

_To+A
e~Tot + e=At —2e~ "2 Lcos(dpt)

Agora que temos as expressoes para essas grandezas, no proximo capitulo iremos calcular

e analisar o comportamento do trabalho quantico associado a esse sistema.
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4 SISTEMAS QUANTICOS ABERTOS E TERMODINAMICA QUANTICA

Neste capitulo queremos explorar os conceitos associados a termodinamica classica,
como trabalho e calor, mas no contexto quantico. Para isso, iremos estudar um sistema quantico
aberto apresentado no capitulo anterior procurando empregar as novas defini¢des, que se fazem

necessarias no cendrio quantico, dessas quantidades termodinamicas.

4.1 Trabalho e Calor

No contexto da mecanica quantica, geralmente conseguimos estabelecer uma analogia
quantica para uma grandeza utilizando a sua defini¢do cldssica e os valores médios dos ope-
radores associados a ela. Quando procuramos realizar esse mesmo processo para grandezas
termodinamicas, como calor e trabalho, ele falha, pois tais quantidades sao dependentes de
processos fisicos e por isso nao podem ser representadas por operadores hermitianos, como
aqueles definidos para posi¢do e momento linear. Assim, no contexto quantico, se faz necessario
buscar novos meios para se definir e quantificar essas grandezas termodinamicas. Neste traba-
lho estamos interessados nas grandezas termodindmicas denominadas trabalho e calor, entao
vamos buscar entender uma possivel nova defini¢do e, em seguida, utilizar essas defini¢des para

conseguirmos estudar o comportamento dessas grandezas.

E importante mencionar que as definicdes de trabalho e calor que utilizamos nesse
trabalho foram apresentadas na referéncia (16) que, como ja mencionamos, também estudou
o sistema que analisamos aqui. Essas defini¢cdes para o trabalho e calor sdao inspiradas nas
defini¢des propostas por Robert Alicki. (5) Mas o sistema (universo) que estamos estudando é

totalmente quantico, e ndo consideramos nenhum agente externo classico.

Os conceitos de trabalho e calor estdo associados com a transferéncia de energia no
contexto da termodinamica, com isso em mente, podemos olhar para o valor médio da energia
do sistema aberto e verificar como € a sua varia¢@o no tempo. O valor médio de H,(t) pode ser

calculado da seguinte forma:
(Hs(t)) = trs {Hs(t)ps(t)} - (4.1)

Como estamos buscando uma definicao para grandezas termodindmicas, vamos associar
esse valor médio da energia do sistema aberto com a energia interna do sistema (), e entdo, para
construir uma analogia com a Primeira Lei da Termodinamica, (2) vamos olhar para a variacao
temporal do valor médio de H,(t). Tomando 0, (H(t)):

Du(tr {H,(0)ps(0)}) = try {O(HL(£)ps (1)} + try {HL(6)0:(p,(1))} 4.2)
Olhando para os dois termos do lado direito dessa equacao, podemos fazer algumas associacoes.

O primeiro termo pode ser associado a variagdo do trabalho, logo o trabalho é definido da
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seguinte forma:

W(t) = /t i { ps(t) (%Hs(t/)) } at, 4.3)

note que nessa construcdo o trabalho estd associado com a variag@o no tempo do hamiltoniano do
sistema aberto, ou seja, se H(t) ndo variar no tempo o trabalho serd nulo. Além disso, o trabalho
também estd associado com a parte unitiria da evolugdo, pois por meio de uma manipulagcdo da

equacao (4.2), temos que:

WzmHMWﬁﬂi[%ﬁ@@ﬁﬂmwh 4.4

ou seja, o trabalho corresponde a diferenca entre o valor médio da energia do sistema e a parte

associada com a evolugdo dissipativa.

Associamos o segundo termo da equacgdo (4.2) com a variagdo do calor, assim o calor é

definido da seguinte forma:

Q) = [ o @p NI} = [ L p O} 1Y, @3)

por meio dessa definicao € possivel notar que o calor estd associado com a parte dissipativa da
evolucdo do sistema aberto. Além disso, caso a evolugdo seja totalmente unitdria, o calor serda

nulo, pois temos que trs{[Hs, ps| Hs} = 0.

Com essas defini¢Ges, temos uma analogia para a Primeira Lei da Termodinamica:

Agora vamos aplicar essas novas defini¢cdes para obter o trabalho e o calor associados ao
sistema aberto que estamos estudando. Substituindo nas defini¢des (4.3) e (4.5) os resultados
obtidos durante a constru¢do da equag@o mestra para o TLS, temos as seguintes expressdes para

o trabalho e o calor:
! 2
W(t) = [ 1) aulh ()0t 47
ti

Q) = [ o) Pt @8)

Note que o trabalho realizado pelo pulso de um f6ton sobre o sistema de dois niveis estd associado
com a variag@o temporal da frequéncia w;(t), ou seja, se essa frequéncia ndo variar no tempo,
nao teremos trabalho sendo realizado. Para o nosso sistema de estudo, verificamos que também
temos duas situa¢des na qual o trabalho € nulo, sendo essas quando a diferenca entre a frequéncia
central do féton e a natural do sistema € nula, §; = 0, e no limite da largura de linha A do pulso
tendendo a zero,lima o W (t) = 0. Além disso, temos também que o calor estd associado com a
mudanca de populacio (9, [¢(')|*) do TLS.
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Para calcular W (t) e Q(t) precisamos utilizar as expressoes de () e ws(t). Como essas
expressoes foram obtidas no capitulo anterior podemos fazer esses calculos, porém vamos nos
concentrar em analisar a taxa de variacdo do trabalho no tempo, ou seja, a poténcia. Como a
poténcia depende da frequéncia do sistema, na proxima se¢do iremos fazer uma analise dessa

grandeza.

4.2 Frequéncia do sistema de dois niveis

A frequéncia do sistema de dois niveis w;(t) nos dd o gap de energia que existe entre
o estado fundamental |g) e o estado excitado |e) desse sistema. Por conta da interac@o entre o
TLS e o pulso de féton tnico esta frequéncia muda com o tempo, sendo essa mudanga associada
a realizacdo de trabalho. Como ja vimos no final do capitulo anterior essa frequéncia pode ser

escrita da seguinte forma:

e — e " (M2 gin(5,1) 1 5, cos(62))

_To+a)
e~ eTot —2e= 2 tcos(dpt)

ws(t) = wo + 4.9)

Se colocarmos o termo e~ 2?

em evidéncia no denominador e no numerador dessa expressao,
iremos observar que ws(t) s6 depende da diferenga (I'y — A). Isto é, w4(t) é uma fungdo do

tempo que depende dos pardmetros o7, e (I'y — A):

Sy — e~ ((FO ) sin(d,t) + 0y, cos(éyf))
ws(t) = Wy -+

(4.10)

14+ e~ To=A)t — 9~ O;A)t COS((SLt)

Note que, para t = 0 temos que w, tende a wy + & 5 independente da intensidade da
interac@o e se a diferencga (I'g — A) € positiva ou negativa, ou seja, esse shift na frequéncia do
TLS nao depende da intensidade interagcdo com o campo. Mas esse ponto precisa ser analisado
com mais cuidado e detalhes, pois nos limites t — 0 e ¢ — oo de w,(t) temos indeterminagdes,

pois nesses tempos a amplitude de probabilidade () é nula e a frequéncia ws(t) € dada por

oY
Y

tempo inicial e final do processo. Na préxima sec@o iremos tentar verificar qual o papel que as

—Im [ , isto é, a frequéncia do TLS € dada por uma razao cujo denominador vai a zero nos
flutuacdes do campo exercem na configuracido do sistema nesses instantes de tempo, t = 0 e
t — 00, ou seja, se elas tém algum papel na presenga desses shifts na frequéncia do TLS, mesmo

quando o pulso de um féton estd no instante inicial da interacdo ou j4 estd afastado do TLS.
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(ws(t) - wo)
0.10F
0.08
— (l9-A)=0.5, 6,=0.05
0.06 (Mo-A)=1.0, 6,=0.10
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Figura 2 — Grificos de (ws(t) — wp) em fungdo do tempo para (I'y — A) =0.5e 1.0e d;, = 0.05
e 0.10, respectivamente. Note que no inicio do processo o valor de (w(t) — wp) é
igual a 61, /2 e igual a ¢, no final do processo.

Fonte: Elaborada pela autora.

A Figura 2 apresenta os graficos de (ws(t) — wp) em fungdo do tempo para dois valores
de (I'y — A) e seus respectivos valores de d;,. E possivel notar que no inicio do processo o valor
de (ws(t) — wp) é igual a 07,/2 e igual a §;, no final do processo. Essa modificacdo na frequéncia
tem uma ordem de grandeza significativa em termos experimentais, sua magnitude foi analisada

com mais detalhes na referencia (17).

Como a poténcia € dada por [¢)(t)|?0sws(t), temos que ela s6 ird assumir valores negativos
para Q,w,(t) < 0, jd que a probabilidade |¢(t)|* é sempre positiva. Sendo assim, vamos analisar
a expressdo da dyws(t) e verificar sob quais condi¢des ela apresenta valores positivos. Como
ws(t) s6 depende dos pardmetros d;, e (I'y — A) a sua derivada temporal também ira depender

apenas desses parametros.

(To — A) <5Le*(F0*A)t S ((FO sin(d.t) + o1 Cos(5Lt)>>

Oyws(t) =

t)
— +
(1 + e~ To=A)t 9e— gt cos(0rt) )

2 <(F°;A) cos(0rt) + 0r, sin((SLt)) <5Le*(F°§A)t>
- +
(1 + e To=A)t _ 2e~ o2y cos(0rt)

+

_|_

)
2 <(F° ) cos(8,t) + 0y, Slﬂ(éﬂf)) ( ~(To—A <(F° in(dpt) + . 005(5Lt)>>
)

<1+e (To—A) _ 9= o5 Pcos(drt)

s RNy ((Fes2)? + 52) sin(0rt)

D)y

+ — .
<1 N COS(5Lt)>

(4.11)

Observamos que, fixada a diferenca (I'y — A), podemos obter de forma numérica um

valor de d;, maximo, para qual a d,w,(t) ndo apresenta valores negativos, ou seja, para valores
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de §;, menores que o valor maximo ndo iremos ter valores negativos para J;ws(t). A Tabela 1
apresenta os resultados obtidos para cada diferencas (I'y — A), sendo que cada linha apresenta o
valor da diferenca (I'y — A), o valor do ¢;, médximo correspondente e também o instante de tempo
que o valor da O,ws(t) comega a oscilar em torno de zero, podendo assumir valores negativos na

ordem de 1071, que aqui assumimos como sendo zero.

Tabela 1 — Valor do §;, maximo e o tempo T que a J,w;(t) comeca a ser nula para diferentes
valores de (I'y — A).

o —A) 4, T
0.5 0.05  70.7277
1.0 0.10  35.3638
2.0 0.18 19.4321
3.0 0.26  13.4033
4.0 0.30 11.4646
Fonte: Elaborada pela autora.

As Figuras 3 e 4 apresentam os graficos da Jyw;(t), mantendo a diferenca (I'y — A)
fixa, para dois valores de d;, sendo que o primeiro corresponde ao valor do d; maximo e o
segundo possui um valor maior que esse valor maximo. E possivel observar que para o valor de
dr, maximo a O,w,(t) ndo assume valores negativos significativos, enquanto que para o d;, maior

que 0 mdximo, valores negativos podem ser observados.

dtws (t)

0.010

0.008
0.006 6L=005
6.=0.25

0.004
L NTT——— . . Lt
10 20 30 40 50

Figura 3 — Griéficos da O,w;(t) para (I'o—A) = 0.5 e diferentes valores de 6. Sendo 6, = 0.05 0

valor mdximo de d;, para o qual a J;w,(t) ndo assume valores negativos significativos.
Fonte: Elaborada pela autora.
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Ot ws (t)

0.03
— 6,=0.10

0.02
6,=0.45

0.01F
\ i T " " " " " t

5 10 15 20

Figura 4 — Griéficos da 0;w;(t) para (I'o—A) = 1.0 e diferentes valores de 6.,. Sendo ¢, = 0.10 0

valor maximo de d;, para o qual a J;w;(t) ndo assume valores negativos significativos.
Fonte: Elaborada pela autora.

Um ponto que observamos é que a diferenca (I'y — A) afeta na troca de calor entre o
TLS e o campo durante o processo. Para diferencas negativas temos que o calor € trocado de
forma mais rdpida se comparado com o mesmo mddulo da diferenca com sinal oposto. Para
analisar essa situagc@o construimos a Tabela 2 e os grificos 5-7. Para cada médulo de diferenca
mantemos o valor de I’ fixo, para ndo alterar a intensidade da interagao, e mudamos o valor de
A, para alterar o sinal da diferenca. Os valores de d; foram escolhidos para manter o médulo
do trabalho préximo de 0.005 Ep (que € a unidade de energia de Planck, pois consideramos
h = 1). Também coletamos o tempo no qual a taxa de calor muda de sinal, esses valores sao

apresentados na Tabela 2.

2Q(t)
0.6

0.4H

— A=1.0, 6,=0.104

0.2 A=3.0, 6,=0.160

-0.2

Figura 5 — Grificos da 0,Q(t) para I'y = 2.0 e diferentes valores de A para termos diferengas
(I'p — A) com o mesmo médulo e sinais opostos. Os valores de d;, foram escolhidos
para manter o médulo do trabalho préximo de 0.005 . E possivel observar que o pico
da taxa de calor € mais alto quando a diferenca entre I'y e A € negativa.

Fonte: Elaborada pela autora.
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MN=3
2Q(t)
0.8
0.6
oal — A=1.0, 6,=0.084
A=5.0, 6,=0.130
0.2
1 h L L L " " L " " " " " " " I t
N~ 7 6 8
-0.2f

Figura 6 — Graficos da 0;Q(t) para I'y = 3.0 e diferentes valores de A para termos diferencas
(I'p — A) com o mesmo mddulo e sinais opostos. Os valores de d;, foram escolhidos
para manter o médulo do trabalho préximo de 0.005 . E possivel observar que o pico
da taxa de calor é mais alto quando a diferenga entre ['; ¢ A é negativa.

Fonte: Elaborada pela autora.

Tabela 2 — Tabela com os valores positivos de calor trocado entre o TLS e o campo do instante
de tempo inicial até o tempo (terceira coluna) que ocorre a inversao do sinal do calor.
Essa tabela foi construida mantendo o valor de I'y, para manter a intensidade da
interac@o fixa, e variando o valor de A para termos diferencas (I'y — A) positivas e

negativas.

FO A t Q

2 1 1384 0.0204
2 3 02810 0.0187
3 1 1.098 0.011

3 5 0511 0.016

4 1 0924 0.010
4 7 0373 0.015

Fonte: Elaborada pela autora.

Observando a tabela 2 podemos notar que a quantidade de calor trocado antes da mudanca
de sinal dessa grandeza € ligeiramente maior a partir de valores de I'y maiores que trés, e também
para as diferencas negativas o tempo para ocorrer essa troca ¢ menor se comparado com a
diferenca positiva. Quando a diferenca d é negativa temos que A € maior que ['y, como ambos
estdo em unidades de frequéncia, podemos fazer uma comparagdo dizendo que o tempo do
processo, que esta associado inversamente ao valor de A, é mais rapido que o tempo da interagao,
que esté associado a intensidade da interac@o cujo valor quadrado € proporcional a I'y. Assim,
quando a intensidade da interacdo possuir um valor consideravel, mas o valor de A for maior
que o valor de I'y, teremos um processo de troca de energia que ird ocorrer de forma ripida,

favorecendo também uma maior troca na forma de calor.
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Fo=4
orQ(t)
‘I.O;
osl — A=1.0, 5,=0.084
' / A=7.0, 5,=0.130
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Figura 7 — Gréficos da 0,Q)(t) para 'y = 4.0 e diferentes valores de A para termos diferencas
(I'p — A) com o mesmo mddulo e sinais opostos. Os valores de d;, foram escolhidos
para manter o médulo do trabalho préximo de 0.005 . E possivel observar que o pico

da taxa de calor é mais alto quando a diferenca entre 'y e A é negativa.
Fonte: Elaborada pela autora.

Conhecendo esses resultados acerca da frequéncia do TLS, iremos analisar o papel que
as flutuacdes desempenham na configuracio desse sistema em certos instantes de tempo. S6 apds

essa andlise iremos partir para o estudo da relacao entre a poténcia e os parametros do sistema.

4.3 Valor médio e variancia campo elétrico

Nessa se¢do vamos calcular o desvio A E(t) do campo elétrico para os instantes de tempo
t =0et — oo, pois, sendo esses os instantes inicial e final do processo que ocorre devido a
interagdo entre o campo e o TLS, queremos verificar se nesses instantes o0 campo exerce alguma
influéncia sobre a configura¢ao do TLS por meio de suas flutuacdes, que podem ser obtidas por
meio do calculo do desvio do campo. Lembrando que no instante ¢ = 0 a interacdo comega a
ocorrer, ou seja, o pulso atinge o TLS, e no tempo — oo o pulso ja se afastou do sistema. Para
simplificar a notag¢do estamos escrevendo E = E. Temos que o campo elétrico na posi¢do z = 0,

que € onde se encontra o TLS, possui a seguinte forma:

EziZéw(aw—al), (4.12)

onde ¢, a amplitude de polarizacdo, (23) que é dada pela relagdo ¢,, = v 27hw, ou seja, essa

amplitude € proporcional a raiz quadrada das frequéncias que formam o campo elétrico.

Conhecendo o formato do campo podemos obter o seu desvio, esse € calculado da

seguinte forma:

AB(t) = (B (1) - (B)? () (4.13)
Entdo, para calcular o desvio do campo, precisamos calcular os valores médios que aparecem na

equacgdo (4.13). Vamos comecar obtendo a expressao para o quadrado do campo F£:
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Zewew (e, Ay +aT T)+

+ Z Ewﬁw/(&wal, + aLaw/). (4.14)

ww’

Conhecendo o formato dos operadores E e E?, podemos calcular os seus valores médios.

Vamos calcular esses valores no estado |£(¢)) do sistema:
€(t)) = Co g, 0) + 0 (t) [e, 0) + Zm al,|g,0). (4.15)

Temos que as amplitudes sdo escritas da seguinte forma:

oA L0 fwo)t _ 6—(%+iw,;)t
t) =1/ 4.16

2

t
D, (t) =g / dt' () e =t L @, (0)e ™t (4.17)
0

B (0) = ¥ (A | ) (4.18)

2mo \ 5 +i(wr —w)

sendo,

Onde I'y = 47pg? e N = \/27oA. Lembrando que ¢ nos d4 a intensidade de interaco entre o
sistema de dois niveis e o campo. 'y € a taxa de emissao espontanea e A € a largura de linha do
pulso incidente.E lembrando também que Cj € a amplitude de probabilidade do estado de zero
excitagdes e ndo varia no tempo por conta da interagao entre os sistemas ndo promover a criagdo
ou aniquilagdo de excitagdes. Outro ponto que € importante ressaltar € que estamos trabalhando

na representacao de Schrodinger, onde a dependéncia temporal estd no estado.

Nos célculos a seguir vamos utilizar a aproximacdo de Wigner-Weisskopf no limite

d> = /OO dwo, (4.19)
" 0

além disso, se considerarmos que a densidade de frequéncias p € nula para frequéncias negativas,

continuo

podemos escrever que o limite inferior de integracdo é —oo

/ dwg—)/ dwo. (4.20)
0 —0o0

Com essas informagdes podemos calcular os valores médios dependentes do tempo para

E e E?. Para o valor médio de F, fazemos:

(B) (t) = (€M) E[E(1) —ZZEw{C* (1)} - (4.21)
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substituindo a expressdo de ®(t) 4.17, temos que:

(E)(t)=i) e

' t
{gCO/ dtll/}*(t/)e*iw(t’ft) -+ CO@:(O)eiwt — gCg/ dt/w(t/)eiw(t/ft) + ng)w(o)eiwt} .
’ 0
Sendo ¢, = (27hw)/%:
() () = Vi 3 ()
t . / . t . , |
{gC()/ dt/¢* (t’)e_lw(t —t) + Coq):(o)ezwt o gCg / dth/)(t/)ezw(t _) n ng)w(o)e_ZWt} |
’ 0

Agora vamos calcular (F) (t) nos instantes de tempo ¢ = 0 e ¢ — co. Primeiro vamos
avaliar (E) (0):
(E)(0) = V2rhi y (w)'?

0 0
{900 / dt'p* (e ™) + Co@L,(0)e™” — gC / ' () et +c;;<1>w(0)e—iw0}
0 0

() (0) = V2rhi 3 ()2 {Co®2(0) — Cy @, (0)} (4.22)

substituindo @, (0) e ¢} (0) e indo para forma integral, temos:

(E) (0) :\/%z'N{@ / " o ()72 Co / ) } (4.23)

21 J_o 5—i(wL—w)_% o S Hi(wr —w)

Vamos resolver essas integrais no plano complexo utilizando o Lema de Jordan e o Teorema dos

residuos. Entdo, vamos resolver a primeira integral:

/ " - @1/2 (4.24)
roo 5 —i(wp —w)
O polo € dado por:

Wp = W, + i%, (4.25)
sendo esse um polo simples e C'z o semicirculo superior de um circulo de raio |w| = R,

onde R > max{wy, %}, entdo, o residuo é dado pelo numerador dividido pela derivada do

denominador, com relagdo a w, avaliados em w),:

A /Wy, + Z%
(res.f)(wpy) = ——. (4.26)

7
Integrando a fun¢do no sentido anti-hordrio ao longo da fronteira de C', temos:

i ’ W)I/Q (w)l/Q = 2mi|(res.f)(w
éggo{/Rdw%_i(wL_w)+/0Rdw%_i(%_w)}_2 (res.f)(w,)]. (427
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Pelo Lema de Jordan, temos que:

1/2
lim dwx )

R—o0 Cr 5 - i(wL — w)

=0. (4.28)

Entao,

o0 1/2 \/Jwr i%
/ dw w)" = 2mi[(res.f)(wp)] = 27m'—.+

o 5 —i(wr —w) i

T L -
d =2 —. 4.29
/_OO w%—i(wL—w) 7 wL—i—22 ( )

As integrais que aparecerdo no decorrer desse texto e que necessitarem serem resolvidas no

plano complexo serdo semelhantes a essa, portanto elas serdo resolvidas aplicando esses mesmos

métodos.

Voltando para a equagdo (4.23) e substituindo os resultados das integrais, nos chegamos

em uma expressao para o valor médio do campo elétrico:

(E(0)) = v2rhi {C’S\/(wL TiAJ2) — Cov/(wr + iA/Q)} . (4.30)

Agora vamos repetir esses calculos para t — oo:
(E)(t—o00)=1i) &,

{900/ dt’zp*(t’)e—iw(t'_t) + Co®7 (0)e™" — gC{)“/ dt’¢(t/)eiw(t'_t) + qu)w(o)e—iwt} '

0 0

Olhando para as integrais em ¢’ e t":

* - /T A o° e—(r‘?o—iwo—‘riw)t” . 6_(%—iwL+iw/)t”
dt” * Zf” e—zwt — 0 / dt” | 3l

2

Resolvendo as integrais:

1 1

o0 ) F A (F—O—iwo-‘riw) o é_Z"*)L'i'iw)
dt" v (te wt” 0 2 2 (432)
g/O Pr(t") 9 9 F02—A +i(wy, — wo)
De forma semelhante,
F A 1 — — 1
e iwt! 0 (l;—o—l—iwo—iw) (5 FHiwr —iw)
g/ dt'p(te™t =g — , (4.33)
0 2 % — @(wL - u.)o)

Substituindo em (E) (t — o0), indo para forma integral em w e w’ e novamente resol-

vendo essas integrais no para o plano complexo e utilizando o Lema de Jordan e o Teorema dos
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residuos, temos que quando fazemos ¢ — oo todos os termos se anulam, pois todos possuem

exponenciais negativas do tempo, entao:
(E(t - o0)) =0. (4.34)

Como obtemos os resultados para os valores médios de £ na posi¢do z = 0 nos instantes

de tempo t = 0 e t — o0, vamos seguir calculando os valores médios do quadrado do campo:

(E?) (1) = (€(1)] E*[€(1)) (4.35)

CRICED DECTRCIED ST >+2Zewew/{ / () § B, (0)c }

{ / i (t)e ™ =D 4 &%, (0)e Zwt}. (4.36)

Substituindo ¢,, e lembrando da condigdo de normalizagdo do estado |£(¢)):

(E*) (t) = QWﬁZw—I—élwﬁZ (we' 1/2{ / dt" (") D 4 @7 (0)e M}

{ / dt'p(t)e™ @D 4 @, (0)e W} (4.37)

0
Resolvendo primeiro as integrais em ¢’ e t”, como feito anteriormente, e lembrando que quando

resolvemos as integrais no tempo e em w dos primeiros termos de ¢(t) e ¢*(t), que envolvem )(t)
e ¢*(t), verificamos que eles se anulam para os dois instantes de tempo que estamos analisando,

entdo podemos seguir ja escrevendo o valor médio do quadrado do campo da seguinte forma:
(E?) (t) =2rh Y _wt

+47TﬁN2 { (WL + ZA/Q) (A/2—iwp, )t (WL _ ZA/Q) A/2+zwL)t}

(E?) (t) = 2nh Y w + AThN? {\/ (w2 + (A/2)2)6At} . (4.38)

Entdo, avaliamos esse valor médio em ¢ = 0:

(E?)(0) = 20h Y w + AmhN? {\/ (W2 + (A/2)2)} : (4.39)

eem? — o0
(E®) (t — 00) = 27h » w. (4.40)

com esses resultados podemos calcular o valor de AE(t) emt = 0 e t — oo na posigdo z = 0.

Assim, se considerarmos Cy < 1, temos que:

AE(0) = , |47hN?y[w? + (%)2 +2rh Y w (4.41)
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(4.42)

sdo os resultados para o desvio do campo elétrico na posi¢dao z = 0 nos instantes de tempo
t =0et — oo. E possivel observar que esses desvios diferem apenas pelo termo que contém
\Jw? + (%)2 que o desvio no instante ¢ = 0 possui. Ambos desvios analisados possuem o termo
> . w, que é um termo divergente por se tratar de uma soma de infinitas frequéncias, porém essa
divergéncia pode ser contornada estabelecendo uma frequéncia de corte. Embora os resultados
encontrados para esses desvios ndo tenham sido conclusivos ndo nos permitindo estabelecer a
conexao entre as flutuagcdes do campo e a configuragdo inicial e final do sistema, tendo sido esse
nosso objetivo ao realizar esses calculos, conseguimos observar que esses desvios ndo dependem
da intensidade da interacdo g e consequentemente também nao dependem de 'y, possuindo
apenas dependéncia com wy, que € a frequéncia central do féton e A que € a largura de linha
do pulso. Estamos fazendo essas observagdes, pois também notamos que a frequéncia inicial e
final do TLS ndo depende da intensidade da interacao o que pode indicar uma relagao com as
flutuacdes do campo, mas nesse trabalho nao foi possivel estabelecer essa ligacdo, sendo assim

um possivel estudo futuro.

4.4 Poténcia

Nessa secao iremos olhar para a poténcia do sistema, essa nos da a taxa temporal de
trabalho que estd sendo realizado. Iremos analisar como os pardmetros do sistema irdo afetar o
comportamento dessa grandeza, pois olhando para ela podemos verificar como o trabalho esta
sendo executado, isto é, olhando para a representacdo do grafico da poténcia podemos verificar
se o trabalho foi realizado no inicio do processo ou se foi executado durante todo o tempo do
processo. A poténcia associada ao trabalho realizado por conta da interacdo do pulso de um

féton e o sistema de dois niveis pode ser obtida por meio da expressao:
P(t) = hl(t)[*0ws(t). (4.43)

Essa poténcia também depende do tempo e de outros trés parametros, que sao a taxa de emissao
espontanea [y, a diferencga entre as frequéncias do féton e do sistema de dois niveis 6, e A que é
a largura de linha do pulso de um f6ton. Olhando para essa expressdao podemos observar, como ja
foi comentado anteriormente, que o sinal da poténcia s6 € afetado pela derivada parcial temporal
da frequéncia, pois 0 médulo quadrado de 1)(t) é sempre positivo, jd que ele é a probabilidade
do TLS estar no estado excitado. Uma inversdo no sinal da poténcia significa uma inversao
na execuc¢do do trabalho, isto €, se considerarmos que quando a poténcia € positiva o TLS
esta sofrendo trabalho executado pelo pulso, quando o sinal da poténcia € negativo o TLS esta

executando trabalho e quem sofre esse trabalho € o pulso.
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Estamos interessados em verificar como as configuragdes do sistema afetam o comporta-
mento da poténcia, ou seja, queremos saber como a mudanga desses parametros afetam a forma
com que o trabalho € executado, por exemplo, buscamos encontrar em quais situacdes temos um
pico de poténcia préximo do inicio do processo, ou quando esse pico € mais estreito ou mais
largo, indicando se o trabalho foi executado rapidamente ou ndo. Para fazer essa andlise, fixamos
um valor para o trabalho e observamos como a poténcia se comporta para diferentes conjuntos
desses parametros, dessa forma podemos observar como uma mesma quantidade de trabalho

serd executada quando alterarmos as configuracdes do sistema.

d=1
P(t)
0.006;
0005 —— Ty=1.1, 6,=0.134
0.004 [ M=2.0, 6,=0.104
0003 M=3.0, 6,=0.158
; —— T[=4.0, 5,=0.216
0.002 — T=5.0, 6,=0.274
0.001 ] BN
t
2 4 6 8 10 12

Figura 8 — Poténcia em fungio do tempo para d = 'y — A = 1 e mantendo o trabalho préximo
ao valor de 0.005. E possivel observar que a altura do pico de poténcia aumenta e a
sua largura diminui quando aumentamos os valores de ['y e A.
Fonte: Elaborada pela autora.

Os graficos apresentados aqui foram obtidos para conjuntos (I'g, A, d7,) que resultam em
um valor para o trabalho préximo de 0.005. Sendo que mantemos d = I'y — A fixo e variamos
['y e A para os graficos 8-11. Utilizando os resultados que encontramos na se¢io anterior, para
essa analise escolhemos valores de 'y sempre maiores que A, pois estamos trabalhando com
valores positivos para o trabalho. Também mantemos os valores de §;, abaixo do valor maximo,
j& que ndo queremos observar uma inversao na execugao do trabalho, ou seja, queremos manter

apenas um regime de execucao de trabalho, no caso o trabalho positivo.

Observando os graficos 8-11 podemos notar que conforme aumentamos o valor de I'
o pico da poténcia também aumenta. Como a taxa de emissdo espontdnea estd associada com
a intensidade da interagdo g (I'y = 4mg*0y), associamos esse aumento da altura do pico com o
aumento da intensidade de interacao entre os dois sistemas. Outro ponto € que a largura e o tempo
que ocorre o pico de poténcia diminuem conforme os valores de A e 'y aumentam,indicando que
a execucao de trabalho esta ocorrendo de forma mais répida e no inicio do processo, isso pode
ser associado novamente ao fato da intensidade da interacdo estar aumentando, mas também ao

fato de A estar ligado inversamente ao tempo do processo, isto é, para valores de A maiores o
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d=2
P(t)

0.007

0.006 -

: — =21, 6,=0.219

: 0=3.0, §,=0.084
0.004 -

: F0=4.0, §,= 0.104
0.003 — T0=5.0, 6,=0.130
0.002 1 — [=6.0, 6,=0.158
0.001 \

. : — t

2 4 6 8

Figura 9 — Poténcia em fung¢éo do tempo para d = ') — A = 2 e mantendo o trabalho préximo
ao valor de 0.005. E possivel observar que a altura do pico de poténcia aumenta e a

sua largura diminui quando aumentamos os valores de 'y e A.
Fonte: Elaborada pela autora.

d=3

P(t)
o.oosj — [=3.1, 6,=0.305
Mo=4.0, 6,=0.084
0.004 - M=5.0, 6,=0.089
’ — T=6.0, 5,=0.104
0.002 \ — Tp=7.0, 6,=0.121
' Lt

2 4 6 8

Figura 10 — Poténcia em fung¢o do tempo para d = I'y — A = 3 e mantendo o trabalho préximo
ao valor de 0.005. E possivel observar que a altura do pico de poténcia aumenta e a
sua largura diminui quando aumentamos os valores de 'y e A. Também € possivel

observar que o picos de potencia se torna mais estreito quando d aumenta.
Fonte: Elaborada pela autora.

processo ird ocorrer de forma mais rapida. Como tomamos cuidado para selecionar valores de dy,
menores que o valor mdximo para a diferenca (I'y — A) associada, o sinal da poténcia nao serd
alterado e podemos observar os efeitos causados na poténcia por conta de mudangas em A e 'y

sem que ocorra inversdes na execucao do trabalho.

Nas configuragdes onde I'y e A possuem valores pequenos simultaneamente, observamos
que a curva do grafico da poténcia € mais espalhado e ndo possui um pico bem ressaltado. Iremos

observar na proxima se¢ao que nessa configuracdo teremos um desvio do padrdo que iremos
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d=4
P(t)
0.008;
— — To=4.1, 6,=0.392
0.006 -
, 0=5.0, 6,=0.088
: [0=6.0, 6, = 0.084
0.004 H
— — T=7.0, 6,=0.092
, — T=8.0, 6,=0.104
0.002 |
: t
2 4 6 8

Figura 11 — Poténcia em fung¢ao do tempo para d = I'y — A = 4 e mantendo o trabalho préximo
ao valor de 0.005. E possivel observar que a altura do pico de poténcia aumenta e a
sua largura diminui quando aumentamos os valores de ['y e A.
Fonte: Elaborada pela autora.

estabelece, uma das causas que podem estar gerando esse desvio € o fato de que no limite de A
tendendo a zero ndo temos trabalho sendo realizado, entdo se A e [y forem pequenos estaremos

em uma regiao de configuracao do sistema préxima da regiao limite de realizagcao de trabalho.

4.5 Poténcia e parametros do sistema

Nessa secdo iremos buscar construir a conexao entre os parametros do TLS e o com-
portamento da poténcia, sendo esse o objetivo que motivou esse trabalho. Como ja notamos na
secdo anterior uma relacdo entre a modificac@o da altura, largura e tempo do pico de poténcia
e mudancas dos valores de A, 'y e 47, nos concentramos em estabelecer melhor quais sdo os

padrdes que essa relacio segue.

Para analisar como o comportamento da poténcia varia com relacdo a Iy construimos
graficos da altura, largura e posi¢do no tempo desses picos de poténcia em fungdo de I'y. As
figuras 12-15 apresentam os graficos da altura do pico em fungdo do I'y, mantendo o valor de d
fixo, note que essa altura cresce com ['y. Nessas figuras também apresentamos o Fit linear que
foi construido para cada um desses gréficos, nas legendas sdo apresentados o coeficiente linear
(a). Observando esses graficos podemos considerar que a altura dos picos de poténcia exibe
um comportamento linear bem definido em funcdo de I['y. Se aumentarmos [’ teremos maiores
alturas para o pico de poténcia, se lembrarmos novamente que I’y é proporcional ao quadrado da
intensidade da interacdo (g), temos que se aumentarmos g iremos obter maiores alturas, pois a

interacdo entre o pulso de um féton e o sistema de dois niveis serd maior.
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d=1

0.005
0.004 -
0.003 -

0.002-

Il Il Il Il
r
2 3 4 5 0

Figura 12 — Gréfico da altura dos picos de poténcia em funcdo de I’y para d = 1. Sendo que

o Fit linear (azul) possui um coeficiente angular ¢ = 0.00107, com erro padrao
ep, = 0.00014.
Fonte: Elaborada pela autora.

0.007 F
0.006
o_oosf
0.004
0.003

0.002}

0.001F

I I I I I 0
3 4 5 6

Figura 13 — Gréfico da altura dos picos de poténcia em funcdo de I’y para d = 2. Sendo que
o Fit linear (azul) possui um coeficiente angular ¢ = 0.00133, com erro padrao
ep = 5.213107°.

Fonte: Elaborada pela autora.

E importante ressaltar que na Figura 12 que apresenta o grafico da altura dos picos de
poténcia em funcdo de I'y para d = 1, temos que o padrdo observado nos graficos para diferencas
d maiores ndo é totalmente obedecido, ou seja, nessa situacao o Fit linear construido nao se
encaixou tdo bem como nos outros casos. Como comentamos na se¢do anterior, nessa regiao
temos valores pequenos para A e 'y fazendo com que ela seja préxima de uma regido limite
para a realizacdo de trabalho, o que pode estar levando para essa fuga do padrao ja observado

nas outras regides de configuracdes do sistema.

Verificamos que o tempo e a largura do pico ndo apresentam comportamento linear com
relagdo a I', por isso nos atentamos apenas para o comportamento linear que a altura do pico de

poténcia apresenta com relagdo a esse parametro que é proporciona ao quadrado da intensidade
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de interacdo g. Conhecendo essa relacdo podemos controlar a altura dos picos de poténcia por

meio do controle dos valores da intensidade da interagcdo, fazendo com que de certa forma

tenhamos atingido uma parte do nosso objetivo. Embora a relagdo para mudangas na poténcia por

conta de alteracdes no valor de A ndo tenham sido bem estabelecidas, ganhamos uma intui¢ao

que o aumento desse parametro ird afetar o tempo de execugdo do trabalho, sendo um bom tema

para estudos futuros verificar qual € a relacao analitica entre eles.

d=3

Ap

0.006

0.004

0.002T

4 5 6 7

o

Figura 14 — Gréfico da altura dos picos de poténcia em funcdo de I'y para d = 3. Sendo que
o Fit linear (azul) possui um coeficiente angular ¢ = 0.00133, com erro padrao

e, = 4.906107°.
Fonte: Elaborada pela autora.

d=4

0.008
0.006
0.004

0.002 -

5 6 7 8

)

Figura 15 — Gréfico da altura dos picos de poténcia em funcdo de ['y para d = 4. Sendo que
o Fit linear (azul) possui um coeficiente angular a = 0.00132, com erro padrao

e, = 8.746107°.
Fonte: Elaborada pela autora.



57

5 CONCLUSAO

Como ja foi mencionado no inicio desse trabalho, a termodinamica quantica busca verifi-
car se os principios estabelecidos pela termodinamica cldssica podem ser aplicados em alguma
circunstancia em sistemas quanticos, além disso ela busca compreender o comportamento de
grandezas termodindmicas, como calor e trabalho, no contexto quantico. Foi tendo isso em mente
que buscamos compreender, por meio da realizacdo desse trabalho, como € o comportamento do
trabalho quéntico obtido por meio da interacdo entre um pulso eletromagnético € um sistema de
dois niveis, que € um sistema simples e nosso sistema aberto de interesse. Buscando verificar
como pode ser feito o controle desse trabalho quantico, olhamos para os parametros do sistema,
que conseguimos modificar, e verificamos como alteracdes nesses parametros afetam na execugdo
da taxa temporal do trabalho, isto é, a poténcia. Os pardmetros do sistema que a poténcia depende
sdo: a largura de linha A do pulso, que estd associada inversamente ao tempo de intera¢do entre
o TLS e o campo, ou seja, quanto menor a largura de linha maior o tempo de interacdo, e quanto
maior a largura de linha menor o tempo de interacdo; o I'y que identificamos como a taxa de
emissao espontanea do TLS, e estd associada com o quadrado da intensidade da intera¢do g entre
o campo e o TLS; o ultimo parametro € o d;, = wy, — wy que corresponde a diferenca entre a

frequéncia central do f6ton e a frequéncia natural do TLS.

Por meio das andlises realizadas nesse trabalho, nds verificamos que a altura dos picos de
poténcia, que analisamos mantendo o trabalho constante e mudando o conjunto dos parametros
(Ty, A, 01,), tem uma de pendéncia linear com o pardmetro 'y, ou seja, se aumentarmos esse
parametro,a altura do pico de poténcia aumenta e, como a andlise foi feita para o valor do trabalho
fixo, temos que a sua distribui¢do vai se concentrar em determinado ponto do processo, pois
teremos um aumento no pico da poténcia nesse ponto. Sendo I'y proporcional a g%, temos que
aumentado a interacdo iremos verificar também um crescimento na altura dos picos de poténcia,
dado que analisamos casos com apenas um pico de poténcia, teremos que o aumento da interag@o
ird proporcionar que a distribuicao de trabalho se concentre em um ponto do processo, no qual

verificamos o aumento da altura do pico da sua taxa temporal.

Nesse estudo foi possivel estabelecer uma relagdo para a dependéncia entre [’y e a execu-
¢do da taxa temporal do trabalho. Entretanto, a relagdo entre A e d;, ndo foi bem estabelecida,
mas conseguimos observar que existe uma relacao entre esses parametros com o tempo, altura e
largura dos picos de poténcia que foram analisados, ja que observamos que para valores de A
maiores esse pico era mais estreito e mais proximo do inicio do processo. E o ¢, desempenhou
um papel importante no controle do sinal do trabalho, pois verificamos a existéncia de um dy,
limite para manter o sinal positivo da poténcia, dado que a diferenga entre I'y e A foi fixada.
Tendo essas informacdes, temos ci€éncia que obter uma relacao analitica entre a poténcia e esses

dois parametros € um tema promissor para estudos futuros, ja que conhecendo essas informacdes



58

temos uma intui¢do que essa relacdo € possivel de ser estabelecida, isto €, esses pardmetros

desempenham um importante papel na execucdo da taxa temporal do trabalho quantico estudado.

Outro préximo passo para o estudo realizado nessa dissertacdo € reproduzir em outros
sistemas quanticos a andlise feita nesse trabalho, que seria investigar o comportamento da taxa
de trabalho quantico e verificar se algum dos padrdes observados para esse sistema simples
aparece no estudo de outros sistemas. Essa verificagdo traria uma importante contribuicdo para a
area da termodindmica quantica, pois um dos seus objetivos € compreender o comportamento de

grandezas termodindmicas em um contexto quantico.



59

REFERENCIAS

1 NUSSENZVEIG, H. M. Curso de fisica basica: fluidos, oscilagdes e ondas, calor. Sao
Paulo: Edgard Blucher, 2018. v. 2.

2 CALLEN, H. B. Thermodynamics and an introduction to thermostatistics. New York:
Wiley, 1998.

3 SALINAS, S. R. Introducao a fisica estatistica. Sao Paulo: Edusp, 1997. (Academica,v. 9).

4 BEN-NAIM, A. Entropy demystified: the second law reduced to plain common sense
(revised edition). Singapore: World Scientific, 2008.

5 ALICKI, R.; KOSLOFF, R. Introduction to quantum thermodynamics: history and prospects.
In: BINDER, F. ef al. Thermodynamics in the quantum regime. Cham: Springer, 2018. p.
1-33. (Fundamental theories of physics, v. 195).

6 MILLEN, J.; XUEREB, A. Perspective on quantum thermodynamics. New Journal of
Physics, IOP Publishing, v. 18, n. 1, p. 011002, 2016.

7 ALICKI, R. The quantum open system as a model of the heat engine. Journal of Physics A:
mathematical and general, IOP Publishing, v. 12, n. 5, p. L103, 1979.

8 MICADEIL K. et al. Reversing the direction of heat flow using quantum correlations. Nature
Communications, Nature Publishing Group, v. 10, n. 1, p. 1-6, 2019.

9 BATALHAO, T. et al. Irreversibility and the arrow of time in a quenched quantum system.
Physical Review Letters, APS, v. 115, n. 19, p. 190601, 2015.

10 CAMATL P. A. et al. Experimental rectification of entropy production by maxwell’s demon
in a quantum system. Physical Review Letters, APS, v. 117, n. 24, p. 240502, 2016.

11 PALMA, G. M.; SUOMINEN, K.-A.; EKERT, A. Quantum computers and dissipation.
Proceedings of the Royal Society of London Series A: mathematical, physical and engineering
sciences, The Royal Society London, v. 452, n. 1946, p. 567-584, 1996.

12 KLATZOW, J. et al. Experimental demonstration of quantum effects in the operation of
microscopic heat engines. Physical Review Letters, APS, v. 122, n. 11, p. 110601, 2019.

13 COHEN-TANNOUDII, C.; DIU, B.; LALOE, F. Quantum mechanics. New York: Wiley,
1986. v. 1.

14 SHANKAR, R. Principles of quantum mechanics. 2nd ed. New York: Plenum Press,
2012.

15 SAKURAL J.; NAPOLITANO, J. Modern quantum mechanics. 2nd ed. Boston:
Addison-Wesley, 2011.

16 VALENTE, D. et al. Work on a quantum dipole by a single-photon pulse. Optics Letters,
Optical Society of America, v. 43, n. 11, p. 2644-2647, 2018.

17 VALENTE, D.; BRITO, F.; WERLANG, T. Dynamic stark shift induced by a single photon
packet. Optics Letters, Optical Society of America, v. 42, n. 9, p. 1692-1695, 2017.



60

18 NIELSEN, M. A.; CHUANG, 1. Quantum computation and quantum information.
Cambridge: Cambridge University Press, 2002.

19 BREUER, H.-P.; PETRUCCIONE, F. The theory of open quantum systems. Oxford:
Oxford University Press, 2002.

20 BRASIL, C. A.; FANCHINI, F. F.; NAPOLITANO, R. d. J. A simple derivation of the
lindblad equation. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, SciELO Brasil, v. 35, n. 1, p. 01-09,
2013.

21 SHORE, B. W.; KNIGHT, P. L. The jaynes-cummings model. Journal of Modern Optics,
Taylor & Francis, v. 40, n. 7, p. 1195-1238, 1993.

22 BOYCE, W. E.; DIPRIMA, R. C.; MEADE, D. B. Elementary differential equations.
Hoboken: John Wiley, 2017.

23 BALLENTINE, L. E. Quantum mechanics: a modern development. Singapore: World
Scientific, 2014.



	Folha de rosto
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de figuras
	Lista de tabelas
	Sumário
	Introdução
	Sistemas Quânticos Abertos
	Operador densidade
	Operador densidade reduzido e equação mestra de um sistema quântico aberto
	Mapa completamente positivo e que preserva traço
	Evolução temporal de um sistema quântico aberto
	Derivação da Equação de Lindblad

	Sistema de Dois Níveis Interagindo com um Pulso de Fóton Único
	Sistema aberto
	Equação Mestra do Sistema de Dois Níveis
	Amplitudes de Probabilidade

	Sistemas Quânticos Abertos e Termodinâmica Quântica
	Trabalho e Calor
	Frequência do sistema de dois níveis
	Valor médio e variância campo elétrico 
	Potência
	Potência e parâmetros do sistema

	Conclusão
	Referências

