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RESUMO

SILVA, L.A.J. Verificação da taxa do trabalho quântico em um sistema simples. 2022. 60p.
Dissertação (Mestrado em Ciências) - Instituto de Física de São Carlos, Universidade de São
Paulo, São Carlos, 2022.

A área da termodinâmica quântica surgiu com o objetivo de identificar como conceitos e princí-
pios da termodinâmica clássica, aplicada em sistemas macroscópicos, podem ser generalizados
para aplicação em sistemas quânticos. Nessa perspectiva, é comum imaginar o sistema quântico
aberto como uma “máquina”, cuja operação ocorre na presença de um ambiente que nem sempre
encontra-se em um estado de equilíbrio térmico. Outro aspecto distinto da termodinâmica usual
é o fato desse ambiente ter que ser tratado como um sistema quântico em diversas situações de
interesse atual. Neste trabalho estudamos um universo quântico composto por um sistema de dois
níveis (que faz a vez do sistema quântico aberto) interagindo com um pulso de fóton único (que
desempenha o papel de ambiente do nosso sistema de interesse). Seguindo a prescrição adotada
na literatura para interpretar as trocas energéticas nas formas de calor e trabalho, verificamos
que a interação entre as partes do nosso universo quântico permite a observação dessas duas
formas. Nessa dissertação, buscamos verificar como as condições impostas ao sistema interferem
no trabalho, ou seja, como podemos alterar a quantidade e a taxa temporal com que o trabalho
será executado. Essa verificação foi feita olhando para o comportamento da potência fixando
o valor do trabalho e alterando o conjunto de parâmetros do sistema dos quais ela dependia.
Dessa forma, conseguimos relacionar algumas mudanças no comportamento da potência devido
a mudanças nos parâmetros do sistema.

Palavras-chave: Termodinâmica quântica. Sistemas quânticos abertos. Trabalho. Equação mes-
tra. Potência de sistemas quânticos.





ABSTRACT

SILVA, L.A.J. Verification of quantum work rate in a simple system. 2022. 60p. Dissertation
(Master in Science) - Instituto de Física de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos,
2022.

The field of quantum thermodynamics emerged intending to identify how concepts and principles
of classical thermodynamics, applied to macroscopic systems, can be generalized for application
to quantum systems. From this perspective, it is common to imagine the open quantum system as
a “machine”, whose operation takes place in the presence of an environment that is not always
in a state of thermal equilibrium. Another distinct aspect of the usual thermodynamics is the
fact that this environment has to be treated as a quantum system in several situations of current
interest. In this work we study a quantum universe composed of a two-level system (which takes
the place of the open quantum system) interacting with a single photon pulse (which plays the
role of the environment of our system of interest). Following the prescription adopted in the
literature to interpret the energetic exchanges in the forms of heat and work, we verified that the
interaction between the parts of our quantum universe allows the observation of these two forms.
In this dissertation, we seek to verify how the conditions imposed on the system interfere with
the work, that is, how we can change the amount and temporal rate with which the work will be
performed. This verification was done by looking at the behavior of power by fixing the value of
work and changing the set of system parameters on which it depended. In this way, we were able
to relate some changes in power behavior due to changes in system parameters.

Keywords:Quantum thermodynamics. Quantum open systems. Work. Master equation. Power
of quantum systems.
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1 INTRODUÇÃO

A termodinâmica é uma teoria física aplicada a sistemas macroscópicos, estudando a
produção de grandezas físicas como calor e trabalho decorrentes de processos termodinâmicos
que esses sistemas passam.(1, 2) É uma teoria macroscópica, pois as leis estabelecidas por ela
decorrem de resultados médios envolvendo distribuições de probabilidade, ou seja, são voltadas
para sistemas com um alto número de partículas. Essas relações termodinâmicas podem ser
obtidas por meio de estudos estatísticos das partículas desses sistemas, sendo esse um número
na ordem de 1023 partículas.(3) Olhando também para o princípio de aumento de entropia
para sistemas fechados, que é conhecido como a Segunda Lei da da termodinâmica, ele está
ligado com o macroestado que o sistema tem maior probabilidade de atingir, isto é, olhando
para os microestados do sistema, temos que existe um número muito maior deles que levam o
sistema para o macroestado de maior entropia, fazendo com que a probabilidade de que esse
macroestado ser alcançado seja muito próxima do valor máximo quando temos um sistema
com um alto número de partículas, sendo então esse evento altamente provável, ou seja, temos
que esse princípio termodinâmico é obedecido em sistemas macroscópicos, pois o alto número
de partículas possibilita eventos quase certos já que possuem uma altíssima probabilidade de
ocorrerem.(3, 4)

A teoria da termodinâmica quântica surge com a busca por olhar para sistemas micros-
cópicos e verificar se é possível observar de alguma forma que os princípios termodinâmicos
são obedecidos, ou se eles passam por alterações podendo ainda serem válidos de alguma forma.
Essa área também busca estudar como é o comportamento das grandezas termodinâmicas, como
o calor e trabalho, no contexto quântico. (5, 6) Na referência (7) a desigualdade de Carnot para a
eficiência de um motor térmico, conhecida também como uma manifestação da Segunda Lei da
termodinâmica, foi obtida para um sistema quântico aberto fracamente ligado a reservatórios
térmicos de diferentes temperaturas, sob a influência de condições externas com variações lentas
e a hipótese de um processo Markoviano. A ação do agente externo clássico permite a reali-
zação de trabalho sobre o sistema quântico por meio da definição adotada para essa grandeza
termodinâmica. Outros exemplos de trabalhos na área da termodinâmica quântica são projetos de
pesquisa que contam com a participação de pesquisadores brasileiros nos estudos que envolviam
observar possíveis violações de princípios termodinâmicos no contexto quântico, (8) e abordar o
conceito de irreversibilidade também do ponto de vista quântico.(9, 10)

A termodinâmica quântica também busca verificar como propriedades quânticas, como
emaranhamento e coerência, do sistema influenciam nas propriedades termodinâmicas obtidas
durante a dinâmica de sistema quântico. Um bom exemplo desses efeitos ocorre no processo de
descoerência abordado na referência (11), onde se propõe o estudo de como o emaranhamento
entre um sistema de interesse com outro contendo muitos graus de liberdade pode estar ligado a
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perda de coerência quântica do estado inicial do sistema, mesmo que a dinâmica seja tal que não
ocorra trocas de energia. Já a referência (12) nos apresenta a possibilidade de que determinados
estados de superposição de um sistema quântico, tratado como um motor, podem possibilitar
uma eficiência maior se comparado com outros estados do sistema. Esses são alguns tópicos
estudados na área da termodinâmica quântica.

Nosso trabalho se encaixa no tópico da termodinâmica quântica que busca compreender
o comportamento das grandezas termodinâmicas, como trabalho e calor nesse regime. Para
chegar nesse objetivo optamos por estudar um sistema aberto simples, o sistema de dois níveis
(Two Levels System -TLS), que interage com o campo eletromagnético que faz o papel de um
ambiente. A interação ocorre entre o TLS e um pulso de fóton único, vendo que essa interação
promove apenas a troca excitações, ou seja excitações não são criadas.(13–15) Esse sistema
foi estudado em trabalhos prévios (16, 17), tendo elas servido de base nas primeiras etapas
do nosso estudo. O formato da interação que ocorre entre os sistemas permite que o trabalho
seja produzido, sendo que se faz necessário assumir uma nova definição de trabalho, ligada
à variação do hamiltoniano efetivo identificado na equação mestra da dinâmica do sistema.
Conhecendo as condições necessárias para o trabalho ser executado, olhamos para potência que a
taxa temporal de execução desses trabalho e buscamos verificar como mudanças nos parâmetros
do sistema, que ela possuí dependência, influenciam no seu comportamento, pois ao estabelecer
essa conexão podemos controlar a forma que o trabalho será executado por meio do controle
desses parâmetros.

Antes de apresentar o sistema estudado, apresentamos no Capítulo 2 o aparato teórico
necessário para este estudo. Então, no Capítulo 3 apresentamos o sistema aberto juntamente
com o ambiente. Já no Capítulo 4 apresentamos a análise realizada para obter a relação entre o
comportamento da potência e mudanças nos parâmetros do sistema. Por fim no último capítulo
discutimos sobre as conclusões obtidas e comentamos sobre possíveis estudos futuros.
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2 SISTEMAS QUÂNTICOS ABERTOS

Neste capítulo vamos analisar a evolução temporal de um sistema quântico aberto, que
consiste em um sistema quântico interagindo com um ou mais sistemas quânticos. Nessa análise
vamos procurar observar como é o comportamento da dinâmica desse sistema e quais elementos
interferem nessa evolução, e como essa influência ocorre.

2.1 Operador densidade

Sendo um sistema quântico fechado descrito no espaço de Hilbert H, temos que conhe-
cendo o seu estado quântico podemos obter toda informação sobre esse sistema. (13–15) A
evolução desse estado é dada pela equação de Schrödinger:

iℏ
∂ |ψ(t)⟩
∂t

= H(t) |ψ(t)⟩ , (2.1)

onde H(t) é o hamiltoniano do sistema fechado. Conhecendo o estado inicial |ψ(t0)⟩, temos que
|ψ(t)⟩ = U(t, t0) |ψ(t0)⟩, onde U(t, t0) é o operador de evolução temporal do sistema, sendo
que, se substituirmos |ψ(t)⟩ na equação de Schrödinger encontramos a equação dinâmica que o
operador de evolução temporal deve satisfazer:

iℏ
∂U(t, t0)

∂t
= H(t)U(t, t0). (2.2)

Nem sempre o estado do sistema é bem definido,em algumas situações temos uma mistura
estatística de estados, isto é, o sistema tem uma probabilidade Pi de estar em um determinado
estado |ψi⟩. Nesses casos é importante notar a diferença entre dois tipos de probabilidade que
podemos ter nesse contexto. Podemos nomear essas probabilidades de probabilidade quântica e
probabilidade clássica. A probabilidade quântica ocorre quando conhecemos o estado do sistema,
mas ele é um estado de superposição, então temos probabilidades de medir cada um dos estados
que compõem essa superposição. Para ficar mais claro vamos considerar o seguinte exemplo
de estado de superposição: |ψ⟩ = a |a⟩+ b |b⟩, então temos que as probabilidades |a|2 e |b|2 são
probabilidades quânticas, pois são as probabilidades de medirmos o estado |a⟩ ou |b⟩.

O segundo caso é a probabilidade clássica, essa aparece quando não conhecemos o estado
do sistema, ou seja, ele é dado por uma mistura estatística de estados. Então, a probabilidade
clássica é a probabilidade do sistema estar em um dos estados dessa mistura. É importante notar
que a probabilidade clássica não está associada a uma propriedade quântica do sistema, como é
o caso da probabilidade que chamamos de quântica que está associada a uma superposição de
estados, isto é, chamamos de probabilidade clássica a que tem caráter clássico e de quântica a
que tem caráter quântico.
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Então, vamos olhar para o caso que o estado do sistema é dado por uma mistura estatística
de estados. Nesse contexto o uso do formalismo do operador densidade é bem útil, pois além
de conter toda informação sobre o sistema ele irá contemplar o caso que temos uma mistura
estatística e não conseguimos determinar com precisão qual será o vetor de estado do sistema.
Então, temos que o operador densidade na sua forma mais geral é:

ρ =
∑
n,m

Cn,m |Cn⟩ ⟨Cm| , (2.3)

sendo {|Cn⟩} uma base de estados do espaço de Hilbert H. Os termos da diagonal dessa
matriz nos dão as probabilidades Pm associadas aos estados |Cm⟩ da base que ele está sendo
representado,

ρm,m = ⟨Cm| ρ |Cm⟩ = Cm,m = Pm, (2.4)

então temos que o traço de ρ é

Tr {ρ} =
∑
m

Cm,m =
∑
m

Pm = 1, (2.5)

pois ele nos dá a soma dessas probabilidades. Já os elementos fora da diagonal

ρn,m = ⟨Cn| ρ |Cm⟩ = Cn,m,

descrevem a coerência entre os estados da base na qual ρ está sendo representado, observe que
essa medida de coerência está associada com a base na qual o operador está sendo representado.
Esse operador é positivo já que os termos da sua diagonal são associados a probabilidades, que,
como sabemos, sempre assumem valores entre zero e um. Além disso, ele também é um operador
hermitiano, isto é:

Cn,m = C∗
m,n.

Outra informação importante é que sempre podemos representar o operador ρ em uma base na
qual sua matriz é diagonal.

ρ =
∑
j

Pj |Pj⟩ ⟨Pj| , com
∑
j

Pj = 1,

onde {|Pj⟩} é uma base na qual a matriz de ρ é diagonal, a existência dessa base é garantida pelo
Teorema da decomposição espectral. (18)

O operador densidade pode ser misto ou puro. Dizemos que ele é misto quando temos
uma mistura estatística de estados, então

ρ =
∑
j

Pj |ψj⟩ ⟨ψj| , com
∑
j

Pj = 1.

Considerando que a base de estados {|ψj⟩} é a base que diagonaliza esse operador.
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O operador densidade é puro quando temos que o estado do sistema é bem definido, ou
seja, temos um Pi = 1, então

ρ = |ψi⟩ ⟨ψi| .

Note que |ψi⟩ pode ser um estado de superposição em uma determinada base, por exemplo,
|ψi⟩ =

∑
nCn |Cn⟩, então

ρ =
∑
n,m

CnC
∗
m |Cn⟩ ⟨Cm| . (2.6)

Por conta dessas situações nem sempre podemos identificar facilmente se ρ é puro ou misto, mas
sempre podemos medir essa pureza por meio do traço de ρ2, pois temos que

Tr
{
ρ2
}
≤ 1. (2.7)

Sendo igual a um quando ρ é um estado puro, e menor que um quando ρ é um estado misto.

Para estados puros, posto que |ψ(t0)⟩ é o estado inicial do sistema, então ρ(t0) =

|ψ(t0)⟩ ⟨ψ(t0)|. O estado evoluído no tempo é |ψ(t)⟩ = U(t, t0) |ψ(t0)⟩, onde U(t, t0) é o
operador unitário de evolução temporal do sistema. Assim,

ρ(t) = |ψ(t)⟩ ⟨ψ(t)| = U(t, t0)ρ(t0)U
†(t, t0).

Temos que o estado de um sistema quântico fechado evolui segundo a equação de
Schrödinger. Então, derivando ρ(t) com relação ao tempo e utilizando a equação de Schrödinger
(2.1), chegamos na seguinte equação para ρ(t):

iℏ
∂ρ(t)

∂t
= [H, ρ(t)] . (2.8)

Essa é a equação dinâmica de uma evolução unitária, sendo H o hamiltoniano do sistema

Na próxima seção vamos construir um objeto matemático semelhante ao operador
densidade, mas que está associado ao sistema quântico aberto. Também vamos verificar como é
a dinâmica desse sistema aberto.

2.2 Operador densidade reduzido e equação mestra de um sistema quântico
aberto

Agora vamos olhar para os dois subsistemas do sistema composto, sendo eles S e B
descritos nos espaços de Hilbert HS e HB, respectivamente. O sistema composto é descrito no
espaço de Hilbert dado pelo produto tensorial entre esses dois espaços, HS ⊗HB . Se estivermos
interessados em obter medidas associadas apenas ao subsistema S, ou como se dá a sua evolução
temporal, precisamos encontrar um objeto que nos dará essas informações. Para isso podemos
olhar para um observávelOS que atua apenas no sistema S e tentar tirar algumas relações. Vamos
olhar para o valor médio desse observável, que é o que medimos:

ÕS = OS ⊗ IB,
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sendo IB a identidade no espaço de B. Escolhendo uma base {|si⟩ ⊗ |bj⟩} do espaço do sistema
composto fechado, nós calculamos o valor médio de OS , sendo ϱ o operador densidade do
sistema completo: 〈

ÕS

〉
= Tr {ϱOS ⊗ IB}〈

ÕS

〉
=
∑
i,j

⟨si| ⊗ ⟨bj| (ϱOS ⊗ IB) |si⟩ ⊗ |bj⟩ ,

como os estados do sistema B não atuam em operadores do espaço do sistema S, chegamos na
seguinte relação: 〈

ÕS

〉
=
∑
i

⟨si|
∑
j

⟨bj| ϱ |bj⟩OS |si⟩

〈
ÕS

〉
= TrS {TrB {ϱ}OS} = TrS {ρSOS} . (2.9)

Sendo,
ρS = TrB {ϱ} , (2.10)

Chamamos ρS de operador densidade reduzido do sistema S, pois por meio dele podemos obter
informações acerca desse subsistema. Essa é uma outra vantagem de utilizar o formalismo do
operador densidade, pois por meio deles conseguimos obter um objeto matemático que nos
permite fazer a descrição do sistema quântico aberto.

Assim, vamos olhar para a evolução de ρS . Sabendo que o hamiltoniano do sistema
composto e fechado é dado por:

H = HS +HB +HI ,

onde HS = HS ⊗ IB é o hamiltoniano que descreve o sistema S e atua somente no espaço HS ,
HB = IS ⊗HB é o hamiltoniano que descreve o sistema B e atua somente no espaço HB , e HI

é o hamiltoniano que descreve a interação entre esses dois sistemas e atua no espaço do sistema
completo. Para olhar para a evolução de ρS , tomamos o traço parcial em relação aos graus de
liberdade de B da equação (2.8), então

iℏ
∂

∂t
TrB {ϱ(t)} = iℏ

∂ρS(t)

∂t
= TrB {[HS +HB +HI , ϱ(t)]}

iℏ
∂ρS(t)

∂t
= [HS, ρS(t)] + TrB {[HB +HI , ϱ(t)]} , (2.11)

o primeiro termo do lado direito dessa equação está associado com a evolução unitária e o
segundo termo está associado com a evolução dissipativa. Note que esse segundo termo existe
pelo fato do sistema S não ser fechado. Então, se temos um sistema quântico aberto sua evolução
não será apenas unitária, ou seja, teremos mais um termo além do comutador, sendo esse outro
termo associado a evolução dissipativa.

Nas próximas seções iremos explorar mais o formato da equação dinâmica do operador
densidade de um sistema aberto.Também iremos apresentar as propriedades que o mapa que
descreve a evolução desse operador deve obedecer.
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2.3 Mapa completamente positivo e que preserva traço

Como já foi dito o operador densidade possui algumas características e temos que durante
a evolução desse operador essas características precisam ser preservadas, pois a evolução precisa
levar um estado quântico para outro estado quântico. Essas características são que o operador
densidade possui traço unitário, é hermitiano e é um operador positivo. Dizemos que essa
evolução é realizada por mapas, por exemplo, a evolução temporal do operador densidade de um
sistema fechado é dada pelo mapa ϑ:

ϱ(t) = ϑ [ϱ(t0)] = U(t, t0)ϱ(t0)U
†(t, t0).

Uma forma de representar operações quânticas, quando estamos trabalhando com um
sistema aberto, é por por meio da representação de operador-soma, pois por meio dela temos uma
representação de uma operação quântica que envolve apenas operadores do espaço de Hilbert do
sistema aberto. Considerando que o sistema aberto possui um estado inicial ρs e interage com
o ambiente de estado inicial ρB = |b0⟩ ⟨b0|. Então, temos que o mapa que nos dá a evolução
temporal do sistema aberto é:

ε [ρS] = TrB
{
U(t, t0)ρS ⊗ ρBU

†(t, t0)
}
.

ε [ρS] =
∑
i

⟨bi|U(t, t0) |b0⟩ ρS ⟨b0|U †(t, t0) |bi⟩

ε [ρS] =
∑
i

BiρSB
†
i , (2.12)

sendo Bi = ⟨bi|U(t, t0) |b0⟩ um operador descrito no espaço de estados do sistema aberto de
interesse. A equação (2.12) é chamada de representação de operador-soma de ε e os operadores
{Bi} de elementos de operação de ε.

Como a operação ε deve levar ρS para outo operador densidade que descreve o estado
físico do sistema aberto, ela deve preservar o traço unitário que é uma propriedade do operador
densidade. Então,

TrB {ε [ρS]} = 1

TrB {ε [ρS]} = TrB

{∑
i

BiρSB
†
i

}
= TrB

{∑
i

B†
iBiρS

}
= 1.

Como precisamos que esse resultado seja válido para qualquer ρ, então já que temos que o traço
do operador densidade é igual a um, é necessário que:∑

i

B†
iBi = 1.

Assim,
TrB {ε [ρS]} = TrB {ρS} = 1.
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Note que quando descrevemos a dinâmica do sistema por meio da representação de operador-
soma não precisamos considerar explicitamente as propriedades do ambiente, mas elas influen-
ciam na forma dos elementos de operação {Bi}.

Como a evolução do operador densidade precisa manter suas características, os mapas que
descrevem essa evolução são mapas que possuem algumas propriedades. Sabemos que a diagonal
de um operador densidade, seja ϱ que descreve o estado do universo ou o operador densidade
reduzido ρS que descreve o estado do sistema aberto, está associada com as probabilidades
dos estados da base na qual o operador está sendo representado serem obtidos, isto é, todos
elementos dessa diagonal devem ser não negativos, e por isso os operadores densidade são
operadores positivos. Como o mapa que descreve a evolução desse operador leva de um operador
densidade para outro a diagonal da matriz deve permanecer tendo todos os seus elementos
positivos, pois eles sempre devem estar associados a probabilidades. Chamamos o mapa que
conserva a positividade do operador de mapa positivo.

Para chegar na equação (2.12) construímos a representação de operador-soma partindo da
dinâmica do universo e tomando o traço parcial em relação aos graus de liberdade do ambiente
chegamos na dinâmica do sistema aberto de interesse, ou seja, conhecemos a dinâmica do
universo que é unitária e sabemos que ela é física, mas há algumas situações que não temos
conhecimento da dinâmica do universo e trabalhamos apenas com a do sistema aberto. Diante
dessas situações é importante garantir que a dinâmica do operador densidade ϱ do universo
também seja física, isto é, que ela leve o estado do universo ϱ para outro operador densidade
que mantenha todas as suas características, que são ter traço unitário, ser positivo e hermitiano.
Isso significa que se combinarmos o mapa positivo ε com o operador identidade IB do espaço do
ambiente para construir uma operação (IB ⊗ ε) que atua em todo o universo, essa operação deve
levar o estado do universo ϱ para outro operador densidade também positivo

(IB ⊗ ε) [ϱ] > 0,

além de manter também as outras propriedades desse operador. Se o mapa atender essas condições
o chamamos de mapa completamente positivo e que preserva traço; nos referimos a ele como
mapa CPTP. É importante ressaltar que precisamos que essas condições sejam atendidas, pois
por meio delas temos a garantia que tanto a dinâmica do sistema aberto, quanto a dinâmica do
universo são físicas.

Conhecendo as propriedades de um mapa CPTP, na próxima seção vamos analisar a
evolução temporal de um sistema quântico aberto, sendo que essa é mapeada por esse tipo de
mapa.

2.4 Evolução temporal de um sistema quântico aberto

Nessa seção e também na próxima iremos seguir a derivação realizada na referência (19)
para a obtenção da Equação de Lindblad, entretanto é importante ressaltar que essa derivação
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pode ser obtida por meio de outros métodos. (20)

Dado um sistema composto por um sistema S, descrito no espaço de Hilbert HS , e um
ambiente B, descrito no espaço de Hilbert HB . Vamos assumir que o estado inicial desse sistema
composto e descorrelacionado, ou seja,

ϱ(0) = ρS(0)⊗ ρB. (2.13)

O estado desse sistema composto, evoluído no tempo, é escrito da seguinte forma

ϱ(t) = U(t, 0)ϱ(0)U †(t, 0),

sendo U(t, 0) o operador de evolução temporal do sistema composto.

Como queremos descrever a evolução apenas do sistema S, tomamos o traço parcial de
ϱ(t) com relação ao ambiente:

ρS(t) = trB {ϱ(t)} . (2.14)

Para isso, escrevemos o operador densidade do ambiente na sua decomposição espectral:

ρB =
∑
j

bj |bj⟩ ⟨bj| , com
∑
j

bj = 1,

sendo {|bj⟩} uma base do espaço de Hilbert HB. Vamos também tomar o traço com relação a
essa base. Assim,

ρS(t) =
∑
i,j

bj ⟨bi|U(t, 0) |bj⟩ ρS(0) ⟨bj|U †(t, 0) |bi⟩ .

Definindo:
Wi,j(t) =

√
bj ⟨bi|U(t, 0) |bj⟩ , (2.15)

que são operadores do espaço HS .

Então,
ρS(t) = V (t)ρS(0) =

∑
i,j

Wi,j(t)ρS(0)W
†
i,j(t), (2.16)

sendo V (t) um mapa dinâmico que nos dá a evolução de ρS no tempo. Note que:∑
i,j

W †
i,j(t)Wi,j(t) =

∑
j

bj ⟨bj|U †(t, 0)U(t, 0) |bj⟩ = IS. (2.17)

Dessa forma, utilizando a propriedade cíclica do traço, temos que o traço de ρS é preservado:

trS {ρS(t)} = trS

{∑
i,j

W †
i,j(t)Wi,j(t)ρS(0)

}
= trS {ρS(0)} = 1.

Sabendo desse resultado e tendo que o mapa V (t) pode ser escrito na forma apresentada
na equação (2.16), e como partimos de um sistema global cuja dinâmica é unitária, temos que
esse mapa é completamente positivo e preserva o traço, ou seja, é um mapa CPTP.
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Quando o mapa V (t) é linear ele também possui uma propriedade de semigrupo, que é a
propriedade da divisibilidade:

V (t1, t2) = V (t1)V (t2). (2.18)

Essa é uma importante propriedade para sistemas que possuem uma dinâmica markoviana, pois
nessa dinâmica o estado do sistema em um determinado instante só depende de informações sobre
o estado no instante anterior, ou seja, o mapa que descreve essa dinâmica possui a propriedade
de divisibilidade.(19)

Como a única função contínua que obedece essa propriedade é a função exponencial,
escrevemos o mapa V (t) da seguinte forma:

V (t) = exp(Lt), (2.19)

onde L é o gerador do semigrupo. Na próxima seção vamos construir uma forma para esse
gerador.

2.5 Derivação da Equação de Lindblad

Para construir uma forma para o gerador L, vamos levar em conta que o mapa V (t) é
CPTP e também obedece a propriedade de semigrupo (2.18). Assim, olhando para a forma desse
mapa na equação (2.19), se tomarmos a derivada de ρS(t) no tempo, teremos

d

dt
ρS(t) = LρS(t). (2.20)

Para fazer essa construção vamos utilizar a estratégia a seguir. Vamos considerar o caso
que HS possui dimensão N para simplificar, então o espaço de Liouville possui dimensão N2.
Vamos tomar uma base ortonormal de operadores no espaço de Liouville associado ao espaço de
Hilbert HS e é equipado com o seguinte produto interno entre dois operadores:

(A,B) ≡ Tr
{
A†, B

}
(2.21)

Como a base é ortonormal, o produto interno entre os seus operadores Fi respeita a seguinte
condição:

(Fi, Fj) ≡ trS

{
F †
i Fj

}
= δi,j, com i, j = 1, 2, ..., N2. (2.22)

Também vamos impor que o operador FN2 seja proporcional a identidade, então ele deve
ser escrito como:

FN2 =
IS√
N
, (2.23)

pois, dessa forma, ele vai respeitar a condição (2.22)

trS

{
F †
N2FN2

}
=
trS {IS}
N

= 1.
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Com essa imposição para FN2 o restante dos operadores Fi, i = 1, 2, ..., (N2 − 1), terão
traço nulo, pois novamente a condição (2.22) precisa ser respeitada

trS

{
F †
N2Fi

}
=
trS {Fi}√

N
= 0

trS {Fi} = 0, para i = 1, 2, ..., (N2 − 1).

Tendo todas essas considerações, vamos escrever a equação (2.16) da seguinte forma:

V (t)ρS =
N2∑
i,j=1

[∑
k,l

(Fi,Wk,l(t))(Fj,Wk,l(t))
∗

]
FiρSF

†
j .

Aqui definimos a seguinte matriz de coeficientes

ci,j(t) =
∑
k,l

(Fi,Wk,l(t))(Fj,Wk,l(t))
∗.

Então,

V (t)ρS =
N2∑
i,j=1

ci,j(t)FiρSF
†
j . (2.24)

Note que a matriz de coeficientes (ci,j) além de ser hermitiana é também positiva, pois para
qualquer vetor complexo |v⟩ de dimensão N2, temos que

⟨v| c |v⟩ =
N2∑
i,j=1

v∗i ci,jvj =
∑
k,l

N2∑
i,j=1

v∗i vj(Fi,Wk,l(t))(Fj,Wk,l(t))
∗

⟨v| c |v⟩ =
∑
k,l

trS

{
N2∑
i=1

v∗i F
†
iWk,l(t)

}
trS

{
N2∑
i=1

vjFjW
†
k,l(t)

}

⟨v| c |v⟩ =
∑
k,l

(
N2∑
i=1

viFi,Wk,l(t))(
N2∑
i=1

viFi,Wk,l(t))
∗

⟨v| c |v⟩ =
∑
k,l

∣∣∣∣∣(
N2∑
i=1

viFi,Wk,l(t))

∣∣∣∣∣
2

≥ 0.

Olhando para a equação (2.20) e utilizando a definição formal da derivada, escrevemos

LρS = lim
ε→0

1

ε
{V (ε)ρS − ρS} ,

utilizando a equação (2.24) e lembrando que FN2 é proporcional a identidade, temos que

LρS = lim
ε→0

1

ε

{
N2∑
i,j=1

ci,j(ε)FiρSF
†
j − ρS

}
,
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LρS = lim
ε→0

1

ε

{
cN2,N2 (ε)

N
ρS − ρS +

1√
N

∑N2−1
i=1

(
ci,N2(ε)FiρS + cN2,i(ε)ρSF

†
i

)
+

+
∑N2−1

i,j=1 ci,j(ε)FiρSF
†
j

}
.

Agora, vamos definir uma nova matriz de coeficientes (ai,j)

aN2,N2 = lim
ε→0

cN2,N2 −N

ε
,

ai,N2 = lim
ε→0

ci,N2

ε
, i = 1, 2, ..., (N2 − 1),

ai,j = lim
ε→0

ci,j
ε
, i, j = 1, 2, ..., (N2 − 1).

Aplicando essas definições, chegamos na seguinte equação

LρS =
aN2,N2

N
ρS +

1√
N

N2−1∑
i=1

(
ai,N2FiρS + aN2,iρSF

†
i

)
+

N2−1∑
i,j=1

ai,jFiρSF
†
j .

O próximo passo é introduzir um operador F :

F =
1√
N

N2−1∑
i=1

ai,N2Fi.

E então, para construir o termo com o comutador, definimos os seguintes operadores:

G =
1

2N
aN2,N2 +

1

2

(
F † + F

)
H =

1

2i

(
F † − F

)
Com essas definições conseguimos escrever o gerador da seguinte forma:

LρS = −i [H, ρS] + {G, ρS}+
N2−1∑
i,j=1

ai,jFiρSF
†
j . (2.25)

Note que o operador H , que está no termo do comutador, é um operador hermitiano.

Agora vamos utilizar o fato que o traço do operador densidade é preservado, o que
implica que

trS

{
d

dt
ρS

}
= trS {LρS} = 0

trS

{
−i [H, ρS] + {G, ρS}+

N2−1∑
i,j=1

ai,jFiρSF
†
j

}
= 0,

utilizando a propriedade cíclica do traço, temos

trS

{(
2G+

N2−1∑
i,j=1

ai,jF
†
j Fi

)
ρS

}
= 0
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Neste ponto, vamos escrever ρS em termos da sua decomposição espectral

ρS =
∑
i

Pi(t) |si(t)⟩ ⟨si(t)| ,

sendo {|si(t)⟩} uma base do espaço HS . Além disso, vamos definir um operador M para facilitar
a visualização das conclusões que tomaremos a seguir:

M = −1

2

N2−1∑
i,j=1

ai,jF
†
j Fi.

Então, fazendo essas substituições e tomando o traço na base {|si(t)⟩}:∑
i

Pi(t) ⟨si(t)| (G−M) |si(t)⟩ = 0 (2.26)

É importante observar que ai,j e Fj não dependem de Pi(t), então essa relação (2.26) deve ser
válida para qualquerρS(0). Aqui, temos duas situações que não são descritas na referência (19)
que tomamos como base para essa derivação. A primeira ocorre quando a base {|si(t)⟩} não
varia no tempo,ou seja, |si(t)⟩ = |si⟩. Nessa situação, para a condição do traço preservado ser
obedecida, basta garantir que a diagonal do operador G seja igual a diagonal do operador M .
Além disso, podemos ter dentro do operador G uma soma de operadores de traço nulo, pois isso
não irá afetar a conservação do traço.

Já a segunda situação ocorre quando a base {|si(t)⟩} varia no tempo, nesse caso temos
que impor que o operador G seja igual o operador M , para garantir que (2.26) seja obedecida
em todo instante t. Então,

G = −1

2

N2−1∑
i,j=1

ai,jF
†
j Fi.

Nessa situação, o gerador L possui a seguinte estrutura:

LρS = −i [H, ρS] +
N2−1∑
i,j=1

ai,j

(
FiρSF

†
j −

1

2

{
F †
j Fi, ρS

})
. (2.27)

Iremos adotar essa situação, pois ela é a mais geral. Observando o lado direito dessa equação,
temos que o primeiro termo corresponde a dinâmica unitária e o segundo termo corresponde a a
dinâmica dissipativa do sistema S. Essa equação é denominada equação de Lindblad.

É importante observar que o termo do comutador inclui não apenas o hamiltoniano
natural do sistema, mas também uma correção devido a interação com o ambiente.

No próximo capítulo iremos apresentar o sistema estudado e construir sua equação
mestra, então conhecendo os termos dessa equação iremos introduzir os conceitos de trabalho e
calor utilizados.
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3 SISTEMA DE DOIS NÍVEIS INTERAGINDO COM UM PULSO DE FÓTON ÚNICO

Neste capítulo iremos apresentar o sistema aberto que será estudado no decorrer deste
trabalho, esse consiste de um sistema de dois níveis que interage com um pulso de fóton único.
Nesta etapa queremos construir a equação mestra desse sistema aberto para investigar como
ocorrem as trocas energéticas entre ele e o ambiente.

3.1 Sistema aberto

O sistema quântico aberto é um sistema quântico que está interagindo com outro sistema
que chamamos de seu ambiente, podendo ocorrer transferência de energia entre eles. Podemos
olhar para a forma com que essa energia é transferida, isto é, se ocorre de forma unitária
(reversível) ou dissipativa. Para isso buscamos associar conceitos de calor e trabalho à essa
situação, procurando também quais condições definem a forma e a quantidade de energia que
será transferida entre esses sistemas. Aqui vamos estudar um sistema particular procurando
verificar e construir essas conexões.

O sistema analisado, que também foi estudado na referência (16), foi escolhido pois nos
permite a realização de trabalho, que veremos na próxima seção, e também possui uma solução
analítica simples. O sistema total consiste em um sistema de dois níveis (TLS), que é o nosso
sistema aberto de interesse, interagindo com um pulso de fóton único, que aqui tratamos como
ambiente. A Figura 1 apresenta um esquema desse sistema, que consiste em um sistema de dois
níveis em um guia de onda no qual ocorre a passagem de um pulso de fóton único, por conta
desta interação a frequência entre os níveis de energia do TLS é modificada.

Figura 1 – Esquema do sistema estudado. Esse sistema consiste em um sistema de dois níveis
em um guia de onda no qual ocorre a passagem de um pulso de fóton único, e por
conta desta passagem do pulso pelo TLS a frequência entre os seus níveis de energia
é modificada.

Fonte: VALENTE; BRITO; WERLANG. (17)

Esse sistema é descrito pelo seguinte hamiltoniano:
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H = HS +HF +HI

H = ℏω0σ+σ− + ℏ
∑
ω

ωa†ωaω − iℏg
∑
ω

(
aωσ+ − a†ωσ−

)
. (3.1)

Sendo que, HS = ℏω0σ+σ− descreve o sistema de dois níveis, esse possui uma base de dois
estados {|e⟩ , |g⟩}, onde |e⟩ é o estado excitado com energia ℏω0 e |g⟩ o estado fundamental
com energia nula. Lembrando que σ+ = |e⟩ ⟨g| e σ− = |g⟩ ⟨e| são operadores de ganho e perda
de excitação desse sistema. O hamiltoniano HF = ℏ

∑
ω ωa

†
ωaω descreve o campo de fóton

único, composto por infinitos osciladores com uma frequência ω, sendo a†ω e aω os operadores
de criação e aniquilação associados a cada modo de frequência ω.

A interação entre o TLS e o campo é descrita pelo hamiltoniano de interação de troca
de excitações HI = −iℏg

∑
ω

(
aωσ+ − a†ωσ−

)
. Para chegar nesse HI algumas considerações e

aproximações são adotadas, sendo essa construção realizada da forma que será apresentada a
seguir. O hamiltoniano de interação entre o TLS e o campo é dado pelo negativo do produto
entre os operadores do dipolo d̂ e do campo elétrico Ê (interação dipolo elétrico-campo), sendo

d̂ = deg(|e⟩ ⟨g|+ |g⟩ ⟨e|) = deg(σ+ + σ−), (3.2)

onde deg é o momento de dipolo de transição, e

Ê = i
∑
ω

εω(aω − a†ω). (3.3)

Então, conhecendo as relações para essas quantidades, o hamiltoniano de interação é escrito da
seguinte forma

HI = −d̂.Ê

HI = −i
∑
ω

degεω(σ+ + σ−)(aω − a†ω),

nesse ponto podemos definir gω = degεω/ℏ que nos dá a intensidade do acoplamento do TLS
com cada modo do campo, sendo que εω é proporcional a

√
ω. Então, como na região de maior

relevância e variação do valor esperado de (σ+ + σ−)(aω − a†ω) de HI podemos considerar que
gω não tem uma grande variação, tomaremos o seu valor no ponto ω = ω0. Assim

HI
∼= −iℏg

∑
ω

(σ+ + σ−)(aω − a†ω). (3.4)

Note que nesse HI temos termos do tipo a†ωσ+ e aωσ− que promovem a criação ou aniquilação
de excitações e termos do tipo aωσ+ e a†ωσ− que promovem a troca de excitação entre o campo e
o TLS com consevação de excitações. Se escrevermos esse hamiltoniano na versão de interação
com H0 = HS +HF , teremos

HI,I = U †
0(t, 0)HI U0(t, 0)
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HI,I = −iℏg
∑
ω

(aωσ+e
i(ω0−ω)t + aωσ−e

−i(ω0+ω)t − a†ωσ+e
i(ω0+ω)t − a†ωσ−e

−i(ω0−ω)t). (3.5)

Considerando que estamos no regime próximo da ressonância, ou seja ω0 ≈ ω, os termos com
e±i(ω0−ω)t praticamente não oscilam no tempo. Já os termos com e±i(ω0+ω)t oscilam muito no
tempo, e considerando que o acoplamento é fraco (g ≪ (ω0 + ω)), a contribuição média desses
termos é muito pequena, permitindo que eles sejam desprezados. Essa aproximação é chamada
de aproximação de onda girante (Rotating wave approximation - RWA).

Assim, na versão de Schrödinger a interação entre esses dois sistemas é descrita pelo
hamiltoniano

HI = −iℏg
∑
ω

(
aωσ+ − a†ωσ−

)
. (3.6)

Observando HI podemos notar que essa interação só promove a troca de excitações, pois só
contém os termos aωσ+ e a†ωσ−, onde o primeiro termo corresponde ao campo perder uma
excitação e o TSL ganhar, e o segundo termo corresponde ao campo ganhar uma excitação e
o TLS perder. Esse hamiltoniano é conhecido como hamiltoniano de interação do modelo de
Jaynes-Cummings, nesse modelo o número de excitações do sistema global é preservado, ou
seja, a interação só promove a troca de excitações entre os subsistemas.(21)

Agora que conhecemos os termos do hamiltoniano que descreve o sistema composto
podemos seguir para a próxima etapa que será construir a equação mestra do sistema de interesse,
pois conhecer a sua forma é necessário para investigar as trocas energéticas que esse sistema
realiza.

3.2 Equação Mestra do Sistema de Dois Níveis

Para as definições de trabalho e calor que iremos utilizar, essas serão apresentadas no
próximo capítulo, precisamos escrever a equação mestra do nosso sistema aberto de interesse,
que é o sistema de dois níveis, pois obtendo a forma da equação mestra podemos identificar as
partes unitária e dissipativa da evolução do sistema.

Vamos começar essa construção escrevendo o estado que descreve o pulso de fóton
único:

|1⟩ =
∑
ω

ϕω(0)a
†
ω |0⟩ ,

sendo |0⟩ =
∏

ω |0ω⟩ o estado de vácuo do campo eletromagnético. Note que o estado de uma
excitação do campo é composto por uma superposição dos estados com uma excitação em cada
modo a†ω |0⟩, onde ϕω(0) é a amplitude de probabilidade de cada modo ter uma excitação no
instante de tempo inicial, que consideramos igual a zero. Esse pulso de fóton único pode ser
proveniente de uma emissão espontânea de um átomo que estava em um estado excitado.
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Agora que conhecemos os vetores de estado do campo e também do TSL, podemos
escrever um estado inicial arbitrário para o sistema total. Vamos considerar o seguinte estado
inicial:

|ξ(0)⟩ = c0 |g, 0⟩+ cg |g, 1⟩+ ce |e, 0⟩ , (3.7)

sendo, ce a amplitude de probabilidade de termos o campo com zero excitações (|0⟩) e o TLS no
estado excitado |e⟩, cg a amplitude de probabilidade de termos o campo com uma excitação (|1⟩)
e o TLS no estado fundamental |g⟩, e c0 a amplitude de probabilidade de termos zero excitações,
tanto no campo, quanto no TLS. A inclusão desta componente de zero excitação faz com que a
dinâmica a ser considerada nesse estudo esteja restrita aos subespaços de zero e uma excitação.

Conhecendo o estado inicial e sabendo que o hamiltoniano do sistema não cria ou
aniquila excitações, mas promove apenas a troca de excitações entre o campo e o TLS, então
temos que apenas as amplitudes dos estados |e, 0⟩ e |g, 1⟩ irão mudar no tempo, enquanto a
amplitude do estado de zero excitações |g, 0⟩ permanecerá com amplitude constante. Diante
dessas informações temos que o estado global geral evoluído no tempo terá a seguinte forma:

|ξ(t)⟩ = c0 |g, 0⟩+ ψ(t) |e, 0⟩+
∑
ω

ϕω(t)a
†
ω |g, 0⟩ . (3.8)

Observando essa expressão, nós temos que ψ(t) é a amplitude de probabilidade do TLS estar no
estado excitado e o campo com zero excitações. Temos também que o estado de uma excitação
no campo continua sendo composto por uma superposição de estados com uma excitação em
cada modo, sendo que a amplitude de probabilidade de cada um desses modos ter uma excitação
é dada por ϕω(t). Note que a amplitude do estado de zero excitações c0 não evolui no tempo,
pois, como já comentamos, H não cria excitações, mas promove a troca delas entre o campo e o
sistema de interesse.

Segue, então, que para obtermos a equação mestra do TLS partiremos do cálculo do
operador densidade do universo

ρ(t) = |ξ(t)⟩ ⟨ξ(t)| . (3.9)

Tomando o traço sobre os graus de liberdade do campo obtemos o operador densidade que
descreve o sistema de dois níveis, que é o nosso objeto de interesse, esse é escrito da seguinte
forma:

ρs(t) = TrF {ρ(t)} = |ψ(t)|2 |e⟩ ⟨e|+
∑
ω

|Φω(t)|2 |g⟩ ⟨g|+ |c0|2 |g⟩ ⟨g|+

+ψ(t)c∗0 |e⟩ ⟨g|+ ψ∗(t)c0 |g⟩ ⟨e| . (3.10)

Como a traço do operador densidade deve ser igual a um, pois ele é igual a soma das pro-
babilidades de cada estado do sistema ser obtido, temos a seguinte relação de normalização
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1− |ψ(t)|2 = |c0|2 +
∑
ω

|Φω(t))|2 . (3.11)

Substituindo essa relação na equação (3.10),

ρs(t) = |ψ(t)|2 (|e⟩ ⟨e| − |g⟩ ⟨g|) + |g⟩ ⟨g|+ ψ(t)c∗0 |e⟩ ⟨g|+ ψ∗(t)c0 |g⟩ ⟨e| . (3.12)

Tendo a expressão para o operador densidade do TLS, podemos obter uma expressão
para a equação mestra por meio do cálculo da ∂tρs(t), essa pode ser escrita da seguinte forma:

∂tρs(t) = ∂t |ψ(t)|2 (|e⟩ ⟨e| − |g⟩ ⟨g|) + ∂tψ(t)c
∗
0 |e⟩ ⟨g|+ ∂tψ

∗(t)c0 |g⟩ ⟨e| .

Por meio de cálculos auxiliares obtemos a seguinte relação:

∂t |ψ(t)|2 = 2Re

[
∂tψ

ψ

]
|ψ(t)|2 .

Substituindo essa relação na ∂tρs(t), temos:

∂tρs(t) = 2Re

[
∂tψ

ψ

]
|ψ(t)|2 (|e⟩ ⟨e| − |g⟩ ⟨g|) + ∂tψ(t)c

∗
0 |e⟩ ⟨g|+ ∂tψ

∗(t)c0 |g⟩ ⟨e| . (3.13)

Note que:

2Re

[
∂tψ

ψ

]
|ψ(t)|2 (|e⟩ ⟨e| − |g⟩ ⟨g|) = −2Re

[
∂tψ

ψ

](
σ−ρs(t)σ+ − 1

2
{σ+σ−, ρs(t)}

)
.

(3.14)

Como já vimos no capítulo anterior, a equação mestra de um sistema aberto apresenta a
seguinte forma:

∂tρs(t) = − i

ℏ
[Hs(t), ρs(t)] + L⊔ {ρs(t)}

Com a perspectiva de escrever 3.13 na fórmula de Lindblad, vemos que é possível escrever
o termo de comutador com ρs através de um hamiltoniano efetivo tendo como autovetores os
mesmos autovetores de HS , contudo tendo uma variação temporal devido à variação do gap de
energia dos autoestados, então Hs(t) = ℏωs(t)σ+σ−. Calculando o comutador de Hs(t) e ρs(t),
para encontrar uma relação para ωs(t),

[Hs(t), ρs(t)] = ℏωs(t) (ψ(t)c∗0 |e⟩ ⟨g| − ψ∗(t)c0 |g⟩ ⟨e|) . (3.15)

Comparando a equação (3.15) com a ∂tρs(t) e realizando alguns cálculos, encontramos
uma relação para ωs(t):

ωs(t) = −Im
[
∂tψ

ψ

]
(3.16)

Essa é a nova frequência do sistema devido a sua interação com o fóton. Note que essa frequência
apresenta uma dependência temporal. Olhando para o TLS como um dipolo elétrico, temos
que ao interagir com o pulso, durante a passagem do mesmo, a frequência do dipolo irá mudar
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de acordo com a forma do pulso passando pela sua posição, gerando assim uma dinâmica nas
condições impostas ao dipolo.

Assim, nós temos que a equação mestra do sistema de dois níveis pode ser escrita da
seguinte forma:

∂tρs(t) = −iωs(t) [σ+σ−, ρs(t)] + Γ(t)

(
σ−ρs(t)σ+ − 1

2
{σ+σ−, ρs(t)}

)
. (3.17)

∂tρs(t) = − i

ℏ
[Hs(t), ρs(t)] + L⊔ {ρs(t)} .

Onde definimos a taxa de decaimento Γ(t) ≡ −2Re
[
∂tψ
ψ

]
. O primeiro termo do lado direito

da equação (3.17) está associado com a evolução unitária e o segundo termo com a evolução
dissipativa do TLS. Note que mesmo considerando a amplitude de probabilidade C0 pequena,
não a consideramos nula, pois caso isso ocorresse teríamos uma dinâmica apenas com termos na
diagonal da base {|e⟩ , |g⟩} já que os elementos fora da diagonal são nulos quando consideramos
C0 igual a zero. Nessa situação teríamos uma dinâmica totalmente estocástica, pois não temos
uma dinâmica coerente com esse formato contendo termos apenas na diagonal em determinada
base, sempre vemos o surgimento de termos fora da diagonal.

Conhecendo esses termos podemos seguir para o próximo passo que será obter relações
para o trabalho e calor associados a esse sistema. Para isso iremos introduzir as definições
de trabalho e calor que iremos utilizar e, em seguida, iremos aplicar essas definições para o
sistema que estamos estudando. Mas antes disso vamos obter as funções para as amplitudes de
probabilidade associadas aos estados do TLS.

3.3 Amplitudes de Probabilidade

Substituindo o estado |ξ(t)⟩ na equação de Schrodinger e tomando as projeções dos
estados |e, 0⟩ e |g, 1⟩ obtemos essas equações para as dinâmicas de ψ(t) e ϕω(t):

∂tψ(t) = −iω0ψ(t)− g
∑
ω

ϕω(t) (3.18)

∂tϕω(t) = gψ(t)− iωϕω(t). (3.19)

Resolvendo a equação (3.19), (22) temos a seguinte relação para ϕω(t):

ϕω(t) = g

∫ t

0

ψ(t′)eiωt
′
dt′e−iωt + ϕω(0)e

−iωt. (3.20)

Substituindo o resultado (4.17) na equação (3.18) obtemos a equação para ψ(t):

∂tψ(t) = −
(
Γ0

2
+ iω0

)
ψ(t)− gϕ(t), (3.21)
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sendo Γ0 = 4πg2ϱ0 a taxa de emissão espontânea, onde ϱ0 é a densidade de frequências ω dos
osciladores. Além disso, temos que ϕ(t) =

∑
ω ϕω(0)e

−iωt que é o pulso incidente formado
pela superposição de ondas planas de frequência ω com amplitude ϕω(0), que é a amplitude de
probabilidade inicial do modo de frequência ω ter uma excitação.

Note que se substituirmos essa equação na definição (3.16) de ωs(t), obtemos:

ωs(t) = ω0 + gIm

[
ϕ(t)

ψ(t)

]
= ω0 + δeff (t). (3.22)

Ou seja, devido a interação com o pulso de fóton único a frequência do sistema de dois níveis
passa a variar no tempo.

Com esses resultados, agora conseguimos obter uma expressão para ψ(t). Sendo o estado
inicial |ξ(0)⟩ = |g, 1⟩, temos que ψ(0) = 0, ou seja, começamos com uma excitação no campo.
Resolvendo a equação (3.21) obtemos que

ψ(t) = −g
∫ t

0

e−(
Γ0
2
+iω0)(t−t′)ϕ(t′)dt′.

Para o pulso incidente, escolhemos um pulso produzido por fontes de um fóton que tem a
seguinte expressão:

ϕ(t) = NΘ(t)e−(∆
2
+iωL)t,

sendo N = (2πρ0∆)1/2 a constante de normalização. Temos também que ∆ é a largura de linha
desse pulso e ωL a sua frequência central.

Substituindo ϕ(t) em ψ(t):

ψ(t) =

√
Γ0∆

2

(
e−(

Γ0
2
+iω0)t − e−(∆

2
+iωL)t

Γ0−∆
2

− iδL

)
, (3.23)

definindo δL ≡ ωL − ω0, que a diferença entre a frequência do fóton e a frequência inicial do
sistema de dois níveis.

Então, como chegamos em uma expressão para ψ(t), podemos calcular |ψ(t)|2, que é a
probabilidade do TLS estar no estado excitado, e ωs(t) que a frequência do TLS:

|ψ(t)|2 = Γ0∆

2

(
e−Γ0t + e−∆t − 2e−

Γ0+∆
2

t cos(δLt)

(Γ0−∆
2

)2 + δ2L

)
(3.24)

ωs(t) = ω0 +
δLe

−∆t − e−
Γ0+∆

2
t
(
cos(δLt)(δL) + sin(δLt)(

Γ0−∆
2

)
)

e−Γ0t + e−∆t − 2e−
Γ0+∆

2
t cos(δLt)

(3.25)

Agora que temos as expressões para essas grandezas, no próximo capítulo iremos calcular
e analisar o comportamento do trabalho quântico associado a esse sistema.
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4 SISTEMAS QUÂNTICOS ABERTOS E TERMODINÂMICA QUÂNTICA

Neste capítulo queremos explorar os conceitos associados a termodinâmica clássica,
como trabalho e calor, mas no contexto quântico. Para isso, iremos estudar um sistema quântico
aberto apresentado no capítulo anterior procurando empregar as novas definições, que se fazem
necessárias no cenário quântico, dessas quantidades termodinâmicas.

4.1 Trabalho e Calor

No contexto da mecânica quântica, geralmente conseguimos estabelecer uma analogia
quântica para uma grandeza utilizando a sua definição clássica e os valores médios dos ope-
radores associados a ela. Quando procuramos realizar esse mesmo processo para grandezas
termodinâmicas, como calor e trabalho, ele falha, pois tais quantidades são dependentes de
processos físicos e por isso não podem ser representadas por operadores hermitianos, como
aqueles definidos para posição e momento linear. Assim, no contexto quântico, se faz necessário
buscar novos meios para se definir e quantificar essas grandezas termodinâmicas. Neste traba-
lho estamos interessados nas grandezas termodinâmicas denominadas trabalho e calor, então
vamos buscar entender uma possível nova definição e, em seguida, utilizar essas definições para
conseguirmos estudar o comportamento dessas grandezas.

É importante mencionar que as definições de trabalho e calor que utilizamos nesse
trabalho foram apresentadas na referência (16) que, como já mencionamos, também estudou
o sistema que analisamos aqui. Essas definições para o trabalho e calor são inspiradas nas
definições propostas por Robert Alicki. (5) Mas o sistema (universo) que estamos estudando é
totalmente quântico, e não consideramos nenhum agente externo clássico.

Os conceitos de trabalho e calor estão associados com a transferência de energia no
contexto da termodinâmica, com isso em mente, podemos olhar para o valor médio da energia
do sistema aberto e verificar como é a sua variação no tempo. O valor médio de Hs(t) pode ser
calculado da seguinte forma:

⟨Hs(t)⟩ = trs {Hs(t)ρs(t)} . (4.1)

Como estamos buscando uma definição para grandezas termodinâmicas, vamos associar
esse valor médio da energia do sistema aberto com a energia interna do sistema (E), e então, para
construir uma analogia com a Primeira Lei da Termodinâmica, (2) vamos olhar para a variação
temporal do valor médio de Hs(t). Tomando ∂t ⟨Hs(t)⟩:

∂t(trs {Hs(t)ρs(t)}) = trs {∂t(Hs(t))ρs(t)}+ trs {Hs(t)∂t(ρs(t))} . (4.2)

Olhando para os dois termos do lado direito dessa equação, podemos fazer algumas associações.
O primeiro termo pode ser associado a variação do trabalho, logo o trabalho é definido da



40

seguinte forma:

W (t) ≡
∫ t

ti

tr

{
ρs(t

′)

(
d

dt′
Hs(t

′)

)}
dt′, (4.3)

note que nessa construção o trabalho está associado com a variação no tempo do hamiltoniano do
sistema aberto, ou seja, se Hs(t) não variar no tempo o trabalho será nulo. Além disso, o trabalho
também está associado com a parte unitária da evolução, pois por meio de uma manipulação da
equação (4.2), temos que:

W = trs {Hs(t)ρs(t)} −
∫ tf

ti

trs {L⊔ {ρs(t)}Hs(t)} , (4.4)

ou seja, o trabalho corresponde a diferença entre o valor médio da energia do sistema e a parte
associada com a evolução dissipativa.

Associamos o segundo termo da equação (4.2) com a variação do calor, assim o calor é
definido da seguinte forma:

Q(t) ≡
∫ t

ti

tr {∂t(ρs(t′))Hs(t
′)} =

∫ t

ti

tr {L⊔ {ρs(t′)}Hs(t
′)} , (4.5)

por meio dessa definição é possível notar que o calor está associado com a parte dissipativa da
evolução do sistema aberto. Além disso, caso a evolução seja totalmente unitária, o calor será
nulo, pois temos que trs{[Hs, ρs]Hs} = 0.

Com essas definições, temos uma analogia para a Primeira Lei da Termodinâmica:

∂tE = ∂tW + ∂tQ. (4.6)

Agora vamos aplicar essas novas definições para obter o trabalho e o calor associados ao
sistema aberto que estamos estudando. Substituindo nas definições (4.3) e (4.5) os resultados
obtidos durante a construção da equação mestra para o TLS, temos as seguintes expressões para
o trabalho e o calor:

W (t) =

∫ t

ti

|ψ(t′)|2 ∂t(ℏωs(t′))dt′ (4.7)

Q(t) =

∫ t

ti

∂t(|ψ(t′)|2)ℏωs(t′)dt′. (4.8)

Note que o trabalho realizado pelo pulso de um fóton sobre o sistema de dois níveis está associado
com a variação temporal da frequência ωs(t), ou seja, se essa frequência não variar no tempo,
não teremos trabalho sendo realizado. Para o nosso sistema de estudo, verificamos que também
temos duas situações na qual o trabalho é nulo, sendo essas quando a diferença entre a frequência
central do fóton e a natural do sistema é nula, δL = 0, e no limite da largura de linha ∆ do pulso
tendendo a zero,lim∆→0W (t) = 0. Além disso, temos também que o calor está associado com a
mudança de população (∂t |ψ(t′)|2) do TLS.
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Para calcular W (t) e Q(t) precisamos utilizar as expressões de ψ(t) e ωs(t). Como essas
expressões foram obtidas no capítulo anterior podemos fazer esses cálculos, porém vamos nos
concentrar em analisar a taxa de variação do trabalho no tempo, ou seja, a potência. Como a
potência depende da frequência do sistema, na próxima seção iremos fazer uma analise dessa
grandeza.

4.2 Frequência do sistema de dois níveis

A frequência do sistema de dois níveis ωs(t) nos dá o gap de energia que existe entre
o estado fundamental |g⟩ e o estado excitado |e⟩ desse sistema. Por conta da interação entre o
TLS e o pulso de fóton único esta frequência muda com o tempo, sendo essa mudança associada
a realização de trabalho. Como já vimos no final do capítulo anterior essa frequência pode ser
escrita da seguinte forma:

ωs(t) = ω0 +
δLe

−∆t − e−
(Γ0+∆)

2
t
(

(Γ0−∆)
2

sin(δLt) + δL cos(δLt)
)

e−∆t + e−Γ0t − 2e−
(Γ0+∆)

2
t cos(δLt)

. (4.9)

Se colocarmos o termo e−∆t em evidência no denominador e no numerador dessa expressão,
iremos observar que ωs(t) só depende da diferença (Γ0 − ∆). Isto é, ωs(t) é uma função do
tempo que depende dos parâmetros δL e (Γ0 −∆):

ωs(t) = ω0 +
δL − e−

(Γ0−∆)
2

t
(

(Γ0−∆)
2

sin(δLt) + δL cos(δLt)
)

1 + e−(Γ0−∆)t − 2e−
(Γ0−∆)

2
t cos(δLt)

. (4.10)

Note que, para t = 0 temos que ωs tende a ω0 +
δL
2

independente da intensidade da
interação e se a diferença (Γ0 −∆) é positiva ou negativa, ou seja, esse shift na frequência do
TLS não depende da intensidade interação com o campo. Mas esse ponto precisa ser analisado
com mais cuidado e detalhes, pois nos limites t→ 0 e t→ ∞ de ωs(t) temos indeterminações,
pois nesses tempos a amplitude de probabilidade ψ(t) é nula e a frequência ωs(t) é dada por
−Im

[
∂tψ
ψ

]
, isto é, a frequência do TLS é dada por uma razão cujo denominador vai a zero nos

tempo inicial e final do processo. Na próxima seção iremos tentar verificar qual o papel que as
flutuações do campo exercem na configuração do sistema nesses instantes de tempo, t = 0 e
t→ ∞, ou seja, se elas têm algum papel na presença desses shifts na frequência do TLS, mesmo
quando o pulso de um fóton está no instante inicial da interação ou já está afastado do TLS.
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10 20 30 40 50
t

0.04

0.06

0.08

0.10

(ωs (t) - ω0)

(Γ0-Δ)=0.5, δL=0.05

(Γ0-Δ)=1.0, δL=0.10

Figura 2 – Gráficos de (ωs(t)− ω0) em função do tempo para (Γ0 −∆) = 0.5 e 1.0 e δL = 0.05
e 0.10, respectivamente. Note que no inicio do processo o valor de (ωs(t) − ω0) é
igual a δL/2 e igual a δL no final do processo.
Fonte: Elaborada pela autora.

A Figura 2 apresenta os gráficos de (ωs(t)− ω0) em função do tempo para dois valores
de (Γ0 −∆) e seus respectivos valores de δL. É possível notar que no inicio do processo o valor
de (ωs(t)− ω0) é igual a δL/2 e igual a δL no final do processo. Essa modificação na frequência
tem uma ordem de grandeza significativa em termos experimentais, sua magnitude foi analisada
com mais detalhes na referencia (17).

Como a potência é dada por |ψ(t)|2∂tωs(t), temos que ela só irá assumir valores negativos
para ∂tωs(t) < 0, já que a probabilidade |ψ(t)|2 é sempre positiva. Sendo assim, vamos analisar
a expressão da ∂tωs(t) e verificar sob quais condições ela apresenta valores positivos. Como
ωs(t) só depende dos parâmetros δL e (Γ0 −∆) a sua derivada temporal também irá depender
apenas desses parâmetros.

∂tωs(t) =
(Γ0 −∆)

(
δLe

−(Γ0−∆)t − e−
3
2
(Γ0−∆)t

(
(Γ0−∆)

2
sin(δLt) + δL cos(δLt)

))
(
1 + e−(Γ0−∆)t − 2e−

(Γ0−∆)
2

t cos(δLt)
)2 +

−
2
(

(Γ0−∆)
2

cos(δLt) + δL sin(δLt)
)(

δLe
− (Γ0−∆)

2
t
)

(
1 + e−(Γ0−∆)t − 2e−

(Γ0−∆)
2

t cos(δLt)
)2 +

+
2
(

(Γ0−∆)
2

cos(δLt) + δL sin(δLt)
)(

e−(Γ0−∆)t
(

(Γ0−∆)
2

sin(δLt) + δL cos(δLt)
))

(
1 + e−(Γ0−∆)t − 2e−

(Γ0−∆)
2

t cos(δLt)
)2 +

+
e−

(Γ0−∆)
2

t
(
(Γ0−∆

2
)2 + δ2L

)
sin(δLt)(

1 + e−(Γ0−∆)t − 2e−
(Γ0−∆)

2
t cos(δLt)

) . (4.11)

Observamos que, fixada a diferença (Γ0 −∆), podemos obter de forma numérica um
valor de δL máximo, para qual a ∂tωs(t) não apresenta valores negativos, ou seja, para valores
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de δL menores que o valor máximo não iremos ter valores negativos para ∂tωs(t). A Tabela 1
apresenta os resultados obtidos para cada diferenças (Γ0 −∆), sendo que cada linha apresenta o
valor da diferença (Γ0−∆), o valor do δL máximo correspondente e também o instante de tempo
que o valor da ∂tωs(t) começa a oscilar em torno de zero, podendo assumir valores negativos na
ordem de 10−10, que aqui assumimos como sendo zero.

Tabela 1 – Valor do δL máximo e o tempo T que a ∂tωs(t) começa a ser nula para diferentes
valores de (Γ0 −∆).

(Γ0 −∆) δL T
0.5 0.05 70.7277
1.0 0.10 35.3638
2.0 0.18 19.4321
3.0 0.26 13.4033
4.0 0.30 11.4646

Fonte: Elaborada pela autora.

As Figuras 3 e 4 apresentam os gráficos da ∂tωs(t), mantendo a diferença (Γ0 − ∆)

fixa, para dois valores de δL, sendo que o primeiro corresponde ao valor do δL máximo e o
segundo possui um valor maior que esse valor máximo. É possível observar que para o valor de
δL máximo a ∂tωs(t) não assume valores negativos significativos, enquanto que para o δL maior
que o máximo, valores negativos podem ser observados.

10 20 30 40 50
t

0.002

0.004

0.006

0.008

0.010

∂tωs (t)

δL=0.05

δL=0.25

Figura 3 – Gráficos da ∂tωs(t) para (Γ0−∆) = 0.5 e diferentes valores de δL. Sendo δL = 0.05 o
valor máximo de δL para o qual a ∂tωs(t) não assume valores negativos significativos.
Fonte: Elaborada pela autora.
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5 10 15 20
t

0.01

0.02

0.03

∂tωs (t)

δL=0.10

δL=0.45

Figura 4 – Gráficos da ∂tωs(t) para (Γ0−∆) = 1.0 e diferentes valores de δL. Sendo δL = 0.10 o
valor máximo de δL para o qual a ∂tωs(t) não assume valores negativos significativos.
Fonte: Elaborada pela autora.

Um ponto que observamos é que a diferença (Γ0 −∆) afeta na troca de calor entre o
TLS e o campo durante o processo. Para diferenças negativas temos que o calor é trocado de
forma mais rápida se comparado com o mesmo módulo da diferença com sinal oposto. Para
analisar essa situação construímos a Tabela 2 e os gráficos 5-7. Para cada módulo de diferença
mantemos o valor de Γ0 fixo, para não alterar a intensidade da interação, e mudamos o valor de
∆, para alterar o sinal da diferença. Os valores de δL foram escolhidos para manter o módulo
do trabalho próximo de 0.005 EP (que é a unidade de energia de Planck, pois consideramos
ℏ = 1). Também coletamos o tempo no qual a taxa de calor muda de sinal, esses valores são
apresentados na Tabela 2.

2 4 6 8
t

-0.2

0.2

0.4

0.6

∂tQ(t)

Δ=1.0, δL=0.104

Δ=3.0, δL=0.160

Γ0=2

Figura 5 – Gráficos da ∂tQ(t) para Γ0 = 2.0 e diferentes valores de ∆ para termos diferenças
(Γ0 −∆) com o mesmo módulo e sinais opostos. Os valores de δL foram escolhidos
para manter o módulo do trabalho próximo de 0.005 . É possível observar que o pico
da taxa de calor é mais alto quando a diferença entre Γ0 e ∆ é negativa.
Fonte: Elaborada pela autora.
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2 4 6 8
t

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

∂tQ(t)

Δ=1.0, δL=0.084

Δ=5.0, δL=0.130

Γ0=3

Figura 6 – Gráficos da ∂tQ(t) para Γ0 = 3.0 e diferentes valores de ∆ para termos diferenças
(Γ0 −∆) com o mesmo módulo e sinais opostos. Os valores de δL foram escolhidos
para manter o módulo do trabalho próximo de 0.005 . É possível observar que o pico
da taxa de calor é mais alto quando a diferença entre Γ0 e ∆ é negativa.
Fonte: Elaborada pela autora.

Tabela 2 – Tabela com os valores positivos de calor trocado entre o TLS e o campo do instante
de tempo inicial até o tempo (terceira coluna) que ocorre a inversão do sinal do calor.
Essa tabela foi construída mantendo o valor de Γ0, para manter a intensidade da
interação fixa, e variando o valor de ∆ para termos diferenças (Γ0 −∆) positivas e
negativas.

Γ0 ∆ t Q
2 1 1.384 0.0204
2 3 0.810 0.0187
3 1 1.098 0.011
3 5 0.511 0.016
4 1 0.924 0.010
4 7 0.373 0.015

Fonte: Elaborada pela autora.

Observando a tabela 2 podemos notar que a quantidade de calor trocado antes da mudança
de sinal dessa grandeza é ligeiramente maior a partir de valores de Γ0 maiores que três, e também
para as diferenças negativas o tempo para ocorrer essa troca é menor se comparado com a
diferença positiva. Quando a diferença d é negativa temos que ∆ é maior que Γ0, como ambos
estão em unidades de frequência, podemos fazer uma comparação dizendo que o tempo do
processo, que está associado inversamente ao valor de ∆, é mais rápido que o tempo da interação,
que está associado a intensidade da interação cujo valor quadrado é proporcional a Γ0. Assim,
quando a intensidade da interação possuir um valor considerável, mas o valor de ∆ for maior
que o valor de Γ0, teremos um processo de troca de energia que irá ocorrer de forma rápida,
favorecendo também uma maior troca na forma de calor.
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2 4 6 8
t

-0.5

0.5

1.0

∂tQ(t)

Δ=1.0, δL=0.084

Δ=7.0, δL=0.130

Γ0=4

Figura 7 – Gráficos da ∂tQ(t) para Γ0 = 4.0 e diferentes valores de ∆ para termos diferenças
(Γ0 −∆) com o mesmo módulo e sinais opostos. Os valores de δL foram escolhidos
para manter o módulo do trabalho próximo de 0.005 . É possível observar que o pico
da taxa de calor é mais alto quando a diferença entre Γ0 e ∆ é negativa.
Fonte: Elaborada pela autora.

Conhecendo esses resultados acerca da frequência do TLS, iremos analisar o papel que
as flutuações desempenham na configuração desse sistema em certos instantes de tempo. Só após
essa análise iremos partir para o estudo da relação entre a potência e os parâmetros do sistema.

4.3 Valor médio e variância campo elétrico

Nessa seção vamos calcular o desvio ∆E(t) do campo elétrico para os instantes de tempo
t = 0 e t → ∞, pois, sendo esses os instantes inicial e final do processo que ocorre devido a
interação entre o campo e o TLS, queremos verificar se nesses instantes o campo exerce alguma
influência sobre a configuração do TLS por meio de suas flutuações, que podem ser obtidas por
meio do calculo do desvio do campo. Lembrando que no instante t = 0 a interação começa a
ocorrer, ou seja, o pulso atinge o TLS, e no tempo → ∞ o pulso já se afastou do sistema. Para
simplificar a notação estamos escrevendo Ê = E. Temos que o campo elétrico na posição z = 0,
que é onde se encontra o TLS, possui a seguinte forma:

E = i
∑
ω

εω(aω − a†ω), (4.12)

onde εω a amplitude de polarização, (23) que é dada pela relação εω =
√
2πℏω, ou seja, essa

amplitude é proporcional a raiz quadrada das frequências que formam o campo elétrico.

Conhecendo o formato do campo podemos obter o seu desvio, esse é calculado da
seguinte forma:

∆E(t) =

√
⟨E2⟩ (t)− ⟨E⟩2 (t). (4.13)

Então, para calcular o desvio do campo, precisamos calcular os valores médios que aparecem na
equação (4.13). Vamos começar obtendo a expressão para o quadrado do campo E:
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E2(t) = −
∑
ωω′

εωεω′(aωaω′ + a†ωa
†
ω′)+

+
∑
ωω′

εωεω′(aωa
†
ω′ + a†ωaω′). (4.14)

Conhecendo o formato dos operadores E e E2, podemos calcular os seus valores médios.
Vamos calcular esses valores no estado |ξ(t)⟩ do sistema:

|ξ(t)⟩ = C0 |g, 0⟩+ ψ(t) |e, 0⟩+
∑
ω

ϕω(t)a
†
ω |g, 0⟩ . (4.15)

Temos que as amplitudes são escritas da seguinte forma:

ψ(t) =

√
Γ0∆

2

(
e−(

Γ0
2
+iω0)t − e−(∆

2
+iωL)t

Γ0−∆
2

− i(ωL − ω0)

)
, (4.16)

Φω(t) = g

∫ t

0

dt′ψ(t′)eiω(t
′−t) + Φω(0)e

−iωt, (4.17)

sendo,

Φω(0) =
N

2πϱ

(
1

∆
2
+ i(ωL − ω)

)
. (4.18)

Onde Γ0 = 4πϱg2 e N =
√
2πϱ∆. Lembrando que g nos dá a intensidade de interação entre o

sistema de dois níveis e o campo. Γ0 é a taxa de emissão espontânea e ∆ é a largura de linha do
pulso incidente.E lembrando também que C0 é a amplitude de probabilidade do estado de zero
excitações e não varia no tempo por conta da interação entre os sistemas não promover a criação
ou aniquilação de excitações. Outro ponto que é importante ressaltar é que estamos trabalhando
na representação de Schrödinger, onde a dependência temporal está no estado.

Nos cálculos a seguir vamos utilizar a aproximação de Wigner-Weisskopf no limite
contínuo ∑

ω

→
∫ ∞

0

dωϱ, (4.19)

além disso, se considerarmos que a densidade de frequências ϱ é nula para frequências negativas,
podemos escrever que o limite inferior de integração é −∞:∫ ∞

0

dωϱ→
∫ ∞

−∞
dωϱ. (4.20)

Com essas informações podemos calcular os valores médios dependentes do tempo para
E e E2. Para o valor médio de E, fazemos:

⟨E⟩ (t) = ⟨ξ(t)|E |ξ(t)⟩ = i
∑
ω

εω {C∗
0Φ(t)− C0Φ

∗(t)} . (4.21)



48

substituindo a expressão de Φ(t) 4.17, temos que:

⟨E⟩ (t) = i
∑
ω

εω{
gC0

∫ t

0

dt′ψ∗(t′)e−iω(t
′−t) + C0Φ

∗
ω(0)e

iωt − gC∗
0

∫ t

0

dt′ψ(t′)eiω(t
′−t) + C∗

0Φω(0)e
−iωt
}
.

Sendo εω = (2πℏω)1/2:
⟨E⟩ (t) =

√
2πℏi

∑
ω

(ω)1/2

{
gC0

∫ t

0

dt′ψ∗(t′)e−iω(t
′−t) + C0Φ

∗
ω(0)e

iωt − gC∗
0

∫ t

0

dt′ψ(t′)eiω(t
′−t) + C∗

0Φω(0)e
−iωt
}
.

Agora vamos calcular ⟨E⟩ (t) nos instantes de tempo t = 0 e t → ∞. Primeiro vamos
avaliar ⟨E⟩ (0):

⟨E⟩ (0) =
√
2πℏi

∑
ω

(ω)1/2

{
gC0

∫ 0

0

dt′ψ∗(t′)e−iω(t
′) + C0Φ

∗
ω(0)e

iω0 − gC∗
0

∫ 0

0

dt′ψ(t′)eiω(t
′) + C∗

0Φω(0)e
−iω0

}

⟨E⟩ (0) =
√
2πℏi

∑
ω

(ω)1/2 {C0Φ
∗
ω(0)− C∗

0Φω(0)} , (4.22)

substituindo Φω′(0) e Φ∗
ω(0) e indo para forma integral, temos:

⟨E⟩ (0) =
√
2πℏiN

{
C0

2π

∫ ∞

−∞
dω

(ω)1/2

∆
2
− i(ωL − ω)

− C∗
0

2π

∫ ∞

−∞
dω

(ω)1/2

∆
2
+ i(ωL − ω)

}
(4.23)

Vamos resolver essas integrais no plano complexo utilizando o Lema de Jordan e o Teorema dos
resíduos. Então, vamos resolver a primeira integral:∫ ∞

−∞
dω

(ω)1/2

∆
2
− i(ωL − ω)

(4.24)

O polo é dado por:

ωp = ωL + i
∆

2
, (4.25)

sendo esse um polo simples e CR o semicírculo superior de um círculo de raio |ω| = R,
onde R > max{ωL, ∆2 }, então, o resíduo é dado pelo numerador dividido pela derivada do
denominador, com relação a ω, avaliados em ωp:

(res.f)(ωp) =

√
ωL + i∆

2

i
. (4.26)

Integrando a função no sentido anti-horário ao longo da fronteira de CR, temos:

lim
R→∞

{∫ R

−R
dω

(ω)1/2

∆
2
− i(ωL − ω)

+

∫
CR

dω
(ω)1/2

∆
2
− i(ωL − ω)

}
= 2πi[(res.f)(ωp)]. (4.27)
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Pelo Lema de Jordan, temos que:

lim
R→∞

∫
CR

dω
(ω)1/2

∆
2
− i(ωL − ω)

= 0. (4.28)

Então, ∫ ∞

−∞
dω

(ω)1/2

∆
2
− i(ωL − ω)

= 2πi[(res.f)(ωp)] = 2πi

√
ωL + i∆

2

i

∫ ∞

−∞
dω

(ω)1/2

∆
2
− i(ωL − ω)

= 2π

√
ωL + i

∆

2
. (4.29)

As integrais que aparecerão no decorrer desse texto e que necessitarem serem resolvidas no
plano complexo serão semelhantes a essa, portanto elas serão resolvidas aplicando esses mesmos
métodos.

Voltando para a equação (4.23) e substituindo os resultados das integrais, nós chegamos
em uma expressão para o valor médio do campo elétrico:

⟨E(0)⟩ =
√
2πℏi

{
C∗

0

√
(ωL − i∆/2)− C0

√
(ωL + i∆/2)

}
. (4.30)

Agora vamos repetir esses cálculos para t→ ∞:

⟨E⟩ (t→ ∞) = i
∑
ω

εω

{
gC0

∫ ∞

0

dt′ψ∗(t′)e−iω(t
′−t) + C0Φ

∗
ω(0)e

iωt − gC∗
0

∫ ∞

0

dt′ψ(t′)eiω(t
′−t) + C∗

0Φω(0)e
−iωt
}
.

Olhando para as integrais em t′ e t′′:

g

∫ ∞

0

dt′′ψ∗(t′′)e−iωt
′′
= g

√
Γ0∆

2

∫ ∞

0

dt′′

(
e−(

Γ0
2
−iω0+iω)t′′ − e−(∆

2
−iωL+iω

′)t′′

Γ0−∆
2

+ i(ωL − ω0)

)
. (4.31)

Resolvendo as integrais:

g

∫ ∞

0

dt′′ψ∗(t′′)e−iωt
′′
= g

√
Γ0∆

2

 1

(
Γ0
2
−iω0+iω)

− 1
(∆
2
−iωL+iω)

Γ0−∆
2

+ i(ωL − ω0)

 . (4.32)

De forma semelhante,

g

∫ ∞

0

dt′ψ(t′)eiωt
′
= g

√
Γ0∆

2

 1

(
Γ0
2
+iω0−iω)

− 1
(∆
2
+iωL−iω)

Γ0−∆
2

− i(ωL − ω0)

 . (4.33)

Substituindo em ⟨E⟩ (t → ∞), indo para forma integral em ω e ω′ e novamente resol-
vendo essas integrais no para o plano complexo e utilizando o Lema de Jordan e o Teorema dos
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resíduos, temos que quando fazemos t → ∞ todos os termos se anulam, pois todos possuem
exponenciais negativas do tempo, então:

⟨E(t→ ∞)⟩ = 0. (4.34)

Como obtemos os resultados para os valores médios de E na posição z = 0 nos instantes
de tempo t = 0 e t→ ∞, vamos seguir calculando os valores médios do quadrado do campo:〈

E2
〉
(t) = ⟨ξ(t)|E2 |ξ(t)⟩ (4.35)

〈
E2
〉
(t) =

∑
ω

ε2ω(|C0|2+|ψ(t)|2+
∑
ωk

|ϕωk
(t)|2)+2

∑
ωω′

εωεω′

{
g

∫ t

0

dt′ψ(t′)eiω(t
′−t) + Φω(0)e

−iωt
}

{
g

∫ t

0

dt′ψ∗(t′)e−iω
′(t′−t) + Φ∗

ω′(0)eiω
′t

}
. (4.36)

Substituindo εω e lembrando da condição de normalização do estado |ξ(t)⟩:〈
E2
〉
(t) = 2πℏ

∑
ω

ω + 4πℏ
∑
ωω′

(ωω′)1/2
{
g

∫ t

0

dt′′ψ∗(t′′)e−iω(t
′′−t) + Φ∗

ω(0)e
iωt

}
{
g

∫ t

0

dt′ψ(t′)eiω
′(t′−t) + Φω′(0)e−iωt

}
(4.37)

Resolvendo primeiro as integrais em t′ e t′′, como feito anteriormente, e lembrando que quando
resolvemos as integrais no tempo e em ω dos primeiros termos de ϕ(t) e ϕ∗(t), que envolvem ψ(t)

e ψ∗(t), verificamos que eles se anulam para os dois instantes de tempo que estamos analisando,
então podemos seguir já escrevendo o valor médio do quadrado do campo da seguinte forma:〈

E2
〉
(t) = 2πℏ

∑
ω

ω+

+4πℏN2
{√

(ωL + i∆/2)e−(∆/2−iωL)t
√
(ωL − i∆/2)e−(∆/2+iωL)t

}
〈
E2
〉
(t) = 2πℏ

∑
ω

ω + 4πℏN2

{√
(ω2

L + (∆/2)2)e−∆t

}
. (4.38)

Então, avaliamos esse valor médio em t = 0:〈
E2
〉
(0) = 2πℏ

∑
ω

ω + 4πℏN2

{√
(ω2

L + (∆/2)2)

}
, (4.39)

e em t→ ∞: 〈
E2
〉
(t→ ∞) = 2πℏ

∑
ω

ω. (4.40)

com esses resultados podemos calcular o valor de ∆E(t) em t = 0 e t→ ∞ na posição z = 0.
Assim, se considerarmos C0 ≪ 1, temos que:

∆E(0) =

√√√√4πℏN2

√
ω2
L + (

∆

2
)2 + 2πℏ

∑
ω

ω (4.41)
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e

∆E(t→ ∞) =

√
2πℏ

∑
ω

ω (4.42)

são os resultados para o desvio do campo elétrico na posição z = 0 nos instantes de tempo
t = 0 e t→ ∞. É possível observar que esses desvios diferem apenas pelo termo que contém√
ω2
L + (∆

2
)2 que o desvio no instante t = 0 possui. Ambos desvios analisados possuem o termo∑

ω ω, que é um termo divergente por se tratar de uma soma de infinitas frequências, porém essa
divergência pode ser contornada estabelecendo uma frequência de corte. Embora os resultados
encontrados para esses desvios não tenham sido conclusivos não nos permitindo estabelecer a
conexão entre as flutuações do campo e a configuração inicial e final do sistema, tendo sido esse
nosso objetivo ao realizar esses cálculos, conseguimos observar que esses desvios não dependem
da intensidade da interação g e consequentemente também não dependem de Γ0, possuindo
apenas dependência com ωL que é a frequência central do fóton e ∆ que é a largura de linha
do pulso. Estamos fazendo essas observações, pois também notamos que a frequência inicial e
final do TLS não depende da intensidade da interação o que pode indicar uma relação com as
flutuações do campo, mas nesse trabalho não foi possível estabelecer essa ligação, sendo assim
um possível estudo futuro.

4.4 Potência

Nessa seção iremos olhar para a potência do sistema, essa nos dá a taxa temporal de
trabalho que está sendo realizado. Iremos analisar como os parâmetros do sistema irão afetar o
comportamento dessa grandeza, pois olhando para ela podemos verificar como o trabalho está
sendo executado, isto é, olhando para a representação do gráfico da potência podemos verificar
se o trabalho foi realizado no início do processo ou se foi executado durante todo o tempo do
processo. A potência associada ao trabalho realizado por conta da interação do pulso de um
fóton e o sistema de dois níveis pode ser obtida por meio da expressão:

P (t) = ℏ|ψ(t)|2∂tωs(t). (4.43)

Essa potência também depende do tempo e de outros três parâmetros, que são a taxa de emissão
espontânea Γ0, a diferença entre as frequências do fóton e do sistema de dois níveis δL e ∆ que é
a largura de linha do pulso de um fóton. Olhando para essa expressão podemos observar, como já
foi comentado anteriormente, que o sinal da potência só é afetado pela derivada parcial temporal
da frequência, pois o módulo quadrado de ψ(t) é sempre positivo, já que ele é a probabilidade
do TLS estar no estado excitado. Uma inversão no sinal da potência significa uma inversão
na execução do trabalho, isto é, se considerarmos que quando a potência é positiva o TLS
está sofrendo trabalho executado pelo pulso, quando o sinal da potência é negativo o TLS está
executando trabalho e quem sofre esse trabalho é o pulso.
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Estamos interessados em verificar como as configurações do sistema afetam o comporta-
mento da potência, ou seja, queremos saber como a mudança desses parâmetros afetam a forma
com que o trabalho é executado, por exemplo, buscamos encontrar em quais situações temos um
pico de potência próximo do inicio do processo, ou quando esse pico é mais estreito ou mais
largo, indicando se o trabalho foi executado rapidamente ou não. Para fazer essa análise, fixamos
um valor para o trabalho e observamos como a potência se comporta para diferentes conjuntos
desses parâmetros, dessa forma podemos observar como uma mesma quantidade de trabalho
será executada quando alterarmos as configurações do sistema.

2 4 6 8 10 12
t

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

P(t)

Γ0=1.1, δL=0.134

Γ0=2.0, δL=0.104

Γ0=3.0, δL=0.158

Γ0=4.0, δL=0.216

Γ0=5.0, δL=0.274

d=1

Figura 8 – Potência em função do tempo para d = Γ0 −∆ = 1 e mantendo o trabalho próximo
ao valor de 0.005. É possível observar que a altura do pico de potência aumenta e a
sua largura diminui quando aumentamos os valores de Γ0 e ∆.
Fonte: Elaborada pela autora.

Os gráficos apresentados aqui foram obtidos para conjuntos (Γ0, ∆, δL) que resultam em
um valor para o trabalho próximo de 0.005. Sendo que mantemos d = Γ0 −∆ fixo e variamos
Γ0 e ∆ para os gráficos 8-11. Utilizando os resultados que encontramos na seção anterior, para
essa análise escolhemos valores de Γ0 sempre maiores que ∆, pois estamos trabalhando com
valores positivos para o trabalho. Também mantemos os valores de δL abaixo do valor máximo,
já que não queremos observar uma inversão na execução do trabalho, ou seja, queremos manter
apenas um regime de execução de trabalho, no caso o trabalho positivo.

Observando os gráficos 8-11 podemos notar que conforme aumentamos o valor de Γ0

o pico da potência também aumenta. Como a taxa de emissão espontânea está associada com
a intensidade da interação g (Γ0 = 4πg2ϱ0), associamos esse aumento da altura do pico com o
aumento da intensidade de interação entre os dois sistemas. Outro ponto é que a largura e o tempo
que ocorre o pico de potência diminuem conforme os valores de ∆ e Γ0 aumentam,indicando que
a execução de trabalho está ocorrendo de forma mais rápida e no inicio do processo, isso pode
ser associado novamente ao fato da intensidade da interação estar aumentando, mas também ao
fato de ∆ estar ligado inversamente ao tempo do processo, isto é, para valores de ∆ maiores o
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Γ0=4.0, δL= 0.104
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Γ0=6.0, δL=0.158

d=2

Figura 9 – Potência em função do tempo para d = Γ0 −∆ = 2 e mantendo o trabalho próximo
ao valor de 0.005. É possível observar que a altura do pico de potência aumenta e a
sua largura diminui quando aumentamos os valores de Γ0 e ∆.
Fonte: Elaborada pela autora.
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Γ0=4.0, δL=0.084
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Γ0=6.0, δL=0.104

Γ0=7.0, δL=0.121

d=3

Figura 10 – Potência em função do tempo para d = Γ0 −∆ = 3 e mantendo o trabalho próximo
ao valor de 0.005. É possível observar que a altura do pico de potência aumenta e a
sua largura diminui quando aumentamos os valores de Γ0 e ∆. Também é possível
observar que o picos de potencia se torna mais estreito quando d aumenta.
Fonte: Elaborada pela autora.

processo irá ocorrer de forma mais rápida. Como tomamos cuidado para selecionar valores de δL
menores que o valor máximo para a diferença (Γ0 −∆) associada, o sinal da potência não será
alterado e podemos observar os efeitos causados na potência por conta de mudanças em ∆ e Γ0

sem que ocorra inversões na execução do trabalho.

Nas configurações onde Γ0 e ∆ possuem valores pequenos simultaneamente, observamos
que a curva do gráfico da potência é mais espalhado e não possui um pico bem ressaltado. Iremos
observar na próxima seção que nessa configuração teremos um desvio do padrão que iremos
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Figura 11 – Potência em função do tempo para d = Γ0 −∆ = 4 e mantendo o trabalho próximo
ao valor de 0.005. É possível observar que a altura do pico de potência aumenta e a
sua largura diminui quando aumentamos os valores de Γ0 e ∆.
Fonte: Elaborada pela autora.

estabelece, uma das causas que podem estar gerando esse desvio é o fato de que no limite de ∆

tendendo a zero não temos trabalho sendo realizado, então se ∆ e Γ0 forem pequenos estaremos
em uma região de configuração do sistema próxima da região limite de realização de trabalho.

4.5 Potência e parâmetros do sistema

Nessa seção iremos buscar construir a conexão entre os parâmetros do TLS e o com-
portamento da potência, sendo esse o objetivo que motivou esse trabalho. Como já notamos na
seção anterior uma relação entre a modificação da altura, largura e tempo do pico de potência
e mudanças dos valores de ∆, Γ0 e δL, nos concentramos em estabelecer melhor quais são os
padrões que essa relação segue.

Para analisar como o comportamento da potência varia com relação a Γ0 construímos
gráficos da altura, largura e posição no tempo desses picos de potência em função de Γ0. As
figuras 12-15 apresentam os gráficos da altura do pico em função do Γ0, mantendo o valor de d
fixo, note que essa altura cresce com Γ0. Nessas figuras também apresentamos o Fit linear que
foi construído para cada um desses gráficos, nas legendas são apresentados o coeficiente linear
(a). Observando esses gráficos podemos considerar que a altura dos picos de potência exibe
um comportamento linear bem definido em função de Γ0. Se aumentarmos Γ0 teremos maiores
alturas para o pico de potência, se lembrarmos novamente que Γ0 é proporcional ao quadrado da
intensidade da interação (g), temos que se aumentarmos g iremos obter maiores alturas, pois a
interação entre o pulso de um fóton e o sistema de dois níveis será maior.
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Figura 12 – Gráfico da altura dos picos de potência em função de Γ0 para d = 1. Sendo que
o Fit linear (azul) possui um coeficiente angular a = 0.00107, com erro padrão
ep = 0.00014.
Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 13 – Gráfico da altura dos picos de potência em função de Γ0 para d = 2. Sendo que
o Fit linear (azul) possui um coeficiente angular a = 0.00133, com erro padrão
ep = 5.21310−6.
Fonte: Elaborada pela autora.

É importante ressaltar que na Figura 12 que apresenta o gráfico da altura dos picos de
potência em função de Γ0 para d = 1, temos que o padrão observado nos gráficos para diferenças
d maiores não é totalmente obedecido, ou seja, nessa situação o Fit linear construído não se
encaixou tão bem como nos outros casos. Como comentamos na seção anterior, nessa região
temos valores pequenos para ∆ e Γ0 fazendo com que ela seja próxima de uma região limite
para a realização de trabalho, o que pode estar levando para essa fuga do padrão já observado
nas outras regiões de configurações do sistema.

Verificamos que o tempo e a largura do pico não apresentam comportamento linear com
relação a Γ0, por isso nos atentamos apenas para o comportamento linear que a altura do pico de
potência apresenta com relação a esse parâmetro que é proporciona ao quadrado da intensidade
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de interação g. Conhecendo essa relação podemos controlar a altura dos picos de potência por
meio do controle dos valores da intensidade da interação, fazendo com que de certa forma
tenhamos atingido uma parte do nosso objetivo. Embora a relação para mudanças na potência por
conta de alterações no valor de ∆ não tenham sido bem estabelecidas, ganhamos uma intuição
que o aumento desse parâmetro irá afetar o tempo de execução do trabalho, sendo um bom tema
para estudos futuros verificar qual é a relação analítica entre eles.
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Figura 14 – Gráfico da altura dos picos de potência em função de Γ0 para d = 3. Sendo que
o Fit linear (azul) possui um coeficiente angular a = 0.00133, com erro padrão
ep = 4.90610−6.
Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 15 – Gráfico da altura dos picos de potência em função de Γ0 para d = 4. Sendo que
o Fit linear (azul) possui um coeficiente angular a = 0.00132, com erro padrão
ep = 8.74610−6.
Fonte: Elaborada pela autora.
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5 CONCLUSÃO

Como já foi mencionado no início desse trabalho, a termodinâmica quântica busca verifi-
car se os princípios estabelecidos pela termodinâmica clássica podem ser aplicados em alguma
circunstância em sistemas quânticos, além disso ela busca compreender o comportamento de
grandezas termodinâmicas, como calor e trabalho, no contexto quântico. Foi tendo isso em mente
que buscamos compreender, por meio da realização desse trabalho, como é o comportamento do
trabalho quântico obtido por meio da interação entre um pulso eletromagnético e um sistema de
dois níveis, que é um sistema simples e nosso sistema aberto de interesse. Buscando verificar
como pode ser feito o controle desse trabalho quântico, olhamos para os parâmetros do sistema,
que conseguimos modificar, e verificamos como alterações nesses parâmetros afetam na execução
da taxa temporal do trabalho, isto é, a potência. Os parâmetros do sistema que a potência depende
são: a largura de linha ∆ do pulso, que está associada inversamente ao tempo de interação entre
o TLS e o campo, ou seja, quanto menor a largura de linha maior o tempo de interação, e quanto
maior a largura de linha menor o tempo de interação; o Γ0 que identificamos como a taxa de
emissão espontânea do TLS, e está associada com o quadrado da intensidade da interação g entre
o campo e o TLS; o ultimo parâmetro é o δL = ωL − ω0 que corresponde a diferença entre a
frequência central do fóton e a frequência natural do TLS.

Por meio das análises realizadas nesse trabalho, nós verificamos que a altura dos picos de
potência, que analisamos mantendo o trabalho constante e mudando o conjunto dos parâmetros
(Γ0,∆, δL), tem uma de pendência linear com o parâmetro Γ0, ou seja, se aumentarmos esse
parâmetro,a altura do pico de potência aumenta e, como a análise foi feita para o valor do trabalho
fixo, temos que a sua distribuição vai se concentrar em determinado ponto do processo, pois
teremos um aumento no pico da potência nesse ponto. Sendo Γ0 proporcional a g2, temos que
aumentado a interação iremos verificar também um crescimento na altura dos picos de potência,
dado que analisamos casos com apenas um pico de potência, teremos que o aumento da interação
irá proporcionar que a distribuição de trabalho se concentre em um ponto do processo, no qual
verificamos o aumento da altura do pico da sua taxa temporal.

Nesse estudo foi possível estabelecer uma relação para a dependência entre Γ0 e a execu-
ção da taxa temporal do trabalho. Entretanto, a relação entre ∆ e δL não foi bem estabelecida,
mas conseguimos observar que existe uma relação entre esses parâmetros com o tempo, altura e
largura dos picos de potência que foram analisados, já que observamos que para valores de ∆

maiores esse pico era mais estreito e mais próximo do inicio do processo. E o δL desempenhou
um papel importante no controle do sinal do trabalho, pois verificamos a existência de um δL

limite para manter o sinal positivo da potência, dado que a diferença entre Γ0 e ∆ foi fixada.
Tendo essas informações, temos ciência que obter uma relação analítica entre a potência e esses
dois parâmetros é um tema promissor para estudos futuros, já que conhecendo essas informações
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temos uma intuição que essa relação é possível de ser estabelecida, isto é, esses parâmetros
desempenham um importante papel na execução da taxa temporal do trabalho quântico estudado.

Outro próximo passo para o estudo realizado nessa dissertação é reproduzir em outros
sistemas quânticos a análise feita nesse trabalho, que seria investigar o comportamento da taxa
de trabalho quântico e verificar se algum dos padrões observados para esse sistema simples
aparece no estudo de outros sistemas. Essa verificação traria uma importante contribuição para a
área da termodinâmica quântica, pois um dos seus objetivos é compreender o comportamento de
grandezas termodinâmicas em um contexto quântico.
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