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RESUMO

MALAVAZZI, H. Teorias de Gauge: equagoes integrais e auto-dualidade. 2021. 113p.
Dissertagao (Mestrado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sao Carlos, Universidade de
Sao Paulo, Sao Carlos, 2021.

Neste trabalho exploramos dois conceitos de extrema importancia das teorias de campos
buscando uma relagdo com as teorias de gauge: a auto-dualidade e a integrabilidade.
As teorias de gauge descrevem trés das quatro interagoes fundamentais que governam a
natureza, explorar sua estrutura pode nos proporcionar maior entendimento acerca dos
problemas que estdo em aberto no modelo padrido. Baseamos nas referéncias'® a fim de
buscar generalizagoes de setores auto-duais bem consolidados das teorias de gauge: os
Instantons e o monopolo de 't Hooft-Polyakov. De modo que fomos capazes de encontrar
uma teoria generalizada de Yang-Mills-Higgs a qual possui simetria conforme espacial,
possibilitando a obtencao de dois anséitze distintos: o ansétz esférico, associado as solugoes
monopolares (esfericamente simétricas) e o ansitz conforme, associado a solugoes de vacuo
com simetria toroidal. Com o ansétz esférico da teoria generalizada de Yang-Mills-Higgs,
nds construimos um setor auto-dual para as solugdes de 't Hooft-Polyakov. Com o anséitz
conforme, verificamos que a simetria toroidal implica em solugdes de vacuo definidas em
uma 3-esfera, além disso, mostramos duas solugoes diferentes entre si, uma abeliana e outra
nao abeliana, com a solucgao abeliana carregando uma quantidade invariante associada a
helicidade dos campos de gauge, mas com transformacoes de gauge irregulares. Com intuito
de compreender os aspectos globais destes ansdtze, lancamos mao das equagoes integrais
das teorias de gauge nao abelianas®® para calcular suas cargas magnéticas dindmicas, de
modo que foi possivel verificar uma condi¢ao de quantizacio para as solugoes monopolares
obtidas com o ansétz esférico e também concluimos que o ansétz conforme nao possibilita

solugoes do tipo monopolares.

Palavras-chave: Gauge. Auto-dual. Magnético. Monopolos. Cargas.






ABSTRACT

MALAVAZZI, H. Gauge theories: integrable equations and self-duality. 2021. 113p.
Dissertagao (Mestrado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sao Carlos, Universidade de
Sao Paulo, Sao Carlos, 2021.

In this work, we explore two concepts of extreme importance in field theories looking for a
relationship with gauge theories: self-duality and integrability. Gauge theories describe
three of the four fundamental interactions that govern nature, exploring its structure can
provide us a better understanding of the problems that are open in the standard model.
We based on the references'™® to seek generalizations of well-established self-dual sectors
of gauge theories: the 't Hooft-Polyakov monopoles and Instantons. Hence that, we found
a generalized Yang-Mills-Higgs theory that has spatial conformal symmetry, enabling
the achievement of two distinct solution behaviors: the spherical anséitz, which provides
new monopole solutions (spherically symmetrical) and the conformal ansétz with toroidal
symmetry. With the spherical anséitz of generalized Yang-Mills-Higgs, we constructed a
self-dual sector for the 't Hooft-Polyakov solutions.®!® With the conformal ansitz, we
verified that the toroidal symmetry implies in vacuum solutions defined in a 3-sphere space,
in addition, we show two different solutions, an abelian and a non-abelian one, with the
abelian solution carrying an invariant quantity associated with the helicity of the gauge
fields, however, carries an irregularity under gauge transformations. To understand the
global aspects of such ansitze, we make use of the integral equations of non-abelian gauge
theories®® to calculate their dynamic magnetic charges, then, it was possible to verify a
quantization condition for the monopole solutions obtained with the spherical ansiatz and

we also concluded that the conformal ansétz it does not allow solutions of the monopole

type.

Keywords: Gauge. Self-dual. Magnetic. Monopoles. Charges.
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1 INTRODUCAO

Ao longo da historia humana nos aventuramos em desbravar o Universo em busca
de entendimento e compreensao da realidade que nos permeia. Einstein, nos ensinou
como a gravitagao decorre de uma curvatura, mostrando que a mesma é completamente
determinada a partir da geometria do espago-tempo. Entretanto a geometria espago-
temporal nao foi suficiente para descrever todas as interagoes fundamentais que regem a

natureza sendo elas: gravitacao, eletromagnetismo, interacao forte e fraca.

O eletromagnetismo consolidou-se com Maxwell, que antes da descoberta da relati-
vidade geral, através da fenomenologia nos presenteou com equagoes que descrevem como
tais campos se comportam contribuindo em todo o nosso conhecimento na manipulagao da
eletricidade e magnetismo. A geometrizagao da gravidade inspirou a busca de uma teoria
similar para eletromagnetismo com o questionamento se este carregaria estruturas intrinse-
cas ao espaco-tempo, tal ideia foi precursora para a descoberta do que hoje chamamos de
teorias de gauge, que sao consequentes nao de uma geometria do espaco-tempo, mas de um
espaco “interno” associado as estruturas conhecidas como algebras e grupos de Lie. Estas
teorias mostraram-se fundamentais para nossa compreensao da natureza, possibilitando
uma descricao nao s6 do eletromagnetismo mas também das outras interacoes que regem
as ligacoes nucleares e decaimentos: sendo as interagoes forte e fraca. Contribuiu também,
para a nossa compreensao da origem do Universo e de toda sua massa visivel através da

construcao do modelo padrao que conhecemos hoje.

A origem das teorias de gauge ocorreu com a tentativa de Hermann Weyl!! em
unificar o eletromagnetismo a gravitacao adicionando um fator multiplicativo a métrica
do espaco-tempo. No entanto, Einstein logo mostrou que o modelo estava em desacordo
com as previsdes da época, pois o fator multiplicativo impediria a existéncia dos espectros
atomicos conhecidos da quimica. Em seguida, veio a tentativa sem sucesso de unificagao

12,13 em que se fazia necessario a extensao do

dos fisicos Theodor Kaluza e Oskar Klein
espago-tempo para uma estrutura de 5 dimensoes. Posteriormente em 1929, com sugestao
de F. London e E. Schrodinger, Weyl notou que o fator multiplicativo ndo deveria ocorrer
na métrica, mas a nivel quantico como um fator de fase acoplando uma funcio de onda,'#
sendo assim, brilhantemente mostrou que o eletromagnetismo decorria de uma simetria de
fase nao integravel na mecénica quantica. Com tal resultado, Dirac foi capaz de mostrar
uma compatibilidade da mecanica quantica com a existéncia de particulas as quais nao
eram previstas nas equagoes de Maxwell que até hoje nao foram encontradas na natureza,

os monopolos magnéticos, garantindo uma condicao de quantizacdo para a carga elétrica.

A contribuicao de Weyl de que o eletromagnetismo pode ser entendido como uma

simetria de fase nao integravel de um sistema fisico, permitiu entender através da linguagem
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da teoria dos grupos de Lie, que isso corresponde a acdo de um grupo continuo abeliano e
unitario U(1) no sistema fisico. Dai foi possivel estender tal conceito para grupos de Lie
maiores que o U(1) sendo eles ndo-abelianos, o que possibilitou a construgao das teorias
de Yang-Mills,'® uma generalizacao do eletromagnetismo construida pelos fisicos Cheng N.
Yang e Robert L. Mills, que permitiram a descrigdo e compreensao das interagoes fracas e
fortes. O eletromagnetismo junto das teorias de Yang-Mills recebem o nome de teorias de
gauge.

Deste modo, compreender as estruturas por tras das teorias de gauge pode possi-
bilitar maiores avancgos na Fisica, desde aplicacoes em matéria condensada até o estudo
das teorias de grande unificagdo (GUT). Portanto, neste trabalho exploraremos algumas
estruturas das teorias de gauge nao-abelianas com o objetivo de estabelecer possiveis
generalizagoes. Vamos aborda-las através de dois conceitos extremamente relevantes das

teorias de campos, a saber: a auto-dualidade e a integrabilidade.

1.1 Teorias de campo com setores auto-duais

Vamos abordar o conceito de auto-dualidade a partir de solucées bem consolidadas
no ambito das teorias de gauge sendo elas: os Instantons'® e os monopolos magnéticos
BPS da teoria de Yang-Mills-Higgs'™1® que serdo apresentadas no capitulo (3). No en-
tanto, nossa motivagdo consistiu em modificar tais solugoes via auto-dualidade, visando
possiveis generalizagoes que pudessem fornecer maior compreensao acerca das interagoes
fundamentais. Para introduzir as modificacbes temos de antemao entender o que é a
auto-dualidade. Este conceito tem um papel fundamental em muitas areas da Fisica,
permitindo o desenvolvimento de métodos exatos e nao-perturbativos para as teorias de

campos.

Em teorias de campos, as condi¢coes para a auto-dualidade podem ser entendi-
das como a causa por tras da existéncia de equagoes do tipo BPS (Bogomolny-Prasad-
Sommerfield), isto é, equagoes diferenciais de primeira ordem em derivadas cujas solugoes
sao também solugoes de equagodes diferenciais de Euler-Lagrange de segunda ordem, e
levam a saturacao de uma quota inferior para um funcional que em geral é a energia
estatica ou uma acao euclidiana. A razao pela qual podemos fazer uma integracao a menos
para obter solugoes, nao vem de leis dinamicas de conservacao, mas da invariancia de um
dado funcional sob variagoes suaves (homotdpicas) dos campos: uma carga topologica @

com uma representacao integral dada por

Q= /dd:cAa Ao, (1.1)

onde a integracao é feita sobre uma variedade (ou espago-tempo) de dimensao d, e as
quantidades A, e A,, que sdo funcionais dos campos e suas primeiras derivadas, mas nao

de derivadas mais altas, sao consideradas duais entre si. O significado do indice o depende



17

da teoria de campo em questao. Por “topologico” queremos dizer que () é um invariante

topoldgico, ou seja, invariante sob variagoes suaves dos campos,
Q=0 sem o uso das equagoes de movimento. (1.2)

Tal invaridncia implica em identidades da seguinte forma

- A -~ A SA SA
Ag—2 -0, [A,—2 )+ A, —2 -0, [A,—2 )| =0. 1.3
op; " < 53u¢j> op; " < 53u¢j> (13)

que obviamente sao satisfeitas por quaisquer configuragoes suaves dos campos ¢;.

A equacao de auto-dualidade corresponde a igualdade

A, = +A,. (1.4)

As condigoes (1.3) e (1.4) implicam as equagoes de Euler-Lagrange associadas ao funcional

_ 1 n 2 12
S—§/dx 42 + A2] (1.5)
que sao dadas por
5A 5A - 64 Y|
A,—2 -0, | A, ) +A4A,—2-0,| A, | =o0. 1.6
og; " < 55u¢j> op; " < 53u¢j> (16)

A dimensao do funcional n nao é necessariamente igual a dimensao da integracao do

invariante (1.1) d, entretanto trabalharemos apenas com os casos em que n = d.

Nos casos onde o funcional (1.5) é positivo, e quando as dimensdes n e d sdo iguais,
as equagoes de auto-dualidade (1.4) implicam a saturagdo de uma quota inferior. De fato,

podemos escrever que
1 N
Szi/ddx A7) 2@ = 520 (1.7)

e a quota é atingida para configuragoes auto-duais, ou seja, as solugoes das equagoes (1.4).

Vamos explorar o fato que ao se fazer a decomposicao da densidade de carga

topolégica podemos introduzir uma matriz arbitraria inversivel como
—1 e
AcA, — Ao kap kg, A’Y (1.8)
levando as equagoes de auto-dualidade
hagAs = £A,. (1.9)
onde h é uma matriz simétrica definida em termos de k

h=kk" (1.10)
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Portanto, as equagoes de auto-dualidade (1.9) com as identidades (1.3) implicam em

equagoes de Euler-Lagrange para um novo funcional
1 o
5= /d% (s AaAs + hohAuAg) (1.11)

onde a matriz h contrai com os termos de A e A. Para funcionais positivos definidos temos

que impor que a matriz h também sera positiva definida.

A decomposicao (1.8) pode possibilitar a existéncia de teorias generalizadas a partir
da modificagao de setores auto-duais bem consolidados. No capitulo (3) apresentamos dois
setores auto-duais bem estabelecidos e uma tentativa de generalizagao do tipo (1.8) desses
setores em busca de novas solugoes BPS. O primeiro setor apresentado na segao (3.1)
trata-se do setor auto-dual da teoria de Yang-Mills pura. O segundo setor, apresentado na
segao (3.2), trata-se da teoria de Yang-Mills-Higgs na representacao adjunta, que através
da modificacao torna-se possivel encontrar uma teoria generalizada de Yang-Mills-Higgs

apresentada na secao (3.3).

1.2 Teorias de gauge e Equacoes integrais

O conceito de integrabilidade e as teorias de gauge carregam dois fatos bastante
conhecidos em teorias de campos e pouco explorados que podem possuir implicagoes
profundas em nosso entendimento das interagoes fundamentais da Natureza e de muitos

fendmenos nao lineares.

O primeiro aspecto envolvendo o conceito de integrabilidade esta associado as cargas
relevantes para o estudo de fendémenos nao lineares. Tais cargas nao estao relacionadas
diretamente as simetrias da teoria, mas sim ao que chamamos de simetrias escondidas
e para as quais o teorema de Noether nao se aplica necessariamente. Estas cargas sao

obtidas como autovalores de operadores classicos sujeitos a seguinte evolugao temporal
Ot)=U@l)00)U (1) (1.12)

implicando na conservacao de seus autovalores

dx

o) [¥)=Alv) e —=0 (1.13)

Tal transformacao ganha o nome de iso-espectral. Apesar de utilizarmos uma notacgao
comum em mecanica quantica, estamos interessados aqui em teorias classicas de campo,
e os operadores O(t), como ficara claro na segao (4.2), sdo matrizes cujos elementos sao

funcionais dos campos classicos.

O segundo aspecto diz respeito as teorias de gauge. Como sabemos, uma das
caracteristicas basicas das teorias de gauge é que suas leis relacionam o fluxo dos campos

(elétrico e magnético) em superficies fechadas com as cargas que estdo dentro do volume
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circundado por aquelas superficies. Na verdade, as leis do eletromagnetismo foram primei-
ramente formuladas através de leis integrais como as leis de Gauss, de Faraday, etc, que
relacionam fluxos e cargas. A formulacao diferencial foi estabelecida posteriormente pelas
famosas equagoes de Maxwell. As teorias de Yang-Mills foram formuladas em 1954 a la
Maxwell, ou seja, em termos de equagoes diferenciais. Sua formulagao integral foi obtida

somente em 201278 via utilizacio de um teorema de Stokes ndo abeliano para 2-forma.®

As equacoes integrais de Yang-Mills permitem a construcao de cargas dinami-
camente conservadas, invariantes por transformacoes de gauge gerais, portanto, vamos
apresenta-las no capitulo (4), com o objetivo de compreender aspectos globais das solugoes

apresentadas na secao (3.3) que satisfazem uma teoria modificada de Yang-Mills-Higgs.

1.3 Resultados a serem apresentados

Com o estudo da auto-dualidade fomos capazes de construir uma teoria generalizada
de Yang-Mills-Higgs através da auto-dualidade. Tal construcao sera apresentada na secao
(3.3), onde verificamos os efeitos da modificagao (1.9), que trata-se da introducao de
uma matriz simétrica escrita em termos de campos escalares no setor auto-dual da teoria
de Yang-Mills-Higgs usual. Mostramos detalhadamente a construcao de duas solugoes
distintas e suas propriedades para a nova teoria, sendo as solugoes esfericamente simétricas
geradas por um anséitz esférico apresentadas na subsecao (3.3.1) e, as solu¢oes com simetria

toroidal geradas por um ansétz conforme apresentadas na subsegao(3.3.2).

Por fim, usando as equacoes integrais das teorias de gauge nao abelianas, encon-
tramos as cargas dindmicas magnéticas investigando propriedades globais de ambas as

familias de solugoes da teoria generalizada. Tal obtengao é apresentada no capitulo (5).
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2 TEORIAS DE GAUGE

Neste capitulo vamos apresentar o conceito de teorias de gauge abelianas e nao

abelianas introduzindo parte das notacoes que serao utilizadas ao longo deste trabalho.

2.1 Eletromagnetismo

Como queremos estudar as teorias de gauge, vamos introduzir o conceito basico

envolto destas teorias partindo do modelo mais simples que é o eletromagnetismo.

Usando a métrica na assinatura (4, —, —, —) podemos escrever os campos elétricos

e magnéticos numa forma covariante, usando o conjunto (e#) j={0,1,2,3) ma base que gera

o espaco-tempo de Minkowski, entdo define-se um tensor de rank 2 através de um produto
tensorial

F=F"e, ®e, (2.1)

é natural, através de conceitos de geometria diferencial,'® definir a base do espaco-tempo

como sendo os operadores

0

e = —
o Qam

el = dxt,

O, (2.2)

note que vamos trabalhar com a notagao 0, para derivadas parciais associadas com uma
coordenada x*. O operador dz* caracteriza o objeto chamado de forma diferencial, sendo
um funcional linear que atua no espaco dos vetores e, resultando num escalar, ou seja,

et (e,) = dzt (9,) = ok. (2.3)

v

Objetos definidos como a,, dz# sao chamados de 1-forma. Portanto ao escrevermos o tensor
(2.1) na base e, i.e.,
F=F, di"®dz", (2.4)

este serd uma 2-forma, pois esta escrito no espaco resultante do produto tensorial de duas
1-forma. Vamos estabelecer que os campos elétricos e magnéticos sao obtidos a partir do

tensor F),, através das relagoes
1
Ei = FOz' Bk = 5 €kij Fzg (25)

Onde ha uma soma sobre o indice i, j. Perceba que nao utilizamos a convencao de Einstein
na contracao dos indices espaciais. Ao longo deste trabalho sera comum a utilizacao de
contragoes entre indices sem o uso da convencao de Einstein quando os objetos fisicos
estiverem escritos em sec¢oes espaciais do espago-tempo. Fazemos tal escolha a fim de se

ter quantidades escalares positivas e evitar possiveis ambiguidades. Devido a escolha na
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assinatura da métrica ser negativa no espaco, dois quadrivetores v* e u” (do espago-tempo

denotados por indices gregos) quando contraidos resultam em
v ut = v + vhy, (2.6)

se v9 = 0, a quantidade associada a segao espacial (denotada por indices latinos) serd
negativa

v = —vpur = —| | [%. (2.7)

de modo que consideraremos
vevg = [o|[? (2.8)

com uma soma em k. As equacoes diferenciais de Maxwell no formalismo covariante sao

0" = 3",
P9, g = 0; (2.9)

a primeira linha descreve a dindmica da teoria e através das relagoes (2.5), reobtemos as

equagoes da produgao dos campos elétrico e magnético devido a presenca de fontes

V-E=p, VxB=j+08FE (2.10)

-,

onde j” = (p, j). A segunda linha carrega a propriedade geométrica das teorias de gauge
chamada de identidade de Bianchi, esta ¢ responsavel pela lei de Faraday e também

divergéncia nula do campo magnético
V.-B=0, V x E=-0B. (2.11)

A divergéncia nula do campo magnético é interpretada como auséncia de monopolos

magnéticos.

Os campos de gauge nada mais sao que o quadripotencial da teoria, isto é, um

quadrivetor do potencial eletromagnético

AP = (qso,/Y) : A, = (gbo, —A’) (2.12)

onde g é o potencial elétrico e A o potencial vetor. Desta forma, o tensor dos campos é

construido em termos dos campos de gauge através da expressao

F,, =0,A, — 0,A,. (2.13)

De maneira geral, o eletromagnetismo é dito uma teoria de gauge, pois as equagoes

dindmicas (2.9) sdo invariantes sobre transformagoes nos potenciais

Ay — A, +0,0(z), (2.14)
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mas a caracterizagao de uma teoria de gauge vai além das transformagoes acima, compondo
uma estrutura mais rica constituida pelos grupos de Lie. Para visualizar o que esta por
tras do eletromagnetismo iremos seguir os passos de Dirac, impondo uma funcao de onda

de um sistema quantico com uma fase nao integravel do tipo
U = '@y, (2.15)

sendo ¢ uma funcao de onda ordinaria. A motivacao surge do fato de que a funcao de
onda de uma particula livre é invariante sob uma mudanca de fase constante, ou seja, é
invariante sob agao do grupo unitario U(1). Portanto, impomos uma fase nao integravel,
em outras palavras, dependente do caminho que liga dois pontos no espago-tempo, como
uma extensao da simetria de fase. Desta forma, estabelecemos que § é uma func¢ao com

derivadas bem definidas
ku = uﬁ ; (2.16)

em cada ponto do espago-tempo, e sendo
(04, 0,18 #0 (2.17)

caracterizando a nao integrabilidade da funcao #. Como bons fisicos, podemos questionar
se a nao integrabilidade de uma fun¢do de onda pode ser inconsistente com os principios
basicos da mecéanica quantica possibilitando certas ambiguidades para as observaveis fisicas.

Portanto, comecemos pela densidade de probabilidade, a quantidade

vyt =y (2.18)

¢é independente de diferencas de fase, entao esta nao seria afetada pela nao integrabilidade

da fase. Em contrapartida, a quantidade

Wlo) = [ dz it (2.19)

cujo médulo quadrado ¢é a probabilidade de concordancia entre os estados 1 e ¢, poderia
apresentar problemas na integracao, contudo, é necessario impor que a integral ¢ bem
definida, logo a diferenca de fase do produto 1! ¢ entre quaisquer dois pontos deve ser
definida, o que implica que a diferenca de fase ao longo de um caminho fechado sera nula.
Entdo, a diferenca de fase ao longo do caminho fechado de ' deve ser oposta & diferenca
de fase de ¢ levando a conclusao de que para todas as fung¢oes de onda a diferenca de
fase ao longo de um caminho fechado é a mesma. De modo que tal fase passe a ter uma

interpretacao dindmica ao sistema, extrinseca a funcao de onda.

Sendo a fase a mesma para todas as fungdes de onda é direta a verificagdo que a
superposicao entre duas funcgoes de onda 1 e ¢ sofre a mesma diferenga de fase entre dois

pontos.
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Analisando a fungao de onda (2.15), temos
0,V = e'P (i0, — k,) 1, (2.20)

a partir da primeira quantizacdo, sabemos que o quadrimomento P* = (E, p) torna-se um
operador ﬁu =10y, aliado a (2.20) podemos concluir que se a funcdo de onda V¥ satisfaz a

equacgao de Schrodinger

, 1
i0yV = —5- PV (2.21)
entao a funcao de onda 1 vai satisfazer a equacao de onda acoplada minimamente, i.e.,
1
i (9o + iko) ¥ = —— (0 +iky)? 9. (2.22)

Perceba entao que a equacgao acima descreve uma particula livre carregada com carga e

acoplada a um campo eletromagnético se

k,=¢eA,. (2.23)
Somos levados a conclusao de que o eletromagnetismo acopla um sistema fisico via um
fator de fase ndo integravel, este um elemento do grupo U(1) dependente do espago-tempo.

O acoplamento minimal ocorre na forma do operador
D,=0,+1eA, (2.24)

sendo este uma derivada covariante, de modo que os campos A, também ganham o nome
de conexao, pois medem a contribuicado da mudanca de fase ao longo do caminho no espaco

fisico (espago-tempo). E, note que sob a mudanga
Y — g(x)y onde g(z) = @) (2.25)

a equagao (2.22) é invariante, portanto a derivada covariante deve transformar da seguinte

forma
(Ou +ie A;) g¥ =g (D) (2.26)

implicando que os campos A, transformem da seguinte forma
/ -1 i -1
A, =gA. g + gaugg , (2.27)
estas transformagoes sdo chamadas de transformacoes de gauge. Usando g dado na

expressao (2.25) e substituindo na (2.27), recuperamos a transformagao (2.14).

O eletromagnetismo é uma teoria de gauge agindo como uma simetria local no
sistema fisico gerada pelo grupo de Lie U(1). A agao que descreve o eletromagnetismo,
invariante sobre o grupo de Poincaré e sobre o grupo de gauge U(1) responsavel pelas

transformagoes (2.27), é dada por

1 |
5= [ds (—4F” F. +]“AM> , (2.28)
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cujas equacgoes de Euler-Lagrange sao
O F" = 3%, (2.29)

O tensor dos campos (2.13) é também interpretado como um tensor de curvatura pois

quantifica a falha das derivadas covariantes em comutar, isto é,
[DuaDV]:ieF;wa (2.30)

sendo uma curvatura, esta satisfaz a identidade de Bianchi para o tensor de curvatura

F

w, sendo ela

O, F" =0 (2.31)
onde F* é o dual do tensor dos campos
v — 1 pvef o
= 5€ o (2.32)

este obtido através da operagao dual de Hodge.!® Portanto as equagoes (2.29) e a identidade

(2.31) constituem as equagoes de Maxwell (2.9).

2.2 Teoria de Yang-Mills

O eletromagnetismo é uma teoria de gauge abeliana, pois tem simetria de fase dada
pelo grupo de gauge U(1). Essa ideia pode ser generalizada para teorias com simetrias
maiores, isto é, grupos de Lie ndo abelianos. Um grupo de Lie é um conjunto de elementos
continuos com estrutura de grupo?® que também é uma variedade diferencidvel.!® Portanto,

um elemento do grupo de gauge é a imagem do mapeamento
g: M — G, (2.33)

onde M é o espaco-tempo e G o grupo de gauge. Este devido a sua estrutura diferenciavel

possui um espaco tangente, a algebra de Lie.

Uma dlgebra de Lie G é um espaco vetorial sobre um corpo K, que sendo (77,){a=1,2,3}

elementos do espaco vetorial e a e b elementos do corpo K, possui uma composicao bilinear

(T1>T2) — [T17T2];
[TI,CLTQ—l-ng] — CL[Tl,TQ]—Fb[Tl,Tg]; (234)

satisfazendo duas condigoes

o [To, Ta] = 0;

o [T, [Ty, T.]]+ [T, [Tc, Tu]] + [Te, [Tu, Ty ]] = O (Identidade de Jacobi);
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Chamamos de geradores os elementos (Ta){a:1’273} da algebra G que constituem uma base

e satisfazem a relacao

[Ta, Ty] =i [, T (2.35)

onde f¢ sdo as constantes de estrutura da dlgebra e no caso do SU(2), as constantes sdo

€ape- A norma dos geradores, em geral, é dada por
Tr (T, T,) = K dup, (2.36)

entretanto, ao longo deste trabalho estaremos trabalhando com o traco normalizado,

—

Tr (TaTb) == 5ab' (237)

O grupo de Lie esta associado a sua algebra de Lie através do mapeamento exponencial,

valido em geral a uma vizinhanca proxima a identidade, ou seja,
g(s) =T, geG T,eq; (2.38)

De modo que a algebra é o espago tangente ao grupo sobre o elemento identidade.

Um campo de gauge nao abeliano ¢ escrito sobre os geradores da algebra de Lie,
i.e.,

A, = AT, (2.39)

As componentes na dlgebra de Lie podem possuir diferentes significados fisicos, desde
indices de cores associadas a interacao forte a indices de Isospin associado a interacao

fraca.

Sendo a derivada covariante na representacao adjunta dada por
D,=0,+ie[A,, ] (2.40)

e usando a defini¢ado do tensor dos campos como o comutador das derivadas covariante,

ie.,
|D,,D,]=iekF,, (2.41)
temos que para os campos nao abelianos o tensor dos campos é dado por
F,,=0,A —0,A,+ie[A,, A]. (2.42)

A nao comutatividade dos campos de gauge permitem uma generalizacao das equagoes de

Maxwell, sendo entao dadas por

D,F" = j¥
D,F"™ = 0. (2.43)

onde F* é o tensor dual do tensor dos campos resultante de operacao de Hodge

~ 1
Frv o= 5ewﬁFaﬁ. (2.44)
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A segunda equacao (2.43) trata-se da generalizacao da identidade de Bianchi para campos
nao abelianos, garantida pela identidade de Jacobi uma vez que o tensor dos campos é
definido pela falha na comutagao entre as derivadas covariantes (2.41). No eletromagnetismo,

os campos de gauge comutam entre si, i.e.,
recuperando as equagoes de Maxwell (2.9) das equagoes (2.43).

As equagoes (2.43) recebem o nome de equagoes de Yang-Mills* e os campos que
as satisfazem sdo campos de gauge nao abelianos chamados de campos de Yang-Mills. A
acao cuja dindmica é dada pelas equagoes (2.43) sem a presenga de fontes j* = 0 é dada

pelo funcional

1
S = / diz l— ST (FWFW)], (2.46)
M 4
em termos das componentes da algebra
1
_ 4 a va
S = /M d'z l— T 1 (2.47)

onde a repeticao dos indices da algebra a representa uma soma sobre eles (vamos seguir
com esta convengao, caso contrario serd indicado no texto). Além disso a contracdo ocorre
sem a convengao de indices contravariantes e covariantes. O funcional (2.46) é invariante

sobre transformagoes de gauge do tipo
i
Ay = 949" + 200997, (2.48)

no entanto, o tensor dos campos nao abeliano nao é invariante de gauge, pois sobre a

transformagao (2.48) tem-se que
Fu = 9Fuwg™", (2.49)
entao, dizemos que o tensor dos campos ¢ covariante de gauge.

O acoplamento da teoria (2.46) a campos de matéria responséaveis pela presenca de
fontes, sejam eles spinores, campos escalares, etc, ocorre através de uma representacao do

grupo, logo, deve-se definir a representacao do grupo que age na teoria, isto é,
R:G—YV, (2.50)

sendo V' o espaco vetorial onde residem os campos de matéria. A representacdao do grupo
de Lie define como ocorre a operacao da acao do grupo no campo de matéria. Por exemplo:
se 0 campo de matéria estd em um espago vetorial bidimensional e o grupo é G = SU(2),
portanto o campo de matéria sera um dubleto e a agao do grupo nesse espaco se da através
de uma rotacgao entre dois estados. Caso o campo esteja em um espacgo tridimensional, o
campo sera representado por um tripleto e a agdo do grupo se da através de uma rotacao
entre trés estados. A fisica do sistema é completamente dependente da representagao
adotada.
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2.3 Monopolos magnéticos

Os monopolos magnéticos, mesmo ainda nao encontrados no Universo, sao funda-
mentais para a compreensao das teorias de gauge, pois o estudo desses objetos possibilita
desde um maior arcabougo matematico até profundos entendimentos da propria fisica das
interagoes fundamentais. Entretanto, as solu¢ées conhecidas dos monopolos magnéticos
dependem de certas condi¢Oes para serem solugoes regulares e com energia finita, como

por exemplo a presenca de campos escalares acoplados com teorias de gauge nao abelianas.

Dirac apresentou o eletromagnetismo como uma estrutura nao integravel na meca-
nica quantica,?! e com isso foi capaz de mostrar que a mecanica quantica ¢ compativel com
a existéncia de monopolos magnéticos, mostrando também uma condi¢ao de quantizacao

garantida pela existéncia de tais particulas.

O argumento apresentado por Dirac parte do principio que a interacao eletro-
magnética em um sistema fisico com uma particula carregada manifesta-se como uma
diferenca de fase nao integravel, tal que a diferenca de fase entre dois pontos préximos
é exclusivamente decorrente da interacao eletromagnética. Para dois pontos distantes, a
diferenca de fase depende do caminho que liga tais pontos. Entao, uma fun¢ao de onda da

particula carregada acoplada ao campo magnético, é dada por
U =o€ Jo Ak dr g (1) (2.51)

Dirac entao, argumenta que a diferenca de fase ao longo de um caminho fechado para
diferentes fungoes de onda pode diferir por multiplos de 2 7, portanto, esse fator nao é
interpretado em termos do campo magnético. Se o caminho fechado ¢é infinitesimal, por
argumento de continuidade, a diferenga de fase também serd infinitesimal, de modo que
nao ha diferenca de fase entre as func¢oes de onda por um multiplo de 2 7. No entanto, se

considerarmos que existe uma regidao x,; € R? tal que a funcdo de onda seja nula
U (zn) =0, (2.52)

entdo nao ha sentido em falar de uma fase da funcao de onda nesta regiao. Como a funcao
de onda estd no espago complexo, podemos escrever a equagao (2.52) em termos de duas

funcoes reais, i.e.,
w(xn) =0 ; v(z) =0; U (z) = u(x) +iv(x), (2.53)

consistindo de duas equagdes. Como x,,; é denotado por trés varidveis, as equagoes (2.53)
vinculam duas delas mantendo uma livre, consequentemente a regiao descrita pelos pontos
Ty serd uma linha em R? a qual é chamada de linha nodal. Devido a indeterminacao da
fase da fungao de onda na linha nodal, a diferenca de fase sobre um caminho fechado

infinitesimal em torno da linha ndo precisa ser infinitesimal, de modo que pode ser dada
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em termos de um fator de 27 n e interpretada em termos do campo magnético, isto é,

sendo C' um caminho fechado infinitesimal, temos
U = of2mnie JoAvdat () (2.54)

onde n € N é uma caracteristica da linha. Portanto, para uma curva I' longa e fechada
que delimita uma superficie S, via teorema de Stokes, tem-se que a diferenca de fase ao

longo de I' seréa dada por
W:ei2ﬂzn+ief5Bdek¢($), (255)

onde a soma sobre n denota a contribuicao de todas as linhas englobadas por I'. Ao colapsar
I' a um ponto do espacgo, a superficie S torna-se uma superficie fechada e a diferenca de

fase ao longo de I' deve ser nula, implicando entao na igualdade
e / BrdS* =27 Y n. (2.56)
S

O lado esquerdo da igualdade (2.56) deve ser o mesmo para todas as fungoes de onda,
portanto o lado direito também devera. Se a igualdade (2.56) zera, entao tem-se duas
possibilidades isso: a primeira seria a nao existéncia de linhas nodais implicando que a
quantidade 27 > n é nula e, a segunda possibilidade é que uma linha nodal atravessa a
superficie S duas vezes fornecendo contribuigoes de sinal oposto. Se a igualdade (2.56) nao
zera, entao ha linhas nodais que terminam no interior da superficie S, e desde que a soma
sobre as caracteristicas n das linhas nodais é a mesma para todas as fungoes de onda e o
resultado (2.56) aplica-se para qualquer superficie fechada S, entdo os pontos finais das
linhas nodais sdo os mesmos para quaisquer func¢oes de onda, levando a conclusao de que
estes pontos sao singularidades do campo eletromagnético. Da expressao (2.56), se S é
uma superficie infinitesimal em torno de um ponto final da linha nodal, o fluxo do campo
magnético sera dado por
2mn

/8 Bydst = =" (2.57)

(&

entdo, deve existir uma carga magnética pontual y sobre o ponto final da linha, tal que o
campo magnético é dado por

B, — %rk (2.58)

levando entao a condicao
2me = n. (2.59)

Esta estabelece uma condicao de quantizacao para a carga elétrica sobre a hipdtese de que
monopolos magnéticos existem, entretanto, o problema destes monopolos é que campos na
forma Coulombiana (2.58) levam a solugoes com energia divergente, devido a singularidade
em r — 0. Solugoes nao abelianas de monopolos magnéticos também foram encontradas
pelos fisicos T. T. Wu e C. N. Yang,?? sendo da forma

T

Bi= 57T (2.60)
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onde (73,){a=1,2,33 sdo geradores do grupo G = SU(2) e

Estas solugoes, também carregam singularidades em r — 0 o que leva a uma energia

divergente.

Portanto, diremos que monopolos magnéticos sao solu¢bes que carregam um com-
portamento Coulombiano de modo que o fluxo do campo magnético no infinito espacial
sera constante e nao nulo, estando associado as cargas magnéticas do campo. Por exemplo,
os campos magnéticos de Dirac e Wu-Yang sdo puramente Coulombianos em todo o espago,

carregando as seguintes cargas magnéticas

G = K, ( Monopolo de Dirac) (2.62)
1

G, = ~-7-T. ( Monopolo de Wu-Yang) (2.63)
e

A teoria Yang-Mills-Higgs a qual serd apresentada na se¢ao (3.2) possibilita solu-
¢oOes regulares de monopolos magnéticos abelianos, resultantes do fenémeno de quebra
espontanea de simetria via acoplamento do campo de Higgs tripleto com a teoria de
Yang-Mills. Solugoes exatas de monopolos desta teoria podem ser obtidas no ambito
da auto-dualidade. Na se¢ao (3.3) mostraremos novas solugdes regulares de monopolos

magnéticos pertencentes a uma teoria generalizada de Yang-Mills-Higgs.
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3 AUTO-DUALIDADE

Neste capitulo vamos apresentar a construcao dos setores auto-duais e a tentativa
de generalizacao de duas teorias bem estabelecidas na literatura, sendo a solucao de
Instanton e as solu¢des de monopolo da teoria de Yang-Mills-Higgs sob a¢ao do grupo

SU(2) na representacao adjunta.

3.1 Instanton

A teoria de Yang-Mills generaliza a teoria do eletromagnetismo, ja que esta trata
de grupos de Lie nao abelianos. Os campos sao elementos da algebra de Lie, portanto,
sao escritos sobre a dlgebra, isto é, A, = A}T,, sendo T, os geradores da dlgebra de Lie.
O funcional da teoria é descrito pela expressao (2.46) e tem sua configuragao de campos

descrita pelas equagoes (2.43).

Uma vez que podemos ter grupos de Lie maiores que U(1), temos a possibilidade
de lancar mao da homotopia associada a estrutura da teoria e encontrar invariantes, ou
seja, estabelecidos os campos de Yang-Mills com simetria SU(2) sobre o espago Euclidiano
de 4 dimensdes R?, existe um mapeamento nio trivial do grupo SU(2) sobre uma esfera

19,23
)

S3 denotado pelo grupo de homotopia 73(SU(2)) garantindo um invariante topoldgico

& teoria.

As teorias de gauge, portanto, sao geradas por dois conjuntos de equagoes, as
equagoes dinamicas (2.43), que equacionam o proprio tensor dos campos F), a fontes
de matéria j,; e as equacodes as quais podemos chamar de equagbes geométricas que
condicionam o dual do tensor dos campos, estas sao oriundas da geometria dos campos de
gauge e constituem a identidade de Bianchi. Portanto, sob certas condigoes, identidades
como a identidade de Bianchi garantem quantidades invariantes para as teorias de gauge
podendo carregar informagoes sobre novas particulas (monopolos magnéticos, Instantons,
etc.). A teoria de Yang-Mills em 4 dimensoes carrega um invariante garantido pela
identidade de Bianchi chamado de nimero de Potryagin!® ou até mesmo de ntimero
de Chern,'? associado ao mapeamento do grupo SU(2), que é isomorfo a uma esfera
tridimensional S3 (3-esfera ) na borda do espaco Euclidiano R* que consiste também de
uma 3-esfera. O invariante, portanto, matematicamente, mede o nimero de maneiras de se
mapear uma S3 em outra S®, fisicamente é associada a carga de uma particula chamada

Instanton,'® dada pela representacio integral

©= /R d'x Te(F, F*) = /S ds"j, (3.1)
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onde j° é a corrente de Chern-Simons dada por®

1 2
S5 = Cuvas T <A” o204, 4, A5> (3.2)

Fixada as condigoes de contorno para os campos, verificamos que a identidade de Bianchi

garante que 0) = 0 sobre transformagoes suaves nos campos. Usando que
Tr(F*E,,) = Te(F*E,,) (3.3)

podemos encontrar a relacao da agdo com a carga @,

| o
$ = -3 / ' Te(Fy F) + Te( B, M) =
]R4
1 _ 1 _
= =5 [ AT (B £ Fu)?) £ 5 /R AU (B, (3.4)
onde
Tr ((Fu £ Fju)?) = Tr(F"™ F,,) & 2 Tr(F,, ") + Tr(F* F,). (3.5)

Assim sendo, podemos construir o setor auto-dual da teoria usando (1.4), onde
a agao de Yang-Mills pode ser escrita na mesma forma que a expressao (1.5) usando as
seguintes associacgoes

AL, = F; AL, =Fy,. (3.6)

p

Portanto, o setor auto-dual da teoria deve estar na forma

F;Ll/ = AF,u,l/y (37)

pois quando substituida na identidade de Bianchi sob a condicdo de que A seja uma
constante, reobtemos as equacoes dinamicas dos campos de Yang-Mills, sendo elas, a
primeira linha das equagoes (2.43). Ou seja, resolver as equagoes diferenciais de primeira
ordem para A, definidas pela igualdade (3.7), obteremos solugoes que automaticamente
satisfazem a dindmica da teoria sem a necessidade de resolver diretamente equagoes
de segunda ordem, as equagoes de Euler-Lagrange. Entretanto, as equagoes (3.7) nao
estao completamente determinadas, é necessario encontrar os autovalores A, autovalores
resultantes da operacao dual de Hodge, que sao diferentes de acordo com o espago fisico

em que a teoria reside.
No espaco euclidiano R* temos que €g123 = 1, portanto, aplicando a operacao dual

de Hodge duas vezes no tensor dos campos tem-se

1 ~ 1
§€a’BMVFuV = Zeaﬁuyeuua"/FU’y = Fa’B (38)

e, usando na igualdade (3.7), obtemos que A\* = 1, consequentemente

F,, ==+F,, (3.9)
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que em termos dos campos A, sao equacoes diferenciais de primeira ordem, definindo o

setor auto-dual da teoria.

No espago-tempo de Minkoswki, temos que €p103 = —1, portanto, as equagoes que
definem o setor auto-dual sao

F ==+iE,, (3.10)

cujas solucgoes de Instantons sdo complexas, estas nao nos interessa.

3.1.1 Aplicando a modificacao

Note que a auto-dualidade que define a solucao de Instanton em R* é dada por uma
relagdo entre o tensor dos campos e seu dual (3.1). Além disso, o quadrado da operacao
dual de Hodge no espaco Euclidiano estabelece mais uma relagao entre o tensor e seu dual,
que consiste na dupla aplicacao da operacao dual no tensor recuperar o proprio tensor,
portanto se fizermos a decomposigao da carga (3.1) introduzindo matrizes k como feito
na expressao (1.8) e definirmos uma matriz simétrica h = k k', teremos um novo setor
auto-dual dado por

Fo hay = F)

iz

(3.11)

entretanto, o quadrado da operacao dual implicara que a matriz h, na condicao de que

esta é positiva definida, seja trivial, i.e.,
hap = Oap (3.12)

levando a conclusao de que o setor auto-dual de Yang-Mills no espago Euclidiano de 4

dimensoes nao pode ser modificado na forma (3.11).

3.2 Yang-Mills-Higgs

Os monopolos de Dirac e Wu-Yang apresentados na segao (2.3) sdo singulares,
consequentemente, carregam energia infinita e, além disso, a carga magnética desses
monopolos nao sao quantidades topoldgicas. Ja os monopolos de 't Hooft-Polyakov, sao
construidos ao acoplar os campos de gauge a um campo de Higgs na representacao
adjunta, carregam energia finita e tem sua quantizagdo caracterizada por uma quantidade
topologica resultante de uma quebra espontanea de simetria. A quantidade topologica tem
uma representacao integral, de modo que permite a existéncia de um setor auto-dual na
teoria e, na se¢do seguinte (3.3) introduziremos uma modificagdo no setor auto-dual da
teoria, como feito em (1.8), a fim de generalizar a teoria e, consequentemente obter novas

solugdes de monopolos magnéticos.

A teoria de Yang-Mills-Higgs ¢é descrita pela densidade de Lagrangeana

Ly i = —i”ﬁ"(FWFW) + (D"®)(D,®) — V(|®]). (3.13)
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uma teoria de gauge acoplada com um multipleto escalar ® sendo este o campo de Higgs

que, sob acoplamento minimal tem-se
D,®=(0,+1ieR(A,))?, (3.14)

onde as transformagoes nos campos de Higgs ocorrem sob a representacao do grupo G na

forma

® — R(g)P,
D,® — R(g)D,®. (3.15)

Este sistema ¢ conhecido na literatura devido ao processo de geracao de massa para
os bésons de gauge via quebra espontanea de simetria,?” caracterizando o que é chamado
de mecanismo de Higgs, para isso o campo de Higgs é sujeito a um potencial de interacao

na forma

V(®) = i(¢2 —a’)?, (3.16)

onde este é invariante por uma transformacao de gauge, i.e.,
V(R(g)®) = V(D) (3.17)
pois o potencial depende de um fator |®|* e tem-se que
D> = 0T, (3.18)
entao sob uma transformacao de gauge
@ — |R(9)®| = ®'R' (9)R(9)® = ©'® (3.19)

sendo
R'(g)R(g) = R(g")R(9) = R(¢'g) = R() =1 (3.20)
para uma representagao unitaria. As constantes a e A sao o valor esperado do vacuo do

Higgs e a constante de acoplamento, respectivamente. Portanto, podemos definir o vacuo

do campo de Higgs como uma variedade tal que
My ={®, V(®) =0} (3.21)
e com a restricdo de que o campo é covariantemente constante nesta regiao, ou seja,
D,® = 0. (3.22)

A grande contribuicdo desse modelo consiste na estrutura de vacuo que este possui, a
quebra de simetria ocorre uma vez que o vacuo nao ¢ invariante sob a acao do grupo de

simetria G mas sim a um subgrupo do mesmo, isto é, seja He C G, onde

Hy = {h € G|R(h)® = ®}. (3.23)
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O subgrupo Hg é chamado de grupo de estabilidade do campo de Higgs. Para um elemento

infinitesimal do subgrupo Hg gerado por T}, isto é, h = 1 + i T}, temos que
R(h)® =® = RI+ieTy) = (3.24)
segue entao que
RI® +eR(T),)P = = R(T,)® =0, (3.25)

os geradores da simetria restante aniquilam o vacuo de Higgs, sendo assim, a partir da
condigdo (3.22) e sendo
F,=ie[D,,D,], (3.26)

tem-se que
Fo,®=0 = FSVR(TCL)CD =0, (3.27)

tal que as tnicas componentes do tensor dos campos que nao anulam no vacuo, ou seja,
que atravessam o vacuo do Higgs, sdo as componentes que estdo na direcao dos geradores
do subgrupo de simetria. A variedade do vacuo de Higgs M, pode ser representada de
forma mais elegante, via uma relacao direta com a representacao da teoria e a quebra
do grupo de simetria inicial G' nos subgrupos Hg , para isso, vamos definir o conceito de

orbita do grupo G agindo na variedade M, como sendo
Os = {R(g)®|g € G} (3.28)

ou seja, sendo ® um elemento do vacuo de Higgs, todo elemento resultante da transformacao
do campo pela acao do grupo G constitui a 6rbita, entretanto, devido ao subgrupo invariante
Hg € G, o mapeamento de G para a érbita nao é bijetor, pois ha “elementos redundantes”,

ou seja, uma vez que existem elementos do tipo gh, com g € G e h € Hg, ocorre que
R(gh)® = R(g)R(h)® = R(g)®, (3.29)
portanto, para “filtrar” as redundancias definimos o espago coset
G/Hy ={gh| g€ G, Yh € Hg}, (3.30)
sendo este a propria estrutura da orbita
Op = G/Hp. (3.31)

Se o grupo age transitivamente, entdo conseguimos obter todos os elementos da variedade

de vacuo sob acao do grupo G em um tnico ponto,

® = R(g)® (3.32)
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e se cada ponto de M, possui mais de um subgrupo de simetria diferente, entao devido a

transitividade do grupo G, temos
' = R(g)® — R(hy)® = R(g)R(h)R(g~)® (3.33)
levando a seguinte relagao
R(h2) = R(g)R(h1)R(g™") = R(gh1g™"), (3.34)

portanto, cada elemento de Hg1 ¢ mapeado em um elemento de Hgo via conjugacao do
grupo G, garantindo um isomorfismo entre os subgrupos de simetria, de modo que se M,
possui mais de um subgrupo de simetria Hg;,i € {1,...,n} e G age transitivamente em

My, entao os subgrupos de simetria sdo isomorfos entre si, tal que
He; = Hp. (3.35)
Desta forma, a variedade My é simplesmente a 6rbita (3.31)
My =G/Heg. (3.36)

No caso em que GG nao age transitivamente em M, a variedade serd a uniao disjunta de

todas as orbitas
My= U Owi= | G/Hs. (3.37)

1e{1,...,n} ie{1,...,n}
note que, a unido ¢é disjunta, uma vez que neste caso nao é possivel transitar de uma orbita

a outra via uma conjugacao.

Nosso interesse nessa teoria estd na estrutura de vacuo do Higgs quando este
se encontra na representacdo adjunta, e uma vez na representacao adjunta, a quebra
de simetria do grupo néo abeliano mantém uma simetria U(1) no vicuo, garantindo a
existéncia de uma teoria “eletromagnética” no vacuo e, a existéncia de uma carga topoldgica
associada a uma carga magnética abeliana. A representacao adjunta é entdo definida como

a acao do grupo G sobre os campos na forma
R(g)® = g®g~! = ad(g)®, (3.38)
sendo g uma transformagao continua infinitesimal definida pelo parametro ¢, segue
g=1+1ieel,, (3.39)
entao

gPg P =0 +iec [T,, D] (3.40)

ad(g) = (ad(1) +iecad(1,)), (3.41)
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substituindo na (3.38) tem-se que,
ad(T,)® = [T,, ®]. (3.42)

Note que a acao dos geradores sobre ® passa a ser um comutador, assim podemos escrever

® na algebra de Lie do grupo G,

b =T, (3.43)
de modo que
|D|? = Tr(PD) = O*OTr(T,T}) (3.44)
¢ 1
(D,®)!(D'®) — 3 Tr(D, D" ®). (3.45)
Assim a densidade de Lagrangeana na representacao adjunta sera
1~ uw 1~ u A (o 9\ 2
£ == Te(F F*) + 5 Te(D,® D'®) — 5 (Tr(®?) — a?)", (3.46)
portanto, sendo a agao calculada como
S = / d'z L, (3.47)
as equacoes de FEuler-Lagrange desta teoria sao
D, F*" = —ie[®, D"®],
D,D"® = —\®(d*—a?), (3.48)

e sendo F), o tensor dos campos de gauge, este satisfaz a identidade de Bianchi. A

densidade de energia desse modelo ¢ dada por
1~ 1= 1~

tal que a energia sera

H— / & Op. (3.50)

Note que a operacao de trago garante que a densidade de Lagrangeana de Yang-Mills-Higgs
(3.46) é invariante sobre transformagoes de gauge (2.48), portanto tem simetria de gauge,
esta é uma simetria interna associada aos indices internos dos campos. Além disso, a
contragao dos indices espago-temporais garante a invariancia sobre transformagoes de
Poincaré. Estes dois conjuntos de simetria constituem as simetrias continuas da teoria, ha

também o conjunto das simetrias discretas?* as quais ndo estaremos interessados.
As solugbes com energia finita possuem os campos atingindo as configuragoes de

vacuo no infinito, ou seja,

F., —0, D,® — 0, V(®) — 0, quando |z] = 00.  (3.51)
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Consequentemente no infinito espacial, o campo de Higgs atua como o mapeamento
d: 5% — My, (3.52)

onde S? caracteriza a borda do espaco Euclidiano R3. O grau deste mapeamento que traz
a informacao do nimero de maneiras que podemos cobrir a variedade de vacuo M, com
esferas bidimensionais S? é um invariante na teoria, que devido a sua estrutura matematica
atribui-se o termo “invariante topoldgico” associado ao grupo de homotopia my(My). Como
veremos, este invariante é fundamental para a modificacdo que queremos introduzir na
teoria e, esta em especifico, possibilita a existéncia dos monopolos magnéticos, o que nos faz
olhar apenas para as teorias onde mo(My) é nao trivial, ou seja, 0 mapeamento tem um grau
diferente de zero. Quando my(My) # 0 implica que existe um defeito topoldgico pontual na
variedade M,, uma vez que ser trivial nos diz que a esfera é contrativel na variedade do
vacuo, portanto, ser nao trivial leva a um “buraco”. Deste modo, queremos as solucoes
“defeituosas” uma vez que estas sao mais interessantes, entao, de forma simplificada, o

mapeamento mais simples que garante um invariante nao trivial serd quando
MO — SQ, (353)

neste caso, temos que o grupo de gauge é o G = SU(2) na representacao adjunta, de modo
que o Higgs nesta representacao é um tripleto e, a variedade de vacuo M, sera o lugar

geométrico definido pela equacao
Tr(®?) =a®> = 402+ P2 =0 (3.54)

possuindo trés graus de liberdade com valores reais condicionados a um vinculo, definindo

uma esfera bidimensional S? implicando na (3.53).

As solucoes associadas aos defeitos topolégicos do tipo
7T2(M0) 7é 0, (355)
sao solugoes de monopolo magnético da teoria.

3.2.1 Setor auto-dual

O setor auto-dual da teoria trata-se de um setor estatico, e como nosso interesse
consiste nas solugoes de monopolos magnéticos, isto é, apenas com campos magnéticos e

sem a presenca de campos elétricos, podemos impor
AO =0 e c%CI) = 8()14]C = 0, (356)

de modo que a energia do sistema fisico reduz a

1 1~
H= /d?’a: LFUFU +5Tr (D@D, ®)) + V (D) |, (3.57)
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e devido a representacao adjunta, isto é, ao fato do Higgs poder ser escrito na algebra,

podemos definir as quantidades

1 -
A = EkUFa Aa = (Dkq))a, (358)

tal que reescreveremos a energia na forma
H— /d3 [ (A2 4+ A2) + v ((I))] (3.59)

Como a teoria tem um invariante topolégico devido ao mapeamento homotopico do vacuo,
este tem uma representacao integral a qual vamos mostrar a partir do funcional de energia.
A expressao (3.59) difere do funcional (1.11) devido a presenca de um potencial, entretanto,
o potencial nesta teoria carrega a estrutura necessaria para a existéncia do invariante
topolégico da teoria. Tomamos entdo, o limite de Prasad-Sommerfield,'® este consiste
na constante de acoplamento A\ ir a zero, permitindo a obtencao do setor auto-dual ou
também chamado de equacdes de Bogolmonyi-Prasad-Sommerfield,'” tal que

lim V (@) = 0. (3.60)

A—0

Neste momento a energia passa a ter apenas termos cinéticos, assim é possivel manipular

o funcional a fim de obter

H = /d3 l (A+ A /d% AA] (3.61)
onde .
Note que ao definirmos a equagao
1
temos que a energia H serd
H = FQ, (3.64)
onde () é definida como sendo
1
Q= / &1 e Tt (Fyy Dy®), (3.65)

portanto, a escolha do sinal da equacao (3.63) implica no sinal da quantidade @, i.e.

1 1 A
1 1 _
o Chij Fj = —Dy®=Q= —§/d3x €kij 1T (Fé) <0 (3.66)

como consequéncia, a expressao (3.64) pode ser rescrita como

=1, (3.67)
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Portanto, a condi¢ao (3.63) estabelece a igualdade (3.67). Ao recuperar o potencial na
expressao (3.59) do limite A — 0, isto é, trabalhar com um potencial nao nulo e levando

em conta que V' > 0, temos que |@| serd o limitante inferior da energia, isto é
H> Q| (3.68)

onde este configura o valor minimo néo nulo da energia. Portanto a equagao (3.63) junto

com a identidade de Bianchi dada por
erijDiFij = 0, (3.69)
implicam as equagoes de Euler-Lagrange da teoria de Yang-Mills-Higgs (3.48), cujas

solugoes possuem energia dada por (3.68).

A quantidade @) é a representacao integral do invariante topoldgico da teoria, entao,
podemos verificar que sobre transformagdes homotodpicas esta quantidade é invariante, isto

é, aplicando variagoes suaves nos campos ® e Ay na expressao (3.65) temos que

/ &1 e T (5 Dy® + Fi0 D), (3.70)
sendo
erij0F; = 26 (0:0A; +ie [A;, 64;])
SD® = 00 +ie ([0A,, ]+ Ay, 60)), (3.71)
entao
5Q = —;eijk/d?’x'ﬁ((Q(@Dk(I)—i—ie[Ai,Dk(I)])—z'e[Ek,CD])éAj) -

1 3

Através das condigoes de contorno que fixam os campos na borda, os termos na superficie

se anulam restando apenas os seguintes termos
QR = — e,]k/d mTr((QD Dy® —ie | Fiy, ®])6A; )
5% / d%ﬁ(DkEj 5@). (3.73)

A invariancia 6¢) = 0, portanto é verificada sobre uma identidade e uma igualdade. O fato
de se ter
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garante que a expresséo

nao passa de uma simples igualdade. E a identidade associada a (3.73) ¢ a identidade de
Bianchi dada por (3.69) garantindo entao a invaridncia de @) sob transformacoes suaves
nos campos. E possivel verificar que a quantidade @ pode ser expressa como o winding
number do mapeamento (3.53).>° Podemos manipular a expressao (3.65) de maneira a
mostrar que a carga depende apenas das configuragoes dos campos no vacuo de Higgs

calculada sobre a borda de R?, isto ¢,
1 _
Q = 5 [ dweTe(Fy Di@) =

1 _
= 5 /RS dg.l' €kijakTI' (E](I))

1 —~
— Sew /S , 05T (F2). (3.76)
Note que a carga topoldgica pode ser vista como o fluxo do campo abeliano
Fij = @‘T\f (Fi;®) (3.77)
através da borda do espaco R3, portanto, esta é associada a uma carga magnética, através
da relagao
1
Qm = Q, (3.78)
||

com |®| = a. Devido ao mecanismo de quebra espontanea de simetria, os campos que
carregam a carga (3.78) sao os que sobrevivem ao vacuo de Higgs, isto é, os que estao

associados as simetrias restantes da teoria.

Assim temos que as equagdes definidas em (3.63) que levam ao minimo global da

energia ao serem substituidas na igualdade (3.75) resultam em
€ijk2D; D ® = x€;1€0mnDi Frnn = £2D,F; (3.79)
e em
ie€ijp | Fi, ] =F2ie [D;P, | (3.80)
levando a seguinte equacao
+2(D;F;j+ie [D;®, ®])=0. (3.81)
Substituindo (3.63) na identidade de Bianchi, tem-se que
Dy.Dy® = 0. (3.82)

As equagdes (3.81) e (3.82) sdo equagoes dindmicas da teoria (3.48) no setor estatico sob
o limite de Prasad-Sommerfield (A — 0). Portanto encontramos usando que (1.7) que o
setor auto-dual da teoria de Yang-Mills-Higgs na representacao adjunta é definido pelas
equagoes (3.63), sendo equagoes de primeira ordem nos campos fisicos Ay e ® com solugoes

que satisfazem Euler-Lagrange e com energia igual ao invariante topoldgico Q).
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3.2.2  Monopolo BPS

As solugbes que satisfazem (3.63), sdo solugdes com carga (3.65), caracterizando
solucoes de monopolos magnéticos, ja que a carga esta associada ao grau do mapeamento
72(5?). Deste modo, a solucio deve ser esférica e, entdao ao consideramos a simetria esférica
do problema supondo uma particula fixa na origem do sistema de coordenadas e constante
ao longo do tempo (estatica), podemos construir um ansétz esférico para resolver as
equagoes (3.63). Com o auxilio de uma ferramenta poderosa advinda dos grupos de Lie
que é o método de Lie apresentada no apéndice (C), que consiste em usar as simetrias
do problema de modo que a equagao diferencial parcial torne-se uma equacao diferencial
ordinéria, mostramos a construgao do ansétz esférico no apéndice (C.1), obtida por 't
Hooft e Polyakov?!® como uma solucao invariante sob a combinacdo da acdo das rotacoes

espaciais com a a¢do do grupo de simetria interno (grupo de gauge)
6ozjk/r'jak + Ta (383)

onde €4j57;0k s@o os geradores do grupo de rotagao no espago e T, os geradores do grupo
SU(2). Ou seja, estamos compensando as rotagoes na estrutura interna ocasionadas pelo
grupo de gauge SU(2) com as rotagoes espaciais, uma vez que as algebras destes grupos

sdo iguais, pode-se ser feito uma associagdo um para um dos geradores destas algebras.

Portanto, o ansétz esfericamente invariante para o campo de Higgs e para os campos
de gauge sera

r(l

@ = 5O
J
A = =5 (1= K(Q)), (3.84)

onde & = aer. Desta forma, levando em conta a definigao (2.5), temos

a

() = H I k() + TR e - HE)  (385)
By = M o)+ - Kg)), (3.86)

que, ao serem substituidas nas equagdes auto-duais (3.63) nos da

2
OakT — Tl ToTk

(EK'(S) 7 H(EK(E)) +

((K*=1)F (CH'(§) = H(€)) =0, (3.87)

erd erd

usando a linearidade das equacoes acima, obtemos
EH = H4(K*-1) (3.88)
(K" = +HK, (3.89)

sendo estas, as equagOes auto-duais resultantes da simetria esférica do problema. As

equagoes (3.89) possuem dois graus de liberdade H e K, sendo equagoes diferenciais
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ordinérias dependentes da variavel £, enquanto que o setor sem restrigdo de simetria (3.63)
possui nove graus de liberdade, sendo trés associados aos indices espaciais e, para cada
direcao espacial existem trés graus de liberdade na estrutura interna, sendo estes da algebra
de Lie. Desta forma, as condi¢es de contorno para os campos Af e & sao traduzidas

para os campos H (&) e K(&) da seguinte forma

Héf) — 0 e K()— 1, quando £ —»0
Hg) — 1l e K(&) —0 , quando & — oo, (3.90)

note que as condigoes para £ — 0 garantem uma solu¢do regular na origem, portanto
este monopolo magnético apresenta uma solugao regular. O comportamento monopolar
do ansétz (3.84) pode ser visto ao substituir as condigdes (3.90) na expressao do campo
magnético (3.86), de modo que o comportamento assintético do campo serd da forma
Coulombiana, i.e.,
By, ~ g Taly,, r— 00 (3.91)
onde
e = &, (3.92)

deste modo, o campo possui um fluxo constante no infinito espacial, além de assumir um
comportamento abeliano uma vez que este estd em apenas uma direcao na algebra de Lie,

sendo a dire¢ao dada pelo gerador

Pl =7-T. (3.93)

A energia desta solucao pode ser obtida substituindo o anséitz (3.84) na expressao
(3.67)

dma

Hues = 2| [ SRECHEOKOK©) + (€1 - HONL - K] -

e

= [T (M) - x| -
- (EE) - k|

e
As condigoes de contorno (3.90) em £ = 0 sdo condigoes que implicam na analiticidade

(3.94)

0

para as fungoes K () e H(&)/€ e, regularizam os campos B; e ® na origem. Deste modo, a

expressao (3.94) depende apenas das condigdes no infinito espacial, i.e.,

(1-K2) <H§)>w ‘ (3.95)

Portanto usando as condigoes no infinito espacial dadas na (3.90), tem-se

Hpps = —
e

4dma
HBPS — 7 (396)
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As equagoes auto-duais (3.89), representam o limite BPS da teoria e, com as condi¢oes

(3.90), possuem solugoes analiticas dadas por

H(E) = F(Ecoth§—1),

§
K() = Fonhe (3.97)
configurando a solugdo de monopolo magnético de menor energia dada por (3.96). A
escolha do sinal negativo nas equagoes (3.89) leva a solugbes (3.97) com o sinal positivo e
a escolha do sinal positivo nas equagoes (3.89) leva a solugoes (3.97) com o sinal negativo.
Note que as condigoes de contorno (3.90) estao associadas as solugoes (3.97) com o sinal

positivo.

3.2.3  Monopolo de 't Hooft-Polyakov

Como a solucdo BPS ¢é a solucao de menor energia desta teoria, ao recuperar o
potencial do Higgs do limite BPS voltamos com o funcional (3.57) e, substituindo o ansitz
nas equagoes de Euler-Lagrange (3.48) obtemos as equagdes diferenciais ordinarias nao

lineares
EK" = KH*>+ K(K*>-1)
A
EH" = 2K?H+ SH(H?-¢&). (3.98)
(&

As solugoes que satisfazem as equagOes acima sao solugoes de monopolos magnéticos,
chamados de monopolos de 't Hooft-Polyakov. Diferentemente das equagdes BPS (3.97),

as equagoes (3.98) nao possuem solugbes analiticas, entdo, sob a definigdo do parametro 3

A
=25, (3.99)
plotamos algumas das solugdes das equagoes (3.98) para os valores 8 = {0.46,0.61,0.76,0.91},

veja figura 1.
A energia das solugdes dos monopolos magnéticos de 't Hooft-Polyakov (A > 0),
sdo as que nao saturam a desigualdade (3.68), ou seja,

4
Hipp > Za- (3.100)

De maneira geral podemos ver que ao substituir o ansitz (3.84) no funcional (3.68), a

energia das solugoes de monopolos magnéticos da teoria sera dada por

H = 47;“ ‘§<2(§K')2 + (K2 =12 +2(HK)? + (€H' — H)* + i <H2 — 52) )
= Z“;“F(A) (3.101)

onde devido a (3.67) e a (3.100), a funcao F'(\) satisfaz a desigualdade

F\) > 1, (3.102)
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tendo valor minimo igual a 1 quando a solucao é a de BPS obtida a partir do limite A — 0.

! el !
0.8} ’ ——BPS K(¢) |
——BPS H(€) /¢
“r ,""';’ - ===Kp_p46(£)
o ER ----Hs04(€)/€ i
% ;'-" .............. B ill)
Sl F/R\N | Hoan©)/6 | ]
- .' “‘ """"" Kj—076(§)
‘2::-:\ ------ Hj—.76(€)/€
0.2+ ‘ W i () i
:“\"‘-\_‘ —— Hj9m(§)/€
0 \ ‘
0 5 10

Solugoes de monopolo de 't Hooft-Polyakov

15

Figura 1 — Solugbes numéricas das fungdes Kigp € Hipp que satisfazem as equacoes dina-

micas (3.98) usando 3% = %.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.3 Yang-Mills-Higgs modificada

Apresentamos a teoria de Yang-Mills-Higgs com a finalidade, antes mencionada,
de modificar o seu setor auto-dual e encontrar generalizagoes para as solugoes que o
satisfazem, sendo elas, as solugoes de monopolo magnético. A ideia é aplicar a modificacao
decompondo o invariante (3.65) da teoria de Yang-Mills-Higgs na forma (1.8) de modo
que a decomposicao nao altere a representacao integral do invariante topolégico. Usando

entdo os funcionais (3.58) e introduzindo a matriz k, temos que

1 -
.A/ Qekz]F k’abTb; .A/ = /{Zl;l1<Dk(I))aTb. (3103)

E de grande importancia notar que k é uma matriz que reside no produto das 4lgebras de
Lie do problema, ou seja,
k= kuyl, ®T, (3.104)

sendo T, os geradores da dlgebra. Sobre a mudanca (3.103), mantemos a carga topolégica
pois

~ 1 —
Q = / d's AA = 3 / ' ey Tr (FikaTy kg (De®)°T) (3.105)

e sendo

Tr (FgkanTh kg (De®)°Ta) = Fikaky, (Di®)* =

= F(Di2)" =
= Tr (Fi; Dy®), (3.106)
o integrando sera invariante
-1
Q = / Pr AX = / P ey Tt (Fyy D / &z AA = Q, (3.107)

no entanto, tem-se um novo setor auto-dual sob a mudanca (3.103), sendo
A =+ A (3.108)

ou seja

1
Sk Fika = £k (Di@)" (3.109)

Entao, definindo uma matriz h simétrica como na expressao (1.10), construimos o setor

auto-dual modificado .

2
de modo que, analogamente ao funcional (1.11), o funcional de energia associado ao setor
auto-dual (3.110) sera

—enijFihay, = (D ®)°, (3.110)

H— /d3 [ has FEF? + hab (Dx®)* (D) | (3.111)

LV
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lembrando que o tensor dos campos satisfaz a identidade de Bianchi. Note que o setor
auto-dual é estatico, portanto o funcional a ser trabalhado é a energia do sistema (3.111)

de modo que esta ¢ igual a carga topolodgica, i.e.,

= QI (3.112)

Além disso, como a energia é uma quantidade positiva, quando nao nula, a matriz h deve

ser positiva definida.

De maneira geral, podemos ter a agao

S = /d4

que descreve uma nova teoria de Yang-Mills-Higgs, pois esta, diferentemente da teoria

habF“ Rt g 2h (D, ®)" (D"®)"] (3.113)

usual (3.46), possui um acoplamento com um campo h. Ainda nao é claro e certo qual a
interpretacao fisica da matriz h, mas perceba que podemos associa-la a uma permeabili-

dade/permissividade que depende da posigao do espago.

A matriz traz grandes implicagOes para a teoria de gauge em questdo, a primeira é
a simplificacdo na obtencao dos campos via auto-dualidade. Sabemos que a auto-dualidade
ja providencia soluc¢oes das equagoes Euler-Lagrange de uma teoria fisica via equagoes
diferenciais de primeira ordem e, a introducao da matriz h, torna as equagoes auto-duais

em simples equagoes algébricas. Podemos ver que ao definir as matrizes:

1 1
=3 FUF) = BiBY: way = (Di®)(Dp®)’; 0w = 5eijk(chp) F;o (3.114)

podemos reescrever o setor auto-dual em termos de equacgoes matriciais; contraindo as

equagoes (3.110) com eZ]kF

1 1
~FlFhy, = izeka (D ®)°, (3.115)

9 gt
podemos substituir pelas matrizes (3.114) reescrevendo na forma

Taalhay = L0 ap- (3.116)
Impondo que 7 ¢ inversivel, temos que a matriz h é dada por

hab = :|:7‘ ad Odb- (3.117)

Se 7 nao for inversivel a matriz h sera indeterminada.

A matriz o carrega uma quantidade fundamental do sistema, a densidade de carga

topoldgica, expressada em termos dos auto-valores de o, isto é,

Q = /d xewk Dk /dSCL'TI' (3118)
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Através da equagao (3.117), podemos ver que conhecendo as solugoes dos campos
F;; e ®, a matriz h estd completamente determinada. No caso em que h é conhecida
e os campos nao, em vez de uma simples equagao algébrica, o setor auto-dual (3.116)
constituira um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem para os campos Ay
e . A necessidade de impor condi¢des sobre os campos, isto é, conhecer a forma seja
de h ou dos campos de gauge e Higgs para resolver completamente o setor modificado, é
consequéncia da existéncia de mais graus de liberdades do que vinculos. No caso usual
h =1, o setor auto-dual junto com a identidade de Bianchi sao suficientes para definir
completamente as solugoes, ja no caso modificado temos que os campos

1

2€kZ]Fa q)a’ haba (3119)

K

ao todo possuem 18 graus de liberdade, 9 graus associados ao tensor dos campos resultantes
das 3 componentes da algebra de Lie para cada componente espacial; 3 do campo de Higgs
na representacao adjunta e 6 da matriz h. No entanto, o setor auto-dual modificado vincula
9 graus de liberdade e a identidade de Bianchi vincula 3, resultando em um sistema fisico

com 18 graus de liberdade e 12 vinculos, deixando 6 variaveis livres.
As equagoes de Euler-Lagrange sao obtidas a partir de variagdes nos campos hgp,
A, e @, deste modo, considerando as variagoes
0F, = 0,0A,—0,0A,+ie([0A,, A | +[A,, 0A])
dD,® = ie[dA,, ]
Shot = —h_}6hahy (3.120)

tem-se

55 — /d4 [—(m prvags Ly

b, = Shaddhah g (D,®) (D'’ —

- ; oy (0,0 Ay +ie [5 A, AN F*P 4 hyy Fp, (00 A” +ie [0 A, A])]
N ; (iehy ([0A,, ®)*(D'®) +iehy (D,®)" ([64", @])")
+ ;[hab (D, 0®)" (D"®)’ + h;} (D, )" (D“é@)b]], (3.121)

separando os termos de variacao temos
1
§S = / d'z [ ( Spmaph 2h;a1h,jcl(Du<b)d(D“<D)c> Shay +
+ (D, F"™ +ie [®,D'®])"0AL + (D, D*P)" §d°
+ O (ha P %0 AL) + 0y (hey (D"®)" 60") ] : (3.122)

onde F,, = hop " T, e DO = h;bl (D#®)* Ty,. A ultima linha corresponde apenas aos

termos de superficie, portanto, fixados os campos nas bordas, estes termos nao contribuem
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para a dinamica do sistema, de forma que as equacoes de Euler-Lagrange para hq,, A, e ®

serao
Lpwepy lhflh*(D ®)4(DHd)*
4 nv 2 da '“be 2 )
D, (haF*™) = —ie ([®, D'®]),
D, (hg (D"®)*) = 0. (3.123)

O setor auto-dual modificado (3.110) define um setor estatico do sistema tendo a energia

como um invariante, e satisfaz automaticamente a equagao dinamica para hy, na condicao

onde as equagoes dinamicas sao

! 1

ZFZFZ = 2hc?a1h§cl(Dk‘I>)d<Dk‘I))c,
Dy (haFyy) = ie ([®, D),
Dy (hey (Dx®)") = 0. (3.125)

Todas as solucgoes que satisfazem as trés equagoes acima tem energia dada pelo funcional
(3.111). Note que as solugoes com energia diferente de zero possuem a mesma carga
topolodgica, portanto, a mesma carga magnética, uma vez que a carga magnética é dada

através da relagao (3.78)

A teoria descrita pelo funcional (3.113), nao sé possui simetria de Poincaré como, de
maneira mais geral, tem simetria conforme espacial, como verificado no apéndice (B). Tal
simetria é existente apenas devido a presenca dos campos h, esta possibilita a construgao de
uma infinidade de solugoes para a teoria e nos foi util na obtencao dos ansitze apresentados

nas proximas segoes.

Além do grupo de transformacoes espaciais, é importante verificar como os campos
h transformam sobre as transformacoes de gauge. Na representagao adjunta o tensor dos

campos e a derivada covariante do Higgs transformam sobre conjugacao

Ej — g Ej gila
Dy® — gD® g, (3.126)

sendo hg, um tensor de rank 2 na algebra de Lie, isto é,
h = huT, @ T, (3.127)
entao para cada um de seus indices a transformagao serd uma conjugacgao, ou seja,

9@ 9hg "t © g7t = haygTog™ @ gTrg ™" (3.128)
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garantindo que o setor auto-dual sera covariante de gauge, transformando sobre conjugacoes,
i.e.,

1
iekij adbc(g) E(;‘hab =4 adcb(g) (Dk(I))b (3129)

e uma vez que o funcional de energia (3.111) é obtido sobre o trago destas quantidades,

este permanece invariante sobre transformacoes de gauge.

Verificamos que as configuragoes descritas pelo funcional de energia (3.111) nao
sao completamente determinadas pela auto-dualidade e possuem infinitas solugoes, nos
garantindo liberdade na obtencao de solugoes. Além disso, a nova teoria possui um grupo de
simetria maior que a teoria de Yang-Mills-Higgs usual, devido a simetria do grupo conforme
espacial. Portanto, a nova teoria constitui uma teoria de Yang-Mills-Higgs generalizada, e
fazendo uso de suas simetrias e de sua liberdade na busca de soluc¢oes, fomos capazes de

encontrar duas familias de solugdes que serao apresentadas nas proximas segoes.

3.3.1 Solucao esférica

Uma vez construida a teoria modificada é interessante encontrar solugoes que a
satisfagam, com o intuito de desvendar as informagoes carregadas por ela, vamos comecgar
utilizando o que é conhecido, isto é, uma solugao estatica e pontual, fixada em um lugar do
espaco e invariante por rotacao, portanto, uma solugdo com simetria esférica e, como bem
sabemos este é o ansitz obtido por 't Hooft e Polyakov, o qual construimos na subsecao
(C.1), sendo as expressoes (3.84). Portanto, usando este ansitz somos levados as seguintes

expressoes para 7, 0 € w

ro = 2T R + LT (K(e) 1) (3.130)
rw = TR (HOK(E) + (1 K*(©)(H(€) — H©)(3131)
v = 2T e (©) + (e - () (3.132)

lembrando que £ = aer, onde a é o valor esperado do vacuo do Higgs, e a constante de
acoplamento e r a distdncia radial com relagao a origem. Assim podemos construir A em
termos das fungdes K (&) e H(£), sendo portanto
HOKE) |, o €H(O) - H(f)))_
(EK7(S)) (K£2(¢) —1)

Note que a matriz h dependera apenas de dois graus de liberdade e deste modo, podemos

hab == ((6ab - ’f'afb) (3133)

reescrever h como
hfab = é‘abf + (g - f)fafba (3134)

onde as fungbes f(£) e g(&) se relacionam com os campos de gauge e Higgs através da

(3.133), ou seja, as equagoes auto-duais, sendo

| HK _ EH'—H
=tgm ¢ 9= HE oy (3.135)

f
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Para fins praticos, é interessante diagonalizar a matriz h e encontrar a relagdo de

seus auto-valores com f(&) e g(§), sendo o trago e o determinante da matriz dados por

Tr(h) = 2 f(€) + 9(€), det(h) = f(£)*9(€) (3.136)

é facil ver que a matriz diagonal sera

hp = diag (f(£), f(£),9(£)) - (3.137)

Como h é uma matriz simétrica, a obtencao da matriz diagonal pode ser feita através da

conjugacao de uma matriz ortogonal, i.e.,
h=PhpPT, PPT =1 (3.138)

onde
Po—P3 71 (Fo+73)—(1—71 71)
\/2(1—(Prig+iria+iars))  \/2(1—(F1ia+717g+iafs))
Po(f1473)—(1—72 72)

>
—

_ F3—71 “
b= \/2(1—(Prig+iria+iars))  \/2(1—(F1ia+717g+iafs)) 2 (3.139)
71— P3(71+72)—(1—73 73) 7y

\/2(1—(f1f2+f1f3+f2f3)) \/2(1—(f1f2+f1’ﬁ3+f2f3))

Desta forma, concluimos que se h deve ser positiva definida, entao

f(€),9(6) >0, V€ €R.

Note que as matrizes (3.130), (3.132) e (3.134) comutam entre si, portanto, compartilham
o mesmo espaco de autovetores, ou seja, uma vez h diagonalizada as outras matrizes serao
simultaneamente diagonalizadas, e além disso, o funcional é invariante sob a¢ao desta

conjugacao. Sendo assim, podemos trabalhar apenas com a forma diagonal das matrizes

ry = g ding (€K, (6K, (K% 1)) (3.140)
wp = 621T4 diag ((H K)?, (H K)?, (¢H' - H)?), (3.141)
op = 621r4 diag (SK'KH, ¢K'KH, (1 - K*)(§H' — H)). (3.142)

Temos de forma explicita, a partir da matriz o (3.118), a densidade de carga topolégica

Tr(o) = “55 ;g ((1 — K?) ?) , (3.143)

entao, a carga topologica da solugao é

Q= /d%ﬁ(o—) - 47;“ l(1 — K2) (?)J (3.144)

note que a carga depende das condi¢des no infinito espacial, pois fazemos uso das condigoes

(3.90) na origem do espago a fim de se ter o campos regulares e, K (&) e H (&) analiticos na
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origem. Consequentemente, a carga magnética da solugao, que pode ser calculada através

da relagao (3.78), serd

O = Cj _4r l(l — K%) (H) ] (3.145)

Mantivemos as condigoes (3.90) na origem a fim de se ter a condigao de analiticidade para
as fungoes K (&) e H(&), ja as condigbes no infinito espacial, que na teoria usual (3.57)
eram estabelecidas para se ter energia finita, na teoria modificada (3.111) sao livres, pois
a presenca da matriz h pode regularizar divergéncias mantendo a energia constante. Note
que a energia constante é estabelecida por construgao através da auto-dualidade (3.112).
No entanto, a caracteristica monopolar ocorre devido ao comportamento assintético dos
campos (3.86), de modo que o campo magnético ganhe uma forma Coulombiana quando
o Higgs atinge uma configuragao constante, satisfazendo as condigoes (3.51). Atribuir
outros valores constantes para K., e Hy,, com H,, nao nulo a fim de se ter uma amplitude

constante para o campo de Higgs, faz com que a derivada covariante no infinito espacial

H r¢ H
Dy ~ () Dy () - () Koo (To — (7-T)7) ; r oo (3.146)
) Do) =) Bl )
nao se anule, implicando a nao existéncia de um grupo de estabilidade U(1) do Higgs no
infinito espacial. Portanto, para o Higgs ter amplitude constante e ser covariantemente

constante no infinito espacial deve-se manter as condigoes

H
() .y Ko =0, (3.147)
€/ o

implicando que a carga magnética abeliana (3.145) das solugoes esféricas da teoria modifi-

cada serda a mesma da teoria usual, i.e.,

Qm = — (3.148)

Podemos impor que o Higgs nao seja covariantemente constante no infinito espacial e
encontrar solugoes para tal condicao, mas nao é do nosso interesse uma vez que estariamos
nos distanciando da fisica inicial e trabalhando com um Higgs fora de sua configuracao

constante.

Estabelecemos completamente o espaco de solugoes simetricamente esféricas da
teoria modificada, uma vez que para construir uma dada configuracao de campos temos
dois caminhos: um é através da imposi¢do de comportamentos para H(§) e K(§) que,
automaticamente condiciona o comportamento da matriz A pela auto-dualidade nao sendo
necessario resolver equacoes diferenciais, e o segundo, trata-se do caminho inverso ao
primeiro, ou seja, através da definicdo do comportamento para h, neste caso a obtengao

de H(&) e K(§) ¢ feita através de equagoes diferenciais definidas pelo setor auto-dual.
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3.3.1.1 Uma motivacao para buscar solucoes

Podemos construir diversas solugoes para a nova teoria, isto €, como pode ser
visto nas equagoes (3.135), quaisquer que sejam as escolhas feitas para H(&) e K(§)
construimos uma matriz h ou qualquer que seja a escolha da matriz h podemos investigar
e possivelmente encontrar solugoes para H(§) e K(§). Tendo toda essa liberdade podemos
passar um longo tempo procurando por solugoes, explorando um quarto escuro que é o
conjunto infinito destas soluc¢oes, portanto, temos que usar a fisica como nossa lanterna a
fim de encontrar saidas as quais serao as solugoes de maior interesse. Portanto, usando
solugbes fora do limite de Prasad-Sommerfield, isto é, as solu¢oes nao BPS da teoria usual
que satisfazem as equagoes (3.98) e, langando mao da liberdade na construgdo da matriz h,
encontramos um setor auto-dual gerado por estas solucoes, em outras palavras, usaremos
a solugdo de uma teoria com um potencial (3.57) para construir uma teoria auto-dual

descrita pelo funcional de energia (3.111) sem a presenca de um potencial.

Tomando as solugoes das equagoes dindmicas de 't Hooft-Polyakov (3.98) Kiup e
Hiyp, por construgao, estas solugoes satisfazem uma teoria modificada na forma (3.111).
De modo que, através das equagoes auto-duais (3.135), podemos construir as fungoes f(&)

e g(&) que definem h, isto é,

HueKaw | &Hup— Hur (3.149)

€ g - ’
fKéHP (KtQHP - 1)

tal que a escolha do sinal negativo é devido a necessidade das componentes f e g serem

f=

positivas de forma que a matriz h seja positiva definida. A partir das solu¢gdes numéricas
mostradas na figura 1 construimos numericamente o perfil das fungoes f(&) e g(§) via
(3.149) plotando para os seguintes valores de § = {0.46,0.61,0.76,0.91}, veja figura 2,
onde  é dado na expressao (3.99). Note que os valores de contorno de f3 e gz diferem de
1 implicando que h das equacoes auto-duais que os monopolos de 't Hooft-Polyakov sera
diferente da identidade em todo o espaco, além disso, para um mesmo parametro 3, as
funcoes fs e g possuem o mesmo valor na origem. Podemos verificar analiticamente a
consisténcia dos valores de contorno das fungoes f e g obtidas numericamente (mostradas na
figura 2), através de perturbacoes nas equagoes (3.98). De fato, verificamos analiticamente
que no limite de & — 0, as fungoes (3.149) devem ser iguais, para isso devemos analisar as
equagoes (3.98) expandindo em torno da origem, portanto, expandindo as fungdes Kiyp e

Higp em torno da origem na forma

o0 H o0
Kugp =Y an,€"; ?P =3 b€, (3.150)
n=0 n=0

verificamos, ao substituir nas equagoes dindmicas de 't Hooft-Polyakov (3.98) que
Kyp = 14a+0 <§4) ;

T hgr s (2ah - )€ O(), (3.151)
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Plot das componentes de h (5 = {0.46,0.61,0.76,0.91})
T T T T T T T T T

BT
—BPS f(§) = g(§)
0.8L N — fB=0.46(&) )
n “ —Gp—0.46(§)
‘g’ o6l '\.‘l"-.___“‘ - - - fs=061(§) .
© "\"'- ; - - - gp=0.61(£)
s | vAON e Fizo75(6) l
VRN e gp=0.76(§)
‘\\ % === f3-0.91(§)
0.21 ‘\\ . - gp-0.91(£) G
0L | | | h‘"":":'f v AT DT : | |
2 4 6 3 10 12 14 16 18

Figura 2 — Solucao das fungoes (3.149) usando as solugoes numéricas 1 obtidas pela fungao
BVP5C do MATLAB usando 3% = i—é As fungoes BPS f, g estao associadas a
h =1, isto ¢, ao setor BPS da teoria usual de Yang-Mills-Higgs.

Fonte: Elaborada pelo autor.

note que nao fizemos uso das condigoes de contorno (3.90) na origem mas elas reapareceram
na expansao das fun¢des em torno da origem. Como ja mencionado, as condigoes em & = 0
estao associadas a condicao de analiticidade das fungoes, portanto, quando realizamos
a expansao (3.150) ja estamos considerando que as fungoes Kiyp e % sao analiticas
em torno da origem espacial implicando na obtencao das condi¢oes em torno de & = 0.
Substituindo as expansoes (3.151) nas expressoes (3.149) obtemos entao que fz e gz sdo

iguais na origem espacial, i.e.,

b b
_Zi; gs — ——= £ 0. (3.152)

%
I3 2 a?

O valor de b; depende das condi¢oes do comportamento das fungoes no infinito espacial.

Para analisar o comportamento assintético, realizamos perturbagoes em torno de &
grande, deste modo, usando as condigoes (3.90), perturbamos a fungdo H () em torno de
seu valor de contorno com uma fungao perturbagao «(§), isto é, H(§) = a(§) + &, onde
a(€) vai a zero quando £ vai a infinito, e para a fungao K (&) tratamos a prépria funcao
como o termo perturbativo, uma vez que que esta vai a zero no limite em que & vai a

infinito. Portanto substituindo as perturbagoes nas equagoes (3.98) e levando em conta os



Solu%éo modificada usalndo f({) =14+ (H()/K(E) e g(&) =1—(H(&)/E)
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Figura 3 — Gréfico da solugdo numérica de K (§) e H (&) obtidos usando as fungoes (3.160),
sendo BPS K (&) e BPS H (£ as solugdes BPS da teoria usual (3.97). O gréfico
foi obtido usando a funcao BVP5C do MATLAB.

Fonte: Elaborada pelo autor.

termos de maior contribui¢ao obtemos as equagoes
K'=K e d'==aq, (3.153)

resultando em equagoes diferenciais de segunda ordem lineares, cujas solugoes sao

\/ﬁ5

K(&) ~ Aexp(=&) e H(E) ~ Bexp <_e ) +&5 £ — o0, (3.154)

levando através das equagdes (3.135) os seguintes comportamentos assintéticos para f(§)

e g(§)

f§ = éBexp (—\/62_)\§> +1—>1
B(¥2¢ 4 1) V2
9(6) Fon20 1% <—eg> —0. (3.155)

Note que quanto maior for o acoplamento com o potencial na teoria de Yang-Mills-Higgs
mais rapido h atinge suas condi¢des de contorno na teoria modificada. Associado a isso,
temos uma intrigante observagao, a energia do sistema do monopolo de 't Hooft-Polyakov,

ou seja, da teoria usual (3.57), como bem vimos (3.100) depende de uma fungao de A:

4 a
Hup = —— F(V), (3.156)
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ja na teoria auto-dual modificada construida a partir das solu¢oes 't Hooft-Polyakov, tem

seguinte valor

4 a

Portanto na teoria descrita pela energia (3.111), com h construido pelas fungoes (3.149),

diferentes valores de A\ fornecem diferentes solugoes de campo possuindo a mesma energia.

F€) =1+ (H(E)/K(E) e g(§) =1 - (H(£)/)*

2 [ [ [ [
— f ()
1.5 —_g(£) -
W
o
[} 1¢
W
=
0.5 -
0 L S—— : L L |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4 — Gréfico de f(§) e g(§), componentes da matriz h, da teoria BPS modificada. O
grafico foi obtido usando a funcao BVP5C do MATLAB.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Inspirados no trabalho,?® nés definimos f e g em termos dos campos H e K
para explorar comportamentos de h, lembrando que, podemos tomar uma infinidade de

comportamentos para construir novas solugoes. Usando as seguintes condi¢des de contorno

para f(£) e g(¢)

fl&)—=1 e g —1, quando & —0 (3.158)
fl§)—1 e g(&) —0, quando & — oo, (3.159)

escolhemos as condicoes tal que na origem as equagodes auto-duais sdo as mesmas que no
caso BPS da teoria usual (h = I), e no infinito tomamos os valores de contorno para h

como sendo os mesmos obtidos na anélise (3.155). Portanto podemos construir f(£) e g(&)

f=1+ (?)K e g=1- (?) , (3.160)

na forma
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Solughes de Hi(g)/¢ o Eif) meands fL) =1+ (EEOEE) esd)= 1—(HE)/ee
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Figura 5 — Gréfico das solugoes numéricas K,(&) e H,(£) da teoria BPS modificada, sendo
BPS K(§) e BPS H(£) as solugoes BPS da teoria usual (3.97). O grafico foi
obtido usando a fungdo BVP5C do MATLAB.

Fonte: Elaborada pelo autor.

deste modo, para h ser positiva-definida devemos escolher o sinal negativo das equagoes

(3.135), isto é, as equagoes que devemos resolver serao

ool (b (e

Resolvendo numericamente as equagdes acima obtemos as solugoes para K (&) e H(§)
mostradas na figura 3, onde comparamos com as solugbes BPS K (&) e H({) da teoria
usual, sendo as solugoes (3.97). O comportamento de f(&) e g(§) definido na (3.160) pode
ser visto na figura 4. Note que as solugdes mostradas na figura 3 decaem mais rapidamente
do que as solugoes do monopolo BPS da teoria usual. Deste modo, podemos atribuir
parametros na definigao dos perfis f(£) e g(§) em busca de obter solugoes que se comparem

com as solugoes do monopolo de 't Hooft-Polyakov (figura 1). Entao, redefinimos a fungao

9(&) como ]
9a(§) =1 - <H§§>> : (3.162)

e mantemos f(£) como na definicdo em (3.160), de modo que as equagdes auto-duais a

serem resolvidas serao dadas por

oL (HN o (HY (0 (HNY e
= 1+<2’>K<5>K (7)=a(-(8) Jo-er e

Tal mudanca, com a > 0, contribui para o decaimento mais rapido de g(§) para 0, o que

leva a solu¢ado H,/¢ ir mais rapidamente para 1 do que a solu¢do BPS da teoria usual
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(veja figura 5). Quanto maior a, mais rapidamente H, /¢ atinge sua condi¢ao de contorno,
enquanto K,(§) mantém um comportamento similar para diferentes valores de a. Note
que na figura 6, usando as expressoes (3.163) para as fungoes f(€) e g(&), obtemos para
diferentes valores de a perfis muito proximos de um bom fit para a solugdo do monopolo 't
Hooft-Polyakov usando § = 10. Tal andlise pode ser feita usando outro valor de [ para as

solugoes de 't Hooft-Polyakov.

Solugbes de H(5)/& o Kig) meando fls) =1+ (H{g)/)K(g) e:gle) = 1—HE)/E)*

. Shabiei iy ~a~-pa— g m i pe— e AL L
iR —KEE) |
—HET(8)/€
ﬁ = 'Ku—?(g)
30.6 — -Hu—?(g)/g I
=8 N e K,—4(§)
j—i """" Hu—4(§)/£ B
:':f 0.4 ___K”_S(g)
i 13—3(6)/5
0.2 I
0 ' : : e
0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 6 — As fungoes K571 (€) e HYZT,(€) sdo solugoes das equagoes (3.98) usando 3 = 10,

e as fungoes K, (&) e H,(§) sao solugoes das equagoes (3.163), a teoria BPS
modificada. O grafico foi obtido usando a funcao BVP5C do MATLAB.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.3.2  Solucao toroidal

Exploramos a simetria esférica da teoria para encontrar novas soluc¢oes usando o
monopolo de 't Hooft-Polyakov como um guia, porém, como vimos, a teoria é muito mais
rica j& que ela possui simetria conforme espacial (B.5), de modo que se torna possivel
a construcao de uma familia de solucoes invariantes sobre as transformacoes conforme
espaciais via método de Lie. Neste caso, a escolha dos geradores no uso do método torna-se
mais complexa que o caso da simetria esférica, onde a algebra das rotacdes espaciais
(subgrupo do grupo conforme) é isomorfa ao grupo de gauge de maneira que as rotagoes
espaciais compensem as transformagoes de gauge do SU(2). Sendo assim, vamos fazer uso de
dois subgrupos U (1) pertencentes ao grupo conforme a fim de compensar as transformagoes
de gauge do U(1) gerado por T3 pertencente ao SU(2). Portanto, inspirados na obtencao

das solucoes conforme para o modelo de Skyrme auto-dual no artigo,® escolheremos o
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subgrupo composto pelas rotacoes no plano x5 e pela transformacao conforme especial

tal que

Oy = 110y — w20;

1

onde os geradores J¢, J, junto com d, compoe o sistema de coordenadas toroidais definidas
no apéndice (A). A escolha da rotacdo z1x2 ndo é especial, uma vez que podemos escolher
tanto as rotagoes x3z; ou roxs (estamos usando (xy, 29, r3) para representar as coordenadas
cartesianas a fim de nao causar confusdo com as coordenadas toroidais), o mesmo vale para
a escolha da transformagao conforme especial. No apéndice (C.2) construimos o ansétz
conforme verificando que o mesmo pode ser escrito como uma transformagao de gauge de

um potencial mais simples, dada por

i(ng §+n¢ ¢) T3
)

(3.165)

onde g (£, ¢) é elemento do grupo de gauge U(1). Em coordenadas toroidais, temos

Ai=ga;(2) 9‘1+23¢gg‘1; P=gP(2)g; com g=e

1 1
Ac=g (ac() = ZneT) g7t A= (a(z) = cneTy) g7 (3.166)

onde estamos sobre a escolha do gauge A, = 0, veja (A) para mais detalhes. Portanto a

fim de simplificacdo, vamos usar os campos transformados, isto é,

K>

a, = 0; ag = ag(2); ap = ay(2); o = (2), (3.167)

sujeitos as transformagoes de gauge do tipo (3.166), dependentes apenas da componente
z do sistema da coordenadas toroidais. Neste sistema de coordenadas, a coordenada z
fixa, com £ e ¢ livres descreve uma superficie toroidal, quando z toma os valores z =0 e
z = 1, estes correspondem ao infinito espacial com o eixo x3 das coordenadas cartesianas
e a um circulo de raio a no plano x;xs, respectivamente. Em z = 1, nao ha sentindo em
variar a coordenada &, pois apenas ¢ e z = 1 definem o circulo de raio a. Portanto, as
transformagoes de gauge (3.166) podem levar a campos plurivocos em z = 1, a fim de

evitar tal problema fazemos a imposi¢ao de que em z = 1 temos que ter
ac (1) = ¢ Ty ; ag (1) = cy Ty ; ® (1) = wy Ts, (3.168)

onde ¢, ¢4 € wy sdo constantes. A andlise em z = 0 nao ¢ diferente, note que z = 0 descreve
tanto o eixo x3 como o infinito espacial, isto é, z = 0 anexa o infinito ao espaco, de modo
que a regiao definida por z = 0 e £ livre define um circulo, onde nao ha contribuicao da
coordenada ¢. Desta forma, as transformacoes (3.166) serdo plurivocas também em z = 0.

Removemos essa patologia se impomos as condig¢oes

ag (0) = de Ty ; ag (0) = dy Ty ; ® (0) = wp Ts, (3.169)
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sendo dg, d, e wy constantes. Entretanto, as condi¢oes de unicidade (3.168) e (3.169)

~

somente sao necessarias para os campos transformados (A; e @), pois os campos a; e P

sao regulares e univocos em todo espaco sem quaisquer imposicao de restrigao.

Portanto, o ansdtz conforme sdo campos de gauge com simetria U(1) gerada por
T3, que devido as condigoes (3.168) e (3.169), constitui o grupo de estabilidade do campo
de Higgs nas regices z = 1 e z =0, i.e., H = U(1), tal que sendo g € H, onde g é da forma
(3.166), entao

P(2) = g ®(2) g = P(2), quando z=0,1. (3.170)

Entretanto, se o Higgs nao satisfaz as condigoes (3.168) e (3.169), implica que o H nao

serd o grupo de estabilidade do Higgs e o campo sera plurivoco em z =0¢e z = 1.

Da (3.165), obtemos um tensor dos campos também dependente apenas de z, ou
seja,

Fi=gfijz)g" (3.171)

tendo em coordenadas toroidais as componentes
fe=0.0ac;  fp=0.a6;  fep=rielag, ap]. (3.172)
A métrica no sistema de coordenadas toroidais é dada por
ds® = H? dz* + H{ d§* + H} d¢?, (3.173)
onde Hy, He e Hy sao os fatores de escalas dados por

1

=" . He=2Vi—z Hy ="z (3.174)
P2,/z(1-2) D P

onde p(z,£) =1 — /1 — zcos€. Devido aos fatores de escala, as componentes do campo

na forma vetorial diferem das componentes do campo quando este é escrito na forma de

uma 1-forma diferencial, i.e., seja A o campo fisico de interesse, entao
A= AgmdC™ ; A= Améem ;. sendo  Aem # Aem. (3.175)

Portanto, vamos expressar o campo magnético apenas em sua forma vetorial, enquanto
os campos de gauge e o tensor de campos estdo sendo escritos em termos de formas

diferenciais. O vetor campo magnético em coordenadas cartesianas é dado por
b = b1&) + byés + bsés, (3.176)

com as componentes escritas em termos do tensor dos campos

1
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No sistema Cartesiano, as componentes do vetor do campo sdo iguais as componentes de

1-forma do campo.

Através de uma transformagao de coordenadas do sistema Cartesiano para o sistema

toroidal, usando o apéndice(A), temos que o campo magnético serd
b= b.@. + by + beée (3.178)

com as componentes dadas por
1 ¢
bcj = 5 det <ax> HCJ Ecjclcm fclcm, (3179)

sendo ((1,(2,(3) = (2,&,0) e det (%) =2 12—2. Portanto, o campo magnético no ansitz

conforme é dado por

2 2
P 1 D 1
b = = =l == lac, ay];
@’ \J2(1-z) a? z2(1—2)
2 p? 2 p?
be = a—];\/l—zfquz—a—z\/l—zaz%;
2 p? 2 p?
b¢ = —az \/EfZEZTLQ \/Eazag. (3180)

Em z = 0 e z = 1 a componente b, poderia apresentar singularidades, entretanto, as
condigoes (3.168) e (3.169) implicam que fes(1) = fep(0) = 0, regularizando possiveis

problemas nas regides definidas por z =0e 2z = 1.

3.3.2.1 O setor auto-dual em coordenadas toroidais

As equagoes auto-duais (3.110) em coordenadas toroidais sao expressas da seguinte
forma .
G hab =1 77— (Der®)°. (3.181)

cp
onde H¢r sdo os fatores de escala do sistema de coordenadas toroidais e (3.174) n = £1.

A partir do anséitz (3.167), temos que o campo de Higgs tem suas derivadas

covariantes expressas pelas seguintes expressoes

Dzi’ = az&);
D§<i> = e {ag, &3} ;
Dy = ie|ay, @, (3.182)

Note que nas equagoes auto-duais (3.181), o campo magnético (3.180) tem um fator
quadrético em £, enquanto o lado direito carrega apenas uma dependéncia linear em p de
modo que a fim de manter a consisténcia do ansitz de que os campos dependam apenas

da coordenada toroidal z fazemos a defini¢ao

hzzb<z7 5) =

has(2), (3.183)
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permitindo que as equagoes auto-duais sejam reescritas com dependéncia apenas em z,
isto é,
a ~ ~
—bhay =1 —— (D ®)?, 3.184
P ¢pllab n HCP ( ¢r ) ( )

de forma explicita

e (lag, ag]) e = 52 /2(1—2)(@.3)"

z(1—2)

—2\/1—2(82%)“5@(, = nie\/ll__z([ag,{ﬁ])b;
2/ (0, ag)® hay = nie\}z ([as. 3])" (3.185)

Para a obtengdo de h através da forma matricial do setor auto-dual (3.117), temos

que as matrizes (3.114) no ansétz conforme sao dadas por

4

Tab = Za) [4Zf§fz§+4( )fzd)fzd) ( )f£¢f5¢]
1 ~
= 5 b (DB) :_253{ (D:8)"+ 12, (D:8)" + f2. (D)
2N ~ 1 - -
Wap = ZQ L (Dy®)" (D¢<1>)”+(1_Z> (De®)* (De®)" +
+4z(1—z2)(D.®)" (chf)b]. (3.186)

3.3.2.2 Uma nova analise para a carga topologica

O trago de o é a densidade de carga topoldgica (3.118), ou seja,
= /d?’;p Oaa ; (3187)

mostramos na se¢ao (3.2), analisando que a carga ) é um invariante sobre transformagoes
suaves (3.73) garantido pela identidade de Bianchi (3.69) e uma igualdade (3.75), no
entanto, ha mais um elemento necessario para a garantia do invariante, que ¢é a fixacao
das condi¢oes de contorno. Em nossa analise, a condi¢cao de que os campos sao fixados no
contorno foi feita ao fixar as variacoes no contorno de R?, sendo uma uma esfera S? de
raio infinito. Ao tratar da carga () em coordenadas toroidais, notamos que a invariancia
desta quantidade s6 é estabelecida se fixadas as condicoes nao na esfera que contorna R3
mas nos circulos definidos pelas coordenadas toroidais z = 0 e z = 1, isto é, da variacao

da carga topoldgica (3.72), temos que os termos de superficie sao

S = ;Ez‘jk / &’z 3kﬁ<(514¢ D;® + I 5@) (3.188)



63

que em coordenadas toroidais sao reescritos na forma
1 _
S = Semenet [ dz [ de [ a6 0T (Sace De® + fone 50) =

= [ [T e [T a0 T (e [as, @]~ b, 0, @] +2[ac, a,] 60) =

e 27 27 - 1
= 5 ) do Tr (Sag [ag, ®] = dag [ac, ®]+2[ag, ag] 5P) ;o (3189)
0 0
de modo que S se anula apenas se impormos que
dacm(0) = daem (1) =0 d®(0) = 6®(1) = 0. (3.190)

Reescrevendo a expressao integral da carga (3.187) em coordenadas toroidais de

fato verificamos a dependéncia da mesma em z =0e 2z = 1,

1 —~ i~
Qr = —ie47r2/ dz&zTr(@[ag,ad,D:
0

1

= —iednTr (@ [ag, ay)) . (3.191)

E, através das condigoes (3.168) e (3.169) obtemos que a carga topoldgica serd nula, isto é
. 2m. (& 1
Qr=iedrTr (2 [ag, ay])| =0. (3.192)

Entretanto, o fato da carga topoldgica ser trivial ndo é decorrente necessariamente das
condicoes de contorno impostas para satisfazer a unicidade dos campos. Ao fixar condigoes
para os campos em z = 0, para efeitos de topologia, denota que os campos estao definidos
em R3 U {oco} = S3, e como S? nio possui borda, consequentemente através do teorema

de Stokes abeliano, obtemos que
Qr = / & Tr (b D;@) = 0. (3.193)
s

Portanto, sem a condigdo de unicidade das transformacoes de gauge (3.166), o resultado

(3.193) leva a condigao

Tr (@ [ac, ag]) _ =Tr (® [ac, ay]) (3.194)

2=0 2=1"

Devido a nulidade da carga, consequentemente, da energia, a condi¢ao de que matriz h
seja positiva definida nao é mais necessaria, pois podemos verificar que, ao escrevermos
a carga somente em termos do campo magnético e da matriz h diagonalizada, portanto,

sendo h uma matriz real e simétrica, ha uma matriz M ortogonal tal que
h=MhpM"; MMT =T1; (hD)ab = Palab, (3.195)
através da auto-dualidade, podemos reescrever a carga topologica ()7 como sendo

Qr =1 / &’z (bi.’Mba)2 v*, (3.196)
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de forma que se QQr = 0, entao ha duas possibilidades para tal: a densidade de carga sera
nula, ou seja,

(My) =0 (3.197)

ou os autovalores de h nao possuem o mesmo sinal, implicando que na condicao de vacuo

podemos ter uma matriz h nao positiva definida.

Portanto, as solugoes nao triviais obtidas via ansétz conforme, constituem solugoes
de vacuo e, além disso, o fato da carga topologica ser nula nos leva a conclusao de
que as solugdes nao possuem carga magnética, nao configurando solugdes de monopolos
magnéticos. E natural a pergunta sobre quais sdo as solugdes néo triviais e se de fato,
elas existem, verificamos, pelo menos a existéncia de duas solugoes com comportamentos
distintos: A primeira delas configura uma solucao abeliana de campos de gauge e carrega
uma estrutura topoldgica nao trivial, entretanto, tal estrutura nao esta associada a carga
Q7 ou mesmo ligada a energia do sistema, mas estd associada a uma quantidade definida
como helicidade dos campos de gauge. Ja a segunda solucao, configura um comportamento

nao abeliano e diferentemente da primeira, nao carrega uma estrutura topoldgica aparente.

3.3.2.3 Solucao abeliana e um novo invariante

Construimos uma solu¢ao com campos de gauge que comutam entre si, na forma

1 1
ag(z) = = 1(2) Ts; ap(z) = — J(2) Ts. (3.198)
e e
Das equagoes auto-duais (3.110), verificamos que o fato dos campos de gauge comutarem

entre si implica em um campo de Higgs constante em todo o espaco, i.e.,
8.9 = 0. (3.199)

Entao, se considerarmos um campo de Higgs na forma

~

- 1
d=0"T, =~ 1T, (3.200)
e

ou com qualquer componente que nao seja T3 diferente de zero, as condigdes (3.168)
e (3.169) nao sao verificadas para o Higgs, implicando que o Higgs transformado serd
plurivoco em z =0 e z = 1 e o subgrupo cujo elemento é dado por g da transformagcao
(3.166) ndo mantém o Higgs invariante, isto é, ndo é um grupo de estabilidade do campo
de Higgs. Além disso, sendo o Higgs constante e na forma (3.200), temos as seguintes

relagoes de comutacao

=~ 1
{CL&, (I)} = 672](2:) (l/lTQ —I/QTl),
-~ 1
las, @] = 57 (T =) (3.201)
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que, através das equacoes auto-duais somos levados a conclusao de que os campos de

gauge nao serao constantes, de modo que I'(z) e J'(z) satisfazem as seguintes equagoes

diferenciais
!
21t
(Z> ha1 hso
I'(2) Vo 2
2z = —n=—=n=, (3.202)
J(2) ha1 hsa

e como os campos de gauge tem somente componente em T3, tem-se que
hss = 0. (3.203)

Das equagoes (3.202) tiramos uma relagdo de proporcionalidade entre duas componentes
da matriz h, sendo
Egg = )\/}\Lgl X A= —ﬁ, (3204)

Vo

e uma equacao diferencial vinculando as fungoes I(z) e J(z), sendo

2(1—2)J(2) J'(2) = =221(2) I'(2) (3.205)

Esta solucao satisfaz a auto-dualidade e configura uma solu¢ao de vacuo (energia

igual a zero), entretanto, a condi¢ao sobre os campos de gauge serem abelianos permite a

existéncia de um outro invariante topoldgico. Para compreender aparicao deste invariante

devemos visualizar que, como a solu¢ao tem comportamento ja fixado z = 0, entao a regiao

onde a solucao estd definida pode ser visualizada como uma 3-esfera S3, mergulhada em
R* descrita pela equacdo

Y+ s+ syl = a’ (3.206)

A 3-esfera é mapeada regularmente pelas coordenadas toroidais através das relagdes obtidas

no apéndice (A),

Y1 = a+/zcoso; Yo = a+/2z sin @

y3 = a1 —zsing; ys = a1 — z cos&. (3.207)
Desta forma, a métrica de S seré

dz*
ds* =a* | ———— + (1 — 2) d€? de? 2
s a<4z(1_z)—|—( z) d&” + z gb), (3.208)
com o elemento de volume dado por

3
AV = % dz dé do. (3.200)

Chamamos de Target Space ou Espaco-Alvo a regidao definida pela imagem dos

campos, entao como os campos fisicos desta teoria residem na algebra do SU(2) (isomorfa a
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uma 3-esfera), o espago-alvo é uma 3-esfera S3.. Deste modo notamos que o comportamento
da solugao tem muita similaridade com o ansétz conforme para a solucao de Skyrmions

2

da referéncia® e também com as solucdes de Hopfions da referéncia,?” entdo, de maneira

andloga as referéncias citadas definimos o espago-alvo S3 através da equagao
| Zy P+ | Zy P= 1. (3.210)

com os vetores complexos definidos em termos das coordenadas toroidais através das

relagoes

7y =1 —g(z)ei™¢; Zy=\/g(2) e ™%, 0<g<1, (3211)
sendo m; e my constantes. E possivel escrever os campos de gauge abelianos em termos
dos campos complexos Z, através da seguinte relagao

Ai = % (Z(I@,Za - azZ;r Z@) = ZZ(iazZa (3212)

que através da associacao
Ap =Tr (e, Ts) . (3.213)

temos uma relagao entre os campos de gauge obtidos pelo ansétz conforme e os vetores
complexos Z,. Entao através das expressoes (3.198), (3.212) e (3.213) obtemos as seguintes

relagoes entre as fungoes I, J e g
I(z) =mi (9(2) = 1) ; J(z) =mag(2), (3.214)

que vinculadas através da equagao (3.205) sob as condigoes (3.168) e (3.169) garantem

uma solucao analitica para g

2
miz

g(z) = i) (3.215)

Portanto, temos que os campos de gauge abelianos serao

21_ 2
A —0; A= mma(l=2) Ay = — 2= (3.216)

m3z+m3(1—2) m3z+m3(1—2)

O campo magnético associado aos campos de gauge A; pode ser calculado usando as

expressoes (3.180) e definindo B; = Tr (e b; T3), resultando entao nas expressoes

B, =~ A ; v=2 P 1 (3.217)

a [miz+m3(l—2z)|

Como B=V A ff, dizemos que os campos de gauge sao force-free?® por satisfazer a relacao
VAAx A (3.217). Usando e = a = 1 plotamos o comportamento do campo magnético
(3.217) sobre um torus definido por z = 0.3 usando diferentes valores para m; e ms, sendo

7,8 ¢ 9 Perceba que construimos um setor auto-dual cuja carga topolégica (associado a
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Figura 7 — Campo magnético (3.217) para m; = 1 e mg = 1, e para z = 0.3. As cores
denotam a intensidade do campo magnético

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 8 — Campo magnético (3.217) para m; = 10 e my = 1, e para z = 0.3. As cores
denotam a intensidade do campo magnético

Fonte: Elaborada pelo autor.

carga magnética) é nula, entretanto, as solugoes (3.216) possibilitam a existéncia de um
mapeamento nao trivial entre todo o espago S3 e o espago-alvo S3 definido pela relagio
(3.212), quantificado por um invariante que, do ponto de vista matemdtico, mede o nimero
de maneiras de mapear S® em S3. Este invariante ¢ dado pela representacao integral do

Invariante de Hopf?"
1

QH = m /33 dV €ijk .AZ aj Ak, (3.218)

no entanto, o invariante de Hopf estd associado ao mapeamento entre uma S® e uma S? e,
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0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

Figura 9 — Campo magnético (3.217) para m; = 1 e my = 10, e para z = 0.3. As cores
denotam a intensidade do campo magnético

Fonte: Elaborada pelo autor.

em nosso caso, o mapeamento de interesse estd sendo feito entre S? (espago fisico) e S5
(espago-alvo). Fisicamente, este invariante pode ser interpretado como sendo a helicidade
dos campos de gauge A% que devido a condicao de que os campos sdo estaticos é uma
quantidade constante no tempo. Portanto, calculando a helicidade da solugao (3.216),

temos

1 1 27 2T
Qu = 7o [ do [ ds [ do (A0 A — A A) =

1 1
3

= d 3.219
(my m) /0 iz rmi(l— 2 (3:219)

usando o seguinte resultado

1
1 1 1 1
d =— = 3.220
T | R e | M
temos entao que

Qu = mimy. (3.221)

A dependéncia direta do campo de gauge no calculo da helicidade (3.218) contribui para
que a mesma nao seja um invariante de gauge, de modo que sob as transformacoes de
gauge do tipo (3.166) a helicidade ¢ alterada na forma
1
Qy — Qu = - (ngmy —negmy) . (3.222)

Resumindo, temos como solugdo os campos de gauge (3.216), a matriz h dada por
1w hiz hag

1o hys  Ahis (3.223)
13 Ahis 0O

=
Il
> S0 S
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onde A é dado na (3.204), e hi3 determinado através das equagdes (3.202), sendo

vy iz mi(1-2)

hys = (3.224)

2 mq Mo ’

tendo as componentes Ell,ﬁlg e hgo livres. O campo de Higgs é constante, portanto é
completamente determinado quando impostas condi¢oes de contorno para demz=0e
z = 1 que nao sejam &)172 = 0. Pois as solug¢oes apenas foram encontradas em decorréncia
do campo de Higgs ser constante e escrito na forma (3.200) nao satisfazendo (3.168) e
(3.169), implicando entdo, que transformagdes de gauge do tipo (3.166) sdo patologicas
para a solucao, pois saem do grupo de estabilidade do Higgs levando para um campo de
Higgs plurivoco nas regioes z = 0 e z = 1. Se impormos um campo de Higgs univoco em
z=0ez =1, isto é, satisfazendo as condigdes (3.168) e (3.169), portanto sem componentes
&)172, tal que

B(0) = wy T: (1) = wy T, (3.225)

através das equagoes auto-duais (3.185) néo apenas o campo de Higgs deverd ser constante
devido a (3.185), mas também os campos de gauge, pois todos os campos fisicos estao na
direcao de T3. Verificamos também que nao ha vinculo entre as fung¢oes I e J como obtido

através da equagao (3.205), obtendo apenas as equagoes
2vV1—zI'(2) hgy = 0 — 2z J'(2) hyy = 0, (3.226)

implicando que a terceira linha (e coluna) da matriz h serd nula, i.e.,

~

(h3p) (p=1,2,3y = 0, (3.227)

e os termos restantes sao livres. Tal conclusao implica em uma matriz h nao inversivel e

nao diagonalizavel em todo o espago.

3.3.2.4 Solucao nao abeliana

A solugao nao abeliana é construida sobre as seguintes escolhas

1 1 ~ 1
ag = ng (2) Tn ; gy = EHQ (2) Tz ; ¢ = o Hy (2) Ty (3.228)

Sob as condigoes de unicidade (3.168) e (3.169) temos que os campos de gauge devem se

anular em z =0 e z = 1, ou seja,
e a funcao H3 do campo de Higgs satisfaz a condigao

Como os campos de gauge e campo de Higgs estao cada um em uma dire¢do na

algebra de Lie, usar a expressao matricial da auto-dualidade (3.117) para a determinagao
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da matriz h serd de grande facilidade. O tensor dos campos, usando as expressoes (3.228)

sera
1, 1 1,
fzgz ng (2) T1 ; f§¢= —ng(Z) HQ(Z)Tg X f<f>2’: _EH2 (Z) TQ,
(3.231)
entdo, a matriz 7 dada por (3.186) sera diagonal, isto é, sendo 7., = 7,04 tem-se
4 4 4
p AV _ p N2 . _ 1 p 2
T1:4ZW<H1) ) 7—2_4(1_2)62614 (HQ) 3 7_3_1—262a4 (Hng) .
(3.232)
Sendo a derivada covariante do Higgs dada por
~ 1 ~ 1 ~ 1
qu):gHg (Z) Tg X DE(I)ZEHI (Z) Hg (Z) T2 X D(bq):—gHQ (Z) Hg (Z) Tl,
(3.233)
entdo a matriz o dada por (3.186) também serd diagonal, isto é, sendo o, = 0404 tem-se
o ” o, o P o (3.234)

Portanto, a partir das (3.232) e (3.234) para 7 e o respectivamente, podemos usar a
auto-dualidade em sua forma matricial (3.117) nas regides onde 7 ¢ inversivel, logo, através
da (3.232) verificamos que 7 somente nao serd inversivel em z = 0 e z = 1, entdo para
0 espago restante obtemos uma matriz h diagonal, e sendo a redefinigdo de (3.183) com

~

hab = @a(z) 0ap, serda dada por

n HQHg n H1 H3 H{;’
s =2n2(1=2) H, H

- : = : 3.235

AT T 2T 502 H) (3:235)
Em z = 0 e z = 1 deveremos analisar as equagdes auto-duais (3.185) a fim de se ter os
valores de h. Caso quisermos utilizar o campo magnético em vez do tensor dos campos,
entao temos, para as expressoes (3.228), que as componentes toroidais do campo magnético

serao dadas por

p? 1

b, = _€a2 Z(l_z) H, (Z) Ho, (Z) T3;
2 p?
b€ = —E \/1—282H2 (Z) TQ;
2 p?

Portanto, podemos concluir que através das equagoes (3.235) hd uma liberdade
muito grande em construir solugdes que satisfazem tais equagoes, pois os autovalores de h
e as fungoes (H;)gi=1,2,33 constituem 6 graus de liberdade com apenas trés vinculos dados
pelas equagoes (3.235). Deste modo, podemos fazer imposi¢oes para o comportamento das

fungoes dos campos desde que sejam satisfeitas as condigoes (3.229) e (3.230), a fim de se
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ter campos univocos e os autovalores de h sejam constantes nao nulos, de modo que h seja

inversivel.

Um exemplo de solugao que satisfaz as condigoes (3.229) e (3.230), é tomar os

seguintes comportamentos para as funcoes H;
1, 2
H,=2(1-2)064; H3:w1+§z (1—32) ; a=1,2;  (3.237)

com [, constantes e

Wy = W1 + —=. (3238)

Desta forma a partir das equagoes (3.235), temos que os autovalores da matriz h serao

o — nBy (1= z) w +32% (1—2) (1—?)2);

253 (1-22)
B np Zwr+ 528 (1—%2)'
2= 95, 1-22) 7
21
_ 3.239
%= g (8.239)

para z # 0, 1. Através das equagoes auto-duais (3.235) verificamos que

p1(1) = ¢2(0) = 0 (3.240)

e v1(0), p2(1), p3(0) e ¢3(1) permanecem indeterminados e arbitrarios. A fim de se ter

uma solugao continua para h tomamos entao os seguintes valores para os autovalores

indeterminados
1 B2 wy n 51w 21
0) = : 1) =— o= 0) = 1) = . 3.241
©1(0) 55 2(1) 2 ¢3(0) = p3(1) 5, (3.241)
O campo magnético (3.236) das solugoes (3.237) sera dado por
P
b. = —751 Baz (1 —2)Ts;
229 T
bg = €a2 (1—22) 1_2/62T27
2p?
b¢ = ea2 (]_ -2 Z) \/_El T1 (3242)

A base do sistema de coordenadas toroidal nao é clara na visualizacao da soluc¢ao, pois
as componentes nao sao constantes em todo o espago, portanto, para entender melhor o

comportamento do campo (3.242), vamos usar a relacdo (A.8) do apéndice (A) e escrever
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o campo magnético em termos da base do sistema cartesiano, i.e.,
b = —% [251]9 (1-22) VZsingTi — 26 (1—22) \/2(1 - 2) cospsin€ Ty +

thiprz (1-2) (V=7 —z—cos&)coswg] ;

b= =, [—251]3(1_22)@005@_2@2 (1=22) \/3(1 = 2) singsing T, +

ea?

+51 522 (1 —2) (V1 —2z—cosf) sinngTg] ;

by = 6122[262 (1-22)V1I—2(V1—2—cosé) Ty + B1 Bz 2z (1 —2) Sinfﬂa]-
(3.243)

No infinito espacial (z =0, = 0), o fator p vai a zero, portanto, o campo magnético é
nulo,

b(z=0,6=0,¢) =0, (3.244)
j& no eixo x3 que ¢ representado em coordenadas toroidais por z = 0 e £ livre, temos apenas

a componente do campo magnético na direcao do eixo x3 regular dependente apenas de &

2

~a (1 — cos€&)? Ty . (3.245)

b(0,¢,¢) =
Em z =1, temos a contribui¢ao apenas da componente ¢ do campo magnético

b(1,€,¢) = 25 (sin ¢ €, — cos ¢ &) = Zf; &y. (3.246)

ea?

Note que a solucao é completamente regular em todo o espago sem nenhum tipo de
patologia, ainda que a matriz h nao seja inversivel nas regioes em z = 0 e z = 1, entretanto,
ainda nao é claro o que de fato este campo magnético representa fisicamente, sendo apenas
mais uma solugdo matematica. A solugdo encontrada é simples e serve como um exemplo
de solucao nao abeliana para o ansétz conforme, mostrando portanto o potencial do ansétz

em encontrar diversas solugoes de comportamentos distintos.
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4 CARGAS DINAMICAS

4.1 As cargas de Noether

As cargas dinamicas das teorias do eletromagnetismo sao bem conhecidas dos
conceitos das teorias classicas de campo. Sao quantidades conservadas obtidas a partir
da simetria de fase global da teoria usando o teorema de Noether.>® Tais cargas estao

associadas a equacao de continuidade
0,0, F" = 0,7 =0 (4.1)

obtida através das equacoes de Maxwell (2.9). Note que a identidade de Bianchi néao leva
a uma equagcao da continuidade, pois nao ha fontes de correntes a menos que seja imposta

solugoes singulares que violam tal identidade de forma a se ter
BVGMFW” = 0yJy, = 0. (4.2)
De modo que as quantidades conservadas sao as cargas
Qr = /d39€j0 = ;Emj/dsk Ey;
Qp = ;Ekij/dsk Fij. (4.3)
No eletromagnetismo, o tensor dos campos é invariante sob uma transformacao de gauge,
portante as cargas Qg e (g sdo invariantes de gauge. Para os campos de Yang-Mills, sobre

a mesma analise, o mesmo nao é observado, pois diretamente das equagoes de Yang-Mills
(2.43), temos

O, F" = —ie[A, F™|+J" =35 = 0,0,F" = 0,5’ = 0;
O, F" = —ie[A, F™] =35 = 8,0,F" =0,5% =0, (4.4)

E como o tensor dos campos é covariante sobre transformagoes de gauge (2.48), temos que

as cargas de Noether nao sao invariantes ou covariantes sobre tais transformacoes

Qo = Sews [ 45* 9(2) P57 (2) # Q. (15)

e o mesmo vale para ()p. Pois, no integrando, tem-se fatores do tipo g(z) dependentes da
posicao que influenciam na integragdo. Outra forma de se observar tal problema é a partir
das correntes j¥ e jr . note que sobre transformacoes de gauge elas mudam de forma local,
isto é, _

je”—>gje”g‘1+£[%gg‘l,gF“”g‘l], (4.6)
0 mesmo ocorre para j,,. O problema consiste em nao contabilizar a nao comutatividade

dos elementos durante a integracao na obtencao das cargas dinamicas, entretanto, em
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2011, L A. Ferreira e G. Luchini construiram as equacoes integrais das teorias de gauge
nao-abelianas lancando mao da generalizacao do teorema de Stokes para campos vetoriais
nao abelianos. A formulacao permitiu a obtencao das cargas dinamicas destas teorias,
cargas estas que nao compartilham do mesmo problema que as cargas de Noether e estao

associadas a conceitos de integrabilidade.

4.2 Equacoes integrais das teorias de gauge

Vimos que as cargas dinamicas das teorias de gauge nao abelianas quando obtidas
via Noether nao sao invariantes e covariantes de gauge, e em sua integracao nao carregam
a estrutura nao abeliana do grupo de simetria. Portanto, nao temos garantia sobre a

consisténcia ao associa-las as cargas dindmicas da teoria.

A inconsisténcia das cargas dinamicas das teorias nao abelianas foi esclarecida
com a implementacao do conceito de integrabilidade® garantida pelas equacoes integrais
da teoria com estruturas no espaco generalizado dos loops obtidas nas referéncias.”® A
partir desta secao apresentaremos a construcao das cargas dinamicas consistentes com
a teoria nao abeliana a fim de calcular as cargas das soluc¢oes da teoria modificada de
Yang-Mills-Higgs (3.3). Para isso vamos fazer uso do espago dos loops que é definido como o
espago dos mapeamentos de uma n-esfera S™ para o espaco fisico, isto é, um espago-tempo
de dimensao d, onde n < d. O espaco de loops mais simples construido sobre espago-tempo
de Minkowski, de dimensao quatro, consiste do espago cujos pontos correspondem a loops
S! no espaco-tempo, e caminhos fechados no espaco dos loops representam volumes no

espaco-tempo.

O conceito de integrabilidade em dimenstes mais baixas reside na conservacao dos

auto-valores do operador

Wr = Pexp ( —ie / dat A#(x)>. (4.7)
r
estabelecida através de uma equagao de curvatura nula, isto é,
F.,=0,A,—0,A,+ielA,, A ]=0, (4.8)

consequentemente, o operador (4.7) nao depende do caminho ao longo do espago-tempo,
tornando-se integravel. A generalizagdo do cédlculo do operador (4.7) para dimensdes

maiores que duas permite a obtengao das equagoes integrais de Yang-Mills.

A teoria de Yang-Mills foi construida como uma generalizagao do eletromagnetismo
tendo suas equagoes locais baseadas nas equagoes parciais de Maxwell. Para apresentar a
construgao das equagoes integrais de Yang-Mills, vamos introduzir as equacoes integrais
do eletromagnetismo via espaco dos loops encontrando a lei de conservacao garantida

por elas. De inicio, numa forma mais compacta, vamos lancar mao do teorema de Stokes
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generalizado,?! a fim de introduzir a notacdo que utilizaremos e apresentar as equacoes de
maneira compacta. O teorema de Stokes generalizado permite a generalizacao das equagoes
integrais de campos vetoriais na notacao de formas diferenciais, mantendo um formalismo

covariante para a teoria. O teorema de Stokes abeliano para uma 2-forma é dado por
/ B, dz" Ndx” = / OBy, dz* A dxt A dx”. (4.9)
b 1%

onde ¥ ¢ a borda do volume V de integracao, e B, ¢ uma 2-forma diferencial. Aplicamos
o teorema (4.9) para obter as equacoes integrais de Maxwell usando que a 2-forma B,,,
sera,

B,, = aF,, + BE,,, (4.10)

a e (3 constantes. Das equagoes locais de Maxwell (2.9) temos as relagoes

1 ~ 1
/z E(aF,W + BF,,)dx! N dx” = B/V gew,\gj" dz* A dz¥ A dx?. (4.11)

Estas sao o conjunto de equagoes integrais de Maxwell escritas numa forma compacta.
Restrigoes sobre a superficie ¥ e o volume V' vao recuperar as equagoes que conhecemos,
isto €, escolhendo V puramente espacial, apenas as componentes espaciais da 2-forma B,,,

(4.10) contribuem. Escrevendo em termos do tensor dos campos F),, e seu dual, temos
1 n i J 1 ko j k
/EE(QFM + fF;j)dx' N da? = 5/1)3'602']‘19] dx' A dxd A da®. (4.12)

com
Fij = €kij Lk Fij = €3 By, (4.13)

sendo os elementos de area e volume definidos por

1 . . 1 . .
dSy = repda’ A da’, dVol = —eoijn §° da' A da? A da*, (4.14)

Portanto, usando que €1 = 1, temos que

a/EB~dS+[3/EE-dS:BQ; (4.15)

onde @) é a carga dinamica do eletromagnetismo,

0= /V F2dVol. (4.16)

Note que a escolha de « e 8 designa papéis importantes nas interpretacoes destas equacgoes;
de modo que tomar @ = 1 e § = 0 recuperamos a conhecida lei de Gauss para o campo
magnético e, no caso em que a =0 e § = 1 obtemos a lei de Gauss para o campo elétrico.
Quando o volume V ¢ definido como sendo V = I x &, onde [ é um intervalo temporal e

S ¢ uma superficie espacial bidimensional aberta, entdao temos para 8 = 0 que

1 T
/EiFojdxo/\dxj —|—/E§Fijdx Adad =0, (4.17)
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para um instante no tempo, devemos tomar que o limite do intervalo entre os valores

extremos de [ vai a zero, recuperando a lei de Faraday da equagao (4.17)
/E-d7+/aoB-dS:0, (4.18)
¥ S
onde OS = . Finalmente, para a = 0, temos
/ iﬁ dx® A dx’ +/ i]:ﬂdgv’ Adr! = / ie ard" da® A dat A da? (4.19)
2l 52l " =y 310k |
que no limite do intervalo I ir a zero, recuperamos a lei de Ampere, isto é,

/B-cw:/j-ds+/aoE-ds. (4.20)
0 S S

Através da expressao (4.11), podemos obter a lei de conservagao para a carga
dindmica do eletromagnetismo, via uma simetria observada no espaco dos loops. A obtencao
é feita construindo uma hipersuperficie que escaneie o espaco-tempo ao longo do intervalo
temporal I € [0, 7. Para isso, é necessério fixar um ponto do espago-tempo como referéncia
de onde iniciara a integracao dos volumes e, nos extremos do intervalo temporal, tomamos
os volumes de duas esferas solidas que permitem a integracao ao longo das se¢des espaciais
nos respectivos instantes. Portanto, o escaneamento (apresentado na figura 10) é completo
quando anexamos os transportes temporais da superficie no infinito S% ao longo do
intervalo I e, do ponto de referéncia ao longo do intervalo. A uniao destas regides descreve

um hipercilindro H,. cujas tampas sao definidas pelas esferas sélidas

2 I x S2 Vi I x S2
Q R < < D
A N — — Iy \..._,_,__../
| — ]
t "
.1'@ __,.h’,\__‘___) -I'i;\-———-) T—_

Figura 10 — Escaneamento do hipercilindro H,. no espaco tempo sob um ponto de referéncia.
Os volumes V2 e VI correspondem as tampas do hipercilindro no instante
t =0et =T, respectivamente. As regidoes S7 e S2 representam o tubo do
hipercilindro. g é o ponto de referéncia do escaneamento.

Fonte: Elaborada pelo autor.

(Tampa inferior) = V2 =R t=0 (4.21)
(Tampa superior) = VI =R? t="T, (4.22)
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com tubo representado pelo produto cartesiano I x S2 . onde I é o intervalo temporal

o)
[0, 7] e S2 ¢ uma casca esférica de raio infinito, e pela regiao I x Sz, onde S§ representa
um esfera infinitesimal em torno do ponto de referéncia. Note, que a integragao sobre as
regides que definem V e 3 na expressao (4.11) ndo necessitam de ordenamento de caminho
ou mesmo dependem do ponto de referéncia, de modo que nao é necessario se preocupar
com a parametrizacao ao longo das superficies, consequéncia da propriedade abeliana
dos campos. Entao, neste caso, as integrais sao simplificadas. Sendo o espago dos loops o

espaco dos mapeamentos entre S* e o espaco-tempo M fixado um ponto de referéncia
Mloop = {Sl—>M| N,P—>$R€M} (423)

onde NP é o polo norte do loop S* que é mapeado em zp, este o ponto de referéncia
dos mapeamentos. Entdo, o escaneamento do hipercilindro (figura 10) que descreve o

espaco-tempo dentro do intervalo I, é representado no espago dos loops como sendo

VT

(Z x S3) L (T x 52%)

TR Yo

o0

Perceba que o hipercilindro descreve um caminho fechado no espacgo dos loops, isto é, o
hipercilindro ndo tem borda OH,. = 0. Desta forma, o lado esquerdo da equagao (4.11) que
é uma integragao sobre a borda se anula, restando apenas o lado direito que consiste do
calculo das fontes no hipercilindro. Portanto, aplicando o teorema de Stokes em todo o

espago-tempo caracterizado pelo hipercilindro H,. tem-se que
1 el “w v A
0 = /H gew,\aj drt Ndx” Ndx” =

_ / J0dVol — / J0dVol +
Tampa inferior Tampa superior

T L. 0o o
n / / j-det+//j~det. (4.24)
0 Jsz, T Jsz
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R

Figura 11 — Curva I' parametrizada pelo parametro o partindo de um ponto de referéncia
TR.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sao impostas as seguintes condigoes de contorno para os campos e correntes, de forma a

zerarem no infinito,

1 1
F oo~ j’JJNi‘
1224 T%Jraa T2+E’

d,e >0; T — 00, (4.25)

implicando que as integrais calculadas no tubo do hipercilindro zerem, isto é, a integral
calculada sobre a superficie S zera devido as condi¢oes de contorno impostas para os
campos e correntes e, a integral sobre a superficie S7 tem valor nulo uma vez que a
superficie S? tem raio infinitesimal, portanto

T - - 0 - -
/ 7-dSdt =0, / jodSdt =0 (4.26)
0 Js2 S8

T

o que leva a igualdade

/ 79dVol = / 79dVol, (4.27)
Tampa inferior

Tampa superior
ou seja (QQy—o = Q4—r, as cargas sao conservadas no tempo, estabelecendo entao, a lei de
conservagao para as cargas dinamicas. Perceba que a lei de conservacao é garantida pela
condicao de que OH,. = 0 e pelas condi¢oes de contorno da teoria. Além disso, a carga (Q é

invariante de gauge.

Para os campos de Yang-Mills, usamos a generalizagdo do teorema de Stokes (4.9),
que leva em conta a integracao dos campos nao abelianos. Vamos encontrar o teorema de
Stokes langando mao espago dos loops e de objetos consequentes da estrutura matematica
das teorias de gauge. A estrutura dos campos de gauge esta associada com a acao de
um grupo de simetria local no sistema fisico, garantindo a existéncia dos operadores de
Wilson (4.7), estes carregam toda a informagao que uma teoria de gauge possui, sendo
quantidades globais pois dependem de integracoes para serem obtidas. Um operador de
Wilson é definido através de uma equacao de transporte paralelo, isto €, seja um caminho
[’ mostrado na figura 11 parametrizado por o, definimos a equagao de transporte paralelo

de uma teoria de gauge nao abeliana como sendo

d dx*
—W4+ieA, W —=0 4.28
do el do ’ ( )
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onde o campo de gauge A, atua como uma conexao ao longo do percurso. A solucao da

equacao (4.28) é

= (—ie)" o 7 dxt dxtr
W:<HZ:0 = /Odal.../o A Ay (£(01))-- Ay (w(00)) G o | W, (4:20)
sob a escolha de Wy =1,
. c o dzt
W = Pexp —ze/o do A#(a:(a))dgl : (4.30)

Este informa, por exemplo, sob uma representacao do grupo, o quanto os campos de gauge
afetam ou interagem em um sistema fisico, portanto, se queremos saber como os campos
de gauge mudam ao longo de integragoes no espago-tempo, é esta quantidade que traz tal

informagao e possibilita a obtencao dos fluxos.

Sob um loop fechado parametrizado por o € [0,2 7| (figura 12), o operador (4.31)
é dado por

W=P o [T do' Ay(a(o') 2 4.31
= exp(—ze/o o M(iL‘(O’))dO_,>. (4.31)

o

Figura 12 — Curva I' parametrizada pelo parametro ¢ partindo de um ponto de referéncia
TR-

Fonte: Elaborada pelo autor.

O teorema de Stokes para 1-forma, relaciona o calculo sobre curvas com o célculo
sobre as superficies delimitadas por tais curvas. Sendo assim, a partir da equacao (4.28)
calculada ao longo do caminho fechado da figura 12 sobre o ponto de referéncia zg, é
possivel obter a equacgao de transporte paralelo ao longo da area ¥ delimitada por I', vista
na figura 13. A obtencao é feita variando ao longo de uma familia de curvas desde o ponto
xg até a curva I' (figura 14), computado na equagao (4.28) temos
i(VV’HSVV) - <ddW1>W = —le Wlal,Au(x)WC?u(Sx” —ie W’lAu(x)(SWdiu —

do o o do

—ie WA, (2)W <d§§u> . (4.32)
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Figura 14 — Variacoes ortogonais a curva
[ parametrizadas pelo para-
metro 7 partindo do ponto
de referéncia zp.

Figura 13 — Area ¥ delimitada pela
curva I'.

Fonte: Elaboradas pelo autor.

Tomamos que o parametro o ao longo do loop estd no intervalo [0, 27] entdo, as variagoes
no ponto de referéncia sao nulas, uma vez que este é constante, isto é, 0x(0) = dz(27) = 0,

de modo que ao integrar (4.32) ao longo do loop temos a quantidade

Wlsw :@e/ do WD, A, = 0,4, +ie [Ay, AW o2 (4.33)
0
E, usando que
F,.,=0,A, —0,A,+ielA,, A], (4.34)
temos que a expressao (4.33) pode ser reescrita como
27 dx?
SW = ieW/ do W, Wb (4.35)
0 o

A escolha da variagao pode ser definida de forma arbitraria, portanto, escolhido que o
pardmetro 7 parametriza as variacoes dos loops 6 = %57’, onde 7 = 0 caracteriza um loop
infinitesimal em torno do ponto de referéncia xz e 7 = 27 caracteriza o caminho I' inicial,

a relacdo (4.35) descreve a equagao de transporte paralelo ao longo de uma superficie

bidimensional J
d—W =WTy(F, A, T), (4.36)
-
onde a conexao é definida através da integracao sobre uma 2-forma,
o drt do?
Ton(F A7) =ie | do WE,Wo S (4.37)
0 do dr
Deste modo a quantidade W calculada via equagao (4.36) sera
. 2T 2T . d‘fL':U' dxl/
W = Pexp (26/0 [ drdo W R, W ) (4.38)

E interessante notar que equacao (4.36) é calculada sobre um caminho nos espagos dos

loops, pois a conexao Ty, € obtida via integracao sobre uma familia de loops parametrizada
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por 7. Deste modo, temos duas formas de calcular o operador de Wilson, uma através
de um caminho fechado unidimensional I (4.31) e outra pela superficie ¥ (4.38)(onde
0¥ =T), sendo as regides descritas na figura 13. Igualando (4.31) com (4.38), obtemos o
teorema de Stokes nao abeliano que descreve o fluxo para 1-forma, ou seja, que relaciona

o quadripotencial, A, com o tensor dos campos F),,

At
" do

2 27 dx/‘t dx
_ : -1
) = Pexp <ze/0 ; dr'de’ W F,,W— To7 g7 ) (4.39)

Pexp(—ie dUA
0

Para encontrar as equagoes de fluxo dos campos de Yang-Mills, isto é, as equagoes
integrais do tensor dos campos de Yang-Mills, temos que construir o teorema de Stokes
para uma 2-forma B,,. Define-se entao, a quantidade V' através do transporte paralelo ao

longo de uma superficie de forma anédloga a (4.36), ou seja,

ZZ VT (B, A7) =0, (4.40)

onde
dz* dx¥

do dr

Tor(B, A7) / do W1B,, W (4.41)

O teorema de Stokes para 1-forma (4.39) foi obtido através da integragao do operador
de Wilson ao longo de uma curva (4.30) e, ao longo de uma superficie bidimensional (4.38).
De forma andloga, podemos obter a quantidade V' a partir da equacao (4.40) integrando
ao longo de uma superficie fechada, que delimita o volume V), isto é, > = 9V e também,
através da integracao ao longo do volume V. Portanto, a partir da equacao ao sobre uma
superficie fechada (4.40), aplicamos variagoes ao longo de uma familia de superficies como
mostrado na figura 15, partindo de uma superficie infinitesimal em torno de zr até a
superficie X, de forma que a variagao destas superficies descrevam o volume V. A variagao

pode ser descrita através de um parametro ¢, tal que M(§) é uma familia de superficies,

Figura 15 — Variacao de superficies fechadas parametrizadas por £ escaneando um volume
V, iniciando no ponto de referéncia xr e atingindo a superficie 3.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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sendo o intervalo £ € [0, 2], tal que M(0) = g e M(27) = 0V. Deste modo, através das
variacoes de superficies que escaneiam ) e sdo parametrizadas por &, obtemos a equacao

de transporte paralelo para o operador V' ao longo do volume V dada por

av

2 1 B
e ( [ vV )v =0, (4.42)

onde

27 da* da da
K= do W-YD,B,, + D,B,, + D, B, )W ——"_
o 4o W (DB & DB+ Dy B )W 2+

n / " / do'do l (), F%(o") —Bg&(a')] x (4.43)

 dz? dev , dz* . dxv, dx*
<) o) (S 0) ) - S0 )

com a notacao BZ‘; denotando a conjugacdo W'B,, W, tendo esta grande significado
fisico, uma vez que ela esta associada ao transporte das formas diferenciais ao longo do

espaco-tempo. A demonstracio completa desta equacao pode ser vista na referéncia.”

Portanto, as equagoes (4.40) e (4.42) estabelecem duas maneiras de se calcular o

operador V', resultando na igualdade

1 dzt dx” A 1
P exp / drdo W' B, W == | = Pexp /V drde VKV, (4.44)

Esta relagdo trata-se do teorema de Stokes nao abeliano para 2-formas.

No eletromagnetismo, obtemos as equagoes integrais definindo uma 2-forma (4.10)
e substituindo no teorema de Stokes abeliano, da mesma forma, obtém-se as equagoes

integrais de Yang-Mills tomando a 2-forma B,,, como sendo
B, =ie (aF,, + BF.) (4.45)

e substituindo na expressao (4.44). Entao, fazendo uso das equagoes locais de Yang-Mills

(2.43) chegamos nas equagoes integrais

H ~
P exp (ie / drdo aFW +5FW] (ff Ciix ) = Pexp </ drd¢ VICYMV_1>, (4.46)
b v
onde
2 d:v“ dx? da?
Kyy = ie do W~ E;U/AO’B] da d7d7§_

—e /2”/ do'do [OﬁFZX(O’)—i—ﬁF}YZ(U)’ (1_CY)F;/K(OJ) _BF’K(U,)] «

, dx do” , dz*, ,  dz¥, di*, ,
< ) o) (0 ) - o) @)

(4.47)
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Estas sao as equagoes integrais de Yang-Mills, onde podem ser utilizadas para qualquer
campo de gauge nao abeliano, basta definir quais campos fisicos serao a 2-forma B, e as
equacoes locais as quais satisfazem. Além disso, ndo se tem uma clareza a respeito das
constantes v e 3 assim como se tem no caso eletromagnético, entretanto, foi verificado®?

que as equagoes integrais sao satisfeitas para quaisquer valores destas constantes.

Note que, as equacoes integrais obtidas via teorema de Stokes nao abeliano sao
muito mais robustas e complicadas quando comparadas com as expressoes de fluxo obtidas
via Noether (4.3), isso decorre do teorema de Stokes nao abeliano relacionar exponenciais
de caminho ordenado, consequéncia da acao de um grupo de Lie nao abeliano. Portanto, é
necessario cuidado ao trabalhar com campos nao abelianos, uma vez que temos que levar

em conta a a¢ao do grupo ao variarmos o campo no espago-tempo.

4.2.1 Lei de conservacao

Agora que temos as equagoes integrais para os campos nao abelianos, podemos
verificar a lei de conservagao para suas cargas dinamicas a partir do espago dos loops
assim como fizemos para o eletromagnetismo, onde mapeamos o espago-tempo com um
hipercilindro (figura 10). De inicio, lembremos que o hipercilindro H.. é fechado, ou seja,
nao possui borda OH,. = 0, portanto, o lado esquerdo das equagoes (4.46) que envolve o

calculo na borda do volume deve ser trivial, i.e.,
I=7Pexp ( / drde vzcv—1> =V (H.). (4.48)
He
Podemos quebrar a integragao no hipercilindro em quatro partes: sendo as tampas

(Tampa inferior) = V. = R?, t=0 (4.49)
(Tampa superior) = VI = R t="T (4.50)

e as laterais do cilindro

Qe = Ix852 (4.51)
Q = IxS? (4.52)

onde €, é a regiao que define propagacao de uma esfera com raio infinito ao longo de
t=0atét="1"T ey a propagacao de uma esfera com raio infinitesimal centrada no ponto
de referéncia xg, ao longo de t =T até t = 0. De modo que, fixado o ponto de referéncia

TR, a integragao ¢ realizada na seguinte orientacao no espaco dos loops
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VT

o0

TR VO

Levando em conta o ordenamento de caminho, e a quebra da regiao H. em quatro partes,

podemos decompor V(H.) na forma
V(He) =V Q) VT (V) Vi) V(Ve) = L (4.53)

A inversdo do operador V' deve-se ao fato de que integracao estd sendo feita na orientacao
oposta, ou seja, na contracao da superficie infinita que delimita o volume até o ponto de

referéncia zp.

Note que a integragdo comeca e termina no mesmo ponto de referéncia xg situado
no instante ¢t = 0, de modo que ambos os calculos das tampas sao feitos usando o mesmo
ponto de referéncia xzr no mesmo instante temporal, portanto, para obter efetivamente a
quantidade associada a tampa superior é necessario transportar o ponto de referéncia xg

para o instante t = T'.

Analogamente ao que foi feito no caso eletromagnético, fazemos imposicoes de

condigoes de contorno aos campos de modo a zerarem no infinito, i.e.,

1 1
o ,
o

F,

MVN@; 5,€>0; T — 00, (454)

implicando que o calculo no tubo do cilindro €2, realizado sobre uma esfera no infinito leva
a um fluxo trivial, isto é, V(Q.) = I e, o célculo sobre a superficie V% resulta também
em um fluxo trivial V/(VI) = I devido ao fato de que este é feito sobre uma esfera de raio

infinitesimal. Portanto, obtemos da expressao (4.53) que
V(Ve) =V, (4.55)
como ambos sao calculados sobre o mesmo ponto de referéncia, isto é,

V(Vor 77 ") = V(Vaer 75 ), (4.56)
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torna-se interessante a analise das quantidades nos respectivos instantes de tempo no
ponto de referéncia x g, sendo necessario o transporte paralelo ao longo do tempo, a fim de
obter a quantidade V (VL , z=T). Portanto a evolucio temporal que leva (xg,t = 0) para
(xgr,t =T) é feita através da conjugacao do operador de Wilson, uma vez que os termos
dos integrandos envolvidos nas equagoes integrais sao transportados pelo espago através

de conjugacoes do operador de Wilson. Entao,

V(Ve, o 1) = W (a%h = ap)V(Ve, o )W (@) — ) (4.57)
substituindo na (4.56), obtemos que

VVL 2h) = W (ah — 2R VYV, 250 W (2% — 2h), (4.58)

Como V' é uma quantidade integral obtida através das equacoes dindmicas da teoria, entao,
trata-se de uma quantidade dindmica, e através da evolugao iso-espectral (4.58) conclui-se
que os autovalores de V sao conservados no tempo, o que leva a associacao de que as

cargas dinamicas conservadas das teorias de gauge nao abelianas sao os autovalores de V.

4.2.2 Invaridncia de gauge

Mostramos que os autovalores de V' obtidos através das equagoes (4.46) sdo quan-
tidades dindmicas conservadas no tempo. Além disso, estes autovalores também sao
invariantes de gauge, uma vez que sobre uma transformacao de gauge, V' ¢é covariante de

gauge. Para mostrar tal resultando, usemos a equagao (4.28) aplicando a transformagao

_ 1 _
Au(r) = g(z) Au() g 1($)+g<9u9(ﬂf)g ) (4.59)
obtemos
d y . -1 /@ . —1 /@ _
W +ieg(n) Au@) g @)W ES — dg() g7 (@)W S =0 (4.60)
entao,

)3 (57 @) i g(e) Au(e) g™ () 7S

comparando com a (4.28) podemos notar que a menos de um fator constante g(zg) os

(4.61)

elementos g1 (z)W’ e W sdo iguais, isto &,
g () W glwo) = W. (4.62)

Concluimos que, sob agao local do grupo g(x) que leva a uma transformacao de gauge, o

operador de Wilson transforma na forma
W’ = g(x) W g~ (wo). (4.63)
Sendo B, =1ie (aFW + ﬁﬁul,), temos que

B,uu - g(oco) Bw/ gil(xo) (4'64)
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entao a conexao na equagao (4.40) deve transformar na forma

TQW(B7A7T) — g(l'()) TQW(B7A7T) g_1<l’0) (465)
portanto,
av’ , A ,
dr - Vg(l'o) TZW(B7A77—)9 (1‘0) = O, (466)

levando a conclusao de que V' de fato deve ser covariante de gauge, isto é,
V' = g(0) Vg~ (20), (4.67)

implicando que o Tr (V') é uma quantidade invariante de gauge.

Portanto, os autovalores de V' sao quantidades globais dinamicamente conservadas
e invariantes de gauge, as quais, consistentemente, sao atribuidas a interpretacao de cargas
dindmicas para as teorias de gauge nao abelianas evitando irregularidades fisicas as quais
as cargas obtidas via Noether carregam. Faremos uso das equagoes integrais (4.46) para
estudar as cargas dindmicas das solugoes da teoria de Yang-Mills-Higgs modificada (3.111)

com o intuito de obter informagoes sobre propriedades globais de tais solugoes.
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5 CARGAS DINAMICAS DE SOLUCOES DA TEORIA YANG-MILLS-HIGGS
MODIFICADA

No capitulo sobre auto-dualidade construimos uma teoria de Yang-Mills-Higgs
generalizada a qual denominamos como teoria de Yang-Mills-Higgs modificada (5). Desta
teoria construimos dois ansdtzes que proporcionaram solugdoes com comportamentos
distintos, sendo o anséitz esférico e o ansitz toroidal, o primeiro caracterizando solugoes
monopolares, enquanto o segundo devido a carga magnética nula nao caracteriza um
monopolo. Portanto, a fim de investigar possiveis quantidades globais dessas solugoes,
vamos calcular suas cargas dindmicas fazendo uso das equagoes integrais de Yang-Mills

apresentadas no capitulo (4).

5.1 Carga das solucdes esféricas

A simetria esférica da teoria modificada (3.111) permite a construcao do ansétz de

't Hooft-Polyakov (3.84), tendo portanto, o campo magnético

Br =~ ey TR e e)) (5.1)

ert ert

e devido as condigbes de energia finita (3.90), assume um comportamento Coulombiano

no infinito assintético, tomando uma forma abeliana, i.e.,

— A-T
~ = T, r — 00. (5.2)

er?
As cargas dinamicas dessa solugao sao os autovalores da holonomia obtida sob a 2-forma da

teoria, em outras palavras, sao os autovalores do fluxo nao abeliano do campo magnético,

V = Peice Lo F]Vg%%dadf _ 75ej'vdrdg VICV—1’ (5.3)
sendo
o o dx™ d J
K = a(l—a)eé /f/o do'do [ F}f (o), FY\(o")] dfj/ (d)%(@ x

k n k n
" (dx dx B dx dx ) (5.4)

/ /

—(0)—(o —(0)— (o
() ) = ) @)
Note que fizemos uso das equagdes integrais (4.46) tomando 5 = 0. Tal escolha é feita
pois estamos interessados em obter as cargas dinamicas associadas a 2-forma F;j, isto ¢, o

fluxo nao abeliano do campo magnético. Vamos nos concentrar na integral

w de? de”

s M do dr

Qo) = do drt (5.5)

sendo este o termo de primeira ordem em « da quantidade V' obtida através da integragao

sobre uma superficie. O campo (5.1) estd definido em todo R3, portanto, o fluxo nao
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abeliano do campo ocorre numa superficie esférica bidimensional de raio infinito S2 , nesta
regidao o campo magnético assume a forma (5.2). Portanto, sendo & = S2 e definindo a

parametrizacao da superficie em termos das coordenadas esféricas, o = 0 e 7 = ¢, temos

que
dz* dx”
O = Fy, = B, (5.6)
entao,
2r 7w 1 2r
Qo= [ [ B siwodvds =~ [T [T W ¢ T) W simodods.  (57)
o Jo e Jo Jo

A quantidade 7 - T na expressao (5.2), assim como definimos na se¢ao (2.3) pode ser

interpretada como uma carga magnética associada a um campo Coulombiano, i.e.,

G

B = B T gm
r

[

P, (5.8)

sendo uma quantidade covariantemente constante, isto é, ao aplicar a derivada covariante

na carga

DiGm = OkGm +ie [Arx, G, (5.9)
sendo Ay dado pelo ansétz (3.84), temos

0 (Gn) = — (Ti— (- T)7); A Gl = o (-G D)), (510)
entao

DyGy, = 0. (5.11)

Sendo assim, a carga magnética pode ser escrita como uma conjugacao de operadores de
Wilson, ou seja,

G =WGEW ™, (5.12)

onde G ¢ escolhida como sendo calculada sobre um ponto fixo de referéncia, de modo

que a expressao

1
GR = —rr- T (5.13)

seja constante. A conjugacao dos operadores de Wilson realizam o transporte da carga
ao longo da superficie, resultando na expressao (5.12). Portanto a integral (5.7) pode ser

resolvida de forma simples tendo o seguinte resultado
Q(a) = 471'9’51 (514)

O comportamento assintotico do campo é abeliano, implicando que a obtencao da quanti-

dade (5.3) sobre a superficie ndo dependa do ordenamento de caminho, i.e.,

V:PeieaQ(a> :ei47reagfl7 (515)
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e ao tomar o = 1, a integral sobre o volume se anula, pois I = 0, levando entao a uma

condicao de quantizagao para a carga magnética
eidmedn — . (5.16)

Nossa construgao de solugoes esféricas para a teoria modificada mantém a mesma carga
magnética da teoria usual de Yang-Mills-Higgs,?3 pois ambas sdo construidas sob o mesmo

ansitz e condigoes de contorno (3.90).

A presenca da matriz h na teoria generalizada de Yang-Mills-Higgs permite solugoes
com diferentes condigdes de contorno para a fungdo K do ansitz (3.84), mas como
mencionado na segao (3.3), impor outras condigoes para K implica em remover o Higgs de
uma configuracao covariantemente constante no infinito espacial, saindo da fisica inicial
do problema. Além disso nao sao arbitrarias as condi¢oes de contorno que levam a uma
carga magnética covariantemente constante, isto ¢é, seja a expressao do campo magnético

assintdtico na forma

5T

WQ@-KQ?; r — 00, (5.17)

de modo que a carga magnética seja dada por

%f:iu—Kiﬁnﬂ (5.18)

entao, a derivada covariante da carga sera

m%—lofﬁﬂ@@fﬁfwy (5.19)

er
implicando que hé apenas trés valores de condi¢des de contorno para K que levam a
uma derivada covariante nula, sendo eles: K, = 0 (esta sendo a condigao usual (3.90)) e,
K., = £1, onde a tltima aniquila a forma Coulombiana do campo, pois ao substituir na
(5.17) verificamos que o campo assintético serd nulo, nos levando a conclusao de que o

campo cai mais rapidamente que 1/r%

5.2 Carga das solucoes toroidais

Construimos um anséitz conforme (3.167) na se¢do (3.3) com simetria toroidal, com
campos fixados em z = 0 que constitui a regiao compreendida pelo eixo x3 e o infinito
espacial. O fato de fixar os campos no infinito espacial permite a interpretacao das solugoes
estarem definidas nao em R3, mas em uma 3-esfera S3, sendo assim, a carga topoldgica
da teoria (3.193) é nula consequéncia da aplicacdo do teorema de Stokes abeliano em
uma superficie fechada (i.e. sem borda), portanto, com o mesmo argumento, ao aplicar o
teorema de Stokes nao abeliano para essas solucoes em busca do fluxo da 2-forma Fj;, ou
seja,

V = Peica foy B S Srdodr _ p [, drde vV (5.20)
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o fato de se ter ¥V = 83, implica que 9V = 0, entdo
[ = Pelydrde VKV (5.21)

onde K é dado por (5.4). A priori, podemos pensar que para as solugoes toroidais também
ha uma condicao de quantizacao devido a presenca da identidade ao lado esquerdo da
equacao, no entanto, podemos ver que, fazendo uso da simetria entre as variaveis de

integracao o e ¢’ e reescrevendo K como

d d
Wy W} : (5.22)

_ _ 2 18V add
K=a(l—a)e [W dT’W i

devido a presenca de av uma constante livre, a igualdade (5.21) s6 sera satisfeita se

& daw AW
[ e [Tarv wr S wr S Ly —o (5.23)
& T dr d,O

implicando que a igualdade (5.21) é trivial, isto é, ndo ha fluxo dos campos em S3. Uma
condicao de quantizagao somente existird se o nao for livre e, como mencionado na

referéncia,*

uma condi¢ao como esta pode, talvez, surgir em niveis quanticos. De maneira
geral, podemos concluir que de fato, o ansédtz conforme nao gera solugdes monopolares,

uma vez que tanto a carga topoldgica magnética quanto a carga dinamica sao triviais.
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6 CONCLUSAO

De maneira geral, este projeto de mestrado consistiu na compreensao da relacao de
dois conceitos de extrema relevancia das teorias de gauge, sendo a auto-dualidade e equagoes
integrais. O primeiro conceito permitiu a compreensao de solugées bem estabelecidas nas
teorias de gauge, como as solugoes de Instantons e o monopolo BPS da teoria de Yang-
Mills-Higgs e, permitiu a construc¢ao de uma teoria generalizada de Yang-Mills-Higgs. O
segundo conceito, diz respeito as equagoes integrais dos campos nao abelianos, onde foi
compreendido como realizar calculos de fluxo dos campos nao abelianos e obter as cargas
dinamicamente conservadas das teorias de gauge nao abelianas, e que sao invariantes por

qualquer transformacao de gauge.

A construcao da teoria generalizada de Yang-Mills-Higgs foi obtida através da
introducao de uma matriz simétrica no setor auto-dual, mantendo a representacao integral
do invariante topolégico da teoria de Yang-Mills-Higgs. A nova teoria apresenta um grupo
de simetria maior que o da teoria usual, o grupo conforme espacial, o que nos permitiu a
obtencao de duas familias de solugdes com comportamentos distintos. Uma familia possui
simetria esférica e diz respeito as solu¢des monopolares. Entre tais solugdes encontram-se
as solugoes de monopolos de 't Hooft-Polyakov. A outra familia possui simetria toroidal,
construida através das transformacgoes conforme especiais e rotagoes espaciais, além de
configurar apenas solugoes de energia nula. Com esta ultima, foi possivel construir dois
tipos de solugoes, onde uma apresenta um comportamento abeliano e carrega um novo
invariante sendo a helicidade dos campos de gauge, e a outra solugao, trata-se de uma

solucao nao abeliana, mas ainda sem uma interpretacao fisica clara.

As duas familias de solugoes de fato apresentaram comportamentos diferentes entre
si e, a fim de obter aspectos globais destas solugoes, calculamos as cargas dinamicas de
cada uma fazendo uso das equacgoes integrais dos campos nao abelianos. Encontramos que
as solugoes esféricas carregam uma carga magnética dinamica nao trivial, cujo célculo
foi facilitado devido a condigdo de derivada covariante nula de tais cargas. Ja para as
solucoes de simetria toroidal, estas podem ser compreendidas como solugoes definidas em
uma 3-esfera, sendo esta um espago sem borda, implicando que nao existe fluxo no infinito

espacial, o que nos leva a conclusao de que as cargas dinamicas desta teoria sao triviais.

Apesar de termos compreendido o conceito de auto-dualidade, ainda ha muito a ser
aprendido e entendido. A teoria generalizada possui um espaco infinito de solugoes, portanto,
ha muita possibilidade na construcao de novas solugoes com diferentes propriedades.
Além disso a matriz que permitiu a construcao da teoria generalizada nao possui uma
interpretacao fisica clara, ainda que, de certa maneira, podemos dizer que trata-se de

uma permeabilidade ou permissividade dos campos que varia ao longo do espago. Deste
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modo, um caminho natural seria buscar novos setores auto-duais das teorias de gauge
realizando a introducao desta matriz simétrica, buscando entender qual papel esta possuira
no ambito das teorias classicas de campos. Note que uma outra possibilidade seria buscar

uma quantizacao para a teoria e entender o papel da matriz em tal contexto.

Com relagao as equagoes integrais das teorias de gauge nao abelianas, estas ainda
nao foram abordadas em niveis quanticos, portanto, nao é claro quais implica¢oes estas
poderiam ter no ambito das teorias quanticas de campos, pois a nivel classico estas equagoes
permitiram um melhor entendimento acerca de aspectos globais dos campos classicos de

gauge.
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APENDICE A - COORDENADAS TOROIDAIS

Um torus mergulhado no espaco R? é mapeado pelas coordenadas cartesianas da

seguinte forma
a a , a .
T =— /2 cosd; o= —/zsing; r3=—+V1—2zsin¢ (A.1)
p p p
com a sendo um fator de escala, e
p=1—+1-2zcos§, 0<2<1, 0<¢,E<2m. (A.2)

Invertendo as relagoes (A.1) temos

4 2 2 2 2
O L G ) 5 E=ArcTan | 50— ] ; ¢ =ArcTen (xz) '
(2} + 23 4 2} + a?) (a1 + 23 + 25 — a?) "
(A.3)

Onde a coordenada z define as superficies toroidais e os dngulos ¢ e ¢ mapeiam tais

superficies.

Com as relagoes (A.2) e (A.3) somos capazes de construir um triedro sobre a
superficie toroidal de modo que o terno (z,&, ¢) seré o sistema de coordenadas toroidais
e, a partir da métrica euclideana, podemos induzir a métrica sobre tais superficies como

sendo
ds® = H? dz* + HZ d§* + H} d¢?, (A.4)

onde H., He, Hy sao fatores de escala dados por

a 1 a a
H=-—; He=—-+v1-z Hy, ==z (A.5)
p2/(1-2) fp T

O elemento de volume é uma 3-forma, e o volume compreendido pela superficie toroidal é
1a?

dzry dre drs = = — dz d€ do. (A.6)
2 p?

A relagdo da distancia radial com as coordenadas toroidais se d& através da expressao

(1+\/1—zcos€)
2 .2 2 2 2
re=xi+txr;+x3=a (1_ 1—zcos§)'

Note entao que o infinito espacial corresponde a z =0, ¢ £ =0 (ou 27). Em z = 0, as

(A7)

coordenadas toroidais descrevem o infinito espacial e o eixo x3, ao longo do intervalo
0 <& < 2m. A origem corresponde a z =0, e £ = w. Além disso, z = 1 corresponde a um

2 e x5 = 0. Perceba que em z = 0 nao hd contribuicdo da coordenada ¢,

circulo 22 + 23 = a
uma vez que nao faz sentido a rotagao em uma regiao unidimensional, e 0 mesmo ocorre

para a coordenada & no circulo em z = 1.
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Os vetores que compoe o triedro, diferentemente do que é conhecido da relatividade

geral,* é definido com os fatores de escala como é; = H% j—? , para ( = z,&, ¢, uma vez que
nao consideramos o levantamento e abaixamento dos indices, entao temos
1
e, = - [(\/1 —z—cos§)cosp e+ (V1 —2z—cos)singéy — \/Esinﬁé’g}
p
1
€ = —-— [\/Zcosgpsinﬁgl +v/zsinpsin€ & + (V1 — z — cos §) 53}
p
€y = —sinpeé; +cospeéy (A.8)

onde €}, i = 1,2, 3, sdo os vetores unitarios das coordenadas Cartesianas.

No sistema de coordenadas toroidal, a contragao do Levi-Civita Cartesiano carrega
um Jacobiano com um termo de volume, portanto, denotando ({1, (2, (3) = (2, &, @)

temos a seguinte relacao sobre a contracao do tensor de Levi-Civita

9A OB OC ¢ 9A OB 9C
gk Y42 Y2 Y ) lmn ¥ “*
gui 9 9ok O <8x> o aem oo (4.9)
com aé_ 3
_oD

Esta serve de grande utilidade na determinacao do campo magnético em termos do tensor

dos campos.

A.1 Uma 3-esfera em coordenadas toroidais

Note que o sistema de coordenadas toroidais anexa o infinito espacial no espago
quando a coordenada z = 0 descreve tanto o eixo x3 quanto o infinito espacial, o espago
resultante para tal anexacao pode ser interpretada como (homotopicamente) como uma
3-esfera, onde R® U {co} = S3. Para realizar o mapeamento da 3-esfera em termos das
coordenadas (A.1) temos que realizar a projecao estereogréafica de S® em R3. A projecio
estereografica mapeia a esfera no espago usando um ponto de referéncia (um dos polos da
esfera), onde um ponto P da esfera é mapeado no espago, através da secante que intersecta
o0 espaco e liga o ponto P no ponto de referéncia. A 3-esfera é definida como uma variedade

dentro de R* através do vinculo
Yit+ys +ys i =a, (A11)
onde a tem o papel de raio de S3. Sendo um vetor em R? definido pelas coordenadas
U= (x1, T2, 73), (A.12)

a projecao estereografica feita usando o polo norte como referéncia resulta na seguinte
expressao para um dado ponto da 3-esfera

2 = 10 9
:< 220 19l a). (A.13)

a? + |[v]]>" [[U]]? + a?
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O infinito espacial de R? é mapeado no polo norte, enquanto a origem é mapeada no polo
sul de S3. Escrevendo v em coordenadas toroidais através das relagdes (A.1), temos que

um ponto da 3-esfera descrito em coordenadas toroidais é dado pela relacao

P=a (\/Ecosgzﬁ, Vzsing, V1 — zsin€, V1 — z cos{“). (A.14)

A escolha de a como raio da 3-esfera nao foi arbitraria, foi feita com o intuito de associar com
o fator de escala a das coordenadas toroidais. Verificamos a regidao em z = 1 corresponde

a um circulo de raio a na 3-esfera

P*=! = q (cos ¢, sin ¢, 0, 0), (A.15)
e o mesmo ocorre em z = 0, obtendo um circulo na 3-esfera

P =4q (0,0, sin¢, cos€). (A.16)

O infinito espacial em coordenadas toroidais (z,&, ¢) = (0,0, ¢), em S? corresponde ao

polo norte, i.e.,
P> =(0,0,0,a). (A.17)

A origem de R? corresponde ao polo sul

P° =(0,0,0, —a). (A.18)
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APENDICE B - INVARIANCIA SOBRE TRANSFORMACOES CONFORME
ESPACIAIS

Neste apéndice vamos demonstrar que o funcional da teoria (3.113) ¢ invariante
sobre transformagoes conforme espaciais. Sabendo que o grupo conforme é constituido

pelo grupo de Poincaré

L, = i(x,0,—1x,0,);

P, = 10,, (B.1)
sendo L,, geradores dos boosts temporais e rotagoes espaciais e P, os geradores das
translagoes; e, de duas outras transformacoes, sendo a transformacao por escala gerada

por

A = —iz"0,, (B.2)
e as transformacgoes conforme especiais geradas por
. 1 2 v
K,=1i (Qx Oy — z,w 6,,) . (B.3)

Portanto as transformagoes conforme espaciais sdo as que atuam apenas nas segoes espaciais

do espago-tempo, sendo elas as translacoes espaciais geradas por

P, = —i0g, (Translagoes espaciais)
Ly, = —i(x;j0 —x40;), (Rotagoes espaciais)
A = —ix0k, (Dilatagoes espaciais)
Ky, = —i (; 220, — xkxjaj) . (Transformagoes conforme especiais) (B.4)

O funcional (3.113) é invariante sobre a¢ao do grupo de Poincaré devido a contragao
dos indices espaciais resultando em quantidades escalares. A presenca dos campos h
contribui para a invaridncia sobre dilatagoes espaciais e transformagoes conformes especiais.
Para isso, tomamos que as coordenadas transformam sobre uma transformacao conforme

na forma

Tr — T + Gk (B.5)

onde a se¢ao espacial muda na seguinte forma
OiCk + OkGr = 2Q01, (B.6)
os campos de gauge A, transformam como

A — =0k A;, (B.7)



104

tal que

0;A; — 0;A; — 0,0;C A — 0;C0; A — 0:(O0LA;
[Ai, Aj] = —0iCe[Ai, A — 0;G [Ai, Ax, (B.8)

de modo que a transformacao para o tensor dos campos sera
Fij = =0 Fyj — 0;GuFi, (B.9)
e a derivada covariante do Higgs transforma na forma
Dy® — —0,(;D;P. (B.10)

Portanto, aplicando (B.5) nas equagoes (3.110)

1 1
ieijkaFZ’hab — ieijkﬂl;‘éhab = ﬂ:(;(DkCI)b) =
= (2€ij0iCm — €cmjOCe) Fryyjhab = €rig Fij0hap, (B.11)
e usando que
1
Fo; = §€lmj€landn (B.12)
obtemos
2(0m0iCi — 01 — OkCr) €ranF g hrab — €rij Fiz0hap (B.13)

entao usando (B.6), temos que
Qeran g, hay = EkijFiL;dhaby (B-14)

nos levando a conclusao de que os campos hg, sobre a transformagao (B.5) transformam

na forma

Shay = Qhay (B.15)

Deste modo, temos que os termos cinéticos do funcional (3.113) mudam da seguinte forma

(haFLF)) = =3 ha FF)

iy (Y Y]

(hay (Dk®)* (D ®)") — =3 (hgy) (De®)* (Dy®)"). (B.16)
Vemos entao que sob as transformagoes (B.5) e (B.6), o funcional (3.111) sofre a mudanca

§H = / 5 (d*x) [1habF»b»F»d. + ;h;bl(pkcp)b(pkcp)d

4 LV

’ _
+ / P b [ ha FF + Shig (D) (D)’ (B.17)

1
Z it i ] ’
tal que, usando as transformagoes (B.16), temos

SH = /5 (d%) [1habF,b.F.d. + ;h;bl(DkQ)b(DkCD)d

4 LYY

1 1 :
- / & 30 [4habF.b.F¢. + Shi (D) (Dy®)"] (B.18)

LV}
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O elemento de volume sob transformagoes na forma z;, — x} tem sua mudanga computada

pelo Jacobiano

oa’

' = d?
x 52 |4
portanto, usando (B.5)
Oz,
5k + 0; Ckv
axj J J
temos que
oz Ox}; 0z 0wy,
ox ik ot 8x2 ox3

= 1+30,

implicando na seguinte variagao

ox’'

3 — B 33, — el
id°x) =d’z" — d’x <8$

Voltando a expressao (B.18) verificamos entao que

o= [ d?’xSQ{ hay FOF + hab (Dk@)b(chp)ﬂ

4 VAR

— [ @30 [4h JFLFd 4 hab (chb)b(chp)ﬂ 0,

VAR

— 1) dr =30 dz.

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

ou seja, o funcional de energia é invariante sobre as transformacoes conforme no setor

espacial.
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APENDICE C - METODO DE LIE

De maneira geral, resolver um sistema de equagoes diferenciais parciais pode ser
extremamente complicado, entretanto para sistemas fisicos ricos em simetria, podemos
simplificar as equagoes diferenciais reduzindo para sistemas de equagoes diferenciais
ordinérias. A maneira de se fazer tal reducao é via uso das simetrias do problema, buscando
solugoes que sao invariantes sobre tais simetrias, obtendo um “chute educado” para o

sistema de equagoes. Este método ganha o nome de método de Lie.

O método consiste em encontrar solugdes para os campos que sao invariantes sobre
acao de uma dada combinacao de simetrias do problema. Para isso é necessario analisar
variagoes dos campos sobre um ponto fixo do espaco-tempo, entao seja ¢, um campo fisico
arbitrario que sobre ac¢ao infinitesimal de um dado grupo de simetria sua forma funcional

sofre a variagao

58‘;004 = 90:)5('1;) - 90a<$), (Cl>

sendo a variacao
Sea = €GP g (C.2)

onde G é o gerador do grupo da simetria e os indices « e [ sao arbitrarios podendo estar
associados ao espago-tempo ou ao espago interno. Chamamos a variagdo na forma (C.1)
de variacao funcional pois mede a variagdo do campo no mesmo ponto do espago-tempo.

Se ¢ sofre acdo de dois grupos de simetria, isto ¢,

0e,Pa = €1 Gg s, 0esPo = €2 Gg s, (C.3)

entao a variacao total do campo é dada por

5T90 = 0g + 58290' (C4)

Portanto, uma solug¢ao para campo que € invariante sob os dois grupos de simetria tem
variacao total nula, isto é, drp = 0. Tais solugdes quando condicionadas ao sistema
de Euler-Lagrange com equagoes diferenciais parciais leva a simplificagao das equagoes

tornando-as em equacoes diferenciais ordinérias.3¢

O nosso interesse estd nas solugoes dos setores auto-duais das teorias (3.46) e
(3.113), portanto vamos trabalhar com as simetrias internas da teoria, sendo elas as
simetrias de gauge, que sob a¢ao de um elemento g do grupo de gauge, um grupo de Lie,

os campos de gauge transformam na forma

_ 1 _
A, —gAug Ly gagg ! (C.5)
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e 0s campos escalares na representacao adjunta, sendo esta a do nosso interesse, transfor-

mam na forma

P —gdg . (C.6)

E também, com as simetrias externas da teoria associadas ao espaco-tempo, estas pertencem
ao grupo conforme. A fim de obter as solugoes invariantes dos campos de gauge A, e do
campo de Higgs ® sob agao destas simetrias, é necessario analisar a variagdo infinitesimal
destes campos da mesma maneira como mostrada na expressao (C.1). Considerando que

as transformacoes no espago-tempo sao dadas por
ot = (M o = gt + oxt, (C.7)
entao, expandindo em Taylor o campo A;L (z) em primeira ordem de ¢, tal que
Al () = A (2) = (Y0, A, (2), (C.8)
temos que

oAy = Alz) - Ar) =
= A (2) — "0, A,(2) — Au(a), (C.9)

onde a notagao J¢) refere-se as variagoes decorrentes do parametro ¢, sendo as transforma-
¢oes (C.7). Usando que sobre mudangas no espago-tempo, um campo vetorial transforma

da seguinte forma
ox¥

Aua') = o5 A (@), (C.10)

entdo as variagoes funcionais sob transformagoes no espago-tempo (C.7), negligenciando

termos de ordem O (¢?), sdo dadas por
5 Au = —(0uC" Ay () + ¢ 0, Ay(x)), (C.11)

isto é, sao as transformagoes do campo analisadas sobre o mesmo ponto no espaco-tempo.

Os campos de gauge sob transformagoes de gauge (C.5), com acdo de um elemento

de grupo infinitesimal g = 1 + i + O(n?), mudam na forma

1
Ay = Ay = —Dun, (C.12)
entao a variacao funcional serd dada por
1
O Ap = A (2) = Ay(x) = _EDM?- (C.13)

Portanto, um “chute educado” para os campos de gauge deve satisfazer a soma

O A + 00 Au = 0, (C.14)
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que implica em satisfazer as equagoes
1

Sobre a transformagao (C.7), um campo escalar é escalar pois transforma da

seguinte maneira,

Q' (z') = ®(x), (C.16)

contudo, sua forma funcional varia, isto é, estudando a variacdo do campo no mesmo

ponto, tem-se que
6c® = d'(2') — "0, P(x) — P(x) = —¢"0,P(x), (C.17)
e, sob transformacoes de gauge (2.48), tem-se que
6, P(x) =iln, . (C.18)
Entao, a equacao que uma solugao invariante do campo escalar deve satisfazer é dada por

"o, ®(z) =i[n, ®]. (C.19)

C.1 Ansatz esférico

Um dos ansatzes relevantes para a obtencao de solucoes dos setores auto-duais
abordados neste trabalho trata-se do ansatz com simetria esférica. Este é obtido ao
compensar as transformacoes de gauge do grupo SU(2) com o grupo das rotagoes espaciais

isomorfo ao SU(2) e subgrupo do grupo conforme espacial.

As rotagoes espaciais tem como parametros (’s (C.7) como sendo
('=—2t, =4, (F=0 (C.20)

onde 7, 7, k representam as componentes cartesianas. Portanto da expressao para o campo de
gauge (C.15), as relagoes para essas transformagoes siao as seguintes: com (i, j, k) = (1,2, 3),
1

—(Ay + (2105 — 2°01)A;) = ED;ﬂ?lZ;
—(=A; + (2'0y — 2°01)Ay) = iDum?;
—(2'0y — 2%0)) A3 = iD,uThQ. (C.21)
com (i,7,k) = (2,3,1),
—(Az + (2205 — 2°0,)Ay) = iD;ﬂhs;
—(—Ay + (2205 — 2°0)A3) = iD;ﬂ?QSS
1

—(1’283—1‘382)141 = ngun23. (022)
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E, com (i,7,k) = (3,1,2)

1
—(A + (51?351 - 30133)/13) = ng:n;
1
—(=Az+ (20, — 2'03)A)) = EDM?:H;
1
—(1381 - .17163)142 == gDﬂn?’l‘ (023)

Para encontrar as solugbes que satisfazem as relagoes (C.21), (C.22) e (C.23), vamos

trabalhar no gauge radial, isto é,
A=A, =0, (C.24)

e também passar para o sistema de coordenadas esférico, a fim de facilitar a obtencao das

solugoes, de maneira que se tem as relagoes

A, — COS¢COSHA0_ sn‘lqﬁAd);
r rsin 6
A, — SinqﬁcosﬁA9+ co§¢A¢;
r rsin 6
in 6
A, = 20 (C.25)
r
e
0y — 220, = Oy;
2203 — 2%0y = —sin 0y — cos ¢ cot O0y;
230, — 20y = cos g0y — sin ¢ cot 60,. (C.26)

Combinamos os sistema de equagoes (C.21), (C.22) e (C.23), a fim de se obter as

equagdes para as componentes esféricas sendo

Oz = 0;
1
0,Ay = —ED¢7712§
1
OpAo = —gDeﬁu; (C.27)
temos também
1
sin 0y Ay + cot 0 cos pOy Ay — cot Osin pAy, + cos pAg = —Dgnas;
e
1
sin 0y Ag + cot 0 cos pOyAg — w&b = —Dynpos;
sin“ 6 e
Oras = 0; (C.28)
e
1
—cos pOp Ay + cot 0sin pOy A, — cot @ cos pAy +sin pAg = —Dynay;
e
i 1
— cos Oy Ag + cot 0 sin 0, Ap — w&;} = —Dgnau;
sin® 0 e

8,,7731 = 0. (C29)
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Os parametros n estao associados aos geradores do grupo de gauge, sendo entdao o grupo

SU(2), associamos cada um dos parametros aos geradores do grupo, isto é,
me = ens T3, nes = e 11, ns1 = en Iz, (C.30)

Portanto, como os campos de gauge sdo escritos na dlgebra de Lie do SU(2)
Ay = Af T4, as solugdes que satisfazem as equagdes (C.27), (C.28) e (C.29) sdo; para a

componente Ag:

A} = —CO(r)cos¢cosf + D(r)sin ¢;
A2 = —(C(r)sin¢cosf — D(r) cos ¢;
Ay = C(r)sin6; (C.31)

e para a componente Ay:

A<1z> = C(r)sinf@sin ¢ + D(r) sin 6 cos 6 cos ¢,

Ai = —C(r)sinfcos ¢ + D(r)sin 6 cos 0 sin ¢;
A} = —D(r)sin0, (C.32)
com 71 = 13 = 13 = —1. Em coordenadas cartesianas, o ansitz para os campos de gauge

invariante sobre as rotagdes pode ser escrito em uma forma compacta sendo

Sapr2 — 17k

3

7,'n’l

.= eakmr—zD(T) —C(r) (C.33)

, T

Na liberdade da escolha de gauge, mantendo A, = 0, podemos ter apenas a expressao
Z = EakmﬁD(T)' (CS4)

Da expressao (C.19), as relagoes as quais a solugao invariante do campo de Higgs

satisfaz sob as rotagoes espaciais e os geradores do grupo de gauge SU(2) sao
0s® = idens |15, @] ;
—sin pdy® — cos pcot 00,0 = iem [Ty, @] ;
cos pOp® — sin pcot 00,0 = ieny [Ty, @]. (C.35)

Como o Higgs na representagao adjunta pode ser escrito na algebra do grupo de simetria,

isto é, & = ®°T,, entdo a solugao das equagdes (C.35) serd

ol = F(T)cos¢sin9;
r

o? = Msin¢sin€;
r
F(r)

GRE . cos 0 (C.36)
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com 1 = 1ne =13 = —1. Podemos escrever em uma forma compacta

~a

3o = %F(r). (C.37)

Devido a dindmica da teoria temos que F(r) = @ e D(r) = (1 — K(&)) onde a escolha

para (1 — K) é feita para efeito de comparacdo com as referéncias. 192437

C.2 Ansatz conforme

Para a obtengao do ansitz esférico usamos um subgrupo com estrutura de SU(2)
a fim de compensar as transformagoes de gauge, sendo o grupo das rotagoes espaciais.
Agora, queremos obter um ansitz com aspecto conforme, de forma a obter solugoes

3,36 em usar dois elementos do grupo

mais gerais, para isso, nos baseamos nas referéncias
U(1) pertencentes ao grupo conforme espacial: Sendo a rotagdo no plano xjzs e a uma

transformacao conforme especial, isto é,

8¢ = 1'162 — 1‘281;

T 1

85 = ;3(.1}181 + 1’282) —+ %((1,2 -+ .T§ — I‘% - x%)@;), (038)
Estes geradores sao associados a translagoes ao longo das coordenadas ¢ e £ do sistema
de coordenadas toroidais (A). Sendo assim, vamos compensar as translagoes ao longo
da coordenada &, e da coordenada ¢ com transformagoes de gauge do U(1) € SU(2),
subgrupo gerado pelo T3. A escolha do subgrupo U(1) do grupo de gauge, ocorre em fator

dos subgrupos do grupo conforme comutarem entre si. De modo que para as translagoes

em & temos
G=¢=0; C=¢; n = engTs, (C.39)
tal que, das expressoes (C.15) e (C.19) temos
OcA; =ing [Ts, A;] ; 0@ =ing [Ts, O, (C.40)
e para as translagoes em ¢ temos
C=¢t=0; (P=c; n=eny Ty (C.41)

tal que

Na obtencao do ansétz esférico tomamos o gauge A, = 0, de maneira similar, para obter o

gauge conforme vamos trabalhar com o gauge

A, =0. (C.43)
Note que as relagoes (C.40) e (C.42) sao automaticamente satisfeitas sobre a transformagcao
de gauge
Ai=gai(2) g+ 0997 ®=gP(x) g com g=eleEmee)D
e

(C.44)
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como o elemento g nao depende da componente z, através da transformagao (C.44) para a

componente z do campo de gauge, tem-se que
A, =ga.(2) g " (C.45)

A escolha (C.43) permanece satisfeita se a, = 0. Para as componentes A¢ e A, temos

1 1
Ac=g (ac(:) = neTa) g7 Ao=g (a0(:) = cnaTa) o', (o)

satisfazendo as relagoes (C.40) e (C.42) para quaisquer ag (z), a4 (2). No sistema de
coordenadas toroidal podemos ter problemas em duas regides, o circulo de raio a no plano
x1x9 definido em z = 1 e a regidao definida em z = 0 que corresponde ao infinito espacial
e 0 eixo r3. Em z = 1, a coordenada £ perde sentido, onde apenas ¢ é suficiente para
descrever o circulo, de modo que as transformagoes de gauge (C.44) s6 serdo univocas em

z = 1 se impostas as condigoes
Qg (1) = C¢ T3 ; Qg (1) = Cy Tg, <C47)

com c¢, constantes. Da mesma forma, em 2z = 0 a regiao constitui de um loop ligando
constituido do eixo x3 e o infinito espacial, portanto, se quisermos garantir transformagoes

univocas devemos impor
Qg (O) = dﬁ T3 ; Qg (O) = d¢ Tg, (C48>

com dg 4 constantes. O mesmo deve ser analisado para o Higgs, a transformagao do campo

de Higgs (C.44) s6 serd univoca nas regioes z = 0, 1 se impostas as condigoes
®(0) = un T ; ® (1) = wy T, (C.49)

com w; o constantes. Além disso, no infinito espacial, (z,£,¢) = (0,27,0) apenas ¢
permanece livre, implicando que o elemento de grupo da (3.165) é independente de &, isto
é,

g=emeom (C.50)
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