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RESUMO

CUNHA, É. F. da Redes hipercomplexas. 2021. 78p. Dissertação (Mestrado em
Ciências) - Instituto de Física de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2021.

As redes complexas têm recebido muita atenção desde o início de seu desenvolvimento,
porém, um dos conceitos centrais da área, a ‘complexidade’, ainda não está completamente
definido. Tradicionalmente, compreende-se esse termo como a expressão da heterogeneidade
dos graus dos nós de uma rede. Entretanto, dado que a distribuição de graus não é
capaz de caracterizar suficientemente toda a topologia de uma rede complexa, faz-se
necessário considerar medidas adicionais para obter uma descrição de complexidade mais
abrangente. No presente trabalho, apresenta-se um índice de complexidade baseado na
heterogeneidade de valores de um diverso grupo de medidas topológicas, incluindo grau dos
nós, caminho mínimo, coeficiente de aglomeração local, betweenness centrality, matching
index, autovalor Laplaciano e grau hierárquico. Utilizando esse índice, objetiva-se obter um
método para aumentar a complexidade de redes complexas, gerando um novo modelo de
redes complexas, nomeada de redes hipercomplexas - HC, que apresenta alta complexidade
em comparação a um conjunto de modelos teóricos de referência (Erdős-Rényi, Barabási-
Albert, Waxman, Random Geometric Graph e Watts-Strogatz). Esse método é proposto
da seguinte forma: inicia-se com uma rede complexa, que então é submetida a um processo
de otimização que altere sua configuração topológica enquanto busca maximizar o seu
índice de complexidade. O processo de otimização à princípio aqui adotado consiste na
reconexão de arestas de forma uniformemente aleatória enquanto é aplicado o algoritmo
de descida de gradiente a cada iteração. Como resultado, observou-se um real incremento
na complexidade das redes, em que as HCs, no final do processo, apresentaram índices de
complexidade aproximadamente quatro vezes maiores do que os índices das redes do modelo
Erdős-Rényi, que foram escolhidas como redes iniciais nesse experimento. Além disso,
durante o processo de maximização, as redes hipercomplexas apresentaram uma tendência
de gerar características diferentes das presentes nos modelos teóricos considerados. De
fato, o incremento da complexidade das HCs resultou em um aumento da diversidade dos
valores das medidas de três a quatro vezes em relação às redes iniciais. Por fim, numa
abordagem qualitativa, observou-se que esse aumento na diversidade das medidas gerou
características topológicas interessantes como o surgimento de longos ramos periféricos
e vários hubs com conectividades semelhantes tanto ao iniciar o método com redes do
modelo Erdős-Rényi quanto também do modelo Barabási-Albert.

Palavras-chave: Complexidade. Redes complexas. Geração de redes. Topologia de redes.
Redes hipercomplexas.





ABSTRACT

CUNHA, É. F. da Hypercomplex networks. 2021. 78p. Dissertation (Master in
Science) - Instituto de Física de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2021.

Complex networks have been receiving a plenty of attention since the beginning of their
development, however, one of the central concepts in the field, ‘complexity’, is not yet
fully defined. Traditionally, this term is understood as the expression of the heterogeneity
of the node degrees of a network. However, since the degree distribution is not enough
to sufficiently characterize the overall topology of a complex network, it is necessary to
consider additional measures to obtain a more comprehensive description of complexity.
In this work, we present a complexity index based on the heterogeneity of values of a
diverse group of topological measures, including degree of nodes, shortest path length,
local cluster coefficient, betweenness centrality, matching index, Laplacian eigenvalue and
hierarchical node degree. Employing this index, we aim at obtaining a method to increase
the complexity of complex networks, generating a new model of complex networks, named
hypercomplex networks - HC, which presents high complexity compared to a group of
theoretical reference models (Erdős-Rényi, Barabási-Albert, Waxman, Random Geometric
Graph e Watts-Strogatz). This method is proposed as follows: it starts with a complex
network, which is then submitted to an optimization process that changes its topological
configuration while seeking to maximize its complexity index. The optimization process at
first adopted here consists of rewiring edges in a uniformly random way while applying
the gradient descent algorithm to each iteration. As a result, there was a real increase in
the complexity of the networks, in which the HCs, at the end of the process, presented
complexity indices about four times greater than the network index of Erdős-Rényi
model, that were chosen as initial networks in this experiment. Furthermore, during the
maximization process, hypercomplex networks tended to generate characteristics different
from those present in other theoretical models considered. Indeed, the complexity increment
of HCs produced an increase in the diversity of the values of the measurements of three to
four times compared with the initial networks. Finally, in a qualitative approach, it was
observed that this enhancement in the diversity of measurements generated interesting
topological features, such as the emergence of long peripheral branches and several hubs
with similar connectivity both when starting the method with networks from the Erdős-
Rényi model and also from the Barabási-Albert model.

Keywords: Complexity. Complex networks. Network generation. Network topology. Hy-
percomplex networks.
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1 INTRODUÇÃO

A ciência das redes complexas tem se desenvolvido fervorosamente desde o início
da sua formalização, em meados dos anos 2000, tanto teoricamente quanto em diversas
aplicações. (1–3) Essa sua ampla utilização pode ser responsabilizada, em grande parte,
por alguns motivos como: (i) a facilidade com que seus conceitos básicos podem ser
entendidos e utilizados advindo da teoria de grafos (4–6) e mecânica estatística (7–10) e
(ii) ser a representação de qualquer sistema complexo que possa ser discretizado. Portanto,
apresenta-se como uma área essencialmente multidisciplinar, abrangendo, por exemplo,
diversos tipos de processamento de texto (11–18), diversas áreas da biologia (19–25),
dinâmicas de propagação de doenças, e.g., pandemia (26–33) e inúmeras outras áreas.
(34–44)

Apesar da grande quantidade de pesquisas relacionadas a redes complexas, o próprio
conceito do que é uma rede complexa se mantém como um desafio a ser entendido. (45) A
questão principal desse problema advém do termo ‘complexidade’, que, no contexto de
redes complexas, se mantém formalmente indefinido. A interpretação comumente utilizada
do que é uma rede complexa é dada através da caracterização relativa a modelos teóricos
bem conhecidos, ou seja, as redes são comparadas com modelos considerados simples e
complexos. (46)

Da parte dos modelos simples, tem-se os modelos de redes aleatórias (5), em especial
o modelo Erdős-Rényi (ER) (47), que são assim considerados por serem caracterizados
apenas pela sua conectividade homogênea. A distribuição do grau dos nós desses modelos
pode ser razoavelmente prevista meramente pelo valor de sua média que, por sua vez, é
controlada apenas por um parâmetro: a probabilidade de conexão, p. Portando, entende-
se uma rede como simples aquela que pode ser caracterizada pela regularidade em sua
distribuição de grau, tendo a rede completamente regular o seu caso limite. Nesse sentido,
modelos uniformemente aleatórios, como ER, podem ser entendidos como estatisticamente
regulares. (46)

No outro extremo, os modelos considerados complexos são aqueles em que a
distribuição de grau dos seus nós é heterogênea o suficiente para que suas propriedades
não possam ser preditas por apenas a média dos graus. Como um exemplo comumente
considerado na literatura, tem-se o modelo Barabási-Albert, BA (48), conhecido por ser
uma rede livre de escala pois sua distribuição de grau obedece a uma lei de potência. De
fato, as redes desse modelo apresentam características mais diversas como poucos nós
com uma alta conectividade, os hubs, e também muitos nós com poucas conexões. Sendo
assim, assume-se comumente que uma rede é complexa quando sua conectividade é pouco
uniforme. (46)
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Entretanto, essa concepção se mostra insuficiente para caracterizar a complexidade
de uma rede, pois é possível existir redes que sejam classificadas como regulares, devido
à uniformidade na distribuição de grau de seus nós, porém apresentarem características
topológicas não regulares. (45, 49) A Figura 1 apresenta um exemplo desse aparente
paradoxo em que todos os 20 nós desta rede estão conectados a exatos 5 outros nós. Apesar
dessa ser uma rede totalmente regular na sua distribuição de grau, ela aparenta ter uma
topologia bastante complicada, sendo difícil de saber o quão complexa é apenas observando
o grau de seus nós. Dessa forma, fica evidente a necessidade de levar em consideração
outras medidas topológicas, ou ao menos mais do que apenas a distribuição de grau, na
caracterização da complexidade de uma rede.

Figura 1 – Exemplo de uma rede com 20 nós com grau 5. Apesar de ser uma rede per-
feitamente regular em sua distribuição de graus, apresenta uma complicada
estrutura, não podendo ser intuitivamente considerada uma rede simples.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Além dessa análise qualitativa, alguns esforços foram feitos no intuito de pro-
priamente medir a complexidade de uma rede. As medidas propostas mais conhecidas
e utilizadas se baseiam no conceito de entropia (50–65), principalmente a entropia de
Shannon (64,66,67) (também chamada de informação topológica (50,51)). Inclusive, al-
guns desses trabalhos descrevem a limitação de analisar apenas o grau e abordaram a
complexidade por outras medidas como caminhos mínimos (63) e dimensão fractal. (61)
Por exemplo, as medidas baseadas em entropia sofrem algumas limitações (68) e, dentre
elas, a dificuldade de estimar propriamente a função de probabilidade da variável. (69–72)
Além disso, essas formas de medir a complexidade não tiveram como objetivo combinar
diversas propriedades topológicas das redes. Com isso, medir a complexidade de uma rede
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complexa de uma maneira que considere diversas características topológicas se mantém
como um problema em aberto.

Diante dessas questões, no presente trabalho foi proposto o desenvolvimento de
um índice de complexidade de rede de uma forma mais abrangente do que as encontradas
na literatura e, até onde se estende os conhecimentos dos autores deste trabalho, com uma
abordagem completamente nova. Portanto, a medida de complexidade aqui definida se
baseia na heterogeneidade de múltiplas medidas topológicas de redes complexas. Além
disso, buscou-se investigar qual seria a rede mais complexa que pode ser obtida. Assim,
desenvolveu-se um método para que seja possível aumentar a complexidade de redes
complexas através da maximização dessa propriedade, tratando o índice aqui proposto
como uma função a ser otimizada em um grande espaço de busca de reconfigurações
topológicas possíveis.

1.1 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é desenvolver uma medida que mensure a complexi-
dade de redes complexas e também gerar redes com alta complexidade. Dessa forma, os
objetivos específicos são:

• Definição de um Índice de Complexidade: Propor um índice de complexidade
que seja capaz de abranger diversos aspectos topológicos de redes complexas com
base na heterogeneidade de um amplo conjunto de medidas;

• Definição do método de geração de Redes Hipercomplexas: Considerando
a complexidade como uma propriedade de uma rede complexa e que pode ser
maximizada, propomos um método que gera redes com alta complexidade através
da aplicação de algoritmos de otimização e alterações topológicas das redes.

1.2 Contribuições

Nesta seção são apresentadas as contribuições desta dissertação que foram publica-
das em periódico no artigo DA CUNHA, É. F.; COSTA, L. F. On Hypercomplex Networks,
Physica A, v. 591, p. 126714, abr. 2021. DOI: 10.1016/j.physa.2021.126714:

• Caracterização de complexidade de redes complexas através da heterogeneidade de
suas medidas;

• Definição de um índice de complexidade de redes complexas;

• Desenvolvimento de um método de geração de redes com alta complexidade;

• Geração de um novo modelo de rede complexa.

https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0378437121009298
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0378437121009298
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1.3 Organização da Dissertação

Esta dissertação está dividida da seguinte maneira. No Capítulo 2, é apresentado
o referencial teórico do trabalho contendo as definições básicas sobre redes complexas
assim como as medidas topológicas e modelos teóricos utilizados nos experimentos. No
Capítulo 3, é apresentada a definição do índice de complexidade e a metodologia de
geração das redes hipercomplexas. O Capítulo 4 apresenta os resultados dos experimentos
utilizando o método e índice propostos. No Capítulo 5, são apresentadas as conclusões
deste trabalho e, por fim, são descritas as perspectivas futuras desta pesquisa.
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2 REDES COMPLEXAS

Esta dissertação se dedica ao estudo de complexidade em redes complexas abor-
dando diversas medidas topológicas e modelos de rede. Assim sendo, este capítulo é
responsável por apresentar os pontos fundamentais sobre esses tópicos para a compreensão
do desenvolvimento deste trabalho. Dessa forma, a Seção 2.1 concentra os conceitos básicos
sobre redes complexas em que as futuras definições serão baseadas, como as representações
matemáticas de grafo, matriz de adjacência e lista de adjacência, bem como conceitos de
direcionalidade e peso em redes. A Seção 2.2 apresenta as definições de algumas medidas
topológicas e nomenclaturas importantes para o entendimento do restante deste texto. Por
fim, na Seção 2.3, são introduzidos alguns modelos teóricos de redes que são clássicos no
estudo de topologias de redes complexas, apresentando diversas características necessárias
para a compreensão de complexidade baseada em heterogeneidade topológica.

2.1 Representações de redes complexas

Uma rede complexa é formalmente definida como um grafo e, consequentemente, essa
representação demonstra o potencial de caracterizar matematicamente diversos sistemas que
possam ser discretizados. Assim sendo, fica evidente que a ciência de redes desenvolveu-se
sobre as definições e conceitos da teoria de grafos. (4–6,73) Dessa forma, as redes complexas
são compostas por dois elementos discretos, sendo eles os nós, também conhecidos como
vértices, e as suas relações ou conexões, as arestas, também conhecidas como ligações
ou edges. (2, 3, 34, 74–78) Uma rede complexa é definida como um objeto matemático
G(N , E), ou seja, um grupo G formado pelo conjunto N de N nós, sendo N = {ni | i ∈ Z
e 0 ≤ i ≤ N}, e pelo conjunto E com E arestas, sendo E = {eij = (ni, nj) |ni, nj ∈ N}.

Provavelmente, o conceito mais básico a ser construído sobre os elementos nós e
arestas é a adjacência. Quando existe uma aresta conectando dois nós, é definido que esses
dois nós são adjacentes, ou seja, são vizinhos e, com isso, tem-se as informações necessárias
para reproduzir uma rede. As informações sobre as conexões entre os nós, que permitem a
reprodução de uma rede, podem ser representadas em uma matriz, conhecida como matriz
de adjacência, A, que na maioria dos casos assume dimensões N ×N . Outra representação
de redes, que por muitas vezes é equivalente a matriz, é a lista de adjacência, Ωi, que se
constitui de um conjunto de listas, uma para cada nó ni, guardando apenas os índices dos
vizinhos de ni. (1, 79)

Apesar da matriz de adjacência ser a representação mais conhecida e intuitiva, ela
nem sempre é utilizada nos cálculos computacionais. Isso ocorre principalmente para redes
grandes e esparsas, que são os casos em que existem poucas conexões entre os nós em
comparação ao máximo possível, populando a matriz com muitos valores nulos referentes
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aos nós não conectados. (3) Assim, a lista de adjacência resolve esse problema fornecendo
apenas as informações entre os nós que apresentam uma conexão.

As arestas de uma rede apresentam duas características importantes, a direcionali-
dade, que informa se a relação do nó ni para o nó nj é a mesma do nj para o ni ou não;
e o peso, que informa a intensidade das conexões. (79) A Figura 2 ilustra um exemplo
de rede não direcionada, sem peso, e suas respectivas matriz e lista de adjacência. Os
elementos da matriz de adjacência, aij , apresentam apenas os valores 0 e 1, demonstrando,
respectivamente, se há ou não há conexão entre os nós ni e nj. Caso a rede tivesse pesos,
a intensidade das conexões dos nós substituiria os valores 1 na matriz pelo respectivo
peso. Além disso, por ser uma rede não direcionada, a matriz se torna simétrica, ou seja
aij = aji. Portanto, caso ela fosse direcionada, haveria arestas que conectariam o nó ni em
nj, mas não necessariamente o contrário, aij 6= aji . Também é interessante observar que,
por essa rede não ter nós que se conectam a si mesmos, o que formariam as autoligações
(self-loops), a diagonal principal é composta por 0s, ou seja, aii = 0. Já a lista de adjacência
não apresenta informações sobre o peso da rede e caso ela fosse direcionada e/ou tivesse
autoligações, apenas se acrescentaria o índice das conexões nas listas, sendo, portanto,
uma representação mais concisa. (3)

0 1 1 1 1 0

1 0 0 0 1 1

1 0 0 1 0 0

1 0 1 0 0 0

1 1 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0

0

1

2

3

4
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0 1 2 3 4 5
= 1, 2, 3, 4

Ω1

Ω2
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= 0, 3

= 0, 2

= 0, 1, 5

= 1, 4
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1

5

(a) (b) (c)

Figura 2 – Representações de rede complexas. (a) Exemplo de uma rede não direcionada
e sem peso com N = 6 nós e E = 8 arestas. (b) Representação em forma
de matriz de adjacência caracterizando o exemplo de rede. Cada linha e cada
coluna (realçadas em azul) representam um nó na rede. Quando aij = 1, existe
uma aresta entre ni e nj e não existe quando aij = 0. Por ser uma rede não
direcionada e sem peso a matriz é simétrica e composta apenas por 0s e 1s. (c)
Representação em forma de lista de adjacência caracterizando o exemplo de
rede em que a lista Ωi guarda a informação de todos os nós em que ni está
conectado.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.2 Medidas de redes

Por se tratar de um trabalho que considera apenas redes não direcionadas e sem
peso, todas as medidas topológicas necessárias para a compreensão deste trabalho serão
definidas levando em consideração essas delimitações. Além disso, as redes também não
apresentam autoligações e nem múltiplas arestas entre os nós, ou seja, entre qualquer par
de nós conectados só existe uma conexão.

2.2.1 Grau

A partir da quantidade de vizinhos de um nó é possível obter a medida topológica
de rede mais simples, o grau (também conhecida como conectividade) ki de um dado nó
ni. (3) Utilizando a matriz de adjacência, é possível obter o grau somando os elementos
da linha ou da coluna correspondente a esse nó, ou seja:

ki =
N∑
j

aij =
N∑
j

aji. (2.1)

Tendo a conectividade de cada nó, é possível obter uma medida mais geral da rede,
o grau médio da rede, 〈k〉. Isso é feito somando o grau de todos os nós da rede e dividindo
pelo seu número total de nós, N , definido então por:

〈k〉 = 1
N

N∑
i

ki. (2.2)

Além disso, é possível obter a distribuição de grau da rede, que é um histograma
das ocorrências dos graus nos nós da rede, sendo comumente a primeira análise exploratória
que é feita em uma rede de interesse. (1) A Figura 3 ilustra a mesma rede da seção anterior,
mas apresentando o grau de cada nó tanto na visualização da rede quanto em sua matriz
de adjacência e também o histograma de sua distribuição de graus.

2.2.2 Caminho mínimo

Uma rede que não apresenta nenhum componente desconectado sempre apresentará
no mínimo uma sequência de nós que criará um caminho entre quaisquer dois nós da rede.
Entretanto, é possível haver mais de um caminho entre dois nós e o caminho que apresenta
menos arestas é conhecido como caminho mínimo ou caminho geodésico em que lij é a
distância geodésica entre os nós ni e nj. (3, 80) Dessa forma, cada nó tem uma distância
geodésica para cada outro nó da rede e essa informação pode ser armazenada numa matriz
N ×N , como na Figura 4. Esta matriz nada mais é do que um conjunto de vetores de
caminhos mínimos de cada nó. Ou seja, para cada nó, tem-se uma linha de valores em
que é possível extrair diversas outras medidas, e.g., média dos caminhos mínimos e desvio
padrão dos caminhos mínimos.
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Figura 3 – Exemplo de uma rede complexa evidenciando a medida de grau. (a) Exemplo
de uma rede não direcionada e sem peso com N = 6 nós e E = 8 arestas, com o
valor do grau respectivo a cada nó. (b) Matriz de adjacência respectiva a rede
complexa, porém com a expansão de uma linha e de uma coluna evidenciando,
em vermelho, o grau de cada nó como o somatório das linhas e das colunas.
(c) Distribuição dos graus da rede complexa, apresentando 3 nós com grau 2,
2 nós com grau 3 e 1 nó com grau 4. Assim, o grau médio da rede dá-se por
〈k〉 = 16/6 = 2, 66.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Além disso, considerando todos as distâncias mínimas é possível extrair uma
medida geral da rede, o caminho mínimo médio, 〈l〉. (3) Essa medida é calculada somando
o comprimento de todos os caminhos mínimos entre todos os nós e dividindo pelo número
máximo de arestas que a determinada rede poderia ter, sendo então definido por:

〈l〉 = 1
N(N − 1)

N∑
i 6=j

lij, (2.3)

em que lij é a distância mínima entre qualquer nó ni e nj , e N é o número total de nós da
rede.

2.2.3 Coeficiente de Aglomeração

A vizinhança de um nó também pode ser utilizado para informar sobre a conectivi-
dade local de uma rede complexa. Quando todos os vizinhos de um nó estão totalmente
conectados entre si, tem-se um clique. (1, 3) Entretanto, esse é o caso extremo já que
comumente uma região de uma rede não se apresenta completamente conectada. A partir
disso, os pesquisadores Watts e Strogatz (81) definiram a medida coeficiente de aglomeração
local (local cluster coefficient), ci, de um nó ni como sendo a taxa entre a real quantidade
de conexões entre os vizinhos desse nó e o total de arestas possíveis se eles estivessem
totalmente conectados. Sendo assim, tem-se:

ci = N∆(i)
N3(i) , (2.4)
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Figura 4 – Exemplo de uma rede complexa evidenciando a medida de caminho mínimo.
(a) Exemplo de uma rede não direcionada e sem peso com N = 6 nós e E = 8
arestas. Em vermelho, estão os dois caminhos mínimos possíveis entre os nós
n3 e n5, ambos passando inicialmente por n0, porém cada caminho passando
por dois nós diferentes, n4 e n1, contabilizando l35 = 3. Também pode ser
observado que por ser uma rede não direcionada, tem-se l35 = l53, alterando
apenas a ordem do caminho. (b) Matriz de distâncias mínimas respectiva a
rede complexa em que cada elemento lij assume o valor do caminho mínimo
entre os respectivos nós. Também é possível perceber que a matriz é simétrica,
informando novamente que l35 = l53, e que não há autoligação já que lii = 0.
Assim, o caminho mínimo médio dá-se por 〈l〉 = 48/30 = 1, 6.

Fonte: Elaborada pelo autor.

em que N∆(i) é a quantidade de arestas entre os vizinhos de ni, ou seja, o número de
triângulos, (ni, nj, nk), em que o nó ni participa como um vértice, e N3(i) = ki(ki − 1)/2
é o número máximo de arestas possíveis de ni, sendo ki o grau de ni. (1) Um exemplo
dessa medida é ilustrada na Figura 5. A partir dos coeficiente de aglomeração de cada
nó é possível definir uma medida geral para a rede complexa, a média do coeficiente de
aglomeração local (81), em que todos os coeficientes são somados e divididos pelo número
total de nós N , sendo então definida por:

〈c〉 = 1
N

N∑
i=0

ci

2.2.4 Betweenness Centrality

Pensando em termos de caminhos geodésicos de uma rede, é intuitivo pensar que se
vários caminhos passarem por um determinado ponto, esse ponto poderá ser considerado de
grande importância para o sistema. Analogamente, pode-se pensar em uma ilha conectada
ao continente por apenas uma ponte, como o caso da cidade de Florianópolis, a capital
do estado do Espírito Santo, Brasil. Todo caminho terrestre que liga qualquer ponto no



36

c0 = 0,33

c2 = 1

c3 = 1

c5 = 1

c1 = 0,67

c4 = 0,67

2

3

0

4

1

5

Figura 5 – Exemplo de uma rede complexa evidenciando a medida coeficiente de aglo-
meração sendo não direcionada e sem peso com N = 6 nós e E = 8 arestas.
Em vermelho, estão os valores de coeficiente de aglomeração para cada um dos
nós da rede. Como exemplo, considere c0: o nó n0 é vértice de 2 triângulos,
sendo (n0, n3, n2) e (n0, n4, n1), e o máximo de conexões possíveis que esse nó
poderia fazer é N3 = 4× (4− 1)× 2 = 6, portanto, c0 = 2/6 = 0.33. Levando
em consideração a rede toda, é possível calcular a sua média do coeficiente de
aglomeração local por 〈c〉 = 4, 67/6 = 0, 78.

Fonte: Elaborada pelo autor.

continente a qualquer ponto da ilha, passará por essa ponte, logo, essa ponte é um ponto
extremamente importante para um sistema de transporte terrestre continente-ilha, tanto
que a ruptura dessa aresta deixará a ilha como um componente descontado. Sendo assim,
é evidente a relevância de se mensurar essa importância. Uma das formas de se fazer isso
é encontrando a razão entre a quantidade de caminhos mínimos entre dois nós ni e nj que
passam por um ponto u e a quantidade de caminhos mínimos totais entre esses dois nós.
A essa medida dá-se o nome de betweenness centrality (82) e é definida como:

Bu =
∑

ij,i6=j 6=u

σ(ni, u, nj)
σ(ni, nj)× 2 , (2.5)

em que σ(ni, u, nj) representa a quantidade de caminhos mínimos existentes entre os nós ni
e nj que passam pelo nó ou aresta u e σ(ni, nj) é a quantidade total de caminhos geodésicos
entre estes dois nós considerando também outros caminhos além dos que passam por u.
Vale ressaltar que existem algumas variações dessa definição na literatura, porém, Newman
(3) argumenta que essas variações tipicamente não são importantes pois usualmente o
interesse está na magnitude relativa da centralidade e não em seus valores absolutos.
Portanto, a definição aqui apresentada é a que foi utilizada neste trabalho. Sendo assim,
tem-se que a divisão por 2 é para compensar a direcionalidade na contagem de caminhos
mínimos, não há autoligação (ni 6= nj) e quando u é um nó, ele não é considerado nem no
início nem fim do caminho (i 6= j 6= u), porém quando u é uma aresta, eij, ele é contado
como um caminho. (83–85)
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Além disso, medida Bu é comumente utilizada de forma normalizada pelo número
total de conexões possíveis na rede, entretanto, para o caso do betweenness centrality para
nó, não é contado o nó ni na normalização. Desta forma, a normalização da betweenness
centrality para arestas é feita dividindo a medida por N × (N − 1)/2, e na normalização
da betweenness centrality para o nó divide-se a medida por (N − 1)× (N − 2)/2. (83–85)
A Figura 6 apresenta exemplos para os dois casos.
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Figura 6 – Exemplo de uma rede complexa não direcionada e sem peso com N = 6 nós e
E = 8 arestas sendo evidenciado em vermelho a medida betweenness centrality.
(a) Em vermelho, estão os valores normalizados de betweenness centrality para os
nós. Como exemplo, considere B1: pelo nó n1 se passa 3 caminhos mínimos, l05,
l25 e l35, entretanto, para cada par de nós destes caminhos, existe mais um outro
caminho mínimo passando por n4, portanto, tem-se B1 = 1/2+1/2+1/2 = 4, 5,
com a normalização resulta-se B1 = 4, 5/(5× 4/2) = 4, 5/10 = 0, 45. (b) Em
vermelho, estão os valores normalizados de betweenness centrality para as arestas.
Para exemplificar, observe B15: além do próprio caminho l15, há mais 3 pares
de nós em que seus caminhos mínimos passam pela aresta e15 porém também
passam pela aresta e45, portanto, tem-se B15 = 1 + 1/2 + 1/2 + 1/2 = 2, 5,
aplicando a normalização encontra-se B15 = 2, 5/(6× 5/2) = 0, 17.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.2.5 Matching Index

Nas topologias de redes complexas, são encontradas algumas estruturas específicas,
alguns tipos de padrões, que podem ser utilizados para obter informações da rede. Por
exemplo, o coeficiente de aglomeração leva em consideração os triângulos que são formados
entre os nós para mensurar agrupamentos. Além de triângulos, existem outros tipos de
estruturas e, consequentemente, outros índices que os avaliam. (1, 3)

Surgindo inicialmente no contexto de redes cerebrais (86,87), a medida matching
index quantifica a semelhança estrutural entre duas regiões de uma rede. Basicamente,
essa medida calcula para dois nós ligados por uma aresta a similaridade topológica entre os
subgrafos formados por cada um dos nós. Isso é feito através da razão entre o número de



38

nós vizinhos compartilhados por ambos os nós considerados e o número total de conexões
desses dois nós. Sendo assim, a partir da matriz de adjacência, define-se como:

µij =
∑
k 6=i,j aikajk∑

k 6=j aik +∑
k 6=i ajk

, (2.6)

sendo aik o elemento da matriz de adjacência em que aik = 1 significa que os nós ni e nk
estão conectados, aik = 0 quando estão desconectados e de forma equivalente para ajk,
sendo nj e nk vizinhos de ni. De forma mais intuitiva, é possível reescrever a Equação 2.6
como:

µij = ε(i, j)
ki + kj − 2 , (2.7)

em que ε(i, j) representa a quantidade de vizinhos mútuos dos nós ni e nj, sendo ki e kj
seus respectivos graus. Subtrai-se 2 para desconsiderar as arestas eij e eji na contagem. A
Figura 7 ilustra esta medida.
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Figura 7 – Exemplo de uma rede complexa não direcionada e sem peso com N = 6 nós e
E = 8 arestas sendo evidenciado em vermelho a medida matching index. Como
exemplo, considere a aresta e14 que conecta os nós n1 e n4 que por sua vez
compartilham 2 vizinhos, os nós n0 e n5, e seus graus são k1 = k4 = 3, portanto,
tem-se µ14 = 2/(3 + 3− 2) = 0, 5.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.2.6 Autovalores Laplacianos

Como uma das bases da ciência de redes, mutualmente a teoria de grafos, temos a
mecânica estatística. (7) Por diversas vezes uma área contribuiu com a outra na resolução
de problemas. Este é o caso da dinâmica de difusão que descreve o processo do movimento
de um gás indo de uma região de maior densidade para uma de menor através de vários
caminhos. Analogamente, uma dinâmica semelhante também foi observada em grafos,
porém, enquanto na difusão dos gases existe o operador Laplaciano, ∇2, em redes, se tem
uma matriz, que justamente por ser análoga ao operador Laplaciano, recebe o nome de
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matriz Laplaciana (3, 88–90) e é definida por:

L = D − A, (2.8)

em que A é a matriz de adjacência e D é matriz diagonal em que seus elementos são
os graus dos respectivos nós, como ilustrado na Figura 3 (b) da Seção 2.2.1. Dentre as
diversas medidas que podem ser extraídas da matriz Laplaciana, tem-se os autovetores e
autovalores Laplacianos encontrados resolvendo a equação:

(L− λI)v = 0, (2.9)

em que L é a matriz Laplaciana, I a matriz identidade de mesma dimensão de L, λ e v
são, respectivamente, os autovalores e os autovetores de L.

2.2.7 Graus Hierárquicos

Uma rede complexa é composta de elementos unitários, os nós, e suas conexões, as
arestas, porém nada impede que seja levado em consideração toda a vizinhança de um
nó como um elemento unitário. Ou seja, é possível considerar o nó ni como um elemento
de hierarquia zero, sua vizinhança, como o seu primeiro nível hierárquico, e os primeiros
vizinhos desta vizinhança como o seu segundo nível hierárquico e assim sucessivamente.
Dessa forma, as medidas definidas para apenas um nó, podem ser estendidas para sua
vizinhança, definindo medidas hierárquicas. (1, 91)

A medida mais direta a ser considerada é o grau hierárquico. O grau do nó ni é a
quantidade de seus nós vizinhos e, portanto, é considerado o primeiro grau hierárquico.
Para calcular o segundo grau hierárquico, basta considerar toda a vizinhança do nó ni, o
primeiro nível hierárquico, como se fosse um nó e contar os nós vizinhos a essa vizinhança,
ou seja, contar os vizinhos dos vizinhos desconsiderando os nós do mesmo nível e de
níveis anteriores. O mesmo pode ser feito para os graus de níveis maiores, dependendo
apenas do interesse da pesquisa e limitado pelo tamanho da rede. Sendo assim, é possível
definir o grau do nó ni na hierarquia h por ki(h). A Figura 8 ilustra os graus hierárquicos
considerando círculos concêntricos em volta do nó delimitando dois níveis hierárquicos.

2.3 Modelos de redes

Esta seção apresenta os modelos teóricos de redes complexas utilizadas ao longo
do trabalho. Vale ressaltar que as definições apresentadas dizem respeito a redes não
direcionadas, sem peso, sem autoconexão e sem múltiplas ligações.

2.3.1 Erdős-Rényi

Um importante marco para a teoria de grafos foi a incorporação da aleatoriedade
em seus modelos e análises. A esses modelos deu-se o nome de grafos aleatórios que, de uma
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Figura 8 – Exemplo de uma rede complexa não direcionada e sem peso com N = 6 nós e
E = 8 arestas evidenciando a medida grau hierárquico. Como exemplo, observá-
se os níveis hierárquicos para o nó n0, definido pelos círculos concêntricos
vermelho para o primeiro nível e verde para o segundo nível, e seus respectivos
graus hierárquicos k0(1) = 4 e k0(2) = 1.

Fonte: Elaborada pelo autor.

forma geral, são grafos com alguns parâmetros de valores fixos, porém também apresentam
características aleatórias. (3) Dentre eles, o modelo de grafo aleatório mais estudado é o
Erdős-Rényi (ER). (47)

No modelo ER, não se determina valores fixos para os graus dos nós, como no caso
de grades regulares, mas sim uma probabilidade de conexão, p. Desta forma, cada nó tem
uma probabilidade, determinada por uma distribuição estatística, de estar conectado a
outro nó. Sendo assim, para que uma rede ER seja construída, inicia-se o grafo com N nós
desconectados e para cada par de nós, (ni, nj), uma aresta eij é criada com a probabilidade
p até que todos pares tenham sido considerados.

Apesar da aleatoriedade, esse modelo pode ser considerado como estatisticamente
regular pois todos os nós da rede têm igual probabilidade de se conectar uns aos outros.
Isto resulta em uma distribuição de grau que tende a uma curva de Poisson (1) conforme
o número de nós aumenta, como ilustrado na Figura 9. A regularidade estatística na sua
conectividade, é o primeiro fator que faz com que o modelo ER seja considerado um modelo
simples. O segundo fator é por ser possível caracterizá-lo por apenas dois parâmetros que
são o número de nós N e a probabilidade uniforme de conexão p e, com isso, é possível
descrever o seu grau médio, 〈k〉, simplesmente pela equação:

〈k〉 = p(N − 1). (2.10)
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Figura 9 – Exemplo da distribuição de grau de uma rede do modelo Erdős-Rényi gerada
com N = 500 nós, apresentando 〈k〉 = 7, 88.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 10 – Exemplo de uma rede do modelo Erdős-Rényi gerada com N = 500 nós e p
calculado para que 〈k〉 = 8. Valor real de 〈k〉 para essa rede é 7, 88. A barra de
cor representa o grau dos nós e com ela é possível constatar que os valores dos
graus são aproximadamente iguais a média, demonstrando uma conectividade
estatisticamente regular.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.3.2 Watts-Strogatz

A incorporação da aleatoriedade nas conexões de grafos foi um passo importante
para que a teoria de grafos fornecesse ferramentas para o estudo das redes reais. (5)
Entretanto, conforme os dados das redes reais foram sendo analisados, os pesquisadores
perceberam que os grafos aleatórios não eram suficientes para explicar dois fenômenos
encontrados nessas redes: o efeito mundo pequeno (small world effect) e um alto índice
aglomeração local. (92)

O efeito mundo pequeno é caracterizado pela existência de distâncias geodésicas
l curtas, acarretando em um baixo valor do caminho mínimo médio da rede, 〈l〉. Isso
significa que, em geral, um nó qualquer de uma rede com esse efeito pode ser acessado
por qualquer outro nó através de uma pequena quantidade de nós intermediários. Esse
conceito popularizou-se no experimento de Stanley Milgram que descobriu que dois cidadãos
americanos escolhidos aleatoriamente estão separados, em média, por menos de seis pessoas
conhecidas intermediárias.

Além do efeito mundo pequeno, redes reais apresentam uma quantidade muito maior
de caminhos fechados de ordem três do que em redes aleatórias com mesma quantidade
de nós e arestas. Ou seja, essas redes apresentam muitos casos de nós conectados tendo
vizinhos em comum, formando triângulos, o que resulta em um alto valor no índice de
aglomeração local médio 〈c〉, o que não é observado nas redes aleatórias estudadas até
então. (81)

Com o conhecimento destas questões, os pesquisadores Duncan J. Watts e Steven
Strogatz desenvolveram um modelo, conhecido como modelo Watts-Strogatz (modelo WS),
que incorpora essas características. (81) O modelo WS inicia-se como uma rede regular
de N nós com κ ligações iniciais, comumente em formato de anel. Para incorporar a
aleatoriedade no modelo, cada par de nós, (ni, nj), tem uma probabilidade fixa p de ter
sua aresta reconectada. Essa reconexão é feita trocando o nó nj por um nó nk qualquer
que já não seja vizinho do nó ni e que nj 6= nk, dessa forma, o grau médio da rede não
sofre alterações.

Variando o valor de p de 0 a 1, o modelo WS se altera de uma rede completamente
regular, com valores de 〈c〉 e 〈l〉 altos, para uma rede totalmente aleatória (porém diferente
de uma ER) com valores de 〈c〉 e 〈l〉 pequenos. (92) Entretanto, o interessante desse modelo
se encontra entre esses extremos. Com baixos valores de p, o 〈l〉 diminui drasticamente e
em p = 0, 01 acontece a emergência do regime pequeno mundo, ou seja, a rede WS passa a
ter valores de 〈l〉 pequenos, semelhantes a grafos aleatórios, e valores de 〈c〉 grandes, se
assemelhando as redes redes regulares. (81,92) A Figura 11 ilustra duas redes do modelo
WS exemplificando dois casos com diferentes probabilidades de reconexão, quando surge o
efeito de pequeno mundo e quando se torna completamente aleatória.
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Figura 11 – Exemplo de duas redes do modelo Watts-Strogatz gerada com N = 500 nós
〈k〉 = 8. A rede superior foi gerada com o valor crítico de p = 0, 1, ou seja,
10% de reconexão, sendo então um exemplo de rede com o efeito pequeno
mundo. A rede inferior foi gerada com p = 1, ou seja, 100% de reconexão,
sendo o caso extremo tornando-se uma rede completamente aleatória. A barra
de cor representa o grau dos nós e com ela é possível constatar que em ambos
os casos não há muita variação no valor dos graus. Porém, enquanto a rede
superior apresenta praticamente todos os nós com o mesmo valor de grau
abaixo de 10, a inferior contém diversos nós com grau um pouco acima de 10,
tendo uma distribuição de grau levemente mais diversa que no primeiro caso.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.3.3 Barabási-Albert

Ao observar as distribuições de graus de algumas redes reais, percebeu-se que elas
eram semelhantes as encontradas em medidas de diversos outros eventos como frequência
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de palavras (93), magnitude de terremotos (94), internet (95) e vários outros. (7, 48, 96) A
distribuição estatística teórica comumente utilizada para caracterizar essas distribuições é
a lei de potência (power law) (97), também conhecida por Zipf’s law ou Pareto distribution,
apesar de terem pequenas diferenças. (98) Dessa forma, observou-se que a distribuição
de graus de diversas redes reais divergiam dos modelos teóricos estudados. Além disso, o
interesse em estudar essa novidade cresceu principalmente por essas redes não apresentarem
a regularidade estatística conhecida até então. Portanto, para representar essa diversidade
na conectividade das redes reais, caracteriza-se a distribuição de graus pela lei de potência
como uma função P (k) dependente de k regida pelo decrescimento do expoente γ, ou seja:

P (k) = k−γ. (2.11)

A lei de potência tem a característica de apresentar um crescimento ou decrescimento
exponencial nos seus valores que, no caso dos graus das redes complexas, isto se reflete
criando uma curva de distribuição de graus com um pico à esquerda e com uma cauda
longa no eixo dos graus. Isto é resultado de duas características marcantes de diversas
redes reais: a presença de hubs, i.g., nós com graus extremamente maiores do que a maioria
dos nós da rede; e a presença de muitos nós com conectividade muito baixa, como pode ser
visto na Figura 12. Por não ter um valor típico em que as medidas possam ser associadas,
como o valor médio na Poisson no caso do modelo ER, as redes com distribuição lei de
potência são chamadas de livre de escala. (98)
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Figura 12 – Exemplo da distribuição de grau de uma rede do modelo Barabási-Albert
gerada com N = 500 nós, apresentando 〈k〉 = 7, 96.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Para explicar a distribuição livre de escalas de diversas redes reais, alguns mo-
delos foram propostos considerando mais do que simplesmente o número de nós N e a
probabilidade de conexão p. Como o primeiro modelo conhecido, o pesquisador Price,
através do estudo de redes de citação de artigos, apresentou um modelo livre de escala
para redes direcionadas, o modelo Price, propondo uma regra na formação das redes, a
vantagem cumulativa. (99) Posteriormente, Barabási e Albert apresentaram um modelo
similar para redes não direcionadas, o modelo Barabási-Albert (BA), e renomeou a regra
para conexão preferencial, sendo este o nome mais usado na literatura. (48) Essa regra
altera a probabilidade que cada nó receberá uma nova conexão. Ao invés de todos os nós
terem a mesma probabilidade, agora os mais conectados tem uma probabilidade maior de
receber novos vizinhos do que nós com poucas conexões.

Além da conexão preferencial, Barabási e Albert acrescentaram mais uma carac-
terística para obter a distribuição de lei de potência, o crescimento da rede, ou seja, o
acréscimo de novos nós com o passar do tempo obedecendo a conexão preferencial. (48)
Sendo assim, o modelo BA inicia-se como uma rede tendo um pequeno número de nós,
τt=0 = τ0, conectados e sendo acrescido de um novo nó a cada intervalo de tempo até
atingir N nós desejados. Cada novo nó se conectará a τ nós que já estão na rede, não se
conectando mais de uma vez ao mesmo nó. Devido a essa restrição, quando o número de
nós na rede naquele momento, τt, for menor que τ , o novo nó se conectará apenas a todos
os nós antigos, que é o que ocorre no inicio do processo. Quando τt > τ a probabilidade de
um nó antigo receber uma nova conexão, p(ki), é a razão entre ao seu grau e somatório do
grau de todos os nós, ou seja:

p(ki) = ki∑
j kj

, (2.12)

sendo ki e kj , respectivamente, o grau de um nó ni qualquer e o grau de todos os outros nós
nj da rede. Isso faz com que nós muito conectados possuam uma probabilidade crescente
de receber novos vizinhos enquanto que nós pouco conectados tenham cada vez menos
chance de receber novas conexões, um efeito também conhecido como rico fica mais rico.

Em contrapartida a simplicidade atribuída ao modelo ER, o modelo BA, ilustrado
na Figura 13, é tido como um modelos com alta complexidade. Essa atribuição é feita
principalmente pela sua diversidade na distribuição de grau, apresentando uma topologia
mais heterogenia do que redes ER.

Vale lembrar que algumas discussões pertinentes a essa seção como as distribuições
que melhor explicam as redes reais; detalhes sobre o modelo BA e da lei de potência; e quais
trabalhos abordaram primeiro esses temas, foram abordadas aqui de forma superficial. Elas
são longas, surgindo por volta do início do século passado, e extensa, abrangendo diversas
áreas como economia, biologia, ecologia, astronomia e diversas outras. (3,8,97,98,100,101)
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Figura 13 – Exemplo de uma rede do modelo Barabási-Albert gerada com N = 500 nós
e p calculado para que 〈k〉 = 8. Valor real de 〈k〉 para essa rede é 7, 96. A
barra de cor representa o grau dos nós. Observa-se a existência de apenas
3 hubs com conectividade acima de 60, enquanto a imensa maioria dos nós
apresenta grau abaixo da média e apenas alguns poucos nós estão entre estes
dois extremos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.3.4 Waxman

Diferentemente dos modelos anteriores, o modelo Waxman (WAX) não foi apre-
sentado com a intenção de estudar características de redes reais. (102) Na verdade, ele
foi projetado pensando em sistemas de rotas de comunicação de multipontos para testar
soluções do problema de árvore de Steiner (102), um problema de geometria estudado
por Fermat (103) e posteriormente por Steiner (104, 105) e aplicado a grafos por Karp.
(106) Uma característica importante desse modelo é que ele pertence a classe de redes
geográficas, ou espaciais, i.e., grafos em que seus nós tem posições definidas no espaço,
porém com conexão aleatória. (107)

Existem duas versões do modelo WAX que se diferenciam apenas na forma em que
se calcula a probabilidade de conexão dos nós. (102) Ambas versões iniciam-se com N

nós distribuídos de forma aleatoriamente uniforme em uma área retangular e as arestas
conectam dois nós (ni, nj) com a probabilidade pij proporcional a distância Euclidiana,
dE(ni, nj), entre os dois nós. Vale ressaltar que essa distância é relativa as posições dos nós
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Figura 14 – Exemplo de uma rede da segunda versão do modelo Waxman gerada com
N = 500 nós e parâmetros calculados para que a rede tenha 〈k〉 próximo
de 8, β = 1, alpha = 0, 04. Valor real de 〈k〉 para essa rede é 8, 08. A
barra de cor representa o grau dos nós e com ela é possível observar que a
conectividade varia entre 1 e aproximadamente 25, porém com a maioria dos
nós apresentando grau próximo da média.

Fonte: Elaborada pelo autor.

no espaço e não deve ser confundida com distância de nós em grafos que diz respeito ao
número de nós em um caminho entre dois nós. Dessa forma, a probabilidade de conexão é
definida como:

pij = β exp
(
−dE(vi, vj)

αL

)
, (2.13)

em que α e β são parâmetros de controle da probabilidade de conexão e assumem valores
dentro de (0, 1]. Valores altos de β farão o grafo ter uma alta densidade de conexões e
para valores pequenos de α, o grafo terá uma densidade maior de conexões espacialmente
próximas do que longas. (102) L é uma distância entre nós da rede (número de nós
intermediários) que assume duas possibilidades, uma para cada versão do modelo WAX.
Na primeira, L é a maior distância entre dois nós na rede, também conhecido como
diâmetro da rede. (3) Porém, na segunda, escolhe-se um valor, Lmax, para que L seja
sorteado em (0, Lmax] de forma uniformemente aleatória. Assim, na primeira versão, nós
com a mesma distância terão probabilidade de conexão iguais, já na segunda, pares de
nós que tenham a mesma distância, provavelmente terão p diferentes e serão limitados
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pelo valor L sorteado. (102) Um exemplo de rede do modelo WAX, utilizando a segunda
versão, é ilustrado na Figura 14.

2.3.5 Random Geometric Graph

Outro modelo de rede com topologia espacial (107) é a rede geométrica aleatória,
do inglês random geometric graph (RGG). (96,108) Semelhantemente ao modelo WAX, o
modelo RGG inicia-se com N nós distribuídos de forma uniformemente aleatória em um
espaço pre-definido. Porém, suas conexões não são aleatórias: todos os nós que estiverem a
uma distância Euclidiana menor que uma distância R de um determinado nó, ni, serão
conectados. Ou seja, para cada um dos nós da rede, tem-se uma área circular de raio R
centrada neles e todos os demais nós dentro desta área se conectarão a ele. (109) Um
exemplo de uma rede do modelo RGG é ilustrado na Figura 15.

Figura 15 – Exemplo de uma rede do modelo Random Geometric Graph gerada com
N = 500 nós e R = 0, 0745 calculado para que a rede tenha 〈k〉 próximo de 8.
Valor real de 〈k〉 para essa rede é 7, 92. A barra de cor representa o grau dos
nós. É possível observar vários pequenos agrupamentos em volta de nós com
grau um pouco acima da média, porém a maioria dos nós tem a conectividade
aproximadamente ou menor que a média.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3 COMPLEXIDADE

Este capítulo discorre sobre o estudo de complexidade em redes complexas desen-
volvido neste trabalho, apresentando as definições e métodos propostos. Primeiro, na Seção
3.1, apresenta-se a necessidade da formalização de uma medida de complexidade de redes
complexas baseada na heterogeneidade de medidas topológicas. Com isso, desenvolve-se
o Índice de Complexidade que será utilizado nos experimentos do próximo capítulo. Em
seguida, na Seção 3.2, é apresentada a possibilidade de se desenvolver redes com alta
complexidade topológica. A partir desta motivação, é apresentada a definição do método
de geração de redes hipercomplexas bem como suas limitações e possíveis variações.

3.1 Índice de Complexidade

Como previamente descrito no Capítulo 1, apenas a heterogeneidade da distribuição
de grau não é suficiente para expressar a complexidade de uma rede complexa. Dessa
forma, para que a representação de complexidade seja mais abrangente, é necessário levar
em consideração diversas medidas que descrevam múltiplas características topológicas da
rede. Além disso, com a intenção de mensurar a complexidade de uma dada rede, para
que seja possível realizar comparações e discussões quantitativas, é importante que seja
desenvolvido um índice de complexidade. Portanto, partimos do princípio de que quanto
maior for a diversidade nos valores de múltiplas medidas topológicas, ou seja, quanto mais
heterogenia as medidas forem, mais complexa a rede será considerada.

Intencionando mensurar a complexidade de uma rede com base na heterogeneidade
de um grupo de medidas topológicas, definimos o Índice de Complexidade, IC, com base no
desvio padrão de cada uma das medidas, σm. Isso é feito devido ao desvio padrão ser uma
medida estatística capaz de expressar a dispersão de um determinado conjunto de valores.
Sendo assim, consideramos o desvio padrão como a representação da heterogeneidade de
cada medida, uma quantidade que exprime a diversidade das propriedades topológicas.

É importante ressaltar que as medidas topológicas a serem consideradas devem
apresentar um conjunto de valores que demonstrem a sua diversidade e não apenas um
único valor para a rede toda. Portanto, deve ser considerado medidas que sejam relativas
a cada nó e a cada aresta da rede. Para exemplificar, comparemos as medidas distribuição
de graus e grau médio. A primeira apresenta um conjunto de valores, um para cada nó da
rede, ou seja N valores, permitindo a caracterização da diversidade de valores de grau de
uma determinada rede. Já a segunda medida é apenas um número que não informa sobre
a diversidade de graus da rede, comunicando apenas um valor geral e, portanto, não pode
ser considerada para o cálculo da complexidade.
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Neste trabalho em específico, as dez medidas topológicas utilizadas para o cálculo
da complexidade foram: (i) os graus dos nós; (ii) média e (iii) desvio padrão dos caminhos
mínimos de cada nó; (iv) coeficiente de aglomeração para cada nó; betweenness centrality
para (v) nós e (vi) arestas; (vii) matching index para cada par de nó que compartilham
uma aresta; (viii) autovalores Laplacianos; e (ix) segundo e (x) terceiro grau hierárquico
para cada nó.

No caso deste trabalho, ao mensurar a complexidade de uma dada rede, se faz
importante ressaltar que esse conceito é relativo a outras redes. Ou seja, pode-se apenas
dizer que uma rede é mais complexa que outra, porém continua sendo um problema
expressar a complexidade de uma rede de forma isolada. Isso significa que, ao calcular o
IC, deve-se considerar um conjunto de redes a serem comparadas. Além disso, a escolha
das redes que servirão de referência não é fixa, necessitando que elas sejam determinadas
para cada estudo em específico. Sendo assim, neste presente trabalho, para o cálculo do
IC, consideramos como redes de referência os seguintes modelos: Erdős-Rényi, Barabási-
Albert, segunda versão do Waxman, Random Geometric Graph e Watts-Strogatz com
duas configurações de reconexão.

Vale lembrar que a dispersão de diferentes medidas topológicas podem apresentar
escalas de valores bastante distintas, dificultando a adequação em apenas um índice. Por
exemplo, em uma rede sem componentes isolados, os valores que o grau de um nó pode
assumir são maiores do que 1, porém os valores do coeficiente de aglomeração de cada
nó está compreendido entre 0 e 1. Dessa forma, o desvio padrão dessas duas medidas
apresentarão escalas distintas, impedindo a comparação de suas heterogeneidades. Para
resolver esse problema, é necessário pré-processar as medidas, normalizando-as para que os
seus respectivos σm tenham escalas similares. Especificamente, aplicamos a estandardização
com a seguinte equação:

zm = m− µm
σm

; (3.1)

em que µm e σm são, respectivamente, a média e o desvio padrão de cada medida m.
Após a estandardização, todas as medidas terão média igual 0 e desvio padrão igual a
1, podendo ser incorporada em um único índice. Também é importante ressaltar que a
estandardização é aplicada considerando não apenas a rede em que temos interesse em
calcular a complexidade, mas sim todo o conjunto de redes de referência. No caso desse
trabalho, são utilizados 100 exemplares de cada um dos modelos citados e todas as redes
apresentam o mesmo número de nós e mesmo grau médio.

Tendo o desvio padrão de cada medida, deve-se combiná-los para que seja possível
obter um único índice. Idealmente, uma rede terá máxima complexidade quando todos
os seus σm forem iguais e, dessa forma, todos assumirão valores iguais ao desvio padrão
máximo, σmax = max

m=1,M
(σm). Consequentemente, isso significa que qualquer diferença entre

os σm e σmax reduzirá a complexidade da rede. Esses conceitos são ilustrados na Figura 16.
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Figura 16 – Diagrama que ilustra os elementos adotados para a definição do índice de
complexidade. Cada linha do esquemático corresponde ao desvio padrão de
cada uma das medidas topológicas estandardizadas, σm, de uma dada rede
complexa que terá sua complexidade mensurada. O desvio padrão máximo,
σmax, que aqui está sendo exemplificado por σ2, define a delimitação de um
retângulo que representa o máximo desvio padrão efetivo, β, e também serve
para calcular os valores da diferença δm para cada medida. A complexidade
relativa será máxima, ω = 1, quando as diferenças não existirem, resultando
em ∆ = 0, ou seja, será o caso em que todos os σm estarão no limite desse
retângulo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com base no desvio padrão das medidas, é possível ilustrar o caso em que todas
as M medidas têm a mesma dispersão, ou seja, o caso de máxima complexidade da rede,
calculando máximo desvio padrão efetivo, β, por:

β = Mσmax. (3.2)

Também é possível calcular o quanto a dispersão de cada medida contribui para
a diminuição da complexidade em relação à complexidade máxima da rede. Para isso,
calcula-se a diferença entre o desvio padrão máximo observado e o desvio padrão de cada
medida como:

δm = σmax − σm. (3.3)
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Obtendo as diferenças individuais da dispersão de cada medida, δm, calcula-se o
somatório das diferença das dispersões, ∆, para expressar a diminuição de complexidade
total em relação ao máximo de complexidade possível. Sendo assim, tem-se:

∆ =
M∑
m=1

δm. (3.4)

Dessa forma, pode-se calcular o quanto uma rede é complexa em relação à máxima
complexidade que ela poderia apresentar. Para isso, definimos um índice preliminar, ω,
que expressa a complexidade relativa da rede de interesse, como:

ω = β −∆
β

= 1− ∆
β
. (3.5)

A complexidade relativa será máxima, ω = 1, quando ∆ = 0, indicando que todas as
medidas têm dispersões iguais, ou seja, δm = δmax,∀m. Entretanto, qualquer variação das
dispersões em relação a δmax contribuirá para o aumento do valor de ∆, o que acarretará
na diminuição de ω. A complexidade relativa atingirá o seu valor mínimo quando todos os
δm forem zero, com exceção de apenas um valor.

Por fim, definimos o Índice de Complexidade, IC, como sendo o valor de complexi-
dade absoluta da rede, ω, sendo calculada pela multiplicação da complexidade relativa da
rede de interesse e a média dos desvios padrões de suas medidas:

IC = ω 〈σ〉 . (3.6)

Para evidenciar a diferença entre as complexidades, relativa e absoluta, considere um
exemplo com duas redes complexas. A dispersão das medidas de cada rede são iguais entre
si, porém são diferentes entre as duas redes, com a primeira rede assumindo σm = 10,∀m e
a segunda σm = 100,∀m. Dessa forma, as duas redes terão a máxima complexidade relativa,
ω = 1. Entretanto, a segunda rede é mais complexa do que a primeira, já que a dispersão
de suas medidas são maiores do que as da primeira rede. Ou seja, a complexidade relativa
expressa o quanto a rede é complexa relativamente a complexidade máxima que ela poderia
assumir se todas suas dispersões fossem máximas, mas não permite a comparação de
complexidade entre diferentes redes. Porém, a complexidade absoluta resolve esse problema
permitindo essa comparação. Ao fazer o cálculo do IC das duas redes tendo cada uma a
sua complexidade relativa máxima, a diferença será dada pela média das dispersões de
suas medidas. Portanto, a primeira rede será menos complexa, com IC = 1× 10 = 10, do
que a segunda rede, com IC = 1× 100 = 100.

Por último, deve ser observado que a definição aqui proposta de um índice que
mensure a complexidade de uma rede pode ser utilizada para caracterizar qualquer rede
complexa respectivamente a um conjunto de medidas topológicas e um conjunto de redes
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de referência. Porém, devem ser levadas em consideração as limitações que aqui foram
discutidas. Dessa forma, dadas redes complexas genéricas a serem estudadas, é necessário
selecionar um conjunto de medidas que reflita o interesse específico da pesquisa, podendo
ser as que foram adotadas aqui ou incorporar medidas alternativas (e.g., (110–114)). De
forma semelhante, pode ser feita a escolha das redes a serem consideradas como referência.
Novamente, é possível que seja usado o mesmo grupo de modelos aqui adotado como
também alguns modelos podem ser subtraídos ou adicionados, dependendo do contexto e
das questões de cada pesquisa.

A priori não vemos evidências de que o IC não possa ser adaptado para calcular a
complexidade de redes que estejam fora das limitações aqui previamente impostas. Isso
significa que provavelmente deve ser possível realizar alterações nas medidas topológicas
para que seja calculada a complexidade de redes direcionadas, com pesos, com componentes
isolados entre outras. Entretanto, apesar dessas alterações serem interessantes de serem
estudadas, elas fogem do escopo deste trabalho de propor uma nova forma de calcular
complexidade de redes complexas.

3.2 Redes hipercomplexas

Partindo do princípio de que a complexidade de uma rede complexa pode ser
considerada uma propriedade mensurável e também comparativa, é intuitivo especular
sobre qual seria a rede que apresentaria a maior complexidade. Porém, sendo essa uma
questão virtualmente impossível de se responder, devido à impossibilidade de medir a
complexidade de todas as redes existentes, alternativamente pode-se pensar em aumentar
a complexidade das redes conhecidas, principalmente as de modelos teóricos que suas
propriedades já foram bastante estudadas. Dessa forma, é possível abordar a busca por alta
complexidade como sendo uma otimização ocorrendo em um grande espaço de possíveis
reconfigurações.

Neste trabalho, abordou-se a procura por redes com alta complexidade através de
um processo de maximização, fazendo com que a sua complexidade seja uma função a ser
calculada a cada passo de otimização. Para isso, propôs-se um método para aumentar a
complexidade de qualquer rede de interesse e o nomeou-se de gerador de redes hipercom-
plexas em que as redes resultantes são as redes hipercomplexas (HC). O fluxograma da
Figura 17 ilustra o método, especificando os seis parâmetros que podem ser alterados de
diversas formas, possibilitando um grande número de possibilidades de geração de redes
hipercomplexas.
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Figura 17 – Gerador de redes hipercomplexas. Projetou-se o algoritmo para gerar redes
hipercomplexas como um maximizador de complexidade através de pequenas
alterações topológicas. Para que isso seja feito, é necessário que seis parâmetros
sejam definidos: (a) escolher uma rede que terá sua complexidade maximizada;
(b) selecionar um grupo de redes complexas, podendo ser modelos teóricos
ou não, para que sirvam de referência; (c) escolher um grupo de medidas
topológicas para que a complexidade possa ser calculada; (d) selecionar a
medida de complexidade a ser maximizada, neste trabalho definimos o IC com
esse propósito, mas outras podem ser utilizadas; (e) escolher a modificação
topológica que será aplicada na rede para que aumente sua complexidade;
(f) selecionar o algoritmo de otimização que maximizará a complexidade da
rede. É importante notar que a decisão de um parâmetro pode influenciar na
decisão de outros, por exemplo o IC utilizado aqui necessita que as medidas
sejam estandardizadas.

Fonte: Elaborada pelo autor.



55

O processo de geração de redes hipercomplexas é feito da seguinte maneira. Inicial-
mente, é necessário escolher a rede em que se deseja estudar o aumento de sua complexidade.
A priori qualquer rede ou modelo pode ser escolhido. Neste trabalho, escolheu-se estudar
principalmente a maximização da complexidade do modelo ER. Esse modelo foi escolhido
justamente por ser considerado um modelo simples e estatisticamente regular, fornecendo
um ponto de partida sem vieses que já o considerasse uma rede complexa, como é o caso
da presença de hubs no modelo BA. Isso foi feito para que fosse possível observar quais
caminhos o método evoluirá a rede para torná-la mais complexa sem interferências iniciais.
Apesar disso, alguns experimentos foram feitos utilizando o modelo BA para comparar a
topologia gerada pelo método tendo esse enviesamento inicial, mas o foco do trabalho foi
essencialmente o modelo ER. Entretanto, qualquer outro modelo teórico ou rede real pode
ser utilizada, apenas necessitando realizar possíveis adequações dependendo do tipo de
rede, como escolher medidas que considerem pesos para redes que apresentam intensidades
em suas conexões.

Após a escolha da rede a ser maximizada, é necessário determinar a medida
de complexidade a ser utilizada, bem como as medidas de rede consideradas para que
ela seja definida. O método foi desenhado para que, a princípio, qualquer medida de
complexidade possa ser aplicada, guardando as respectivas adequações e limitações que
cada definição de complexidade possa exigir. No caso do presente trabalho, utilizou-se
o Índice de Complexidade definido na Seção 3.1. Para que o IC seja utilizado, escolheu-
se o mesmo grupo de medidas de rede selecionadas para definir o índice e que foram
apresentadas na seção anterior. A escolha do conjunto de redes de referência também foi a
mesma apresentada na definição do IC na seção anterior, fornecendo, então, um conjunto
razoavelmente abrangente de características topológicas para que as redes hipercomplexas
possam ser comparadas.

Para que a maximização da complexidade de uma rede seja feita, é necessário que
a rede sofra alterações em sua topologia. Essas alterações podem ser das mais diversas,
podendo ser aumentar ou diminuir o número de nós ou de arestas, exclusão ou adição
de hubs, ou alterações seguindo alguma regra que evolua a rede de alguma forma. Como
a intenção é comparar a complexidade de redes com o mesmo tamanho, escolhe-se não
fazer mudanças no número de elementos da rede. Dessa forma, optou-se pela alteração
mais simples possível: selecionou-se de forma uniformemente aleatória uma aresta (eij),
constituída dos nós ni e nj, deletou-se essa conexão e reconectou-se o nó ni com outro nó
escolhido de forma uniformemente aleatória, não permitindo autoligações, conexões com
nós que já são seus vizinhos e nem que o nó nj se torne um componente isolado. Com isso,
manteve-se tanto o mesmo número de elementos, quanto o grau médio das redes durante
todo o processo de otimização.
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O processo de otimização também pode ser de diversos tipos, podendo ser métodos
de gradientes, métodos estocásticos, algoritmos genéticos e assim por diante. Fez-se o
uso do método de descida de gradiente (gradient descent) da sua forma mais simples.
Inicialmente, calculou-se o IC da rede ER, que considerou-se como rede atual, Gt = Gt=0, e
a cada nova alteração na rede, gerando Gt+1, calculou-se o da rede alterada e comparou-se
ambas complexidades. Se a complexidade da nova rede for maior do que a atual, a rede
nova se torna a atual, Gt = Gt+1, e passará pelo próximo passo de otimização. Porém, se
o IC da rede nova não for maior que a da atual, descarta-se a rede alterada e o processo é
repetido na rede atual até que a complexidade da nova rede seja maior do que a atual.

Dois critérios de parada foram adotados para o método de geração de redes
hipercomplexas: (i) o número de passos aceitos atinge o valor delimitado previamente; (ii)
o número de alterações nas redes atingem um valor limite para impedir que o processo
ocorra infinitamente. O número limite comumente adotado foi de dez vezes o valor do
número de passos aceitos, porém ele não foi atingido em nenhum dos casos avaliados.
Outro critério que também pode ser adotado é o tempo de execução. Nos experimentos da
Seção 4.2, em que a intenção era de visualizar a evolução estrutural de poucos exemplares
de redes complexas, optou-se por evoluir a rede por volta de 3 dias antes de parar o
processo. A rede que resulta deste processo é nomeada pela combinação de HC e o número
de iterações aceitas, ou seja, uma rede que foi otimizada mil vezes será nomeada como
HC-1000.

Vale ressaltar que o processo de geração de redes hipercomplexas, da forma como
foi descrito aqui, é razoavelmente custoso. Isso é devido, principalmente, a grande quanti-
dade de operações computacionais necessárias para que as medidas de redes complexas
sejam realizadas a cada cálculo de complexidade, e consequentemente, a cada passo de
otimização. Como esta pesquisa foi desenvolvida utilizando a linguagem Python, que é
uma linguagem conhecida por não ter uma boa eficiência computacional, diversos artifícios
foram considerados para que os experimentos pudessem ser realizados em um tempo que
possibilitasse a pesquisa. A principal escolha foi basear o projeto na biblioteca de redes
complexas em Python, graph-tool, que, além de ter sido desenvolvida para ser uma biblio-
teca eficiente, tem a opção de fazer as operações em paralelo de forma automática. Todos
os algoritmos das medidas de redes utilizadas ou foram as já disponíveis na graph-tool
ou foram escritas, ou adaptadas, utilizando a funções dessa biblioteca. Além disso, os
demais algoritmos foram escritos utilizando vetorização das bibliotecas numéricas NumPy
e SciPy, e alguns usando a biblioteca de otimização Numba. Todos os experimentos aqui
relatados levaram dias mesmo com todos esses artifícios, alguns levando mais de uma
semana. Entretanto, os códigos dessa pesquisa podem ser otimizados e, além disso, devido
ao tempo do experimento ser fortemente relacionado as medidas utilizadas, a utilização de
outras medidas poderá acelerar os processos.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Este capítulo apresenta os principais resultados obtidos durante este trabalho. A
Seção 4.1 apresenta tanto o aumento da complexidade das redes hipercomplexas como
os resultados que derivam desse aumento. Também é feita a comparação com modelos
teóricos evidenciando as alterações topológicas que o método aqui proposto causou. Por
fim, a Seção 4.2 apresenta as visualizações das evoluções das redes hipercomplexas através
do exemplo de duas redes, uma do modelo Erdős-Rényi e outra do modelo Barabási-Albert.

4.1 Análise quantitativa das redes hipercomplexas

Objetivando comparar as redes hipercomplexas com redes de referência, utilizou-se
o mesmo grupo de modelos apresentados nos capítulos anteriores. Dessa forma, levou-se
em consideração os modelos Erdős-Rényi (ER), Barabási-Albert (BA), Waxman (WAX),
Random Geometric Graph (RGG) e duas variações de Watts-Strogatz geradas com 10% e
100% de probabilidades de reconexão (WS-10 e WS-100). Todas as redes foram geradas
com N = 500 nós, não havendo elementos isolados e com 〈k〉 = 8 com ±5% de tolerância.
Para cada um desses modelos, foram utilizados 100 exemplares, totalizando 600 redes, com
a intenção de aumentar a significância estatística da representação de cada modelo.

O método de geração de redes hipercomplexas foi aplicado em 100 redes, ou seja,
gerando 100 exemplares de HCs, para que fosse possível estudar as características do
processo e das novas redes com alguma confiabilidade estatística. Dessa forma, gerou-se 100
exemplares do modelo ER para que fossem utilizadas como ponto de partida para a geração
das HCs. Esse modelo foi escolhido por ser estatisticamente regular, não apresentando
vieses topológicos iniciais. Evoluiu-se essas redes até 4000 iterações que consecutivamente
aumentaram o valor de seus respectivos ICs, como pode ser visto na Figura 18.

Como primeira abordagem para observar os resultados do método de geração
de redes hipercomplexas, fez-se o uso da análise dos componentes principais (principal
component analysis - PCA). (115,116) Sendo cada rede como um elemento representado
em um espaço com 10 dimensões (10 medidas topológicas utilizadas), aplicou-se o PCA
para reduzir a dimensionalidade para duas dimensões, permitindo a análise visual. O PCA
foi aplicado tanto nas redes dos seis modelos de referência quanto para 4 grupos de HCs
(100 exemplares cada) sendo HC-1000, HC-2000, HC-3000 e HC-4000, como podem ser
conferidos na Figura 19. Observou-se uma explicação de 96, 16% da variância dos dados,
corroborando a relevância da projeção do PCA nesse conjunto de redes. A média dos CIs
para cada grupo de redes é apresentado com a coloração do mapa de calor.
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Figura 18 – Média e desvio padrão do IC de 100 exemplares de redes HCs com N = 500
e 〈k〉 = 8 durante o período de maximização de suas complexidades, com
valores a cada 100 iterações. Apesar dos valores de ICs apresentarem uma
dispersão maior da iteração 1500 em diante, fica bem claro que a complexidade
aumentou consideravelmente com as sucessivas iterações. De fato, a média
dos ICs das redes HC-4000 é mais do que 4 vezes maior do que a média
da complexidade das redes ER (HC-0) e mesmo os menores ICs das redes
HC-4000s ainda são mais do que 3,5 vezes maiores do que os maiores valores
de complexidades do modelo ER.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Diversos resultados interessantes podem ser inferidos a partir da análise da Figura
19. É possível observar que os modelos de redes complexas formaram agrupamentos bem
definidos, com as redes bem próximas dos seus respectivos modelos e bem separados dos
outros. Há, entretanto, algumas exceções.

No caso dos modelos ER e WS-100, que estão sobrepostos, isso ocorre provavelmente
por ambos serem redes totalmente aleatórias. Porém, é interessante observar que apesar dos
dois modelos formarem um só agrupamento, as ICs médias de cada grupo são razoavelmente
diferentes. Especula-se que, apesar de serem redes totalmente aleatórias, suas propriedades
topológicas divergem razoavelmente devido à diferença no processo de geração de cada
modelo.

Outros grupos de redes que apresentam sobreposição são as redes hipercomplexas.
Nesse caso, as sucessivas mudanças alteraram a topologia das redes, porém, devido às
alterações topológicas serem pequenas, as mudanças não foram muito grandes, gerando
sobreposições entre os modelos. Isso aparentemente demonstra que, apesar de que na
média exista uma tendência de se tornar um modelo cada vez mais diferente, diversos
exemplares individuais de estágios diferentes da evolução compartilham características
topológicas semelhantes. Isso significa que há a possibilidade de existir algumas redes
HC-3000s que são mais complexas que algumas redes HC-4000s. Essa observação pode
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Figura 19 – Análise visual da representação do espaço PCA das 600 redes de referência, 100
de cada modelo teórico, e 400 redes hipercomplexas divididas em 4 estágios de
evolução do modelo, sendo HC-1000, HC-2000, HC-3000 e HC-4000. O mapa
de calor apresenta os valores do IC referente a cada rede. Pode ser observado
que as redes hipercomplexas se distanciam dos outros modelos conforme sua
complexidade é aumentada. Além disso, elas descrevem uma tendência a ir
para uma região de baixa densidade de redes, principalmente longe do modelo
BA, indicando que o aumento da complexidade gera propriedades topológicas
diferentes das presentes nos modelos considerados.

Fonte: Elaborada pelo autor.

ser corroborada pela Figura 18 já que diversos valores de ICs de redes HC-2000s, ou com
mais iterações, são maiores do que o menor valor de IC das redes HC-4000. Ou seja, existe
uma espécie de gradiente em que, na média, existe um aumento na complexidade e uma
diferenciação topológica das redes hipercomplexas, porém isso não acontece de forma tão
brusca e delimitada.

Além da presença dos agrupamentos e, mais importante, como consequência dos
subsequentes passos de otimização e com o aumento da complexidade, as redes HCs
definiram uma progressão, iniciando no agrupamento do modelo ER, da qual foram
derivadas, e traçando uma ‘trajetória’ em uma região vazia da projeção PCA. Esse
distanciamento dos outros modelos de referência, que esta trajetória formou, definem uma
tendência de que quanto maior a maximização, mais diferente as topologias das redes HCs
se tornam dos modelos teóricos considerados. Em especial, o distanciamento do modelo
BA com o aumento da complexidade, sugere que as características deste modelo não são
suficientes para caracterizar redes com alta complexidade. Entretanto, vale ressaltar que
essa sugestão é baseada na definição de complexidade adotada neste trabalho, podendo
ser diferente se outra definição for considerada.



60

Os resultados obtidos corroboram que o modelo HC não só é mais complexo que
as redes consideradas (considerando o índice de complexidade aqui definido), mas que
também as estruturas topológicas das redes HCs se deslocam em direção a uma configuração
substancialmente diferente dos outros modelos. Sendo então as HCs diferentes dos modelos
utilizados, temos evidências de que o método de geração de redes hipercomplexas geram
redes diferentes tanto das que são comparadas quanto das que são derivadas. Para que
melhor sejam entendidas as subsequentes mudanças que as redes HCs sofreram e as
propriedades associadas, apresentamos na Figura 20 a média do desvio padrão, bem
como a dispersão máxima e mínima, de cada medida topológica a cada 100 passos de
maximização aplicados para que as redes HCs sejam obtidas.

Verifica-se, pela Figura 20, que o processo dinâmico de otimização gerou uma
tendência a aumentar o desvio padrão da maioria das medidas adotadas, como era esperado
pelo aumento do IC já apresentado. Na verdade, todas as medidas tiveram um aumento
em seu desvio padrão quando comparado com o modelo ER, que foram as redes iniciais.
Esse resultado corrobora a efetividade desse método em derivar redes mais complexas
respectivamente a todas as medidas topológicas e não apenas ao grau de seus nós.

Além disso, analisando o crescimento do desvio padrão das medidas relativo a suas
próprias escalas, vê-se que as medidas relacionadas ao grau, apresentaram um aumento
menor do que algumas outras quando comparadas com os seus valores iniciais. Enquanto
as medidas como o grau dos nós e o segundo e terceiro grau hierárquico, apresentaram
aumento por volta de 2 vezes o valor inicial, as medidas coeficiente de aglomeração,
betweenness centrality para os nós e para arestas e o matching index apresentaram um
aumento de aproximadamente 6 vezes. Ou seja, isso indica que com o processo de aumento
da complexidade, as medidas relacionadas ao grau dos nós tiveram uma contribuição
menor do que outras medidas para o valor de IC.

Entretanto, as medidas grau dos nós, autovalores Laplacianos e segundo grau
hierárquico, apresentaram um leve decrescimento por volta da iteração 2000, mas voltaram
a crescer por volta da iteração 3000, o que pode ser o início de uma dinâmica de oscilação.
Além disso, a diversidade das demais medidas apresentaram dinâmicas de crescimento
bastante individuais. Tanto a média quanto o desvio padrão do caminho mínimo demons-
traram um crescimento constante por boa parte do tempo, porém tiveram um aumento
repentino em um determinado momento (iteração 3000 para a média e 2000 para o desvio
padrão), e uma aparente leve diminuição do crescimento próximo à iteração 4000. Já o
coeficiente de aglomeração e o matching index percorreram um aumento quase totalmente
linear com apenas uma pequena diminuição na taxa de crescimento por volta da iteração
2500, porém não indicando uma diminuição no crescimento. Por outro lado, as medidas
betweenness centrality para os nós e arestas e o terceiro grau hierárquico parecem estar
entrando em um limiar de saturação em que não haverá grandes aumentos.
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Figura 20 – Média e desvio padrão das 10 medidas topológicas calculadas a cada 100 passos
de otimização para as redes hipercomplexas, evoluindo das redes iniciais, do
modelo ER, até se tornarem redes HC-4000s.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Duas observações devem ser feitas. A primeira é que essa análise está limitada
a apenas 4000 passos de maximização e é difícil predizer se a evolução de cada uma
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das medidas se manterá a mesma se for aplicado um número maior de iterações. Em
segundo lugar, é importante levar em consideração que essas análises foram feitas com
base na média dos desvios padrões, porém, é possível observar que, conforme o número
de iterações aumenta, maior é a dispersão dos valores. Isso sugere a presença de diversas
redes com maior complexidade, mas que apresentam um certo grau de diferenciação entre
si. Portanto, para uma melhor extrapolação dos resultados, são necessários estudos que
levem em consideração essas duas observações.

4.2 Análise visual das redes hipercomplexas

Para que seja feita a análise visual das características das redes hipercomplexas,
levou-se em consideração apenas um exemplo de rede, ao invés de 100, de um mesmo
modelo teórico. O processo é exatamente o mesmo dos últimos experimentos, ou seja,
mesmo conjunto de medidas para cálculo do IC, mesmo conjunto de redes e método de
otimização. Entretanto, optou-se por evoluir duas redes iniciais, uma do modelo ER e
uma do modelo BA, ambas com N = 500 e 〈k〉 = 8. Isso foi feito para que seja possível
realizar uma primeira comparação visual entre as características que surgirão de ambos
casos e assim observar o impacto que a mudança nas redes iniciais causam nas redes
hipercomplexas finais. Além disso, evoluiu-se as redes HCs até 8 mil passos. As Figuras 21
e 22 apresentam as visualizações das evoluções das redes ER e BA até redes HC-8000s
com diversos estágios intermediários.

A partir da Figura 21, da evolução dos modelos ER e BA até 4000 iterações, já é
possível identificar algumas características interessantes. Nas iterações 1000 e 2000, tanto
a evolução de ER quanto BA aparenta uma tendência de aumentar aglomeração de alguns
nós no centro da rede enquanto na periferia surgem sequências de nós com poucas conexões.
Essa tendência se acentua nas iterações 3000 e 4000, surgindo aglomerações cada vez mais
densas e ramos periféricos cada vez mais longos. É interessante notar que essas tendências
foram mais expressivas na HCs do modelo BA do que do modelo ER. Aparentemente, a
presença de hubs e vários nós com poucos vizinhos do modelo BA, enviesou a sua evolução.

As tendências de alta aglomeração no centro da rede e longos ramos periféricos
continuaram existindo na Figura 22 que ilustra a continuação da evolução das redes até a
iteração 8000. De fato, os ramos ficaram cada vez mais longos e com baixa densidade de
conexões. Entretanto, a rede hipercomplexa do modelo ER não aparenta grandes evoluções,
apresentando apenas um longo ramo periférico e que aumentou pouco o seu tamanho até
a iteração 8000. Já no caso do modelo BA, também surge um grande ramo, porém existem
alguns outros pequenos, mas maiores do que os que surgem no modelo ER. Além disso, o
longo ramo de BA aparenta estar criando novos sub-ramos, como pode ser observado da
iteração 7000 para 8000. Por último, pode ser notado que a característica do ER ser mais
homogêneo e do BA ser mais heterogêneo aparenta persistir. Enquanto a HC do primeiro
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tem um largo núcleo com nós de graus semelhantes, com exceção de alguns poucos hubs, a
HC do segundo apresenta um ‘núcleo de hubs’ cercado de um grande número de nós com
baixa conectividade.

Com esses resultados, pode-se observar que as redes HCs de ambos modelos criaram
um contorno com baixo coeficiente de aglomeração, definindo um gradiente de grau dos
nós que se estende do centro das redes com direção as periferias. Também é interessante
notar que algumas estruturas de árvore surgiram nas bordas das redes HCs e foram
se estabelecendo, e crescendo, conforme as redes foram evoluindo. O surgimento dessas
características estruturais aparentam ser os responsáveis pelo aumento da complexidade
das redes, ainda mais que nenhuma delas existiam previamente nem nos modelos ER e
BA nem nos outros modelos de referência.
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Figura 21 – Exemplo de evolução de duas redes hipercomplexa de N = 500 nós e 〈k〉 = 8
em que a sequência de redes da esquerda inicia-se com o modelo ER e a da
direita com o modelo BA. Evolução até 4000 iterações, mas continuando na
Figura 22. A escala do mapa de calor da esquerda é referente aos nós das
redes hipercomplexas iniciadas no modelo ER, semelhantemente para BA na
direita.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 22 – Continuação da Figura 21 da evolução de duas redes hipercomplexa deN = 500
nós e 〈k〉 = 8 em que a sequência de redes da esquerda inicia-se com o
modelo ER e a da direita com o modelo BA. Evolução da iteração 4000 até
8000. A escala do mapa de calor da esquerda é referente aos nós das redes
hipercomplexas iniciadas no modelo ER, semelhantemente para BA na direita.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5 CONCLUSÕES

Este capítulo apresenta as considerações finais desta pesquisa e as perspectivas de
trabalhos futuros. Na Seção 5.1, estão presentes as conclusões obtidas com a metodologia
e resultados dessa dissertação. Por fim, na Seção 5.2, são descritas as ideias e especulações
que podem ser investigadas futuramente utilizando este trabalho como base.

5.1 Considerações finais

De certa forma, é possível dizer que a área de ciência de redes desenvolveu-se a
partir da motivação do estudo da complexidade. Ou seja, enquanto os grafos aleatórios já
vinham sendo estudados por várias décadas, foi apenas com a observação de que alguns
sistemas reais apresentam características que não eram tratadas anteriormente que a área
de redes complexas começou a florescer. Na verdade, o próprio conceito de redes complexas
advém da comparação com grafos que são considerados ‘simples’, como o modelo ER,
pois apresentam nós que tendem a ter valores similares ao seu grau médio, apresentando
homogeneidade e regularidade estatística. Sendo mais específico, é possível considerar a
caracterização da distribuição de nós seguindo uma lei de potência no modelo BA como
um marco que influenciou o início do estudo de complexidade em redes complexas por
volta dos anos 2000. Dessa forma, com a expansão das análises da teoria de grafos para o
estudo de sistemas reais com características bastante distintas das já estudadas que deu
origem ao campo de pesquisa de redes complexas.

Neste trabalho, objetivou-se discutir alguns dos conceitos relativos ao termo comple-
xidade em redes complexas atualmente adotados na literatura da área. Mais especificamente,
intencionou-se aumentar a complexidade das redes complexas. Para isso, levou-se em con-
sideração o conceito comumente adotado sobre complexidade que é a caracterização da
diversidade da rede relativa a sua distribuição de grau ou algumas outras medidas topo-
lógicas. Entretanto, expandiu-se este conceito considerando que à complexidade é uma
característica relativa a heterogeneidade de diversas medidas topológicas, não apenas uma
e nem apenas a distribuição de grau, portanto, sendo caracterizada como uma medida de
diversidade topológica da rede.

Para que fosse possível aumentar a complexidade de uma rede, primeiro foi neces-
sário medí-la e para isso definiu-se o Índice de Complexidade, IC. Este índice foi projetado
para que refletisse a heterogeneidade de diversas medidas topológicas de uma dada rede.
Mais especificamente, o IC expressa a dispersão relativa de cada uma das medidas consi-
deradas em respeito a maior valor de dispersão, atingindo o valor máximo quando todas
as medidas tiverem o mesmo valor máximo.
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Após a definição de um índice que mede a complexidade de uma rede, fez-se
necessário o desenvolvimento de um método que aumentasse a sua complexidade. Para
isso, definiu-se o gerador de redes hipercomplexas como um método que considera a com-
plexidade como uma função a ser maximizada. Dessa forma, aplicou-se um procedimento
de otimização nas redes de interesse, utilizando consecutivas alterações topológicas em
conjunto com a descida de gradiente, para que fosse possível maximizar os valores de IC. As
redes resultantes desse processo foram nomeadas como redes hipercomplexas - HCs, sendo
substancialmente mais complexas que as redes que foram inicialmente derivadas. Vale
ressaltar que este trabalho verteu-se principalmente ao estudo do modelo ER como exem-
plares de redes iniciais a serem evoluídas, portanto a maioria dos resultados e discussões
são restritos a esse modelo.

Diversos resultados interessantes foram obtidos. Mais especificamente, tem-se que,
conforme o número de passos de otimização aumenta, as redes HC apresentam uma
tendência a performar uma trajetória bem definida no espaço bidimensional do PCA
obtido a partir de diversas medidas topológicas. Foi observado que essa trajetória seguiu
direcionada a uma área de baixa densidade no espaço PCA, apresentando um afastamento
de todas as outras redes teóricas consideradas. Essa observação é uma evidência de que as
redes HCs realmente apresentam características que não estão presentes nos outros modelos
considerados, sugerindo, portanto, que se trata de um novo modelo de redes complexas.
Além disso, como era esperado, o IC dessas redes tenderam a aumentar progressivamente
acompanhando a movimentação desta trajetória.

A partir da visualização das redes HCs foi possível constatar que de fato esse
método tem a característica de gerar redes que apresentam algumas propriedades topológi-
cas adicionais que não estão presentes em nenhuma das redes comparadas, e.g., ramos
periféricos com baixa aglomeração. Portanto, essa diferenciação na topologia das redes
HCs em relação aos outros modelos é a provável razão para que os valores de IC sejam
maiores do que das outras redes consideradas. Ou seja, a alta complexidade das HCs em
relação as outras redes é de fato devido ao aumento da diversidade de várias medidas
topológicas e não apenas a distribuição de grau.

5.2 Trabalhos futuros

Este trabalho abre caminho para uma série de desenvolvimentos futuros tanto
em investigações que considerem alterações no que foi aqui proposto, quanto no estudo
que considere especificamente alternativas para as limitações desta presente pesquisa.
Primeiramente, seria interessante estudar mais profundamente o impacto de cada medida
topológica na caracterização da complexidade pelo Índice de Complexidade. Isso deve
ser feito tanto para que seja possível compreender quais características topológicas têm
maior contribuição para sua complexidade nas medidas já consideradas, quanto em novas
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medidas. Além disso, também é interessante estudar a complexidade com um conjunto de
medidas que caracterizam especificamente a mesma propriedade, e.g., centralidade pelas
medidas de grau, betweenness centrality, centralidade de autovetor, pagerank, centralidade
de Katz, centralidade de proximidade e etc. Com isso, talvez seja possível apresentar uma
definição de complexidade relativa a uma propriedade especifica da rede.

Um segundo caminho de pesquisa a ser seguido é focar nas alterações que podem
ser feitas em cada uma dos passos do método de geração de redes hipercomplexas. No
primeiro passo, na escolha da rede a ser maximizada, deve ser interessante iniciar o método
com redes teóricas que não sejam do modelo ER. É esperado que esses outros modelos,
sendo menos homogêneos que o ER, possam implicar em um enviesamento inicial que pode
ou não fazer com que a maximização da complexidade se torne tendenciosa. Além disso,
esse viés pode inclusive retardar a busca por alta complexidade caso o método necessite
desfazer a configuração topológica tendenciosa para depois aumentar a complexidade ou
acelerar a maximização, como parece ocorrer com o experimento com o modelo BA.

A escolha da medida de complexidade e as propriedades topológicas a serem
consideradas em sua definição podem apresentar resultados inesperados na geração de
redes hipercomplexas. Além disso, a evolução das redes durante a maximização de sua
complexidade, pode seguir caminhos muito diversos justamente por existir um grande
número de dinâmicas de mudanças que possam ser aplicadas nas redes e também uma
infinidade de métodos de otimização. Para exemplificar o quão diverso podem ser os
caminhos possíveis para evolução de uma rede pode-se considerar duas alterações simples
(aumentar e diminuir o número de arestas) e dois algoritmos de otimização (descida de
gradiente estocástico e simulated annealing). Apenas com esses exemplos, tem-se quatro
possibilidades de encontrar HCs que tenham propriedades completamente diferentes umas
das outras.

Um terceiro caminho de pesquisa pode ser os estudos das propriedades dessas novas
redes (tanto a deste trabalho quanto dos trabalhos sugeridos), como as sub-redes com
ramos periféricos e outras que não foram observados. Uma quarta sugestão de pesquisa é
considerar redes reais ao invés de modelos teóricos para serem usadas como redes iniciais.
Por último, deve se obter resultados bastante surpreendentes ao adaptar essa pesquisa,
e essas sugestões de trabalhos, para redes direcionadas, com peso, com componentes
desconectados, dentre outras, além de também considerar com outros tamanhos.
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