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RESUMO

CUNHA, E. F. da Redes hipercomplexas. 2021. 78p. Dissertacio (Mestrado em
Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2021.

As redes complexas tém recebido muita atencao desde o inicio de seu desenvolvimento,
porém, um dos conceitos centrais da area, a ‘complexidade’, ainda nao estd completamente
definido. Tradicionalmente, compreende-se esse termo como a expressao da heterogeneidade
dos graus dos nos de uma rede. Entretanto, dado que a distribuicao de graus nao é
capaz de caracterizar suficientemente toda a topologia de uma rede complexa, faz-se
necessario considerar medidas adicionais para obter uma descricao de complexidade mais
abrangente. No presente trabalho, apresenta-se um indice de complexidade baseado na
heterogeneidade de valores de um diverso grupo de medidas topolégicas, incluindo grau dos
nos, caminho minimo, coeficiente de aglomeracao local, betweenness centrality, matching
index, autovalor Laplaciano e grau hierarquico. Utilizando esse indice, objetiva-se obter um
método para aumentar a complexidade de redes complexas, gerando um novo modelo de
redes complexas, nomeada de redes hipercomplexas - HC, que apresenta alta complexidade
em comparacao a um conjunto de modelos tedricos de referéncia (Erdds-Rényi, Barabasi-
Albert, Waxman, Random Geometric Graph e Watts-Strogatz). Esse método é proposto
da seguinte forma: inicia-se com uma rede complexa, que entdao é submetida a um processo
de otimizacao que altere sua configuracao topologica enquanto busca maximizar o seu
indice de complexidade. O processo de otimizagao a principio aqui adotado consiste na
reconexao de arestas de forma uniformemente aleatéria enquanto é aplicado o algoritmo
de descida de gradiente a cada iteracao. Como resultado, observou-se um real incremento
na complexidade das redes, em que as HCs, no final do processo, apresentaram indices de
complexidade aproximadamente quatro vezes maiores do que os indices das redes do modelo
Erdés-Rényi, que foram escolhidas como redes iniciais nesse experimento. Além disso,
durante o processo de maximizacao, as redes hipercomplexas apresentaram uma tendéncia
de gerar caracteristicas diferentes das presentes nos modelos tedricos considerados. De
fato, o incremento da complexidade das HCs resultou em um aumento da diversidade dos
valores das medidas de trés a quatro vezes em relacdo as redes iniciais. Por fim, numa
abordagem qualitativa, observou-se que esse aumento na diversidade das medidas gerou
caracteristicas topoldgicas interessantes como o surgimento de longos ramos periféricos
e varios hubs com conectividades semelhantes tanto ao iniciar o método com redes do

modelo Erdés-Rényi quanto também do modelo Barabési-Albert.

Palavras-chave: Complexidade. Redes complexas. Geracao de redes. Topologia de redes.

Redes hipercomplexas.






ABSTRACT

CUNHA, E. F. da Hypercomplex networks. 2021. 78p. Dissertation (Master in
Science) - Instituto de Fisica de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2021.

Complex networks have been receiving a plenty of attention since the beginning of their
development, however, one of the central concepts in the field, ‘complexity’, is not yet
fully defined. Traditionally, this term is understood as the expression of the heterogeneity
of the node degrees of a network. However, since the degree distribution is not enough
to sufficiently characterize the overall topology of a complex network, it is necessary to
consider additional measures to obtain a more comprehensive description of complexity.
In this work, we present a complexity index based on the heterogeneity of values of a
diverse group of topological measures, including degree of nodes, shortest path length,
local cluster coefficient, betweenness centrality, matching index, Laplacian eigenvalue and
hierarchical node degree. Employing this index, we aim at obtaining a method to increase
the complexity of complex networks, generating a new model of complex networks, named
hypercomplex networks - HC, which presents high complexity compared to a group of
theoretical reference models (Erd6s-Rényi, Barabasi-Albert, Waxman, Random Geometric
Graph e Watts-Strogatz). This method is proposed as follows: it starts with a complex
network, which is then submitted to an optimization process that changes its topological
configuration while seeking to maximize its complexity index. The optimization process at
first adopted here consists of rewiring edges in a uniformly random way while applying
the gradient descent algorithm to each iteration. As a result, there was a real increase in
the complexity of the networks, in which the HCs, at the end of the process, presented
complexity indices about four times greater than the network index of Erdds-Rényi
model, that were chosen as initial networks in this experiment. Furthermore, during the
maximization process, hypercomplex networks tended to generate characteristics different
from those present in other theoretical models considered. Indeed, the complexity increment
of HCs produced an increase in the diversity of the values of the measurements of three to
four times compared with the initial networks. Finally, in a qualitative approach, it was
observed that this enhancement in the diversity of measurements generated interesting
topological features, such as the emergence of long peripheral branches and several hubs
with similar connectivity both when starting the method with networks from the Erdds-

Rényi model and also from the Barabasi-Albert model.

Keywords: Complexity. Complex networks. Network generation. Network topology. Hy-

percomplex networks.






Figura 1 —

Figura 2 —

Figura 3 —

Figura 4 —
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Exemplo de uma rede com 20 nés com grau 5. Apesar de ser uma
rede perfeitamente regular em sua distribuicao de graus, apresenta uma
complicada estrutura, nao podendo ser intuitivamente considerada uma

rede simples.

Representagoes de rede complexas. (a) Exemplo de uma rede nao dire-
cionada e sem peso com N = 6 nés e £/ = 8 arestas. (b) Representagao
em forma de matriz de adjacéncia caracterizando o exemplo de rede.
Cada linha e cada coluna (realcadas em azul) representam um né na
rede. Quando a;; = 1, existe uma aresta entre n; e n; e nao existe
quando a;; = 0. Por ser uma rede nao direcionada e sem peso a matriz
é simétrica e composta apenas por Os e 1s. (c¢) Representacao em forma
de lista de adjacéncia caracterizando o exemplo de rede em que a lista

Q; guarda a informagao de todos os nés em que n; esta conectado. .

Exemplo de uma rede complexa evidenciando a medida de grau. (a)
Exemplo de uma rede nao direcionada e sem peso com N = 6 nos e
E = 8 arestas, com o valor do grau respectivo a cada nd. (b) Matriz de
adjacéncia respectiva a rede complexa, porém com a expansao de uma
linha e de uma coluna evidenciando, em vermelho, o grau de cada no
como o somatério das linhas e das colunas. (c¢) Distribui¢ao dos graus

da rede complexa, apresentando 3 nds com grau 2, 2 nés com grau 3 e 1

28

32

n6 com grau 4. Assim, o grau médio da rede da-se por (k) = 16/6 = 2,66. 34

Exemplo de uma rede complexa evidenciando a medida de caminho
minimo. (a) Exemplo de uma rede nao direcionada e sem peso com
N = 6 noés e ' = 8 arestas. Em vermelho, estao os dois caminhos
minimos possiveis entre os nos nsz e ns, ambos passando inicialmente
por ng, porém cada caminho passando por dois nés diferentes, ny e nq,
contabilizando I35 = 3. Também pode ser observado que por ser uma
rede nao direcionada, tem-se l35 = [53, alterando apenas a ordem do
caminho. (b) Matriz de distdncias minimas respectiva a rede complexa
em que cada elemento /;; assume o valor do caminho minimo entre os
respectivos nés. Também é possivel perceber que a matriz é simétrica,
informando novamente que I35 = l53, € que nao ha autoligacao ja que

li; = 0. Assim, o caminho minimo médio da-se por (I) = 48/30 = 1, 6.
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Exemplo de uma rede complexa evidenciando a medida coeficiente de
aglomeracao sendo nao direcionada e sem peso com N =6 nés e F =8
arestas. Em vermelho, estao os valores de coeficiente de aglomeracao
para cada um dos nés da rede. Como exemplo, considere ¢y: 0 nd ng é
vértice de 2 tridngulos, sendo (ng, n3,n2) e (ng, n4,n1), € 0 maximo de
conexoes possiveis que esse n6 poderia fazer é Ny =4 x (4 — 1) x 2 = 6,
portanto, ¢g = 2/6 = 0.33. Levando em consideragao a rede toda, é
possivel calcular a sua média do coeficiente de aglomeracao local por
() =4,67/6=0,78. . . . . . . .

Exemplo de uma rede complexa nao direcionada e sem peso com N = 6
nos e B = § arestas sendo evidenciado em vermelho a medida betwe-
enness centrality. (a) Em vermelho, estao os valores normalizados de
betweenness centrality para os nés. Como exemplo, considere Bj: pelo
noé ny se passa 3 caminhos minimos, los, lo5 € [35, entretanto, para cada
par de nés destes caminhos, existe mais um outro caminho minimo
passando por ny, portanto, tem-se B; = 1/2+1/2+1/2=4,5, com a
normalizagao resulta-se By = 4,5/(5 x 4/2) = 4,5/10 = 0,45. (b) Em
vermelho, estao os valores normalizados de betweenness centrality para
as arestas. Para exemplificar, observe Bjs: além do proprio caminho
l15, ha mais 3 pares de ndés em que seus caminhos minimos passam
pela aresta eq5 porém também passam pela aresta ey, portanto, tem-se
Bis =1+1/241/2+1/2 = 2,5, aplicando a normalizac¢do encontra-se
Bis=2,5/(6x5/2)=0,17. . . . . . . ...

Exemplo de uma rede complexa nao direcionada e sem peso com N = 6
noés e F/ = 8 arestas sendo evidenciado em vermelho a medida matching
index. Como exemplo, considere a aresta ej4 que conecta 0s nés ny e ny
que por sua vez compartilham 2 vizinhos, os nés ng e ns, e seus graus
sdo ky = k4 = 3, portanto, tem-se py4 =2/(34+3—-2)=0,5. . . .. ..

Exemplo de uma rede complexa nao direcionada e sem peso com N = 6
nos e £ = 8 arestas evidenciando a medida grau hierarquico. Como
exemplo, observa-se os niveis hierarquicos para o né ng, definido pelos

circulos concéntricos vermelho para o primeiro nivel e verde para o

segundo nivel, e seus respectivos graus hierdrquicos ko(1) =4 e ko(2) = 1.

Exemplo da distribui¢ao de grau de uma rede do modelo Erdés-Rényi

gerada com N = 500 nés, apresentando (k) =7,88. . . . . . ... ...
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Exemplo de uma rede do modelo Erdos-Rényi gerada com N = 500
nos e p calculado para que (k) = 8. Valor real de (k) para essa rede
é 7,88. A barra de cor representa o grau dos nés e com ela é possivel

constatar que os valores dos graus sao aproximadamente iguais a média,

demonstrando uma conectividade estatisticamente regular. . . . . . . .

Exemplo de duas redes do modelo Watts-Strogatz gerada com N = 500
nos (k) = 8. A rede superior foi gerada com o valor critico de p =0, 1,
ou seja, 10% de reconexao, sendo entdo um exemplo de rede com o efeito
pequeno mundo. A rede inferior foi gerada com p = 1, ou seja, 100% de
reconexao, sendo o caso extremo tornando-se uma rede completamente
aleatoria. A barra de cor representa o grau dos nés e com ela é possivel
constatar que em ambos os casos nao ha muita variagao no valor dos
graus. Porém, enquanto a rede superior apresenta praticamente todos os
noés com o mesmo valor de grau abaixo de 10, a inferior contém diversos

noés com grau um pouco acima de 10, tendo uma distribuicao de grau

levemente mais diversa que no primeiro caso. . . . . . . ... ... ..

Exemplo da distribuicao de grau de uma rede do modelo Barabési-Albert

gerada com N = 500 nds, apresentando (k) =7,96. . . . . . ... ...

Exemplo de uma rede do modelo Barabasi-Albert gerada com N = 500
nés e p calculado para que (k) = 8. Valor real de (k) para essa rede é
7,96. A barra de cor representa o grau dos nds. Observa-se a existéncia
de apenas 3 hubs com conectividade acima de 60, enquanto a imensa

maioria dos nés apresenta grau abaixo da média e apenas alguns poucos

nds estao entre estes dois extremos. . . . . . . .. ...

Exemplo de uma rede da segunda versao do modelo Waxman gerada
com N = 500 nds e parametros calculados para que a rede tenha (k)
proximo de 8, 8 = 1, alpha = 0,04. Valor real de (k) para essa rede
é 8,08. A barra de cor representa o grau dos nés e com ela é possivel

observar que a conectividade varia entre 1 e aproximadamente 25, porém

com a maioria dos nds apresentando grau préximo da média. . . . . . .

Exemplo de uma rede do modelo Random Geometric Graph gerada com
N =500 nés e R = 0,0745 calculado para que a rede tenha (k) préximo
de 8. Valor real de (k) para essa rede é 7,92. A barra de cor representa
o grau dos nés. E possivel observar virios pequenos agrupamentos em

volta de nés com grau um pouco acima da média, porém a maioria dos

nos tem a conectividade aproximadamente ou menor que a média. . . .
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Figura 16 —

Figura 17 —

Figura 18 —

Diagrama que ilustra os elementos adotados para a definicao do indice
de complexidade. Cada linha do esquematico corresponde ao desvio
padrao de cada uma das medidas topologicas estandardizadas, o,,, de
uma dada rede complexa que tera sua complexidade mensurada. O
desvio padrao maximo, o,,.., que aqui esta sendo exemplificado por oo,
define a delimitacao de um retangulo que representa o maximo desvio
padrao efetivo, (3, e também serve para calcular os valores da diferenca
0., para cada medida. A complexidade relativa serd maxima, w = 1,
quando as diferencas nao existirem, resultando em A = 0, ou seja, sera

o caso em que todos os o, estardao no limite desse retangulo. . . . . . .

Gerador de redes hipercomplexas. Projetou-se o algoritmo para gerar
redes hipercomplexas como um maximizador de complexidade através
de pequenas alteragoes topoldgicas. Para que isso seja feito, é necessario
que seis parametros sejam definidos: (a) escolher uma rede que tera sua
complexidade maximizada; (b) selecionar um grupo de redes complexas,
podendo ser modelos teéricos ou nao, para que sirvam de referéncia;
(c) escolher um grupo de medidas topologicas para que a complexidade
possa ser calculada; (d) selecionar a medida de complexidade a ser
maximizada, neste trabalho definimos o IC com esse propdésito, mas
outras podem ser utilizadas; (e) escolher a modificagao topoldgica que
serd aplicada na rede para que aumente sua complexidade; (f) selecionar
o algoritmo de otimizacio que maximizard a complexidade da rede. E
importante notar que a decisdo de um parametro pode influenciar na
decisao de outros, por exemplo o IC utilizado aqui necessita que as

medidas sejam estandardizadas. . . . . .. ..o

Média e desvio padrao do IC de 100 exemplares de redes HCs com N =
500 e (k) = 8 durante o periodo de maximizagao de suas complexidades,
com valores a cada 100 iteracoes. Apesar dos valores de ICs apresentarem
uma dispersao maior da iteracao 1500 em diante, fica bem claro que a
complexidade aumentou consideravelmente com as sucessivas iteragoes.
De fato, a média dos ICs das redes HC-4000 é mais do que 4 vezes
maior do que a média da complexidade das redes ER (HC-0) e mesmo
os menores ICs das redes HC-4000s ainda sao mais do que 3,5 vezes

maiores do que os maiores valores de complexidades do modelo ER. . .
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Figura 19 —

Figura 20 —

Figura 21 —

Figura 22 —

Analise visual da representacao do espago PCA das 600 redes de referén-
cia, 100 de cada modelo tedrico, e 400 redes hipercomplexas divididas em
4 estagios de evolu¢ao do modelo, sendo HC-1000, HC-2000, HC-3000 e
HC-4000. O mapa de calor apresenta os valores do IC referente a cada
rede. Pode ser observado que as redes hipercomplexas se distanciam dos
outros modelos conforme sua complexidade é aumentada. Além disso,
elas descrevem uma tendéncia a ir para uma regiao de baixa densidade
de redes, principalmente longe do modelo BA, indicando que o aumento
da complexidade gera propriedades topologicas diferentes das presentes
nos modelos considerados. . . . . . . ...
Média e desvio padrao das 10 medidas topologicas calculadas a cada
100 passos de otimizagdo para as redes hipercomplexas, evoluindo das
redes iniciais, do modelo ER, até se tornarem redes HC-4000s. . . . . .
Exemplo de evolugao de duas redes hipercomplexa de N = 500 nés e
(k) = 8 em que a sequéncia de redes da esquerda inicia-se com o modelo
ER e a da direita com o modelo BA. Evolugao até 4000 iteragoes, mas
continuando na Figura 22. A escala do mapa de calor da esquerda é
referente aos nos das redes hipercomplexas iniciadas no modelo ER,
semelhantemente para BA na direita. . . . . . . . . ... ... ... ..
Continuagao da Figura 21 da evolugdao de duas redes hipercomplexa
de N = 500 nés e (k) = 8 em que a sequéncia de redes da esquerda
inicia-se com o modelo ER e a da direita com o modelo BA. Evolugao
da iteragao 4000 até 8000. A escala do mapa de calor da esquerda é
referente aos nos das redes hipercomplexas iniciadas no modelo ER,

semelhantemente para BA na direita. . . . . . .. .. ... .. ... ..
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1 INTRODUCAO

A ciéncia das redes complexas tem se desenvolvido fervorosamente desde o inicio
da sua formaliza¢ao, em meados dos anos 2000, tanto teoricamente quanto em diversas
aplicagoes. (1-3) Essa sua ampla utilizacdo pode ser responsabilizada, em grande parte,
por alguns motivos como: (i) a facilidade com que seus conceitos basicos podem ser
entendidos e utilizados advindo da teoria de grafos (4-6) e mecénica estatistica (7-10) e
(ii) ser a representagao de qualquer sistema complexo que possa ser discretizado. Portanto,
apresenta-se como uma area essencialmente multidisciplinar, abrangendo, por exemplo,
diversos tipos de processamento de texto (11-18), diversas areas da biologia (19-25),
dindmicas de propagacao de doengas, e.g., pandemia (26-33) e intimeras outras areas.
(34-44)

Apesar da grande quantidade de pesquisas relacionadas a redes complexas, o préprio
conceito do que é uma rede complexa se mantém como um desafio a ser entendido. (45) A
questao principal desse problema advém do termo ‘complexidade’, que, no contexto de
redes complexas, se mantém formalmente indefinido. A interpretacao comumente utilizada
do que é uma rede complexa é dada através da caracterizacao relativa a modelos teodricos
bem conhecidos, ou seja, as redes sao comparadas com modelos considerados simples e

complezxos. (46)

Da parte dos modelos simples, tem-se os modelos de redes aleatérias (5), em especial
o modelo Erdés-Rényi (ER) (47), que s@o assim considerados por serem caracterizados
apenas pela sua conectividade homogénea. A distribuicdo do grau dos nds desses modelos
pode ser razoavelmente prevista meramente pelo valor de sua média que, por sua vez, é
controlada apenas por um parametro: a probabilidade de conexao, p. Portando, entende-
se uma rede como simples aquela que pode ser caracterizada pela regularidade em sua
distribuicao de grau, tendo a rede completamente regular o seu caso limite. Nesse sentido,
modelos uniformemente aleatérios, como ER, podem ser entendidos como estatisticamente

regulares. (46)

No outro extremo, os modelos considerados complexos sao aqueles em que a
distribuicao de grau dos seus nos é heterogénea o suficiente para que suas propriedades
nao possam ser preditas por apenas a média dos graus. Como um exemplo comumente
considerado na literatura, tem-se o modelo Barabési-Albert, BA (48), conhecido por ser
uma rede livre de escala pois sua distribui¢ao de grau obedece a uma lei de poténcia. De
fato, as redes desse modelo apresentam caracteristicas mais diversas como poucos nés
com uma alta conectividade, os hubs, e também muitos nés com poucas conexoes. Sendo
assim, assume-se comumente que uma rede é complexa quando sua conectividade é pouco

uniforme. (46)
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Entretanto, essa concep¢ao se mostra insuficiente para caracterizar a complexidade
de uma rede, pois é possivel existir redes que sejam classificadas como regulares, devido
a uniformidade na distribuicao de grau de seus nds, porém apresentarem caracteristicas
topolégicas nao regulares. (45,49) A Figura 1 apresenta um exemplo desse aparente
paradoxo em que todos os 20 nds desta rede estao conectados a exatos 5 outros nés. Apesar
dessa ser uma rede totalmente regular na sua distribuicao de grau, ela aparenta ter uma
topologia bastante complicada, sendo dificil de saber o quao complexa é apenas observando
o grau de seus nés. Dessa forma, fica evidente a necessidade de levar em consideragao
outras medidas topoldgicas, ou ao menos mais do que apenas a distribuicao de grau, na

caracterizacao da complexidade de uma rede.

Figura 1 — Exemplo de uma rede com 20 nés com grau 5. Apesar de ser uma rede per-
feitamente regular em sua distribuicao de graus, apresenta uma complicada
estrutura, nao podendo ser intuitivamente considerada uma rede simples.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Além dessa analise qualitativa, alguns esforcos foram feitos no intuito de pro-
priamente medir a complexidade de uma rede. As medidas propostas mais conhecidas
e utilizadas se baseiam no conceito de entropia (50-65), principalmente a entropia de
Shannon (64,66,67) (também chamada de informacao topoldgica (50,51)). Inclusive, al-
guns desses trabalhos descrevem a limitacao de analisar apenas o grau e abordaram a
complexidade por outras medidas como caminhos minimos (63) e dimensao fractal. (61)
Por exemplo, as medidas baseadas em entropia sofrem algumas limitagoes (68) e, dentre
elas, a dificuldade de estimar propriamente a funcdo de probabilidade da varidvel. (69-72)
Além disso, essas formas de medir a complexidade nao tiveram como objetivo combinar

diversas propriedades topologicas das redes. Com isso, medir a complexidade de uma rede
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complexa de uma maneira que considere diversas caracteristicas topoldgicas se mantém

como um problema em aberto.

Diante dessas questoes, no presente trabalho foi proposto o desenvolvimento de
um indice de complexidade de rede de uma forma mais abrangente do que as encontradas
na literatura e, até onde se estende os conhecimentos dos autores deste trabalho, com uma
abordagem completamente nova. Portanto, a medida de complexidade aqui definida se
baseia na heterogeneidade de multiplas medidas topolégicas de redes complexas. Além
disso, buscou-se investigar qual seria a rede mais complexa que pode ser obtida. Assim,
desenvolveu-se um método para que seja possivel aumentar a complexidade de redes
complexas através da maximizacao dessa propriedade, tratando o indice aqui proposto
como uma func¢ao a ser otimizada em um grande espaco de busca de reconfiguragoes

topologicas possiveis.

1.1 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é desenvolver uma medida que mensure a complexi-
dade de redes complexas e também gerar redes com alta complexidade. Dessa forma, os

objetivos especificos sao:

« Definicdo de um Indice de Complexidade: Propor um indice de complexidade
que seja capaz de abranger diversos aspectos topoldgicos de redes complexas com

base na heterogeneidade de um amplo conjunto de medidas;

e Definicao do método de geracao de Redes Hipercomplexas: Considerando
a complexidade como uma propriedade de uma rede complexa e que pode ser
maximizada, propomos um método que gera redes com alta complexidade através

da aplicacao de algoritmos de otimizacao e alteragoes topoldgicas das redes.

1.2 Contribuicées

Nesta secao sao apresentadas as contribuigoes desta dissertagao que foram publica-
das em periédico no artigo DA CUNHA, E. F.; COSTA, L. F. On Hypercomplex Networks,
Physica A, v. 591, p. 126714, abr. 2021. DOI: 10.1016/j.physa.2021.126714:

» Caracterizacao de complexidade de redes complexas através da heterogeneidade de

suas medidas;
e Defini¢do de um indice de complexidade de redes complexas;
e Desenvolvimento de um método de geracao de redes com alta complexidade;

o Geragao de um novo modelo de rede complexa.


https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0378437121009298
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0378437121009298
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1.3 Organizacao da Dissertacdao

Esta dissertacao esta dividida da seguinte maneira. No Capitulo 2, é apresentado
o referencial tedrico do trabalho contendo as defini¢oes basicas sobre redes complexas
assim como as medidas topoldgicas e modelos tedricos utilizados nos experimentos. No
Capitulo 3, é apresentada a definicao do indice de complexidade e a metodologia de
geracao das redes hipercomplexas. O Capitulo 4 apresenta os resultados dos experimentos
utilizando o método e indice propostos. No Capitulo 5, sao apresentadas as conclusoes

deste trabalho e, por fim, sdo descritas as perspectivas futuras desta pesquisa.
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2 REDES COMPLEXAS

Esta dissertacao se dedica ao estudo de complexidade em redes complexas abor-
dando diversas medidas topologicas e modelos de rede. Assim sendo, este capitulo é
responsavel por apresentar os pontos fundamentais sobre esses tépicos para a compreensao
do desenvolvimento deste trabalho. Dessa forma, a Se¢ao 2.1 concentra os conceitos basicos
sobre redes complexas em que as futuras defini¢des serdo baseadas, como as representagoes
matematicas de grafo, matriz de adjacéncia e lista de adjacéncia, bem como conceitos de
direcionalidade e peso em redes. A Secao 2.2 apresenta as defini¢oes de algumas medidas
topologicas e nomenclaturas importantes para o entendimento do restante deste texto. Por
fim, na Secao 2.3, sao introduzidos alguns modelos tedricos de redes que sao classicos no
estudo de topologias de redes complexas, apresentando diversas caracteristicas necessarias

para a compreensao de complexidade baseada em heterogeneidade topoldgica.

2.1 Representacoes de redes complexas

Uma rede compleza é formalmente definida como um grafo e, consequentemente, essa
representacao demonstra o potencial de caracterizar matematicamente diversos sistemas que
possam ser discretizados. Assim sendo, fica evidente que a ciéncia de redes desenvolveu-se
sobre as definigoes e conceitos da teoria de grafos. (4-6,73) Dessa forma, as redes complexas
sao compostas por dois elementos discretos, sendo eles os nds, também conhecidos como
vértices, e as suas relagoes ou conexoes, as arestas, também conhecidas como ligagoes
ou edges. (2,3,34,74-78) Uma rede complexa é definida como um objeto matemético
G(N,E), ou seja, um grupo G formado pelo conjunto N de N nés, sendo N = {n;|i € Z
e 0 <i< N}, e pelo conjunto £ com F arestas, sendo € = {e;; = (n;,n;) | ni,n; € N'}.

Provavelmente, o conceito mais basico a ser construido sobre os elementos nos e
arestas é a adjacéncia. Quando existe uma aresta conectando dois nés, é definido que esses
dois nés sao adjacentes, ou seja, sao vizinhos e, com isso, tem-se as informagoes necessarias
para reproduzir uma rede. As informagoes sobre as conexdes entre os nés, que permitem a
reproducao de uma rede, podem ser representadas em uma matriz, conhecida como matriz
de adjacéncia, A, que na maioria dos casos assume dimensoes N x N. Outra representacao
de redes, que por muitas vezes é equivalente a matriz, é a lista de adjacéncia, €;, que se
constitui de um conjunto de listas, uma para cada né n;, guardando apenas os indices dos
vizinhos de n;. (1,79)

Apesar da matriz de adjacéncia ser a representacao mais conhecida e intuitiva, ela
nem sempre é utilizada nos calculos computacionais. Isso ocorre principalmente para redes
grandes e esparsas, que Sa0 0s casos em que existem poucas conexoes entre os nés em

comparagdo ao maximo possivel, populando a matriz com muitos valores nulos referentes
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aos nés nao conectados. (3) Assim, a lista de adjacéncia resolve esse problema fornecendo

apenas as informacoes entre os nds que apresentam uma conexao.

As arestas de uma rede apresentam duas caracteristicas importantes, a direcionali-
dade, que informa se a relacao do n6 n; para o né n; ¢ a mesma do n; para o n; ou nao;
e 0 peso, que informa a intensidade das conexoes. (79) A Figura 2 ilustra um exemplo
de rede nao direcionada, sem peso, e suas respectivas matriz e lista de adjacéncia. Os
elementos da matriz de adjacéncia, a,;, apresentam apenas os valores 0 e 1, demonstrando,
respectivamente, se ha ou nao ha conexao entre os nés n; e n;. Caso a rede tivesse pesos,
a intensidade das conexoes dos nos substituiria os valores 1 na matriz pelo respectivo
peso. Além disso, por ser uma rede nao direcionada, a matriz se torna simétrica, ou seja
a;; = aj;. Portanto, caso ela fosse direcionada, haveria arestas que conectariam o né n; em
nj, Mas Nao necessariamente o contrario, a;; # aj . Também ¢ interessante observar que,
por essa rede nao ter nés que se conectam a si mesmos, o que formariam as autoligacoes
(self-loops), a diagonal principal é composta por 0s, ou seja, a; = 0. Ja a lista de adjacéncia
nao apresenta informagoes sobre o peso da rede e caso ela fosse direcionada e/ou tivesse
autoligacoes, apenas se acrescentaria o indice das conexdes nas listas, sendo, portanto,

uma representa¢ao mais concisa. (3)

012345
001111 Q =1,2,3,4
11 11 $%=045
— 1 Q,=0,3
3101 Q; =0,2
4 11 1 9,=0,1,5
5 1 1 Q;=1,4

(b) (c)

Figura 2 — Representagoes de rede complexas. (a) Exemplo de uma rede nao direcionada
e sem peso com N = 6 nds e F = 8 arestas. (b) Representagdo em forma
de matriz de adjacéncia caracterizando o exemplo de rede. Cada linha e cada
coluna (realgadas em azul) representam um né na rede. Quando a;; = 1, existe
uma aresta entre n; e n; e nao existe quando a;; = 0. Por ser uma rede nao
direcionada e sem peso a matriz é simétrica e composta apenas por 0s e 1s. (c)
Representagao em forma de lista de adjacéncia caracterizando o exemplo de
rede em que a lista €2; guarda a informacao de todos os nés em que n; esta
conectado.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.2 Medidas de redes

Por se tratar de um trabalho que considera apenas redes nao direcionadas e sem
peso, todas as medidas topologicas necessarias para a compreensao deste trabalho serao
definidas levando em consideracao essas delimitacoes. Além disso, as redes também nao
apresentam autoligagoes e nem maltiplas arestas entre os nés, ou seja, entre qualquer par

de nds conectados s6 existe uma conexao.

2.2.1 Grau

A partir da quantidade de vizinhos de um n6 é possivel obter a medida topolégica
de rede mais simples, o grau (também conhecida como conectividade) k; de um dado né
n;. (3) Utilizando a matriz de adjacéncia, é possivel obter o grau somando os elementos

da linha ou da coluna correspondente a esse no, ou seja:
N N
k=) ay =) aj (2.1)
J J

Tendo a conectividade de cada né, é possivel obter uma medida mais geral da rede,
o grau médio da rede, (k). Isso é feito somando o grau de todos os nés da rede e dividindo

pelo seu numero total de nés, N, definido entao por:
1 N
k)=—=)> k. 2.2
=y (22)

Além disso, é possivel obter a distribuicdo de grau da rede, que é um histograma
das ocorréncias dos graus nos nés da rede, sendo comumente a primeira analise exploratoria
que é feita em uma rede de interesse. (1) A Figura 3 ilustra a mesma rede da segao anterior,
mas apresentando o grau de cada né tanto na visualizagao da rede quanto em sua matriz

de adjacéncia e também o histograma de sua distribui¢ao de graus.

2.2.2 Caminho minimo

Uma rede que nao apresenta nenhum componente desconectado sempre apresentara
no minimo uma sequéncia de nos que criard um caminho entre quaisquer dois nés da rede.
Entretanto, é possivel haver mais de um caminho entre dois nés e o caminho que apresenta
menos arestas ¢ conhecido como caminho minimo ou caminho geodésico em que l;; é a
distincia geodésica entre os nés n; e n;. (3,80) Dessa forma, cada né tem uma distancia
geodésica para cada outro né da rede e essa informagao pode ser armazenada numa matriz
N x N, como na Figura 4. Esta matriz nada mais ¢ do que um conjunto de vetores de
caminhos minimos de cada n6. Ou seja, para cada né, tem-se uma linha de valores em
que ¢ possivel extrair diversas outras medidas, e.g., média dos caminhos minimos e desvio

padrao dos caminhos minimos.
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Figura 3 — Exemplo de uma rede complexa evidenciando a medida de grau. (a) Exemplo
de uma rede nao direcionada e sem peso com N = 6 nés e /' = 8 arestas, com o
valor do grau respectivo a cada nd. (b) Matriz de adjacéncia respectiva a rede
complexa, porém com a expansao de uma linha e de uma coluna evidenciando,
em vermelho, o grau de cada né como o somatorio das linhas e das colunas.
(c) Distribuigao dos graus da rede complexa, apresentando 3 nés com grau 2,
2 n6s com grau 3 e 1 n6 com grau 4. Assim, o grau médio da rede da-se por
(k) =16/6 = 2, 66.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Além disso, considerando todos as distancias minimas é possivel extrair uma
medida geral da rede, o caminho minimo médio, (l). (3) Essa medida ¢é calculada somando
o comprimento de todos os caminhos minimos entre todos os noés e dividindo pelo niimero

maximo de arestas que a determinada rede poderia ter, sendo entao definido por:

1 N
([ —— (2.3)
R
em que [;; ¢ a distancia minima entre qualquer né n; e n;, e N é o numero total de nés da

rede.

2.2.3 Coeficiente de Aglomeragao

A vizinhanga de um né também pode ser utilizado para informar sobre a conectivi-
dade local de uma rede complexa. Quando todos os vizinhos de um no estao totalmente
conectados entre si, tem-se um clique. (1,3) Entretanto, esse é o caso extremo ja que
comumente uma regiao de uma rede nao se apresenta completamente conectada. A partir
disso, os pesquisadores Watts e Strogatz (81) definiram a medida coeficiente de aglomeragio
local (local cluster coefficient), ¢;, de um né n; como sendo a taxa entre a real quantidade
de conexoes entre os vizinhos desse né e o total de arestas possiveis se eles estivessem
totalmente conectados. Sendo assim, tem-se:
Na()
Na (i)’

(2.4)

C; =
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Figura 4 — Exemplo de uma rede complexa evidenciando a medida de caminho minimo.
(a) Exemplo de uma rede nao direcionada e sem peso com N =6 nés e £ =8
arestas. Em vermelho, estao os dois caminhos minimos possiveis entre os nés
nsz e ny, ambos passando inicialmente por ng, porém cada caminho passando
por dois nés diferentes, ny e ny, contabilizando [35 = 3. Também pode ser
observado que por ser uma rede nao direcionada, tem-se l3; = [53, alterando
apenas a ordem do caminho. (b) Matriz de distdncias minimas respectiva a
rede complexa em que cada elemento /;; assume o valor do caminho minimo
entre os respectivos nés. Também é possivel perceber que a matriz é simétrica,
informando novamente que l3; = l53, € que nao ha autoligacao ja que l; = 0.
Assim, o caminho minimo médio dé-se por (I) = 48/30 = 1, 6.

Fonte: Elaborada pelo autor.

em que Na(7) é a quantidade de arestas entre os vizinhos de n;, ou seja, o nimero de
triangulos, (n;,n;,ny), em que o n6 n,; participa como um vértice, e N3(i) = k;(k; — 1)/2
é o nimero maximo de arestas possiveis de n;, sendo k; o grau de n;. (1) Um exemplo
dessa medida ¢ ilustrada na Figura 5. A partir dos coeficiente de aglomeracao de cada
no ¢ possivel definir uma medida geral para a rede complexa, a média do coeficiente de
aglomeragdo local (81), em que todos os coeficientes sao somados e divididos pelo niimero

total de nés N, sendo entao definida por:

(c) = ;,ZOCZ

2.2.4  Betweenness Centrality

Pensando em termos de caminhos geodésicos de uma rede, ¢ intuitivo pensar que se
varios caminhos passarem por um determinado ponto, esse ponto podera ser considerado de
grande importancia para o sistema. Analogamente, pode-se pensar em uma ilha conectada
ao continente por apenas uma ponte, como o caso da cidade de Florianépolis, a capital

do estado do Espirito Santo, Brasil. Todo caminho terrestre que liga qualquer ponto no
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Figura 5 — Exemplo de uma rede complexa evidenciando a medida coeficiente de aglo-
merac¢ao sendo nao direcionada e sem peso com N = 6 nds e ' = 8 arestas.
Em vermelho, estao os valores de coeficiente de aglomeracao para cada um dos
nos da rede. Como exemplo, considere cy: 0 nd ng € vértice de 2 triangulos,
sendo (ng, ng,ny) e (ng, ng,n1), € 0 maximo de conexdes possiveis que esse no
poderia fazer é N3 =4 x (4 — 1) x 2 = 6, portanto, ¢cg = 2/6 = 0.33. Levando
em consideragao a rede toda, é possivel calcular a sua média do coeficiente de
aglomeracao local por (c) =4,67/6 =0, 78.

Fonte: Elaborada pelo autor.

continente a qualquer ponto da ilha, passara por essa ponte, logo, essa ponte é um ponto
extremamente importante para um sistema de transporte terrestre continente-ilha, tanto
que a ruptura dessa aresta deixard a ilha como um componente descontado. Sendo assim,
¢é evidente a relevancia de se mensurar essa importancia. Uma das formas de se fazer isso
¢ encontrando a razao entre a quantidade de caminhos minimos entre dois nés n; e n; que
passam por um ponto u e a quantidade de caminhos minimos totais entre esses dois nés.
A essa medida da-se o nome de betweenness centrality (82) e é definida como:

Bi— ¥ o(ng,u,n;) | (2.5)

ijitjAu a(ni,nj) X 2

em que o(n;, u,n;) representa a quantidade de caminhos minimos existentes entre os nds n;
e nj que passam pelo né ou aresta u e o(n;, n;) é a quantidade total de caminhos geodésicos
entre estes dois nos considerando também outros caminhos além dos que passam por wu.
Vale ressaltar que existem algumas variagoes dessa definicao na literatura, porém, Newman
(3) argumenta que essas variages tipicamente nao sao importantes pois usualmente o
interesse estd na magnitude relativa da centralidade e nao em seus valores absolutos.
Portanto, a definicdo aqui apresentada é a que foi utilizada neste trabalho. Sendo assim,
tem-se que a divisdao por 2 é para compensar a direcionalidade na contagem de caminhos
minimos, ndo héd autoligacdo (n; # n;) e quando u é um no, ele nao é considerado nem no
inicio nem fim do caminho (i # j # u), porém quando u é uma aresta, e;;, ele é contado

como um caminho. (83-85)
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Além disso, medida B, é comumente utilizada de forma normalizada pelo niimero
total de conexoes possiveis na rede, entretanto, para o caso do betweenness centrality para
nd, nao é contado o né n; na normalizacao. Desta forma, a normalizacao da betweenness
centrality para arestas é feita dividindo a medida por N x (N — 1)/2, e na normalizagao
da betweenness centrality para o n6 divide-se a medida por (N — 1) x (N —2)/2. (83-85)
A Figura 6 apresenta exemplos para os dois casos.

2)

e‘: e‘e
SR g

Figura 6 — Exemplo de uma rede complexa nao direcionada e sem peso com N = 6 nos e
E = 8 arestas sendo evidenciado em vermelho a medida betweenness centrality.
(a) Em vermelho, estao os valores normalizados de betweenness centrality para os
noés. Como exemplo, considere Bi: pelo né ny se passa 3 caminhos minimos, lys,
lo5 e 35, entretanto, para cada par de nds destes caminhos, existe mais um outro
caminho minimo passando por ny, portanto, tem-se By = 1/24+1/2+1/2 =4, 5,
com a normalizacdo resulta-se By =4,5/(5 x 4/2) =4,5/10 = 0,45. (b) Em
vermelho, estdo os valores normalizados de betweenness centrality para as arestas.
Para exemplificar, observe Bis: além do préprio caminho [5, hd mais 3 pares
de nds em que seus caminhos minimos passam pela aresta e;5 porém também
passam pela aresta eys, portanto, tem-se Bz = 1+ 1/2 4+ 1/2+ 1/2 = 2,5,
aplicando a normalizagao encontra-se Bys = 2,5/(6 x 5/2) = 0, 17.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.2.5  Matching Index

Nas topologias de redes complexas, sdo encontradas algumas estruturas especificas,
alguns tipos de padroes, que podem ser utilizados para obter informacoes da rede. Por
exemplo, o coeficiente de aglomeracao leva em consideracao os triangulos que sdo formados
entre os nés para mensurar agrupamentos. Além de tridngulos, existem outros tipos de

estruturas e, consequentemente, outros indices que os avaliam. (1,3)

Surgindo inicialmente no contexto de redes cerebrais (86,87), a medida matching
indexr quantifica a semelhanca estrutural entre duas regioes de uma rede. Basicamente,
essa medida calcula para dois nds ligados por uma aresta a similaridade topolégica entre os

subgrafos formados por cada um dos nés. Isso é feito através da razao entre o niimero de
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noés vizinhos compartilhados por ambos os nés considerados e o niimero total de conexoes

desses dois nés. Sendo assim, a partir da matriz de adjacéncia, define-se como:

Dkt QikGk
- )
Doty Qik Dot Ak

i (2.6)
sendo a;; o elemento da matriz de adjacéncia em que a;; = 1 significa que os nés n; e ny
estao conectados, a;; = 0 quando estao desconectados e de forma equivalente para a;y,
sendo n; e ny vizinhos de n;. De forma mais intuitiva, ¢ possivel reescrever a Equacao 2.6

como: 6.4)
e(i, J

= 2.7

R S — 27)

em que €(7, j) representa a quantidade de vizinhos mutuos dos nés n; e n;, sendo k; e k;

seus respectivos graus. Subtrai-se 2 para desconsiderar as arestas e;; e ej; na contagem. A

Figura 7 ilustra esta medida.

Figura 7 — Exemplo de uma rede complexa nao direcionada e sem peso com N = 6 nos e
E = 8 arestas sendo evidenciado em vermelho a medida matching index. Como
exemplo, considere a aresta ey que conecta os nés n; e ny que por sua vez
compartilham 2 vizinhos, os nés ng e ns, e seus graus sao k; = k4 = 3, portanto,
tem-se p14 = 2/(3+3—2) =0,5.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.2.6 Autovalores Laplacianos

Como uma das bases da ciéncia de redes, mutualmente a teoria de grafos, temos a
mecanica estatistica. (7) Por diversas vezes uma area contribuiu com a outra na resolucao
de problemas. Este é o caso da dinamica de difusdo que descreve o processo do movimento
de um gas indo de uma regiao de maior densidade para uma de menor através de varios
caminhos. Analogamente, uma dindmica semelhante também foi observada em grafos,
porém, enquanto na difusdo dos gases existe o operador Laplaciano, V2, em redes, se tem

uma matriz, que justamente por ser analoga ao operador Laplaciano, recebe o nome de
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matriz Laplaciana (3,88-90) e é definida por:
L=D— A, (2.8)

em que A é a matriz de adjacéncia e D é matriz diagonal em que seus elementos sao
os graus dos respectivos nds, como ilustrado na Figura 3 (b) da Se¢ao 2.2.1. Dentre as
diversas medidas que podem ser extraidas da matriz Laplaciana, tem-se os autovetores e

autovalores Laplacianos encontrados resolvendo a equacao:
(L—X)v=0, (2.9)

em que L é a matriz Laplaciana, I a matriz identidade de mesma dimensao de L, A e v

sdo, respectivamente, os autovalores e os autovetores de L.

2.2.7 Graus Hierarquicos

Uma rede complexa é composta de elementos unitarios, os nds, e suas conexoes, as
arestas, porém nada impede que seja levado em consideracao toda a vizinhanca de um
né como um elemento unitario. Ou seja, é possivel considerar o né n; como um elemento
de hierarquia zero, sua vizinhancga, como o seu primeiro nivel hierdrquico, e os primeiros
vizinhos desta vizinhanga como o seu segundo nivel hierarquico e assim sucessivamente.
Dessa forma, as medidas definidas para apenas um né, podem ser estendidas para sua

vizinhanga, definindo medidas hierarquicas. (1,91)

A medida mais direta a ser considerada é o grau hierdrquico. O grau do né n; é a
quantidade de seus nos vizinhos e, portanto, é considerado o primeiro grau hierarquico.
Para calcular o segundo grau hierarquico, basta considerar toda a vizinhanca do né n;, o
primeiro nivel hierarquico, como se fosse um noé e contar os nos vizinhos a essa vizinhanca,
ou seja, contar os vizinhos dos vizinhos desconsiderando os nés do mesmo nivel e de
niveis anteriores. O mesmo pode ser feito para os graus de niveis maiores, dependendo
apenas do interesse da pesquisa e limitado pelo tamanho da rede. Sendo assim, é possivel
definir o grau do né n; na hierarquia h por k;(h). A Figura 8 ilustra os graus hierdrquicos

considerando circulos concéntricos em volta do né delimitando dois niveis hierarquicos.

2.3 Modelos de redes

Esta se¢ao apresenta os modelos tedricos de redes complexas utilizadas ao longo
do trabalho. Vale ressaltar que as defini¢oes apresentadas dizem respeito a redes nao

direcionadas, sem peso, sem autoconexao e sem miultiplas ligagoes.

2.3.1 Erdds-Rényi

Um importante marco para a teoria de grafos foi a incorporagao da aleatoriedade

em seus modelos e andlises. A esses modelos deu-se o nome de grafos aleatorios que, de uma



40

Figura 8 — Exemplo de uma rede complexa nao direcionada e sem peso com N = 6 nos e
E = 8 arestas evidenciando a medida grau hierarquico. Como exemplo, observa-
se os niveis hierarquicos para o né ng, definido pelos circulos concéntricos
vermelho para o primeiro nivel e verde para o segundo nivel, e seus respectivos
graus hierdrquicos ko(1) =4 e ko(2) = 1.

Fonte: Elaborada pelo autor.

forma geral, sdo grafos com alguns parametros de valores fixos, porém também apresentam
caracteristicas aleatdrias. (3) Dentre eles, o modelo de grafo aleatério mais estudado é o
Erdés-Rényi (ER). (47)

No modelo ER, nao se determina valores fixos para os graus dos nds, como no caso
de grades regulares, mas sim uma probabilidade de conexdo, p. Desta forma, cada né tem
uma probabilidade, determinada por uma distribuicao estatistica, de estar conectado a
outro né. Sendo assim, para que uma rede ER seja construida, inicia-se o grafo com N nos
desconectados e para cada par de nés, (n;,n;), uma aresta e;; é criada com a probabilidade

p até que todos pares tenham sido considerados.

Apesar da aleatoriedade, esse modelo pode ser considerado como estatisticamente
regular pois todos os nés da rede tém igual probabilidade de se conectar uns aos outros.
Isto resulta em uma distribui¢do de grau que tende a uma curva de Poisson (1) conforme
o numero de nds aumenta, como ilustrado na Figura 9. A regularidade estatistica na sua
conectividade, é o primeiro fator que faz com que o modelo ER seja considerado um modelo
simples. O segundo fator é por ser possivel caracteriza-lo por apenas dois parametros que
sao o numero de nés N e a probabilidade uniforme de conexao p e, com isso, é possivel

descrever o seu grau médio, (k), simplesmente pela equagao:

(k) =p(N —1). (2.10)
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Figura 9 — Exemplo da distribuicao de grau de uma rede do modelo Erdés-Rényi gerada
com N = 500 nés, apresentando (k) = 7, 88.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 10 — Exemplo de uma rede do modelo Erdés-Rényi gerada com N = 500 nos e p
calculado para que (k) = 8. Valor real de (k) para essa rede é 7,88. A barra de
cor representa o grau dos nds e com ela é possivel constatar que os valores dos
graus sao aproximadamente iguais a média, demonstrando uma conectividade
estatisticamente regular.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2.3.2  Watts-Strogatz

A incorporacao da aleatoriedade nas conexdes de grafos foi um passo importante
para que a teoria de grafos fornecesse ferramentas para o estudo das redes reais. (5)
Entretanto, conforme os dados das redes reais foram sendo analisados, os pesquisadores
perceberam que os grafos aleatérios nao eram suficientes para explicar dois fenémenos
encontrados nessas redes: o efeito mundo pequeno (small world effect) e um alto indice

aglomeragao local. (92)

O efeito mundo pequeno é caracterizado pela existéncia de distancias geodésicas
[ curtas, acarretando em um baixo valor do caminho minimo médio da rede, (). Isso
significa que, em geral, um né qualquer de uma rede com esse efeito pode ser acessado
por qualquer outro n6 através de uma pequena quantidade de nés intermediarios. Esse
conceito popularizou-se no experimento de Stanley Milgram que descobriu que dois cidadaos
americanos escolhidos aleatoriamente estao separados, em média, por menos de seis pessoas

conhecidas intermediarias.

Além do efeito mundo pequeno, redes reais apresentam uma quantidade muito maior
de caminhos fechados de ordem trés do que em redes aleatérias com mesma quantidade
de nos e arestas. Ou seja, essas redes apresentam muitos casos de nés conectados tendo
vizinhos em comum, formando triangulos, o que resulta em um alto valor no indice de
aglomeracao local médio (c), o que nao é observado nas redes aleatérias estudadas até
entdo. (81)

Com o conhecimento destas questoes, os pesquisadores Duncan J. Watts e Steven
Strogatz desenvolveram um modelo, conhecido como modelo Watts-Strogatz (modelo WS),
que incorpora essas caracteristicas. (81) O modelo WS inicia-se como uma rede regular
de N noés com k ligagoes iniciais, comumente em formato de anel. Para incorporar a
aleatoriedade no modelo, cada par de nés, (n;,n;), tem uma probabilidade fixa p de ter
sua aresta reconectada. Essa reconexao é feita trocando o n6é n; por um né n; qualquer
que ja nao seja vizinho do né n; e que n; # ny, dessa forma, o grau médio da rede nao

sofre alteracoes.

Variando o valor de p de 0 a 1, o modelo WS se altera de uma rede completamente
regular, com valores de (c) e (I) altos, para uma rede totalmente aleatéria (porém diferente
de uma ER) com valores de (c) e (I) pequenos. (92) Entretanto, o interessante desse modelo
se encontra entre esses extremos. Com baixos valores de p, o (I) diminui drasticamente e
em p = 0,01 acontece a emergéncia do regime pequeno mundo, ou seja, a rede WS passa a
ter valores de (I) pequenos, semelhantes a grafos aleatérios, e valores de (¢) grandes, se
assemelhando as redes redes regulares. (81,92) A Figura 11 ilustra duas redes do modelo
WS exemplificando dois casos com diferentes probabilidades de reconexao, quando surge o

efeito de pequeno mundo e quando se torna completamente aleatoria.
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Figura 11 — Exemplo de duas redes do modelo Watts-Strogatz gerada com N = 500 nos
(k) = 8. A rede superior foi gerada com o valor critico de p = 0,1, ou seja,
10% de reconexao, sendo entdo um exemplo de rede com o efeito pequeno
mundo. A rede inferior foi gerada com p = 1, ou seja, 100% de reconexao,
sendo o caso extremo tornando-se uma rede completamente aleatoria. A barra
de cor representa o grau dos nos e com ela ¢ possivel constatar que em ambos
os casos nao ha muita variagao no valor dos graus. Porém, enquanto a rede
superior apresenta praticamente todos os nés com o mesmo valor de grau
abaixo de 10, a inferior contém diversos nés com grau um pouco acima de 10,
tendo uma distribuicao de grau levemente mais diversa que no primeiro caso.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.3.3 Barabasi-Albert

Ao observar as distribuigoes de graus de algumas redes reais, percebeu-se que elas

eram semelhantes as encontradas em medidas de diversos outros eventos como frequéncia
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de palavras (93), magnitude de terremotos (94), internet (95) e varios outros. (7,48,96) A
distribuicao estatistica tedrica comumente utilizada para caracterizar essas distribuig¢oes é
a lei de poténcia (power law) (97), também conhecida por Zipf’s law ou Pareto distribution,
apesar de terem pequenas diferengas. (98) Dessa forma, observou-se que a distribuigao
de graus de diversas redes reais divergiam dos modelos tedricos estudados. Além disso, o
interesse em estudar essa novidade cresceu principalmente por essas redes nao apresentarem
a regularidade estatistica conhecida até entao. Portanto, para representar essa diversidade
na conectividade das redes reais, caracteriza-se a distribuicao de graus pela lei de poténcia

como uma func¢ao P(k) dependente de k regida pelo decrescimento do expoente v, ou seja:

P(k) =k, (2.11)

A lei de poténcia tem a caracteristica de apresentar um crescimento ou decrescimento
exponencial nos seus valores que, no caso dos graus das redes complexas, isto se reflete
criando uma curva de distribui¢ao de graus com um pico a esquerda e com uma cauda
longa no eixo dos graus. Isto ¢ resultado de duas caracteristicas marcantes de diversas
redes reais: a presenca de hubs, i.g., nés com graus extremamente maiores do que a maioria
dos nos da rede; e a presenga de muitos nés com conectividade muito baixa, como pode ser
visto na Figura 12. Por nao ter um valor tipico em que as medidas possam ser associadas,
como o valor médio na Poisson no caso do modelo ER, as redes com distribuicao lei de

poténcia sao chamadas de livre de escala. (98)
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Figura 12 — Exemplo da distribuicao de grau de uma rede do modelo Barabasi-Albert
gerada com N = 500 nés, apresentando (k) = 7, 96.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Para explicar a distribuicao livre de escalas de diversas redes reais, alguns mo-
delos foram propostos considerando mais do que simplesmente o niimero de nés N e a
probabilidade de conexao p. Como o primeiro modelo conhecido, o pesquisador Price,
através do estudo de redes de citagao de artigos, apresentou um modelo livre de escala
para redes direcionadas, o modelo Price, propondo uma regra na formagao das redes, a
vantagem cumulativa. (99) Posteriormente, Barabdsi e Albert apresentaram um modelo
similar para redes nao direcionadas, o modelo Barabdsi-Albert (BA), e renomeou a regra
para conezdo preferencial, sendo este o nome mais usado na literatura. (48) Essa regra
altera a probabilidade que cada né recebera uma nova conexao. Ao invés de todos os nés
terem a mesma probabilidade, agora os mais conectados tem uma probabilidade maior de

receber novos vizinhos do que nés com poucas conexoes.

Além da conexao preferencial, Barabasi e Albert acrescentaram mais uma carac-
teristica para obter a distribuicao de lei de poténcia, o crescimento da rede, ou seja, o
acréscimo de novos ndés com o passar do tempo obedecendo a conexao preferencial. (48)
Sendo assim, o modelo BA inicia-se como uma rede tendo um pequeno nimero de nos,
Ti—o = To, conectados e sendo acrescido de um novo né a cada intervalo de tempo até
atingir N noés desejados. Cada novo no se conectara a 7 nés que ja estao na rede, nao se
conectando mais de uma vez ao mesmo no. Devido a essa restricao, quando o nimero de
nos na rede naquele momento, 73, for menor que 7, o novo né se conectara apenas a todos
0s nos antigos, que é o que ocorre no inicio do processo. Quando 7; > 7 a probabilidade de
um nd antigo receber uma nova conexao, p(k;), ¢ a razao entre ao seu grau e somatério do

grau de todos os noés, ou seja:

p(k:) = - (2.12)

sendo k; e k;, respectivamente, o grau de um né n; qualquer e o grau de todos os outros nds
n; da rede. Isso faz com que nés muito conectados possuam uma probabilidade crescente
de receber novos vizinhos enquanto que nés pouco conectados tenham cada vez menos

chance de receber novas conexoes, um efeito também conhecido como rico fica mais rico.

Em contrapartida a simplicidade atribuida ao modelo ER, o modelo BA, ilustrado
na Figura 13, é tido como um modelos com alta complexidade. Essa atribuicao é feita
principalmente pela sua diversidade na distribuicao de grau, apresentando uma topologia

mais heterogenia do que redes ER.

Vale lembrar que algumas discussoes pertinentes a essa se¢ao como as distribuicoes
que melhor explicam as redes reais; detalhes sobre o modelo BA e da lei de poténcia; e quais
trabalhos abordaram primeiro esses temas, foram abordadas aqui de forma superficial. Elas
sao longas, surgindo por volta do inicio do século passado, e extensa, abrangendo diversas

areas como economia, biologia, ecologia, astronomia e diversas outras. (3,8,97,98,100,101)
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Figura 13 — Exemplo de uma rede do modelo Barabasi-Albert gerada com N = 500 nos
e p calculado para que (k) = 8. Valor real de (k) para essa rede é 7,96. A
barra de cor representa o grau dos nés. Observa-se a existéncia de apenas
3 hubs com conectividade acima de 60, enquanto a imensa maioria dos noés
apresenta grau abaixo da média e apenas alguns poucos nos estao entre estes
dois extremos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.3.4 Waxman

Diferentemente dos modelos anteriores, o modelo Waxman (WAX) nao foi apre-
sentado com a intengao de estudar caracteristicas de redes reais. (102) Na verdade, ele
foi projetado pensando em sistemas de rotas de comunicagao de multipontos para testar
solugoes do problema de drvore de Steiner (102), um problema de geometria estudado
por Fermat (103) e posteriormente por Steiner (104,105) e aplicado a grafos por Karp.
(106) Uma caracteristica importante desse modelo é que ele pertence a classe de redes
geogrificas, ou espaciais, i.e., grafos em que seus nés tem posicoes definidas no espaco,

porém com conexao aleatéria. (107)

Existem duas versoes do modelo WAX que se diferenciam apenas na forma em que
se calcula a probabilidade de conexao dos nés. (102) Ambas versoes iniciam-se com N
nos distribuidos de forma aleatoriamente uniforme em uma area retangular e as arestas
conectam dois nés (n;,n;) com a probabilidade p;; proporcional a distancia Euclidiana,

dg(n;,n;), entre os dois nés. Vale ressaltar que essa distancia é relativa as posi¢oes dos nds
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Figura 14 — Exemplo de uma rede da segunda versao do modelo Waxman gerada com
N = 500 nés e parametros calculados para que a rede tenha (k) préximo
de 8, 6 = 1, alpha = 0,04. Valor real de (k) para essa rede é 8,08. A
barra de cor representa o grau dos nds e com ela é possivel observar que a
conectividade varia entre 1 e aproximadamente 25, porém com a maioria dos
nos apresentando grau proximo da média.

Fonte: Elaborada pelo autor.

no espago e nao deve ser confundida com distancia de nés em grafos que diz respeito ao
numero de nés em um caminho entre dois nés. Dessa forma, a probabilidade de conexao é

definida como:
—dp(vi, v;)

2.1
el (213)

pij = Bexp
em que « e [3 sao parametros de controle da probabilidade de conexao e assumem valores
dentro de (0, 1]. Valores altos de § fardo o grafo ter uma alta densidade de conexdes e
para valores pequenos de «, o grafo terd uma densidade maior de conexoes espacialmente
proximas do que longas. (102) L é uma distdncia entre ndés da rede (nimero de nés
intermediarios) que assume duas possibilidades, uma para cada versao do modelo WAX.
Na primeira, L é a maior distancia entre dois nds na rede, também conhecido como
diametro da rede. (3) Porém, na segunda, escolhe-se um valor, L., para que L seja
sorteado em (0, Ly, de forma uniformemente aleatéria. Assim, na primeira versao, nés
com a mesma distancia terao probabilidade de conexao iguais, ja na segunda, pares de

nos que tenham a mesma distancia, provavelmente terdao p diferentes e serdo limitados
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pelo valor L sorteado. (102) Um exemplo de rede do modelo WAX, utilizando a segunda

versao, ¢ ilustrado na Figura 14.

2.3.5  Random Geometric Graph

Outro modelo de rede com topologia espacial (107) é a rede geométrica aleatdria,
do inglés random geometric graph (RGG). (96,108) Semelhantemente ao modelo WAX, o
modelo RGG inicia-se com N noés distribuidos de forma uniformemente aleatoria em um
espaco pre-definido. Porém, suas conexdes nao sdo aleatérias: todos os nés que estiverem a
uma distancia Euclidiana menor que uma distancia R de um determinado né, n;, serao
conectados. Ou seja, para cada um dos nés da rede, tem-se uma area circular de raio R
centrada neles e todos os demais nés dentro desta area se conectardao a ele. (109) Um

exemplo de uma rede do modelo RGG ¢ ilustrado na Figura 15.
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Figura 15 — Exemplo de uma rede do modelo Random Geometric Graph gerada com
N =500 nés e R = 0,0745 calculado para que a rede tenha (k) préximo de 8.
Valor real de (k) para essa rede é 7,92. A barra de cor representa o grau dos
nés. E possivel observar varios pequenos agrupamentos em volta de nés com
grau um pouco acima da média, porém a maioria dos nés tem a conectividade
aproximadamente ou menor que a média.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3 COMPLEXIDADE

Este capitulo discorre sobre o estudo de complexidade em redes complexas desen-
volvido neste trabalho, apresentando as defini¢coes e métodos propostos. Primeiro, na Secao
3.1, apresenta-se a necessidade da formalizacdo de uma medida de complexidade de redes
complexas baseada na heterogeneidade de medidas topologicas. Com isso, desenvolve-se
o Indice de Complexidade que serd utilizado nos experimentos do préximo capitulo. Em
seguida, na Secao 3.2, é apresentada a possibilidade de se desenvolver redes com alta
complexidade topoldgica. A partir desta motivagao, é apresentada a definicdo do método

de geracao de redes hipercomplexas bem como suas limitagoes e possiveis variagoes.

3.1 indice de Complexidade

Como previamente descrito no Capitulo 1, apenas a heterogeneidade da distribuicao
de grau nao ¢é suficiente para expressar a complexidade de uma rede complexa. Dessa
forma, para que a representacao de complexidade seja mais abrangente, é necessario levar
em consideracao diversas medidas que descrevam multiplas caracteristicas topoldgicas da
rede. Além disso, com a intencdo de mensurar a complexidade de uma dada rede, para
que seja possivel realizar comparacoes e discussoes quantitativas, é importante que seja
desenvolvido um indice de complexidade. Portanto, partimos do principio de que quanto
maior for a diversidade nos valores de multiplas medidas topoldgicas, ou seja, quanto mais

heterogenia as medidas forem, mais complexa a rede serd considerada.

Intencionando mensurar a complexidade de uma rede com base na heterogeneidade
de um grupo de medidas topolégicas, definimos o Indice de Complezidade, IC, com base no
desvio padrao de cada uma das medidas, o,,. Isso é feito devido ao desvio padrao ser uma
medida estatistica capaz de expressar a dispersao de um determinado conjunto de valores.
Sendo assim, consideramos o desvio padrao como a representacao da heterogeneidade de

cada medida, uma quantidade que exprime a diversidade das propriedades topologicas.

E importante ressaltar que as medidas topolégicas a serem consideradas devem
apresentar um conjunto de valores que demonstrem a sua diversidade e nao apenas um
unico valor para a rede toda. Portanto, deve ser considerado medidas que sejam relativas
a cada no e a cada aresta da rede. Para exemplificar, comparemos as medidas distribuicao
de graus e grau médio. A primeira apresenta um conjunto de valores, um para cada né da
rede, ou seja IV valores, permitindo a caracterizacao da diversidade de valores de grau de
uma determinada rede. Ja a segunda medida é apenas um ntimero que nao informa sobre
a diversidade de graus da rede, comunicando apenas um valor geral e, portanto, nao pode

ser considerada para o calculo da complexidade.
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Neste trabalho em especifico, as dez medidas topolédgicas utilizadas para o calculo
da complexidade foram: (i) os graus dos nés; (ii) média e (iii) desvio padrao dos caminhos
minimos de cada no; (iv) coeficiente de aglomeragio para cada né; betweenness centrality
para (v) nés e (vi) arestas; (vii) matching index para cada par de né que compartilham
uma aresta; (viii) autovalores Laplacianos; e (ix) segundo e (x) terceiro grau hierdrquico

para cada no.

No caso deste trabalho, ao mensurar a complexidade de uma dada rede, se faz
importante ressaltar que esse conceito é relativo a outras redes. Ou seja, pode-se apenas
dizer que uma rede é mais complexa que outra, porém continua sendo um problema
expressar a complexidade de uma rede de forma isolada. Isso significa que, ao calcular o
IC, deve-se considerar um conjunto de redes a serem comparadas. Além disso, a escolha
das redes que servirao de referéncia nao é fixa, necessitando que elas sejam determinadas
para cada estudo em especifico. Sendo assim, neste presente trabalho, para o calculo do
IC, consideramos como redes de referéncia os seguintes modelos: Erdés-Rényi, Barabasi-
Albert, segunda versao do Waxman, Random Geometric Graph e Watts-Strogatz com

duas configuragoes de reconexao.

Vale lembrar que a dispersao de diferentes medidas topoldgicas podem apresentar
escalas de valores bastante distintas, dificultando a adequagao em apenas um indice. Por
exemplo, em uma rede sem componentes isolados, os valores que o grau de um né pode
assumir sao maiores do que 1, porém os valores do coeficiente de aglomeracao de cada
noé esta compreendido entre 0 e 1. Dessa forma, o desvio padrao dessas duas medidas
apresentarao escalas distintas, impedindo a comparacao de suas heterogeneidades. Para
resolver esse problema, é necessario pré-processar as medidas, normalizando-as para que os
seus respectivos o, tenham escalas similares. Especificamente, aplicamos a estandardizacao

com a seguinte equacao:

Zm = ——; (3.1)

em que [i,, € 0, sdo, respectivamente, a média e o desvio padrao de cada medida m.
Apos a estandardizagao, todas as medidas terao média igual 0 e desvio padrao igual a
1, podendo ser incorporada em um tnico indice. Também ¢é importante ressaltar que a
estandardizacgao é aplicada considerando nao apenas a rede em que temos interesse em
calcular a complexidade, mas sim todo o conjunto de redes de referéncia. No caso desse
trabalho, sao utilizados 100 exemplares de cada um dos modelos citados e todas as redes

apresentam o mesmo ntmero de nés e mesmo grau médio.

Tendo o desvio padrao de cada medida, deve-se combiné-los para que seja possivel
obter um tnico indice. Idealmente, uma rede terd maxima complexidade quando todos
os seus o, forem iguais e, dessa forma, todos assumirao valores iguais ao desvio padrao
mAxrimo, Omaezr = max (0m). Consequentemente, isso significa que qualquer diferenca entre

0S Opy € Omae Teduzira a complexidade da rede. Esses conceitos sao ilustrados na Figura 16.
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Figura 16 — Diagrama que ilustra os elementos adotados para a definicao do indice de
complexidade. Cada linha do esquemaético corresponde ao desvio padrao de
cada uma das medidas topolégicas estandardizadas, o,,, de uma dada rede
complexa que tera sua complexidade mensurada. O desvio padrao méaximo,
Omaz, que aqui esta sendo exemplificado por o, define a delimitagao de um
retangulo que representa o maximo desvio padrao efetivo, 3, e também serve
para calcular os valores da diferenca §,, para cada medida. A complexidade
relativa serd maxima, w = 1, quando as diferencas nao existirem, resultando
em A = 0, ou seja, serd o caso em que todos os o, estarao no limite desse
retangulo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com base no desvio padrao das medidas, é possivel ilustrar o caso em que todas
as M medidas tém a mesma dispersao, ou seja, o caso de maxima complexidade da rede,

calculando maximo desvio padrdo efetivo, 3, por:

B = Moz (32)

Também é possivel calcular o quanto a dispersao de cada medida contribui para
a diminui¢do da complexidade em relagdo a complexidade maxima da rede. Para isso,
calcula-se a diferenca entre o desvio padrao méximo observado e o desvio padrao de cada

medida como:

Om = Omaz — Om. (3.3)
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Obtendo as diferencas individuais da dispersao de cada medida, 6,,, calcula-se o
somatorio das diferenca das dispersoes, A, para expressar a diminuicdo de complexidade

total em relacdo ao maximo de complexidade possivel. Sendo assim, tem-se:
M
A= 0. (3.4)
m=1

Dessa forma, pode-se calcular o quanto uma rede é complexa em relagdo a maxima
complexidade que ela poderia apresentar. Para isso, definimos um indice preliminar, w,

que expressa a complexidade relativa da rede de interesse, como:

w28 A (3.5)

A complexidade relativa sera maxima, w = 1, quando A = 0, indicando que todas as
medidas tém dispersoes iguais, ou seja, 0,, = Omaz, VM. Entretanto, qualquer variacao das
dispersoes em relacao a 0,,,, contribuird para o aumento do valor de A, o que acarretara
na diminuicao de w. A complexidade relativa atingird o seu valor minimo quando todos os

0 forem zero, com exce¢ao de apenas um valor.

Por fim, definimos o Indice de Complezidade, IC, como sendo o valor de complexi-
dade absoluta da rede, w, sendo calculada pela multiplicacao da complexidade relativa da

rede de interesse e a média dos desvios padroes de suas medidas:

IC =w (o). (3.6)

Para evidenciar a diferenca entre as complexidades, relativa e absoluta, considere um
exemplo com duas redes complexas. A dispersao das medidas de cada rede sao iguais entre
si, porém sao diferentes entre as duas redes, com a primeira rede assumindo o,, = 10,Vm e
a segunda o, = 100, Vm. Dessa forma, as duas redes terdo a maxima complexidade relativa,

= 1. Entretanto, a segunda rede é mais complexa do que a primeira, ja que a dispersao
de suas medidas sao maiores do que as da primeira rede. Ou seja, a complexidade relativa
expressa o quanto a rede é complexa relativamente a complexidade maxima que ela poderia
assumir se todas suas dispersoes fossem méaximas, mas nao permite a comparacao de
complexidade entre diferentes redes. Porém, a complexidade absoluta resolve esse problema
permitindo essa comparacao. Ao fazer o calculo do IC das duas redes tendo cada uma a
sua complexidade relativa maxima, a diferenca serd dada pela média das dispersoes de
suas medidas. Portanto, a primeira rede serda menos complexa, com IC = 1 x 10 = 10, do

que a segunda rede, com IC =1 x 100 = 100.

Por ultimo, deve ser observado que a defini¢cao aqui proposta de um indice que
mensure a complexidade de uma rede pode ser utilizada para caracterizar qualquer rede

complexa respectivamente a um conjunto de medidas topolégicas e um conjunto de redes
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de referéncia. Porém, devem ser levadas em consideragao as limitagoes que aqui foram
discutidas. Dessa forma, dadas redes complexas genéricas a serem estudadas, é necesséario
selecionar um conjunto de medidas que reflita o interesse especifico da pesquisa, podendo
ser as que foram adotadas aqui ou incorporar medidas alternativas (e.g., (110-114)). De
forma semelhante, pode ser feita a escolha das redes a serem consideradas como referéncia.
Novamente, é possivel que seja usado o mesmo grupo de modelos aqui adotado como
também alguns modelos podem ser subtraidos ou adicionados, dependendo do contexto e

das questoes de cada pesquisa.

A priori ndo vemos evidéncias de que o IC nao possa ser adaptado para calcular a
complexidade de redes que estejam fora das limitacoes aqui previamente impostas. Isso
significa que provavelmente deve ser possivel realizar alteracoes nas medidas topoldgicas
para que seja calculada a complexidade de redes direcionadas, com pesos, com componentes
isolados entre outras. Entretanto, apesar dessas alteracoes serem interessantes de serem
estudadas, elas fogem do escopo deste trabalho de propor uma nova forma de calcular

complexidade de redes complexas.

3.2 Redes hipercomplexas

Partindo do principio de que a complexidade de uma rede complexa pode ser
considerada uma propriedade mensuravel e também comparativa, é intuitivo especular
sobre qual seria a rede que apresentaria a maior complexidade. Porém, sendo essa uma
questao virtualmente impossivel de se responder, devido a impossibilidade de medir a
complexidade de todas as redes existentes, alternativamente pode-se pensar em aumentar
a complexidade das redes conhecidas, principalmente as de modelos teéricos que suas
propriedades ja foram bastante estudadas. Dessa forma, é possivel abordar a busca por alta
complexidade como sendo uma otimizacao ocorrendo em um grande espaco de possiveis

reconfiguracoes.

Neste trabalho, abordou-se a procura por redes com alta complexidade através de
um processo de maximizacao, fazendo com que a sua complexidade seja uma fungédo a ser
calculada a cada passo de otimizacao. Para isso, propds-se um método para aumentar a
complexidade de qualquer rede de interesse e o nomeou-se de gerador de redes hipercom-
plexas em que as redes resultantes sao as redes hipercomplezas (HC). O fluxograma da
Figura 17 ilustra o método, especificando os seis parametros que podem ser alterados de
diversas formas, possibilitando um grande ntimero de possibilidades de geracao de redes

hipercomplexas.
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Figura 17 — Gerador de redes hipercomplexas. Projetou-se o algoritmo para gerar redes

hipercomplexas como um maximizador de complexidade através de pequenas
alteragoes topologicas. Para que isso seja feito, é necessario que seis parametros
sejam definidos: (a) escolher uma rede que tera sua complexidade maximizada;
(b) selecionar um grupo de redes complexas, podendo ser modelos tedricos
ou nao, para que sirvam de referéncia; (c) escolher um grupo de medidas
topolégicas para que a complexidade possa ser calculada; (d) selecionar a
medida de complexidade a ser maximizada, neste trabalho definimos o IC com
esse proposito, mas outras podem ser utilizadas; (e) escolher a modifica¢ao
topoldgica que sera aplicada na rede para que aumente sua complexidade;
(f) selecionar o algoritmo de otimizagdo que maximizara a complexidade da
rede. E importante notar que a decisdo de um parametro pode influenciar na
decisao de outros, por exemplo o IC utilizado aqui necessita que as medidas
sejam estandardizadas.

Fonte: Elaborada pelo autor.



55

O processo de geracao de redes hipercomplexas é feito da seguinte maneira. Inicial-
mente, ¢ necessario escolher a rede em que se deseja estudar o aumento de sua complexidade.
A priori qualquer rede ou modelo pode ser escolhido. Neste trabalho, escolheu-se estudar
principalmente a maximizac¢ao da complexidade do modelo ER. Esse modelo foi escolhido
justamente por ser considerado um modelo simples e estatisticamente regular, fornecendo
um ponto de partida sem vieses que ja o considerasse uma rede complexa, como é o caso
da presenca de hubs no modelo BA. Isso foi feito para que fosse possivel observar quais
caminhos o método evoluird a rede para torna-la mais complexa sem interferéncias iniciais.
Apesar disso, alguns experimentos foram feitos utilizando o modelo BA para comparar a
topologia gerada pelo método tendo esse enviesamento inicial, mas o foco do trabalho foi
essencialmente o modelo ER. Entretanto, qualquer outro modelo tedrico ou rede real pode
ser utilizada, apenas necessitando realizar possiveis adequacoes dependendo do tipo de
rede, como escolher medidas que considerem pesos para redes que apresentam intensidades

em suas conexoes.

Apoés a escolha da rede a ser maximizada, é necessario determinar a medida
de complexidade a ser utilizada, bem como as medidas de rede consideradas para que
ela seja definida. O método foi desenhado para que, a principio, qualquer medida de
complexidade possa ser aplicada, guardando as respectivas adequagoes e limitagoes que
cada definicao de complexidade possa exigir. No caso do presente trabalho, utilizou-se
o Indice de Complexidade definido na Secao 3.1. Para que o IC seja utilizado, escolheu-
se o0 mesmo grupo de medidas de rede selecionadas para definir o indice e que foram
apresentadas na sec¢ao anterior. A escolha do conjunto de redes de referéncia também foi a
mesma apresentada na definicdo do IC na secao anterior, fornecendo, entdo, um conjunto
razoavelmente abrangente de caracteristicas topologicas para que as redes hipercomplexas

possam ser comparadas.

Para que a maximizacao da complexidade de uma rede seja feita, é necessario que
a rede sofra alteragoes em sua topologia. Essas alteragoes podem ser das mais diversas,
podendo ser aumentar ou diminuir o nimero de nés ou de arestas, exclusao ou adicao
de hubs, ou alteragoes seguindo alguma regra que evolua a rede de alguma forma. Como
a intengao é comparar a complexidade de redes com o mesmo tamanho, escolhe-se nao
fazer mudancas no nimero de elementos da rede. Dessa forma, optou-se pela alteracao
mais simples possivel: selecionou-se de forma uniformemente aleatéria uma aresta (e;;),
constituida dos noés n; e n;, deletou-se essa conexao e reconectou-se o n6 n; com outro noé
escolhido de forma uniformemente aleatéria, ndo permitindo autoliga¢oes, conexdes com
nds que ja sao seus vizinhos e nem que o n6 n; se torne um componente isolado. Com isso,
manteve-se tanto o mesmo nimero de elementos, quanto o grau médio das redes durante

todo o processo de otimizagao.
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O processo de otimizacao também pode ser de diversos tipos, podendo ser métodos
de gradientes, métodos estocésticos, algoritmos genéticos e assim por diante. Fez-se o
uso do método de descida de gradiente (gradient descent) da sua forma mais simples.
Inicialmente, calculou-se o IC da rede ER, que considerou-se como rede atual, G; = Gy—g, €
a cada nova alteracao na rede, gerando Gy 1, calculou-se o da rede alterada e comparou-se
ambas complexidades. Se a complexidade da nova rede for maior do que a atual, a rede
nova se torna a atual, Gy = Gy, 1, e passara pelo proximo passo de otimizacao. Porém, se
o IC da rede nova nao for maior que a da atual, descarta-se a rede alterada e o processo é

repetido na rede atual até que a complexidade da nova rede seja maior do que a atual.

Dois critérios de parada foram adotados para o método de geracao de redes
hipercomplexas: (i) o niimero de passos aceitos atinge o valor delimitado previamente; (ii)
o numero de alteragoes nas redes atingem um valor limite para impedir que o processo
ocorra infinitamente. O ntimero limite comumente adotado foi de dez vezes o valor do
nimero de passos aceitos, porém ele nao foi atingido em nenhum dos casos avaliados.
Outro critério que também pode ser adotado é o tempo de execugao. Nos experimentos da
Secao 4.2, em que a inten¢ao era de visualizar a evolucao estrutural de poucos exemplares
de redes complexas, optou-se por evoluir a rede por volta de 3 dias antes de parar o
processo. A rede que resulta deste processo é nomeada pela combinacao de HC e o niimero
de iteracoes aceitas, ou seja, uma rede que foi otimizada mil vezes serd nomeada como

HC-1000.

Vale ressaltar que o processo de geragao de redes hipercomplexas, da forma como
foi descrito aqui, é razoavelmente custoso. Isso é devido, principalmente, a grande quanti-
dade de operagoes computacionais necessarias para que as medidas de redes complexas
sejam realizadas a cada calculo de complexidade, e consequentemente, a cada passo de
otimizacao. Como esta pesquisa foi desenvolvida utilizando a linguagem Python, que é
uma linguagem conhecida por nao ter uma boa eficiéncia computacional, diversos artificios
foram considerados para que os experimentos pudessem ser realizados em um tempo que
possibilitasse a pesquisa. A principal escolha foi basear o projeto na biblioteca de redes
complexas em Python, graph-tool, que, além de ter sido desenvolvida para ser uma biblio-
teca eficiente, tem a opcao de fazer as operagoes em paralelo de forma automatica. Todos
os algoritmos das medidas de redes utilizadas ou foram as ja disponiveis na graph-tool
ou foram escritas, ou adaptadas, utilizando a funcoes dessa biblioteca. Além disso, os
demais algoritmos foram escritos utilizando vetorizacao das bibliotecas numéricas NumPy
e SciPy, e alguns usando a biblioteca de otimizacao Numba. Todos os experimentos aqui
relatados levaram dias mesmo com todos esses artificios, alguns levando mais de uma
semana. Entretanto, os coédigos dessa pesquisa podem ser otimizados e, além disso, devido
ao tempo do experimento ser fortemente relacionado as medidas utilizadas, a utilizacao de

outras medidas podera acelerar os processos.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Este capitulo apresenta os principais resultados obtidos durante este trabalho. A
Secao 4.1 apresenta tanto o aumento da complexidade das redes hipercomplexas como
os resultados que derivam desse aumento. Também ¢é feita a comparacao com modelos
tedricos evidenciando as alteragoes topoldgicas que o método aqui proposto causou. Por
fim, a Secao 4.2 apresenta as visualizacoes das evolucoes das redes hipercomplexas através

do exemplo de duas redes, uma do modelo Erdés-Rényi e outra do modelo Barabasi-Albert.

4.1 Andlise quantitativa das redes hipercomplexas

Objetivando comparar as redes hipercomplexas com redes de referéncia, utilizou-se
o mesmo grupo de modelos apresentados nos capitulos anteriores. Dessa forma, levou-se
em consideragao os modelos Erdds-Rényi (ER), Barabasi-Albert (BA), Waxman (WAX),
Random Geometric Graph (RGG) e duas variagdes de Watts-Strogatz geradas com 10% e
100% de probabilidades de reconexao (WS-10 e WS-100). Todas as redes foram geradas
com N = 500 nés, ndo havendo elementos isolados e com (k) = 8 com £5% de tolerancia.
Para cada um desses modelos, foram utilizados 100 exemplares, totalizando 600 redes, com

a intencao de aumentar a significancia estatistica da representacao de cada modelo.

O método de geragao de redes hipercomplexas foi aplicado em 100 redes, ou seja,
gerando 100 exemplares de HCs, para que fosse possivel estudar as caracteristicas do
processo e das novas redes com alguma confiabilidade estatistica. Dessa forma, gerou-se 100
exemplares do modelo ER para que fossem utilizadas como ponto de partida para a geracao
das HCs. Esse modelo foi escolhido por ser estatisticamente regular, ndo apresentando
vieses topoldgicos iniciais. Evoluiu-se essas redes até 4000 iteragoes que consecutivamente

aumentaram o valor de seus respectivos ICs, como pode ser visto na Figura 18.

Como primeira abordagem para observar os resultados do método de geragao
de redes hipercomplexas, fez-se o uso da andlise dos componentes principais (principal
component analysis - PCA). (115,116) Sendo cada rede como um elemento representado
em um espago com 10 dimensdes (10 medidas topoldgicas utilizadas), aplicou-se o PCA
para reduzir a dimensionalidade para duas dimensoes, permitindo a analise visual. O PCA
foi aplicado tanto nas redes dos seis modelos de referéncia quanto para 4 grupos de HCs
(100 exemplares cada) sendo HC-1000, HC-2000, HC-3000 e HC-4000, como podem ser
conferidos na Figura 19. Observou-se uma explicacao de 96, 16% da varidncia dos dados,
corroborando a relevancia da projecao do PCA nesse conjunto de redes. A média dos Cls

para cada grupo de redes é apresentado com a coloracao do mapa de calor.
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Figura 18 — Média e desvio padrao do IC de 100 exemplares de redes HCs com N = 500
e (k) = 8 durante o periodo de maximizac¢ao de suas complexidades, com
valores a cada 100 iteracoes. Apesar dos valores de ICs apresentarem uma
dispersao maior da iteracao 1500 em diante, fica bem claro que a complexidade
aumentou consideravelmente com as sucessivas iteragoes. De fato, a média
dos ICs das redes HC-4000 é mais do que 4 vezes maior do que a média
da complexidade das redes ER (HC-0) e mesmo os menores ICs das redes
HC-4000s ainda sdo mais do que 3,5 vezes maiores do que os maiores valores
de complexidades do modelo ER.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Diversos resultados interessantes podem ser inferidos a partir da analise da Figura
19. E possivel observar que os modelos de redes complexas formaram agrupamentos bem
definidos, com as redes bem proximas dos seus respectivos modelos e bem separados dos

outros. H&, entretanto, algumas excecoes.

No caso dos modelos ER e WS-100, que estao sobrepostos, isso ocorre provavelmente
por ambos serem redes totalmente aleatorias. Porém, é interessante observar que apesar dos
dois modelos formarem um sé agrupamento, as ICs médias de cada grupo sao razoavelmente
diferentes. Especula-se que, apesar de serem redes totalmente aleatérias, suas propriedades
topolédgicas divergem razoavelmente devido a diferenca no processo de geragao de cada

modelo.

Outros grupos de redes que apresentam sobreposicao sdo as redes hipercomplexas.
Nesse caso, as sucessivas mudancas alteraram a topologia das redes, porém, devido as
alteragoes topologicas serem pequenas, as mudangas nao foram muito grandes, gerando
sobreposicoes entre os modelos. Isso aparentemente demonstra que, apesar de que na
média exista uma tendéncia de se tornar um modelo cada vez mais diferente, diversos
exemplares individuais de estagios diferentes da evolu¢ao compartilham caracteristicas
topoldgicas semelhantes. Isso significa que ha a possibilidade de existir algumas redes

HC-3000s que sao mais complexas que algumas redes HC-4000s. Essa observacao pode
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Figura 19 — Analise visual da representacao do espago PCA das 600 redes de referéncia, 100
de cada modelo tedrico, e 400 redes hipercomplexas divididas em 4 estagios de
evolucao do modelo, sendo HC-1000, HC-2000, HC-3000 e HC-4000. O mapa
de calor apresenta os valores do IC referente a cada rede. Pode ser observado
que as redes hipercomplexas se distanciam dos outros modelos conforme sua
complexidade é aumentada. Além disso, elas descrevem uma tendéncia a ir
para uma regiao de baixa densidade de redes, principalmente longe do modelo
BA, indicando que o aumento da complexidade gera propriedades topoldgicas
diferentes das presentes nos modelos considerados.

Fonte: Elaborada pelo autor.

ser corroborada pela Figura 18 ja que diversos valores de ICs de redes HC-2000s, ou com
mais iteragoes, sao maiores do que o menor valor de IC das redes HC-4000. Ou seja, existe
uma espécie de gradiente em que, na média, existe um aumento na complexidade e uma
diferenciagao topologica das redes hipercomplexas, porém isso nao acontece de forma tao

brusca e delimitada.

Além da presenca dos agrupamentos e, mais importante, como consequéncia dos
subsequentes passos de otimizacao e com o aumento da complexidade, as redes HCs
definiram uma progressao, iniciando no agrupamento do modelo ER, da qual foram
derivadas, e tracando uma ‘trajetéria’ em uma regiao vazia da projecao PCA. Esse
distanciamento dos outros modelos de referéncia, que esta trajetoria formou, definem uma
tendéncia de que quanto maior a maximizagao, mais diferente as topologias das redes HCs
se tornam dos modelos tedricos considerados. Em especial, o distanciamento do modelo
BA com o aumento da complexidade, sugere que as caracteristicas deste modelo nao sao
suficientes para caracterizar redes com alta complexidade. Entretanto, vale ressaltar que
essa sugestao ¢ baseada na definicao de complexidade adotada neste trabalho, podendo

ser diferente se outra definicdo for considerada.
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Os resultados obtidos corroboram que o modelo HC nao s6 é mais complexo que
as redes consideradas (considerando o indice de complexidade aqui definido), mas que
também as estruturas topologicas das redes HCs se deslocam em dire¢ao a uma configuragio
substancialmente diferente dos outros modelos. Sendo entao as HCs diferentes dos modelos
utilizados, temos evidéncias de que o método de geragao de redes hipercomplexas geram
redes diferentes tanto das que sao comparadas quanto das que sao derivadas. Para que
melhor sejam entendidas as subsequentes mudancas que as redes HCs sofreram e as
propriedades associadas, apresentamos na Figura 20 a média do desvio padrao, bem
como a dispersao maxima e minima, de cada medida topoldgica a cada 100 passos de

maximizacao aplicados para que as redes HCs sejam obtidas.

Verifica-se, pela Figura 20, que o processo dinamico de otimizagao gerou uma
tendéncia a aumentar o desvio padrao da maioria das medidas adotadas, como era esperado
pelo aumento do IC ja apresentado. Na verdade, todas as medidas tiveram um aumento
em seu desvio padrao quando comparado com o modelo ER, que foram as redes iniciais.
Esse resultado corrobora a efetividade desse método em derivar redes mais complexas

respectivamente a todas as medidas topologicas e ndo apenas ao grau de seus nos.

Além disso, analisando o crescimento do desvio padrao das medidas relativo a suas
préprias escalas, vé-se que as medidas relacionadas ao grau, apresentaram um aumento
menor do que algumas outras quando comparadas com os seus valores iniciais. Enquanto
as medidas como o grau dos nos e o segundo e terceiro grau hierarquico, apresentaram
aumento por volta de 2 vezes o valor inicial, as medidas coeficiente de aglomeragao,
betweenness centrality para os nds e para arestas e o matching index apresentaram um
aumento de aproximadamente 6 vezes. Ou seja, isso indica que com o processo de aumento
da complexidade, as medidas relacionadas ao grau dos nés tiveram uma contribuicao

menor do que outras medidas para o valor de IC.

Entretanto, as medidas grau dos noés, autovalores Laplacianos e segundo grau
hierarquico, apresentaram um leve decrescimento por volta da iteragdo 2000, mas voltaram
a crescer por volta da iteracao 3000, o que pode ser o inicio de uma dindmica de oscilacao.
Além disso, a diversidade das demais medidas apresentaram dindmicas de crescimento
bastante individuais. Tanto a média quanto o desvio padrao do caminho minimo demons-
traram um crescimento constante por boa parte do tempo, porém tiveram um aumento
repentino em um determinado momento (iteragdo 3000 para a média e 2000 para o desvio
padrao), e uma aparente leve diminui¢ao do crescimento préximo a iteracao 4000. J& o
coeficiente de aglomeracao e o matching index percorreram um aumento quase totalmente
linear com apenas uma pequena diminuicao na taxa de crescimento por volta da iteracao
2500, porém nao indicando uma diminui¢ao no crescimento. Por outro lado, as medidas
betweenness centrality para os nos e arestas e o terceiro grau hierarquico parecem estar

entrando em um limiar de saturagdo em que nao havera grandes aumentos.
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Figura 20 — Média e desvio padrao das 10 medidas topoldgicas calculadas a cada 100 passos
de otimizacao para as redes hipercomplexas, evoluindo das redes iniciais, do
modelo ER, até se tornarem redes HC-4000s.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Duas observacoes devem ser feitas. A primeira é que essa andlise esta limitada

a apenas 4000 passos de maximizacao e é dificil predizer se a evolu¢do de cada uma
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das medidas se manterd a mesma se for aplicado um nimero maior de iteragées. Em
segundo lugar, é importante levar em consideracao que essas analises foram feitas com
base na média dos desvios padroes, porém, é possivel observar que, conforme o niimero
de itera¢oes aumenta, maior é a dispersao dos valores. Isso sugere a presenca de diversas
redes com maior complexidade, mas que apresentam um certo grau de diferenciacao entre
si. Portanto, para uma melhor extrapolacao dos resultados, sao necessarios estudos que

levem em consideracao essas duas observacoes.

4.2 Analise visual das redes hipercomplexas

Para que seja feita a analise visual das caracteristicas das redes hipercomplexas,
levou-se em consideracao apenas um exemplo de rede, ao invés de 100, de um mesmo
modelo tedrico. O processo é exatamente o mesmo dos tltimos experimentos, ou seja,
mesmo conjunto de medidas para calculo do IC, mesmo conjunto de redes e método de
otimizacgao. Entretanto, optou-se por evoluir duas redes iniciais, uma do modelo ER e
uma do modelo BA, ambas com N = 500 e (k) = 8. Isso foi feito para que seja possivel
realizar uma primeira comparagao visual entre as caracteristicas que surgirao de ambos
casos e assim observar o impacto que a mudanca nas redes iniciais causam nas redes
hipercomplexas finais. Além disso, evoluiu-se as redes HCs até 8 mil passos. As Figuras 21
e 22 apresentam as visualizagoes das evolugoes das redes ER e BA até redes HC-8000s

com diversos estagios intermediarios.

A partir da Figura 21, da evolugao dos modelos ER e BA até 4000 iteracoes, ja é
possivel identificar algumas caracteristicas interessantes. Nas iteragoes 1000 e 2000, tanto
a evolugao de ER quanto BA aparenta uma tendéncia de aumentar aglomeracao de alguns
nos no centro da rede enquanto na periferia surgem sequéncias de nés com poucas conexoes.
Essa tendéncia se acentua nas iteracoes 3000 e 4000, surgindo aglomeragoes cada vez mais
densas e ramos periféricos cada vez mais longos. E interessante notar que essas tendéncias
foram mais expressivas na HCs do modelo BA do que do modelo ER. Aparentemente, a

presenca de hubs e varios nés com poucos vizinhos do modelo BA, enviesou a sua evolucgao.

As tendéncias de alta aglomeracao no centro da rede e longos ramos periféricos
continuaram existindo na Figura 22 que ilustra a continuacao da evolugao das redes até a
iteracao 8000. De fato, os ramos ficaram cada vez mais longos e com baixa densidade de
conexoes. Entretanto, a rede hipercomplexa do modelo ER nao aparenta grandes evolucoes,
apresentando apenas um longo ramo periférico e que aumentou pouco o seu tamanho até
a iteracao 8000. Ja no caso do modelo BA, também surge um grande ramo, porém existem
alguns outros pequenos, mas maiores do que os que surgem no modelo ER. Além disso, o
longo ramo de BA aparenta estar criando novos sub-ramos, como pode ser observado da
iteracao 7000 para 8000. Por ultimo, pode ser notado que a caracteristica do ER ser mais

homogéneo e do BA ser mais heterogéneo aparenta persistir. Enquanto a HC do primeiro
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tem um largo niicleo com nods de graus semelhantes, com excecao de alguns poucos hubs, a
HC do segundo apresenta um ‘nticleo de hubs’ cercado de um grande niimero de nés com

baixa conectividade.

Com esses resultados, pode-se observar que as redes HCs de ambos modelos criaram
um contorno com baixo coeficiente de aglomeracao, definindo um gradiente de grau dos
nos que se estende do centro das redes com dire¢ao as periferias. Também é interessante
notar que algumas estruturas de arvore surgiram nas bordas das redes HCs e foram
se estabelecendo, e crescendo, conforme as redes foram evoluindo. O surgimento dessas
caracteristicas estruturais aparentam ser os responsaveis pelo aumento da complexidade
das redes, ainda mais que nenhuma delas existiam previamente nem nos modelos ER e

BA nem nos outros modelos de referéncia.
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Figura 21 — Exemplo de evolucao de duas redes hipercomplexa de N = 500 néds e (k) =8

em que a sequéncia de redes da esquerda inicia-se com o modelo ER e a da
direita com o modelo BA. Evolucao até 4000 iteragoes, mas continuando na
Figura 22. A escala do mapa de calor da esquerda é referente aos nos das
redes hipercomplexas iniciadas no modelo ER, semelhantemente para BA na
direita.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 22 — Continuacao da Figura 21 da evolugao de duas redes hipercomplexa de N = 500
nés e (k) = 8 em que a sequéncia de redes da esquerda inicia-se com o
modelo ER e a da direita com o modelo BA. Evolucao da iteracao 4000 até
8000. A escala do mapa de calor da esquerda é referente aos nés das redes
hipercomplexas iniciadas no modelo ER, semelhantemente para BA na direita.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5 CONCLUSOES

Este capitulo apresenta as consideragoes finais desta pesquisa e as perspectivas de
trabalhos futuros. Na Sec¢do 5.1, estao presentes as conclusoes obtidas com a metodologia
e resultados dessa dissertacao. Por fim, na Segao 5.2, sao descritas as ideias e especulagoes

que podem ser investigadas futuramente utilizando este trabalho como base.

5.1 Consideracoes finais

De certa forma, é possivel dizer que a area de ciéncia de redes desenvolveu-se a
partir da motivagdo do estudo da complexidade. Ou seja, enquanto os grafos aleatorios ja
vinham sendo estudados por varias décadas, foi apenas com a observacao de que alguns
sistemas reais apresentam caracteristicas que nao eram tratadas anteriormente que a area
de redes complexas comegou a florescer. Na verdade, o préprio conceito de redes complexas
advém da comparagao com grafos que sao considerados ‘simples’, como o modelo ER,
pois apresentam nos que tendem a ter valores similares ao seu grau médio, apresentando
homogeneidade e regularidade estatistica. Sendo mais especifico, é possivel considerar a
caracterizacao da distribuicao de nés seguindo uma lei de poténcia no modelo BA como
um marco que influenciou o inicio do estudo de complexidade em redes complexas por
volta dos anos 2000. Dessa forma, com a expansao das andalises da teoria de grafos para o
estudo de sistemas reais com caracteristicas bastante distintas das ja estudadas que deu

origem ao campo de pesquisa de redes complexas.

Neste trabalho, objetivou-se discutir alguns dos conceitos relativos ao termo comple-
ridade em redes complexas atualmente adotados na literatura da area. Mais especificamente,
intencionou-se aumentar a complexidade das redes complexas. Para isso, levou-se em con-
sideracao o conceito comumente adotado sobre complexidade que é a caracterizacao da
diversidade da rede relativa a sua distribuicao de grau ou algumas outras medidas topo-
logicas. Entretanto, expandiu-se este conceito considerando que a complexidade ¢ uma
caracteristica relativa a heterogeneidade de diversas medidas topoldogicas, ndo apenas uma
e nem apenas a distribuicdo de grau, portanto, sendo caracterizada como uma medida de

diversidade topoldgica da rede.

Para que fosse possivel aumentar a complexidade de uma rede, primeiro foi neces-
sdrio medi-la e para isso definiu-se o Indice de Complexidade, IC. Este indice foi projetado
para que refletisse a heterogeneidade de diversas medidas topoldgicas de uma dada rede.
Mais especificamente, o IC expressa a dispersao relativa de cada uma das medidas consi-
deradas em respeito a maior valor de dispersao, atingindo o valor maximo quando todas

as medidas tiverem o mesmo valor maximo.
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Apods a definicdo de um indice que mede a complexidade de uma rede, fez-se
necessario o desenvolvimento de um método que aumentasse a sua complexidade. Para
isso, definiu-se o gerador de redes hipercomplexas como um método que considera a com-
plexidade como uma fungao a ser maximizada. Dessa forma, aplicou-se um procedimento
de otimizacao nas redes de interesse, utilizando consecutivas alteragoes topoldgicas em
conjunto com a descida de gradiente, para que fosse possivel maximizar os valores de IC. As
redes resultantes desse processo foram nomeadas como redes hipercomplexas - HCs, sendo
substancialmente mais complexas que as redes que foram inicialmente derivadas. Vale
ressaltar que este trabalho verteu-se principalmente ao estudo do modelo ER como exem-
plares de redes iniciais a serem evoluidas, portanto a maioria dos resultados e discussoes

sao restritos a esse modelo.

Diversos resultados interessantes foram obtidos. Mais especificamente, tem-se que,
conforme o ntmero de passos de otimizacdo aumenta, as redes HC apresentam uma
tendéncia a performar uma trajetéria bem definida no espa¢o bidimensional do PCA
obtido a partir de diversas medidas topoldgicas. Foi observado que essa trajetoria seguiu
direcionada a uma area de baixa densidade no espaco PCA, apresentando um afastamento
de todas as outras redes tedricas consideradas. Essa observagao é uma evidéncia de que as
redes HCs realmente apresentam caracteristicas que nao estao presentes nos outros modelos
considerados, sugerindo, portanto, que se trata de um novo modelo de redes complexas.
Além disso, como era esperado, o IC dessas redes tenderam a aumentar progressivamente

acompanhando a movimentacao desta trajetoria.

A partir da visualizacdo das redes HCs foi possivel constatar que de fato esse
método tem a caracteristica de gerar redes que apresentam algumas propriedades topologi-
cas adicionais que nao estao presentes em nenhuma das redes comparadas, e.g., ramos
periféricos com baixa aglomeracgao. Portanto, essa diferenciagao na topologia das redes
HCs em relacao aos outros modelos é a provavel razao para que os valores de IC sejam
maiores do que das outras redes consideradas. Ou seja, a alta complexidade das HCs em
relagdo as outras redes é de fato devido ao aumento da diversidade de varias medidas

topoldgicas e nao apenas a distribuicao de grau.

5.2 Trabalhos futuros

Este trabalho abre caminho para uma série de desenvolvimentos futuros tanto
em investigagoes que considerem alteragoes no que foi aqui proposto, quanto no estudo
que considere especificamente alternativas para as limitagoes desta presente pesquisa.
Primeiramente, seria interessante estudar mais profundamente o impacto de cada medida
topoldgica na caracterizacdo da complexidade pelo Indice de Complexidade. Isso deve
ser feito tanto para que seja possivel compreender quais caracteristicas topoldgicas tém

maior contribuicao para sua complexidade nas medidas ja consideradas, quanto em novas
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medidas. Além disso, também é interessante estudar a complexidade com um conjunto de
medidas que caracterizam especificamente a mesma propriedade, e.g., centralidade pelas
medidas de grau, betweenness centrality, centralidade de autovetor, pagerank, centralidade
de Katz, centralidade de proximidade e etc. Com isso, talvez seja possivel apresentar uma

definicao de complexidade relativa a uma propriedade especifica da rede.

Um segundo caminho de pesquisa a ser seguido é focar nas alteragdes que podem
ser feitas em cada uma dos passos do método de geracao de redes hipercomplexas. No
primeiro passo, na escolha da rede a ser maximizada, deve ser interessante iniciar o método
com redes tedricas que nao sejam do modelo ER. E esperado que esses outros modelos,
sendo menos homogéneos que o ER, possam implicar em um enviesamento inicial que pode
ou nao fazer com que a maximizacao da complexidade se torne tendenciosa. Além disso,
esse viés pode inclusive retardar a busca por alta complexidade caso o método necessite
desfazer a configuracao topologica tendenciosa para depois aumentar a complexidade ou

acelerar a maximizagdo, como parece ocorrer com o experimento com o modelo BA.

A escolha da medida de complexidade e as propriedades topologicas a serem
consideradas em sua definicao podem apresentar resultados inesperados na geragao de
redes hipercomplexas. Além disso, a evolugao das redes durante a maximizagao de sua
complexidade, pode seguir caminhos muito diversos justamente por existir um grande
nimero de dindmicas de mudangas que possam ser aplicadas nas redes e também uma
infinidade de métodos de otimizagao. Para exemplificar o quao diverso podem ser os
caminhos possiveis para evolucao de uma rede pode-se considerar duas alteracoes simples
(aumentar e diminuir o ntimero de arestas) e dois algoritmos de otimizagao (descida de
gradiente estocastico e simulated annealing). Apenas com esses exemplos, tem-se quatro
possibilidades de encontrar HCs que tenham propriedades completamente diferentes umas

das outras.

Um terceiro caminho de pesquisa pode ser os estudos das propriedades dessas novas
redes (tanto a deste trabalho quanto dos trabalhos sugeridos), como as sub-redes com
ramos periféricos e outras que nao foram observados. Uma quarta sugestao de pesquisa é
considerar redes reais ao invés de modelos tedricos para serem usadas como redes iniciais.
Por 1ltimo, deve se obter resultados bastante surpreendentes ao adaptar essa pesquisa,
e essas sugestoes de trabalhos, para redes direcionadas, com peso, com componentes

desconectados, dentre outras, além de também considerar com outros tamanhos.
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