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Resumo

O paradigma de sistemas de moléculas auto-replicantes é o modelo de quase-espécies, no
qual as moléculas sao represehtadas por seqiiéncias binarias de tamanho L e o mgcanismo
de replicagdo é suposto imperfeito. Em particular, cada seqiléncia é gerada corretamente
com probabilidade @ = gt, onde g é a probabilidade de cdpia exata por digito. Um dos
resultados mais intrigantes no modelo para o relevo de replicagao de pico inico, no qual
h4 apenas um tipo de molécula com vantagem seletiva a em relagdo aos outros tipos, é
a observacio de um limiar de erro a partir do qual toda informagao biolégica relevante €
perdida. A transi¢do de limiar de erro verificada para Q. = 1/a pode ser visualizada como
uma transicao de fase do tipo ordem-desordem. Verificamos que a largura dessa transicao
decresce com L de acordo com L~*. Concluimos também que as grandezas fisicas de
interesse sio bem descritas por meio de fungdes de escala. Elaboramos ainda uma versao
estocastica (isto é, tamanho de populacdo N finito) para o modelo de quase-espécies,
no qual a dindmica é descrita por uma cadeia de Markov. Mostramos que o tempo
caracteristico 7 para o desaparecimento de seqiiéncias mestras na populagao obedece uma
relacdo de escala bem definida. A transicdo em nosso modelo é constatada através da
divergéncia de 7 em Q. no limite de N — 0o, sendo que a largura da transicao decresce
de acordo com N~1/2. Em nossa abordagem nao utilizamos nenhuma definicdo arbitraria
para o limiar de erro para populagao finita.

Como solugao para o problema da crise de informagéo associada ao limiar de erro
estudamos o modelo de hiperciclos. Neste modelo, as macromoléculas se replicam com
o auxilio de outros membros do hiperciclo por meio do mecanismo de catélise. Estuda-
mos analiticamente a propagacao de erro no hiperciclo e obtemos os diagramas de fases
no espaco de parametros para varios tamanhos de hiperciclo n. Esses diagramas descre-
vem as regides de estabilidade das diversas solugdes de estado estaciondrio do sistema.
Constatamos que para hiperciclos com n < 4 existe um limiar de erro menor que aquele
verificado no modelo de quase-espécies. Desde que o suporte catalitico realizado por uma
molécula no hiperciclo pode ser considerado de fato um comportamento altruista, modelos
para evolucio do altruismo como, a teoria de selecao de grupos, tém sido utilizados no
contexto de evolucio pré-bidtica. Aqui investigamos a evolucdo da producgdo de enzimas

e os efeitos de sinergia utilizando esses conceitos.




Abstract

The quasispecies model is the paradigm of systems composed of self-replicating
molecules which are representéd by sequences of fixed length L. The replication machinery
is assumed to be imperfect. Particularly, each sequence is copied exactly with probability
Q = q¢", where ¢ denotes the probability of exact copy per digit. One of the most
intriguing results of the model for the single-peak replication landscape, which considers
the existence of a master sequence that has a selective advantage a in comparison to the
other types, is the occurrence of an error threshold phenomenon beyond the biological
information is completely lost. The error threshold transition can be viewed as an order-
disorder phase-transition. We investigated the sharpness of the threshold and found that
its characteristics persist across a range of Q of order L' about Q.. Other physical
quantities of interest are also well described by universal functions. We formulate a
stochastic version (i.e., finite population size N) for the quasispecies model, in which the
dynamics is defined by a Markov chain. We show that the characteristic time 7 for the
disappearance of master sequences in the population obeys a well defined scaling relation.
The transition in this model is signalized by the divergence of 7 at Q. in the limit N — oo,
and the sharpness of the transition decreases like N~2/2. In our approach we do not use
any arbitrary definition of the error threshold for finite population.

As a solution for the information crisis associated to the error threshold, here
we considered the hypercycle model, where the macromolecules self-replicate with the
catalytic support of the other members of the hypercycle. We study analytically the error
propagation in the hypercycle and obtain the phases diagrams in the space of parameters
for several hypercycle sizes n. These diagrams describe the stability regions of the steady
state solutions of the system. We find that for hypercicle size n < 4 the error threshold
is smaller than that for the quasispecies model. Since the catalytic support developed by
a molecule is in fact an altruistic behavior, some models for the evolution of altruism, for
instance, the selection group theory, have been investigated in the context of pre-biotic
evolution. Specifically, here we analyse the evolution of enzyme production and the effects

of synergism.
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Evolucao do valor adaptativo médio da populacdo. Os pardmetros sao

os mesmos daqueles utilizados na Figura 6.11. A probabilidade de uma

mutagdo pontual é igual a: (a) u = 0.001, (b) w = 0.005, (c) u = 0.01 ¢ (d)

Evolugio temporal do valor adaptativo médio da populacdo. Consideramos
seqiiéncias de tamanho L = 64. Os valores de K utilizados na simulacao
sdo: (a) K =2, (d) K =4, (c) K =8e (d) K =16. As cores denotam
os diferentes valores da probabilidade de mutacdo por digito, e obedecem
a seguinte correspondéncia: v = 0.00001 (vermelho), u = 0.0001 (azul),

u = 0.001 (verde), u = 0.01 (marrom escuro), u = 0.1 (violeta). . . . . . . .



Capitulo 1

Introducao

O modelo de quase-espécies, proposto por Manfred Eigen {1} h4 mais de vinte anos atras,
ainda é hoje o paradigma de sistemas de moléculas auto-replicantes que competem em
um ambiente limitado energeticamente. Eigen foi um dos primeiros a dar uma descrig¢ao
matematica exata do fluxo de informacdo em um sistema sob a agdo de sele¢io natural e
mutacdo. O modelo supde a existéncia de macromoléculas que tém a capacidade de auto-
replicar-se sem o auxilio de mecanismos como a catdlise. O modelo de quase-espécies ¢
elaborado com base nas consideracoes da teoria Darwiniana de selecdo natural, porém
é totalmente descrito em termos da cinética quimica de reagdes, o que permite uma
interpretacio mais precisa do conceito de organismo mais apto. O modelo ndo apenas
permite um entendimento das limitagoes fisicas do processo de adaptagéo, como também
fornece uma idéia mais clara do papel da estocasticidade neste processo.

No modelo de quase-espécies, a popula.g;éo é suposta infinita e as freqiiéncias dos
diferentes tipos de moléculas sdo descritas por equagoes dife’renciaié deterministicas. Cada
macromolécula é representada por uma seqiiéncia bindria de tamanho ou comprimento L,

ou seja, S = (s1,82,...,5) com S, = 0,1. A dindmica do modelo é descrita pelo seguinte

conjunto de equagoes:
diEz' .

=3 Wiz, — [D; + 2(t)] (L1)

onde D; denota a taxa de degradacao ou morte de moléculas de tipoz =1,..., 9L, Qs

15
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elementos Wi; = A;g" 4G9 (1 — g)%) definem a taxa com que um elemento tipo j da
origem a um elemento de tipo %, por meio de erros na replicagio (mutagao). Naturalmente,
os elementos diagonais W = A;q" definem a taxa com que o elemento ¢ reprqduz sua
copia perfeita. Os valores desses elementos dependem da taxa de replicagao das espécies,
Aj, da probabilidade de copia exata por digito da seqiiéncia, ¢; como também da distancia
de Hamming d(i, j) entre as seqiiéncias de tipo i e de tipo j. Por distancia de Hamming
definimos o niimero de digitos, ou posicoes, que diferem entre duas seqiiéncias.

Um dos resultados mais interessantes desse modelo ¢é a verificacdo da chamada
catastrofe de erro, que tem conseqiiéncias extremamente importantes para as teorias da
origem da vida, uma vez que impoe um tamanho maximo, ou complexidade maxima, para
as moléculas existentes na Terra nas condigdes pré-bidticas. As estifnativas sdo de que o
comprimento maximo dessas moléculas seria de 10 a 10? nucleotideos. Moléculas maiores
s6 poderiam existir com a presenca de enzimas especificas para auxiliar na sua replicagao,
mas tais enzimas s6 poderiam ser codificadas por moléculas com 10° a 10* nucleotideos.
Este problema, denominado de paradoxo de Eigen, pode ser posto na seguinte forma: nao
existem grandes genomas sem enzimas e nao existem enzimas sem grandes genomas. As
propostas de resolugio desta questao fascinante tém ocupado lugar de destaque na agenda
da Biologia Evoluciondria.

O modelo de quase-espécies apresenta dois regimes distintos: o regime de quase-
espécie e o regime estocéstico. No primeiro, um aglomerado de mutantes coexistem de
forma estavel com a seqiiéncia mestra, a saber, a seqiiéncia de maior valor replicativo. Esse
regime pode ser visualizado como um regime ordenado. No segundo regime, a informagao
genética é totalmente perdida e as seqiiéncias ocupam todo o espago de genétipos com
igual probabilidade. Esse ¢ um regime desordenado. A transicio entre esses dois regimes

pode ser visualizada como.uma transigdo de fase do tipo ordem-desordem verificada em

sistemas de redes de spins, estudados extensivamente em mecanica estatistica.

= GA
i Q T ;,a|‘3'..ﬂ., [ 4
e T \II’.\,, L i -
Ff%ﬂ, y‘:l“\‘ sEH 0 = B Q"
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No capitulo 2, descrevemos em detalhe o modelo de quase-espécies e exibimos
alguns resultados conhecidos na literatura, entre eles o fenomeno da catéastrofe de erro.
Nesse capitulo, nosso principal objetivo € a completa caracterizagao da transicao de limi-
ar de erro para valores finitos de tamanho de seqiéncia. Em particular, iremos realizar
um estudo de escala de tamanho finito, técnica comumente empregada em mecanica es-
tatistica como ferramenta para melhor compreensdo das grandezas c_ritica,s do sistema.
Esta técnica tem sido utilizada em sistemas fisicos exibindo transigoes de fase, principal-
mente transi¢oes de segunda ordem. Vamos determinar os expoentes criticos descrevendo
a largura da regido onde as caracteristicas de transi¢ao persistem, como também os demais
expoentes associados as grandezas fisicas de interesse. Um aspecto interessante nesse estu-
do é que, diferentemente dos sistemas fisicos estudados em mecanica estatistica, aqui nao
existe uma dimens3o espacial, de forma a associarmos & transicdo de fase a um ordena-
mento espacial ou divergéncia do comprimento de correlagio do sistema. Esse mesmo tipo
de fendomeno ocorre, por exemplo, em problemas combinatoriais [2], onde mais uma vez
nio existe um critério geométrico para definigdo de grandezas andlogas ao comprimento
de correlagao.

Complementando a anélise deterministica realizada no capitulo 2, vamos estudar
uma versao estocdstica do modelo de quasé—espécies para. o relevo de pico tnico no capitulo
3. Diversos estudos na literatura mostram que quando lidamos com um ndmero finito
de individuos que se reproduzem assexuadamente, invariavelmente haverd uma redugao
aleatéria progressiva dos individuos mais adaptados, um pfocesso denominado de catraca
de Miiller (3]. Em outras palavras, ocorre um actimulo continuo de mutagoes deletéreas
levando a uma reducdo do valor seletivo médio da populagdo. Neste capitulo, calculamos
o tempo caracteristico 7 para o desaparecimento de seqiiéncias mestras na populacao.

Utilizando a técnica de escala de tamanho finito, empregada anteriormente, encontramos

uma funcao de escala que incorpora a dependéncia de 7 com o tamanho da populacao N.
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A grande vantagem dessa abordagem ¢é a possibilidade de estudar as propriedades criticas

do problema sem uma definicdo arbitraria do termo limiar de erro para populacao finita.

0 paradoxo de Eigen nao é conseqiiéncia apenas da catastrofe de erro menciona-
da acima, mas também da impossibilidade de coexisténcia de moléculas que ndo sejam
muito semelhantes no modelo de quase-espécies. Se tal existéncia fosse possivel, entao po-
deriamos pensar no sistema composto por €ssas vérias espécies moleculares estaveis cOmo
a unidade portadora da informagao genética. Surge daf a nogao de integracio de infor-
magcao que integra o titulo dessa tese. A coexisténcia entre elementos bastante distintos
pode ser forcada impondo-se um mecanismo de cooperagao ou catalise entre as moléculas:
Neste caso, a eficiéncia de replicagao de uma dada molécula depende de uma segunda
molécula, cuja replicagio depende de uma terceira molécula, cuja replicagio, por sua vez,
depende da presenca da primeira molécula, formando assim um ciclo, denominado hiper-
ciclo. Os hiperciclos tém sido postulados como um evento Gnico em evolucao pré-biotica
e nos dio uma boa explicacio para a emergéncia do cédigo genético, a.ssiin como para o
aumento do tamanho do genoma. Seu ponto de partida é a observagao de que cadeias
e ciclos cataliticos sao comuns em todos os organismos modernos e, portanto, devem ter
evoluido de algum estégio inicial da origem da vida. Embora tenha sido introduzido ha
mais de vinte anos [4,5], 0 modelo de hiperciclos ganhou uma maior plausibilidade com a
verificagdo experimental de atividades cataliticas desenvolvidas por RNAs [6,7].

Embora, o fendmeno da catdstrofe de erro tenha sido considerado a maior moti-
vacdo para a introducao do modelo de hiperciclos, a grande maioria dos trabalhos encon-
trados na literatura lidam apenas com os aspectos referentes 3 coexisténcia dos elementos
do hiperciclo, desde que assumem replicacao perfeita das macromoléculas [8-10]. Neste
caso, um nimero arbitrdrio n de espécies coexistem permanentemente em um estado de

equilibrio dindmico. Entretanto, se n > 4 as concentracoes desses diferentes tipos de
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elementos variam com o tempo, decrescendo periodicamente para vélores bastante redu-
zidos. Portanto, na pratica grandes hiperciclos sdo extremamente suscetiveis a extingao
por meio de flutuagdes ou perturbagdes no sistema.

O efeito de replicagoes erroneas na organizagao hiperciclica foi investigado introduzindo-
se um campo muta¢ao como uma perturbagdo das equagoes cinéticas sem mutagdes [11].
Entretanto, este procedimento nao é apropriado para o estudo do fenémeno de limiar de
erro, desde que os resultados obtidos ndo podem ser facilmente compafados com aqueles
do modelo de quase-espécies. Dessa forma, uma suposi¢do mais adequada para esse estudo
é admitir a existéncia de uma classe especial de seqiiéncias que nao desenvolvem qualquer
atividade catalitica, a denominada cauda de erro, e que surgem como conseqiiéncia da
replicacio erronea dos elementos do hiperciclo [12-14].

No capitulo 4 estudamos o modelo de hiperciclos. Apresentamos também exem-
plos de alguns sistemas concretos j4 estudados na literatura e os seus resultados corres-
pondentes. Nesta parte da tese, temos por finalidade a analise da propagacdo de erro em
um sistema hiperciclico e sua cauda de erro. O sistema é descrito por um conjunto de
equacdes diferenciais que descrevem de forma deterministica a evolugdo do sistema. In-
vestigamos hiperciclos de vérios tamanhos, calculando os pontos fixos, que sao as solucoes
de estado estacionrio do sistema de equa§6es como também a estabilidade desses pontos.
De posse desses resultados, determinamos o diagrama de fases, que mostra as regioes de

existéncia e estabilidade das solucdes no espago de parametros.

Uma importante objecdo & teoria de hiperciclos foi levantada por Maynard Smith
[15,16]. Essa objecao deve-se ao fato dos hiperciclos serem vulnerdveis & invasao de para-
sitas, isto é, moléculas que se beneficiam do suporte catalitico de elementos do hiperciclo,
mas por sua vez nao auxiliam na replicacdo dos outros membros da rede catalitica. Assim,

diversas solucdes alternativas tém sido discutidas para o modelo de hiperciclos [17-21).
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Todas elas supdem que seqiiéncias auto-replicantes competem dentro de pequenos compar-
timentos ou grupos, denominados demes, e seus valores seletivos dependem da composicao
interna do compartimento. Nesse sentido, esses modelos sao denominados genericamente
de modelos de selecio de grupo. Esses estudos tém por finalidade a compreensao de me-
canismos capazes de manter a coexisténcia de elementos estruturalmente distintos numa
populacio de macromoléculas. Em geral, os modelos de selecdo de grupo assumem a
existéncia de elementos que conferem alguma vantagem seletiva ao grupo ao qual perten-
cem, entretanto isso acarreta um custo 3 sua taxa de auto—replicagéd, o que determina
um comportamento altruista. Em resumo, definimos por comportamento altruista como
aquele que é de alguma forma prejudicial ao préprio elemento que o desempenha, mas
que proporciona uma vantagem ao grupo do qual é parte. Sob certas condi¢oes esse tipo
de mecanismo pode garantir a coexisténcia estavel dos elementos envolvidos.

Em formulacdes mais modernas de selecdo de grupo, as demes sao visualizadas
como grupos caracteristicos, nos quais as interacdes entre os individuos efetivamente ocor-
rem, embora seja permitido aos individuos competirem pelos recursos totais disponiveis
no meio [22]. Alguns sistemas biolégicos reais podem ser descritos adequadamente pe-
los grupos caracteristicos. Como exemplo, citamos a dinimica de selecao viral, Qnde
as células desempenham o papel das demes acima descritas. No contexto de evolugao
pré-biética, a motivacao para o advento de tais modelos baseados no encapsulamento de
macromoléculas vem do provavel cendrio para a sopa primitiva, onde certamente a distri-
buicdo dessas macromoléculas nao era homogénea. De fato, fendas em rochas e particulas
de poeira suspensas [23] seriam os habitats locais, dentro dos quais essas moléculas seri-
am distribuidas. Em particular, Woese [24] e Towe [25] sugeriram um cendrio atmosférico
para a origem da vida em gotas de dgua suspensas, que seriam dispersadas por meio da

acao do vento.

No capitulo 5, investigamos alguns modelos de compartimentalizacao em evolucao
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pré-biética no contexto da teoria de selecdo de grupo. Em nosso modelo, a populagdo é
composta de um ndmero infinito de demes, cada uma constituida de N individuos ha-
pléides que se reproduzem assexuadamente. Como na formulacao de Wilson [22], aqui
consideramos que sao permitidos aos individuos competirem e acessarem 0S recursos to-
tais disponiveis no meio. Entretanto, diferentemente da aproximagao de campo médio
utilizada, aqui consideramos que 0 valor seletivo de um individud depende da fracao de
altruistas que ele experimenta dentro da prépria deme. Esse formalismo é entdo aplicado
a0 estudo do modelo de evolugao para a evolucdo da produgao de enzimas proposto por

Michod [17] e também na investigagéo dos efeitos de sinergia [18].

Apresentamos uma discussao preliminar sobre as conseqiiéncias de considerarmos
aspectos reais de relevos de adaptacio, como rugosidade e neutralidade. Apresentamos
alguns resultados experimentais, obtidos por meio de simulagao em plataformas artificiais
de evolucao. Queremos mostrar que o fenomeno da catastrofe de erro estudado no relevo de
pico @nico também é verificado em relevos rugosos. Para isso, fazemos uma breve discussao
utilizando como modelo, o modelo NK de adaptagao introduzido por S. Kauffman [26]. Por
fim, investigamos como a mutagao pode influenciar o processo de otimizacao evolucionaria,

acelerando ou nio a busca por minimos locais em relevos rugosos.

Finalmente, no capitulo 7, vamos apresentar as conclusdes e perspectivas dos

temas abordados em nosso trabalho.



Capitulo 2

O modelo de quase-espécies

Os organismos existentes no nosso planeta sdo o resultado de bilhoes de anos de aper-
feicoamento guiados pelo processo de evolugdo por selecdo natural. .Naturalmente, nao
seria razoavel esperar que os sistemas primitivos possuissem a complexidade e soﬁsﬁicagéo
dos processos bioquimicos que guiam O processo reprodutivo em formas de vida atuais.
Por esta razao, no estudo de evolucao pré-bidtica devemos nos entreter apenas com oS
processos que sdo centrais na reprodugdo de tais sistemas, o que j& constitui uma tarefa
bastante complexa. Um modelo abrangente de origem da vida deve portanto explicar
como a maquinéria de replicacdo e produgao de proteinas pode surgir espontaneamente
de simples precursores.

Descreveremos abaixo um modelo bastante compacto de um sistema bioquimico
primitivo originalmente proposto por Manfed Eigen [1] em 1971, o modelo de quase-
espécies. Eigen foi um dos primeiros a apreseﬁtar uma descri¢io matemdtica exata do
fluxo de informagio em um sistema sob a agao de mutacao e seleééo. O modelo supoe a
existéncia de moléculas que possuem a habilidade de auto-replicacio sem a presenca de
catdlise. Essas moléculas podem ser visualizadas como moléculas de DNA (4cido desoxir-
ribonucléico) ou RNA (4cido ribonucléico), que sao as responsaveis pela armazenagem e
transmissdo de informacao genética em todos os organismos. Cada espécie molecular tem

suas proprias taxas de reprodugao e mortalidade. Em adicio, o mecanismo de replicacao
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é suposto imperfeito, de forma que algumas das proles de uma dada molécula nao sao
cépias perfeitas, ou seja, o mecanismo admite mutacoes nos genes. O modelo enfatiza a
interacio entre sele¢do natural e mutagcoes.

O modelo de quase-espécies é construido com base nas consideragoes da teoria
Darwiniana de selecdo natural, porém é totalmente descrito em termos da cinética quimica
de reacdes, 0 que permite uma visualizagdo mais precisa de organismo mais apto. O
modelo ndo apenas d4 um entendimento das limitacdes fisicas do procésso de adaptacao,
como também fornece uma idéia mais clara do papel da estocasticidade no processo.

O objetivo do modelo é tentar compreender como mecanismos bésicos de evo-
lugdo, tais como a selegé,d natural e a mutacdo, determinam o comportamento de um
sistema. Por exemplo, em que condi¢des a espécie mais adaptada ird predominar? De
que forma a limitagdo de energia e matéria pode modificar o comportamento do sistema?
Pode o sistema tolerar qualquer valor de taxa de mutagao sem que haja perda de infor-
macéo genética? Essas sdo algumas questoes fundamentais para entender o processo de

adaptacdo de um sistema auto-replicativo.

2.1 Descricao do modelo

Um modelo matematico para processos evoluciondrios a nivel molecular foi proposto por
Manfred Eigen em 1971. Ele considerou um sistema de macromoléculas nao-interagentes
que sdo capazes de se auto-reproduzirem por um processo de cépia predisposto a erros.
Neste modelo a populagio é suposta infinita e as freqiéncias relativas dos diferentes tipos
de moléculas sio descritas por equacoes diferenciais deterministicas. Nesta formulagao
cada macromolécula é representada por uma seqiiéncia de simbolos de tamanho fixo L,
ou seja, T = (s1, 82,-..,8). Para cada sitio s, desta seqiiéncia, sdo permitidos x dife-
rentes simbolos (nucleotl’deos), cada um representando um tipo diferente de monémero

u_tilizado na construcio da macromolécula. No caso de uma molécula de DNA, cada po-
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sicdo da seqiiéncia pode ser ocupada por um dos 4 diferentes tipos de bases: A(adenina),
G(guanina), C(citosina), T(timina), e portanto, temos £ = 4 . Por simplicidade, utiliza-
remos apenas seqiiéncias binarias (so = 0, 1), distinguindo apenas entre as purinas (G,
A) e pirimidinas (C, T) como bases das macromoléculas. O ndmero total de séqiiéncias
possiveis é portanto igual a M = oL  Tomando como exemplo o genoma de um virus
como o HIV que é constituido por cerca de 10000 nucleotideos, o m’xmero dé diferentes
seqiiéncias possiveis ¢ igual a M = 4299 ~ 10%% e constitui o que ‘denominamos de
espago de genétipos.

Vamos agora introduzir a dindmica do modelo. As concentracdes relativas x; das
moléculas do tipoi =1,2, ..., 9L evoluem no tempo de acordo com as seguintes equagoes

diferenciais [1,4]
dil?i
dt

=Y Wiz; — [Di+ 2()] i, (2.1)

onde D; define a taxa de mortalidade das moléculas do tipo ¢, e o termo ®(t) descreve
um fluxo de diluicio que mantém o nimero de moléculas constante, sendo responsavel
pelo surgimento de uma interagao efetiva entre as moléculas. Este fluxo introduz uma
nio-linearidade na Eq. (2.1) e é determinado pela condicao ) @i — (. Supondo D; =0

para todo i e ), ; = 1 temos que

B(1) = 3" W (2.2
1)
Na verdade o fluxo de dilui¢io ®(t) é exatamente igual ao valor seletivo médio da popu-
lagdo E(t), dado por
B ij

Os elementos da matriz replicagdo W sao dados por

Aigh = AiQui para 1=]

I/Vij = { quL—d(i,j)(l _ q)d(i,j) — AjQij para zr,éj , (24)
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onde A; é a taxa de replicagao ou valor seletivo da molécula de tipo ¢, sendo, no contexto
biolégico, proporcional ao nimero de cépias geradas. A definigao das taxas de replicagao
em todo o espaco de gendtipos estabelece o que denominamos de funcdo seletiva. Ja d(z, 5)
é a distancia de Hamming entre as seqiiéncias ¢ e j e, é dada pelo nimero de posigoes
(sitios) que diferem entre as duas seqiiéncias. Quanto menor for a distancia entre um
determinado par de moléculas, maior serd sua afinidade bioldgica. Em nossé definigao
0 < g < 1 descreve a precisio de replicacio exata por digito da seqﬁéné_ia, que é suposta
constante para todos os digitos.

A precisio do processo de replicagao € descrita pela matriz @ = (Qi;). Os elementos de
Q sdo adimensionais e (;; é simplesmente a probabilidade de se obter uma seqiiéncia ?z
por meio da replica¢io imperfeita da seqiiéncia 3'_; Portanto, o termo W;;z; na Eq. (2.1)
define a taxa de replicagdo da molécula do tipo ¢ devido & replicacdo erronea da molécula
do tipo j. Evidentemente, os elementos diagonais Q;; descrevem o fator de qualidade
do mecanismo de replicacdo (probabilidade de replicagao exata de uma seqiiéncia). Os

elementos nio-diagonais Q;;(i # j) sdo portanto as probabilidades de mutagoes. Conforme

esperado, podemos facilmente mostrar que

> Q=1 ¥ j (2-5)
indicando simplesmente que no processo de replicacao de uma dada molécula, ou ela

¢ sintetizada corretamente ou entdo erroneamente. A solugdo analitica do conjunto de

Equacdes (2.1) é discutida no apéndice A.

2.1.1 Funcao seletiva de pico tnico

De forma a simplificar drasticamente a descrigao e a dimensao do problema, pois o nimero

possivel de seqiiéncias bindrias M = oL & bastante restritivo, devemos formar classes de
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seqiiéncias dentro da distribuigdo de quase-espécies. Essas classes sao definidas por meio
da distancia de Hamming entre a seqiiéncia mestra, a saber 3‘3 =(0,0,.., 0), e a seqiiéncia
em consideracdo. Dessa forma, a classe 0 contém exclusivamente a seqiiéncia mestra; a
classe 1 todos o0s (Il’) mutantes com s, = 1 em uma \nica posigao da seqiiéncia; a classe
2, todos o0s (12’) mutantes com S, = 1 em apenas duas posigoes da seqiiéncia, e assim por
diante.

Devemos agora, fazer uma suposigido de forma a reduzirmoé o sistema de 2F
equagoes diferenciais descrevendo a evolucdo de seqiiéncias individuais, para um sistema
de (L + 1) equagoOes diferenciais descrevendo a evolugao das classes de seqiiéncias: todas
as taxas de replicagdo sdo supostas constantes dentro de uma mesma classe, ou seja,

classe 0, Ao = Ap;

classe 1, A, —Ay=...= AL = A};
classe 2, Apy1 = Apy2 = -+ L+(L) = Al;
classe k, A(zl,)+(12d)+m+(kfl)+1 =...= A(’f)+('£)+---+(f;) = A} e assim por diante.

Feita a suposi¢ao acima e estratificando a populagao em classes que sao diferenciadas por
meio da distancia de Hamming entre as seqiiéncias e a seqiiéncia mestra, as concentracoes
relativas Yp das moléculas de classe P = 0,...,L evoluem no tempo de acordo com as

seguintes equagoes diferenciais [27]

dYp

— Z ApMprYr — ®(t)Yp. (2:6)

R=0

Claramente a conservagao da concentragao total Y. pYp = 1€ assegurada. A matriz
M = (Mpg) agora descreve a probabilidade de mutagdo de uma molécula de classe R

para uma molécula de classe P, e é dada por [27-30]

L
““(R\ (L-
Mpp = Z ([) (P _1;) gb-P R (1 — q)P+R—2I’ 2.7)

I=I;
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concentracdo

Figura 2.1: Distribuicio da concentracdo de classes de sequéncias como fungdo da proba-
bilidade de erro (1-q) por digito. Neste exemplo, temos L = 50 e a = 10.

onde I; = max(0, P + R — L) e I, = min(P, R). A derivagdo detalhada desta equacao ¢é
apresentada no apéndice B.

Vamos a seguir analisar as principais propriedades e aspectos do modelo de quase-
espécies definindo uma das mais simples funges seletivas para este modelo: a funcao
seletiva de pico dnico. Mais especificamente, consideramos uma distribuicao dos valores

seletivos para as classes de seqiiéncias atribuindo

A _{ a para P=0 (2.8)

P71 para P#0’

ou seja, apenas a seqiiéncia mestra S_')O = (0,0, ...0) possui um valor seletivo diferenciado.
Neste contexto o parametro a é denominado de vantagem seletiva da seqiiéncia mestra.
Na Figura 2.1 exibimos a solugio das Egs. (2.6) no regime estaciondrio para valores de
parametros L = 50 e a = 10. Como podemos verificar, o modelo cinético de replicagao

e mutagdo d4 origem a um estreito limiar de erro. Neste limiar podemos distinguir uma
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transicao entre dois regimes distintos na composi¢do da populagao: no primeiro regime
ey =

para g > ¢, observamos uma distribuicao de mutantes em torno de S; , aglomerado este
composto por classes de seqiiéncias biologicamente mais afins (menor distancia de Ham-
ming em relacao a mestra). A este regime Eigen denominou de regime de quase-espécies.
O segundo regime para ¢ < ¢c, denominado de regime estocdstico, € caracterizado por uma
distribuicdo uniforme das seqiiéncias, onde os 2% diferentes tipos de molécula,s surgem na
mesma propor¢ao, e portanto as concentracdes das classes de seqiiéncias sdo dadas por
Yp = %E(IL,) Ou seja, a populagdo realiza uma caminhada aleatéria por todo o espago
de genétipos. Esse limiar de erro ¢, onde a estrutura da populagdo muda rispidamente
de uma distribuicdo onde a vantagem seletiva parece ter um papel fundamental (regime
de quase-espécies) para uma distribuicdo aleatéria das sequéncias onde essa informacao
genética é totalmente perdida, tem sido observado em uma grande variedade de siste-
mas [31,32], representados pela diversas estruturas da matriz W. Esse fenémeno é hoje
bem aceito como um aspecto intrinseco e pendente do modelo de quase-espécies, sendo
denominado de catéstrofe de erro.

A transicdo do limiar de erro ja é bastante abrupta para tamanhos de seqiiéncias
L = 50 conforme pode ser observado na Figura 2.1, tornando-se ainda mais estreita
para L maiores. Um enfoque maior e ﬁma andlise mais aprofundada dessa transicao
ser4 exibida na préxima se¢do, onde determinaremos numericamente a dependéncia desse
estreitamento e de outras grandezas de interesse com 0O tamanho das seqiiéncias L.
Uma estimativa grosseira para ¢. pode ser encontrada por meio da seguinte observagao:
para que a sequéncia mestre 3'_0) seja competitiva em relagdo a outros mutantes, sua taxa
de producdo deve ser maior que a taxa de produgao média de todos os outros mutantes

le;&o- Ou seja,
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Woo > Z,P;&O = z AIPYP, (29)
P#0

e Yp denota as concentragdes de regime estacionario das classes de seqiiéncias. Desde
que Wy = AjQ e, @ = g~ é a probabilidade de replicacio exata, encontramos que esta

probabilidade deve satisfazer a condicao

Q> 2rr 1 , (2.10)
a .

De acordo com isto, a transi¢io para o regime estocastico, onde todas as seqiiéncias

coexistem na mesma proporgao, ocorre para valores préximos a

Q.= 2. (2.11)
a

Para seqiiéncias infinitas (L — 00), essa estimativa € exata pois Z’P;éo =Y ppApYP=1
e, Yy = 2% no regime estocéstico e portanto pode ser desprezada. Um aspecto interessante
do fenémeno da catastrofe de erro pode ser visualizado diretamente da Eq. (2.10), que

pode ser reescrita como

[ < Ina

_ma 2.12
Ing (2.12)

Portanto, de modo a ndo permitir a perda da informacao genética de um determinado
sistema, existe uma restrigio ao tamanho méximo das segiiéncias que o compoem. Es-
te aspecto surpreendente no modelo de quase-espécies tem conseqiiéncias extremamente
importantes para as teorias de origem da vida, uma vez que impde uma complexidade
méxima para as moléculas existentes na Terra nas condicoes pré-bidticas. As estimativas
sio de que o comprimento maximo dessas moléculas seria de 10 a 102 nucleotideos [4,15].

Moléculas maiores s6 poderiam existir com a presenca de enzimas especificas para auxiliar

na sua replicacio, mas tais enzimas s6 poderiam ser codificadas por moléculas com 10
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a 10% nucleotideos. Esse problema, que na literatura é denominado paradoxo de Eigen,

pode ser de certa forma minimizado por meio do conceito de integracao de informagao.
O conceito de integracao de informagao admite a coexisténcia de vérias espécies molecu-
lares estaveis que nio sejam muito semelhantes como a unidade portadora de informagao
genética. Essa coexisténcia pode ser forcada impondo-se um mecanismo de cooperagao
ou catélise entre as moléculas, no qual a eficiéncia de replicagao de uma dada molécula
depende da presencga de uma segunda molécula, que por sua vez depende de uma terceira
molécula, cuja replicagdo depende da primeira, formando assim um ciclo, denominado

hiperciclo, que sera alvo de estudo em capitulo posterior.

2.9 Estudo de escala de tamanho finito para o modelo

de quase-espécies

Nesta secdo caracterizaremos a transicdo de fase exibida no modelo de quase-espécies,
j4 mencionada anteriormente, e que tem sido alvo de diversas anslises [33-35]. Neste
trabalho utilizamos um procedimento largamente utilizado como poderosa ferramenta no
estudo de sistemas que exibem transicoes de fase, principalmente em sistemas exibindo
transicoes de segunda ordem. Esse procedimento consiste na determinacdo de fungdes de
escala, isto é, independam do tamanho do sistema. A aplicagio dessa andlise permitird um
melhor entendimento das grandezas criticas no modelo de quase-espécies. Como exemplo,
similarmente & defini¢io de temperatura critica para sistemas de rede de spins de tamanho
finito, nio existe uma caracterizagao conclusiva do termo limiar de erro para seqiiéncias
de tamanho finito.

Nesse estudo vamos nos concentrar na funcio seletiva de pico tnico, definida

anteriormente. Como j4 enfatizado e discutido anteriormente, dois regimes sao observados

na composicao da populagao quando variamos o parametro ¢ : o regime de quase-espécies €
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o regime estocastico (ver Figura 2.1). A transi¢ao entre esses dois regimes ocorre no limiar

de erro g.. Para estudarmos esta transicio para valores grandes de L é mais conveniente
trabalharmos com o parametro @ = g%, que define a probabilidade de replicagdo exata

de uma seqiiéncia. Para o limite L — oo esta transicao ocorre em 1,36]

(2.13)

SN

Qc‘:

Embora exista um consenso que uma transicao de fase ocorre no limite L — oo [33-35],
h4 alguma discordéncia com relacao & ordem desta transicdo. Estudos baseados no ma-
peamento do modelo de Eigen para um sistema de Ising bi-dimensional semi-infinito com
interacoes entre primeiros vizinhos em uma tnica dire¢do conjecturam que o pa.rametro
de ordem relevante ao problema, a saber, a distancia de Hamming normalizada d en-
tre a seqiiéncia mestra e o restante da populagdo, exibe uma transicio de fase continua
em @ = Q.. Entretanto, devido & enorme dificuldade de resolucao das equacoes auto-
consistentes que descrevem as propriedades de equilibrio de superficie, a anélise foi restrita
a L = 20 [34]. Um outro estudo, um mapeamento alternativo das Eqs. (2.1) para um
problema de polimeros direcionados em um meio aleatério indica que a concentragdo de
seqiiéncias mestras exibe uma descontinuidade em @ = Q. [35]. Desde que esse método
permite a solu¢do exata do modelo de quase—espécies pafa a funcéo seletiva de pico Gnico
com tamanhos de seqiiéncia L genéricos, 0 resultado implica que a transi¢ao para L — o0
é definitivamente de primeira ordem.

Nosso objetivo neste trabalho é verificar os efeitos de tamanho finito na transi¢ao
de fase desse sistema. De particular interesse ¢ a determinacdo da largura da transicao,
ou seja, o intervalo de ) proximo a Q. onde a caracteristica da transicao persiste.

Como devemos esperar, a largura dessa regiao tende a zero de acordo com L

quando L — oco. Nosso objetivo é estimar o valor do expoente v > 0 usando a técnica

de escala de tamanho finito [37]. Nossa abordagem segue a mesma linha de escala de
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tamanho finito para problemas combinatoriais [2], onde ndo ha critério geométrico para

definicdo de grandezas analogas ao comprimento de correlacio &, e desta forma o sucesso
do método na determinacgdo da dependéncia do parametro de ordem com alguma escala
nio pode ser atribuido a divergéncia do comprimento de correlacdo espacial. |

Ao invés de mapearmos as equagoes de cinética quimica em problemas de mecanica
estatistica de equilibrio, recorremos a uma abordagem bem mais simples e direta, que éa
solucao numérica exata dessas equagoes no regime estacionario, onde utilizamos compri-
mentos de seqiiéncia de até L = 150.

O procedimento utilizado por nés para a solugao numériéa das Egs. (6.1) no regi-
me estacionario dYp/dt = 0 é bastante simples. As concentragoes de estado estacionario
Yp (P = 0,...,L) sbo encontradas facilmente por meio do seguinte sistema de (L + 1)

equagdes de recorréncia (28]

L MprYa(t) + (a = D)Yo(t) Mpo
1+ Yo(t)(a—1) o (2.14)

desde que o estado estaciondrio do modelo de quase-espécies apresenta um dinico ponto

Yp(t+1) =

fixo estavel (ver apéndice A).

As quantidades relevantes na descrigdo da estrutura da populagao sao a distancia
de Hamming normalizada entre a seqiiéncia mestra e o restante da populagdo, definida
por

L
1
d=7 PZ:OPYP, | (2.15)

e o desvio quadritico médio em torno de d,
L P
o2 =LY (5 —d)’Yp. 2.16
> (g 4 (216)

Aqui d e 0? sdo os andlogos a magnetizagao e susceptibilidade para um sistema de rede
de spins. Nas Figuras 2.3 e 2.4 exibimos o comportamento dessas duas grandezas como

fungdes da probabilidade de replicacio exata normalizada Q/Q.. Como esperado, 0S
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Figura 2.2: Distancia de Hamming normalizada entre a seqiiéncia mestra e a populagao,
d, como fungdo da probabilidade normalizada de replicacio exata Q/Q. para a = 10, e
L =70 (r),100 (O ),120 (A ) e 150 ( X ).
resultados da Fig. 2.2 mostram o estreitamento da transi¢ao com o aumento de L. Além
do mais, todas as curvas interceptam-se em um unico ponto, o ponto critico @ = Q.. Este
é um resultado um tanto quanto inesperado e mostrou ser bastante util na localizacao do
limiar de erro, pois em @ = Q. temos que o pardmetro de ordem independe de L. Isto nos
leva a acreditar que a distincia de Hamming normalizada d apresenta uma lei de escala
do tipo [37,38]

d(L,Q) = d(L/Eq) = d((@ — QL) (217)
onde &g é o andlogo ao comprimento de correlacio em sistemas de rede de spins, e que
também apresenta uma divergéncia em @ = Q.. Propondo uma definicao analoga a

verificada para problemas onde o critério geométrico estd presente, temos que

_L_e
éQ"l 2.

Queremos salientar que £ néo esta associado a nenhuma definicao de comprimento no

(2.18)

t i :t;
IFSC-USP **""'firoruacio
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Figura 2.3: Desvio quadrético médio o2 como fungdo da probabilidade normalizada de
replicacdo exata. A figura no interior ilustra o procedimento utilizado para estimar a
razio v/v. Os parametros e convengoes sao 0s mMesmos da Figura 2.2.

sentido fisico da palavra. Estes mesmos comportamentos e defini¢cOes sao bastante seme-
lhantes aqueles verificados para o parametro de ordem P (p) definido para o problema de
percolagéo [37].

As curvas exibidas na Fig. 2.3 indicam que a altura do pico de o?, aqui represen-
tada por o2, , aumenta com L exibindo uma lei de poténcia da forma Lv. A razdo dos
expoentes 1 pode também ser deduzida por meio de um gréfico log-log de o2, versus L.

Esta verificacdo nos leva mais uma vez a defini¢do de uma relagao de escala para 02(Q)
o%(L, Q) = L¥o%(2) (2.19)

onde

z=¢elM" (2.20)

e=(Q—Q.)/Q. (2.21)
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Figura 2.4: Distancia de Hamming normalizada como funcdo da probabilidade de repli-
cacdo exata reescalada. Os parametros sdo 1/v = 1 e (de cima para baixo) a = 10, 20 e
50. A convencdo é a mesma utilizada na Figura 2.2.

é a probabilidade reduzida de replicacao exata. O resultado /v = 1.96 estd em Gtima
concordancia com o resultado analitico obtido por Gallucio, no qual a amplitude do desvio
médio de uma quase-espécie em torno da seqiiéncia mestra (\/ﬁ) diverge algebricamente
com o expoente igual a 1 quando @ — Q. [35)].

O expoente 1/v é determinado por meio do método do colapso de dados [37], ou
seja, a obtencdo de fungdes de escala (conforme ilustrado nas Figs. 2.4 e 2.5). Nestas
figuras exibimos d e 02(z) = L™0%(Q) versus L'/”¢, respectivamente. O colapso das
curvas para diferentes valores de L foi conseguido adotando os expoentes 1 Jv=1c¢e
v/v = 1.96, independentemente do valor da vantagem seletiva a da sequéncia mestra,
indicando assim uma universalidade desses expoentes. Com estes resultados, concluimos
que a largura da transicio em torno de Q. = 1/a é da ordem de L.

Como pode ser observado, as fungdes de escala apresentadas nas Figs. 2.4 e 2.5

parecem exibir uma dependéncia com o pardmetro @ na regido critica. Esta dependéncia
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Figura 2.5: Desvio quadrdtico médio reescalado como funcdo da probabilidade de repli-
cacdo exata reescalada. Os pardmetros séo 1 /v =1, y/v = 1.96, e (de cima para baixo
na regido do pico) a = 10, 20 e 50. A convengao ¢ a mesma utilizada na Figura 2.2.

pode ser eliminada por meio da definigao de novas variaveis que incorporam a. Este
procedimento estd ilustrado na Fig. 2.6, onde exibimos a funcdo d versus uma nova
varigvel, definida de tal modo que a funcdo de escala independe de a. Entretanto, o
mesmo éxito nio foi possivel para as curvas da Fig. 2.5. A razao para isto deve-se a

necessidade de incorporacio de todas as poténcias de a para os termos da reescala.
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Capitulo 3

Uma abordagem para populagao
finita

Até agora tratamos sele¢do como um processo deterministico. As equagdes fenome-
nolégicas especificam claramente que c6pia entre uma dada populagao sera selecionada.
Quando um mutante com vantagem seletiva (Wi > F) surge, este mutante inevitavel-
mente dominara a distribuicio de mutantes. Existem duas limitacoes importantes para

essa descricao deterministica:

(1) O processo elementar que leva a um mutante especifico é inerentemente nao-deter-
ministico. A amplificacio autocatalitica leva a uma mapeamento macroscopico de

eventos microscopicos incertos.

(2) O préprio processo de crescimento estd sujeito a flutuagdes estatisticas. Desde que o
crescimento inicia-se a partir de uma seqﬁéhcia tinica, tais flutuagdes devem ser leva-
das em consideracdo. Elas devem modificar apreciavelmentev os resultados da teoria
deterministica, que apenas torna-se véalida para um grande numero de elementos

envolvidos.

H4 uma dificuldade adicional surgindo do fato que certos estados estacionarios, em con-

traste ao verdadeiro equilibrio, sdo metaestdveis. Devido a todos esses fatos é que devemos

reexaminar o problema de selecio do ponto de vista da teoria de probabilidade. Sera vis-

38
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to que modificagdes importantes da teoria fenomenolégica resultardo de um tratamento

estocéstico.

3.1 Descricao do modelo

Nesta se¢io apresentamos um modelo para evolu¢io de populacdo finita com a funcao
seletiva de pico tnico (Eq. 2.8) [39]. Para essa fungao em especial, podemos réalizar uma
abordagem bastante simples dos efeitos de tamanho finito de populagdo no sistema. A
simplicidade vem do aspecto de que a estratificacao da populagao pode ser feita de modo
ainda mais compacto que aquela utilizada na se¢ao anterior, baseada na definicdo de
classes de acordo com a distancia de Hamming em relagao a seqiiéncia (0,0,...,0). Nesta
analise, a populagdo de seqiiéncias serd dividida em apenas duas classes: uma constituida
~ por seqiiéncias mestras apenas, que aqui denominamos de classe B, e outra constituida
por todos os tipos de seqiiéncias diferentes de ?0, que denominamos de classe C. Portanto
a distribuicdo de valores seletivos serd: A = a para os elementos da classe B, e A =1 para
os elementos da classe C. Similarmente 3 descrigdo dada para o modelo de quase-espécies,
cada individuo da populagdo é representado por uma seqiiéncia de tamanho L. Porém,
aqui nos restringimos apenas ao limite de seqiiéncia infinita, L — co. Este limite apresenta
um aspecto interessante, pois podemos deéprezar as mufa,g()es provenientes dos elementos
da classe C para a classe B (mutacoes reversas), que contribuiriam assim para um aumento
da populagio de seqiiéncias mestras. Podemos justificar facilmente esta simplificagao
utilizando a definicio dada na secdo. precedente para a maﬁriz de replicagio M (Eq. 2.7).
Como um exemplo consideremos o elemento Mg que, nos denota a probabilidade de
criacio de uma seqiiéncia mestra por meio da replicagao erronea de um mutante de classe
1 e, é dado por

My =¢" (1 - g). (3.1)
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Utilizando a igualdade

¢ =Q=q=Q" =cT, (32)
podemos reescrever a Eq. (31) como
nQ
M(n = gﬂ (]. — ClL ) (33)
eL
No limite L — oo podemos escrever
nQ 1 .
e ~1+—-In@Q, (3.4)
L _
de modo que
1 Q L—x

Para mutantes de classes superiores a dependéncia com (1/L) é ainda de ordem mais ele-
vada, logo ndo existem transi¢ées de seqiiéncias pertencentes 3 outras classes colaborando
para o aumento da populacio de seqgiiéncias mestras. Ja mutagdes no sentido inverso sao

permitidas.

3.2 Dinamica do modelo

Em nosso estudo consideramos uma populagdo fixa de tamanho N cuja estrutura € di-
vidida em duas classes apenas, uma composta apenas por seqiiéncias mestras, e a outra
composta pelos demais tipos de seqiiéncias, porém de sub-estrutura indeterminada. A
cada geracdo a populagio presente d4 origem a uma nova populagao de mesmo tamanho,
sendo posteriormente eliminada (ndo existe sobreposicao de geragoes). A formacao dessa
nova geracao é estocastica, sendo o processo de reprodugao facilmente implementado por
meio da regra da roleta [40]. Conforme pode ser visualizado na Figura 3.1, temos uma
roleta que est4 dividida em duas 4reas: a drea azul, proporcional ao nimero de seqiiéncias

mestras na populacio ponderada pelo seu valor seletivo a; e a drea vermelha, proporcional

a0 niimero de elementos da classe C e também é ponderada pelo seu valor seletivo, no caso
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igual a 1. No processo de reprodugéo também admitimos a possibilidade de ocorréncia de
mutacdes, embora essas mutacoes ocorram sempre da classe de seqiiéncias mestras para
a classe composta pelos demais mutantes.

A dinamica do nosso sistema é entdo definida da seguinte forma: a classé de cada
individuo na préxima geragio é escolhida aleatoriamente por meio da regra da roleta,
ou seja, a probabilidade de que esse novo individuo pertenca a uma determinada classe
é proporcional & drea que essa classe ocupa na roleta. A probabilidade de que o novo
individuo pertenca & classe B é denotada por wn, e, consegiientemente, a probabilidade
de que esse individuo pertenga & classe C ¢ igual a 1 — wm. Se essa seqiiéncia pertencer
A classe de seqiiéncias mestras ela tem uma chance de mutar para a C igual a (1 — Q),
onde Q determina o fator de qualidade do processo de replicagao.

Com a definico dos valores seletivos independentes das freqiiéncias das classes na
populacdo e sem a possibilidade de recombinagao entre as seqiiéncias, mutacao e sele¢ao
sao forcas opostas. Em geral, a selegdo tende a aumentar a freqiiéncia do gendtipo com
o maior valor seletivo, enquanto a mutagdo tende a reduzi-lo. E intuitivamente ébvio
que deva existir um limite superior para a taxa de mutagao e que possa ser tolerado
pela populagio. Além deste limite, a selecdo ndo consegue mais compensar 0 afluxo de
mutantes de baixo valor seletivo no sistefrla, eo procésso de mutacao torna-se a forca
dominante governando a composi¢do da populagao, resultando na inevitdvel deterioracao
genética. Miiller [41] observou que no caso de uma populagao assexuada ocorre uma
reducdo aleatéria progressiva dos individuos mais adaptados, um processo denominado
por Felsenstein [3] de catraca de Miller. Como resultado temos entao uma reducao do
valor seletivo médio da populacdo devido & acumula¢do de mutacdes deletéreas, processo
este denominado de carga mutacional [42].

Em nossa abordagem, em que a populagdo estd dividida em apenas duas classes

distintas, o sistema apresentar sempre como estado assintdtico o estado caracterizado
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Figura 3.1: A 4rea azul representa a fragao de sequéncias mestras na populagio ponderada
pelo seu valor adaptativo a, e a drea vermelha a fracdo da populagdo composta pelas
demais classes.

por n = 0, onde n denota o nimero de seqiiéncias mestras na populagao [43]. Isso é
esperado pois as flutuagdes irdo certamente eliminar todas as seqiiéncias mestras e nao
existe dispositivo capaz de restauréa-las na populacdo, pois mutagdes reversas nao ocorrem
no limite I — oco. De particular interesse nesse problema é a determinagdo do tempo
de relaxacdo 7 do sistema. O tempo de relaxacdo ¢ definido como o tempo necessario
para que o ntimero de seqiiéncias mestras se reduza a um valor 1 /e de seu niimero inicial.
Como sabemos, este tempo diverge abaixo do limiar de erro @ = Q. = 1 /a para o
limite de populacdo infinita N — oo. Conforme pode ser observado na Fig. 2.1, o
estado estaciondrio nessa regido é caracterizado por uma freqiiéncia ndo-nula de sequéncias
mestras. Um aspecto interessante nessa analise é a determinacdo do comportamento de
7 com o numero de moléculas N na populagio. Os resultados numéricos obtidos sao
baseados na determinacdo da evolucdo temporal da distribui¢do de probabilidades para
o nimero de seqiiéncias mestras na populacio. O processo dindmico é descrito por uma
cadeia de Markov, desde que nosso problema envolve transi¢oes entre valores de uma

varidvel estocdstica discreta, ocorrendo em tempos discretos. Cada estado possivel do
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sistema é caracterizado pelo nimero de seqiiéncias mestras n = 0,...,N. Assim, devemos

primeiramente introduzir a matriz de transicdo T, a ser definida a seguir.

3.3 A matriz de transicao T

Dada a dinamica, estamos aptos a obter a matriz de transi¢ao T’ = (T (n,m)) do sistema.
Os elementos T'(n,m) da matriz nos dao a probabilidade de que o sistema transicione
de um estado caracterizado por m seqiiéncias mestras na geragao atual para um estado

caracterizado por n seqiiéncias mestras na geragao posterior. De acordo com a dindmica

discutida anteriormente, os elementos de T'(n, m) sdo dados por

rnm) =3 (1) (£)ekia -0 - 2P 36

k=n

onde

am am
= = _ 7
“ am+ (N—-m) ma—-1)+N (37)

A primeira etapa da dindmica, referente ao processo de reprodugao, é descrita pelo termo
(IZ ) wk (1 —wp, )Y 7%, que declara a probabilidade de escolhermos k seqiiéncias mestras para
a composicao da nova populagdo de N individuos. A segunda etapa da dinamica consiste
em submeter os individuos da classe B ao procésso de mutacao. Esse processo é descrito
pelo termo (¥)Q"(1 —Q)*¥™, que define a probabilidade de (k —n) individuos da classe B
mutarem. Desde que estes dois evehtos sdo independentes, os elementos de T sdo dados
pelo produto desses dois termos. A soma sobre k leva em conta todas as possibilidades
para se chegar ao estado final, a saber, nimero de sequéncias de mestras igual a n, a

partir do dado inicial, nimero de sequéncias mestras igual a m. Como a matriz T define
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probabilidades de transigao, temos que
N
ZT(n, m) =1, (3.8)
n=0

isto &, o- sistema deve evoluir para algum estado com o nimero de seqiiéncias mestras
compreendido entre 0 e N.

Podemos agora determinar a evolugao temporal do vetor distribuigao de probabi-
lidades P(t+1), onde cada elemento Py (t+ 1) representa a probabilidade de encontrarmos

n =0, ..., N seqiiéncias mestras no instante ¢+ 1 na populacdo. Essa evolugio é dada por

Pyt +1) T(0,0) T(0,1) . . . T(O,N) Py()
Pt +1) T(1L0) T(LL) . .. T(1,N) P(t)

: - : : 69
Py(t+1) T(N,0) T(N1) . . . T(N,N) ) \ Pw(®)

Como essa relacio é a mesma para todo instante ¢, e sabendo que T' = (T(n,m)) é

independente do tempo, obtemos portanto

Po(t) T(0,0) T(,1) . . . T(O,N) Py (0)
Pi(t) T(1L0) T(L1) . .. T(,N) P1(0)
S : : : | e
Py(t) ﬂMme@..mew) Py (0)

Ao invés de realizarmos sucessivas operacoes multiplicativas sobre a matriz T', vamos
reduzir enormemente esse cdlculo através do seguinte procedimeﬁto: Escrevendo o vetor
P no instante ¢ = 0 como uma combinacio linear de todos os autovetores da matriz T,
podemos expressar a evolugdo temporal apenas em fungio dos autovalores dessa matriz
[44]. Como um exemplo, consideremos o caso N = 2. Sejam

lo ly la

my e ma (3.11)
Ny n g

my .
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autovetores de T, de forma que

L L

n; U

onde ); denota o i-ésimo autovalor da matriz 7. Expressando o vetor P(0) como combi-

nacao linear dos autovetores de T

P()(O) Cglo + Clll + Czlz
PO)=| h (0) = | cgmog+cimy+camg |, (3.13)
P,(0) CoMp + €11y + Can2 '

(se as trés equagdes forem distintas, elas poderao ser resolvidas para ¢, ¢ € cz) e substi-

tuindo a Eq. (3.13) na Eq. (3.10) obtemos

Py(t) lo L A
P (t) = COTt My + Cth my + Cth ma . (314)
P (t) g 3! ng

Finalmente utilizando a expressio (3.12), a equagdo acima resulta em

P() (t) l() ll l2
P1 (t) = Co/\a my + Cl/\i my -+ 02/\5 ma . (315)
P, (t) No 3] L)

Logo a evolugdo temporal da distribui¢io de probabilidades esta totalmente caracterizada

pelos autovalores de T'.

3.4 Tempo de relaxacao

O tempo de relaxacio 7 é definido como o nimero de geragoes necessarias para que o
niimero médio de seqiiéncias mestras seja reduzido a 1/e do seu nimero inicial.
Da definicdo dos elementos de matriz T'(n, m) dados pela Eq. (3.6), podemos facilmente

verificar que a forma apresentada por T ¢
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1 T(0,1) . . . T(ON)
0 T(1.1) . .. T(LN)

=" : . (3.16)
0 T(N,1) . . . T(N,N)

Como nao existem mutacdes reversas, o tnico elemento ndo-nulo da primeira coluna é o
elemento 7'(0,0).
Pelo Teorema de Perron-Frobenius, eis algumas propriedades da matriz de transi¢do T

dada a sua forma [44,45]:
(i) Possui um autovalor igual a 1 e ndo-degenerado.
(ii) Todos os demais autovalores tém médulo menor que 1, [A| < 1.
(iii) Ao autovalor A = 1, corresponde um autovetor com componentes nao-negativas.

Sejam Mg, A1, ..., Ay 0s autovalores de T tal que A\g > A; > ... > Ay. Para valores grandes
de t, temos que A} é muito maior que A}, ..., \%. Desta forma, depois de muitas geragoes
a evolucdo da populagdo passa a ser governada pelo autovalor dominante Ag = 1, cujo
autovetor associado é igual a (1,0,...,0). Ou seja, o estado assintético que é o estado
determinado pelo maior autovalor da matriz (A9 = 1), é dado por P(o0) = (1,0, ...,0),
conforme mencionado anteriormente.

Generalizando a Eq. (3.15), verificamos que a componente Py(t) de P(t) possui a seguinte

forma:
N .
Po(t) =Y il =1+ Xl + ... + en Ay, (3.17)
=0
e apresenta, valor de regime estaciondrio igual a Py(0o) = 1,desdeque A; < 1,2 =1,...,N.

Como Py(t) é uma grandeza estritamente positiva e menor ou igual a 1, a soma dos termos

com ¢ # 0 contribui negativamente para Eq. (3.17). Mas como a evolugdo de ), £0 CiA;

é determinada pelo autovalor );, podemos definir um tempo de relaxacao 7 simplesmente



3.5 Calculo dos momentos 47

. L .
como o tempo necessario para que » , £0 ciAil; ou, de acordo a com nossa suposicao, Aj
se reduza a um valor 1/e do seu valor inicial. Logo, a evolugdo temporal serd governada

pelo termo

) B .
/\g — eln,\l _ etln)\l —e t|ln)\1|’ (3.18)

pois In A\; < 0. Assim, podemos definir 7 = 1/ |In )|

Para a determinacdo do segundo maior autovalor A;, utilizamos o método das poténcias
[46] (Ver apéndice C). Esse método consiste de um procedimento iterativo bastante sim-
ples, que tem como objetivo a determinacdo dos autovalores dominanfes de uma matriz
sem a necessidade da determinacdo dos demais autovalores e de seus respectivos autoveto-
res. Tal procedimento garante eficiéncia e rapidez na obtencido dos resultados numéricos
comparados com os demais métodos existentes na literatura. Sem eséa eficiéncia seria bas-
tante dificil a obtencdo de resultados para tamanhos de populacio relativamente grandes

(N = 600).
3.5 Calculo dos momentos

O primeiro momento da distribui¢do de seqiiéncias mestras evolui no tempo de acordo

com v
(MYepr = D > nT(n,m)Py(t), (3.19)

n m
onde os elementos T'(n,m) sdo definidos pela Eq. (3.6). Substituindo esses elementos na

equacao acima obtemos

(NYy1 = ; > EN: nPp(t) (]Z ) (i) wE (1 — we)VEQ (1 — Q)F ™. (3.20)

m k=n

As somas sobre n e k podem ser facilmente efetuadas resultando em
()41 = QN (W), - (3.21)

O segundo momento da distribuicio de seqiiéncias mestras é definido por
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(n*),, = Z Z n?T(n, m) Py (1)

Substituindo mais uma vez T'(n, m), obtemos

D 9 90 DLl 1) RIETR AR

m k=n

e efetuando as somas sobre k e n,

(n?),,, = NQ {wm), + N(N — DQ* (wh,), -

Devemos agora calcular {wn,),, que de acordo com a Eq. (3.7) é igual a

m

a
(Wm)e = ;Pm(t)m
= a / dze™*N Ze”“[m(“'l)]Pm(t)m.
0 m

Expandindo o termo exponencial escrevemos

wne = a [ * dreen 3Oy Lo

- m k=0

k+1 Pm (t)

= az i-af ;!a) <mk+1>t/0 dze N z*

k=0

2. (1 —a)* I
a Z k! <mk+1>t Nkl:—l ’
k=0 :

Ikz/ dye YyF.
0

Utilizando o mesmo procedimento para calcular (w?,), encontramos

onde

o0
%

k=

0

1—a)"

k+2>t

Iy

NE+2

)k-—n’

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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Finalmente mantendo termos de ordem menor ou igual a 1/N, obtemos

(n)y,; = Qa(n), — Qala— 1) <T;\2[>t (3.29)

2 (nz)t
<" >t+1 = Qa(n), — Qafa — 1)T

212 /.2 1 22 ("3){
+a’Q* (n*), (1 - YV_) —2a°Q*(a — DT (3.30)

Como podemos verificar, as equacoes acima apresentadas ndo sdo fechadas, ou seja, existe

sempre uma dependéncia com o momento de ordem imediatamente superior.

3.6 Resultados

Nas Figuras 3.2 e 3.3 exibimos a dependéncia de 7 com () para valores de parametro
a =2 e a = 20, respectivamente. Para cada valor de a foram consideradas populacoes de
tamanho N = 100, 200, 300,500 e 600. Observamos que existe uma tendéncia nitida do
crescimento da derivada de 7 com o tamanho da populacdo. Esse aumento é continuo até
o limite de N — oo onde ocorre a divergéncia de 7 no limiar de erro Q. = 1/a. A curva
sélida mostrada nessas figuras é o resultado analitico do célculo de 7 no limite N — oo.

Mais especificamente, neste limite a Eq. (3.29) é escrita como

<n>t+1 = Qa <n>t ) | (3.31)
e, portanto, (n), = (Qa)’ (n),. Dai
1
T = _ln(Qa)a (332)

que apresenta uma divergéncia em @ = @, = 1/a. Este é um resultado importante pois

indica que no limite N — oo existe uma regido @ > Q. onde a freqiiéncia de seqiiéncias
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Figura 3.2: Comportamento do tempo de relaxacdo 7 como funcao de () para vérios
valores de N. Neste grafico o valor seletivo da classe de mestras é ¢ = 2. A curva sélida
representa o resultado analitico dado pela Eq. (3.32), isto é, 7 = —m.
mestras é ndo-nula no estado estacionario. Isso equivale a dizer que o tempo de relaxacao
do sistema, como também o tempo de extin¢do das seqiiéncias mestras, ¢ infinito nesta
regiao.

Nas Figuras 3.4 e 3.5, utilizamos os dados apresentados nas Figuras 3.2 e 3.3,
porém agora como fungio de uma varidvel reescalada ¢ = (Q — Q. )N~ onde Q. = 1/a
e v é um expoente critico que determina a dependéncia da largura da transi¢cdo com o
tamanho N da populagdo, ou seja, o intervalo de valores de ) em torno de (). sobre o
qual as caracteristicas da transicao persistem. Aplicando mais uma vez o processo adotado

anteriormente, podemos definir

7(Q, N) = N7¥fo(Q), (3.33)

onde f, é uma funcao de escala que é independente do tamanho da populacio N.

Mais precisamente, verificamos que
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Figura 3.3: Tempo de relaxagio 7 versus @) para varios valores de N. Neste gréfico o valor
seletivo da classe de mestras é a = 20. A curva sélida representa o resultado analitico

dado pela Eq. (3.32), isto é, 7 = _ln(210Q)'

7(Qc) ~ N'72, (3.34)

para qualquer valor de a, conforme podemos visualizar na Figura 3.4.

Uma vez identificada a reescala de In7T que leva ao colapso dos dados para dife-
rentes valores de N em @ = )., o proximo passo é determinar a largura da transigao.
Estamos interessados em determinar o valor para o expoente v, pois introduzimos uma
reescala também no eixo ordenado, de forma que na regido critica os dados colapsem.
Na Figura 3.5 apresentamos os resultados para a nova funcio de escala que independe
de N. Como podemos observar, obtemos um colapso satisfatério dos dados na regiao
estritamente proxima a ) = (). para todos os valores de a . O valor obtido, 1/v = 1/2,
independe do pardmetro a e, portanto exibe uma universalidade. Desta forma, os resul-
tados mostrados indicam que a dependéncia de 7 com N na regido critica é bem descrita

pela lei de escala
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Figura 3.4: Logaritmo do tempo de relaxacdo, InT, calculado em Q = Q. = 1/a como
funcdo do logaritmo do tamanho da populagao, In N, para valores de a = 2(0 ), a = 10(A
)ea=>50().

=N f [(Q - Q.)N'?], (3.35)

onde f, é uma fungdo de escala cuja forma especifica depende de a.

Este valor para o expoente 1/v é o mesmo verificado para o modelo de crescimento e
morte [30] no limite de N/a > 1, contradizendo o resultado obtido por Alves et al. [47],
onde v = 1. Da mesma forma, em nosso trabalho verificamos que o colapso dos dados
é satisfatorio para valores N > 400 nos casos onde a = 10 e 50. Portanto, de forma
a evitarmos erros na estimativa do expoente v, devemos restringir o procedimento de

escalonamento de tamanho finito para os casos onde N > a.
3.6.1 O limite a — o0

O caso limite a — 0o apresenta simplificagdes que nos permitem obter um valor analitico

exato para o tempo de relaxagao 7.
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Figura 3.5: Reescala do logaritmo do tempo de relaxacdo In7/Iln N 1/2 como fungao de
(Q — Q.)N'/? para valores de (de cima para baixo em @ = Q.) a =2,10e50. A
convencio adotada é N = 200(¢),300(),400(0),500(A), € 600(x). Para a = 10 e 50
apenas os dados para N > 400 estao presentes.

A dependéncia dos elementos de matriz T(n, m) [Eq.(3.6)] com a esta contida no termo

W, que de acordo com a Eq. (3.7) é igual a

am a—00
- 1 3.36
“ am + (N —m) (3:36)
Assim, neste limite o inico termo que contribui para T'(n, m) é k = N e, portanto
N _
rnm) =10 = (7 )@ - @ (3.37)

Como podemos verificar, os elementos de T independem de m, ou seja, do estado onde o

sistema estd no tempo presente. A forma apresentada por T' neste caso limite é entao,

A e (3.38)
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A solugdo para o problema de autovalores de uma matriz da forma acima é bastante

simples. Os autovalores \; de T’ sio iguais a A=1, [T(1)+ - +T(n)], 0,..., 0. Dai,

v=3 (Vea-@=1-0-9" - (339)

n=1

e portanto,
1

e el (3.40)

T =
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3.7 Distribuicio semi-gaussiana para 0 nimero de
seqiiéncias mestras

Na secdo anterior, encontramos oS seguintes resultados para 0 primeiro e segundo mo-

mentos do numero de seqiiéncias mestras:

()41 = NQ (wm), ' (3.41)

(72),,, = NQ (@), + NN - 1)@ W2y, (3.42)

onde | |
(W) = ;Pt(m) [m(a i"f) " N] o (3.43)

No limite N — oo, podemos afirmar que no estado estaciondrio

P,(m) = dmneos (3.44)

onde N, é obtido substituindo a Eq. (3.44) na Eq. (3.41),

a—1
yOO: Q H (3.45)
a—1 . _

COIM Yoo = Meo/N. Naturalmente, esta solﬁgao é a mesma verificada para a concentragao
de seqiiéncias mestras no modelo de quase-espécies para o limite de L — oo.

Para o limite de seqiiéncia infinita (L — 00) e populagéo finita, sabemos que o estado
estaciondrio é caracterizado pelo nimero de seqiiéncias mestras igual a 0. Portanto, nesse
estado a funcdo distribui¢do no regime estacionério é da forma P, (00) = dm,0, apresen-
tando variancia nula o2 = 0. Entretanto, verificamos que existe um atrator metaestavel
no qual o ntiimero de seqiiéncias mestras é ndo-nulo. Somente depois de um longo periodo

de tempo (t — 0o) essas seqliéncias mestras sao eliminadas por flutuagdes, levando ao

resultado esperado.
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Figura 3.6: Evolucdo exata da concentracdo de seqiléncias mestras no tempo. Os
parametros utilizados sdo a =2 e N = 300.

Conforme pode ser observado na Figura 3.6, o sistema sai do estado inicial e se
desloca rapidamente para o atrator metaestavel, que é aproximadamente igual ao valor
da concentracio de seqiiéncias mestras no limite de N — oo (Eq. 3.45), diferindo de
uma pequena quantidade & que é dependente de N . Seja 7 a fragdo média de seqiiéncias
mestras no atrator para uma populacdo finita N, e o? a variancia da distribui¢ao em torno

desse valor. Podemos entdo supor que no regime do atrator

Y=Y+ 4 (346)

o? #0. (3.47)
As suposicoes acima sdo plausiveis, pois no regime nao-estacionario temos Pp,(t) # dmyo €,
portanto, existe uma variancia em torno do valor médio. Nas Figuras 3.7 e 3.8 exibimos

os comportamentos de § e o? contra () para valor de parametro a = 10 e alguns valores

de N . Na regido estritamente préxima a ¢} = Q. o sistema se desloca rapidamente para
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Figura 3.7: § como fungdo de @ para alguns valores de N. Neste grafico temos a = 10.

o estado assintético 7 = 0 (ver Figura 3.9).
Nosso objetivo nesse estudo € encontrar um valor analitico aproximado para
§ e o2. Para tanto, supomos uma distribuicao semi-gaussiana para a distribuicao de

seqiiéncias mestras no tempo, ou seja,

Py(m) = P(y) 0 para y<O0 (3.48)
= = 2 .
wm < %6_% para y>0

onde C é a constante de normalizacio para P(y). Trabalhando com a variavel normalizada
y= e considerando N relativamente grande, de forma que y pode ser tomada como
uma variavel continua, podemos substituir a soma em ™ na Eq. (3.41) por uma integral

em y. Neste caso, a Eq. (3.41) pode ser reescrita como

7= [ POy (3.49)

com P(y) definida pela Eq. (3.48). Substituindo P(y) temos que,

__ Qa R i Yy
j= 2 /0 O (3.50)
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Figura 3.8: o2 como fungdo de Q para alguns valores de N. Neste grafico temos a = 10.
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Figura 3.9: Concentracdo média do nimero de mestras (y(t)) versus tempo para alguns
valores de N. Como paradmetros temos a = 10 e Q = 0.15. A transicdo para N — 00
ocorre em Q. = 0.1.
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Definindo z = %3——% ,a=a—1le tomando o limite de £ = Vo2 — 0, escrevemos

_ Qa [, 2 (2+7)
= — dze 2 — RN (3'51)
y= Vor Jow 1+ a(ze +7)

E ,
onde usamos C = v2no?. Realizando a substituicdo Dz = ﬁ —% dz e reorganizando a

equacao acima obtemos

7=Qa /00 Dz (22 —|—~'y’) 1 ) (3.52)

T+ (14 )

Efetuando agora uma expansao em ¢, € mantendo termos até a ordem g*, encontramos

Y e2a? e'a 1 e2a e*ad
7=Qa { Y [1+ +3 ~_4]+ N_[— ?__3 ~_3H.
1+a (1+ay) (1 +4ay) 1+ay| l1+ay (1+ay)

(3.53)
Utilizando a definicdo de 7, dada na Eq. (3.46), encontramos que
8 2~2 4~4
Yoo + 8 = Qa{ Yo X2 |14 ea 43 .
(1 + @yoo) [1 + m;] (1 + @Yeo)® [1 + 1+ay ] (1 + Gyoo)* [1 + 1+ayw]

2+ 6453

1
+ —— |- 3 5 }(354;
-~ a -~ a ~
(1 + @yoo) [1 + ———Hﬁyw] (1 +ayso) [1 + ————1+ayw] (1 + GYoo)? [1 + 1+(fz§; ]
Expandindo agora em 6, € mantendo os termos até a ordem 64 6% e g, obtemos como

equacdo final

(52 ) () (35 ()0 0

onde substituimos Yoo pelo seu valor dado na Eq. (3.45) e usamos a igualdade €2 = o?.

Entretanto, verificamos que mantendo apenas 0s termos de primeira ordem (6 e o?) para
a equacdo acima, obtemos resultados em excelente concordancia com os valores numéricos

exatos para a razao

§/0% = ————, (3.56)
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Figura 3.10: Razdo 6/ o? para valor seletivo a =10 e alguns valores de N. A linha solida

representa o valor teorico aproximado.
conforme ilustrado na Figura 3.10.

Para o segundo momento, dado pela Eq. (3.42), temos que
2

2.2 — a ” ¥y - %q? N Y
N’ = NQ /0 WP =Ty T NN -1)@Q /0 dyP(y) ML+ (a—1)y”
(3.57)

onde Y2 =7 + 0% = (Yoo + 5)2 + ¢2. Utilizando o mesmo procedimento e aproximacoes

aplicados ao primeiro momento, encontramos como equagao final

1 {Qa—1 (Qa—1) 1 2Qa—-1? 2(Qa-1)?  2(Qa—1)
N\a-1 (a—1)2)+5<QaN— Qa(a —1) +Qa(a—1)N+ (a—l)N)

, [ —Q%** —2Qa+3 —Q%? - 2Qa+3 1 1 a—1
o ( )”2 [( e )(1‘N)+N'Q2a21v]

Q2a2

Utilizando o resultado da Eq. (3.56), podemos determinar a dependéncia de § com o?

e substitui-la na equacdo acima. Teremos portanto uma equacao quadratica para 0.
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Figura 3.11: o2 versus ( para alguns valores de N. Nesta Figura temos a = 10. As linhas
sélidas representam os valores analiticos de acordo com a distribuicao semi-Gaussiana
para cada valor de N.

Devemos apenas tomar o cuidado de tomar a raiz que fornece valores sempre positivos
para o2 na regido de interesse.

Observando as Figuras (3.11) e (3.12), constatamos que 0s valores analiticos para a dis-
tribuicdo semi-gaussiana estao em 6timo acordo com os resultados numéricos exatos. Os
resultados numéricos foram obtidos por meio da aplicagao sucessiva da matriz de transi¢ao

T, conforme definicdes das Egs. (3.6) e (3.10).
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Figura 3.12: § versus () para alguns valores de N. Nesta Figura temos a = 10. As linhas
s6lidas representam os valores analiticos de acordo com a distribuiciio semi-gaussiana para
cada valor de N.

3.8 Tempo de extingao

Em nossa abordagem de popula¢do finita analisamos a dinamica do modelo por meio
da definicdo de tempo de relaxacao do sistema. Este tempo é definido como o tempo
necessario para que a populagao de seqiiéncias mestras se reduza a um valor igual a 1/e
do seu valor inicial. Nesta secdo, realizamos simulagoes macroscépicas do modelo em
discussio. Nessas simulacdes a dindmica do modelo é descrita pela matriz de transicao
T = (T(n,m)), definida na Equagao (3.6). Os elementos de T' definem as probabilidades
de transicio do sistema de um estado m em que ele se encontra, para um estado n em um
instante imediatamente posterior. Da dindmica podemos obter o tempo médio de extingao
da populagao de seqiiéncias mestras Test, que néo é idéntico ao tempo de relaxagao 7, como
também a distribuicdo de probabilidade para os eventos de extingao.

O algoritmo é descrito da seguinte forma:
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(1) Iniciamos a populagao em um estado caracterizado por m = & seqiiéncias mestras.

(2) Definido o estado inicial, realizamos transicoes conforme os elementos T'(n, m), onde
N ,T(n,m) = 1. Para definirmos o estado n' para o qual o sistema ird transi-
cionar, sorteamos um numero aleatério r de uma distribuigao unitaria uniforme e,
dividimos esse intervalo em N + 1 intervalos distintos de comprimento T'(n,m). O
estado n' é escolhido de forma que

n' -1 ' :
Z T(n,m)<r < ZT(n, m). ‘ (3.59)
n=0 n=0

(3) Repetimos 0 mesmo procedimento até que a populagao de mestras seja extinta.

Realizamos diversos experimentos independentes, sempre iniciando de um mesmo estado
inicial, de forma a obtermos uma distribuigéo de probabilidade para o evento de extingao
P..+(t) em bom acordo com as previsdes numéricas exatas.

A distribuicio de probabilidade numérica exata para o evento de extingao é obtida por

meio da aplicacdo iterativa de T' ao vetor P(t), ou seja,
P(t) =TP(t—1). (3.60)
A probabilidade de extingao em um instante t é entdo dada por
Poni(t) = Po(t) — Po(t — 1), (3.61)

onde Py(t) define a probabilidade de termos n = 0 seqiiéncias mestras no instante de

tempo t. Dai entdo, podemos determinar o tempo médio de extingao por meio de

: o
Test = 3 tPesi(t). (3.62)
t=1
Na Figura 3.13 exibimos o resultado numérico exato e também por meio de simulacoes

para a distribuigio de probabilidade de evento de extingao em funcao do tempo. Nesta
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Figura 3.13: Distribuigao de probabilidade de evento de extingao das seqiiéncias mestras
P, versus t.

figura temos valores de pardmetro N = 20, a = 10 e @ = 0.35. As médias foram tomadas
sobre 500000 configuracdes. Como podemos observar, existe uma 6tima concordancia
entre os dois resultados.

Na Figura 3.14 apresentamos o comportamento do tempo de extingdo T, para alguns
valores de N. O comportamento é semelhante aquele verificado para 7. Mais uma vez,
observamos uma excelente conformidade entre os tempos medidos numericamente através

da sucessiva aplicagao da matriz T e os tempos obtidos através da simulagao.
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representa os valores numéricos exatos. Os pontos sao os dados obtidos por meio de
simulagao.




Capitulo 4

Hiperciclos

Qualquer que seja um sistema vivo, sua funcionalidade sé pode ser concebida em um meio
j4 preparado para aceitar vida. Uma longa evolugao quimica é portanto um pré-requisito
necessario para a manifestacao de qualquer meio de vida. Entretanto, esse esté.gio pré-
biético niao é o objeto de nosso estudo. O resultado mais impressionante nesse estagio é
o que diz respeito a segunda fase da evolugdo, o surgimento dos primeiros sistemas auto-
replicantes. Esse estagio de evolugao é certamente o mais complexo, pois compreende a
transicao de sistemas nao-vivos para sistemas com vida.

A questdo fundamental é explicar a emergéncia da ordem e complexidade, que sao
base do ciclo de auto-reprodugéo desses sistemas na sopa primitiva de macromoléculas.
Muitas tentativas tém sido realizadas para solucionar este pfoblema fundamental em
um contexto fisico. A teoria fisica mais completa da origem da vida foi formulada por
Eigen [1]. Suas idéias sobre auto-organizagao da matéria e evolucdo de macromoléculas
biolégicas sao a base fundamental de nosso trabélho.

As macromoléculas mais importantes sintetizadas por organismos Vvivos 840 0S
4cidos nucléicos, que agem COmMO portadores de informagao bioldgica, e as proteinas, que
realizam a maioria das funcdes biolégicas. Esses biopolimeros sao os elementos estruturais
do ciclo de reprodugio. O vinculo entre informacao bioldgica e fungao biolégica é fornecido

pelo c6digo genético. Fungdo sem instrugéio (informagdo) ndo pode gerar nenhum tipo de

66
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ordem reprodutivel, e esta informagao apenas possui algum significado via a fungdo que
ela codifica. Por esta razdo, é relevante levar em consideracao essa interagao complexa e
altamente coordenada entre dcidos nucléicos e proteinas no estudo de origem da vida. A
emergéncia da evolugdo e de uma auto-organizagao funcional convergente a paftir desta
hipétese de interagao entre macromoléculas sers alvo de nossa discussao neste capitulo.

Vamos agora nos concentrar no problema mais interessante apresentadb pelo mo-
delo de quase-espécies, que € a limitacdo na quantidade de informacdo armazenada por
uma molécula devido ao limiar de erro (catéstrofe de erro). Um outro problema que surge
na concepcao de quase-espécies moleculares como entidade responsével pela armazenagem
da informagao, ¢ a constituigdo desse sistema apenas por mutantes que sdo biologicamente
mais afinizadas com a seqiiéncia mestra (isto ¢, estruturalmente semelhantes ou, conforme
nossa descri¢io, mais préximos da mestra em termos da distancia de Hamming). Essa
concepcdo é um tanto errénea, desde que genes desenvolvendo diferentes funcoes devem
ocupar posicOes distantes no espago de seqiiéncias, ou seja, um nimero relativamen-
te grande de mutagdes deve existir entre as seqiiéncias que compoOem O genoma. Se a
seqiiéncia mestra é um dos genes, é pouco provavel que os outros genes sejam seqiiéncias
estruturalmente similares.

O préprio Eigen esfor¢ou-se na téntativa de résolver essas falhas do modelo de
quase-espécies. Em 1978, numa série de trés artigos, foi desenvolvido o modelo de hiper-
ciclos por Eigen e Schuster (4,5, 8]. Os hiperciclos tém sido postulados como um evento
tinico em evolugdo pré-bidtica e nos ddo uma boa explicagdo para a emergéncia do codigo
genético, assim como para o aumento do tamanho do genoma. Seu ponto de partida é a
observacio de que cadeias e ciclos cataliticos sao comuns em todos os organismos moder-
nos e, portanto, devem ter evoluido de algum estagio inicial da origem da vida (estagio

pré-biético). Uma cadeia catalitica é uma seqiiéncia de reagdes quimicas onde o produto

de uma reaco & utilizado como reagente na préxima reagao. Um ciclo é meramente uma



4. Hiperciclos 68

cadeia fechada: se existem n reagoes separadas, o produto da n-ésima reacdo é necessario
como reagente na primeira. Embora Eigen e Schuster incluam uma discussao periférica
dos ciclos quimicos em geral e uma revisio das idéias atuais nessa problematica como
a origem do cédigo genético, a teoria quantitativa concentra-se inteiramente ﬁa analise
de sistemas de equacoes diferenciais usadas para descrever tais ciclos cataliticos. O ob-
jetivo dessa andlise é mostrar que esses ciclos podem permitir a coexisténcia de varias
quase-espécies moleculares. Temos portanto a idéia de que as.unidades de nivel mais
elevado (hiperciclos) devem surgir como o resultado da coevolucio de unidades em um
nivel inferior (quase-espécies).

Eigen e Schuster (4] resumiram os critérios para a estabilidade do hiperciclo da seguinte

forma :

(i) Cada membro da unidade de nivel superior deve ser capaz de competir com sucesso

com suas cépias erroneas.

(ii) Apesar de suas tendéncias competitivas intrinsecas, os membros da unidade devem

agir cooperativamente, e nao devem por competigdo excluir uns aos outros.

(iii) O sistema deve competir com sucesso com oS membros menos eficientes ou sistemas

inteiros.

Estes sio os critérios para a integragao da informagao genética distribuida em elementos

replicados separadamente.

As equagdes diferenciais estudadas no modelo de hiperciclos aplicam-se a qual-
quer sistema ciclico de reagoes quimicas, biolégico ou nao. Em nosso contexto, devemos
visualizar cada espécie quimica como uma quase-espécie. O modelo de hiperciclos supoe

que uma coleciio dessas espécies foram acumuladas e que algum tipo de conexéo ciclica

foi estabelecida entre duas ou mais delas.
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Figura 4.1: O hiperciclo. Cada uma das unidades A, B, C e D ¢ um replicador. A
taxa de replicacdo de cada unidade é uma fungdo crescente da concentragdo da unidade
imediatamente anterior. Assim a taxa de replicacdo de B é uma funcdo da concentracao
de A, e assim por diante.

4.1 O modelo

Consideremos um sistema de n espécies, com a freqiiéncia da espécie 7 denotada por z; (%),
i =1,...,n. Em geral, a evolugdo temporal dessas freqiiéncias é governada por um sistema

de equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem:

j“i = Ai(x17,.,’.’ljn;k'1,..., kn,t), (41)

onde A; é em geral funcdo ndo-linear de seus argumentos; os kjs sdo parametros e ¢ € 0
tempo.

Em todos os casos que consideramos, as Eqs. (4.1) sdo autonomas, isto é, nao
apresentam uma dependéncia explicita no tempo. Se definirmos os vetores

I kl
Iy k?

N kn
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entdo o sistema de Eqs. (4.1) pode ser escrito como

Devemos dividir as contribuicdes de cada fungdo A; em duas partes: a primeira emergindo
de processos quimicos tais como reagoes ou degradacio de moléculas, denotada por ;e
a segunda consistindo do fluxo de moléculas em ambos os sentidos (de fora para dentro e

de dentro para fora do sistema), denotada por ¢;. Dai,
z; =T+ @i _ (4.4)

Vamos supor que o fluxo da espécie i, ¢;, seja proporcional ao fluxo total ¢(t), de forma

que

0 |
0= 20400, (15)

onde c(t) é a concentragdo de todas as espécies, que anteriormente igualamos a 1, ou seja,

clt) = Z zi(t). ' (4.6)

A taxa de variacdo total da populagdo é portanto igual a

c=> &=y Ti+é (4.7)
Verificamos assim, que devemos incluir algum vinculo no sistema por meio da especificagao
de uma condigao para a concentracgao total ¢ ou'para o fluxo total ¢, mas ndo em ambos,
pois um é determinado pelo outro. Como um exemplo mais comum na literatura, podemos

impor o vinculo de que a concentragao total permanega constante, isto é, ¢ =0e c(t) =

co = cte. Neste caso,

Zri =—¢ (4.8)

. ZT;
5 =Ti— =Y Tj. (4.9)

Co <
J
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No caso geral, a concentragio total ndo precisa ser constante, de forma que a Eq. (4.9)

iguala a

j
Devemos entdo introduzir coordenadas normalizadas & = z;/c tal que ) . & = 1. Em

termos dessas coordenadas a Eq. (4.10) é reescrita como
| .
b=" [r,-(x) ~¢& XJ: Pj(x)} : (4.11)

Vamos considerar agora um exemplo simples de hiperciclo formado por 3 espécies mole-
culares. Se a taxa de producdo de uma molécula da espécie 1 pode ocorrer por meio da
interacdo com uma molécula da espécie 2 (catalise) e também por auto-replicacao, entao

uma forma possivel para a fungao I'y é
I'y = k2129 + ko, (4.12)

onde k; é a taxa com que a reacgio (espécie 1)-(espécie 2) ocorre, e k; a taxa com que a
espécie 1 pode se auto-reproduzir. Evidentemente, muitas possibilidades existem para os
I';s, dependendo das particularidades das reagoes quimicas que produzem cada espécie.
Uma forma particularmente simples para as equagoes é obtida» se supusermos que todos
os I',s sdo polinémios homogéneos de grali p dos z!s, ou. seja, todos 0s termos em cadé, I
tém precisamente p fatores de z;. O exemplo dado acima [Eq.(4.12)] nao é homogéneo,
desde que contém um termo de grau 1 e outro de grau 2. Um exgmplo de um polinémio

homogéneo de grau p =2 é

Fi = kl.(lil.’l?z + k)2.’l?2.’L‘3. (413)

Essa condigdo de homogeneidade é equivalente & suposicdo de que todas as reacoes que

produzem moléculas de qualquer espécie requerem o mesmo nimero de reagentes. En-

quanto isto certamente nao é o que ocorre em organismos mais evoluidos, provavelmente
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é uma boa aproximagio numa situagio primitiva onde solugdes de tais moléculas seriam
muito diluidas. Em tais casos, seria improvével que qualquer reagdo necessitasse de mais
que dois reagentes, uma vez que em condicoes de diluigdo extrema a probabilidade de
que trés ou mais moléculas interajam em uma mesma regiao num intervalo de tempo

relativamente curto é desprezivel.

Supondo que todos os I';s sejam polindmios homogéneos de grau p, a conversao de z; para

&; torna-se

L) = ET4(6) | (4.14)

e as equagoes diferenciais sdao escritas como

&=c"" 'Fi(f) - & Z Fj(f)] . (4.15)
j
A dependéncia na concentragao é agora restrita a um tnico fator, a saber c?~!. Assim,

dado que a concentracio permanece finita e nao-nula, os pontos fixos do sistema sao os

mesmos, sendo a concentracao constante ou nao.

4.2 O espaco de concentracoes Simplex

As varigveis de concentragdo z;, i = 1,...,n, sdo grandezas nao-negativas: 0 < z; < oo.

Assim as variaveis normalizadas &; satisfazem as seguintes condigoes:

n
0<&<1 e > &=1 i=1,...,n (4.16)
i=1

A regido ocupada pelo conjunto de valores de {£;} é denominada de simplez. Geometri-
camente, um simplex é um poliedro regular de dimensdo n — 1 com n vértices. Na Fig.

4.2 mostramos um exemplo de simplex com n = 3 (tridngulo equilatero).
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0 g, 1

Figura 4.2: Um simplex para 3 espécies.

O simplex ests sempre inserido em um espago de dimenséo n associado as verdadeiras
varidveis de concentragoes z;. Na Fig. 4.3 exibimos o mesmo simplex com n = 3 inserido
no espaco tri-dimensional com seus vértices tocando os trés eixos de coordenadas. Para
determinar o ponto no simplex correspondente a um conjunto particular de valores de
concentracoes r;, tracamos uma linha da origem ao ponto representando a configuragéo
de concentracio. O ponto onde esta linha intercepta o simplex determina os valores
correspondentes das varidveis &;. A representagao de um sistema em um simplex, ao
invés do préprio espaco n-dimensional, tem a vantagem de nos permitir, por exemplo,
acompanhar a evolucio de um sistema de trés espécies em um diagrama bi-dimensional.
Na anglise de vérios processos moleculares de auto-organizagio estamos em geral mais
interessados no resultado final da evolucdo do que numa resolugao detalhada da dinamica
do processo. Uma anslise comparativa do comportamento evolutivo como fungao dos
parametros de controle do modelo nfio requer necessariamente um conhecimento completo
das curvas de solucio do sistema de equagdes diferenciais. Assim, a determinacéo e analise
dos pontos fixos é o procedimento comumente escolhido na literatura especializada, pois

é 0 que melhor atende a esses propésitos, principalmente quando o interesse maior € o



4.2 O espaco de concentragoes Simplex 74

X,

1

X

Figura 4.3: O simplex 3-espécies inserido no espago tri-dimensional.

comportamento de regime estacionario de um sistema dinamico [48].

Nos casos onde o regime estacionario do sistema independe da concentracio total
c (isto é, quando as fungoes I'; sao homogéneas), os pontos fixos nas coordenadas norma-
lizadas nio mudam quando c é alterado. Assim, a real localiza¢ao de um ponto fixo no
espaco z; pode ser obtida para qualquer tamanho do sistema por meio da determinagcio
do vetor no plano do simplex, que se estende da origem ao ponto fixo no simplex, sendo
posteriormente multiplicado por c. Entretanto, sabemos que se 0s I'; nao forem funcoes
polinomiais homogéneas nas varidveis de concentracio ;, a localizagdo dos pontos fixos
quando o sistema é representado nas coordenadas normalizadas &; nao sera independente
da concentragio total c. Logo, ndo podemos obter os pontos fixos nas varidveis x; através
de uma simples operaciio de multiplicagio e entao é mais fécil trabalhar diretamente com
as variaveis ;.

Na Fig. 4.4 exibimos o ponto [0.25,0.25,0.5] no simplex, onde os catetos do
tridngulo correspondem as varidveis normalizadas. A representagao de um ponto no sim-
plex é bastante simples. Linhas de &; constante sao paralelas ao eixo {1, onde os indices

sdo ciclicos, isto é, linhas de &, constante sio paralelas ao eixo &3, linhas de §; = cte sa0
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0.25 1

Figura 4.4: Localizagio do ponto [0.25,0.25,0.5] em um simplex 3-espécies.

paralelas ao eixo £ e linhas de & = cte sdo paralelas ao eixo &. O ponto onde essas

linhas se interceptam corresponde ao ponto em consideracgao.

4.3 Analise de alguns sistemas concretos

4.3.1 Competidores Independentes

Como um exemplo simples da teoria discutida acima, consideraremos o caso de um sistema
no qual todas as moléculas obedecem uma lei de crescimento linear, ou seja, a taxa de

crescimento de cada espécie é proporcional a sua freqiiéncia. Neste caso temos
I = kz;, (4.17)
que corresponde a p = 1. Dai, as Eqgs. (4.15) tomam a forma
&=k&—& Z k& (4.18)
J

Devemos agora determinar os pontos fixos que correspondem aos valores de & no regime

estaciondrio (& =0V i), denotados por ;. Esta condigdo resulta em

& (ki — Z ki€;) = 0. (4.19)
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Uma vez que os §; sao coordenadas normalizadas (}; €; = 1), podemos facilmente verificar

que uma possivel solucao é

gi = 6,“ = 1, ey T . (420)
Existem, portanto, n diferentes estados de equilibrio, cada um consistindo de um estado
puro, ou seja, apenas uma tnica espécie esta presente no regime estacionario.
Anilise de estabilidade linear

Resta-nos verificar a estabilidade de cada um desses pontos fixos, onde utilizaremos o
procedimento descrito no Apéndice D. Substituindo &; por &; + z; nas Eqs. (4.18), onde

z; é uma pequena perturbacao, e depois de algumas manipulagoes obtemos

4= <k£,- ~&) ’“jfi) e (k, -2 ’“jff) —&) ki +0(). (421)
; j j

O primeiro termo do segundo membro é nulo conforme a Eq. (4.19). Dai,

ii=2z (ki -y kjgj) — &Y k7. (422)
J J
Usando a solucdo &; = &;;, obtemos

=2k se i=1 -
A= { Z,(kz — kl) Sse 1 ;é 1’ (423)

que também pode ser escrita na forma matricial

z = Bz, » | (4.24)
com a matrix B dada por
[ (k1 — ki) 0 0o --- 0 i
0 (ka—Fk) 0O --- 0
B= ks _ky ks e k. i (4.25)
| 0 0 0 . (kn - kl)
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Notemos que a linha com elementos néo-diagonais nao-nulos corresponde a [-ésima linha.
Os autovalores de B sdo as n — 1 quantidades k; — k; para i # [, e —k;. Para que o
sistema apresente pelo menos um ponto de equilibrio estdvel, deve existir uma situagao
em que todos os autovalores de B sejam negativos. Desde que as taxas de reacoes sao
necessariamente positivas, e supondo que todas elas sejam diferentes, verificamos que se
k, for a maior constante de reacdo, entdo todos os autovalores serao n.ega.tivos. Se k; for
a menor taxa, entdo todos os autovalores (exceto —k;) serao positivos. Para este e outros
casos onde k; ndo é a maior constante, ocorre uma mistura de autovalores positivos e
negativos. Existe, portanto, apenas um tnico ponto de equilibrio estdvel, consistindo de
uma populacio contendo apenas uma tnica espécie, a que possui maior taxa de reacdo.
A explicaciio para este fato é que a espécie que se reproduz mais rapidamente ird povoar
todo o sistema, de tal forma que o nimero das outras espécies se torna insignificante

perante esta.

4.3.2 Cadeias cataliticas

O exemplo dado acima n#o nos serviria como um modelo descrevendo o surgimento de
catilise, desde que permite a sobrevivénvcia de apenas uma tnica espécie, independente-
mente do nimero de espécies presentes inicialmente na populagﬁ.o. Isto deve-se & auséncia
de qualquer tipo de acoplamento entre as espécies no modelo. Este é um aspecto geral de
modelos que nao consideram qualquer tipo de iﬁteragéio catalitica entre as moléculas.

Consideremos agora uma cadeia composta por n espécies rholeculares onde a taxa
de replicagio da espécie i depende, além da sua prépria concentragdo, da concentracao da
espécie i — 1 (exceto para espécie 1, que ndo € auxiliada por qualquer processo de catélise),
conforme ilustrado na Figura 4.5. A equagdo descrevendo a variagdo da concentragao da
espécie 1 no tempo é dada por

.’17'1 = ]%'11171 + ¢1, (426)
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onde ¢; corresponde a um fluxo de diluicdo. J4 as n — 1 espécies restantes podem

reproduzir-se de forma auténoma ou com a ajuda de outra espécie no sistema. Temos

entao

I = kyx; + kgx,-xi_1 + ¢; 1=2,..,n, (4'27)

onde k; e k] sdo constantes de reagdo. As formas para o fluxo ¢; dependem do tipo de
vinculo que impomos ao sistema. Se adotarmos o vinculo usual de concentracao constante
¢y e supusermos ainda que o termo do fluxo para cada espécie é proporcional a sua

concentracao, obtemos
Zﬂvi =0 € ¢; = ;@ , (4.28)
i B

onde ® é uma funcio do vetor concentragdo x. O vinculo de concentracao constante pode

ser usado para derivar a forma de ®. De fato, usando

n n n
Z.Tfj =0= Z ijj + Zk}x,-xj_l + (I)Zﬂfj, (429)
J Jj=1 Jj=2 Jj=1 :
obtemos
1 n n
d=—= kiz; + Kz:x: 4|. 4.30
Co Lz:; ] JZ:; Vit had] 1} ( )

Assim, o sistema de equagdes diferenciais (4.26) - (4.27) torna-se

n n
T
x'l = kl.'L'l i} [Z k]'.'rj -+ Zk;-il?jm]’_l] (431)
“ = i=2
e
T n n
& = ki + Klaiwi_, — = kiz; + Y kxz;_ 1|, 4.32
i c 35 %5
=1 j=2

para ¢ = 2,..,n. Como essas equagbes nao sdo homogéneas, nio podemos ignorar a
concentracao total ¢y na andlise de ponto fixo.

Para este sistema existem 2n pontos fixos, sendo que n deles coincidem com os vértices da

unidade simplex S, e, portanto, indicam comportamento competitivo [4]. A localizacio
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- ko .;k3 .____ kn-1 kn

1 2 3 n-2 n-1 n

Figura 4.5: Cadeia catalitica de tamanho n.

dos outros pontos fixos no simplex depende da concentragdo total co. O ponto fixo mais

interessante para a nossa abordagem, denotado Xa,, é dado por [4,49]

ki—ko
k/
k1—2k‘3
!
Tom = % (4.33)
Xop = . . .

n  ki—k;
Co — 23:2 K

Se e somente se as constantes de reacao satisfizerem a condicdo ky > k;, j = 2,3,...,n e

a concentracao total exceder o valor critico

"k — k;
Cor = —1-];,—] (4.34)

j=2 J

este ponto fixo estard localizado dentro do simplex, indicando portanto coexisténcia das
n espécies. Caso contrério, algumas das concentragoes de equilibrio assumiriam valores
negativos e, portanto, sem qualquer sentido fisico.

Podemos resumir o comportamento das cadeias cataliticas da seguinte forma:

(1) O estado estaciondrio estivel em que as vérias espécies coexistem existird apenas

quando as constantes de reagdo e a concentragao total satisfizerem as condigoes:

* k) —k;
ki>ki Vi e cpZ%. (4.35)
=2 7
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(2) Satisfeita a primeira condi¢do, as concentragoes de cada espécie s6 terdo magnitudes
comparaveis em um pequeno intervalo de valores de concentragio total co. Com o
aumento de ¢, 0 ltimo membro da cadeia (elemento n) ird crescer continuamente

e eventualmente dominara a populagao.

Utilizando o procedimento de andlise de estabilidade linear (Ver apéndice D), podemos
verificar que o ponto fixo é estdvel em qualquer regiao onde satisfaca as condicOes de
existéncia acima definidas [4,49]. Embora o resultado acima pareca a primeira vista
encorajador, ha certos aspectos frustrantes. Seria desejdvel que o.ponto de equilibrio fosse
robusto a variacbes no meio, ou seja, mesmo no caso de variacdo na concentragdo total, o
equilibrio fosse mantido. O que ndo é o caso das cadeias cataliticas. Por exemplo, se ¢ cal
abaixo de um certo valor critico, o equilibrio desaparece. Esse cendrio é preocupante desde
que é provavel que as solugdes primitivas sejam bastante diluidas. Um outro problema é
que se cg cresce muito, apenas a n-ésima espécie amplia sua representacdo. De forma a
tornar um sistema mais robusto e manter a diversidade do sistema, é preférivel que todas

as espécies aumentem em tamanho juntas.

4.3.3 Ciclos cataliticos

O conceito de hiperciclo é inspirado na pfopriedade ciclica das reacoes de sintese DNA-
proteina em formas de vida mais evoluidas como os organismos modernos. O DNA contém
a informacao necesséaria para a construcdo das proteinas, que por sua vez sao necessarias
para a sintese do DNA. No ciclo catalitico consideramos todas as interagoes descritas para
o caso da cadeia mais uma interacao entre a n-ésima e a primeira espécie, formando assim
um ciclo.

O sistema quimico real visualizado por Eigen e Schuster [4] é da seguinte forma.

Consideremos n diferentes espécies de moléculas de informagdo I; (tal como seqiiéncias

d(_a RNA ou DNA), cada qual contendo as instrugGes necessarias para a sintese de uma
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@ ‘'@

ky
Figura 4.6: Um hiperciclo de 4 espécies.

proteina E;. Esta proteina pode ser pensada como uma replicase cuja funcao é a de
transcrever e reconhecer a préxima molécula de informacgao I;.; na sua replicase E; 4.
Dessa forma, a taxa de variagao da espécie ¢ depende das freqiiéncias das replicases E;
e das moléculas de informacao I;.

Existem varias maneiras pelas quais a situagao descrita acima pode ser realizada,
mas de forma a tornarmos a descricdo mais simples, consideramos apenas termos de
reacoes homogéneos. Como um exemplo, em um hiperciclo de 4 espécies, as interagoes
devem ser da forma ilustrada na Fig. 4.6. Neste caso, cada espécie depende de si prépria
e de outra espécie para sua reproducdo. O termo de reacao para a espécie 1, por exemplo,
é

Fl = k1$1$4, (436)
pois a espécie 1 necessita de uma molécula de mesma espécie e outra da espécie 4 para a
producdo de uma cépia.

Um exemplo mais complicado é ilustrado na Fig. 4.7, onde temos 6 espécies, cada
qual requerendo a acdo de duas outras para auxiliar na sua reproducdo. Neste caso, o0s
termos de reacao sao todos de grau p = 3.

Um sistema hiperciclico geral terd n espécies no ciclo com p espécies participando

em cada reacdo (naturalmente, em uma situagao mais geral, nio precisamos nos restringir
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Figura 4.7: Um hiperciclo de 6 espécies.

a0 mesmo nimero de espécies em cada reagdo, porém nestes casos as equagoes deixarao

de ser homogéneas). O termo de taxas de reacoes em tal sistema tera a forma
I = kizizizg ... 2y 1=1,...,n (4.37)

com p fatores de concentracio, onde os indices denotam todas as espécies participando
na reagio que produz uma cépia da espécie i. Se impusermos o vinculo de concentragao

constante, entdo as equagdes diferenciais que governam a evolugao do hiperciclo sdo

. x;
T = ki . ..o — = E kyxrxs ... T (4.38)
Co
{r,s,...,t}
A anélise de ponto fixo geral é muito complexa para ser realizada analiticamente. No caso
especial onde todas as constantes de reagdo sao iguais, ky = ky = - -+ = kp, a andlise € um
tanto mais facil [49]: paran = 2, 3 e 4 existe um ponto fixo estavel em que todas as espécies
coexistem; para n > 5, surge um ciclo limite estdvel em que todas as espécies participam,
ou seja, todas as espécies permanecem presentes, porém oscilam em quantidade. Estudos

mais aprofundados sobre o comportamento dos hiperciclos foram realizados por meio de

simulacdes [12,50,51] e analises numéricas [13,52-54].
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4.4 Estudo de Propagacao de Erro no Hiperciclo

Nesta secdo investigamos analiticamente os estados estaciondrios de um sistema deter-
ministico (populagdo infinita, N — 00) constituido de duas unidades, o hipereiclo com-
posto por n elementos auto-replicantes I, ...,I, e sua cauda de erro, composta pelos
demais tipos de moléculas [55]. Essas partes sdo acopladas de forma que qualquer cdpia
erronea dos elementos do hiperciclo pertencerd a cauda de erro. Este modelo corresponde
exatamente ao limite de seqiiéncias de tamanho infinito, L — oo. Neste limite podemos
seguramente desprezar as mutagoes provenientes da cauda de erro para o hiperciclo, como

também as mutacoes entre os elementos do hiperciclo.

4.4.1 O modelo

Consideramos um sistema composto de um hiperciclo de n elementos Iy, ..., I, e sua cauda
de erro, como ilustrado na Fig. 4.8. Em contraste com o entdo denominado hiperciclo
elementar [4], assumimos que as moléculas sdo capazes de se auto-replicarem com taxas
seletivas A;(i = 1, ...,n) e A, para os elementos da cauda de erro. Admitimos também que
a constante de interacio catalitica entre os elementos I; e I;_; do hiperciclo é igual a K;. O
ingrediente chave no modelo é que em ambos 0s processos de crescimento da molécula de
tipo i a probabilidade de sucesso é dada pelo parametro @ € [0, 1], de forma que uma cépia
erronea, que entdo serd atribuida a cauda de erro, é produzida com probabilidade 1 — Q.
Com isso, as concentragoes z;(i = 1, ...,n) dos elementos do hiperciclo e a concentracao

z. da cauda de erro evoluem no tempo de acordo com as equagoes cinéticas

T; = a:,(A,Q + KiIEi_lQ — (I)) 1=1,...,n (439)

LE‘E = xe(Ae — (I)) + (1 - Q) En:x,(A, + K,-xi_l), (440)

i=1
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onde g = Zn, €

O = zi(Ai+ Kizin) + AeTe (4.41)

=1

7 - . . o~ ~ : 7 n ° .
é um fluxo de diluicio de forma a manter a concentragao constante, isto é, Y . Ti+Ze = 0.

Assumimos que

Yzt =1 (4.42)
i=1

Esta formulagio é equivalente a considerar polinucleotideos de-tamanho L — o
cuja probabilidade de replicagao exata por nucleotideo tende a 1 e a probabilidade de
replicacio exata por genoma ¢ finita, ou seja, g¢ — Q. Neste limite as mutagoes proveni-
entes da cauda de erro para os elementos do hiperciclo, como também as mutagoes entre
os elementos do hiperciclo, podem ser seguramente desprezadas. Portanto, as mutagoes
podem apenas aumentar a concentragao dos elementos compondo a cauda de erro. A
vantagem de trabalhar neste limite é que a transicdo do limiar de erro pode ser precisa-
mente localizada por meio da determinagio do valor de Q em que a concentragio de uma
molécula relevante (seqiiéncia mestra) se anula. Para valores finitos de L, ‘como também
para tamanhos finitos de populagao, a caracterizagdo desta transicdo é mais complicada,
sendo necessario o uso da técnica de escalonamento de tamanho finito [28].

Neste trabalho consideramos o relevo replicativo de pico inico, em que atribuimos
valor seletivo A; = a > 1 & entdo denominada seqiiéncia mestra I,,e A; = A, = 1 para os
demais elementos do hiperciclo, como também para, todos os elementos compondo a cauda
de erro. Por simplicidade adotamos K; = K V i. A motivagao desta escolha particular
de parametros é a observacao de que a emergéncia do hiperciclo requer tanto uma coe-
xisténcia espacial como temporal das seqiiéncias compondo a rede, e isto pode ser obtido
por meio de uma distribuicdo de quase-espécies, que garante a coexisténcia, da seqiiéncia e
de seus mutantes mais préximos, apesar do carater puramente competitivo do modelo de

quase-espécies [51]. Uma vez que a coexisténcia é estabelecida, o surgimento de acopla-
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Figura 4.8: Sistema composto de um hiperciclo de tamanho n = 3 e sua cauda de erro
I,. As flechas finas representam as reagdes de auto-replicacao nao catalizadas e as flechas
grossas indicam a auto-replicagdo cataliticamente assistida pela seqiiéncia vizinha.

mentos cataliticos entre as seqiiéncias ndo é um evento muito improvavel. Naturalmente,
tao logo esses acoplamentos cooperativos tornem-se suficientemente fortes, de forma a
balancear a competicdo imposta pelo vinculo de concentracdo constante, os mutantes
irdo certamente partir da seqiiéncia mestra devido & implacével pressao das mutagoes, de

forma que nenhum traco permanecers da distribuigdo original da quase-espécies.
4.4.2 Anadlise de pontos fixos

Vamos agora fazer algumas consideragdes que serdo importantes no decorrer da analise
do modelo.
Vamos fazer uma distin¢do entre seqiiéncias sobreviventes, z; > 0, e seqiiéncias

extintas, z; = 0. Um sobrevivente I; é dito isolado se z;_; = z;41 = 0. Portanto,

Zi=z2;(Q—-®) j>1 (4.43)
e
Ge=2,(1-®)+(1-Q) [z(a—D)+1+K Y zimiy|- (4.44)
’ ij,j+1
o cevpy SELMILO DN AIRLIC T ey
aeq;‘&::"‘fcgg i TR A e e
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No regime estacionario, a Eq. (4.43) nos dd ® = Q que, para Q < 1, é incompativel
com Eq. (4.44), desde que o termo entre 0s colchetes nesta equacao é positivo. Portanto,
todos os sobreviventes isolados, com a excecdo da seqiiéncia mestra, sao instaveis contra

a cauda de erro. Consideremos agora a seguinte cadeia de seqiiéncias sobreviventes:

i = 2,(Q — @) - (449)

zip1 = 21 (Q + KQz; — ®) . (4.46)
Tive = Tiy2(Q + KQziy: — ®) - (4.47)
(4.48)

gr = 24(Q + KQzg—1 — ®) (4.49)

que ndo contém z;. Novamente, no estado de regime estacionario a primeira equagao
nos d4 ® = Q, implicando KQz; = 0, ou seja, z; = 0. Desta forma, nao hé ponto fixo
correspondente a tal cadeia. Qualquer cadeia de sobreviventes deve portanto comegar
com as seqiiéncias n ou 1. No primeiro caso obtemos ® = Q de 2, =0e a@R+KQzx, = Q
de 7; = 0, resultando z, = (1 — a)/K < 0, que descarta esta possibilidade. Os pontos
de equilibrio de interesse para nosso estudo sdo desta forma o equilibrio em que todas as
seqiiéncias sobrevivem, ou um ponto fixo que corresponde a uma cadeia de sobreviventes
comecando com [;. i

De acordo com isto, definimos um estado de coexisténcia de m-elementos, £,
como o vetor de n-componentes X = (1, g, ..., Tn) €M que 0s primeiros m-elementos sao
estritamente positivos e o restante iguais a zero. Claramente, dado o vetor de seqiiéncias
x, a concentracdo da cauda de erro z, é determinada pelo vinculo (4.42). Daqui em
diante, resolveremos analiticamente as equagdes cinéticas no regime de estado estacionario
Z; =0V i.

O ponto fixo mais simples consiste do estado £y (m=0), que corresponde & solugao

Z, = .. =z, =0 e z, = 1, vlido para todos os valores de parimetro.
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No caso de cadeias, 0 < m < n, as solugdes de estado estacionario das Eqns.
(4.39) e (4.40) sdo bastante simples. De fato, desde que z, = 0 por definicao, obtemos

que ® = a@ de z; = 0, que resulta em

a—1
T1 =Ty = ... =Tp—-1 = K . (450)
Utilizando este resultado na Eq.(4.41), obtemos
Qa—1 a—1
= —(m—-1 . 4.51
e (4.51)

Entretanto, desde que z; € (0,1) V i, esta solugéo ¢ fisicamente significativa apenas na
regiao K > a—1e @ > Qn, onde

Qn==+ Z(m ~1)(a— 1 (4.52)

Notemos que o estado #; (quase-espécies) é obtido fazendo m = 1 na Eq. (4.51) e sua
regido de existéncia é simplesmente Q > 1/a, desde que a outra condi¢do, K > a — 1, é
derivada considerando as outras seqiiéncias na cadeia. De fato, este resultado bastante
simples quantifica a nocéo de que os acoplamentos cooperativos devem alcancar um valor
minimo de forma a contra-balancear a competicdo entre as seqiiéncias.

A anilise dos hiperciclos, isto é, m = n, é um tanto mais complicada. Da condigao
%, obtemos ® — Q = KQz; que, inserida nas equagdes #; = ... = T = 0, resulta em

1 =g =..=2Tp-1€
a—1
K

Tp = T1 — (4.53)

Finalmente utilizando estes resultados na Eq. (4.41), encontramos que z; é dado pelas

raizes da equagao quadratica

nKz? — (KQ+a—1)z;+1-Q=0. (4.54)
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Para K < (a — 1)%/4n esta equagio tem raizes reais para todo @ > 0, caso contrario ela

possui raizes reais para ) > Qp, onde @, é a tnica raiz positiva da equagido
K’Q: +2K(a—1+2n)Qn+ (a—1)% — 4nK = 0. ~ (4.55)

Em particular para grandes valores de K encontramos Q; ~ 2W . Além do mais,
pode ser visto facilmente das Eqns. (4.53) e (4.54) que z,, se anula em Q = Q, com Q,
dado por Eq. (4.52). Para entender o papel de @, e @, (notemos que Q, > Q) em
delimitar a regido de existéncia do estado ¢,, devemos nos entreter no comportamento
das duas raizes reais da Eq. (4.54). Sejam elas zi e 7 com z] > z7 que, de acordo com
Eq. (4.53) corresponde a z; e z,;, respectivamente. Naturalmente, essas raizes tornam-
se idénticas em @ = Q) e entdo as duas solucgdes para z, se anularéo simultaneamente

apenas para K = K}, onde @), iguala Q,,. Explicitamente, obtemos
Kp=(a—-1)[n(a+1)—-1], (4.56)

inserindo Eq. (4.52) na Eq. (4.55). Embora ambas as raizes z; e 2] estejam no simplex
(0,1), isto ndo é verdade para z} e 7. Em particular, quando K < K} ambas as
concentracoes sao negativas dentro do intervalo @, < Q < Q,. Entretanto, enquanto
z;} torna-se positivo para Q > Q, (ela se anula em Q,), z; permanece sempre negativa.
Desde que K, > (a—1)?/4n, a mesma conéluséi,o é vélidai para o intervalo K < (a—1)%/4n,
se definirmos Q5 = 0 nesta regido. Esta situacfio é inversa para K > Kj: ambas as
concentragoes sao positivas no intervalo @ < @ < @,, mas neste caso é z,, que se anula
em @)y, e torna-se negativo para Q < Q,, enquanto zy perrﬁanece sempre positivo. Apesar
da pequena regido no espaco de pardmetros onde a raiz z; resulta em concentragoes no
interior do simplex, a analise de estabilidade linear discutida, posteriormente indica que

+

esta solugdo é sempre instdvel, de forma que precisamos apenas considerar a raiz z;.

Desta forma o intervalo de existéncia do ponto fixo para hiperciclo m =n é Q > Q, se

K<KpeQ>Q,seK>K,.
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4.4.3 Analise de estabilidade

Para realizarmos a analise de estabilidade linear dos pontos fixos obtidos na secao anterior,

é conveniente reescrevermos as equagdes cinéticas (4.39) e (4.40) como
&=z F(x) i=1,..,n, (4.57)

onde

F,(X) = AZQ + KQII?i_l - Ae — ZIBJ'(A]' - Ae + Kl‘j_l‘), (458)
i _
e de forma a eliminarmos z. na equagio acima utilizamos o vinculo (4.42). A estabili-

dade de um ponto fixo é assegurada dado que as partes reais de todos os autovalores do
Jacobiano J n x n sejam negativas (Ver apéndice D). Em nosso caso os elementos do

Jacobiano sao dados por

oF;, . .
Jij = 6 Fi +xin— 4,j=1,...,n. (4.59)
c’)xj

O célculo dos autovalores ¢é simples apenas para o estado ¢, pois neste caso o Jacobiano
¢é diagonal com elementos J;; = a@QQ —1e J; = Q — 1, ¢ > 1. Portanto, os estados
estaciondrios tornam-se instiveis para Q > 1/a, que coincide com o valor minimo na
precisao de replicacdo necessdria para a existéncia do estado ¢;. Entretanto, para um
estado geral £,, temos que recorrer a estimativas numéricas dos autovalores do Jacobiano.

Felizmente no caso de cadeias, 0 < m <n, h4 uma alternativa para determinar-
mos a estabilidade dos pontos fixos, como aquela realizada para o caso £y, que torna-se
instavel devido a emergéncia do estado ;. De fato, pode ser facilmente verificado que
qualquer perturbagdo do ponto fixo de coexisténcia de m-espécies que torne a concen-
tragdo T,4+1 ndo-nula serd amplificada, se A, 11Q + KQx,, — ® é positivo. Para m > 0,
utilizamos ® = aQ) e A1 = 1 juntamente com o valor de z,,, dado pela Eq. (4.51), de

forma a obtermos a seguinte condigio para a estabilidade do estado 4,

Q< Qmiy1 m>0, (4.60)
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com @, descrito pela Eq. (4.52). Portanto, o valor miaximo de @ permitido para a
estabilidade do estado £, coincide com o valor minimo necessario para a existéncia do
estado £, 1,. Interessantemente, embora para m = (0 tenhamos ® =1, A, =a e 2y = 0,
a condicio (4.60) também é verdadeira para este caso. |

Neste ponto duas consideragdes sdo importantes. Primeiramente, o argumento
levando a condigdo de estabilidade (4.60) ¢ falho se o estado £, é instavel. VPortanto,
devemos garantir via cdlculo numérico dos autovalores do Jacobiano due o estado ¢; é
estdvel antes de usar esta condigdo para estudar a estabilidade de cadeias com m < [. Em
particular, realizamos anélises numéricas para a solugdo do hiperciclo | = n e encontramos

0s seguintes resultados:
(i) Para n < 4, o hiperciclo é sempre estével;
(ii) Para n =5, o hiperciclo é estivel em um pequeno intervalo de ( acima de Qs e;
(iii) Para n > 6, o hiperciclo é sempre inst4vel.

Em segundo lugar, a derivacio da condi¢do de estabilidade (4.60) é baseada na anélise
de um tnico autovalor do Jacobiano e portanto nao nos d4 uma condi¢ao suficiente para
a estabilidade dos pontos fixos. Contudo, verificamos por meio dos dados numéricos de
todos os n autovalores que, dado que o estado fm+1 € estdvel, o autovalor associado as

flutuagdes levando a um aumento do tamanho da cadeia é o primeiro a se tornar positivo.
4.4.4 Discussao

Combinando os resultados da existéncia e estabilidade derivados nas secoes anteriores,
podemos entdo construir os diagramas de fases no plano (K, Q) para valores fixos de a e

n. Em particular, para n < 4 o estado £, é estével dentro do intervalo

Qn<Q<Qmu m<n, (4.61)
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com @, dado por Eq. (4.52), desde que K > a — 1. Interessantemente, para valor fixo
de @, Eq. (4.61) nos mostra que 0 incremento 6K na constante catalitica necessaria para

incorporar uma nova seqiiéncia na cadeia é

(a—1)”

o= (4.62)

0K =

independentemente do ntimero de elementos na cadeia.

O caso K < a—1, para o qual nenhuma cadeia com m > 1 é permitida, nao requer
nenhuma consideracdo especial. De fato, encontramos que 08 Unicos esfa,dos estaveis sao
Lh(@<1/a)ely (1/a<@< 1). Entretanto, desde que Q, < 1 apenas para K > a — 1,
este resultado é consistente com Eq. (4.61).

O estado £, (ou seja, solucdo de hiperciclo) é estavel para Q>Qnse K< K,
e para Q > Qy caso contrério, onde Kj e Q. sdo descritas pelas Eqgs. (4.56) e (4.55),
respectivamente. Definimos o limiar de erro do hiperciclo como o valor de replicagao exata
Q que delimita a regido de estabilidade de £,. O diagrama de fases paraa =10en = 4
exibido na Fig. 4.9 ilustra o papel principal de K} na organizagao hiperciclica: apenas
para K > Kj, o hiperciclo torna-se mais estdvel que uma cadeia de mesmo tamanho. Uma
outra quantidade importante é o valor de K, representado por K., em que Qj é igual a

1/a, a precisdo minima de replicacio da quase-espécie, que € igual a
K, = a(a—1) [zn — 14 +/nln— 1)] . (4.63)

Além deste valor, o limiar de erro do. hiperciclo @ € menor que o observado no modelo
de quase-espécies. Além do mais, como mencionado anteriormente, para grandes valores

de K, ele vai a zero com 1/VK.
Um aspecto muito frustrante de Kj e K. é que ambos sdo da ordem de a?, indi-

cando que a produtividade de auto-replicagao catiliticamente assistida é muito maior que

a de auto-replicacio ndo-catalizada. Enquanto isto é obviamente verdadeiro para catélise
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Figura 4.9: Diagrama de fases no espago (K,Q) paran=4ea= 10 exibindo as regioes
de estabilidade dos diversos estados de coexisténcia. Os nimeros entre parénteses indicam
o nimeros de espécies coexistentes. Regioes de biestabilidade aparecem para K > K.
As linhas finas sao (de baixo para cima) Q;, @2, Qs e Qa. A linba cheia é Q.

bioquimica, é dificil justificar a existéncia de catalizadores tao eficientes em condigoes
pré-bidticas. Por outro lado, podemos tomar um ponto de vista diferente e mais otimista
e, argumentar que catalizadores bioquimicos modernos (enzimas) séo tao eficientes por
causa de seus precursores que tinham que satisfazer a rigorosa condigao de superar K.
Na Fig. 4.10 apresentamos 0O diagrama para n = 5. A principal diferenga com
relagéo & figura anterior € que o estado 5 é estavel apenas dentro de uma pequena regiao
entre Qs e a linha tracejada, obtida por meio de célculo numérico dos autovalores do Ja-
cobiano. Como estas curvas se interceptam em algum K < Kp, 0 hiperciclo de 5-membros
nio é muito interessante, desde que possuem as mesmas caracteristicas de uma cadeia de
tamanho m = 5. Para confirmar estes resultados, realizamos integragao pumérica das
equacdes cinéticas usando o método de Runge-Kutta de nona-ordem [46]. Os resulta-
dos sio exibidos na Fig. 4.11, onde ilustramos a evolucdo temporal das concentracoes

z; (i=1,...,5) dentro e fora da regido de estabilidade.
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Figura 4.11: Evolugao temporal das cinco concentracoes dos elementos compondo o hi-
perciclo de tamanho n = 5 para a = 10, Q = 1, e (a) K =37 (dentro da regiao de
estabilidade) e (b) K = 40 (fora da regiao de estabilidade). O estado inicial é z; = 0.2 Vi.



4.4.4 Discussao ' 94

Embora o padréo de comportamento na regiao de instabiiidade seja aparente-
mente periédico, nao exploramos completamente o espaco de parametros para descartar
a existéncia de um comportamente cadtico. Assim sendo, utilizamos o termo dindmica
complexa para caracterizar esta regido na Fig. 4.10. Observamos que 0O diagramé, de fases
exibido nesta figura descreve também as regides de estabilidade de hiperciclos e cadeias

de tamanho n > 5, desde que 08 estados £, com m > 5 sao0 sempre instaveis.

Um caso limitante interessante que merece atencao especial é 0 hiperciclo simétrico
(a =1). De acordo com o argumento discutido no inicio da segao anterior, os Unicos pon-
tos fixos neste caso sdo os estados ¢, e £, (hiperciclo), ou seja, cadeias ndo sao permitidas.
Além do mais, Eq. (4.53) nos dd 2 = T2 = --- = In onde z; é descrito pela Eq. (4.54)
com a substituido por 1. A analise das raizes da equagao quadratica e 0s dados numéricos

dos autovalores do Jacobiano indicam que 0 hiperciclo simétrico é estavel para

K> igiu _Q), | (4.64)

quando n < 4. A regiao de estabilidade observada na Fig. 4.10 para o estado {5 nao
aparece no caso simétrico a = 1, e portanto isto deve ser uma conseqiiéncia da assimetria
nos valores de produtividade das reagoes de auto-replicagao nio-catalizadas. Observamos

que, diferentemente do caso assimétrico (a > 1), o estado ¢, é sempre estavel.
O hiperciclo elementar

Finalizando as discussoes, apresentamos alguns resultadoé para o hiperciclo elementar
(A;=0,:=1,... ,n) acoplado a cauda de erro por meio de mutagoes durante o processo
de auto-replicagio cataliticamente assistida. Inserindo estes parametros na Eq. (4.58) e
fazendo F; = 0 V i, obtemos £, = T2 = ... = In com 7, dado pela maior raiz da equagao
quadréatica

Knz? - (n+ KQ)z +1=0, (4.65)
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Figura 4.12: Evolugao temporal das cinco concentracoes dos elementos compondo uma
cadeia de tamanhon = 5. Os parametros e 0 estado inicial inicial sao 0s mesmos utilizados

para 4.11(b).
pois verificamos por meio de anilise numérica que a menor raiz é sempre instavel. Como
no caso simétrico discutido acima, para 7 < 4 a condigao de estabilidade coincide com a

condicdo para z; real,
n n

e (4.66)

Q=2

Assim, o termo do lado direito desta desigualdade nos d4 o limiar de erro do hiperciclo

elementar.



Capitulo 5

Compartimentalizagéio em qulugéio
Pré-bidtica

Nesta capitulo, discutiremos modelos alternativos ao hiperciclo que também tém por
finalidade a coexisténcia de elementos estruturalmente distintos numa populagao de ma-
cromoléculas [56]. Esse estudo é aqui abordado no contexto da Teoria de Selegdo de
Grupo.

Evolugdo e manutengao de altrufsmo tornou-se um t6pico de interesse no campo
de evolucdo pré-bidtica desde que Maynard Smith [15] considerou a atividade catalitica
desempenhada por uma macromolécula numa rede de reacoes cataliticas, como 0 hiperci-
clo, como de fato um comportamento altruista. Definimos por comportamento altruista
aquele que é de alguma forma prejudicial ao proprio elementé que O desempenha, mas
que confere uma vantagem seletiva ao grupo do.qual é parte [57].

Na modelagem tradicional de selegao de grupo, baseada nos modelos de ilhas de
Wright [58,59], assumimos que a populagao é dividida em sub-populagoes reprodutiveis
isoladas, ou demes. A estabilidade dos elementos altruistas é assegurada por meio da
existéncia de um mecanismo de extingdo que, OcoITe a uma taxa dependente da compo-
sicao das demes. Naturalmente, tais extingoes favorecem a ocorréncia de individuos que

reduzem a probabilidade de extingao das demes das quais fazem parte, no caso oS ele-

mentos altruistas [60-62]. Uma formulagdo mais moderna de selegao de grupo, elaborada

96
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por Wilson [22], considera as demes como grupos caracteristicos, em que na verdade as
interacoes ecologicas, bioquimicas ou sociais ocorrem, mas 0s individuos sdo permitidos
acessar e competir pelos recursos totais disponiveis no meio. Claramente, nesta formu-
lacao a nocdo de grupo é um tanto obscura, desde que ha um estagio do ciclo delvida dos
individuos em que estes abandonam suas demes para interagir com toda a populacao.

Na verdade, nao é dificil visualizar sistemas fisicos descritos pelos grupos carac-
teristicos de Wilson ou modelo de demes estruturados. Como exempl(;,_ alguns aspectos
basicos da dinimica de selecdo viral pode ser modelada visualizando as células como
demes [63,64]. Neste caso, supomos que apenas N virus infecfam a célula; entretanto
dentro da célula, os virus sofrem um crescimento exponencial até o seu rompimento € a
conseqiiente liberacao de todos os virus, que novamente infectarao outras células, e as-
sim por diante. Como apenas N virus podem infectar cada célula, hd uma competicao
efetiva entre todos os individuos na populagao. Essa formulacdo também é bem adequa-
da para descrever evolugao in vitro de virus [64]. Uma outra aplicagdo interessante do
formalismo desenvolvido por Wilson é a evolucdo de producdo de enzimas no contexto
pré-bistico [17,65]. A motivacdo para esse tipo de estudo advém do provavel cendrio
para a sopa primitiva, onde certamente a distribuigao dessas macromoléculas nao era ho-
mogénea. Fendas em rochas e particulas dé poeira suspeﬁsas [23] seriam os habitats locais
(demes) dentro dos quais essas moléculas seriam distribuidas e sofreriam crescimento ex-
ponencial. Em adigio, Woese [24] e Towe [25] sugeriram um cendrio atmosférico para a
origem da vida em gotas de 4gua suspensas que, seriam dispersadas por meio da agdo do
vento.

A formulacdo matemética do modelo de demes estruturados é centrado no con-
ceito de fregiiéncias médias locais de altruistas, que sdo definidas como as freqiiéncias
percebidas pelo altruista e nio-altruista médio na populagao [22]. Essas quantidades di-

ferem da freqiiéncia global de altruistas devido & variancia nio-nula da distribuicao da
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composicio das demes, ou seja, a populacao nio é homogénea. Em particular, a esta-
bilidade dos altruistas e nio-altruistas é assegurada supondo que os valores seletivos de

altruistas e nao-altruistas sejam proporcionais a suas freqiiéncias locais.

5.1 O Modelo

A populagdo é composta de um ntmero infinito de demes, cada qual composta por N
individuos hapldides, que se reproduzem assexuadamente. Os individubs compondo esta
populagao sdo de dois tipos possiveis, A ou B, se tém comportamento altruista ou nao-
altruista, respectivamente. Por definicdo, individuos altruistas aumentam o valor seletivo
de todos os individuos no grupo do qual fazem parte, 0 que acarreta um custo para
este individuo, que é traduzido numa reducio de seu valor seletivo individual. Desta
forma, o ingrediente chave de qualquer modelo de selecdo de grupo € que 0 valor seletivo
dos individuos dependem da composi¢ao da deme, que sdo classificadas de acordo com 0
nimero de altruistas que possuemnl. H4 entdo N + 1 diferentes tipos de demes, rotuladas
pelos niimeros inteiros i =0,1,...,N. Portanto, um individuo altruista pertencendo a
um deme de tipo i tem valor seletivo F4(i), enquanto que um individuo ndo-altruista
tem valor seletivo Fi(i), onde Fp(i) = F. +(i). Em nosso modelo, consideramos que 0S
individuos mutam para a outra classe corﬁ probabilidade u € [0,1/2].

De forma a derivarmos uma equagao de recorréncia para a freqiiéncia de altruistas
p na geragao t, é mais conveniente introduzirmos a freqiiéncia de demes com i=0,...,N
altruistas na geracdo ¢, denotada por Y;(i). Supondo que nio hé sobreposicdo de ge-
racoes, o nimero médio de altruistas N4 e nao-altruistas Np gerados durante o estagio

de crescimento ilimitado dentro das demes sao

N

Ny =S [(1 —w)iFa(i) +u (N —§) Fa@] V() (5.1)

1=0
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N
N = 11— u) (N =) Fa(i) + uiFa@] Yi0) (5.2)

i=0
respectivamente. Portanto, a freqiiéncia global de altrufstas na populagéo na geragé,o t+1

é dada por
Ptr1 = NA+NB’ (53)
onde
N .
wy = [iFa(@) + (N~ i) Fp(1)] Y2 (3) | (5.4)
=0

é o valor seletivo médio da populagao. O préximo passo na modelagem corresponde a
distribui¢do dos individuos nos infinitos demes, onde cada qual contém exatamente N
individuos. Supomos que 08 individuos sao alocados em cada deme de forma aleatoria, o

que nos leva a uma distribuicdo binomial

Viua() = () ) )= o)™ )

que junto com as Equagoes (5.3) e (5.4) permitem uma completa descrigdo do ciclo de
vida dos individuos.

Vamos agora brevemente introduzir os aspectos bésicos do formalismo original
do modelo de demes estruturados elaborado por Wilson {22]. As distribuicoes de proba-

bilidade condicional de replicadores tipo A dado tipo | = A, B na geragao t sao definidos

por
. 1Y, (4)
PuilA) = = v 5.6
g ) pIAREI AU (.0
Pyi|B) = ™ )¥() (5.7)

SNV = )Yi(5)

que deve ser interpretado da seguinte maneira: considerando um tipo particular de repli-
cador [ = A, B entio a probabilidade P; (i|l) é a probabilidade desse replicador pertencer a

uma deme contendo ¢ individuos altruistas. Assim, a fregiiéncia local média de altruistas
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experimentadas pelos altruistas é dada por
N 2

Falt) = 5 S iPUILA) = Pt Rz (59)

=0

onde o2 = ¥, 22Y3 (1) -2 iY;(i)]” é a varidncia da distribuicio de demese p; = 3 ;1 ()/N
é a freqiiéncia global de altruistas na populagéo. Igualmente, a freqiiéncia local média de

altruistas sentida por elementos nio-altruistas é igual a

N 2

fol) = LY PGB =p gy 59)
i=0

No caso onde as demes 830 formadas de forma aleatoria, obedecendo uma binomial, temos
que 0 = Npy(1 —p;) de forma que para N grande as freqiiéncias locais tendem a 1. Desde
que, fa > pt > fB, 0 aspecto principal quando introduzimos freqiiéncias locais é m,ostraf
que uma populacao estruturada em grupos de composi¢ao distinta pode simultaneamente
melhorar os efeitos da presenca de altruistas neles préprios e reduzir os efeitos benéficos nos
elementos nio-altruftas. Naturalmente, a suposi¢ao de que a distribuigdo da composi¢ao
das demes Y;(i) afeta a dinamica apenas por meio das freqiiéncias locais fi (t),l=A,B
& bastante restritiva, limitando, por exemplo, as escolhas para a dependéncia dos valores

seletivos dos individuos na composi¢ao da deme.

5.2 Evolucao de produgao de enzimas

De acordo com o cenario proposto por Michod [17], consideramos dois tipos de replica-
dores, A e B, onde assumimos que 0 replicador A é capaz de produzir um catalizador
(enzima) que, entretanto, pode catalizar a replicagdo de ambos 0s tipos de replicadores,
mas com eficiéncias distintas. Desde que 0 replicador A, que produz o catalizador, deve
ter algum custo em sua taxa de auto-replicagio, enquanto B atinge todos os beneficios da
catalise sem ter qualquer custo para a sua reprodugao, temos entdo uma situacgdo tipica

de comportamento altruista. O custo associado com esse comportamento altruista é mo-

delado atribuindo-se uma taxa de auto-replicagdo 1 —r, com 1 € 0,1], para replicador
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A e taxa de auto-replicagao 1 para o elemento B. Além do mais, a taxa de replicacao
catalizada é proporcional 3 concentracdo de enzimas na deme, que por sua vez é propor-
cional & concentracdo de replicadores de tipo A naquela deme. Portanto, supondo que
a auto-replicacao e a replicacao catalizada pela enzima sao processos distintoé, o valor
seletivo de um replicador | = A4, B pertencente a um deme com i elementos altruistas é
dado por |

Fl(i)-——l—al'r—t-Kl—]% i=o,ay+1,..., N—-1+a, (5.10)

onde a; = 1sel = Ae, 0se | = B. Aqui os parametros ki repfesentam o efeito
benéfico da replicagao mediada pela enzima. Em particular, kg =0 implica que a enzima
é especifica para o replicador que a produz, como no caso do hiperciclo composto por
um tnico elemento. Entretanto, seria mais plausivel assumir que as' enzimas primordiais
eram algum tipo de catalizador geral que, facilitava a replicagdo de um grande espectro de
replicadores. Assim, assumimos que ka > kp. Em seu artigo, Michod considera apenas 0
caso especial onde ky = kp e u = 0 [17].
A equacio de recorréncia para a concentracdo de altruistas é entao dada por

1

tot

Di+1 =

[Z iFa(i) (1 =u)+ (N —1) FB(i)u} Y3 (4), (5.11)

i—0

com F4 e Fg descritos por Eq. (5.10). Substituindo Eq. (5.10) na equagdo acima, obtemos

por = — i [((1 -7+ %Z) (1 — ) + '(1 + %z) (N — i)u] (]Dpi(l —p)"

Wtot g

_ 2 [(1 —7)(1 —u)Np; + %,4(1 —u) (N?p + Nps(1 — ét))

Wiot

k
+u (N — Np; + ksNp; — —]§(N2p‘f + Npe(1— pt)> }

= ! [(1 —u)py (1 — )N + kaNp + ka(l = pr))

Wiot
+u (N — Np; + kpNp: — kpNp? — kpp:(1 — Pt))]

_ ! [(1—2u) [(1 = r)Np, + kaNg + kape(1 — o)

Wiot
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v ‘ 1
[V Nl =)+ Vs — ) (Fa-p0+ #)|| (512
onde
N : .
ks . NEAAW —i
Wiot = Z [((1 —7r)+ kA—]%) i+ (1 + —qu) (N - Z)] ( i)pt(l — )V
i=0
k
= (1-7)Np+ Wé (N2P? + Np:(1 — Pt)) + N — Np; + kgNp:
k
— (NP + Npu(1 = pt))
— N+ Np; (kg —1)+ (ka— kB) (NP% +p(1—Dr)) - ' (5.13)
E portanto, a Eq. (5.12) pode ser reescrita como
pe(l—1)+ kap} + kape(1 — D) (5.14)

=u+(1-2 ' '
Py =t (L= 29757 G0 + (ka — ki) (pe(1 —po) + 7]

5.2.1 Andlise do modelo - Determinacio de pontos fixos e calculo
de estabilidade

Vamos considerar primeiramente o caso da taxa de mutacdo nula (u = 0). Para este caso,
podemos obter analiticamente as solucdes de estado estaciondrio, peyy = pr =p*- Da Eq.

(5.14), verificamos que 0s pontos fixos sao solucdes da equagao p* — f(p*) =0, onde

p*(1— 1)+ kap*? + xkap* (1 — p7)

f*) = , : (5.15)
15 (ks — 1) + (ka— kp) [ (1 —p") +p*’]
Explicitamente, determinamos trés pontos fixos: p* =0, pr=1e
’ r—ka/N (5.16)

P = -
(ka — kp)(1 —1/N)

Como mencionado anteriormente, um ponto fixo com algum sentido fisico deve estar

contido no simplex [0, 1]. No caso de equacoes de diferencas, a estabilidade de um ponto

fixo é assegurada desde que [66,67]

dpesr
dpt pe=p*

<1 (5.17)
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Verificamos que o ponto fixo p* =0 é estavel para ka/r < N, enquanto p* = 1 é estével

para ka/r > 1+ (1 — 1/N)kp/T. Interessantemente, para kg/r > N existe uma regido
onde ambos os pontos fixos sdo instdveis e o ponto fixo intermediario (Eq. (5.16)) é
estdvel, que corresponde ao estado de coexisténcia entre altruistas e néo—altruistAas. Estes
regimes distintos sao ilustrados na Figura 5.1, onde mostramos as freqiiéncias de estado
estaciondrio p* para dois valores distintos de fregiiéncia inicial de alt‘ruistas. Podemos
observar que no caso u = 0, a analise é consideravelmente simpliﬁcad_a pois apenas as
razdes ki/r,l = A, B tém importancia para o célculo da estabilidade dos pontos fixos.

Identificamos quatro fases distintas no regime de estado estaciondrio:
e A fase completamente altruista, (A), associada com o ponto ﬁxo pt =1
e A fase completamente nio-altruista, (B), associada com o ponto fixo p* = 0;
e A fase de coexisténcia, (C), associada ao ponto fixo (5.16);

e E a fase denominada (A) — (B), onde ambos os pontos fixos p* = 1 e p* = 0 sao

estaveis.

Nesta tltima fase, os dois tipos de replicadores competem de forma que um do-
mine completamente a populagao, embora o vencedor ﬁéo seja determinado unicamente
pelos seus valores seletivos, mas também pela sua freqiiéncia inicial na populagao; sendo
a bacia de atracdo dos dois pontos fixos estéveis delimitada pelo ponto fixo intermedidrio
(5.16). Esses resultados sao convenientemente resumidos em um diagrama de fases no pla-
no (ka/r,kg/r) como exibido na Figura 5.2(a). Podemos observar que as transi¢oes entre
as fases (B) e (C) como também entre as fases (C) e (A) sdo continuas, no sentido que
p* aumenta continuamente a medida em que cruzamos as linhas de transigao. E impor-

tante observar que mesmo no caso de catdlise nao especificada (k4 = kg), 08 replicadores

altruistas podem dominar a populagdo inteiramente, dada a condicdo ks > TN.
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Figura 5.1: Freqiiéncia de estado estacionario de replicadores tipo A parau =0, N = )
e (da esquerda para direita) kg/r = 0,2,4,6,8 e 10. As freqiiéncias iniciais sao (a)
po = 0.999 e (b) po = 0.001. As trés primeiras linhas na parte (a) colapsam em uma tnica
curva na parte (b).

Analisaremos agora o caso de mutagao nélo—nula.. Para este caso, p=0ep =1
ndo sio mais solucdes de estado estacionario da Eq. (5.14), e desta forma as fases nao
podem mais ser identificadas de maneira nao-ambigua. Entretanto, o fendmeno de limiar
observado na dependéncia da freqiiéncia de estado estaciondrio cio replicador A em fungao
da constante de catalise especifica escalada ka/T (ver Figura 5.3) indica que uma unica
extensio das definicdes de fases (A), (B) e (4) — (B) é possivel, dado que kg /T nado seja
maior que um determinado valor critico. Como esperado, a fase (C') desaparece desde que
sua definicdo caracteristica, 0 < p* < 1, ocorre para todos os ajustes de parametro. A
rica interacdo entre os pontos fixos estaveis é ilustrado nos diagramas de fases da Figura
5.2.

O aspecto mais notério desses diagramas é a existéncia de pontos criticos no qual

as duas linhas de transicdo descontinuas interceptam-se, € COmOo resultado, acima deste
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Figura 5.2: Diagramas de fases para N =5er=0.1 exibindo as regides de estabilidade

dos diferentes pontos fixos para (a) u =0, (b) u = 0.005, (c) v =0.01e (d) u = 0.0158.
O ponto de interse¢ao toca o eixo coordenada no ponto kg4 =5 /3.

ponto ndo é mais possivel distinguir entre fases (A) e (B). Para valor fixo de u, T € N
as coordenadas deste ponto (k%, k) sdo determinadas por meio da condigao que 0s trés
pontos fixos da equagdo de recorréncia (5.14) colapse em um tinico ponto. De acordo
com isto, exibimos na Figura 5.4 as coordenadas de ponto fixo como funcdo da taxa de
mutacdo u. Como esperado, para u = 0 encontramos que k%/r = N independentemente
do valor de r. De particular interesse € a taxa de mutagio em que k% se anula, denotado
por u., que sinaliza o desaparecimento de todos os tracos dos dois regimes associados
aos comportamentos altruista e nao-altruista, levando ao diagrama de fases exibido na
Figura 5.2 (d). Interessantemente, neste valor de taxa de mutacao encontramos que

¢ = 2N/(N + 1) independentemente de r. A dependéncia de u. com r, 0 custo em
ser altruista, para varios valores de tamanhos de demes é ilustrado na Figura 5.5. A

importancia da finitude do tamanho das demes N para a estabilizacao dos altruistas



5.2.2 Tamanho de demes variavel 106

0.8 08

0.6 06 [

0.4 0.4

0.2 02

0 2 4 6 8 10 % 2 4 6 8

kK /r K /r 7
Figura 5.3: Freqiiéncia de estado estacionario de replicadores tipo A na populagao para
uw=0005 N=25r=01-¢e (da esquerda para direita) kp/r = 0,2.2.9,6,8 ¢ 10. As

fregiléncias iniciais sao (a)po=1e(b) po= 0.

10

pode ser apreciada considerando o limite N — 00, que corresponde a uma populacao
homogénea, quando trabalhamos com probabilidade de mutacdo nula, u = 0. De fato,
neste caso o ponto fixo p* =0 é sempre estavel, enquanto que p* = 1 torna-se estavel
apenas para ka > r+kg, que é uma situagao desinteressante do ponto de vista de evolugao
do altrufsmo, pois o valor seletivo efetivo dé um altruista é maior que o valor seletivo de

um elemento nao-altruista (1 + ks) pertencendo a uma mesma deme.

5.2.2 Tamanho de demes variévelv

Nesta secio faremos uma breve analise para o caso em que as demes possuem tamanho
varidvel. Vamos assumir que a distribuicdo para o tamanho das demes N obedece uma

distribuicéo de Poisson, ou seja,

P(N) = : (5.18)
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Figura 5.4: Coordenadas do ponto critico (a) kg/r e (b) k3/r como funcdes da taxa de
mutagdo u para N =5 e (da esquerda para direita) r = 0.1,0.2,0.3,0.5,0.8, e 1.0. Nos
pontos onde kg/r = 0 encontramos kS /r =5/3.

com valor médio (N) = A.

Neste caso, o niimero médio de elementos altruistas N4 e nao-altruistas Nz du-

rante o estagio de crescimento ilimitado sdo iguais a

Na= 33101 — w)iFai) +u(N — i) ()] Y;(i)flmﬁ (5.19)
N=0 =0

No= 33101~ w)(V — )Fs) + wiFa@) ) (5.20)
N=0 i=0

respectivamente, com Fi(3),l = A,B e Y;(i) dados pela equagoes (5.10) e (5.5). Resol-
vendo os somatdrios das equagdes (5.19) e (5.20), encontramos que a freqiiéncia global de

altruistas na populagdo na geracao t + 1

Na

= ——— 5.21
D41 NA+NB, ( )
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Figura 5.5: Taxa de mutacdo u. além do qual as transigoes descontinuas desaparecem
como funcio do custo altruista r para (de baixo para cima) N = 5,10,20,50 e oo.

resulta em

p(1 — 1)+ kap} + Tkape(1 — Dt)

=u+(1-2 ’ 522
Per1 = u+ ( u) 1+ po(ks — 1) + (ka — kB) [3p:(1 — pe) + ] (522

que ¢é idéntico ao resultado obtido anteriomente para o Caso de demes de tamanho fixo,
com )\ substituindo N. Portanto, todos os resultados e andlise de pontos fixos obtidos
anteriormente sio igualmente validos para o caso de demes de tamanhos varidvel com

distribui¢do de Poisson.
5.3 Sinergia

Um problema intrigante em evolucdo é a existéncia de estruturas complexas que sao de
grande valor para os organismos quando completamente formados [15]. Possivelmente, a
produgao de enzimas tenha-se tornado uma realidade devido 3 acdo combinada de varias
moléculas, cada uma sendo responsavel pela sintese de diferentes partes do catalizador.
Esta divisio de tarefas entre os altruistas, denominada de sinergia, pode resultar em

interacoes adaptativas nio-aditivas altamente nao-lineares. De forma a modelarmos esta

situagdo, assumimos que uma certa vantagem seletiva 6 conferida a deme quando 0 numero
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de altruistas alcanga um valor minimo 4,,. Assumimos que as demes compostas por ¢ = im
elementos altruistas, onde im = 0,1,..., N, terdo seus valores seletivos incrementados por

um fator 1/(1—c), com ¢ € [0, 1]. Desta forma, os valores seletivos dos elementos altruistas

e ndo altruistas sdo dados por:

Tabela 1: Valores seletivos dos elementos na populagao

| i <im | 1> im
altruista 1-r |Q-7)/(1—¢)
nao-altruista 1 1/(1—c¢)

onde mais uma vez r € o custo associado ao elemento altruista, e ¢ é denominado de taxa

de selecdo interdémica.
Das Egs. (5.1) e (5.4), podemos ver que 2 equacdo de recorréncia para a fracao de

elementos altruistas na populagao é dada por

pr = o{ (0= ) (V- DG

Wtot i—0

-3 [Etgiu _u)+ (lic)(N —z‘)u] Yt(z‘)}
th(i) (1 - %m)}

i=im

1=im

= 1 { 4 [(1—C)N(1—Tpt)+NQ

Wit L1 —C

_|.

1-2uq o [Npt(l —g+cYy th(i)] } (5.23)

1—c¢c L
1=%tm

e a taxa média de reproducdo da populagao é igual a

Wit = mi:l (1 =r)i+ (N —9) (N)p’;(l —p)N T

1
=0

3 [ G5 (o

Lim Y(4) (1 - %m)] . (5.24)

1=im
Nc
1-c

= NQ1-rp)+
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E entdo, a Bquagdo (5.23) pode ser reescrita como

-7 [l -9 + Fe T ii(0)]

—u _ 9y , 5.25
P+t +(1-2u) (1—c)(1—rp)+ CZév:im V()1 — xri) (529

com
Yi(d) = (]:7 ) pi(1—p)" (5.26)
Procederemos agora com a anlise de estado estacionario da Equagao (5.25).

Para ressaltar, os valores seletivos atribuidos aos elementos da populagdo e de-
finidos na Tabela 1, foram utilizadas por Donato (18] em um modelo alternativo para
selecao do comportamento altruista, que semelhantemente ao modelo de Wilson de demes
estruturadas, existe um estégio do ciclo de vida dos individuos onde estes interagem com
todos os outros individuos da populagao. Entretanto, o modelo proposto por Donato et

al. [18,68] possui dois ingredientes distintos:

e O tamanho das demes ndo é fixo, mas hi um tamanho maximo a ser alcancado, e

neste ponto a deme é dividida em duas novas demes menores.
e H4 sobreposicdo de geragoes.

Essas regras foram motivadas por meio de_analogias com grupos de animais, que vivem
em grupos nao tao grandes e cujos filhos permanecem no mesmo grupo de seus pais. Um
resultado interessante do modelo é a possibilidade de coexisténcia estavel entre altruistas
e nao-altruistas dentro de um mesmo grupo; contradizendo resultados para o modelo de
selecio de grupo de ilhas, onde na aﬁséncia de mutagOes apenas 0s grupos completamente

altruistas (i = N) ou completamente nao-altruistas (i = 0) estao presentes [60-62].
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5.3.1 Analise do modelo - Determinacao de pontos fixos e calculo
de estabilidade
Consideraremos primeiramente o caso mais simples, onde u = 0 (sem mutagdo). Para

este caso a Equacao (5.25) iguala a
(1—ﬂkﬂl—®+%£2imﬂﬂﬂ
Di+1 = : :
T 1= o - rpe) + e i, YO - )

A equacio acima tem sempre como pontos fixos os valoresp=0ep = 1. Dependendo dos

. - (5.27)

parametros de controle do modelo im, ce T, pode haver um ou dois pontos fixos adicionais.
Verificamos que a solugdo p* = 0 é sempre estdvel para i,, > 1, enquanto que para im =1
ela torna-se instavel na regiao ¢ > r. Para estes casos em particular, podemos facilmente
realizar o cilculo da estabilidade. Para i, > 1, encontramos que

dpis1

=1-r, 5.28
e |co (5.28)

e desde que r € [0, 1], o ponto fixo p* = 0 € sempre estavel. J4 Para i, = 1, a Equacao

(5.27) iguala a

(1—7)Np;
= 5.29
D41 (1 — Tpt) — C(]. — pt)N, ( )
e neste caso temos

dpit1 _ 1—r (5.30)

dpt p*.=0 1 - C

Logo a estabilidade da solugao é verificada para ¢ < r. De fato, para valor fixo de r,
um ponto fixo estavel aparece para ¢ =T, auméntando continuamente a medida em que
incrementamos ¢. Este comportamento sinaliza a ocorréncia de uma transicio continua de
um regime caracterizado por demes completamente ndo-altruistas (p* = 0) para um regime
onde demes inomogéneas, formadas por individuos altrufstas e nao-altruistas, coexistem
(0 < p* < 1) (ver Figura 5.6).

J4 para p* = 1 e i;, < N encontramos que

dpis1 T
=1+ >1, 5.31
dpt pr=1 1—7r ( )
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indicando que a solugao é sempre instével.

0.06 P
0.04 +

0.02

0

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.6: Estado estaciondrio p* da equagao (5.27) em fungdo de ¢, para alguns valores
de r, e valores fixos de N =20 e i, = 1.

O caso em que i,, = N pode ser facilmente analisado: a equagao de recorréncia

(5.25) é reescrita como

pe(1—1)—c(l —7)(p: —p7)
1—rp) +cfr(p—pY) — 1 —pM)]

P =1 (5.32)

onde encontramos para p* = 1 que

dpi1 _ 1-c¢
dpt |poy 1—T

, (5.33)

e portanto a solugao é estivel na regido ¢ > r. Neste caso, verificamos que ambos os
pontos fixos p* = 0 e p* = 1 sdo estdveis, porém apenas um dos dois tipos de individuos
povoara toda a populagdo. Nos casos intermedidrios 1 < 4, < N, pontos fixos estaveis
0 < p* < 1 surgem de forma descontinua.

Na Figura 5.7 apresentamos as linhas de transi¢cdo separando a regiao no plano
(¢,) onde os individuos altruistas persistem na populagdo (regido abaixo da curva) da

regido onde o tinico ponto fixo estdvel é o ponto ndo-altruista p* = 0. Como essas curvas
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satisfazem a condicio ¢ > r para qualquer valor de i, isto parece indicar que os altruistas

sobreviventes sdo aqueles que pertencem 3 demes com i > i,, elementos altruistas, pois
estes possuem um maior valor seletivo que os individuos nao-altruistas que vivem em
demes com i < i,. Podemos verificar também que o tamanho da regido de éxisténcia
dos altruistas decresce com o aumento de i, alcanca um valor minimo para im = N, /2,
e entdo aumenta novamente em direcido ao seu tamanho inicial a medida em‘que Ty S€
aproxima de N (as linhas de transi¢do para iy, = 1ety = N coincidem) .v_Entretanto, deve
ser observado que a situacdo mais favordvel aos altruistas ocorre para o caso de nenhuma
sinergia i,, = 1, desde que entdo o ponto fixo p* = 0, associado com o regime nao-altruista,
torna-se instavel. Além do mais, a bacia de atragdo do ponto fixo intermediario decresce
com o aumento de i,,, e desta forma, ao menos que exista em principio uma grande nimero
de individuos altruistas na populacso, os nio-altruistas dominario toda a populagao. Por
exemplo, para i, = N a bacia de atracdo de p* = 1 é muito pequena préxima a linha de
transicdo ¢ = r. Este resultado frustrante simplesmente reflete a dificuldade de evolucao
de um sistema sinergético na natureza.

Quando levamos em consideragao o efeito de mutagao (u > 0) no sistema, isto nos
leva a uma interacio muito mais rica entre os diferentes regimes de estado estaciondrio da
equacio de recorréncia (5.25), como ilustrado pelo diagramas de fases exibidos na Figura
5.8. Na auséncia de mutacdo, a fase rotulada (B) é associada com o regime néo-altruista,
caracterizada pelo ponto fixo p* = 0; enquanto que a fase (C) é associada com a regiao de
coexisténcia caracterizada pelo ponto fixo intermedidrio 0 < p* < 1. Embora para taxa
de mutacio nio-nula, p = 0 ndo seja mais ponto fixo, é ainda possivel distinguir entre
os pontos fixos correspondendo aos regimes ndo-altruista e o de coexisténcia, devido a
ocorréncia de fendmenos de limiar semelhantes Aqueles vistos na Figura 5.3. O principal

efeito da mutacdo é produzir, as custas da fase (C), uma regido limitada, denominada

(B)-(C), onde ambas as solugdes sdo estaveis. Essa regiao é delimitada por duas linhas
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Figura 5.7: Linhas de transicdo para N = 20, u = 0 e, de cima para baixo, in = 1,2,4, 10
(linhas sélidas), e i, = 19,17 (linhas tracejadas). As curvas para i, = 20 e im = 11
coincidem com aqueles obtidos para i,, = 1 e ¢y, = 10, respectivamente.

de transicio descontinuas que se cruzam e que terminam em dois pontos criticos. A
medida em que incrementamos a taxa de mutacdo u, o tamanho da regido é reduzido e
desaparece completamente no ponto critico u., em que os dois pontos colapsam. Portanto,
para u > u, ndo é mais possivel distinguir entre fases (B) e (C). A dependéncia de u. em
im € exibida na Figura 5.9. Como esperadb, u. = 0 para 4,, = 1, independentemente do

tamanho da deme N, pois a transicao entre as duas fases ji é continua para u = 0.

5.3.2 Tamanho de demes variavel

Nesta, secio, faremos uma anélise simplificada para o caso em que o tamanho das demes
que compdem a populacdo sdo de tamanho varidvel. Assumimos que a distribuicao de

tamanhos das demes obedece uma distribuicao de Poisson, ou seja,

e—AAN
P(N) = ——. (5.34)
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Figura 5.8: Diagrama de fases para N =20 e i, = b exibindo as regioes de estabilidade
dos diferentes pontos fixos para (a) u = 0, (b) u = 0.0085, (c)u = 0.0282 e (d) u = 0.0330

Como mencionado anteriormente, em sua formulagdo original, Donato et al. [18] consi-
deraram demes de tamanho varisvel, embora naquele trabalho exista um valor maximo
permitido, a partir do qual a deme é dividida. Considerando esta nova formulacao, o

nimero médio de individuos altruistas N4 e de ndo-altruistas N3 sao dados por

o0 6—)‘/\N zc.N-1 :
Ny = = [ > [(1 —w)i(l — 1)+ u(N — i)]Yt(i) +
Yo .a=7) 1 .
iZ;N [(1 u)i a0 + u(N — i) = C)}Yt(z)] (5.35)
0o 6_’\)\N e N-1
Ng = N [ Z: [(1 —u)(N — i) +ui(l - r))]Y}(z) +
N L1 (1-7) .
> [0y - 0y +ug =] (530

i=z.N
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Figura 5.9: Taxa de mutagio u., além do qual as tran31goes descontinuas desaparecem,
como funcio de iy, para N =5 (A), N =10 (v), N =20 (O) e N =30 (©).

respectivamente, onde z. € [0, 1] descreve o valor critico de concentracao de altruistas, a
partir do qual os valores seletivos dos individuos que compoem a deme tém seus valores
seletivos amplificados por um fator 1/(1 — ¢), e Y;(i) é descrita pela Eq. (56.5). Uma
investigaco analitica e mesmo numérica de regime estacionario psy1 = pr = p* da equagao
de recorréncia descrevendo a concentracdo de altruistas
Na

Dev1 = Nat Na (5.37)
é bastante dificil. Vamos nos restringir aqui a analise de casos especiais. Vamos nos
concentrar unicamente no caso de taxa de mutacio nula u = 0 e na andlise de estabilidade
das solucées p* =0 e p* = 1.

Para o caso de mutacdo nula, a Eq. (5.35) se reduz a

00 —)‘AN N —'T) N

Ny= Z < N (1—r)(Np; — Z Yy (4) Z 1Yy (7) (5.38)

! —C
N=0 i=x.N 1=z N

}—L
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wtof = NA —+ NB
S e-/\AN . ¢ il . il . .
= 2 N [N(l —7pg) + i Niz;cNYt(Z)) — rizzm;N iY;(4)) || - (5.39)

O casoz,=1

Substituindo z, = 1 nas Eqgs. (5.38) e (5.39), encontramos que a equagao de recorréncia

para a freqgiiéncia de altruista na populagao é

(1= r)p + 155 (1 — P)pee 0P

= . 5.40
P = T rp) 4 5L e 07 (540
Explicitamente, encontramos trés pontos fixos: p* =0, p* = le
1. [r(1=¢
=14+ -In|-———+1]. 5.41
P + At [c (1- r)] (541)

Como discutido anteriormente, um ponto fixo com algum sentido fisico, deve estar contido

no simplex [0, 1] e satisfazer a condigio de estabilidade

dpis1

<1 5.42
i, (5.42)

pt=p*

Diferentemente do resultado obtido para demes de tamanho fixo, onde o ponto fixo p* =0
é sempre estivel quando i,, = N, encontramos que existe uma pequena regido em que

esta solugdo torna-se instavel. A condi¢do de estabilidade para p* =0 ¢ dada por

c< . (5.43)

e A —r(er—1)
No limite A — o0, a soluciio é estdvel em todo o espago de fases. Ja para pt =1,
a condicdo de estabilidade ¢ > r é igual & obtida anteriormente quando consideramos
demes de tamanho fixo. A solucdo intermedidria (5.41) é sempre instvel na regido de

interesse.
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O caso z, geral

Para este caso particular vamos nos restringir unicamente a anslise dos pontos fixos p* = 0
e p* = 1. Para a solugao completamente nao-altruista p* = 0, a regido de estabilidade é

dada por

r
er—r(er-1)"

c< (5.44)

exatamente idéntica & obtida quando z, = 1. J4 a solugdo altruista p* = 1 é sempre

instavel. Mesmo resultado verificado para as demes de tamanho fixo. ’



Capitulo 6

Evolucao em Relevos Rugosos

Neste capitulo apresentamos alguns resultados e estudos apresentados na literatura sobre
evolugdo e adaptacdo em relevos rugosos. Este tipo de relevo é mais adequado para
descrever relevos reais encontrados na natureza. Veremos que alguns aspectos inespérados
surgem quando lidamos com relevos com propriedades distintas das que exibimos até
entao.

Relevos de energia com muitos minimos locais sdo um tépico de muito estudo
ns mecanica estatistica de vidros de spin, e também sio bastante estudados atualmente
no contexto de enovelamento de RNA e proteinas (ver Fig. 6.2). Relevos similares de
adaptagdo, com muitos maximos locais (ao invés de minimos), tém atraido a atengao em
biologia evolucionaria e em ciéncia computacional. Bi6logos teéricos utilizam esses relevos
em modelos de evolugdo. Cientistas em computagio também lidam com esses relevos,
desde que estes surgem em problemas de otimiiagﬁ,o combinatorial, e no treinamento de
redes neurais.

Na préxima secio, lidaremos mais uma vez com o modelo de quase-espécies,
porém utilizando um outro relevo de adaptagdo. Nosso objetivo ¢é tentar mostrar como
algumas propriedades de relevos reais podem ser incorporadas a este modelo bastante
simples, e ver suas conseqiiéncias. Na segunda segao descrevemos um modelo que gera

uma familia de relevos rugosos, denominado modelo NK.

119
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1o1

Figura 6.1: Hipercubos representando o espago de seqiiéncias para seqiiéncias bindrias de
comprimento de 1 a 4.

6.1 Redes neutras e competicao entre diferentes quase-
espécies

Uma caracteristica importante verificada em relevos reais como os de RNA e proteinas é
a existéncia de um alto grau de degenerescéncia no mapeamento genétipo-fenétipo (ver
Fig. 6.3). Ou seja, mais de um genétipo é mapeado em uma mesma estrutura, e portanto
desempenha uma mesma fun¢do. A nogio de evolugdo neutra foi criada por Motto Kimura
(69,70] de forma a levar em consideragio o fato bem estabelecido de que quase todas as
mutacdes registradas a nivel de seqiiéncias de DNA na natureza sao seletivamente neutras.
A maijoria das mutacdes ocorrem em freqiiéncias que sado aparentemente independentes
das alteracdes morfoldgicas observadas nas espécies. Em esséncia, a teoria neutra reflete as
relacdes entre genétipos e fendtipos e confirma que uma fragao substancial das mutacoes
pontuais nao alteram a adaptacdo. Ela assume implicitamente que o papel primario da

selecao é eliminar as variantes deletéreas.
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Figura 6.2: Enovelamento de uma seqiiéncia, de RNA em sua estrutura espacial.

A motivagdo para o estudo de relevos adaptativos com neutralidade tem cres-
cido nos dltimos anos, principalmente com os avangos adquiridos na area de Biologia
Molecular. Foi verificado que colegdes de gendtipos mutualmente ne.utros, que sao conec-
tados por meio de um tnico passo de mutagao, formam redes prolongadas que permeiam
grandes regides do espago de genétipos. Intuitivamente, uma grande degenerescéncia no
mapeamento genétipo-fen6tipo, quando combinadas com a alta conectividade do espago
de genétipos, prontamente nos leva a tais redes neutras prolongadas. Essa intuigao é
sustentada por resultados tedricos recentes [71,72]. Na evolucdo in vitro de ribosimas,
mutagbes responsaveis por um incremento no valor seletivo sao apenas uma pequena mi-
noria do niimero total de mutacoes aceitas [73]. Este fato indica que, mesmo em evolugao
adaptativa, a maioria das mutagGes pontuais sao neutras.

O fato que apenas uma minoria dos loci é conservada em seqiiéncias que evo-
lufram de um tnico ancestral indica também uma alta degenerescéncia no mapeamento
genétipo-fenétipo ribosimal [74]. Neutralidade também é constatada em experimentos
onde seqiiéncias de RNA evoluiram para uma dada estrutura iniciando de um niimero
de diferentes genétipos iniciais {75]. De forma mais geral, neutralidade em mapeamentos

genétipo-fenétipo em RNA e proteinas é indicada pela observagao que suas estruturas sao
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Figura 6.3: Um esbogo do mapeamento de seqiiéncias de RNA em suas estruturas se-
cundérias.

muito mais conservadas durante a evolu¢do que suas seqiiéncias primérias.

Um outro tipo de abordagem para a dinémica evolucioniria é sua modelagem
por meio de uma plataforma artificial de evolugdo. Muitas questoes fundamentais em
Biologia sao dificeis de serem enfocadas devido a alta dimensionalidade dos genomas e
como também as dificuldades praticas de manipulagdo de numerosos genotipos e andlise
de suas propriedades fenotipicas. Algum progresso tem sido realizado no estudo de mi-
croorganismos, mas estes problemas sao ainda desanimadores [76,77]. Uma abordagem
alternativa envolve o estudo de vida artificial, em pafticular cédigos de computadbres
ou organismos digitais que compartilham com o0s organismos reais as propriedades de
auto-replicacdo e mutagdo, como também genomas com alta dimensionalidade e portanto
trajetorias evolucionarias indeterminadas. Os resultados dos experimentos aqui utiliza-
dos foram realizados utilizando a versdo 1.4 do programa Avida, uma plataforma flexivel
para pesquisa em vida artificial [78, 79]. De forma breve, organismos digitais sdo c6digos
de programas auto-replicantes que competem por tempo da unidade de processamento

central (CPU), que no caso é o combustivel necessario para replicacdo. Os programas

mutam de forma aleatéria e evoluem em um meio computacional bem definido. Cada
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Figura 6.4: Um esbogo do relevo de adaptacdo em organismos digitais.

organismo possui um genoma Cujo comprimento é medido como o nimero de instrugoes
seqilenciais em seu cddigo. A seqiiéncia de instrucoes pode ser alterada por mutacao, in-
cluindo eventos de insercéo e delegdo como também mutacoes que alteram uma instru¢ao
por outra. Existem 28 instrucgdes distintas, que podem ser imaginadas como o analogo
dos 20 diferentes amino-acidos presentes nas proteinas. Os resultados e modelagem aqui
realizados foram desenvolvidos em colaboracio com o Dr. Claus Wilke e Prof. Dr. Chris
Adami do Digital Life Laboratory no California Institute of Technology (CALTECH).
Nesta secdo estamos interessados em investigar a competicao entre duas quase-
espécies em duas redes neutras distintas. Consideremos que essas duas redes possuem
topologias diferentes como também valores seletivos distintos. Essa andlise é motivada
principalmente para tentar compreender a dinémica evoluciondria nos relevos reais, desde
que devido a rugosidade extremamente elevada como também devido & existéncia de
redes neutras nesses relevos, esse cenario é bastante comum (ver Figura 6.4). De forma a

modelarmos essa situacao trabalharemos com o modelo de quase-espécies.

6.1.1 Relevo de dois picos com neutralidade

Como modelo teérico, consideramos o modelo de quase-espécies descrito no capitulo 2.

Como vimos anteriormente, a dindmica do modelo é descrita pelo conjunto de equagoes
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diferenciais (2.6)
¥
dt

L
=3 ApMprYr — ®(1)Yp- (6.1)
R=0

onde Yp denota a concentragéo da classe P de seqiiéncias e Mpg é a matriz de_ mutacao
da classe R para classe P. De forma a modelarmos a situacio descrita na Figura 6.4,
utilizamos aqui o relevo de dois picos com neutralidade. Na Figura 6.5 exibimos o relevo
aqui utilizado para obtencdo de nossas predicdes tedricas. Para obtengao dos resultados
aqui exibidos utilizamos seqiiéncias de tamanho L = 20. O relevo de adaptacao apresenta
dois picos: O primeiro pico consiste de todas as seqiiéncias com disténcia de Hamming
menor que 3 em relacio 3 seqiiéncia 000 .. .000, e tem valor seletivo igual a 7; e o segundo
consistindo de todas as seqiiéncias com distancia de Hamming menor que 5 em relacao a
seqiiéncia 111...111, e possuem valor seletivo 4. Diferentemente do relevo utilizado no
capitulo 2, onde todas as seqiiéncias exceto a mestra tém valor seletivo 1 e portanto sao
capazes de se auto-reproduzirem, aqui consideramos que uma fra¢do substancial dos tipos
de seqiiéncias nio possuem essa capacidade, ou seja, tém taxa de reproducdo nula. Essa
suposicio é plenamente justificdvel desde que em relevos reais uma fracdo das seqiiéncias
nio desenvolvem qualquer funcio, sdo consideradas seqiiéncias mortas.

Portanto, consideramos que o relevo de replicagdo exibe um certo grau de neu-
tralidade. E conforme o nosso exemplo, o grau de neutralidade é maior para o segundo
pico.

Na Figura 6.6 exibimos os valores de estado estacionario para o valor seletivo
médio e maximo da populacdo, a concentracio das seqiiéncias nos dois picos do relevo e a
concentracio de seqiiéncias mortas, todos em fungao do parametro (1 — g), probabilidade
de mutagdo por digito da seqiiéncia. Como podemos observar, existe uma transi¢ao
abrupta no comportamento do sistema. O valor seletivo médio da populacao apresenta

um decaimento continuo e praticamente nao nos dé qualquer informagao relevante sobre
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fitness

Distancia de Hamming

Figura 6.5: Relevo de adaptagdo de dois picos. Aqui utilizamos seqiiéncias de tamanho
L = 20. O primeiro pico tem valor seletivo 7 com largura igual 3, ou seja consiste de todas
as seqiiéncias com distancia de Hamming menor que 3 em relacdo a seqiiéncia 000 . .. 000.
J4 as seqiiéncias no segundo pico tém valor seletivo 4 e consiste de todas as seqiiéncias
com distancia de Hamming menor que 5 em relacdo a seqiiéncia 111...111.
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Figura 6.6: (a) valor seletivo médio, (b) valor seletivo méximo, (c) concentracao de
seqiiéncias nos picos 1 e 2 do relevo, e por fim (d) concentragao de seqiiéncias mortas;
todos como funcdo do parametro (1 — g).
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o0 que acontece com o sistema. Exceto por um ponto de descontinuidade em sua derivada
no ponto de transigio. Entretanto, podemos ver mais claramente das Figuras 6.6 (b). (c)
e (d) uma mudanca de comportamento em torno do ponto 1 — ¢ = 0.1. Neste ponto, a
quase-espécie situada no segundo pico passa a dominar, excluindo da populagdo a quase-
espécie situada no primeiro pico do relevo. Abaixo desse ponto, a populagdo é inteiramente

povoada por seqiiéncias situadas no primeiro pico do relevo e por seqiiéncias mortas.

=
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Figura 6.7: Entropia da popula¢do como fungdo do parametro (1—9q).

Essa mudanca de comportamento no sistema pode ser visualizada também através

da analise da entropia de Shannon {80, 81], definida por

S(x)=— le Inz;, (6.2)

onde o somatério se da sobre todos os tipos de seqiiéncias. Na Figura 6.7 podemos clara-
mente visualizar um aumento abrupto da entropia. Esse aumento se deve ao dominio da
populacdo pela quase-espécie situada no segundo pico. Desde que o grau de neutralidade
nessa segunda rede é maior que na primeira, existe um aumento do nimero de graus de
liberdade no sistema.

Nas Figuras 6.8 e 6.9 exibimos os resultados de nossa simula¢ao para os orga-

nismos digitais. Para a obtencdo desses resultados consideramos populagdes de tamanho
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fixo e igual a 3600, e o nimero de amostras realizadas igual a 10. Como podemos ob-
servar, registramos o mesmo tipo de comportamento para o modelo teérico descrito. Na
Figura 6.8 podemos observar de forma mais pronunciada o ponto de descontinuidade na
derivada do valor seletivo médio. Isto deve-se provavelmente a efeitos de finitude da po-
pulacdo em nossa simulagdo. Uma nitida transi¢ao ¢ visualizada através do grafico do
valor maximo seletivo presente na populagao como fungdo da taxa de mutacdo. Através
da entropia também podemos visualizar claramente essa transicao, embora ela seja mui-
to mais evidente quando mostramos a exponencial da entropia como funcao da taxa de
mutacao.

Podemos concluir com esses resultados que, sob a suposi¢do de que duas redes
neutras tém topologias distintas e diferentes niveis seletivos, é a taxa de mutacao que
determina que quase-espécie eventualmente serd levada a extincdo. Para pequenos valo-
res de taxa de mutacdo, encontramos que a quase-espécie residindo na rede neutra com
menor taxa de replicacio serd eliminada. J4 para grandes valores de taxa de mutacao, as

seqiiéncias mais eficientes em replicar-se sdo excluidas pelas menos eficientes no caso des-
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Figura 6.9: Resultados da simulagao para organismos digitais. Temos na parte a) Entropia
e (b) exponencial da entropia.

sas apresentarem uma maior neutralidade no seu relevo local. Em resumo, um organismo
que se replica mais rapidamente e que ocupa um pico estreito no relevo de adaptagao
- onde ha poucos mutantes adjacentes com valores seletivos comparaveis - pode ser eli-
minado por um Organismo que ocupa um pico menor porém mais plano, onde muitos
mutantes adjacentes tém valores seletivos similares. Em esséncia, ”sobrevivéncia do mais
suave” (survival of the flattest) pode ser tao importante quanto ”sobrevivéncia do mais
apto” (survival of the fittest) para taxas de mutagdes elevadas [82].

Podemos visualizar este problema como uma transicdo de um comportamento
nio-altruista para um regime altruista no contexto de selecdo de grupo. A regido em
que o organismo mais apto domina a populagao pode ser vislumbrada como um regime
nio-altruista, desde que este s6 gera, por meio de mutacao, individuos bem menos aptos
e, portanto, niao colabora para a manutengao e coexisténcia de um grupo de genotipos.
J4 para o segundo regime, onde a quase-espécie situada no pico mais suave domina a
populagdo, podemos associé-lo a um regime altruista, desde que neste regime um grupo ¢é

promovido. O grupo de mutantes que coexistem nesse regime estao inter-conectados por




6.2 O modelo NK 129

meio do processo de mutacdo. Como esse regime ocorre para grandes valores de taxas de
mutacdo, o individuo quando se replica muito provavelmente produzird um individuo di-
ferente de si, o que pode ser encarado como um custo para sua auto-replicagao, entretanto

é esse mecanismo que garante a promogao do grupo ao qual pertence.

6.2 O modelo NK

6.2.1 Descricao do modelo

O modelo NK é uma espécie de versdo genética de um modelo fisico aplicado a vidros
de spin (que sio um tipo de material magnético desordenado), o modelo de vidros de
spin com interagdo de multispins, introduzido por Bernard Derrida [83-85]. A associacao
direta entre a abordagem utilizada no estudo de vidros de spin e da teoria evolucionaria
tem sido cada vez mais constante [26,86]. A grande virtude do modelo NK é mostrar
como aspectos distintos do genétipo resultam em variagoes das propriedades elementares
dos relevos de adaptacdo, permitindo desta forma o estudo de uma familia de relevos de
adaptacio de forma controlada.

Vamos agora a uma breve descri¢do do modelo. Consideremos um organismo
composto por N segmentos, ou genes, cada qual assumindo dois estados alternativos: 0 e
1, ou seja, estamos considerando seqiiéncias bindrias dé comprimento N. Um organismo
é uma combinacdo tnica dos estados 1 ou 0 de cada um destes N segmentos. Desta
forma, o espaco de genGtipos é constituido de 2N combinagoes possiveis de seqiiéncias,
cada uma definindo um genoma distinto. Assumimos que o valor adaptativo de cada
um dos individuos presentes na populagio depende unicamente da composicdo de seu
genoma. Em geral, a contribuigdo de cada um dos N genes para o valor seletivo total do
genoma é uma fungio bastante complexa dos estados de vérios outros genes formando o

individuo. Os geneticistas denominam esta dependéncia, ou acoplamento entre os genes,

de epistase ou interacdo epistdtica. Desta forma, genes situados em regioes distintas do
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mesmo gendtipo afetam a contribuigdo de um dado gene para a adaptagdo do organismo.
Em particular, assumimos que a epistase é modelada atribuindo-se a cada gene K outros

elementos, dentre os N — 1 restantes, que determinardo o valor seletivo local. O valor

seletivo F'(x) de uma configuracio de genétipo x = (21,2, . .-, 2ZN) € entdo definida como
L X
F(x)=— is . 6.3
*) =5 g f (6.3)

onde a contribuicdo do sitio i, f;, é uma funcdo aleatoria dependendo de x, e outros K z;’s.
Mais precisamente, f; é uma funcao aleatoria de 2K+! argumentos com valores uniforme-
mente distribuidos no intervalo (0,1]. Na Figura 6.10 exibimos um exemplo ilustrativo
para o caso N = 4 e K = 2. Este tipo de formulacdo para o fendmeno da epistases € bas-
tante semelhante a formulagio apresentada para o estudo de redes regulatorias de genes,
onde a ativagio ou desativagio de um dado gene na rede depende dos sinais enviados por
outros genes, e desta forma determinam o seu padrdo de comportamento [87].

O modelo NK é fascinante devido a um ponto essencial: alterando o numero de
genes nas interagdes epistaticas por gene, K, podemos alterar o nimero de picos existentes
no relevo. Quanto maior for K - quanto mais inter-conectados estiverem os genes - mais
vinculos conflitantes existirdo, de forma que o relevo de adaptagao torna-se mais rugoso,
ou seja, possui um nimero maior de mé,xinios locais. Desfa forma, o parametro K contirola
a rugosidade do relevo de adaptagcdo. Como dois exemplos extremos podemos citar o caso
K = 0, no qual a mudanga no valor seletivo devido a mudanca de um tnico elemento
z; (mutacdo pontual) é da ordem de 1/N, e o relevo néste caso é considerado suave.
Por outro lado, para K = N — 1 uma tnica mutagio pontual altera todos os f;s, e neste
caso o relevo torna-se extremamente rugoso. Casos intermedidrios correspondem a valores

intermediarios de K.
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Figura 6.10: Calculo do valor adaptativo F' no modelo NK paraocaso N =4e K =2.
N = 4 genes compdem 0 genoma cada qual com um alelo A; que pode assumir os valores
0 ou 1. Para cada um dos 4 alelos um subgenoma é construido tomando o préprio gene
e K = 2 outros genes, aleatoriamente escolhidos entre os 3 genes restantes no genoma.
A cada subgenoma é atribuido um valor f; tomado aleatoriamente do intervalo (0,1].
O valor seletivo total F para o genoma é entdo igual a média dos N = 4 valores dos
subgenomas.

6.2.2 Catastrofe de erro

Aqui apresentamos alguns resultados que demonstram que o fenomeno da catastréfe de
erro nio é um evento exclusivo para o relevo de pico tinico. Na verdade, esta presente em
relevos reais de adaptacio como também em outros relevos oriundos de modelos tedricos
[88-90]. |

Em nossa dinamica estocastica aqui utilizada, seqiiéncias binarias sao otimizadas
com respeito s suas propriedades cinéticas por meio de um processo estocastico envol-
vendo sele¢ao e mutacdo. No processo de reprodugio uma fragao da populagao é escolhida
para produzir descendentes. Eles sdo escolhidos por meio de selecdo atribuindo maior pro-
babilidade de reproducéo aqueles individuos com maior valor de adaptacao. Assumimos
também que o processo de replicagdo est4 sujeito a falhas, ou seja, a seqiiéncia clonada

pode sofrer mutacdes. Supomos uma probabilidade de mutagdo por digito, u, uniforme

ao longo da seqiiéncia.
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Figura 6.11: Histograma da distribuicao da distancia de Hamming entre as seqiiéncias e
a seqiiéncia consenso da populagao. Para esta simulacdo temos populagao de tamanho
N = 5000, seqgiiéncias de tamanho L = 32, e pardmetro K = 8. A probabilidade de uma
mutagdo pontual é igual a: (a) u = 0.001, (b) v = 0.005, (c)u=0.01le(d) u=01

Na Figura 6.11 podemos visualizar a distribui¢ao da distancia de Hamming entre
as seqiléncias e a seqiiéncia consenso na populagao. A seqiiéncia consenso é definida como
a seqiiéncia dos simbolos que sdo predominantes em cada posi¢do. Em nossa simulagao
utilizamos uma populacdo de tamanho médio igual a N = 5000, seqiiéncias de compri-
mento L = 32 e valor de parametro K = 8. O nimero de geragoes para a realizagao
da medida é igual a t = 10000. Nessa Figura exibimos a distribuicdo de mutantes para
quatro valores distintos de u.

Na Figura 6.12 exibimos a evolu¢do temporal do valor adaptativo médio na popu-
lagdo para os casos mostrados na Figura 6.11. Dessa figura podemos observar claramente
trés regimes distintos. Na parte (a) da figura, onde u = 0.001, visualizamos que a grande
maioria das seqiiéncias compondo a populagio sdo idénticas a seqiiéncia consenso, sendo

esta também a dominante. Na parte (b), para valor de u = 0.005, observamos que mais
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Figura 6.12: Evoluc¢do do valor adaptativo médio da populagdo. Os pardmetros sao 0s
mesmos daqueles utilizados na Figura 6.11. A probabilidade de uma mutagdo pontual é
igual a: (a) u = 0.001, (b) u = 0.005, (c) u=0.01e (d) u=0.1

uma vez a maioria das seqiiéncias sdo iguais ou muito préximas a seqiiéncia consenso, €
a largura da distribuicao ¢ relativamente pequena. Neste regime, a informagéo genética ¢
conservada e a seqiiéncia consenso pode ser transmitida para geragoes futuras.

J& na parte (c) da mesma figura, observamos um outro regime, onde os elementos
da populagdo na grande maioria diferem da seqiiéncia consenso. Neste regime, a distri-
buicdo de mutantes em torno da seqiiéncia consenso desenvolve uma caminhada evolutiva
pelo espaco de genétipos. Podemos observar também que este regime é caracterizado por
um valor seletivo médio superior ao valor seletivo médio do espago de genétipos, que é
igual a 1/2 (ver Figura 6.12). Uma clara evidéncia de que a distribuigdo dos elementos
na populagio possui uma certa estrutura ou ordenamento.

Na parte (d), onde u = 0.1, obtemos uma distribuicao completamente desordena-

da das seqiiéncias no espaco de genétipos, ou seja, estas disseminam-se completamente e

a probabilidade de encontrar uma seqiiéncia em qualquer sitio nesse espago obedece uma
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distribuicdo uniforme, ou seja, iguala a 1 /2. Portanto, a concentracdo de mutantes dife-
rindo 4 digitos de uma dada seqiiéncia consenso, no limite N — 0o, éiguala y; = (f) 2%
Para uma populacdo finita o nimero de mutantes de uma dada classe 4, é aproximada-
mente dado por N; ~ (f)g; Neste caso, temos comportamento idéntico ao 6bservado
no regime estocastico do modelo de quase-espécie para a funcao seletiva de pico dnico.
Através da andlise da Figura 6.12 (d) vemos que o valor seletivo médio da populacao
é praticamente igual a 1/2. Indicando uma dispersao total da popula@_;éo no espago de
genotipos.

O limiar de erro para o relevo aqui discutido corresponde vao ponto onde o segundo
regime comeca a existir. Neste ponto a informacdo genética é perdida desde que uma
seqiiéncia consenso estavel ndo pode ser mantida na populacio, apesar da existéncia de
um certo ordenamento na distribui¢do dos mutantes.

Os resultados e comportamentos aqui verificados estendem-se para outros valores de

pardmetro K.

6.2.3 Velocidade de Adaptacao

Na Figura 6.13 exibimos exemplos tipicos para a evolugao temporal do valor adaptativo
de uma populagido. Mostramos o seu comportamento para vérios valores de parametro K
e de taxa de mutacao u.

Dessa. figura podemos verificar que a mﬁtagéo tem papel preponderante no pro-
cesso de otimizacao evoluciondria. Em particulaf, o aspecto mais interesse é a observagao
da velocidade de adaptacdo do sistema com a taxa de mutagao. Podemos identificar de
forma precisa que, a medida que incrementamos o valor da probabilidade de mutagao u,
existe um aumento dessa velociddde. Ou seja, cada vez mais rapidamente as seqiiéncias
conseguem encontrar maximos locais dentro do relevo de adaptagao de maior valor se-

letivo, e de forma mais eficiente. Entretanto, a partir de um certo valor critico, esse
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Figura 6.13: Evolucdo temporal do valor adaptativo médio da populagdo. Consideramos
seqiiéncias de tamanho L = 64. Os valores de K utilizados na simulagdo sdo: (a) K =
2, (d) K = 4, (c) K = 8e (d) K = 16. As cores denotam os diferentes valores da
probabilidade de mutacao por digito, e obedecem a seguinte correspondéncia: u = 0.00001
(vermelho), u = 0.0001 (azul), v = 0.001 (verde), v = 0.01 (marrom escuro), v = 0.1
(violeta).
comportamento se altera, e um maior incremento de u leva entao a uma redugao da efi-
ciéncia do processo. A razdo para isto, deve-se ao fato de que com o incremento de u
também reduzimos a possibilidade de fixagao da populacdo nesses 6timos locais. Um au-
mento ainda maior do valor de mutacdo leva a um total desordenamento da populagao
no espaco de gendtipos.

Este é um resultado interessante por salientar claramente a importancia da in-
teracao entre selecao natural e mutagido. O papel primordial da mutagdo é criar uma

diversidade de elementos de forma a proporcionar uma atuacdo continua e precisa da

selecao natural, resultando em uma otimizacao constante do sistema.



Capitulo 7

Conclusao

O uso de técnicas desenvolvidas na Mecénica Estatistica para investigar problemas em
outras areas da ciéncia tem sido cada vez mais constante. Problemas‘ com motivagao bi-
olégica, econdmica e mesmo sociais tém atraido a atencao dos fisicos, e isto tem colaborado
para o desenvolvimento dessas dreas como também para o aprimoramento das técnicas
desenvolvidas. O trabalho aqui realizado faz uso de diversas técnicas aplicadas em pro-
blemas em Fisica em geral. Como exemplo, citamos o uso da técnica de escalonamento de
tamanho finito, sistemas dindmicos, dinadmica estocastica e métodos de simulagao com-
putacional. O tema aqui proposto possui grande motivagdo bioldgica e para as teorias de
origem da vida. Mais precisamente, abordamos o problema da emergéncia de organizagao
e informacdo em sistemas pré-bidticos.

O estudo de modelos e mecanismos que garantam a coexisténcia de elementos dis-
tintos e a manutencao da informacao genética né processo evoluciondrio é de importancia
fundamental para a compreensao da evolugao dos organismos modérnos a partir do cenario
pré-biético. Nesse contexto, o trabalho de Manfred Eigen foi um dos precursores na des-
cricdo matemética de sistemas de moléculas auto-replicantes sujeitos aos processos de
selecdo natural e mutagdo. O modelo de quase-espécies de Eigen apresenta resultados
bastante intrigantes para as teorias de origem da vida. O mais relevante deles é a obser-

vagao de um limiar critico para a probabilidade de replicagdo exata de uma macromolécula,

136
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a partir da qual téda a informagio genética relevante é perdida. Esse fenomeno, conhe-
cido como limiar ou catdstrofe de erro, impde um limite méximo para o tamanho L ou
complexidade méxima das moléculas auto-replicantes.

A caracterizacdo completa da transicio de limiar de erro para va,lofes finitos
de I ainda nio havia sido realizada. De fato, similarmente a definicao de temperatura
critica para redes finitas, ndo had uma defini¢ao consensual para o limiar de. erro para
valores finitos de L. Contudo, o estudo dos desvios sisteméticos do comportamento critico
no limite de L — oo introduzidos por efeitos de tamanho finito, que sdo praticamente
independentes da definicao adotada, nos d4 informagao relevante sobre o comportamento
das propriedades macroscépicas préximo a regiao critica [37]. Assim, nesta tese realizamos
de forma pioneira o estudo dos efeitos de tamanho finito das moléculas préximo a transicao
de limiar de erro. Em particular, determinamos a largura da transigao, ou seja, o intervalo
de Q em torno de Q. onde as caracteristicas da transi¢ao persistem, onde Q. = 1/a é o
ponto de transicdo no limite de L — oo. Como esperado encontramos que a largura da
regido de transicdo tende a zero de acordo com L+ e, por meio do procedimento padrao
do colapso de dados [37], encontramos que v = 1, independentemente dos valores da
vantagem seletiva a. Analogamente & magnetizacao e susceptibilidade magnética definidos
para o problema de sistemas de spins, introduzimos a disténcia de Hamming normalizada
entre a seqiiéncia mestra e a populagdo como paradmetro de ordem do modelo, dada por
d=L1%% _ PYp,eo?=L? S (E- d)2 Yp é o desvio quadrético médio. Verificamos
que tanto d como o2 sao bem descritas por meio das equagées d(L,Q) = d((Q—Qc) L") e
o*(L,Q) = L ”a~2((Q ~Q.) L"), onde d e 02 sdo funcoes de escala, ou seja, independem
de L. Estimamos que a razio dos expoentes criticos y/v é igual a 1.96 independentemente
do valor de a, estando este resultado em 6tima concordancia com o resultado analitico

obtido por Galluccio (v = 1 e v = 2) por meio do mapeamento do modelo em um

problema de polimeros direcionados em um meio aleatério 35]. Da mesma forma que
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no caso de problemas combinatoriais [2], verificamos que o uso da técnica de escala de
tamanho finito é bastante efetivo para a caracterizagao da transicao de limiar de erro no
modelo de quase-espécies.

Outra situacdo de interesse em que a transigdo do limiar de erro nao é bem de-
finida é o regime de populagdo finita (isto é, N finito) mas o tamanho das seqiiéncias
é infinito. Essa versdo estocéstica do modelo de quase-espécies é estudada efn detalhes
no capitulo 3. Neste caso, consideramos apenas duas classes distintaé de seqiiéncias: a
primeira consistindo apenas de seqiiéncias mestras, de valor seletivo a; e a segunda consis-
tindo de todos os demais tipos, cujo valor seletivo é igual a 1. Como em nossa formulagao
consideramos seqiiéncias de tamanho infinito, L — oo, podemos desprezar as mutagoes
favorecendo a classe de seqiiéncias mestras (mutagdes reversas). O processo dindmico é
descrito por uma cadeia de Markov, onde cada estado possivel do sistema é caracterizado
pela varidvel n = 0,...,N , que d4 o nimero de seqiiéncias mestras na populagao. A
probabilidade de transicdo entre estados em geracdes consecutivas é dada pela matriz de
transicio T de acordo com a Equagdo (3.6). A dinamica considerada consiste de dois
passos independentes: no primeiro passo a selegdo natural atua, onde atribuimos maior
chance de reproducao Aqueles individuos mais aptos. No segundo passo, 0s individuos
que irdo compor a geracao futura sao submetidas ao ﬁrocesso de mutagdo. A evolucao
temporal do vetor distribuicdo de probabilidades P(t), onde cada elemento Fy(t) repre-
senta a probabilidade de encontramos n seqiiéncias mestras no instante ¢ na populacao,
é obtido através da relacdo de recorréncia P(t) = T'P(0). Escrevendo P(0) como uma
combinagéo linear dos autovetores de T, derivamos uma expressdo para o elemento Py(t),
que descreve a probabilidade de termos n = 0 seqiiéncias mestras na populagao como
funcdo dos autovalores da matriz de transicdo. Para tempos muito grandes (t = o0)o

comportamento de Py(t) é inteiramente governado pelo segundo autovalor dominante da

matriz (A1). No regime assintético, temos sempre como solugao Py(t) = 1. O tempo de
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relaxagdo, definido como o tempo necessirio para que o nimero de mestras se reduza
a 1/e de seu valor inicial é definido por 7 = 1 /A1. Verificamos que esse tempo carac-
terfstico é bem descrito por 7= NY2f, [(Q — Qc)N 1/2], onde f, é uma funcio de escala
dependente de @ mas independente de N. A transicio em nosso modelo € cénstatada
através da divergéncia de 7 em Q. = 1/a no limite N — oo. Sendo que a largura da
transi¢ao decresce de acordo com N —1/2_ A grande vantagem de nossa abordagem é que
néo utilizamos nenhuma. definicao arbitraria para o limiar de erro para populagées finitas.

Como alternativa ao modelo de quase-espécies e na tentativa de solucionar a crise
de informagao associada ao limiar de erro, o préprio Eigen [4,5] introduziu o modelo de
hiperciclos. Os hiperciclos sao cadeias cataliticas fechadas, ou ciclos cataliticos, onde cada
elemento auxilia, por meio de catlise, a replicagio do elemento imediatamente posterior
na organizacao ciclica. Embora diversos estudos tenham sido desenvolvidos, a grande mai-
oria lida somente com aspectos da coexisténcia dos elementos do hiperciclo. No capitulo
4, abordamos a questdo quase que inexplorada da propagagao de erro nos hiperciclos. Em
particular, estudamos analiticamente o regime de estado estaciondrio de uma rede com n
tipos distintos de segiiéncias, formando um hiperciclo assimétrico, e sua cauda de erro.
O hiperciclo é dito assimétrico pois assumimos a existéncia de uma seqiiéncia mestra que
possui uma, vantagem seletiva a com relagao aos outros elementos. Estudamos a dinamica
de hiperciclos de virios tamanhos, obtendo seus pontos fixos e realizando o estudo pa-
drdo de estabilidade. De posse desses dados, construimos o diagrama de fases no espago
de parametros do modelo, descrevendo a regiao de existéncia e estabilidade das solugoes
de estado estaciondrio. Diferentemente dos resultados para os hiperciclos simétricos, no
caso assimétrico cadeias cataliticas sdo estdveis dentro de regides delimitadas no espago
de parametros. O resultado mais interessante de sua investigacio é a observagdo de um

limiar de erro (Qy) para hiperciclos com n < 4, que torna-se menor que aquele verificado

no modelo de quase-espécies (1 = 1/a) para valores de constante cataliticas da ordem
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de a? (veja Eq. (4.63)).

Os modelos de compartimentalizagao tém sido estudados no contexto pré-bidtico
devido as conjecturas para o cenério evolutivo naquele periodo. No Capitulo 5, estudamos
a evolugdo da producdo de enzimas e os efeitos de sinergia utilizando idéias de éelegéo de
grupo para a evolucio do comportamento altruista. Usamos a formulagao de Wilson para
o modelo de demes estruturados, porém aqui, os valores seletivos dos individuos‘dependem
unicamente da composicdo interna da deme da qual fazem parte. Para ambos os modelos
investigados, obtemos os diagramas de fases delimitando as regides de estabilidade dos
pontos fixos. Interessantemente, obtemos regides delimitando urﬁ regime de coexisténcia
entre os elementos altruistas e ndo-altruistas dentro de um mesmo grupo, resultado ndo
obtido da an4lise de outros modelos considerados [60-62]. Verificamos que a introdugéo de
mutacio no sistema leva a mudangas qualitativas no estado estaciondrio. Em particular,
verificamos um limiar de erro a partir do qual nao é mais possivel realizar uma distingao
entre os regimes altruistas e nao-altruistas.

Por fim, no capitulo 6 apresentamos alguns resultados preliminares para relevos
de replicagio muito mais complexos do que os analisados anteriormente, dando énfase
ao papel da neutralidade e rugosidade dos relevos na evolugdo do sistema. Por meio de
um modelo tedrico simples, mostramos qué‘ mesmo paré valores seletivos superiores, uma
populacdo pode ser excluida por outra de menor valor seletivo dependendo do grau de
neutralidade da regido do relevo em que se encontram e também da taxa de mutagao
das seqiiéncias. Por meio de alguns resultados obtidos né. plataforma de vida artificial
Avida [78] mostramos o mesmo tipo de comportamento verificado na modelagem tedrica.
Descrevemos também o modelo NK de Kauffman que gera uma familia de relevos rugosos
cuja rugosidade pode ser controlada variando-se certos parametros de controle. Mostra-

mos que mesmo nesse tipo de relevo o fenémeno da catdstrofe de erro é também observado.

Entretanto, observamos trés regimes distintos de comportamento. O primeiro ¢ caracte-



7. Conclusao 141

rizado por um aglomerado ordenado de seqiiéncias em torno da seqiiéncia de consenso. A
partir de um certo valor de mutacao essa seqiiéncia consenso desloca-se constantemente
pelo espaco de gendtipos juntamente com uma distribui¢do de mutantes. Neste segundo
regime o sistema nao é mais capaz de passar para geragoes futuras a informagéo sobre a
seqiiéncia consenso na populacdo. No terceiro regime, que ocorre para valores elevados de
mutacio, existe um desordenamento total e a populagao é completamente espaihada pelo
espaco de genotipos. |

Como perspectivas futuras de trabalho, desejamos dar continuidade ao traba-
lho apresentado no capitulo 6. Em particular, queremos investigar as propriedades da
dinamica evolucionsria em relevos rugosos em geral, incluindo os relevos derivados de sis-
temas biolégicos, como também aqueles obtidos da teoria de vidros de spins. De grande
interesse é a determinacdo dos diferentes regimes de comportamento do sistema com a
taxa de mutacao das seqiiéncias. O resultado interessante de que a taxa de mutagao deter-
mina a performance do processo de otimizagao no modelo NK, nos estimula a analisarmos
sob que condicdes topoldgicas de relevos em geral esse resultado é sempre verificado. Su-
gerimos ainda, um estudo com relagao a introducdo da neutralidade nesses relevos e suas

conseqiiéncias no processo de otimizagdo de uma populagao.



Apéndice A |

Solucdo Analitica das Eqgs. do
modelo de quase-espécies |

No capitulo 2 apresentamos a seguinte forma para as equagdes diferenciais descrevendo a

evolugdo temporal das freqiiéncias relativas dos diversos tipos de individuos na populagao:
i(t) = Wi — E(®)] za(t) + ZWikiﬂk(t)- (A1)

ki

Devido ao fato que o termo E(t) é inerentemente nao-linear, essas equagbes podem ser

resolvidas por meio de aproximagdes correspondentes a teoria de perturbaééo de segunda

ordem.

Solugdes exatas também podem ser derivadas para estas equacoes [91,92]. Nés seguimos

aqui essencialmente o método de Jones et al. [92].

O termo nio-linear E(t) pode ser removido por meio da seguinte transformacio de va-

ridveis:
zi(t) = z(t)fr com f(t)=exp (/tE(T)dT), i=1,2,...,2%5 (A.2)
0

resultando no seguinte conjunto de equagdes diferenciais para as coordenadas z(t):
H(t) =Y Waz(t), (A.3)
k

onde a soma agora inclui também os termos diagonais. Percebemos da Equacdo (A.1)
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que, com o vinculo 3" zx(t) = 1, f(t) pode ser escrito como

£t) = (Z zk(w) . (A.4)

A solucdo das Egs. (A.3) seguem o procedimento padrao de dlgebra linear.
Consideremos cada varidvel z(t) como o i-ésimo componente de um vetor coluna z e
cada coeficiente de taxa Wi, como um elemento da matriz quadratica W. O sistema de

Equacdes (A.3) pode ser entdo escrito como

dz(t)
dt

— WZ(1). | (A5)

Dado que a matriz W é diagonalizdvel, o sistema de equagdes diferenciais pode ser desa-

coplado por meio da transformagao
2(t) = L{(t) e ((t) =L7'2(d), (A.6)

onde ((t) representa novamente um vetor coluna, e L, como também sua inversa $30

matrizes quadraticas. A combinagdo das eqs (A.5) e (A.6) nos da

[
= = LWL, (A7)

A matriz A = LYWL é diagonal como suposto anteriormente. Seus elementos sao
autovalores de W: X (k = 1,2,...). Os autovetores correspondentes 1 = {lix, lok, - - -}
sd0 as composicoes estaciondrias para ((t), que crescem em magnitude a uma taxa Ag.
Desde que os elementos nao-diagonais da matriz W sio estritamente positivos, o Teorema
de Frobenius se aplica. Entdo, o maior autovalor Apmes = Ao é né,o—degenerado. Sem perda

de generalidade, ordenamos os autovalores
)\0>/\12/\22)\32/\42"'. (AS)

O autovetor correspondente a \¢ é denominado de autovetor dominante l;. Todas as suas

componentes sdo estritamente positivos: li >0 (:=12,...). Os autovetores a esquerda

s30 dados pelas colunas da matriz inversa L.
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Para cada componente de {(t) obtemos uma solugao da forma
G(t) = Ck(0) exp(Axt)- (A.9)
Os autovalores A, da matriz W sdo solugdes para A da equagao de determinant.e
det(W — AI) =0, - (A.10)

onde det denota o determinante e I a matriz unitdria. A avaliagio da Equagdo (A.10)
resulta em um polinémio cujo grau é dado pelo nimero de varidveis de concentragao. De
forma a determinar os componentes dos autovetores a esquerda e a direita da matriz W,

iniciamos de

WL = LA (A.11)

LW =)L! ou W/(LY) =LA (A.12)

A linha denota a matriz transposta. Explicitamente em termos dos elementos de matriz,

L = {l;} e L~! = {hy;}, as duas equagdes sdo escritas como

> Wilik = lieh, (A.13)

J

> Wiihis = haidi: (A.14)
3 .

As solugdes explicitas z;(t) da Equagdo (A.3) sdo obtidas como superposigoes dos modos

normais individuais,

a(t) =Y lwceexp(Met), 1=1,2,.... (A.15)
k

As constantes ¢; podem ser obtidos das condigdes iniciais, 2;(0) = z;(0):

ey = E hrizi(0). (A.16)
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As solucdes explicitas para as variaveis de concentragio relativa z;(t) podem ser obtidas

das Equacdes (A.2) e (A.4):

> likck exp(Mt) - (A7)

zi(t) = > 2ok LikCr exp(Aet)’

A distribuicdo de seqiiéncias entao converge assintoticamente para o autovetor dominante,

1, da matriz W.



Apéndice B

Cslculo dos elementos da matriz M
de mutacao entre classes

Os elementos Mpg descrevem a probabilidade de mutagao de uma molécula de classe R
para uma molécula de classe P. Aqui Pe R correspondem ao nimero de 1's que compoem
a seqiiéncia, conforme nossa defini¢io de classes. Lembremos que g é a probabilidade de
replicacdo exata por digito. Vamos dividir a seqiiéncia em consideragio em dois grupos:
um composto pelos R 1's e o outro pelos (L—R) 0's. primeiramente vamos encontrar uma
expressiao para a probabilidade de mutagao dos digitos do primeiro grupo. Supondo que
dos R elementos deste grupo I sejam copiados corretamente € 0 restante sofra mutagao,

temos portanto
R . '
PIR = <I)q1(1 -— q)R_I (B.].)

que nos d4 a probabilidade desta situagao ocorrer. Consideremos agora os digitos perten-
centes ao segundo grupo. A probabilidade de que I " dos seus elementos (L — R) sejam

copiados erroneamente (isto é, mutem para 1's) é simplesmente

L—R\ ; g1 .
PII(L_R) = ( I’ )qL R-1 (1 —q)I (B2)

Afim de que a seqiiéncia resultante possua P 1's, devemos ter
I'+1=P. (B.3)

146
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Ambos os processos acima descritos ocorrem simultaneamente e de forma independente,

logo
I
*\(R\(L—-R\ | p_ -
Mpp = z (I) (P ~ I) qL p R+2I(1 _ q)P+R 21, (B4)
I=I ’

com I, = max(0, P+ R — L) e I, = min(P, R).



Apéndice C

Método das poténcias ou iteragao
vetorial |

C.1 O autovalor dominante e o autovetor associado
de uma matriz

Aqui consideramos o problema de autovalores para uma matriz diagonalizdvel e real A:
onde A possui n autovetores linearmente independentes X1, Xz, - ..,Xa € R™ Consideran-
do um vetor inicial arbitrario z° # 0 em R™, podemos realizar uma seqiiéncia de iteragoes

{z(")} de acordo com a regra

z%u—l)
L)
2z .= Az onde z7Y = 2 para v=12,.... (C.1)

z’(zu——l)

Supondo que os autovetores x; de A formam a base para R", z° pode ser escrito unica-

mente como uma combinagao linear dos x;:
n
. 0 __
i=1
onde ¢; # 0 para no minimo um valor de ¢. Assim, como Az; = \X; para cada i, obtemos

zW) = e Nxp + e Mxo + .. X, YV v =0,1,2,.... (C.3)
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No préximo passo queremos estudar os quocientes qf”) entre i-ésimos componentes de z

obtidos em iteragdes sucessivas z®) e z*7V:

v._ ZEV) B aNX1;+CoAgXo; + ..+ CnAZXn,i (C4)
e 2 N Iy oAy T Xe L A X ‘

Caso)
A tem um tnico autovalor dominante, |A;| > |[A2] > |As]... 2 | An| :

a) Se ¢; # 0 e z1; # 0 para algum i, entao

Az

) _
q'l, /\1+O( Al

) , ou seja, lim qf") = A (C.5)

v—>ro0

Desde que 7 ; # 0 para no minimo um ¢, desta forma pelo menos um dos quocientes

¢ tende a \;.

Para valores de v suficientemente grandes, qg") serd uma aproximagio para o maior

autovalor \; de A, denominado autovalor dominante de A. Assim,
¢~ Ay (C.6)

Na prética, iteramos a Eq. (C.1) até que Eq. (C.6) seja uniformemente valida
para todos os indices ¢ com z1; # 0. Para grandes valores de v, o vetor z®) é
aproximadamente paralelo a z;. Para v — oo temos
2"~ XNoexy e 2~ Az (C.7)
Se os autovetores x; tém comprimento unitdrio, entdo assintoticamente
7z

C.1.1 Célculo do segundo autovalor

Seja A; o autovalor de maior valor absoluto da matriz A e, x; o seu autovetor corres-

pondente. Supomos que seja possivel tornar a primeira componente de x; igual a 1, ou
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seja,

X1 = U3 . (Cg)

Uin

Se a' é a primeira linha da matriz A, podemos construir uma matriz

A1 =A— xlat, " (010)

onde A; é uma matriz do tipo:
0 0 0
a3 ag G, ‘
A]. = ) ’ ) . (C.ll)
Qpi Gy Gnn

Seja B a matriz de ordem n — 1, extraida da matriz A;, eliminando-se sua primeira linha
e também a primeira coluna. Assim:
! '
Qe Qg - - - Qgp

(C.12)

Agora pelo método das poténcias, calculamos o autovalor de maior valor absoluto da
matriz B. Seja )y esse autovalor e ug = (ugz,-- -, U2n)t seu autovetor correspondente.

Mostremos que:

. , t
(i) Az é autovalor de A, e z = (0,us, . .-, ug,)" seu autovetor correspondente.

(i) Ay é autovalor de A e X, = X; + ¢z, onde c = ’\2;2’\1, seu autovetor correspondente.
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Prova:

(i) Se Ay é autovalor de B, entdo, Ay é raiz do polindmio caracteristico de B, portanto,

|B — AI| = 0. Mas,

A 0 ... 0
! ! - A . al
A D =| 27 o ) |B- I =0 (C13)
a;’bl a‘:ﬂ a‘(nn - )‘2

Portanto, Ay é autovalor de A;. Ainda,

0 0 ... 0\ [0 0
Ag — ahy Ghy ... Qo up | Aoty + * + + + Go,U2n
12 = . . . . = .
\ a;u a;lz .o a;m \ Uon a’n2u22 +---+ a;muzn
(0 0 )
AgUao U2
= . = AZ ) = )\QZ. (C14)
\ /\2u2n U2n )
Portanto, z = (0, us2, . .. ,uzn)t é autovetor de A; associado ao autovalor A,.

(i) Mostremos que Axy = AoXa, X2 # 0.

1 0 1
U12 U22 T22
como X9 =1X;+CzZ= . +c . = ] (C.15)
Uln U2n Tan

Temos a primeira componente de uz = 1 logo u # 0.

Entao:

Ax, = A(x;+cz)=Axi+cz=Ax; +cAz=Mhx; tc¢ (A; +x;2") 2

)\2——/\1

= \X; +cAiz+ - x;a'z
a

= )\1X1 + C)\ZZ + /\2X1 — /\1X1 = /\2 le + CZl = /\2X2. (016)

Portanto, Ay é autovalor de A e x, seu autovetor correspondente .



Apéndice D

Andlise de estabilidade local de
pontos fixos

Dado um sistema de equagoes diferenciais
L=MNEK) i=12,...,n (D.1)

Devemos determinar todos os seus pontos de equilibrio ou pontos fixos resolvendo o con-
junto de equagdes algébricas resultante das condigdes € =0parai=1,...,n. Istorequer
que encontremos todos os conjuntos de & tal que A;(§ ,k) = 0. Isto por si 6, j4 é um
problema complexo se as fungbes A; sdo fungoes nio-lineares. Se nenhuma solucdo exata
pode ser encontrada, métodos numéricos devem ser empregados. Assumindo que podemos
encontrar um ponto fixo, gostarfamos de determinar aigo sobre sua natureza dinémica.
Ou seja, se encontramos um sistema natural préximo ou exatamente neste ponto, tenderia
ele a permanecer préximo ao equilibrio, ou se deslocaria para regioes distante deste ponto
de equilibrio? Em um sistema natural sempre haverd ﬂutuag(”)es nos nimeros da popu-
lacdo, desta forma nio podemos assumir que se o sistema é posto precisamente em um
dos pontos fixos, ele automaticamente permanecera neste ponto durante todo o tempo.
Embora, nao seja levada em consideragao essas flutuagées nas equagoes dindmicas, deve-

mos ter uma idéia de seus efeitos em sistemas que estdo préximo ao equilibrio por meio

de teoria de pertubacdo ou andlise de estabilidade local. Se as funcoes A; que governam
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5 dinamica do sistema sao supostas continuas, podemos usar uma expansio de Taylor de
primeira ordem préxima ao ponto fixo. Desta forma, devemos substituir o sistema origi-
nal de equagdes diferenciais nao-lineares por um sistema. de equagcdes lineares que possui
uma solucdo exata. Essas solugoes nos fornecem, na maioria dos casos, uma indica,gao do
comportamento da solu¢do nao-linear préximo ao ponto critico.

Seja &; o conjunto de valores em um ponto fixo, de forma que A,(f,) - 0. Entao,

para os valores de & préximos a &;, a seguinte espressao se aplica:

8A, _ _ 2 ’
B |, (-8 +0((-8)), (D.2)

&= M6+ Z

onde o simbolo O ((& — &) 2) indica termos da ordem ou maior que (€ —&)?. Se o ponto &;
é préximo o suficiente de E,-, esperamos que estes termos sejam suficientemente pequenos
em comparacio com o termo linear, de forma que podemos despreza-los.

Agora definimos a varigvel z; = & — & para ¢ = 1,...,n. Entao, desde que as
coordenadas do ponto fixo sdo constantes, z; = £&. Também definimos a matriz B, ou

Jacobiano, com elementos

OA; A;
Bij = = = : . (D3)
0&; |e=¢, 0z; | =0
Como por definigdo de um ponto fixo, Ai(€) = 0, a Equagdo (D.2) torna-se
=Y Byz+O(). (D.4)
j .
Se ignoramos termos de ordem superior, podemos escrever esta equagao como
z = Bz. (D.5)

Este é um sistema linear de equacdes diferenciais que pode ser resolvido pela mesma
técnica utilizada para a solugdo do modelo de quase-espécies. Assumimos que B seja

diagonalizédvel, tal que podemos escrever

B=UQU!, (D.6)
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onde ) é a matriz diagonal cujos elementos {1; = w; sio os autovalores de B (que po-
dem, em geral, ser numeros complexos), e a i-ésima coluna de U € o autovetor de B

correspondente ao autovalor w;. Podemos escrever a Equacao (D.5) na forma
U 'z=Q(U'z). (D.7)
Introduzindo ¢ = U~'z, obtemos um sistema de equagoes diferenciais desacopladas
G = wili- h (D.8)
Cada uma dessas equacdes tem uma solucdo da forma
G = Aeit, (D.9)

onde A; é uma constante determinada pelas condigdes iniciais. A solugao para z; é entao
encontrada da relacao

z = Z UiiG;, , (D.10)
J

de forma que z; é uma combinagao linear de termos exponenciais. O comportamento dos
termos individuais z; como funcdo do tempo é assim determinado pelos autovalores da

matriz B. Ha trés casos a considerar:

1. Rw; < 0 (onde R denota a parte real de um nimero). Neste caso, o correspondente

(; decaira exponencialmente.
2. Rw; > 0. A magnitude do correspondente (; crescera exponencialmente.

3. Rw; = 0. Neste caso, Se Sw; # 0 (¥ denota parte imagindria de um nimero), ;

oscilard com amplitude constante.

Vemos portanto que, se todos os autovalores satisfazem a condigao Rw; < 0,

entdo todos os (; decairdo a zero, e assim também todos os z;. Neste caso, um pequeno
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deslocamento do ponto fixo sera atenuado no tempo e o sistema retornara ao ponto fixo.
Tal ponto fixo é denominado de ponto fixo assintoticamente estdvel.

Se qualquer um dos autovalores satisfaz a condi¢ao Rw; > 0, o correspondente (;
crescerd exponencialmente. Qualquer elemento z; que apresenta uma dependéﬁcia em (;
também aumentara. Portanto, qualquer pequeno distiirbio do ponto fixo com componente
na diregio de z; serd amplificado, e neste caso o ponto fixo é dito instdvel. |

E possivel para um ponto fixo possuir uma mistura dessas duaé propriedades. Se
alguns dos autovalores tém partes reais negativas, e outros partes reais positivas, entao é
possivel que alguns dos z; contenham apenas termos com exponenciais negativos, enquanto
outros tém no minimo um termo com exponencial positiva. Assim, se uma perturbagao
ocorre de tal forma que apenas um z; com termo exponencial negativo deve ser perturbado,
o sistema retornara ao equilibrio. Naturalmente, se qualquer um dos z; com exponenciais
positivas fosse perturbado, o distirbio cresceria e o sistema continuaria a se deslocar do
equilibrio. Um ponto com essa dupla propriedade é denominado ponto de sela. Para tal
propésito, pontos de sela sdo tidos quase como pontos totalmente instaveis, desde que é
praticamente impossivel que as flutuagdes aleatérias ocorram de forma seletiva, tal que
s6 excitem aqueles valores de z; contendo exponenciais negativas.

O terceiro caso referido acima, quéndo Rw; = O; infelizmente nos d4 muito pouca
informacao sobre o comportamento do ponto fixo associado. O comportamento oscilatdrio
do sistema linear em torno do ponto fixo ndo é geralmente espelhado no correspondente

sistema nao-linear.
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