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RESUMO

ALMEIDA, I. C. "Excitações de baixas energias em sistemas eletrônicos
correlacionados frustrados e desordenados. 2023. 114p. Tese (Doutorado em
Ciências) - Instituto de Física de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2023.

Materiais correlacionados apresentam uma enormidade de fases da matéria, estabilizadas
por uma competição não trivial entre interações e flutuações. Um ingrediente importante
para ser levado em conta em materiais reais é o desvio da periodicidade da rede, ou
desordem. Neste trabalho, investigaremos propriedades e fases emergentes na presença
da quebra da invariância translacional de cristais. Em particular, buscamos compreender
os efeitos da desordem em sistemas frustrados e fortemente correlacionados. Na primeira
parte desse trabalho, analisamos o efeito causado pela diluição de ligações e de sítios
em um isolante de Mott com interações antiferromagnéticas frustradas, especialmente
no que concerne à sobrevivência da ordem de longo alcance. Modelamos esse sistema
por meio de um modelo de Heisenberg antiferromagnético semiclássico, e constatamos
que qualquer diluição finita nas ligações e/ou nos sítios destrói, em virtude da textura
de spins não-trivial induzida, qualquer ordem de longo alcance em T = 0. Esse é um
resultado importante para o entendimento das propriedades de baixas temperaturas de
magnetos quase bidimensionais, como no caso dos materiais de van der Waals, e ilustra
que a presença de desordem e frustração leva a modelos efetivos não triviais. Na segunda
parte, construímos um modelo mínimo, o chamado modelo Kondo-Heisenberg de dois sítios,
para o semicondutor dopado Si:P (silício dopado com fósforo), no qual, nas vizinhanças
da transição metal-isolante, impurezas magnéticas localizadas coexistem com elétrons de
condução. A desordem, aqui, entra na posição aleatória das impurezas, que constituem a
rede efetiva na qual os elétrons irão saltar com um hopping exponencialmente suprimido
com a distância. Buscamos então analisar a competição entre o acoplamento Kondo, que
induz a uma blindagem das impurezas, abaixo de uma temperatura TK , pelo banho
eletrônico, e a interação antiferromagnética entre os momentos localizados, que tendem,
por meio dessa interação, a formar singletos. Nossos resultados demostram o aparecimento
de uma distribuição de temperaturas Kondo, P (TK), que é singular, P (TK) ∝ T−α

K , com
o expoente α < 1. Esse expoente é pouco dependente da transição metal isolante, mas
depende do acoplamento Kondo, bem como do acoplamento antiferromagnético entre
as impurezas. Mostramos que P (TK) torna-se menos singular na presença da interação
antiferromagnética, corrigindo uma patologia de teorias de sítio único. Contudo, nosso
modelo simples ainda não é capaz de reproduzir todos os resultados experimentais para
Si:P e, por isso, apontamos direções futuras que serão implementadas para avançarmos
neste importante problema.



Palavras-chave: Transição metal-isolante. Frustração. Desordem. Blindagem Kondo.
Semicondutores dopados.



ABSTRACT

ALMEIDA, I. C. Low energy excitations on frustrated disordered correlated
systems. 2023. 114p. Thesis (Doctor in Science) - Instituto de Física de São Carlos,
Universidade de São Paulo, São Carlos, 2023.

Correlated materials present an enormity of phases of matter, stabilized by a non-trivial
competition between interactions and fluctuations. An important ingredient to take into
account in real materials is the deviation of the lattice periodicity , or disorder. In this
work, we will investigate properties and emergent phases in the absence of the translational
invariance of crystals. In particular, we seek to understand the effects of disorder on
frustrated and strongly correlated systems. In the first part of this work, we analyze
the effects caused by the dilution of bonds and sites in a Mott insulator with frustrated
antiferromagnetic interactions, specially regarding the survival of long-range order. We
modeled this system using a semiclassical antiferromagnetic Heisenberg model, and found
that any finite dilution in the bonds and/or sites destroys, due to a induced non-trivial
spin texture, any long-range order at T = 0. This is an important result for understanding
the low temperature properties of quasi-two-dimensional magnets, as in the case of van
der Waals materials, and illustrates that the combined presence of disorder and frustration
leads to non-trivial effective models. In the second part, we build a minimal model, the
so-called two-site Kondo-Heisenberg model, for the Si:P doped semiconductor (phosphorus-
doped silicon), in which, in the vicinity of the metal-insulator transition, localized magnetic
impurities coexist with conduction electrons. The disorder here is due to the random
position of the impurities, which constitute the effective lattice in which the electrons will
hop with a hopping constant that is exponentially suppressed with distance. We then sought
to analyze the competition between the Kondo coupling, which induces a screening of the
impurities, below a temperature TK , by the electronic bath, and the antiferromagnetic
interaction between the localized moments, which tend, through this interaction, to form
singlets. Our results demonstrate the appearance of a Kondo temperature distribution,
P (TK), which is singular, P (TK) ∝ T−α

K , with exponent α < 1. This exponent depends
very little on the metal-insulator transition, but depends on the Kondo coupling, as well as
on the antiferromagnetic coupling between impurities. We show that P (TK) becomes less
singular in the presence of antiferromagnetic interaction, correcting a pathology of single-
site theories. However, our simple model is still not able to reproduce all the experimental
results for Si:P and, therefore, we point out future directions that will be implemented to
advance in this important problem.

Keywords: Metal-insulator transition. Disorder. Frustration. Kondo screening. Doped



semiconductors.
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1 INTRODUÇÃO

A física da matéria condensada é a disciplina que trata as propriedades térmicas,
elásticas, elétricas, magnéticas e óticas de sólidos e líquidos. É uma área que evoluiu
muito rápido ao longo da segunda metade do século XX, o que trouxe um grande número
de descobertas científicas e desenvolvimentos tecnológicos - dentre eles, a invenção do
transistor, que é o bloco fundamental de todos os dispositivos eletrônicos modernos (1). No
campo teórico poderíamos dizer que o objetivo da física da matéria condensada é explicar
o comportamento macroscópico dos materiais fundamentando-se em suas características
microscópicas. Para tal, é preciso olhar para os elétrons com especial atenção, pois
o comportamento coletivo dessas partículas define grande parte das propriedades dos
materiais. Os elétrons são partículas eletricamente carregadas, com carga negativa, e que,
portanto, interagem entre si fortemente por meio da interação de Coulomb. Dado este fato,
se torna bastante surpreendente que grande parte dos materiais possa ser bem explicada
por meio de uma teoria de elétrons não-interagentes. Esse feliz paradoxo foi desnovelado
de modo mais rigoroso por Lév Landau, com sua teoria dos líquidos de Fermi (2,3), que
demonstra que existe uma correspondência de um para um entre os estados de um sistema
de elétrons não-interagentes e os estados de um sistema de elétrons interagentes - o que
ocorre é que as propriedades do elétron são renormalizadas pelas interações, o que dá
origem, para todos os efeitos, a uma quasipartícula fermiônica de massa diferente da
original e meia-vida muito grande. Dentro do contexto dessas teorias que possuem bijeção
com uma teoria não-interagente, a diferenciação (T = 0) entre metais e isolantes depende
apenas da quantidade de elétrons que temos dentro de cada célula unitária: se esse número
for par, o material é isolante. Se for ímpar, se trata de um metal (4).

Embora o sucesso dessas teorias tenha sido estrondoso, existem materiais que
apresentam comportamentos que não são típicos de um líquido de Fermi. Alguns materiais
possuem, por exemplo, orbitais tipo ff ou dd na banda de valência. Esses orbitais são
estreitos, de modo que, em geral, a interação de Coulomb entre os elétrons que lá estão é
muito grande, mesmo levando efeitos de blindagem em conta. De modo geral, a teoria de
líquidos de Fermi deixa de valer quando a escala energética da interação de Coulomb é maior
do que a escala da energia cinética - esses são os materiais que chamamos de “fortemente
correlacionados”. Desse modo, materiais que seriam metálicos segundo o paradigma de
elétrons não-interagentes se demonstram, na verdade, isolantes: cada elétron se mantém
localizado em um único orbital, temendo o grande custo energético que seria inevitável
diante do enfiar-se em um apertado orbital em companhia de outro elétron. Esses são
os chamados isolantes de Mott (5), que, em geral, possuem características magnéticas
não-triviais - isso se dá porque eles tem um número ímpar de elétrons por célula unitária.
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Além disso, existem materiais que não possuem periodicidade perfeita, o que faz com que
os elétrons sofram com interferência destrutiva, sendo incapazes de percolar a rede - são
os chamados isolantes de Anderson (6). A esses dois efeitos, somam-se vários outros
efeitos exóticos que podem ser causados por inomogeneidades ou correlações de Coulomb
fortes: supercondutividade não-convencional (7), efeito Hall quântico (8,9), líquidos de spin
(10), separação spin-carga (11), férmions pesados (que podem apresentar comportamento
tipo líquido de Fermi ou não, com uma transição entre os regimes) (12–17), etc. Esses
efeitos são fortemente não-triviais e explicações teóricas abrangentes ainda são escassas -
motivados então pela física dos isolantes de Mott e pelos efeitos produzidos pela desordem
e por inomogeneidades, produzimos esta tese de doutorado, que busca contribuir com este
antigo empreendimento.

Nesse nosso trabalho, buscamos compreender os efeitos da desordem (inomoge-
neidades, em geral) em sistemas fortemente correlacionados. Depois de realizarmos uma
introdução teórica no Capítulo 2, analisaremos, no Capítulo 3, o efeito da desordem em um
isolante de Mott que contém correlações antiferromagnéticas frustradas, especialmente no
que se refere a sobrevivência do ordenamento magnético. Por fim, no Capítulo 4, analisare-
mos a física de um semicondutor dopado (Si:P) no regime de sua transição metal-isolante
de Mott desordenada, buscando analisar a competição entre um efeito conhecido como
blindagem Kondo (que se refere a interação entre elétrons de condução e momentos
magnéticos localizados) e o antiferromagnetismo advindo das correlações. Por fim, no
Capítulo 5, passamos às conclusões, sem deixar de delinear perspectivas futuras.
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2 A FÍSICA DAS CORRELACOES E DA DESORDEM

2.1 Desordem

Em um sólido cristalino, podemos definir o conceito de estrutura cristalina, que
caracteriza o arranjo ordenado seguido pelos seus átomos, moléculas ou íons. Esse arranjo
é definido com base na chamada célula unitária, que é o menor grupo de sítios que
possui a estrutura que se repete ao longo do sólido. Em virtude dessa simetria, outras
quantidades também poderão ser determinadas por aquelas relativas a célula unitária,
como a energia que um elétron ganha ou perde ao entrar em um dado sítio ou a energia
que ele ganha ao saltar de um sítio para o outro. Dado isso, podemos definir o conceito de
desordem, que é tudo aquilo que quebra essa periodicidade, esse padrão de repetição,
dando a uma porcentagem finita de pontos da rede uma propriedade diferente daquela que
deveria se dar se a periodicidade fosse perfeita. Em maior ou menor escala, isso sempre
acontece na natureza. Nessa seção, argumentaremos que a desordem pode, mesmo na
ausência de interações de Coulomb, induzir um comportamento isolante em um material
que seria metálico em uma situação de periodicidade perfeita - isso é o que chamamos
Isolante de Anderson. (18).

2.1.1 Modelo Tight-Binding homogêneo - teoria de bandas

Para compreender o efeito causado pela desordem, analisaremos primeiro um
modelo de elétrons não-interagentes que saltam por uma rede cristalina: o chamado modelo
tight-binding

H =
∑
⟨ij⟩σ

−tijc†
iσcjσ + h.c, (2.1)

onde c†
iα (ciα) cria (destrói) um elétron de spin σ =↑, ↓ no sítio i, h.c expressa o hermitiano

conjugado e tij é a integral de hopping, grandeza que determina a energia ganha no processo
de transferência de um elétron de um sítio i para um sítio j. Tomemos o espaçamento de
rede a = 1. No presente exemplo, consideramos uma rede quadrada (Fig. 1) com apenas
um sítio por célula unitária, na qual o hopping se dá apenas entre primeiros vizinhos

tij =

t, se i e j primeiros vizinhos,

0 caso contrário,
(2.2)

fato expresso pelo símbolo ⟨ij⟩ . Para diagonalizar esse sistema e calcular seu espectro,
passamos do espaço real para o espaço de momentos usando, para tal, uma expansão de
Fourier em ondas planas

c†
iσ = 1√

L

∑
k∈1ªZB

e−ik·ric†
kσ. (2.3)
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Figura 1 – a) Modelo Tight-Binding na rede quadrada com hopping entre primeiros vizi-
nhos. b) Dispersão do modelo Tight-Binding na rede quadrada.

Fonte: Elaborada pelo autor

Para definir os valores de k, consideramos que nossa rede tem N = L× L sítios,
em que L é o tamanho linear, e impomos sobre ela condições periódicas de contorno.

c†
j+L,σ = 1√

L

∑
k∈1ªZB

e−ik·rie−ik·L = c†
jσ,

e−ikL = 1 ⇐⇒ k = 2π
L
n com n = 0,±1 · · · ,±

(
L

2 − 1
)

,±L/2. (2.4)

Esses valores de k definem a chamada primeira zona de Brillouin (1ª ZB). Em um
sistema periódico, podemos descrever a física do sistema todo descrevendo o comportamento
do sistema nessa região. Com isso, escrevemos o Hamiltoniano

H =
∑
kσ

ϵkc
†
kσckσ, (2.5)

com o espectro ϵk de energias

ϵk = −t
(
eikx + e−ikx + eiky + e−iky

)
= −2t (cos (kx) + cos (ky)) . (2.6)

Como temos L possíveis valores de kx e L possíveis valores de ky, temos L2 = N possíveis
valores de energia. O conjunto desses valores (que se torna contínuo quando tomamos
o limite termodinâmico de L → ∞) é o que chamamos de bandas∗. Pelo princípio da
exclusão de Pauli, não podemos ter dois elétrons de mesmo spin num mesmo estado -
dessa forma, a banda pode comportar até 2N elétrons: N com spin (↑) e N com spin (↓).

Dentro do paradigma da teoria de bandas, é isso que define o comportamento
metálico ou isolante de um material em T = 0. Em temperatura nula, a energia até a qual
temos estados ocupados, é chamada energia de Fermi, expressa pela sigla EF . Na Fig.
2a), EF se encontra dentro da banda, o que se traduz em um preenchimento parcial dela -
∗ São como que uma generalização dos níveis discretos que aparecem no espectro de uma única

partícula quântica sob ação de um potencial
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é o que chamamos de metal. Na Fig. 2b), vemos um isolante, no qual temos uma banda
completamente preenchida.

Na Fig. 2c), vemos a densidade de estados da rede quadrada. A densidade de
estados expressa a quantidade de níveis de energia que temos, em um dado sistema,
por unidade de frequência. No caso da rede quadrada, existe uma forma analítica para
essa densidade de estados: a saber: ρ (ϵ/t) = 2Θ(D−|ϵ/t|)

π2D
K
(√

1 − ϵ2

D2

)
, onde K é uma

função elíptica completa de primeiro tipo. Como a rede quadrada é bipartida e temos
hopping apenas entre primeiros vizinhos, temos a chamada simetria partícula-buraco
(ρ (ϵ) = ρ (−ϵ) com − 4t < ϵ < 4t). Essa é uma assinatura de sistemas não-frustrados,
como veremos ao longo deste trabalho.

Figura 2 – Diferença entre metais e isolantes dentro do paradigiam de teoria de bandas
(a,b) e densidade de estados na rede quadrada (c)

Fonte: Elaborada pelo autor

Podemos generalizar os conceitos desenvolvidos anteriormente para materiais reais,
que possuem, em geral, várias bandas, que são subsequentemente preenchidas com os
elétrons que se encontram no material. A última banda que contém elétrons é chamada
banda de valência. Consideraremos, por simplicidade, que exista uma diferença (gap)
de energia entre o nível mais energético da banda de valência e o nível menos energético
da banda imediatamente superior, a banda de condução, que se encontra vazia. Se essa
banda de valência possuir 2N elétrons, o material é isolante. Senão, o material é condutor.

Em temperatura finita, alguns nuances devem ser adicionados: os sistemas de
banda totalmente preenchida, isolantes em temperatura nula, se dividem em isolantes
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e semicondutores com base no tamanho do gap. Se ele for da ordem de kBT ou menor
(sendo T a temperatura ambiente), o sistema é semicondutor: as flutuações térmicas são
capazes de produzir uma condutividade relevante. Se o gap for muito maior do que kBT ,
o sistema é isolante.

2.1.2 Localização de Anderson

A localização de Anderson é uma manifestação extrema do caráter ondulatório
do elétron e está por trás do comportamento isolante em sistemas desordenados. Para
compreender este mecanismo, consideramos novamente o modelo Tight-Binding

H =
∑

i

ϵic
†
ici − t

∑
⟨ij⟩

(
c†

icj + c†
jci

)
, (2.7)

onde, por simplicidade, os graus de liberdade de spin foram omitidos. Entretanto, neste
modelo, as energias ϵi são distribuídas aleatoriamente de acordo com uma distribuição P (ϵi)
uniforme, gerando um desvio no potencial periódico “visto” pelos elétrons. Assumimos
que essas energias não possuem correlação entre si, ou seja, ⟨ϵiϵj⟩ = W 2δij, onde W é a
largura da distribuição e ⟨· · · ⟩ denota média sobre as configurações de desordem.

No limite W = 0, temos o modelo Tight-binding convencional, cujos autoestados
são estendidos e periódicos (estados de Bloch) (4). Já no limite t → 0, os sítios não mais
conversam entre si, o que dá origem a funções de onda localizadas ao redor de cada sítio
(estados de Wannier) (19). Para ligar os dois limites, podemos fazer uso de uma teoria de
perturbação em primeira ordem nestes estados localizados, considerando t/W finito, mas
pequeno. A correção para a função de onda localizada em um sítio i pode ser encontrada
via teoria de perturbação,

|i⟩ = |i⟩ +
∑

j

t

ϵi − ϵj

|j⟩ . (2.8)

O valor típico absoluto da diferença entre ϵi e ϵj é W ≫ t, o que faz com que a correção
seja muito pequena. Isso mostra que os autoestados são localizados mesmo para t pequeno,
mas finito. Como temos estados estendidos no limite complementar de t ≫ W , é forçoso
que haja uma transição metal-isolante induzida pela desordem: a chamada localização de
Anderson†. Ora, a densidade de estados ρ (ϵi) muda suavemente ao longo desse processo:
para W = 0, ρ (ϵ) é como o mostrado na Fig. 2c, e para t = 0, a densidade de estados é
uniforme: ρ (ω) = P (ω). Isso faz com que o isolante de Anderson seja um isolante sem
gap. Entretanto, a densidade de estados local,

ρi (ω) =
∑

ν

|ψν (i)| δ (Eν − ω) , (2.9)

† É importante notar que essa transição pode acontecer em concentrações infinitesimais de
desordem: é o que se observa no caso unidimensional, por exemplo.
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se anula. Pela regra de ouro de Fermi, temos τ−1
i ∝ t2ρi (ω), sendo τi o tempo que um

elétron qualquer demora para chegar em um sítio i partindo de um de seus vizinhos. Como
ρi (ω) é nulo, τ−1

i = 0 e τi → ∞, o que expressa localização.

Uma derivação mais rigorosa dessa transição que demonstre o papel da interferência
destrutiva exige um aprofundamento (20) que se encontra para além do escopo deste
trabalho.

2.2 Correlações: modelo de Hubbard

Em sistemas onde a interação de Coulomb é muito forte (de ordem de grandeza
comparável a da energia cinética), precisamos levar em conta essa interação de modo
explícito. Esses materiais são aqueles que chamamos de fortemente correlacionados
(21, 22). O mais simples dos modelos de rede que leva essas interações em conta é o
chamado modelo de Hubbard (23–25), que adiciona ao modelo Tight-binding um termo
de interação de Coulomb entre elétrons de um mesmo sítio

H = −
∑
ijσ

tijc
†
iσcjσ + U

∑
i

c†
i↑ci↑c

†
i↓ci↓, (2.10)

onde U expressa a interação de Coulomb ((Fig. 3a). Este modelo possui física muito rica,
mas só pode, em geral, ser tratado via métodos aproximativos . Nas subseções seguintes,
partiremos deste modelo para explicar a transição de Mott (transição metal-isolante
induzida pela interação de Coulomb) e a emergência dos termos de troca direta, que
induzem interações antiferromagnéticas no isolante de Mott.

Antes de começarmos, definamos, então, o termo correlação. Este termo expressa
o fato de que o valor esperado de um produto de operadores bilineares fermiônicos A e
B (função de correlação) é, em geral, diferente do produto dos valores esperados desses
operadores tomados separadamente (26),

⟨AB⟩ = ⟨A⟩ ⟨B⟩ + correlações. (2.11)

Isso implica que as correlações descrevem efeitos que transcendem o que pode ser explicado
por aproximações obtidas via fatoração das funções de correlação. No nosso caso específico,
dizemos que é fortemente correlacionado um sistema no qual não é possível aproximar a
interação entre duas partículas por meio de uma correção em um potencial que atue em cada
partícula separadamente. Os termos quárticos que expressam a interação elétron-elétron
devem ser tratados com mais cuidado.

2.2.1 Transição de Mott

Dado o modelo de Hubbard, suponhamos um sistema em semipreenchimento,
ou seja, com um elétron por sítio. Se tomarmos o chamado limite atômico (U ≫ t), nosso
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Hamiltoniano se reduz a
H ≈ U

∑
i

ni↑ni↓, (2.12)

onde niσ = c†
iσciσ é o operador número. Esse Hamiltoniano é diagonal no espaço das

posições: o sólido é composto de uma coleção de sítios independentes. Como o custo
energético de se colocar dois elétrons em um mesmo sítio é muito alto, teremos um elétron
solitário em cada um desses sítios - não haverá sítios vazios ou duplamente ocupados. Este
é patentemente um estado isolante com um gap de carga U .

No outro limite (t ≫ U), é a interação de Coulomb que se torna irrelevante perante
a energia ganha no hopping - voltamos à solução do modelo Tight-binding, diagonalizável
no espaço de momentos, o que implica total delocalização no espaço das posições e,
portanto, comportamento metálico. Deste modo, o modelo de Hubbard expressa tanto
comportamento metálico quanto isolante, implicando a existência de uma transição metal-
isolante para um dado valor crítico de U/t. Em materiais reais, se consegue variar o
parâmetro U/t variando a pressão (e consequentemente, t ) que é aplicada sobre o material,
por exemplo.

Mas como se dá essa mudança tão radical no comportamento do elétron, que
de itinerante passa a ser localizado? Eis a famosa transição de Mott, que ocorre em
materiais muito diferentes entre si, mas que compartilham uma mesma característica:
a interação de Coulomb é relevante - a energia cinética e as correlações competem de
modo tal que nenhuma delas pode ser deixada de lado em uma análise completa desta
situação. Nas vizinhanças dessa transição, tais sólidos apresentam propriedades ópticas e
elétricas anômalas, incompatíveis com qualquer descrição em termos da teoria de bandas.
Uma descrição de tal transição passa necessariamente pela descrição de como a função
espectral varia com a razão U/t ou, de modo mais geral, U/D, com D sendo a largura da
banda. Nos casos extremos, isso é bem claro: no limite metálico, a função espectral lembra
àquela da teoria de bandas - quando usamos uma abordagem que parte deste limite para
visualizar a transição, como a de Brinkmann-Rice (27, 28), observamos que essa banda
(cujo pico, no caso interagente, é chamado de pico de quasipartícula) se torna mais e mais
estreita, até desaparecer na transição . No caso isolante, formam-se as chamadas bandas
de Hubbard, cujos picos são separados por um gap igual a U - é esse o gap que impede
que correntes sejam conduzidas nesta fase (23).

No metal, com U > 0, emerge uma estrutura de três picos (Fig 3b). O pico de
quasipartícula se torna cada vez mais estreito. O peso espectral “perdido” é ganho pelas
bandas de Hubbard emergentes, que se separam totalmente do pico de quasipartícula.
Quando o pico de quasipartícula vai a zero (Fig. 3b ), o gap entre as duas bandas de Hubbard
é igual a U : nesse momento, ocorre a transição metal-isolante. Essa estrutura de três picos
foi descoberto por meio de um dos métodos mais importantes dentre aqueles aplicáveis a
sistemas fortemente correlacionados: a teoria dinâmica de campo médio(DMFT). Esse
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método permite o mapeamento do modelo de Hubbard em um modelo mais simples, o
modelo de uma impureza de Anderson, acrescido de um laço de autoconsistência (29,30).

Uma característica interessante dos isolantes de Mott é que existem flutuações de
spin - apenas flutuações de carga são proibidas. Isso permite que, em materiais de Mott,
emerjam fases magnéticas não-triviais, como antiferromagnetos, estados com ordem de
listras, vidros de spin (na presença de desordem), etc.

Figura 3 – a) Representação pictórica do modelo de Hubbard, b) DOS, obtida via DMFT,
do modelo de Hubbard como função de U/D. (29).

Fonte: a) Elaborada pelo autor ; b) KOTLIAR; VOLLHARDT. (29).

2.2.2 Limite de U ≫ t: antiferromagnetismo

No caso de semipreenchimento, para U → ∞, o modelo de Hubbard prevê um
isolante de Mott: os elétrons se tornam localizados. Entretanto, isso leva a uma degeneres-
cência massiva nos graus de liberdade de spin, que se comportam como momentos locais
livres. Nesse cenário, o sistema apresentaria uma entropia finita mesmo no limite T → 0,
o que é uma violação explícita da terceira lei da termodinâmica: S/N = kB ln (2) com
T → 0.

Para levantar essa degenerescência, devemos considerar o caso em que U é muito
maior que t, mas não infinito. Nesse caso, o termo de hopping pode promover flutuações
de carga. Levando em conta tais flutuações via teoria de perturbação, podemos construir
um Hamiltoniano efetivo, que possui a seguinte forma:

H(2) = J
∑
⟨ij⟩

Si · Sj, (2.13)
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com

J = 4t2/U > 0. (2.14)

Esse é o famoso Hamiltoniano de Heisenberg, o mais paradigmático modelo de spins. Nesse
modelo efetivo, cada elétron está localizado em um sítio, como no estado fundamental do
modelo de Hubbard com U → ∞. Entretanto, as flutuações de carga promovidas pelo
termo de hopping promovem uma interação antiferromagnética por meio de um mecanismo
chamado de troca direta ou troca cinética (Fig. 4a). Um elétron de spin σ que se encontra
em dado sítio não pode, devido ao princípio de Pauli, saltar para um sítio vizinho que
possua um elétron de mesmo spin que ele. Entretanto, se o spin do elétron vizinho for −σ,
é possível fazer um hopping virtual, no qual ele salta virtualmente para o sítio vizinho
(ganhando uma energia E ∝ 4t2/U) e volta para seu sítio de origem. Como esse processo
virtual só é possível se σi = −σj (i e j vizinhos), a interação é antiferromagnética. Essa
interação spin-spin tem, portanto, origem Coulombiana e nada tem a ver com interações
do tipo dipolo-dipolo, muito mais fracas (estas são relevantes apenas em T ≤ 1 K). Vários
óxidos de transição são isolantes de Mott 3D (MnO, NiO, La2CuO4,...) e apresentam
ordem de Néel de longo alcance (Fig. 4b), o que demonstra que o modelo de Hubbard
também pode explicar a física que emerge nestes materiais.

Em geral, isolantes de Mott em baixas temperaturas sempre apresentam essa
interação antiferromagnética entre sítios vizinhos. Em um cenário dado pela Eq. 2.13,
podemos levar em conta explicitamente as interações magnéticas presentes em um isolante
de Mott, com a contrapartida de não podermos entender o que ocorre nas vizinhanças
da transição de Mott (e muito menos o que acontece no lado metálico). De certo modo,
essa teoria de perturbação para U ≫ t é complementar a um formalismo tal como aquele
descrito na Sec. 2.2.1.

Figura 4 – Na figura a), temos uma representação pictórica do mecanismo de troca direta
ou cinética. Na figura b), vemos a chamada ordem de Néel na rede quadrada,
estado fundamental do modelo de Heisenberg antiferromagnético.

Fonte: Elaborada pelo autor.



27

2.3 Correlações: o modelo de uma impureza de Anderson e o modelo Kondo

Uma outra classe de sistemas, não totalmente disjunta da explanada nas seções
anteriores, envolve a física que emerge do contato de um mar de elétrons (líquido de Fermi)
com impurezas magnéticas localizadas. Esse tipo de interação está por trás de muitos
fenômenos peculiares - dentre eles, destacam-se os chamados compostos de férmions pesados,
nos quais os férmions portadores de carga (elétrons “vestidos” pelas interações) podem
apresentar massa mais de mil vezes maior do que a massa do elétron (12, 16, 22). Esses
materiais muitas vezes também podem apresentar supercondutividade não-convencional
(13), comportamento metálico não-líquido de Fermi (15, 17, 31) e criticalidade quântica
(14): por isso, esse tipo de sistema tem atraído atenção década após década.

Um excelente ponto de partida é o problema de apenas uma impureza. Na década
de 1960, um fato experimental (32) chamou atenção: a inserção de impurezas magnéticas
em um metal nem sempre resultava na formação de momentos magnéticos localizados. A
inserção de átomos de ferro em uma matriz de nióbio não gerava momentos magnéticos. Se,
entretanto, essas impurezas fossem inseridas em um liga de nióbio e molibdênio (com mais
de 40% de molibidênio), momentos magnéticos localizados se formavam - isso, inclusive,
estava ligado à emergência de um mínimo na resistividade elétrica (33).

Para explicar a formação de momentos, P. Anderson (34) se utilizou do conceito
de “estados ligados virtuais” (35) e da proposição de que a interação de Coulomb poderia
explicar o comportamento isolante de certos materiais em semipreenchimento (36,37) para
criar um modelo explicativo, o famoso modelo de Anderson de uma impureza (20),

H =
∑
k,σ

ϵkc
†
kσckσ +

∑
σ

Eff
†
σfσ +

∑
kσ

[
Vkc

†
kσfσ + V ⋆

k f
†
σckσ

]
+ Uf †

↑f↑f
†
↓f↓, (2.15)

onde f †
σ (fσ) são operadores que criam (destroem) elétrons de spin σ na impureza localizada,

enquanto os operadores c†
kσ (ckσ) são operadores eletrônicos usuais, que criam (destroem)

elétrons de momento k e spin σ na banda relativa ao mar de elétrons. O primeiro termo é,
portanto, um termo Tight-binding convencional, escrito na base dos momentos e, portanto,
já diagonal. O segundo termo expressa a energia dos elétrons localizados: Ef é, em geral,
negativo. O terceiro termo se refere à hibridização - ele dita a física que emerge da troca
de elétrons entre o mar de condução e a impureza. Naturalmente, a grandeza Vk se refere a
um elemento de matriz do potencial iônico entre um estado livre e o estado localizado (22)

Vk = ⟨k|Vion |f⟩ =
∫
d3re−ik·rVion (r)ψf (r) . (2.16)

Por fim, o quarto termo é semelhante ao termo de Hubbard e se refere a interação de
Coulomb: se dois elétrons estiverem dentro da impureza, uma energia U deve ser paga.
Grosso modo, a competição entre o termo de hibrização e o termo de Coulomb é que dita
a formação ou não de momentos magnéticos localizados - a hibridização desfavorece sua
formação, enquanto a interação de Coulomb a favorece.
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É importante notar que o modelo de Hubbard (para número de coordenação infinito
(38)) pode ser mapeado no modelo de Anderson sob condições de autoconsistência (39). É
essa relação que se encontra por trás da teoria dinâmica de campo médio (DMFT) (30).
Utilizaremos uma versão simples dessas ideias no Cap. 4, abrindo mão da auto-consistência.

Agora, falaremos do limite atômico: U → ∞ e Vk → 0 ∀ k: um íon isolado.

2.3.1 Limite atômico e a física dos momentos localizados

A física de um íon isolado, descrita por

Hat =
∑

σ

Eff
†
σfσ + Uf †

↑f↑f
†
↓f↓, (2.17)

é o coração do mecanismo de formação de momentos localizados (22). Esse sistema tem
quatro estados possíveis

|2⟩ E (2) = 2Ef + U

|0⟩ E (0) = 0

 não-magnético

|σ⟩ com σ =↑, ↓ E (σ) = Ef magnético, (2.18)

O custo de adicionar ou remover um elétron do estado magnético pode ser calculado
subtraindo E (2) ou E (0) de E (σ). Adicionar um elétron promove um ∆E = U + Ef ,
enquanto remover um elétron, ∆E = −Ef . Deste modo, podemos escrever ∆E como

∆E = U

2 ±
(
Ef + U

2

)
. (2.19)

Essa variação de energia será positiva se
U

2 > |Ef + U/2| , (2.20)

ou seja, se essa condição for satisfeita, um estado magnético (um spin ↑ ou ↓) será
selecionado como estado fundamental em detrimento dos estados não-magnéticos. Isso
demonstra que a formação de momentos localizados está estreitamente ligada à interação
de Coulomb U . Já as correlações entre este momento magnético e um banho de elétrons é
que darão origem ao chamado efeito Kondo.

A presença de momentos localizados produz assinaturas muito características. Em
particular, a susceptibilidade magnética χ ∝ 1/T em altas temperaturas: tal comporta-
mento é o que chamamos de lei de Curie. Essa susceptibilidade dependente do inverso da
temperatura é a mais marcante das assinaturas experimentais da presença de momentos
localizados.

2.3.2 Teoria de campo médio - o efeito da hibridização na formação de momentos locais

No modelo de Anderson (Eq. 2.15), as correlações e a hibridização competem. Para
compreender qual é o efeito da hibridização na formação dos momentos locais, Anderson
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(40) aplicou a teoria de campo médio de Hartree no termo quártico do Hamiltoniano de
Anderson, desacoplando os operadores número

Uf †
↑f↑f

†
↓f↓ → Uf †

↑f↑
〈
f †

↓f↓
〉

+ U
〈
f †

↑f↑
〉
f †

↓f↓ − U
〈
f †

↑f↑
〉 〈
f †

↓f↓
〉
. (2.21)

Dado isso, é possível perceber que o efeito das interações é promover uma mudança no
nível de energia da impureza, Ef , introduzindo nele uma dependência com o spin,

Ef → Efσ = Ef + U ⟨nf,−σ⟩ , (2.22)

no espírito mesmo da aproximação de Hartree-Fock. Consideremos que a impureza se
encontra em um sítio indexado por a. Podemos também reescrever o nível de ocupação
médio dos spins σ como função da magnetização m e da ocupação total nf , definidos por

m = ⟨nf↑⟩ − ⟨nf↓⟩ , (2.23)

nf =
∑

σ

⟨nfσ⟩ . (2.24)

Com essa abordagem, podemos escrever um critério de Stoner (41), que captura a com-
petição entre a formação de momentos magnéticos localizados (U) e a energia cinética
ρf (EF ),

Uρf (EF ) ≥ 1 então m > 0
Uρf (EF ) < 1 então m = 0,

(2.25)

onde a densidade de estados da impureza, ρf (EF ), é

ρf (EF ) = 1
π

ImGf (ω − iδ) , (2.26)

e Gf (ω − iδ) é a função de Green da impureza, dada por

Gf (z) = 1
z + µ− Ef + U

2m− ϕa (z)
, (2.27)

Onde ϕa (z) é a função de hibridização, medida da mistura dos estados livres e do estado
localizado,

ϕa (iωn) = V 2 |⟨a|ν⟩|
iωn − Eν + µ

, (2.28)

na qual V é a hibridização (aqui, tomada por simplicidade sem dependência com k)
(Eq. 2.16). Considerando simetria partícula-buraco (Ef = 0, µ = U/2 e Reϕa (z) = 0) e
semipreenchimento (nf = 1), temos, para m = 0,

ρ (EF ) = 1
π

[
|ϕa (ω)|

(ω − Ef )2 + |ϕa (z)|2

]
, (2.29)

uma ressonância Lorentziana da largura da hibridização e centrada em Ef : Imϕa (ω) ≈
Imϕa (EF ). Se tomarmos m > 0, o pico se divide em dois, relativo aos spins σ =1 e σ = −1

ρ (EF ) = 1
π

 |ϕa (ω)|(
ω − Ef + U

2m
)2

+ |ϕa (z)|2
+ |ϕa (ω)|(

ω − Ef − U
2m

)2
+ |ϕa (z)|2

 , (2.30)
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sendo Um a distância entre os picos.

Olhando a Fig. 5, podemos ver uma representação pictórica do que foi descrito. Em
Fig.5a) , vemos o diagrama de fases para o modelo de Anderson de uma impureza no limite
atômico (sem hibridização impureza-banho). Para U > |Ef + U/2| , o estado fundamental
é um dupleto magnético. Já em b), vemos o diagrama de fases de campo médio para o
modelo de Anderson. Na Fig. 5b1), podemos ver a ressonância proveniente da impureza.
Essa ressonância é repartida em duas (Fig. 5b2), com uma diferença de energia igual a
Um entre estados de spin para cima e spin para baixo: naturalmente, ambas as soluções
são possíveis. Essas figuras ilustram que a formação de um momento localizado depende
intimamente da interação de Coulomb U .

Evidentemente, trata-se de uma descrição simplificada, mas que não falha em
descrever a física por trás da formação destes momentos localizados.

Figura 5 – Diagrama de fases para o modelo de Anderson de uma impureza no limite
atômico e com o tratamento via campo médio do termo de hibridização.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.3.3 Baixas energias: transformação de Schriffer-Wolff e modelo Kondo

Agora, voltemos ao modelo de Anderson completo (Eq. 2.15). É fácil perceber
que para valores grandes da interação de Coulomb, estados de ocupação dupla são muito
desfavorecidos energeticamente. Além disso, Ef < 0, o que faz com que a presença de
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pelo menos um elétron na impureza seja vantajosa energeticamente. Isso nos permite
separar o Hamiltoniano de Anderson em dois sub-setores, o de altas energias HH (relativo
aos estados f 2 ou f 0) e o de baixas energias HL (f 1): dois blocos diagonais. Além deles,
sobram ainda dois termos não diagonais, que misturam os estados de altas energias e
baixas energias, o termo de hibridização λV = λ

∑
kσ Vkc

†
kσfσ. Aqui, acrescentamos um

termo λ com o objetivo de o utilizarmos como parâmetro de expansão.

Com tudo isso, o Hamiltoniano de Anderson fica

H =
 HL λV †

λV HH

 . (2.31)

Aplicando neste Hamiltoniano uma transformação canônica U , podemos revertê-lo para
uma forma bloco diagonal

U

 HL λV †

λV HH

U † =
 H⋆ 0

0 H ′

 . (2.32)

Ora, essa é a transformação de Schriffer-Wolff (42), que fornece (22) um Hamiltoniano
efetivo de baixas energias que consiste em uma interação pontual (magnética) entre o mar
de elétrons e um spin localizado: é o chamado modelo Kondo

H = −
∑
kσ

ϵkc
†
kσckσ + JKsa · Sa, (2.33)

onde Sa é o spin da impureza e sa = 1
2c

†
aσσcaσ é a densidade de spin dos elétrons de

condução no sítio em que a impureza se encontra. A interação JK é dada por

JK = V ⋆
k′Vk

[
1

−Ef

+ 1
Ef + U

]
, (2.34)

embora a dependência dessa interação antiferromagnética com k possa ser deixada de lado.
O segundo termo consiste no custo energético de uma transição do estado de ocupação
simples para o de ocupação dupla (por isso o U), assim como o primeiro termo expressa o
custo da transição do estado de ocupação simples para o estado vazio (Eq. 2.18).

2.3.4 Blindagem Kondo

Já com certa compreensão do mecanismo por trás da formação de momentos
localizados, surge a seguinte questão: como se comporta esse momento local em contato
com o banho eletrônico? O fato é que, considerando uma única impureza, sempre haverá
uma amplitude finita de tunelamento por parte do spin (22)

c↓ + f↑ ⇌ c↑ + f↓, (2.35)

com cσ expressando um elétron do banho e fσ, um elétron na impureza. Com isso,
podemos, a partir a taxa de tunelamento τ−1 , definir uma escala de temperatura, a
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chamada temperatura Kondo
kBTK = ℏ

τ
, (2.36)

que define uma escala de crossover que pode ser observada pictoricamente na Fig.6): acima
de TK , o momento local se comporta como um momento livre, chacoalhando ao sabor
das flutuações térmicas e contribuindo com uma susceptibilidade tipo Curie. Abaixo de
TK , todavia, o spin se emaranha com os elétrons de condução, um efeito chamado de
blindagem Kondo em homenagem ao físico japonês J. Kondo, um pioneiro nesse tipo de
estudo (33). Estes momentos, quando blindados, são “engolidos” pelo banho de elétrons
e contribuem com um peso espectral a mais na densidade de estados. Em um sistema
com apenas uma impureza, a blindagem Kondo faz com que o sistema se torne, então, um
líquido de Fermi local, com susceptibilidade magnética tipo Pauli (43).

Figura 6 – Diagrama esquemático ilustrando a escala de crossover do regime Kondo e o
regime em que os momentos locais estão assintóticamente livres.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A compreensão da física desse crossover foi uma tarefa nada trivial. Na época, a
utilização de teoria de perturbação para compreender sistemas quânticos de muitos corpos
era ubíqua. Entretanto, no caso do modelo Kondo, a teoria de perturbação falha abaixo
de TK : na realidade, o momento magnético localizado é “escondido” pelo banho e sua
assinatura física desaparece totalmente, em um processo cuja física é análoga ao processo
do confinamento dos quarks dentro dos nucleóns. Esse processo não é perturbativo.

Deste modo, a compreensão do efeito Kondo só se deu com o desenvolvimento
do grupo de renormalização, culiminando na solução do modelo Kondo via grupo de
renormalização numérico (44). Na década de 1980, o modelo Kondo foi resolvido exatamente
(45, 46) pelo método do Ansatz de Bethe (47), dando um fundamento analítico mais
robusto no que se refere à compreensão do problema. Evidentemente, essas soluções
completas só são possíveis quando a densidade de estados é simples (o que se traduz em
um banho eletrônico simples).

Em baixas energias, a única escala que governa a física do modelo Kondo é a
temperatura Kondo TK , de sorte que esperamos que todas as quantidades físicas sejam
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funções universais desta grandeza (22). Encontrar TK é, de certo modo, explicar as
propriedades físicas do modelo. Deste modo, usaremos a chamada abordagem de N -grande
para obter esta temperatura, assim como a dependência dessa mesma temperatura com o
acoplamento JK entre o banho e a impureza.

É possível dividir a Eq. 2.33 em duas partes: uma relacionada ao banho de elétrons
de condução (termo Tight-binding) - aqui, por conveniência, voltamos para a representação
das posições,

Hc =
∑
⟨ij⟩σ

−tijc†
iσcjσ + h.c, (2.37)

e outra que se refere ao acoplamento entre esse banho e o momento localizado,

HK = JKsa · Sa. (2.38)

Podemos, então, definir operadores fermiônicos f †
α (fα) - férmions de Abrikosov (48), com

respeito aos quais podemos escrever o operador de spin da impureza

Sa = 1
2
∑
αβ

f †
ασαβfβ, (2.39)

sob a condição de que o seguinte vínculo seja satisfeito, assegurando a ocupação simples
da impureza

N∑
α=1

f †
αfα = 1. (2.40)

Isso é necessário pois, no caso de spins, há dois estados de impureza: {↑, ↓}, enquanto
na linguagem de férmions, há quatro: {0, ↑, ↓, ↑↓}. O vínculo, então, exclui os estados
não-físicos de ocupação nula e ocupação dupla. Isso permite que escrevamos o termo de
interação como função dos férmions: entretanto, podemos simplificar ainda mais ao usar a
Eq. 2.41

δσµδσ′µ′ = 1
2 [δσσ′δµµ′ + σσσ′ · σµµ′ ] , (2.41)

e ao anticomutar os operadores fermiônicos, de modo a colocar os operadores de elétron
entre os operadores de Abrikosov

HK = JKSa · sa = 1
4
∑

αβγη

[σαβ · σγη] f †
αfβc

†
aγcaη;

HK = −
∑
αβ

JK

2 f †
αfβc

†
aβcaα +

�
����

��*
JK/4∑

α

1
4JKf

†
αfα ×

∑
β

c†
aβcβ;

HK = JK

4
∑

β

c†
aβcaβ + JK

2

1 −
∑
αβ

f †
αcaαc

†
aβfβ

 , (2.42)
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Para lidar com o termo quadrático, definimos um campo bosônico de Hubbard-
Stratonovich (49,50) ‡

b† =
∑

α

c†
aαfα, (2.43)

e condensamos este operador em seu valor esperado: b† → b⋆ ∈ C. Isso nos permite
reescrever, levando em conta a imposição do vínculo dado pela Eq. 2.40 via multiplicadores
de Lagrange, a Eq. 2.33 como

HMF =
∑
kσ

ϵkc
†
kσckσ −

∑
α

(
bc†

aαfα + h.c
)

+ λ
∑

α

(
f †

αfα − 1/2
)

+ 2
JK

|b|2 , (2.44)

mapeando o modelo inicial em um Hamiltoniano totalmente análogo ao do modelo de
Anderson com U = 0 (modelo de Fano) (51). Podemos reescrever a Eq. 2.44 como

HMF =
∑

α

(
c†

1α c†
2α · · · c†

Nsα f †
α

) Hc V †

V Hf




c1α

c2α

...
cNsα

fα


+ 2
JK

|b|2 − λ, (2.45)

onde definimos as seguintes matrizes

1. A matriz Hc, que está relacionada com os elétrons de condução, possui dimensão
Ns ×Ns (Ns é o número de sítios da rede) e é definida por −tij (1 − δij);

2. A matriz V , que acopla impureza e banho, que tem dimensão 1 ×Ns e cujo único
termo não nulo é V1j = b quando j = a;

3. Um spinon - matriz 1 × 1 dada por Hf = λ.

Para seguir, usamos que

1. A energia livre pode ser escrita como F = −T ∑n Tr ln [−G−1 (iωn)] , onde G é a
função de Green do sistema e ωn são as frequências de Matsubara (52);

2. Tr lnA = ln detA, sendo A uma matriz quadrada;

3. G−1 = iωI −H, sendo I a matriz identidade.

Assim, podemos escrever a energia livre F como

FMF = −TN
∑

n

ln det
 Hc − iωnINs×Ns V †

V Hf − iωn

+ 2
JK

|b|2 − λ. (2.46)

‡ O campo é bosônico e escalar - se cria e se destrói um férmion de spin α, de sorte que o saldo
total é um campo de spin nulo



35

Para que possamos finalmente integrar os elétrons de condução, usamos a seguinte propri-
edade (sendo A , B, C e D submatrizes ou blocos da matriz original)

det
 A B

C D

 = detA det
(
D − CA−1B

)
, (2.47)

e também reescrevemos Hc na base que o diagonaliza, i.e Hc |ν⟩ = Eν |ν⟩ (se a rede for
homogênea, ν = k). Com isso, obtemos

FMF = −TN
∑

n

Tr ln
[
λ− iωn + b2ϕaa

]
+ 2
JK

|b|2 − λ, (2.48)

onde definimos uma função de hibridização generalizada

ϕaa =
∑

ν

|⟨a|ν⟩|
iωn − Eν

, (2.49)

e omitimos a energia livre dos elétrons de condução. Por simplicidade, consideramos b ∈ R.

Tendo em mãos a energia livre numa forma que seja tratável, podemos calcular as
equações de campo médio, notando que a energia livre dada pela Eq. 2.48 é variacional.
Para minimizá-la, nos a derivamos com relação aos seus parâmetros variacionais λ e b.
Fazendo isso, obtemos

T
∑

n

1
iωn − λ− b2ϕaa (iωn) − 1

2 = 0, (2.50)

T
∑

n

bϕaa (iωn)
iωn − λ+ b2ϕaa (iωn) + b

JK

= 0. (2.51)

Analisando a estrutura dessas equações, é possível perceber que b = λ = 0 é sempre
uma solução. A segunda equação, neste regime, se reduz a uma igualdade trivial (0 = 0),
enquanto a primeira se reduz a uma soma de Matsubara também trivial, dado que, para
férmions ∑

n

1
iωn − ξ

= f (ξ) ⇐⇒ ξ = 0 → f (0) = 1
2 . (2.52)

Deste modo, percebemos que as soluções não-triviais só aparecerão se o termo que multiplica
b na Eq. 2.51 se anular. Se considerarmos b infinitesimal, mas não nulo, a Eq. 2.50 continua
trivial, mas podemos reescrever a Eq. 2.51 como

T
∑

n

ϕaa (iωn)
iωn

= − 1
JK

,

T
∑
nν

1
ωn

|⟨a|ν⟩|2

iωn + is+ µ− Eν

= − 1
JK

, (2.53)

e, usando a seguinte fórmula para a soma de Matsubara (53)

∑
n

1
(iωn − ξ1) (iωn − ξ2)

= f (ξ1) − f (ξ2)
ξ1 − ξ2

1
x
, (2.54)
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(onde f (ξ) é a distribuição de Fermi-Dirac, ξ1 = 0 e ξ2 = −µ + Eν), chegamos, após
manipular as exponenciais, na seguinte expressão

∑
ν

|⟨a|ν⟩|2

Eν − µ
tanh

[
Eν − µ

2TK

]
= 2
JK

, (2.55)

onde TK é a temperatura Kondo.

Se tomarmos TK = 0, temos

1
J c

K

= 1
2
∑

ν

|⟨a|ν⟩|2

Eν − µ
, (2.56)

onde J c
K define um valor crítico para o acoplamento. Se JK for menor que J c

K , o efeito
Kondo não pode acontecer.

Para obtermos uma relação explícita entre TK e JK , resolveremos a Eq. 2.55 para
uma densidade de estados constante: ρ = ρa = 1/2D se |ω| ≤ D e 0, senão. Aqui, D é
a largura de banda. Nesse caso, é conveniente reescrever a dita equação em termos da
densidade de estados local no sítio a no qual está localizada a impureza (54).

∫ ∞

−∞
dωρa (ω) tanh ([ω − µ] /2TK)

ω − µ
= 2
JK

. (2.57)

Com a densidade de estados quadrada, essa equação se torna

∫ D

0
dω

tanh
(

[ω−µ]
2TK

)
ω − µ

= 1
ρaJK

, (2.58)

uma equação análoga à equação do gap da teoria BCS (55) e que pode ser resolvida por
métodos padrões de integração (com D ≫ TK). Obtemos, com isso

ln
(
D

TK

)
− C = 1

ρaJK

⇒ TK = De−Ce−1/ρaJK C = −0.409, (2.59)

que ilustra o fato de que TK aumenta com o produto da densidade de estados local e
o acoplamento JK . Esse resultado, obtido aqui para uma densidade de estados muito
simples, continua sendo relevante mesmo para densidades de estados complexas, como
aquelas relativas a sistemas desordenados. Na Fig. 7, em que está plotado o logarítimo da
temperatura Kondo em função de JK para uma densidade de estados constante, observamos
a coincidência do resultado numérico, obtido via solução explícita da Eq. 2.55, com o
ajuste obtido via Eq. 2.59. Ambos atestam a dependência exponencial de TK com JK .



37

Figura 7 – Logarítimo da temperatura Kondo em função de JK para uma densidade de
estados quadrada.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.3.5 Rede Kondo - Diagrama de Doniach

O modelo Kondo de uma impureza já havia sido essencialmente desvendado em 1970
(22), mas ele não é um modelo que consegue descrever bem o comportamento de um sistema
no qual exista a formação de uma porcentagem finita de momentos magnéticos localizados.
Os metais que possuem tendência à formação de momentos magnéticos localizados em
grande quantidade acabam, em geral, apresentando ordem antiferromagnética em baixas
temperaturas - se, entretanto, a concentração de spins não for suficientemente grande, o
ordenamento magnético é do tipo vidro de spin: efeitos de frustração e desordem acabam
causando isso, embora tal discussão se encontre para além do escopo desta seção. Ora,
tal ordenamento é compreensível em face da chamada interação RKKY (Ruderman,
Kittel, Kasuya e Yoshida) (56): a impureza magnética interage localmente com o banho
de elétrons livres, polarizando-o. Esses elétrons polarizados magnetizarão os elétrons
vizinhos (proporcionalmente à susceptibilidade) que magnetizarão seus próprios vizinhos
e assim suscessivamente, até que essa “onda” de magnetização chegue à alguma outra
impureza, interagindo com a mesma. Essa interação RKKY acrescenta o seguinte termo
no Hamiltoniano

HRKKY = 1
2
∑
xx′

−J2χ (x − x′) S (x) · S (x′) , (2.60)

onde, em três dimensões

JRRKY (x − x′) = −J2χ (x − x′) ∽ J2ρ (ϵf ) cos (2kF r)
|r|3

, (2.61)

sendo ρ a densidade de elétrons no banho, kF o número de onda de Fermi e r = |x − x′|
a distância entre as impurezas. Se a densidade de impurezas for grande, a interação mais
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forte será, na média, entre primeiros vizinhos, o que dará origem a um ordenamento
antiferromagnético com temperatura de transição (ou temperatura de Néel) TN ∽ J2ρ.

Em 1976, Andres, Graebner e Ott descobriram um material (CeAl3) que apresenta
um comportamento exótico, compatível com um líquido de Fermi com quasipartículas 3
ordens de grandeza mais pesadas do que o elétron (57). Neste composto, os átomos de
cério, em virtude de seu orbital de valência e da interação spin-órbita do material, formam
momentos magnéticos localizados com S = 5/2. Os mesmos autores proporam que tal
renormalização acontece em virtude da interação do banho eletrônico com esses grandes
momentos localizados: uma versão na rede do modelo Kondo, com uma concentração
Nimp/N finita de momentos localizados. Algum tempo depois, Neville Mott e Sebastian
Doniach (58, 59) propuseram uma generalização do modelo Kondo, agora com várias
impurezas. Na sua versão mais simples, essa rede Kondo é descrita pelo seguinte
Hamiltoniano

H =
∑
kσ

ϵkc
†
kσckσ + JK

∑
j

Sj · c†
jασαβcjβ, (2.62)

onde o operador c†
jα cria um elétron de condução de spin α no sítio j. Nesse sistema,

existem duas escalas de energia que competem: a temperatura Kondo TK e escala de
energia relacionada ao ordenamento antiferromagnético causado pela interação RKKY.
Ambas dependem da interação Kondo JK e da densidade de estados dos elétrons de
condução (por spin) ρ,

TK = De−1/(2Jρ(Ef)), (2.63)

ERKKY = J2ρ (EF ) . (2.64)

A competição entre essas duas escalas de energia pode ser observada no diagrama expresso
na Fig.8. Se Jρ (EF ) for pequeno (TK < TRKKY ), a escala RKKY prevalece, dando origem
a um estado fundamental antiferromagnético. Se Jρ for grande (TK > TRKKY ), cada sítio
espalha elétrons de modo ressonante, como acontece no modelo Kondo de uma impureza.
A linha contínua indica a temperatura de Fermi efetiva para esse líquido de Fermi. Em
um possível cenário geral para essa competição, essa temperatura de Fermi vai a zero em
Jρc (EF ) (onde J é a interação RKKY e ρ(EF ) a densidade de estados), caracterizando um
ponto crítico quântico (transição de fase a temperatura zero). A linha vermelha pontilhada
representa a temperatura Kondo, escala abaixo da qual o banho blinda os momentos
locais - a região na qual isso leva a um líquido de Fermi é a vermelha. A linha azul
tracejada expressa a temperatura de Néel, abaixo da qual o sistema pode apresentar ordem
antiferromagnética. A região onde tal ordem se forma é a azul. A região em amarelo é a
região crítica e, por isso, é mais complexa: apesar de ser metálica, não pode ser expressa
dentro do paradigma da teoria de líquidos de Fermi.
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Figura 8 – Diagrama de Doniach para a rede Kondo homogênea, onde vemos a competição
entre antiferromagetismo e blindagem Kondo (60).

Fonte: Elaborada pelo autor

Comparando o caso de uma impureza com o caso na rede, temos que, no primeiro,
existe a formação de uma ressonância no nível de Fermi. No caso da rede, são várias (uma
para cada ponto da rede), dando origem a uma banda de férmions pesados localizados no
espaço k. Em termos termodinâmicos, os dois sistemas são muito parecidos, mas enquanto
no modelo de uma impureza (bom para descrever sistemas nos quais a concentração de
impurezas é muito baixa - uma não “vê” a outra) a resistência atinge um valor finito em
T → 0, no modelo de rede a resistência vai a zero - temos um metal de férmions pesados.

É digno de nota o fato de que o diagrama de Doniach, nas suas devidas proporções,
ilustra também sistemas pequenos, de duas impurezas embebidas em um banho eletrônico.
Se essas duas impurezas interagem entre si (seja por RKKY ou por alguma outra forma
de interação, como troca direta) e com o banho (via interação Kondo), haverá uma
competição - dependendo de qual interação for maior, poderemos ter a formação de um
singleto impureza-impureza ou um singleto impureza-banho em conjunto com a formação
de uma ressonância Kondo no nível de Fermi. Isso é essencialmente o que diz o Diagrama
de Doniach, embora aqui estejamos em escala discreta, o que não permite que haja a
formação de uma banda de férmions pesados.
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3 ISOLANTES DE MOTT - FRUSTRAÇÃO E DESORDEM

3.1 Teoria

Como descrito nas seções anteriores, um isolante de Mott pode apresentar com-
portamento magnético não trivial, podendo ser descrito por um modelo de spins, como o
modelo de Heisenberg,

H = J
∑
⟨ij⟩

Si · Sj, (3.1)

onde J > 0 expressa a interação antiferromagnética entre os spins vizinhos Si e Sj. Em
uma rede quadrada, cada spin tenderá a se anti-alinhar com seus primeiros vizinhos (em
virtude de sua bipartição), satisfazendo assim o vínculo antiferromagnético - isso leva à
minimização da energia do sistema. Se formos para materiais reais, nem sempre estes
poderão ser expressos em termos de um Hamiltoniano no qual todas as ligações podem
ser satisfeitas ao mesmo tempo - algumas necessariamente ficarão de fora. É isso que
chamamos de frustração: é a incapacidade que um sistema tem de satisfazer todos os
seus vínculos locais simultaneamente. Para estudarmos esta curiosa propriedade, podemos
utilizar um modelo simples que é, por sua própria natureza, frustrado: o modelo de
Heisenberg antiferromagnético J1 − J2 na rede quadrada,

H = J1
∑
⟨ij⟩

Si · Sj + J2
∑

⟨⟨ij⟩⟩
Si · Sj, (3.2)

onde o símbolo ⟨⟨ij⟩⟩ expressa que também temos interações entre segundos-vizinhos. É
fácil notar que, na rede quadrada, o anti-alinhamento com os primeiros vizinhos leva,
necessariamente, ao alinhamento com os segundos vizinhos (Fig. 10), ainda que essa
condição leve à indesejada maximização da energia relativa a essas ligações. O mesmo
ocorre se anti-alinharmos os segundos vizinhos - neste caso, os primeiros vizinhos ficarão
alinhados, o que é também indesejável. Dentre os modelos frustrados, este é um dos mais
simples, o que não o impede de capturar a física que desejamos estudar.

3.1.1 Limite de S → ∞ - modelo clássico

No modelo J1 − J2 , definimos, do seguinte modo, o campo local que atua em um
spin localizado no sítio i

hi = J1
∑

j∈NN

Sj + J2
∑

j∈NNN

Sj, (3.3)

onde NN significa primeiros vizinhos e NNN significa segundos vizinhos (next-nearest
neighbors). Se esse campo local for grande (ou seja, se a quantidade de vizinhos for grande
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ou se o spin for grande), podemos escrever o spin como um vetor tridimensional

Si = S (sin θi cosϕi, sin θi sinϕi, cos θi) , (3.4)

onde os ângulos θ e ϕ são os ângulos polares e azimutais, respectivamente. Esse é o
chamado limite clássico do modelo de Heisenberg. Tal nome se dá porque, com a troca
das matrizes de Pauli por vetores, ignoramos as relações de comutação do spin. Como hi é
grande, a direção dele fixa a direção do spin, de sorte que as flutuações perdem importância
relativa.

Ora, considerando o princípio da incerteza para as componentes do spin, temos

∆Sa∆Sb ≥
∣∣∣〈[Sa, Sb

]〉∣∣∣ ∝ ϵabc |⟨Sc⟩| ≤ S, (3.5)

∆Sa∆Sb

S · S
≈ S

S2 → 0 se S ≫ 1, (3.6)

o que demonstra que, para spin grande, a incerteza do mesmo spin é muito menor que o spin
- isso indica que as flutuações são relativamente pequenas. Para número de coordenação
grande, o campo local se torna grande, o que faz com que flutuações significativas no spin
sejam desvantajosas energeticamente - se a flutuação é pequena, considerar o spin um
vetor é, como já foi dito, uma boa aproximação.

3.1.2 Vetor de ordenamento magnético

Um conceito importante no estudo de sistemas de spin é o de vetor de orde-
namento magnético. Eles expressam o padrão que visualizaríamos em um estudo de
espalhamento de nêutrons (61). De modo simplificado, o vetor de ordenamento magnético
expressa qual é o ângulo relativo de um dado sítio com seu vizinho no eixo x (primeiro
índice) e no eixo y (segundo índice). Deste modo, uma rede 2D na qual cada vetor aponta
na direção contrária ao seu primeiro vizinho tem vetor de ordenamento Q = (π, π),
por exemplo. Se, por outro lado, tivermos alinhamento ferromagnetico na direção x e
antiferromagnetico na direção y, então o vetor é Q = (0, π).

3.1.3 Estados fundamentais clássicos e parâmetros de ordem

Os sistemas frustrados, quando tratados classicamente, possuem uma característica
interessante: em certos regimes, seu estado fundamental possui degenescência extensiva.
No caso em que a frustração é fraca (J2 <

1
2J1), o estado de menor energia tem energia

E = −2 (J1 − J2)NS2 e é o estado de Néel (Fig. 10b), de modo análogo ao caso J2 = 0.
Para J2 > 0.5J1, as duas sub-redes (representadas pelas duas cores diferentes na Fig.
9) se quebram e, como resultado, caímos em um estado que consiste em duas sub-redes
Néel desacopladas e interpenetrantes: um estado com simetria O (3) × O (3), energia
E = −2J2NS

2 independente de J1 e que, em virtude das infinitas possibilidades para o
ângulo ϕ entre primeiros vizinhos, é massivamente degenerado: um resultado complicado e
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que está diretamente relacionado à frustração. Entretanto, essa degenerescência extensiva
só está presente no caso clássico a T = 0. Quando inserimos flutuações em nosso sistema,
sejam elas quânticas (via, por exemplo, ondas de spin) ou térmicas, ocorre uma seleção
entrópica de estados com ϕ = 0 e ϕ = π, os chamados estados com ordem nemática
ou ordem de listras (62) (Fig. 10 c). Esse mecanismo seletivo é chamado de mecanismo
de ordem por desordem (63, 64) onde o termo “desordem” não possui o significado
desta tese, senão que expressa a presença de flutuações quânticas ou térmicas. Podemos
visualizar o diagrama de fases relativo a esse sistema na Fig. 9.

Figura 9 – Diagrama de fases do modelo J1 − J2 antiferromagnético clássico na rede
quadrada.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Existe também a chamada ordem de vórtices (Fig. 10a), que é selecionada
energeticamente no caso em que o sistema apresenta inomogeneidades que não quebram
explicitamente e globalmente a simetria do sistema - esse caso, entretanto, já transcende o
modelo “limpo” (64).
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Figura 10 – a) Representação esquemática de uma plaqueta; b) Plaqueta com ordem Néel;
c) Plaquetas com ordem de listras; d) Plaquetas com ordem de vórtices.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A ordem de Néel e a ordem de listras são colineares, ou seja, todos os spins tem
o mesmo módulo e direção, embora possam ter sentidos diferentes. As duas redes Néel
desacopladas e a ordem de vórtices não se enquadram nessa definição, o que faz delas
ordens não-colineares.

Para medir o quanto o sistema está próximo da ordem de Néel perfeita (Fig. 10b),
definimos a magnetização alternada MNéel

MNéel = 1
N

L∑
ix=1

L∑
iy=1

(−1)ix+iy Sx,y, (3.7)

onde Sx,y é o spin no ponto ix, iy da rede e N = L × L é a quantidade total de sítios
presentes. Na ordem de Néel, cada sítio é antiparalelo a todos os seus primeiros vizinhos,
de modo que o termo (−1)ix+iy compensa isso. Na soma total, se a ordem for perfeitamente
Néel, MNéel = 1.

Por outro lado, para medir o quanto o sistema se adequa à ordem de vórtices (que
possui parâmetro de ordem dado pela Eq.3.8), definimos as plaquetas (Fig. 10a) que são
indexadas por α. É fácil ver, levando em conta condições periódicas de contorno, que o
número total de plaquetas é igual ao número total de sítios (na rede quadrada, cada spin
faz parte de quatro plaquetas e cada plaqueta tem quatro spins).

Mvortice = 1
N

N∑
α=1

(−1)α (Si − Sk) × (Sj − Sl)
4 , (3.8)

Um teorema de importância fundamental tanto na mecânica estatística quanto
na teoria quântica de campos é o chamado teorema de Hohenberg-Mermin-Wagner (65,
66) ou Teorema de Coleman (67), que demonstra que, em sistemas unidimensionais ou
bidimensionais a T > 0, não é possível a existência de ordem de longo alcance se a mesma
ordem quebra uma simetria contínua (ordem vetorial) - perturbações de longo alcance
custam pouca energia e, portanto, são entropicamente favorecidas. Em outras palavras, os
bósons de Goldstone (mágnons) provenientes da quebra espontânea de simetria possuem
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uma função de correlação com divergência infravermelha (67). Esse teorema, portanto,
proíbe a presença de ordem tipo Néel ou de vórtices em T > 0∗.

No caso da fase de listras (Fig. 10c) , entretanto, o tratamento deve ser mais sutil.
Vejamos a Eq. 3.9, que define o chamado parâmetro de ordem de listras, Mlistras. Cada
plaqueta (indexada por α na Eq. 3.9) se relaciona com um quarteto i, j, k, l de índices
que se referem aos spins que se encontram nos vértices da plaqueta. Tomamos, então, o
produto escalar da subtração vetorial de spins que se encontram em vértices opostos da
plaqueta. Esse resultado, evidentemente um escalar, é dividido pelo valor absoluto da
mesma expressão, resultando em um valor ±1: se tivermos um ordenamento ferromagnético
no eixo x, σα = −1. Se o ordenamento ferromagnético se dá na vertical, σα = 1. Ora,
sob a luz desse parâmetro de ordem, cada plaqueta é mapeada num spin de Ising: isso
se traduz em um ordenamento ferromagnético na chamada rede dual do sistema. Esse
ordenamento magnético possui, nessa rede dual, simetria discreta Z2, de forma que o
teorema de Mermin-Wagner não impede que ela exista em duas dimensões. A ordem
ferromagnética na rede dual, portanto, existe até uma temperatura crítica, onde o sistema
passa por uma transição de fase de segunda ordem para uma fase paramagnética - os
expoentes críticos são exatamente os mesmos da transição de Ising (70). Entretanto, isso
não quer dizer que, na rede real, a ordem de listras exista a T > 0 : é possível, com custo
arbitrariamente pequeno de energia, girar levemente todos os spins de uma plaqueta de
forma a manter invariante o spin de Ising resultante, o que faz com que não haja ordem
de longo alcance de spins no espaço real: a função de correlação spin-spin vai para zero a
longas distâncias. Deste modo, dizemos que, na rede real, existe ordem de listras vestigial
para T > 0 (71).

Mlistras = 1
N

N∑
α=1

σα(i) com σα(i) = (Si − Sk) · (Sj − Sl)
|(Si − Sk) · (Sj − Sl)|

. (3.9)

3.1.4 Desordem em sistemas de spin

O modelo J1 − J2 descrito nas seções anteriores é um modelo limpo, que não
captura as possíveis inomogeneidades presentes em sistemas reais. Essas inomogeneidades
(que podem advir da presença de impurezas no material, por exemplo) produzem no
sistema aquilo que chamamos de desordem. A desordem dificulta bastante a descrição
de sistemas físicos, de modo que muitos fenômenos que a envolvem ainda carecem de
explicações satisfatórias.

∗ O teorema de Hohenberg-Mermin-Wagner possui, entretanto, suas limitações - em duas
dimensões, a divergência infravermelha é logarítimica, o que faz com que a destruição da ordem
só possa ser observada, em alguns sistemas (exemplo: supercondutores bidimensionais ou
monocamadas de grafeno), em amostras de dimensões continentais ou até mesmo cosmológicas
(68,69). O teorema é válido sempre, mas para amostras de tamanho infinito.
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Para que compreendamos alguns dos resultados rigorosos que serão subsequente-
mente apresentados, precisamos definir os tipos de desordem (segundo diversos aspectos).
Em termos físicos, a desordem pode ter diversas origens, como a presença de impurezas ou
vacâncias, podendo até mesmo ser estendida, como acontece quando um sólido cristalino
possui domínios com contornos de grão. Se a desordem não muda com o tempo (ao menos
dentro da escala de tempo que é relevante do ponto de vista experimental), dizemos que a
desordem é quenched (temperada ou congelada). Se, por outro lado, a desordem muda
apreciavelmente dentro da escala de tempo do experimento, dizemos que a desordem é
annealed. Neste trabalho, a desordem é quenched.

Podemos também classificar a desordem segundo o tipo de simetria que ela quebra.
Imagine, por exemplo, uma rede com um spin de Ising em cada sítio. Estes spins interagem
entre si antiferromagneticamente. Se aplicarmos em cada sítio um campo aleatório h (x)
que dependa da posição, esse campo irá se acoplar de modo linear com o parâmetro de
ordem local (magnetização) de cada sítio.

acoplamento = −h (x)m (x) , (3.10)

Nesse caso, a magnetização local se identifica, a menos de uma constante, com o próprio
spin de Ising. Esse tipo de acoplamento promove uma quebra “local” de simetria no
sistema, porque será, do ponto de vista dessa interação, mais interessante (localmente) que
o spin aponte numa direção do que na outra. Isso não quer dizer que a simetria global do
sistema será quebrada - isso só ocorrerá se a média espacial h (x) for diferente de zero.
Todo tipo de desordem que se acopla linearmente com o parâmetro de ordem é chamada
de desordem tipo campo-aleatório.

Ainda no modelo de Ising, podemos imaginar o caso no qual temos uma distribuição
aleatória de vacâncias ao longo da rede. Essas vacâncias não induzem localmente nem
spins para cima nem spins para baixo - não há quebra global nem local de simetria - o
máximo que esse tipo de desordem pode causar é a variação local da temperatura crítica
na qual ocorre a transição do estado ferromagnético para o estado paramagnético. Esse
tipo de desordem se acopla com a temperatura crítica do sistema limpo, mas não com o
parâmetro de ordem. Tal acoplamento produz o seguinte efeito

T i
c ≈ Tc × (1 − x) , (3.11)

onde x é a concentração de vacâncias: é por isso que esse tipo de desordem é chamado de
desordem tipo Tc-aleatório.

Dado isso, pode-se perguntar: os ordenamentos de longo alcance podem permanecer
incólumes diante da ação da desordem? Consideremos desordem tipo campo aleatório não
correlacionada, com média zero e variância h2. Se hS for maior do que zJS2 (campo local
gerado pelos spins vizinhos: z aqui é o número de coordenação), a resposta é trivial - é
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mais vantajoso energeticamente alinhar o spin localmente com o campo aleatório do que
alinha-lo com a possível ordem de longo alcance proveniente das interações spin-spin.

Quando o campo aleatório não é assim tão forte, o critério de Imry-Ma nos
dá a resposta (72). Consideremos um sistema de spins de Ising em que a maioria desses
spins aponte para baixo (Fig. 11a, parte verde). Considere ainda uma região “atípica”,
de dimensão característica L, em que os spins estejam na maioria apontados para cima
em virtude do valor médio do campo aleatório neste domínio (Fig. 11a, parte amarela).
A existência deste domínio é ou não vantajosa energeticamente? Devemos comparar o
ganho energético proveniente do alinhamento spin-campo dentro desse domínio com o
gasto energético proveniente da parede de domínio, região que obviamente custará energia
em virtude de descontinuidade da orientação dos spins.

Para calcularmos o ganho de energia advindo do alinhamento domínio-campo,
devemos realizar a seguinte integral

ERF =
∫

D
h (x) · S (x) dx. (3.12)

Ora, neste domínio D, sabemos que os spins apontam para cima e que h (x) é, na
média, positivo. O grau dessa positividade, que o afastará da média global de rede, será
proporcional ao desvio padrão h. Ora, como S (x) = 1 para x ∈ D e h (x) é uma variável
aleatória, podemos usar o teorema central do limite (uma distribuição de variância h,
numa amostra populacional grande (N pontos), terá distribuição gaussiana com variância
h/

√
N)

ERF = ⟨h⟩ =
∫

D
h (x) dx ∼ Nh√

N
∼ hLd/2, (3.13)

onde d é a dimensão espaciais do sistema e L é seu tamanho linear: N ∝ Ld. Ora, por
outro lado, a parede de domínio (Fig. 11b) em um sistema de spins de Ising será uma
hipersuperfície de dimensão d− 1. Desse modo, o custo energético dessa parede de domínio
será

EDW = σLd−1. (3.14)

Se d > 2, o custo energético da formação da parede de domínio crescerá mais rápido do
que o ganho energético proveniente de sua formação. Desse modo, domínios com L → ∞
não irão se formar e a ordem ferromagnética será estável. Por outro lado, para d ≤ 2 o
custo energético da parede de domínio será, para L suficientemente grande, menor do que a
economia advinda do alinhamento do spin com regiões em que o campo é, na média, oposto
à ordem vigente. Deste modo, os domínios se formarão mesmo quando h for pequeno. Esses
domínios irão se formar ao longo da rede, e domínios se formarão dentro desses domínios,
e assim suscessivamente, de modo recursivo - a ordem de longo alcance, portanto, não
existirá (73). Para d = 2, o tamanho do domínio é dado por (ver Eq. 3.36)

L ∝ exp
(
a/h2

)
, (3.15)
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onde a é uma constante. Isso implica que, para campos muito fracos, o tamanho desses
domínios pode ser muito grande.

Em sistemas com simetria contínua (Fig. 11c), a situação é ainda mais extrema: não
há ordem de longo alcance para d ≤ 4, de modo que, em materiais reais tridimensionais
com simetria contínua, o mecanismo de campo aleatório não permite a formação de ordem
de longo alcance (74). E, embora tal teorema tenha sido provado no caso clássico, sua
validade se estende ao caso quântico, como foi demonstrado por Greenblat et al (75).
Podemos compreender esse resultado de modo intuitivo ao notar que o teorema se baseia
em comparações de escala de energia.

Figura 11 – Ilustração do mecanismo de Imry-Ma para sistemas como simetria discreta e
contínua

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.1.5 Textura e rigidez de spin

Um conceito chave para compreender algumas das conclusões dessa seção é o
de textura de spin. Consideremos um sistema em que exista frustração e em que o
ordenamento seja não-colinear. Na presença de algum tipo de impureza ou defeito, alguns
vínculos locais são retirados, o que permite que o sistema tenda localmente a ficar mais
colinear - um mecanismo conhecido como alívio local de frustração (76). Esse alinhamento
local gera uma espécie de “reação em cadeia” - os vizinhos desse spin irão afetar os
spins vizinhos e assim suscessivamente, promovendo uma perturbação da ordem não-
colinear original. É essa perturbação que chamamos de textura de spin. Considerando
que perturbações do estado ordenado geram mágnons, espera-se que a distorção caia
assintóticamente como uma lei de potências.

Podemos definir a textura de spin de modo mais satisfatório. Consideremos uma
rede genérica de spins com ordem coplanar. Nesse caso, podemos expressar a energia do
sistema como função do ângulo ϕ relativo ao azimute

E = 1
2
∑

i

∑
j

JijSi · Sj = 1
2
∑
ij

JijS
2 cos (ϕi − ϕj) . (3.16)
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Como desejamos analisar o modelo J1 − J2 com defeitos, é conveniente tomarmos ordens
coplanares gerais para J2 > J1/2. Perturbemos essa ordem, tomando ϕi = ϕ0

i + δϕi, onde
ϕ0

i é o ângulo que o spin forma com o eixo x e δϕi é a perturbação. Escrevendo a energia
nesses termos, temos:

1
2
∑

i

∑
j

JijS
2 cos (ϕi − ϕj + {δϕi − δϕj}) , (3.17)

e, se supormos que as perturbações são pequenas,

cos (x+ dx) = cos (x) − sin (x) dx− 1
2 cos (x) dx2 + . . . , (3.18)

E ∼ E0−
1
2
∑

i

∑
j

Jij sin
(
ϕ0

i − ϕ0
j

)
{δϕi − δϕj}−1

2
∑

i

∑
j

Jij

2 cos
(
ϕ0

i − ϕ0
j

)
{δϕi − δϕj}2+. . . .

(3.19)
Como estamos expandindo ao redor do ponto de mínimo, o termo de primeira ordem
se anula. Para o caso do J1 − J2 isso é bem claro: o estado fundamental não possui
contribuição de primeiros vizinhos (pois dois deles apontam para uma direção e um sentido
e dois deles na mesma direção com sentido oposto: ademais, o seno é uma função ímpar) e
a contribuição de segundos vizinhos é antiferromagnética. Deste modo, ϕ0

i − ϕ0
j = π e o

termo de primeira ordem desaparece, o que é esperado, pois estamos expandindo ao redor
de um mínimo. Chamando Jij

2 cos
(
ϕ0

i − ϕ0
j

)
= F 0

ij , ficamos com

E ∼ E0 − S2

2
∑

i

∑
j

F 0
ij {δϕi − δϕj}2 . (3.20)

Num caso de interesse, a distorção δϕi do estado fundamental depende suavemente da
posição. Para cada posição, há uma distorção que é função dessa mesma posição. Supondo
essa suavidade, esperamos que pontos próximos da rede tenham distorções parecidas.
Supondo isso, podemos expandir δϕj = δϕi (ri + δrij) em primeira ordem, ficando com
δϕj = δϕi + dij · ∇δθi, sendo dij o vetor que liga os pontos i e j. A energia fica então

E ∼ E0 − 1
2S

2∑
i

∑
j

F 0
ij {dij · ∇δϕi}2 . (3.21)

Tomando o estado de vórtices como referência, teremos um ângulo de π/2 entre primeiros
vizinhos (o que anula o cosseno que multiplica J1/2 ) e π entre segundos vizinhos. Ficamos
então com

E ∼ E0 − 1
4J2S

2∑
i

∑
j

{dij · ∇δϕi}2 . (3.22)

Com parâmetro de rede unitário, o vetor que liga segundos vizinhos numa rede quadrada
2D é dij = ˆ±x± ŷ. Temos então:

E ∼ E0 − 1
4J2S

2∑
i

22
[
([x̂+ ŷ] · ∇δϕi)2 + ([x̂− ŷ] · ∇δϕi)2

]
, (3.23)
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E ∼ E0−J2S
2∑

i

∑
j

2
(∂δϕ

∂x

)2

+
(
∂δϕ

∂y

)2

(((((((((((((((((((

+
(
∂δϕ

∂x

)(
∂δϕ

∂y

)
−
(
∂δϕ

∂x

)(
∂δϕ

∂y

) , (3.24)

E ∼ E0 − 2J2S
2∑

j

(∇δϕ)2 . (3.25)

Se nós agora consideramos o limite de parâmetro de rede indo a zero, nosso somatório se
torna uma integral dupla - é o chamado limite do contínuo (77,78)

E − E0 = −2J2S
2
∫
d2r (∇δϕ (r))2 , (3.26)

onde o termo ρ = 2J2S
2 é a rigidez de spin (79), que expressa o quanto é difícil deformar

(provocar texturas) (n)a ordem de longo alcance original. Note que o termo δϕ (r) é
agora um campo bidimensional. Como o termo de densidade Hamiltoniana é puramente
cinético, a Hamiltoniana é igual à Lagrangeana: podemos, portanto, aplicar as equações
de Euler-Lagrange

∂E

∂ (δϕ) = ∇
(

∂E

∂ (∇δϕ)

)
. (3.27)

A lagrangeana só depende do gradiente de δϕ (r), e portanto

0 = 2∇ · (∇δϕ) (−J2) = −2J2∇2δϕ = 0, (3.28)

o que nos leva à uma equação de Laplace bidimensional para δϕ (r) com solução bem
conhecida em termos de coordenadas polares

∇2δϕ = 0 (3.29)

δϕ (r, φ) = α0 ln (r) + β0 +
∞∑

m=1

(
Amr

m +Bmr
−m
)

(αm cos (mφ) + βm sin (mφ)) , (3.30)

onde αn, βn, Am e Bm são constantes a se descobrir via condições de contorno. Esse δϕ (r)
é, no fundo, uma distorção angular da distribuição original de spins. Imaginamos que
essa distorção é pequena e que ela vai a zero no limite de grandes distâncias da fonte da
distorção. Desse modo, excluímos todos os termos que divergem como r → ∞.

δϕ (r, φ) = β0 +
∞∑

m=1
Bmr

−m (αm cos (mφ) + βm sin (mφ)) . (3.31)

Concretamente, podemos utilizar essa equação para estimar a lei de potência que irá reger
o decaimento espacial de uma determinada distorção. Para distâncias grandes (que é o
domínio para o qual essa derivação vale) apenas o multipolo não-nulo de ordem mais baixa
irá importar. O padrão espacial de δϕ (r) nas vizinhanças da distorção pode nos dar uma
boa pista, embora o modo padrão de se calcular o decaimento seja com o ajuste de uma
reta à distribuição de log (δϕ) como função de log (r).
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3.1.5.1 Destruição de uma ordem quiral na presença de uma distorção dipolar

Aharony, em um trabalho publicado em 1978, argumentou que texturas de spin com
decaimento dipolar (ou seja, com decaimento ∝ 1/r) promovem a destruição de quaisquer
ordens quirais de longo alcance em duas dimensões. Esse é um resultado profundo, pois
proíbe, mesmo à temperatura nula, a existência de toda uma classe de ordenamentos de
longo alcance.

Para compreendermos o argumento, consideremos um sistema no qual exista ordem
quiral de longo alcance. Distribuamos neste sistema uma série de ligações desordenadas
Jij, onde δJij = Jij − J , sendo J a média (sobre desordem) de Jij (Em cinza, Fig. 12). A
amplitude da desordem (variância de Jij) é igual a ⟨Jij − J⟩2 ≡ ∆2. Se a desordem for fraca,
isto é, se ∆ ≪ J (variância pequena dos valores de Jij) a rotação δθi (r) = θi (r) − θ0 (r)
de cada spin com relação à ordem original será proporcional ao campo transverso h⊥ (Em
amarelo, Fig. 12) que nele age, o qual, por sua vez, é proporcional ao desvio local da
interação atuante sobre este mesmo spin

δθi (r) ≈ hi⊥

r
∼ δJi

r
. (3.32)

Agora, consideremos um referêncial (Fig. 12b,d) no qual a ordem quiral de longo alcance
(definida por θ0) se torne uma ordem ferromagnética. Nesse referencial, podemos definir a
magnetização como

Ms = S
∑

i

cos θi, (3.33)

onde o ângulo θi é tomado com relação ao eixo y. No caso sem perturbação, θi = θ0 = 0:
uma ordem perfeitamente ferromagnética, com magnetização total NS. Dado isso, podemos
expressar o desvio (magnetização transversal) com relação ao estado ordenado como

M⊥ = S
∑

i

sin θi ≈ S
∑

i

δθi δθi ≪ 1. (3.34)

Essa magnetização alternada, em um caso em que temos flutuações dipolares, será zero,
pois todo desvio que um dado spin i sofre será compensado por um desvio oposto de algum
spin j.

Entretanto, as flutuações (variância) dessa magnetização alternada são muito
relevantes.

Var (M⊥) =
∑

i

(S sin θi − ⟨M⊥⟩)2 =
∑

i

S2 sin2 θi ≈ S2∑
i

(δθi)2 , (3.35)

S2∑
i

(δθi)2 ≈ S2∑
i

(δJi)2

r2 ≈ 2S2π
∫
rdr

[δJ (r)]2

r2 ≈ 2S2π∆2
∫ L

a

dr

r
∼ ln

(
L

a

)
, (3.36)

onde L é o tamanho do sistema e a é o espaçamento de rede. Ora, [δJ (r)]2 é distribuído
de modo aleatório ao longo da rede, mas é estritamente não-negativo e não se anula
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em r → 0. Desse modo, a variância (flutuação) da magnetização transversa possui uma
divergência infravermelha (L → ∞): isso indica a instabilidade da ordem de longo alcance.
Essas flutuações têm origem na textura dipolar induzida pela desordem, transmitida por
meio de modos relativos a grandes comprimentos de onda. Isso leva à destruição da ordem
de longo alcance (80,81).

Este problema é, em muitos aspectos, semelhante ao problema de um modelo
Ising submetido a um campo aleatório. Por analogia, esperamos que a fase resultante
da destruição da ordem de longo alcance seja um vidro de spin com domínios da ordem
que foi destruída. O tamanho desses domínios (que pode ser arbitrariamente grande),
parametrizado pelo comprimento de correlação ξ, pode ser estimado se o tomarmos como
cutoff para a divergência contida na Eq. 3.36 (82)

ln ξ ∝ ρ2
∆

S4∆2 , (3.37)

onde ρ é a rigidez de spin.

É digno de nota o fato de que a destruição da ordem não ocorre quando a distorção
cai mais rápido que 1/r . É o que observamos no caso da distorção provocada por uma
vacância, que cai com 1/r2 (Fig. 12c,d).

Figura 12 – Campo transverso multipolar como resultado da presença de defeitos tipo
ligação (a,b) e tipo vacância (c,d) em uma ordem quiral. Aqui, x0, y0 expressam
o sistema de coordenadas original e x, y expressam o sistema de coordenadas
sob rotação local, tornando a ordem quiral uma ordem tipo Ising.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.1.6 Minimização numérica

No formalismo a T = 0, o modelo clássico estará necessariamente no estado clássico
de menor energia. Para obter este estado em um modelo de spins clássico arbitrário,
utilizamos o método do gradiente.

Antes de abordar tal método, definamos o chamado termo biquadrático a ser
somado ao Hamiltoniano do modelo J1 − J2 clássico e desordenado

Hbiq = K (Si · Sj)2 . (3.38)
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Podemos, com esse termo, favorecer ordens colineares (K < 0) simulando a quebra de
degenerescência advinda do mecanismo de ordem por desordem, ou favorecer ordens
anticolineares (K > 0), como a ordem de vórtices (Fig. 13).

Figura 13 – Diagrama de fases do modelo J1 − J2 −K

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em compania deste termo biquadrático, o Hamiltoniano fica

H =
∑
⟨ij⟩

J1Si · Sj + J2
∑

⟨⟨ij⟩⟩
Si · Sj +K (Si · Sj)2 . (3.39)

O método do gradiente consiste, primeiramente, em calcular o gradiente do Hamiltoniano
em cada sítio i

∇iH = ∂H

∂Sx
i

x̂+ ∂H

∂Sy
i

ŷ + ∂H

∂Sz
i

ẑ. (3.40)

Feito isso, anti-alinhamos Si com esse gradiente. O gradiente de uma determinada função
sempre aponta na direção de maior crescimento de uma função: anti-alinhar o spin com
o Hamiltoniano é, no fundo, girar o spin para a direção de maior decréscimo de energia.
Isso, repetido por toda a rede e de modo iterativo, leva a um mínimo global ou local de
energia. No caso da Eq. 3.39, o gradiente é

∇iH = 1
2
∑

j

JijSj + 2KijSj (Si · Sj) . (3.41)

Para que não caiamos em mínimos locais, é pertinente fazer não um anti-alinhamento
perfeito, mas sim levar o spin Si em uma combinação linear dele mesmo com o gradiente
de H neste mesmo sítio. Isso se traduz como

S
(novo)
i = (1 − α) S

(velho)
i − α∇iH, (3.42)

onde α é um número real maior que 0 e menor que 1 e S
(novo)
i deve ser normalizado a cada

atualização.

A aplicação iterativa deste método em todos os sítios leva, em sistemas desordenados,
ao encontro de mínimos locais. Para que consigamos nos aproximar o melhor possível do
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mínimo global de energia, aplicamos este método de minimização em uma série de estados
iniciais aleatórios, escolhendo como mínimo local aquele que possuir, após a minimização,
a menor energia. É importante notar que, se K = 0, ∇iH coincide com o campo local que
atua no spin Si.

3.2 Resultados

Para obter nossos resultados, faremos simulações para redes quadradas de tamanho
linear L, N = L2 e condições periódicas de contorno.

3.2.1 Desordem pontual

Antes de adentrarmos o terreno das simulações extensivas, precisamos compreender
o efeito causado pela desordem em escala micro, local. Consideremos J2 >

1
2J1. Neste

trabalho em específico, analisamos dois tipos de desordem: a desordem nas ligações e
a desordem nos próprios sítios. A desordem nas ligações consiste na retirada de uma
interação J1 entre dois sítios da rede. A desordem nos sítios consiste na retirada de um spin
da rede, transformando-o em um sítio vazio (vacância), algo que também pode expressar a
presença neste sítio de uma impureza de natureza diferente, não-magnética. Para sabermos
o que acontece com a ordem deste sistema quando este possui uma concentração finita
destes elementos de desordem, precisamos compreender como essa desordem se acopla
com os parâmetros de ordem do sistema e também compreender como é o decaimento da
textura de spin por ela gerada. Feito isso, confirmamos o que foi predito anteriormente
com simulações numéricas extensivas para uma concentração finita de desordem.

No caso da substituição de um sítio por uma vacância, abordagens perturbativas
(64) e estudos numéricos (70) confirmam que a fase que é favorecida é a fase de vórtices.
Isso se dá porque essa fase é a que melhor permite o chamado canting (entortamento).
A retirada de um sítio retira várias ligações, e essa retirada pode retirar alguns vínculos
que, em virtude da frustração, não estavam mesmo sendo satisfeitos: é o alívio local de
frustração. A consequência disso é que alguns spins vizinhos “tentam” se anti-alinhar mais,
na medida do que é factível energeticamente (Fig. 15).

Agora, analisemos o caso em que temos a retirada de uma ligação entre dois
primeiros vizinhos a e b (Fig. 14) Nesse caso, a degenerescência relativa ao ângulo ϕ entre
as subredes será quebrada, mesmo na ausência de flutuações térmicas e quânticas. Nesse
caso, a energia fica

E = −2J2NS
2 − J1Sa · Sb. (3.43)

Como Sa · Sb = S2 cos (ϕ), percebemos que a energia será mínima quando ϕ = 0. Se a
ligação retirada for entre spins que são vizinhos na horizontal, a ordem induzida é (0, π).
Se a ligação retirada for vertical, a ordem induzida é (π, 0) (Fig. 14). Isso expressa o fato
crucial de que a desordem nas ligações se acopla, à moda de campo aleatório,
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com o parâmetro de ordem σα. Isso demonstra que, na presença de uma quantidade
igual de ligações verticais e horizontais diluídas, a ordem de listras não pode se formar em
virtude do mecanismo de campo aleatório.

Figura 14 – Seleção energética do estado de listras via diluição nas ligações. Defeitos em
ligações diferentes acoplam com o spin de Ising da rede dual de modo diferente,
gerando um mecanismo de campo aleatório.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quando retiramos um sítio ou duas ligações, uma horizontal e outra vertical, não
existe quebra (global) de simetria no Hamiltoniano. Localmente, em virtude do alívio
local de frustração, a ordem global que minimiza a energia é a ordem de vórtices, com
distorções locais nas vizinhanças da desordem (Fig. 15).

a) b)

Figura 15 – Indução da ordem de vórtices por um par de ligações perpendiculares. Em
a), temos a distância mínima e em b), a distância máxima sob condições
periódicas de contorno. Essa indução independe da distância dos defeitos.
Utilizamos K = 0, J2 = 0.55J1 e L = 24.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ora, considerando o fato de que a ordem de vórtices é uma ordem quiral, podemos
analisar se a mesma é estável (a T = 0) analisando o decaimento da textura de spin
segundo o espírito da Sec. 3.1.5.1. Para tal, usamos o Hamiltoniano dado pela Eq.3.39
com K > 0, impondo globalmente, de modo estável, a ordem de vórtices: um K > 0
favorece um arranjo ortogonal entre spins vizinhos. Depois disso, retiramos uma ligação
(Fig. 16a), um sítio (Fig. 16b) e dois sítios vizinhos (Fig. 16c) e coletamos o desvio angular
dos spins com relação à ordem de vórtices ideal ao longo de diversas direções. Esse desvio
foi plotado, em escala log × log, como função da distância da fonte da distorção (Fig. 17).
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Com base nisso, e também com base no padrão espacial gerado pela distorção, concluímos
que a distorção gerada por uma vacância é quadrupolar, proporcional a 1/r2, e portanto
não destrói a ordem quiral de longo alcance gerada por ela mesma (Fig. 17c). Entretanto,
tanto a distorção gerada pela retirada de uma ligação (Fig.17b) quanto a distorção gerada
pela retirada de duas vacâncias vizinhas (Fig. 17a) cai dipolarmente (1/r), o que indica
destruição da ordem quiral de longo alcance.

Em primeiro lugar, é importante notar que se retirarmos dois sítios vizinhos, a
consequência é o desaparecimento de três ligações em um sentido e quatro ligações no
outro sentido (Fig. 17c). Deste modo, retirar dois sítios vizinhos é equivalente a apagar
uma ligação. Ora, em um sistema físico com número de sítios da ordem do número de
Avogadro, a presença de uma concentração finita x de vacâncias levará, se não houver
ajuste fino, à uma concentração finita, porém menor (x2) de pares de vacâncias vizinhas.
Deste modo, o resultado sugere que a ordem quiral também não pode existir em uma
situação na qual há uma concentração finita de vacâncias. É importante notar que, como
x2 ≪ x, pode ser muito difícil se assegurar que essa ordem deixa de existir com base na
análise de simulações extensivas, pois os domínios podem ser muito grandes (82).

Figura 16 – Padrão espacial nas vizinhanças da diluição de uma ligação, um sítio e dois
sítios, respectivamente. Na figura c), percebemos que diluir dois sítios que são
vizinhos é equivalente à retirada de uma ligação vertical. Usamos K/ (J1S

2) =
0.05, J2 = 0.55J1 e L = 256.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 17 – Decaimentos das distorções angulares como função da distância dos defeitos a)
Decaimento dipolar em defeitos nas ligações e sítios vizinhos, e quadrupolar
em vacâncias isoladas. Em b) e c), vemos que esse decaimento não depende de
J2. Para estabilizar a ordem de vórtices, tomamos K/ (J1S

2) = 0.05. Usamos
J2 = 0.55J1 e L = 256.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.2.2 Simulações extensivas: desordem homogênea (T = 0)

Considerando as evidências preeliminares pontuadas anteriormente, realizamos
simulações numéricas para diversos tamanhos lineares de rede (L = 20, L = 30 e L = 40)
no modelo J1 −J2, com uma concentração finita de ligações diluídas. Fixamos, inicialmente,
J2 = 0.55J1, embora tenhamos usado valores mais próximos de J2 = 0.5 para conseguirmos
extrapolar, com mais facilidade, os dados que indicam a destruição da ordem de longo
alcance.

Para encontrar o estado fundamental dentro dessas circunstâncias, utilizamos o
método do gradiente. O procedimento utilizado foi o seguinte: primeiramente, diluímos
uma porcentagem fixa de ligações horizontais e a mesma porcentagem fixa de ligações
verticais. Essas ligações foram escolhidas de modo aleatório, segundo o gerador de números
aleatórios RKISS05 (83). Dada essa distribuição de ligações diluídas, utilizamos o método
do gradiente para encontrar o estado fundamental usando, como condição inicial, cerca de
300 − 400 estados iniciais. †.Obtendo, via método do gradiente e a partir destes estados
iniciais, o mínimo local de energia, comparamos a energia de todos esses mínimos locais.
O estado de menor energia dentre esses foi tomado como mínimo global de energia. Feito
isso, buscamos uma nova configuração de diluição das ligações horizontais e verticais e
repetimos todo o processo supracitado. Fizemos isso tomando 500-600 modos de diluir uma
porcentagem fixa de ligações. Chamamos cada uma dessas configurações de realizações
de desordem.

Dados os estados fundamentais obtidos para cada realização de desordem, calcula-
mos quantidades relevantes, como o parâmetro de ordem de listras (Eq. 3.9) e o parâmetro
de ordem de vórtices (Eq. 3.8) para cada um desses estados, tirando a média de todos
eles depois disso. É o que chamamos de média sobre desordem. Percebemos, com esses
nossos resultados, que o parâmetro de ordem relativo à fase de listras é muito próximo
de zero - tanto que o comprimento de correlação dessa ordem, calculado via fator de
estrutura estático (84), é mal definido: isso expressa que a ordem sequer existe no sistema.
Já o parâmetro de ordem de vórtices é muito próximo de 1 para baixas concentrações de
desordem e cai tanto com L quanto com x, o que é condizente com os argumentos teóricos
prévios (Fig. 18).

Entretanto, o nosso sistema é bidimensional, o que torna muito difícil observar a
suposta destruição da ordem de vórtices: se isso de fato acontece, como previsto pelos
argumentos prévios, os domínios podem ser arbitrariamente grandes, especialmente para x
pequeno. Isso implicaria em uma ordem de vórtices praticamente perfeita para tamanhos
† Esses estados iniciais se subdividiam em: a) estados nos quais a orientação de cada spin

advinha de um gerador de números aleatórios, b) estados provenientes de uma simulação de
Monte Carlo (algorítimo de Heat Bath conforme expresso na Ref. (81)) em baixas temperaturas
para a mesma configuração de diluição de ligações, c) estados de ordenamento perfeito (listras
e vórtices) e d), estados de listras levemente perturbados
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de rede factíveis numericamente: o tamanho dos domínios ξ escala como

ξ ∝ exp
(ρvortice

□ )2

S4∆2

 . (3.44)

Onde ∆ expressa a concentração de ligações J1 diluídas. Contornamos esta difi-
culdade diminuindo ρvortice

□ , a rigidez de spin da ordem de vórtices. Essa rigidez, que está
associada ao custo energético que temos para perturbar uma ordem de longo alcance,
depende de J2 - deste modo, para melhor visualizar a destruição da ordem, repetimos as
simulações que já haviam sido realizadas para J2 = 0.55J1 com J2 = 0.52J1 e J2 = 0.505J1.
Nesse último caso, vemos (Fig. 18b) que o parâmetro de ordem de vórtices tende a zero para
1/L → 0, o que confirma a validade das conclusões anteriores. Tal análise, anteriormente,
só havia sido feita na rede triangular (82). É digno de nota o fato de que um defeito nas
ligações possui uma direção e um sentido preferencial em uma textura quiral. Isso define
dipolos: é daí que surge a textura dipolar.

Deste modo, qual é o estado fundamental do modelo J1 − J2 antiferromagnetico na
presença de distorções dipolares? De modo análogo ao que ocorre em virtude do mecanismo
de campo aleatório, temos que a ordem de vórtices, selecionada energeticamente por causa
do canting, irá nuclear em vários subdomínios de vórtices, cada um em geral não-coplanar
ao outro. Isso é o que chamamos de vidro de vórtices. Essa fase vítrea, caracterizável
via parâmetro de ordem vítreo, possui simetria contínua e, portanto, é destruída em T > 0
pelos modos de Goldstone (Mermin-Wagner), deixando em seu lugar um paramagneto
correlacionado (62).

Figura 18 – a) Queda de Mvórtices com ∆ e com L e b) extrapolação do parâmetro de
ordem Mvórtices para L → ∞ e K = 0. Para rigidez de spin baixa, podemos
ver com clareza a destruição da ordem de longo alcance.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.2.3 Diluição nas ligações verticais - diagrama de fases

Realizamos um estudo complementar visando analisar o diagrama de fases do
sistema na presença de alguma forma de desordem que quebrasse explicitamente a simetria
do sistema. Diluir ligações apenas entre vizinhos no eixo y (ou, igualmente, apenas no eixo
x) causa exatamente este efeito. Ora, em virtude dessa quebra explícita de simetria, não é
possível aplicar o teorema de Imry-Ma (72,73) ou o argumento da destruição de ordens
quirais via texturas dipolares (80, 82) para tirarmos conclusões a respeito do que acontece
neste sistema.

Uma aproximação de campo médio se faz necessária para arrozarmos a respeito
do que ocorre neste caso. O modelo de Heisenberg J1 − J2 na rede quadrada possui uma
transição de fase a temperatura zero quando J2 = 0.5J1: para J2 maior que isso, temos
duas redes Néel interpenetrantes, enquanto que para J2 menor do que isso, estamos na
fase de Néel (Fig. 9). A energia da fase de Néel é E = −2 (J1 − J2)NS2, enquanto a da
fase de listras é E = −2J2NS

2: para J2 = 0.5J1, a duas energias se tornam iguais.

Se retirarmos uma ligação vertical, a energia da fase de Néel se torna

ENéel (−1 bond) = −2NS2 (J1 − J2) + J1, (3.45)

aumentando-a. A retirada de uma ligação, portanto, desfavorece a fase de Néel. Por
outro lado, a retirada de uma ligação vertical quebra a degenerescência massiva em ϕ da
fase em que temos duas redes Néel interpenetrantes - o resultado disso é que a ordem de
listras verticais (π, 0) é selecionada.

E(π,0) (−1 bond) = −2NJ2S
2 − J1. (3.46)

Se considerarmos o limite no qual a quantidade Nimp de ligações retiradas é pequena,
podemos escrever, a moda de campo médio, a energia dessas fases como

ENéel (−n bonds) = −2 (J1 − J2)N +NimpJ1, (3.47)

E(π,0) (−n bonds) = −2NJ2S
2 −NimpJ1, (3.48)

o que nos permite igualar a energia das duas, encontrando, como função de Nimp, o novo
valor crítico de J2

J2c (n)
J1

= 1
2 − Nimp

2N . (3.49)

Deste modo, a transição para a fase de listras deveria ocorrer, conforme o aumento das
ligações retiradas, em um valor cada vez menor de J2. Evidentemente, esse argumento
é excessivamente simples, pois nele não cogitamos a possibilidade de existir, em algum
intervalo de valores de J2/J1, alguma fase não-colinear que possua energia menor do que
as duas fases supracitadas.
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Para verificar a razoabilidade do argumento, tomamos redes quadradas de lado
30 × 30 e realizamos a minimização numérica para encontrar o estado fundamental, dados
diversos valores de J2/J1. Para cada valor de J2, tomamos 200 configurações de desordem
e 104 estados iniciais, sendo 100 deles advindos de um gerador de números aleatórios e 4
deles “enviesados”: as duas fases de listras, a fase de vórtices e a fase de Néel. Com isso,
descobrimos que, de fato, a fase de Néel deixa de existir para valores cada vez menores de
J2 conforme aumentamos a desordem ∆. A fase de listras, entretanto, continua aparecendo
somente para J2 > 0.5J1: o que ocorre é a formação de uma fase intermediária, não
coplanar, entre a fase de Néel e a fase de listras (π, 0). Ademais, a teoria de campo médio
subestima o quanto a fase de Néel é afetada pela desordem vertical.

Ora, a existência dessa fase é necessária do ponto de vista teórico, pois, segundo
o teorema de Aizenman-Wehr, não existe transição de primeira ordem na presença de
desordem (74), como seria o caso de uma transição entre a fase de listras e a fase de Néel.
Para que isso não ocorra, a existência de uma fase intermediária é necessária. Nessa fase,
tanto o parâmetro de ordem de Néel quanto o de listras deveriam ser nulos, o que poderia,
na teoria, ser verificado via extrapolação. Na prática, a destruição dessas ordens não pôde
ser por nós observada porque o parâmetro de ordem Néel flutua violentamente dentro
dessa ordem (Fig. 19a), tornando o exercício mal-definido e impedindo que calculássemos,
via derivada numérica, o ponto no qual ocorre a transição.

A fronteira das fases foi determinada por meio de critérios energéticos. Compa-
ramos a energia do mínimo obtido via método do gradiente com a energia, para a dada
configuração, do estado de Néel e do estado de listras. Se a diferença relativa entre essa
energia obtida via minimização numérica com alguma das outras duas fosse menor que 10−4

unidades de energia, consideramos que se tratava da mesma fase. Senão, consideramos que
estávamos em uma fase intermediária, diferente das colineares citadas. Segundo tal critério,
a fase intermediária, não-colinear, começa em um valor de J2 (∆) < 0.5J1 (decrescente
com ∆) e termina em J2 = 0.5J1. O diagrama de fases esquemático pode ser observado na
Fig. 19b.
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Figura 19 – (a) MNéel e Mlistras para diluição de 15% das ligações verticais. É possível ver
a violenta flutuação de MNéel para J1 < J2 < 0.5J1. (b) Diagrama de fases
para diluição nas ligações verticais. A fronteira com a fase intermediária foi
determinada com base em critérios energéticos elucidados na Sec. 3.2.3.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2.4 Comentário: resultados a T > 0

Para a completeza do trabalho supracitado, uma análise da situação a temperatura
finita foi necessária. Tal análise foi realizada por M. Miranda (85) como núcleo de seu
projeto de mestrado.

Para J2 > 0.5J1 , a ordem de longo alcance é instável para qualquer concentração
finita de desordem homogênea nos sítios (retirada de spins) ou desordem nas ligações.
Entretanto, em virtude do mecanismo de ordem por desordem, o sistema à temperatura
finita possui domínios finitos em que o parâmetro de ordem de listras (Eq. 3.9) tem módulo
próximo de 1. Ora, esses domínios ora possuem listras verticais: ordem (π, 0): Mstripe = 1,
ora listras horizontais: ordem (0, π): Mstripe = 1. Na Fig. 20, que ilustra o comportamento
do sistema em temperatura finita, vemos, na figura da esquerda, o histograma relativo
ao valor médio de Mstripe por plaqueta. Já na figura da direita, vemos um mapa de rede
expressando o valor, por plaqueta, do mesmo parâmetro de ordem. Os retângulos brancos
expressam as ligações verticais diluídas, enquanto os retângulos pretos expressam as
ligações horizontais. A diluição é de 1% em ambas as direções. Para temperaturas baixas,
os domínios são pequenos: o efeito da ordem por desordem não consegue, na maior parte
da rede, vencer a seleção da fase de vórtices via canting. Para temperaturas intermediárias,
os domínios de listras são grandes, de sorte que o histograma fica muito mais largo. Para
temperaturas próximas da transição de Ising efetiva, a ordem de listras vestigial interna
aos domínios se torna menos perfeita, o que se traduz em valores menores do parâmetro
de ordem.

Ora, a presença de domínios ora de listras na vertical, ora de listras na horizontal,
redunda na existência de paredes de domínios que possuem parâmetro de ordem de vórtice
(Eq.3.8) não-nulo. Essas paredes de domínio são estreitas para altas temperaturas, mas se
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tornam mais e mais grossas com a temperatura: de modo similar, o tamanho do domínio
de listras se torna cada vez menor conforme diminuímos a temperatura. No limite de
T → 0, os domínios desaparecem e só sobram as paredes de domínio, concordando com o
resultado obtido na análise realizada estritamente em T = 0: um vidro de vórtices, com
vários domínios de vórtices.

Se considerarmos flutuações quânticas, teremos ordem por desordem mesmo em
temperatura nula. Neste caso, os domínios de listras nunca desaparecerão, embora as
paredes de domínio de vórtice continuem em voga. Essa fase em que coexistem os domí-
nios de listras e as paredes de domínio de vórtices pode ser chamada de paramagneto
correlacionado com resposta magnética não trivial (62).

Para simular, em temperatura zero, os efeitos do mecanismo de ordem por desordem,
utilizamos o termo biquadrático (Eq. 3.39) K < 0, que favorece as ordens de listras (Fig.
18a). As simulações numéricas realizadas com esse Hamiltoniano redundaram em resultados
qualitativamente muito semelhantes àqueles obtidos em T > 0 via simulação de Monte
Carlo (Fig. 20).

No caso de desordem não-homogênea, com retirada apenas de ligações verticais
ou horizontais, se aferiu que a transição de fase tipo Ising que ocorre no caso limpo não
mais ocorre. Em virtude da quebra explícita de simetria, o parâmetro de ordem de listras
é não-nulo em qualquer temperatura finita (62).
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Figura 20 – Histograma do parâmetro de ordem de listras para várias temperaturas e
tamanhos de rede.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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3.3 Produção bibliográfica resultante

O estudo desse sistema e os resultados obtidos levaram à publicação de um artigo
nomeado Phase diagram of a frustrated Heisenberg model: From disorder to
order and back again, publicado em 2021 na revista Physical Review B (62).
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4 BLINDAGEM KONDO E CORRELAÇÕES MAGNETICAS EM SEMICONDU-
TORES DOPADOS

4.1 Silício dopado com fósforo (Si:P) - propriedades físicas e descrições teóricas

Dentro de uma aproximação de elétrons independentes, em um sistema com invari-
ância translacional, a distinção entre metais e isolantes é intercambiável com a distinção
entre bandas parcialmente preenchidas e bandas totalmente preenchidas (em T = 0). Nesse
último caso, o isolante é caracterizado por uma grandeza Eg, o chamado gap de energia,
que é a energia que separa o nível mais alto da banda de valência (totalmente preenchida)
e o nível mais baixo da banda de condução (vazia). Em temperaturas diferentes de zero,
entretanto, as flutuações térmicas fazem com que exista uma probabilidade não-nula de
que um elétron “salte” esse gap, produzindo uma corrente. Essa corrente, inclusive, tem
duas faces - na banda de condução, é uma corrente de elétrons, enquanto na banda de
valência, é uma corrente de “buracos” - o espaço vazio deixado pelo elétron atua como
uma carga positiva se movimentando no sentido contrário. Essa condutividade gerada pela
excitação térmica pode ser arbitrariamente pequena - o que vai definir a sua relevância
é o tamanho do gap de energia Eg: a fração de elétrons que salta o gap é proporcional
a −eEg/2kBT , onde kB é a constante de Boltzmann e T , a temperatura. Sólidos que são
isolantes em T = 0, mas que possuem condutividade relevante a temperatura finita (abaixo
do ponto de fusão do material) são chamados de semicondutores (86). Nesses materiais,
a condutividade aumenta com a temperatura, de modo oposto ao que ocorre nos metais. Os
semicondutores são peças fundamentais na construção de circuitos eletrônicos, de modo que
sua importância tecnológica é descomunal. As propriedades óticas, elétricas e estruturais
de um semicondutor podem ser moduladas por um processo chamado de dopagem, que
consiste em inserir impurezas ou dopantes na estrutura do material, a princípio em posições
aleatórias, substituindo alguns dos átomos originalmente presentes na estrutura. Quando
o dopante possui mais elétrons na camada de valência, surge no material um “excesso” de
elétrons - é o que chamamos de semicondutor tipo n. Esses elétrons em excesso estarão
fracamente ligados aos átomos (em virtude da forte renormalização provocada pelo meio)
e seu conjunto dá origem a uma banda estreita, chamada banda de impureza, próxima ao
fundo da banda de condução. O gap entre essa nova banda e a banda de condução é muito
menor do que o gap entre a banda de impureza e a banda de valência - isso faz com que
esses elétrons extra advindos dos dopantes sejam muito mais fáceis de se excitar (87). Um
exemplo de semicondutor dopado tipo n é o silício dopado com fósforo (Si:P). Os átomos
de fósforo, aleatoriamente dispostos pela rede, têm um elétron excedente cada. Quando
a concentração deles é alta, o sistema é efetivamente um metal (Fig. 21b). Conforme a
concentração de impurezas diminui, a distância média entre elas aumenta, fazendo com
que os elétrons tenham mais dificuldade de saltar de uma impureza para outra. Isso, unido
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às interferências destrutivas entre as funções de onda eletrônicas (provenientes da não
homogeneidade do sólido), acaba por conduzir o sistema a um comportamento isolante
(Fig. 21a). A princípio, pode-se tentar descrever essa transição dado um modelo de elétrons
independentes - neste caso, se obtém uma transição metal-isolante de Anderson em uma
concentração nc ≈ 0.0175, o que é um valor próximo daquele medido experimentalmente
(88, 89). Nessa transição, a condutividade σ extrapolada para T → 0∗ vai a zero numa
concentração crítica: σ ∝ (n− nc)µ, e isso é ponto pacífico (Fig. 21c).

Figura 21 – Representação pictórica do Si:P na fase isolante (a) e metálica (b), além de
ilustração de sua transição metal-isolante, capturada pela condutividade σ
(caso uncompensated).

Fonte: Elaborada pelo autor (a,b) ; PAALANEN; BHATT. (88).

Entretanto, em uma transição metal-isolante de Anderson, µ = 1.57, o que é muito
diferente do valor experimentalmente medido, que é µ ≈ 0.5. Além disso, um isolante de
Anderson é composto por uma coleção de domínios finitos, mas que não percolam a rede
- os elétrons podem saltar de um sítio para o outro dentro de um mesmo domínio. Os
experimentos, entretanto, demonstram que o Si:P possui elétrons efetivamente localizados,
que não podem saltar e que formam momentos locais que produzem uma assinatura
singular na susceptibilidade: χ (T ) ∝ T−α (88), com α = 0.7. Esse comportamento é
típico de sistemas que possuem física de Mott - ou seja, as correlações elétron-elétron não
podem ser deixadas de lado no tratamento deste problema. Como existe essa formação de
momentos locais, existe também a interação desses momentos locais via troca direta (Fig
22a), a qual é mediada pela matriz de silício - isso implica que esses momentos localizados
interagem uns com os outros (90,91). Entretanto, não há ordenamento magnético, senão
que há a formação de singletos aleatórios, de acordo com o mecanismo descrito por
Bhatt e Lee no início da década de 80 (89) (Fig.22b) - cada momento se liga àquele que
está mais próximo, ignorando todos os outros e formando um singleto.

Além disso, em virtude da inomogeneidade do sistema, os momentos locais estão
presentes até mesmo na fase metálica. Como o sistema não possui invariância translacional,
∗ É essencial tomarmos T → 0, já que, para T ≥ 0, a condutividade é sempre não-nula, o que

borra a distinção entre metais e isolantes.
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existem regiões com concentração de impurezas menor que a média (chamadas de regiões
raras) que se tornam isolantes antes do sistema como um todo se tornar (92). Isso produz
uma resposta termodinâmica singular mesmo antes da transição - essa fase intermediária
é chamada de fase de Griffiths eletrônica (93, 94) (Fig.22c). Assim, na fase metálica (e
também na fase isolante, dentro de domínios nos quais há elétrons que podem saltar
e momentos localizados), o banho eletrônico interage efetivamente com os momentos
localizados por meio de uma interação Kondo efetiva JK (antiferromagnética) que, abaixo
de uma certa temperatura TK (temperatura Kondo), promove a blindagem destes - um
efeito chamado de blindagem Kondo. Estes momentos, quando blindados, são “engolidos”
pelo banho e contribuem com um peso espectral a mais na densidade de estados. Em um
sistema com apenas uma impureza, a blindagem Kondo faz com que o sistema se torne,
então, um líquido de Fermi local (43). Essa vasta gama de fenômenos competitivos faz
com que este sistema seja não trivial - uma descrição autoconsistente deste sistema e que
leve em conta as interações entre os momentos localizados exige um tour de force que
ainda não foi executado.

Dado este panorama, discutiremos, nas próximas seções, a física de semicondutores
dopados (em T → 0) e as abordagens prévias que foram utilizadas em sistemas análogos a
este que estamos estudando.

Figura 22 – a) Representação do mecanismo de troca direta, b) formação de singletos
aleatórios e c) fase de Griffiths eletrônica.

Fonte: Elaborada pelo autor (a,b) ; ANDRADE; MIRANDA; DOBROSAVLJEVIĆ. (94).

4.1.1 Digressão: semicondutores dopados e impurezas rasas

Consideremos um cristal de silício (Si) e troquemos um átomo de silício por um
de fósforo (P). O íon de silício tem, na camada de valência, 4e enquanto o íon de fósforo
tem 5e. Ignorando detalhes morfológicos dos átomos, é razoável representar esta mudança
como se meramente tivéssemos colocado um elétron a mais neste sítio.
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Figura 23 – Representação esquemática da substituição de um átomo de silício por um
átomo de fósforo, num esquema de dopagem.

Fonte: Elaborada pelo autor

Busquemos, então, compreender como esse elétron se comporta. Se ele estivesse
no espaço vazio, não dentro de um semicondutor, sua energia de ligação seria a mesma
energia de ionização do átomo da impureza: 10.5 eV. Entretanto, o fato deste elétron estar
embebido num meio semicondutor faz com que sua energia de ligação caia quase 3 ordens
de grandeza. Podemos compreender este fato por meio de um modelo hidrogeniônico
efetivo.

Se o elétron estiver distante do núcleo positivo, o potencial da impureza é dado por

U (r) = − e2

4πϵr , (4.1)

onde ϵ é a constante dielétrica do meio, dada por (86)

ϵ = ϵ0

(
1 +

[
ℏωp

E2
G

])
, (4.2)

onde ωp é a frequência de plasma e EG é o gap de energia. Quanto maior o gap, menor é
a constante dielétrica. Como, nesse caso, o gap entre a banda de impureza e o fundo da
banda de condução é pequeno, ϵ é grande, o que diminui muito a interação de Coulomb
efetiva. Tomando, a título de ilustração, ωP = 2.2 × 1014Hz ( frequência típica de um
semicondutor dopado) (95) e Eg = 0.11eV, ϵ = 11.7ϵ0.

Se a impureza não estivesse presente, a solução da equação de Schrödinger para
esses elétrons extras seria dada em termos de estados periódicos, os chamados estados de
Bloch ψn,k, que têm a mesma periodicidade da rede. Quando acrescentamos a impureza, o
estado resultante pode ser expresso em termos de uma combinação linear de estados de
Bloch - entretanto, o peso espectral dos estados próximos ao fundo da banda de condução
será muito maior, em virtude da proximidade da banda de impureza com o fundo da banda
de condução (Fig. 21a,b). Isso dará origem ao problema de uma partícula de massa m⋆

sob ação de um potencial central ∝ 1/r num meio com constante dielétrica ϵ. O estado
fundamental F (r) será, então, hidrogenóide, com um raio de Bohr a⋆

0 renormalizado

F (r) = 1√
πa⋆3

0

e−r/a⋆
0 com a⋆

0 = a0
m

m⋆

ϵ

ϵ0
, (4.3)
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o que determina, inclusive, a natureza das integrais de hopping t em problemas deste tipo.
Aqui, a0 é o raio de Bohr, ϵ0 é a permeabilidade elétrica do vácuo e m é a massa do elétron.
Em geral, o raio de Bohr renormalizado a⋆

0 é muito maior que o espaçamento de rede da
matriz semicondutora (89) - no caso do Si:P, ϵ ≈ 11.7ϵ0 e m⋆ ≈ 0.2m0 (96), resultando em
a⋆

0 = 59a0, um valor que é aproximadamente 6 vezes maior do que o parâmetro de rede do
silício.

4.1.2 Abordagens prévias

Como dito, o tratamento do silício dopado com fósforo em regiões próximas à
transição metal-isolante, de modo autoconsistente, acaba sendo um problema de grande
complexidade. Isso se dá porque o mesmo se encontra na interface de dois fenômenos em
si mesmo complicados: a desordem e a correlação elétron-elétron.

4.1.2.1 Fase de Griffiths eletrônica - Slave Bosons + StatDMFT

Um dos modos de se analisar sistemas desordenados correlacionados é partindo do
modelo de Hubbard (Eq. 2.10), que descreve elétrons que saltam por uma rede e pagam
uma energia U quando estão em um mesmo sítio. Introduzimos, então, desordem neste
sistema, adicionando uma energia aleatória por sítio ou, para melhor mimetizar o silício
dopado com fósforo, distribuindo impurezas aleatoriamente pela rede - em cada uma dessas
impurezas, posso ter zero, um ou dois elétrons, e esses elétrons saltam de uma impureza
para a outra sem passar pelos sítios de matriz. O hopping é inversamente proporcional à
distância entre essas impurezas. Um terceiro ingrediente é a teoria de bósons escravos †

que, no modelo de Hubbard, é mais complicada do que no modelo Kondo - no caso mais
simples, se usa o chamado formalismo de Kotliar e Ruckenstein (28) que é análogo ao que
fez Gutzwiller em seu trabalho (25). Um quarto ingrediente é a chamada Teoria Estatística
Dinâmica de Campo Médio (StatDMFT) (97), que é uma generalização, para sistemas
desordenados, da Teoria Dinâmica de Campo Médio. Usando StatDMFT, mapeia-se cada
sítio do modelo de Hubbard em um modelo de Anderson efetivo, cujo banho eletrônico é
definido de modo autoconsistente. Aplica-se nesse modelo de uma impureza o formalismo
de Kotliar e Ruckenstein, que permite que encontremos as funções de Green que são
necessárias para fechar o laço de autoconsistência.

O que se encontrou em trabalhos do tipo é o seguinte (94, 97): nas vizinhanças
da transição, mas ainda do lado metálico, algumas regiões raras se tornam isolantes
antes do bulk do sistema. Os elétrons dessas regiões se tornam momentos locais livres,
contribuindo de modo muito característico (χ = nfree (T ) /T ) para a termodinâmica do
sistema. Aqui, nfree (T ) é o número efetivo de spins livres para uma dada temperatura.
† Esses bósons são ditos "escravos", porque estão "amarrados"por meio de vínculos. Esses

vínculos asseguram que o novo espaço de Hilbert seja equivalente ao espaço de Hilbert
original.



70

Por serem livres, contribuem com χ ∼ 1/T (Curie). Em analogia ao que foi descoberto
por Griffiths em sistemas desordenados tipo Ising, chamamos essa fase “mista” de fase de
Griffiths eletrônica (97, 98). Como esses momentos livres se encontram mergulhados
em um mar de elétrons que ainda correm pela rede, existe uma temperatura de coerência
(análoga à temperatura Kondo no caso do problema de uma única impureza) na qual
esses momentos locais sofrem blindagem Kondo e são engolidos pela densidade de estados,
produzindo um material tipo líquido de Fermi.

Ora, a termodinâmica singular desses momentos locais livres é, de alguma forma,
superestimada, pois essa estratégia ignora as correlações magnéticas que, amarrando um
spin ao outro, levariam a uma quebra dessa degenerescência up-down. Tais correlações
poderiam ser incluídas no problema por meio de um formalismo de bósons escravos que
tomasse não um sítio, mas um aglomerado de sítios, como unidade básica (30,99,100). Um
outro modo possível de se realizar tal feito seria adicionando flutuações (via diagramática)
para além do ponto de sela relativo à aproximação de campo médio (30). Ambas as
alternativas exigirão um esforço considerável da parte de quem for empreendê-las, de sorte
que, por ora, tais abordagens ainda não foram utilizadas de modo amplo em sistemas
desordenados.

4.1.2.2 Bhatt-Lee e os singletos aleatórios

Para tratar especificamente da fase isolante (n < nc) de semicondutores dopados,
R.N Bhatt e P.A Lee (89) utilizaram o que viria a ser chamado posteriormente de grupo de
renormalização de desordem forte (SDRG) (101) em uma cadeia desordenada de spins
de Heisenberg e de Ising, onde o segundo modelo foi analisado para ser possível perceber o
quanto do comportamento observado na cadeia de Heisenberg quântica advinha de seu
caráter quântico.

Na época, se procurava avidamente pela presença de algum tipo de ordenamento
magnético em semicondutores insuficientemente dopados. Entretanto, tal ordenamento
não foi encontrado mesmo em temperaturas muito menores do que a interação de troca
média entre primeiros vizinhos. Para modelar esse tipo de sistema, os autores utilizaram
de um modelo de Heisenberg nos quais havia uma interação J (ri − rj) antiferromagnética
exponencialmente descrecente com a distância (o que é fisicamente sensível à luz do
discutido na Sec. 4.1.1). Se percebeu que, de fato, o sistema não tende a um ordenamento
de longo alcance, senão que à formação de singletos formados pelos pares mais fortemente
conectados.

A cada iteração do grupo de renormalização, as ligações mais fortes (maiores ou
iguais a um dado Jmax) são eliminadas, pois essa ligação forte resulta, evidentemente, em
um singleto. Como J (ri − rj) é tanto maior quanto menor for a distância ri − rj entre os
sítios, essas ligações mais fortes se dão entre spins próximos.
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Para calcular a susceptibilidade, imaginou-se que seria uma boa ideia tomar T =
Jmax: todos os níveis descartados (J > Jmax) não contribuíram com a susceptibilidade,
enquanto os spins que não se ligavam a ninguém com tanta força assim foram considerados
livres. Isso levou à seguinte expressão para a susceptibilidade

χ (T = JM) = N (Jmax)χc (JM) /N, (4.4)

onde χc (Jmax) é a susceptibilidade tipo Curie de N spins 1/2 a uma temperatura T = Jmax

e N (Jmax) expressa o número de spins livres (J < Jmax) . A mesma susceptibilidade
apresentou um comportamento tipo lei de potências, menos singular do que a lei de Curie
que esperaríamos na ausência de uma interação J entre sítios.

Em resumo, o trabalho seminal de Bhatt e Lee sugeriu duas coisas fundamentais
na compreensão da física de semicondutores (insuficientemente) dopados, mas que também
vale, a princípio, em qualquer região em que exista a formação de singletos:

1. Em um sistema de spins em que a interação se dê de todos com todos e compreenda
várias ordens de magnitude, não há a formação de qualquer tipo de ordem de longo
alcance, sequer vítrea, nas escalas de temperatura experimentalmente relevantes. No
caso quântico, que corresponde ao que se observa no material real, cada spin se une
univocamente ao vizinho mais próximo, já que a interação de Heisenberg cai com a
distância. É o que chamamos de fase de singletos aleatórios;

2. Nesse tipo de sistema, a susceptibilidade magnética escala com uma lei de potências
menos singular do que a lei de Curie.

Um trabalho mais recente (102) obteve, ao mapear o problema em um sistema de esferas
duras, uma fórmula analítica para a correção, advinda deste processo de formação de
singletos, na lei de Curie. A correção obtida não foi tipo lei de potências, mas logarítimica.
Podemos arrazoar essa correção logarítimica do seguinte modo: seja n a densidade de
impurezas e ℓ a distância média entre elas. Cada impureza é representada por uma esfera.
Essas esferas estão na iminência de se tocarem: se se tocam, temos a formação de um
singleto, senão, temos spins livres (Fig. 21). A distância média ℓ entre os spins se relaciona
à densidade de impurezas: n ∝ ℓ−3. Ora, a interação RKKY é da forma J = J0 exp (−2ℓ).
Temos, assim, ℓ ∝ ln (J0/J), o que implica n ∝ ln−3 (J0/J). Relacionando J e T e n com
nfree, obtemos

χ (T ) = nfree (T )
T

≈ a

T
[
ln3

(
J0
T

)
+ a

] , (4.5)

onde a é a um parâmetro ajustável. Para uma versão completa e rigorosa deste argumento,
ver a Ref. (102). Entretanto, como mostraremos, a Eq. 4.5 pode ser bem descrita por
χ (T ) ∝ T−α, em que α é um expoente efetivo que conecta essa teoria com o cenário de
Bhatt-Lee.
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4.2 Modelo mínimo - Hamiltoniano de Kondo-Heisenberg de dois sítios

Já que queremos estudar o Si:P nas vizinhanças da fase de Griffiths eletrônica,
precisamos entrever quais são os principais mecanismos que competem nessa região.

Em temperatura nula, duas coisas competem: a interação de Heisenberg entre
momentos locais (que faz com que o sistema tenda a se tornar uma coleção de singletos
aleatórios (89)) e a interação desses momentos locais com o banho eletrônico dos elétrons
de condução (que leva à blindagem Kondo). Em temperatura finita, estes dois fenômenos
competem com a temperatura em si: se esta for maior que a temperatura Kondo TK e
que a interação antiferromagnética Jij entre dois sítios que tendem a dimerizar, teremos
momentos locais livres, que contribuirão para a termodinâmica do sistema com um termo
tipo-Curie: 1/T .

Considerando isso, podemos propor um modelo mínimo. Construímos em uma
rede cúbica de lado L, com L3 sítios. Nessa rede, distribuímos aleatoriamente N = nL3

impurezas, sendo n ≪ 1 a razão entre o total de impurezas e o total de sítios. Essas
impurezas, dispostas aleatoriamente como estão, possuem (em virtude do sistema físico
que desejamos descever) um elétron fracamente ligado que pode saltar de uma impureza
para a outra. Esse conjunto de impurezas aleatoriamente dispostas nesta rede formam o
que chamamos de sub-rede de impurezas - é possível descrever a física desta sub-rede
por meio de um modelo Tight-binding desordenado (92),

Hcondução = −
∑
ijα

tijc
†
iαcjα, (4.6)

onde i e j representam sítios desta sub-rede de impurezas e todo o resto tem o mesmo
significado costumeiro.

Em virtude do que se expôs na Sec. 4.1.1, cada um destes elétrons fracamente
ligados tem uma função de onda hidrogeniônica - ψ (r) ∝ exp (−r/a⋆

0), onde a⋆
0 é o raio de

Bohr renormalizado pelo meio. A sobreposição dessas funções de onda dá origem a uma
integral de hopping da forma tij = t0 exp (−rij/a

⋆
0), exponencialmente decrescente com a

distância rij = |ri − rj| entre duas impurezas. A larga distribuição de valores possíveis
de tij faz com que o problema seja fortemente desordenado (Fig. 26a), e tanto mais é
desordenado quanto menor a concentração de impurezas - indo do maior para o menor, o
sistema passa de metal para isolante de Anderson em uma concentração nc = 0.0175 (88).
É importante notar que a densidade de estados resultante não possui simetria partícula-
buraco, indicando que o sistema é frustrado. No semipreenchimento, EF ≈ 0, mas não
igual a zero.

Precisamos, além disso, capturar a presença dos momentos locais (102). Sabemos
que cada momento localizado tende a formar um singleto com seu vizinho mais próximo,
de modo que, dada uma distribuição de sítios, é possível definir quem se ligaria a quem
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se estes sítios contivessem momentos localizados. Como essa física de singletos depende
apenas de dois sítios (por vez), consideramos a presença de dois momentos localizados
nos sítios a e b interagindo por meio de uma interação de Heisenberg antiferromagnética
Hsingleto = JabSa ·Sb, onde Si expressa o spin de um momento magnético localizado em um
sítio i e Jab = J0 exp (−2rab/a

⋆
0) expressa a interação antiferromagnética entre sítios, onde

a expressão para Jab emerge do fato dela surgir por meio de um mecanismo de troca direta:
Jab ∝ t2ab/U (90,91). Além disso, os momentos localizados interagem com os elétrons do
banho que passam sobre eles, dando origem a HKondo = JK

∑
l=a,b sl · Sl. Essa interação

é antiferromagnética e dá origem à blindagem Kondo, sendo JK o acoplamento Kondo,
que assumimos homogêneo, e sl o spin médio dos elétrons do banho que passam pelos
sítios l = a, b das impurezas localizadas. A interação JK banho-impureza poderia gerar
uma interação RKKY (mediada pelo banho de elétrons) entre uma impureza e a outra,
mas tal interação pode ser desprezada em virtude do formalismo de large N utilizado. O
Hamiltoniano completo, então, é a soma HKondo +Hsingleto +Hcondução, que chamamos de
modelo Kondo-Heisenberg de dois sítios

H = −
∑
ijα

tijc
†
iαcjα + JK

∑
l=a,b

sl · Sl + JabSa · Sb. (4.7)

Onde os índices a, b se referem aos sítios nos quais estão os momentos magnéticos localizados.
Tomamos t0 = J0 = a0 = a⋆

0 = 1, o que diminui o número de parâmetros livres.

Figura 24 – Densidade de estados para diferentes valores de n. As linhas verticais ponti-
lhadas expressam a energia de Fermi relativa ao semipreenchimento em cada
DOS.

Fonte: Elaborada pelo autor

4.2.1 Solução em Large-N : bósons escravos, campo médio e limite Kondo

Para tratar este problema, utilizamos uma teoria de campo médio dentro do limite
de N grande. Isso implica a ampliação da simetria local dos momentos localizados, a qual
passa de SU (2) para SU (N ), e a representação deles como spinons fermiônicos f †

lα (flα)
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que obedecem o vínculo ∑N
α=1 f

†
lαflα = N /2. Nessa linguagem, introduzimos dois campos

de Hubbard-Stratonovich (bósons escravos): bl, conjugado a ∑α f
†
lαclα, e ∆ll′ , conjugado

a ∑
α f

†
lαfl′α. Em virtude de sua definição, vale ∆ll′ = ∆⋆

l′l Nos asseguramos de que o
vínculo é satisfeito por meio do uso de multiplicadores de Lagrange λl. Para fazer com
que o Hamiltoniano dado pela Eq. 4.7 se torne extensivo em N , reescalamos as constantes
de acoplamento: JK → JK/N e Jab → Jab/N . No limite de N → ∞, o sistema cai em
um ponto de sela - os campos de Hubbard-Stratonovich condensam e o Hamiltoniano de
campo médio resultante se torna

HMF = −
∑
ijα

tijc
†
iαcjα −

∑
α,l

(
blc

†
lαflα + h.c.

)
− ∆⋆

∑
α,l ̸=l′

(
f †

lαfl′α + h.c
)

+
∑
α,l

λl

(
f †

lαflα − 1
2

)
+ N
JK

∑
l

|bl|2 + N
Jab

|∆|2 . (4.8)

Nesse limite, surge um acoplamento RKKY indireto entre os momentos localizados. Esses
momentos interagem com o banho por meio da interação Kondo, e essa interação é
“transmitida” pelo mesmo banho até a segunda impureza (e vice-versa). Como a primeira
interação é proporcional a JK/N e a segunda, também, esse termo é da ordem de 1/N 2,
desaparecendo no limite de N grande. Fazendo isso e integrando os elétrons de condução,
escrevemos a energia livre efetiva (ver Eq. 2.46, 2.47 e 2.48) (103)

FMF = −TN
∑

n

[ln (−iωn + Ω+) + ln (−iωn + Ω−)]

−N
2
∑

l

λl + N
JK

∑
l

|bl|2 + N
Jab

|∆|2 , (4.9)

onde

2Ω± = Ea + Eb ±
√

(Ea − Eb)2 + 4 (∆⋆ − babbϕab) (∆ − bbbaϕba), (4.10)

El = λl + b2
l ϕll,

ϕll′ (iωn) =
∑

ν

⟨l|ν⟩ ⟨ν|l′⟩ / (iωn − Eν) , (4.11)

Hcondução |ν⟩ = Eν |ν⟩ , (4.12)

em que ωn são as frequências de Matsubara. Como o problema agora envolve duas impurezas,
precisamos das combinações ligantes e antiligantes dos orbitais originais. Também temos
funções de hibridização não-locais, que ligam os sítios a e b. Com isso, temos seis parâmetros
variacionais: λl, bl (l = 1, 2), ∆ e ∆⋆. Para determiná-los, minimizamos a energia livre
derivando-a com relação a estes parâmetros. Dadas as seis equações resultantes, tomamos
(de modo análogo ao que fazemos na solução via bósons escravos no modelo Kondo de
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uma impureza) o chamado “limite Kondo”, no qual tomamos bl → 0 e λl → 0. No regime
em que b é nulo, não há hibridização. Se b finito, a hibridização está presente. Se vou de
b finito para b → 0 infinitesimal, encontro, nesse limite, a temperatura “crítica”, TK , na
qual o valor esperado da hibridização

〈∑
α f

†
lαclα

〉
deixa de ser nulo. Essa hibridização

está estreitamente relacionada com a blindagem Kondo. A temperatura T l
K , chamada de

temperatura Kondo (no sítio l = a, b), é definida implicitamente pelas equações resultantes
desse limite: um par de equações acopladas

∑
ν

f (Eν) − f (|∆|)
Eν − |∆|

[
|⟨l|ν⟩|2 − ⟨l|ν⟩ ⟨ν|l′⟩

]
+
∑

ν

f (Eν) − f (− |∆|)
Eν + |∆|

[
|⟨l|ν⟩|2 − ⟨l|ν⟩ ⟨ν|l′⟩

]
= − 2

JK

, (4.13)

2f (∆) = 1 − 2∆
Jab

, (4.14)

f (∆) = 0, (4.15)

f (−∆) = 1, (4.16)

onde f (x) = 1/
(
eβx + 1

)
é a distribuição de Fermi-Dirac e l, l′ = a, b com l ̸= l′. Existem

dois tipos de solução para essas equações. A primeira é a solução que exclui o efeito
Kondo: ∆ = Jab/2 e 1/βl

K = T
(2)
K (l) = 0. Essa solução corresponde ao desacoplamento dos

momentos locais dos elétrons de condução - em contrário, o que ocorre é o acoplamento de
um momento local com outro, formando um singleto. A outra solução é a solução Kondo,
na qual ∆ ≈ Jab/2 e T (2)

K (l) ̸= 0 para ambos os momentos localizados (Fig. 25). Nesse
sistema por nós estudado, essas duas soluções são separadas por um ponto crítico quântico,
o que não é exato (o modo mais correto de descrever essa separação seria em termos de
um crossover), mas isso é irrelevante para o que desejamos estudar, que é o efeito da
desordem na distribuição dessas soluções.

tab
Jab+

Figura 25 – Esquema expressando os dois mecanismos por trás do modelo Kondo-
Heisenberg de dois sítios: o hopping/interação banho-impureza (a) e a interação
de Heisenberg (b).

Fonte: Elaborada pelo autor

4.3 Resultados

Nossos resultados passam, então, pela solução numérica da Eq. 4.13. Para tal
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1. Distribuímos aleatoriamente, numa rede cúbica de lado L, nL3 impurezas. Aqui,
n ≪ 1;

2. Encontramos numéricamente os autovalores e autovetores da parte Tight-Binding
(Hcondução) deste modelo;

3. Com esses autovalores e autovetores, resolvemos a Eq. 2.55 (problema de um sítio)
para cada um dos sítios da rede. Consideremos inicialmente que em um dado sítio se
encontra uma impureza. Essa impureza se acopla com o banho eletrônico formado
pelos elétrons que se encontram nos outros sítios. Resolvemos, então, a dita equação
para este problema - de modo equivalente, podemos resolver, para o mesmo sítio, a
Eq. 4.13 com ∆ = 0. Repetimos, então, o procedimento para todos os outros sítios.
Como, em virtude da heterogeneidade da rede, o banho eletrônico que interage com
cada sítio é diferente, cada sítio i terá uma temperatura Kondo TK (i) diversa;

4. Passamos, então, para o problema de dois sítios, resolvendo a Eq. 4.13. O primeiro
passo para a realização deste feito é encontrar todos os pares que formam singletos.
Ora, os pares que formam singletos são constituídos pelos spins que possuem menor
distância entre si, já que a interação de Heisenberg é tanto maior quanto menor
for a separação entre os spins. Baseando-nos nisso, olhamos para todos os sítios e
detectamos qual é o par de sítios que menos dista entre si. Encontrando esse par,
definimos um Jab = J0 exp (−2rab/a0) e retiramos esses spins da lista. Checamos
novamente qual é o par que menos dista entre si, repetindo o processo até que
tenhamos definido nossos N/2 pares a e b em uma dada realização de desordem.
Tendo os pares, partimos para a resolução propriamente dita das equações. Como
palpite inicial para a solução, usamos os TK (i) obtidos no problema de um sítio.
Determinamos, então, quais sítios tem solução tipo Kondo

(
T

(2)
K (a, b) ̸= 0

)
ou tipo

singleto
(
T

(2)
K (a, b) = 0

)
;

5. Voltamos ao passo 1, construindo, para um mesmo valor de n e L, uma nova
distribuição aleatória de sítios, até que tenhamos feito um número suficiente (∼ 10000)
de realizações de desordem.

4.3.1 Casos limite

Para verificar a consistência do modelo, nós o resolvemos em alguns limites conhe-
cidos.

4.3.1.1 JK = 0

Neste limite, os momentos localizados estão, efetivamente, desacoplados do banho
de elétrons. Entretanto, ainda há a interação Jab entre pares de momentos localizados -
tais pares foram escolhidos conforme critério explicitado na Sec. 4.3. Isso dá origem a um
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ensemble de pares de spins, ou, em outras palavras, um ensemble de problemas de dois
sítios.

Para encontrar a susceptibilidade magnética, usamos o critério introduzido na Sec.
(102). Olhando para cada par de spins, comparamos a temperatura T com a interação Jab

entre eles. Se T > Jab, as flutuações térmicas não permitirão a formação de um singleto,
de modo que cada um dos sítios contribuirá com a susceptibilidade com um termo tipo lei
de Curie: χi = 1/T . Por outro lado, se Jab > T , os momentos magnéticos formarão um
singleto cuja susceptibilidade por sítio é da forma

χi = exp (−Jab/2T )
T

≈ 0, (4.17)

um termo que é exponencialmente suprimido, e que, portanto, poderá ser ignorado. Desse
modo, podemos calcular a susceptibilidade total (com T ≪ J0) somando 1/T para cada
par de spins que possuem Jab < T , o que é equivalente a tomar

χ (T ) = nfree (T )
T

, (4.18)

onde nfree (T ) expressa a quantidade de spins livres a uma dada temperatura T . Esse
procedimento captura todas as previsões qualitativas da teoria de Bhatt-Lee dentro da
faixa experimentalmente relevante de parâmetros (102).

O comportamento do sistema é definido pela distribuição dos acoplamentos Jab.
Esses acoplamentos são definidos de modo hierárquico: varremos toda a lista e escolhemos
o par mais próximo. Retirando esse par da lista, varremos-na novamente, escolhendo
novamente o par mais próximo. Os pares que se formarão no final serão formados por spins
distantes entre si, o que gera valores arbitrariamente pequenos de Jab. Isso faz com que a
distribuição Q (Jab) resultante seja inevitavelmente singular. Já na distribuição P (Jab),
os Jab são obtidos calculando J0 exp (−2rab/a0) para cada a e seu vizinho mais próximo
b. Como, em uma distribuição não-enviesada, cada sítio tem sempre um vizinho não tão
distante, essa distribuição não é singular, tendo um pico em um ponto bem definido e
que é tanto mais deslocado para Jab/J0 maiores na medida em que n é maior (já que,
quanto maior a concentração de impurezas, mais próximas elas estão na média). Na Fig.
26, podemos ver essas duas distribuições para dois valores diferentes da concentração n de
impurezas.

Na solução original de Bhatt-Lee, consideramos que todos os momentos localizados
interagem entre si. Excluindo, sob formalismo do grupo de renormalização de desordem
forte, o singleto que interage mais fortemente, seguiríamos rumo à renormalização dos
demais acoplamentos (89). Esse acoplamento é, em geral, menor do que os originais, mas a
correção é da ordem de 1/N em spins SU (N ) , o que torna essa renormalização ignorável
dentro da nossa abordagem, que parte do limite N → ∞. Desse modo, nossa abordagem
“binária”, sem renormalizações, é consistente.
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Usando essa abordagem, calculamos a susceptibilidade de cada par de sítios para
várias realizações de desordem, tomando, em seguida, a média sobre desordem. Assim
como Q (Jab) é singular, a susceptibilidade também o é. Com base na Eq. 4.5, ajustamos
os dados obtidos (Fig. 26b) satisfatóriamente, embora tal ajuste se torne menos perfeito na
medida em que consideramos concentrações maiores de impurezas. Entretanto, podemos
também ajustar uma lei de potências χ (T ) = T−α aos dados, à moda de Bhatt e Lee.
Esse ajuste é muito satisfatório para baixas temperaturas e também pode ser generalizado
para situações na qual há efetivamente interação dos singletos com o banho. Ademais, na
figura supracitada, a linha ponto-traço corresponde à lei de Curie.

m

Figura 26 – (a) Comparação entre as distribuições P (Jab) e Q (Jab); (b) Susceptibilidade
magnética χ (T ) como função da temperatura (escala log × log ). Usamos
L = 40. No ajuste tipo Eq. 4.5 , temos A = 462 (12) e 167 (8), e no ajuste
tipo T−α, α = 0.58 (1) e 0.30 (1) para n = 0.01 e n = 0.02, respectivamente.

Fonte: Elaborada pelo autor

4.3.1.2 Jab = 0

Agora, consideremos o limite complementar, no qual as impurezas não interagem
entre si, mas interagem com o banho de elétrons livres (104). Para tal, distribuímos os sítios
da impureza pela rede segundo o já citado esquema que se utiliza de números aleatórios.
Feito isso, resolvemos o problema Kondo de um sítio (Eq. 2.55) para cada um desses
sítios, o que fisicamente quer dizer que estamos distribuindo momentos localizados nestes
locais, um por vez. Isso dá origem a um ensemble de problemas Kondo de um sítio sob
ação de um banho espacialmente inomogêneo. Isso dá origem a uma distribuição P (TK)
de temperaturas Kondo (105–113), já que cada sítio “enxerga”, localmente, um banho
eletrônico diferente. Se temos JK/J0 ≲ 0.5, observamos que essa distribuição pode ser
ajustada por uma lei de potências em TK : P (TK) ∝ T−α

K (Fig. 27). Para valores maiores
de JK , a lei de potências não é observada e a distribuição das temperaturas Kondo tem
um pico muito pronunciado ao redor da temperaratura Kondo típica T typ

K

T typ
K = exp [⟨log TK⟩] , (4.19)
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onde ⟨· · · ⟩ expressa que tomamos a média sobre todos os sítios de cada uma das
realizações de desordem relativas aos diferentes modos de distribuirmos as impurezas na
rede cúbica.

A lei de potências observada é uma consequência da inomogeneidade do sistema: já
que o banho advém de uma distribuição de sítios muito desordenada, as flutuações locais
são muito grandes. Como o banho local determina a temperatura Kondo, as flutuações
no mesmo dão origem a uma gama muito grande de temperaturas Kondo, algumas
arbitrariamente pequenas (114). O fato interessante é que o expoente α da lei de potências
pouco depende da concentração n de impurezas. Esse resultado peculiar já foi, inclusive,
reportado em outros trabalhos que envolvem o problema Kondo em um banho desordenado
(107–109). Entretanto, percebemos três coisas: a primeira é que, para valores maiores de
n, a distribuição P (TK) começa a saturar para valores pequenos de TK , o que expressa
que, no metal, a blindagem é mais eficiente. A segunda coisa que percebemos é que, se
tomarmos JK pequeno o suficiente, a dependência de α com ele é pequena. Um terceiro
fato percebido é o de que α depende do preenchimento da banda de impureza.

Para obter α, utilizamos dois métodos. O primeiro consiste em ajustar uma reta ao
gráfico log-log da distribuição P (TK): este método pode, entretanto, levar a erros poucos
controláveis relativos ao modo pelo qual realizamos o binning dos valores de TK . O segundo
consiste em retirar o α diretamente dos dados, eliminando esses erros propagados (115).
Para tal, notamos que a lei de potências só vale para baixas energias, o que nos permite
escrever

P (TK) = (α + 1)
Tmax

K

Tα
K , (4.20)

onde Tmax
K é o valor máximo no qual a distribuição é válida. Dado isso, tomamos nossos

dados e calculamos a afinidade entre os dados brutos e o modelo dado. Para tal, precisamos
calcular a probabilidade de termos todos os n dados satisfazendo a Eq. 4.20, probabilidade
esta proporcional a

p (TK |α) =
n∏

i=1

(α + 1)
(Tmax

K )α+1T
−α
K (i) , (4.21)

onde i = 1, . . . , n se refere a todos os TK < Tmax
K . Ora, o α que melhor se ajusta aos dados

é justamente aquele que maximiza p (TK |α). Para encontrar esse α, igualamos a zero a
derivada de log (p) com relação a α. Com isso, obtemos

α = 1 − n∑n
i=1 log (Tmax

K /TK (i)) . (4.22)

Uma outra dificuldade circunda ao redor da obtenção de Tmax
K . Para tal, precisamos analisar

o que ocorre se falharmos nesta escolha. Se tomarmos Tmax
K muito grande, estaremos

ajustando uma distribuição tipo lei de potências a uma distribuição que não é do tipo lei
de potências: isso gerará erros no ajuste. Por outro lado, escolher Tmax

K muito pequeno
fará com que joguemos fora dados legítimos, o que aumenta os erros estatísticos e enviesa
os resultados.
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Um modo muito simples de se encontrar Tmax
K se dá plotando α como função de

Tmax
K , via Eq. 4.22, para vários valores escolhidos de Tmax

K (115). O Tmax
K correto será aquele

que ocorrer na região em que se dá o platô deste gráfico. Embora exista um certo grau de
subjetividade nessa observação, o critério funciona bem. Os expoentes α encontrados por
meio deste critério tem boa concordância com aqueles obtidos via fitting da distribuição
P (TK).

Um próximo passo foi o cálculo da susceptibilidade magnética do sistema. Sabemos
que, para temperaturas altas (T ≫ TK), os momentos locais ficam livres, o que nos
leva a esperar um comportamento tipo lei de Curie (∝ 1/T ). Para temperaturas baixas,
(T ≪ TK), o momento local estará blindado, o que o leva a apresentar um comportamento
tipo Pauli (1/TK), compatível com líquidos de Fermi. A fórmula mais simples que dá conta
destes dois limites é (16)

χi (T ) = 1
T + T i

K

→

 χi (T ) ∝ 1/T
χi (T ) ∝ 1/T i

K

para T ≫ T i
K

para T ≪ T i
K

. (4.23)

Com essa expressão, podemos calcular a susceptibilidade média do sistema

χ (T ) = 1
N

∑
i

χi (T ) ∝ 1
N

∑
i

1
T + T i

K

, (4.24)

onde a soma em i varre todas as impurezas em todas as realizações de desordem. Dada
a forma funcional expressa acima, foi possível capturar o crossover entre o regime de altas
temperaturas (distribuição tipo lei de Curie) e o de baixas temperaturas (distribuição tipo
lei de potências) ao redor de T/J0 ≈ 10−2.

A lei de potências observada, χ (T ) ∝ T−α apresentou o mesmo expoente crítico
observado em P (TK) ∝ T−α

K , a saber, α = 0.55, resultado obtido via ajuste para vários
valores de n e tomando JK = 0.1J0. A transição metal-isolante de Anderson não afeta
este expoente de modo relevante (Fig. 32).

Ora, o fato da susceptibilidade herdar o expoente de P (TK) é compreensível, já
que as temperaturas Kondo TK (i) não-nulas dependem de P (TK). Deste modo, podemos
escrever χ (T ) como

χ (T ) =
∫
dTKP (TK) 1

T + TK

=
∫
dTK

A (α)T−α
K

T + TK

. (4.25)

E, tomando x = TK/T e Tmax
K /T → ∞, obtemos

χ (T ) = A (α)T−αI (α) , (4.26)

I (α) =
∫ ∞

0
dx

x−α

1 + x
, (4.27)

onde a integral I (α) é apenas um número e A (α) é a exponencial do coeficiente linear
obtido no ajuste de P (TK). Com base nessa expressão, dentro do limite T ≪ Tmax

K ,
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pudemos criar uma expressão analítica para χ (T ), a qual se demonstrou consistente com
os resultados numéricos (Fig. 27 c e d).

Figura 27 – Distribuição da temperatura Kondo P (TK) (a), susceptibilidade magnética
χ (T ) (b), no problema de sítio único, para vários valores de n e JK = 0.1J0.
Nos gráficos c,d, vemos o ajuste da Eq. 4.27 aos dados numéricos. Todos os
gráficos estão em uma escala log × log

Fonte: Elaborada pelo autor

A termodinâmica singular aqui observada é característica de uma fase de Griffiths
eletrônica, que sabemos ocorrer no Si:P nas vizinhanças da transmissão (94, 97, 98). A
não dependência deste expoente com JK ou n concorda com resultados já publicados
(107–109). Podemos, entretanto, arrazoar uma explicação melhor para essa invariância de
α com n. Em primeiro lugar, é importante notar que, para n > nc = 0.0175, estamos na
fase metálica. Nessa fase, todos os TK deveriam ser não-nulos, já que não há gap no metal
(J c

K = 0, Eq. 2.56). Entretanto, em virtude da forte desordem presente em nosso sistema e
também em virtude de efeitos de tamanho finito, o sistema herda, desde que estejamos
próximos à transição, certo caráter isolante na fase metálica: alguns TK serão nulos (spins
livres) mesmo para n > nc. Ora, partindo da Eq. 2.51 e passando-a para um formalismo
integral (116), obtemos, tomando EF < −D (isolante)

JK ≥ J c
K (EF ) = −2

ϕaa (EF ) =
[∫ D/2

−D/2

dωρ (ω)
ω − EF

]−1

∝ D, (4.28)
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para qualquer ρ (ω) contínua em ±D, onde ρ é a densidade de estados local e D é a
largura de banda. Deste modo, já que existe essa herança do comportamento isolante nas
vizinhanças da transição, sempre existirá um valor J c

K abaixo do qual o efeito o Kondo
não ocorre, e esse valor J c

K será proporcional à largura de banda D.

Ora, o resultado que obtemos no caso limpo e que expressa que TK varia expo-
nencialmente com JK (Eq. 2.59) é uma boa aproximação para a dependência de um com
outro para ρ (ω) ≠ 0 qualquer. Se tomarmos ρ (ω) = ⟨ρ (ω)⟩ = 1/D e JK = J c

K = D, a
dependência com D (e, portanto, com a concentração n : Fig. 28b) desaparece. Se TK

passa a não depender de n, então sua distribuição P (TK) passa pelo mesmo processo,
sugerindo um do porquê de α parecer depender pouco de n. Se observarmos a fração de
spins livres como função de JK/D (Fig. 28a), percebemos que as curvas relativas aos n
próximos à transição são todas muito parecidas (Fig. 28a ). Isso demonstra que, de fato, o
JK efetivo que a temperatura Kondo “enxerga” escala com a largura de bandas D, em
concordância com a explicação prévia.

Figura 28 – Fração de momentos livres como função do acoplamento Kondo e variação da
largura de bandas com a concentração n. Em a), vemos o colapso das curvas
(exceto para valores altos de n. Em b), vemos que a desordem cai e a largura
de bandas cresce com n.

Fonte: Elaborada pelo autor

Tendo obtido estes resultados, desnovelamos dois dos mecanismos por trás da
dependência singular que nosso sistema tem com T em baixas temperaturas: a formação
de singletos aleatórios em virtude da retirada hierárquica de singletos e a distribuição
larga de temperaturas Kondo. Apesar dos dois fenômenos terem a ver com a desordem
forte do sistema, o mecanismo físico por trás de cada um é diverso. Na próxima seção,
analisaremos o que ocorre quando combinamos essas duas coisas.

4.3.2 Modelo completo

Para levar em conta tanto a formação de singletos quanto a blindagem Kondo
promovida por um banho desordenado, resolvemos a Eq. 4.13, relativa ao modelo Kondo-
Heisenberg de dois sítios. No panorama de nosso modelo, podemos discernir duas soluções
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que dependem das raízes T (2)
K (l), l = a, b da Eq.4.13: a solução não-Kondo ou tipo singleto

aleatório, onde ∆ = Jab/2 e T (2)
K (l) = 0, e a solução Kondo, ∆ ≈ Jab/2 e T (2)

K (l) ̸= 0.
Podemos ir de um regime para o outro variando o acoplamento Kondo JK . Na Fig. 29 ,
podemos observar a variação, com Jab, das temperaturas Kondo obtidas via solução da
Eq. 4.13. Quando Jab é pequeno, as temperaturas Kondo distribuir-se-ão em uma grande
gama de valores. Conforme aumentamos Jab, a gama de valores possíveis para T (2)

K diminui.
Se JK for suficientemente pequeno, existirá um valor J c

ab acima do qual não existirão
T

(2)
K ̸= 0 - isso equivale a dizer que todos os spins submetidos a tal interação formarão

singletos aleatórios (na figura Fig. 29a,c), a linha vermelha pontilhada representa esse
valor crítico). Esse valor crítico J c

ab independe de n ou do tamanho L da rede (Fig. 29)
, porque os valores possíveis de Jab independem dessas quantidades - essa dependência
não aparece na função Q (Jab), que descreve o peso relativo de cada um desses valores
possíveis.

Podemos, dados estes valores, construir um diagrama de fases (Fig. 30), no qual
os pontos laranja representam os dados numéricos, enquanto a linha sólida expressa um
ajuste linear a estes. Para JK pequeno, a solução RS (singletos aleatórios - não-Kondo)
domina, independentemente das flutuações locais na densidade de estados. Para valores
maiores do acoplamento Kondo JK , as flutuações locais é que determinam se o sistema
está na solução RS ou na solução Kondo, algo reminiscente do Diagrama de Doniach
(Fig. 8). A coexistência de soluções Kondo e não-Kondo para valores fixos dos parâmetros
relevantes é também reminiscente de um modelo de dois fluidos (88,117). .

Figura 29 – Valores da temperatura Kondo, no problema de dois sítios, como função do
acoplamento Jab. O valor crítico de Jab independe de L e n .

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 30 – Diagrama de fases do modelo Kondo-Heisenberg de dois sítios (Eq. 4.7) com
Jmax

ab /J0 = e−2. RS expressa "singletos aleatórios". Consideramos L = 40.

Fonte: Elaborada pelo autor

Ora, o fato importante aqui é o de que ∆ ≈ Jab/2 promove uma renormalização
na temperatura Kondo se comparamos com o caso Jab = 0. Abordagens mais robustas
(99,118) demonstraram que, em sítios nos quais ocorre a blindagem Kondo, devemos ter
∆ → 0: o sítio não “vê” mais a ação da interação de Heisenberg Jab. Isso é equivalente a
dizer que não há renormalização em TK nos casos em que há a blindagem Kondo: o valor
correto de TK (i) não é o que vem da resolução da Eq. 4.13, que chamamos de T (2)

K (i) ,
e sim o que vem da solução de sítio único (Eq. 2.55) para o mesmo sítio i. Nesse caso,
a equação para dois sítios serve apenas ao nobre propósito de determinar, com base na
nulidade de T (2)

K , se um dado sítio está na “fase” Kondo (e seu TK deve ser o mesmo que
seria na ausência de Jab) ou na “fase” singleto (caso no qual T (2)

K = 0). Deste modo, a
distribuição correta das temperaturas Kondo no problema de dois sítios é a distribuição
relativa aos TK de todos os sítios que possuem T

(2)
K ̸= 0. Podemos ver essa distribuição na

Fig. 31 (a) e (c).

Para calcular a susceptibilidade χ (T ), utilizamos uma abordagem semelhante
àquela usada no caso de sítio único.

χ (T ) = 1
N

∑
i

1
T + TK (i) , (4.29)

onde somamos os TK (i) de sítio único relativos a todos os sítios i que tem T
(2)
K (i) ̸= 0. O

ajuste via lei de potências sugere, com explicação análoga àquela dada no caso de sítio
único, uma herança em χ (T ) do expoente α de P (TK) = T−α

K .
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Dadas essas informações, construímos gráficos da distribuição P (TK) das tempe-
raturas Kondo (Fig. 31 a,b). A distribuição foi construída analisando as soluções T (2)

K (i)
das Eq. 4.13 dímero a dímero. Se T (2)

K (i) ≠ 0, adicionamos TK (i) na distribuição P (TK).
Normalizamos TK pelo valor típico da distribuição. As linhas tracejadas correspondem
a ajustes tipo lei de potência, T−α

K (ver Fig. 32), convenientes no regime de baixas tem-
peraturas. Dadas essas distribuições, pudemos também construir o gráfico de χ (T ) × T

em uma escala log × log (Fig. 31 c,d). Tal susceptibilidade foi calculada com base na Eq.
4.29 . Fica claro que, em baixas temperaturas, χ (T ) ∝ T−α, com o mesmo expoente α
de P (TK) (linhas tracejadas). No mesmo gráfico, a linha ponto-traço corresponde à lei
de Curie, válida para T grande. A região delimitada pelo retângulo é aquela na qual o
ajuste via lei de potências é mais adequado, e, com isso, notamos que em JK = 0.25J0,
a transição do regime T−α para o regime Pauli (χ ∼ cte) se dá já em T ≈ 10−2J0. Isso
acontece porque, como Jab faz com que sítios de TK pequeno se tornem singletos, chegamos
mais rápido em um regime onde todos os spins estão blindados (os que não estariam no
caso de sítio único terão se tornado singletos na presença da interação de Heisenberg),
saturando a susceptibilidade à moda de um Líquido de Fermi. Deste modo, vemos vemos
uma assinatura tipo paramagneto de Pauli, χ (T ) = cte).

Figura 31 – Distribuição P (TK) das temperatura Kondo (a, c) e susceptibilidade local
χ (T ) (b,d) no problema de dois sítios. Na primeira linha, temos JK = 0.25J0,
e na segunda, JK = 0.1J0.

Fonte: Elaborada pelo autor
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Na Fig. 32, apresentamos o expoente α como função da dopagem n. Esse valor de
α foi obtido diretamente dos dados (via Eq. 4.22): para sítio único, consideramos todos
os TK ̸= 0 e para dois sítios, consideramos as temperaturas Kondo TK (i) de todos os
sítios i que não singletam sob ação de Jab. É possível perceber que α depende pouco de n,
especialmente no caso de dois sítios. Ao observar que o valor de α no problema de sítio
único é maior do que aquele obtido no caso de dois sítios, percebemos que Jab age de modo
semelhante a um cutoff, que elimina todos os valores de TK que sejam menores que um
determinado valor. Isso faz com que os TK pequenos, que contribuiríam de modo mais
singular para P (TK), sejam suprimidos.

Observando a mesma Fig. 32, percebemos que α é maior, no caso de dois sítios,
para JK = 0.25J0 do que para JK = 0.1J0 - quanto menor o valor de JK , menos singular.
Ora, a fração de singletos formados é muito maior para JK menor: os valores pequenos de
TK que levariam a uma grande divergência na lei de potências vão a zero em virtude de
Jab: isso, efetivamente, torna a termodinâmica do sistema menos singular. Esse é um dado
não-trivial e que exige estudos posteriores.

É relevante, então, notar que o expoente α não depende de n nem para o caso de
sítio único nem no problema de dois sítios, permanecendo incólume ao longo da transição.
Isso é condizente com os experimentos. Entretanto, seu valor não é universal, como sugerido
anteriormente (54, 104), mas depende de JK , em virtude da formação de singletos que
é impactada por tal grandeza. Uma explicação mais detalhada exige uma teoria mais
sofisticada. Entretanto, com este modelo, conseguimos analisar a importancia relativa
dos dois elementos-chave por trás desse comportamento singular: a blindagem Kondo e a
formação de singletos, abrindo espaço para desenvolvimentos subsequentes que envolvam,
por exemplo, um laço de autoconsistência no espírito da Teoria Dinâmica de Campo Médio
(39).

Figura 32 – Expoente α da lei de potências como função da concentração n de impurezas,
para dois valores diferentes do acoplamento Kondo JK . Usamos L = 40.

Fonte: Elaborada pelo autor
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4.4 Discussão

Nosso modelo, expresso pela Eq. 4.7, é uma implementação microscópica do com-
portamento tipo modelo de dois fluidos, tão relevante na compreensão do comportamento
singular de semicondutores dopados. Para o Si:P, cada íon de fósforo forma um estado
ligado cuja energia é 30meV menor do que a energia do fundo da banda de condução do
silício. Se adicionarmos um elétron extra a este estado ligado, a energia aumenta em U

(sendo U a repulsão de Coulomb), sendo que U é quase igual à energia de ligação. Isso
sugere que, no lado isolante, os elétrons extra formam momentos magnéticos localizados.
Considerando que os valores de Jab são distribuídos segundo uma distribuição larga, a
desordem é a escala dominante de energia, de sorte que a formação de singletos aleatórios
surja como corolário. Se aumentarmos a densidade de impurezas, entramos na fase metá-
lica: esperaremos a blindagem dos momentos locais e a formação de um líquido de Fermi
desordenado. Considerando que a desordem é forte, esperamos que uma fração destes
momentos localizados sobreviva dentro do metal. Essa observações gerais nos levam a
utilizar a Eq. 4.7 como modelo mínimo, pois ele combina duas fontes de comportamento
singular: a formação de singletos aleatórios (a distribuição de Jab) e a distribuição tipo
lei de potências da temperatura Kondo. Esses dois mecanismos em conjunto levam a um
comportamento termodinâmico singular que persiste após a transição metal-isolante. O
parâmetro mais importante é α, que é uma função suave dos parâmetros do modelo e é,
fisicamente, o expoente dessa lei de potências. Como Jab induz que os sítios mais singulares
formem singletos, o comportamento singular fica mais atenuado no problema de dois
sítios. Em ambos os casos, existe variação pequena de α com a concentração de impurezas,
embora a dependência de α com o acoplamento Kondo JK seja não-desprezível. Ora, α,
no nosso modelo, cai com JK , algo bastante inusitado. Além disso, a fase de singletos
aleatórios não vence completamente em n → 0, algo que é previsto pelos experimentos.
Isso nos mostra que talvez seja necessário introduzir uma dependência explícita de n em
JK para podermos observar uma competição verdadeira entre Jab e JK aos moldes de
Doniach. A escolha por um JK fixo foi inspirada em trabalhos anteriores (31,54,113), mas
não parece adequada na descrição do Si:P.

O fato de termos encontrado soluções não-Kondo dentro do metal pode ter con-
sequências intrigantes. Suponhamos que esse comportamento sobreviva numa versão
auto-consistente da Eq. 4.7. Neste caso, a presença desses momentos locais violaria o
teorema de Luttinger, haja vista que esses momentos locais não contribuiriam para a super-
fície de Fermi (119–121). Isso, naturalmente, indica um comportamento tipo não-líquido
de Fermi (111). Ademais, se P (TK) permanecer singular na solução autoconsistente, pode-
ríamos afirmar que a presença de momentos locais na transição metal-isolante altera sua
classe de universalidade, com consequências importantes nos expoentes críticos (107,108).
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5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

5.1 Modelo de Heisenberg J1 − J2 clássico e desordenado

No que se refere ao estudo do modelo de Heisenberg J1 − J2 clássico e desordenado,
concluímos, por meio do uso de argumentos de simetria, minimização numérica e simulações
de Monte Carlo, que, para J2 > 0.5J1 (regime frustrado), a ordem de longo alcance é
instável perante qualquer densidade finita de desordem nos sítios ou nas ligações. Isso se
dá em virtude de efeitos de campo aleatório. No limite de baixas temperaturas e baixa
densidade de impurezas, o sistema é um vidro de spin com domínios na ordem de vórtices
(tanto maiores quanto menor for a desordem). Este trabalho rendeu um artigo, publicado
em 2021 na Physical Review B (62).

Dado isso, podemos elencar, a respeito deste trabalho, alguns pontos relevantes:

5.1.1 A equivalência entre desordem nos sítios e desordem nas ligações

Se considerássemos uma única vacância e comparássemos seu efeito com aquele
provocado pela ausência de uma ligação, perceberíamos que cada uma delas seleciona
energeticamente um estado diferente. Entretanto, em uma concentração finita de defeitos,
as duas coisas se equivalem. Se tomarmos vacâncias que sejam primeiras-vizinhas, o efeito
é exatamente igual àquele provocado por uma ligação faltante. Se tomarmos duas ligações
faltantes em um mesmo sítio (uma na direção x e outra na direção y), o efeito é similar
ao provocado por uma vacância. Como, em uma concentração finita de sítios ou ligações
faltantes, sempre haverá uma concentração finita de vacâncias primeiras-vizinhas e sítios
com duas ligações não-colineares faltantes, os dois tipos de desordem são equivalentes,
sendo ambas capazes de destruir a ordem quiral por meio da textura de spin dipolar por
elas gerada. As ordens colineares também não sobrevivem, em virtude do mecanismo de
campo aleatório (Imry-Ma).

Se compararmos esses resultados com aqueles obtidos em outros trabalhos, perce-
bemos que, em um modelo relacionado (122) já havia sido demonstrada numericamente a
equivalência entre desordem nos sítios e desordem nas ligações. Ademais, esse trabalho
estende os resultados da Ref.(82), demonstrando que ordens quirais também podem ser
destruídas por desordem nos sítios, não só por desordem nas ligações .

5.1.2 Efeitos quânticos

No que se refere à transição de fases em T finito, observamos que a mesma é
impedida pela desordem. Ora, nas vizinhanças de uma transição a T finito, não esperamos
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que efeitos quânticos façam qualquer diferença - o resultado obtido, então, vale também
no caso quântico.

Lembremo-nos, então, de que, para T > 0, a fase consiste em domínios de ordem
de listras separados por uma parede de domínio com ordem de vórtices. A ordem de listras
subsiste nesses domínios em virtude do mecanismo de ordem por desordem (63,64,123,124).
Conforme a temperatura baixa, o mecanismo também enfraquece, o que gera domínios de
listras cada vez menores e paredes de domínio cada vez maiores. Em T = 0, só restam as
paredes de domínio: um vidro de vórtices∗. As flutuações quânticas são análogas, no que
se refere ao mecanismo de ordem por desordem, às flutuações que emergem em virtude da
temperatura, pelo menos no regime em que J2 ≫ J1 - neste caso, os domínios de listras
subsistem mesmo a T = 0, diminuindo o valor local do parâmetro de ordem de vórtices, na
média. Tais resultados são relevantes para uma multidão de materiais, como KMoOPO4Cl,
RbMoOPO4Cl (125), Li2VOSiO4, Li2VOGeO4 (126,127) , abVO (PO4)2, com ab = BaCd,
SrZn, BaZn, Pb2ou PbZn (128–130). Todos eles podem ser modelados pelo Hamiltoniano
modelo, entendendo que a desordem tem como origem possíveis substituições químicas.

Se tomarmos, entretanto, J2 ≈ 0.5J1, ou seja, ao redor do ponto no qual classica-
mente ocorre a transição Néel - Néel interpenetrante (ou Néel-listras a T > 0), estudos
demonstram a destruição da ordem de longo alcance (131–135) . O efeito da desordem
nessas fases, no modelo quântico, têm recebido bastante atenção nos últimos tempos
(136–139).

5.2 Modelo Kondo-Heisenberg de dois sítios em uma matriz desordenada

Motivados pela termodinâmica singular que semicondutores dopados apresentam
em baixas temperaturas, investigamos o modelo Kondo-Heisenberg de dois sítios (Eq.
4.7). A banda de impureza foi modelada por meio da distribuição de uma quantidade nN
(n ≪ 1) de impurezas em uma rede cúbica de lado L, com L3 = N . Os elétrons do nosso
sistema podem saltar de uma impureza para a outra com uma energia ganha proporcional
a uma constante de hopping exponencialmente suprimida com a distância entre elas. Para
uma concentração nc de impurezas, o sistema apresenta uma transição metal-isolante
de Anderson. Trabalhamos em semipreenchimento, para assim reproduzir a física dos
semicondutores dopados. Acoplamos, então, um par de impurezas localizadas ao banho
eletrônico - essas impurezas interagem antiferromagneticamente com o banho e entre si.
Para tratar o problema, usamos uma abordagem de N grande. Feito isso, pudemos obter
dois tipos de solução. A primeira é a solução não-Kondo

(
T

(2)
K = 0

)
, na qual as impurezas

desacoplam do banho e formam, juntas, um singleto. Essa solução captura corretamente o

∗ Teremos vórtices nos mais diversos planos - a ordem não será coplanar. Se fosse coplanar e se
os domínios fossem conexos, o sistema estaria na fase de vórtices propriamente dita, não em
um vidro de vórtices.



91

comportamento tipo singleto aleatório que é tão relevante na descrição da fase isolante (89).
A segunda solução é a solução Kondo

(
T

(2)
K > 0

)
, que descreve a blindagem promovida

pelo banho nas impurezas e que dá origem a um líquido de Fermi não-homogêneo. Ora, em
virtude da distribuição aleatória das impurezas pela rede, a escala de energia kBTK (i) que
define o momento no qual essa blindagem ocorre é fortemente dependente do sítio: desse
modo, as temperatura Kondo TK (i) que definem essa escala de energia são distribuídas de
acordo com uma distribuição larga P (TK), que obedece uma lei de potências para valores
pequenos de TK : P (TK) ∝ T−α

K . As soluções podem coexisitir, de modo que esse modelo
captura o chamado comportamento de dois fluidos (88,117). Prossigamos, então, com as
conclusões

5.2.1 Conclusões parciais

Este modelo busca descrever, de algum modo, a competição entre o acoplamento
entre os momentos magnéticos localizados (que dá origem a singletos aleatórios) e o
acoplamento entre os momentos localizados e o banho (que dá origem à blindagem Kondo).
Ambos mecanismos podem ser compreendidos como agentes na geração de respostas
termodinâmicas singulares, o que está de acordo com o que dizem os experimentos.
Dentro desse nosso cenário, percebemos que a divergência observada na susceptibilidade
magnética (χ (T ) ∝ T−α) no problema de sítio único acaba permanecendo no caso de
dois sítios, com α ficando menos singular neste caso. Isso se dá porque os sítios que
possuem temperatura Kondo menor tem maior probabilidade de formar singletos - esses
sítios, então, não contribuirão na susceptibilidade, sendo que estes seriam justamente os
sítios que contribuiriam de forma mais divergente na ausência do acoplamento entre as
impurezas. Esse expoente α parece, nas vizinhanças da concentração crítica relativa à
transição metal-isolante, não depender da concentração n, embora dependa de JK de modo
relevante.

Com base neste trabalho, pudemos adquirir um entendimento muito mais claro da
física contida neste modelo mínimo de Kondo-Heisenberg, cujo objetivo é a descrição de
semicondutores dopados. Também adquirimos um entendimento mais profundo a respeito
da aproximação de N grande que foi utilizada para a obtenção das equações de campo
médio, as quais são como que o coração do trabalho.

Este trabalho, entretanto, não está ainda concluído. Ele será continuado pelo grupo
de pesquisa do qual participo e os devidos créditos serão dados em publicações futuras.

5.2.2 Perspectivas de continuação

Dentro da proposta de nosso trabalho (uma descrição não-autoconsistente de semi-
condutores dopados baseada no modelo Kondo-Heisenberg de dois sítios na aproximação de
N grande), podem-se realizar algumas melhorias, de modo a tornar a descrição mais exata.
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Uma delas seria tomar uma descrição mais verossímil da susceptibilidade no problema
de dois sítios. A Eq. 4.29 utilizada para calcular χ (T ) é ideal para T > TK > Jab e para
Jab > T > TK (caso no qual a susceptibilidade do sítio é nula). Entretanto, se tivermos
T > Jab > TK , a blindagem Kondo não ocorre: ela não pode sequer ter qualquer relevância,
de modo que cada spin deve se comportar como um momento livre, contribuindo com
um χi (T ) = 1/T , a la Curie. Ora, isso acrescentaria ao nosso problema um termo que
não é diretamente dependente de P (TK), o que poderia mudar ou introduzir variações
no expoente α de χ (T ), fazendo com que ele difira do α da distribuição de temperaturas
Kondo. Entretanto, é primeiro necessário definir qual temperatura Kondo deve ser utilizada
nas comparações com Jab: TK ou T

(2)
K ?

Um segundo ponto seria o de usar um critério tipo Stoner

Uρ (EF ) = 1, (5.1)

para definirmos quais impurezas podem ter nelas um momento local. Aqui, ρ é a densidade
de estados no nível da impureza e EF é a energia de Fermi. O motivo pelo qual isso pode
ser relevante é porque introduz um critério simples, dependente de n e U , para sabermos
(dentro de uma perspectiva que descreva algo semelhante a uma fase de Griffiths eletrônica)
que sítios permanecem metálicos e que sítios se tornam isolantes após, em um modelo
Tight-Binding desordenado, ligarmos a interação de Coulomb U . Ora, se n for pequeno,
a chance de termos um sítio isolado, distante dos outros, é maior, de modo que, para
U finito, é provável que este sítio forme um momento local. Com n maior, esses sítios
isolados diminuem em quantidade (já que o total de impurezas aumenta), de modo que a
probabilidade de encontrarmos momentos localizados também cai. Em outras palavras,
a razão entre o número de momentos locais e o total de impurezas irá diminuir com
n, de modo que, ao introduzir este mecanismo, acrescentaríamos ao já presente efeito
relativo à blindagem dos momentos também este outro fenômeno: a diminuição da fração
de momentos com n. Isso introduziria no modelo uma maior tendência metálica, o que
é algo fisicamente sensível conforme crescemos n para além da transição metal-isolante
de Anderson. Isso poderia diminuir a singularidade no metal (n > nc), eliminando uma
tendência não-física, presente no modelo, que é a consideração de que, no metal, todos os
sítios podem se tornar singletos. Sítios isolados seriam “sítios raros” e poderíam, eles sim,
formar momentos localizados, de modo que pares formados entre sítios isolados poderiam
entrar na competição entre o mecanismo que forma singletos e o mecanismo de blindagem
Kondo.

Uma terceira adição possível seria acrescentar alguma dependência de n em JK ,
para possibilitar a visualização, dentro do contexto deste modelo, de uma verdadeira
competição entre Jab e JK, a la Doniach.

Concluídos esses passos, provavelmente teremos material suficiente para a submissão
de um trabalho e poderíamos, como passo seguinte, resolver o modelo de Kondo-Heisenberg
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em uma rede Kondo, no espírito da Teoria Dinâmica de Campo Médio (DMFT) num
formalismo de aglomerado (140–142).† Para esse problema, o aglomerado mínimo deve
ser formado por dois sítios: no caso, o dímero formado pelo par mais próximo de sítios,
como feito neste trabalho. Algo interessante nessa abordagem é que, em virtude da falta
de invariância translacional do sistema, não preciaríamos modificar o Hamiltoniano para
reestabelecer a simetria translacional (ela nem existe!). Escolher um dímero como célula
fundamental do sistema é útil não só para podermos descrever a formação de singletos
aleatórios no lado isolante (e no lado metálico, próximo à transição), mas também para
irmos além das limitações observadas nos tratamentos da rede Kondo via DMFT de sítio
único, a saber: uma enorme superestimação do número de momentos locais na fase metálica
(94,143,144). Esses momentos localizados serão fortemente afetados pelas correções spin-
spin intradímero, levando à supressão do comportamento singular no metal e produzindo a
física correta na fase isolante. Nesse formalismo, poderíamos obter uma descrição acurada
do diagrama de fases como um todo, dando assim um passo relevante no entendimento da
transição metal-isolante em semicondutores dopados.

† Esse formalismo foi, inclusive, estudado por mim no doutorado, embora tenha dito dificuldades
em implementa-lo no modelo de Hubbard: a quantidade de bósons escravos se torna muito
alta neste modelo (81), tornando o problema muito desajeitado de se lidar.
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APÊNDICE A – O MECANISMO DE ORDEM POR DESORDEM (CASO
TÉRMICO)

Consideremos o modelo J1 − J2 clássico antiferromagnético na rede quadrada

H = J1
∑
⟨ij⟩

Si · Sj + J2
∑

⟨⟨ij⟩⟩
Si · Sj. (A.1)

Consideremos, então, um ordenamento que se dê apenas no plano xz. Assim, podemos
escrever os spins com base apenas no ângulo azimutal

Si = (Sx0
i , Sy0

i , S
z0
i ) = S (sin θi, 0, cos θi) , (A.2)

possibilitando que reescrevamos o Hamiltoniano

H = J1
∑
⟨ij⟩

S2 cos (θi − θj) + J2
∑

⟨⟨ij⟩⟩
S2 cos (θi − θj) . (A.3)

Consideremos o caso J2 > 0.5J1: nesse caso, o sistema estará, em T = 0, na ordem em que
existem duas redes Néel interpenetrantes. Nesse caso, os primeiros vizinhos tem ângulo
λij qualquer entre si, e os segundos vizinhos, um ângulo π. Na presença de flutuações
térmicas, consideramos uma pequena variação ϵ nos ângulos azimutais

θi → θi + ϵi (A.4)

θj → θj + ϵj, (A.5)

o que faz com que tenhamos, tomando cos (π + x) ≈ −1 + x2/2

H = J1
∑
⟨ij⟩

S2 cos (θi − θj − ϵi + ϵj) + J2
∑

⟨⟨ij⟩⟩
S2
[
−1 + ϵ2

i + ϵj − 2ϵiϵj

2

]
, (A.6)

o que nos leva, usando condições de simetria, a

H = −2J2S
2 + J1

∑
⟨ij⟩

ϵiϵj cos (θi − θj) + J2
∑

⟨⟨ij⟩⟩

{
ϵ2

i + ϵiϵj

}
. (A.7)

Depois, tomamos a transformada de Fourier dos ϵ

ϵi = 1√
N

∑
q

ϵqe
iq·r (A.8)

e, tomando θi − θj = ϕ, chegamos a

H = −2J2S
2 +

∑
q

J1 |ϵq|2 [cos (qx) − cos (qy)] cos (ϕ) + J2

2
∑

q

|ϵq|2 [4 − 4 cos (qx) cos (qy)] .

(A.9)
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Na prática, isso quer dizer que podemos escrever o Hamiltoniano da seguinte forma, onde
E0 = −2J2S

2

H = E0 + 1
2
∑

q

ωq |ϵq|2 (A.10)

ωq = 2J1 cos (ϕ) [cos (qx) − cos (qy)] + 4J2 [1 − cos (qx) cos (qy)] . (A.11)

Com esse Hamiltoniano, podemos escrever a função de partição Z

Z = 1
(2π)N/2

∫
dϵ1 . . . dϵne

−β

[∑
q
|ϵq |2ωq

]
e−βE0 , (A.12)

e assim, a energia livre fica, com F0 = e−βE0

F = −kBT ln Z = F0 +
∑

q

kB

2 T ln (ωq) . (A.13)

Ora: dadas duas configurações possíveis, a probabilidade do sistema estar na configuração
de energia mais alta é muito baixa, pois P ∝ e−βF . Desse modo, para encontrarmos a
configuração mais provável após as flutuações térmicas, precisamos encontrar os pontos de
mínimo de FF. O modo mais conveniente de fazer isso é passar da soma para a integral
(δF = F − F0)

δF =
∑

q

kB

2 T ln (ωq) ∝
∫
dqxdqy ln {2J1 cos (ϕ) [cos (qx) − cos (qy)] + 4J2 [1 − cos (qx) cos (qy)]} ,

(A.14)
e plotar o gráfico, no qual vemos que os mínimos de energia ocorrem para ϕ = θi − θj = 0 e
π. Desse modo, as flutuações térmicas selecionam (dado o vínculo que impõe ordenamento
antiferromagnético entre segundos vizinhos) as fases de listras, cujos vetores de ordenamento
são Q = (π, 0) e Q = (0, pi). Flutuações quânticas, calculadas via ondas de spin, selecionam
também esses mesmos estados.

Figura 33 – δF como função do ângulo entre primeiros vizinhos. É possível ver que os
mínimos de energia ocorrem para ϕ = θi − θj = 0 e π, de modo que essa
condição, em conjunto com o vínculo de antialinhamento entre segundos
vizinhos, nos diz que a fase de listras é selecionada por flutuações tanto
térmicas (a) quanto quânticas (b).

Fonte: Elaborada pelo autor
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APÊNDICE B – MODELO DE KONDO-HEISENBERG EM UMA REDE
QUADRADA

À moda de prolegômeno, resolvemos, antes de passar para uma densidade de
estados desordenada, o modelo de Kondo-Heisenberg em uma rede quadrada (Eq. 4.13).
Escolhemos como dímero um par de impurezas ligadas por um acoplamento J , tomado
aqui independente da distância. Esse dímero é qualquer, já que a rede quadrada possui
invariância translacional. Os resultados aqui obtidos valem também para uma impureza,
já que podemos ir do modelo de Kondo-Heisenberg para o modelo Kondo tomando ∆ = 0.

Conseguimos observar o comportamento exponencial fazendo um fit logarítmico
de TK/t em função de t/JK (Fig. B). Isso pôde ser observado tanto com ∆ = 0 quando
com ∆ ̸= 0. Em ∆ = 0, J c

K = 0: sempre∗ existirá uma temperatura Kondo tal que, abaixo
dela, o sistema esteja blindado em virtude do acoplamento com o banho. Em ∆ ̸= 0 , o
acoplamento com o banho precisa sobrepujar o acoplamento impureza-impureza, de modo
que J c

K não pode mais ser arbitrariamente pequeno.

Podemos, então, analisar os diagramas de fases (Fig. B) de J c
K/t como função

de ∆/t, em T = 0. Percebemos que Jc é maior na medida em que a energia de Fermi é
menor, levando em conta apenas densidades de estado inferiores a EF = 0, onde EF é
a energia de Fermi. Quanto mais próximo do semipreenchimento, maior a densidade de
portadores, o que faz com que cresça o acoplamento efetivo entre o banho e a impureza
(já que mais elétrons do banho estão se acoplando com a mesma). Isso diminui Jc: o que
quer dizer dizer que um JK menor é suficiente para acoplar a impureza com o banho,
blindando-a. Entretanto, se JK < Jc, a interação J = 2∆ entre as impurezas faz com que
elas se acoplem, dando origem a uma fase de singletos aleatórios.

∗ Isso não vale para o caso desordenado
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Figura 34 – Representação gráfica do log (TK/t) como função de t/JK , para diversos valores
de ∆ = J/2. Percebemos que Jc aumenta com J . As linhas verticais coloridas
demonstram onde se encontra J c

K , com as cores das linhas se relacionando com
os ∆ expressos na legenda. A inclinação da reta também varia suavemente,
tornando-se mais acentuada conforme J cresce.

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 35 – Na figura da esquerda, temos o diagrama de fases para diversos valores de
energia de Fermi. Traduzindo em termos de preenchimento de banda, temos
EF = −0.2 equivalente a 47.5% de preenchimento, EF = −0.5 equivalente a
43.75%, EF = −1.0 equivalente a 37.5% e, por fim, EF = −2.0 equivalente a
25% de preenchimento. Temos uma fase Kondo acima de cada curva e uma
fase singleto abaixo das mesmas. No gráfico da direita, tomamos ∆ = 0.1
, EF = −0.5 e L = 64 e visualizamos como o valor de JK

c muda conforme
variamos a distância entre os dois sítios do dímero. Percebemos que o valor de
Jc oscila: são as chamadas oscilações de Friedel. Contudo, Jc permanece finito
para grandes distâncias, já que J é constante nesse modelo. Essa invariância
de J com a distância é não-física, de modo que este modelo na rede quadrada,
no qual J não cai com a distância, só é válido quando as duas impurezas
acopladas estão próximas entre si.

Fonte: Elaborada pelo autor
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APÊNDICE C – CALCULO DA FUNÇÃO DE GREEN DO MODELO DE
ANDERSON COM U = 0 VIA EQUAÇÕES DE MOVIMENTO

Seja o Hamiltoniano de Anderson

H =
∑
k,σ

ϵkc
†
kσckσ +

∑
σ

Eff
†
σfσ +

∑
kσ

[
Vkc

†
kσfσ + V ⋆

k f
†
σckσ

]
+ Uf †

↑f↑f
†
↓f↓, (C.1)

e tomemos U = 0 nele: isso o transforma no chamado modelo de Fano-Anderson. A
eliminação de U faz com que o Hamiltoniano resultante tenha apenas termos quadráticos,
o que nos permite calcular sua função de Green pelo método das equações de movimento

(ω + is−H)G+ (ω) = I, (C.2)

onde I é a matriz identidade de dimensão pertinente e s → 0+. Para trabalharmos com
essa expressão, precisamos tomar os elementos de matriz convenientes. De modo geral,
temos 〈

a
∣∣∣(ω + is−H)G+ (ω) = I,

∣∣∣ a〉 = 1〈
a

∣∣∣∣∣(ω + is−H)
[∑

a′
|a′⟩ ⟨a′| +

∑
b′

|b′⟩ ⟨b′|
]
G+ (ω)

∣∣∣∣∣ a
〉

= 1
∑
a′
ωδaa′Gaa′ +

∑
a′
isδaa′Gaa′ −

∑
a′

⟨a |H| a′⟩Gaa′ −
∑
b′

⟨a |H| b′⟩Gb′a = 1, (C.3)

para elementos de matriz diagonais, e〈
a
∣∣∣(ω + is−H)G+ (ω) = I,

∣∣∣ b〉 = 0〈
b

∣∣∣∣∣(ω + is−H)
[∑

a′
|a′⟩ ⟨a′| +

∑
b′

|b′⟩ ⟨b′|
]
G+ (ω)

∣∣∣∣∣ a
〉

= 0 (C.4)
∑
a′
ωδba′Ga′a +

∑
a′
isδba′Ga′a′ −

∑
a′

⟨b |H| a′⟩Ga′a −
∑
b′

⟨b |H| b′⟩Gb′a = 0, (C.5)

para elementos de matriz fora da diagonal. Tomemos, então, |a⟩ = |f⟩ e |b⟩ = |k⟩ e
calculemos os elementos de matriz. Assim, obtemos

[ω + is− ϵf ]Gff = 1 +
∑

k

VkV
⋆

k

(ω + is− ϵk)Gff ,

Gff = 1
ω + is− ϵf − ∆ (ω) , (C.6)

onde definimos a função de hibridização

∆ (ω) =
∑

k

|Vk|2

(ω + is− ϵk) . (C.7)
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A física desse modelo é bastante rica. Dada a função de Green G, podemos calcular a
função de Green de Matsubara correspondente, G, para calcularmos a energia livre da
impureza

F = −kBT × Tr
[
−G−1 (ω)

]
, (C.8)

F = −kBT
∑
nσ

ln (−iωn − is+ Ef + ∆ (ωn)) , (C.9)

com os graus de liberdade do banho já inseridos na função ∆ (z).

Quando usamos o formalismo de bósons escravos no modelo de Anderson com
U → ∞ ou no modelo Kondo, mapeamos o sistema em um modelo cuja função de
Green é muito semelhante a Eq. C.6, o que nos permite entendermos estes sistemas mais
complicados por analogia com o que se sabe a respeito do modelo de Fano-Anderson.


