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RESUMO

CONSUELO-LEAL, A. Geração de estados gato de Schrödinger e estudo da relaxação
nuclear em spins quadrupolares via RMN . 2022. 123p. Tese (Doutorado em
Ciências) - Instituto de Física de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2022.

Essa tese foi elaborada dentro do escopo da Informação Quântica, envolvendo aspectos teóricos e
experimentais associados à Ressonância Magnética Nuclear. Nesse sentido, realizaram-se estudos
teóricos com o intuito de descrever o formalismo da geração de estados gato de Schrödinger e
apresentar o desenvolvimento matemático de relaxação nuclear, via a Teoria de Redfield. Por
outro lado, os aspectos experimentais foram constituídos de implementações em um sistema de
spin I = 3/2 para a geração de estados gato de Schrödinger. Por meio de tomografia de estado
quântico, obtiveram-se as matrizes densidade com fidelidades acima de 0, 96. Sendo assim,
funções de distribuição de quasiprobabilidade de Wigner foram geradas demonstrando padrões
de interferência característicos desse tipo de estado quântico. Também, utilizou-se um sistema
de spin I = 7/2 para o estudo de relaxação magnética, de modo que obtiveram-se as soluções
analíticas e numéricas para todos os elementos da matriz densidade. Além disso, para aplicar as
equações teóricas implementaram-se dois experimentos de Relaxação Magnética Nuclear: spin-
eco e inversão-recuperação, determinando-se assim as densidades espectrais que caracterizam a
dinâmica molecular do sistema estudado. Para ambos desenvolvimentos experimentais via RMN
foram preparadas amostras de cristais líquidos liotrópicos contendo núcleos de 23Na (I = 3/2) e
133Cs (I = 7/2).

Palavras-chave: Ressonância Magnética Nuclear. Cristal líquido liotrópico. Gato de Schrödinger.
Relaxação Magnética Nuclear. Teoria de Redfield.





ABSTRACT

CONSUELO-LEAL, A. Schrödinger’s cat state generation and study of nuclear
relaxation in quadrupole spins via NMR. 2022. 123p. Tese (Doutorado em
Ciências) - Instituto de Física de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2022.

This thesis was elaborated within the scope of Quantum Information, involving both theoretical
aspects and experimental techniques associated with Nuclear Magnetic Resonance. In this sense,
theoretical studies were conducted to describe the formalism of the generation of Schrödinger’s
cat states and to present the mathematical development of nuclear relaxation via Redfield’s
theory. On the other hand, the experimental aspects were implemented in a spin I = 3/2

system for the generation of Schrödinger’s cat states. Density matrices with fidelities above
0.96 were obtained by using quantum state tomography. In this regard, Wigner quasi-probability
distribution functions were generated to demonstrate the characteristic interference patterns of
this type of quantum state. Also, a spin I = 7/2 system was used to study magnetic relaxation
in a way that both analytical and numerical solutions for all elements of the density matrix
were obtained. In addition, to apply the theoretical equations, two Nuclear Magnetic Relaxation
experiments were conducted: spin-echo and inversion-recovery, which allowed determining the
spectral densities that characterize the molecular dynamics of the studied system. For both NMR
experimental developments, samples of lyotropic liquid crystals containing 23Na (I = 3/2) and
133Cs (I = 7/2) nuclei were prepared.

Keywords: Nuclear Magnetic Resonance. Lyotropic liquid crystal. Schrödinger’s cat. Nuclear
Magnetic Relaxation. Redfield Theory.
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1 INTRODUÇÃO

Um dos marcos históricos na ciência foi a descoberta da propriedade intrínseca do
spin em 1921 por Otto Stern e Walther Gerlach. Sendo assim, explorou-se essa propriedade em
diferentes contextos. Por exemplo, Felix Bloch et al.1 e Edward Mills Purcell et al.,2 em 1946, via
Ressonância Magnética Nuclear (RMN), investigaram núcleos de Hidrogênio. Posteriormente,
outros sistemas de spins nucleares acoplados, tal como com as espécies nucleares de Carbono,3

Flúor4 e Fósforo5 foram estudados.

Uma característica em comum dos núcleos citados acima é que o número de spin nuclear
I = 1/2. Entretanto, a maioria dos elementos químicos conhecidos na atualidade possuem spin
I > 1/2, o que significa que a maior parte são núcleos quadrupolares. Por exemplo, do almanaque
da Bruker*, têm-se o 23Na (I = 3/2), 27Al (I = 5/2), 133Cs (I = 7/2), 93Nb (I = 9/2) e 14N
(I = 1). Desse modo, essa tese explora duas aplicações em núcleos quadrupolares. A primeira
delas é a implementação de estados gato de Schrödinger num sistema de spin nuclear I = 3/2 e
com acoplamento quadrupolar não nulo. A segunda aplicação é dedicada ao estudo de relaxação
num sistema de spin nuclear I = 7/2 via a Teoria de Redfield.

A primeira aplicação discutida nessa tese diz respeito aos estados gato de Schrödinger
numa versão de spin nuclear. O estado gato de Schrödinger é um experimento mental da Mecânica
Quântica, onde um decaimento atômico desencadeia na morte de um gato, o qual está trancado
numa caixa. Devido ao fato de que os átomos permanecem em superposições de estados, o
gato pode estar simultaneamente vivo e morto.6 Estados gato de Schrödinger desempenham um
papel importante nos testes fundamentais da Teoria Quântica e em muitos processos da teoria
de Informação Quântica, tal como Computação Quântica, Teleporte Quântico e medidas de
precisão.7

Todavia, estados gato de Schrödinger são difíceis de se preparar, porque para sistemas
macroscópicos superposições de estados quânticos perdem coerência rapidamente e se tornam
misturas estatísticas devido à fortes interações com o ambiente. Portanto, para tornar o experi-
mento mental de Schrödinger factível, um sistema físico com seus próprios estados clássicos
ou quasiclássicos seria mais conveniente. Como exemplo, tem-se a Ótica Quântica, onde esses
estados correspondem ao estados coerentes |α〉. Sendo assim, a superposição quântica de |α〉 e
| − α〉 define um estado gato ótico ou de campo quântico.6

Além disso, dentre as numerosas aplicações, estados gato de campo quântico possuem a
vantagem de fornecer uma ferramenta eficiente para diferenciar entre uma superposição quântica
e uma mistura estatística de dois estados coerentes. A ferramenta é a função de distribuição de
quasiprobabilidade de Wigner.8 Por exemplo, estados quânticos de luz, considerados em termos

* https://lsa.umich.edu/content/dam/chem-assets/chem-docs/BrukerAlmanac2011.pdf.

https://lsa.umich.edu/content/dam/chem-assets/chem-docs/BrukerAlmanac2011.pdf
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de fótons, podem ser descritos em coordenadas cartesianas, com suas quadraturas x e p. Dessa
forma, a função de distribuição de quasiprobabilidade de Wigner apresenta regiões com valores
negativos e há interferências entre as componentes “vivo”, |α〉, e “morto”, | − α〉.

Embora se tenha comentado de que a geração de estados gato é difícil, alguns trabalhos
conseguiram implementá-los em diferentes sistemas físicos. Em 1996, C. Monroe et al.9 criaram
um estado gato de Schrödinger de um oscilador harmônico, formando uma superposição de
dois estados coerentes de pacotes de onda, usando um átomo (íon 9Be+) armadilhado e uma
sequência de pulsos de lasers. Essa sequência emaranhou os estados internos (eletrônicos)
e externos (movimento) do íon, permitindo assim a criação de estados gato. Sendo assim, a
superposição desses estados foi comprovada verificando a interferência entre dois pacotes de onda
localizados, pois cada pacote de onda estava correlacionado com um estado interno particular do
átomo.

No ano de 2005, D. Leibfried et al.10 reportaram a criação de estados gato de até seis qbits
atômicos. O espaço do estado dos qbits foi definido por dois estados fundamentais hiperfinos de
um íon de Berílio (9Be+). O estado gato correspondeu a uma superposição emaranhada de todos
os átomos num estado hiperfino fundamental, |F = 2,mF = −2〉 ≡ | ↓〉, e todos os átomos
no estado hiperfino excitado, |F = 1,mF = −1〉 ≡ | ↑〉. Os resultados experimentais que
garantiram o sucesso de implementação do estado gato apresentaram oscilações das intensidades
de fluorescência num período codificado num pârametro angular φ. Por meio da aplicação dos
procedimentos de preparação de estados com 4, 5 e 6 átomos e de detecção, as intensidades de
fluorescência apresentaram 4, 5 e 6 oscilações para o mesmo período.

No ano seguinte, Alexei Ourjoumtsev et al.11 publicaram uma análise experimental de
um protocolo que permitia gerar um estado “gatinho” de Schrödinger, subtraíndo um fóton de um
estado de vácuo comprimido. Já em 2007, Alexei Ourjoumtsev et al.6 demonstraram teoricamente
e experimentalmente um protocolo que permitia gerar um estado gato de Schrödinger comprimido
com pulsos de luz, contendo dois fótons. O estado exibiu franjas de interferência entre as
componentes “vivo” e “morto”, e assim os autores afirmaram que esse poderia ser útil para
processamento de Informação Quântica e Teoria Quântica.

Em 2010, Wei-Bo Gao et al.12 exploraram os graus de liberdade de polarização e de
momento de fótons e geraram experimentalmente estados gato de seis, oito e dez qbits hiper
emaranhados. Hiper emaranhado significa que há emaranhamento simultâneo em múltiplos
graus de liberdade que existem naturalmente para vários sistemas físicos. Por exemplo, pode-se
codificar informação quântica não apenas na polarização de um único fóton, mas também nos
seus modos espaciais.13 Sendo assim, os autores afirmaram que o método expandia o espaço de
Hilbert efetivo e fornecia um teste versátil para algumas aplicações quânticas, tal como portas
lógicas de múltiplos qbits.

Três anos depois, Brian Vlastakis et al.14 demonstraram o controle de multifótons usando
um qbit supercondutor acoplado a um guia de onda numa cavidade 3D. Devido a essa interação



23

dispersiva ser muito maior do que as taxas de decoerência, permitiu a manipulação simultânea
de centenas de fótons. Desse modo, Vlastakis et al. criaram estados gato de até cento e onze
fótons. Como consequência, esse controle permitiria aplicações em Metrologia Quântica.

Em 2016, Chen Wang et al.15 implementaram um estado gato de dois modos de campo
quântico em duas cavidades de microondas mediadas por um átomo artificial. Além disso,
apresentaram a Tomografia de Estado Quântico do estado gato. Os autores também comentaram
que a habilidade de manipular estados quânticos em multicavidades abre caminho para operações
lógicas entre qbits para a Computação Quântica e Comunicação Quântica tolerante a falhas.

Em 2019, Bastian Hacker et al.16 implementaram estados gato de Schrödinger refletindo
um pulso de luz coerente com até quatro fótons numa cavidade ótica contendo um átomo de
Rubídio, 87Rb. Ademais, os autores mostraram que a detecção de um pulso de laser refletido for-
nece uma ferramenta para emaranhar e realizar portas lógicas em múltiplos átomos armadilhados
dentro de cavidades óticas.

No mesmo ano, A. Omran et al.17 usando um simulador quântico programável baseado
num átomo neutro com interações mediadas por estados de Rydberg, demonstraram a criação
de estados gato de Schrödinger e do tipo de Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) com até vinte
qbits. Essa abordagem foi baseada na engenharia do espectro de energia e usando controle ótimo
de sistemas de muitos corpos.

Ainda em 2019, Chao Song et al.18 geraram um estado de GHZ de dezoito qbits e
multicomponentes de estados gato de Schrödinger atômicos de vinte qbits em um processador
quântico, contendo vinte qbits supercondutores, também referidos como átomos artificiais.
Usando a engenharia de Hamiltoniano de one-axis twisting, o sistema de qbits uma vez iniciado
evoluiu (com tempos específicos) para estados gato de multicomponentes. Os autores alegaram
que essa abordagem no viés de Estado Sólido estimularia a explorar os fundamentos físicos
de sistemas quânticos de muitos corpos, além de permitir o desenvolvimento de aplicações em
Metrologia Quântica e processamento de Informação Quântica.

Dentro do contexto apresentado, em 1997, Agarwal et.al19 propuseram uma teoria de
geração de estados gato de Schrödinger atômicos, para um sistema de N átomos idênticos de dois
níveis, que interagiam coletivamente com um único modo do campo quântico numa cavidade.
Os autores demonstraram que uma interação não-linear, a qual aparecia no Hamiltoniano efetivo
do sistema, dependia do operador S2

z e era responsável pela geração de superposições de estados
coerentes atômicos, ou seja, um estado de gato de Schrödinger. Contudo, essa proposta nunca
foi implementada até o momento.

Entretanto, notou-se de que o Hamiltoniano efetivo proposto por Agarwal et.al era
equivalente a um Hamiltoniano de um sistema quadrupolar, e assim pôde-se implementar estados
gato de Schrödinger de spin nuclear via Ressonância Magnética Nuclear. Mais precisamente,
no presente trabalho considerou-se um processo físico que levou a geração de estados gato por
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meio de um sistema quadrupolar em um núcleo de Sódio, usando um cristal líquido liotrópico de
Dodecil Sulfato de Sódio. Essa é a primeira parte e aplicação em núcleos quadrupolares da tese.

Já a segunda aplicação dessa tese trata-se do estudo da equação de Redfield para modelar
o fenômeno de relaxação em sistemas quadrupolares com I = 7/2. Embora a equação de
Redfield tenha sido contextualizada por Alfred Guillou Redfield, em 1957, para estudar a
dinâmica de relaxação de sistemas de spins nucleares,20 há diferentes abordagens, tal como na
área de Informação Quântica. Via a equação de Redfield estudam-se fenômenos de dissipação e
decoerência. Segundo Soares-Pinto et.al,21 o formalismo de Redfield e a equação mestra têm
sido aplicadas para abordar os efeitos do ambiente† em protocolos propostos para processamento
de Informação Quântica.

Mais recentemente, Hamza Jirari,24 em 2021, publicou um trabalho que teve como
objetivo o controle ótimo da decoerência e dissipação de um sistema com um qbit. O autor usou
o formalismo de Bloch–Redfield para derivar uma equação mestra que descrevia a evolução do
estado do qbit. Também no mesmo ano, Junjie Liu e Dvira Segal25 discutiram um modelo para
um refrigerador de absorção quântica, ou seja, uma máquina térmica quântica que bombeava
continuamente o calor de um banho frio para um banho quente. Para obter a corrente de calor e
seu ruído, os autores combinaram um formalismo que levava a uma equação mestra de Redfield.

Outra aplicação da equação mestra de Redfield com implementação experimental, foi o
estudo da relaxação de estados quânticos em sistemas de spin I = 3/2. Nesse estudo, alguns
estados foram implementados, onde a dinâmica foi monitorada via Tomografia de Estado
Quântico e comparada com as soluções da Teoria de Redfield.26 Uma extensão lógica desse estudo
é seu desenvolvimento para sistemas de spins maiores. Porém, o desenvolvimento algébrico é
mais árduo, sendo necessário o estudo prévio da relaxação nuclear de sistemas de spins menores,
tal como I = 3/2, 5/2. Nessa tese, o primeiro passo foi dado, familiarizando-se e aprofundando
no tema, oferecendo uma importante contribuição para futuras implementações de operações
quânticas com spin I = 7/2, incluindo a geração de estados gatos de Schrödinger.

Por outro lado, num contexto de espectroscopia, sabe-se que a equação de Redfield
depende das densidades espectrais e que a partir delas pode-se inferir informações das flutuações
e/ou movimentos do núcleo ou molécula. Nesse sentido, a equação de Redfield foi estudada
e aplicada22-23 para sistemas de spins I = 1/2 até I = 5/2.27-28 Em particular, um resultado
que mostra essa possibilidade é o estudo de relaxação para um sistema de spin I = 3/2 num
cristal líquido liotrópico. Nesse estudo, a teoria foi aplicada, e junto com dados experimentais,
conseguiu-se inferir os movimentos e/ou flutuações aos quais o núcleo estava submetido.29

Entretanto, em sistemas de spins maiores como I = 7/2, 9/2 esse desenvolvimento não teve a
mesma ênfase. Um dos motivos da ausência dessa abordagem teórica é a necessidade de um
desenvolvimento matemático árduo para determinar as soluções analíticas.

† Algumas referências22-23 usam o termo ambiente (environment), banho térmico (thermal bath) ou
reservatório (reservoir).
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Portanto, um dos propósitos do trabalho desenvolvido ao longo dos quatro anos de
doutorado, foi apresentar aplicações e ferramentas que permitissem explorar as vantagens de
sistemas de spins nucleares com acoplamento quadrupolar não nulo.

Sendo assim, com a finalidade de explicar todo o trabalho que foi feito, o Capítulo (2)
apresenta a definição de estado coerente atômico, Hamiltonianos de RMN e estados pseudo-
coerentes de spin nuclear.

No Capítulo (3) discute-se brevemente a técnica de Tomografia de Estado Quântico
proposta pelo Prof. Dr. João Teles et.al.30 Por meio dessa técnica foi possível descrever o
operador densidade completo, o qual está associado ao estado do sistema estudado. Também são
apresentados alguns detalhes experimentais, tal como a descrição de cristal líquido, a preparação
das amostras de Dodecil Sulfato de Sódio (DSS) e Césio Pentadecafluorooctanoato (Cs-PFO) e
os procedimentos de calibração.

No Capítulo (4) a geração de estados gato de Schrödinger proposto teoricamente por
Agarwal et.al é apresentada. Ademais, mostra-se que para outros sistemas físicos, incluindo
um sistema quadrupolar, Hamiltonianos efetivos podem ser encontrados e são equivalentes ao
Hamiltoniano efetivo de Agarwal et.al. Esse capítulo também traz a definição de função de
distribuição de quasiprobabilidade de Wigner e os resultados experimentais obtidos.

A partir do Capítulo (5) é descrito o desenvolvimento matemático associado à relaxação
magnética nuclear através da Teoria de Redfield para spin I = 7/2. Como resultado, o Capítulo
(6) apresenta as soluções analíticas e numéricas para todos os elementos da matriz densidade.
Além disso, através de dois experimentos de Relaxação Magnética Nuclear, spin-eco e inversão-
recuperação, as dinâmicas das magnetizações transversais e longitudinais foram obtidas. Por
meio dessas dinâmicas pôde-se determinar as densidades espectrais. Dos resultados obtidos,
nota-se de que as densidades espectrais calculadas satisfazem a relação J0 � J1 > J2. Essas
densidades espectrais foram determinadas sem a necessidade de aplicar o procedimento de
Tomografia de Estado Quântico, o que é um ponto totalmente novo e relevante dessa tese.

Por fim, o Capítulo (7) contém as principais conclusões e perspectivas.
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2 ESTADOS COERENTES ATÔMICOS

Em 1926, Erwin Schrödinger pela primeira vez apresentou os estados coerentes como
sendo um autoestado do oscilador harmônico.31 Quase quatro décadas depois, Roy Glauber
discutiu o conceito de estado coerente como um autoestado do operador de aniquilação do
oscilador harmônico.32

Desde então, esse conceito tem sido estendido para átomos, os quais são denominados
estados coerentes atômicos, e até hoje são estudados em muitos processos físicos, tal como no
campo da eletrodinâmica quântica, íons armadilhados e condensados de Bose-Einstein. Além
disso, estados coerentes são de extrema importância, pois eles minimizam o princípio de Incerteza
de Heisenberg. Como consequência, essa minimização tende a amplificar os efeitos quânticos
numa escala macroscópica.33

Com base no que foi dito acima, na teoria de estados coerentes atômicos , um vetor de
Bloch, n̂ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ), se transforma pela atuação de um operador rotação,
Rθ,φ = exp[−iθ(J · r̂)], onde J é o operador momento angular total, r̂ = (− sinφ, cosφ, 0) e
J · r̂ = −Jx sinφ+ Jy cosφ. O operador J possui componentes Jx,Jy,J z, de modo que j é
o número quântico de momento angular total e a projeção é m = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j.

x
y

z

-y
-x

f

q nr

Figura 1 – Para um sistema atômico define-se os ângulos de rotação θ e φ em uma esfera de Bloch. O
polo norte corresponde à ζ =∞ (estado excitado) e o polo sul à ζ = 0 (estado fundamental).
Para um sistema de spin nuclear o polo norte (sul) é representado por ζ = 0 (ζ =∞).

Fonte: Elaborada pela autora.
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A aplicação deRθ,φ no estado fundamental, |j,−j〉, produz um estado excitado repre-
sentado da seguinte maneira33

|ζ(θ, φ)〉 = Rθ,φ|j,−j〉 =

j∑
m=−j

ζj+m

(1 + ζ∗ζ)j

√
(2j)!

(j +m)!(j −m)!
|j,m〉, (2.1)

onde ζ = exp[−iφ] tan(θ/2) é denominado parâmetro de excitação, com valores de parâmetros
angulares 0 6 θ 6 π e 0 6 φ 6 2π. Os estados |j,m〉 são os autovetores do operador J z, com
autovalores m~.

É importante comentar, que a fase complexa que caracteriza o estado coerente atômico
pode ser definida sob uma esfera de Bloch generalizada,33 onde a interpretação geométrica do
estado fundamental é representado pelo polo sul e o estado excitado pelo polo norte da esfera
(Vide Fig.(1)).

2.1 Hamiltonianos de RMN

Sistemas quadrupolares de RMN são compostos de núcleos com número de spin nuclear
I > 1/2. Além disso, esses núcleos sentem o efeito tanto do campo magnético quanto de
gradientes de campo elétrico. O número quântico magnético ml é quantizado e ml = −I,−I +

1, . . . , I − 1, I .

Pode-se considerar de que esse sistema interage com um campo de radiofrequência (rf),
B1 – necessário para excitar os níveis de energia – em um referencial girante. Nesse referencial
o campo de rf rotaciona em torno do eixo z com uma frequência angular ωrf . Sendo assim, o
Hamiltoniano é descrito por23

HRMN = −~ (ωL − ωrf ) Iz + ~
ωQ
6

(3I2
z − I2) + ~ω1 (Ix cos ν + Iy sin ν) , (2.2)

onde Ix, Iy, Iz, são as componentes x, y, z do operador momento angular de spin. O primeiro
termo do Hamiltoniano é devido à interação dos momentos magnéticos com o campo magnético
estático, B0, na direção z. Esse termo é denominado termo de Zeeman. O segundo termo é
devido à interação dos momentos de quadrupolo do núcleo com o gradiente de campo elétrico.
As constantes ωL e ωQ são a frequência angular de Larmor e quadrupolar, respectivamente, que
satisfazem a desigualdade |ωQ| � |ωL|. O terceiro termo do Hamiltoniano representa a atuação
do campo magnético B1, com intensidade B1 = ω1/γ, aplicado ao longo da direção do vetor
correspondente r̂, sendo γ o fator giromagnético.

Com base na discussão acima, os propagadores em duas situações são considerados,
ambas na condição de ressonância, |ωL| ∼= |ωrf |. A primeira situação se dá quando o campo de
rf está presente e satisfaz a desigualdade, |ω1| � |ωQ|. Essa desigualdade especifica um regime
onde a atuação de B1 promove transições entre níveis de energia do sistema. Sendo assim, o
operador de transformação é dado por33

U rf (tθ) = exp [−iω1tθ (Ix cos ν + Iy sin ν)] , (2.3)
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onde tθ é o tempo de aplicação do campo de radiofrequência utilizado para gerar uma rotação de
um ângulo θ. É possível, por meio de comparação, identificar os parâmetros físicos ω1tθ e ν com
os parâmetros angulares θ e φ (do operador de rotação Rθ,φ na descrição de estado coerente),
onde θ ≡ ω1tθ e φ ≡ ν − π/2.

Nesse sentido, pode-se concluir que o efeito da transformação é produzir rotações nos
spins nucleares. Muitas vezes a aplicação do campo de radiofrequência é chamada de pulso de
radiofrequência no contexto de RMN.

A segunda situação trata-se do desligamento do campo dependente do tempo, numa
condição em qual o sistema evolui livremente. Portanto, o operador de transformação pode ser
escrito como

U ev(τ) = exp

[
−iτωQ

6
(3I2

z − I2)

]
, (2.4)

onde τ representa o tempo de evolução.

Após expor o formalismo de estados coerentes atômicos e os Hamiltonianos de RMN,
pode-se correlacioná-los de modo a transferir a definição de estado coerente atômico para estado-
pseudo coerente de spin nuclear. Por conseguinte, a próxima seção abordará a matriz densidade
de equilíbrio para um sistema de spins nucleares.

2.2 Estados pseudo-coerente de spin nuclear

Os estados de equilíbrio térmico em RMN não são estados puros e são representados
pela seguinte matriz densidade

ρ ≈ 1 + β~ωLIz
Z

, (2.5)

onde β = 1/kBT , sendo kB a constante de Boltzmann, T a temperatura ambiente e Z = 2I + 1

a função de partição.23

Entretanto, em 1997, Cory et al.34 e Gershenfeld e Chuang35 mostraram que usando
rotações de spin adequadas – pulsos de radiofrequência e evoluções livres – seria possível
preparar um estado pseudo-puro. Esse tipo de estado quântico foi desenvolvido pela primeira
vez usando pulsos hard, também denominados de pulsos não-seletivos. Esses pulsos têm a
propriedade de aplicar rotações globais sobre o sistema de spins. Ademais, possuem uma
intensidade grande o suficiente para que, no período de sua aplicação, as evoluções devido ao
Hamiltoniano de interação quadrupolar sejam desprezíveis.30 O estado pseudo-puro possui as
mesmas características de um estado puro, possibilitando, por exemplo, a implementação de
Algoritmos Quânticos via RMN.

No ano de 2002, outro procedimento mais sofisticado foi realizado usando pulsos sua-
ves,36 chamados de pulsos fortemente modulados (SMPs)*. Basicamente, os pulsos fortemente
modulados são compostos por uma sequência de N pulsos de radiofrequência, com amplitudes,

* Do inglês Strongly Modulated Pulses.
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ω1,2,··· ,N , durações, tp1,p2,··· ,pN , e fases, ν1,2,··· ,N , que são os parâmetros do pulso escolhidos de
forma conveniente para produzir o efeito de um propagador específico, implementado por um
conjunto de rotações combinadas.
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Figura 2 – A figura apresenta em a) os quatro pulsos suaves fortemente modulados (SMPs) para um
sistema de spin I = 3/2 com as respectivas amplitudes ω1,2,··· ,50 e fases ν1,2,··· ,50. A duração
de cada modulação foi de 250 µs. Em b) mostram-se as partes reais e imaginárias geradas
a partir de cada pulso suave. Na figura c) a matriz densidade numérica, ρnum, é mostrada e
dessa forma pode-se compará-la com a matriz teórica, ρteo. Nessa simulação obteve-se uma
fidelidade de F = 0, 99.

Fonte: Elaborada pela autora.

Uma escolha arbitrária da duração da amplitude e da fase de cada pulso define uma
matriz de rotação geral (com parâmetros de pulso 3N ), que é aplicada ao estado de equilíbrio
térmico para produzir um estado transformado parametrizado pelo tempo, amplitude e fase do
pulso. Somando um certo número desses estados transformados (quatro nesse trabalho) obtém-se
um estado médio parametrizado, ρnum, que é então usado em conjunto com o estado desejado,
ρteo, para definir a seguinte função de fidelidade,36 F

F =
Tr{ρteoρnum}√
Tr{ρ2

teo}Tr{ρ2
num}

. (2.6)
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Dessa forma, um algoritmo de otimização é necessário† para encontrar os 3N parâmetros
de pulso que maximizam a função F . Uma vez que os parâmetros de pulso ótimos são obtidos, a
sequência de N pulsos compreendida pelas amplitudes, durações e fases, conforme calculado
no procedimento de otimização, é implementada no espectrômetro de RMN para produzir o
estado médio desejado, ρteo. Com o intuito de exemplificar o que foi dito acima, a Fig.(2) a)
apresenta as amplitudes e fases de quatro pulsos suaves fortemente modulados. Na Fig.(2) b), as
matrizes densidade geradas a partir de cada pulso são evidenciadas. Por fim, a Fig.(2) c) mostra
as matrizes ρnum e ρteo para um sistema de spin I = 3/2.

Com base no que foi discutido, o estado térmico da Eq.(2.5) pode ser transformado num
estado da seguinte forma

ρ ≈
(

1

Z
− ε
)

1 + ε|ψ〉〈ψ|, (2.7)

onde ε = β~ωL/Z e representa a quantidade de magnetização efetiva, ou seja, a relação entre a
energia magnética do sistema de spins com a energia térmica do ambiente. O estado pseudo-puro
é denotado por |ψ〉. Portanto, tem-se assim a forma de uma matriz densidade de estado puro com
traço unitário.

Além disso, por meio da técnica de Tomografia de Estado Quântico, consegue-se obter
o estado |ψ〉, o qual representará um estado pseudo-coerente de spin nuclear. Nesse sentido, o
seguinte capítulo abordará o procedimento de tomografia.

† Nessa tese utilizou-se o algoritmo Simplex de Nelder-Mead.37
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3 TOMOGRAFIA DE ESTADO QUÂNTICO

A técnica de Tomografia de Estado Quântico é uma ferramenta importante nos estudos
de Computação e Informação Quântica, de modo que possibilita descrever o operador densidade
completo associado ao estado do sistema. Dentro desse contexto, a primeira proposta de Tomo-
grafia de Estado Quântico via Ressonância Magnética Nuclear foi apresentada por Chuang et

al.38 e posteriormente aprimorada por Long et al.39 Nos dois trabalhos os autores propuseram
uma técnica de tomografia para sistemas heteronucleares de spin I = 1/2 acoplados.

Com base no que foi comentado, nessa tese estudou-se a tomografia de um sistema
nuclear I = 3/2, num cristal líquido liotrópico preparado a partir de Dodecil Sulfato de Sódio
(DSS). Existe o interesse na tomografia para esse tipo de sistema e de outros núcleos quadru-
polares porque possibilita a verificação do estado quântico do sistema físico como resultado
de sequências de transformações aplicadas ao estado quântico inicial. Por exemplo, estados
coerentes de spin, spin comprimido e até fazer uma analogia com sistemas de partículas idênticas,
inclusive no regime de simulações quânticas de sistemas de condensados de Bose-Einstein.

O procedimento de tomografia estudado aqui foi proposto pelo Prof. Dr. João Teles et

al.,30 onde realiza-se uma série de transformações (operações de rotação do sistema de spins), de
modo que existe uma seleção de coerências através do procedimento conhecido como ciclagem
de fase dos pulsos de radiofrequência. Por meio dessa seleção, se torna possível construir a
matriz densidade, a qual é escrita na base de operadores de polarização. Dessa forma, para
apresentar o método de Tomografia de Estado Quântico, é necessário fazer uma breve revisão de
tensores irredutíveis.

3.1 Tensores Irredutíveis

Os tensores irredutíveis desempenham um papel importante na teoria de momento
angular. Sob rotações de sistemas de coordenadas, esses tensores se transformam da mesma
maneira como as autofunções do operador momento angular. Um tensor irredutível, T L,m, de
rank L, sendo L inteiro ou semi-inteiro, é definido como um conjunto de 2L+ 1 componentes de
T L,m, onde m = −L,−L+ 1, . . . , L− 1, L, que satisfazem as seguintes regras de comutação40

[J±,T L,m] = ∓
exp[±iδ]

√
L(L+ 1)−m(m± 1)√

2
T L,m±1, [J0,T L,m] = mT L,m. (3.1)

Os operadores J± e J0 são as componentes esféricas do momento angular e estão
relacionadas pelas seguintes componentes cartesianas

Jx =
(J− − J+)√

2
, Jy = i

(J− + J+)√
2

, J z = J0. (3.2)
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Além disso, a fase δ e o termo
√

2 são escolhidos de modo que satisfaçam a seguinte relação40

T †L,m = (−1)mT L,−m. (3.3)

Com o objetivo de empregar os tensores irredutíveis como uma base para expandir
quaisquer operador que represente alguma propriedade quântica de uma partícula de spin nuclear
I , recorre-se aos chamados Operadores de Polarização.30 Dessa maneira, a partir de um conjunto
de Σ2I

L=0(2L+ 1) = (2I + 1)2 elementos linearmente independentes, consegue-se o número de
graus de liberdade necessários para expandir operadores da partícula de spin I . Sendo assim, o
conjunto formado pelos tensores irredutíveis, T L,m(I), de rank L = 0, 1, . . . , 2I formam uma
base que satisfaz a propriedade de ortonormalização e obedece a seguinte condição40

Tr
{
T †L,m · T L′,m′

}
= δL,L′δm,m′ . (3.4)

Desse modo, a forma explícita dos operadores de polarização pode ser escrita em termos
da base das funções de spins χI,p

T L,m(I) =

√
2L+ 1

2I + 1

I∑
p,p′=−I

CI,p′

I,p,L,mχI,p′χ
†
I,p, (3.5)

onde CI,p′

I,p,L,m são os coeficientes de Clebsh-Gordan.

Dentro do contexto apresentado acima, como exemplo, calculou-se os respectivos ope-
radores de polarização para um núcleo de Sódio, I = 3/2, de modo que L = 0, 1, 2, 3, onde
p,p′ = ±3/2,±1/2, e a base das funções de spins são escritas via notação matricial como

χ3/2,3/2 =


1

0

0

0

 , χ3/2,1/2 =


0

1

0

0

 , χ3/2,−1/2 =


0

0

1

0

 , χ3/2,−3/2 =


0

0

0

1

 . (3.6)

Os operadores de polarização são definidos matematicamente da seguinte forma

T L,m(3/2) =

√
2L+ 1

4

3/2∑
p,p′=−3/2

C
3/2,p′

3/2,p,L,mχ3/2,p′χ
†
3/2,p. (3.7)

É importante comentar que para o sistema estudado foram necessárias Σ3
L=0(2L + 1) = (2 ·

3/2 + 1)2 = 16 componentes linearmente independentes. Contudo, os cálculos puderam ser
facilitados porque obtiveram-se os termos T L,−m(3/2) através da Eq.(3.3).

Após apresentar as propriedades e exemplos dos operadores de polarização, pode-se
agora utilizá-los para expandir o operador densidade do sistema de spins da seguinte maneira

ρ =
2I∑
L=0

L∑
m=−L

aL,mT L,m. (3.8)
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O objetivo do processo de Tomografia de Estado Quântico é determinar os coeficientes aL,m.

Devido ao fato de que ρ é hermitiano e da propriedade da Eq.(3.3), determinam-se
somente os coeficientes com m positivo, pois

a∗L,m = (−1)maL,−m. (3.9)

Para o caso em que o operador densidade ρ é transformado por meio de um propagador
U , pode-se escrever

ρ̃ = UρU † =
∑
L,m

aL,mUT L,mU † =
∑
L,m

aL,m exp[−iθI · uν ]T L,m exp[iθI · uν ]. (3.10)

Nota-se da Eq.(3.10) que a atuação do propagador U rf promove rotações dos operadores da base
{T L,m}, de modo que

U rf = exp

[
−iHrf tp

~

]
= exp[−iθI · uν ], (3.11)

onde Hrf = ~ω1 (Ix cos ν + Iy sin ν), o parâmetro angular θ = ω1tp e o vetor uν = cos νêx +

sin νêy. Portanto, o propagador U rf representa uma rotação de um ângulo θ em torno da direção
uν .

Como foi discutido, os operadores de polarização são transformados por meio de rotações,
as quais podem ser representadas de uma maneira mais geral

D(α, β, γ) · T L,m ·D†(α, β, γ) =
L∑

m′=−L

DL
m′,m(α, β, γ)T L,m′ . (3.12)

O operador D(α, β, γ) é o operador rotação escrito em termos dos ângulos de Euler, assunto
que será abordado na seguinte seção.

3.2 Ângulos de Euler

Os ângulos de Euler são importantes para o estudo de sistemas físicos porque são
exploradas as características geométricas do sistema físico em questão. No caso da RMN,
é possível descrever os operadores de rotação ou pulsos de radiofrequência em termos dos
ângulos de Euler. Sendo assim, será apresentada uma breve revisão sobre rotações de sistemas
de coordenadas.

Para especificar uma rotação são necessários três parâmetros, os quais podem ser, por
exemplo, as três componentes de um vetor θn, onde θ e n são a magnitude e a direção da rotação,
respectivamente. Contudo, a descrição mais útil é feita em termos dos ângulos de Euler,41 sendo
α, β, γ. Esses ângulos são definidos por meio da rotação do sistema de coordenadas em três
passos, sendo o sistema de coordenadas original dado por (x, y, z), representado pelos eixos
coordenados na cor preta da Fig.(3) a).
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1. Uma rotação é feita em torno do eixo z por um ângulo α. O novo sistema de coordenadas
é (x′, y′, z′), representado pelos eixos coordenados na cor azul da Fig.(3) a).

2. Uma rotação é realizada em torno do eixo y′ através de um ângulo β, sendo o novo sistema
de coordenadas (x′′, y′′, z′′), caracterizado pelos eixos coordenados na cor vermelha da
Fig.(3) b).

3. Uma rotação é realizada em torno do eixo z′′ por meio de um ângulo γ, dessa forma o
novo sistema de coordenadas é (x′′′, y′′′, z′′′), simbolizado pelos eixos coordenados na cor
amarela da Fig.(3) c).
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Figura 3 – Ângulos de Euler α, β e γ e as três rotações de Euler que leva o sistema de coordenadas inicial
(x, y, z) para o sistema de coordenadas final (x′′′, y′′′, z′′′) .

Fonte: Elaborada pela autora.

Dentro desse contexto, o operador de rotação é escrito como

exp[−iθ(n · I)] = Rn(θ) = RγRβRα, (3.13)

onde I é o operador vetor de momento angular de spin nuclear eRα,Rβ,Rγ , são as sucessivas
rotações em torno dos eixos z, y′ e z′′, portanto

R = Rn(θ) = RγRβRα = exp[−iγIz′′ ] exp[−iβIy′ ] exp[−iαIz]. (3.14)

Da notação adotada, Iy′ e Iz′′ são as componentes de I ao longo dos eixos y′ e z′′, respectiva-
mente.

Sabendo que uma transformação unitária U transforma um operador Ω em UΩU †,
tem-se que Rβ = exp[−iβIy′ ] é a transformação de exp[−iβIy] sob a rotação anterior Rα =

exp[−iαIz] que levou o eixo y para o eixo y′. Da mesma maneira, Rγ = exp[−iγIz′′ ] é a
transformação de exp[−iγIz′ ] sob a rotação anteriorRβ = exp[−iβIy′ ] que levou o eixo z′ para
o eixo z′′. Logo, as rotaçãos em β e γ podem ser representadas matematicamente como segue

Rβ = exp[−iβIy′ ] = exp[−iαIz] exp[−iβIy] exp[iαIz], (3.15)

Rγ = exp[−iγIz′′ ] = exp[−iβIy′ ] exp[−iγIz′ ] exp[iβIy′ ]. (3.16)

Da Eq.(3.16), o operador de rotação da Eq.(3.14) é escrito como

R = exp[−iβIy′ ] exp[−iγIz′ ] exp[iαIz]. (3.17)
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Aplicando a Eq.(3.15), obtém-se que

R = exp[−iαIz] exp[−iβIy] exp[iαIz] exp[−iγIz′ ] exp[−iαIz], (3.18)

= exp[−iαIz] exp[−iβIy] exp[−iγIz], (3.19)

onde exp[−iγIz′ ] = exp[−iαIz] exp[−iγIz] exp[iαIz]. A Eq.(3.14) expressa o fato de que a
rotaçãoR é realizada por rotações sucessivas de Euler: a primeira é uma rotação de α ao longo
do eixo z, a segunda é uma rotação de β em torno do eixo y′, e a terceira é uma rotação de γ ao
longo do eixo z′′. Portanto, os eixos de rotação são eixos coordenados de diferentes sistemas de
coordenadas, isto é, o sistema de coordenadas obtido pela rotação anterior.

Por outro lado, a Eq.(3.19) mostra que essas rotações podem ser realizadas no mesmo
sistema de coordenadas se a ordem das rotações é invertida. Em outras palavras, a rotaçãoR do
sistema de coordenadas pode ser realizada da seguinte maneira: uma rotação γ é feita em torno
do eixo z, em seguida uma rotação de β é executada ao longo do eixo y, e por fim, uma rotação
de α através do eixo z.

A dependência da representação matricial do operador de rotação agora pode ser deter-
minada de maneira muito simples. Seguindo a convenção de Wigner,42 representa-se a matriz de
DL

m′,m(α, β, γ), de modo que

R|L,m〉 =
∑
m′

DL
m′,m(α, β, γ)|L,m〉, (3.20)

onde |L,m〉 são os autoestados do operador momento angular de número quântico L e projeção
m. Usando a Eq.(3.19) paraR, os elementos da matriz de rotaçãoDL

m′,m(α, β, γ) são escritos
como

DL
m′,m(α, β, γ) = 〈L,m′| exp[−iαIz] exp[−iβIy] exp[−iγIz]|L,m〉,

= exp[−im′α]〈L,m′| exp[−iβIy]|L,m〉 exp[−imγ],

= exp[−im′α]dLm′,m(β) exp[−imγ], (3.21)

onde dLm′,m(β) é chamada função de Wigner reduzida. Essa função é escrita em termos das
seguintes funções trigonométricas de acordo com a Eq.(15.27) na pg.167 de42

dLm′,m =

kmax∑
kmin

(−1)k
√

(L+m)!(L−m)!(L+m′)!(L−m′)!
(L−m′ − k)!(L+m− k)!(m′ −m+ k)!k!

cos2L+m−m′−2k(β/2) sin2k+m′−m(β/2), (3.22)

onde kmin = max(0,m−m′) e kmax = min(L+m,L−m′).

Dentro do contexto apresentado e de conceitos de RMN, a rotação promovida pelos
pulsos não-seletivos são definições equivalentes – respeitando as aproximações apropriadas
como destacado na Eq.(2.3) – sendo restrita ao plano xy, como pode-se notar do versor uν . Por
esse motivo é possível mostrar que os ângulos de Euler, (α, β, γ), estão relacionados com os
ângulos de pulso, (θ, ν), através das relações30

α = −γ = ν − π

2
, β = −θ. (3.23)
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Substituindo as Eq.(3.23), Eq.(3.21), Eq.(3.12) na Eq.(3.10) encontra-se o seguinte

ρ̃ =
∑
L,m

aL,m
∑
m′

exp
[
i(m−m′)(ν − π

2
)
]
dLm′,m(−θ)T L,m. (3.24)

Além disso, a magnetização obtida após a aplicação do pulso não-seletivo é escrita da
seguinte maneira

M(t) = Tr{Uf · ρ̃ · U †f · I+} exp[iϕ], (3.25)

onde Uf = exp[−itHint

~ ] é o propagador de evolução livre. O ângulo ϕ está relacionado com
a fase de detecção do sinal da magnetização. Pode-se ainda escrever a Eq.(3.25), usando uma
notação compacta, da seguinte maneira

M(t) =
I∑

p,p′=−I

exp[i(ωp − ωp′)t]Sp,p′ , (3.26)

onde o coeficiente com dependência temporal representa as oscilações das respectivas frequências
de transição entre os níveis de energia e

Sp,p′ =
∑
L,m

a∗L,m exp
[
i(1−m)(ν − π

2
) + iϕ

]
dL1,m(−θ)〈p|I+|p′〉〈p′|T †L,1|p〉, (3.27)

são as amplitudes espectrais, que correspondem com os valores máximos das linhas do espectro
calculados a partir da magnetização M(t) via Transformada de Fourier Rápida*, definida como
S(

ωL−ωrf
2π

) = FFT(M(t)).

Tabela 1 – Valores de θM que maximizam

as funções de Wigner reduzidas

dLm′,m (−θ) para o spin I = 3/2.

dL1,0 dL1,1 dL1,2 dL1,3

l θM

1 π
2

0 — —

2 π
4

0 13π
40

—

3 7π
40

0 π
5

2π
5

Fonte: Elaborada pela autora.

Identificam-se cinco termos na expressão
de Sp,p′ , onde o primeiro são as incógnitas aL,m
necessárias para construir a matriz densidade. O se-
gundo é uma fase que depende da ordemm, da fase
do pulso e da fase do receptor, os quais podem ser
escolhidos no experimento. O terceiro é dado pelas
funções de Wigner reduzidas, dL1,m(−θ), as quais
fornecem a dependência angular de cada um dos
coeficientes aL,m. O objetivo quando se realiza um
experimento de RMN é minimizar o erro na deter-
minação dos coeficientes aL,m, pois podem ocorrer
erros experimentais no ângulo θ, desse modo é inte-
ressante aplicar ângulos de nutação, denotados por
θM (o índice M é para indicar Máximo), que maximizem as funções dL1,m. A Tab.(1) apresenta os
valores de θM que maximizam as funções de Wigner reduzidas e a Fig.(4) mostra os gráficos das

* Do inglês Fast Fourier Transform.
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Figura 4 – Funções de Wigner, dL1,m, para o spin I = 3/2, onde L = {1, 2, ..., 2I} = {1, 2, 3}. São
apresentadas as funções relacionadas com ordens de coerência: a) ordem zero (m = 0), b)
primeira ordem (m = 1), c) segunda ordem (m = 2) e d) terceira (m = 3) ordem. Os máximos
das funções correspondem aos valores apresentados na Tab.(1).

Fonte: Elaborada pela autora.

funções para o spin I = 3/2. O quarto e quinto termo, 〈p|I+|p′〉 e 〈p′|T †L,1|p〉, respectivamente,
acrescentam um peso adicional aos coeficientes aL,m.

De acordo com o que foi comentado, o coeficiente aL,m depende da ordem m, a qual
representa a coerência de ordem da matriz densidade ρ. Para o sistema de spin I = 3/2, há
coerência de ordemm = 0,±1,±2,±3. No procedimento de tomografia abordado nesse capítulo
há um método de seleção de coerências.

No método há um procedimento de médias espectrais que produz espectros dependentes
de ordens de coerências específicas da matriz densidade, isso é feito através da repetição de
vários experimentos, onde as fases dos pulsos de radiofrequência ν e do receptor ϕ são variadas.
Esse processo é chamado de Seleção de Coerências via Média Temporal ou Ciclagem de Fases.
O termo temporal surge do fato de que o mesmo experimento, com fases distintas, é repetido em
tempos diferentes, sendo que o espectro final é obtido, a partir da média de todas as repetições.30

Denomina-se Sp,p′ a amplitude média da linha espectral obtida após N experimentos,
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onde para cada experimento as fases νn e ϕn são variadas, dessa forma pode-se escrever

Sp,p′ =
1

N

N−1∑
n=0

Sp,p′(νn, ϕn). (3.28)

Tabela 2 – Valores das fases νn dos pulsos de radiofrequência e ϕn do receptor para os experimentos de
seleção de coerência para I = 3/2, em radianos.

Elementos de ρ N n 0 1 2 3 4 5 6
Diagonal 4 νn π/2 π 3π/2 0

ϕn 0 3π/2 π π/2

1 ordem 5 νn π/2 9π/10 13π/10 17π/10 21π/10
ϕn 0 0 0 0 0

2 ordem 6 νn π/2 5π/6 7π/6 9π/6 11π/6 13π/6
ϕn 0 2π/6 4π/6 π 8π/6 10π/6

3 ordem 7 νn π/2 11π/14 15π/14 19π/14 23π/14 27π/14 31π/14
ϕn 0 8π/14 16π/14 24π/14 32π/14 40π/14 48π/14

Fonte: Elaborada pela autora.

O objetivo da média da Eq.(3.28) é combinar as fases da expressão de Sp,p′ para que
somente a coerência desejada, m, não se anule. Com esse propósito, é possível demonstrar que os
parâmetros angulares que representam a fase do pulso de radiofrequência e do detector obedeçam
as seguintes expressões matemáticas

N ≥ 1 +m+ 2I , νn =
2πn

N
+
π

2
, ϕn =

2πn

N
(m− 1). (3.29)

A Tab.(2) apresenta os valores das fases νn dos pulsos de radiofrequência e ϕn do receptor para
os experimentos de cada coerência desejada.

Após a ciclagem de fases, pode-se mostrar que a amplitude média da linha espectral é
escrita como

Sp,p+1(m) =
2I∑

L=L′

a∗L,md
L
1,m(−θ)〈p|I+|p + 1〉〈p + 1|T †L,1|p〉, (3.30)

onde L′ = max(1,m).

Toda essa discussão foi feita com o propósito de identificar uma equação caracterís-
tica que obedecesse os princípios da teoria de álgebra de matrizes. Sendo assim, a Eq.(3.30)
corresponde a um sistema linear de equações, A · x = b, e

[A]p,L−L′+1 = 〈p|I+|p + 1〉〈p + 1|T †L,1|p〉, (3.31)

[x]L−L′+1 = a∗L,md
L
1,m(−θ), (3.32)

[b]p = Sp,p+1(m). (3.33)
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de modo que p = 1, 2, . . . , 2I e L = L′, L′ + 1, . . . , 2I .

Após a breve apresentação do método de Tomografia de Estado Quântico proposto
pelo Prof. Dr. João Teles et al.,30 o qual foi imprescindível para a realização experimental de
estados gato de Schrödinger de spin nuclear, a próxma seção continuará com o viés experimental.
Portanto, será devota a descrever a preparação dos cristais líquidos liotrópicos usados nesse
trabalho, o cristal líquido liotrópico de DSS (para geração dos estados gato) e de Cs-PFO (usado
par estudar a relaxação num sistema de spin I = 7/2).

3.3 Cristal líquido

A denominação de cristais líquidos foi dada as substâncias estudadas há mais de um
século, devido as suas propriedades extraordinárias. Os cientistas da época concluiram que esses
materiais apresentavam tanto propriedades de sólidos cristalinos quanto a fluidez de líquidos
isotrópicos. Sólidos cristalinos obedecem um ordenamento geométrico e espacial. Líquidos
isotrópicos seguem algumas leis, tal como fluirem e adquirirem a forma de seu recipiente. Além
do aspectro de Físicoquímica básica, os cristais líquidos apresentam uma série de propriedades
com aplicações tecnológicas, algumas delas estão em dispositivos como telas de celulares, tablets

e computadores.43

Os cristais líquidos podem ser divididos em duas famílias, sendo cristais liotrópicos e ter-
motrópicos. O primeiro liotrópico conhecido foi observado por acaso pelo biólogo Rud Virchow
em 1854 ao estudar a estrutura de soluções de mielina em água.44 O primeiro termotrópico foi
descoberto em 1888 pelo botânico Friedrich Reinitzer ao sintetizar o benzoato de colesteril.45 Os
cristais líquidos liotrópicos são misturas de moléculas anfifílicas e um solvente. Uma molécula
anfifílica apresenta uma dupla característica pois possui uma região polar, com grande afinidade
por líquidos polares, tal como a água, e uma região apolar, que promovem poucas ligações com
moléculas polares.46 Por outro lado, os cristais termotrópicos são substâncias puras e constituídas
de moléculas anisotrópicas, ou seja, moléculas que apresentam uma grande anisotropia de forma.

No caso de haver um sistema homogêneo puro como os termotrópicos ou um sistema
constituído de uma mistura tal como os liotrópicos, e se existir pressão e temperatura fixas
nesse sistema, o que ocorrerá é a tentativa de minimização da energia livre de Gibbs. Ao tentar
minimizar essa energia, diferentes estruturas moleculares serão estabilizadas e é isso que faz
com que surja esse novo estado da matéria, com características tanto de um sólido cristalino
quanto de um líquido isotrópico.47

Com base no que foi dito, existem as transições de fases, a partir da variação de pressão
e ou temperatura para os cristais termotrópicos. No caso dos liotrópicos, além da variação de
pressão e temperatura, as variações nas concentrações relativas dos diversos componentes da
mistura interferem nas transições de fase,48 e é nesse regime de amostras liotrópicas que são
classificados os sistemas de moléculas utilizados nas implementações experimentais do presente
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trabalho.

Dentro do contexto discutido acima, algumas implementações experimentais de Compu-
tação Quântica via Ressonância Magnética Nuclear têm sido realizadas em cristais líquidos de
sistemas quadrupolares. Para as implementações serem possíveis, no sistema de spin nuclear com
I > 1/2 deve existir uma interação não nula entre o momento de quadrupolo (Q) e os gradientes
de campo elétrico (Vi,j) próximos ao núcleo, ambos representados graficamente no interior do
núcleo (elipsoide), num sistema de eixos coordenados, tal como mostrado pelo lado esquerdo da
Fig.(5) a). Sistemas de moléculas que preservam essa característica são, por exemplo, o Dodecil
Sulfato de Sódio e o Césio Pentadecafluorooctanoato, ambos evidenciados no lado direito da
Fig.(5) a).
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Figura 5 – a) Do lado esquerdo, a representação pictórica do momento de quadrupolo do núcleo imerso
numa região espacial, munido pelo gradiente de campo elétrico de forma elipsoidal, com
simetria ao longo do eixo z em relação a um sistema de eixos coordenados cartesianos. Do
lado direito, a representação da molécula de Dodecil Sulfato de Sódio e do Césio Pentadecaflu-
orooctanoato. b) Cada um dos bastonetes é a molécula de Dodecil Sulfato de Sódio e do Césio
Pentadecafluorooctanoato, respectivamente. Além disso, há a representação de uma amostra de
cristal líquido liotrópico inserida no interior de uma bobina de radiofrequência numa sonda
de sólidos. c) Acima (abaixo), na cor ciano (magenta), tem-se o espectro experimental do
núcleo de Sódio (Césio), após um procedimento de shimming, realizado num espectrômetro
Tecmag/Jastec 400 MHz, a uma temperatura fixa de 28◦C (27, 5◦C). O valor do acoplamento
quadupolar foi em torno de 15220± 70 Hz (5970± 40 Hz).

Fonte: Elaborada pela autora.

Além disso, o sistema deve apresentar um alto grau de orientação espacial†, vide Fig.(5)
b), de modo a evitar a presença de distribuição de acoplamentos quadrupolares. Portanto, o
† Estabelecido nesse caso pela fase nemática calamítica.
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sistema possuirá um espectro com linhas bem definidas – vide Fig.(5) c) – que são características
das transições entre estados quânticos de um sistema quadrupolar, ambos na fase nemática
calamítica. Cristais líquidos na fase nemática calamítica são fluidos orgânicos anisotrópicos
que consistem de moléculas em forma de bastonetes. Nessa fase as moléculas têm um eixo
de orientação preferencial que é mais longo, comparado com os outros dois, sendo esses dois
equivalentes entre eles.48

Sendo assim, com o objetivo de implementar o estado gato de Schrödinger, trabalhou-se
com o cristal líquido liotrópico de DSS com spin I = 3/2, e para estudar a relaxação de um
spin I = 7/2, via Teoria de Redfield, trabalhou-se com cristal líquido liotrópico de CS-PFO.
Portanto, serão discutidas as preparações de ambos os cristais líquidos liotrópicos.

3.3.1 Preparação de cristal líquido liotrópico DSS

As fases cristalinas que possuem as amostras de cristal líquido liotrópico dependem do
solvente e das concentrações do soluto.49 Para a amostra de DSS utilizaram-se os seguintes
procedimentos

• Dodecil Sulfato de Sódio, CH3(CH2)11OSO3Na: A amostra foi adquirida comercialmente
da Sigma-Aldrich.

• Água deuterada: Possui fórmula molecular D2O e tem densidade de 1, 1 g/cm3.

• Decanol: Sua fórmula molecular é C10H22O e possui densidade de 0, 829 g/cm3.

Escolheram-se os seguintes valores de concentração: DSS (21, 28%), D2O (75, 16%) e C10H22O
(3, 56%). Esses valores de concentração favorecem a obtenção da amostra de cristal líquido
liotrópico na fase nemática calamítica,50 que foi preparada no Laboratório de Polímeros do
Instituto de Física de São Carlos-USP, sob a supervisão da Debora Balogh.

Uma massa de 290, 4 mg de DSS foi obtida numa balança Modelo AE 240, Mettler, com
um intervalo de resolução de 0, 01− 0, 1 mg e capacidade de 40− 200g. Realizou-se então, o
seguinte cálculo para determinar as proporções da massa de cada elemento

mC10H22O =
290, 4 mg× 3, 56%

21, 28%
= 0, 0486 mg, mD2O =

290, 4 mg× 75, 16%

21, 28%
= 1, 026 mg.

(3.34)
Após o cálculo das proporções de massa, os volumes foram calculados, de modo que

VC10H22O =
mC10H22O

ρC10H22O
=

0, 0486 mg
0, 829 g/cm3 = 58, 6 µl, VD2O =

mD2O

ρD2O
=

1, 026 mg
1, 1 g/cm3 = 932 µl.

(3.35)
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3.3.2 Preparação de cristal líquido liotrópico Cs-PFO

O desenvolvimento experimental para o estudo de relaxação foi direcionado num cristal
líquido liotrópico de Césio Pentadecafluorooctanoato (Cs-PFO). Para preparar a amostra, os
seguintes compostos foram necessários

• Césio Pentadecafluorooctanoato (Cs-PFO), CF3(CF2)5CO2Cs: A amostra foi sintetizada no
Institut de Chimie Moléculaire et des Materiaux d’Orsay, pelo Prof. Dr. Patrick Judeinstein.

• Água deuterada: Possui fórmula molecular D2O e tem densidade de 1, 1 g/cm3.

Assim como na preparação da amostra de DSS, para obter o cristal líquido de Cs-PFO, encontrou-
se diagramas de fase da amostra51 e escolheram-se os seguintes valores de concentração: Cs-PFO
(40%) e D2O (60%). Essa amostra também foi preparada no Laboratório de Polímeros do Instituto
de Física de São Carlos-USP, sob a supervisão da Debora Balogh.

Uma massa de 276 mg foi obtida numa balança de precisão, Modelo AE 240, Mettler,
com um intervalo de resolução de 0, 01− 0, 1 mg e capacidade de 40− 200g. Realizou-se então,
o seguinte cálculo para determinar as proporções de massa e de volume

mD2O =
276 mg× 60%

40%
= 414 mg, VD2O =

mD2O

ρD2O
=

414 mg
1, 1 g/cm3 = 376, 36 µl. (3.36)

Após calcular os volumes, e com o auxílio de micropipetas, o volume de água deuterada
e de decanol (somente água deuterada no caso do Cs-PFO) foram inseridos em um tubo de vidro,
onde também foi adicionada a amostra de DSS (Cs-PFO).

Por meio de um Agitador de Tubos Vortex GEHAKA AV-2-Biovera misturaram-se os
elementos da amostra. Depois, deixou-se a amostra em repouso para que atingisse uma aparência
transparente. Após isso, por meio de uma seringa de insulina “sugou-se” o cristal líquido,
depositando-o em um porta amostra de zircônia de 4 mm de diâmetro externo. Tendo preparado
o cristal líquido liotrópico, colocou-se o porta amostra no interior da bobina de radiofrequência
de uma sonda de sólidos, num espectrômetro de campo magnético estático 9, 38 T.

A amostra não foi girada, porém o porta amostra na sonda já estava configurada em
54, 7◦, que é o valor do ângulo mágico (magic-angle spinning-MAS),52 em relação à direção do
campo magnético estático z, tal como mostra a Fig.(5) b). A principal vantagem de usar esse
tipo de sonda é porque os pulsos de radiofrequência são mais curtos.

A sonda é o dispositivo empregado para a aplicação de pulsos de rf e aquisição de sinais
de RMN, a que foi utilizada é composta por uma bobina solenoidal, tendo diâmetro externo de 5

mm e comprimento longitudinal de 7 mm. Para o ajuste da sintonia e da impedância do circuito
de rf, foram associados à bobina capacitores variáveis, sendo um em série e outro em paralelo.
Além disso, a sonda possui um sistema de controle de temperatura da amostra.
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O espectrômetro é constituído de um Console Discovery/Tecmag, um magneto super-
condutor Jastec (campo de 9, 38 T e 400 MHz, que é a frequência de Larmor do núcleo de
Hidrogênio) e de uma sonda de sólidos, localizado no Laboratório de Espectroscopia de Alta
Resolução (LEAR) do Instituto de Física de São Carlos – Universidade de São Paulo.

Sendo assim, a sonda foi inserida na cavidade cilíndrica do magneto supercondutor a
temperatura ambiente. Em seguida, realizou-se a sintonia da sonda no valor da frequência de
Larmor do Sódio e do Césio, sendo de 105, 751 MHz e 52, 436 MHz, respectivamente.

Após a sintonia obteve-se um primeiro espectro tanto para o Sódio quanto para o
Césio com linhas satélites largas e pouco intensas. Entretanto, após realizar o procedimento
de annealing, as moléculas começaram a se ordenar coletivamente e preservaram um arranjo
simétrico em relação à orientação do campo magnético constante, B0. Sendo assim, linhas
satélites estreitas e intensas foram obtidas. O procedimento de annealing começou com o
aumento de temperatura na região da amostra em 40◦C, deixando por aproximadamente 1h− 2h.
Depois, reduziu-se a temperatura em passos de 1◦C com tempos de espera de 30 min entre os
passos.

Os cristais líquidos apresentam um ordenamento das moléculas com o campo magnético.
Essa característica foi observada em 1963 por Alfred Saupe e Berthold-Georg Englert53 num
ácido p-butoxibenzóico (p-butoxy-benzoic acid). Os autores descobriram que pequenas moléculas
de soluto, o benzeno, eram orientadas e alinhadas por cristais líquidos termotrópicos. No caso
dos cristais líquidos liotrópicos estudados aqui, na fase nemática, a viscosidade é usualmente
muito baixa,54 favorecendo a ação de torques magnéticos gerados pela presença de campos
magnéticos, o que possibilta o efeito do alinhamento coletivo das moléculas.55

Os agregados ou micelas se orientam segundo um eixo de simetria, paralelo ou per-
pendicular, ao campo magnético e depende do sinal da anisotropia de susceptibilidade mag-
nética. A susceptibilidade magnética é a relação que existe entre a magnetização (M ) e um
campo magnético (H) presente ou próximo da amostra.56 O caso mais simples é para o ma-
terial isotrópico (Mx,My,Mz) = χm(Hx, Hy, Hz). Como nomeado nas referências de cris-
tais líquidos,43-47-48-55 ter susceptibilidade diamagnética anisotrópica significa que a amos-
tra é diamagnética e que existe um eixo preferencial em que a magnetização é privilegiada
(Mx,My,Mz) = (χ⊥Hx, χ⊥Hy, χ‖Hz). Por exemplo, pode-se privilegiar a magnetização ao
longo do eixo z.

Além do estreitamento das linhas satélites, por se tratar de um cristal líquido liotrópico,
o valor da temperatura ambiente é relevante. O acoplamento quadrupolar varia de acordo com
o valor da temperatura ambiente. Desse modo, é importante comentar que escolheu-se uma
temperatura fixa de 28◦C e 27, 5◦C para realizar todos os experimentos do Sódio e Césio,
respectivamente.

Após obter um espectro com linhas estáveis, corrigiram-se as imperfeições do campo
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magnético estático B0, por meio do procedimento de shimming, onde B0 tornou-se o mais
homogêneo possível através da aplicação de campos magnéticos fracos e estáticos, produzidos
por correntes que percorrem bobinas externas adicionais. O espectro após esse procedimento
apresentou três linhas para o Sódio e sete linhas para o Césio, vide Fig.(5) c), comprovando
assim que ambos os cristais líquidos liotrópicos se encontravam na fase nemática calamítica.

Portanto, depois da sintonia, processo de annealing, temperatura fixa e shimming, o
procedimento de calibração de tempo de pulso foi implementado.

3.3.3 Procedimento de calibração de pulso

Para realizar os experimentos de RMN foram determinados os tempos de pulso, ou seja,
variaram-se os tempos de aplicação de pulso.

No caso da amostra de DSS, variou-se o tempo de aplicação de 0 µs até 100 µs, com
incremento de 1 µs de um pulso não-seletivo com fase em −y. A Fig.(6) a) apresenta a dinâmica
experimental da componente x da magnetização, Mx. Por meio dessa dinâmica calibrou-se o
tempo de pulso de π/2 e de π, os quais foram 10 µs e 20 µs, respectivamente. Nesse experimento
a janela espectral foi de 41666, 7 Hz, tempo de espera de 300 ms e tempo de deteção do sinal de
49, 152 ms.

É importante comentar que os tempos de pulso de π/2 são obtidos usando uma função
sinx, num intervalo de 5 µs até 15 µs no caso do DSS e de 2 µs até 8 µs no caso do Cs-PFO.
O tempo de π corresponde com o ponto de intersecção entre a linha que une os símbolos
experimentais com o eixo horizontal que representa a escala temporal.

Para o caso da amostra de Cs-PFO variou-se o tempo de aplicação de pulso de 0, 2 µs
até 10 µs, com incremento de 0, 2 µs de um pulso não-seletivo com fase em −y. Por meio da
dinâmica de Mx, mostrada na Fig.(6) b), calibrou-se o tempo de pulso de π/2 e de π, os quais
foram 4, 8 µs e 9, 4 µs, respectivamente. Nesse experimento escolheu-se janela espectral de
25000 Hz, tempo de espera de 15 s e tempo de deteção do sinal de 81, 92 ms.

Em seguida, como procedimento padrão em experimentos de RMN, é necessário deter-
minar os tempos de relaxação longitudinal e transversal associados a magnetização efetiva dos
núcleos da amostra.

O tempo de relaxação longitudinal é determinado pelo experimento conhecido como
inversão-recuperação.57 A quantificação do tempo de relaxação longitudinal evita a saturação de
um ou mais sinais no espectro. Um critério frequentemente utilizado na rotina de espectroscopia
é atribuir um tempo de espera – em torno de cinco vezes o tempo de relaxação longitudinal –
entre o fim da detecção e o início do primeiro pulso da sequência de eventos. Assumir esse tempo
de espera garante que a magnetização retorne ao seu estado de equilíbrio, num valor próximo de
99% da magnetização total.

O tempo de relaxação transversal é obtido por meio do experimento denominado spin-
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Figura 6 – As Figs. a) e b) apresentam a dinâmica experimental da componente x da magnetização, Mx,
para o núcleo de Sódio e Césio, respectivamente. Por meio dessa dinâmica calibrou-se o tempo
de pulso de π/2 e de π, os quais foram 10 µs e 20 µs, respectivamente para o Sódio. Para o
Césio o tempo de pulso de π/2 e de π, foram 4, 8 µs e 9, 4 µs, respectivamente. O sinal da
magnetização é máximo quando está no plano xy de um sistema de eixos coordenados (tempo
de π/2), e é nulo (tempo de π) quando a magnetização está orientada na direção −z.

Fonte: Elaborada pela autora.
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eco.58 O valor do tempo de relaxação transversal representa o tempo característico em que
aproximadamente 37% da magnetização total se encontra orientada ao longo do plano xy. Nesse
trabalho obtiveram-se os tempos de relaxação longitudinal e transversal de 20 ms e 1, 46 ms,
respectivamente para o Sódio. No caso do núcleo de Césio, o tempo de relaxação longitudinal e
transversal foi 293, 02 ms e 9, 75 ms, respectivamente.

Nos Capítulos (5) e (6) serão discutidos com mais detalhes os processos de relaxação em
sistemas de spins nucleares. Aqui apenas foi feita uma breve resenha dos experimentos utilizados
para quantificar os tempos de relaxação.

Dessa forma, após a breve explicação da preparação das amostras de cristais líquidos,
equipamento e procedimentos utilizados, o próximo capítulo será devotado a discussão e geração
de estados gato de Schrödinger.
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4 ESTADOS GATO DE SCHRÖDINGER

O conceito de superposição de estados coerentes, estados gato de Schrödinger, desem-
penham um papel importante no entendimento dos fundamentos da Mecânica Quântica. Dessa
forma, uma grande atenção tem sido dada ao problema da geração e propriedades desses es-
tados.19 Sendo assim, a próxima seção se inicia apresentando a geração de estados gato de
Schrödinger atômicos.

4.1 Geração de estados gato de Schrödinger atômicos

Agarwal et al.,19 em 1997, consideram um sistema de N átomos idênticos de dois níveis
que possuem uma frequência angular ω0 e interagem coletivamente com um único modo do
campo quântico numa cavidade. A frequência angular característica do campo quântico mais
próxima de ω0 é ωc. O sistema de átomos é descrito pelos operadores de spins, Sz e S±, onde

Sz =
N∑
q=1

S(q)
z e S± =

N∑
q=1

S
(q)
± , enquanto que o modo do campo quântico na cavidade é descrito

pelos operadores de aniquilação e criação bosônicos, a e a†, respectivamente.

Dessa maneira, o Hamiltoniano que representa a interação do átomo-campo quântico é
escrito como se segue

H = HS + HR + V = ~ω0Sz + ~ωca†a+ ~g
[
S+a+ S−a

†] , (4.1)

sendo HS , HR, V , o Hamiltoniano do sistema, do reservatório e de interação, respectivamente.
O termo g é a constante de acoplamento átomo-campo quântico.

Ainda dentro desse contexto, Agarwal et al. fazem uso da descrição de um sistema
quântico aberto,59 de modo que se analisa a interação entre um sistema quântico (átomos), S,
e um reservatório (campo quântico), R. Após alguns cálculos e considerações, as quais não
serão abordadas aqui, Agarwal et al. determinam o Hamiltoniano efetivo, na representação de
interação, que representa a dinâmica dos átomos sob a ação de um banho térmico emulado pelo
campo, sendo escrito como

Hef = ~η [S+S− + 2nSz] ≡ ~η
[
(2n+ 1)Sz − S2

z + S2
]

, (4.2)

sendo η = g2(ωc−ω0)
κ2+(ωc−ω0)2

, de modo que a variável κ está relacionada com a taxa de perda de fótons
na cavidade – 2κ é a taxa de perda – e n é o número médio de fótons dentro da cavidade.

Agarwal et al. também demonstram de que uma evolução unitária gerada pelo Hamilto-
niano da Eq.(4.2), com n = 0, transforma o estado coerente da Eq.(2.1) da seguinte maneira

|ϑímpar〉 = exp[−iHef ta/~]|ζ(θ, φ)〉 = exp

[
−iπN

r

] r−1∑
q=0

f 0
q

∣∣∣∣ζ (θ, φ+ π
2q − N

r

)〉
, (4.3)
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para r ímpar, e

|ϑpar〉 = exp[−iHef ta/~]|ζ(θ, φ)〉 = exp

[
−iπN

r

] r−1∑
q=0

f eq

∣∣∣∣ζ (θ, φ+ π
2q − N + 1

r

)〉
, (4.4)

para r par.

É importante comentar que para ambas equações acima N > 1 e o tempo de evolução é
ta = π/rη. Os coeficientes f 0

q e f eq são representados pelas seguintes séries de Fourier60

f 0
q =

1

r

r−1∑
s=0

exp

[
−2πiq

r
s

]
exp

[
iπ

r
s(s+ 1)

]
, (4.5)

f eq =
1

r

r−1∑
s=0

exp

[
−2πiq

r
s

]
exp

[
iπ

r
s2

]
. (4.6)

Como resultado, as Eq.(4.3) e Eq.(4.4) mostram que para um tempo de evolução es-
pecífico, ta = π/rη, um estado coerente atômico evolui para uma superposição de estados
coerentes atômicos, tornando-se assim um estado gato. Como exemplo, Agarwal et al., escolhem
ta = π/4, π/3, π/2, para N = 10 átomos.

Portanto, dessa seção pode-se concluir que devido à não-linearidade do Hamiltoniano
efetivo da Eq.(4.2), Agarwal et al. conseguiram gerar estados gato. Sendo assim, nas próximas
subseções serão apresentados alguns sistemas que permitem ser identificados no procedimento
desenvolvido por Agarwal et al. e se discutirá como os Hamiltonianos efetivos desses sistemas
podem ou não gerar estados gato via a técnica de RMN em núcleos quadrupolares.

4.1.1 Sistema quântico 1

Sajeev John e Tran Quang,61 em 1995, consideram um sistema de N átomos idênticos
de dois níveis acoplados com um campo quântico em um dielétrico tridimensional. Os átomos
possuem estado excitado e fundamental rotulados como |1〉 e |2〉, respectivamente.

Portanto, o Hamiltoniano desse sistema assume a seguinte forma

H = HS + HR + V = ~ω21Sz + ~
∑
λ

ωλa
†
λaλ + i~

∑
λ

gλ

[
S+aλ + S−a

†
λ

]
, (4.7)

sendo ω21 a frequência angular ressonante de transição entre os autoestados |1〉 e |2〉, ωλ a
frequência angular do campo quântico no modo λ, gλ a constante de acoplamento átomo-campo

quântico. Os operadores Sz =
N∑
q=1

S(q)
z e S± =

N∑
q=1

S
(q)
± são os operadores de momento angular

coletivo que representam os N átomos idênticos. Analogamente ao estudo anterior, HS , HR, V ,
são o Hamiltoniano do sistema, do reservatório e de interação, respectivamente.

O Hamiltoniano da Eq.(4.7) é muito similar ao apresentado por Agarwal et al., porém o
procedimento analítico para gerar o Hamiltoniano efetivo obedece um procedimento algébrico
diferente que será explicado em seguida.
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Desse modo, acrescentando e subtraíndo na equação acima o termo ~
∑
λ

ω21a
†
λaλ, tem-se

o seguinte

H = ~ω21Sz−~
∑
λ

ω21a
†
λaλ+~

∑
λ

ω21a
†
λaλ+~

∑
λ

ωλa
†
λaλ+ i~

∑
λ

gλ

[
S+aλ + S−a

†
λ

]
, (4.8)

e agrupando apropriadamente os termos, pode-se escrever

H = ~ω21N + ~
∑
λ

(ωλ − ω21)a†λaλ + i~
∑
λ

gλ

[
S+aλ + S−a

†
λ

]
, (4.9)

onde N =

(
Sz +

∑
λ

a†λaλ

)
é o operador número de excitação.

Além disso, pode-se redefinir o Hamiltoniano como uma contribuição energética da
energia fundamental, H0, e da energia de interação, Hint, de modo que

H = ~ω21N + ~
∑
λ

(ωλ − ω21)a†λaλ + i~
∑
λ

gλ

[
S+aλ + S−a

†
λ

]
= H0 + Hint. (4.10)

Portanto, escreve-se o seguinte Hamiltoniano de pseudo-interação

Hint = ~
∑
λ

(ωλ − ω21)a†λaλ + i~
∑
λ

gλ

[
S+aλ + S−a

†
λ

]
. (4.11)

Tendo o Hamiltoniano acima em mãos, pode-se gerar um Hamiltoniano efetivo através de
procedimentos teóricos, usando transformações unitárias não-lineares.62

Em suma, John e Quang estavam interessados em descrever a emissão espontânea coletiva
dos N átomos idênticos de dois níveis. Contudo, embora o Hamiltoniano da Eq.(4.7) pareça ser
equivalente ao Hamiltoniano da Eq.(4.1), a contribuição da energia que representa a interação
entre o campo quântico e os N átomos assume um efeito de amortecimento (do inglês damping),
devido ao número imaginário, i, multiplicado. Dessa maneira, não seria possível gerar estados
gato de Schrödinger atômicos.

4.1.2 Sistema quântico 2

Andrei B. Klimov e Carlos Saavedra,63 em 1998, consideram uma coleção de N átomos
idênticos de dois níveis, com uma frequência angular de transição ω0, que interage com um campo
quântico de um único modo, de frequência angular ωc, numa cavidade altamente dessintonizada.
A partir dessa descrição o Hamiltoniano do sistema físico considerado é o seguinte

H = ~ω0Sz + ~ωca†a+ ~g
[
S+a+ S−a

†] , (4.12)

sendo Sz, S± os operadores coletivos atômicos estabelecidos em uma (N + 1) representação
dimensional da álgebra su (2) e g a constante de acoplamento átomo-campo quântico. O operador
a†(a) é o operador bosônico de criação (aniquilação), de modo que

[
a,a†

]
= 1.
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Somando e subtraíndo o termo ~ωcSz no Hamiltoniano acima e usando o procedimento
discutido na subseção (4.1.1), o Hamiltoniano de interação pode ser escrito como

Hint = ~∆Sz + ~g
[
S+a+ S−a

†] , (4.13)

onde ∆ = ω0 − ωc é a frequência angular de dessintonia, sendo geralmente ∆� 1.

Por meio de uma transformação unitária não-linear, U = exp
[
g
∆

(
S+a− S−a†

)]
, que

transforma o Hamiltoniano de interação em UHintU †, (assumindo que g � ∆) Klimov e
Saavedra aplicam um procedimento de aproximação em séries de operadores em conjunto com
um cálculo algébrico elaborado, de modo que determinam o seguinte Hamiltoniano efetivo na
representação de interação

Heff ' ~∆Sz + ~
g2

∆

[
(2a†a+ 1)Sz − S2

z + S2
]

. (4.14)

Comparando o Hamiltoniano acima com o da Eq.(4.2) notam-se duas diferenças. A
primeira delas é o termo ~∆Sz. A segunda diferença é que na Eq.(4.2) tem-se o número médio
de fótons na cavidade, n, enquanto que na Eq.(4.14) tem-se o operador número, a†a. Apesar das
diferenças citadas, Klimov e Saavedra afirmaram que os Hamiltonianos coincidiam.

Todavia, para que realmente os Hamiltonianos coincidam, dois procedimentos seriam
necessários, sendo o primeiro deles calcular o traço dos graus de liberdade do campo quântico,
tal como Agarwal et al.19 propuseram*, de modo que

〈a†a〉 = TrR
{
a†aρR (t0)

}
=

(
1− exp

[
− ~ωc
kBT

])
TrR

{
a†a

(
exp

[
−~ωca†a

kBT

])}
= n, (4.15)

sendo ρR (t0) a matriz densidade do estado inicial no equilíbrio térmico, kB a constante de
Boltzmann e T a temperatura ambiente. Dessa forma, o Hamiltoniano efetivo da Eq.(4.14)
poderia ser reescrito como

Heff ' ~∆Sz + ~
g2

∆

[
(2n+ 1)Sz − S2

z + S2
]

. (4.16)

O segundo procedimento seria adotar um referencial girante fictício na representação
de interação, por meio da transformação U(t) = exp[iω∆Szt]. Portanto, teria-se o seguinte
Hamiltoniano

H′eff ' ~ (∆− ω∆)Sz +
~g2

∆

[
(2n+ 1)Sz − S2

z + S2
]

. (4.17)

Sendo assim, somente se a frequência angular ω∆ for igual à frequência angular de dessintonia
∆, com g2

∆
≡ η, que o Hamiltoniano H′eff poderia coincidir com o Hamiltoniano Heff da

Eq.(4.2) proposto por Agarwal et al. Portanto, estados gato de Schrödinger atômicos poderiam
ser gerados via a técnica de RMN em núcleos quadrupolares.
* Nessa descrição o campo quântico é o reservatório, por isso o índice R foi adotado no cálculo do

traço parcial.
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4.1.3 Sistema quântico 3

Janus Wesenberg et al.,64 em 2009, propõem um modelo para a Computação Quântica,
considerando um ensemble de 1010 − 1012 elétrons, numa cavidade linear de transmissão super-
condutora. Os spins dos elétrons interagem com um campo magnético homogêneo, B, no plano
da cavidade, causando uma precessão de Larmor com uma frequência angular ω0. A frequência
angular de ressonância é ωc ≈ 2π × 5 GHz, sendo necessário um campo magnético de B = 180

mT para que os spins entrem em ressonância.

No modelo em questão, considera-se o q-ésimo spin localizado em rq e acoplado com o
campo quântico, representado pelos operadores bosônicos, a† e a. Assim, o Hamiltoniano pode
ser escrito da seguinte maneira

H = ~ω0

N∑
q=1

S(q)
z + ~ωca†a+ ~

N∑
q=1

gq

[
S

(q)
+ a+ S

(q)
− a

†
]

, (4.18)

onde o índice N representa o número de elétrons e gq o acoplamento do q-ésimo spin localizado
em rq com o campo quântico.

Somando e subtraíndo o termo ~ω0a
†a no Hamiltoniano acima e usando o procedimento

discutido na subseção (4.1.1), o Hamiltoniano de interação pode ser escrito como

Hint = −~∆a†a+ ~
N∑
q=1

gq

[
S

(q)
+ a+ S

(q)
− a

†
]

, (4.19)

onde ∆ = ω0 − ωc é a frequência angular de dessintonia.

Janus Wesenberg et al., com o intuito de simplificar a descrição analítica, estabelecem
um acoplamento médio, de modo que

g =

√√√√√ N∑
q=1

|g (rq)|2

N
=

√√√√√ N∑
q=1

∣∣∣m0B0(rq)

2~

∣∣∣2
N

, (4.20)

sendoB0 (rq) o ponto zero do campo magnético do modo da cavidade em0 o momento de dipolo
magnético do spin. Além disso, os autores também introduzem um operador de levantamento e
de abaixamento de spin coletivo, dado por

N∑
q=1

gq√
Ng
S

(q)
+ ≡ b†,

N∑
q=1

gq√
Ng
S

(q)
− ≡ b, (4.21)

onde
[
b, b†

]
= 1. Como resultado, o Hamiltoniano de interação da Eq.(4.19) é reescrito da

seguinte maneira
Hint = −~∆a†a+ ~

√
Ng
(
ab† + a†b

)
. (4.22)

Em síntese, Janus Wesenberg et al. propuseram um registro quântico com centenas de
qbits de excitações coletivas em um ensemble de elétrons. Além disso, estudaram o comporta-
mento do campo quântico ao estar acoplado com os spins dos elétrons, isso porque a Eq.(4.22)
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foi escrita somente em termos de operadores bosônicos. Sendo assim, não houve interesse em
gerar estados gato de Schrödinger eletrônicos.

Todavia, se o termo ~ωc
N∑
q=1

S(q)
z tivesse sido somado e subtraído no Hamiltoniano da

Eq.(4.18), o Hamiltoniano de interação poderia ser escrito como

Hint = ~∆
N∑
q=1

S(q)
z + ~

N∑
q=1

gq

[
S

(q)
+ a+ S

(q)
− a

†
]

. (4.23)

Comparando o Hamiltoniano acima com o Hamiltoniano da Eq.(4.13), nota-se que ambos são
equivalentes. Como discutido na subseção (4.1.2), por meio das transformações unitárias feitas
por Klimov e Saavedra, e dos dois procedimentos sugeridos nessa tese, um Hamiltoniano efetivo
poderia ser obtido, sendo escrito como

H′eff ' ~ (∆− ω∆)
N∑
q=1

S(q)
z +

N∑
q=1

g2
q

∆

[
(2n+ 1)S(q)

z − (S(q)
z )2 + (S(q))2

]
. (4.24)

Dessa forma, somente se a frequência angular ω∆ for igual à frequência de dessintonia ∆,
com g2

∆
≡ η, que o Hamiltoniano H′eff poderia coincidir com o Hamiltoniano Heff da Eq.(4.2)

proposto por Agarwal et al. Como consequência, estados gato de Schrödinger eletrônicos
poderiam ser gerados via a técnica de RMN em núcleos quadrupolares.

4.1.4 Sistema quântico 4

Em 2011, com o intuito de gerar estados coerentes de campo quântico emaranhados,
Prado et al.65 mostram um procedimento para a engenharia de interações efetivas entre dois
modos do campo quântico numa cavidade. Nesse sentido, os dois modos são A e B, com
polarizações ortogonais e que interagem com um átomo. O átomo possui dois níveis e frequência
angular de transição, ω0, entre os estados fundamental |f〉 e excitado |e〉. Além da interação
com o campo quântico, o átomo também interage com um campo clássico ressonante que tem
frequência angular de Rabi, Ω.

Sendo assim, o Hamiltoniano é escrito como

H(t) = ~ωAa†a+ ~ωBb†b+ ~ [λAa+ λBb+ (Ω exp [−iω0t]) 1]S+

+~[λ∗Aa
† + λ∗Bb

† + (Ω∗ exp [iω0t]) 1]S− + ~ω0Sz, (4.25)

onde os parâmetros λA e λB representam a interação entre o átomo e os modos A e B do campo
quântico.

Além disso, os autores assumem de que os modos do campo quântico são degenerados,
ou seja, ω = ωA = ωB e que λ = λA = λB. Desse modo, se obtém o seguinte Hamiltoniano na
representação de interação

H̃(t) = ~λ exp [i∆t] (a+ b)S+ + ~λ∗ exp [−i∆t]
(
a† + b†

)
S− + ~ΩS+ + ~Ω∗S−, (4.26)
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sendo ∆ = ω0 − ω a frequência angular de dessintonia.

Para determinar um Hamiltoniano efetivo na representação de interação, partindo do
Hamiltoniano da equação acima, Prado et al. utilizam as propriedades de Hamiltonianos depen-

dentes do tempo altamente oscilantes e a definição de James66 H̃eff = 1
i~H̃(t)

t∫
0

H̃(t′)dt′, de

modo que

H̃eff ' ~
|λ|2

∆
S+S− + ~

|λ|2

∆

(
a†a+ a†b+ ab† + b†b

)
Sz + ~ΩS+ + ~Ω∗S−. (4.27)

Além disso, os autores consideram o caso em que o campo clássico é desligado, Ω = 0, obtendo
assim, o seguinte Hamiltoniano efetivo

H̃eff ' ~
|λ|2

∆
S+S− + ~

|λ|2

∆

(
a†a+ a†b+ ab† + b†b

)
Sz. (4.28)

Para gerar estados coerentes de campo quântico emaranhados, é necessário evoluir o
vetor de estado do campo quântico† sob um Hamiltoniano efetivo não-linear. Nesse sentido,
Prado et al. usam a transformação linear, U = exp [−i(ΩS+ + Ω∗S−)t], ou seja, reescrevem o
Hamiltoniano da Eq.(4.28) em um referencial girante, com uma frequência angular de Rabi, Ω.
Após essa transformação, os autores ainda aplicam novamente o procedimento de James,66 pois,
somente assim aparece um termo quadrático no Hamiltoniano, como pode ser visto na equação
abaixo

H̃eff ' ~
|λ|4

2Ω∆2

(
a†a+ a†b+ ab† + b†b+ 1

)2
Sx. (4.29)

Embora os autores tenham demonstrado em como gerar e implementado estados coerentes de
campo quântico emaranhados, estados gato de Schrödinger atômicos também poderiam ser
obtidos.

Para gerar estados gato de Schrödinger atômicos, o regime de amplificação do acopla-
mento não-linear da Seção IV de Prado et al. deve ser analisado. Desse modo, considerando a
Eq.(19) dessa Seção IV e reescrevendo na representação de interação, o Hamiltoniano se torna

H̃(t) = ~ωdS+S−+~λ exp [it∆] (a+ b)S++~λ∗ exp [−it∆]
(
a† + b†

)
S−+~ΩS++~Ω∗S−,

(4.30)
onde ωd é o desvio de ω0, com ω0 � ωd.

Em seguida, aplica-se o procedimento de James,66 de modo que o Hamiltoniano é
transformado como se segue

H̃eff = ~ωdS+S− +
~ |λ|2

∆

(
2S+S− +

(
a†a+ a†b+ b†a+ b†b

)
2Sz

)
+ ~ΩS+ + ~Ω∗S−.

(4.31)

† É importante comentar que somente para tempos específicos que os estados coerentes de campo
quânticos emaranhados são gerados.
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Desligando o campo clássico Ω = 0, usando propriedades dos operadores S+ e S−, e
agrupando convenientemente alguns termos do Hamiltoniano, obtém-se que

H̃eff = ~

(
ωd +

2 |λ|2

∆

)
S2 − ~

(
ωd +

2 |λ|2

∆

)
S2
z

+~

(
ωd +

2 |λ|2

∆

)
Sz +

~ |λ|2

∆

(
a†a+ a†b+ b†a+ b†b

)
2Sz. (4.32)

Tomando o traço parcial dos graus de liberdade do campo quântico do Hamiltoniano da
Eq.(4.32), assim como foi feito na Eq.(4.15), tem-se que 〈a†a〉 = nA, 〈a†b〉 = 0, 〈ab†〉 = 0

e 〈b†b〉 = nB, onde nA (nB) é o número médio de fótons no modo A (B). Além disso, para o
caso em que n = nA = nB e agrupando termos comuns em função dos operadores de momento
angular, o Hamiltoniano pode ser escrito como

H̃eff = ~

(
ωd +

2 |λ|2

∆

)
S2 − ~

(
ωd +

2 |λ|2

∆

)
S2
z +

2~ |λ|2

∆

(
∆

2 |λ|2
ωd + 1 + 2n

)
Sz,

(4.33)
assumindo que ωd = 0 e isolando os coeficientes comums em cada termo, encontra-se o
respectivo Hamiltoniano

H̃eff '
2~ |λ|2

∆

[
(2n+ 1)Sz − S2

z + S2
]

. (4.34)

Portanto, nota-se que o Hamiltoniano da Eq.(4.34) é equivalente ao Hamiltoniano da Eq.(4.2),
onde 2|λ|2

∆
≡ η. Em suma, estados gato de Schrödinger atômicos poderiam ser obtidos a partir de

dois átomos, pois, para um átomo S2
z = σ2

z = 1, ou seja, não haveria um termo não-linear no
Hamiltoniano, o que evitaria a geração de estados gato.

4.2 Geração de estados gato de Schrödinger de spins nucleares

De acordo com a discussão feita acima de que outros sistemas físicos podem gerar
estados gato de Schrödinger, sendo esses de campo quântico, atômicos ou eletrônicos, a presente
seção mostrará que estados gato de Schrödinger de spins nucleares também podem ser gerados
e implementados via RMN, num sistema quadrupolar. Para demonstrar que isso é verdade,
considera-se primeiramente o Hamiltoniano da Eq.(2.2), sem aplicação de pulso de rf, tal que

H = −~ (ωL − ωrf ) Iz + ~
ωQ
6

(
3I2

z − I2
)

. (4.35)

Além disso, se a dinâmica dos spins nucleares for monitorada fora da ressonância com ωrf =

ωL − ωQ
2

, o Hamiltoniano pode ser escrito como

H = −~ωQ
2

(
Iz − I2

z +
I2

3

)
. (4.36)

Por meio de comparação entre a Eq.(4.2) e Eq.(4.36) tem-se que ωQ
2
≡ η e n = 0, ou seja, os

Hamiltonianos são equivalentes.
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Calculando a evolução unitária gerada pelo Hamiltoniano da Eq.(4.36) sobre o estado
pseudo-coerente de spin nuclear‡ da Eq.(2.1), pode-se escrever

|ϑFR〉 =
I∑

m=−I

ζI+m

(1 + ζ∗ζ)I

√
(2I)!

(I +m)!(I −m)!
exp

[
it
(ωQ

2
m−

ωQ
2
m2 +

ωQ
6
I(I + 1)

)]
|I,m〉,

(4.37)

o índice FR é para indicar que está Fora da Ressonância. Assumindo que ωQt = π e usando a
seguinte expressão

exp

[
−iπ

2
m2

]
=

1∑
q=0

f eq exp [−iπqm] , (4.38)

onde os coeficientes,60 f eq , são calculados por meio da Eq.(4.6) e são

f e0 =
1√
2

exp

[
−iπ

4

]
, f e1 =

1√
2

exp

[
iπ

4

]
, (4.39)

o estado pseudo-coerente de spin nuclear evoluído fora da ressonância é dado por

|ϑFR〉 =
1√
2

exp

[
−iπ

8

]
{|ζ (θ, φ)〉+ exp[−iπI] |ζ (θ, φ− π)〉} . (4.40)

Na condição de ressonância |ωL| ∼= |ωrf | e sem aplicação de pulso de rf, o Hamiltoniano
da Eq.(4.35) é escrito como

H = −~ωQ
2

(
0Iz − I2

z +
I2

3

)
. (4.41)

Calculando a evolução unitária gerada pelo Hamiltoniano da Eq.(4.41) sobre o estado
pseudo-coerente de spin nuclear da Eq.(2.1), pode-se escrever

|ϑR〉 =
I∑

m=−I

ζI+m

(1 + ζ∗ζ)I

√
(2I)!

(I +m)!(I −m)!
exp

[
it
(
−ωQ

2
m2 +

ωQ
6
I(I + 1)

)]
|I,m〉,

(4.42)
o índice R indica que está na Ressonância. Assumindo que ωQt = π, obtém-se o seguinte

|ϑR〉 =
1√
2

exp

[
−iπ

8

]{
exp

[
iπI

2

] ∣∣∣ζ (θ, φ+
π

2

)〉
+ exp

[
−iπI

2

] ∣∣∣ζ (θ, φ− π

2

)〉}
.

(4.43)

Desse modo, conclui-se da Eq.(4.40) e Eq.(4.43) que superposições de estados pseudo-
coerentes de spin nuclear podem ser geradas na condição de fora da e na ressonância, para
um sistema quadrupolar. Essas superposições, conhecidas como estado gato de Schrödinger
apresentam regiões com valores negativos da função de quasiprobabilidade de Wigner. Esse fato,
demonstra que existe correlação quântica. Nesse sentido, essa função será discutida na próxima
seção.

‡ A variável j da Eq.(2.1) é escrita como I apenas para indicar que se trata de spin nuclear.
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4.3 Função de distribuição de quasiprobabilidade de Wigner

Os espaços de fase permitem visualizar e analisar estados abstratos de sistemas quân-
ticos de dimensão infinita e finita. Há algumas representações de espaço de fase, tais como a
função Glauber, Wigner e Husimi. Cada uma dessas funções forneceram insights em Óptica
Quântica, Teoria de Informação Quântica, entre outros.67 Nessa tese, em particular, a função de
quasiprobabilidade de Wigner foi escolhida porque é cordial com a representação de átomos
e spins. Além disso, os padrões de interferência – que são uma característica de estados com
corelações quânticas – se tornam mais evidentes.

A função de quasiprobabilidade foi formulada em 1932 por Eugene Paul Wigner.8

Wigner propôs uma representação de espaço de fase para a Mecânica Quântica. Como exemplo,
pode-se aplicar esse formalismo na Eletrônica Quântica (para modelar o transporte de elétrons),
na Química Quântica (calcular as propriedades estáticas e dinâmicas dos sistemas quânticos
de muitos corpos), e no Processamento de Sinais (para investigar as ondas que passam por
certos meios). A função de quasiprobabilidade de Wigner se tornou muito importante porque
pode ser reconstruída a partir de medições experimentais, e pode-se visualizar a presença de
emaranhamento em um sistema quântico.68

Para calcular essa distribuição é necessário determinar a matriz densidade, a qual é escrita
numa base de operadores de polarização, tal que

ρ = |ζ(θ, φ)〉〈ζ(θ, φ)| =
2I∑
L=0

L∑
m=−L

ρL,mT L,m, (4.44)

onde os coeficientes da expansão (4.44) são dados por

ρL,m = Tr[ρT †L,m], (4.45)

e a função de Wigner, W (θ0, φ0), com 0 6 θ0 6 π e 0 6 φ0 6 2π, da matriz ρ, é definida em
termos dos harmônicos esféricos, de modo que

W (θ0, φ0) =

√
2I + 1

4π

2I∑
L=0

L∑
m=−L

ρL,mY L,m(θ0, φ0). (4.46)

Ainda dentro desse contexto e com base no que foi apresentado na seção (4.1), pode-se
fazer uma equivalência de N átomos de dois níveis interagindo com um campo quântico com
a dinâmica de um spin69-70 de número quântico I = N/2. Nessa equivalência, uma superfície
representa a função de quasiprobabilidadeW (θ0, φ0), escrita em termos de coordenadas esféricas.

Como exemplo, a Fig.(7) e Fig.(8) apresentam a função de quasiprobabilidade, para
o estado pseudo-coerente de spin nuclear |ϑFR〉, da Eq.(4.37), evoluído para os tempos de
t = 1

2fQ
, 2

2fQ
, 3

2fQ
, 4

2fQ
, onde fQ é a frequência quadrupolar, com número quântico de spin

I = 3/2 e I = 7/2, respectivamente. Do mesmo modo, a Fig.(10) e Fig.(11) apresentam a
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função de quasiprobabilidade, para o estado pseudo-coerente de spin nuclear |ϑR〉, da Eq.(4.42).
Dessas figuras conclui-se de que os estados gato de Schrödinger de spins nucleares são gerados
para instantes de tempo t = n

2fQ
, com n = 1, 3, 5, ..., pois nesses instantes valores negativos

emergem da distribuição, evidenciando assim que existe correlação quântica entre os estados
quânticos.

Sabendo em que instantes de tempo os estados gato são gerados teoricamente, pode-se
pensar em como implementá-los via RMN. Para a implementação, usou-se uma amostra de
Dodecil Sulfato de Sódio (DSS) que foi discutida na seção (3.3). Além disso, foi necessário
criar uma sequência de pulsos para os SMPs. Nesse caso, com a ajuda do Dr. Arthur Gustavo de
Araújo Ferreira, a implementação experimental dos SMPs foi executada utilizando-se o recurso
de pulsos modulados do espectrômetro. Os pulsos foram passados para o espectrômetro através
de um arquivo escrito em código Visual Basic e com extensão .vbs. Esse arquivo continha oito
linhas, sendo as quatro primeiras linhas os valores das amplitudes de cada modulação, e as quatro
linhas restantes os valores das fases (em graus) de cada modulação.

É importante ressaltar que as amplitudes foram normalizadas com relação ao valor
2π/(40 µs), sendo esse um critério para considerar o valor máximo de amplitude que o espectrô-
metro suporta, com o intuito de proteger as bobinas da sonda e outros dispositivos eletrônicos
que fazem parte dela.

Portanto, de acordo com o que foi discutido na subseção (4.2), estados gato de Schrö-
dinger de spin nuclear podem ser gerados fora da e na ressonância. Sendo assim, escolheu-se
otimizar as modulações para gerar o estado pseudo-coerente de spin nuclear

∣∣ζ (θ = π
2
, φ = 0

)〉
p
,

adotou-se o índice p para evidenciar que é o estado preparado. Depois, deixou-o evoluir por um
tempo τ = 1

2fQ
(vide Fig.(9)). Para o caso em que se escolheu fora da ressonância, o estado

evoluído se tornou o seguinte

|ϑFR〉 =
1√
2

exp

[
−iπ

8

]{∣∣∣ζ (π
2
, 0
)〉

+ exp

[
−i3π

2

] ∣∣∣ζ (π
2
,−π

)〉}
. (4.47)

Para o caso em que se escolheu na ressonância, o seguinte estado evoluído foi obtido

|ϑR〉 =
1√
2

exp
[
−iπ

8

]{
exp

[
i
3π

4

] ∣∣∣ζ (π
2
,
π

2

)〉
+ exp

[
−i3π

4

] ∣∣∣ζ (π
2
,−π

2

)〉}
. (4.48)

Por fim, em ambos os casos, o procedimento de Tomografia de Estado Quântico, discutido
no Capítulo (3), foi aplicado. É importante comentar que após detectar o sinal de decaimento de
indução livre, implementou-se a transformada de Fourier para obter os espectros.

De acordo com o que foi dito, a Fig.(12) mostra os espectros experimentais e simulados,
parte real e imaginária da matriz densidade tomografada e simulada do estado pseudo-coerente
de spin nuclear preparado |ζ(π/2, 0)〉p.

Por conseguinte, na condição de fora da ressonância, a Fig.(13) e Fig.(14) apresentam os
espectros experimentais e simulados, parte real e imaginária da matriz densidade tomografada
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Figura 7 – Essa figura apresenta funções de quasiprobabilidade de Wigner, W (θ0, φ0), para o estado
pseudo-coerente de spin nuclear |ϑFR〉, da Eq.(4.37), com θ = π/2 e φ = 0, a) evoluído para
o tempo de t = 1

2fQ
, b) t = 2

2fQ
, c) t = 3

2fQ
e d) t = 4

2fQ
, com fQ = 15222 Hz, para número

quântico de spin I = 3/2. Para os instantes t = 1
2fQ

e t = 3
2fQ

, o parâmetro de excitação ζ
está orientado ao longo dos eixos 〈Ix〉 e −〈Ix〉. Nesse caso, os estados gato são gerados, pois
há regiões com valores negativos orientadas no plano yz. Para os instantes t = 2

2fQ
e t = 4

2fQ

o parâmetro de excitação ζ está orientado ao longo dos eixos −〈Ix〉 e 〈Ix〉, respectivamente.

Fonte: Elaborada pela autora.

e simulada para o estado pseudo-coerente de spin nuclear |ϑFR〉 (com θ = π/2 e φ = 0) e
|ζ(π/2, π)〉, obtidos após aplicar a sequência de pulsos da Fig.(9) nos instantes t = 1

2fQ
e t = 1

fQ
,
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Figura 8 – Essa figura apresenta funções de quasiprobabilidade de Wigner W (θ0, φ0), para o estado
pseudo-coerente de spin nuclear |ϑFR〉, da Eq.(4.37), com θ = π/2 e φ = 0, a) evoluído para
o tempo de t = 1

2fQ
, b) t = 2

2fQ
, c) t = 3

2fQ
e d) t = 4

2fQ
, com fQ = 5969 Hz, para número

quântico de spin I = 7/2. Para os instantes t = 1
2fQ

e t = 3
2fQ

, o parâmetro de excitação ζ
está orientado ao longo dos eixos 〈Ix〉 e −〈Ix〉. Nesse caso, os estados gato são gerados, pois
há regiões com valores negativos orientadas no plano yz. Para os instantes t = 2

2fQ
e t = 4

2fQ

o parâmetro de excitação ζ está orientado ao longo dos eixos −〈Ix〉 e 〈Ix〉, respectivamente.

Fonte: Elaborada pela autora.
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respectivamente.

d1

P
u
ls

o
 d

e
 T

o
m

o
g
ra

fi
a

FID
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τpreτ

Tempo de execução do SMP

Figura 9 – Esquema da sequência de pulsos usada para implementar o estado gato de Schrödinger de spin
nuclear. Essa sequência começa com um tempo de espera d1 = 250 ms (tempo necessário
para que a magnetização volte ao equilíbrio). Depois, são executados os pulsos modulados
(SMPs) durante um tempo de 250 µs e isso corresponde com a preparação do estado quântico
|ζ(π/2, 0)〉p. A geração do estado gato, |ϑFR〉 ou |ϑR〉, ocorre quando se realiza uma evolução
livre do sistema de spin num tempo de τ = 1/ (2fQ) ≈ 32, 8 µs, com fQ = 15222 Hz. Após a
evolução livre, o procedimento de tomografia é implementado por meio de um pulso hard. Em
seguida, com o objetivo de proteger o detector, espera-se um tempo de τpre = 1/fQ ≈ 65, 7 µs
para adquirir o sinal. Por fim, o detector é ligado por um tempo de tacq = 49, 152 ms com
janela espectral de sw = 41666, 67 Hz. O decaimento de indução livre (FID) que representa o
sinal da magnetização é obtido após aplicar a sequência de pulsos.

Fonte: Elaborada pela autora.

Do mesmo modo, na condição de ressonância, a Fig.(15) e Fig.(16) apresentam os
espectros experimentais e simulados, parte real e imaginária da matriz densidade tomografada
e simulada para o estado pseudo-coerente de spin nuclear |ϑR〉 (com θ = π/2 e φ = 0) e
|ζ(π/2, 0)〉, obtidos após aplicar a sequência de pulsos da Fig.(9) nos instantes t = 1

2fQ
e t = 1

fQ
,

respectivamente.

De acordo com os resultados obtidos, a fidelidade foi calculada,33 onde comparou-se a
matriz densidade de desvio tomografada, ρexp, com a matriz prevista teoricamente, ρteo, onde

F =
Tr{ρexpρteo}√
Tr{ρ2

exp}Tr{ρ2
teo}

. (4.49)

Como resultado obteve-se F = 0, 99 para |ζ(π/2, 0)〉p. Uma fidelidade de F = 0, 98 para |ϑFR〉
e F = 0, 97 para |ζ(π/2, π)〉, na condição de fora da ressonância. Na condição de ressonância,
obteve-se F = 0, 97 para |ϑR〉 e F = 0, 96 para |ζ(π/2, 0)〉.

Além disso, gerou-se a função de distribuição de quasiprobabilidade de Wigner expe-
rimental para os estados pseudo-coerentes |ζ(π/2, 0)〉p, |ϑFR〉, |ζ(π/2, π)〉, |ϑR〉 e |ζ(π/2, 0)〉.
Essas funções são apresentadas na Fig.(17). Da Fig.(17) a), c) e e) o parâmetro de excitação
ζ tem orientação ao longo do eixo 〈Ix〉, −〈Ix〉 e 〈Ix〉, respectivamente. No caso da Fig.(17)
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Figura 10 – Essa figura apresenta funções de quasiprobabilidade de Wigner, W (θ0, φ0), para o estado
pseudo-coerente de spin nuclear |ϑR〉, da Eq.(4.42), com θ = π/2 e φ = 0, a) evoluído para
o tempo de t = 1

2fQ
, b) t = 2

2fQ
, c) t = 3

2fQ
e d) t = 4

2fQ
, com fQ = 15222 Hz, para número

quântico de spin I = 3/2. Para os instantes t = 1
2fQ

e t = 3
2fQ

, o parâmetro de excitação ζ
está orientado ao longo dos eixos 〈Iy〉 e −〈Iy〉, e os estados gato são gerados. Nesse caso, há
regiões com valores negativos orientadas no plano xz. Para os instantes t = 2

2fQ
e t = 4

2fQ
o

parâmetro de excitação ζ está orientado ao longo do eixo 〈Ix〉.

Fonte: Elaborada pela autora.

b) e d) o parâmetro de excitação ζ orienta-se ao longo dos eixos 〈Ix〉 e −〈Ix〉 e 〈Iy〉 e −〈Iy〉,
respectivamente. Nesses casos, os estados gato são gerados, pois, regiões com valores negativos
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Figura 11 – Essa figura apresenta funções de quasiprobabilidade de Wigner W (θ0, φ0), para o estado
pseudo-coerente de spin nuclear |ϑR〉, da Eq.(4.42), com θ = π/2 e φ = 0, a) evoluído para
o tempo de t = 1

2fQ
, b) t = 2

2fQ
, c) t = 3

2fQ
e d) t = 4

2fQ
, com fQ = 5969 Hz, para número

quântico de spin I = 7/2. Para os instantes t = 1
2fQ

e t = 3
2fQ

, o parâmetro de excitação ζ
está orientado ao longo dos eixos 〈Iy〉 e −〈Iy〉, e os estados gato são gerados. Nesse caso, há
regiões com valores negativos orientadas no plano xz. Para os instantes t = 2

2fQ
e t = 4

2fQ
o

parâmetro de excitação ζ está orientado ao longo do eixo 〈Ix〉.

Fonte: Elaborada pela autora.
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no plano yz e xz surgem, o que é uma característica de um padrão de interferência.

Para finalizar essa discussão e com base nos resultados experimentais obtidos, pode-se
afrmar de que o formalismo teórico desenvolvido para sistemas de átomos e campos podem
ser emulados eficientemente por sistemas de spins quadrupolares. Isso leva a pensar de que
futuramente sistemas sólidos ou de cristais possam fazer parte de um computador quântico.

O estudo da geração de estados gato de Schrödinger e alguns tópicos de Informação
Quântica discutidos, assumem uma configuração muito particular, a qual é a ausência do processo
de relaxação ou de isolamento total. Essa ausência ocorre porque o estado gato de Schrödinger é
gerado num tempo relativamente curto, de modo que os efeitos de relaxação no sistema de spin
não se manifestam efetivamente, ou seja, a condição de isolamento ainda é satisfeita. Entretanto,
num contexto geral, sabe-se que todos os sistemas quânticos estão sujeitos aos efeitos do banho
térmico. Sendo assim, o próximo capítulo é devotado a modelar esses efeitos, abordando então o
tópico de relaxação de estado quântico em núcleos de spin I = 7/2, via a Teoria de Redfield.
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Figura 12 – As figuras a), b), c) e d) apresentam os espectros experimentais (em ciano) e simulados (em
azul) para a coerência de ordem m = 0, m = 1, m = 2 e m = 3, respectivamente, do estado
pseudo-coerente de spin nuclear preparado |ζ(π/2, 0)〉p, obtido após aplicar a sequência de
pulsos da Fig.(9). Nesse caso, o estado não foi evoluido (τ = 0 µs), porque testou-se apenas a
preparação do estado, ou seja, a implementação somente dos pulsos modulados. Os espectros
de ordem zero, dois e três foram multiplicados por cinco para obter amplitudes comparáveis
com as amplitudes do espectro de primeira ordem. Além disso, a matriz tomografada e
simulada são mostradas nas figuras e) e f), respectivamente. A matriz tomografada possui
uma fidelidade de F = 0, 99.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 13 – As figuras a), b), c) e d) apresentam os espectros experimentais (em ciano) e simulados (em
azul) para a coerência de ordem m = 0, m = 1, m = 2 e m = 3, respectivamente, do estado
pseudo-coerente de spin nuclear |ϑFR〉, obtido após aplicar a sequência de pulsos da Fig.(9),
evoluído no instante t = 1

2fQ
, na condição de fora da ressonância. Os espectros de ordem

zero, dois e três foram multiplicados por cinco para obter amplitudes comparáveis com as
amplitudes do espectro de primeira ordem. Além disso, a matriz tomografada e simulada são
mostradas nas figuras e) e f), respectivamente. A matriz tomografada possui uma fidelidade
de F = 0, 98.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 14 – As figuras a), b), c) e d) apresentam os espectros experimentais (em ciano) e simulados (em
azul) para a coerência de ordem m = 0, m = 1, m = 2 e m = 3, respectivamente, do estado
pseudo-coerente de spin nuclear |ζ(π/2, π)〉, obtido após aplicar a sequência de pulsos da
Fig.(9), evoluído no instante t = 1

fQ
, na condição de fora da ressonância. Os espectros de

ordem zero, dois e três foram multiplicados por cinco para obter amplitudes comparáveis
com as amplitudes do espectro de primeira ordem. Além disso, a matriz tomografada e
simulada são mostradas nas figuras e) e f), respectivamente. A matriz tomografada possui
uma fidelidade de F = 0, 97.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 15 – As figuras a), b), c) e d) apresentam os espectros experimentais (em ciano) e simulados (em
azul) para a coerência de ordem m = 0, m = 1, m = 2 e m = 3, respectivamente, do estado
pseudo-coerente de spin nuclear |ϑR〉, obtido após aplicar a sequência de pulsos da Fig.(9),
evoluído no instante t = 1

2fQ
, na condição de ressonância. Os espectros de ordem zero, dois e

três foram multiplicados por cinco para obter amplitudes comparáveis com as amplitudes do
espectro de primeira ordem. Além disso, a matriz tomografada e simulada são mostradas nas
figuras e) e f), respectivamente. A matriz tomografada possui uma fidelidade de F = 0, 97.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 16 – As figuras a), b), c) e d) apresentam os espectros experimentais (em ciano) e simulados (em
azul) para a coerência de ordem m = 0, m = 1, m = 2 e m = 3, respectivamente, do estado
pseudo-coerente de spin nuclear |ζ(π/2, 0)〉, obtido após aplicar a sequência de pulsos da
Fig.(9), evoluído no instante t = 1

fQ
, na condição de ressonância. Os espectros de ordem

zero, dois e três foram multiplicados por quatro para obter amplitudes comparáveis com as
amplitudes do espectro de primeira ordem. Além disso, a matriz tomografada e simulada são
mostradas nas figuras e) e f), respectivamente. A matriz tomografada possui uma fidelidade
de F = 0, 96.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 17 – Funções de quasiprobabilidade de Wigner experimental a) para o estado pseudo-coerente
de spin nuclear, |ζ(π/2, 0)〉p. b) para o estado pseudo-coerente de spin nuclear, |ϑFR〉 da
Eq.(4.37), para o tempo de t = 1

2fQ
. c) estado pseudo-coerente de spin nuclear |ζ(π/2, π)〉. d)

estado pseudo-coerente de spin nuclear, |ϑR〉 da Eq.(4.42), para o tempo de t = 1
2fQ

. e) estado
pseudo-coerente de spin nuclear, |ζ(π/2, 0)〉. Nas figuras a), c) e e) o parâmetro de excitação
ζ orienta-se ao longo do eixo 〈Ix〉, −〈Ix〉 e 〈Ix〉, respectivamente. Nas figuras b) e d) o
parâmetro de excitação ζ tem orientação ao longo dos eixos 〈Ix〉 e −〈Ix〉 e 〈Iy〉 e −〈Iy〉,
respectivamente. Nesses casos o estado gato é gerado, pois a função de quasiprobabilidade de
Wigner apresenta regiões com valores negativos no plano yz e xz, respectivamente.

Fonte: Elaborada pela autora.
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5 TEORIA DE RELAXAÇÃO E EQUAÇÃO DE REDFIELD

Um dos primeiros trabalhos reportados em sistemas com I > 1/2, discutindo os efeitos
do acoplamento quadrupolar e utilizando a técnica de RMN, foi em núcleos de spin I = 1.71 O
objetivo do trabalho era entender como a interação quadrupolar influenciava no alargamento dos
multipletos do espectro dos núcleos de spin I = 1/2. Realizaram alguns testes experimentais no
sistema 14NH3. Posteriormente, se desenvolveram outros trabalhos em amostras líquidas e gaso-
sas,72 em moléculas não esféricas,73 sistemas onde flutuações magnéticas e quadrupolares estão
presentes,74 em sistemas anisotrópicos utilizando espectroscopia quadrupolar bidimensional,75

estudos considerando a interação quadrupolar e dipolar como fonte de alargamento das linhas do
espectro,76–79 entre outros.80–86

Em relação ao formalismo teórico, alguns modelos físicos para sistemas de spins com
I > 1/2 foram apresentados, tais como o proposto por J. Van Kranendonk,87 Yosida e Moriya,88

Kondo e Yamashita89 e Kochelaev.90 Umas das principais suposições desses modelos físicos é
que o fenômeno de relaxação em um único núcleo se dá porque a probabilidade de transição
entre dois níveis pode ter valor diferente.91 Por exemplo, para I = 7/2, a taxa de relaxação da
probabilidade de transição entre os estados quânticos

∣∣−1
2

〉
↔
∣∣+1

2

〉
pode ser diferente entre a

taxa de relaxação da probabilidade de transição entre os estados quânticos
∣∣±1

2

〉
↔
∣∣±3

2

〉
. Os

dados experimentais da Fig.(18) que mostram o comportamento da relaxação da magnetização
transversal em núcleos de Césio, numa molécula de Césio Pentadecafluorooctanoato (Cs-PFO),
evidenciam essa diferença entre as probabilidades de transição.

Dentro desse contexto, a probabilidade de transição por unidade de tempo entre dois
estados quânticos |m〉 e |m− 1〉 é definida como se segue57

Wm,m−1 =
2π

~
|〈m |Hint|m− 1〉|2F (∆E) , (5.1)

onde ~ é a constante de Planck reduzida, Hint é o Hamiltoniano de interação do sistema,
∆E = ~ω é a diferença de energia de transição entre os autoestados |m〉 e |m− 1〉 e F (∆E)

é uma função de distribuição. Sendo assim, por meio dessa teoria estudou-se a relaxação de
sistemas de spins isolados, sistemas de spins acoplados, spins nucleares acoplados com elétrons,
e outros,57 onde as interações consideradas foram as escalares, dipolares e quadrupolares.

Entretanto, há outra maneira de descrever o procedimento teórico da relaxação, o qual
é por meio da Teoria de Redfield.20 Essa teoria é considerada mais completa porque utiliza-se
de conceitos da Mecânica Quântica através do formalismo da matriz densidade. Além disso,
considera-se a taxa de troca dos elementos fora da diagonal da matriz densidade, pois esses
elementos também dependem das densidades espectrais.

Na Teoria de Redfield encontra-se uma equação diferencial para cada elemento da matriz
densidade, estabelecendo 2I + 1− nc equações diferenciais para cada coerência de ordem nc.
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Figura 18 – As figuras mostram o decaimento da relaxação da magnetização transversal em núcleos
de Césio, numa molécula de Césio Pentadecafluorooctanoato (Cs-PFO). É evidenciado a
diferença das taxas de relaxação entre as probabilidades de transição. Os símbolos em laranja,
azul, verde e vermelho das figuras a), b), c) e d), representam a dinâmica das intensidades da
linha central, primeira satélite, segunda satélite e terceira satélite, respectivamente. No quadro
do canto superior esquerdo da figura a) é apresentado o espectro de equilíbrio, obtido após a
aplicação de um pulso não-seletivo de π

2 com fase em −y.

Fonte: Elaborada pela autora.

Por exemplo, para I = 7/2, haverá 3 equações diferenciais para a coerência de quinta ordem,
nc = 5. A dificuldade é resolver o sistema de equações, pois esse pode ser representado por um
sistema linear acoplado.

Com base no que foi discutido, a equação de movimento da matriz densidade, ρ, é dada
por57

dρ (t)

dt
= − i

~
[H0 + H1 (t) ,ρ (t)] , (5.2)

onde H0 é o Hamiltoniano estacionário e H1 (t) o Hamiltoniano perturbativo que carrega todos
os possíveis graus de liberdade do sistema físico (espacial, de rotação, translação, de spin). Esse
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Hamiltoniano é de suma importância porque posteriormente representará os efeitos do banho
térmico.

Dentro do formalismo da teoria de relaxação, é imposta uma mudança de representação
de Schrödinger para a de interação. A mudança de representação é obtida pelas seguintes
transformações

ρ̃ (t) = exp [iH0t/~]ρ (t) exp [−iH0t/~] , (5.3)

H̃1 (t) = exp [iH0t/~]H1 (t) exp [−iH0t/~] , (5.4)

onde qualquer operadorO (t) representado no formalismo de Schrödinger deve ser denotado por
Õ (t) na representação de interação. A implementação dessa mudança de representação implica
na seguinte equação de movimento

dρ̃ (t)

dt
= − i

~

[
H̃1 (t) , ρ̃ (t)

]
. (5.5)

Uma das soluções para a equação de movimento é encontrada realizando o procedimento
de integração padrão

ρ̃ (t) = ρ̃ (t0)− i

~

∫ t

t0

[
H̃1 (t′) , ρ̃ (t′)

]
dt′. (5.6)

Esse tipo de solução é denominada solução transcendental, isso porquê o parâmetro da solução
está dentro do argumento da integral. O objetivo é encontrar soluções similares para o parâmetro
principal, no caso ρ̃, onde um grau de truncamento deve ser adotado ou assumido. Seguindo essa
suposição, a próxima solução para o parâmetro ρ̃ (t′) é

ρ̃ (t′) = ρ̃ (t0)− i

~

∫ t′

t0

[
H̃1 (t′′) , ρ̃ (t′′)

]
dt′′. (5.7)

Novamente, mais um estágio é realizado, tal que é possível encontrar a solução para
ρ̃ (t′′), onde obtém-se

ρ̃ (t′′) = ρ̃ (t0)− i

~

∫ t′′

t0

[
H̃1 (t′′′) , ρ̃ (t′′′)

]
dt′′′. (5.8)

Esse procedimento pode ser repetido infinitas vezes. A ideia é substituir a solução da Eq.(5.8) na
Eq.(5.7), de modo que

ρ̃
(
t′
)
= ρ̃ (t0)−

i

~

∫ t′

t0

[
H̃1

(
t′′
)
, ρ̃ (t0)

]
dt′′ − i

~

∫ t′

t0

i

~

∫ t′′

t0

[
H̃1

(
t′′
)
,
[
H̃1

(
t′′′
)
, ρ̃
(
t′′′
)]
dt′′′

]
dt′′. (5.9)

Substituindo a solução da Eq.(5.9) no comutador da Eq.(5.6), aplicando algumas propri-
edades algébricas e usando a segunda aproximação,57 pode-se encontrar a derivada da matriz
densidade na representação de interação

dρ̃ (t)

dt
= − i

~

[
H̃1 (t) , ρ̃ (t0)

]
+

(
i

~

)2 ∫ t

t0

[
H̃1 (t) ,

[
H̃1 (t′′) , ρ̃ (t0)

]]
dt′′. (5.10)
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Introduzindo na integral uma nova variável ι = t−t′′ onde dt′′ = −dι, tal que t0 < t′′ < t,
a Eq.(5.10) é reescrita como

dρ̃ (t)

dt
= − i

~

[
H̃1 (t) , ρ̃ (t0)

]
+

(
i

~

)2 ∫ t−t0

0

[
H̃1 (t) ,

[
H̃1 (t− ι) , ρ̃ (t0)

]]
dι, (5.11)

onde o comutador do primeiro termo da direita representa uma contribuição oscilatória para
a solução de ρ̃(t). O segundo termo da direita, a integral do duplo comutador, representa o
comportamento de um decaimento monotônico de spins nucleares num sistema aberto, ou seja,
num sistema que interage com o reservatório.

Embora a Eq.(5.11) tenha sido construída via métodos matemáticos corretos, o proce-
dimento de aproximação de segunda ordem (ou de truncamento) implica numa solução trivial
para o sistema físico. Desse modo, há discussões,23-57 sobre como recuperar a generalidade das
soluções fornecidas pela Eq.(5.11). Como exemplo, na tese de Maksym Osmanov,92 foi feita
uma análise detalhada das diferentes considerações para que a equação diferencial da Eq.(5.11)
recuperasse sua generalidade.

Em suma, é importante comentar que as discussões apresentadas nessa tese são voltadas
para aplicações num ensemble de partículas no regime de altas temperaturas (que é o caso da
técnica de RMN).

Portanto, considerando o que foi dito acima, pode-se assumir que57

(a) É permitido substituir ρ̃ (t0) por ρ̃ (t) do lado direito da Eq.(5.11), de modo que

dρ̃ (t)

dt
= − i

~

[
H̃1 (t) , ρ̃ (t)

]
+

(
i

~

)2 ∫ t−t0

0

[
H̃1 (t) ,

[
H̃1 (t− ι) , ρ̃ (t)

]]
dι. (5.12)

(b) Se a média espacial dos respectivos graus de liberdade do sistema físico é avaliada, então o
primeiro termo pode ser negligenciado. Há casos em que o valor médio do primeiro termo
não é nulo, para esses casos considera-se a contribuição puramente imaginária. Dessa
forma, os termos imaginários da equação diferencial geram soluções oscilatórias, o que
não corresponde com o estudo de relaxação, e por isso podem ser negligenciadas nessa
análise.

Sendo assim, a equação da dinâmica de relaxação é expressa da seguinte maneira

dρ̃ (t)

dt
=

(
i

~

)2 ∫ t−t0

0

[
H̃1 (t) ,

[
H̃1 (t− ι) , ρ̃ (t)

]]
dι. (5.13)

(c) O limite superior da integral pode ser estendido para +∞, porque o elemento diferencial,
dι, sempre será menor que, t − t0. Desse modo, a equação diferencial para a matriz
densidade se torna

dρ̃ (t)

dt
=

(
i

~

)2 ∫ +∞

0

[
H̃1 (t) ,

[
H̃1 (t− ι) , ρ̃ (t)

]]
dι. (5.14)
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Para calcular o argumento da integral, o Hamiltoniano H̃1 é reescrito nos dois diferentes
tempos t and t− ι, tal que

H̃1(t) =
2∑

q=−2

Fq(r)Q̃−q(t) =
2∑

q=−2

Fq(r) exp [iH0t/~]Q′−q exp [−iH0t/~] , (5.15)

H̃1 (t− ι) =
2∑

q=−2

Fq(r) exp [iH0 (t− ι) /~]Q′−q exp [−iH0 (t− ι) /~] , (5.16)

onde Fq(r) depende das componentes do gradiente de campo elétrico e carrega a informação dos
graus de liberdade espaciais, r(t), que contribuem nas funções de correlação.

Os operadoresQ′−q, com q = ±2,±1, 0 pertencem a família de tensores de rank 2 e são
expressos em função dos operadores de spin nuclear, de modo que

Q′±2 =
eQ

2I (2I − 1)

√
6

2
I2
±, (5.17)

Q′±1 = ∓ eQ

2I (2I − 1)

√
6

2
(IzI± + I±Iz) , (5.18)

Q′0 =
eQ

2I (2I − 1)

(
3I2

z − I2
)

, (5.19)

onde e é a carga elementar e Q é o momento de quadrupolo. A notação dos operadores Q′q
acima é a mais utilizada, porém existe outra notação, que é muito prática para cálculos matriciais
no estudo de relaxação. Nessa outra notação os operadores Q′q são representados na base dos
tensores de polarização, {T l,m}, onde l = 0, 1, . . . , 2I e m = −l,−l+, . . . , l − 1, l, sendo
escritos como

Q′±2 = 42
√

6
eQ

2I (2I − 1)
(T 1,∓1)2 , (5.20)

Q′±1 = −42
√

3
eQ

2I (2I − 1)
(T 1,0T 1,∓1 + T 1,∓1T 1,0) , (5.21)

Q′0 = 63
eQ

2I (2I − 1)

(
2T 2

1,0 −
√

7

4
T 0,0

)
. (5.22)

Sendo assim, os Hamiltonianos H̃1 (t) e H̃1 (t− ι) possuem uma dependência das fun-
ções de gradiente de campo elétrico, Fq(r), e dos tensores de polarização, T l,m. Essa dependência
implica que Fq(r) eQ′q contribuem com 5 termos cada. O produto entre eles contribue com 25
termos. Portanto, o duplo comutador da Eq.(5.14) é expandido em 25 duplos comutadores e, para
cada um deles, a média espacial é avaliada. Felizmente, muitos dos valores médios são nulos
devido à propriedades de ortogonalidade das funções Fq(r), as quais pertencem a uma base de
funções que gera um espaço vetorial.

Nesse sentido, a partir do procedimento de média espacial, é introduzida a definição de
função de correlação reduzida,57 gq(ι), onde

gq(ι) = Fq (t)F ∗q (t− ι) = |Fq (t)|2 exp

[
−|ι|
ιc

]
, (5.23)
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sendo ιc o tempo de correlação*. Portanto, pode-se encontrar as seguintes integrais∫ ∞
0

exp

[
−|ι|
ιc

]
exp [±2iω0ι] dι =

1

2
J±2 (±2ω0)∓ iK±2 (2ω0) , (5.24)∫ ∞

0

exp

[
−|ι|
ιc

]
exp [±iω0ι] dι =

1

2
J±1 (±ω0)∓ iK±1 (ω0) , (5.25)∫ ∞

0

exp

[
−|ι|
ιc

]
dι =

1

2
J0 (0)− iK0 (0) . (5.26)

Para dar mais detalhes, os termos 1
2
J±2 (±2ω0)∓ iK±2 (2ω0) , são obtidos pela seguinte integral∫ ∞

0

exp

[
−|ι|
ιc
± 2iω0ι

]
dι =

1

2

∫ ∞
−∞

exp

[
−|ι|
ιc

+ 2iω0ι

]
dι− i

∫ ∞
0

exp

[
−|ι|
ιc

]
sen (±2ω0ι) dι,

=
1

2
J±2 (±2ω0)∓ iK±2 (2ω0) , (5.27)

onde os termos J±2, J±1 e J0 são as densidades espectrais. As componentes imaginárias
Kq (qω0) geram oscilações nas soluções, podendo ser negligenciadas.

Portanto, aplicando as considerações discutidas acima, a Eq.(5.14) pode ser reescrita
pela seguinte equação mestra

dρ̃ (t)

dt
= − 1

2~2

2∑
q=−2

|Fq (t)|2Jq (qω0)
[
Q′−q,

[
Q′q, ρ̃ (t)

]]
. (5.28)

Embora a Eq.(5.28) carregue as principais informações que dão conta do procedimento
de relaxação, deve-se reescrever o coeficiente que depende da função Fq (t). De forma geral,
sabendo que as funções Fq (t) representam as segundas derivadas do potencial em regiões
espaciais muito próximas do núcleo, a avaliação do valor médio pode ser demostrada como

|Fq (t)|2 =

(
1

2l + 1

) 2∑
q′=−2

|Fq′ (0)|2 =
(e qz′z′)

2

4 (2l + 1)

(
1 +

η2

3

)
, (5.29)

onde e qz′z′ é a componente do potencial em z′ e η é o parâmetro de assimetria. Substituindo a
Eq.(5.29) na Eq.(5.28) reescreve-se a equação mestra para l = 2, de modo que†

dρ̃ (t)

dt
= −(e qz′z′)

2

40~2

(
1 +

η2

3

) 2∑
q=−2

Jq (qω0)
[
Q′−q,

[
Q′q, ρ̃ (t)

]]
. (5.30)

Levando em consideração o coeficiente eQ
2I(2I−1)

dos operadoresQ′q das Eq. (5.20-5.22) e
(e qz′z′ )

2

40~2

(
1 + η2

3

)
da Eq.(5.30), define-se o seguinte coeficiente

C =
(e qz′z′)

2

40~2

(
1 +

η2

3

)(
eQ

2I (2I − 1)

)2

=
1

40

(
1 +

η2

3

)(
e2Q qz′z′

2I (2I − 1) ~

)2

, (5.31)

* O tempo de correlação é o tempo máximo onde uma flutuação ou um evento temporal ocorre, e esse
evento destrói o estado quântico do sistema. Além disso, um tempo de correlação longo implica numa
relaxação mais lenta do sistema.

† Como se trata de um quadrupolo escolhe-se l = 2.
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e assim os operadoresQ′q são reescritos numa notação adimensionalQq da seguinte forma

Q±2 = 42
√

6 (T 1,∓1)2 , (5.32)

Q±1 = −42
√

3 (T 1,0T 1,∓1 + T 1,∓1T 1,0) , (5.33)

Q0 = 63

(
2T 2

1,0 −
√

7

4
T 0,0

)
. (5.34)

Portanto, a equação diferencial que descreve a dinâmica de relaxação é dada como se
segue

dρ̃ (t)

dt
= −C

2∑
q=−2

Jq (qω0)
[
Q−q,

[
Qq, ρ̃ (t)

]]
. (5.35)

Essa equação é denominada equação de Redfield, a qual descreve a dinâmica da relaxação de
um sistema de spin nuclear quadrupolar. A principal característica da Eq. (5.35) está relacionada
com o processo de construção dos sistemas de equações lineares. A tarefa é avaliar o duplo
comutador por meio das propriedades de álgebra de matrizes e aplicação dos procedimentos de
soluções de equações diferenciais, as quais serão apresentadas e discutidas no seguinte capítulo.
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6 TEORIA DE RELAXAÇÃO PARA SPIN I = 7/2

Do ponto de vista algébrico, o estudo de sistemas nucleares com spins maiores, tal
como I = 7/2, 9/2, tem se tornado um desafio e tanto. Esse fato acontece porque as soluções
são determinadas, muitas vezes, via tentativa e erro, e muitas das tentativas levam a becos
matemáticos sem saída. Formalmente, a maior dificuldade desse tipo de problema ou beco
matemático, é encontrar as transformações unitárias e os procedimentos matemáticos corretos,
que permitam resolver o sistema linear de equações diferenciais.

Portanto, o presente capítulo evidencia os procedimentos necessários para a obtenção
dos sistemas lineares de equações diferenciais, em especial a aplicação da equação de Redfield
em um núcleo quadrupolar de spin I = 7/2. É importante ressaltar de que alguns detalhes
rigorosos e extensos da álgebra de matrizes foram omitidos. Entretanto, os comentários gerais
de como demonstrar as soluções foram feitos. Além disso, é dedicada uma parte para discutir
uma aplicação, onde testou-se o modelo teórico na dinâmica da magnetização longitudinal e
transversal via duas implementações experimentais.

Nesse capítulo serão identificadas as contribuições da equação de Redfield, a qual foi
demonstrada no capítulo anterior. Sendo assim, a Eq.(5.35) possui cinco termos, sendo um
termo de ordem zero, dois termos de primeira ordem e dois termos de segunda ordem. Ademais,
a aplicação do procedimento algébrico para resolver a Eq.(5.35) implica na geração de um
sistema linear acoplado para cada elemento do operador densidade, denotado por ρj,k com
j, k = 1, . . . , 8, contabilizando 36 incógnitas*. Determinar a solução desse sistema linear é um
problema complexo porque dificilmente soluções analíticas são fornecidas.

Uma estratégia para reduzir o grau de complexidade é utilizar uma base que gere um
espaço vetorial e que ao mesmo tempo seja compatível com o sistema físico estudado. Nesse
sentido, avalia-se a Eq.(5.35) para cada elemento da base dos tensores de polarização e aplica-se
a definição de traço. Assim geram-se sistemas de equações agrupadas segundo o rank dos
tensores de polarização. Essa característica pode ser representada, via uma notação compacta,
pela seguinte equação

1

C

d 〈T r〉
dt

= J0 〈[C0(T r)]〉+ J1 〈[C1(T r)]〉 − J2 〈[C2(T r)]〉 , (6.1)

onde o primeiro termo, C0(T r) = [Q0, [T r,Q0]], corresponde à contribuição de ordem zero.
O segundo termo, C1(T r) =

[
Q−1, [Q1,T r]

]
+
[
Q1,

[
Q−1,T r

]]
, corresponde à contribuição

de ordem um. Por fim, o terceiro termo, C2(T r) =
[
Q−2, [Q2,T r]

]
+
[
Q2,

[
Q−2,T r

]]
, que

corresponde à contribuição de ordem dois.

* A matriz densidade para o spin I = 7/2 possui 64 elementos, e consequentemente 64 incógnatas.
Porém, da propriedade matemática ρj,k = ρ∗k,j , o número de incógnatas é reduzido para 36.
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Uma vez identificado cada termo da Eq.(6.1), o seguinte procedimento é avaliar os valores
médios dos operadores, Cq(T r), e como consequência a expressão matemática apresentará uma
dependência apropriada dos elementos da matriz densidade e dos operadoresQq.

Desse modo, nas próximas seções as soluções das equações de relaxação para cada
coerência de ordem serão discutidas.

6.1 Equação de relaxação para coerência de ordem 7

Com o objetivo de determinar a expressão matemática que representa a dinâmica da
relaxação dos elementos da matriz densidade correspondentes com a sétima coerência, deve-
se avaliar o tensor de polarização T 7,−7. Dessa maneira, substituindo os valores médios dos
operadores, a equação diferencial da Eq.(6.1) é escrita da seguinte forma compacta

1

C

d 〈T 7,−7〉
dt

= J0 (〈C0 (T 7,−7)〉) + J1 (〈C1 (T 7,−7)〉)− J2 (〈C2 (T 7,−7)〉) . (6.2)

A partir da representação acima, foram avaliados os operadores Ck, e em seguida seus
valores médios, em relação ao operador densidade ρ̃ (t), como denotado na Eq. (5.35), de modo
que se obteve a seguinte equação

1

C

d (ρ8,1)

dt
= J0 (0)− J1 (756ρ8,1)− J2 (252ρ8,1) . (6.3)

Da Eq.(6.2) obteve-se uma equação diferencial ordinária para o elemento da matriz densidade,
ρ8,1, desse modo, a solução é facilmente computada

ρ8,1(t) = exp [−36C (21J1 + 7J2) (t− t0)] ρ8,1(t0) = exp
[
−R(7)

1 (t− t0)
]
ρ8,1(t0), (6.4)

onde a taxa de relaxação é denotada por R(7)
1 .

6.2 Equação de relaxação para coerência de ordem 6

Para a coerência de sexta ordem, os tensores de polarização T 7,−6 e T 6,−6 são avaliados
segundo a Eq.(6.1). Nesse caso, há duas equações diferenciais ordinárias acopladas para os
elementos ρ7,1 e ρ8,2 da matriz densidade, sendo essas

1

36C

(
dρ7,1

dt
+
dρ8,2

dt

)
= −(9J0 + 50J1 + 11J2)(ρ7,1 + ρ8,2), (6.5)

1

36C

(
dρ7,1

dt
− dρ8,2

dt

)
= −(9J0 + 8J1 + 11J2)(ρ7,1 − ρ8,2), (6.6)

e usando a notação matricial, pode-se escrever o seguinte

1

36C

[
1 1

1 −1

][
dρ7,1
dt

dρ8,2
dt

]
=

[
−9J0 − 50J1 − 11J2 −9J0 − 50J1 − 11J2

−9J0 − 8J1 − 11J2 9J0 + 8J1 + 11J2

][
ρ7,1

ρ8,2

]
. (6.7)
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O primeiro estágio para determinar a solução do sistema linear acima é fazer uma mu-
dança de representação. Essa mudança pode ser encontrada multiplicando uma matriz transposta,
PT , onde

P =

[
1 1

1 −1

]
⇒ PT =

[
1 1

1 −1

]
,

multiplicando a matriz transposta em ambos os lados da Eq.(6.7), obtém-se como resultado a
seguinte equação

1

36C

[
2 0

0 2

][
dρ7,1
dt

dρ8,2
dt

]
=

[
−18J0 − 58J1 − 22J2 −42J1

−42J1 −18J0 − 58J1 − 22J2

][
ρ7,1

ρ8,2

]
. (6.8)

O segundo estágio é multiplicar por ambos os lados a inversa da matriz do lado es-
querdo da Eq.(6.8). Esse é um procedimento simples porque a matriz é diagonal, e realizando o
procedimento encontra-se

1

36C

[
dρ7,1
dt

dρ8,2
dt

]
=

[
−9J0 − 29J1 − 11J2 −21J1

−21J1 −9J0 − 29J1 − 11J2

][
ρ7,1

ρ8,2

]
. (6.9)

O terceiro estágio é determinar a solução desse novo sistema linear diagonalizando a
matriz que carrega as densidades espectrais, J0, J1 e J2, também denominada de superoperador
de Redfield, J (6), escrita como se segue

J (6) =

[
−9J0 − 29J1 − 11J2 −21J1

−21J1 −9J0 − 29J1 − 11J2

]
. (6.10)

Para realizar essa tarefa, os autovetores normalizados e autovalores λ(6)
a , λ(6)

b , foram
encontrados, de modo que{[

−1√
2

1√
2

]
,

[
1√
2

1√
2

]}
⇔

{
λ(6)
a , λ

(6)
b

}
,

onde

λ(6)
a = − (9J0 + 8J1 + 11J2) , λ

(6)
b = − (9J0 + 50J1 + 11J2) . (6.11)

Com os autovetores em mãos pode-se construir uma matriz de transformação,W , que
diagonaliza o superoperador†

W =

[
−1√

2
1√
2

1√
2

1√
2

]
⇒ W−1 =

[
−1√

2
1√
2

1√
2

1√
2

]
.

† Nos cálculos realizados, foi verificado que a matriz de transformaçãoW é uma transformação unitária
e que satisfaz a seguinte condição:WW−1 =W−1W = 1.
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MultiplicandoW−1W em ambos os lados da Eq.(6.9) e definindo um novo conjunto de parâme-
tros

W

[
dρ7,1
dt

dρ8,2
dt

]
=

[
−1√

2
1√
2

1√
2

1√
2

][
dρ7,1
dt

dρ8,2
dt

]
=

[
d(ρa)
dt

d(ρb)
dt

]
, (6.12)

W

[
ρ7,1

ρ8,2

]
=

[
−1√

2
1√
2

1√
2

1√
2

][
ρ7,1

ρ8,2

]
=

[
ρa

ρb

]
, (6.13)

pode-se desacoplar o sistema, de modo que as equações diferenciais são as seguintes

1

36C

d (ρa)

ρa
= − (9J0 + 8J1 + 11J2) dt, (6.14)

1

36C

d (ρb)

ρb
= − (9J0 + 50J1 + 11J2) dt, (6.15)

e possuem as respectivas soluções

ρa(t) = exp
[
36Cλ(6)

a (t− t0)
]
ρa(t0), ρb(t) = exp

[
36Cλ

(6)
b (t− t0)

]
ρb(t0). (6.16)

Por fim, o quarto estágio é realizar o procedimento inverso,W−1, pois {ρ7,1; ρ8,2}
W←→

{ρa; ρb}, para determinar os elementos, ρ7,1 e ρ8,2. Portanto, representam-se as respectivas
soluções por meio de uma notação compacta

ρ7,1(t) =
1√
2

(−ρa(t) + ρb(t)) , ρ8,2(t) =
1√
2

(ρa(t) + ρb(t)) , (6.17)

e as taxas de relaxação para coerência de sexta ordem

R(6)
a = 36C (9J0 + 8J1 + 11J2) , (6.18)

R
(6)
b = 36C (9J0 + 50J1 + 11J2) . (6.19)

Nessa seção, foi realizada uma descrição mais detalhada dos procedimentos para encon-
trar as soluções, o motivo é que a medida que a coerência de ordem aumenta os cálculos são mais
extensos e árduos. Por isso, ao discutir as equações de relaxação para as próximas coerências de
ordem somente as soluções serão apresentadas.

6.3 Equação de relaxação para coerência de ordem 5

Para a coerência de quinta ordem, consideram-se os tensores de polarização T 7,−5, T 6,−5

e T 5,−5, avaliados conforme a Eq.(6.1). Nesse caso, há três equações diferenciais ordinárias
acopladas para os elementos ρ6,1, ρ7,2 e ρ8,3 da matriz densidade. O superoperador é representado
pela seguinte matriz

J (5) =

 −150
13
J0 − 49

13
J1 − 165

13
J2 0

√
42

13
(−25J0 + 20J1 + 5J2)

0 −25J0 − 21J1 − 24J2 0
√

42
13

(−25J0 + 20J1 + 5J2) 0 −175
13
J0 − 705

13
J1 − 160

13
J2

 .
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As soluções encontradas são dadas por

ρ6,1(t) =
1√
26

(√
7 +
√

6a1√
a2

1 + 1
ρ̃a(t)−

√
13ρ̃b(t) +

√
7 +
√

6b1√
b2

1 + 1
ρ̃c(t)

)
, (6.20)

ρ7,2(t) =
1√
26

(√
12−

√
14a1√

a2
1 + 1

ρ̃a(t) +

√
12−

√
14b1√

b2
1 + 1

ρ̃c(t)

)
, (6.21)

ρ8,3(t) =
1√
26

(√
7 +
√

6a1√
a2

1 + 1
ρ̃a(t) +

√
13ρ̃b(t) +

√
7 +
√

6b1√
b2

1 + 1
ρ̃c(t)

)
, (6.22)

com os respectivos coeficientes

a1 =
25J0 + 656J1 − 5J2 − 13J?
10
√

42 (−5J0 + 4J1 + J2)
, b1 =

25J0 + 656J1 − 5J2 + 13J?
10
√

42 (−5J0 + 4J1 + J2)
,

J? =
√

625J 2
0 − 800J0J1 − 250J0J2 + 2944J 2

1 + 160J1J2 + 25J 2
2 ,

ρ̃k(t) = exp
[
36Cλ

(5)
k (t− t0)

]
ρ̃k(t0) = exp

[
−R(5)

k (t− t0)
]
ρ̃k(t0), k = a, b, c,

onde os termos λ(5)
k são os autovalores e R(5)

k as respectivas taxas de relaxação

R(5)
a = 36C

(
25

2
J0 + 29J1 +

25

2
J2 +

J?
2

)
, (6.23)

R
(5)
b = 36C (25J0 + 21J1 + 24J2) , (6.24)

R(5)
c = 36C

(
25

2
J0 + 29J1 +

25

2
J2 −

J?
2

)
. (6.25)

6.4 Equação de relaxação para coerência de ordem 4

Para a coerência de quarta ordem, consideram-se os tensores de polarização T 7,−4,
T 6,−4, T 5,−4 e T 4,−4, avaliados conforme a Eq.(6.1). Nesse caso, há quatro equações diferenciais
ordinárias acopladas para os elementos ρ5,1, ρ6,2, ρ7,3 e ρ8,4 da matriz densidade. O superoperador
é representado pela seguinte matriz J (4)

J (4) =


−36J0 − 13J1 − 21J2 − 1

44

√
105 (4J0 + 44J1 − 44J2)

− 1
44

√
105 (44J1 − 44J2) −37

11
J0 − 45J1 − 21J2

0 0

0 0

0 0

0 0

−4J0 − 13J1 − 21J2 − 1
52

√
105 (52J1 + 52J2)

− 1
52

√
105 (52J1 + 52J2) −36J0 − 13J1 − 21J2

 ,
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As respectivas soluções são escritas como se segue

ρ5,1(t) =
a1√

2
√
a2

1 + 1
ρ̃a +

b1√
2
√
b2

1 + 1
ρ̃b −

1
√

2
√
a2

2 + 1
ρ̃c −

1
√

2
√
b2

2 + 1
ρ̃d, (6.26)

ρ6,2(t) =
1

√
2
√
a2

1 + 1
ρ̃a +

1
√

2
√
b2

1 + 1
ρ̃b −

a2√
2
√
a2

2 + 1
ρ̃c −

b2√
2
√
b2

2 + 1
ρ̃d, (6.27)

ρ7,3(t) =
1

√
2
√
a2

1 + 1
ρ̃a +

1
√

2
√
b2

1 + 1
ρ̃b +

a2√
2
√
a2

2 + 1
ρ̃c +

b2√
2
√
b2

2 + 1
ρ̃d, (6.28)

ρ8,4(t) =
a1√

2
√
a2

1 + 1
ρ̃a +

b1√
2
√
b2

1 + 1
ρ̃b +

1
√

2
√
a2

2 + 1
ρ̃c +

1
√

2
√
b2

2 + 1
ρ̃d. (6.29)

onde os termos são dados por

a1 =
16J0 − 16J1 + J?√

105 (J1 − J2)
, b1 =

16J0 − 16J1 − J?√
105 (J1 − J2)

,

J? =
√

256J 2
0 − 512J0J1 − 210J0J2 + 361J 2

1 + 105J 2
2 ,

a2 =
−16J0 +

√
256J 2

0 + 105 (J1 + J2)2

√
105 (J1 + J2)

, b2 =
−16J0 −

√
256J 2

0 + 105 (J1 + J2)2

√
105 (J1 + J2)

,

com as respectivas taxas de relaxação

R(4)
a = 36C

(
20J0 + 29J1 + 21J2 +

√
256(J0 − J1)2 + 105(J0 − J1)2

)
, (6.30)

R
(4)
b = 36C

(
20J0 + 29J1 + 21J2 −

√
256(J0 − J1)2 + 105(J0 − J1)2

)
, (6.31)

R(4)
c = 36C

(
20J0 + 13J1 + 21J2 +

√
256J 2

0 + 105 (J1 + J2)2

)
, (6.32)

R
(4)
d = 36C

(
20J0 + 13J1 + 21J2 −

√
256J 2

0 + 105 (J1 + J2)2

)
. (6.33)

6.5 Equação de relaxação para coerência de ordem 3

Para a coerência de terceira ordem, são considerados os tensores de polarização T 7,−3,
T 6,−3, T 5,−3, T 4,−3 e T 3,−3, avaliados conforme a Eq.(6.1). Desse modo, há cinco equações
diferenciais ordinárias acopladas para os elementos ρ4,1, ρ5,2, ρ6,3, ρ7,4 e ρ8,5 da matriz densidade.
O superoperador é representado pela seguinte matriz J (3)
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J (3) =



−12J0 − 29J1 − 9J2 0 4
√

13√
11

(−3J0 + 2J1 + J2)

0 −9J0 − 21J1 − 40J2 0
4
√

13√
11

(−3J0 + 2J1 + J2) 0 1
13 (−339J0 − 225J1 − 476J2)

0 0 0

0 0 −
√

5
√

6
√

7√
11(13)

(27J0 + 4J1 − 31J2)

0 0

0 0

0 −
√

5
√

6
√

7√
11(13)

(27J0 + 4J1 − 31J2)

−36J0 − 13J1 − 21J2 0

0 1
13 (−90J0 − 113J1 − 161J2)


,

As respectivas soluções são apresentadas a seguir

ρ4,1 = (ε1xa + ε2ya + ε3za) ρ̃a + (ε1xc + ε2yc + ε3zc) ρ̃c − ε4ρ̃d + (ε1xe + ε2ye + ε3ze) ρ̃e, (6.34)

ρ5,2 = (ε5xa − ε6ya − ε7za) ρ̃a − ε4ρ̃b + (ε5xc − ε6yc − ε7zc) ρ̃c + (ε5xe − ε6ye − ε7ze) ρ̃e, (6.35)

ρ6,3 = (ε8xa − ε9ya + ε10za) ρ̃a + (ε8xc − ε9yc + ε10zc) ρ̃c + (ε8xe − ε9ye + ε10ze) ρ̃e, (6.36)

ρ7,4 = (ε5xa − ε6ya − ε7za) ρ̃a + ε4ρ̃b + (ε5xc − ε6yc − ε7zc) ρ̃c + (ε5xe − ε6ye − ε7ze) ρ̃e, (6.37)

ρ8,5 = (ε1xa + ε2ya + ε3za) ρ̃a + (ε1xc + ε2yc + ε3zc) ρ̃c + ε4ρ̃d + (ε1xe + ε2ye + ε3ze) ρ̃e, (6.38)

onde ε1 =
√

462
66

, ε2 =
√

546
39

, ε3 =
√

715
143

, ε4 = 1√
2
, ε5 =

√
264
33

, ε6 =
√

78
78

, ε7 =
√

5005
143

, ε8 =
√

330
33

,

ε9 =
√

390
39

, ε10 =
√

9009
143

, e

xk = rξ3

(
λ

(3)
k − ξ2

)
, yk = r

(
λ

(3)
k − ξ1

)(
λ

(3)
k − ξ2

)
, zk = rξ4

(
λ

(3)
k − ξ1

)
, k = a, c, e.

Os elementos λ(3)
k são os autovalores do superoperador e as taxas de relaxação possuem a

seguinte expressão

R(3)
a = 36C

(
−α

3
− L−

√
3K − 3L2

)
, (6.39)

R
(3)
b = 36C (9J0 + 21J1 + 40J2) , (6.40)

R(3)
c = 36C

(
−α

3
+ 2L

)
, (6.41)

R
(3)
d = 36C (36J0 + 13J1 + 21J2) , (6.42)

R(3)
e = 36C

(
−α

3
− L+

√
3K − 3L2

)
, (6.43)
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e os termos restantes são dados por

r =
1√

ξ23 (λk − ξ2)
2 + (λk − ξ1)2 (λk − ξ2)2 + ξ24 (λk − ξ1)

2
, α = −45J0 − 55J1 − 58J2,

ξ1 = −12J0 − 29J1 − 9J2, ξ2 =
1

13
(−90J0 − 113J1 − 161J2) , ξ3 =

4
√
13√
11

(−3J0 + 2J1 + J2) ,

ξ4 = −
√
5
√
6
√
7

13
√
11

(27J0 + 4J1 − 31J2) , L =
1

2

3

√
−G+

√
2G2 −K3 +

1

2

3

√
−G−

√
2G2 −K3,

G =
1

54
(−51030J 3

0 + 44712J 2
0 J1 − 57348J 2

0 J2 + 78624J0J 2
1 + 18576J0J1J2

−9018J0J 2
2 − 22016J 3

1 + 6240J 2
1 J2 + 10056J1J 2

2 − 67340J 3
2 ),

K =
351

3
J 2

0 −
168

3
J0J1 −

24

3
J0J2 +

544

9
J 2

1 −
40

9
J1J2 +

1063

9
J 2

2 ,

6.6 Equação de relaxação para coerência de ordem 2

Para a coerência de segunda ordem, os tensores de polarização T 7,−2, T 6,−2, T 5,−2, T 4,−2,
T 3,−2 e T 2,−2 são avaliados conforme a Eq.(6.1). Sendo assim, há seis equações diferenciais
ordinárias acopladas para os elementos ρ3,1, ρ4,2, ρ5,3, ρ6,4, ρ7,5 e ρ8,6 da matriz densidade. O
superoperador é representado pela seguinte matriz J (2)
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Ta
be

la
3

–
E

le
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en
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s
da

m
at

ri
z
J

(2
)

qu
e

re
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es
en

ta
o

su
pe

ro
pe

ra
do

rd
e

R
ed

fie
ld

.

J
(2

)
i,
j j

i
1

2
3

1
−

1
0
7
J
0
−

2
9
4
J
1
−

3
6
9
J
2

1
1

0
0

2
0

−
5
5
J
0
−

1
0
2
J
1
−

3
9
J
2

7
0

3
0

0
−

5
1
J
0
−

3
2
J
1
−

6
7
J
2

3

4
0

0
0

5
−

5
6
√

2
1
1

(J
0

+
J 1
−

2J
2
)

4
√

5
√

1
1

7
(J

1
−

2J
0

+
J 2

)
0

6
0

0
−

4
√

1
1
√

1
3

3
3

(6
J 0

+
J 1
−

7J
2
)

4
5

6
1

0
−

5
6
√

2
1
1

(J
0

+
J 1
−

2J
2
)

0

2
0

4
√

5
√

1
1

7
(J

1
−

2J
0

+
J 2

)
0

3
0

0
−

4
√

1
1
√

1
3

3
3

(6
J 0

+
J 1
−

7J
2
)

4
−

4
5
J
0
−

1
6
8
J
1
−

1
5
1
J
2

1
3

0
−

8
√

3
√

5
√

7
√

3
9
√

2
8
6

1
8
5
9

(J
0

+
2J

1
−

3J
2
)

5
0

−
1
3
4
1
J
0
−

1
4
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As respectivas soluções são apresentadas a seguir

ρ3,1 = (ε1xa + ε2ya + ε3za) ρ̃a + (ε1xb + ε2yb + ε3zb) ρ̃b + (−ε4xc − ε5yc − ε6zc) ρ̃c
+(−ε4xd − ε5yd − ε6zd) ρ̃d + (ε1xe + ε2ye + ε3ze) ρ̃e + (−ε4xf − ε5yf − ε6zf ) ρ̃f , (6.44)

ρ4,2 = (−ε7xa + ε8ya + ε9za) ρ̃a + (−ε7xb + ε8yb + ε9zb) ρ̃b + (−ε10xc + ε11yc + ε12zc) ρ̃c

+(−ε10xd + ε11yd + ε12zd) ρ̃d + (−ε7xe + ε8ye + ε9ze) ρ̃e + (−ε10xf + ε11yf + ε12zf ) ρ̃f , (6.45)

ρ5,3 = (ε13xa + ε14ya − ε15za) ρ̃a + (ε13xb + ε14yb − ε15zb) ρ̃b + (−ε16xc − ε17yc + ε18zc) ρ̃c

+(−ε16xd − ε17yd + ε18zd) ρ̃d + (ε13xe + ε14ye − ε15ze) ρ̃e + (−ε16xf − ε17yf + ε18zf ) ρ̃f , (6.46)

ρ6,4 = (ε13xa + ε14ya − ε15za) ρ̃a + (ε13xb + ε14yb − ε15zb) ρ̃b + (ε16xc + ε17yc − ε18zc) ρ̃c
+(ε16xd + ε17yd − ε18zd) ρ̃d + (ε13xe + ε14ye − ε15ze) ρ̃e + (ε16xf + ε17yf − ε18zf ) ρ̃f , (6.47)

ρ7,5 = (−ε7xa + ε8ya + ε9za) ρ̃a + (−ε7xb + ε8yb + ε9zb) ρ̃b + (ε10xc − ε11yc − ε12zc) ρ̃c
+(ε10xd − ε11yd − ε12zd) ρ̃d + (−ε7xe + ε8ye + ε9ze) ρ̃e + (ε10xf − ε11yf − ε12zf ) ρ̃f , (6.48)

ρ8,6 = (ε1xa + ε2ya + ε3za) ρ̃a + (ε1xb + ε2yb + ε3zb) ρ̃b + (ε4xc + ε5yc + ε6zc) ρ̃c

+(ε4xd + ε5yd + ε6zd) ρ̃d + (ε1xe + ε2ye + ε3ze) ρ̃e + (ε4xf + ε5yf + ε6zf ) ρ̃f , (6.49)

onde ε1 =
√

5√
66

, ε2 = 1
2
√

3
, ε3 =

√
3
√

5
2
√

11
, ε4 =

√
5
√

7
2
√

33
, ε5 =

√
3√

286
, ε6 =

√
5
√

7
2
√

39
, ε7 =

√
3
√

7√
66

, ε8 =
√

5
2
√

7
,

ε9 = 1
2
√

77
, ε10 = 3

2
√

11
, ε11 =

√
5
√

7√
286

, ε12 = 3
2
√

13
, ε13 =

√
7√
66

, ε14 =
√

5√
21

, ε15 = 2
√

3√
77

, ε16 = 1√
33

,

ε17 =
√

3
√

5
√

7√
286

, ε18 = 2√
39

, e

xk = rξ4

(
λ

(2)
k − ξ3

)
, yk = r

(
λ

(2)
k − ξ1

)(
λ

(2)
k − ξ3

)
, zk = rξ5

(
λ

(2)
k − ξ1

)
, k = a, b, ..., f .

Os elementos λ(2)
k são os autovalores do superoperador e as taxas de relaxação possuem a

seguinte expressão

R(2)
a = −α1

3
− ς1 −

√
3K1 − 3ς2

1 , (6.50)

R
(2)
b = −α1

3
− ς1 +

√
3K1 − 3ς2

1 , (6.51)

R(2)
c = −α2

3
− ς2 −

√
3K2 − 3ς2

2 , (6.52)

R
(2)
d = −α2

3
− ς2 +

√
3K2 − 3ς2

2 , (6.53)

R(2)
e = −α1

3
+ 2ς1, (6.54)

R
(2)
f = −α2

3
+ 2ς2, (6.55)
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e os termos restantes são dados por

r =
1√

ξ25

(
λ
(2)
k − ξ3

)2
+
(
λ
(2)
k − ξ1

)2 (
λ
(2)
k − ξ3

)2
+ ξ24

(
λ
(2)
k − ξ1

)2 , ξ1 =
−51J0 − 32J1 − 67J2

3
,

ξ3 =
−567J0 − 1030J1 − 1523J2

39
, ξ4 = −

8
√

3
√

5
√

7
√

39
√

286

1859
(J0 + 2J1 − 3J2) ,

ξ5 = −
4
√

11
√

13

33
(6J0 + J1 − 7J2) , α1 = −35J0 − 60J1 − 73J2, α2 = −35J0 − 50J1 − 73J2,

ς1 =
1

2

3

√
−G1 +

√
2G2

1 −K3
1 +

1

2

3

√
−G1 −

√
2G2

1 −K3
1 , ς2 =

1

2

3

√
−G2 +

√
2G2

2 −K3
2 +

1

2

3

√
−G2 −

√
2G2

2 −K3
2 ,

K1 =
448

9
J 2
0 +

32

3
J0J1 −

512

9
J0J2 +

108

3
J 2
1 −

20

3
J1J2 +

1468

9
J 2
2 .

K2 =
448

9
J 2
0 +

416

9
J0J1 −

512

9
J0J2 +

484

9
J 2
1 −

260

9
J1J2 +

1468

9
J 2
2 ,

G1 =
1

54
(−10240J 3

0 + 1152J 2
0 J1 + 14592J 2

0 J2 − 29376J0J 2
1 − 2304J0J1J2

+91392J0J 2
2 − 5616J 3

1 + 18360J 2
1 J2 + 126216J1J 2

2 − 56000J 3
2 ).

G2 =
1

54
(−10240J 3

0 + 4992J 2
0 J1 + 14592J 2

0 J2 − 14016J0J 2
1 − 9984J0J1J2

+91392J0J 2
2 − 20176J 3

1 + 8760J 2
1 J2 − 57864J1J 2

2 − 56000J 3
2 ),

Até agora foram apresentadas soluções analíticas. Entretanto, nas equações de relaxação
para primeira e zero ordem, as soluções são númericas, isso ocorre porque não consegue-se
desacoplar o sistema linear. Para tornar mais compreensível o que foi dito, a próxima seção
apresenta a equação de relaxação para coerência de ordem 1.

6.7 Equação de relaxação para coerência de ordem 1

No cálculo da dinâmica da relaxação para a coerência de primeira ordem, avaliam-se os
tensores de polarização T 7,−1, T 6,−1, T 5,−1, T 4,−1, T 3,−1, T 2,−1 e T 1,−1, conforme a Eq.(6.1).
Nesse caso há sete equações diferenciais ordinárias acopladas para os elementos ρ2,1, ρ3,2, ρ4,3,
ρ5,4, ρ6,5, ρ7,6 e ρ8,7 da matriz densidade, sendo essas apresentadas a seguir via notação matricial

1

36C
P



d(ρ2,1)

dt
d(ρ3,2)

dt
d(ρ4,3)

dt
d(ρ5,4)

dt
d(ρ6,5)

dt
d(ρ7,6)

dt
d(ρ8,7)

dt


=



K(1)
1,1 K

(1)
1,2 K

(1)
1,3 K

(1)
1,4 K

(1)
1,5 K

(1)
1,6 K

(1)
1,7

K(1)
2,1 K

(1)
2,2 K

(1)
2,3 K

(1)
2,4 K

(1)
2,5 K

(1)
2,6 K

(1)
2,7

K(1)
3,1 K

(1)
3,2 K

(1)
3,3 K

(1)
3,4 K

(1)
3,5 K

(1)
3,6 K

(1)
3,7

K(1)
4,1 K

(1)
4,2 K

(1)
4,3 K

(1)
4,4 K

(1)
4,5 K

(1)
4,6 K

(1)
4,7

K(1)
5,1 K

(1)
5,2 K

(1)
5,3 K

(1)
5,4 K

(1)
5,5 K

(1)
5,6 K

(1)
5,7

K(1)
6,1 K

(1)
6,2 K

(1)
6,3 K

(1)
6,4 K

(1)
6,5 K

(1)
6,6 K

(1)
6,7

K(1)
7,1 K

(1)
7,2 K

(1)
7,3 K

(1)
7,4 K

(1)
7,5 K

(1)
7,6 K

(1)
7,7





ρ2,1

ρ3,2

ρ4,3

ρ5,4

ρ6,5

ρ7,6

ρ8,7


, (6.56)
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onde a matriz simétrica, P , que multiplica as derivadas dos elementos da matriz densidade, é
definida como

P =



193 −41
√
3
√
7
√
3
√
5
√
7 53

√
7 3

√
3
√
5
√
7 −35

√
3
√
7 75

−41
√
3
√
7 413 −25

√
5 −119

√
3 −23

√
5 295 −35

√
3
√
7

√
3
√
5
√
7 −25

√
5 193 −25

√
3
√
5 59 −23

√
5 3

√
3
√
5
√
7

53
√
7 −119

√
3 −25

√
3
√
5 443 −25

√
3
√
5 −119

√
3 53

√
7

3
√
3
√
5
√
7 −23

√
5 59 −25

√
3
√
5 193 −25

√
5

√
3
√
5
√
7

−35
√
3
√
7 295 −23

√
5 −119

√
3 −25

√
5 413 −41

√
3
√
7

75 −35
√
3
√
7 3
√
3
√
5
√
7 53

√
7

√
3
√
5
√
7 −41

√
3
√
7 193


.

(6.57)

Os elementos da matriz, K(1), que multiplica os elementos da matriz densidade, estão represen-
tados na Tabela 4.
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Do procedimento algébrico discutido nas seções prévias, é necessário reescrever o
sistema linear da Eq.(6.56) numa representação análoga à da Equação de Redfield. Com esse
propósito, é possível encontrar uma transformação, denotada por U , de modo que exista sua
inversa, U−1. Além disso, a transformação deve satisfazer a condição UU−1 = U−1U = 1.
Sendo assim, a transformação U e sua inversa podem ser representadas matricialmente por

U =



√
7√
22

1√
66

−
√

5√
66

−
√

2√
11

−
√

5√
22
√

3
1√

22
√

3

√
7√
22

−7√
21

−1 0 2√
3

√
5 3 14√

3
√

7

−1 − 2√
3
√

7

√
5√

3
√

7
4√
7

5
√

5√
3
√

7
14√
3
√

7
3

−
√

11
22

√
7√

11
√

3
−
√

7
√

5
2
√

3
√

11
0

√
5
√

7√
112
√

3
−

√
7√

11
√

3
1

2
√

11

−
√

5√
22

√
3
√

5√
7
√

22
3
√

3√
7
√

22
0 − 3

√
3√

7
√

22
−
√

3
√

5√
7
√

22

√
5√
22

1√
429

−
√

3
√

7√
429

√
5
√

7√
143

− 35√
7
√

429

√
7
√

5√
143

−
√

7√
143

1√
429√

5
2
√

13
− 4
√

5√
273

1
2
√

273
2
√

3
√

5√
273

1
2
√

273
− 4

√
5√

3
√

7
√

13

√
5

2
√

13


,

U−1 =


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√
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3
√

7
2
√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√
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√

22
0 1

2
√

21
− 2

√
7√

3
√

44
−
√
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√
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√
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√
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
.

Dessa forma, é permitido estabelecer uma nova representação para os elementos da matriz
densidade, denotados por ρa, ρb, · · · , ρf , ρg. A transformação U preserva a dimensionalidade
em ambas representações, o que numa notação compacta pode-se representar da seguinte forma

{ρ2,1; ρ3,2; · · · ; ρ7,6; ρ8,7}
U←→ {ρa; ρb; · · · ; ρf ; ρg} .

A execução dos procedimentos algébricos padrões possibilitam encontrar o novo sistema
linear, com sete equações acopladas e sete parâmetros desconhecidos, denotado matricialmente
como se segue

1

36C



d(ρa)
dt

d(ρb)
dt

d(ρc)
dt

d(ρd)
dt

d(ρe)
dt

d(ρf)
dt

d(ρg)

dt


=



J (1)
1,1 J (1)

1,2 J (1)
1,3 0 0 0 J (1)

1,7

J (1)
2,1 J (1)

2,2 J (1)
2,3 0 J (1)

2,5 0 0

J (1)
3,1 J (1)

3,2 J (1)
3,3 0 J (1)

3,5 0 0

0 0 0 J (1)
4,4 J (1)

4,5 0 0

0 J (1)
5,2 J (1)

5,3 J (1)
5,4 J (1)

5,5 0 0

J (1)
6,1 J (1)

6,2 J (1)
6,3 0 0 J (1)

6,6 J (1)
6,7

J (1)
7,1 0 0 0 0 J (1)

7,6 J (1)
7,7





ρa

ρb

ρc

ρd

ρe

ρf

ρg


. (6.58)

Os elementos J (1)
j,k da matriz J (1) estão resumidos na Tabela 5.
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É importante salientar que o sistema linear de equações diferenciais da Eq.(6.58) obedece
a notação padrão das equações de Redfield, onde o superoperador de Redfield é denotado pela
matriz J (1). Também pode-se destacar que a Eq.(6.58) é compatível com a Eq.(6.9) do segundo
procedimento da seção (6.2).

Ao tentar implementar os procedimentos algébricos, discutidos nas seções anteriores,
enfrenta-se um dos principais obstáculos de sistemas lineares com dimensões maiores: a dificul-
dade de diagonalizar o superoperador de Redfield.

Uma das técnicas adotadas para determinar as soluções dos elementos da matriz den-
sidade de ordens maiores foi identificar outros sistemas lineares com dimensão reduzida. Por
exemplo, para o caso de coerência de ordem três o sistema linear 5 × 5 foi decomposto em
dois sistemas lineares, um de 2× 2 e o outro de 3× 3. Uma estratégia similar foi aplicada para
resolver o sistema linear de coerência de ordem dois.

Voltando ao presente problema, tentativas de mudança de variáveis para resolver o sistema
de equações diferenciais foram adotadas, porém sem sucesso. Por outro lado, explorou-se o fato
de que o superoperador de Redfield é independente do tempo. Por esse motivo, escolheu-se
aplicar procedimentos numéricos e computacionais. Portanto, o sistema linear da Eq.(6.58) foi
resolvido via métodos numéricos a partir de resultados experimentais, que serão discutidos na
seção (6.9).

Embora o sistema linear da Eq.(6.58) não possa ser resolvido analiticamente, os pro-
cedimentos que devem ser aplicados para resolvê-lo são conhecidos. Portanto, existe uma
transformação V e sua inversa V −1, tal que V V −1 = V −1V = 1. A definição de uma segunda
transformação implica em assumir outra representação para os elementos da matriz densidade,
denotados por ρ̃a, ρ̃b, · · · , ρ̃f , ρ̃g. Novamente, percebe-se que a transformação V preserva a
dimensionalidade do espaço vetorial, de modo que a ação da transformação é escrita como se
segue

{ρa; ρb; · · · ; ρf ; ρg}
V←→ {ρ̃a; ρ̃b; · · · ; ρ̃f ; ρ̃g} .

É importante comentar que nesse novo espaço (ou representação) o sistema linear de
equações diferenciais está desacoplado, por isso, as equações diferenciais podem ser resolvidas
aplicando procedimentos de integração, de modo que

ρ̃j (t) = exp
[
36Cλ

(1)
j (t− t0)

]
ρ̃j (t0) , j = a, b, . . . , f, g, (6.59)

onde λ(1)
j são os autovalores da matriz J (1) e ρ̃j (t0) são as condições iniciais, que dependem

dos elementos de primeira ordem da matriz densidade, que representa o estado quântico inicial.

Pensando numa interpretação física desse resultado, as taxas de relaxação, R(1)
j =

−36Cλ
(1)
j , possibilitam identificar as componentes dos tempos de relaxação transversal, T2,j , os

quais contribuem para a dinâmica de relaxação. Sendo assim, a solução exponencial é denotada



97

por

ρ̃j (t) = exp
[
−R(1)

j (t− t0)
]
ρ̃j (t0) , j = a, b, . . . , f, g. (6.60)

Aplicando a definição de composição de funções‡, define-se uma transformaçãoW que
é o resultado de multiplicar as transformações V e U , e sua representação matricial é denotada
como se segue

W =



W1,1 W1,2 W1,3 W1,4 W1,5 W1,6 W1,7

W2,1 W2,2 W2,3 W2,4 W2,5 W2,6 W2,7

W3,1 W3,2 W3,3 W3,4 W3,5 W3,6 W3,7

W4,1 W4,2 W4,3 W4,4 W4,5 W4,6 W4,7

W5,1 W5,2 W5,3 W5,4 W5,5 W5,6 W5,7

W6,1 W6,2 W6,3 W6,4 W6,5 W6,6 W6,7

W7,1 W7,2 W7,3 W7,4 W7,5 W7,6 W7,7


. (6.61)

Além disso, existe sua inversa,W−1, que é definida porW−1 = U−1V −1, tal que deve satisfazer
a condição W−1W = WW−1 = 1. A transformação W preserva a dimensionalidade do
espaço que define os elementos da matriz densidade de ordem 1, ρ2,1, ρ3,2, · · · , ρ7,6, ρ8,7, e que
os identifica com as soluções, ρ̃a, ρ̃b, · · · , ρ̃f , ρ̃g. Sendo assim, se resume o efeito de ambas
transformações numa notação compacta como segue

{ρ2,1; ρ3,2; · · · ; ρ7,6; ρ8,7}
U←→ {ρa; ρb; · · · ; ρf ; ρg}

V←→ {ρ̃a; ρ̃b; · · · ; ρ̃f ; ρ̃g} .

Tendo as soluções para as componentes ρ̃j em mãos, é necessario voltar à notação de
matriz densidade. Para que isso ocorra, aplica-se a transformação inversa W−1 = U−1V −1

denotada matricialmente como

W−1 =



W ′
1,1 W ′

1,2 W ′
1,3 W ′

1,4 W ′
1,5 W ′

1,6 W ′
1,7

W ′
2,1 W ′

2,2 W ′
2,3 W ′

2,4 W ′
2,5 W ′

2,6 W ′
2,7

W ′
3,1 W ′

3,2 W ′
3,3 W ′

3,4 W ′
3,5 W ′

3,6 W ′
3,7

W ′
4,1 W ′

4,2 W ′
4,3 W ′

4,4 W ′
4,5 W ′

4,6 W ′
4,7

W ′
5,1 W ′

5,2 W ′
5,3 W ′

5,4 W ′
5,5 W ′

5,6 W ′
5,7

W ′
6,1 W ′

6,2 W ′
6,3 W ′

6,4 W ′
6,5 W ′

6,6 W ′
6,7

W ′
7,1 W ′

7,2 W ′
7,3 W ′

7,4 W ′
7,5 W ′

7,6 W ′
7,7


, (6.62)

de modo que os elementos da matriz densidade devem ser representados como combinações
lineares das soluções ρ̃j e ponderados pelos elementos da transformação inversaW−1. Desse
modo, a notação explícita da solução dos elementos da matriz densidade de ordem 1 pode ser

‡ Termo utilizado no contexto de álgebra abstrata.
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expressa como segue

ρ2,1 (t) = W ′
1,1ρ̃a +W ′

1,2ρ̃b +W ′
1,3ρ̃c +W ′

1,4ρ̃d +W ′
1,5ρ̃e +W ′

1,6ρ̃f +W ′
1,7ρ̃g, (6.63)

ρ3,2 (t) = W ′
2,1ρ̃a +W ′

2,2ρ̃b +W ′
2,3ρ̃c +W ′

2,4ρ̃d +W ′
2,5ρ̃e +W ′

2,6ρ̃f +W ′
2,7ρ̃g, (6.64)

ρ4,3 (t) = W ′
3,1ρ̃a +W ′

3,2ρ̃b +W ′
3,3ρ̃c +W ′

3,4ρ̃d +W ′
3,5ρ̃e +W ′

3,6ρ̃f +W ′
3,7ρ̃g, (6.65)

ρ5,4 (t) = W ′
4,1ρ̃a +W ′

4,2ρ̃b +W ′
4,3ρ̃c +W ′

4,4ρ̃d +W ′
4,5ρ̃e +W ′

4,6ρ̃f +W ′
4,7ρ̃g, (6.66)

ρ6,5 (t) = W ′
5,1ρ̃a +W ′

5,2ρ̃b +W ′
5,3ρ̃c +W ′

5,4ρ̃d +W ′
5,5ρ̃e +W ′

5,6ρ̃f +W ′
5,7ρ̃g, (6.67)

ρ7,6 (t) = W ′
6,1ρ̃a +W ′

6,2ρ̃b +W ′
6,3ρ̃c +W ′

6,4ρ̃d +W ′
6,5ρ̃e +W ′

6,6ρ̃f +W ′
6,7ρ̃g, (6.68)

ρ8,7 (t) = W ′
7,1ρ̃a +W ′

7,2ρ̃b +W ′
7,3ρ̃c +W ′

7,4ρ̃d +W ′
7,5ρ̃e +W ′

7,6ρ̃f +W ′
7,7ρ̃g. (6.69)

6.7.1 Magnetização transversal: Ao longo do eixo x

O sistema linear da Eq.(6.58) e suas soluções, as Eq.(6.63-6.69), são úteis quando são
combinadas com dados experimentais. Sendo assim, existem algumas alternativas de sequências
de pulsos, como por exemplo a sequência Echo de Hann (ou spin-eco),58 CPMG93-94 e Echo
quadrupolar.95 Dentre elas optou-se pela sequência spin-eco porque essa apresentou melhores
resultados e possibilitou identificar as componentes dos tempos de relaxação transversal, T2,j .

Portanto, a magnetização transversal é quantificada utilizando a definição de valor médio
do operador de momento angular de spin nuclear, 〈Ix〉. Aplicando a definição de valor médio,
〈Ix〉 = Tr {ρIx}, encontra-se que

〈Ix〉 =
√

7
ρ1,2 + ρ2,1

2
+ 2
√

3
ρ2,3 + ρ3,2

2
+
√

15
ρ3,4 + ρ4,3

2
+ 4

ρ4,5 + ρ5,4

2

+
√

15
ρ5,6 + ρ6,5

2
+ 2
√

3
ρ6,7 + ρ7,6

2
+
√

7
ρ7,8 + ρ8,7

2
, (6.70)

essa definição pode ser reescrita considerando os seguintes procedimentos:

1. Aplicar a propriedade de hermiticidade que os elementos da matriz densidade satisfazem,
ρ∗j,k é adjunto de ρk,j .

2. Usar as propriedades de adição de dois números complexos, o que resulta em duas vezes a
parte real do número complexo.

3. Substituir as Eq.(6.63-6.69) na expressão de valor médio.

4. Escrever e agrupar os coeficientes em termos dos elementos do operador de momento
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angular de spin nuclear e dos elementos da transformação inversaW−1, de modo que

Ixa =
√

7W ′
1,1 + 2

√
3W ′

2,1 +
√

15W ′
3,1 + 4W ′

4,1 +
√

15W ′
5,1 + 2

√
3W ′

6,1 +
√

7W ′
7,1,

Ixb =
√

7W ′
1,2 + 2

√
3W ′

2,2 +
√

15W ′
3,2 + 4W ′

4,2 +
√

15W ′
5,2 + 2

√
3W ′

6,2 +
√

7W ′
7,2,

Ixc =
√

7W ′
1,3 + 2

√
3W ′

2,3 +
√

15W ′
3,3 + 4W ′

4,3 +
√

15W ′
5,3 + 2

√
3W ′

6,3 +
√

7W ′
7,3,

Ixd =
√

7W ′
1,4 + 2

√
3W ′

2,4 +
√

15W ′
3,4 + 4W ′

4,4 +
√

15W ′
5,4 + 2

√
3W ′

6,4 +
√

7W ′
7,4,

Ixe =
√

7W ′
1,5 + 2

√
3W ′

2,5 +
√

15W ′
3,5 + 4W ′

4,5 +
√

15W ′
5,5 + 2

√
3W ′

6,5 +
√

7W ′
7,5,

Ixf =
√

7W ′
1,6 + 2

√
3W ′

2,6 +
√

15W ′
3,6 + 4W ′

4,6 +
√

15W ′
5,6 + 2

√
3W ′

6,6 +
√

7W ′
7,6,

Ixg =
√

7W ′
1,7 + 2

√
3W ′

2,7 +
√

15W ′
3,7 + 4W ′

4,7 +
√

15W ′
5,7 + 2

√
3W ′

6,7 +
√

7W ′
7,7.

Sendo assim, pode-se reescrever a expressão de valor médio, 〈Ix〉, como a seguinte contribuição
de sete termos

〈Ix〉 = Ixa ρ̃a (t) + Ixb ρ̃b (t) + Ixc ρ̃c (t) + Ixd ρ̃d (t) + Ixe ρ̃e (t) + Ixf ρ̃f (t) + Ixg ρ̃g (t) , (6.71)

onde cada termo representa uma exponencial, e dessa forma, satisfaz a condição de uma depen-
dência multiexponencial.

6.8 Equação de relaxação para coerência de ordem 0

Para os cálculos da equação de relaxação para coerência de zero ordem, consideram-se
os tensores de polarização T 7,0, T 6,0, T 5,0, T 4,0, T 3,0, T 2,0 e T 1,0, (o tensor T 0,0 não foi levado
em conta porque é o operador identidade 1). Os tensores mencionados foram avaliados conforme
a Eq.(6.1).

Sendo assim, há oito equações diferenciais ordinárias acopladas para os elementos
ρ1,1, ρ2,2, ρ3,3, ρ4,4, ρ5,5, ρ6,6, ρ7,7, e ρ8,8 da matriz densidade, porém a equação diferencial é
computada usando a notação %k,k = ρk,k − ρeq

k,k. Os elementos ρeq
k,k são as componetes da matriz

densidade de equilíbrio. Sendo assim, denota-se o sistema linear de equações diferenciais via a
seguinte notação matricial

1

36C
P



d(%1,1)

dt
d(%2,2)

dt
d(%3,3)

dt
d(%4,4)

dt
d(%5,5)

dt
d(%6,6)

dt
d(%7,7)

dt
d(%8,8)

dt


=



K(0)
1,1 K

(0)
1,2 K

(0)
1,3 K

(0)
1,4 K

(0)
1,5 K

(0)
1,6 K

(0)
1,7 K

(0)
1,8

K(0)
2,1 K

(0)
2,2 K

(0)
2,3 K

(0)
2,4 K

(0)
2,5 K

(0)
2,6 K

(0)
2,7 K

(0)
2,8

K(0)
3,1 K

(0)
3,2 K

(0)
3,3 K

(0)
3,4 K

(0)
3,5 K

(0)
3,6 K

(0)
3,7 K

(0)
3,8

K(0)
4,1 K

(0)
4,2 K

(0)
4,3 K

(0)
4,4 K

(0)
4,5 K

(0)
4,6 K

(0)
4,7 K

(0)
4,8

K(0)
5,1 K

(0)
5,2 K

(0)
5,3 K

(0)
5,4 K

(0)
5,5 K

(0)
5,6 K

(0)
5,7 K

(0)
5,8

K(0)
6,1 K

(0)
6,2 K

(0)
6,3 K

(0)
6,4 K

(0)
6,5 K

(0)
6,6 K

(0)
6,7 K

(0)
6,8

K(0)
7,1 K

(0)
7,2 K

(0)
7,3 K

(0)
7,4 K

(0)
7,5 K

(0)
7,6 K

(0)
7,7 K

(0)
7,8

K(0)
8,1 K

(0)
8,2 K

(0)
8,3 K

(0)
8,4 K

(0)
8,5 K

(0)
8,6 K

(0)
8,7 K

(0)
8,8





%1,1

%2,2

%3,3

%4,4

%5,5

%6,6

%7,7

%8,8


,

(6.72)
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onde a matriz simétrica P que multiplica as derivadas dos elementos da matriz densidade está
definida como

P =



247 −257 79 79 −33 −145 79 −49

−257 823 −497 −177 −17 479 −433 79

79 −497 887 −513 399 −689 479 −145

79 −177 −513 1591 −1329 399 −17 −33

−33 −17 399 −1329 1591 −513 −177 79

−145 479 −689 399 −513 887 −497 79

79 −433 479 −17 −177 −497 823 −257

−49 79 −145 −33 79 79 −257 247


, (6.73)

e os elementos da matriz K(0) estão representados na Tabela 6.

Tabela 6 – Elementos da matriz K(0).

K(0)
i,j

j
i 1 2 3 4
1 −10584J1 − 1176J2 15960J1 + 5040J2 −5376J1 − 1064J2 −9520J2

2 22680J1 − 1680J2 −43 800J1 − 15 000J2 22720J1 + 11280J2 28120J2 − 1600J1

3 5656J2 − 12096J1 34240J1 − 240J2 −29144J1 − 15416J2 7000J1 − 3280J2

4 −5376J1 − 4144J2 26520J2 15896J1 − 12176J2 −10520J1 − 50360J2

5 336J1 + 3024J2 6320J1 − 19680J2 20816J2 − 15296J1 8640J1 + 36000J2

6 13104J1 − 3808J2 −31792J1 − 1200J2 24128J1 + 7328J2 10960J2 − 5440J1

7 2800J2 − 10752J1 25344J1 + 6240J2 −17072J1 − 15920J2 2480J1 − 15840J2

8 2688J1 − 672J2 −6272J1 − 1680J2 4144J1 + 5152J2 3920J2 − 560J1

5 6 7 8
1 3920J2 − 560J1 4144J1 + 5152J2 −6272J1 − 1680J2 2688J1 − 672J2

2 2480J1 − 15 840J2 −17072J1 − 15920J2 25344J1 + 6240J2 2800J2 − 10752J1

3 10960J2 − 5440J1 24128J1 + 7328J2 −31792J1 − 1200J2 13104J1 − 3808J2

4 8640J1 + 36000J2 20816J2 − 15296J1 6320J1 − 19680J2 336J1 + 3024J2

5 −10520J1 − 50360J2 15896J1 − 12176J2 26520J2 −5376J1 − 4144J2

6 7000J1 − 3280J2 −29144J1 − 15416J2 34240J1 − 240J2 5656J2 − 12 096J1

7 28 120J2 − 1600J1 22720J1 + 11280J2 −43800J1 − 15000J2 22680J1 − 1680J2

8 −9520J2 −5376J1 − 1064J2 15960J1 + 5040J2 −10584J1 − 1176J2

Fonte: Elaborada pela autora.

Dos procedimentos algébricos discutidos, o sistema linear da Eq.(6.72) é reescrito numa
representação análoga à da Equação de Redfield, dando ênfase ao superoperador de Redfield.
Dessa forma, encontra-se uma transformação U e sua inversa U−1 (sendo UU−1 = U−1U =
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1), representadas matricialmente por

U =



1√
8

1√
8

1√
8

1√
8

1√
8

1√
8

1√
8

1√
8

− 14√
336

− 12√
336

−9√
336

−5√
336

0 6√
336

13√
336

21√
336

0 − 26√
4368

− 39√
4368

− 39√
4368

− 26√
4368

0 39√
4368

91√
4368

− 24√
1188

15√
1188

29√
1188

8√
1188

− 13√
1188

− 20√
1188

− 20√
1188

25√
1188

75√
29700

0 − 200√
29700

25√
29700

100√
29700

− 25√
29700

125√
29700

− 100√
29700

7√
616

− 13√
616

− 3√
616

9√
616

9√
616

− 3√
616

− 13√
616

7√
616

− 7√
2184

23√
2184

− 17√
2184

− 15√
2184

15√
2184

17√
2184

− 23√
2184

7√
2184

− 1√
3432

7√
3432

− 21√
3432

35√
3432

− 35√
3432

21√
3432

− 7√
3432

1√
3432


,

U−1 =



1√
8
− 7√

84
21√
1092

− 4√
132
− 7√

3300
7√
616

− 7√
2184

− 1√
3432

1√
8
− 3√

84
5√

1092
5√
132

20√
3300

− 13√
616

23√
2184

7√
3432

1√
8

0 − 6√
1092

− 1√
132
− 28√

3300
− 3√

616
− 17√

2184
− 21√

3432
1√
8

2√
84

− 12√
1092

4√
132

19√
3300

9√
616

− 15√
2184

35√
3432

1√
8

3√
84

− 13√
1092

1√
132

16√
3300

9√
616

15√
2184

− 35√
3432

1√
8

3√
84

− 9√
1092

− 8√
132
− 35√

3300
− 3√

616
17√
2184

21√
3432

1√
8

2√
84

0 0 15√
3300

− 13√
616
− 23√

2184
− 7√

3432
1√
8

0 14√
1092

3√
132

0 7√
616

7√
2184

1√
3432


.

A transformação U possibilita estabelecer uma nova representação para os elementos da matriz
densidade ρa, ρb, · · · , ρg, ρh. Além disso, o operador U preserva a dimensionalidade de ambas
representações, o que numa notação compacta pode-se escrever

{%1,1; %2,2; · · · ; %7,7; %8,8}
U←→ {ρa; ρb; · · · ; ρg; ρh} .

Aplicando os procedimentos algébricos necessários, encontra-se o novo sistema linear, o
qual possui oito equações acopladas com oito parâmetros desconhecidos, denotados matricial-
mente como

1

36C



d(ρa)
dt

d(ρb)
dt

d(ρc)
dt

d(ρd)
dt

d(ρe)
dt

d(ρf)
dt

d(ρg)

dt
d(ρh)
dt


=



0 0 0 0 0 0 0 0

0 J (0)
2,2 J (0)

2,3 J (0)
2,4 J (0)

2,5 J (0)
2,6 0 0

0 J (0)
3,2 J (0)

3,3 J (0)
3,4 J (0)

3,5 J (0)
3,6 0 0

0 J (0)
4,2 J (0)

4,3 J (0)
4,4 J (0)

4,5 J (0)
4,6 J (0)

4,7 0

0 J (0)
5,2 J (0)

5,3 J (0)
5,4 J (0)

5,5 J (0)
5,6 J (0)

5,7 0

0 J (0)
6,2 J (0)

6,3 J (0)
6,4 J (0)

6,5 J (0)
6,6 0 0

0 0 0 J (0)
7,4 J (0)

7,5 0 J (0)
7,7 J (0)

7,8

0 0 0 0 0 0 J (0)
8,7 J (0)

8,8





ρa

ρb

ρc

ρd

ρe

ρf

ρg

ρh


, (6.74)

de modo que os elementos J (0)
j,k da matriz J (0) estão resumidos na Tabela 7.

Assim como discutiu-se na subseção anterior, sabe-se que o sistema linear da Eq.(6.74)
não pode ser resolvido analiticamente, entretanto, os procedimentos necessários para que se
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Tabela 7 – Elementos da matriz J (0) que representa o superoperador de Redfield.

J (0)
j,k

k
j 1 2 3 4
1
2 8

14
J1 − 85

14
J2 − 1

182
(180J1 + 135J2)

√
13 − 5

7
(J1 − J2)

√
77

3 1
14

(36J1 + 27J2)
√
13 − 208

14
J1 − 247

14
J2 − 1

7
(J1 − J2)

√
1001

4 − 2
3
(J1 − J2)

√
77 2

39
(J1 − J2)

√
1001 − 721

33
J1 − 273

11
J2

5 10
21

(J1 − J2)
√
77 − 10

273
(J1 − J2)

√
1001 − 355

33
J1 − 65

11
J2

6 20
21

(J1 − J2)
√
66 − 100

273
(J1 − J2)

√
858 70

33
(J1 − J2)

√
42

7 − 20
77

(J1 − J2)
√
2002

8
5 6 7 8

1
2 − 1

7
(J1 − J2)

√
77 − 10

21
(J1 − J2)

√
66

3 − 1
35

(J1 − J2)
√
1001 − 10

21
(J1 − J2)

√
858

4 497
165
J1 +

91
55
J2 − 70

99
(J1 − J2)

√
42 − 20

33
(J1 − J2)

√
2002

5 − 1289
33
J1 − 377

11
J2

350
99

(J1 − J2)
√
42 100

231
(J1 − J2)

√
2002

6 98
33

(J1 − J2)
√
42 − 2680

77
J1 − 2710

77
J2

7 − 4
77

(J1 − J2)
√
2002 − 530

13
J1 − 510

13
J2 − 280

143
(J1 − J2)

√
77

8 − 280
143

(J1 − J2)
√
77 − 224

13
J1 − 140

13
J2

Fonte: Elaborada pela autora.

possa resolvê-lo são conhecidos. Portanto, existe uma transformação V e sua inversa V −1 que
seja unitária, V V −1 = V −1V = I , de modo que se assume uma outra representação para os ele-
mentos da matriz densidade ρ̃a, ρ̃b, · · · , ρ̃g, ρ̃h. A transformação V preserva a dimensionalidade
do espaço e sua ação é denotada na seguinte forma compacta

{ρa; ρb; · · · ; ρg; ρh}
V←→ {ρ̃a; ρ̃b; · · · ; ρ̃g; ρ̃h} .

Nesse novo espaço, o sistema linear de equações diferenciais é um sistema desacoplado,
e as soluções são escritas da seguinte maneira

ρ̃j (t) = exp
[
36Cλ

(0)
j (t− t0)

]
ρ̃j (t0) , j = a, b, . . . , g, h, (6.75)

onde λ(0)
j são os autovalores da matriz J (0) e ρ̃j (t0) são as condições iniciais que dependem

do elementos de zero ordem da matriz densidade que representa o estado quântico inicial. As
taxas de relaxação para os elementos de zero ordem são R(0)

j = −36Cλ
(0)
j , e elas estabelecem

as componentes de tempos de relaxação longitudinal, T1,j , que contribuem com a dinâmica de
relaxação. Sendo assim, a solução exponencial é denotada por

ρ̃j (t) = exp
[
−R(0)

j (t− t0)
]
ρ̃j (t0) , j = a, b, . . . , g, h. (6.76)

Por meio da definição de composição de funções define-se uma transformação W =
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V U , com a seguinte representação matricial

W =



W1,1 W1,2 W1,3 W1,4 W1,5 W1,6 W1,7 W1,8

W2,1 W2,2 W2,3 W2,4 W2,5 W2,6 W2,7 W2,8

W3,1 W3,2 W3,3 W3,4 W3,5 W3,6 W3,7 W3,8

W4,1 W4,2 W4,3 W4,4 W4,5 W4,6 W4,7 W4,8

W5,1 W5,2 W5,3 W5,4 W5,5 W5,6 W5,7 W5,8

W6,1 W6,2 W6,3 W6,4 W6,5 W6,6 W6,7 W6,8

W7,1 W7,2 W7,3 W7,4 W7,5 W7,6 W7,7 W7,8

W8,1 W8,2 W8,3 W8,4 W8,5 W8,6 W8,7 W8,8


. (6.77)

Além disso, existe sua inversaW−1 que é definida porW−1 = U−1V −1 tal que deve satisfazer a
condiçãoW−1W = WW−1 = 1. A transformaçãoW preserva a dimensionalidade do espaço
que define os elementos da matriz densidade de zero ordem denotados por %1,1, %2,2, · · · , %7,7, %8,8

e que os identifica com as soluções ρ̃a, ρ̃b, · · · , ρ̃g, ρ̃h. Dessa maneira, se resume o efeito de
ambas transformações numa notação compacta como segue

{%1,1; %2,2; · · · ; %7,7; %8,8}
U←→ {ρa; ρb; · · · ; ρg; ρh}

V←→ {ρ̃a; ρ̃b; · · · ; ρ̃g; ρ̃h} .

Com as soluções para ρ̃j em mãos deve-se aplicar a seguinte transformação inversa,
W−1 = U−1V −1

W−1 =



W ′
1,1 W ′

1,2 W ′
1,3 W ′

1,4 W ′
1,5 W ′

1,6 W ′
1,7 W ′

1,8

W ′
2,1 W ′

2,2 W ′
2,3 W ′

2,4 W ′
2,5 W ′

2,6 W ′
2,7 W ′

2,8

W ′
3,1 W ′

3,2 W ′
3,3 W ′

3,4 W ′
3,5 W ′

3,6 W ′
3,7 W ′

3,8

W ′
4,1 W ′

4,2 W ′
4,3 W ′

4,4 W ′
4,5 W ′

4,6 W ′
4,7 W ′

4,8

W ′
5,1 W ′

5,2 W ′
5,3 W ′

5,4 W ′
5,5 W ′

5,6 W ′
5,7 W ′

5,8

W ′
6,1 W ′

6,2 W ′
6,3 W ′

6,4 W ′
6,5 W ′

6,6 W ′
6,7 W ′

6,8

W ′
7,1 W ′

7,2 W ′
7,3 W ′

7,4 W ′
7,5 W ′

7,6 W ′
7,7 W ′

7,8

W ′
8,1 W ′

8,2 W ′
8,3 W ′

8,4 W ′
8,5 W ′

8,6 W ′
8,7 W ′

8,8


, (6.78)

para determinar as soluções de %j,j . Como resultado, os elementos da matriz densidade são
representados como combinações lineares das soluções ρ̃j e ponderados pelos elementos da
transformação inversaW−1, tal que

%1,1 (t) = W ′1,1ρ̃a +W ′1,2ρ̃b +W ′1,3ρ̃c +W ′1,4ρ̃d +W ′1,5ρ̃e +W ′1,6ρ̃f +W ′1,7ρ̃g +W ′1,8ρ̃h, (6.79)

%2,2 (t) = W ′2,1ρ̃a +W ′2,2ρ̃b +W ′2,3ρ̃c +W ′2,4ρ̃d +W ′2,5ρ̃e +W ′2,6ρ̃f +W ′2,7ρ̃g +W ′2,8ρ̃h, (6.80)

%3,3 (t) = W ′3,1ρ̃a +W ′3,2ρ̃b +W ′3,3ρ̃c +W ′3,4ρ̃d +W ′3,5ρ̃e +W ′3,6ρ̃f +W ′3,7ρ̃g +W ′3,8ρ̃h, (6.81)

%4,4 (t) = W ′4,1ρ̃a +W ′4,2ρ̃b +W ′4,3ρ̃c +W ′4,4ρ̃d +W ′4,5ρ̃e +W ′4,6ρ̃f +W ′4,7ρ̃g +W ′4,8ρ̃h, (6.82)

%5,5 (t) = W ′5,1ρ̃a +W ′5,2ρ̃b +W ′5,3ρ̃c +W ′5,4ρ̃d +W ′5,5ρ̃e +W ′5,6ρ̃f +W ′5,7ρ̃g +W ′5,8ρ̃h, (6.83)

%6,6 (t) = W ′6,1ρ̃a +W ′6,2ρ̃b +W ′6,3ρ̃c +W ′6,4ρ̃d +W ′6,5ρ̃e +W ′6,6ρ̃f +W ′6,7ρ̃g +W ′6,8ρ̃h, (6.84)

%7,7 (t) = W ′7,1ρ̃a +W ′7,2ρ̃b +W ′7,3ρ̃c +W ′7,4ρ̃d +W ′7,5ρ̃e +W ′7,6ρ̃f +W ′7,7ρ̃g +W ′7,8ρ̃h, (6.85)

%8,8 (t) = W ′8,1ρ̃a +W ′8,2ρ̃b +W ′8,3ρ̃c +W ′8,4ρ̃d +W ′8,5ρ̃e +W ′8,6ρ̃f +W ′8,7ρ̃g +W ′8,8ρ̃h. (6.86)
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6.8.1 Magnetização longitudinal: Ao longo do eixo z

De acordo com os argumentos discutidos na subseção precedente, o sistema linear da
Eq.(6.74) e as soluções da Eq.(6.79-6.86) são úteis quando combinadas com dados experi-
mentais. Desse modo, na literatura científica de RMN existem sequências de pulsos como a
inversão-recuperação e saturação, as quais são utilizadas para gerar e monitorar a dinâmica da
magnetização longitudinal. Nesse estudo implementou-se a sequência de inversão-recuperação.

Portanto, a magnetização longitudinal é quantificada utilizando a definição de valor
médio do operador de momento angular de spin nuclear, 〈Iz〉. Aplicando a definição de valor
médio, 〈Iz〉 = Tr {ρIz}, encontra-se que

〈Iz〉 =
1

2
(7ρ1,1 (t) + 5ρ2,2 (t) + 3ρ3,3 (t) + ρ4,4 (t)− ρ5,5 (t)− 3ρ6,6 (t)− 5ρ7,7 (t)− 7ρ8,8 (t)).

(6.87)

Essa definição pode ser reescrita combinando as Eq.(6.79-6.86) e agrupando os coeficien-
tes em termos dos elementos do operador de momento angular de spin nuclear e dos elementos
da transformaçãoW−1, de modo que

Izeq =
7

2
ρeq1,1 +

5

2
ρeq2,2 +

3

2
ρeq3,3 +

1

2
ρeq4,4 −

1

2
ρeq5,5 −

3

2
ρeq6,6 −

5

2
ρeq7,7 −

7

2
ρeq8,8,

Iza =
7

2
W ′

1,1 +
5

2
W ′

2,1 +
3

2
W ′

3,1 +
1

2
W ′

4,1 −
1

2
W ′

5,1 −
3

2
W ′

6,1 −
5

2
W ′

7,1 −
7

2
W ′

8,1,

Izb =
7

2
W ′

1,2 +
5

2
W ′

2,2 +
3

2
W ′

3,2 +
1

2
W ′

4,2 −
1

2
W ′

5,2 −
3

2
W ′

6,2 −
5

2
W ′

7,2 −
7

2
W ′

8,2,

Izc =
7

2
W ′

1,3 +
5

2
W ′

2,3 +
3

2
W ′

3,3 +
1

2
W ′

4,3 −
1

2
W ′

5,3 −
3

2
W ′

6,3 −
5

2
W ′

7,3 −
7

2
W ′

8,3,

Izd =
7

2
W ′

1,4 +
5

2
W ′

2,4 +
3

2
W ′

3,4 +
1

2
W ′

4,4 −
1

2
W ′

5,4 −
3

2
W ′

6,4 −
5

2
W ′

7,4 −
7

2
W ′

8,4,

Ize =
7

2
W ′

1,5 +
5

2
W ′

2,5 +
3

2
W ′

3,5 +
1

2
W ′

4,5 −
1

2
W ′

5,5 −
3

2
W ′

6,5 −
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Permitindo assim reescrever a expressão de valor médio como a seguinte contribuição de nove
termos

〈Iz〉 = Izeq + Iza ρ̃a (t) + Izb ρ̃b (t) + Izc ρ̃c (t) + Izd ρ̃d (t) + Ize ρ̃e (t) + Izf ρ̃f (t) + Izg ρ̃g (t) + Izhρ̃h (t) ,
(6.88)

onde oito desses termos depende de uma função exponencial, o que confirma uma dependência
multiexponencial.
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6.9 Aplicação

Como discutido, foi possível propor soluções genéricas e/ou abstratas para os elementos
de primeira e zero ordem da matriz densidade, porém sem encontrar as soluções analíticas.
Uma das principais informações desses procedimentos algébricos estão contidos nas matrizes
J (1) e J (0) que são os superoperadores de Redfield para ordem 1 e 0, respectivamente. O
superoperador de Redfield J (1) depende das três densidades espectrais J0, J1 e J2. Enquanto
que o superoperador de Redfield J (0) depende das densidades espectrais J1 e J2.

Portanto, no presente trabalho, as dinâmicas das magnetizações transversal e longitudinal
experimentais foram combinadas podendo assim determinar os valores das densidades espectrais.
Como resultado, serão discutidos os aspectos experimentais e os procedimentos computacionais
utilizados.

6.9.1 Aspectos experimentais

Monitorou-se a magnetização transversal por meio da sequência de pulso spin-eco.58

Essa sequência se iniciou aplicando um pulso de π/2 com fase em x, seguido de uma evolução
livre de τ/2, um pulso de π com fase em y, e por fim uma evolução livre de τ/2. Após esse tempo,
o transmissor foi desligado e imediatamente o detector ligado. A magnetização foi monitorada
usando 265 tempos de evolução livre e para cada tempo foram feitas 40 repetições. Deve-se
destacar que cada tempo de evolução livre τ correspondeu com um múltiplo inverso da frequência
quadrupolar, τ = n

fQ
, a fim de evitar oscilações indesejadas nas linhas satélites do espectro.

O tempo total do experimento foi de aproximadamente 72 horas. Os dados experimentais
representados por símbolos são mostrados na Fig.(19).

Com intuito de monitorar a magnetização longitudinal implementou-se a sequência de
pulsos inversão-recuperação.57 A sequência se iniciou aplicando um pulso de π com fase em
x, seguido de uma evolução livre durante um tempo τ , e um pulso de π/2 com fase em x. A
magnetização foi monitorada usando 24 tempos de evolução livre e para cada tempo foram feitas
64 repetições. Nesse caso os tempos de evolução livre não correspondem com múltiplos inverso
da frequência quadrupolar. O tempo total do experimento foi de aproximadamente 8 horas. Os
dados experimentais representados por símbolos são mostrados na Fig.(20).

Para o experimento de spin-eco e inversão-recuperação escolheu-se janela espectral
de 25000 Hz, tempo de espera de 15 s e tempo de deteção do sinal de 81, 92 ms. Embora o
experimento de inversão-recuperação tenha mais repetições, o experimento de spin-eco demora
64 horas a mais porque possui 265 pontos.

6.9.2 Aspectos computacionais

Para o caso dos aspectos computacionais, deve-se assumir de que os argumentos teóricos
discutidos nas subseções iniciais do Capítulo (5) descrevem apropriadamente a dinâmica da
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Figura 19 – A figura a) mostra a dinâmica da magnetização transversal experimental obtida por meio da
sequência de pulso spin-eco. O ajuste de Redfield também é evidenciado. A barra de erro
(calculada pela diferença entre os dados experimentais e os dados teóricos) está representada
na cor ciano. Na figura b), dos 265 espectros, escolheu-se alguns para não poluir a imagem,
portanto estão evidenciados apenas 26 espectros.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 20 – A figura a) mostra a dinâmica da magnetização longitudinal experimental obtida por meio
da sequência de pulso inversão-recuperação. O ajuste de Redfield também é evidenciado. A
barra de erro (calculada pela diferença entre os dados experimentais e os dados teóricos) está
representada na cor ciano. Na figura b) os respectivos espectros são apresentados.

Fonte: Elaborada pela autora.

magnetização, tal como as detectadas experimentalmente nas figuras (19-20).

Portanto, com o intuito de modelar a dinâmica das magnetizações, foi necessário encon-
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trar os valores de alguns parâmetros teóricos e das densidades espectrais, J0,J1 e J2. Com esse
propósito, adaptou-se o algoritmo Simplex Nelder-Mead para estimar valores apropriados que
representam a dinâmica de relaxação.

Desse modo, ajustaram-se as expressões matemáticas dos valores médios das magnetiza-
ções transversal e longitudinal. Isso porque os dados experimentais estão apresentados numa
escala vertical arbitrária normalizada entre 0 e 1 para a magnetização transversal, e entre −1 e 1

para a magnetização longitudinal como é mostrado nas Figs.(19) e (20), respectivamente.

De acordo com o que foi dito acima, denota-se a magnetização transversal para fins
numéricos por, Mx (t) = Ax1 〈Ix〉, e a escreve como se segue

Mx (t) = Ax1
(
Ixa ρ̃a (t) + Ixb ρ̃b (t) + Ixc ρ̃c (t) + Ixd ρ̃d (t) + Ixe ρ̃e (t) + Ixf ρ̃f (t) + Ixg ρ̃g (t)

)
.

(6.89)
Além disso, a expressão de Mx (t) pode ser resumida na seguinte base de funções exponenciais

Mx (t) = Ax1

(
g∑

k=a

Axk exp [−t/T xk ]

)
, (6.90)

onde os coeficientes que ponderam cada exponencial são definidos como Axk = Ixk ρ̃k (t0). Do
mesmo modo, os tempos característicos obedecem a definição do inverso das taxas de relaxação
transversal T xk = 1/R

(1)
k .

Similarmente, para fins numéricos, denota-se a magnetização longitudinal por, Mz (t) =

Az1 〈Iz〉, de modo que

Mz (t) = Az1(Izeq + Iza ρ̃a (t) + Izb ρ̃b (t) + Izc ρ̃c (t) + Izd ρ̃d (t)

+Ize ρ̃e (t) + Izf ρ̃f (t) + Izg ρ̃g (t) + Izhρ̃h (t)), (6.91)

e resumida na seguinte base de funções exponenciais

Mz (t) = Az1

(
Izeq +

h∑
k=a

Azk exp [−t/T zk ]

)
. (6.92)

Os coeficientes que ponderam cada exponencial são Azk = Izk ρ̃k (t0), enquanto que os tempos
característicos são definidos como o inverso das taxas de relaxação longitudinal T zk = 1/R

(0)
k .

Nas expressões matemáticas de Mx (t) e Mz (t), utilizam-se os coeficientes Ax1 e Az1 para
quantificar e/ou ajustar a escala vertical, com o objetivo de comparar o resultado esperado pela
teoria com os dados gerados pelo experimento.

Além disso, um segundo parâmetro também foi introduzido para levar em conta o
estado preparado. Sendo assim, para monitorar a magnetização transversal, sabe-se que a matriz
densidade, que representa o estado inicial, deve ser proporcional à componente x do operador de
momento angular, ou seja, ρxexp (t0) = Ax2ρ

x
teo (t0) = Ax2Ix.
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Analogamente, para monitorar a magnetização longitudinal, a matriz densidade que
representa o estado inicial deve ser proporcional à componente z do operador de momento
angular, logo ρzexp (t0) = Az2ρ

z
teo (t0) = Az2 (−Iz).

Para completar a configuração do procedimento numérico são necessários outros três
parâmetros, B0, B1, e B2 que são proporcionais às densidades espectrais, B0 = CJ0, B1 = CJ1,
e B2 = CJ2.

Com essas considerações, codificou-se o método do Simplex de Nelder-Mead, onde as
matrizes J (1) e J (0) dos superoperadores de Redfield, as Eq.(6.90) e Eq.(6.92) das magneti-
zações e os dados experimentais foram codificados como funções do Matlab para o respectivo
processamento do método. Como resultado do procedimento, foram gerados os valores dos
parâmetros e seus desvios padrão, mostrados na Tabela (8).

Tabela 8 – Parâmetros obtidos pelo Matlab que representam a dinâmica da magnetização transversal e
longitudinal experimentais.

Parâmetro Valor ± Desvio padrão
Az1 0, 0230± 0, 0001
Az2 1, 00± 0, 01
Ax1 0, 019± 0, 001
Ax2 0, 99± 0, 08

B0 ( Hz ) 83± 7
B1 ( Hz ) 3, 8± 0, 3
B2 ( Hz ) 0, 18± 0, 08

Fonte: Elaborada pela autora.

Por meio desses valores, as informações que caracterizam a dinâmica de relaxação
transversal e longitudinal podem ser resumidas nas Tabelas (9) e (10).

Além disso, determinaram-se as seguintes densidades espectrais J0 = (590±50)×10−9

s, J1 = (27± 2)× 10−9 s e J2 = (1, 28± 0, 05)× 10−9 s. Obteve-se um erro de 18% para os
dados das magnetizações transversais e de 0, 45% para os dados das magnetizações longitudinais.
Os erros foram encontrados no momento de ajustar o modelo teórico (pelo método Simplex de
Nelder-Mead) com os dados experimentais, ambos representados pela cor ciano nas Fig.(19-20).

Após uma revisão bibliográfica, pode-se atribuir uma interpretação física para os co-
eficientes Ax2 e Az2 com base na discussão feita por Paul Hubbard.72 Por exemplo, a Eq.(8)
apresentada por Hubbard,72 que depende de uma função sin θ, pode representar o quanto foi
eficiente o pulso de preparação do estado inicial da implementação experimental desse trabalho,
ou seja, o primeiro pulso na sequência experimental de spin-eco (pulso de π/2 com fase em
x). Dessa forma, olhando o valor de Ax2 da Tabela (8), é possível inferir o valor do ângulo de
preparação do estado inicial, onde sin θ = 0, 99, de modo que θ = (84± 5)◦.

Similarmente, a Eq.(6) de Hubbard,72 que depende de cos θ − 1, pode representar a
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Tabela 9 – Parâmetros e seus desvios padrão que representam a dinâmica da magnetização transversal e
que obedecem a Eq.(6.90) como resultado da Teoria de Redfield.

k Ak T xk (ms)
a 0, 111± 0, 009 1, 15± 0, 08
b 0, 203± 0, 006 49± 2
c 0, 292± 0, 009 2, 3± 0, 2
d 0, 481± 0, 009 7, 7± 0, 5
e 0, 0000 1, 15± 0, 08
f 0, 0000 2, 3± 0, 2
g −0, 000 7, 3± 0, 4

Fonte: Elaborada pela autora.

Tabela 10 – Parâmetros e seus desvios padrão que representam a dinâmica da magnetização longitudinal
e que obedecem a Eq.(6.92) como resultado da Teoria de Redfield.

k Ak T zk (ms)
a −0, 0670± 0, 0001 11, 5± 0, 7
b −0, 223± 0, 013 38± 2
c −1, 672± 0, 008 310± 10
d −0, 00260± 0, 00004 4, 6± 0, 3
e 0, 0000 4, 6± 0, 3
f 0, 0000 11, 2± 0, 7
g 0, 0000 37± 2
h 0, 0000 inf

Fonte: Elaborada pela autora.

eficiência do primeiro pulso na sequência de inversão-recuperação (pulso de π com fase em
x) da implementação experimental desse trabalho. Sendo assim, o valor de Az2 da Tabela (8) é
relacionado como cos θ − 1 = −2Az2, de modo que θ = (180± 10)◦.

Há três argumentos de porquê representar nessa tese a magnetização transversal e
longitudinal como uma superposição de exponenciais. O primeiro argumento é baseado na
condição imposta por Paul Hubbard72 e Liat Tsoref et al.96 na qual os observáveis transversais
e longitudinais devem relaxar de forma multiexponencial. Hubbard, via Teoria de Redfield§,
em 1970, deduziu de que num sistema com spin I , os observáveis devem relaxar com 2I

exponenciais quando I é um inteiro positivo e com I + 1/2 exponenciais quando I é um número
ímpar semi-inteiro. Tsoref et al., em 1996, via teoria de perturbação e aplicando propriedades
de comutação dos tensores irredutíveis, afirmou que para um sistema com spin I = 7/2 são
necessárias 4 exponenciais para descrever a relaxação transversal e longitudinal.

§ Paul Hubbard estudou sistemas de spin I = 1 e I = 3/2. Até o presente momento, essa tese é o
primeiro trabalho que apresenta a Teoria de Redfield em sistemas de spin I = 7/2 com soluções
analíticas e numéricas e implementação experimental.
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Fonte: Elaborada pela autora.

Desse modo, analisando a magnetização transversal denotada pela Eq.(6.90), os dados
resumidos na Tabela (9) e os valores dos coeficientes Ak não nulos, pode-se afirmar de que
o decaimento da magnetização transversal depende de quatro exponenciais. Para o caso da
magnetização longitudinal, verificando a Eq.(6.92) e os dados da Tabela (10), a dinâmica
multiexponencial também depende de quatro contribuições. Em suma, a previsão de Hubbard e
Tsoref et al. é satisfeita.

O segundo argumento é para poder visualizar graficamente a posição de cada componente
temporal ao longo do eixo do tempo e quanto cada componente contribui para a dinâmica de
relaxação (vide Fig.(21)). As linhas verticais na cor vermelha podem ser identificadas com as
letras correspondentes aos subíndices de cada coeficienteAk das Tabelas (9-10), que efetivamente
contribuem para a dinâmica de magnetização.

O terceiro argumento é que utilizou-se o modelo de Bloch para monitorar a dinâmica
de relaxação via funções monoexponenciais e as comparou com o modelo multiexponencial da
Teoria de Redfield. Sendo assim, no modelo de Bloch, a magnetização transversal e longitudinal
são representadas pelas seguintes equações

Mx (t) = A1,x exp [−t/T2] , (6.93)

Mz (t) = A0,z + A1,z (1− 2 exp [−t/T1]) . (6.94)

Os parâmetros encontrados experimentalmente são resumidos nas Tabelas (11) e (12),
respectivamente.

Das Tabelas (9) e (11), percebe-se de que o tempo T xd da Teoria de Redfield se aproxima
com o tempo T2, o qual governa o decaimento da magnetização transversal da teoria de Bloch,
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Tabela 11 – Parâmetros que representam a dinâmica da magnetização transversal e que obedecem a
Eq.(6.93) como resultado do modelo de Bloch para relaxação.

A0,x A1,x T2 (ms)
– 0, 89450± 0, 00002 9, 7532± 0, 0005

Fonte: Elaborada pela autora.

Tabela 12 – Parâmetros que representam a dinâmica da magnetização longitudinal e que obedecem a
Eq.(6.94) como resultado do modelo de Bloch para relaxação.

A0,z A1,z T1 (ms)
0, 04920± 0, 00002 0, 92450± 0, 00002 293, 02± 0, 03

Fonte: Elaborada pela autora.

|7,7−9,7532|
9,7532

≈ 0, 2128, implicando numa diferença de 21, 28%.

Similarmente, nota-se das Tabelas (10) e (12) que o tempo T zc da Teoria de Redfield se
aproxima com o tempo T1, o qual governa o decaimento da magnetização longitudinal da teoria
de Bloch. A modo de comparação, aplica-se a definição |310−293,02|

293,02
≈ 0, 0590, o que corresponde

com uma diferença de 5, 90%.

Além disso, por meio desses valores característicos, conclui-se de que embora na Teoria
de Redfield a relaxação das componentes da magnetização sejam descritas de forma multi-
exponencial, o modelo de Bloch está inserido e preservado dentro do modelo de Redfield. A
discrepância entre ambos os modelos é de 21,28%+5,90%

2
= 13, 59%.

Finalmente, comparou-se as taxas de relaxação geradas pelo procedimento apresentado
nessa tese com os resultados discutidos no apêndice do trabalho de Tsoref et al. e pode-se afirmar
de que reproduziram todos eles.

Dentro de um contexto espectroscópico, onde se está interessado nas energias caracterís-
ticas do sistema e no fenômeno de relaxação, tem-se como resultado dessa tese a utilização de
menos parâmetros durante o procedimento de ajuste entre os dados experimentais e o modelo
teórico.

Por exemplo, para utilizar o modelo de Tsoref et al. são necessários os três parâmetros
das densidades espectrais (B0, B1 e B2), quatro coeficientes para cada exponencial da dinâmica
de relaxação transversal e quatro coeficientes para cada exponencial da dinâmica de relaxa-
ção longitudinal, sendo um total de 11 parâmetros. Em contrapartida, no modelo introduzido
nessa tese utilizam-se 7 parâmetros de ajuste (Ax1 , Az1, Ax2 , Az2, B0, B1, B2), tornando assim o
procedimento de ajuste mais eficiente.
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7 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Essa tese abordou aspectos teóricos e experimentais dedicados à Informação Quântica
via Ressonância Magnética Nuclear, empregando-se núcleos quadrupolares com spins I = 3/2

e I = 7/2. Espera-se que os futuros computadores quânticos em estado sólido possam tirar
vantagem das propriedades estudadas nessa tese.

Apresentou-se o formalismo matemático necessário para a geração de estados gato
de Schrödinger, proposto teoricamente por Agarwal et.al. Além disso, mostrou-se que para
outros sistemas físicos, incluindo um sistema quadrupolar, Hamiltonianos efetivos podem ser
encontrados e são equivalentes ao Hamiltoniano efetivo de Agarwal et.al.

Dentro desse contexto, concluiu-se de que superposições de estados pseudo-coerentes
de spin nuclear podem ser geradas na condição de fora da e na ressonância, para um sistema
quadrupolar. Os estados gato de Schrödinger de spins nucleares são gerados somente nos instantes
de tempo t = n

2fQ
, onde fQ é a frequência de acoplamento quadrupolar e n = 1, 3, 5, ....

Portanto, implementou-se um estado gato de Schrödinger de spin nuclear na ressonância
e fora da ressonância. Por meio da Tomografia de Estado Quântico, obtiveram-se valores de
fidelidades acima de 0, 96. Como consequência, as funções de distribuição de quasiprobabili-
dade de Wigner foram calculadas a partir de dados experimentais, apresentando regiões com
valores negativos e demonstrando que havia correlação quântica entre a superposição de estados
quânticos, tal como a teoria previa.

Na seguda parte da tese, foi descrito o desenvolvimento matemático associado à rela-
xação magnética nuclear através da Teoria de Redfield para spin I = 7/2. Como resultado,
determinaram-se soluções analíticas e numéricas para todos os elementos da matriz densidade.
Além disso, através de dois experimentos de Relaxação Magnética Nuclear, spin-eco e inversão-
recuperação, as dinâmicas das magnetizações transversais e longitudinais foram obtidas. Por
meio dessas dinâmicas pôde-se determinar as densidades espectrais.

Dos resultados obtidos, nota-se de que as densidades espectrais calculadas satisfazem a
relação J0 � J1 > J2. Essas densidades espectrais foram determinadas sem a necessidade de
aplicar o procedimento de Tomografia de Estado Quântico, o que é um ponto totalmente novo e
relevante dessa tese.

7.1 Perspectivas

A seguir apresentam-se algumas perspectivas de trabalhos e tópicos a serem trabalhados

• Implementar o estado gato de Schrödinger na molécula de Cs-PFO e analisar a dinâmica
da relaxação via as soluções analíticas e numéricas obtidas. Em outras palavras, combinar
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a primeira e segunda parte dessa tese, para observar como o estado gato perde suas
coerências.

• De acordo com os valores das densidades espectrais obtidas, inferir um modelo de relaxa-
ção e uma interpretação física para a molécula de Cs-PFO. Por exemplo, tentar identifcar
os tipos de movimentos da molécula, o que contribue para a perda de coerência dos estados
quânticos do sistema e seus tempos de correlação.

• Vincular o formalismo da equação de Redfield com outras grandezas físicas, tal como
calor e trabalho da Termodinância Quântica. Equações mestras e de movimento de outros
sistemas físicos, aplicadas em contextos diferentes, podem ser equivalentes as equações
de Redfield. Portanto, as soluções das equações obtidas nessa tese podem ter futuras
aplicações.

• Estudar a relaxação de outros sistemas quadrupolares. Pretende-se abordar mais estudos
com núcleos quadrupolares para que esses possam ser aplicados em outras áreas, tal como
em Química.
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