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RESUMO

SOUZA, H. R. Reproduzindo equagées diferenciais estocasticas com redes
neurais. 2022. 71p. Dissertagdo (Mestrado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sao
Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2022.

Aproveitando o extenso ferramentério técnico de fisicos, a econofisica é um campo de estudo
que deseja entender fen6menos econémicos utilizando este conhecimento. Desde abordagens
mais simples, como o modelo padrao de financas, que considera o retorno de um ativo uma
variavel aleatéria, até em propostas mais sofisticadas, como a volatilidade estocastica, que
considera que a volatilidade de um ativo financeiro também serda uma variavel aleatoria,
objeto de estudo deste trabalho por meio do modelo de Heston.! Nesta dissertacdo, estudo
se é possivel reproduzir a equacao diferencial estocastica do modelo de Heston, por meio
de amostras dos processos estocasticos de retorno e volatilidade, utilizando redes neurais
para aproximar as fungoes a(X,t) e b(X,t), termo deterministico e de ruido da equagao.
O processo de otimizacao das redes neurais ocorre por meio do método do estado adjunto,
que auxilia no célculo do gradiente. Os processos estocasticos resultantes deste gerador
encontram-se nas ultimas figuras deste trabalho, sendo possivel observar a dindmica do
retorno financeiro de um ativo esté, visualmente bem representada, exceto pelo carater
oscilatério observado no modelo original de Heston. Para a volatilidade, observamos que
este gerador nao ¢ capaz de reproduzir sua dindmica de maneira satisfatoria, sendo um
indicador de que o modelo de volatilidade estocastica nao serd o mais adequado para esta
nova abordagem. Para realizar uma andlise mais robusta, emprego uma aproximagao para
a estimacgao dos parametros relevantes ao modelo de Heston para a equacao geradora e
comparo com a amostra original dada para a realizagao deste processo, onde é possivel
observar que ha grande diferenca entre as distribui¢oes resultantes para os parametros
relacionados a volatilidade, sendo mais um indicador que corrobora a necessidade de
modelos mais sofisticados que possam ser representados fielmente pela equagao geradora

estudada neste trabalho.

Palavras-chave: Econofisica. Volatilidade estocéstica. Redes Neurais. Método do Estado

Adjunto. Equacgoes diferenciais estocasticas.






ABSTRACT

SOUZA, H. R. Reproducing stochastic differential equations with neural
networks. 2022. 71p. Dissertagdo (Mestrado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sao
Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2022.

Taking advantage of the extensive technical tools of physicists, econophysics is a field of
study that aims to understand economic phenomena using this knowledge. From simpler
approaches, such as the standard finance model, which considers the return on an asset
a random variable, to more sophisticated proposals, such as stochastic volatility, which
considers that the volatility of a financial asset will also be a random variable, the object
of study of this work through Heston’s model.! In this dissertation, I study if it is possible
to reproduce the stochastic differential equation of Heston’s model, through samples
simulated by me, using neural networks to approximate the functions a(X,t) and b(X,?),
the deterministic and noise term of the equation. The process of optimizing the neural
networks occurs through the adjoint state method, which aids in the computation of the
gradient. The stochastic processes resulting from this generator are shown in the last
figures of this paper, and it is possible to observe that the dynamics of the financial
return is visually well represented, except for the oscillatory character observed in the
original Heston’s model. For the volatility, we observe that this generator is not able to
reproduce its dynamics in a satisfactory manner, being an indicator that the stochastic
volatility model will not be the most adequate for this new approach. To perform a more
robust analysis, I use an approximation for estimating the relevant parameters of Heston’s
model for the generating equation and compare it with the original sample given for
this process, where it is possible to observe that there is a big difference between the
resulting distributions for the parameters related to volatility, being one more indicator
that corroborates the need for more sophisticated models that can be faithfully represented

by the generating equation studied in this work.

Keywords: Econophysics. Stochastic Volatility. Neural Networks. Adjoint State Method.

Stochastic differential equations.
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1 INTRODUCAO

A interdisciplinaridade entre grandes areas de pesquisa se mostra cada vez im-
prescindivel para o progresso da ciéncia e se da através do intercambio constante de

conhecimentos, metodologias e ferramentas.

Dentre as areas que surgiram organicamente desta combinacao temos a econofisica,
que envolve a interagao entre fisicos e as ciéncias econémicas ao se aproveitar de suas
experiéncias prévias com modelagens matematicas complexas para o desenvolvimento de

novos estudos.

Um dos campos disseminados entre pesquisadores da area ¢ a precificacao de opgoes,
ferramenta utilizada pelo mercado financeiro visando garantir a possibilidade de compra e

venda de determinados ativos financeiros em uma data futura.

Para trazer as fundamentacoes basicas de precificacdo de opgoes, foi feito um
capitulo introdutorio sobre a dindmica de pregos de um ativo e como temos presentes
elementos estocasticos para este movimento, também ¢é necessario uma introducao ao
calculo estocastico. Ele segue com uma fundamentagdo no funcionamento de derivativos,
como ¢ o caso das opcoes, e as assumcoes postas para obter a féormula de Black-Scholes?

para precificar este derivativo no terceiro capitulo.

Uma tentativa de aperfeicoamento propostas a este modelo de precificagao é a
volatilidade estocastica, tema deste projeto, que propoe a volatilidade de uma ac¢ao como
varidvel aleatoria. Tal ramificacdo proporcionou o desenvolvimento de diversos modelos de
sistemas de equagoes diferenciais estocasticas que relacionam o preco de uma agao e sua
volatilidade.

Assim sendo, esta pesquisa tem como foco o modelo de Heston,! que utiliza uma
distribuicao Gamma generalizada para a volatilidade, modificando assim a equacao de
Black-Scholes para um preco de uma agao. Os conceitos mais importantes deste modelo e
sua pertinéncia para o desenvolvimento deste trabalho serao expostos no quarto capitulo

desta dissertacao.

A intencao ao longo desta pesquisa de mestrado é reproduzir o comportamento
estocéastico do referido modelo utilizando apenas uma amostra de dados obtida por

simulagoes do mesmo.

Para tanto empregado um método proposto recentemente® que se utiliza de redes
neurais para aproximar as fungoes p(Xy,t) e (X, t) termos deterministico e de ruido,
respectivamente, de equacoes diferenciais estocasticas com otimizagao de seus parametros

feita pelo Método do Estado Adjunto,* o qual serd apresentado brevemente no quinto
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capitulo deste trabalho, em conjunto com seus resultados e analisando se é possivel obter
os parametros atribuidos ao modelo de Heston pela estimativa da maxima verossimilhanca

das amostras reais e geradas no sexto capitulo.
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2 FUNDAMENTOS DA DINAMICA DE PRECOS E DO CALCULO ESTOCAS-
TICO

Este capitulo é baseado em notas de aula ainda nao publicadas *, que, por sua vez,

foram inspiradas nos livros de Wilmott® e Luenberger.

2.1 Ativos e seus precos variaveis

Um agente é qualquer unidade funcional (nao necessariamente um individuo, pode
ser uma organizagao/instituigdo) que interage com outros agentes em um sistema. Quando
essa interagao se manifesta mediante trocas de varios tipos de bens, é natural que exista
alguma moeda, cuja posse indica o poder de troca de cada agente. Nessas condigoes,
tal comunidade é denominada um mercado financeiro, onde agentes negociam ativos

(assets).

Porém, nesta dissertacao, ndo havera nenhuma descri¢ao explicita dos fluxos de
bens/ativos e capital entre os agentes. Embora distribuigoes heterogéneas de riqueza entre
os agentes financeiros certamente influenciem suas atuacgoes em qualquer mercado real
e, em ultima instancia, afetam todos as caracteristicas adaptativas do sistema, o foco
deste estudo é um problema que costuma ser estudado de forma bem satisfatoria mediante
modelos quantitativos que dependem apenas de alguns poucos parametros fenomenoléogicos,
e nao dos detalhes das trocas de capital e sua posse. Assim, no presente contexto, o principal
efeito da existéncia de uma moeda é que ela define uma escala de utilidade universal
pela qual é expresso o prego (valor) de cada um dos ativos negociados em um mercado.
Empiricamente, é notério que precos sao temporalmente dindmicos, mas quasi-estaticos, no
sentido em que evoluem em uma escala de tempo bem maior do que aquela das transagoes
entre os agentes. O problema da precificagao consiste na determinacao desses precos
de quase-equilibrio e sua lenta dindmica T . Nesta dissertacdo, serdo estudados modelos de
precificacao baseados em hipéteses simplificadoras sobre o comportamento do mercado,
dependentes de algumas poucas variaveis descritivas de um ambiente microeconémico que

devem ser inferidas.

Esses modelos matematicos serao formas elaboradas de equacoes diferenciais es-
tocasticas, em tempo continuo, mas é conveniente introduzir terminologia e conceitos
béasicos em uma representagao da evolucao temporal do pre¢o de um ativo em tempo

discreto. Em um tnico passo temporal, se o ativo tiver sido adquirido pelo preco inicial S;

*  Notas de aula de Mecanica Estatistica, de Leonardo P. Maia.

T E irresistivel a tentacdo de chamar esse cenério de fisica estatistica de quasi-equilibrio, no
sentido em que, dados horizontes temporais mesoscopicos (escalas temporais bem maiores do
que a escala de acao dos agentes, mas ainda pequenas o suficiente para os precos serem quasi-
estéticos), cada estado de equilibrio seria descrito por poucos pardmetros fenomenoldgicos.
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e posteriormente vendido pelo preco final Sy, seu retorno total ¢ definido como

Sy
R=—. 2.1
J 2.1)
A taxa de retorno, ou retorno relativo,
Sy —5;

r =R-1 (2.2)

Si

muitas vezes é denominada simplesmente retorno no cotidiano. Ao longo da ininterrupta
evolucao temporal de um prego S, tanto R quanto r sdo variaveis, e, na verdade, as
definicoes mais adequadas para descrever a sequéncia temporal de evolucao dos precos do

ativo sao aquelas dos retornos instantaneos,

St
R, = 2.3
e
Ty = StHS_ S =R, —1 (2.4)
t

total e relativo, respectivamente.

Neste momento, ha uma importante questao de modelagem matemaética a ser
resolvida, que envolve tanto consideragoes empiricas quanto tedricas. Certamente, ha
elementos estocasticos na dinamica realistica de precos e uma proposta aceitavel a priori
consistiria em descrever cada incremento de preco AS; = Sy 1 — S; como uma variavel
aleatéria Gaussiana independente dos demais incrementos. No entanto, essa é quase sempre
uma m4 escolha * . Isso levaria a um modelo aditivo de efeitos estocdsticos (em cada passo
temporal, o novo prego é dado pelo anterior adicionado de um fator estocdstico) e a uma
distribuicao também Gaussiana para S; (soma de Gaussianas independentes é novamente
uma Gaussiana), que apresentaria pelo menos duas caracteristicas incompativeis com
a descricao de mercados reais, (a) a possibilidade de pregos negativos e (b) uma baixa
probabilidade de valores extremos de pregos (distantes do valor médio), como enfatizado por
Benoit Mandelbrot.® Além disso, variacoes absolutas de diferentes instrumentos financeiros
sao descorrelacionadas entre si, enquanto variacoes relativas muito frequentemente 8 exibem
comportamentos semelhantes entre si, no sentido de estarem conectadas por uma relacao

de escala.”

Seria entdao mais conveniente introduzir a estocasticidade diretamente em algum dos
retornos, tratando-os como Gaussianos, ao invés dos incrementos, que apenas herdariam

aquela estocasticidade primaria? Se sim, qual retorno seria a variavel aleatoria fundamental,

! Embora Louis Bachelier” mereca elogios por esse trabalho pioneiro.
5 Em curtissimas escalas de tempo, misturas de modelos aditivos e multiplicativos revelam-se
necessarias.’
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o total ou o relativo? A primeira vista, essa especulacio poderia parecer completamente
fora de propodsito, haja vista que os retornos total e relativo diferem apenas por uma
constante aditiva (ver 2.4). Se algum deles for Gaussiano, o outro também o serd, e ambos
os problemas (a) e (b) supracitados continuam a existir. Contudo, de forma absolutamente
surpreendente, essas dificuldades podem ser contornadas no limite de tempo continuo, que

nunca deixou de ser o cenario final concebido desde o inicio da modelagem.

Como os pregos devem variar muito pouco em um pequeno passo temporal, em
qualquer instante R; sempre serd préximo de 1 (e, portanto, nunca negativo), enquanto r,

pode exibir qualquer sinal e é pequeno, |r;| < 1. Dessa forma,
log Ry = log(1 + r;) =~ ry. (2.5)

Parece claro agora que os retornos relativos sao os candidatos naturais a serem modelados
como Gaussianas, haja vista que, para pequenos passos temporais e certamente também no
limite de tempo continuo, r; e log R; podem ser negativos enquanto R; permanece positivo
e, consequentemente, como se vé pela Eq. (2.1), o mesmo ocorre com os pregos do ativo 1.
Ainda por cima, se r; tem distribuicdo normal, R; exibe uma distribuicao lognormal,
conhecida exatamente por exibir valores extremos (distantes da média) mais provaveis
em comparacao com o caso Gaussiano.” O apéndice B apresenta algumas propriedades

bésicas de uma distribuicao lognormal.

Reorganizando a Eq. (2.3) como
St - Rt_lst_l, (26)

agora é 6bvio que, a cada instante, um fator estocastico multiplica o preco instantaneo
para atualiza-lo, motivo pelo qual o modelo adotado é multiplicativo. Quando logaritmos

sao aplicados a equagao acima,
log S; = log S;_1 + log R;_. (2.7)

Essa expressao sugere que, quando algum limite de tempo continuo for considerado,
diferenciais de logaritmos de precos serdao Gaussianas. Ora, mas o que seria uma diferencial
de uma variavel aleatéria?! E como isso poderia ser igual a uma normal? A recorréncia
resultante pode ser resolvida,
t—1
log Sy =log So + > _log R;, (2.8)
=0
e logaritmos de pregos serao Gaussianas. Afinal, cada logaritmo de retorno total é uma

Gaussiana, e somas de Gaussianas independentes sao Gaussianas (ver apéndice A para

T A situacdo é andloga aquela em que o tamanho de uma populacio pode permanecer positivo
mesmo que a taxa do seu crescimento seja negativa em alguns intervalos temporais.
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mais detalhes). Mas isso nao resolve as dividas acerca das diferenciais e do limite de

tempo continuo.

Essas questoes demandam a andlise cuidadosa que vird logo em seguida, mas
ainda neste momento de informalidade é conveniente adiantar que, em algum sentido a

distribuicao daquela diferencial serda uma normal diferencial e surgira a expressao
d(log S) = vdt + adW, (2.9)

que expressa a superposicao de uma componente deterministica vdt, que representara
os efeitos estaveis do ambiente econémico na dindmica de pregos, com uma componente
estocdstica de média nula e carater normal. Os parametros v e ¢ modulam a intensidade

desses efeitos.

2.2 Processo de Wiener e o Movimento Browniano

A Eq. (2.7) descreve um processo em que pregos revelam-se Gaussianos pela
sucessiva adi¢do de retornos (relativos) Gaussianos. Revela-se conveniente adotar, mesmo
que apenas provisoriamente, uma representacao simplificada daquela equacao. Se X; for
a variavel normal que se deseja modelar, a partir de impulsos normais (;, a dindmica

estocéstica estd qualitativamente preservada na relagao
Xt+1 — Xt + Ct (210)

cujas parcelas sao normais. O modelo é multiplicativo para as varidveis lognormais mas ¢
aditivo para seus logaritmos - afinal, o logaritmo de um produto ¢é a soma dos logaritmos

das parcelas, nao?

Porém, como essa relagao exibe um passo temporal unitario, ela também precisa
ser modificada, para viabilizar o surgimento de um passo temporal arbitrario At que possa
tender a zero no limite do continuo. Qualquer instante ¢, considerado agora envolve k

passos,
tr = kAL, (2.11)

mas é importante perceber que qualquer tempo macroscopico t, finito, emerge de um limite
k — oo, At — 0, kAt = t;, — t. Em particular, ha infinitos passos temporais At separando

quaisquer dois instantes macroscoépicos t e s, t > s, por exemplo. Equivalentemente,
toyr =ty + At (2.12)
e a Eq. (2.10) pode ser convenientemente transformada em

X (1) = X (1) + (A€ (), (2.13)
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onde &(tx) ~ N(0,1) e a é um pardmetro que calibra a ordem de anulamento dos impulsos

estocasticos. Uma forma alternativa é

X(ty) = X(t;) + (At)l/akz_:lg(ti). (2.14)

=7

O que houve aqui? Nada havia sido dito sobre (; na Eq. (2.10) além dela ser uma variavel
Gaussiana. Porém, o termo correspondente aquela varidvel na Eq. (2.13) certamente precisa
anular-se quando At tender a zero. Omitindo-se neste momento um possivel fator de escala
(mas cuja insergao serd perfeitamente possivel posteriormente, como mostra o fator o
na Eq. (2.9)), é conveniente concentrar esse comportamento infinitesimal em um fator

1/

multiplicativo (At)'“ e incorporar o carater Gaussiano na variavel normal padrao £(t).

O parametro a pode, a primeira vista, parecer uma complicacao desnecessaria.
Nao é 6bvio que a = 17 Nada poderia ser mais falso. A situacao nao é andloga a do
calculo usual, onde qualquer discretizacdo para a solu¢do numérica de uma equacao
diferencial ordinaria envolveria simplesmente um fator linear At. Neste contexto, sao
variaveis aleatérias (infinitas, no limite) sendo somadas, e ndo incrementos escalares,
constantes. Se o # 2, a Eq. (2.13) leva somente a solugdes degeneradas para X; (ou a
variancia diverge ou se anula). Somente quando o = 2 emergem Gaussianas de varidncias

finitas | .

Para subsidiar essas afirmagoes, é importante calcular a média e a variancia de
X(tx) — X(t;) na Eq. (2.14). Como a média é distributiva em somas e ({(¢;)) = 0,

(X (tr) — X(t;)) = 0. (2.15)

O estudo da variancia revela que ha uma hipotese de modelagem que ainda estava indefinida.
Como discutido no apéndice A, fatores multiplicativos afetam quadraticamente a variancia
de uma normal e a variancia da soma de normais independentes é a soma das variancias

das parcelas. Assim, sob a hipétese de que £(t;) e £(;) sejam independentes sempre que

I Na verdade, o termo VAt que decorre de a = 2 encontra claros paralelos conceituais com
o fator y/n que aparece no teorema central do limite (ver apéndice A) e com o processo de
difusdo regular (ndo anémala), com varidncia linear no tempo, tanto na versao continua da
equacgao de calor quanto no random walk em tempo discreto.
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k7,
(A S g(t)| =

1=j

var[X (ty) — X (t;)] = var

— (AD)Y*var [Z £t =

i=j

= (A Y varle(t)] =

i=j
k-1

= (A>3 1=
i=j

= (AH)Y*(k — j). (2.16)

De acordo com a discussao sobre a natureza do limite do continuo logo apds a Eq. (2.11),
fica claro que o resultado acima sé nao serd degenerado (zero ou infinito) se & = 2, como
afirmado antes destes tltimos calculos. O termo k — j tende a infinito com a mesma ordem
do ntmero total de passos para criar o intervalo temporal macroscopico t — s, e ele gera

um resultado finito somente quando contra-balancado por At elevado ao expoente 1.

Nessa condigao particular, « = 2, é tradicional usar a notacdo W(t) ao invés
de X(t), e o processo estocdstico compreendido como o limite de tempo continuo da

recorréncia
Witgs1) = Wi(tg) + VALE(Ly), (2.17)
é simbolicamente denotado como

AW (t) = Vdt£(t), (2.18)

ou mais concisamente como | dW = Vdt £ | e é conhecido como processo de Wiener,!?

em reconhecimento as descobertas de Norbert Wiener (1894-1964). Como £(t) ~ N(0,1),
as representagoes heuristicas dW (t) ~ N(0,dt) e o dW (t) ~ N(0,0%dt) também sdo de

uso comum. Para matematicos e probabilistas, o processo de Wiener é o que se chama

de movimento Browniano (as vezes, o adjetivo adicional padrdo é utilizado), embora

fisicos reservem esse termo para outro processo estocéstico.

Por fim, convém ressaltar que, quando se busca uma defini¢ao consistente, muitas
vezes o caminho é definir o processo de Wiener como o processo estocastico que satisfaz

as condigoes

1. ses<t, W(t)—W(s) ~ N(0,t —s);

2. se 0 <t <ty <tz <ty cov[W(ty) —W(ty), W(ts) — W(ts)] =0, onde cov indica a

covariancia. ;

3. prob[W(0) =0] = 1.
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2.3 Calculo de Itd

A equagao heuristica Eq. (2.18) é sugestiva do natural desejo que o processo de
Wiener e outros processos mais complexos nele baseados sejam estudados da forma mais
efetiva possivel ** . De fato, tornou-se popular um formalismo baseado em uma notagao
similar aquela do célculo usual, que facilita as manipulagoes algébricas envolvendo o
movimento Browniano padrao. Esse formalismo é denominado calculo estocastico ou
calculo de Itd, e foi desenvolvido por Kiyosi I1t6 (1915-2008). Porém, é fundamental
ressaltar de partida que sua aplicacao inspira cuidados: embora a notagao do calculo
de It6 tenha sido propositalmente escolhida para inspirar familiaridade com técnicas ja
conhecidas, ele descreve objetos mateméaticos distintos do calculo usual e, inevitavelmente,
ha contextos em que diferenciais estocdsticas como dW comportam-se de forma distinta

das diferenciais usuais.

O que esta sendo denominado uma diferencial estocastica? Ora, trata-se exata-
mente de uma expressao simbélica como dW, que é uma variavel aleatéria com variancia
infinitesimal, no caso, dt. Assim como uma diferencial do calculo usual ndo admite uma
interpretacao precisa por si s6 mas indica o que estd sendo integrado, uma diferencial
estocastica é um simbolo formal para indicar que sera realizada uma soma de infinitas
variaveis aleatérias de variancia infinitesimal para resultar em uma variavel aleatéria finita,

um procedimento denominado integracao estocastica.

A partir deste ponto, o calculo de It6 exibe uma complexidade técnica que transcende
o escopo desta dissertacao. Embora o processo de Wiener seja tao fundamental que em

qualquer teoria de integracdo estocastica ff
t
/ AW = W(t) — W(0) = W(t) ~ N(0, 1), (2.19)
0

existem diversas teorias matematicamente validas de integragao estocastica, que podem
gerar resultados distintos para processos estocasticos mais complexos, e nem sempre € claro
qual delas é a mais apropriada para descrever um dado cenario fisico ou de modelagem
financeira. Deste ponto em diante, diversas sutilezas nao serdao sequer mencionadas e a

apresentacao focara nos aspectos que sao universalmente validos no calculo estocéstico.

As diferencas entre o calculo usual e qualquer versao de célculo estocastico sao
dramaticamente ilustrados pelo fato de que uma diferencial estocdstica de 2% ordem equivale
a uma diferencial deterministica de 1% ordem. Ainda informalmente, ao multiplicar £(t)
na Eq. (2.18), o fator v/dt nao afeta a média (pois (£(t)) = 0) e multiplica a varidncia de

k%

Depois de que sdo aprendidas as regras basicas de derivacdo, raramente é preciso tratar
derivadas como limites de diferencgas discretas em um limite de continuo.
A ideia aqui é somar infinitas normais independentes uma da outra, todas de média nula e
mesma variancia dt. O resultado é uma normal de média nula e cuja varidncia é a soma das
variancias das parcelas. Mas a soma é continua, uma integral, de todos os dt: o resultado é o
tempo macroscopico t.
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&(t) como dt, de modo que na realidade nunca surge a dificuldade de uma soma/integral
envolvendo uma raiz de incremento. Por outro lado, o quadrado de uma diferencial
estocdstica (que é o que se denominou diferencial estocéstica de 2% ordem) tem média nao
nula (suas possiveis realizagoes sdo todas nao negativas), que ¢ afetada por um fator dt.

Sua variancia, contudo, sente (dt)?, que anula-se rdpido demais e nao contribui no limite.

Para ilustrar de forma bem mais concreta essas consideragoes informais, é conveni-

ente apresentar a importante identidade

(dW)? = dt (2.20)
e demonstrar sua validade. Ora,
AW =Vdteé = (dW)? = dt &2, (2.21)
de modo que
((dW)?) = dt (€?) (2.22)
e
var[(dW)?] = (dt)*var[€?]. (2.23)

O quadrado de uma normal padrao ¢ uma variavel aleatéria muito bem conhecida, denomi-
nada 2. Como apresentado no apéndice C, sua média vale 1, de modo que {(dW)?) = dt.
Sem variabilidade, (dW)? é essencialmente igual & sua média em qualquer cenério de

tempo continuo ¥ .

Antes que a identidade (dW)? = dt possa ser produtivamente utilizada, ¢ conveni-
ente apresentar o cenario mais simples de construcao abstrata de processos estocasticos
baseados no processo de Wiener. Heuristicamente, mas com uma interpretacao microsco-
pica anédloga aquela da Eq. (2.17), o incremento de um novo processo X é representado

como
dX = a(X,t)dt + b(X,t) dW, (2.24)

ou, equivalentemente,
X(0) = X(0) + | "X, s)ds + / "B(X,5) AW (), (2.25)

segundo algum sentido de integracao estocéstica. Destaca-se que mesmo a parcela do

incremento de natureza deterministica carrega, em geral, um carater estocastico, mediante

A ideia que uma certa funcio - como tomar o quadrado - de uma variavel aleatéria poderia
torna-la deterministica nada tem de exética, nem requer qualquer cendrio infinitesimal. Uma
moeda, justa ou nao, pode ser descrita probabilisticamente por uma variavel aleatéria binaria
X, com possiveis resultados +1 e —1. A varidvel aleatéria X2 é evidentemente deterministica,
pois s6 gera o resultado +1.
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a possivel dependéncia em X do coeficiente a(X,t). Mesmo que isso ocorra, se b(X,t)
nao depender de X, X é um processo de ruido aditivo. Em contraste, quando b(X,t)
efetivamente depende de X, X é um processo de ruido multiplicativo, muito mais
complexo, em geral. Mas um certo caso de ruido multiplicativo nao apenas é tratavel
como também revela-se o modelo basico para o preco de um ativo financeiro! Tal caso serd

descrito apos a apresentacao de alguns casos relevantes de ruido aditivo.

Note que, nesta discussdo, nunca faria sentido considerar b(X,t) = 0, pois isso
eliminaria qualquer estocasticidade. O caso ainda geral a(X,t) — f(¢), b(X,t) — g(t) é

solivel, em principio. Se £(t) for, novamente, uma normal padrao,
X(1) :X(O)+/0tf(s) ds+/0tg(s) AW (s) —>
== X(t):X(O)—l—/Otf(s)ds—i—{ /Otg2(5)d5} (), (2.26)

pois a integral estocastica é a soma de infinitas normais padrao, cada uma multiplicada
por g(s)Vds e, consequentemente, de variancia g?(s)ds. Quando a(X,t) =0, b(X,t) = o,

X é um processo de Wiener reescalado, que se reduz ao caso canonico quando o = 1.

Um caso diferente e bem importante é
dX = X(t)dt + o dW. (2.27)

Um fator integrante exp (—At), inspirado na solugdo deterministica exp (+At), multipli-
cando todas as parcelas da Eq. (2.27) revela que, com a mudanca de varidvel estocéstica
X(t) — Y (t) dada por

Y(t) = X (t) exp (—\t), (2.28)

vale a relacao

dY = exp (—At)o dW, (2.29)

cuja solugao é dada pela Eq. (2.26) com f(s) =0 e g(s) = ogexp (—As). Feitos os célculos

necessarios,

2

X(t) = X(0) exp (M) + {\/ 57 (exp (2Mt) — 1)} £(t), (2.30)

2
o
ou seja, X (t) é uma Gaussiana de média X (0)e e varidncia 5[62’“ — 1]. Por que esse

caso ¢ relevante? Os matematicos e probabilistas o denominam processo de Ornstein-
Uhlenbeck,'' mas os fisicos o chamam de movimento Browniano! De fato, se X (t) — v(t)

for a velocidade aleatéria de uma particula, A — —~ for uma constante negativa associada
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a dissipacdo da energia da particula pelo meio fluido onde ela se encontra e 02 — I' calibrar
as flutuagoes na velocidade da particula induzidas pelo meio, a equacao diferencial
estocastica formal que surge quando a relacao diferencial Eq. (2.27) é manipulada para
parecer uma equacao diferencial mesmo que ndo faca sentido a nocio de derivada de uma

varidvel aleatéria é a equacao de Langevin'?

dv

i ¢(t), (2.31)

convenientemente interpretada como a aceleracao resulta de dissipacao e um impulso
estocdstico ((t), mesmo que tal impulso , que, a menos de uma constante, pareceria

corresponder a expressao dW/dt, ndao faga nenhum sentido matematico.

Por mais que sejam interessantes, esses casos vistos até agora (primeiro a(X,t) —
f(t) e b(X,t) — g(t), depois Ornstein-Uhlenbeck, a(X,t) — AX () e b(X,t) — o) ainda
sao simples demais para ilustrar o calculo de Ito e sua efetiva aplicagdo na modelagem
de pregos. Embora uma mudanca de varidvel X — Y = f(X,t) s tenha sido explicitada
no caso Ornstein-Uhlenbeck, quando isso era indispensavel na busca de uma solucao, em
todos os casos anteriores havia alguma mudanca de variavel que levava a uma relagao do
tipo dY = g(t)dW, como a Eq. (2.29). Isso é insuficiente para casos mais complexos, ja no

ambito deste trabalho.

Em geral, se vale a Eq. (2.24), repetida aqui por conveniéncia,
dX = a(X,t)dt + b(X, 1) dW,

e um novo processo de difusao Y depende de X mediante uma certa forma funcional f,
Y = f(X,t), é a férmula de Itd

af . of 2 O°f 0f
dY = <8t s bW) dt -+ b5 dW (2.32)

demonstrada no apéndice D com o auxilio de (dW)? = dt, que expressa corretamente dY .

Somente agora estao disponiveis todos os conceitos para que o modelo basico para
que a evolugao temporal do prego de um ativo estocastico, Eq. (2.9), reproduzido aqui por

conveniéncia,

d(log S) = vdt + odW,

seja realmente compreendida. Nesse modelo, o logaritmo do preco do ativo sofre incrementos
estocasticos Gaussianos enquanto segue um viés deterministico, representativo da taxa de
juros v que caracterizaria um ambiente econémico estavel (pelo menos em um horizonte

temporal de duracdo bem mais longa do que a escala temporal da mudanga de precos).

Os fisicos chamam de ruido branco esse processo estocéastico {£(t)} caracterizado por
(€(t)y =0e (£()E(t)) = o(t—1t"), por sua transformada de Fourier exibir todas as frequéncias
(cores) com as mesmas amplitudes.
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E tentador lembrar do célculo usual, onde d(log ) = dx/z, e imaginar que

dSS = vdt + 0dW = dS = vSdt + oSdW,

gerando um processo de ruido multiplicativo para S. Assim, S é regido por um ruido
multiplicativo, mas nao este acima. As expressoes logo acima estao incorretas, razao pela
qual nao foram sequer numeradas. Por qué? Note que log.S é uma variavel aleatoria,
concebida como uma funcao do ativo estocastico de prego S. Dessa forma, dada uma

dindmica estocéastica como o movimento Browniano geométrico
dS = pSdt + o SdW (2.33)

para S, a diferencial de log S precisa ser descrita pela férmula de 1t6, e, em claro conflito

com a intuicdo pré-estocastica,
ds
d(log S) # < (2.34)
e o resultado nao € d(logS) = pdt + odW. De fato, pela regra de Itd,

st Lot (<L) v st aw =
d(logS)—uSS+205’ o dt+aSSdW—

0.2
= (u - 2) dt + o dW. (2.35)

Portanto, embora exista uma constante

0.2

v=p— (2.36)

tal que a Eq. (2.33) leva ao modelo fundamental da Eq. (2.9),
d(log S) = vdt + odW,

definitivamente v ndo é a constante p na Eq. (2.33). A volatilidade ¢ no movimento
Browniano geométrico original, que calibra sua variancia, contribui para um viés na média

do logaritmo do preco do ativo.

Como o modelo lognormal acima admite a integragao

log S(t) —log S(0) = vt + cW (1), (2.37)

log S(t) ~ N(log S(0) + vt, ot (2.38)

e, de acordo com os resultados do apéndice B, S(t) é lognormal de média

2t

(S(1)) = exp {[log S(0) + vt] + “;t} = S(0) exp (m + "2> (2.39)
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e desvio padrao

2

var[S(t)] = S(0) exp (Vt + U2t> Vet — 1. (2.40)

Fica claro que o estudo de dindmicas estocasticas definidas como func¢oes de outras
dinamicas ja estabelecidas requerem muito cuidado. Essa constatacao tem enorme relevancia
pratica, haja vista que um derivativo financeiro é exatamente um instrumento financeiro
cujo valor é atrelado a um outro ativo mais simples/fundamental. Esta dissertacao tem
como objetivo exatamente investigar derivativos financeiros, cuja teoria elementar esta

descrita no proximo capitulo.
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3 DERIVATIVOS FINANCEIROS E A EQUACAO DE BLACK-SCHOLES

O objetivo deste capitulo ¢ apresentar e deduzir a equacdo de Black-Scholes,?

of f 2 232f
ot T 275 gge

que rege a evolugao temporal do preco Y = f(5,t) de um ativo derivado de um outro

=rf, (3.1)

mais fundamental, de preco S dado por um movimento Browniano geométrico,
dS = pSdt + oSdW, (3.2)

dado que os ativos derivado e original sao negociados em um ambiente econémico estavel

que oferece uma taxa de juros r para a evolugao livre de risco de um capital B(t),
dB = r Bdt. (3.3)

Note que a equacgao de Black-Scholes depende de r e da volatilidade o, mas nao do

parametro p na Eq. (3.2).

Como seré discutido neste capitulo, ela indica o pre¢o que minimiza os riscos das
transagoes com o derivativo f(S,t) e revolucionou o mercado de opgoes, que sdo 0s Unicos
tipos de derivativos que serao discutidos neste trabalho. Ela foi concebida e popularizada
por Fischer Black e Myron Scholes,? mas, como Black ja havia falecido em 1997, foi apenas
Robert Merton quem recebeu o Prémio Nobel em Economia com Scholes naquele ano.
Merton foi o primeiro a publicar um artigo técnico expondo em detalhes os fundamentos

matematicos da equagao.

A demonstracao desse importante resultado serd apresentada apds uma breve
apresentacao dos diversos conceitos relevantes para uma adequada compreensao das

hipdteses sob as quais espera-se que a equacao de Black-Scholes seja valida.

3.1 Mercado eficiente

O problema da precificacao foi mencionado no capitulo 2, mas nada foi dito sobre
alguma razao pela qual pregos atingem valores de equilibrio, pelo menos durante certos
horizontes temporais. Mesmo que detalhes das trocas de capital e sua posse pelos agentes

sejam intrataveis, ha principios gerais que lancam luz sobre essa questao.

Os pregos de ativos rapidamente alcangam valores de equilibrio devido a acao de
agentes racionais que sempre evitariam prejuizos ébvios e/ou nunca perderiam oportuni-
dades de obter o lucro livre de risco que tornar-se-ia possivel na presencga de desequilibrios.
Se, em certo instante, houvesse dois precos distintos para um mesmo ativo, compradores

racionais interessados no ativo sempre optariam pelo menor prego. Também fariam o
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mesmo compradores de ocasiao, que tivessem interesse apenas em pagar pouco pelo ativo
para depois revendé-lo pelo maior prego, apropriando-se da diferenca. Nesse cenario, vale
a lei da oferta e demanda: o agente que vende barato o ativo observa muita procura
e naturalmente eleva o preco do seu produto para aumentar sua margem de lucro; em
contraste, a baixa procura pelos ativos caros pressiona um vendedor a abaixar seu preco,
para aumentar suas vendas. Dessa forma, precos altos tendem a cair, enquanto os baixos

tendem a elevarem-se, resultando em um preco de quasi-equilibrio.

O modelo microdindmico extremamente idealizado que viabiliza a construcao de
modelos matematicos trataveis em financas é a hipotese do mercado eficiente, pela qual

os agentes do mercado apresentariam percepcao de oportunidades e agoes instantaneas.

Mercados sempre incluem agentes econdmicos diferenciados, como governos e
bancos, que influenciam fortemente o ambiente econémico. Tais agentes podem ofertar
instrumentos financeiros elaborados, como titulos do Tesouro Nacional e diversos tipos de
derivativos. Mas oferecem também uma taxa basica de juros essencialmente livre de risco,
como forma de atrair capital. Em um mercado eficiente, as taxas de juros cobradas por

empréstimos funcionariam como ativos, e deveriam convergir para um valor comum.

No sentido mais elementar possivel, o risco de um investimento pode ser entendido
como a variabilidade do seu retorno. Dadas alternativas de investimento de mesmo risco,
agentes racionais sempre escolhem aquelas com os maiores retornos médios. Porém, o
cenario ¢ bem mais nebuloso na comparacao entre investimentos de riscos distintos: alguns
agentes podem, ainda racionalmente, estarem dispostos a correr maior risco desde que

eventuais retornos positivos sejam maiores do que seriam em outras alternativas.

Mesmo assim, em um cenario de racionalidade, espera-se que um agente racional
nao concentre todos os seus investimentos em poucas opgoes. Uma estratégia basica para
minimizar risco consiste na chamada diversificacdo de risco, que nada mais do que a
distribui¢ao do capital investido em uma carteira de investimentos (ou portfélio).
Surpreendentemente, o conceito de portfélio é util também na andlise tedrica de um tnico
derivativo, e nao apenas no cenario mais geral, que transcende o escopo desta dissertacao,

de um agente distribuindo seus investimentos entre diversos ativos financeiros.
3.2 Opcoes

Uma opgao de compra europeia é um contrato firmado entre um autor/proponente
e um comprador/contratante, estabelecendo certos direitos e obrigagoes. O contratante
paga * um valor C'(S(0),0) pelo direito de adquirir do autor um dado montante do ativo
fundamental de preco S(0) pelo prego de exercicio ' K (para cada unidade do ativo

bésico) depois de um intervalo de tempo 7" apés a contratagao, na data de expiragao ou

* A letra C é devida a expressao em inglés call option.

T Em inglés, strike price.
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de maturidade. O comprador pode optar por nio exercer seu direito de compra ¥ , mas

o autor é obrigado a efetuar a venda pelo preco de exercicio, se assim quiser o contratante.

O contratante faz esse investimento porque acredita que, na maturidade, sera
verdade que S > K (aqui, trata-se de S(7T’)). Se isso realmente ocorrer, ele estaria
adquirindo pelo prego baixo K um ativo que ele pode imediatamente revender no mercado
por S, lucrando $ a diferenca, S — K. Porém, se S < K na maturidade, o comprador nio
exercitara seu direito e amargara o prejuizo da compra da opcao: por que agora ele pagaria
caro, K, por um ativo disponivel no mercado por um prego menor, S? Por outro lado, o

autor tem interesses diametralmente opostos, ele deseja que S(7) < K.

Mas um fato crucial ainda nao discutido é que o contrato de opgao tem valor e pode
ser novamente negociado a qualquer momento! Admite-se que sempre ha um comprador
disponivel (mercado eficiente). Em qualquer instante ¢ entre [0, 7, a opcao vale C(S(t),1),
e é esse prego que pode fazer o papel de f na equagio de Black-Scholes (3.1). A medida
que S(t) flutua estocasticamente no tempo, o mesmo ocorre com C(S(t),t). Haja vista a

discussao do paragrafo acima,
C(S(T),T) =max(S(T) — K,0). (3.4)

Além disso, quanto mais baixo for o valor atual do ativo basico, menor valor tera um
contrato baseado na fé que ele atingird o preco de exercicio K na maturidade, de modo

que
C(0,t) = 0. (3.5)

As duas condigoes de contorno acima sao essenciais a dinamica da opgao e devem ser
associadas a equacao de Black-Scholes na busca de uma solugao para o preco dindmico de

uma opc¢ao de compra europeia.

Este preco tende a acompanhar o prego do ativo basico subjacente. De fato, em
qualquer momento t especifico entre a contratagao e a maturidade, a op¢do de compra é
tao mais valiosa em uma eventual nova transa¢ao quanto maior for S(t), pois o interesse do
portador final do contrato é que S(T") seja o maior possivel. Contudo, a correlagdo entre os
precos de um ativo e de um derivativo nele baseado nao precisa ser positiva. Para ilustrar
essa possibilidade, é conveniente, antes da demonstragao da equacgao de Black-Scholes ser

discutida, apresentar pelo menos um outro tipo de derivativo.

Uma opgao de venda europeia, cujo preco serd denotado por P(S(t),t) devido

ao termo em inglés put option, difere de uma de compra no fato que o contratante passa a

' Seo comprador decidir ndo exercer sua opgao, o mais comum € que ele precise pagar uma
pequena taxa para o autor, conhecida como preco da opcgao.

5 Para ser preciso, é preciso lembrar do investimento inicial, C'(S(0),0). S6 havera lucro de
verdade se S(T') — K > C(S5(0),0).
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ter o direito de vender ao autor o pacote do ativo basico definido na contratagao. Como
no caso anterior, sdo definidos um preco de exercicio K e um prazo de expiracao 17'. O
autor é obrigado a efetuar a compra na maturidade, se o contratante quiser exercer sua
op¢ao. Nesta nova situagdo, o contratante aposta/deseja que o preco do ativo bésico caia,
para poder vender caro um produto barato na data de expiracao. Ao contrario do que

ocorria com uma op¢ao de compra, o prego P(S(t),t) de uma opcao de venda cai quando
S(t) sobe.

Uma possivel agao dos agentes investidores que é absolutamente essencial tanto para
a pratica das transacoes com derivativos quanto para sua descricao teodrica é a eventual
compra de uma quantidade negativa de ativos. Um ambiente econémico que oferece uma
taxa de juros r livre de risco possibilita que um agente contraia um empréstimo para
investir nos ativos de risco, enquanto acredita que seu lucro futuro excedera, com folgas,

aquela divida que viabilizou seu investimento.

3.3 Demonstracao de Black-Scholes

Agentes racionais negociam, continua e simultaneamente, tanto um derivativo
quanto seu ativo subjacente! As negociagoes envolvendo qualquer um desses instrumentos
financeiros afetam os pregos do outro. Mas as flutuacoes estocasticas dos pregos estao
correlacionadas. E esperado que, pelo menos aproximadamente, o mercado se auto-organize,
com os agentes, racional e espontaneamente, negociando o ativo e o derivativo em propor-
¢Oes Otimas, maximizando o retorno esperado e minimizando riscos. O grande mérito de
Black e Scholes foi elaborar um modelo que descreve essa situacao, com base na hipotese

do mercado eficiente.

Dessa forma, a ideia basica de Black e Scholes é considerar o hedging, a formulagao
de um portfélio de ativos de risco correlacionados (como evidentemente o sao um ativo
e seu derivativo, mesmo que a correlagdo nao tenha um tnico sinal definido) que seja
(localmente no tempo) livre de risco. A eficiéncia do mercado faz com que o rendimento
desse portfolio 6timo, livre de risco pelos efeitos estocasticos serem cancelados pelo
balanceamento apropriado do portfélio, equivalha a taxa basica de juros do ambiente

econdmico.

A demonstragao esta fundamentada em 4 elementos,

1. o uso da férmula de It0,

2. a construcao racional de um portfélio elementar com um derivativo e um pacote

(—A) de ativos bésicos,

3. a escolha de A por hedging para eliminar o risco e
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4. a equivaléncia racional entre a taxa de juros béasica e a taxa de retorno do portfolio

otimo.
Cada um desses elementos corresponde a expressoes quantitativas.

1. Para o movimento Browniano geométrico, Eq. (3.2),
dS = pSdt + o SdW,

a férmula de It6 Eq. (2.32), com Y = f(X,t) mas X — S, a(X,t) = uS, b(X,t) —
oS, f(X,t) — f(S,t) e dY — df, adquire a forma

2 Q2 2
W:<%ﬁ+saf+asaf> of

oS

2. O valor II(S,t) de um portfélio com um derivativo de preco f(S,t) e —A unidades

do ativo basico de prego unitario S é
II=f+(—-A)S, (3.7)
com diferencial
dll = df + (—A)dS, (3.8)

pois, embora a escolha do A varie no tempo (o balanceamento 6timo dos investimentos
dependera dos pregos instantdneos do ativo e do seu derivativo), seu valor é constante

entre passos temporais.

3. Se df for eliminado na conjuncgao das Egs. (3.6) e (3.8), e a Eq. (3.2) for utilizada na
expressao dali resultante, a escolha de hedging
of

~ a5

faz com dW desapareca e com que o incremento diferencial do portfélio 6timo, livre

A* (3.9)

de risco, seja

. (Of 025 0%f
ﬂ1—<&+—2 agz ) dt (3.10)

4. Finalmente, pela eficiéncia do mercado, dII* deve ser equivalente ao incremento
diferencial dII também livre de risco que caracteriza o ambiente econémico, obtido
se B — Il na Eq. (3.3),

dll = r Il dt. (3.11)
A igualdade
dIl = dIT* (3.12)

juntamente com a Eq. (3.7) para eliminar II, resulta na equagao de Black-Scholes.
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4 VOLATILIDADE ESTOCASTICA

Neste capitulo, sao discutidos temas mais voltados a pratica efetiva das transagoes
com opgoes. Mesmo nos cenarios mais simples, é muito dificil obter solugoes da equacao de
Black-Scholes. O préprio modelo ¢é inapropriado para descrever varias situagoes empiricas

relevantes.

Em particular, a volatilidade de um ativo nunca é constante em horizontes temporais
tipicos, e trata-la como um processo estocastico € um passo natural como uma tentativa
de aperfeicoamento dos métodos de precificacdo. Nessa direcao, apresento o Modelo de

Heston para a volatilidade estocédstica, um dos mais utilizados para este problema.

4.1 Limitacdes de Black-Scholes

As opgoes europeias de compra ou venda descritas no capitulo anterior estao entre
os mais simples tipos de derivativos. Elas constituem praticamente os tinicos casos que
admitem solugoes analiticas, que, mesmo assim, ainda nao sao expressas pura e diretamente

em termos de fungoes elementares.

Com uma mudanca apropriada de variaveis, a equacao de Black-Scholes pode ser
transformado em uma equacao de calor simples, cuja solu¢ao depende das condig¢oes de

contorno do problema. A solugao para a opgao de compra, sujeita as Eqgs. (3.4) e (3.5), é

Call:
C(S,t) = Ke "IN (dy) + SN (dy), (4.1)
enquanto o preco da opc¢ao de venda é
Put:
P(S,t) = Ke " TN (—=dy) — SN (—d,), (4.2)
com as condicoes de contorno
P(S,T) = max(0, K — ) (4.3)
e
P(oo,t) = 0. (4.4)

Nos resultados acima, N (z) a distribuigao cumulativa normal

N (z 22

)= ¢127r/;6
(4.5)
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e os parametros d; e dy sao

Esse resultado nos diz que o preco da opc¢ao, por este modelo, deve ser a diferenca
entre o preco atual da acao S e o prego de exercicio K, mas também inclui um peso para
ambos os pregos. O peso N (dy) é a probabilidade de que o prego da a¢do, no vencimento,
seja superior ao prego de exercicio, enquanto N'(d;) é a probabilidade condicional de que,
se dy for satisfeito, também ird considerar o quao distante do preco de exercicio o preco
da acgao esta. Esse é um termo importante, pois se a oferta do lancador para o exercicio
for muito menor do que o valor esperado no vencimento 7', ele deveria pelo menos estar
oferecendo um preco para o contrato de opcao mais alto para compensar.

r(T—1) multiplicado pelo preco de exercicio

Observe que também temos um termo e
K, considerando o fato de que o dinheiro gasto pelo comprador pagando o preco da opcao
antecipadamente ao langador poderia ser usado de forma livre de risco investimento, com

retorno de r. Essa consideracao é um dos principais a