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RESUMO

MORAZOTTI, N. A. C. Redes neurais no uso de Teoria de Controle para a
sintese de transformac6es unitarias em processamento quantico em contexto
ruidoso. 2023. 116p. Tese (Doutorado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2023.

Esta tese de doutorado investiga a sintese de transformacoes unitarias em meio a presenca
de ruido de decoeréncia, por meio de uma integragao de métodos geométricos e técnicas
de aprendizado de maquina. O principal enfoque reside no uso de Teoria de Controle
Quéntico para obtengao de geodésicas do grupo SU(4) em que o ponto final é um elemento
de SU(2) ® I. Para desenvolver os pulsos ideais de controle, é langada mao de técnicas
de aprendizado de maquina para aprimorar tanto a qualidade quanto a quantidade de
dados. Tais pulsos permitem obter transformacoes unitarias genéricas de um tnico qubit,
ao mesmo tempo que atenua os efeitos prejudiciais do ruido de decoeréncia. Esse estudo
possui relevancia no ambito da computacao quantica, em que o ruido de decoeréncia pode
prejudicar substancialmente a eficacia dos algoritmos quanticos, e destaca o potencial do
aprendizado de maquina na otimizacao de dados para superar esse desafio. Além disso, a
técnica demonstra promissoras aplicagoes em outros modelos de ruido, dindmicas inerentes

do sistema e diversos tipos de erros.

Palavras-chave: Computagao quéntica. Teoria de controle. Sistemas quanticos abertos.

Aprendizado de maquina. Evolugoes unitarias.






ABSTRACT

MORAZOTTI, N. A. C. The use of neural networks on Quantum Control
Theory for unitary quantum processing synthesis in a noisy setting. 2023. 116p.
Tese (Doutorado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sdo Carlos, Universidade de Sao
Paulo, Sao Carlos, 2023.

This PhD thesis investigates the synthesis of unitary transformations in the presence of
decoherence noise through an integration of geometric methods and machine learning
techniques. The main focus lies in the use of Quantum Control Theory to obtain geodesics
of the SU(4) group, where the endpoint is an element of SU(2) ® I. To develop the optimal
control pulses, machine learning techniques are employed to enhance both the quality and
quantity of data. These pulses enable the attainment of generic unitary transformations of a
single qubit while mitigating the detrimental effects of decoherence noise. This study holds
significance in the field of quantum computing, where decoherence noise can substantially
impair the effectiveness of quantum algorithms, highlighting the potential of machine
learning in data optimization to overcome this challenge. Additionally, the technique shows
promising applications in other noise models, inherent system dynamics, and various types

of errors.

Keywords: Quantum computing. Control theory. Open quantum systems. Machine

learning. Unitary evolution.
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1 INTRODUCAO

Nos tltimos anos, a computagao quantica emergiu como um campo de estudo e
pesquisa de extrema importancia, prometendo abrir portas para possibilidades inexploradas
e revolucionar diversos dominios. Desde a sugestao inicial de Feynman(1) em 1982 de
simular sistemas quanticos complexos usando computadores quanticos até as promissoras
aplicagoes, como a transformada de Fourier quantica e o algoritmo de busca de Grover,
destacadas por Nielsen e Chuang(2), a computagdo quantica tem cativado a imaginacao

de cientistas e pesquisadores.

A busca pela supremacia quantica, testemunhada através de avancos significativos
como demonstrado pelas Refs. (3-5), tem desencadeado a compreensao de que desafios
criptograficos tradicionais tém sido impactados, como a quebra do algoritmo RSA (6,
7) e a seguranga da prépria blockchain. (8-10) Apesar desses notdveis progressos, é
crucial reconhecer que a computacgao quantica ainda estd em seus estagios iniciais de
desenvolvimento, visto que, por exemplo, o maior nimero fatorado em fatores primos em

um computador quéntico, pelo algoritmo de Shor, foi 21. (11,12)

Neste cenério, emerge o Noisy Intermediate-Scale Quantum regime (NISQ), onde a
computacao quantica opera atualmente, aproveitando as capacidades dos computadores
quanticos existentes, ao invés de aguardar a chegada de sistemas altamente robustos e com
milhdes de qubits. (13,14) Neste contexto, a énfase na resiliéncia as falhas e otimizagao
computacional no regime NISQ é essencial para evitar a propagacao de erros durante a
execucao dos algoritmos, especialmente dada a dificuldade de implementar algoritmos de

correcao de erro.

Uma abordagem para otimizar algoritmos quanticos é a utilizacdo da complexi-
dade quantica, uma ferramenta fundamental que descreve a quantidade necessaria de
recursos para sintetizar unitarias desejadas. Duas defini¢des principais de complexidade

quéantica foram discutidas ao longo da histéria da drea: (15)

1. Complexidade de portas

Admite-se como complexidade o niimero de portas légicas necessarias, dentro de um
certo conjunto universal de portas, para a sintese de uma determinada computagao
unitaria (com alguma margem de erro pequena €) no menor circuito possivel. Essa
definicao é natural ja que expande a ideia de classes de complexidade da computacao

usual.

Nessa defini¢do, Brown, Susskind e Zhao(16) argumentam que a complexidade, com

esta definicdo, nao deve crescer indefinidamente, visto que se um circuito for muito
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grande, tipicamente deve existir um circuito mais curto que implementa uma unitaria

(quase) idéntica. Ele estima que a complexidade méxima, Cp,x, deve ser o volume de

SU(2K):

Copaxe ~ 45

Contudo, é necessario notar que essa definicao apresenta algumas ambiguidades:

o A escolha de portas é particularmente arbitraria, ja que existe mais de um
conjunto universal de portas de um e dois qubits que sintetizam qualquer
unitaria.

o A complexidade é descontinua. Dois elementos do espago de Hilbert podem estar
proximos se observarmos seu produto interno, mas exponencialmente distantes
ao se observar a complexidade de portas (ou vice-versa), como exemplificado

na Figura 1.

2. Geometria de complexidade

Essa abordagem, desenvolvida por Nielsen et al. (17-20), proporciona uma visao
suave e continua das transformacoes quanticas. Define-se uma métrica para o grupo
das transformacoes SU(2"), de maneira que algumas dire¢oes sao mais dificeis de
caminhar que outras, e o comprimento da geodésica é a complexidade da sintese de

cada unitaria desejada.

Nesta defini¢ao, os autores buscam encontrar um limite inferior para a complexi-
dade de portas por meio de conceitos geométricos, que transformam o processo de
otimizagdo na minimizagdo do comprimento de uma curva. Contudo, nao é clara a

maneira que ambas as defini¢dbes de complexidade se relacionam.

Neste contexto, este projeto de doutorado se concentra na exploragao da sintese
otimizada de unitarias quanticas usando técnicas de geometria de complexidade. Através
de métodos inspirados em geometria, propostos por Nielsen(17), combinados com Teoria
de Controle Quéntico (21-23) e aprendizado de maquina (24-26), esta pesquisa visa
desenvolver pulsos de controle eficientes, minimizando erros e complexidade. Em particular,
propomos controles que, sob a existéncia de ruido, sdo capazes de apresentar uma evolucao

que simula uma transformagao unitaria no final de sua aplicacao.

Apesar da qualidade do ferramental, obter as geodésicas que correspondem ao
pulso de controle 6timo ainda demanda tempo apreciavel. (23) Como forma de combater
essa dificuldade, entra a utilizacao de redes neurais, que sdo capazes de receber algumas
geodésicas e expandir a quantidade e a qualidade dos dados com reducao significativa

no tempo necessario. Combinando-a com métodos usuais de minimizacao, a rede neural
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far in inner-product

near in complexity

Figura 1 — Aqui vemos um exemplo em que dois estados de um espaco de Hilbert estao,
seguindo a métrica do produto interno, maximamente distantes, enquanto
a transformacdo de um para o outro é apenas um bit-flip, apresentando a
diferenca das duas geometrias.
Fonte: BROWN.; SUSSKIND. (15)

é capaz de se retroalimentar com novos dados, de forma que, apds ter acesso a uma

quantidade expressiva de geodésicas, ela é capaz de gerar controles 6timos sob demanda.

O presente trabalho esta estruturado da seguinte forma: a se¢ao 1.1 apresenta
uma breve introdugao ao modelo atual de computacao quantica, chamado de “modelo
de portas”. Apresentamos no Capitulo 2 a abordagem proposta por Nielsen et al.(19),
explicitando a ideia de se obter algoritmos 6timos buscando geodésicas no grupo SU(2").
Buscamos solucionar um problema conhecido como Closest Vector Problem (CVP), uma

vez que, segundo a Ref. (17), é relacionado a encontrar a geodésica no grupo de interesse.

Ja no Capitulo 3, mostramos uma maneira mais eficiente de se obter as geodési-
cas, que envolve utilizar teoria de controle para encontrar geodésicas no referido grupo.
Desviamos da ideia de aumentar o peso de atuar em 3 ou mais qubits para simplesmente
cancelar evolugoes em algumas diregoes, restringindo o problema em uma geometria

subRiemanniana. (27,28)

Com a teoria em maos, sao apresentados, no Capitulo 4, os resultados do uso
da rede neural no problema de controle. Sao exibidos gargalos em seu desenvolvimento,
caracteristicas importantes e previsoes para algumas portas relevantes de um qubit. E
feita a discussao, na secao 4.1, de como a dificuldade da rede cresce em funcao do ruido,
bem como expectativas futuras para o uso da técnica. Todos os aspectos sao revisados no
Capitulo 5.

Para manter a leitura mais fluida, adicionamos alguns conceitos necessarios para
controlabilidade no Apéndice A, e também a maior parte das contas auxiliares no Apén-
dice B.
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1.1 Fundamentos de computacao quantica

Em contraste com a computacao classica, performada pela utilizagado de bits em
estados binarios, em que cada bit é capaz de se apresentar no estado |0) ou no estado 1),
a computagao quantica utiliza o fato de que qualquer superposicao desses dois estados ¢é
possivel, bem como a existéncia de emaranhamento de muitos qubits, para propor versoes

de algoritmos mais velozes que suas contrapartes classicas.

O modelo fundamental utilizado para descrever a computagdo quantica é o modelo
de circuitos. (2) Este modelo nos permite abstrair a implementagao fisica do computador,
de maneira semelhante a computagao classica. Na implementacao fisica, precisamos definir
os qubits que serdo utilizados, como fons armadilhados (29-31), 4tomos de Rydberg(32,33)
e supercondutores (34,35), entre outros. Também é necessario especificar as operagoes que
serao realizadas, como pulsos 6pticos, alteragoes nos campos elétrico e magnético, entre

outras.

O modelo de circuitos é comparavel a um computador universal, similar a uma
maquina de Turing. Nele, ndo importa como interagimos com os qubits ou quais sao
suas propriedades fisicas; isso é uma preocupacao da engenharia do computador quantico
especifico. Nesse modelo, estamos preocupados apenas em definir as instrugoes que devem
ser executadas em uma implementacao especifica, sem nos aprofundarmos em detalhes

fisicos.

Nesse modelo, utilizamos portas que agem instantaneamente nos qubits. Na verdade,
uma porta é uma transformagao unitaria U(t) que, evoluida até ¢ = 7, transforma o estado
1) em U(7) [¢). O foco estd na maneira como os estados dos qubits se transformam ao
longo da computacao. Também é possivel realizar medidas em nossos sistemas. Como
a computacao quantica é modelada em sistemas fechados, as medidas sao expressas
por POVMs (Positive Operator-Valued Measures) nos qubits relevantes. Na Figura 2,
apresentamos um diagrama que realiza o teletransporte de um estado quantico |¢) de
Alice até Bob.

Como mencionado no Capitulo 1, existem conjuntos de portas universais que
podem ser utilizados para construir qualquer computacao desejada, com uma precisao €
arbitraria. Um exemplo ¢ o conjunto {CNOT, H, £}, que contém as portas necessarias
para sintetizar qualquer transformacao unitaria desejada.” (2) Além disso, temos as portas
oraculo, que sao caixas-pretas que sintetizam transformacoes unitarias especificas em

nosso sistema.

O objetivo deste trabalho ¢é realizar a sintese 6tima de portas e portas oraculo:

Poderiamos nos preocupar com o crescimento do ntimero de portas necessarias para aumentar
a precisao da unitaria, que aparenta ser exponencial. Felizmente, o teorema de Solovay-Kitaev
nos diz esse ndo é o caso. Para mais informagdes, ver apéndice 3 da Ref. (2)
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Figura 2 — Exemplo de computacao quéntica: circuito de teletransporte quantico. Alice
tem um qubit no estado |1), e compartilha com Bob um par emaranhado no
estado ;i) /v/2 - que é gerado por CNOT(H ® I) |00). Medindo correta-
mente, e transmitindo sua informagao - por um canal classico - a Bob, ele
é capaz de realizar a operacao necesséaria e obter o estado |¢), efetivamente
teletransportando o estado.

Fonte: Elaborada pelo autor.

buscamos maneiras de implementar essas operacoes de maneira eficiente, levando em
consideracao os efeitos prejudiciais do ruido. Em vez de concentrarmo-nos apenas em
protocolos de correcao de erros, buscamos sintetizar transformacgoes que, apesar dos
efeitos do ruido, se apresentem como unitarias quando evoluidas até um certo instante de
tempo t = 7. Isso garante que, ao experimentador, uma porta que implementa uma certa

transformacao aparentara ser uma unitaria, e portanto reversivel.
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2 FUNCAO CUSTO E SINTESE EFICIENTE

Em 2005, Nielsen et al. (17-19), descreveram como aplicar técnicas de geometria e
solucao de geodésicas para se buscar sinteses 6timas de unitarias de interesse. O conceito
de 6timo se tornara evidente ao longo do texto. A motivagao segue da possibilidade de

multiplos controles serem capazes de sintetizar a mesma unitaria, como descrito a seguir.

Comegamos escolhendo uma unitaria de interesse, U, que sera sintetizada no tempo

fixo t = 7.* Essa unitaria sera sintetizada a partir da equacao de Schrodinger,

d

i—U(t) = HOU(Q), (2.1)

com as condigoes U(0) =T e U(7) = U,." Aqui, e em todo trabalho, escolheremos h = 1 por
simplicidade. Precisamos escolher qual H(t) utilizar para evoluir U(7) = U, de maneira
“6tima”, uma vez que a unitaria pode ser sintetizada por mais de um Hamiltoniano.
Considere, por exemplo, duas unitarias U;(t) e Us(t) de forma que, em t = 7 = 7/w,
Uy(1) = Us(7):

Ui (t) = exp(—iwto,) (2.2)

Us(t) = exp {—iwt {sin (2wt) o, + sin (g) cos (2wt) O'Z:| } . (2.3)
Ambas as unitarias, para t = 7, resultam em
Uy(1) = exp(—ino,).
Contudo, o primeiro Hamiltoniano é calculado, pela equagao de Schrodinger, como
Hi(t) = wo,,
enquanto o segundo Hamiltoniano é mais complicado. Para simplificar, considere

t
U (t) = sin(2wt)Z + sin (C;) cos(2wt)Z, (2.4)

H& também o argumento de encontrar maneiras de minimizar o tempo de sintese de unitérias,
como apresentado nas Refs. (23,36)

T Em nossa notacao, estamos definindo a unitaria com apenas um tinico pardmetro. Usualmente,
descrevemos uma unitaria U(t1,tp) de forma que

[1h(t1)) = U(t1, o) [¥(to)) -

Definimos U(t) = U(t,0).
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de forma que Us(t) = exp(—iwt ts(t) - 7). A evolugao de uj(t) estd presente na Figura 3.

Assim,

_; l_w@@ & — it (1) 3| Da()UL(1)

=w ll + td] Us(t) - 7, (2.5)
dt

cuja dependéncia temporal é apresentada na Figura 4. Veja que a dependéncia linear em

t na forma de H,(t) faz a energia necessaria para o controle crescer de maneira linear,

enquanto para Hi(t), ela é constante. Isso é um indicio que, para sintetizar exp(—ino,),

H,(t) é mais eficiente que Hs(t). Veja também que, como apresentado na Figura 5, o

caminho realizado na esfera de Bloch é diferente, bem como seu comprimento.

Esse é um caso simples, mas que apresenta a dificuldade de escolhermos o Hamil-
toniano que sintetizard nossa evolucao de maneira 6tima. Torna-se, portanto, necessario

criar alguma regra para definir o que chamaremos de Hamiltoniano 6timo.

-

u>(t)

1.00 A
0.75 A
0.50 A
0.25 A
0.00 A
—0.25 A
—0.50 A

—0.75 A
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Figura 3 — Evolucao das trés componentes da unitaria da Equacao 2.4, mostrando que a

=,

unitéria parte da identidade (ou seja, u2(0) = 0) e alcanga u3(7) = (0,0, 1).
Fonte: Elaborada pelo autor.

Para otimizar a computacao, Nielsen et al.(19) optam, para o caso de computagao
de mais de dois qubits, uma fungao custo F(H(t)) que inclui uma penalidade em termos
de trés ou mais corpos. Essa penalidade é realizada para manter a computacao de forma

2-local*, que foi mostrado ser importante para reducdo temporal do controle. (36,37)

! Um circuito é dito k-local caso atue, simultaneamente, no maximo em k-qubits.
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Figura 4 — Evolucao das trés componentes do Hamiltoniano apresentado na Equagao 2.5.
Veja que o Hamiltoniano parte de Hy(0) = 0, de forma que a unitaria parta da
identidade, mas alcanca valores, em geral, maiores que H;(t).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Essa reducao é importante para reduzir efeitos de decoeréncia e relaxamento de sistemas.

Separamos o Hamiltoniano total como
H(t) = Y ho(t)o + 3 ha(), (2.6)

onde a soma em o ¢é realizada em operadores de um e dois corpos, e a soma em o é
realizada sobre trés ou mais corpos. Esses operadores sao generalizacoes para as matrizes
de Pauli em grupos SU(2") - conhecidos como Pauli words ou Pauli strings. Uma Pauli

string é escrita como
P(Nl?/'b27 o 7:U’n> = Oy ® Opga - ® Opin—1 ® O lin» (27)

em que o, representa uma dentre as matrizes {0,1,2,3} = {I,0,,0,,0.} e k indexa o

qubit de atuacao. Por exemplo,
P(0,0,1,3,0,0) =I®I®0, @0, 11 (2.8)
representa uma sequéncia de o e
P(0,0,1,2,1,2) =I®I®o, ® 0, ® 0, ® 0y (2.9)

representa uma sequéncia de o.
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— [1=6.283
£ =7.435

10)

Figura 5 — Evolugao da matriz densidade p(0) = |+)(+| pelas unitérias apresentadas nas
Equagoes (2.2) (em linha continua) e (2.3) (em linha tracejada). Perceba que,
apesar da forma mais complicada da evolucao devido a segunda unitaria, ambas
alcancam o mesmo estdo quantico no tempo final. Na legenda, encontra-se o
comprimento de ambas as curvas na esfera de Bloch.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com isso, Nielsen et al.(19) definem o custo de se implementar H(t), ao longo do

tempo, como

F(H(t) = ¢2 ho(t)? + a2 3 ho(t)”. (2.10)

O fator ¢, escolhido grande, nos termos de trés ou mais corpos indica que, ao minimizarmos
o custo F(H(t)), os pardmetros hz serao suprimidos. O custo F'(H (t)) funciona como uma
“velocidade instantanea”, de maneira que o custo total da implementacao ao longo da

curva definida pelo Hamiltoniano - a “distancia” - é escrito como
d([U]) = / dtF(H(1)). (2.11)
0

Dentre todas as possiveis curvas, a curva de menor comprimento d([U]) é nomeada
geodésica, e seu comprimento é chamado complexidade. (15,19) Com isso, Nielsen
et al.(19) mostram, com trés lemas, que para qualquer familia de unitarias U, existe um
circuito com um nimero de portas polinomial em d([U]) que aproxima U com erro tao

préoximo quanto necessario.
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Nielsen(17) d4 um limite inferior para o comprimento da geodésica de Paulif,
pelo menos para o caso das unitarias diagonais na base computacional. Escolhemos,
primeiramente, um H hermitiano de forma que U = exp(—iH ). Definimos J o conjunto
de matrizes {J,} de trago nulo diagonais na base computacional. Para qualquer .J,, a curva

exp|—i(H — J.)t] passa também por U.

Segundo o autor, essa liberdade na escolha de J, exaure a escolha de todas as
geodésicas que passam por U. Isso se torna evidente ao observarmos duas geodésicas de Pauli
exp(—iHt) e exp(—iH't) com exp(—iH) = U = exp(—iH’"). Isso leva a exp|—i(H — H')] =
I - j& que os Hamiltonianos sao diagonais na base computacional - e claramente J = H — H'
tem traco nulo -, é diagonal na base computacional, e tem componentes de miltiplos de
27, J tem entao uma forma de reticulado: uma combinacgao linear de dois elementos
de J, com coeficientes inteiros, produz um elemento de J. Uma maneira de escrever os

elementos de J &7

J. € T, J. = 2r(|2)z] — [0)0]), = > 0. (2.13)

Por fim, podemos encontrar, entdo, o elemento J € J que minimiza o comprimento
da curva exp [—i(H — J)] fazendo

min F(H—-J). (2.14)

Pela estrutura reticulada de J, esse problema se torna o conhecido Closest Vector Problem
(CVP), apresentado na se¢ao 2.1. Buscamos, entao, maneiras de resolvé-lo eficientemente

e adapta-lo a pesquisa de nosso interesse.

2.1 Closest Vector Problem

Considere uma base de vetores linearmente independentes para R™. Organizamos
essa base nas colunas de uma matriz G € M, «,(R). Com isso, todos os pontos do reticulado
R podem ser escritos como r = 2@, com z € Z". Veja que o reticulado é um subgrupo
aditivo e discreto de R™. Na Figura 6, apresentamos um reticulado Z?, bem como um
ponto x fora do reticulado; para encontrar o ponto mais préximo da rede, basta arredondar

as componentes de x para o inteiro mais proximo.

5 Nielsen(17) chama de geodésica de Pauli uma classe de curvas em SU(27) que sdo geodésicas
para trés métricas de Finsler apresentadas por ele, embora seus comprimentos variem de
acordo com a métrica utilizada. Seu nome vem de uma classe de isometrias do grupo de Pauli.

¥ Aqui, escrevemos o vetor |z) indexado por um inteiro escrito na base bindria: por exemplo,
para o caso de 3 qubits, o estado

16) = [110) (2.12)

com |0) = [000).
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Figura 6 — Para uma rede R = Z?, a maneira mais simples de se encontrar o ponto mais
préximo da rede para algum ponto x (em branco) é arredondar as componentes
de x para o inteiro mais proximo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como primeira tentativa na solugao do CVP, estudamos a possibilidade de imple-
mentar uma técnica de k-means, escolhendo como os centros do processo nao a técnica
iterativa, mas os proprios nés do reticulado. A técnica de k-means é um aprendizado
supervisionado que classifica um conjunto de N pontos em k < N clusters segundo algum
tipo de distancia - usualmente, a euclideana. Alimentada com esses pontos, ela realiza um
processo de classificacdo iterativo até que as classificagbes nao se alterem entre um passo e

outro.

O reticulado que utilizamos para resolver o CVP por meio do k-means foi um
bastante simples: os nés estao dispersos em R := {(ry,r,) € Z*|(ry,7,) € [—10,10] x
[—10,10]}. Os pontos classificados sao A := {(l,,1,) € R?|(l,,1,) € [-10,10] x [—10,10]}.
Nesse caso, por conta da estrutura ortonormal da rede, se torna trivial descobrir se a
maquina estd classificando-os corretamente: basta comparar o resultado da maquina com
o inteiro mais préoximo de cada componente do ponto de A analisado. A Figura 6 é o

reticulado R com o né mais préoximo da rede encontrado.

Em nosso caso, os clusters ja tém centros bem definido, o que simplificou o processo
de classificagao de nossos pontos, mas o resultado nao foi tao efetivo, como apresentado
na Figura 7. Utilizando o R? scorel, obtivemos apenas ~ 63% dos dados classificados

corretamente, com R? = —1.24.

IO R? score é um método de pontuacéo de resultados para um modelo de machine learning,
de forma que, quanto mais préximo de 1.0, melhor é a estimativa da rede. Ele é calculado
como

2 _ _Zi(yi—fi)Q
=1 Zj(yj_g)Z’

em que y; as respostas corretas para os dados de entrada - em nosso caso, os pontos fora do
reticulado, i é a média dos dados, e f; a previsio obtida pelo modelo. Veja que R? € (—oo, 1],
e quanto mais préximo de 1, melhor estd a previsdo da maquina. Para o caso de classificacao,
em que os valores y; e f; sdo exatos, R? = 1 implica na classificacdo correta.
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Figura 7 — Histograma do R? score para classificacdo com o uso da ferramenta de k-means.
Com apenas ~ 63% dos dados classificados corretamente - ou seja, associados ao
verdadeiro ponto mais préximo da rede -, decidimos utilizar outras ferramentas
para a classificacao.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O uso do k-means foi infrutifero por alguns motivos:

e Sua precisao na classificacao é relativamente baixa - com 63% de taxa de acerto - e
nao apresenta método algum para utilizar seu resultado errado na busca da solucao

correta;

o Nao ¢ eficiente ao expandirmos para pontos mais distantes do centro do reticulado,
uma vez que precisamos alimenta-lo com os todos centros do reticulado. Assim, ele é

incapaz de generalizar para pontos nao apresentados;

Com isso em mente, encontramos uma maneira mais promissora de resolver o CVP,
utilizando a técnica apresentada por Mohammadkarimi et al.(38), que envolve realizar um
spherical decoding no ponto de interesse. O método consiste em escolher um ponto x, que
nao vive no reticulado R, e propor raios {r;}, ordenados crescentemente, para hiperesferas

centradas em z.

Veja que existe um intervalo 7 em que qualquer hiperesfera com raio » € 7 contém
um, e apenas um, ponto z € R. Se encontrarmos pelo menos um comprimento dentro

desse intervalo, o CVP é resolvido. Esse processo é representado na Figura 8.

A grande dificuldade de realizar isso da maneira convencional é que nao é claro

quais sao os passos dos raios que devemos dar. Como também mostrado na Figura 8, pode
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Figura 8 — Ilustracao da técnica do spherical decoding. Escolhemos um ponto fora do
reticulado, e criamos uma hiperesfera centrada nele, de forma a aumentar seu
raio de maneira paulatina. Assim que existir um tnico ponto do reticulado
dentro da hiperesfera, esse ponto é o de menor distancia da rede, resolvendo o

CVP.
Fonte: Elaborada pelo autor.

ocorrer de que uma esfera nao contenha ponto algum da rede, enquanto a proxima esfera
contenha muitos pontos, o que recai novamente em um problema de busca. A Ref. (38)
propde o uso de redes neurais que gerem essa lista de raios de uma maneira inteligente,

apresentando sua eficacia.

Para treinar a rede neural, construida como apresentado na Ref. (38), escolhemos
alguns reticulados R e diversos pontos X ¢ R. Entao, calculamos todas as distancias
entre cada um dos pontos x € X e os nés do reticulado. Associamos entdao as ¢ primeiras
distancias ao ponto. A rede treinada recebe como entrada tanto a base G do reticulado
R quanto o ponto fora do reticulado x e prevé os raios r; de ¢ hiperesferas, que em tese

cobrem apenas os ¢ pontos mais proximos de x.

A analise de resultados seguiu o passo a passo descrito na Figura 9. Com a rede
treinada, alimentamo-la com o ponto fora do reticulado bem como a base deste. A rede
nos responde uma sequéncia de ¢ = 10 raios distintos, e seguimos do menor para o maior.
Se a esfera com o menor raio contém algum ponto, ou o CVP foi resolvido, ou existe mais
de um ponto dentro dessa esfera, no que podemos calcular as distancias na forca bruta™*.
Caso nao haja ponto algum, descartamos o raio do conjunto e seguimos para o préximo

menor.

Preparamos alguns testes para resolver o CVP utilizando tal técnica. Veja que,
pela estrutura da solucao, nao precisamos utilizar uma rede ortonormal para iniciar os

teses. O primeiro reticulado tem base

1

1
_ 2
Gi= |, gl (2.15)

** Hassibi e Vikalo(39) apresentam uma maneira mais inteligente de, apds realizado um

spherical decoding imperfeito, obter qual dos pontos dentro da hiperesfera é de fato o ponto
mais préximo, utilizando um sistema de arvores. Esta técnica nao foi utilizada em nossa
analise.
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Entrada #, G

\
Saida {ry,...,r,}

\

Escolho o menor raio

\
Spherical Decoding

\

sim (— Esfera contém algum ponto? ﬂ nao

Distancias com esses pontos ﬁ Descarto esse raio do conjunto

Solucao do CVP

Figura 9 — Organograma descrevendo a técnica baseada no spherical decoding para soluci-
onar o CVP. A rede neural treinada nos da, usando como entrada a base do
reticulado e o ponto fora deste, uma sequéncia de ¢ raios. Hiperesferas com
esses raios (em ordem crescente) sao candidatas a resolver o CVP via spherical
decoding. Caso a menor hiperesfera que contenha algum ponto contenha mais
de um, o problema passa a ser uma busca da menor distancia, mas comparando
poucos pontos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

ou seja, um dos vetores da base é o & candnico e o outro, cos(mw/3)% + sin(m/3)7. Nesse
caso, obtivemos o histograma apresentado na Figura 10. Mostramos que, em 55.5% dos
casos, nao ¢ necessaria nenhuma analise posterior, pois a saida da rede neural ja soluciona

o CVP. Em outros 39.3%, precisamos comparar apenas dois pontos.

Depois, adicionamos mais um vetor a base GGy, tendo o novo reticulado

Gy = (2.16)

o O =
O l\.’)‘é,l\’)\»ﬂ
e e

ou seja, adicionamos o vetor & + ¢ + 2 como uma das bases do reticulado em comparacao
ao reticulado anterior. Assim como no caso anterior, a Figura 11 nos mostra que associar
a rede para realizar o spherical decoding com uma simples busca nos da resultados de
maneira extremamente eficiente, com aproximadamente 70% dos casos solucionados na
primeira hiperesfera sugerida. Sua acuracia para esse reticulado é melhor que no caso
bidimensional pois um dos vetores da base desta nao tem norma 1, tornando planos mais

distantes entre si e aumentando o intervalo de raios que contém apenas um tnico né.

Com o problema do vetor mais préximo da rede solucionado, imaginavamos como
utiliza-lo em nosso caso. Nossa primeira ideia seria introduzir um Hamiltoniano utilizando
as matrizes J, da Equacao 2.13, para um caso de dois qubits, como se fossem a base do

reticulado. Para utilizarmos o CVP na solugao do algoritmo étimo, que segundo a Ref. (17)
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10°

104

Frequéncia

103

1 2 3
Pontos encontrados

Figura 10 — Histograma da quantidade de pontos de um reticulado bidimensional encon-
trados dentro da menor hiperesfera que contém pontos. Vemos que em quase
95% dos casos, no maximo precisamos de uma comparacao entre dois pontos.
A porcentagem indica a propor¢ao de dados presentes no respectivo bin.
Fonte: Elaborada pelo autor.

10°

104

103

Frequéncia

102

Pontos encontrados

Figura 11 — Histograma da quantidade de pontos de um reticulado tridimensional encon-
trados dentro da menor hiperesfera que contém pontos. Vemos que em 95%
dos casos, no maximo precisamos de uma comparacao entre dois pontos. A
porcentagem indica a propor¢ao de dados presentes no respectivo bin.
Fonte: Elaborada pelo autor.
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vale para unitarias diagonais na base computacional, precisamos escrever o Hamiltoniano:

H(t) =hi(t)o, @1+ ho(t) I @ 0, + h3(t)o, @ 0, (2.17)

1 1 1
= %hl(t)(—Jl +Jo— J3) + %hQ(t)(Jl —Jy— J3) + %h?,(t)(—Jl — Jo+ J3).
(2.18)

Infelizmente, essa técnica apresentou diversas dificuldades de implementagao:

o Para utilizar o CVP, precisamos considerar a unitaria diagonalizada na base com-
putacional, o que pode se tornar traicoeiro quando consideramos Hamiltonianos

ruidosos.

« As matrizes {J.} nao formam um reticulado isotrépico. Dois passos na mesma
direcao J, nao surtem efeitos na unitaria sintetizada - ja que aparece apenas mais
um multiplo de 27 no argumento da exponencial, dificultando o tratamento com o
CVP tradicional;

Atacamos o problema do CVP, que segundo Nielsen(17) seria suficiente na obtencao
do controle 6timo, pelo menos na auséncia de ruido ambiental. Solucioné-lo, contudo,
apresentou grande dificuldade. Inicialmente, a técnica empregada nao tinha boas taxas
de acerto, como apresentado na Figura 7; tampouco era capaz de dar um direcionamento

para a solucao a partir da resposta incorreta.

Com a técnica empregada por Mohammadkarimi et al.(38), a solugdo do CVP foi
mais acurada, e quando fosse insuficiente para encontrar o ponto mais préximo da rede, a
resposta obtida ainda transformava o problema em uma busca simples entre, usualmente,
dois ou trés pontos. Isto é explicitado nas Figuras 10 e 11. O CVP, contudo, apresentou
ainda suas dificuldades, uma vez que ele apenas é capaz de solucionar unitarias diagonais

na base computacional. (17)

Vistas essas dificuldades, tentamos a abordagem do problema segundo as Refs.
(24,25,28), como apresentado na se¢ao 3.2, fazendo uso da Teoria de Controle. Discorremos
de maneira breve no Apéndice A, inspirados por Sachkov(21), sobre a existéncia do controle
otimo para sistemas invariantes a direita, que ¢é a classe de problemas que a equacao de

Schrédinger se encaixa.
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3 TEORIA DE CONTROLE

Veja que o grupo SU(2") é um grupo de Lie, e por sé-lo, podemos utilizar ferramentas
geométricas para tratar o problema em questao. Para isso, é necessaria a familiaridade

com alguns conceitos de geometria diferencial: (40-42)

o Variedades diferenciaveis;
o Curvas suaves;

o Campos vetoriais.

Alguns dos conceitos mais importantes sobre a controlabilidade de sistemas sao resumidos

no Apéndice A.

Nosso problema pode ser formulado da seguinte forma: desejamos sintetizar, par-
tindo da identidade, uma certa unitaria que, no tempo final, é escrita como U, a qual
conhecemos, mas nao temos certeza de qual Hamiltoniano de controle usar. Além disso,
o sistema contém em parte um Hamiltoniano que nao temos controle - damos a ele o
nome de Hamiltoniano de drift Hy(t).* Assim, o Hamiltoniano que sintetiza a unitaria do

problema ¢é dado por
H(t) = Hy(t) + H.(t), (3.1)

tal que Hamiltoniano que controlamos (por exemplo, campos que podem ser ligados ou
desligados a vontade) é dado no termo H.(t). A equagao de Schrodinger, entao, é escrita

U(t) = —iH(t)U(t) (3.2)

e nosso objetivo é encontrar qual H.(t) que encontra a unitaria que desejamos apds evoluir
o sistema até um tempo ¢t = 7. Perceba que U(t) € SU(2") e, entao, H(t) € su(2").

3.1 A decomposicdao de Cartan e os termos de controle

Como descrito na Equacgao 3.1, nosso Hamiltoniano é composto de dois termos:

um que rege a dindmica incontrolavel, o drift, o ruido. Outro, que alteramos de maneira

*  Neste trabalho, ha uma modelagem especifica para o Hamiltoniano de drift. Contudo, pode-se

abrir méo de conhecer a dindmica ruidosa especifica considerando, por exemplo, que o ruido
ao qual o qubit de controle se encontra submetido é advindo de um processo randémico com
distribuigao gaussiana. Com tal hipétese, pode-se encontrar um controle que, apesar de nao
reduzir completamente os efeitos deletérios, é teoricamente capaz de reduzi-los, aumentando
a fidelidade da transformacao.
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controlada, dentro de uma certa subalgebra A - que é uma distribuicdo’. Vamos abrandar
um pouco as condigdes sobre o Hamiltoniano de controle H,(t), de forma que ele contenha
todos os termos da algebra, mas que o custo de implementagao desses termos seja tao
grande de forma que o controle 6timo os suprime. Considere entdo que todos os operadores
relevantes para o sistema - sejam eles do controle ou nao - formam o conjunto B. A
distribuicao A, por meio dos colchetes de Lie, é capaz de gerar toda a subdlgebra de

controle. Nomeamos A = B\ A.

Sera necessario considerar que a algebra B é decomposta nas subdalgebras A, A

como uma decomposicao de Cartan.(20,37,42-44)

Defini¢ao. (Decomposicao de Cartan de £) Seja £ uma dlgebra de Lie real decomposta

como £ =m@t, m =+t de forma que sejam satisfeitas as sequintes relagoes de comutacio:

g Ce (3.3)
[m, ¢ =m (3.4)
[m,m] C & (3.5)

Essa decomposicao € conhecida como decomposicao de Cartan de £.

Nessa definigdo, o simbolo @ representa a uniao de dois conjuntos ortogonais: dizer

que £ =m® £ nos diz que mN € =0 e que (m, &) = 0.

Por exemplo, se escolhermos a algebra

B={o,@lo,®lo.,®lo,®0,,0,80,,0,R0,} (3.6)
A={o,®lo,®1 0,1} (3.7)
A:B\A: {0, ®0,,0,R0,,0,R0,}, (3.8)
observamos que
[AA] C A
[A7A] =A
[A,A] C A,

de forma que (a,b) = 0 para a € A,b € A. Essa ortogonalidade serd necesséria posterior-

mente. Note que o Hamiltoniano de ruido faz parte, como sera apresentado posteriormente,

f Uma distribuicdo é uma subélgebra da dlgebra de Lie que é capaz de gerar todos os elementos
da algebra por seus colchetes de Lie. Por exemplo, para n qubits, podemos gerar a algebra

toda com ) )
_ Lok Yk
A—span{ﬁal-, \/27001- aj},

em que {i,j} representam os indices das matrizes de Pauli e {k,[} as posigoes do produto de
Kronecker que contém tais matrizes. (24)




43

da subélgebra A. Como [A, A] C A, a férmula garante que os termos de controle serao

afetados por ele ao longo da evolugao da unitaria.

Podemos escrever

Hy(t)= Y ar)or+ > Bi(t)os. (3.9)
keZ(A) keZ(A)

em que Z(A) representa os indices de A. A ideia é levar, de alguma forma, os termos

{Br(t) }rez(a) para 0, de forma a nos manter inteiramente dentro da distribuicao, e obter

H.(t) ao invés de H,(t). Os coeficientes {ay(t), Br(t)} sdo chamados de coordenadas

de Pauli, uma vez que acompanham as matrizes de Pauli generalizadas para escrever o

Hamiltoniano. (17)

Para isso, vamos considerar os seguintes projetores’:

=Y oTr[cA] (3.10)
cEA
Q(A) =Y oTr[gA] (3.11)
GEA
P(A)+ Q(A) = A (3.12)

Veja que sao projetores notando que, devido a decomposicao de Cartan,
PQ(A) = 0 = QP(4),
e também que
P2=P, Q*=Q.

Podemos definir, com isso, um produto interno dependente de um fator de penalidade ¢,

similarmente feito nas Refs. (18,23):

(A, B), = Tr[AP(B)] + q Tt[AQ(B)). (3.13)
Vemos que, ao aumentar ¢, aumentamos o valor desse produto interno. Portanto. podemos
utilizar esse novo produto como uma medida de distancia que penaliza as direcoes em A.

Com nossa definicado de B, ao tomar ¢ — oo, nos concentramos em uma geometria
subRiemanniana. (24, 25,27, 28) Note que nao sao todas as dire¢oes de su(4) que
estao acessiveis diretamente, visto que as componentes do ruido nao estao diretamente
presentes na algebra de controle. Elas aparecerao apenas na expansao da férmula de
Baker-Campbell-Hausdorft:

exp(A) exp(Bt) = exp (A + Bt + — 5 [A B] + (’)(t2)> (3.14)

ja que a éalgebra B ¢ escrita pela decomposicao de Cartan.

t Aqui, e ao longo de toda a secdo, utilizaremos a normalizacio Tr[I] = 1 - ou seja, dividimos o
traco pela dimensao do operador tracado.
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3.2 Obtencdo das geodésicas

Com a &lgebra e o produto interno (-, -) . definidos, podemos lancar mao do calculo
de variagoes, similarmente ao realizado nas equagoes de Euler-Lagrange, e minimizar um

determinado funcional que descrevera o comprimento das geodésicas.

Para encontrar a geodésica, podemos computar o comprimento da curva sobre o
grupo SU(2") da forma (22)

L= /0 “anJ( @), Ut) (3.15)

e minimizar esse comprimento. A primeira alteracao que fazemos é notar que, ao minimi-
zarmos a energia da curva, minimizamos o comprimento dessa. (27) Assim, o funcional

que desejamos minimizar é

7= ;/0 AT (1), U (1), (3.16)
Pela equacao de Schrodinger,
(U),U1t)) = GHOU®),iH()U(t)) (3.17)
= — (i) Tr[UN()H) H (U ()] (3.18)
= (H(t), H(t)). (3.19)

Ou seja, o funcional de energia é, utilizando a métrica encontrada na (3.13), da forma

7= ; [ an ), ), (3.20)

com o Hamiltoniano dado por H(t) = H,(t) + Ha(t). Percebemos que os termos fora
do controle adicionam custos que somos incapazes de alterar - e portanto podemos

desconsidera-los. Assim, vamos utilizar o custo®

7= [ antt @), Hy0), (3.21)

A principio, precisariamos nos preocupar com termos da forma

<Hd(t)a Hq(t»q;

§  Usualmente, adiciona-se um termo de fidelidade na funcéo custo que inclui a unitaria que
se deseja obter. Por exemplo, se desejamos maximizar a fidelidade entre a unitaria evoluida
U(7) e uma unitaria alvo U,, podemos construir

2 t 2
K=—-a2Tr {UTU(T)} +J,
com «a sendo uma constante dimensional, e mantendo as variagdes 6U(7) ndo nulas durante

a minimizagao de tal funcional. Contudo, utilizamos métodos numéricos posteriores para a
otimizagdo da fidelidade.
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contudo, perceba que ao tomar ¢ — 00, a parte do produto interno em A, na Equacao 3.21,
vai a zero, e o produto interno em A é naturalmente nulo por serem ortogonais. Assim,

esse custo passa a ser desprezivel.

Para garantir a equacao de Schrodinger, podemos adicionar o termo extra unido a
um multiplicador de Lagrange dependente do tempo, chamado coestado. Suprimindo a

escrita das dependéncias temporais explicitas, temos

J- /()Tdt{;(anHq>q + TY[A (ig B HU)H

= /O dt {;(Hq, Hy)g+ Tr lA (ﬁg ~H,U - HdUﬂ } (3.22)

Ao minimizar esse funcional, encontramos as equacoes que dirigem a geodésica. Supondo
independéncia entre H, U e A, o calculo de variagoes nos da

T 1 [
0T =0= / dt{25<Hq,Hq)q +Tr [6A (z'(js - HU)]
0

+Tr :A (zai{tj — (6H)U — HéU)] } (3.23)

1 1 [
= 0= 5<5Hq, Hy), + §<Hq, 0Hg)q + Tr [0A (Zil(t] — HU)]

dt
Como (-, ), é¢ um produto interno, segue que (H,, dH,), = (0H,, H,),. Além disso, como

nao temos controle sobre Hy, 0H; =0 — 0H = 0H,. Assim,

+Tr {A [iddU — (§H)U — H(SU] } L (3.24)

0= (6H, Hy), + Tr [5/\ (i‘ij —HU — HdUﬂ
+Tr {A lz'dgg — (H)U — HydU — quU] } . (3.25)

Como supusemos que as variagoes sao independentes, podemos igualar cada com-
ponente que multiplica as variagdbes como zero. A primeira variagdo que observamos, oA,
implica diretamente na equacao de Schrodinger. Com isso, podemos alterar

AU

— = HU 3.26
i (3.26)
para
dU
—U' = H. 2
iy U (3.27)
Alteramos diretamente nas equagoes, obtendo
AU,
0= (0H,, Hy),+ Tr [0A ZEU —H,—H,

do d
Y | R
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Para obter 6UT, levemos em consideracdo que

UU =1
SUTU+UWU =0
sUT = —UTsUUT.

Assim,

0= (H,, H),+ Tr [5/\ <z’dUW —H, - Hdﬂ

dt
doU dU
Ai—U" —i—UT T 6H 2
—i—Tr[ (7, P U zdtU(SUU ) qﬂ (3.29)
= (6H,, H,), + Tr [5A (i(gt]UT — H,— Hdﬂ
do d
+4Tr (AdtUUT> —iTr (AdltjUTdUUT> —Tr (ASH,). (3.30)
O quarto termo da Equacao 3.30 pode ser rearranjado da seguinte forma:
d
iTr (AdUUTaUUT> = iTr (5UUTAUUT> : (3.31)
dt dt
de forma que
AU,
0= (0H,, Hy),+ Tr |0A ZEU —H,—Hy|| —Tr(AdH,)
do d
im (ALY — i (soota e (3.32)
dt dt
AUy
= (0H,, Hy)q + Tr [0A lEU —H,—H; || —Tr(AéH,)
doU dU
1 T 4 T T
—|—2Tr< 7 U A) 1 Tr <5UU Adt U) (3.33)
= (0H,, Hy), + Tr [0A ZEU —H,—Hy|| —Tr(AdH,)
d d dU
< Al — 4 QA - ALY o
i T [(6U)UTA] =i Tr [5U o (U A)] i Tr <5UU AU ) S (334)

Ao integrarmos o termo % Tr {(5U U TA}, pelo teorema fundamental do calculo, temos
Tr [6U (r)U'(r)A(r)] = Tr [sU(0)UT(0)A(0)] . (3.35)

Como as variagoes nos pontos fixos sao nulas, ambos os termos da subtragao sao nulos, e

entao nao precisamos nos preocupar com eles para o calculo das variacoes. Resta-nos

dU

0= (0H,, Hy)y + Tr [5A (z’dt

U'—H, — H)] — Tr (ASH,)

d U
— (17t _ TA 77T
i Tr [w - (U A)] iTr <6UU AU ) . (3.36)
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Como as variagoes sao independentes, temos trés equacoes: uma para dA, uma para 0H, e

uma para 0U:

(6H,, Hy)y — Tr(ASH,) = 0 (3.37)
d
Tr [5/\ (ingT —H, — Hqﬂ =0 (3.38)
d dU
; (it A7t b —
zTr{dU[dt(UA)JrUAdtUH—O. (3.39)
Se utilizarmos
U'U =1
dut AU
—U+U'— =0
a - @
dut .
= _ _qt T
" Utuut, (3.40)

podemos modificar a Equacao 3.39 para a seguinte forma:

: dut A T AT

z’Tr{éU [—UTUUTA+ UTA + UTAUUT]} =0
—0

iTr {sUU" [[A, UU'] + A]} (3.41)
Se unirmos a Equagao 3.41 com a Equacao 3.38, que nos diz que
Hy+H,=H=iUU",
temos
Tr {sUUT [[A, H] +iA]} =0
e, portanto,
C}ﬁ — i A (3.42)

Ou seja, nosso coestado evolui seguindo a equacao de Liouville-von Neumann, que tem

como solucao’
A(t) = U)AO)UT(t), (3.43)
a0 usarmos H = iUUT. Por fim, analisamos a Equacao 3.37:

(6H,, H,), — Tr[AGH,) = 0.

¥ Ver secio B.1.
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Ao utilizar a Equacao 3.9, podemos expressar

Z (50ék0'k—|— Z 56k0k

keZ(A) keZ(A)

Pela construcao da decomposicao de Cartan, os termos de H, e dH, que nao

estiverem na mesma subdlgebra sao todos ortogonais:

(0Hg, Hy)q = Tr[0H,P(H, )HqTr[(?H Q(H,)]

= > daTr|ox Y. oawowtqor Y, Buwow
keZ(A) | KeZ(A) K eZ(A)

+ Z 56kTI‘ Ok Z QO + qoy, Z Bk’o-k’

keZ(A) L KeZ(h) K eZ(A)
= > oy { > oaw Trlokow]+q D, Be TT[UkUk']}
keZ(A) kKeZ(A) K'€Z(A)
+ Z 5Bk { Z (697 Tr[akak/] —|—q Z 5k’ Tr[crkak/]}
keZ(A) K'eZ(A) K eZ(A)
Z Z doap Ok + q Z Z O B1. B O
keZ(A) k' eZ(A) keZ(A) k' eZ(A)

uma vez que termos como Tr[ozop] = 0 se k € Z(A), k' € Z(A) ou vice-versa. Com isso,

concluimos que

(0Hy, Hy)g = > awbo+q Y BBk (3.44)

keZ(A) keZ(A)

Se escrevermos

> Mokt D XuOk,

keZ(A) keZ(A)

por inspecao, temos que
Me = Qp, Xk = qDk-
Assim, as componentes de A nos mostram que

A= (P +qQ) H, = G,(H,). (3.45)
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Se definirmos, portanto,
F, =P+ ;Q (3.46)
FalGq(A)] = Fy [P(A) + qQ(A)]

- (P+20) P ra0))

= (732 +qPQ + 611973 + Q2> (A)

=(P+Q)(4)
— A,
podemos inverter a Equagao 3.45:
Hy = Fo(N), (3.47)
percebendo que
}EEO Fqo="P (3.48)

que faz H, recair sobre a dlgebra de controle, como esperado. Aplicando a Equacao 3.43

na Equacao 3.47, obtemos
Hy(t) = F, [UBAO)U(#)] . (3.49)
Incluimos esta equacao novamente na Equacao 3.2 para, enfim, obter

.d

iUt = {Ha(t) + F, [UBAOUT®)]} U®). (3.50)
No Apéndice A, vemos uma estratégia numérica de solucdo desta equacao diferencial,
empregada no restante do trabalho, em que particionamos o intervalo em N passos de

duracao At, e escrevemos a unitaria no k-ésimo passo temporal como

Uk ~ exp [—iAt(Hd + Hc)k—l] Uk—l-

Com isso, precisamos agora modelar o Hamiltoniano de drift, e protocolar uma
maneira de encontrar a relagao inversa entre A(0) dado U(7). Para o Hamiltoniano de
drift, vamos utilizar a purificacdo descrita na secao 3.3, de forma que o sistema expandido
possa ser evoluido segundo uma transformacao unitaria. Para o mapa U(7) — A(0), como

descreveremos no Capitulo 4, utilizamos um ferramental de redes neurais.

3.3 Purificacao

Para incorporar um componente de drift ao sistema, adotamos a abordagem tradi-

cional de modelagem de um ambiente de osciladores harmonicos, embora essa abordagem
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acarrete custos computacionais substanciais durante simula¢oes. A fim de mitigar esses
custos, optamos por uma estratégia alternativa: introduzir um qubit ancilla, representando
as influéncias ruidosas sobre o sistema total. O objetivo é que, quando tracarmos o qubit
ancilla do sistema, a evolucao purificada seja a mesma que a evolucao do qubit interagindo

com o banho de osciladores.

Adotamos uma alteracdo do modelo do sistema dissipativo de dois estados da Ref.

(46), dado pelo seguinte Hamiltoniano:

Huor(t) = Ho(t) + > wablby + 02 > (gabs + g3}) (3.51)
A A

cujo Hamiltoniano de controle H.(t) é escrito como
H.(t)=d(t) 0. (3.52)

Aqui, ¢ sdo as matrizes de Pauli usuais para um qubit; &(t) sdo fungoes de controle dos
campos externos nas trés componentes; by e bf\ sdo respectivamente os operadores de
aniquilagao e criagao do modo A do campo bosbénico do ambiente, e g, é a constante de

acoplamento entre o qubit do sistema e o modo A do banho.

Vamos transformar o sistema para uma representacao de interacao escolhendo a
unitaria Ug(t) = exp (—z' >oa wAbLbAt). Ao calcularmos o Hamiltoniano na nova represen-

tacao,
H(t) = UL(t)Hio () Up(t), (3.53)

vemos que U;(t) comuta com os termos nao-interagentes do sistema. O Hamiltoniano

total, nesta representacao, ¢ escrito como
H(t) = H.(t) + 0.B(t), (3.54)

com B(t) dado pela Equacio B.27.l Podemos realizar outra mudanca de representacdo,

agora utilizando

Us(t) = T—_exp [—i / t dt'Hc(t')} , (3.55)

em que 7. é o operador de ordenamento temporal ja citado anteriormente. Essa unitéria

respeita a equagao de Schrodinger
iUs(t) = Ho(t)Us(2). (3.56)
Veja que essa unitaria define o Hamiltoniano
H;(t) = t) [H(t) + 0. B(t)] Us(t)
t)o-Us(t)B(t)
= S(t)B(1). (3.57)

I Ver secdo B.3.
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Esse Hamiltoniano, caso nao utilizemos o controle (que implica em S(t) = o), causara

um ruido de decoeréncia no sistema: ele evoluira a matriz densidade da seguinte forma:

_ _,000(0) po1(0)
o150 = of0) mm}

| p(0)  u(t)par (0)
50 = 0p00) pn(0) ]

Apresentamos a forma explicita da unitaria U;(t), definida por H(t) - quando desligamos

o controle - na subse¢ao B.6.1.

Com esse Hamiltoniano™, podemos descrever a evolucao da matriz densidade

reduzida para o qubit de interesse por meio da equacdo de Redfield’: (49)

d

Pst) = - /Ot dt' Trp {[H(t), [Hi(t'), prs(t) @ psll} - (3.58)

A matriz densidade que descreve os graus de liberdade do banho é um estado

térmico
pp = Z lexp (—BZw)\bT\bA>
A
Z ="Tr [exp <—BZWAbeA>] )
A

Aqui, 8 = 1/kgT, em que kg é a constante de Boltzmann e T, a temperatura do banho;

Z é a funcao particao.

Com isso, buscamos realizar um mapa entre dois sistemas: o primeiro sistema
é um qubit, embebido no reservatério térmico, como descrito pela Equacao 3.51. Ele é
apresentado na Figura 12. O segundo é uma purificacao, com dois qubits, garantido pela

dilatagao de Stinespring. (51) Este sistema, por sua vez, encontra-se na Figura 13.

Seja p1(t) a matriz densidade reduzida do qubit no primeiro sistema - que obedece a

Equagao 3.58, e ps(t) a matriz densidade reduzida no segundo sistema, que evolui segundo

pa(t) = Trp [Upw(t)plpur (O)Uz]:ur t)].

Uma possivel purificacao que faga p;(t) = p2(t) foi encontrada no Apéndice B.

k3%

Ver se¢ao B.6.
' Ver secdo B.4. H4 uma maneira alternativa de obter a Equacdo 3.58 a partir da equacdo de
Nakajima-Zwanzig (47-50), que utiliza superoperadores de projegao

Pnz(p) = Trglpl @ ps
Onz(p) = (1 —Pnz)(p).
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Figura 12 — Um qubit embebido no banho térmico, representando o sistema a ser resolvido.
Sua evolucao é regida pelo Hamiltoniano dado pela Equacao 3.57.
Fonte: Elaborada pelo autor.

%

Figura 13 — Dois qubits sujeitos a um certo Hamiltoniano de drift, que nao temos controle,
dado pela Equacao 3.59.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Com essas defini¢oes, podemos mostrar que a matriz densidade descrita pela
Equacao 3.58, ao ser purificada, evolui segundo o Hamiltoniano de drift apresentado na

Equacao 3.59:

Hy(t) = —LJZ ® 0, (3.59)

com a fungdo u(t) dada por

T (k22 4 ipre 1))
pu(t) = - ( > (3.60)
(1 +w2t?) [D(52L 4 1)]

em que 1" é a temperatura do sistema, w,. ¢ uma frequéncia de corte utilizada na aproximagcao
e 1 ¢ um parametro de intensidade do ruido. A demonstragao da Equacao 3.59 se encontra
na se¢ao B.6. O Hamiltoniano total é o Hamiltoniano de drift adicionado ao termo de

controle:

H(t) = H.(t) + Hy(t).
A Figura 14 apresenta a intensidade do Hamiltoniano de drift Hy(t) para diferentes
parametros 1 e wp = kg1

Agora, buscamos de fato implementar uma maneira de escolher como deve ser a

unitéria U(t) evoluida pelo Hamiltoniano total

d

i=U(t) = HOU()

utilizando os conceitos apresentados na secao 3.2, e encontrar meios de controlar esse

sistema. A maneira escolhida para encontrar os controles desse sistema foi o uso de redes
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(a) n =0.01, wer = 0.57 (b) n=0.01, weT =7 (¢c) n=0.01, wer =27
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Figura 14 — H,(t) para diferentes temperaturas wr, intensidades do ruido 7 e frequéncias

de corte do ruido w..
Fonte: Elaborada pelo autor.

neurais. Os parametros utilizados para o ruido, nos resultados apresentados neste trabalho,

foram
n = 0.01,
we = 2,
Two,
T =

kg’
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4 AS REDES NEURAIS NO PROBLEMA DE CONTROLE

Nesta secao encontra-se o desenvolvimento das redes neurais para a solugao do
mapa U (7) — A(0). Inicialmente, ndo fomos tao cuidadosos na geracao de dados, o que
causou uma grande dificuldade no desenvolvimento da rede, o que sera descrito a seguir.

Apos esforcos para sanar esses problemas, nossos resultados se mostraram satisfatérios.

Inspirados por Swaddle et al. (24,28) e Perrier, Tao e Ferrie(25), implementamos
uma rede neural que resolvesse o problema da sintese de unitarias ruidosas. Para treinar a

rede neural, pensamos inicialmente em preparar aleatoriamente diversos vetores A, tal que

A0) =D Ao, (4.1)

oceB

ou seja, uma componente em cada elemento de
B={o,®lo,®l,0,®l0,®0,0,80,,0, 0.} (4.2)

Evoluimos tais coestados A(0) seguindo a Equagao 3.50 utilizando o ruido dado pela
Equacao 3.59. Com isso, utilizando as tradicionais ferramentas numéricas, encontramos

solugdes U(T), que escrevemos

U(T) = exp (—z’ > 7”0(7')0> (4.3)

oceB

e calculamos
ro(17) =i Tr{ln [U(7)] o }. (4.4)

Perceba que nossa primeira tentativa envolveu ja considerar ¢ — oo, de forma que tinhamos

apenas

d

iU = {Hat) + Pa [UBAOUT ()]} U (1), (4.5)

Buscamos entao arquiteturas de redes neurais que fossem capazes de utilizar as
coordenadas de entrada r,(7) e encontrassem A, como resultado. Essas arquiteturas
envolveram tanto as tradicionais (Deep) Neural Networks quanto as redes GRU e LSTM.

(24,25)

Apoés desenvolver diversas arquiteturas de redes neurais, esperancosos pelos resulta-
dos de (24,25,28), o método se apresentou infecundo, de forma que nenhum dos modelos

era capaz de obter bons controles {\,},cp para nenhuma das unitérias.

Isso se torna aparente observando a Figura 15. Nela, apresentamos, nas abscissas,

a componente )\, verdadeira, e nas ordenadas, a componente que a rede previu, ambas
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Componente oy ® / Componente oy ® o,

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Componente o, ® / Componente oy ® 0,

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Componente o, ® / Componente 0, ® 0,

Figura 15 — Apresentagdo da dispersao de resultados previstos (y) x verdadeiros (x) em
comparagao com a curva identidade. Caso a rede estivesse fazendo boas
previsoes, as amostras deveriam se aproximar da curva identidade, o que nao
ocorreu neste caso. Esse comportamento se repetiu com outras arquiteturas
da rede, o que incentivou uma pesquisa mais profunda sobre os dados gerados.
Fonte: Elaborada pelo autor.
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para a mesma entrada r,. Tal dispersao, caso a rede estivesse realizando boas previsoes,

deveria se concentrar nas proximidades da curva identidade, em laranja, o que nao ocorre.

Apés grave investigagdo, percebemos a infecundidade do método pelos seguintes

motivos:

e Ao gerarmos aleatoriamente os parametros {\, },c5, encontramos correlagoes, em
geral, fracas entre os parametros de entrada r, e os de saida \,, como mostrado na
Figura 16. Isso implica que a maquina seria tecnicamente incapaz de obter a relagao

correta.

Correlacao entreA er

A1
A2
A3
Ag
As
Ae
n
r2
r3
ra
I's
r'e

A A2 A3 Ag As Ag N 2 13 ra s Ie

-0.2

Figura 16 — Correlacao entre os parametros de entrada da rede r, e os parametros de
saida \,. Vemos pouca correlacdo entre os parametros do coestado A, e os
parametros da unitaria r,. Isso indica que nossa rede, a principio, seria incapaz
de obter uma relacao clara entre a unitaria de interesse e o Hamiltoniano de
controle.

Fonte: Elaborada pelo autor.

o Em nosso tratamento, o qubit computacional é apenas o primeiro, e o qubit ancilla
¢ uma ferramenta para incluirmos o ruido de maneira que o sistema ampliado se
mantenha puro, como uma dilata¢ado de Stinespring. (51) Por isso, ndo podemos
aceitar qualquer unitaria gerada pelos A(0), mas apenas aquelas que, no final da
evolugao, resultem em U(7) = Ur ® I, de modo que podemos tragar sobre o qubit
ancilla e obter a unitaria de interesse. Unitarias com essa estrutura sao escritas da

forma
U, = exp|—i(ri0, @1 + 130, @ [ + r30, @ I)]. (4.6)

Contudo, deixamos esse fato escapar no inicio do desenvolvimento da técnica, gerando

unitarias aleatorias que nao teriam real uso experimental, além de dificultar a geragao
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de obter dados frutiferos. O ocorrido é exemplificado na Figura 17, em que mostra-se
que os A(0) escolhidos nao sdo capazes de gerar, de maneira uniforme, as unitarias

que temos interesse, o que nos incentiva a buscar um método alternativo de obtencao

de dados.

A0

U(r) alcangados
A(0) gerados U(r) desejados

Figura 17 — A figura ilustra o fato de que a escolha utilizada para o método de geragao
de dados nao exaure as unitarias que temos interesse, dificultando a rede
aprender valores de A(0) que estejam alinhados com o objetivo das previsoes.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Apos os resultados desanimadores utilizando o projetor Pa, utilizamos o método de
g-jumping na geracao de dados, inspirado pelas Refs. (20,23) Ao invés de iniciar a geracao
de dados por A(0), propusemos diversas unitarias da forma U(7) = U, ® I, e utilizamos
métodos usuais de minimizagdo da infidelidade para encontrar o A(0). Escolhendo a

unitaria U,, o método minimiza a infidelidade

1 - F(U(T)7 U’T‘) (47)
em que U(1) é evoluido a partir de A(0) = Y c5 A0, que contém os parametros a ser
minimizados.

Como discutido na sec¢ao 3.2, no limite de ¢ — oo, temos F, — Pa. Partimos da

solugao de A(0) no caso ¢ = 1 sem ruido, que é

d

i&U(t) = U)A0)UT()U(t)

= U(t)A(0),
que é um sistema invariante pela esquerda. (21) A solugao do sistema é dada por
U(t) = exp (—iA(0)¢),

de forma que podemos inverter essa equacao e obter um chute inicial. Perceba que, como
A(0) é constante, podemos utilizar qualquer instante de tempo (exceto, claramente, ¢ = 0)

para encontra-lo. Em particular, fixamos U,. Assim,

A0) = L m[1r,). (4.8)
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Nesse caso, In[U,] se refere ao ramo principal do logaritmo.

Com o método scipy.optimize.minimize, podemos encontrar um /N\(O), para
¢ = 1, em um sistema que contenha o ruido Hy(t). Dai, aumentamos, de maneira paulatina,
o fator ¢, utilizando o /~\(0) encontrado como palpite para a solugao com g aumentado.
Buscamos crescer ¢ de forma que a maquina consiga fazer o salto de ¢ infinito e obtenha
uma solucao fiel & unitaria que desejamos sintetizar. Esse processo todo levou cerca de
dois meses para gerarmos 1895 casos com infidelidade ao redor de 1075, Esse procedimento

é ilustrado na Figura 18.

Ao(0) = ilog[U(T)]/7

\
qg=1

\
A,(0) minimiza infidelidade I F (U, U,(7))

\

sim (— q é grande? wnéo

q— 0 Aumentamos ¢

\

Solucao

Figura 18 — Organograma descrevendo a técnica do g-jumping para a geracao de dados
para treinamento. Com um chute inicial baseado na unitaria a ser sintetizada,
utilizamos um processo de minimizacao numérico, maximizando a fidelidade
F(U,,U,(1)), encontrando o coestado A,(0) e aumentando o pardmetro g em
cada passo. O A,(0) encontrado é utilizado como préximo chute inicial para
encontrar o Az(0). Ao aumentarmos ¢ suficientemente, o salto para infinito se
torna possivel.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com isso, apresentamos os dados gerados na Figura 19. Vemos que a parte mais
expressiva dos dados se concentra na regidao com infidelidade menor que 10™%, de forma
que os dados que geramos sintetizam, mesmo sob o ruido descrito pela Equacgao 3.59,

transformacoes unitarias de alta fidelidade.

Com esses casos, treinamos uma rede neural, utilizando técnicas de dropout e
regularizagdo 12 para evitar overfit (52), que oferecesse melhores aproximagoes iniciais
para A(0), mais préximas da verdadeira que a escolha da Equacao 4.8. Ela serviu como um
processo de data augmentation. Com essa rede neural treinada, novos 2000 casos puderam
ser gerados cerca de 36 vezes mais rapido, acelerando o processo de obtencao de dados.

Com isso em mente, estabelecemos o seguinte protocolo:

1. Com a rede neural treinada nos primeiros 1895 casos - particionando uma fragao

para testes -, utilizamo-la para encontrar 200 novos chutes iniciais para outros 7;
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Figura 19 — Histograma das infidelidades calculadas com os primeiros 1895 dados, antes
do uso da rede para a geracao de novos dados. Vemos que aproximadamente
70% dos dados tém infidelidades menores que 107°. As porcentagens sobre
cada bin sdo a fragdo dos dados totais naquele bin.
Fonte: Elaborada pelo autor.

2. Com esses palpites iniciais, utilizamos scipy.optimize.minimize para buscar os

parametros que minimizam a infidelidade;

3. Os casos com infidelidade < 107 sao adicionados aos casos de treinamento da rede,

que é treinada mais uma vez com a informacao nova;

4. Tentamos corrigir as unitarias de infidelidade alta com esta nova iteracao da rede, e

caso tenhamos sucesso, adicionamo-los ao conjunto de treinamento da rede;

5. Repetimos o processo;

A cada passo, embaralhamos quais sao os casos de teste e quais sdo os de treinamento.
Esperamos, ao longo do processo, que a infidelidade na previsao dos dados de teste caia
para algo préximo de 107°. Devido a rede, esse processo de geracio de dados otimizado

munido de métodos tradicionais de minimizacao nos proporciona dados de infidelidade
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de mesma ordem, apresentados na Figura 20, e num tempo muito menor - em particular,

levamos trés dias.

I 3895 dados

=

o
[
1

Contagem
= =
o o
[ N
1 1
|
J

10° 0.03% 0.03% 0.03%
0.00000 0.00005 0.00010 0.00015 0.00020
Infidelidade
B 3815 dados
103 4
IS
(0]
[®)]
8
5
O 1024

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Infidelidade <107> le-5

Figura 20 — Ap0s o treinamento da rede, sua aproximacao inicial para a solugao da Equa-
¢ao 4.5 no método de minimizagao incluso na biblioteca scipy foi rapidamente
capaz de gerar aproximadamente 2000 novos dados, e apenas 2.1% destes tém
infidelidades maiores que 107°. As porcentagens sobre cada bin sdo a fracdo
dos dados totais naquele bin.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Feita a obtencao de dados, treinamos novamente uma rede neural que utilizasse
todos os dados, separando 30% para o conjunto de testes. Uma vez que a quantidade de
dados nao é muito grande, utilizamos a validagdo por cruzamento. (52) Particionamos o
conjunto de treinamento em quatro partes, e treinamos a mesma arquitetura quatro vezes;
depois, visto que a loss de validagao estava estavel - observando a Figura 21, utilizamos
todos os dados de treinamento para treinar a maquina de fato. Isso esta presente na

Figura 22.
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Figura 21 — Esta figura apresenta as losses do treinamento, para o conjunto de treinamento
(continua) e de validacao (pontilhada), para as quatro parti¢oes dos dados.
Vemos que a loss para os dados de treinamento continuam em decréscimo
estavel, mas a loss de validagao fica aproximadamente constante apds 200
épocas de treinamento.
Fonte: Elaborada pelo autor.

70 " S
—— final training loss = 10.003

final average validation loss = 19.466
60 1

50

40

Loss (MSE)

304

20

104
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Epochs

Figura 22 — Com a rede tendo as losses de validagao estaveis, treinamo-la utilizando todos
os dados de treinamento, encontrando um plateau da validagao préximo a 200
épocas também. Em laranja, encontra-se a média das losses de validacao da
Figura 21.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com este processo, guiados pela infidelidade, obtivemos resultados muito melhores
do que os apresentados na Figura 15. Nas Figuras 23 e 24, verificamos que as previsoes da
rede se aproximam muito mais dos valores esperados para cada componente do coestado.

Perceba que existe um certo desbalango na componente o, ® o,, que acontece pela
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propria existéncia do ruido, uma vez que o Hamiltoniano total inerentemente ja tem essa

componente
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Figura 23 —

Apresentacao da dispersao de resultados previstos (y) x verdadeiros (z),
utilizando os proprios dados de treinamento, em comparagao com a curva
identidade para a rede treinada utilizando a técnica descrita no Capitulo 3.
As cores representam a densidade de pontos.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 24 — Apresentagdo da dispersao de resultados previstos (y) x verdadeiros (),
utilizando os dados de teste, em comparagao com a curva identidade para a
rede treinada utilizando a técnica descrita no Capitulo 3. As cores representam
a densidade de pontos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma das portas que podemos sintetizar ¢ a porta de protecao U, = I. Ela garante

que, mesmo sob o ruido, nosso estado sera preservado com alta fidelidade. Para o ruido
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descrito pela Equagao 3.59, o coestado A(0)y é

A(0); = —4.084428120, ® I
—3.149242120, ® I
—0.000040970, @ 1
—12.553554010, ® o,
+16.281555200, ® o,
—0.108627650, ® -, (4.9)

de forma que, para a unitaria Uy evoluida a partir de A(0); na Equacao 4.5, a infidelidade

é
1 — F[Ui(7),1] =4.9-1078.

Vemos, na Figura 25, alguns exemplos de estados evoluidos por esta porta. Vemos que

a fidelidade, apesar de variar durante a evolugao, sempre retorna a 1 no término do

processamento.
r=1[0.7093, 0.4973, 0.4996] r=[0.1738, 0.2974, 0.9388]
Lof= 1.0
0.8 - 0.8 -
0.6 - 0.6 -
0.4 - 0.4 1
0.2 1 0.2 1
T T T T T T 0.0 1 T T T T T T
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
t/t t/t
r=1[0.1722, 0.5694, 0.8038] r=[0.5970, 0.6290, 0.4980]
1.0 1 I - - T 1.0 A \_,\ T
0.8 - 0.8 -
0.6 - 0.6 -
0.4 0.4 1
0.2 - 0.2 1
0.0 1+ . . . . . 0.0 14 i i i i i
0.0 02 04 06 08 1.0 0.0 02 04 06 08 1.0
t/t t/t

Figura 25 — Exemplos de fidelidade (linha continua) e pureza (linha tracejada) de estados
quanticos puros protegidos pela unitaria prevista. Veja que, apesar de que
durante a aplicagao da porta exista uma mudanca brusca no estado em si, no
término da evolugao o estado retorna ao estado inicial. No titulo, encontram-se
os vetores r de forma que p = $(I 4 7 &) seja puro. As infidelidades finais
sao da ordem de 1077, enquanto as purezas finais sao de 1 — 1075.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sintetizamos também outras portas e analisamos suas fidelidades, na representacao

de interagdo, de uma matriz densidade afetada por elas. Algumas portas interessantes sao
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a Hadamard, a Z (que se comporta como bit-flip no estado |+)) e as portas S = R, (g) e

T=R, (%) Para todas elas, vamos iniciar de um qubit no estado

p0) = (D550 ) @ b,

em que ||7]] = 1, e escrevé-lo na picture de interagao
pr(t) = Ul(6)p(t)U.(t),

com

Se nosso controle protege o sistema de ruidos ambientais, o termo U (t) Hy(t)U,(t)
deve ir a zero quando na representacao de interacao, garantindo que a fidelidade se
aproxima de um ao longo de toda a evolugao. Isso é verificado na Figura 26, em que
apresentamos a fidelidade de quatro portas usuais (H, X, S e T), comparadas com a

evolugao com o controle desligado.

Porta H Porta Z

1.0 = 1.0 =
% 081 \ g - \_/\
© ©
e} el
© 0.6 © 0.6
o o
w [

0.4 0.4

0.00 0.25 050 0.75 1.00 0.00 0.25 050 0.75 1.00
t/t t/t
Porta S Porta T

1.0—'.\ 1.0_.~\/_
20.8 1 20.8 1
© ©
e} el
© 0.6 © 0.6
el kel
w [

0.4 0.4

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
t/t t/t

Figura 26 — Fidelidade da evolugdo protegida para a matriz densidade p(0) = |+ )+| para
quatro portas distintas. Em linha continua, temos a fidelidade com a evolucao
protegida, em pontilhado, o ruido atuando sobre o qubit sem protecao. O
ruido utilizado tem n = 0.01 e w.T = 27.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao observarmos a evolu¢ao do Hamiltoniano de controle, apresentada na Figura 27,
verificamos que esse evolui de maneira suave, sem descontinuidades. Além disso, suas

componentes Tr[H.(t)o,] sdo todas constantes, devido a dois fatores:
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1. O primeiro fator é de que o Hamiltoniano de ruido é apenas na componente o, ® o,

e a componente do controle pode fazer um shift constante do ruido;
2. Devido a formula BCH, a existéncia das outras componentes na evolucao geram a

componente em o, suficiente para a sintese de qualquer porta.

Porta H Porta Z

— X

—_— 7

|

N o
! L
N
1

N < X

0.00 0.25

0.50 0.75

1.00

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

t/t t/t
Porta S Porta T
2 1 — X 3
N\ Y
01 —_—Z 2 4
-2 AN 14 X
Y
PR I Wy /SO PR S 0d —o 2
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

t/t t/t

Figura 27 — Para as portas H, X, S e T, é apresentado o perfil do Hamiltoniano de controle
para as componentes o, (em linha continua), o, (em linha tracejada) e o, (em
linha trago-e-ponto). Perceba que o controle utiliza um campo constante na
componente o, visto que o ruido é apenas na componente o, ® o, e a formula
BCH garante a existéncia de variagoes nesta componente de maneira indireta.
Fonte: Elaborada pelo autor.

As portas apresentadas na Figura 27 foram utilizadas para evoluir um qubit no
estado p(0) = [+)}+|. A evolugdo, apresentada na Figura 28, se inicia em um estado puro
e, devido ao ruido, adentra na esfera de Bloch - de forma que Tr[p?] < 1. Contudo, ao
final da evolucao, o controle é capaz de fazer a matriz densidade emergir novamente a
superficie da esfera de Bloch, exemplificando o poder que a técnica apresenta, uma vez que
a evolucao que passa por uma mistura estatistica nao ¢é trivialmente levada a um estado

puro.

4.1 Complexidade

Apesar de encontrarmos coestados de maneira que a unitaria sintetizada tenha
infidelidade menor que 107°, desejamos comparar os efeitos que o ruido provoca na
dificuldade da sintese, frente a computacao ideal. Seus efeitos ja sao perceptiveis na
Figura 28, que para as portas apresentadas, o comprimento da curva ruidosa aparenta

ser mais longo que a curva ideal, com um efeito agudo na porta S. Segundo Swaddle et
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Porta H Porta Z

+ infidelidade final= 1.17e-9 ’ ¢ infidelidade final= 1.57e-12 0.98

Pureza
Pureza

1.00 1.00
Porta S Porta T

« infidelidade final= 6.56e-10 « infidelidade final= 3.56e-10

Pureza
N
Pureza

Figura 28 — Para as quatro portas mostradas na Figura 27, sao apresentadas as evolucoes
da matriz densidade p(0) = |+)+| com essas portas. A cor indica a pureza do
estado. Perceba que o estado inicia puro, percorre o interior da esfera de Bloch
- devido a existéncia do ruido - e retorna a superficie quando a computacao
termina. A linha tracejada apresenta a transformacao unitaria ideal, que na
auséncia do ruido é apenas uma rotacao da esfera de Bloch. A legenda é a
infidelidade final entre o estado evoluido de maneira ideal e o estado evoluido
segundo a unitaria ruidosa.

Fonte: Elaborada pelo autor.

al.(24), na computagao ausente de ruidos,

e [[Pa(A(0))|| é a distancia entre a identidade e a unitaria de interesse U, que se relaciona

a complexidade da sintese de U, como mostrado no Lema 3 da Ref. (53), escolhendo 7
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como a escala temporal:

£ = [ a0, 7o)
- 4t T[Pa (M)

_ /O T (AU (U )AO)U(1)]

— /0 4ty Te[A(0)7]

= [[AC0)]]-

A norma que escolhemos para matrizes é a norma de Hilbert-Schmidt.* Contudo, o
comprimento nao é a norma de Pa[A(0)] para o caso ruidoso, uma vez que havera outros
termos dentro da raiz do integrando. Assim, a distancia entre I e U cresce de maneira nao

linear. Para encontrar a distancia da sintese nao ruidosa, utilizamos a Equacgao 4.8 para
obter A(0).

Vemos, primeiramente, que a existéncia do ruido implica num aumento substancial
da complexidade utilizada para se obter o controle. Isso se verifica na Figura 29, em
que as barras em azul (& esquerda) representam as distancias de cada uma dentre 4000
unitarias a ser sintetizadas sem a presenca do ruido de decoeréncia, enquanto as barras em
laranja (& direita) sdo as complexidades quando temos o ruido presente, que aumentam

substancialmente.

Podemos também computar o custo energético, definido pela Equacao 3.22, e
compara-lo nos casos com o ruido de decoeréncia ligado ou desligado. Veja que a minimi-
zagao do custo implica na minimizacao da distancia. Verificamos, na Figura 30, os efeitos
do ruido na energia de sintese necessaria. A esquerda, em azul quadriculado, temos o
logaritmo de J para cada uma das unitarias no caso ideal, enquanto a direita, em laranja

e linhas diagonais, temos o caso com a interferéncia do ruido de decoeréncia.

Observamos que o comprimento da curva, dado pela Equacao 3.15, é exatamente

a norma ||Pa[A(0)]|| no caso nao-ruidoso, mas no ruidoso existe certa dispersao, como

* A norma de Hilbert-Schmidt é definida como
|A|l = 1/ Tr[ATA]. (4.10)

No caso, se escrevermos A = ad - &, vemos que

Z Tr [aiaia;‘faj} = Z aia;’f Tr(o;0,] (4.11)
ij ij

que, pela escolha das matrizes o feita, e também pela definicao Tr[l] =1, leva a

VAT A] =[S il = Jjal. (4.12)
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Figura 29 — Apresentamos aqui o comprimento da geodésica log,,(£) calculado tanto para
a sintese na auséncia de ruido, nas barras de linhas cruzadas, quanto na
presenca do ruido, nas barras de linhas diagonais. Perceba que existe um
aumento apreciavel no comprimento da maior parte das unitarias, acarretado
pela necessidade de controlar efeitos deléterios do ruido na sintese.

Fonte: Elaborada pelo autor.

podemos verificar na Figura 31. Isso ocorre porque, como ja dito anteriormente, o termo
de ruido dentro da raiz do integrando afeta de maneiras que ndo compreendemos muito

bem.

Estimamos o custo energético devido ao ruido, nas escalas que estamos utilizando
(ou seja, unidades de tempo de 7, w, = 27”), que é simplesmente J; = 0.555. Em comparacao,
vemos que uma quantidade consideravel dos custos ruidosos se encontra, pelo menos, na
ordem de dezenas de vezes de sua contraparte nao ruidosa, como visto uma vez mais na
Figura 30. Isso significa que o custo adicionado pelo ruido nao é diretamente responsavel

pela dificuldade de sintese, mas sim por sua correcao.

Vemos também que, como indicado por Montgomery(27), devido a desigualdade de
Cauchy-Schwartz, £ < /27, que é verificavel na Figura 32. A igualdade s6 ocorre quando

a velocidade da curva é constante: por exemplo, no caso em que nao ha ruido, em que, de

fato, a complexidade é dada por ||A(0)]|.

Podemos considerar as relagoes entre as complexidades £,4 no caso ideal e £; no
caso ruidoso, o que ¢ apresentado na Figura 33. Em geral, vemos que a maior densidade
das relacoes de comprimento se encontram na faixa de 10° e 10!, que indica que, grosso

modo, o ruido aumenta a complexidade do controle, o que é esperado.
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Figura 30 — Nesta figura, vemos o logaritmo do custo log,, J tanto para o sistema sem
ruido (a esquerda, em linhas cruzadas) quanto para o sistema ruidoso (a
direita, em linhas diagonais). Veja que o eixo das abscissas sao as poténcias
do custo, e as poténcias negativas implicam em J < 1. Dessa forma, vemos o
aumento substancial do custo na presenca do ruido.

Fonte: Elaborada pelo autor.

- - . - = °
a=1.00, b=7.831e-10 P a=1.00, b=-1.29

3.01 /’ 17.5

2.54 15.0 1
12.54

10.0 4

I PIAOT |
-
in

I P |

7.5

5.0
0.5 2.5

0.0 4 l/ 0.0 4

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12,5 15.0 17.5
L L

(a) Funcdo £ com o Hamiltoniano de drift (b) Fun¢do £ com o Hamiltoniano de drift
desativado. ativado.

Figura 31 — Vemos na Figura 31(a) que, quando desativamos o ruido, o comprimento da
geodésica L ¢é exatamente a norma ||Pa(A(0))]|, diferentemente de quando ha
ruido, como verificado na Figura 31(b), em que existe uma certa relacdo mas
nao é exatamente um para um. A linha pontilhada é a regressao linear dos
pontos. A cor indica densidade.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 32 — Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, vemos que a energia da sintese segue
a desigualdade £ < v/27, indicando que a velocidade da curva depende do
parametro t, diferentemente do caso livre de ruido. A cor indica densidade.
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 33 — O comprimento da geodésica que une I a U é sempre maior no caso ruidoso
do que no caso nao-ruidoso. Perceba que diversos pontos se concentram ao
redor de (0.5,10%), que indica que para os comprimentos pequenos da sintese
ideal, sua contraparte ruidosa é uma dezena de vezes mais longa, identificando
a dificuldade da sintese sob ruido. A cor indica densidade.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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O grafico apresentado na Figura 33 apresenta a seguinte ideia: se retomarmos a
ideia usual de computacao quantica, descrita com portas, a unitaria atuando em um qubit

que pode ser escrita como (2)
U= ezaRz(ﬁ)Ry(’y)Rx(5)a

e é representada por

cresce de tamanho: para cada porta, sdo necessarias 10 novas portas para a mesma sintese.

Dessa forma, no caso ruidoso a mesma unitaria seria apresentada como!

— R (01) H Ry(m1) 1 R2(B1) H Re(02) =+ - +— Ra(610) H By(110)  Re(Bro)

Se considerarmos cada porta como um pulso constante do controle em um determinado

intervalo de tempo, a sintese 6tima precisa de um aumento da resolucao do controle,

aumentando virtualmente o niimero de portas da sintese.

Olhamos também as relagdes entre as energias dispendidas nos casos ruidoso (Jy)
e nao-ruidoso (J,q). Na Figura 34, vemos que a energia necessaria para a sintese ruidosa é
da ordem de ~ 10% em relacdo a sintese ideal, que indica que a geracdo apresentada ¢ uma
alternativa vidvel ao método de dynamical decoupling, que usa faixas de energia de ~ 10°

vezes maior que o controle para a remogao do ruido. (54)

Vemos também como as distancias e custos variam de acordo com os parametros
do ruido. Espera-se que, para ruidos mais intensos, que descoerem a matriz densidade
mais rapidamente, os controles devem ocasionar uma maior trajetéria no grupo SU(2),
que aumenta a complexidade. Isso é verificavel nas Figuras 35 e 36, em que variamos a
intensidade do ruido 7 e verificamos o aumento tanto de £ quanto de 7. O mesmo efeito
ocorre devido a variacao de w,, em que tanto a complexidade £ - apresentada na Figura 38
- quanto o custo energético J - exibido na Figura 37 - aumentam de acordo com o aumento

de w,.

Curiosamente, existe a possibilidade de que o custo energético - ou até mesmo a
complexidade - reduza na presenca de ruido, uma vez que o controle inteligente pode
desprezar certas componentes do ruido, que seriam deletérias, mantendo componentes que

auxiliam a evolucao.

4.2 Discussao

Verificamos, no inicio do Capitulo 4, que gerar unitarias aleatoriamente e esperar
que tivéssemos unitarias suficientes para prever todo o grupo SU(2) @ I é insatisfatorio

para obter o controle 6timo, como tornado manifesto nas Figuras 15 e 16.

T Em verdade, a solucdo nio precisa ser escrita como uma sequéncia de portas, uma vez
que o controle é uma evolucao suave. As figuras sado apresentadas para auxiliar o leitor no
entendimento.
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Figura 34 — Ao observarmos a relacao energética entre o caso nao-ruidoso e o caso ruidoso,
podemos fazer uma comparacao do controle sintetizado frente a tecnologias
mais usuais como o dynamical decoupling. A energia necessaria no protocolo
do dynamical decoupling, com um Hamiltoniano de controle da ordem de
Hz, é da ordem de dezenas de MHz. (54) Isso torna o método apresentado
menos custoso em sua implementagao, com a dificuldade de obter as solucoes
especificas de cada sintese. A cor indica densidade.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A partir do momento que aliamos uma boa geracao de dados - com a técnica do
g-jumping -, obtivemos uma rede neural de maior qualidade, com previsoes mais acertadas,
e com tempos menores de refinamento do controle, cujos resultados se fazem aparentes
das Figuras 19 a 24, que apresentam infidelidades baixas na previsao, losses estaveis e
proximidade a curva identidade entre a previsao e o alvo. A qualidade apresentada nas

figuras mostra também a capacidade de ampliagdo de dados que a rede oferece.

Com a rede treinada, os pulsos de controle 6timo gerados se mostraram eficazes na
geracao das portas de interesse, como exemplificado pelas Figuras 25, 26 e 28. Na primeira,
exibe-se a porta de protecao atuando em quatro estados puros distintos, de forma que as
infidelidades entre o estado inicial e o final sdo da ordem de 10~%; na segunda, apresenta-se
a fidelidade de quatro portas na representagao de interacao; e na terceira, visualiza-se a
atuagdo das quatro portas evoluindo o estado p(0) = |+)+|. O controle, como mostrado

na Figura 27, é suave durante toda a evolucao.

Para as unitarias obtidas, sdo comparadas as complexidades na auséncia e na
presenca de ruido, verificadas nas Figuras 29 e 33. No histograma, vé-se que a ordem de
grandeza da complexidade na presencga de ruido é substancialmente maior que em sua

auséncia. Contudo, a relagdo do comprimento entre os casos ideal e ruidoso é da ordem de
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Figura 35 — Custo energético para cinco unitarias distintas, variando-se o parametro 7.
Como esperado, a expectativa de que intensificar o ruido aumentaria o custo
de sintese unitaria é percebido para todos os parametros 7. Na legenda,
encontra-se o custo energético para o caso nao-ruidoso - 7 = 0. Perceba que,
em particular, existem valores de n em que a curva pontilhada é menor que o
custo da unitaria na auséncia de ruido, que pode indicar que o algoritmo é
capaz de utilizar o ruido a favor da sintese.

Fonte: Elaborada pelo autor.

uma dezena na maior parte dos casos. Uma andlise similar é feita para o custo energético,
apresentada nas Figuras 30 e 34. Na Figura 31, checa-se a hipotese de que o comprimento

da geodésica é dado por ||Pa[A(0)]||, que s6 é verdade no caso ideal.

Por fim, varia-se os parametros 7 e w, e observa-se como se comportam, para cinco
unitarias escolhidas aleatoriamente, o custo energético e a complexidade, cujos resultados
estao apresentados das Figuras 35 a 38. Mostra-se a possibilidade de, em alguns casos,
obter-se portas de menor complexidade no caso ruidoso em comparacao ao ideal, como
apresentado na curva pontilhada da Figura 36 em que, no caso ideal, £ ~ 3, mas para
n € [1073,1], £ < 3. Esse é um exemplo de como o controle, de maneira interna, utiliza as

componentes do ruido também na sintese, ao invés de apenas canceld-lo.

A técnica pode ser expandida em outras situacoes atuais que necessitam de um
controle robusto, mas que o ruido de decoeréncia nao apresenta problemas. Por exemplo,
podemos considerar o controle de um qubit que espontaneamente muda seu estado perdendo
uma excitacao para o modo de uma cavidade (ruido de amplitude damping), que seria

modelado pelo Hamiltoniano

Hy=w(or ®o-+0-®o0y),
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Figura 36 — Comprimento da geodésica para cinco unitérias distintas, variando-se o para-
metro 7. Da mesma forma que a Figura 35, o comprimento cresce conforme o
ruido se torna mais intenso. Na legenda, encontra-se o comprimento de cada

Figura 37 — Custo energético para cinco unitarias distintas, variando-se o parametro w..
Para os valores apresentados de w,., percebe-se pequena variacao do custo
energético necessario para a sintese da unitaria em questao. Na legenda,
encontra-se o custo energético para o caso nao-ruidoso - n = 0.

geodésica no caso nao-ruidoso - n = 0.
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

103




77

6_
5 — 368
-—- 0.01
5 —- 177
..... 449
41 - 2.23
3_
1071 10° 10* 102 10°

Figura 38 — Comprimento da geodésica para cinco unitarias distintas, variando-se o para-
metro w.. No intervalo analisado de w,, percebemos que existe pouca variagao
da complexidade de implementagao, que ocorre principalmente na regiao de
w, > 10%. Na legenda, encontra-se o comprimento de cada geodésica para o
caso nao-ruidoso - n = 0.

Fonte: Elaborada pelo autor.

ou ainda acrescentar um fator de erro sobre o préprio controle, como a forma

que pode representar, por exemplo, imperfei¢des na geracao dos pulsos 6timos, similarmente

ao que foi realizado na Ref. (55)
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5 CONCLUSAO

No ambito desta tese de doutorado, investigamos minuciosamente a sintese 6tima de
transformagoes unitarias em um sistema de qubit inico, submetido a ruido ambiental (que
é representado por um qubit ancilla). Com notével sucesso, confirmamos que o método de
controle 6timo desenvolvido atua de acordo com as expectativas, gerando transformagoes
unitarias precisas e robustas, mesmo sob a influéncia de perturbacoes substanciais. Esse
progresso representa uma etapa crucial rumo a realizagdo de operagoes quanticas de alta

fidelidade em situagoes do mundo real, onde o ruido é uma inevitabilidade.

No inicio do trabalho, nos limitamos em obter métodos que fossem titeis na resolugao
do CVP, iniciando por um algoritmo nao-supervisionado, com baixa taxa de acerto e
imprecisoes na maneira o trabalho seguiria. Posteriormente, com a técnica de spherical
decoding, obtivemos maior sucesso. Contudo, redirecionamos posteriormente os esforcos

para técnicas mais robustas de avancos mais recentes.

Encontramos diversos gargalos na obtencao de algoritmos satisfatérios, principal-
mente devido a qualidade dos dados. Por uma imprecisao na maneira que obteriamos
dados confiaveis, dispendemos tempo precioso otimizando um algoritmo que néo seria

otimizavel, vista a pouca restricdo que adicionamos as unitarias de interesse.

Apds solucionarmos o problema da aquisicao de dados de qualidade, produzimos
uma rede neural capaz de obter, aliada a técnicas convencionais de minimizacao, unitarias
de alta fidelidade, notada na Figura 20. Esse marco abre portas para uma execuc¢ao mais

robusta e precisa de operagoes quanticas em cenarios do mundo real.

A medida que contemplamos os préximos passos desta pesquisa, surge a necessidade
de expandir nossa metodologia para o controle de sistemas compostos por dois qubits
simultaneamente, com portas que permitam o emaranhamento entre eles. Uma porta
de interesse a ser sintetizada é a porta CNOT, que aliada a porta Hadamard, permite
emaranhar dois qubits em qualquer um dos estados maximamente emaranhados. Permitida
a sintese de portas de um e dois qubits, obtemos um controle eficiente capaz de sintetizar

qualquer unitaria em, teoricamente, uma quantidade arbitraria de qubits.

Esta tese de doutorado, portanto, valida o potencial promissor do controle 6timo
aliado a técnicas de aprendizado de maquina, e aponta para novas dire¢oes tanto do ambito
académico quanto do d&mbito comercial. Além disso, conta-se como uma ferramenta extra

a se ter em maos, levando-se em conta todo o regime NISQ dos computadores atuais.
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APENDICE A - CONTROLABILIDADE

Ressaltamos que, como estamos interessados em computagao quantica, todas as
operagoes de interesse estao em SU(2") que é um grupo de Lie. Recordamos a defini¢ao de
grupo de Lie: (40-42)

Definigao 1. (Grupo de Lie) Seja G uma variedade diferencidvel e também um grupo, de

forma que as operagoes de grupo G X G — G dadas por (g1, 92) = g1g2 € a fungio G — G

1

dada por g — gg~ sao mapas C*. Com isso, G € dito um grupo de Lie.

Sachkov(21) resume a definigdo de um grupo de Lie como:

e (G é uma variedade suave,
e (GG é um grupo, e

« as operagoes de grupo em (G sao suaves.

Também precisaremos da algebra de Lie.

Definigdo. (Algebra de Lie) Seja G um grupo de Lie. A dlgebra de Lie g é um espago

vetorial sobre um corpo k munido da regra de composicao bilinear:

(z,y) = [z, 4]
[x,ay + bz] = alx, y] + bz, 2]

comx,y,z €gea,bek de forma que

1. [x,2] =0

2. Vale a identidade de Jacobi: [[z,y], 2] + [y, 2], ] + [[2, z],y] = 0.

Ou seja, o espago tangente de um grupo de Lie G associado a regra de comutagao,

na identidade de G, é chamado de dlgebra de Lie do grupo de Lie G. Escrevemo-lo como
TiG = {X(0)|X(t) € G, X (0) =1}, (A1)

onde I representa a identidade de G.

A principio, pode parecer um problema definir a dlgebra sobre a identidade apenas,
pois precisamos garantir que o espac¢o tangente ¢ o mesmo sobre todos os elementos do

grupo G. Para isso, definimos as translagées: (21)
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Definicao. (Translagoes da esquerda) Seja G um grupo de Lie. Definimos uma translagao

para a esquerda L, : G — G, L,.(y) = zy,z,y € G. L, é um difeomorfismo.

Definigao. (Translagoes a direita) Seja G um grupo de Lie. Definimos uma translag¢io

para a direita R, : G — G, Ry(y) = yz,z,y € G. R, é um difeomorfismo.

Com essas translagoes, podemos comparar g = 717G e Tx,G, como apresentado
por Sachkov(21), transcrito aqui mas fazendo uso das translagoes a direita. Calculamos,

inicialmente, T'x,G explicitamente:
Tx,G = {X(0)|X(t) € G, X (0) = X, }. (A.2)

Para uma curva X (t) comegando em Xy, construimos a curva suave que parte da identidade:

Y(t) = X(t)X* (A.3)
Y(0) = XoX, ' =1 (A.4)

e entao
Y(0)=X(0)X, ' cg. (A.5)

Podemos inverter essa equacio denominando A = Y'(0) € g, obtendo
X(0) = AX,. (A.6)

Assim, Tx,G C gXj. A algebra sobre um elemento qualquer X, do grupo é isomoérfica a

uma translacao a direita da algebra g.

Para qualquer elemento A € g, o vetor
V(X)=AX € Tx,G (A.7)
é tangente ao grupo de Lie GG, de maneira que a equagao
X=AX, XeG (A.8)
é bem definida. Campos vetoriais da forma
V(X)=AX, XeG, Acg (A.9)

sao chamados campos vetoriais invariantes a direita no grupo de Lie G.

Definimos um sistema de controle invariante a direita I' em um grupo de Lie G
como um conjunto arbitrario de campos vetoriais invariantes a direita - ou seja, qualquer

subconjunto I' C g.
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O problema que estamos resolvendo, como descrito na secao 3.2, se encaixa na

equacao
X =—AX (A.10)
com X € Ge A€ g, em que G é um grupo de Lie e g é sua respectiva algebra de Lie.
Esse problema é conhecido como problema invariante a direita. (21)
Para o caso A independente do tempo, a solucao deste problema é escrita da
maneira
X(t) = exp(—tA)X(0), (A.11)
que é a solugdo que usamos para o Hamiltoniano, com U(0) = I:

U(t) = exp(—iH?t)I, (A.12)

mas no caso que tanto H,; quanto H. dependem do tempo, essa solugao se torna mais

complicada - devemos utilizar o operador de ordenamento temporal T_
t
Ut) = To exp [—z’ / dt’H(t’)] (A.13)
0

caso [H(t), H(t')] # 0 para t # t'. A seta indica a ordem temporal dos produtos, em que o

menor tempo estd mais a direita e o maior tempo esta mais a esquerda.

Para resolvermos a Equagao A.13, podemos particionar o Hamiltoniano uma espécie
de pulsos de duragao At, de maneira que esse seja considerado constante durante tal
intervalo. Considere, entao, que t, = kAt, k =0,1,...,n, nAt = 7. Se indexarmos tanto
o Hamiltoniano quando a unitaria com k, indicando o instante de tempo que estamos

tratando, vemos que

U(kAt) ~ Uk“A;U’“ = —iH,Uy (A.14)
Upir = [I — iAtH, U, (A.15)
~ exp [—iAtHy] Uy. (A.16)

Como condigao inicial dessa equacao, Uy = . Essa equacdo, resolvida em passos, tem

como solugao, em t = T,
U(r) = Un = Up-1Up—2- - UaU1. (A.17)

Essa demonstragao é apresentada também na Ref. (21), em seu Lema 3.2. Contudo, ele

utiliza passos temporais At nao necessariamente iguais.

Precisamos da defini¢ao, também, do conjunto alcan¢dvel até tempo 7. Na Ref. (21),

essa é a definicao 3.3, transcrita aqui:
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Definicao. (Conjunto alcangdvel no tempo ) Para um tempo T > 0 e qualquer X € G,
o conjunto alcangdvel no tempo T de um sistema invariante a direita I' C g a partir do

ponto X € o conjunto Ar(X,T) de todos os pontos alcang¢dveis partindo de X em tempo T:
Ar(X, 1) = {X(7)|X (") uma trajetéria de T', X (0) = X}. (A.18)
Definimos o conjunto alcan¢avel em tempo nao maior que 7

Ar(X,<7)= |J Ar(X,?). (A.19)

0<t<r

O conjunto alcangavel - ou obtivel - de um sistema I' do ponto X € G € o conjunto Ar(X)

de todos os pontos terminais X (1), T > 0, de todas as trajetorias de I partindo de X :

Ar(X) = {X(7)|X () € uma trajetéria de T, X(0) = X,7 >0} = | Ar(X,7). (A.20)

7>0

Se nao houwver ambiguidade, a nota¢io para os conjuntos alcangdveis Ar(X,7) e Ap(X)
por A(X,7) e A(X) respectivamente.

Partimos, dai, para sua defini¢do 3.4, que nos diz se um sistema é controldvel.

Definicao. Um sistema I' C g € dito controlavel se, para qualquer par de pontos X, €

G 3 X1, o ponto X; pode ser alcancado a partir de Xy ao longo de uma trajetoria em I':
X; € A(Xy) para todo Xy, X; € G,
ou, em outras palavras, se

A(X) = G para todo X € G.

Segundo o autor, essa nogao corresponde a controlabilidade global - ou controlabili-

dade completa.
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APENDICE B - CONTAS AUXILIARES

B.1 Equacao de Liouville-von Neumann

Para resolver a Equacao 3.42, vamos expandir o comutador e utilizar a Equacao 3.2:

A(t) = =i [HHA(t) — A H(D)] (B.1)
= {[ HBU®)UT#)A®E) = A) [(—iHOU®) U (1)} (B.2)
UU ()AL — AOTBU(2). (B.3)

Se deixarmos todos os termos do lado esquerdo da equagao, obtemos
At) = UU()At) + AU @)U () = 0. (B.4)
Multiplicando pela esquerda por UT(t) e pela direita por U(t),
U AU @) — U U@UTARU () + UT()AG)U(t) = 0. (B.5)

Ao utilizarmos a Equacao 3.40, podemos alterar o segundo termo, de forma que tenhamos

dA(t)
Sdt

dUT(t)
dt

0= S [0t OAOU )
A() = UMAOUT (1), O

AU (t)
Cdt

0=U'(t) Ul(t) + AU (t) + Ut (#)A(t)

B.2 Fidelidade entre unitarias

Para obter a expressao para fidelidade entre unitarias F'(U, U ), utilizamos dois

conceitos: a fidelidade convencional entre estados,

F(p, o) = Tr[ \/ﬁa\/ﬁr, (B.6)

e o isomorfismo de Choi-Jamitkowski, que mapeia, de maneira univoca, um mapa comple-

tamente positivo que preserva trago £ em um estado da seguinte maneira:
A=(I®E)|NQ. (B.7)

Aqui, |2) é um estado maximamente emaranhado. Para dois qubits, por exemplo, escolhe-

mos o estado

1€2) = —=(100) + |11)). (B-8)

7:
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Vamos nomear, entao, nossos mapas
E()=UCU" (B.9)
E()=U()U". (B.10)
Ambos os canais sdo uma representacao de Kraus para uma transformacao unitaria. Se

escrevermos o estado

Ay =(1®E&)IQ)(Q, (B.11)
podemos escrevé-lo em sua decomposicao de Schmidt como
Ay = |mufma| (B.12)
com '
) = > (M) i) @ 17) (B.13)

]
em que M}, sao os operadores de Kraus que geram |my) em uma certa base ortonormal.
Veja, contudo, que se tratando de uma operagao unitaria U, My = Udy,. Fica claro
entdo que Ay tem apenas uma componente e é, portanto, puro. A fidelidade F'(Ay, Ay) é

simplificada como

F(Au, Ag) = (m|Ag|m) (B.14)
= > U5 (i @ (G [Ap] D U |k) @ |6) . (B.15)
] ke
Escolhendo uma base para [€2) de maneira que
Ay = (T E€) QX (B.16)
1 ~ A
= >l @ O fmfn| O, B.17)

desenvolvemos naturalmente as contas, obtendo a equagao em questao. Com isso,

) -
F(AUvAU):ﬁ ZU]- il ® (j lZ\m (n| @ U |m) n|UT] [ZUEk‘k ]
1 . X
E 3 0 ) ol 018 el 1| [S0iel e 0]
Lijmn kL
d2 > UsUa:(ilm) (nlk) (j1 U [m)n| U |€)
z]mnkf
Z U;:Ua (ilm) (nlk) U7,
z]mnkf
=5 Z U3 UnU3i U3,
zykﬂ
— Z (UT U )ii( U U)kk
d ikt

Tr [UTU} Tr [UTU]
_ - ,
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Se utilizarmos que o traco é invariante ao tomarmos o hermitiano conjugado do argumento,
obtemos
N 2
Te|U1U|

F(Au,Ag) = ———. O (B.18)

B.3 Representacao de interacao

Para obter o Hamiltoniano total na representagao de interacao, precisamos calcular

UL(#) > (gabr + g3bl) Us (®). (B.19)
A

Vamos separar Ug(t) da forma

Up(t) = exp (—i > w,\/bi,b,\/t) exp(—iw)\bi\b,\t» (B.20)
N#X

de forma que o modo A segue o somatério do termo de interagao. Veja que isso leva, ao

termo g by,

UL (£)bAUs (t) = exp(iwablbat) exp (z 3 wXbTXbxt>
N#

X by exp (—z’ Z wxbi\,bxt) exp(—iw,\bi\bﬂ)
N#£A

= exp(iw,\bib,\t)bA exp(—iwkbgb)\t). (B.21)

Se expandirmos a primeira exponencial em série de poténcias, usando N, = bt\b)\, temos

exp(iw,\NAt)bA = Z (qujlt) N/r\lb)\ (B22)

n

O objetivo é colocar by para o lado esquerdo da equagao. Para isso, observe que
[N, 2] = [b30a, ba] = [B, baJbx = —ba
Nyby = byNy — by =by(Ny— 1) (B.23)
Nby = by(Ny — 1)".

Assim,
exp(iwy Nxt)by = br ) Lst)” (N —1)" (B.24)
= bye “ exp(iwy Nyt) (B.25)
UL(1)baUp(t) = bye ™. (B.26)
Com isso, vemos que

B(t) = UL(1) Y (QAb,\ + gf\bTA) Up(t) =Y (gabae ™ + gible™), (B.27)

e assim, ' '
H(t) = Ho(t) + 0. Y (gabre ™M + gible™). O (B.28)

A
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B.4 Derivacao da equacao mestra

Para obter a Equacao 3.58, partimos da equacao de Liouville-von Neumann

S p(t) = —ilH(), o] = ~iL(D)o(0), (B.29)

em que L(t) é o superoperador Liouwvilliano

L(t)p(t) = [H(L), p(1)]- (B.30)

Podemos integrar a equagao de Liouville-von Neumann e iterar o resultado, inserindo-o na

prépria equagio:
p(0) = p(0) — i [ APL()pl)
p(0) = =L [o0) — i [ Lo
= —iL()p(0) — [ WLHLE)P). (B.31)

Por fim, tracamos os graus de liberdade do banho na Equacao B.31, obtendo

pus(t) = =i Trp [L(t)p(0)] — /0 At Tep [LOLE (). (B.32)

Se utilizarmos o Hamiltoniano de interagdo H;(t) definido na Equagao 3.57, podemos

descartar o primeiro termo da equagao Equacao B.32 segundo as Refs. (49, 56)

Dessa forma, obtemos

prs(t) = = [ at To ([0, [E: (). pl¢)]} (B.33)

Faremos agora duas aproximagoes, como descrito na Ref. (49): a aprozimacao de Born,
também chamada de limite de acoplamento fraco, assume que a influéncia do sistema no

banho é desprezivel. Com tal aproximacao,

A segunda aproximacao é a aproximacdo de Markov, que nos dd uma escala de tempo
grosseira, de modo que flutuacoes devidas ao ambiente decaem em tempos que nao temos
resolugao para distinguir. Essa aproximagcao, segundo Brasil, Fanchini e Napolitano(56),
¢é feita pois, ao integrarmos a Equacao B.33 de t’ até ¢, encontramos que a diferenca
p1s(t) — prs(t’) é de segunda ordem na interagdo - ja considerada fraca. Entao, a diferenga

entre colocar p(t') ou p(t) na integracao da Equacao B.33 é de quarta ordem na interagio.

Com ambas as aproximacoes, temos a seguinte equagao integro-diferencial nomeada

equacdo de Redfield:

prs(t) = — /Jt dt" Trp {[H; (1), [Hi('), prs(t) @ pp]]} . O (B.35)
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B.5 O Hamiltoniano de drift H,(t)
Para encontrar a funcao é(t), presente no Hamiltoniano de drift
Hy(t) = 0(t)o, ® o,

considere o ruido de decoeréncia: veja que, quando o ruido ¢ aplicado numa matriz
densidade

p10(0)  p1.1(0)

a matriz tem apenas suas coeréncias afetadas:

P0.0(0) u<t>po,1<o>]
M(t>01,0(0) Pl,l(o) .

Aqui, a fungdo que descreve a evolucao do ruido, u(t), além de ser monotonicamente

L [Po,o(o) 00,1(0)}

p1s(t) = [

decrescente, é restrita a (0) =1 e limy_,o p(t) = 0.
Perceba que
1 0 0 0]t o
0. ps0. — p0,0(0)  p0,1(0) (B.36)
_0 =1| |po1(0) p11(0)] [0 —1

| £00(0) _pO,l(O)]' (B.37)
_—Po,l(o) p11(0)

Com isso, note que

14 p(t 1— u(t
prs(t) = :( )Ps + 2#( )Uz,OSUz- (B.38)

Essa evolucao temporal define os operadores de Kraus

Ky = | LAy
2
K, = —iy/ L= Mt)az
2
p1s(t) = KopsK{ + KipsK]. (B.39)

Claramente, os operadores Ky e K; respeitam KSKO + KIKI = I. O operador K;(t) é

escolhido com uma fase —i¢ para simplificar uma conta posteriormente.

Podemos buscar uma evolucio unitaria, em um sistema purificado, que realize a
mesma evolucao da Equacao B.39 para uma matriz densidade reduzida. Para isso, considere

o estado puro

[W(t)) = Ko(t) |9(0)) @ |a) + K:1(t) [6(0)) © 0 [a)
= [Ko(t) @ I + Ky(t) ® 0:] |¢(0)) @ [a) , (B.40)
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em que o primeiro qubit é o qubit de interesse e o segundo, um qubit ancilla, necessario
para purificar o sistema. Chamemos a matriz densidade |¢(0)}¢(0)| = ps. Veja que a

equagao Equacao B.40 tem a forma
[W(t)) = Ua(t) |¥(0))
e, portanto,
Ug(t) = Ko(t) @ T + K (t) ® 0. (B.41)
Se escrevermos a matriz densidade para |¥(t)), e simplificando |¢) = |¢(0)), temos

[W(OXT ()] = Ko(t) [Xo] K5 (t) @ |a)al + Ko(t) [o)e] K] (1) @ a)al o
+ Ki(1) [o)0| Ki (1) © 0 |a)al + Ki(t) [6)¢] KI(t) ® 0. |a)al oo (B.42)

Tracando sobre o ambiente, obtemos a forma da matriz densidade reduzida

prs(t) = Ko(t) |9}l K{(t) Trlla)al] + Ko(t) |6} K1 (1) Tr[la)al o]
+ Ki(t) [o)o] K§(1) Trlo |a)al] + Ki(t) [6)6] K (t) Te[o. |a)al o2].  (B.43)

Os tragos Tr[|a)al|] e Tr[o, |a)a| 0,] sdo claramente iguais a 1. O trago Tr[o, |a)a|] precisa

ser tratado com um pouco mais de cuidado. Se escrevermos

ja) = |0) + B11),
vemos que
|a)al = laf* [0X0] + a8 [0X1] +a”BL)0] + 8] [1)X1] (B.44)
0. a)al = [af* [0)0] + 8" [0)X1] — a8 [1X0] — B[ [L)1] (B.45)
Trlo, a)al] = |af* — |B]". (B.46)

Felizmente, podemos escolher o estado inicial do qubit ancilla, de forma que ]a]2 = \ﬁ\Q - por
exemplo, podemos escolher |a) = |[4). Com isso, o trago Tr[o, |a)a|] = 0 e simplificamos

nossa matriz densidade para

prs(t) = Ko(t) |9}l K§(£) + K (1) [o)e] K1 (2), (B.47)

exatamente igual a matriz densidade da Equacao B.39. Vemos, portanto, que o estado
|6(0)) ® |a), evoluido com a unitaria dada pela Equagao B.41, gera a mesma matriz
densidade reduzida para o qubit de interesse e, portanto, vemos que esse sistema codifica a

evolucao ruidosa com auxilio do qubit ancilla.
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Podemos calcular o Hamiltoniano de drift H;(t) que gera a unitaria Uy(t) como

(1) =iy
i f1(t) PO N
=7 2ml®ﬂ+ QW L ®o0,| Ult)
a f1(t) + u(t)
V2 2,/1+u(t)<ﬂ(g)]I> > e
; f1(t) — p(t) .
+ QM(H(M) 5 (0. ®02)
P O R 1+ pu(t)
+ 2\/m( . ®0,) 5 (I 1)
A . — p(t) .
2\/m(z@@z) 5 (0. ®0.)
) a(?) A(t) | |1+ p) 1 —pu(t) f1(t)
Podemos verificar que
Lpt) 1+ p()
N O
L—p®)  1—p()
L+ p(t) 1—[u))?

Por fim, a funcao pu(t) é escrita como

kT | -kpT 4 27
u(t){(r(i +ikelt 4 1)) 4} |

1+ w2t?) [ (222 4 1)]

como mostrado na segao B.6.

(B.48)

(B.49)

(B.51)

(B.52)

(B.53)

(B.54)

(B.55)



98

B.6 A funcado u(t)
B.6.1 A unitéria U;(t) definida por Hy(t)

Para o Hamiltoniano da forma

Hi(t) = 0.B(t) = 0. (gabre ™ + gibleinty, (B.56)
A

podemos encontrar a unitaria U;(t) tal que

d
ZaUl( ) = Hi(t)Ui(t). (B.57)

Utilizaremos o ansatz
Ur(t) = exp|[C(t)] exp|—o.B(t)] exp[o..A(t)]

com

1wyt + exp(—iwyt) — 1
H=Ylol i)

2 b
WX

)= gifr ()b}
A

A(t) = ZgAf)\<t>b>\
A

exp(—iwyt) — 1

Ia(t)

Wi

Para mostrar a validade do ansatz, calculemos:

d B QZw,\ — exp(—iwyt)]
% exp|C(t)] = exp[C Z lgn o2

= —iexp[C(t)] Y g fr(2), (B.58)
A

4 explo, A(t)] = o, explo.A(t)] [ifl(t)]

dt
=0, eXp Uz [ZgAfA ‘|
= —io, explo,A lz gxexp( iw,\t)b)\] , (B.59)

e, para calcular a derivada do termo exp|—o.B(t)], basta tomar o hermitiano conjugado

da Equacao B.59 e substituir o, — —0.:

((;texp[ B(t)] = —io, exp|—o.B(t)] [XA: gx exp(iwﬂ)b;] : (B.60)
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Portanto, a Equagao B.57 pode ser calculada como
CUit) = § < exple(t)]  expl-o.B(1)] explo. A1)
U1 3 &P exp|—o. exp|o,
d
esplc(0)]{ § ewl-ouB0] f explo.A)
d

+ exp|C(t)] exp[—0.B(1)] {dt eXp[UzA(m}

= —i Y|P AOUE) — i, > gi exp(iwxt)biU; ()
A A

—i0, exp|C(t)] Y gr exp(—iwzt) exp[—o.B(t)]bs exp[o.A(t)]. (B.61)

Veja que B(t) contém termos de bi\,. Podemos reescrever a equagao Equagao B.61

expandindo a exponencial exp[—o,B(t)] em série de Taylor:

TL

()"ba. (B.62)

exp|—o, = Z
Se escrevermos explicitamente B(t) = Yy g% f5 (£)bl,, temos
B bT — Zg)\/f)\/ b)\/b,\

= Z g St b,\'b/\ + g At )bf\b/\
NEA

= b)\ Z ng/\/ b)\/ + g>\f>\( )b;\b}\
NZ£EN

O segundo termo pode ser alterado calculando o comutador [by, b;] =1, que implica que

B b>\ — b)\ Z g)\/f)\/ b)\/ + bAg)\fAbT g;f;(t)
NN

= bAB(t) — g Jx(1). (B.63)

Formulamos a hipétese de indugao

B(t)"bx = bAB(1)" — ng3 fX(6)B(6)" ™, (B.64)

claramente valida para n = 1 como mostra a Equacao B.63. Basta mostrar, agora, que ela

vale para n + 1 caso seja valida para n:

B(t)" 10} = B(t) [baB(1)" — ngi fr(H)B(1)" ]

B(t) [by — ngi f (0B ] B)"
[bAzs’(t)—gAfA() g fiB(HB() ] B(t)”

= b\B(1)™ = (n+ 1)gi i (HB(H)".
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Utilizando a Equacao B.64 na Equacao B.62, temos que

expl-0.B(H]br = 3 (_;’f)” [bAB()" — ngi f5 (0B

n=0
= _Uz n—
= by exp[—a.B(t)] — grfx(t Z 1a
n=1
em que, ao mudarmos o somatorio de indice, fazendo m =n — 1,
* L - (_O-Z>(m+1)
exp[—0.B(t)]by = by exp[—a.B(t)] — g1 fx(t) D_ (m + 1)W3(t)m
m=0 :
o . % Pk - (_02>m m
= byexp[=0.B()] + g3 fi(t)o- 3 ~—=—B(1)
m=0 :
= by exp[—0.B(t)] + g3 fx(t)o. exp[—0.B(t)]
= [bx + 0293 fx(1)] exp[—0.B(t)]. (B.65)
Introduzindo o resultado (B.65) na Equacao B.61, vemos que
d . » .
&UI = —1 Z x> A (U5 (t) — io. > agx exp(iwt )bl U (1)
)

—i0. Y grexp(—iwxt) [bx + o.gx fx ()] Ur ()
By

= i Y|P AOUE) —io. > g5 expliwnt)bi U ()
A

A
—iUZZg)\eXp —iwyt)b Uy () —ZZ|g)\| fx(t) exp(—iwxt)Ur(t).
)

Veja, contudo, que

exp(iwyt) — 1

[ (t) exp(—iwzt) = o exp(—iwxt)
1 —exp(—iwxt)
— o
= —/a(t)
e, assim,
d . . .
aUI = —1 Z > AU (t) — o Zg/\ exp(iwt)bLU; (t)
—ZUZZQ,\GXP —iwt) oAU (t +ZZ’9>\’ I)Ur(t)
)
= —io, Y {g,\ exp(—iwxt)by + gx exp(zwAt)bA} Ur(t). (B.66)
y

B.6.2 Evolucao do qubit

Podemos calcular p;(t) = Ur(t)prs(0)psUj (1), visto que obtivemos a expressao da

unitdria Uy(t). Para isso, vamos considerar o estado inicial do qubit de controle

[4(0)) = co[0) + 1 1) (B.67)
prs(0) = |col” [0)XO] + coci [OXL] + cger [1XO] + fea]* [LX(L] (B.68)
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A matriz densidade do sistema total é dada por

pi(t) =lcol*Ur(t) 10)0] psUS (1)
+ cociUr (1) [0)1] psUJ (1)
+ e Ui () [10] paUJ (2)
+ |ea|*Us (8) 11X1] psUS ().

Vejamos primeiramente como Uj(t) afeta os estados do qubit de controle:

Além disso, calculamos UJ (t):

Uf(t) = exp|o. Al (t)] exp[—0.B'(t)] exp[C(#)]
= explo,B(t)] exp[—o.A(t)] exp[C*(t)].

Repare que, como C(t) é um escalar,

exp[C(#)] exp[C*(t)] = exp[C(t) + C*(1)]

1wyt + exp(—iwyt) — 1 — iwyt + exp(iwyt) — 1
= exp [Z ‘g)\‘2 ( ) ( )
A

2
Wi

cos(wyt) — 1
= exp l22|gA|22 )
A WX

que nomearemos como W(t) para simplificagao. Entao,

e desejamos calcular prs(t) = Trp[ps(t)].

Inserimos a expressao da matriz densidade do banho,

pp =2 "exp <—5ZWAN,\> ;
A

(B.71)
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e percebemos o seguinte: uma vez que os operadores de levantamento, abaixamento e

nimero para modos distintos do banho comutam entre si, podemos reescrever o produto

7 exp|-B(t)] explA(t)] exp (—6 Zwm) exp[B(1)] expl—A(1)],
1HeXp[ GiSx(D)bL] explgr fr(£)ba] exp(—BwsNy) exp g3 £ (£)BL | exp[—gafa(£)bal,
(B.72)

uma vez que A(t) = Xy gy fr(t)by = BT(t). Reescrevendo a matriz densidade pp na base

de estados coerentes®, temos

2
He 9313 Ae”f*bA /dQOéA expl |(O;\;A‘>] )| eS8 e at, (B.73)

Veja que, primeiramente,

e [y Wy | €930 = earfrontaifios

Nl - (B.74)

Quando inserirmos este tipo de termo em p;(t), tragaremos o banho, que se resumira a

calcular termos da forma

ok papT _
Try |e gxfiby ‘OO\XOO\’@ 9>\f>\b>\:| _ <04)\ eI aba o gAfA I{

Podemos utilizar a féormula de Baker-Campbell-Haussdorf (57): se definirmos
1
Z=X+Y +-[X,Y], (B.76)

2
para [ X, [X,Y]] = 0= [Y,[X, Y]], podemos reescrever

eXe¥ =e?. (B.77)
Para X = —gafaby ¢ Y = —gifibh, temos que [X,Y] = |ga]°|/a]?, que é constante.
Podemos inspecionar a relagao (B.77):
1 axl"|f
eXe¥ = exp (X +Y + 51X, Y]) A (B.78)
v X 1 XY N \fA\
e’ et =exp X+Y+2[YX] : (B.79)

2 2
A" 1 /2

Veja que o termo 5

é constante, e pode ser retirado da exponencial. Assim,

X Y X+Y ‘g/\|2’f/\|2
ete’ =e* TV exp| ————

2
2 2
e¥eX = XY exp <_|g>\] 2‘fA| )
= e’ = "X exp(|aa I A7) (B.80)

*

Ver secao B.7.



103

Assim, conseguimos comutar as exponenciais da Equacao B.75 calcular o traco desejado:

a,\> (B.81)
= exp(loa/*I A = g fr0s — gafan ) (B.82)

Perceba que este termo contém exp(—g3i fral — grfaan), inversa do termo que aparece na

o ox expT _ 2 2 _owexpT
Try [e 550 [y € g/\fxbx] PRI <oq oI55 o or b

Equacao B.75. Isso implica que

HTTA{ —g3 fb} egxfxbx /d2a>\ eXp[ | | ] ’a)\xa/\‘egif;b;egxfxbx}
\ <N>

1 1 20 4 12 / 9
=] d B.83
[Ty o osPLAIP] [ d®axexp (B.83)
Esta integral pode ser resolvida ao considerarmos a = x + iy, de forma que
2 0o 0o 2 _ 2
/d2a,\ exp |— AN / d:c/ dye Mae (V) (B.84)
N)\> —00 —00

_ ( - <NA>>2 — (V) (B.85)

e assim
2
T g3 750} gor by L /d2 oy VO UM GG S
H 1")\{@ UV ) ) eXp ) laa )Xy e e (B.86)
:Hexp lloal*1£7] - (B.87)
A

Se inspecionarmos | f|*:

exp(—iwyt) — 1

1) =
(@) o
’f 5 (efuuAt . 1)(€zwAt _ 1)
)\‘ — D)
WX
B 1 — efioJ)\t . eiwAt + 1
= w;\

1 —cos(wyt)

)

w3

de forma que
TLexp (1o 1AF) = exp (—22 |gA|2C°S<“’A?‘1> Wi By
A A wX
Com isso, o primeiro termo de prg(t) é
W(t)col”* [0X0] exp[—B(#)] exp[A(t)]pg exp[B(t)] exp[—A(1)] = |eo|* [0)0]

Precisamos observar também os outros termos do traco da Equagao B.71. Iniciemos

por

Trp {exp[—B(t)] exp[A(t)]ps exp[—B(t)] exp[A(t)]} ,
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que é o termo que acompanha [0)(1].

A expressao sera similar a Equacao B.72, mas da forma
1Hexp[ G35 (0)L] explgxfr(£)ba] exp(—BwaNa) exp[—g3 f5(£)bB)] explgafa(t)ba].
Utilizando a mesma técnica de escrever pp na base de estados coerentes, e obtemos

Kl

)

Recordamos agora a expressao (B.80), atentos a diferenga de sinais entre X e Y

Oé)\>
=exp (—loal* |4 = grfias + oafron)

PO Ty | oy Ko e | =exp (—|gaPIA — 2035505 + 200 Fran)

e |y Wy | e IIREL = eorfron—g3fies

Toy [ 5% a0 | = (a,

pINFAbx =95 S50}

[ ok £k t 1 _ 2 2 ok T
TI“)\ e gkf)\bx |Oé>\><a>\|eg)\fkb)\ —e lgxl”1 /Al <O[)\ e g)\f,\b/\eg)\fAbA

e assim

2
HTr,\ {e 93750} 69>\fAb>\ /d2a>\ exp [ |<’\’>] ]aA)(oz,\\ e—gKf;biegAfAbA}
A

s |”
(Na)

=11 71r A exp (_|9/\|2|f/\|2) /d2oz,\ exp [— ] exp (—2gxfray + 2g9xfaan) . (B.89)
X

Para resolver a integral, separamos novamente em coordenadas cartesianas:

2
an
/d2a)\ exp < |< |>> exp(—2gx frax + 2gx faan)

22 2

= / dz / dye” T e” ™A exp 2(gxfx — gxf)x]exp [i2(gx fr + 95 f3)v]

12 o0 2
_ { / dxe—wemgmg;f;)x} { / dye_(zzA)eiQ(gxfﬂrg;fi)y}'

Ambas as integrais tém a estrutura

/ dwe 42" +52 (B.90)

B2 B2
que podemos resolver completando quadrados. Para isso, adicionamos o termo e~ 4% " 142 :

(o) 9 32 o0 B \2
/ dpe—Ar*+Br _ em/ dge~(Ae=35)°
—00 —0o0

e, apés a mudanca de variaveis u = Azx — du = Adz,

2A’

/Oo dze A= +Br — exp<4A2>/ due™

A
1 B?
= Aexp<w>ﬁ-
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Tais integrais contém A = (N,)™'; a primeira integral tem B = 2(g% f — gxf»), € a segunda,
B = —i2(g3 fx + gafr). Assim,

/d2ozA exp ( |<O;\/[\|>> exp(—2gxfran + 2g) fron) (B.91)
=1 (Na)2exp [(Na) (313 = 2l9a P A1 + 932 50)] exp [ (V) (633 + 2lan P LA + 652 132)]
=m (Na) exp [=4(Na) [ox P[] (B.92)

Com isso, temos

2
HTer {e gy fxb Aegufﬂu /dZOé)\ exp [ |</\|>] ’%X@A\ egif;biegkfkbx}
A
=Hexp(—|gA! Al )exp(—4< N oal’A2[) (B.93)
HGXP( (NA) |aal*1 5] ) (B.94)

Uma vez que prs(t)T = prg(t), sabemos que a expressio (B.92) também acompanha

o termo |1)(0|. Basta, agora, calcular a expressao de |1)(1],
Trp exp[B(t)] exp[—.A(t)]pp exp[—B(t)] exp[A(t)| ps (B.95)
Utilizando os mesmos truques, vemos que

e |0 Yy | e —g 50— pmoahan—gifie; ENEN (B.96)

Try {eg;f;% ) egAN“] = exp <|9A|2|f>\|2 + gafron + gif;ai) : (B.97)

Isso nos leva a

Trs d 95F50k p=oafaba 2 / a2 _ 931568 p9r Frba

1;[ Iy {e e = T Q) exp ) laxXan] e e

= [Teo(loa 1A (B.98)
A

=W(t) ™, (B.99)

como mostrado anteriormente. Com isso, reescrevemos prg(t) como

prs(t) = leo|” [0XO] + fea]* [1X1]

T (coct 10)1] + excy [1YONW() exp( DA w). (B.100)

Agora, precisamos das quantidades W(t) e exp(—4 > (V) \g,\\2]f,\\2>.
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B.6.3 Calculo de W(t)

Para calcular W(t), considere primeiramente

coswt
1/2 Z| 2%_/ dWZ|g>\|5W_W)\)

_ /0 de(w)Cos(wt) — 17

w?

cos(w t) 1

em que definimos a densidade espectral como
J(w) =3 |gal6(w — wy). (B.101)
)
Se substituirmos esta densidade com a densidade espectral(49)
w

J(w) = nw exp(—w>, (B.102)

c

que ¢ aproximadamente linear para regimes de pequena frequéncia, e tem um cutoff

exponencial para w > w,, vemos que

Z 03 QCOS w)\t) _ 77/00 © wexp(—w) cos(wtg) - 1.
w3 0 c w
Percebemos que
t)—1 t
cos(wt) = —/ dssin(ws), (B.103)
w 0

de forma que

ZI A!QM - —n/ ds/ dwexp( >sm(w5)
B / ds [~ detm (exp(— —|—Zws>>
gl o] (o)
gl ()]}

1
=7l d
nm<0 Sl—irzs)

_ _g In (1+w2) = In (142

-n/2
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Com isso,

(B.104)

B.6.4 Calculo da exponencial

Por outro lado, a exponencial

exp -4 (03} s I (B.105)
A
¢ um pouco mais trabalhosa. Definimos, a principio,

(1) =3 AN LA,

A

de modo que a exponencial é escrita como exp(—8.#(t)). Considere

cos(w,\t) 1

£0) =25 (%) o (5.106)
A
cos(wt) — 1
oo 1 cos(wt) — 1
=2 B.1
/0 A= T () o — (B.108)

em que usamos a Equagao B.145. Similarmente ao célculo de W(t), vamos utilizar a
densidade espectral com cutoff definida na Equacao B.102, bem como langar mao da

Equacao B.103. Com ambos esses resultados, temos

t [e'e) w/we
H(t) = —277/ ds/ dw c — Sin(ws) (B.109)
= —277/ ds/ dwe’“/% - sm(ws) (B.110)
—e
= —277/ ds/ dwe /%= sin(ws) Z e~ Pwm, (B.111)
0 0 o

Massageando a expressao mais um pouco, temos
o0 t 0o .
S(t)=—-2n> Im {/ ds/ dwe“”/“cewse_ﬂ‘“(”“)} (B.112)
n=0 0 0
> t ds
:2nZIm{/ —— _5n} (B.113)

=—-2 ds B.114
nz / +6n) - (B.114)

_ —nZ {m [( —|—Bn> ] —In [(i +ﬂnﬂ } | (B.115)
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Para tratar os logaritmos, vamos dividir ambos os argumentos por n? - uma vez

que isso é a mesma coisa que adicionar e subtrair o mesmo termo In(n?) no somatério, de

£ = —n i {m [(ni} )2 4 :;] —2In (ni )} (B.116)
S i {m ni) ;; " (ni} )2} | (B.117)

Para auxiliar as contas, definamos a constante wy tal que wy = $71. Vamos multiplicar

forma que

ambos os argumentos dos logaritmos por wr. Com isso,

— Z [m I <;‘Z + 1)2] | (B.118)

Outras duas definigdes que podem nos ajudar a progressao do cédlculo de . (t) sao

wr wpt

NWe n

z= Z—T—i-int ea= ‘:—T Assim,

1+

540 :—nz [m

n=1

= u[( ) (D) () )
n{l H(1+ ) —z/n z/n<1+ > e et n]

Sl (e 7) e (1 )]
o { [T (4 2) e [ (1 2) o] [fTowt-e 4 20m)
con{ e[ o]
ol [ 2
e {11 () [ 1L (4 5) ).

uma vez que z + z¥ = 2a, e ambos os logaritmos podem separar o mesmo termo

[132, exp(—2a/k). Agora, podemos calcular ao que a expressao

H (1 + Z) e~/
n=1

equivale, utilizando a definicdo de Weierstrass da funcao I':

F(lz) = zexp(yz) ]ﬁ (1 + Z) eXp(—Z> (B.119)
= I(f)ew(=0) - =5 - 55 120
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em que 7 € a constante de Euler-Mascheroni. Utilizando esse resultado, temos

o= [ [R5 o [ [R5 o
Com abuso de notacio, escrevemos z! = ['(z + 1), e percebemos que

_ o ez ep(—yz)  (al)?
S) = —nl { : )}

on{ish) ]

M(ZT)'] . (B.122)

Utilizando a Equacao B.122, temos entao que

(2):

8n
’f}f—i—iwﬂ’!]

exp (—42 (V) |gA|2|fA|2) ~expln
A

() 1
(B.123)
j + iy
B.6.5 A matriz densidade reduzida
Podemos, agora, unir os resultados (B.104) e (B.123) de forma que
1
Y=
W( ) (1 +w2t2)277
47 —2n
) (1 + w?t?) (‘“T‘)
W(t)"exp (—4.7(1)) = =
| [(s2 + i)
r 4 721
= P = H(t)’
(1 w2 (=)
e, com isso, encontrar a forma final de prg(t):
2
C coCipu(t
prst) = | [0 ] (B.124)
cherp(t) el

Obtemos a forma de p(t) apresentada na se¢ao B.5 fazendo a substituicao wy = kgT. O

Podemos ver como a fungdao p(t) se comporta ao variarmos a temperatura do
sistema, para diferentes relagoes w./wr, como mostrado nas Figuras 39 e 40. Conforme
a temperatura cresce, mais rapidamente a funcao u(t) decresce, o que ja era esperado.
Vemos também que a escolha de uma interagao ruidosa muito fraca - que ¢ feita tomando

7 pequeno - faz a decoeréncia ocorrer de maneira lenta.
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1.00
0.98
096 3
0.94
0.92

05 &
.6 &
0.8 1.0 0.0

(a) n =0.01, wer = 0.5 (¢c) n=0.01, weT =27

0.8
0.6 3
0.4
0.2

0.8
0.6 3
0.4
0.2

e 0844 00

br o 08 ., 00

b 08,5 00

(g) n =10, w.r = 0.57 (h) n =10, weT =7 (i) n =10, wer = 27

Figura 39 — u(t) para diferentes temperaturas wy, intensidades do ruido n e frequéncias

de corte do ruido w,.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que u(t) obedece os dois limites. No tempo t = 0, é trivial mostrar que

1(0) = 1. Para calcular o limite de ¢ — oo, veja que a parte de p que contém dependéncia

no tempo é

2

Tz + 1]
(1 +wzt?) |

e a poténcia 21 ndo afetard o processo limite ja que n > 0. Considere, entdo, a fungao I'(2)

escrita na definicdo de Weierstrass, e fazendo ¢ = b + iwyt:
1 s ¢\ e
—— = Cexp(10) (1 - —) e/
rC) L+

| "\ = (cey/k
o ~ ¢ eehle+e) H( )(”k)e |
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1.0 + 2 — Wr=Wc
N W= 2Wc
'\, —= Wr=wd/4
0.8
0.6 1
0.4 1
0.2
0.0 A

t/t

Figura 40 — A fungédo p(t), evoluida ao longo do tempo, para diferentes temperaturas. Os
parametros escolhidos foram w. = 27, n = 0.01. Veja que quanto maior a
temperatura, mais rapido a funcao vai a zero, o que significa uma decoeréncia
maior.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Utilizando as relagoes (C* = b + wat? e ¢ + (* = 2b, temos

1 s 2b b2 wait?
— (12 242) 29 ~2/k (1420 L0 )
rop ~ O rert)e e trtET e

Vamos nomear

~1/2 _ 2 H —2b/k

de forma que podemos calcular

s -2
D[ = &b + wit?)™ H 1+7 v wit?
T kQ k2

r C) 4 0o b2 t2 -2

Com isso, vemos que todas as poténcias de ¢t se encontram no denominador; podemos
agora buscar qual a poténcia dominante. Se computarmos apenas o primeiro termo do
produtério (que obviamente nao é o dominante, mas suas poténcias de ¢ s6 aumentarao),
vemos que, pelo menos,
4
T'(<)] 1

2~ — B.125
(1+w2t?) 5 ( )
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e com isso,
p(t) ~ =121,

Uma vez que 1 é positivo - embora possa ser escolhido pequeno ou grande - , o limite é

simples de se obter:

lim u(t) = 0.

t—o0

B.7 Expansao do estado térmico na base de estados coerentes

Vamos calcular, aqui, a representacao da matriz densidade térmica

pp = Z texp (—BZw,\N,\> (B.126)
A
na base de estados coerentes. Uma vez que, para modos distintos, [Ny, Ny| = 0, podemos
reescrever
exp (—6 z}\: w,\N,\> = 1;[ exp (—BwyN,)
e, com isso,

pp = Z " [[ exp (—BwrN,). (B.127)
A
Expandiremos, entao, cada um dos modos A separadamente. Para isso, considere

exp (—BwilNy) = exp (—BwaNy/2) Lexp (—BwaNy/2) .

Inserindo a identidade para estados coerentes, temos

exp (—SwilNy) = i/d%éx exp (—PwalNy/2) [a)a| exp (—BwrNy/2). (B.128)

Recordamo-nos da expansao de |a) na base de estados de Fock:

o) = exp (-’O‘;‘ ) io j% In) . (B.129)

Ao atuarmos o operador exp (—SwyN)/2) neste estado, obtemos

2 00 n
exp (—BwaNx/2) [ay) = exp (— 2] > > CA p-Bean/2 |y (B.130)

2 n=0 n!

Definimos uma variavel, tal qual «), da forma

= e P2, (B.131)
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de modo que a Equacao B.130 é reescrita como

exp (—LwiaNy/2) |ay) = exp ( ) i \/3‘1_ (B.132)

:eXp< [ ) (!’hl ) (B.133)

Perceba que, na integracao da Equacao B.128, a mudanca de variaveis ocasiona

/d2a = /dRe(a,\)/dIm(oo\) = {eﬂwA/Q/dRe(%)] {eﬁw*ﬂ/dlm(%\)}
— P /dRe('yA)/dIm(%) = P /dQ%.

de forma que

exp (—Bw)\N,\) = €

yexp (—aaf?) exp (1nl?) )l - (B.134)
Observe que
asl? = % (5.135)

e, portanto,

Bewx
exp (—BrlVy) = — [ dexp { P [L = exp(Bwn)] } )l

Por fim, renomeamos v, — «.,, - uma vez que a letra ¢ apenas a varidvel de integracao - e

temos

exp (—BuaNy) = < ayexp {ax*[1 — exp(Bwa)]} [aa)an] - (B.136)

Precisamos, agora, calcular o traco do produtério em A de e #*Nx para encontrar

a funcao particao Z:
Z ="Tr l]‘[ emm] : (B.137)
A

Veja que tomar o trago sobre o produto total em A é o mesmo que tomar o trago parcialmente

sobre cada um dos modos, e multiplica-los:

Tr [H e_ﬁw*N*] =[] T, [e_’BWN*} : (B.138)

Felizmente, o traco da exponencial é facilmente calculado escrevendo-o na base de Fock

1)

J = H Z <n>\| 676w>‘N)‘ |TL/\> <B139)
AT

=I[> e Pom (B.140)
AN

1
= _ B.141
1;[ 1 — eBwa ( )
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Com a funcao parti¢do, podemos encontrar o valor esperado da energia, (H):

0 0 1
— Z In(1— e ") (B.143)
_ Z 1“i€6_ﬁ;; (B.144)

Contudo, reparamos que (H) = Y, wy (NV)), pela estrutura do sistema. Isso nos leva a

e Pwx 1

(M) = T = o 1 (B.145)

como esperado pela distribuicao de Bose-Einstein.

Utilizando a fung¢ao particdo na Equacao B.127, temos

pp = Z~ " [ exp(—BwiN,) (B.146)
B

1 -1
= liesmaey | Hevtram. (B.147)

que, utilizando as propriedades

=11 (B.148)

|:H aj] [H b]] :Hajbj (B149)
caso [aj, bys] = 0, concluimos que
pe =[] [1 — exp(—pBwn)] exp(—BwrNy) (B.150)
-1 PN =1 [ 20, exp {Jon P11~ exp(~Bn)]} o] (B.151)
1t ol e
_1;[7r( - [ (N,\)]’ aan|. O (B.152)

B.8 A funcdo /()

Precisamos, para definir o Hamiltoniano de drift, da fungao (), em que pu(t) é

dado pela Equagao 3.60. Para isso, escrevemos p(t) expressando a fungao I':

’F (f}—T + it + 1) ]4 v

(1+we)T (2 4+ 1)

p(t) = (B.153)
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E conhecido que T"(z) = I'(2)4o(2), em que 9)y(2) é chamada a fungio digamma. Portanto,

podemos escrever, quando usamos z(t) = L +iwrt,

T+t 1"
ult) = h+wwm 1A
)

In[u(t)] = 27 [21n [D(2(t) + 1)]* = 4In [[(a + 1)] = In(1 + w??)

=2 {21n [D(2() + 1)] + 2 [[(2*() + 1)] = 4In [M(a + 1)] = In (1 + w2t) }
1)z
1

at) 5 I(2(t) +1)2 N I (z* (t) + 1)2* 2wt ]
w0 TITEO ) TTTEO ) 1w
= 2 | 200(2() + 1)% + 2 Pt
=27 %(2()+)Z+ do(z7(t) +1)2" — Tru2e|
Perceba que, utilizando 1o(x*) = ¢§(x), temos
2wt
1) = 2000) {amefun(a(0) + 03 - 22 . (B.154)
Note que, para um nimero ( = a + b e 2 = iwr,
Re[Ciwr| = Reliawr — bwr] = —wrIm](].

Ao aplicarmos esse resultado, temos

ji(t) = 2nu(t) {—4wTIm[wo(z<t) +1)] - 1_2:1;152}

= —dnu(t) {QwTIm[z/Jo(z(t) +1)] + 1:)?;752} . O (B.155)

Para o tempo ¢ = 0, ndo ha divergéncias na funcao, de forma que

j(0) = ~Smrtm o (<X 4 1)

[

Podemos ver como a fungao fi(t) se comporta ao variarmos a temperatura do

sistema, para diferentes relagoes w,./wr, como mostrado na Figura 41.
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(g) n =10, w.T = 0.57 (h) n =10, wer =7 (i) n = 10, w.T =27

Figura 41 — fu(t) para diferentes temperaturas wy, intensidades do ruido n e frequéncias
de corte do ruido w,.
Fonte: Elaborada pelo autor.
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