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Resumo

Neste trabalho estudamos quatro tdpicos. Nos dois primeiros calculamos a emis-
sdo de momentum angular até a ordem de quadrupolo elétrico, primeiro através do
fluxo dos campos e depois trabalhando nas proprias fontes. Os outros dois referem-se
a massa eletromagnética. No primeiro a analisamos seguindo o trabalho de Dirac. No
segundo a analizamos no contexto da eletrodindmica ndo-linear de Born-Infeld mos-
trando que € igual A energia eletrostdtica dividida por ¢? para um sistema qualquer,

pontual ou ndo.
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Abstract

In this work we have studied four topics. In the first two we have calculated the
emission of angular momentum up to electric quadrupole order, first through the flux
of fields and afterwards working on the sources themselves. The other two refer to
the electromagnetic mass. In the first one we have analysed it following Dirac’s work.
In the second one we have analysed it in the context of the Born-Infeld’s nonlinear
electrodynamics showing that it is equal to the electrostatic energy divided by ¢? for

any system, point like or not.
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Introducao

Neste trabatho estudamos quatro tdpicos dois deles relacionados com a radiagio
eletromagnética e dois relativos & massa eletromagnética.

Esses topicos estdo delineados como segue:

1. Emissdo de momentum angular através do fluxo até a ordem de quadrupolo
elétrico.

2. Emissdo de momentum angular e de energia até a mesma ordem trabalhando nas
préprias cargas.

3. Cdlculo ndo-relativistico da relagdo entre a massa eletromagnética ¢ a energia e
consideracdes sobre a relagdo relativistica no esquema de Dirac,

4. Obtencdo da relagfio massa eletromagnéticaxenergia na eletrodindmica ndo-
linear de Born-Infeld para um sistema qualquer, pontual ou néo.

Na mesma ordem estdo detalhes desses assuntos.

1. Obtivemos a emissdo de momentum angular eletromagnético de um sistema até
a ordem de quadrupolo elétrico em complemento ao cdlculo de Landau-Lifshitz (LL)
[1] feito até€ dipolo. O célculo € feito de forma usual, através dos campos, pelo fluxo
do momentum angular eletromagnético.

2. Calculamos a emissdo de momentum angular e também de energia trabalhando
nas proprias cargas. Os célculos também sdo feitos até a ordem de quadrupolo elétrico.

As emissdes de energia e momentum angular sdo calculadas respectivamente pelas



médias temporais do torque ¢ da taxa de trabalho mecinico das forgas internas do
sistema contra as proprias forcas eletromagnéticas. Este método de cdlculo através
das fontes segue o tratamento elaborado por Peres [2] para a emissdo do momentum
linear eletromagnético, como ilustragdo ao que ele executa depois para a emissdo do
momentum linear gravitacional.

3. Lorentz [4] calculou, trabalhando nas cargas, a auto-forca sobre uma carga (elé-
tron extenso) obtendo para a massa eletromagnética m. (que aparece multiplicando a
aceleragio @) o valor m, = (4/3)U/c?, onde U ¢ a energia eletrostitica do sistema.
Este resultado ndo estd de acordo com a previsio da relagdo massaxenergia da RR.
Dirac {5] calculou a forca relativisticamente através do fluxo do tensor momentum-
energia. O fluxo é calculado através de um tubo fechado tri-dimensional no espago-
tempo que envolve um trecho da linha de universo da particula. Dirac o faz somente
através da superficie lateral, inferindo por argumentos de simplicidade o valor da con-
tribuicdo das bases, que leva a renormalizag¢do da massa do elétron. O cdlculo explicito
dessa contribuicio foi feito por de Groot e Suttorp [6], os quais mostraram claramente
que tal contribuicdo leva a relacdo m, = U/c?, como previsto na RR. Neste trabalho
tentamos entender, e locahizar, onde e porque o fator 4/3 do cdlculo ndo-relativistico
reduziu-se ao desejado fator 1. Afim de estabelecer uma ponte com o trabalho de Dirac
recalculamos a for¢a ndo-relativisticamente em termos do fluxo dos campos (em con-
traposi¢do ao feito através das fontes por Lorentz). Novamente, apareceu o fator 4/3,
como era de se esperar. Em seguida fizemos o limite de baixas velocidades do cédlculo
de Dirac com o intuito de ver de perto quais os termos adicionais aos presentes no
nosso resultado ndo-relativistico, qual o significado fisico de cada um e quais os seus
valores. Verificamos que os termos adicionais tem origem na cinemadtica relativistica
provenientes da construcio do tubo de Dirac. Dessa construcdo relativistica resultam

os termos do nosso calculo ndo-relativistico ¢ dois termos adicionais. Um deles pro-
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vém da drea lateral e o outro das bases. O primeiro termo exprime uma transformagao
de Lorentz temporal e o outro € o termo de correcdo relativistica a definicdo usual de
momentum eletromagnético de um sistema. Calculamos tais termos em separado ¢
verificamos que dao a contribuicdo de —1/3 para a massa eletromagnética. Juntando
ao 4/3 do cdlculo nao-relativistico obtem-se entdo o desejado fator 1.

4. Neste trabalho mostramos que a relagd@o entre a massa eletromagnética € a ener-
gia de uma carga qualquer na teoria de Born-Infeld € a prescrita pela Relatividade Res-
trita quando o momentum eletromagnético da carga em translacdo € definido por uma
ransformagdo de Lorentz, como ocorre na teoria de Maxwell. Obtemos m, = U/c?
onde U ¢ a energia eletrostdtica da teoria para um sistema qualquer, pontual ou nio,

com simetria esférica ou ndo, sem restrigdes de qualquer natureza.



Capitulo 1

Emissao de momentum angular até a

ordem de quadrupolo

Obtivemos a expressao da emissdo de momentum angular eletromagnético por uni-
dade de tempo até a ordem de quadrupolo elétrico como em geral € feito para a emis-
sdo de energia e de momentum. O cdlculo € feito a maneira usual através do fluxo de
momentum angular através de uma superficie envolvendo o sistema de cargas. Este
resuttado complementa o de Landau-Lifschitz (LLL) [1] feito até dipolo.

A quantidade de momentum angular emitida por unidade de tempo por uma dis-
tribui¢do € igual ao seu fluxo através de uma superficie distante que a envolve. A
expressdo do fluxo através de uma superficie esférica de normal 7 e raio r que tende

ao infinito é [1]

4w
M,‘ = / Eijle’kSCjTleA:/ €ijle’knjan3dQ, (11)
A 0

onde estd sub-entendido a soma sobre indices repetidos, dA = r2dS) € o elemento de

drea sobre a superficie e
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€ o tensor dos esfor¢os. A "linha” foi usada para distingui-lo da componente espago-
espaco do tensor energia-momentum-esfor¢os 7, da Relatividade Restrita, que tem
sinal contrdrio, Tj; = —T};. Substituindo essa expressdo no integrando de Eq. (1.1)

resuita

H=r [T B) (7 x B)+ (- B) (7 x B)] i, (13)

Necessitamos das expressdes dos campos longe da distribui¢io (r — o). No caso
da emissdo de energia € momentum basta conhecé-los até a ordem 1 /r pois os respec-
tivos integrandos sdo quadraticos nos campos como aqui € s6 contem o fator 2 vindo
do elemento de drea. Aqui esse fator é 73 e, portanto, precisamos das contribuigdes
dos campos que vao como 1/r e também 1/r%. Os primeiros sdo bem conhecidos e
sao encontrados por exemplo em LL [1] ao calcularem a emissao de energia e momen-
tum linear até a ordem de quadrupolo. No Apéndice A estendemos o célculo até 1/r2,

Obtemos, com a notagdo @); = Q;;n;,

ﬁ:%[<?xﬁ)xﬁ+é(axﬁ>xﬁ+ﬁx W?]Jr

+—1—[<tz‘ <) xﬁ+2ﬁ(ﬁ."&z‘)+2ic(a <) x 7+

cr?

+2icﬁ (ﬁ 6) + T m‘] (1.4)



?—i[?xﬁ+§g5xﬁ+(ﬁixﬁ)xﬁ}+

c?r

boa |4 X v @ x4 (7 <) 2w (RR)] ()

Nessas equacdes —(?, e Qi; sdo, respectivamente, os momentos de dipolo elétrico ¢

magnético e o de quadrupolo

d; = [’ pxidV’, (1.6)
m; = -21—6/(?' x7") av' (1.7)

c
Qi; = / ¢ (3ziz} — r%6;) av’ (1.8)

Para calcular a integral Eq. (1.3) utilizamos as seguintes relacoes

47 47"-
myd = 75, 19
/0 nin; 3 0 (1.9)
49 47r
/0 ninjnkmdﬂ = B (5ij5k:l + 6ik6jl + 51'15]'];) (1 . 10)
e
4
/ (ngimparden,-,s) d? = 0. (1.11)
0

As relagbes acima podem ser verificadas por célculo explicito. Podem ser obtidas di-

retamente notando que as integrais sfio tensores constantes ¢ o Gnico tensor simétrico



constante € 6;;. A primeira integral €, entdo, proporcional a §;; e a segunda a uma com-
binacdo simétrica dessas quantidades. Os coeficientes resultam depois por contra¢des
dos indices. Para um nimero fmpar as integrais sdo nulas pois ndo existem vetores
ou tensores constantes com um numero impar de componentes (0 Gnico outro tensor
constante € 45 que € anti-simétrico).

Os campos no integrando da Eq. (1.3) estdo em expressdes quadraticas dando entiio
contribui¢bes de ordem r=2, r=3 e 74, que serdo multiplicadas por 73. Os termos
de ordem r % t8m ndmero impar de componentes da normal niio contribuindo para a
integral. Isto € bom pois se tal ndo fosse a integral desses termos seria divergente.
Os termos de ordem r~* viio contribuir para a integral com termos da ordem de 7!
que se anulam no infinito. Portanto os termos quadrdticos que dao contribui¢do sdo

os cruzados, 0s proporcionais a 7~3. Fazendo os célculos (detalhes no Apéndice B)

resulta,

(7 7) + (Wi X Wl) 50 SEUk Q;iQu +

+— [Qijmj + Qz‘jmj] : (1.12)

O primeiro termo reproduz o resultado de dipolo elétrico de LL [1]. Os termos de
ordem maior sio novos. E de se notar que o lado direito dessa equagdo estd calculado

no instante retardado em relagéo a origem, ¢t — r/c.



Capitulo 2

Emissao de momentum angular e

energia através das fontes

2.1 Emissao de momentum angular

Calculamos aqui o valor médio temporal da taxa de emissdo do momemtum an-
gular eletromagnético, até a mesma ordem de quadrupolo elétrico, através do valor
médio do torque das forgas internas do sistema contra as préprias forcas eletromag-
néticas. Este método de cdlculo foi feito por Peres [2] para a emissdo do momentum
linear eletromagnético como ilustragdio ao que executa depois para a emissao do linear
gravitacional. Sendo pe 7 as densidades de carga e corrente e EeBos campos
gerados pelas proprias fontes, o torque mecanico (7) realizado por essa distribuigdo

de carga é

T = /7’ x [p(?,t)ﬁ(?, £) + % (7 (P, 0= B(7, t))] av. @D

Como sabido, é daqui que resulta a Eq. (1.1) quando se faz uso das equacdes de

Maxwell para eliminar as cargas em favor dos campos. Obtem-se LL [1]



T, = —ﬁ(;% (ﬁ % (E“ % ?))id‘/ + M. (2.2)

O primeiro termo do lado direito representa a taxa de variagdo do momentum angular
dos campos e o segundo representa o fluxo de momentum angular através da superficie
que envolve a distribuiciio escrita na Eq. (1.1) .

Da Eq. (2.2) € facil ver que o valor medio temporal {) do torque é igual ao valor
médio da taxa de emissio de momentum angular. Isto decorre do fato de que o valor

médio temporal de derivadas em relagido ao tempo é nulo. Resulta entdo

() = (M) . 2.3)

Neste capitulo calculamos o lado esquerdo explicitamente e no final verificaremos que
o resultado concorda com o obtido pela média de M.

A vantagem deste cédlculo € mostrar explicitamente que ndo é necessdrio passar por
todo o trabalho envolvido em obter a Eq. (2.2) e daf calcular M; quando se deseja,
como € usual, apenas o seu valor médio temporal.

Os campos elétrico e de indug@o eletromagnética sdo calculados através dos poten-

ciais escalar e vetor, Bl = —V & — (1/c) (6/875)? e B =V x 4. definidos por

o
O(7,t) = / PTLE) gy (2.4)
v R
e 7
7
A7, =+ / EAGSLIIY 2,
( ’ ) cJu R ? ( 5)
onde R = l? —7'let =t~ R/c éotempo retardado. Estamos interessados nos

campos até a ordem de quadrupolo elétrico. Para isso expandimos nos potenciais p
e 7 em poténcias de R na varidvel ¢’ até a ordem desejada e calculamos os campos.

Apresentamos os detathes de cdlculo no Apéndice C, escrevendo aqui os resultados



finais. Obtemos

E(7,1) = /[(?’ )ﬁ 1 f)wfw(?' 1) ,372‘—
— b (P 1) FR?H d t);;lchzﬁ} dv'+

+/[ 7 t)—~+7’(?>' --7‘(?' 1) Rt

2Nt
+ 7 (7 t)WRQJ av’ (2.6)
c
P 1R 5
?(?,t}:[}l [7(?,t)><————7 79 X%E—F
+ 7 (71 x ?%T%’J v, @.7)

Substituindo esses campos na equagdo do torque, Eq. (2.1 ), resulta

o Bz !
T = Eijk/v/vl [p(?,t)p('?,t) ;I;;:] = AT 0 p (Pt )2’12 R;:J+

(_? t) (?’ t)ijkiL'j — p(—T‘}, t) ;) (?l,t)ainRk.’Ej—f-

4
+o(P) b (7 t)@mfzkxj} dV'dy -
J.

cun [ [ =070 d (71 D524 07,0 Ji (7 )5

10



_p(71) G (?’,t)-z-,%mj + (P T (Pt )—R?%} AV dv +

3lc>
1 Rz
+Ezjk5pnkclmn// [ (?, ) };3‘7 -+
. , 1 Rz; , ,
+Jp(P 1) Jm (P t) 55 %J = Jp(T 1) dm (P, ) 315 sleJ} dv'dv. (2.8)

Calculemos agora o valor médio temporal dessa expressdo utilizando dois fatos. Pri-
meiro que o valor médio temporal de derivadas totais em relagdo ao tempo é nulo
(dF/dt) = 0 e segundo que as fontes sdo localizadas. Esta tltima implica que para

uma fungdo F qualquer das fontes

/?’ (P, 0dV =0. 2.9)

Como conseqii€ncia desses fatos temos, para duas fungdes F' ¢ G quaisquer

(FG)=—(FQG) (2.10)
[+
JF
[ 55 =~ /Faq:, dv. @.11)

Para o calculo do valor médio da Eq. (2.8) utilizamos a equagdo da continuidade,
p +0;J; = 0. Deste modo poderemos transformar as derivadas temporais de p em
divergentes de 7 que nos possibilitard a utilizacdo da relacdo (2.11). Em seguida
utilizamos a (2.10) que nos possibilitard escrever a média em termos de produtos das
correntes e de seus primetros momentos. Essas relacdes poderao depois serem escritas
em termos dos multipolos d;, m; e @;;, envolvendo médias dos seus produtos. Os

detalhes estao no Apéndice D. O resultado final é

(T = éi_s <<7 x ?}!‘>i> + % (7 x ) )+ 95 e (004). @12)

i1



Calculando o valor temporal médio de M; na Eq. (1.12) e comparando com a Eq.

(2.12) verificamos que a Eq. (2.3) ¢, de fato, satisfeita (Apéndice D).

2.2 Emissao de energia

Em complemento ao célculo feito para 0 momentum angular, obtivemos a expres-
sao da média temporal da taxa de variag@o de energia trabalhando nas préprias cargas.
Esse célculo ¢ feito através da média temporal da taxa de trabalho mecanico, P, reali-
zado pelas forgas internas do sistema contra as proprias forcas eletromagnéticas.

A expressdo da poténcia é

P= /7(’?,t)-ﬁ(?,t)dv. (2.13)

Como ¢ sabido, é dessa equagdo que resulta a expressdo do fluxo de energia I =
—(c/4m) f4 (ﬁ X ?) -7 dA, que é usualmente utilizada para a emissio de energia. E
a utilizada por LL [1] para o célculo da emissdo de energia até a ordem de quadrupolo.
I é obtida quando se faz uso das equacgdes de Maxwell para eliminar as cargas em favor

dos campos obtendo-se

_1d ,
P=—c [E + B dV + 1. (2.14)

O primeiro termo representa a taxa de variagdo da energia dos campos eletromagnéti-
COS.

Da Eq. (2.14) € facil ver que o valor médio temporal da poténcia € igual ao va-
lor médio da taxa de emissdo de energia. Isto decorre do fato de que o valor médio

temporal de derivadas em relagfio ao tempo € nulo. Resulta entdo

(P)=(I). (2.15)



O campo elétrico para o cdlculo da Eq. (2.13) € o utilizado para o cdlculo do torque,
Eq. (2.6). Substituindo resulta

S Ri—

P:/U/U’Ji(_ﬁ,t) [p(?’,t)%—ﬁ(?')t) , (P )3'c3

212 R

4
b7 )FRRM(?W )51653234 dV'dV +

+/v/v'Ji(_P’t [ Ji (7, )——+ Ji (7, ) N )ﬁTCZR+

U (PR dvia. (2.16)

Calculamos o valor médio temporal dessa expressdo, {P), da mesma forma que fi-

zemos para o torque. Apresentamos os detalhes do célculo no Apéndice E. O resultado

final ¢, até a ordem de quadrupolo elétrico,

Calculando o valor temporal médio de I obtido por LL [1] e comparando com a Eq.

(2.17) verificamos que a Eq. (2.15) €, de fato, satisfeita (Apéndice E).



Capitulo 3

Massa eletromagnética

3.1 Calculo nao-relativistico

A densidade de forga eletromagnética sobre uma distribuicdo de cargas €,

T=0E+ TxB 3.1)

Usando as equag¢des de Maxwell pode-se eliminar as cargas em favor dos campos ¢

obtem-se a expressio (veja, por exemplo, Jackson [7])

L RLYR

— 1 2 2) )
= |2 (EE+BB 5,J(E+B)] (32)

asrj

Integrando no volume V' da distribuicdo com drea superficial A e usando o teorema de

Gauss no segundo termo resulta

F, = —

/(? x B) dV+/ ' njdA. (3.3)

47rc dt

14



onde 77; € o tensor dos esforgos,

1 1
T! [EEJ +B:B; — 56 (B*+ BQ)} : (3.4)

i ar

e 7 & anormal 2 superficie A. O primeiro termo da Eq. (3.3) é menos a taxa temporal
do momentum eletromagnético e o segundo € o fluxo do tensor dos esfor¢os através
de A. Lorentz calculou a forca usando a Eq. (3.1), trabalhando nas préprias cargas, e
nés calcularemos usando a Eq. (3.3). O intuito € estabelecer uma ponte com o cédlculo
através do fluxo relativistico do esquema de Dirac.

Como considerado por Dirac focalizaremos o caso de uma carga puntiforme (elé-
tron) e centrada numa superficie esférica de raio € no seu sistema de repouso. O raio
€ vai a zero no fim dos cédlculos. Para comparacio com Dirac escreveremos o impulso

elementar da for¢a F; na Eq. (3.3)

Fidt = —4—1—d (B xB) av+ / TiymdAdt (3.5)

e v

Dirac obtem a forga calculando o fluxo do tensor momentum-energia através de um tu-
bo 4-dimensional fino envolvendo um trecho da linha de universo da particula. O fluxo
através da hipersuperficie lateral (3-dimensional) desse tubo corresponde ao através
da superficie A na Eq. (3.5) ¢ o fluxo através das bases (3-dimensionais) do tubo
corresponde a integral volumétrica no primeiro termo. Note que, como dV, dAecdt
tem dimensao 3, de volume, como tem a hiper-area da hipersuperficie do tubo. Como
descrito abaixo, o nosso cdlculo ndo-relativistico através da Eq. (3.3) dard a mesma
relagdo m, = (4/3)U/c?* obtida por Lorentz, como esperado. Em seguida faremos o
limite de baixas velocidades da expressdo relativistica do fluxo 4-dimensional de Dirac
a procura dos termos adicionais, € quais 0s seus significados fisicos, que consertario

o resultado nado-relativistico. Mostramos que decorrente da construcgio do tubo, apare-

15



cerd na expressdo do impulso de Dirac o lado direito da expressdo Eq. (3.5) acrescida
de dois termos adicionais, que levardo ao resultado correto para m.. Um desses termos
reflete uma transformac@o de Lorentz do tempo dt e 0 outro é um termo de correcdo
relativistica ao momentum eletromagnético de Maxwell que estd no segundo termo.

Faremos todo o cdlculo no sistema de repouso do elétron (7 = 0), com aceleracéio
@, pois queremos localizar apenas o problema da massa eletromagnética.

O primeiro termo da Eq. (3.3) ndo apresenta nenhuma dificuldade pois os campos
estdo fora da carga, na superficie que a envolve. O problema € o segundo termo. Esse
termo € divergente pois a integral volumétrica contém evidentemente a origem onde
estd a carga, na qual os campos divergem. Esse termo dd uma contribuic¢fo infinita
para a massa eletromagnética que depois € absorvida no processo de renormalizagio.
O que se deseja € conhecer a forma explicita desse termo pois o0 que nos interessa €
a relac@o , o fator de multiplicagdo, entre m, e a energia eletrostdtica U, que é infini-
ta. Para isso, no volume V', consideramos o elétron como limite de uma distribuicio
esfericamente simétrica de raio igual ao préprio £, que vai ao limite zero. Agora as
equagOes de Maxwell valem em todo o volume V. Como nfo serd necessdrio fazer
o célculo explicito da integral a consideraremos primeiro. Estando a carga (agora
extensa) com velocidade ¥ os campos estdo relacionados nio-relativisticamente por
B = v X ﬁ /e. Estamos no sistema de repouso mas devemos guardar ? em primeira
ordem em ¥ pois no segundo termo da Eq. (3.3) comparece uma derivada temporal.
Segue entiio que ExB=c" [7]32 — (T? ﬁ) ﬁ] Como a distribui¢fio € esferica-
mente simétrica o segundo termo dentro do colchetes € igual a (1/3)E?7%. O primeiro

termo da Eq. (3.3) torna-se entdo, com @ = d?/dt,

1 d \ 2 1 e i
_R:EE/V(E‘XB’) dV::a?Sc—?Z%/u /QEZdV, (3.6)

onde € designa o angulo sélido. O termo ¢ entdo proporcional 4 energia eletrostdtica

{6



contida no volume de raio €, Uy,) = (8m)~" Jo) E2dV . Seu valor depende da forma da
distribuicdo. Nio precisamos explicita-la.

O célculo do segundo termo na Eq. (3.3) € direto uma vez escritas as expressoes
dos campos de uma particula acelerada no seu sistema de repouso (7 = 0). O detalhe
encontra-se no Apéndice F. O campo elétrico na superficie que sobrevive no limite

e — 0 ¢ dado por

ﬁ_e[ﬁ————[—ﬁ 7 (d - ﬁ)]+2—7—+0() (3.7)

~2 2562

O campo magnético ndo contribuird para esse termo da Eq. (3.3) pois estamos fazendo
o célculo para ¥ = 0. Usando as relagdes Eqgs. (1.9), (1.10) e (1.11) para o calculo da

integral angular resulta (Apéndice G)

/ InjdA = —3-‘2——ai+—c— Q. (3.8)

O primeiro termo no lado direito d4 uma contribuicdo para m, que diverge no limite

e — 0. Para o primeiro termo da Eq. (3.8) usamos a relagao

")

e / /Q“’”Qd?"dﬂ = —i /:O/QE’z(r)dV, (3.9)

que ¢é proporcional entdo a energia eletrostatica do campo contido agora em todo espa-

co fora da esfera de raio €. Com isto a Eq. (3.8) torna-se

2 _-———.
[ Tinida = 362%/ [ B mav + 55 a. (3.10)

Substituindo as Eqgs. (3.6) ¢ (3.10) na Eq. (3.3) vemos que na soma a integral volumé-

trica estende-se a todo o espago. Obtem-se

17
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Fo_dUo 2 5 311
32 +3c3 ’ ( )

onde U = (1/87) [ E*dV ¢é a energia eletrostdtica do campo. Claro, diverge no li-

mite £ — 0. O primeiro termo de Eq. (3.11) mostra que o ¢létron tem uma massa

eletromagnética

_4u

me = )
© 32

(3.12)

Isto porque da Mecénica o lado esquerdo é F; = mga; onde com my indicamos a
massa mecanica do elétron (massa devido 4 massa). Reescrevemos entdo a Eq. (3.11)

sob a forma

2 ¢?
i = T a77 3.13
ma 33 ( )
onde m é a massa total,
m = 1mg + Me. 3.14

O processo de renormalizagdo consiste em afirmar que m € a massa experimental
(a medida em laboratério) do elétron. Claro, como m € finita € m, € infinita, mg deve
ser infinita também. Estamos entdo desde o comec¢o com um 7 mecanico infinito.
Mas como no fim todos os infinitos desaparecem ao dizer que m € a experimental, o
processo € considerado legitimo. O que nos interessa aqui é o coeficiente 4/3 na Eq.
(3.11).

Analisaremos na proxima secio o limite de baixas velocidades do cédlculo relati-
vistico no esquema de Dirac. Temos como objetivo entender o significado dos termos

adicionais, que aparecem nesse contexto relativistico, que levam ao esperado coefici-
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ente 1.
Antes de prosseguirmos faremos uma observagdo. Notemos que a expressdo da

densidade da forca f; na Eq. (3.2) pode ser escrita sob a forma de

. 0 4 g .. \
r=- (gt ), o

onde estamos colocando z° = ¢t, (2*) = (x,y, 2), todos com a mesma dimens3o,

_ _17; (£ xB), =10 (3.16)

79 L (EE‘ + BB, — b (B +BY)) =Ty, 3.17)

com sinal contrdrio & 77;. Por outro lado, a conhecida expressdo da densidade de
poténcia que chamamos f°, f0 = 7 Tf em termos dos campos, que leva a Eq. (2.14)

é

f"=—81 5 (5*+8) - —V-(ExB). (3.18)

m

Esta expressdo também pode ser condensada em

J a , ‘
fo=— (E)}?TOO + %TOJ) , (3.19)

onde
700 siw (E2 + BZ) . (3.20)

Introduzindo indices que vio de 0 a 3 vemos que as equacgdes Egs. (3.15) e (3.19)
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podem ser escritas como componentes da equacio

]
I THY (
f amy .

»
()
Nt

A estrutura covariante da equacdo (forga, poténcia) x campos no espago-tempo da Rela-

z

tividade Restrita (RR) jd esta entdo aparente. T € o quadritensor energia-momentum-
esfor¢co do campo eletromagnético na RR. f# ¢ a densidade quadridimensional de
quadri-forga, isto &, o quadri-impulso F* ¢ a integral de f* no quadri-volume, dw =

dz%dztdxr?dx® = dz°dV, espago-tempo, ndo em dV/,

o= / Frdrda dzdz®. (3.22)

Para a componente i, temos

Fi= / ( / f"dV) cdt = ¢ / Fidt. (3.23)

dF* = cF'dt é entdo ¢ vezes o impulso da forca usual. Das Eqs. (3.21) e (3.22) o

quadri-impulso pode ser escrito:

e / %T”"dm%xﬂﬁdﬁ. (3.24)

Este € o ponto de partida do trabalho de Dirac. A Eq. (3.21) pode ser obtida por
um célculo mais direto usando a formulaciio covariante das equactes de Maxwell. O

célculo estd no Apéndice H.

3.1.1 Analise do calculo relativistico

A auto-for¢a € calculada por Dirac [5] através da integral 4-dimensional (em d*z =

cdtdV') do divergente do tensor momentum-energia tomando como regido a envolta

20



por um tubo 4-dimensional envolvendo um trecho da linha de universo da particula.
Utilizando o teorema de Gauss a integral do divergente € transformada em uma integral
de fluxo. A superficie desse tubo (4-dimensional) € constituida pela drea lateral mais
a drea das bases (3-dimensionais). Dirac ndo calcula explicitamente a contribui¢o
das bases, sé da superficie lateral. Por argumentos de simplicidade infere que tais
contribui¢bes renormalizam a massa do elétron. Groot e Suttorp [6] calculam tais
contribui¢des explicitamente.

Para compararmos com o nosso cdlculo ndo-relativistico reduzimos a expressio fi-

nal do impulso relativistico para o sistema de repouso do elétron. Obtivemos 0 seguinte

resultado:

Fidt = — /() [—l—d (ﬁ X ?)Z + C%TZ’JUJ] av+

4re

+ [ Ty [dt+ —1557?1171‘] dA, (3.25)
A (&

onde T;; estd na Eq. (3.4).

Comparando com o cdlculo ndo-relativistico na equacgdo Eq. (3.5) vemos que apa-
recem dois novos termos decorrentes da construcdo do tubo. Um estd presente no
primeiro termo da primeira integral € o outro na integral superficial, ambos proporci-
onais a d¥. O primeiro é o termo adicional devido 4 velocidade d ¥ que aparece no
momentum eletromagnético quando ele € definido por uma transformacio de Lorentz
do seu valor no repouso, junto com a energia. Como £ € o raio vetor da superficie
esférica de raio €, o segundo é uma correcdo relativistica do intervalo de tempo dt

também devido a d 7. Dividindo a Eq. (3.25) por dt resulta a expressio da forga,

47re Ot

F = '/@ [LQ (ExB) + éz;'jai} v+
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/ Tl [1 + —5‘? ?} dA. (3.26)

Os termos adicionais sdo calculados da mesma forma que fizemos para o célculo
ndo-relativistico. Para detalhes de cdlculo veja o Apéndice I. A integral do termo extra

no volume é

1 €
== /0 T/, air?dQdr = ga = / | B (3.27)

Calculando a contribuig@o do termo extra na segunda integral obtemos

: 1 - 1é? 1
.(2)2__/7’.', I @dA = ——aq / /52 )dv. 3.2
F; ¢ | Ly’ ™. dA G20 = 3% } (3.28)

A soma dessas duas integrais € igual a (1/3)(U/c?)a;,

Fi(l) Fz(Q) :'1; [ia‘ (329)

Esse é entdo o termo que deve ser adicionado ao cdlculo ndo-relativistico. Vemos

claramente que esse termo converte o fator 4/3 na massa eletromagnética no desejado

fator 1 (4/3 —1/3 = 1y

U_ . 26 -
?:—6—274-5‘;—37. (3.30)

Vamos mostrar agora que com as novas expressdes livramo-nos da hipétese de
distribuicdo esfericamente simétrica utilizada nas contas feitas no volume. Usando

que B = (7 X ﬁ) /c e a expressdo de Tj; no primeiro integrando da Eq. (3.26)

obtemos



/ Lwat (ﬁ 73">) + sz’JaJ] dv =

1 1
= @/(E) [E2a1-— (7?) E; + (7753)& —§Ezaz’ dVv =
— ai-g%g/()EZdV. (3.31)

Vemos entiio claramente, o cancelamento dos termos sobre os quais a simetria esférica
foi suposta. Para obtermos o segundo termo de Eq. (3.26) somamos as Eqgs. (3.8) e

(3.28) com o resultado

[ mgn [+ e @] da = —a ags [ [ E0) dV+—-—'-. (332)

Somando esses resultados vemos entdo que resulta a Eq. (3.30) com a expressdo da

massa eletromagnética correta independente da hipétese de simetria esférica.

3.2 Massa no contexto da eletrodinamica nao linear de

Born-Infeld

A muitos anos atrds Frenkel calculou a relag@o entre a massa eletromagnética m,
¢ a energia eletrostatica U de uma particula pontual no contexto da teoria ndo-linear
do campo eletromagnético de Born-Infeld, obtendo o resultado esperado pela Rela-

tividade Restrita m, = U/c?. O resultado foi obtido através do célculo do momen-

S
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tum eletromagnético do campo da particula (elétron) em translagio uniforme. O mo-
mentum foi tomado igual a integral da componente tempo xespaco do tensor energia-
momentum-esforgos da teoria P = (1/c) f T™dV correspondente ao usual momen-
tum de Maxwell.

E sabido que um célculo semelhante no contexto da teoria de Maxwell leva para
um sistema com simetria esférica a uma relacdo diferente do esperado, isto é m, =
(4/3)U/c?. Aqui o resultado esperado aparece quando adota-se a Relatividade Restrita
(RR) desde o comego tomando para P* o obtido por uma transformagio de Lorentz do
seu valor nulo no sistema de repouso da particula. Isto é feito junto com a energia P°,
que ¢ igual a eletrostatica U no repouso, levando em conta o caréter de 4-vetor de P e
P*. Com isto tem-se termos adicionais a 7% que ddo uma contribuigdo —1/3 para m..
Isto entdo leva o fator 4/3 para o desejado fator 1. Mais ainda o tratamento global da
expressdo do momentum mostra que o resultado correto € independente da hipdtese de
simetria esférica pois 0s termos sobre 0s quais tal sistema € feita se anulam.

Surge entdo a questdo de saber o que tal defini¢do relativistica do momentum im-
plica na teoria de Born-Infeld. Claro, ja& que Frenkel obteve o resultado correto para
uma particula pontual com a defini¢fo usual € de se esperar que os termos adicionais
se anulam nesse caso. Verificamos que isto de fato ocorre. Mas aprendemos muito
mais com a expressdo do momentum obtido pela transformagio de Lorentz. Com essa
definigdo mostramos que o resultado correto vale para qualquer sistema, pontual ou
ndo com simetria esférica ou ndo sem restri¢des de qualquer natureza.

Consideremos um sistema carregado em translacdio com velocidade ¥, No seu

sistema de repouso o 4-momentum é

Py = / TioydVio), (3.33)
onde com (0) indicamos o valor das respectivas quantidades no repouso: T(%g = u
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¢ a densidade de energia eletrostdtica ¢ Tfg) = 0. Chamando w* = da*/cdr a 4-

velocidade de um ponto representativo do sistema em translagdo com velocidade o
tem-se u® = 1/\/1 — v2/c? = y e u' = v ¥ /c. Logo no sistema de repouso ugy = le

u? = 0. Daqui resulta que a expressio para o momentum num referencial qualquer €

pr = / T u,~dV. (3.34)

Essa expressdo se reduz a anterior no repouso. Decompondo-a resulta

o1 . >
P == [ [1uo + Tu;] yav. (3.35)

Onde T ¢ o tensor dos esforcos do campo. Antes de escrevermos as expressdes de
T* na teoria de Born-Infeld notemos que, como a massa eletromagnética aparece
como o coeficiente de 7, basta escrever a expressio acima apenas em primeira ordem
em 7. Nessa ordem o tensor energia-momentum-esforcos da teoria de Born-Infeld

tem componentes

2
79 = o (—1—— — 1) =u (3.36)
47 1 - E

_1(ExE)

T = (3.37)
r /1 — 15_22
e
. 1 EE; E?
TV — — | 22 2 ) R | ) )
pp - 1;: + (5sz 07 (3.38)

A constante b? ¢ o valer superior de E2. Notemos que quando b* — oo essas expres-
soes se reduzem as correspondentes do campo de Maxwell, cuja componente espago-

espago tem sinal contrdrio ao de 77;. Portanto em primeira ordem resulta
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av, (3.39)

- [ e (-5 )

onde B = (7 X ﬁ) /cna ordem considerada. Nessa expressio Eéa parte do campo

elétrico independente da velocidade. Isto €, o de repouso do sistema (ﬁ = ﬁ(o)).

Frenkel adota para 0 momentum o primeiro termo dessa expressao para o caso
da particula pontual obtendo a expressdo correta para m.. E de se esperar entao que o
segundo termo se anule para a particula pontual. Verificamos que isto de fato acontece.
Os célculos estdo no Apéndice J. E de se notar que na teoria de Bom-Infeld o campo
elétrico do elétron € finito na carga.

Com a presenca do segundo termo € imediato verificarmos que o resultado correto
para m, vale para um sistema qualquer em translacdo. Chamando 7’)1 0 primeiro termo

do lado direito da Eq. (3.39) e ng 0s restantes, resulta utilizando ‘B) = (7 X ﬁ) /e,

B27 — (v E)E]av (3.40)

? . i / 1
- 2 52
drc /1_1:_2

B,= 4m2/\/_§[7 E)E + 9% (\/ %4”@: (3.41)

Somando vemos claramente o cancelamento dos termos ('1? . ﬁ) ﬁ Obtemos entio

E? , E? )
1_E_2+b( 1—b—2—1)}dv (3.42)

ou



dv. (3.43)

No segundo termo da equacdo vemos que o integrando € proporcional a densidade de

energia. Resulta

B-Uw,

2

o)

onde U = [udV ¢ a energia eletrostética do sistema no seu referencial de repouso.



Conclusao

Neste trabalho estudamos 4 tépicos. Dois deles relativos a emissdo de momentum
angular eletromagnético junto com o de energia e dois sobre a massa eletromagnética.

Obtivemos primeiro a expressdo da emissido de momentum angular até a ordem de
quadrupolo elétrico complementando o resultado até a ordem de dipolo de Landau-
Lifshitz [1]. O célculo é feito através do fluxo de momentum angular no infinito, como
fazem os autores para a emissdo de energia e de momentum até a ordem de quadrupolo
elétrico.

No segundo topico calculamos a emissdo do momentum angular trabalthando nas
proprias fontes e o fizemos também para a emiss@o de energia. Seguimos aqui o tra-
tamento que Peres [2] utilizou para o cdlculo do momentum linear eletromagnético
COmo preparagdo ao que executa em seguida para o caso da emissdo do momentum
gravitacional.

Nos dois tltimos tépicos estudamos a massa eletromagnética na eletrodinimica de
Maxwell € na ndo-lnear de Born-Infeld. Na primeira conseguimos detectar, e qual
o significado fisico, dos termos adicionais que aparecem no esquema relativistico de
Dirac [5] quando comparado com o que resulta do cdlculo ndo-relativistico. Para isso
calculamos este tltimo em termos do fluxo dos campos em vez de trabalhar com as
proprias cargas como feito por Lorentz [4]. Assim o fizemos com o intuito de estabe-

lecer uma ponte com o célculo de Dirac que € feito através do fluxo através de uma



hipersuperficie (3-dimensional) que envolve um trecho da linha de universo da parti-
cula. O limite de baixas velocidades do resultado relativistico mostrou a existéncia
de dois termos adicionais sendo um deles de correcdo relativistica temporal € 0 outro
de correcdo a expressdo usual do momentum eletromagnético por transformacdes de
Lorentz.

Finalmente no caso de Born-Infeld mostramos que o momentum eletromagnético
da teoria de um sistema de cargas em translacdo obtido por uma transformacao de
Lorentz leva a relacdo relativistica correta entre a massa eletromagnética e a energia

eletrostdtica para um sistema qualquer, pontual ou ndo, com simetria esférica ou néo,

sem quaisquer restri¢des.



Apéndice A

Calculo dos campos longe da fonte

Calculamos o campo de indug@o através do rotacional do potencial vetor € o campo
elétrico através da equacio (8/0) E (7, t) = ¢V x B(7,4). Esta iltima ¢ vélida na
regifo que estamos trabalhando, fora das cargas. O potencial vetor €

TPt

APt = %L l—ﬁdvz (A1)

onde t/ = t — l?’ — T}'] /e é o tempo retardado. Estamos calculando os campos
até a ordem de quadrupolo elétrico longe da fonte, r > r’. Vamos entdo expandir
o potencial vetor em potencias de r'/r até a ordem desejada. Primeiro, expandindo
‘?’ — 'P'l el/ ‘? — ?'I e obtemos

R

=7 P == (A.2)

11 w7 A
’7}—7‘}"_;+ r2 (A3)

Usando esses resultados e expandindo a densidade de corrente resulta

AR L (SR IS B R 3 v gROW!
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onde 7' = 7(?",15 — 1r). Substituindo na expressdo do potencial Eq. (A.1) resulta

N [i (7" P17 ?”) L LT ?'} & A

v | CT

Agora escrevemos o potencial em termos dos momentos de dipolo elétricos e mag-
néticos e quadrupolo elétrico, 7 e a O momentum de dipolo elétrico € definido

por

d; = / o(7, 8)z;dV. (A.6)

Derivando essa expressdo em relag@o ao tempo e utilizando a equag@o da continuidade

e o fato de que as cargas estdo localizadas (J, ﬁ : ?dV = (0 para qualquer F das

fontes) obtemos
. _ : J
d;= /v p (7, )z;dV = —/1)6'7(?,?5)-%(1‘/: /ij(?,t)gEﬂdV:
= [ &, Hav. (A7)

O momentum de quadrupolo elétrico € definido por

Qi =3 /v p(7 1) [iﬂﬂj - %5@""2] av. (A-8)

Derivando em relacdo ao tempo procedendo da mesma forma que para o dipolo resulta

Qy=3 / (7 025 + J;(7, )z — g—éiij(?,t)xk] dv. (A.9)

O momentum de dipolo magnético ¢

1
my = — /Elmk.'L‘ldeV (AIO)
2¢c Jo

Multiplicando dos dois lados por £, temos

1 1
EigkMk = 5 / EijkEtmpT1ImdV = % / [030m — Oimbji] T JmdV =

1
= 5& /v [JJ.Q?, - Ji.Trj} dV = A’lz'j- (A] 1)

Numerando cada termo da integral (A.5) e utilizando essas relagdes Eqgs. (A.7),

(A.9) e (A.11) resulta:



1 1 .
/ J—dv' = — [ Jav' = — g . (A.12)
v cr Ccr

cr Jo

2

~ 1 L1 o1 1 -
L' J’i ﬁ . —T_NEQ‘;dVv =Ny Q <o — EiENy My C—T +Tli§"c“;/;’ J,k xidV’ =

Y 6cir
. 1 I S R
=n; Qij 552—7‘—61];6)1] my ;: i -GC—z— ( X )z P (AL)
3.
1 , : 1 "
/v’ J;ﬁ ' —79,27‘—2'(13‘/ =T Qij 6or? 5Ukn]mk 2 + TLZ / J kd‘/ =
: 1 1
="ny Qij @—2' — sijknjmkr—z =; 6 (-ﬁ X Wl)z 2, (A]4)

onde Q,: n; Qij e desprezamos o termo de integral no lado direito porque quando

calcularmos o campo de indugdo eletromagnética ele ird zerar (ﬁ x 7 =0).

Finalmente,

Z(ﬁ,t}:;};( a T x ﬁ?>+—< o] -r—zxm) (A.15)

Agora vamos calcular os campos. Iniciamos pelo cdlculo do campo de indu¢do

eletromagnética. Esse campo € dado pelo rotacional do potencial vetor,

B(P )=V x 4A(7 1) =
— V¥ x [ (7 C‘j ﬁxﬁ)%——( Zj ﬁxﬁ)]
:E[jxﬁ%—ééxﬁ%—(ﬁxﬁ)xﬁ]—k

L
cr?

?xﬁ+—l—é’xﬁ+(ﬁi xﬁ)xﬁ+2ﬁ(ﬁ-?ﬁ)]. (A.16)
2c



O campo elétrico € calculado através de

%%ﬁ(?, =Y x B(7,1). (A7)

Calculando o rotacional e integrando em relagiio ao tempo obtemos

ﬁ:—;[(ﬁxﬁ)xﬁ+é(axﬁ)xﬁ+ﬁxﬁ}+

cer

+CH<7 x7t) x 27 (7 d) + o (G <) x
+%7? (ﬁ- 6) + T X ﬁ'{] . (A.18)



Apéndice B

Calculo da integral da taxa de

variacao de momentum angular

Vamos resolver a integral da taxa de variagdo de momentum angular Eq. (1.3),
1 4w
=L [T B) (7 B)+ (- B) (RxB)ran. @

Substituindo as expressdes dos campos Eqgs. (1.4) e (1.5) resulta, mantendo apenas

termos do integrando com ntdimero par de componentes da normal,

g O ) () G55 (7 9) (@ ) 5+

s

s (70 Q) 7 x (ox )] 2 (0 ) (7 ) o+

DO | o=

() (7 x (@ x7)] 614] 4. (B.2)
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~ Para calcular essa integral usamos as relacdes Eqs. (1.9) e (1.10). Enumeramos abaixo,

em ordem, termo por termo dessa integral.

1.
1 rér : - 1 1 A - 1
E./() 2 <ﬁ 7) (7 Xﬁ)z Eng = e A 5ijk djdl len[g;dQ =
21 o 21 /= :
= 3 3%k djdi Or = 33 <7 X 7) K (B.3)
2.
1 par | e 1 1 1 per -
w1 (@) (@x7) 5e0= i [ e G, minan =
1 1 4w .
= 17;1_2.03/() Eijk QjmQin AN N dS) =
1 . 1 .
= 180 Ci* QimQin (Oki0mn + Skmbin + Oxnlim) = G0cE Cidk Qi Qs - (B.4)

=[5 (7 @) [ x (7 7)), e =

47 i ot

11

4 ..
= EiikEkl Q mm mn;n;n df) =
47T2C4~/0 1] m % pg 2'°ptrg
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1
A7 2ct

4w .
/0 (Git6im — Bim0;) Qpolfim MMy TQdS =

L1 e .
- EQc‘* /[; (qumj T NpNg— qumi njnjnpnq) das) =

1

— '5(‘)-6‘; [qumj (6ij6pq + 6il75jq -+ 5iq6jp) . - pqmi (5JJ5P'J + 25_”,63(1)] =

= 1—5% Qi - (B.5)
Z1;/04@ (ﬁ* Wk) (ﬁ xﬁ)i Cl—ng = 2213— (WZ X Tﬁ)z (B.6)

1 /04“ (7- ) [ﬁ x (@‘ xﬁ)}i_clde _

irto 3

11

47r ..o
iy EsikEkim Me@r, NiNMmNpNedS) =
47r3c4/o ijkEkim glxpp 1o imilpliq

| 1 pin o
o 4_71-3—C_4—/[) (61“5]”1 - 5zm6]l) qulp njnmnpnqu —
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1 1 4T e L e
- EB_CZ/O (m‘:’Qip N NpTg— MeQyp ni”mpnq) ) =

ct {Qipmq (5jj(5pq + 25jp5jq) - mjpmq (61'1'51)9 + 5}'1251'(1 + 51'961'17)] =

15 = Qi - (B.7)

Somando todas essas integrais obtemos

1
90 55z1k Q]lel +

M, 3c3

+@ {Qijmj + Qijmj] . (B.8)
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Apéndice C

Calculo dos campos na fonte

Vamos calcular os campos elétrico e de indugfo eletromagnética nas fontes até a

ordem de quadrupolo elétrico. Para isso expandindo as densidades de carga e corrente

(C.H

em poténcias de R = |7 — 7’| na varidvel t'. Obtemos até a ordem que nos interessa,
1 .
p(F' ) = p(7, 1) — p (7, t)ERJF P71 )27532
’ 3 ’ I
—P(?,)WRwLP(? 15)4'4 ‘b (7 t)”5

: 1
T, ) =T (7,60~ T (P, =R+
c
7 (> 2 - ' 3
Substituindo essas expressoes nos potenciais escalar e vetor resulta

o(P,0) = [ [o 0 b (P04 B (7 t)2'2

Ay JeER KL

3ie3 41t (? ) v

55
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A@n= [ [T 027 @05+

7 (7' t)'gTE -7 (7, )3' 4} dv’. (C4

Primeiro vamos calcular o campo elétrico. O divergente do potencial escalar €
0B(7,t) R; ;

TN —751 ﬁ’ z

o =), [P P (P g

2.
2 (P 43D (P b (7 R”}CW' (€3)

3le At 5icd

onde usamos

OR* 0
dr, O

(r? =27 - 7' +r?)% = gR”"QQ(:ci —z}) = nR"?R,. (C.6)

A derivada temporal do potencial vetor €

104;(7,t , |
St = g
—?I R —?l I

O campo elétrico resulta de menos a soma desses termos Eqgs. (C.5) e (C.7),

BP0 = [ o0 B (P05

i

+20 (7t )R

2! 2R 3le3

-3/’(7}'75)4,4+4p(?’t)5’5}dv’+/[ Ji (7t R
. R?
+ Ji (?*’,t) Ji (7't )57—4 + 7 (7 315 5] av’. (C.8)

O campo de indugdo eletromagnética € calculado através do rotacional do potencial

vetor, entdo

BP0 = e [, [P0 = T (P o T (7)) -
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! !

R R; \ 2 .
= 7"’ —— 7t ———l =2 _J ! R;1dV'. (C9)
' 7 Jk ( t) T ]
5Uk/ [ Jk( ) RS Jk( )2? 2 R 3lc
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Apéndice D
Calculo do torque

Vamos calcular o valor temporal médio da integral Eq. (2.8),

T=cn [ [ [P 0007055 - (2,05 (", st

+p(7,t) P (7' ) Rz — p(7, t)P(?" t) Rkaj

33

+/9(—7_'>, t) z (?l, t)g'c—5R2RkIj] dV’dV—

car [ [ |70 e (P05 T 4 07 0) T (P 1) o

—p(P1) T (P ) o Ry + p(7,8) Ji (71 )———R%J] dV'dV+

2Nt 31c5

, 1 Rz
+€zjk5Pnk51mn// [ Jp(7 1) I (P, 2 )2 ;;J +

1 leﬁj

+ (T 1) Jm (78 )2'4 = -

To(Pot) T (P ) —— R,xj]dv dv. (D.1)

Rirey
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Para isto utilizaremos a equacdo da continuidade, transformando derivadas temporais
de densidades de carga em divergentes de corrente, e as Egs. (2.10) e (11). Enumere-
MOS termo por termo as integrais acima, sub-entendendo o valor temporal médio:

1.

’ Rkﬂ?
Sz'jk/v/v, p(T, )p(7,1) RS"dV’dV:

fand PR .. ’ .
= [ [ o Do, 1) (Cur T4, Rf”’“mkx])dv’dv -~

= i / / o(7, ) o7 t)x’f”ﬂdv dv =0, (D.2)

essa integral é nula porque o integrando € impar por troca de 7 por 7’ (devido a Eijk )

2.
~3 281]k// (7, t) p (7, )Rk% dV'dV =

1 i . L5
= ”‘Q‘ZQ‘Eijk/v/v’ P (?7 t) P (?'72&)%0”/,(1‘/ = O’ (D3)

pois, novamente a integral é fmpar.

3.
3 SEzgk// t) p T)’ t)Rk.Z'JdV,dV _
1 . B
= 3tk / / P(T1) P (T, D, dV'dV =
: 9 ,
3 3521k// Jl _7:}t Jm (? )6 B , ‘Ek ]Cﬂ/’dV——

1 _
@eijk/ij(?*, t)dv [v Jr (P, 0)dV". (D.4)

3

4
T / / (P, 1) 0 (P ) RRya,aV'dV =

3 . N
4' Tratiik / /, P (7), t) P (?’, t)R:}?;c$jdV’dV' =0, (D.5)
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por ser impar na troca de 7 por 7.

5,
- SEka// (P,1) b (P, 4) R Rya;dV'dV =
4 . .,
= “:r)-'ggijk/// p(7,1) P (P 1) RPaja;dV'dV =
4 . B8,
4
=35 sel]k// Ji (7 1) Jm (P01 [20ymzx; + 26,2 Tm + 20ty +
2 Gyt n] VAV = — i / T (7, a;dV / Ji (P ) ahdV'+

1 . .
b=e [ i (P 02V [ 5 (7, )aav'+

1 . -
+ﬁ5—5ijk/ Ji (7, t)z;dV /, Je (P, )xldV' +
1 - . C o
+T5_CEEU,C./ Jj (?,t)m,dv /’ Jk (? , Dz dV'. (D.6)

Despresamos os termos contendo z,x, € 2,2, provenientes do R? pois esses termos
contribuem para momentos maiores que quadrupolo elétrico.

6.
1 . g
~Ciik / f (T 0) T (P, 1) dV'dV =

Cl—ZEijk//l (7, 1) (7't )xJ dV'dv =

1 , o
= Gk // (7 1) Je(7 8 o ”ngdv =



J,c// J(7, 00 (7 )[l - “’j&} dV'dV =

R~ R
1 (80
= S / / IR 1) {% - %%i} dV'dV =0, (D.7)

por ser impar.

7.
Elg*fz'jk/v/”, p(7,8) Jx (7', t)z;dV'dV =
_ _%gijk / / (P 0) Tk (P t)zsdVdV =
“8155“"“ L@ 0av [ e (7, 0av, (D.8)
8.

1
5 FEuk / / p(P,0) Ji (P, D) Radv'dV =
1 . _
= e [ [P0 e (P Radvdy -
= 2 4-ij// ]l _7} t Jk (?l ) RCI’JdV,dV_‘

1 . .
= —%;Sijk“/l;/u, Ji (?7” Jk (_?Ivt) l}sﬂ xjérlil dv'dv = 0 (D9)

por ser impar.
9.
1 4
ngﬁijk/v/u, p(7,t) Je (P, t)RPz;dV'dV =

1 . )
= g!—cgeijk/va, P (7, t) Jx (P, )R z;dV'dV =

=0 Ssuk// T (71 T (70 ) - RadV'aV =
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1 . ..
3105 ik / /, J (7 t) Tk (P11 [(53-;}22 - 2xj3:;] dV'dV =

1 . ) o
= —gc—sfijk/ Ji (7, )z dV / Je (7', t)xjdV'—

1 . ..
—Sg&‘,'jk/ Ji (_?, t)illjdV /' Jk (?’,t)xQdV’. (DIO)

Despresamos os termos contendo z,x, € z,,x,, provenientes do R? pois esses termos

contribuem para momentos maiores que quadrupolo elétrico.

As contribui¢des de origem no campo magnético, os termos restantes de Eq. (D.1),

Sao

EijkElnkEpmn / / [ TP, ) (7, t)cl R?fo

(P o (P05 2 J(P0) T (7',0) 5o | AV 'V =

12z
= Eijk [OtmOkp — 6lp5km]/[’ [Jl(?,t)Jm(Tﬂ",t . p_J

!/

— J(7,t) Jm (7, e x;}z + ST, 1) Tm (Pt )3' ' pxj} dV'dv =

_Ez]k// [ (P O I(F, )12 xl’*%ﬁj — L, ) k(7 )12 ‘”}l;a _

TP i (P "”’;‘;J () T (P )51_4?%”7 N

+ (7, t) T (7, 1) 30 5xk:)3] — J(7t) T (78 ) x,x,] dv'dv. (D.11)
Os do1s primeiros termos sao
Cl,k / / [Jl (7, )T'“x’ L7, 0 T(P, 1) l‘ﬂ dV'dV =0, (D.12)

por serem fmpar por troca de 7 por 7. Os dois termos do meio sio

! 7 ' xil‘
2—c4€ijk/1;/v' {—Jg(_?,t) J (7 ’t)—Rl 4

45



+ Ji(7, 1) Ji (?’,t)‘%} dV'dV =

]_ . . ’ x’:E.
Zgﬁijk/v/v, [J; (7,8) Ji (7',1) ’;%] +

+J (7, 6) J (?’,t)xlx’l dV'dvV =0,

7 (D.13)
por serem impar. Os dois Gltimos termos sio
1 4 14 ! 4 !
E’)Esijk / /’ [Jl(?, t) Ji (? ,t)xkx]— - Jl(?, t) Jk (? ,t)CElCEj] dV'dV =
1 ] —? ™ —?I 7 7
:_ﬁgi]’k‘/vjl( ,t)mjdV/v' Jl( ,t)xde+
1 : N
+§C_5€ijk,/v Ji (7,t):zjd1/ ./1::’ Jk (79 ,t)x,di/ . (D14)

Substituindo esses resultados na Eq. (D.1) obtemos

(1) = (~ogeun [ 2P0V [ Ji (P, )V~

4 . ) , , ,
_I—s—geijk/ Ji (?,t)mjdV/l J (? Ok dV'—

4

—lscsajk/v Ji (7, )z dV /v' Je (7P, t)z)dV'+
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1 . ..
+‘1—5~Cg€z‘jk/ Ji (7, t)zdV /’ I (7 )z dV'+

1 F s / I
+-5‘C'g€ijk/ Jg (?,t)iﬂjd‘/ // »]k (? ,t)iUldV'> . (D]S)

Vamos agora escrever essa equacdo em termos dos multipolos. Para isso utilizamos as

expressoes Egs. (A.7), (A.9) e (A.11). Para o primeiro termo da Eq. (D.15) obtemos
2 N N , 2 -
—éggijk/v']j( ,t)dV /v, Je (7, 1)dV" = —3afik didk -
Para calcular os outros termos da Eq. (D.15) vamos primeiro escrever

1 2
/ J,ZL']dV = 5/ [(Jzﬂ?] -+ JJIZ',) + (J,QTJ b Jj.’L',‘) - gdz-ijkar

2 1. i

Utilizando essa expressdo no segundo termo da Eq. (D.15) resulta

4 ) ., , ’
_ngijk/ J1 (?,t).fjdV/I Ji (? ,t).’L‘de =

4 1 . . 1 ;
= €ijk {6 Qlj +c My +§5lj/ Im Ide] X

15¢8

5

1. L . ,
X {6 Qu +¢ M +§5uc/v Jn $ndVJ =
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4 1 v A 1 . )
= —T55 | 365 Qi Que +¢%€iji Mij M +§5ijk5jk/ Jm fvde/ JIn TpndV+

+=€ije QuiMu +7Ei5k QueMiy + 58k Qrj | Jn TadV+-5eie Q. | Jn zadV+
6 4] 18 v 18 v

c ) .. c . .
+o€ijk Mij | Jn TndV + —€ijik Mjk | Jn 2,dV| =
3 TSy 3 Ty

e {565”"“ Q1@ +Peije My M +
+gEik QuMu +5Eik QueMy; T3¢k Mk / Jn xndV] : (D.17)

O terceiro termo da Eq. (D.15) € obtido trocando [ por j e na primeira integral em

relacdo ao segundo termo. Obtemos

4 M .. ’ ’ ;
_i—s—ggeijk/ Jj (T),t)m,dV /, Jk (_F )z dV =

4 1 . . 1 . .
= —-B—CEEZ'J’]C [6 le +c Mj{ +§5l1/ J'rn xmd‘/] X

1 .. L1 .
X [6 Qk; +c M +§5lk/ JIn :EndV] =
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4 1 S . 1 . .
= ——1565 {ggtﬂ‘jk lele +C2Ez’jk MM +§5z‘jk5jk/ JIm IEde/ Jn £ dV +

+6€ijk QM +65ijk QM ji +1—8'5ijk Qk; /v Jn JUndV“f-‘lgﬁijk Qjk / Jn TrdV +

+‘§5ijk M i / Jn TndV + geljk My, / Jn xndV] =

= ——i—é—c—s— [—3—6—52']']0 Qle“" +626ijk A/[lj]\/jlk +

c

6

c

Eijk QuyMu — 6

Eijk Qllej ~§C6ijk Mk / JIn IEndV] . (D.18)

O quarto termo €

1 . -
@E,’jk/ Jj (_7}, t)il)gd‘/' // Ji (?I,t).’l,';cdvl =

1 1 . . 1 .
= —15C5Eijk [5 le +c Mj +§6jg/v Jm .Z'm(ﬂ/'] X

1. L1 )
X [6 Que +¢ Mu +§5lk/ Jn xndv] =
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1 11 T o 1 . .
= 5 | 365t QiiQue +C€ij M jM ik +§Eijk5jk/v Jm SEde/U Jn TodV +

c - c L 1 . . o1 ;
+ =ik QuMu +7€ijk QueMjt + 585k Qix | Jn TndV 426 Q| Jn 2odV+
6 6 18 v 18 v

c . . c 8 . i
+‘3‘5z'jk M i / Jn 2odV + §Eijk M jk / JIn .’IfndV] =

11l . o
=~ 156 ['3_65% Qi Quk —~eijx MiyMu, +

C

MG

.. .. I s N
Eijk Qljﬂ/!lk —éé"ijk ng]le;I . (D.19)

O dltimo termo da Eq. (D.15) resulta

1 . ) .
gc—séijk/v Ji (?,t)xjdv /v, JE (T«",t)x;de =

1

1 - . 1 .
= 15—6561']'1; ['é Qlj +c Mlj +§51j/ Jm SCde] X

1 - - 1 .
X [—6 le +c My +§5kl/ Jn xndV] =
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1 1 N . 1 . .
= 15_6—5 [g‘ﬁ‘gzjk Qlekl +C25ijk Mljﬂfkl +§5ijk5jk/v Jm xmdv/v Jn xndv+

c .
~€ijk QuMi; +

+=€ijk Qi Mt +6

6 Eljk Q’CJ / ]n xndv+ Cv}k ij / Jn xnd‘/+

18

C . . C . .
+-3-8ijk My; / Jn 2odV + gEijk Mg / JIn xndV} =

1

~ 156 [%—EU’C QuQu "025ijk MMy +

c - c .
— gk QM +65ijk Qlk:MlJ] : (D.20)

Somando esses resultados vemos que os termos cruzados entre dipolo magnético com
quadrupolo elétrico e com a integral f, J,, z,dV se cancelam. O valor temporal médio

do torque resulta

1

2 2
(1) = < 303 Cisk didk — 905 ik Qz;sz 335k MzJMuc> (D.21)

Reescrevendo o termo de dipolo magnético como

Eijk M1ij Mik= €i5k€ jmnEkmi MnTTy=
= €ijk [0jk0n1 — 8ji0nk) MpTy= —€,jk MMy, (D.22)

a expressao do torque torna-se

1) = o (@ % @) )+ 55 (% ) ) + someon (@) ©23)
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Calculando a média temporal de M, na Eq. (1.12) verificamos, de fato, que a Eq.

(2.3) é satisfeita. Temos, notando que <Q'ijmj> S < 9 ijmj>,

) = o (@ x @) Y 5 () ) + e (@@u) D24

que ¢ igual a {T}) escrito acima.



Apéndice E

Calculo da energia

Vamos resolver a integral Eq. (2.16),

P= //J(‘?t[ )' (?’t) ——+p(?’t)

202 R 3le ol
4 3 RR, 4 Rsz !
—p (7, t)Z,—MTﬁ— p (7, t)s—!cg Fich } dV'dV+

R B A e A

+}i (?Iy )R

5 5] dv'dV. (E.1)

Uulizando a equagdo da continuidade e as condi¢des (2.10) e (2.11), encontramos

R; , o1 8 R . .2
P = // T}t[ ) +J] (7‘}7 )z'cza—%E*Jz(? t)3’3

+ 5 (7 )*3;4@6 RR,~ I; (7", )%5(?—1221?4} dv'dv +
VN 15 B ,
[ [0 [ 5 @055+ d (P05 (P 0 R
i (P )3,—55'?] dv'dv. (E.2)

Enumeraremos termo por termo as integrais acima, sub-entendendo o valor tempo-

ral médio:
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JERE e )—~dVdV——

2 /; p(?l) t)Jz(? t)—l— 0 AV dV =

R3 8.'17,‘

:%[}L,p(?’,t)Rzaii( (P )= )dvczv—
:%/v/v,p(?',t)( (7, 8) + 3J,(7, 1) )dv'dv_

3 1 Ri ' 1
== [ [ (@007, ) dv'ay,

entao

/v / (P 00(P t)%dV’dV ~0. (E.3)

A integral de p(7’,t) p (7,t) é nula pois o integrando é fmpar pela troca de 7 por
—T—,)I

2.
. o, 8 R
_2—'25/111 J(7, 0 J; (7, )émﬁdVdv =
/ 52 R ’
2|C2// (7, 1) J; (7, ){J—&R:i]cﬂ/d\/—() (E.4)

por J;(7,t) J; (7', t) ser impar pela troca de 7 ¢ 7.
3.

3,63// J(7,8) i (P )dV'dy =

- §§/ Ji (P, 0)dV / Ji (P, 6)dv". (E.5)
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// TPt 0 (7, )a RRdV'dV =

= [ [a@n 3 o [ssre Bl avav =0, ®6)

por Ji(7,t) J; (7',t) ser impar pela troca de 7 ¢ 7.
5.

-5 5// (7?0 J; (P, )5 RZR,dV’dV~

=5 [ [0 05 (70 [55R + 2RR,) dV'dv =

5l¢d

155/,],('79tde‘/ Ji (P, t)adV'+

/ T (P 0mav [ 7 (P Oy

+
15¢5

/ Ji (7, t)z;aV / i (T b)aidV. (E.7)

+
15¢5

Despresamos os termos contendo z,%n, 7,2, 7;7; € iz} provenientes do R? e do

R, R; pois esses termos contribuem para momentos maiores que quadrupolo elétrico.

6.
515 / / (Tt Ji (P 6)dVidY =0, (E.8)

por J;(7,t) J; (7', t) ser impar pela troca de 7 e 7.
7.

215// T, Ji (7, )dV'dV =
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_ ~Cl_3/ 7, (?,t)dV/U, Ji (77 6)dv".

1 e .
-2—64// Ji(7 1) Ji (P, t)RAV'dY =

1 . )
- 5= / / Ji (P,1) Ji (P R4V =0, (E.9)

por ser impar.

9.

7 (P O REVIAV =

_ 3c5/‘]’ (P, 0,V [ Ji (P, 0y, (E.10)

Despresamos os termos contendo z,,x,, € z,z), provenientes do R? pois esses termos
contribuem para momentos maiores que quadrupolo elétrico. A média temporal da

taxa de energia irradiada resulta entdo

2 I o, ,

(P = (=55 [ 3 (P0av [ Ji (7', 0V
4 . N

”Ts?/v Ji (7, t)z;dV /v Ji (7', t)zdV' +

155/J1(‘?t3:]d\// 7 (7 t)aldV'+
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505/11 P mdV [ J; (7 TdV> (E11)

Vamos agora escrever essa expressdo em termos dos momentos utilizando as Eqgs.

(A7), (A9) e (A.11). Para o primeiro termo temos

/Jl e th/ Ji (P 0)dV’ = 32 <'d2>. (E.12)

3
Para o segundo termo da Eq. (E.11) reescrevendo f, J; z;dV como

/v Ji z;dV = %/v [(]z T+ Jj $i) + (Jz zj— J; $i) - %51']' Jr Th+

2 .. 1 .. .. 1 .
+'§5z‘j Jk :Ek] dV = 6 Qij +c My +§5,'j/v Jr xpdV (E.13)

obtemos
'] 7
155/,}, ?tx,dvf Ji (7', t)adV’ =
4 1 .. . 1 . 1 .. . 1 .
_—lr—5 [6 Qij +c M;; +§5ij/v Jk xkdv} [g Qij +c M;; +-3—5ij/v Ji xldV] =

= —Igg [% (QU)Z + ¢ (L’Mz'j)Z + g/v Jk T dV sz +

2c . . 1 . ..
+?/U Jk TdV My +§/v Ji Ide/v Ji 1‘de] =



*15405 [glé (Qij)Q +c (Mij)ZJr%/v Ji a:idV/v Jj xjdv]. (E.14)

Utilizamos que @y = 0 e M;; = 0. Para o terceiro termo da Eq. (E.11) apenas

trocamos ¢ € j na segunda integral, entdo

1 .. . , —

15¢5 [gé Qiiji +c? Mii M +§/v Ji 2;dV /U Jj :c]-d{/] =

% {316 (@) - & (it;)" + %/v Ji :c,-dV/v Jj a;jdv] . (E1S)
Substituindo as Egs. (E.12), (E.14) e (E.15) na Eq. (E.11) resulta
(P) = ~3—i3 <&2> - gi—s (¥15) Ts%ﬁ <QZJ> . (E.16)
Uulizando M;; = ;5 ™y, obtem-se
) (@) e

Calculando o valor temporal médio do fluxo de energia I obtido por LL [1] vemos

que, de fato, a Eq. (2.15) € satisfeita,

2 .2 2 .92 1 a2
N={— L L ,
{0 < 334 733 ™ T30 Q”> (E.18)

que € igual a (P) escrito acima.
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Apéndice F

Calculo dos campos de uma carga

pontual

Vamos calcular os campos elétrico e de indugio eletromagnética nas proximidades

de uma carga pontual. Os potenciais escalar e vetor de uma particula pontual em

movimento sao

e e

d = = F.1

— R . R - Re)yww) b
e
()
< _ eV _ e (F2)
R-E2| g - Bade

onde U € a velocidade da particula, t' = t — R(t')/c ¢ o tempo retardado e R)(t’) =

T — Z(t') (7 ¢ a posigio onde o potencial é medido e Z & a posicdo da particula ).
Primeiro vamos calcular o potencial escalar. Como queremos o campo préximo
da carga temos R(t) muito pequeno. Expandindo os vetores posicdo e velocidade

da particula em termos de R(t)/c mantendo os termos até ordem ¢ 3 e ¢~2 (termos
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de ordem maior ndo irdo contribuir para a for¢a de reacio) obtemos, no sistema de

repouso da carga ¥ (t) = 0,

By =R Py By COEW  TORY

c 2 6 3 (F3)
e
> 12
7() = —759 + gR_ng_) (F.4)
onde @ = d7 /dt é a aceleracio.
O potencial escalar resulta
5. [R(t,) ~ R’(t’)f(t’)} _
(_o? ﬁ)R (‘c?-ﬁ)Rz r 2r\]
”{R" R e (‘ @ 36—3)} =
1 (@ ﬁ) 1 (T?-T%)R -
Y S T ] B
Al @R (@ R)R]
~°R 2 &2 3 |
1 ('a"ﬁ) 1 (7 7&?)1 N
=R aRte 3 A )

Para calcular o potencial vetor temos que manter o termo na expansio proporcional
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a velocidade pois para o calculo do campo elétrico esse potencial € derivado em relacio

ao tempo. Os vetores posiciio e velocidade expandidos até a ordem que contribuem séo

Rt)=TR+ ?@ (F6)
c
Tt =7 — ﬁgg—). (E7)

Substituindo esses resultados na expressdo do potencial vetor temos

C

A — e (t) [R(t’) - M} L

1 R 1 117!
== e?% — eﬁciz. (F.8)

O campo elétrico €, em fung@o dos potenciais,

E=-_-Vo- %%7{. (E9)

Substituindo os potenciais obtemos

1 (@ R) 1 (@R)1] 107 1 1
B= oV ep—eisgpte—y 5}*25[’37"—‘6?

S g | gteny venviQO DE BiBLIOTEGA
NIRRT | INFORMACAD



o wm @l (@em)w 271
~el—{5—6—2~62R—e 5 02R+e 5@ (F.10)

onde 77 = g.
O campo de indug@o magnética é calculado por B = (7 (t) x F)) /¢ s6 contri-
buindo em termos contendo derivadas temporais (pois ¥ (t) = 0). Sua forma explicita

ndo sera utilizada.



Apéndice G
Calculo da integral do fluxo

Vamos resolver a segunda integral da Eq. (3.3), [4 T;n;dA.

Antes de calcularmos essa integral vamos escrever 0S {ermos do tensor T3; que
contribuem para a integral utilizando a expressao do campo elétrico Egs. (3.7). O
campo de indugdo magnética nao contribui para o tensor porque, €m nosso referencial,
= = 0 no instante t. S6 contribuem para a integral os termos de Ty;n; com nimero

par de componentes da normal. Portanto s6 contribuem em B E;

2 U] 28 T
Ez‘EJ‘ = —€ (_(? . Tf?) 02R3 — € —2‘-——‘—02]{3—‘

_62@ n; 22 a; My 02 0; My

2 2R3 € 3 c3R2+e 3 B3R?

(G.1)

Portanto o tensor dos esfor¢os €

1 M a; n; a; nN; 2a; N,
7= Ll (m.om) i G L W M
YA { ( )02R3 2 2R3 QCQR3+ 3 c3R21L
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2 a; n; 1

7, 4(7?-‘7?) 1
3 W—ééij( (@ 7) g+ CSRzﬂ‘ (G2

A integral do fluxo sobre uma superficie esférica de raio ¢ é

4

/ TyndA = [ TymsedQ. (G.3)
A 0

Substituindo o tensor dos esforcos nessa integral obtemos, lembrando que /£ = € na

superficie,

1 4m MMM G MM G TG 2 Q5 Ty
Ti--dA:——Q/ (-7 iftgley Qg thatty Pty Jza dQ
/A im ars o [ ( ) c2e 2 % 2 2 + 3 3 +

c 3 o3

1 ar V2 a;man; 1 n. 4(7ﬁ)n
+E2/o {?J—J—~§5U(—2(ﬁ>-ﬁ)§’g+~————i Q2. (G.4)

Para calcular essa integral utilizaremos as seguintes propriedades Eqs. (1.9) e (1.10).
Vamos calcular separadamente cada termo da integral:

1.

1 e 1 e g
T 4T 2 /0 (@ - ) nynyn;dQ = T Arm e armynn;ng Y =
1 €2 1 e? .

= ————ay (81055 + 105 + 0136i5) = — 7 =04 (G.5)

T 15¢% 3 c%e
2.

1 e AT 1 62 . 1 €?

g, amnidf = —g il = —g e (G0
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1 2 par i let 1 e?
T fy 0= gt =
4.
1 2e2 pam 262 . 2e%
3wy Gl =55 b6 = o
5.
1 2e% pam 262 . 2¢% .
T3 fy A= 5 by = 5
6.
1 e? par 1 ¢€? 1e?
E% 0 5,-jammde = ggald,-jélj = 522—5'0,,',
7.
1 262 4m 262 262
2 T s d = =2 4 6,6, = —25
A7 3c3 Jo 7 LT 9’ U 0430 9¢3

Somando esses termos resulta

2 e? 2¢*
AﬂjanA = ——g;i(l,‘ —+ 5;3— a; .

65

a;;

a; .

(G.7)

(G.8)

(G.9)

(G.10)

(G.11)

(G.12)



Apéndice H

Expressao relativistica da forca

Vamos escrever a expressao da densidade de quadri-forga eletromagnética em ter-

mos do campo. Para isto utilizamos a formulagfo covariante das equacOes de Maxwell,

a

py v

—Bxl‘F =dnJ (H.1)
e

0 0 0

par 0 gt T gt =0 (12
A densidade de forca eletromagnética é,
; 1 7\ ? 1

It =pE; + P ( X )z = pk; + 'C‘gijkv]jBk: (H.3)

onde p = yp) € 7 = 77(0) sendo p € 7(0) as densidades de carga e corrente no

referencial da distribuigdo de carga. Escrevendo F; = F©® = —F% e —¢, By = F%
resulta
i o Lo 1o
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onde (J,) = (Cp, —7) A densidade da poténcia é

=7 F=rF"y, (H.5)

onde F% = 0. As equacdes Egs. (H.4) e (H.5) podem ser escritas como as componen-

tes da equacao

fA=F¥J,=FrJ". (H.6)
Usando a Eq. (H.1) obtemos
1 5, 1 %, d
e —PF P = — | — (FEFY) - Y ____ B —
/ A7 Y Oze A [3:1:0‘ (7%, F2) dzo "]

1] 0 " 1 0 . 0
_ avy _ T pov [ Y iy A —
A7 [83:“ (FLE™) 2F <6x‘1F" + oz ”)}

1 0 1 0 7]
= (Frpavy _ —pov | Y pu o Y pp
L e L C R

Usando a Eq. (H.2) no segundo termo dessa expressio resulta

_ 1
A7

P e E) 5P | -
xa

2 Oz,

= = [_8_ (F& Fovy —

N

2 av .
Gy 5;; (F Fau)jl =

1 g J1
- I 12" FﬂuF o) - Fu F(w J —
47 Dze [49 (F7Epu) = (% F™)

0
oze

TH, (H.8)
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onde

(67 1 18} 124 oy
T = g (F? Fp) — (F1F™). (H.9)
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Apéndice 1

Calculo relativistico

A auto-forga € calculada por Dirac [5] através da integral do divergente do ten-
sor momentum-energia sobre a regifo envolta por um tubo 4-dimensional envolvendo
um trecho da linha de universo da particula. Utilizando o teorema de Gauss a inte-
gral do divergente ¢ transformada em uma integral de fluxo. A superficie desse tu-
bo 3-dimensional € constituida pela drea lateral mais a drea das bases. A primeira
definida pelas relagbes z# — 2#(s) = en*, nfu,(s) = 0 e n*n, = —1, onde ¢ ¢
uma constante que faremos tender a zero, z# = (ct, 7) é um ponto na superficie e
2#(s) = (2°(s), Z(s)) e ut(s) = dz*/ds sio a posi¢io ¢ a velocidade da carga na po-
si¢d@o s do elemento de arco. No sisterna de repouso n® = 0 e |7 | = 1. A primeira nos
diz que z° = 2° mesmo tempo. A segunda nos diz que | 7 — Z(s)| = ¢, equacio de
uma superficie esférica de raio € centrada na carga. Dirac ndo calcula especificamente
a contribui¢do das bases. Por argumentos de simplicidade infere que tais contribui¢cdes
renormalizam a massa do eletron. Groot e Suttorp calculam tais contribui¢des expli-
citamente tomando n* = u* na base de saida da linha de universo e n* = —u* na de

entrada. A expressdo da forga é a seguinte
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fudlz = — 9 T,.d'z =
/ f dz,

- / TonvdV — T,n"dV. (L)
Bases

Lateral
Vamos resolver a equacio da forca no referencial da particula, v = 1 e vt = 0.
Diferenciando (z — z(s)), (z — 2(s))” = —&® e lembrando que € € constante resulta
(z — 2), (dz — vds)” = 0. (L2)

Como (z — z), = en, e n,v” = 0 temos
(x — 2),dz” = en,dz¥ = 0, (1.3)

Dividindo o infinitesimal dx em uma parte perpendicular a v, dyz 1 v, e outra paralela,

dyx||v, a equagdo acima resulta em

(x —2),dz" = endizt =0 (1.4)

dizreS=aLS (L5)

de onde concluimos que a normal ¢ perpendicular & superficie que contém diz. Essa

superficie & esférica e com raio €. Diferenciando (z — z), v obtemos

(dr — vds), v + (z — z), (ads)” =0, (L.6)
utilizando v? = 1 e isolando v,dz” resulta
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v,dz" = v,dyz” = [1 — (z — 2),6"]ds = [1 — en,a”] ds. (L.7)

Calculando o médulo encontramos

[v,dax”| = |v, | |dez”| = |doz| = [l — en,0”] ds. (1.8)

Com esse resultado escrevemos a integral da lateral do tubo como

s 4T X
/ T, nfdV = / : / T nd [1 + e - @) 2dds. (L.9)
Lateral 51 Y0

A integral das bases pode ser escrita como

/ T,onPdV = / T, 0°dV + T, 0°dV =
Bases

Base(sy) Base(sz)

- ‘”% [ /B ()Tﬂpvﬂdv] ds = / ” /( | [UP%TﬂpquTupaﬂ} dVds.  (110)

Vamos escrever a equagio da forca no referencial da particula (v° = 1, v = 0
e a® = 0) e usaremos notagio nio relativistica, v = v/ce a = afc® Escrevendo

F, = [y f,dV temos
cta 1 a 1 .
./;tl {Fﬂ + ) [;ET#O - C—zTuja‘?J dV+

4m R 1
+/ Tyin? [1 + geﬁ.ﬂ EZdQ} dt = 0. (L1
0

Como esse resultado ndo deve depender da escolha dos limites ct; e cty, que sdo ar-
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bitrdrios, o integrando deve ser nulo. Para as componentes espaciais temos, usando

Ty = —ﬁ (? X ﬁ)z

F, = _/(5) Lmat (E xB), + Tz,aj] v+

47 3 1
+/ T;;n? [1 + 6—267.‘&’] £2d. (1.12)
0

Agora vamos calcular apenas os termos extras que aparecem nessa equacio em relacio

ao caso nao relauvistico. Para o termo na integral do volume temos

1 ; 1 T SN ,
0_2/(5) TijaJdV = —-—/(E) (E,-EjaJ - EE a.J) dV =

4mc?

11 ,
= ——a;—— dv. L1
3% 82 /(E)E v (113)

As componentes do tensor momentum-energia que contribuem para essa integral do

fluxo sdo

e [nz—nj 1.1 ]

L= |5~ 50 (L.14)

u

Substituindo na integral temos

1 47 .
— T, /. @ed0 = —5 T, n’naldQ) =
2Jo Y 7

Y 26 d= o [ L -
=t /o i [nln,n ma' — —8;m ma] 5ozt /o i {n nla} =




1 e? 1 e?
g / | B2 ryav
6 c2e 1a 6c2 3 "8mc?

Somando esses dois termos resulta

1 1 1U
EdV + Za; / | B2y = 2 5a:
3% 82 /(e + 3a 8mc? 32"
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Apéndice J

Calculo do segundo termo

Vamos calcular as duas dltimas partes da integral Eq. (3.39),

] (v-E)E , o \_
47(’(:2/!; N + T (1= = 1| dV. (1.1
Utilizando (‘1? . E\) E = (1/3) ¥ E? resulta
1 1 E? . E? ,
m?/ 5—*__1_%;+b (,/1~?—1) v =

1 11 E?
- 7/__—__ E?+ 30 - 3E% — 30%/1 — — | dV =
A c? 3.1 _.f_; [ + b?

_ L olrlp (2 2 ke
_4W62?3/[b( 1_E_2~1)+26 ( 1—b2—1”dv. (1.2)

b2
A primeira integral € igual a energia eletrostdtica U da caga. Para calcularmos o outro

termo notamos que podemos escreve-lo como
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/ E? d 1 d U
2 12 _ — p2
[b( 1——62—1)dV—b—~db/b( B 1)dV—bdbb. J.3)

T

Para uma carga pontual a energia eletrostética é [8]

62
U=k—, J.4)
To
onde k € uma constante numérica e 7 € o raio efetivo da particula definido por e/r? =

b. Portanto,

daU 1
22V 1
b T 2U. d.5)
Temos entdo, para Eq. (J.1),
1 1
. [U +2 (—ﬁU)] — 0. (1.6)

Como esperado, para o caso da particula pontual.
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