UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
INSTITUTO DE FIiSICA DE SAO CARLOS

lago Israel

O potencial quantico da mecanica bohmiana como ponte

entre as mecanicas classica e quantica

Sao Carlos

2022






lago Israel

O potencial quantico da mecanica bohmiana como ponte

entre as mecanicas classica e quantica

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao em Fisica do Instituto de Fisica
de Sao Carlos da Universidade de Sao Paulo,
para obtencao do titulo de Mestre em Cién-
cias.

Area de concentracao: Fisica Tedrica e Expe-
rimental

Orientador: Prof. Dr. Leonardo Paulo Maia

Versao corrigida

(versao original disponivel na Unidade que aloja o Programa)

Sao Carlos
2022



AUTORIZO A REPRODUCAO E DIVULGACAO TOTAL OU PARCIAL DESTE
TRABALHO, POR QUALQUER MEIO CONVENCIONAL OU ELETRONICO PARA
FINS DE ESTUDO E PESQUISA, DESDE QUE CITADA A FONTE.

Israel , lago

O potenci al quantico da necéani ca bohni ana conmo ponte
entre as nmecani cas cl assica e quantica / lago Israel ;
orientador Leonardo Paulo Maia - versao corrigida -- Sao
Carl os, 2022.

90 p.

Di ssertacdo (Mestrado - Programa de POs-Graduacdo em
Fisica Basica) -- Instituto de Fisica de Sdo Carl os,
Uni ver si dade de S&o Paul o, 2022.

1. Efeito Aharonov-Bohm . 2. Potencial quantico . 3.
Limte classico . 4. Mecanica bohm ana. |. Mia, Leonardo
Paulo , orient. Il. Titulo.




Dedico esta dissertagcdo a minha mde, a minha companheira e a minha vitva. E a vocé

também!






Em memdria de Ana Laura Cezario Israel






AGRADECIMENTOS

N&o é sobre ter todas as pessoas do mundo pra si E sobre saber que em algum
lugar alguém zela por ti E sobre cantar e poder escutar mais do que a prépria voz E sobre
dancar na chuva de vida que cai sobre nés E saber se sentir infinito num universo tao
vasto e bonito E saber sonhar E entdo fazer valer a pena Cada verso daquele poema sobre
acreditar Nao ¢é sobre chegar no topo do mundo, saber que venceu E sobre escalar e sentir
que o caminho te fortaleceu E sobre ser abrigo e também ter morada em outros coracoes
E assim ter amigos contigo em todas as situacoes A gente nao pode ter tudo Qual seria
a graca do mundo se fosse assim? Por isso, eu prefiro sorrisos E os presentes que a vida

trouxe pra perto de mim
(Ana Vilela - Trem-Bala)
Gratidao!

Desde que peguei em maos uma dissertacao de mestrado ou tese de doutorado pela
primeira vez, antes de ingressar na graduacao em fisica, me peguei pensando o quanto
acabaria tendo que implementar um principio de Mach do amor e agradecer ao universo
como um todo. Fazé-lo-ei, sempre! Isso posto, gostaria de citar explicitamente uma, lista
(ainda que necessariamente incompleta) de seres, iniciando por: gratidao por tudo! Tudo
de bom sempre, a todos os seres! O rolé é buscar transcendéncia e plenitude, internas e

externas, acopladas!

Alguém me ensinou desde o titero que o Amor (saudével e sincero) é a maior forca
da alma, e que, quando conseguirmos, deveriamos cultiva-lo. Nunca conheci professora tao

sabia e integra nisso quanto a Angela Aparecida. Valeu, maezinha! Te amo! Gratidao!

Ocorre uma coisa legal quando N é maior ou igual a 3, vocé nunca é maioria.
Valeu por me ensinarem o que significa dar rolé e por todo o treinamento em gravidade
aumentada. Quem é Sandy, Cindy and Mindy perto de toi, mu e guinho?? Amo voceés,

maninhus!
Joaquim, Clara, tio Bruno, Ana, Vicente, tamo junto!
Tudo comega na 7A.... gratidao por serem ohana!

Mautospapos era um nome temporario, mas pegou.... quanta coisa né? Gratidao

pela companhia na alma

Agradego profundamente aes professoras(es) que estavam ali de corpo e alma. O

mundo é vasto, mas ficou bem mais bonito com a parceria de vocés!

Rosi, te amo! E ndis!



Tia Beré e Tio Zé, melhores apamadrinhes nao haveria!
Gratidao pra sempre, Davi e Lia, inclusive pela maca!
A EFC, que semanas, que semanas....

Ao Carlos Grossi e a todo comité secreto legal, todo o carinho meu, dos seres

elementais e dos multiversos!

GT|¥>, aaaaa goiaaaabaaaaaa, goiaaaabooomoooooo!!! Amo vocéees!!! Transfor-

magao de vida! Vista este parangolé e bora dar role!

Filosofisica, (para nao perder o habito) um grupo horizontal, aberto, livre, demo-
cratico, fundado em 2011 e de discussao em temas de filosofia da ciéncia e afins, desde que
temas apresentados de modo a serem expansores de horizonte. Parafraseando uma amada

e querida professora: vida longa ao Filosofisica!

Muiraquita, higgs, rolé B, pane, cefisc, reino 11, pugnaculum, nuances, mandago,

tupo, ixomph, berl: forte abracgo e continuemos juntes!

eloyinyiaang sao conhecides em muitas culturas como aquelus que moram no paraiso,

¢ vdd, o paraiso é onde voceés estiverem

vini maori, vocé mudou minha vida, gratidao! Fica junto mesmo se corrido e longe,

sei que vocé sabe.

Bé, Espeto, Esquines, Raimundo, Mani, Fucci, Talles, Leon, as palavras nao ex-

pressam o quanto, mas valeu!
Saudades nadar e surfar com vocé, Kirby!!! Bora roléee

Valeu familia, tata, bibi e beber, por tudo e pela companhia! Mesmo mesmo! Foi

com Vvoceés, por vocés e pra vocés! Pra sempre grato!!

Caramba, Camila, quem diria que essa seria a historia. Fico feliz! Valeu pela

companhia, pela cura, e por me ajudar a tornar minha psique permeavel ao amor.

Luchesiane Currie nao transmutou apenas dtomos, mexeu também com as sonhos
e destinos. Recomendo, faz bem pra saide da alma e da pele. O mundo ¢é frio demais pra

saber aceitar tanto calor humano.

Uira, eu achava que a fisica proibiria alguém ser tao amigo, humano, dedicado e
fritdo, dai vocé mostrou o erro na minha demonstracao por contra-exemplo. Quero crescer

sempre junto com vocé!

a Ir.gui, agradeco por ser a melhor dobradora de sonhos que poderia haver, as

coisas ainda vao ser mais faceis, mas lembra que eu te amo sempre!

Gratidao e tudo de bom a todos os seres, sempre!! Tamo junto!



“Where the road

runs through the valley,
where the river flows,

I will follow every highway
to the place I know.

Long, long journey
through the darkness,

long, long way to go;

but what are miles

across the ocean

to the heart that’s coming home?”

Enya - Long long journey

“In just seven days I can make you a... master.”
Dre. Frank N Furter






RESUMO

ISRAEL, I. O potencial quiantico da mecanicas bohmiana como ponte entre as
mecanica classica e quantica. 2022. 90p. Dissertagao (Mestrado em
Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2022.

Neste trabalho, buscamos uma interpretacao fisica para o Efeito Aharonov-Bohm, um dos
primeiros e mais famosos casos de fase geométrica na mecanica quantica. Para isso, fazemos
uso do formalismo bohmiano da mecanica quantica, para podermos formular uma condigao
precisa (a saber, que a escala de variagao espacial do potencial cldssico seja muito maior do
que a dimensao caracteristica do pacote de onda) para o limite classico e argumentarmos
que o Efeito Aharonov-Bohm depende da violagao dessa condicdo, o que é possivel devido a
topologia nao simplesmente conexa do espaco base acessivel ao elétron. Ademais, utilizamos
a mecanica bohmiana para recuperar a mecanica quantica a partir da mecanica classica
via abordagem quasi-newtoniana, demonstrando que o potencial quantico, que ¢é a origem
da nao-classicidade da mecanica quantica, esta latente na estrutura da mecanica classica.
Apresentamos uma interpretacao termodindmica para o potencial quantico bohmiano e
qual seria a origem machiana do potencial quantico na validade do Principio de Mach,

para compreendermos mais a fundo as bases da mecanica quantica.

Palavras-chave: Efeito Aharonov-Bohm. Potencial quantico. Limite classico. Mecanica

bohmiana.






ABSTRACT

ISRAEL, I. The quantum potential of the bohmian mechanics as a bridge
between classical and quantum mechanics. 2022. 90p. Dissertation. (Master in
Science) - Instituto de Fisica de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2022.

In this dissertation, we search for a physical interpretation of the Aharonov-Bohm effect,
one of the first and most famous cases of geometric phase in quantum mechanics. In
order to do that, we use the bohmian formalism of quantum mechanics to formulate
a precise condition (namely, the scale of spacial variation of the classical potential be
greater than the characteristic dimension of the wave) for the classical limit and argue that
the Aharonov-Bohm effect depends on the violation of this condition, which is possible
due to the not simply connected topology of the phase space accessible to the eletron.
Furthermore, we use the bohmiana mechanics to recover quantum mechanics from classical
mechanics through a quasi-newtonian approach, showing that the quantum potential,
which is que origem of non-classicality of quantum mechanics, is latent in the structure
of classical mechanics. We present a thermodynamical interpretation for the quantum
bohmian potential and which would be the machian origin of the quantum potential in
the validity of the Mach Principle, in order to achieve a deeper compreheension of the

foundations of quantum mechanics.

Keywords: Aharonov-Bohm effect. Quantum potential. Classical limit. Bohmian mechan-

ics.
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1 INTRODUCAO

O objetivo desta dissertacao de mestrado foi, pelo menos para situac¢oes parti-
culares, tentar estruturar uma abordagem de mecéinica quantica nao-relativistica que
seja intuitivamente compativel com a forma de pensar da mecanica classica, isto é, uma
abordagem que permita a um(a) fisico(a) ter “insights” sobre o que hé de quéntico (isto é,
o que ha de nado-classico) na mecanica quantica. Embora, para fins técnico-operacionais, a
mecanica quantica possa ser obtida da mecanica classica por meio de abordagens como
a substituicao do Parénteses de Poisson de grandezas classicas pelo comutador dos res-
pectivos operadores quanticos (1,2), esse método é, hodiernamente, introduzido como um
postulado “caixa-preta” ou como uma analogia nao dedutivel intuitivamente, de modo que,
ainda que calculos possam ser efetuados, a compreensao conceitual da mecanica quantica

corre o risco de manter-se refém de caixas-pretas nao acessiveis a intuicao classica.

A pesquisa que embasou esta dissertacdo iniciou-se pelo problema do Efeito
Aharonov-Bohm (ou Paradoxo de Aharonov-Bohm, ou, ainda, Efeito Ehrenberg-Siday-
Aharonov-Bohm). Esse efeito quantico, previsto teoricamente (3) e mensurado experi-
mentalmente (4), nao seria teoricamente possivel segundo a mecénica classica munida da
eletrodindmica classica, motivo pelo qual foi designado como paradoxo. Como o Efeito
Aharonov-Bohm ocorre em mecanica quantica, mas nao ocorre em mecanica classica, a
autoria dessa dissertacao acreditou que, caso encontrasse uma ponte de ida e volta entre
a mecanica classica e a mecénica quantica (pelo menos, para situagoes particulares de
interesse), poderia nao apenas, por um lado, descrever, ao tomar o limite da mecénica
quantica para a mecanica classica, o Efeito Aharonov-Bohm desaparecer, mas também, por
outro lado, demonstrar, ao obter a mecanica quantica da mecanica classica, o ressurgimento
do Efeito Aharonov-Bohm, de modo que o sucesso dessa ideia possivelmente elucidaria

questoes sobre a intuicao classica desse paradoxo.

Apesar de existirem tentativas filosoficamente rigorosas de elaboragao de abordagens
primitivas de mecanica quantica (isto é, abordagens que lidem com a mecénica quantica sem
assumirem alguma formulacao particular) (5-7), ha diversas formulagdes (ou interpretagoes)
distintas para a mecénica quantica (8), como a Interpretacao de Copenhague (9,10), a
Interpretagdo de Muitos Mundos (11-16) e a Interpretagdo de Bohm. (17-20) Nesta
dissertagao, visando a construcao de uma transicao quantico-classica e classico-quantica,

empregou-se a Formulagao Bohmiana da Mecanica Quantica.

Tal escolha se justificou, em primeiro lugar, por motivo pratico; a saber, dentre
as formulagoes de mecanica quantica investigadas, foi com a formulagao bohmiana que
a autoria desta dissertacao encontrou, na literatura, tanto a transicao quantico-classica,

quanto a transigao classico-quintica (transigoes essas com a conveniente qualidade de
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se adequarem a exigéncia de preservarem a intuicao cldssica “passo a passo”), mesmo
que tal sucesso nao signifique que vindouras tentativas analogas com outras formulagoes

fracassariam.

Em segundo lugar, a ado¢ao da formulagao bohmiana nesta dissertacao se deve
a propria motivagao fundamental dessa formulagdo: ora, na mecanica classica, dado
um sistema de referéncia, a cada instante, um corpo pontual ocupard, com 100% de
probabilidade, uma tinica posi¢ao espacial, com momento linear determinado, de modo
que, se conhecidas as condigoes iniciais, é possivel determinar-lhe a funcao horaria da
posicao; ora, a formulacdo bohmiana da mecinica quantica caracteriza-se por trocar,
equivalentemente, a Equacao de Schrodinger de uma fun¢do de onda complexa por duas
equagoes de fungoes reais, uma sendo uma equacao de continuidade de probabilidade e
outra sendo uma equacao de Hamilton-Jacobi com adicao do potencial quantico, de modo
que torna-se intuitivamente simples aceitar que, caso ao elétron (melhor dizendo, a uma
funcao de onda descrita pela Equagao de Schrodinger de que partimos) seja associado
um hipotético corpo pontual e a condicao inicial do movimento deste, é consistente que
a funcao horaria da posicao desse corpo pontual seja a determinada pela formulacao
bohmiana da mecanica quantica para essa dada condigao inicial, ou seja, a formulacao
bohmiana é a formulacao da mecéanica quantica que lida com a funcao horaria da trajetéria
que o corpo pontual associado a uma funcao de onda seguiria se, de fato, tal corpo pontual
existisse e se, em seu movimento, seguisse uma trajetéria continua. No decorrer desta
dissertacao, demonstrou-se que dessas premissas depreende-se que a formulagao bohmiana

foi adequada a essa pesquisa.

No Capitulo 2 desta dissertacao, apresentamos o Paradoxo Aharonov-Bohm (mag-
nético). Esse paradoxo serve de motivagao a este trabalho, pois serviu de inspiragao a
busca por uma compreensao fisica conceitual mais classicamente intuitiva sobre o que
héa de diferente na mecanica quantica em relagdo a mecanica classica, visto que, entre
essas diferencas, haveria o ingrediente que permite a ocorréncia quéantica desse fenémeno.
Apods uma breve revisao de eletromagnetismo necessaria a sua compreensao, deduzimos
esse efeito, em sua apresentagao mais simples, e comentamos, em termos de geometria
de fibrados (ver apéndice), seu contetido. Nota-se que a descri¢io matemaética do Efeito
Aharonov-Bohm auxilia na compreensao do efeito, mas ndo necessariamente esgota a
elucidacao de sua origem fisica. Finalmente, descrevemos uma breve recapitulagao do

histérico do Efeito Aharonov-Bohm, com énfase experimental.

No Capitulo 3, introduzimos a mecénica bohmiana (formulagdo bohmiana da meca-
nica quintica), comentamos sua interpretagao e, ao final, adicionamos alguns comentérios
que auxiliam na contextualizacao geral da compreensao dessa abordagem. Essa formulacao
foi escolhida apds a autoria dessa dissertacao pesquisar diversas formulacoes e interpreta-

¢oes de mecanica quantica e concluir que a mecanica bohmiana se mostra muito apropriada
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a elaboracao de uma abordagem conceitualmente elucidativa entre a mecanica classica e a
mecanica quantica, pois contém as Equacoes de Madelung, que sao equivalentes a Equacao
de Schrodinger, mas também sao equagoes interpretaveis em termos da intuigdo da fisica
classica (equacdo da continuidade e Equagao de Hamilton-Jacobi com modificagdo por

adi¢do do potencial quantico bohmiano).

No Capitulo 4, utilizamos a mecanica bohmiana para formularmos, por um lado,
uma condicgao fisica em que o limite classico exista e, em particular, comentamos que a
situacdo em que ocorre o Efeito Aharonov-Bohm nao satisfaz essa condi¢ao, de modo que
seu limite classico nao existe. Por outro lado, partimos da Equacao de Hamilton-Jacobi da
mecanica classica e chegamos, via abordagem quasi-newtoniana (sem mengao a Equagao de
Schrodinger), a deducao das Equagoes de Madelung, recuperando, a menos de uma escolha
de constantes, a mecanica quantica nao-relativistica e até mesmo a mecanica quantica
relativistica, motivo pelo qual concluimos que, em algum sentido, a mecanica quantica
jaz latente no mundo classico. Também comentamos que os operadores quanticos e seus
auto-valores podem ser deduzidos a partir das equagoes da mecanica bohmiana, sem a
necessidade de serem postulados. Esses resultados permitem uma ponte de mao-dupla
entre o mundo classico e o mundo quantico, sendo conceitualmente importantes para
elaborar uma intuitiva transicao continua entre esses mundos que, hodiernamente, sao

considerados separados por um abismo paradigmatico.

No Capitulo 5, revisamos brevemente a equagao de onda linear, a equacao de
difusdo, as leis de Fick e introduzimos as ondas difusdo. Na sequéncia, apresentamos uma
interpretacao termodindmica para o potencial quantico bohmiano, por meio de resultados
que utilizam consideracoes de termodinamica fora do equilibrio para demonstrarem que a
expressao matematica do potencial quantico o faz ter, na mecanica quantica, um papel
semelhante ao que o termo perturbativo ¢(7)e"“* tem nas ondas de difusdo em sistemas
classicos. A equagao de Schrodinger pode ser recuperada a partir dessa abordagem,
indicando que a compreensao da fisica do potencial quantico esta longe de se tratar de

uma abstracao irrealista.

No Capitulo 6, apresentamos um principio fisico conhecido como Principio de Mach,
e o contextualizamos. Em seguida, apresentamos uma teoria fisica chamada Mecanica
Relacional, que parte de primeiros principios e, ao empregar alteracoes na segunda lei
de Newton e na lei da gravitacdo universal (substituindo-a pela lei de forga de Weber
gravitacional, andloga a Lei de forga de Weber da eletrodinamica), implementa o Principio
de Mach como consequéncia, razao pela qual permite-nos expandir a compreensao desse
principio. Por fim, enunciamos a consequéncia conceitual para a origem do potencial
quantico. A saber, como o Principio de Mach afirma que a origem da inércia de um corpo
decorre da interacao com os demais corpos do universo, a massa inercial deriva da interagao

gravitacional com os corpos do universo, de modo que a energia cinética passa a ser uma
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energia de interacdo com a matéria distante e, uma vez que o potencial quantico é uma
correcao quantica na energia cinética que orienta as trajetérias bohmianas, o potencial
quantico, na validade do Principio de Mach, também sera decorréncia da interacao do

corpo pontual com os demais corpos do universo.



23

2 0 PARADOXO DE AHARONOV-BOHM E SUA HISTORIA

Neste capitulo, apresentaremos o efeito conhecido como Paradoxo Ehrenberg-Siday-
Aharonov-Bohm (ou, simplesmente, Paradoxo Aharonov-Bohm), um efeito da mecénica
quantica que nao pode ocorrer na mecanica classica munida da eletrodinamica classica.
(21) Nesse efeito, a difracao eletrdnica por dupla fenda pode ser utilizada para medir o
fluxo magnético confinado em um solenoide que esta localizado entre as duas fendas, mas
absolutamente blindado e inacessivel ao elétron. Ou seja o elétron sente informacao da
presenca de um campo magnético sem nunca ter ocupado alguma regiao onde o campo

fosse nao nulo.

Fixado um referencial inercial, sejam R e S duas regioes espaciais (ambas conexas
por caminhos) de intersecao vazia, mantidas inalteradas e em repouso em relagdo ao
referencial. Suponha que os campos elétrico e magnético sao mantidos nulos na regiao
R. Desse modo, classicamente, seria impossivel medirmos alguma alteracao na dinamica
de um corpo pontual confinado a regiao R decorrente da alteragdo do campo magnético

confinado a regiao S.

Entretanto, o efeito Aharonov-Bohm é um exemplo de um fendémeno do tipo descrito
como impossivel no paragrafo anterior. Estudando elétrons numa regiao R desprovida de
campo magnético, pode-se medir o fluxo de campo magnético numa regiao S, sendo que
R e S nao tém intersecdo. Isso é classicamente impossivel e, no entanto, tal efeito ja foi

observado experimentalmente. (22)

Nesse experimento, o tradicional cenario de difracao de elétrons por dupla fenda é
modificado pela adi¢ao de um solenoide com campo magnético constante e homogéneo,
em uma regiao blindada que se localiza logo apds as fendas, no ponto médio entre elas. O
padrao de interferéncia detectado no anteparo ¢é alterado, o que nao é previsto classicamente,
pois 0 campo eletromagnético manteve-se nulo na regido acessada pelo elétron. E a esse

fenémeno que denominamos Efeito Aharonov-Bohm. (23)

Neste capitulo, revisitaremos nogoes fundamentais da eletrodindmica classica (24)
que demonstram a impossibilidade de detectar uma alteragdao no padrao de interferéncia
desse experimento de dupla fenda modificado. Em seguida, demonstraremos como a
mecanica quantica prediz essa alteragao (25), enfatizando a pouca intuigao sobre o fendmeno
fisico envolvido nesse efeito que a teoria prové. (26) Entao, enunciamos a formulagao
matematica do efeito, o que é adequadamente feito com o uso da geometria de fibrados
(ver apéndice), para se demonstrar que esse efeito é um exemplo de a fungao de onda sendo
sensivel a holonomia nao-trivial (por isso o efeito existe) da conex@o do potencial vetor A,

mesmo sem passar por pontos onde o campo magnético B (a curvatura) seja nao-nulo.
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Por fim, fazemos uma breve recapitulagao historica dos marcos experimentais em relacao

ao Efeito Aharonov-Bohm.

2.1 Revisao de eletromagnetismo

Na teoria classica do eletromagnetismo, em uma regiao espacial de vicuo (a menos

de fontes de carga elétrica e de corrente elétrica), os campos elétrico E (7, t) e magnético

B(7,t) se relacionam com as densidades de carga elétrica p(7,t) e de corrente elétrica

J(7,t) segundo as Equagoes de Maxwell (onde a permissividade elétrica do vacuo g e a

permeabilidade magnética do vicuo py sdo constantes). A saber:

= 1

0
V- B(7t) =0 (2.2)
. OB(7,t)
E(Ft) = ——2~ 2.
V x E(7,t) > (2.3)
OE(7,1)

V x B(7,t) = poJ(7,t) + poco (2.4)

ot
Para uma situacao fisica que se desenrole em uma dada regiao espacial, conhecidas
as fontes p e J e as condigOes de contorno que os campos E e B devem satisfazer, é possivel
determinar os campos E e B como solucao desse sistema de equagoes diferenciais parciais
(embora parega, essa proposicdo nao é simplesmente um corolario direto do Teorema
da Decomposi¢cao de Helmholtz, pois os campos E e B também estao, respectivamente,
presentes no lado direito da igualdade das equagoes 2.4 e 2.3; entretanto, ideias do Teorema

de Helmholtz podem ser aproveitadas).

Na eletrodindmica classica, observando-se de um referencial inercial, a forca ele-
tromagnética Fyy(7(t),t) sobre um corpo pontual (sem estrutura) de carga q, que, no

instante t, esteja na posicao 7, com velocidade v, é dada pela Lei de Forca de Lorentz:

—

Fpu(F(t),t) = q- E((t),1) + q - 7(t) x B(F(t),t) (2.5)

Se, em vez de um corpo pontual, lidarmos com um sistema material extenso
munido com densidade de carga elétrica p(7,t), podemos definir a densidade de forga

eletromagnética fEM(F, t) sobre um ponto do sistema, dada por:

Fem (7). ) = p(7.t) - E(F,t) + p(7.t) - 57, t) x B(7,1) (2.6)
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De modo que, a cada instante, a forca eletromagnética liquida sobre o sistema é

obtida por integracao espacial.

Pode-se afirmar, das equagoes 2.2 e 2.3 respectivamente, que, dados EeB , existem
duas fungoes ¢(7,t) e [f(r_”, t), de mesmo dominio que as Equagoes de Maxwell para os

campos Ee g, tais que:
B(7,t) = V x A(71) (2.7)

OA(7t)

(2.8)

Por esse motivo, pode-se usar as equacoes 2.7 e 2.8 para reescrever as equagoes
de 2.1 a 2.6, substituindo E e B em termos de o e A. Essa mudanca matematica é um
recurso util, mas, como a fisica da eletrodindmica classica pode ser (a0 menos, no vacuo)
totalmente enunciada pelas equacoes de 2.1 a 2.6 em termos dos campos EeB (logo, sem
mengao aos potenciais), os potenciais ¢ e A nao precisam ser considerados (em outras
palavras, em particular, se uma conclusao fisica for corretamente inferida em termos dos

campos E e B, o emprego dos potenciais ¢ e A nao contradizera essa conclusao).

Os potenciais ¢ e A nio sdo unicamente obtidos, mas quaisquer ¢ e A obtidos
de 2.2 e 2.3 levam aos mesmos campos EeBem?27e 2.8, e, assim, a mesma fisica,
logo sao equivalentes. Iremos determinar ¢ e A adotando uma condicao adicional que
deverd ser obedecida (dados ¢’ e A que nao satisfacam tal condi¢do, matematicamente
podemos sempre determinar unicamente ¢ e A fisicamente equivalentes que a satisfagam).
Isso significa adotar um calibre (gauge). Adotaremos o calibre de Lorentz, definido pela

seguinte condicao:

1 99(7, 1)

V'A(T, t) + 02 T

=0 (2.9)

onde ¢ é a constante de velocidade instantanea de propagacao da luz no vacuo.

(2.10)

2.2 Calculo do efeito Aharonov-Bohm
2.2.1 A equacgado de uma particula quantica sujeita a potencial A

Suponha uma particula (sem spin), de massa m (finita e nao-nula), cuja funcao
de onda é confinada a uma regiao espacial R (conexa por caminhos) onde ¢ e A sdo

identicamente nulos (consequentemente: £ e B sao identicamente nulos). De acordo com
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a Mecénica Quéntica, tal funcao de onda 1) sujeita a um potencial V' (7), deve obedecer a

Equacao de Schrodinger:

h2
—— V(7 t) + V(7 1) (7, t)

2m

G

o (2.11)

Suponha, agora, o mesmo caso que no paragrafo acima, com excec¢ao de nao mais se
exigir que o potencial vetor A seja nulo, mas ainda exigir-se que ¢, E' e B sejam mantidos

nulos. Note que, juntamente com a equacao 2.8, essas condig¢oes obrigam que A seja

DA(F t)
ot

devera levar em conta a interacao eletrodinamica entre a particula quantica e o campo

estacionario, isto é, = 0. A dindmica de evolugao temporal da funcdo de onda agora
eletromagnético. Para enunciarmos tal calculo, levaremos em conta a aproximacao dada

pelo acoplamento minimo, explicada a seguir.

Em principio, por um lado, um sistema com carga elétrica sofrera influéncia do
campo eletromagnético a que esteja submetido; por outro lado, tal sistema, por possuir
natureza elétrica, perturbara o campo elétrico externo inicial em que foi imerso, por ser
uma das fontes elétricas que contribuem para a determinagao do campo resultante. Se
assumirmos que, para nossos fins, o corpo teste perturbara insignificantemente o campo
eletromagnético externo, poderemos tratar o campo eletromagnético resultante como
determinado por fatores externos, imperturbaveis pelo corpo teste, restando ao corpo
teste ser afetado pelo campo eletromagnético externo sem, entretanto, afetd-lo. Essa é
a hipotese denominada de acoplamento minimo entre um campo e um sistema fisico. O
acoplamento minimo é, em palavras técnicas, o truncamento em ordem zero da influéncia
do corpo sobre o campo simultaneamente ao truncamento em primeira ordem da influéncia

do campo sobre o corpo.

Apos essa digressao, retornemos a situagao da particula quantica sujeita ao potencial
vetor A estaciondrio. Se carga elétrica da particula é ¢, de acordo com a Mecanica Quantica,
na validade da hipétese de acoplamento minimo entre o campo eletromagnético e a carga

elétrica, sua funcao de onda ¥ deve obedecer a:

1 ho ~ OV (7)t)

—(=V = qA)*U(7,t) + V(7 ) U(F,t) = ih— 2 2.12
(Y = APV + VD) = i (212)
Em 2.12, o potencial vetor A esté presente, mesmo que , EeB sejam mantidos

nulos em toda a regiao R.

Como, por 2.7, temos que na regido R vale V x fT(F, t) = 0, podemos definir (ja
que, nessas condicoes, a seguinte integral de linha pode ser calculada de modo univoco

por qualquer caminho contido em R que nao “dé a volta” ao redor de S):

o) — () = 1 [ A@)-dz (2.13)
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onde o ponto 7 , pertencente a regiao R, é um ponto de referéncia (escolhido arbitraria-
mente) e onde, por simplicidade, a integral de linha é calculada em um caminho arbitrario
de R que ndo “dé voltas” ao redor de S. Para os cdlculos a seguir (desta sub-se¢do), por

simplicidade, sem perda de generalidade, assumiremos ¢(r) = 0.

Agora, escrevemos a fungao de onda ¥(7,t) da equacao 2.12 como um produto:

(7 t) = 9D (7, 1) (2.14)
Substituindo 2.14 em 2.12, pode-se verificar que, com essa mudanga, (7, t) satisfaz
2.11, isto é, satisfaz a equacao de Schrodinger com /T(F, t) identicamente nulo.
Mostraremos isso:

Note que, de 2.13, usando o Teorema do Gradiente (Teorema Fundamental do

Célculo no caso de integrais de linha), temos:

ﬁﬁm:%ﬂm. (2.15)

De 2.14, pela regra do produto, temos:

—

V(7 t) = 9D (iVg(F) (7, t) + 90 (Vi (7, 1)). (2.16)
Substituindo 2.15 em 2.16, usando 2.14 e multiplicando ambos os lados por ?,

chega-se em:

—

(’?@ - qm) V(7. 1) = T (T, 1) (217)

] [

De onde segue que:

(726 - qﬁ(f‘)> (7 t) = —h2e90) (V2)(F, 1)). (2.18)

Nota-se que a passagem da equacao 2.17 para a equacao 2.18 pode ser feita tanto

por calculo direto (anédlogo ao que fizemos hé pouco) quanto pelo argumento de que, na
equacao 2.17, observamos que o efeito do operador %ﬁ - q/f(f’) aplicado a funcgao de

onda W(7,t) = ey (F,t) foi o de fazer surgir o fator multiplicativo 2 e o de aplicar o

operador V na funcdo que multiplica a exponencial ¢,

Substituindo 2.18 em 2.12 e usando 2.14, provamos, apds cancelarmos o fator

comum €97 o que querfamos demonstrar, a saber: que 1 satisfaz 2.11.
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Em resumo: Na regiao R, onde E , Be ¢ sao nulos (e, portanto, Aé estacionaria):
dada U(r,t) satisfazendo 2.12, com a substitui¢ao 2.14 a escrevemos como um produto de
um fator conhecido gracas a (2.13), multiplicado por um fator ¥ (7,t) que satisfaz 2.11.

Logo, reduzimos o problema de resolver 2.12 ao de resolver 2.11.

2.2.2 O efeito Aharonov-Bohm (magnético)

Suponha a situacao onde dentro de uma caixa cuibica realizamos, no vacuo, o
experimento da dupla fenda, usando elétrons. Temos uma fonte que incide um fluxo
de elétrons sobre um primeiro anteparo, com duas fendas. A funcdo de onda eletronica
difrata por ambas as fendas, propaga-se, interferindo consigo mesma nos locais onde se
sobrepor, e, entao, incide sobre um segundo anteparo, que mede (marca) onde o elétron
incidiu (detecgdo). Entretanto, logo ap6s o primeiro anteparo, na posi¢gao média das duas
fendas, temos uma regiao cilindrica inacessivel aos elétrons, dentro da qual existe um
solenoide ideal de raio a que mantém um fluxo de campo magnético constante. Pelos
equipamentos do laboratorio, esse fluxo pode ser ajustado, como um parametro, mas, entre
os ajustes, ele é constante. O campo magnético (e também o elétrico) do solenoide esta
confinado a uma regiao S, dentro da qual a funcao de onda eletronica é asseguradamente
nula. Esse confinamento dos campos é seguro, feito com camadas de materiais, inclusive
supercondutores. Na regiao R em que a fun¢do de onda do elétron pode ser nao nula, os
campos sao mantidos nulos. R e S tem inser¢ao vazia e, além disso, tanto R quanto S sao

conexas por caminhos. A Figura 1 traz uma representacao esquematica desse experimento.

Mostraremos que o fluxo do campo magnético na regiao S pode ser medido pela
dindmica eletronica na regiao R, ainda que que o elétron nunca esteja na regiao S, e
esteja confinado a uma regiao R livre de campos E e B. Esse é o Efeito Aharonov-Bohm

(magnético).

O campo B do solenoide na regiao interna dele é dado por (I é a corrente elétrica
no fio, N é a densidade de voltas do fio):

—

enquanto, fora do solenoide, o campo é dado por:

Beact(f; t) - 6; (220)

S8, (2.21)
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Anteparo detector

Tela de dupla-fenda

Fonte

€
Jye—te—ia
O

Fadrao
deslocado

——

Solencide

~" =— Padrao original

Figura 1 — Efeito Aharonov-Bohm: no experimento de difracao de elétrons por dupla fenda,
ocorre o deslocamento do padrao de interferéncia no detector devido ao fluxo
magnético confinado no solenoide.

Fonte: Adaptada de SHECH. (27)

na regiao externa do solenoide, isto é, p > a (sendo a o raio do solenoide e p a distancia,
num plano transversal ao eixo do solenoide, entre o centro do solenoide e o ponto 7),
onde @ = 1a?B;:(0,t) é o fluxo do vetor magnético B, no solenoide, através da segao

transversal a B (equacdo 2.19), de onde temos:

dp = poI Nma? (2.22)

Num ponto 7;,, do anteparo, localizado no plano de simetria do sistema, calculemos
9(Tsim) por dois caminhos diferentes: ambos comegam na fonte e terminam no anteparo
final, porém um atravessa pela fenda da esquerda (caminho indicado por ¥;), enquanto o

outro pela fenda da direita (caminho indicado por ¥s):
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onde 7 é a origem do feixe de elétrons. O sinal positivo significa que a integragao foi feita

no sentido de A, e, assim, no sentido de I no solenoide. O sinal negativo é o contrario.

A diferenca de fase, no ponto 7, entre esses dois caminhos sera:

qP
5central = TB (224)
Ou seja, como, por um lado:
. q®p
ireita - 2.25
direita — 9(T0) = + 5 (2.25)
e, por outro lado:
. q®p
- —_ 17 2.26
Jesquerda g(TO) 2% ( )
temos, portanto:
q®
(scentral = Gdireita — Yesquerda = TB (227)

Isto é, a diferenga de fase (observavel no experimento, por exemplo, pelo padrao de
interferéncia ondulatéria) é diretamente proporcional ao fluxo &5 de campo magnético

B, mesmo que a funcao de onda seja nula na regiao S, dentro da qual o campo B estéd

confinado.

Aproveitando a descricao que fizemos, imaginemos agora uma outra situacao.
Suponha que a fonte de elétrons esté desligada. Confinamos uma fungao de onda de um
elétron a um trilho unidimensional fechado, uma circunferéncia de raio b que pode ser
desenhada seguindo-se uma linha de campo de ¢ numa regiao de R (sem cruzar a regiao
de S). Pode-se mostrar que o fluxo ®5 quebra a degenerescéncia de niveis de energia desse

elétron:

2

h? q®p

E, = , 2.28
2mb ( ) ( )

com n inteiro, isto é, n = 0,+£1,+2, ...

~ ®5 .~ - . .. .
E, como podemos notar (equacio 2.28), para 22 nao inteiro (nem semi-inteiro),

quebra-se a degenerescéncia entre os niveis de energia.

2.2.3 Formulacao matemaética do efeito Aharonov - Bohm

Nesta sub-secao, enunciaremos o Efeito Aharonov-Bohm na linguagem matematica

da geometria em fibrados (ver apéndice).
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Qual a formulacao geométrica do efeito Aharonov-Bohm? Primeiramente, como
o problema ¢é essencialmente bidimensional (ja que é tridimensional, mas, na situacao
do experimento, por simetria no arranjo do laboratério, todo plano transversal ao eixo
do solenoide é congruente entre si), faremos essa simplifica¢ao, considerando um plano
sem sua origem, isto ¢, M = R?*\{0}, onde, por simplificagdo, estamos, sem perda de
generalidade, considerando um solenoide de didmetro infinitamente pequeno, localizado na

origem.

O grupo de Gauge associado é o grupo U(1) = S! C C (leia-se: U(1) é o grupo das
matrizes complexas unitarias de ordem 1, ou seja, a circunferéncia que, no plano complexo,
é o conjunto dos nimeros complexos de médulo 1), e, portanto, o fibrado de interesse é
St— P — M.

Por motivos topoldgicos, é possivel mostrar (referéncia (21)) que o tnico fibrado
principal sobre R?\{0} ¢ o fibrado trivial, e, portanto, P = M xSl e 7 : P — M é a

projecao.

O outro fibrado de interesse é o fibrado vetorial associado £ = P x5 C onde S!
age em C como rotagoes. £ — M é um fibrado de linha complexo e, fisicamente, se¢oes

desse fibrado correspondem a func¢oes de onda ).

Vamos considerar, entao, a 1-forma (com valores na &lgebra de Lie) A = iA =

1A, dx*, onde A, denota o potencial vetor (/T, Ap).

O Efeito Aharonov Bohn pode, entao, ser descrito como uma medida da holonomia
nao trivial dessa conexao. De fato, a diferenca de fase dcentrar, Obtida na equacao (2.24),
corresponde exatamente ao fator aditivo na transformacgao de holonomia ao longo de uma
curva fechada simples em torno do solenoide (curva fechada simples qualquer, desde que

externa ao solenoide).

2.3 Observacao experimental

A observacao experimental do Efeito Aharonov-Bohm é de grande interesse da
comunidade cientifica dada sua importancia conceitual e sua contradicdo com previsoes
classicas, constituindo, portanto, um teste de validade para a prépria mecanica quantica.
Em seu trabalho original (4), Aharonov e Bohm nao s6 demonstraram que a teoria quintica
sugere que a dinamica do elétron seria afetada por um campo eletromagnético em uma
regido inacessivel a particula, mas também propuseram experimentos que permitiriam

testar a validade dessa previsao.

A primeira descricdo de uma observagao experimental do efeito Aharonov-Bohm
surgiu um ano depois (28) (mais precisamente, uma observagao da diferenga de fase no efeito
Aharonov-Bohm magnético descrita na segao anterior). Tal resultado recebeu muitas criticas

da comunidade a época, sendo o principal questionamento relativo a possibilidade de os
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elétrons nao estarem totalmente blindados do campo magnético devido a impraticabilidade
experimental de se construir um solenoide infinito para que se eliminassem os efeitos de

borda do campo magnético.

Foi na década de 1980 que surgiram experimentos utilizando imas toroidais para
medirem padroes de interferéncia ondulatoria entre pacotes de onda de elétrons que
atravessavam as regioes de dentro (o buraco no centro do toro) e de fora do ima. (29-31)
Foram observadas diferencgas de fase compativeis com a previsao de Aharonov-Bohm. Esse
conjunto de experimentos sao provavelmente as observacoes desse efeito mais aceitas pela

academia até os dias de hoje.

Também podem ser encontradas, na literatura, descrigoes de experimentos do Efeito
Aharonov-Bohm elétrico (32), bem como manifestacoes do efeito em sistemas de estado

sélido, como elétrons circulando em um anel mesoscopico de metal nao-supercondutor. (33)

Ainda assim, o assunto esta longe de ser esgotado. Além de possiveis aplicagoes
nessa nova era de eletronica quantica, é interessante destacar que a deducao do Efeito
Aharonov-Bohm apresentada aqui pode ser generalizada para qualquer teoria quantica
com invariancia de gauge, abrindo a possibilidade de observar tal predicao em intimeros

sistemas de fisica de particulas. (34)
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3 MECANICA BOHMIANA

Neste capitulo, na secdo Revisao, apresentaremos a Equacao de Continuidade e a
Equacao de Hamilton-Jacobi, que serao citadas no desenvolvimento desse capitulo. Na
secao Apresentacao, introduziremos as equagoes da formulagao bohmiana da Mecanica
Quantica. Na secao de Interpretagao, essas equacgoes serao interpretadas, comparando-as

com suas analogas classicas.

Observa-se que, ao falarmos em “formulagao bohmiana” da mecanica quantica,
estamos nos referindo a uma forma alternativa de apresentacdo da mecanica quantica
usual, sem perda de generalidade. Ainda que se possa pensar que duas abordagens
equivalentes para o mesmo problema sejam redundantes e nao adicionem novidades, contra-
argumentamos que abordagens alternativas de uma mesma teoria tém seu valor, pois
fornecem diferentes visdes para um dado problema, podendo sugerir experimentos distintos,
previsoes mais favoraveis a sua arquitetura tedrica, e modificagdes que a outra abordagem
nao sugeriria. Ou seja, certas propostas de inovagoes (que busquem aperfeicoamento
da teoria) da mecanica quintica podem, por exemplo, se tornarem mais intuitivamente
concebiveis em algumas formulagoes da mecanica quantica do que em outras. Enfatizamos
que a formulagdo bohmiana é equivalente as abordagens tradicionais de mecanica quantica,
diferindo de outras abordagens em que haja modificagdo da fisica da mecanica quantica,
como, por exemplo, na abordagem que introduz uma modificacao estocastica da Equacao

de Schrodinger, visando & resolucao do problema do colapso da funcao de onda. (35-37)

3.1 Revisao: Equacdo de Continuidade e Equacdao de Hamilton-Jacobi

Nesta secao, introduziremos duas equacoes que serao citadas posteriormente neste

capitulo.

Quando uma grandeza fisica escalar estiver espacialmente distribuida (isto é, for
um campo escalar) e, a cada instante, for localmente conservada, ela satisfard, a cada

instante e em cada ponto do espaco, a assim chamada Equacao de Continuidade:

SO _ G (o) ), (3.1)

onde p(7,t) é a densidade volumétrica dessa grandeza fisica e ¥(7,t) é a velocidade

instantanea local com que o campo escalar flui do ponto 7 no instante ¢.

Essa equacao descreve a conservacao local dessa grandeza fisica escalar p, isto é,
ela afirma que a taxa temporal com que p diminui em um ponto num dado instante é igual

a taxa de variagao espacial do fluxo p(7,t).0(7, t) nesse mesmo ponto nesse instante. Em
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outras palavras, dado qualquer instante, a taxa temporal com que essa grandeza diminui
em um ponto ¢é igual a taxa espacial com que o fluxo dessa grandeza se eleva nesse ponto.
Isto é, o que estiver temporalmente diminuindo num ponto precisa estar espacialmente

extravazando para a vizinhanga: nada se cria, nada se perde.

Na Mecanica Classica, um dos modos de se enunciar a equacao que rege a evolugao
dindmica de um corpo pontual é chamado de Equacao de Hamilton-Jacobi. (38) A Equacao
de Hamilton-Jacobi de um corpo pontual de massa m sujeito a uma energia potencial
V.(7,t) é dada por:

8S.  (VS.)?
ot 2m
onde S, é uma funcao acao (classica) das coordenadas do espago de fase associado a esse

+ Ve(r 1), (3.2)

corpo.

A menos do formalismo matematico, essa equagao 3.2 é conceitualmente similar a

equacao de conservacao da energia mecanica na dindmica de um corpo pontual, isto é:

95,
ot
a energia mecanica total do corpo pontual;

1. o termo —Z2¢ é a hamiltoniana do corpo pontual, no instante ¢ , portanto é referente

VS)? .. .
2. o termo (VSe)” é a energia cinética do corpo pontual no instante ¢;
2m )

3. o termo V,(7,t) é a energia potencial do corpo pontual no instante t.

Ressalta-se que, em coordenadas candnicas, o momento linear do corpo pontual é

dado por:

Além do mais, conforme explicado, em coordenadas candnicas, a energia mecanica

total do corpo pontual é dada por:

0S5,
TR (3.4)

3.2 Apresentacao da formulacao bohmiana

Na Mecanica Quantica nao-relativistica, a equagao que descreve a evolucao da
funcao de onda ¥ associada a uma tnica particula sem spin, de massa finita ndo-nula, é a
chamada Equacao de Schrodinger:

h?

- 2 = = = — 1 h— " 7
2mV U(r t)+ V(F,t)U(r t) =ih
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onde h é a constante de Planck reduzida, m é a massa da particula, V é o potencial a
que a funcao de onda da particula estd sujeita. Exige-se que W satisfaca a condigao de

normalizagao, isto é:

/|\IJ(F, 1|2 = 1. (3.6)
Na Equacao de Schrodinger:
O (7,t)
t

L. o termo ih=—;~ ¢ o termo hamiltoniano, ou seja, refere-se ao operador quantico da

energia mecanica total aplicado ao estado ¥ ;

2 — Ve . 7’ . . A .
2. o termo —;L—mvz\ll(r, t) é o termo cinético, ou seja, refere-se ao operador quantico de

energia cinética aplicado ao estado V ;

3. o termo V(7 t)W(7,t) é o termo potencial, ou seja, refere-se ao operador quantico da

energia potencial aplicado ao estado W.

Nota-se que esses trés termos fazem mencao apenas ao estado quantico em si, isto
é, a funcao de onda associada a particula, ou seja, nao fazem mencao a alguma particula

(no sentido de corpo pontual).

Neste capitulo, introduziremos a formula¢do bohmiana da mecanica quantica,
substituindo a forma usual da Equacao de Schrodinger pelo formato chamado de Equagoes

de Madelung, também chamadas de Equagoes da Hidrodindmica Quéantica. (39)

A Equagao de Schréodinger é uma equagao linear em que a fungdo incognita é uma
funcao a valores complexos V(7,t). As Equagoes de Madelung sdo um sistema de duas

equagoes acopladas, em que as duas fungoes incognitas sao fungoes a valores reais, a saber,
R(7,t) e S(7,t).

Para deduzirmos as Equacoes de Madelung a partir da Equacao de Schrodinger,

fazemos, sem perda de generalidade, a seguinte substituicao:

U (7, t) = R(F,1).eG5T0), (3.7)

onde % ¢é a constante de Planck reduzida, S(7,t) é uma funcio real chamada de agao e com
dimensao de momento angular (a mesma dimensao de h), e R(7,t) é o mdédulo de V(7 1),
isto é, R(7,t) é uma funcao real ndo-negativa que, no caso do espago tridimensional, tem
dimensao de comprimento elevado ao expoente —3/2 (a mesma dimensao de V(7 t)).
Na verdade, observando-se as equagoes 3.7, 3.8, 3.9, 3.10, 3.12, 3.15, 3.16, nota-se

que nao haveria problema algum em se permitir que R(7,t) assumisse valores reais tanto

positivos quanto negativos. Segundo a equagao 3.7, a Unica alteracao seria na respectiva
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I GE))

fase de e(n , que, inclusive, pode, em algumas situagoes, deixar de ter descontinuidades

para passar a ser continua, por exemplo.

Ao se introduzir a substitui¢ao 3.7 acima na Equacao de Schrodinger 3.5, chegamos,
apoés aplicarmos as regras de calculo diferencial e cancelarmos fatores comuns aos dois lados
da igualdade, a uma equagao de valores complexos (equivalente a Equagao de Schrodinger
original), que pode ser separada em duas equagoes de valores reais que precisam ser
satisfeitas simultaneamente, isto é, um sistema de duas equagoes, sendo uma equacao para
a parte real (equacao 3.9) e outra equagao para a parte imaginéria (equagao 3.8). Essas
passagens matematicas trivialmente valem no sentido de ida e de volta, razao pela qual as
Equacoes de Madelung recuperam a Equacao de Schrodinger, sendo, pois, equivalentes a

ela.

A equacao da parte imagindria é:

A equacao da parte real é:
89S (VS)? . |
o9t om +V(T,t)+@3(7‘,t), (3.9)

onde foi introduzido o termo Qg (7,t) pela seguinte defini¢ao:

A
om R

(3.10)

O termo Qg(7,t) é chamado de Potencial Quéntico (Bohmiano).

Observa-se que é possivel reescrever a equacio 3.10 , em termos de p = R?. Fazendo

essa mudanca na equacao 3.10, com o uso das regras de calculo diferencial, temos:
A Ve ¥\’
- P P
=—— | L 2L 3.11
@s(r) 2m | 2p ( 2p ) (3.11)

Ressalta-se que, no formato das Equagoes de Madelung, a condicao de normalizagao

assume a forma

/ (R(7, 1)) dPx = 1. (3.12)

Sao sugestivas a comparacao da equacao (3.8) com a Equac¢ao de Continuidade
(equagao 3.13) e a comparagao da equagao (3.9) com a Equacdo de Hamilton-Jacobi da

mecanica classica (equagao 3.14):
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—ZE2 =V (p), (3.13)

+ V(7 1), (3.14)

Mas a validade dessa comparagao sugere, pelas equacoes 3.3 e 3.4, a interpretacao:

aS
Eparticle = _Ey (315)

ﬁpartz’cle - 65 (316)

3.3 Interpretacado da formulacdo bohmiana

Para introduzirmos a formulagdo bohmiana da Mecénica Quantica, deduzimos as
Equagoes de Madelung, que sdo equivalentes a Equacao de Schrodinger. Por essa razao,
toda elucidacao conceitual que as Equagoes de Madelung permitirem concluir também sera
valida para situagoes que se prefira descrever empregando-se a Equacao de Schrodinger, e

vice-versa, desde que todas as conclusoes sejam inferidas com o devido rigor.

Uma grande vantagem técnica de se trabalhar com a Equacao de Schrodinger é
que essa ¢ uma equacao linear. Em contrapartida, uma desvantagem conceitual é que
a Equacgao de Schrodinger tem fungoes incégnitas de valor complexo, o que dificulta a

interpretagao fisica da entidade W, podendo levar a conclusdes equivocadas. (40)

Por outro lado, as Equacoes de Madelung sao um sistema nao-linear de duas
equagoes e duas fungoes incognitas, mas, pelo menos, tanto as fungoes quanto as equagoes
utilizam puramente niimeros reais, que sao mais diretamente acessiveis a intuicao que

exercitamos nas demais grandezas fisicas reais.

De fato, nao é fisicamente correto imaginar-se a fungao de onda (7, t) como ente
fisicos ontoldgico tal como um campo escalar complexo, ou seja, dois campos escalares
reais somados da forma ¢(7,t) = Re((r,t)) + iIm(i(r,t)). Um argumento para isso
pode ser visto na referéncia (40), que mostrara que, se assim imaginarmos, concluiremos o
desagradavel resultado de que esse campo escalar complexo nao-relativistico (7, t) nao
obedece a transformacao de Galileo, a menos que realizemos a introducao de uma correcao
ad hoc. Os campos R(7,t) e S(7,t), entretanto, que utilizamos para introduzir a mecanica

bohmiana, transformam-se corretamente.

Seguiremos com as introdugao e interpretacao da mecanica bohmiana. A Equagao

de Madelung que é andloga a equacao de continuidade (equacao 3.13) é:
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—Z =V (R (3.17)

onde p = R? é a densidade espacial de probabilidade de a particula ser detectada num
dado instante e local.

-

Essa analogia indica que a grandeza fisica % se comporta de fato como a velocidade

com que o fluxo de probabilidade flui, nesse instante, nesse ponto.

Até aqui, a formulagdo bohmiana da mecéanica quantica é totalmente compativel
com qualquer formulacao de Mecanica Quantica em que a Equacao de Schrodinger de
que partimos seja valida (note que empregamos a palavra “formulagdo”). A interpretacgao
bohmiana deixa de ser perfeitamente compativel com outras interpretacoes de Mecanica
Quéntica quando assume que ha de fato uma tnica particula (um corpo pontual) que é
guiada, ao longo de seu movimento, pela fungao de onda (ou por alguma entidade analoga),
nao necessitando de algum colapso de func¢ao de onda para ter posicao e momento linear
definidos (note que empregamos a palavra “interpretagao”). Caso se assuma a interpretacao
bohmiana da mecanica quantica, é natural identificarmos que, dados um instante e a
posicdo em que o corpo pontual esteja nesse instante, o momento linear instantaneo desse

corpo pontual sera dado por:

ﬁparticle = ﬁS (318)

De modo similar, na Equacao de Madelung andloga a Equacao de Hamilton-Jacobi

(equacao 3.14):

o5 _ (Vs
ot 2m

+ V(7 t) + Qp(7 1), (3.19)

¢é natural identificar que, num dado instante, na posicao ocupada pelo corpo pontual nesse
08 (VS)?

instante, a energia mecanica do corpo pontual serd —72, a energia cinética serd “5 -~ e a
m
energia potencial serd V(7).
Contudo, o t Qp(Ft) = — LR 3 i anél Equacao de Hamilt
ontudo, o termo Qp(r,t) = —5-~%" nao possui andlogo na Equacao de Hamilton-

Jacobi da Mecanica Cléssica.

Embora esse termo seja matematicamente uma corre¢ao quantica na energia cinética
do estado W, pois adveio do termo —%VNJ(F, t) na Equacao de Schrodinger, esse termo
Q@ (7, t) acaba funcionando como uma correcao efetiva (exclusiva da teoria quantica) no
termo de energia potencial V (7, t), motivo pelo qual Qg(7,t) é nomeado como Potencial

Quéantico Bohmiano (ou, simplesmente, potencial quantico).

Como os demais termos das Equacoes de Madelung sao satisfeitos pela mecanica

classica de um corpo pontual, os efeitos exclusivamente quanticos da mecanica quantica nao-
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relativistica de uma tnica particula sem spin precisam estar, de alguma forma, relacionados

ao potencial quantico, mesmo se esse nao for o nico ingrediente.

Nota-se que, ao tomarmos o negativo do gradiente espacial da equagao 3.19,
recuperaremos a expressao da segunda lei de Newton, mas com uma modificacao, a saber,
a presenca de uma aparente forga quantica (derivada do potencial quantico) influenciando

a aceleracao (e, portanto, o movimento) do corpo pontual.

Outra relevante observacao é que, na mecanica classica de um corpo pontual, a
equacao de conservagao da probabilidade (ou da massa) do corpo pontual é trivialmente
satisfeita, ja& que o corpo pontual sempre tem toda sua massa ocupando a mesma posigao
que seu centro de massa. Nao ocorre o mesmo na formulagdo bohmiana da mecanica
quantica de uma particula, ja que a densidade de probabilidade pode se distribuir em
regiao extensa (nao-pontual).

2 2 .
—2%% depende de R e de suas derivadas

espaciais, o potencial quantico depende do estado como um todo para ser determinado.

Ainda mais, como o termo Qp(7,t) =

Logo, ele permite que a particula (corpo pontual) seja influenciada por interagoes que
afetaram pontos do estado ¥ distantes dela, desde que sempre respeitando a causalidade
na propagacao de interacao. Essa constatagao é por vezes referida como nao-localidade dos
estados na mecanica quantica, no sentido de que os estados ndo podem ser completamente
definidos em um dado ponto se ignorarmos informagcoes que a funcao de onda“sinta” na
vizinhanga em que se faca presente (isto é, no fecho topologico da regiao espacial em que

tenha amplitude nao-nula), pois o estado quantico é um objeto extenso.

A Figura 2 ilustra a formulagdo bohmiana aplicada ao experimento da dupla fenda.
Na imagem da esquerda, observa-se o perfil do potencial quantico, sendo possivel notar
regides em que seu gradiente espacial é menos intenso (trajetérias bohmianas serdo menos
repelidas) e regides em que seu gradiente espacial é mais intenso (trajetérias bohmianas
sofrerdo forga quantica mais intensa, sendo repelidas dessas regides). Na imagem da direita,

notam-se as trajetérias bohmianas da difracao por dupla fenda.
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Figura 2 — Perfil do Potencial Quantico e Trajetorias Bohmianas no experimento da
difracao por dupla fenda.

Fonte: PYLKKANEN. (41)

3.4 Comentarios adicionais

Essa secao ¢é dedicada a comentarios adicionais sobre a mecanica bohmiana.

Enfatizamos que, nesta dissertacao, chamamos de "mecanica bohmiana"a formula-
¢do da mecanica quantica com que David Joseph Bohm trabalhou. Linhas tedricas que
posteriormente a Bohm foram chamadas de mecénica bohmiana (como, por exemplo, feito
por Sheldon Goldstein, e, posteriormente, discutido criticamente por Basil Hiley), sem
manterem relacao com o sentido original do termo, nao foram investigadas neste trabalho.

Agradecemos ao prof. Olival Freire Junior por essa importante e atenciosa ressalva.

Como a desigualdade de Bell afirma que nao ¢ possivel uma teoria fisica estender a
mecanica quantica, mantendo suas previsoes, de forma a torna-la deterministica por ter-se
adicionado a ela varidveis ocultas locais (42,43), poder-se-ia pensar que a desigualdade de
Bell proibe a interpretagdo bohmiana da mecéanica quantica, ja que, de posse das Equagoes
de Madelung, caso assumamos a existéncia de um corpo pontual associado a funcao de
onda, a evolucao da funcao de onda e do corpo pontual serdo deterministicas. Entretanto,
o proprio Bell elogiou a formulagao bohmiana da mecanica quantica e nao tinha desgosto
por essa interpretagao. (43) A falha no argumento de que a desigualdade de Bell proibiria
a interpretagdo bohmiana da mecanica quéantica é que a desigualdade de Bell se refere a
uma teoria que estenda a mecanica quantica adicionando a ela varidveis ocultas locais, mas
a interpretacao bohmiana da mecéanica quéantica torna a mecéanica quantica deterministica
por adicionar a ela variaveis ocultas globais que sao naturais a mecanica quantica em si.
(44,45)
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A formulacao bohmiana da mecanica quantica, ao se assumir a existéncia do corpo
associado a funcao de onda, trata da evolugao do estado quantico e da particula quantica
sem assumir que houve um colapso da fungao de onda (46,47), nem perda de coeréncia,
para que seja possivel falarmos desse corpo pontual. (48) Em outras palavras, a mecanica
bohmiana nao trabalha com a ideia de decoeréncia nem de colapso da funcao para falar de
condigbes nas quais exista o limite classico (49,50), esse limite classico de que falaremos

no Capitulo 4.

Uma das importantes aplicagoes da formulagao bohmiana da mecanica quantica é
em cosmologia, para se modelar a evolucao cosmoldgica de um universo primordial quantico
sem se falar em colapso de funcao de onda por processo de medida. Uma 6tima referéncia
sobre o assunto ¢ a tese de doutorado “Evolucao bohmiana das flutuagoes primordiais™.
(51)

Visto que nesta dissertagao nao tratamos de mecanica bohmiana para particulas
quanticas com spin nao nulo, nem de mecanica bohmiana para mecanica quantica rela-
tivistica, nem mecénica bohmiana para varias particulas, nem de mecanica bohmiana
para fotons, talvez hipostasiassemos a hipdtese de que a formulagao bohmiana s6 pode ser
aplicada para lidarmos com uma tnica particula quantica de massa finita nao-nula sem
spin. Essa sugestao, no entanto, nao é verdadeira, ainda que de fato o foco nesta dissertacao
tenha sido na mecanica bohmiana no escopo da Equagdo de Schrodinger (equagao da
mecéanica quintica nao-relativistica sem spin) de uma tnica particula. Para um belo e
didatico uso da formulagao bohmiana para a resolugdo do dtomo de hidrogénio tanto no
caso nao-relativistico sem spin (Equagao de Schrodinger), quanto no caso nao-relativistico
com spin s = % (Equagao de Pauli), quanto, também, no caso relativistico de spin s = %
(Equagao de Dirac), ver a tese de doutorado “The de Broglie-Bohm casual interpretation

of quantum mechanics and its application to some simple systems”. (19)

Dada a relevincia da expressao matematica (equagao 3.10) do Potencial Quantico
. — 2 2 , .
Bohmiano Qg(7,t) = —f—m%, gostariamos de, ao menos brevemente, interpretar esse

termo. Para tal, revisaremos a interpretacao do operador laplaciano.

O operador laplaciano de um campo escalar real é igual ao divergente do gradiente
desse campo. O gradiente de um campo escalar real é um campo vetorial que aponta para
a diregao e para o sentido de maior taxa de variacao espacial desse campo e indica, em
seu modulo, essa taxa. O divergente de um campo vetorial é um campo escalar real que
nos indica, num dado ponto, num dado instante, a densidade volumétrica de saldo liquido
de fluxo desse campo vetorial que flui para a vizinhanga desse ponto, ou seja, o divergente
¢é diretamente proporcional a densidade volumétrica de fluxo do campo vetorial que, nesse
instante, “nasce” desse ponto. Pode-se interpretar o operador laplaciano como o divergente

do gradiente, contudo tal recurso hermenéutico talvez nao seja trivialmente elucidativo.

Outra interpretagdo conhecida para o operador laplaciano (e consistente com
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sua defini¢do matematica) é que o laplaciano de um campo escalar real é diretamente
proporcional a média espacial do valor do campo na vizinhanca imediata do ponto
mas subtraida do valor do campo no ponto. Em outras palavras, para interpretarmos o
laplaciano: fixamos um instante e escolhemos um ponto para, em seguida, calcularmos
o valor médio do campo nos pontos infinitesimalmente préximos de nosso ponto; apos
calculada essa média, subtraimos dela o valor do campo exatamente no ponto; o resultado

sera diretamente proporcional ao valor do laplaciano nesse ponto, nesse instante.

Por exemplo, se o laplaciano for positivo num ponto: por um lado, significa que o
valor do campo no ponto esta menor do que a média desse valor na vizinhanga imediata;
por outro lado, significa que o divergente do gradiente do campo no ponto é positivo, ou
seja, ¢ positiva a densidade de saldo do fluxo de linhas de campo vetorial gradiente que
extravaza para a vizinhanca desse ponto, o que significa que, ao caminharmos do ponto
para a vizinhanga imediata, na média, veremos o valor da funcao crescer (se tornar mais
positivo e/ou menos negativo do que no ponto).

No caso do Potencial Quantico Bohmiano, o laplaciano do campo R é dividido por

. s . 2 . .
R. De posse do raciocinio anterior, podemos compreender que esse termo LRR significa que

7

a diferenca entre o valor médio na vizinhanca imediata e o valor no ponto é dividida pelo
valor do campo no ponto, ou seja, essa diferenca absoluta (entre o valor na vizinhanga
imediata e no ponto exato) serd substituida por uma diferenca relativa (a diferenca
absoluta dividida pelo valor do campo no ponto). Para reconstruimos o Potencial Quéantico
Bohmiano, basta multiplicarmos ﬁRR por —% (note o sinal negativo). Por essas razoes, o
valor do Potencial Quéantico Bohmiano num ponto, num instante, indica, a menos de uma
constante de proporcionalidade, quanto o valor de R no ponto é maior do que o valor de

R na vizinhanga imediata, em relagao ao valor de R no ponto.
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4 DE QUANTICA PARA CLASSICA E DE CLASSICA PARA QUANTICA

No Capitulo 2, apresentamos o Paradoxo Aharonov-Bohm e explanamos que
esse efeito ocorre (tedrica e experimentalmente) na mecénica quantica, mas nao pode
ocorrer na mecanica classica munida da eletrodinamica classica. Essa assimetria entre o
comportamento do mundo quantico e o comportamento do mundo classico levanta um

questionamento duplo.

Por um lado, o que ocorreria com o Efeito Aharonov-Bohm caso formulassemos
condigoes em que pudéssemos tomar, rigorosamente, um limite classico da mecanica
quantica? E o que ocorreria caso, em sentido inverso, deduzissemos as equagoes da mecanica
quantica a partir do mundo cléssico? Neste capitulo, com base no contetido apresentado no
Capitulo 3, utilizaremos a formulagao bohmiana da mecanica quantica como ponte entre
esses mundos, concluindo, na se¢ao 4.1, que o Efeito Aharonov-Bohm viola as condig¢oes do
limite classico para persistir como um efeito puramente quéantico (pelo menos, na situagao
eletromagnética em que é originalmente enunciado). Trabalhos posteriores poderao utilizar
o escopo apresentado na secao 4.2 para, a partir da hamiltoniana eletromagnética da
mecanica classica, deduzirem o operador Hamiltoniano eletromagnético da mecanica

quantica e estudarem o surgimento do Efeito Aharonov-Bohm nessa abordagem.

Por outro lado, uma vez construida essa “via de mao dupla” entre o mundo classico
e o mundo quantico, independentemente de termos utilizado o Efeito Aharonov-Bohm
como motivador, o que poderemos aprender sobre a mecanica quantica, utilizando essas
ferramentas? Ha trabalhos que tentam abordar a questao da conciliagdo entre o mundo
classico e o mundo quantico, como “Decoherence and the classical limit of quantum

mechanics”. (52)

Observamos que a se¢ao 4.1 e a secao 4.2 deste capitulo sao independentes e cada
uma poderia, inclusive, ser um capitulo individual. Nao s6 foram baseadas em referéncias
bibliograficas de autorias distintas, como também nao partimos de uma para desenvolvermos
a outra. Se assim o fizéssemos, talvez cometeriamos um erro de circularidade. O motivo de

ambas estarem no mesmo capitulo é por considerarmos que se completam conceitualmente.

4.1 O limite classico da mecanica quantica

De posse das equagoes bohmianas para descricao quantica da dindmica de uma
particula, determinamos as trajetérias bohmianas que as linhas de momento linear seguem
(ou seja, trajetdrias que, intuitivamente, um corpo pontual sujeito a essa dindmica, naquela
posigdo e instante, seguiria). Em condi¢bes em que exista um limite da cldssico da mecanica

quantica desse sistema, esperamos, ao tomarmos esse limite, que as trajetorias bohmianas
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relevantes se aproximem da trajetéria newtoniana que a particula classica seguiria. Nessa
sec¢ao, seguiremos os artigos “Seven steps towards the classical world” (53) e “On the
classical limit of quantum mechanics” (54) para apresentarmos condigdes em que o limite
exista e as interpretaremos. Ha diversas abordagens que sugerem obter um limite classico
da mecanica quantica, ou que sugerem que o Teorema de Ehrenfest ja tenha solucionado
tal questao. No entanto, nao acreditamos que o Teorema de Ehrenfest seja suficiente para
elucidar esse problema (55), nem que abordagens que o resolvam com célculos matematicos

esgotem a demanda por intuigao fisica nesse assunto. (56-60)

Uma vez conhecida a equagao bohmiana da energia (equa¢ao de Hamilton-Jacobi
com potencial quantico, equagao 3.9), teremos que a equagao dindmica associada, andloga
a equacao da segunda lei de Newton da mecanica classica, seria:

m- (7' = F + Fy, (4.1)

onde F’ seria a forga “classica”, derivada do potencial V' :

=

F=-V(V), (4.2)

e FZQ seria uma forga efetiva, de natureza quantica, derivada do potencial quantico @) p:

Fo=-VQs. (4.3)

Ou seja, o desvio da classicalidade no comportamento da linha de momento linear (i.e., no
movimento do corpo pontual ao longo de sua trajetéria, caso a particula exista) é devido

ao termo [y, de modo que um comportamento classico ocorrera quando:

m - (7)" ~ F. (4.4)

A condicao 4.4 também poderia, quase equivalentemente, ser enunciada como a
dominancia da energia cinética classica sobre o potencial quantico bohmiano (que é a

corre¢ao quantica na energia cinética) :

(VS)?
2m

Qs| <<| | (4.5)

Se A indicar o comprimento de onda de de Broglie da fun¢do de onda, e se L
indicar a escala caracteristica da taxa de variacao espacial do potencial V(F, t) a qual a
particula esta sujeita, mostraremos, nesta secao, que A << L é uma condicao suficiente
para tomarmos o limite classico, isto é, observarmos aproximadamente comportamento

newtoniano nas trajetorias bohmianas relevantes de uma fungao de onda. Condicao andloga
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ocorre ao se estudar em quais situagoes a dptica geométrica pode ser tida como limite da

optica ondulatoria.

—

Se definirmos o pardmetro adimensional () = a seguinte condi¢ao (que sera

_a_
GR
demonstrada mais adiante), se satisfeita, permite-nos obter o limite classico da mecanica

quantica para nossa situacao fisica:

e(r) = L((TF) << 1, (4.6)

(para todo 7 relevantemente ocupado pela particula quéntica),

onde o é o comprimento espacial do pacote de onda do elétron (estimativa), e L() é uma
escala (local) de variagao espacial do potencial V(7) a que a particula quantica estd sujeita

dada por:

L(7) = ‘V'

. 4.7
V/// ( )

Como exemplo, a condigao 4.6 (com a defini¢do 4.7) é o bastante para demons-
trarmos o motivo pelo qual, no sistema solar Terra-Sol ideal, a Terra se comporta de
modo classico, enquanto que, no sistema atomico hidrogenéide elétron-ntiicleo, o elétron
tem comportamento quantico nao-classico. Assumindo, em ambos os casos, um potencial
V diretamente proporcional a (1/r?), o valor de L, na defini¢ao 4.7, serd diretamente
proporcional a r (calculo direto). Por outro lado, se temporariamente ignorarmos a questao
do colapso da func¢ao de onda e da decoeréncia e se estimarmos ¢ para a funcao de onda
da Terra no sistema solar, o serd muito menor do que r (a distancia Terra-Sol), logo
a condicao de validade do limite cldssico da mecéanica quantica estard satisfeita e esse
sistema tera comportamento classico. Entretanto, se estimarmos o para a funcao de onda
do elétron no atomo de Hidrogénio, serd da ordem de r (sendo até mesmo maior do que

1), logo a condigao de limite cldssico ndo é satisfeita nesse sistema.

Apos a digressao desse exemplo, retornemos ao desenvolvimento dessa se¢cao. Em
pacotes de onda nao-confinados e antes de ocorrerem fenomenos de interferéncia ondulatoria,
podemos fazer uso da aproximacio de onda plana local, e estimar o ~ A, sendo que o

comprimento de onda de de Broglie, por sua vez, é dado por:

P — (4.8)

ou, no caso local:
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Para o caso do potencial /T(F), como, no efeito Aharonov-Bohm descrito, a equagao
2.21 afirma que A(7) = %‘i)cﬁ, temos, pela equagao 4.7, que L(7) é da ordem de |7, de
modo que, se nao fosse pela interferéncia ondulatéria que ocorre quando porgoes do pacote
eletronico se sobrepdem apds contornarem ao redor do solenoide, elétrons de alta energia
nao “perceberiam” o potencial, pois estariam, a todo ponto, obedecendo a condigao de
limite classico, ja que estariam “localizados”, isto é, devido a alta energia, seu pacote

eletronico seria espacialmente bem menor do que o raio |7].

De fato, no experimento da interferéncia ondulatéria apés difracao eletronica por
dupla fenda com campo magnético confinado (experimento do Efeito Aharonov-Bohm),
caso uma das fendas estivesse bloqueada para a passagem do pacote eletronico, o Efeito
Aharonov-Bohm nao ocorreria, ou seja, o efeito depende do fendmeno de interferéncia

ondulatoéria.

Entretanto, com as duas fendas desbloqueadas, quando o pacote eletronico contorna
o solenoide e se reencontra (interferéncia ondulatéria), ndo podemos mais “dominar” sua
extensao por o << |r] ~ L(7), e, assim, desvios do limite classico podem sobreviver. O
motivo para a condicdo 4.6 deixar de ser valida é que ela foi deduzida para um pacote que
nao esteja em estado ligado e que nao esteja sofrendo interferéncia ondulatoria. Fazendo
alusao a situagao em que uma das fendas esta bloqueada, podemos compreender essa
violacao. Antes da interferéncia ondulatéria, quando o pacote de onda se dividir em duas
porgoes (direita e esquerda), nenhuma das quais tendo acesso & origem do vetor 7 (pois,
no Experimento de Aharonov-Bohm, a regiao em que o fluxo magnético estd confinada é
inacessivel ao elétron), cada por¢ao poderia se comportar obedecendo & condigao de limite
classico. Apds a interferéncia ondulatoria, entretanto, o reencontro das por¢oes compoe
um estado que pdde dar uma volta completa em torno da regiao em que o fluxo magnético
esta confinado, o que permite ao pacote, como um todo, “sentir” uma informagao que
nao é localmente mensuravel (o fluxo do campo magnético confinado). Caso o solenoide
confinante do fluxo magnético estivesse a direita da fenda direita ou a esquerda da fenda
esquerda (em outras palavras, nao estivesse entre as duas fendas), o Efeito Aharonov-Bohm
nao ocorreria, o que demonstra a necessidade de a funcao de onda violar a condicao de
classicalidade da desigualdade 4.6 e envolver o solenoide (violagao essa que, nessa situagao,
um sistema localizado nao poderia realizar, pois demandaria que um pacote de onda
localizado percorresse, paralelamente, caminhos diametralmente opostos em relacao a

posigao do inacessivel solenoide, deixando de respeitar a condicao 4.6).

Um corpo pontual, na mecanica classica, é um objeto local, so é sensivel a informa-
¢oes que localmente o afetem. Uma particula quantica, conquanto, existindo ou nao um
corpo pontual a ela associado, estd vinculada a uma fungao de onda (ou entidade andloga),
razao pela qual é um sistema nao pontual, ou seja, pode se comportar como sistema

extenso, sendo capaz de mensurar grandezas de maneiras que um corpo pontual ou sistema
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localizado nao poderiam. No caso de assumirmos a interpretacao bohmiana e afirmarmos
que, de fato, ha um corpo pontual associado a funcao de onda, esse corpo pontual, na
situacao do Efeito Aharonov-Bohm, nao sofrera campo eletromagnético algum durante
seu movimento, logo nao sofrera forca eletromagnética, porém, ainda assim, o padrao de
deteccao no anteparo sofrera alteracao em func¢ao do fluxo magnético g confinado no
solenoide. Nessa hipétese, quem “informa” o corpo pontual que ele deva seguir trajetorias

diferentes, em funcao do fluxo magnético confinado, é a fungao de onda.

Isso estd de acordo com o teorema matematico (O espago matematico classificador
de conexdes planas em fibrados principais triviais é H, (M, g)/[M, G] (referéncia (21)))
que afirma, em nosso caso, que, se o campo magnético for nulo na regiao acessivel ao
elétron (o que faz do potencial vetor , nessa regido, uma conexao plana, isto é, uma conexao
sem curvatura), e essa regiao for contratil (O que implica H}n(M,g) = 0), em particular,
sendo necessario que essa regiao seja simplesmente conexa, entao o elétron deveria ser
incapaz de “sentir” o fluxo magnético no solenoide (pois a conexao deveria ser trivial e,
portanto, teria holonomia trivial). Mais precisamente, é possivel mostrar que, em nosso
caso, o espago classificador Hir(M,g)/[M,G] é de fato isomorfo a S' (o grupo formado
pelos pontos da circunferéncia), isto é, nao é trivial, e, assim, o Efeito Aharonov-Bohm é

uma comprovagao experimental da nao trivialidade deste espago classificador.

O Efeito Aharonov-Bohm é, portanto, um efeito que atesta que a fun¢ao de onda é
capaz de, no caso do experimento, testemunhar que a topologia do espago base (onde o
elétron pode se mover, na situacao do experimento do Efeito Aharonov-Bohm) é nao-trivial,
ou seja, ndo é um espaco homeomorfo ao R? (espaco vetorial real de dimensao 3), pois,
como se proibe que o elétron acesse a regiao onde o solenoide esta, o espago base é,
topologicamente, R? subtraido de uma reta infinita. Note que, localmente, esse espaco
ainda ¢ homeomorfo ao R?, entdo o elétron foi capaz de perceber algo que nao é possivel
se perceber pontualmente. Nesse efeito, enfatizamos, a funcao de onda do elétron foi capaz
de sentir globalmente o fluxo magnético confinado a uma regiao inacessivel ao elétron,
mesmo nunca ocupando pontos onde o campo eletromagnético fosse nado-nulo. Isso nao
seria possivel se o espago de base tivesse topologia trivial (ndo é o caso, no experimento,

pois é um espaco nao simplesmente conexo, j4 que uma reta infinita foi removida de R?).

Para finalizar esta secao, esbhocaremos brevemente a deducao da condicao 4.6, pelo

menos para as situagoes mais simples:

Dado um instante t (variavel), indiquemos por X a funcao horaria da posicao de
uma trajetéria bohmiana. A média, ponderada pela densidade de probabilidade p = R? =
(1), serd:

(X(t)) = / ()2 dPe = / Z(R(@, 1) d*x (4.10)
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(VV(@) = VV((@),1) + (T = (@).VV (@), D) + 5 Z D

Sabemos que:

d —
—(X
m (%) = (7)
De onde segue:
d> d

m—5(X) = (7

Mas, também por manipulacao similar a do Teorema de Ehrenfest:

d -
S = (V)
Portanto, temos:
- S
m (%) = ~(FV(X))

Ou seja:

d2

m5(X) = ~(VV(X)) = — [V @ P

Expandindo em Taylor (—F(Z,t)) = (VV(Z)) em torno de (Z), temos:

VYV
8xk

onde, para j =1,2,3 e k=1, 2,3, definimos:

Ajr = (zjzr) — (T8) (T5)

Por exemplo:

Ajj = (zjz;) — () () = (z;%) — (2;)?

Na equacao 4.17, note que, se as médias existem, entao:

((7),1) +

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)
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(- (D)) =0 (4.20)

Das equacgoes 4.15, 4.17 e 4.20, fazemos, pois, uma expansao em Taylor conveniente

em torno do centro de massa:

m T (%) = B + Ly a2
dt? N 2 T gk 0z ;0xy,

(X)) + ... (4.21)

onde os termos Aj;j = (z;x5) — () (z;) sdo da ordem do didmetro o do pacote de
onda (por defini¢do, sdo menores ou iguais a esse didmetro). Assim, se a seguinte condi¢ao

for satisfeita:

PV
8$za$jaxk

ov
ailfi

2

o <

(4.22)

garante-se a validade dessa aproximacao. Por essa razao, para a garantia de
existéncia do limite classico, demandamos que:

2 v’
o <<‘

i (4.23)

De onde tiramos a condi¢ao 4.6.

Para situac¢oes mais delicadas, o mesmo tipo de argumento pode ser formulado,

mas demandando tratamento mais geral. Recomenda-se a consulta a referéncia. (53)

4.2 Deducao das equacées bohmianas via abordagem quasi-newtoniana

Esta secao foi baseada nos trabalhos de Mahdi Atiq. (61-63)

Na secao 4.1, partimos da mecanica quantica nao-relativistica de uma particula
de massa finita nao-nula, sem spin, para formularmos uma condi¢ao em que o limite
classico possa ser obtido, isto ¢, em que o comportamento das trajetérias bohmianas seja

aproximadamente o comportamento de corpos pontuais na mecanica classica.

Nesta se¢ao, deduziremos as equagoes bohmianas (Equagoes de Madelung) a partir
de uma abordagem quasi-newtoniana. Em outras palavras, nao partiremos da Equagao de
Schrodinger, mas da Equacao de Hamilton-Jacobi da mecanica classica, para deduzirmos,
a menos de uma escolha de constantes, o potencial quantico e, portanto, encontrarmos a

mecanica quantica.

Suponha que disponhamos de uma amostra de corpos pontuais (idénticos e dis-
tinguiveis) a serem submetidos a uma mesma situagao fisica para que se analisem suas
trajetérias. A principio, poderiamos assumir que os corpos pontuais serdo perfeitamente
guiados segundo a dinamica dada pela Equacao de Hamilton-Jacobi. Contudo, para refinar-

mos nosso modelo, vamos hipotetizar que talvez os corpos pontuais sigam estatisticamente
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uma distribui¢do possivelmente diferente (essa distribuigao sera uma funcao da posigao
espacial e do instante temporal). Dividindo a distribuicao pelo ntiimero total de particulas,
chegaremos a uma densidade de probabilidade (normalizada) de, em fun¢ao da posicao e
do instante, dada uma dessas particulas, ela ocupar essa dada posicao nesse certo instante.
Como essa funcao, fixado um instante qualquer, se trata de uma distribui¢do de probabili-
dade, iremos, sem perda de generalidade, defini-la como o quadrado de uma funcao real
R(7,t) , de modo que a densidade de probabilidade serd p(7,t) = R*(7,t) .

Caso a distribuicao dada por R?(7,t) ndo seja exatamente a determinada pela
Equacao de Hamilton-Jacobi da mecanica classica, podemos esperar que haja alguma
outra entidade fisica codificada por uma fung¢ao matematica que modifique a evolucao da
amostra de particulas de modo que a distribuicao de seus sucessivos lancamentos seja dada
por R2(F, t) , como, por exemplo, uma aparente energia potencial adicional. Como primeira
tentativa de refinamento do modelo, vamos assumir que essa fungao matematica Q(7,t)
esteja modificando a hamiltoniana (logo, modificando a Equac¢ao de Hamilton-Jacobi
da mecénica cléssica) por ser uma parcela aditiva. Em outras palavras, a Equacao de

Hamilton-Jacobi modificada sera:

o5 _ (Vs
ot 2m

+ V(7 1) + Q7 1), (4.24)

onde ainda nao conhecemos a fungao Q(7,t) .

Se, por boa-aventuranga, pudermos assumir que existe a relagao inversa entre R(7, 1)
e Q(7,t) (isto é, se, em vez de determinarmos R a partir de @, for possivel a partir de R
determinar (), ou, em notagao que explicite essa dependéncia, QQr), esperamos que Qg(7, 1)
serd determindvel em fungao da geometria de R(7,t), ou seja, determindavel em fungao de

R(7,t) e de suas derivadas.

Estamos agora diante do problema de determinar Qg(7,t) em fungao de R(7,t) .
Talvez nao encontremos um tnico formato para (Jr , mas seria ttil reduzirmos a lista a

candidatos fisicamente interessantes.

Como, a depender da situacao fisica, R pode assumir formatos variados, R pode
ser entendida como uma fungao-variavel, de modo que Qg(7,t) , como funcdo de R , pode

ser entendido como um funcional.

A equagao (4.24) é a hamiltoniana de cada uma dessas particulas, de modo que a

energia mecanica de uma dessas particulas em instante e posicao conhecidos sera

05 _ (Vsy
ot 2m

+ V(7 t) + Qr(r1). (4.25)

Logo, a energia média de uma particula qualquer dessa amostra sera:
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<E>= /R? (—%f) Brdt

(VS)?

2m

(4.26)

+ V(7 t) + Qr(7, t)] d>xdt.

Visando a escolha de bons candidatos para (Qr, iremos axiomatizar que, assim
como ocorre na mecanica classica, essa Equagao de Hamilton-Jacobi modificada precisa
ser tal que a energia média é minimizada. Ou seja, exigimos uma condi¢ao: o funcional

Qr, seja qual for o R , precisa, para tornar o funcional < E > estaciondrio, satisfazer:

)< E>=0 (4.27)

onde o simbolo ¢ indica a derivada variacional.

Por simplicidade, introduziremos:

g= R% (VZ)Q + V(7,t) + Qr(T,t) (4.28)

Do célculo variacional (ver referéncia (64)), com as notacdes 0, = 2 e R, = O, R,

essa exigéncia 4.27 induz duas equagoes, a saber:

dg dg dg dg B
R aa 6Ra + 86@3 6Ra/3 + c%aﬂc% 6Ra50 +...=0 (429)
e
dg
= 4.
Do 95, 0, (4.30)

onde a, ,0... € {0,1,2,3}, isto é, os indices dados por letras gregas percorrem as coor-
denadas espaciais e temporal. Observa-se que estamos adotando a notagao de Einstein,
omitindo o simbolo de somatorio.

A segunda equagao (equagao 4.30) é, apds a substituicdo de g, idéntica a equagao

(3.8), ou seja, é a equacao de continuidade:

, -
_ORT V- (RQVS) : (4.31)

A primeira equagao (equagao 4.29) é uma equagao mais complexa. A substitui¢ao

de g nela resulta em:
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9Q _
OR

9Q
OR,

9Q

R2
ORus

o, <32 > 0,050, (32 oQ ) =0, (432)

2
) 0,05 (R s

Excluiremos as derivadas temporais, porque, como o funcional Qg deve ter o mesmo
formato independentemente da fungao R(7,t), esperamos que Q) dependa da geometria
instantanea de R(7,t), ndo esperamos dependéncia temporal explicita. Por essa razao,

temos:

2 2 2 2
) .0 0 . = 4.
R R Z(R RZ ala] R RU 0,@&, R szk 0, ( 33)

onde 7, j, k... € {1,2,3}, ou seja, os indices dados por letras latinas percorrem as coordena-
das espaciais. Observa-se que permanecemos adotando a notacao de Einstein, omitindo o

simbolo de somatorio.

Para resolvé-la, procuramos solugoes para (Jr que sejam polindmios cujas varidveis
sao poténcias de V aplicadas a R, ou seja, procuramos solugao que sejam construidas de
somas e produtos de R com suas derivadas espaciais, como, por exemplo: R(7,t), |VR(7,t)|

e V2R(T,t).

Note que as poténcias impares de ﬁ, quando aplicadas em R(7,t), produzem vetores,
dai a necessidade de tomarmos o médulo. Entretanto, apdés analisarmos os expoentes de
cada poténcia, concluimos que as derivadas de ordem impar terao sempre expoente zero
na solugao geral. Em outras palavras, a solugao geral serd um polinémio em R(7,t) e em
derivadas espaciais de ordem par de R(7,t). Na verdade, a solugao geral serd ainda mais
simples, a saber, serd o somatério de um termo geral que é o produto de alguma constante
(a ser ajustada), multiplicado por R™! e por alguma poténcia par de V aplicada a R, isto

é, a menos de constantes Aj, a serem ajustadas:

QQn - AQNR_IVZTLR (434)
paran € {0,1,2,3,...}
Observa-se que utilizamos a notacao:

V" = ViV V2 (4.35)

n vezes

De modo que a solugao geral, nesse formato, é:

Qr=>_ Qan, (4.36)

ou seja:
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Qr =R (AR + A.V’R + AV (V?R) + ...). (4.37)

Note que as constantes As, nao sdo adimensionais e, inclusive, possuem dimensoes
distintas entre si, ja que seus respectivos mondémios contém poténcias distintas do operador
V2

Sem perda de generalidade, mas com inspira¢ao na equagao de Klein-Gordon (a
equacao da mecanica quantica relativistica para uma particula de massa finita nao-nula

sem spin), podemos realizar a mudanga:

_h 2n
Ay, = ag,mc? (Z> , (4.38)

me
onde ¢ é a constante da velocidade da luz, m é a massa (de repouso) da particula, i é a
constante de Planck reduzida, ¢ é a unidade imaginaria. Desse modo, as novas constantes

arbitrarias as, sao adimensionais. Essa substituicao resulta em:

—ih

mc

2n
an:a%mé( ) R7'V*"R, (4.39)

de modo que a solucao geral, nesse formato, sera:

[e%¢) h 2n
Qr =mR™" Y ag, (;Z) R (4.40)
n=0

Caso desejemos ajustar as constantes as, de modo a recuperarmos o caso exato da mecanica

quantica relativistica, deveremos escolher, para cada n natural:

11 (2n)
2n — 1227 (n!)?’

agn = (—1)"1 n=0,1,2,3.. (4.41)

No caso de n = 0, temos uma constante sendo adicionada a equagao de Hamilton-
Jacobi (equagao 4.24), que pode ser interpretada como a energia de repouso, ainda que
essa interpretacao nao seja necessaria, pois, de qualquer modo, a constante nao alterara a

dinamica do corpo pontual:

Qo = Ao = ag.mc?, (4.42)

de modo que, da escolha 4.41, temos que ag = 1, o que resulta em:

Qo = mc’ (4.43)

No caso de n = 1, encontramos, a menos de uma constante, a equagao 3.10 , isto ¢,

0 ja conhecido potencial quantico bohmiano @) g:



54

2

Qs = AsR'V?R = a2<_)R‘1V2R, (4.44)
m
o que, com a escolha 4.41, leva a ay = % , de modo que ()7 se torna exatamente a equacao
3.10 :
—h?
Qs = <>R1V2R. (4.45)
2m

No caso de n = 2, recuperamos, a menos de uma constante, a primeira ordem de

corregao relativistica na energia:

h4

m3c?

Qi = A4R™'V?(V?R) = a4( )R‘IVQ(WR). (4.46)

1

—3, € recuperamos exatamente a corregao relati-

Com a escolha 4.41, temos a4 =

vistica de primeira ordem:

_} 't V2(V2R)
8 m3dc? R

Qs = : (4.47)

Concluimos o objetivo inicial dessa secao. Em outras palavras, partimos da Equa-
¢ao de Hamilton-Jacobi da mecanica classica e, propondo sua modificacdo por meio da
adicao de uma correcao efetiva do potencial que justificasse alteracoes na densidade de
probabilidade da amostra de cépias de um corpo pontual, mostramos que, se postularmos
que a energia média da amostra deva ser estaciondria (que, matematicamente, é uma
condi¢ao necessaria para que a energia seja minimizada, ou, melhor dizendo, seja um
minimo local), encontraremos, a menos de constantes a serem ajustadas, a mecanica
classica (como ordem zero), a mecanica quantica nao-relativistica (como ordem 1), e as
sucessivas corregoes que, juntas, recuperam a equacao da mecanica quantica relativistica
sem spin. As constantes precisariam de alguma informacao fisica adicional para serem
determinadas, mas, pelo menos, essa deducao demonstra que o formato matemético do
potencial quantico bohmiano e, mesmo, relativistico, ja jazem latentes na estrutura da
mecanica classica. Como a Equagao de Schrodinger é totalmente equivalente as Equacoes
de Madelung, recuperamos a mecanica quantica a partir de uma abordagem que parte da

mecanica classica e propoe modificagoes compreensiveis a intuigao fisica.

Reiterando: Deduzimos as equagoes bohmianas (que sdo equivalentes & Equagao de
Schrodinger) sem fazer alusdo & mecanica quantica nem a Equagao de Schrodinger, pelo

menos até compararmos com a mecanica quantica para ajustarmos coeficientes.

Esse resultado é conceitualmente notavel e parece sugerir que, de alguma forma, a
corregao que a Equacao de Schrodinger ou mesmo a Equagao de Klein-Gordon (equagao
da mecanica quantica relativistica para uma particula com massa finita nao-nula e spin
zero) trazem a descrigdo do sistema fisico de um corpo pontual ja estavam, de alguma

forma, latentes na estrutura da mecanica cléassica.
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Ademais, a mecanica quantica nao-relativistica nao é composta apenas pela funcao
de onda W e pela Equacao de Schrodinger. Ha também os operadores e seus auto-valores. A
partir das equagdes bohmianas (deduzidas, nesse caso, via abordagem quasi-newtoniana) é
possivel, por exemplo, deduzir os operadores e os auto-valores do momento angular, em um
estado ligado, inclusive demonstrando que a quantizacao dos auto-valores desses operadores
é consequéncia de o estado ser um estado ligado (energia negativa) e de a equagao da
continuidade ser respeitada, logo sem que seja necessario algum postulado para a existéncia
desse operador nem para a quantizagao de seus auto-valores. (62) Como exemplo de que
modo o conceito de potencial quantico pode refinar a intuicao fisica sobre um experimento,
nota-se que o Efeito Aharonov-Bohm altera o potencial quéantico, desviando as trajetérias
bohmianas, razao pela qual, na interpretacao bohmiana, altera a fase da interferéncia
ondulatoria eletronica incidente no anteparo. A assimetria do potencial quantico na Figura

3 ilustra esse efeito.

Se esse raciocinio da dedugao dos operadores quanticos via abordagem quasi-
newtoniana puder ser estendido a outras grandezas fisicas e operadores associados, sem a
necessidade de postular esses operadores, a intuicao classica sobre a mecanica quantica se

estendera progressivamente.
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Figura 3 — Perfil do potencial quéntico no experimento da difracao por dupla fenda com
campo magnético confinado ao solenoide. Nessa figura, note a assimetria do
potencial quéantico decorrente do Efeito Aharonov-Bohm, em contraste com a

situagao simétrica da Figura 2.

Fonte: PYLKKANEN. (41)
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5 INTERPRETACAO TERMODINAMICA DO POTENCIAL QUANTICO

Este capitulo foi baseado em (65) e em. (66) Para outra tentativa de adicionar
intuicao fisica ao potencial quantico bohmiano, ver. (67-69) Para uma terceira abordagem,
consultar. (70)

Neste capitulo, faremos uma breve revisdo das equacoes que regem a difusao
(inclusive, em particular, a difusdo de calor), para, em seguida, apresentarmos as ondas
de difusdo, que podem ser tomadas como um andlogo classico dos fenémenos que o
potencial quantico bohmiano induz sobre a dindmica quantica. Por fim, apresentaremos a
visao geral do resultado que as referéncias (65,66) demonstraram acerca da interpretagao
termodinadmica do potencial quantico a partir de consideragoes intuitivas do problema em

questao e da termodinamica do nao-equilibrio.

5.1 Revisao: equacao de onda linear, lei de Fourier, leis de Fick e equacao de
difusao

A assim chamada equagao de onda (linear), nas situagoes mais simples, é, para

algum dado campo escalar ¢ que a obedeca, uma equacao diferencial parcial da forma:

2
L0 ety =0 (5.1)

v2€(77a t) - ﬁ@ (’l”, )

onde v é a constante de velocidade da onda.

Note que a equacao de onda 5.1 apresenta segunda derivada espacial e segunda
derivada temporal (ou seja, derivada parcial de segunda ordem tanto na variavel do espago

quanto na variavel do tempo).

A primeira lei de Fick dos fendomenos de difusao é dada por:

J(7,t) = —D(E,7).VE(T, 1) (5.2)

onde £ é algum campo escalar que esteja se difundindo (como a concentragao de
alguma grandeza que assim o faga), J é a densidade volumétrica de corrente de difusio da
grandeza &, D é o coeficiente de difusdo dessa grandeza nesse meio, em fungao da posicao
e da densidade €.

A equagao 5.2 afirma que a densidade de corrente de difusao é diretamente pro-
porcional ao gradiente espacial quimico ou, na lei de Fourier (que é o anédlogo da lei de
Fick para o caso particular da difusdo de calor), ao gradiente espacial de temperatura.

Em situagoes apropriadas, essas leis podem ser deduzidas por meio de uma expansao em
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Taylor seguida do truncamento na primeira ordem (termo linear), caso essa aproximagao

seja valida nas condigoes de interesse.

A equagao de continuidade de uma grandeza escalar £ localmente conservada (ver

equagao 3.1 e segao 3.1) afirma que:
8§(F7 t) = T

—=gl s =V ) (53)

Substituindo-se a equagao 5.2 na equacao 5.3, chegamos a equagao da difusao,

também chamada de segunda lei de Fick:

agg, D . (D7) Ve ) (5.4)

Caso D(&,7) nao dependa da concentragao & e seja espacialmente homogéneo, sera

constante, de modo que chegaremos a uma forma particular simplificada da equacao 5.4 :

0D _ povre(it) (5.5)
ot
Ou, equivalentemente:
10
PPN LY _
V(T t) Ds i (r,t) =0 (5.6)

A comparagcao da equagao de onda (equagao 5.1) com a equagao de difusao (equagao
5.6) evidencia semelhangas. Contudo, a equagao de onda 5.1 apresenta segunda derivada no
tempo (derivada parcial de segunda ordem na varidvel temporal), ao passo que a equagao
de difusdo 5.6 apresenta primeira derivada no tempo (derivada parcial de primeira ordem

na variavel temporal).

5.2 Ondas de difusao

As chamadas ondas de difusao sao descritas pela equacao diferencial parcial que
surge ao perturbarmos persistentemente, com velocidade angular w, a equacao de difusao

5.6, em cada ponto do espago, por um termo oscilatério de amplitude ¢(7), ou seja:

2 = _ lg = _ t.w.t

Observa-se que ondas difusivas apresentam primeira derivada temporal (ndo apre-
sentam segunda derivada temporal, diferindo da equacao de onda linear 5.1) e, em vez de
um comportamento de lei quadratica, exibem velocidades de propagacao infinitas, com
perturbagoes presentes na totalidade de seu dominio. Dentro da mecanica classica, essas

velocidades de propagacao poderem ser infinitas nao constitui um paradoxo. Na vigéncia
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da teoria da relatividade, entretanto, fendmenos analogos precisariam ter propagacao

causal limitada & velocidade da luz c.

O transporte (de energia ou de matéria, a depender da onda) em ondas de difusao
é de acordo com as leis de Fick (transporte de difusao linear decorrente dos gradientes

espaciais). Ver equagoes 5.2 e 5.6.

Uma fonte oscilando com frequéncia w em um meio com difusividade D promove

uma densidade energética (ou de particula) dada por p(7,w) com densidade de corrente

difusiva resultante J(7,w). As primeira e segunda leis de Fick, nesse caso, sao:

J(F,w) = =DV p(F,w) (5.8)
dp _ 2
o = DV, (5.9)

Devido ao transporte linear da difusao, as ondas de difusao seguem uma lei de
deplecao-acumulacao diante de interfaces, ao invés de se comportarem conforme refragao-

reflexdo.

5.3 Interpretando o significado fisico do formato matematico do potencial quantico

O potencial quantico bohmiano (equagoes 3.10 e 3.11) serd introduzido neste
Capitulo 5 por uma letra diferente, ja que a letra () sera utilizada para denotar calor.

Utilizaremos Up para indicar o potencial quantico bohmiano neste capitulo:

W V2R(Ft)

Vsl t) = =5 Rim)

(5.10)

Nota-se que o potencial quintico ndo depende da intensidade do campo R (diferen-
temente do que ocorre nas ondas lineares, mais precisamente, na relacao entre a densidade
local de energia e a amplitude local da onda), mas de seu formato geométrico. Em outras
palavras, se, artificialmente, multiplicissemos o campo R por um ntmero real ndao-nulo
A, visto que o operador laplaciano V? é um operador linear, tanto o numerador quanto o
denominador do lado direito da equacao 5.10 seriam multiplicados por A\, de modo que o
potencial quantico bohmiano U se manteria inalterado. Pode-se estender essa explicacao
para o caso em que multiplicassemos por A a amplitude de R em apenas uma regiao
espacial aberta do dominio de R, razao pela qual o argumento continuaria valido. Logo,
Up depende da geometria espacial do campo R, mas nao depende isoladamente do valor
de R.

A equacao de Schrodinger pode ser derivada da termodindmica de nao-equilibrio.
Nesse contexto, consideramos n particulas estando envoltas por um banho térmico com o
qual elas trocam energia. O papel do potencial quantico sobre a distribuicao de probabili-

dade p, pode-se demonstrar, é o mesmo que o papel que a perturbacgio q(7)e"“? tem, nas
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ondas de difusdo. A energia total do sistema é decomposta em duas componentes, a saber,
uma energia média distribuida entre as partes do sistema e energias de flutuagao térmica
que resultam de flutuagdes de momento dp. Considerando que a densidade de probabilidade
de deteccao coincide com uma intensidade de onda e que a probabilidade estacionaria segue
das trocas de calor com o reservatério de forma que p(z,t) = p(x,0)e"2%/*T conclui-se

que a acao da particula se relaciona com as trocas de calor conforme
AQ =2w(6S(t) —05(0)). (5.11)

iS/hcom p = R?, chega-se &

Introduzindo a transformagao de Madelung ¥ = R.e
Equacao de Schrodinger, com o potencial quantico definido por meio da equagao modificada
de Hamilton-Jacobi e expresso em termos termodinamicos, conforme:

=3 g ()~ @12

Seguindo as leis de Fick, pode-se reescrever essa dependéncia em termos de difusao.
Em geral, para uma particula quantica livre de forgas classicas (em outras palavras, uma
funcao de onda em que o gradiente do potencial V' seja identicamente nulo), vale que:
h [VQ 1 8@}

Up = ——— _ 9%
B 4wm

Dot (5.13)

Aqui vemos que, mesmo para Up = 0, isto é, para uma particula livre tanto no
dominio cldssico quanto no quantico (entenda-se: uma func¢do de onda em que tanto
o gradiente do potencial classico V' quanto o do potencial quantico bohmiano Ug se
mantenham identicamente nulos), a particula dissipa calor de acordo com uma lei classica
de dissipacao (de acordo com o teorema de flutuagdo do vacuo). Além disso, o papel do
potencial quantico é o de dar a forma espacial e temporal desse fluxo de calor no caso das
particulas nao livres. Nesse caso, o resultado se torna uma equagao de onda parabdlica (a
equagao 5.13) com solugbes dadas em termos de campos de ondas-difusdo classicos (DWF).
(71) Isso resulta em uma energia térmica distribuida “nao-localmente” ao longo de todo o
aparato experimental com velocidade infinita de propagacao. O comportamento de ondas
parabdlicas conduz ao aparecimento de zonas de acumulagdo e deplegao (ver Figura 4).
Essa compreensao auxilia a interpretacao fisica do potencial quantico e das trajetorias

bohmianas, em particular quanto aos atributos de nao-localidade.

Na Figura 4, vemos um pacote de onda da mecanica quantica se propagando
da esquerda para a direita, numa situa¢ao unidimensional. A passagem do tempo esta
representada na coordenada vertical, de baixo para cima. As trajetérias bohmianas (fun-
¢oes horérias da posigdo) estdo representadas por linhas amarelas. Os dois pontos de
interface entre os meios, assumidos como em repouso relagao ao referencial do experimento,

estao representados por linhas retas vermelhas verticas. Nota-se que algumas trajetérias
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bohmianas sofrem reflexdo antes da primeira interface entre meios, enquanto que outras
refratam para o segundo meio e ou retornam ao primeiro ou atravessam para o terceiro.
Quanto a luminosidade do fundo, quanto mais escuro, menor a densidade de probabilidade
de a particula estar naquela posi¢do naquele instante; quanto mais claro, maior a densidade
de probabilidade. O padrao de acumulacao-deplecao caracteristico das equagodes de onda
parabdlicas, como ¢é o caso da equacao de difusao de calor, pode ser observado como picos

e vales de densidade de probabilidade que surgem antes do anteparo.

Figura 4 — pacote de onda da mecénica quantica em movimento unidimensional (a posigao
estd representada no eixo esquerda-direita da imagem) em um meio 1 incidindo
sobre a interface com um meio 2. A passagem temporal estd representada no
eixo vertical, de baixo para cima. Trajetérias bohmianas (as linhas amarelas)
podem refletir ou refratar. Note o padrao de acumulagao-deplegao.

Fonte: GROSSING. (66)
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6 MASSA, PRINCIPIO DE MACH E POTENCIAL QUANTICO

Discute-se, neste capitulo, o Principio de Mach, a teoria da Mecanica Relacional
(uma teoria fisica semelhante a mecénica cléssica, mas em que o Principio de Mach é

valido) e a consequéncia sobre o potencial quantico da validade do Principio de Mach.

6.1 Principio de Mach

O Principio de Mach é um principio fisico que afirma que a inércia de qualquer
corpo deve ser integralmente consequéncia de todos os outros corpos do universo. Num
experimento mental em que o universo estivesse vazio de corpos exceto de um corpo
pontual teste, um corolario desse principio é que, nessa situagao, esse corpo se comportaria
com inércia nula, ou seja, na validade desse principio, a massa inercial de um corpo
nao seria completamente uma caracteristica intrinseca desse corpo. Nota-se que, caso
esse principio valha integralmente, a nog¢ao de quais sistemas de referéncia seriam ou
nao inerciais (referencial inercial) ndo seria uma no¢ao intrinseca ao espago vazio, mas
dependeria da distribuigdo de corpos (matéria) do universo. Isso contraria a nogao de
referencial inercial da mecanica newtoniana, pois, nela, a menc¢ao que se faz aos demais
corpos do universo quando se vai definir referencial inercial é exclusivamente para evitar
que corpos proximos estejam interagindo com o corpo teste em questao. Logo, na mecanica
newtoniana, um corpo isolado num universo vazio “saberia” se esta ou nao acelerando em

relacao a um referencial inercial que existiria independentemente de corpos materiais.

O Principio de Mach nao ¢ valido na mecanica classica newtoniana, nem na teoria
da relatividade geral, nem na mecanica quantica, pelo menos nao em seus enunciados usuais.
Esse principio nao é implementado em nenhuma das teorias fisicas hegemdnicas, pelo
menos nao integralmente. Como as teorias fisicas cotidianas nao implementam o Principio
de Mach, poder-se-ia pensar que esse principio se trata de um postulado abandonado, sem
chances realistas de ser implementado em alguma teoria fisica suficientemente semelhante
as que demonstraram grande sucesso em suas previsoes; ainda mais, o(a) leitor(a) desavi-
sado(a) poderia pensar que esse principio nao é fisicamente interessante e que fisicos(as)
profissionais nao deveriam devotar atencao conceitual a ele. Contudo, como discutido no
livro de referéncia deste capitulo, diversos grandes nomes da fisica ou afirmaram que a
natureza deveria ter esse principio como valido ou tentaram implementar teorias fisicas
(ou modificagoes em teorias) que implementassem esse principio, nomes como Leibniz,
Berkeley, o proprio Mach, Weber, Immanuel Friedlaender, Héfler, Hofmann, Reissner,
Albert Einstein e Erwin Schrodinger. Uma das motivagoes de Einstein na formulagao da
Relatividade Geral era acreditar que essa teoria implementaria o Principio de Mach, o que,

entretanto, nao ocorreu (segundo o prof. Daniel Augusto Turolla Vanzella, um motivo para
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a Teoria da Relatividade Geral sem modificagoes ndo poder implementar integralmente
o Principio de Mach é que as equagoes da Relatividade Geral sao equagoes diferenciais
parciais, o que significa que, pelo menos de modo explicito, admitem apenas informacgoes
locais nas equagoes, ao passo que, para se implementar integralmente o Principio de Mach,
o modo mais trivial seria via introduc¢ao de informagoes globais nas equagoes). O tltimo
artigo de Schrodinger antes de seu artigo inaugural na mecanica quantica foi explorando
uma modificacao da lei de forca gravitacional da gravitacao universal newtoniana para

tentar deduzir resultados afins ao Principio de Mach.

Nas discussoes entre a escola newtoniana e a escola leibniziana, esse debate (da
validade ou nao do Principio de Mach) esta inserido num debate maior acerca das diferentes
concepgoes de espago de Newton (“espago absoluto”, em que a Primeira Lei de Newton
é postulada e o Principio de Mach nao é vélido) e de Leibniz (“espago relativo”, em
que o Principio de Mach seria vilido). A postura de Newton nesse tema é por vezes
chamada de pragmatica, teleolgica, ontolégica (ou metafisica), e teoldgica, enquanto a
de Leibniz é considerada filoséfica e aprioristica. Isto é, por um lado, a escola leibniziana
argumenta filosoficamente que o espago relativo (em que a posicao de corpos sé fizesse
sentido com relagao a outros corpos) faz mais sentido fisico, em detrimento do espago
absoluto de Newton, porém Leibniz nao apresenta uma teoria fisica concorrente a mecanica
newtoniana e que implemente o Principio de Mach. Por outro lado, entretanto, Newton
pragmaticamente argumenta que, de posse de sua teoria (a mecinica newtoniana), o
Teorema das Cascas Esféricas de massa demonstra que uma distribuicdo homogénea de
massas distantes nao realizaria qualquer efeito gravitacional sobre a dindmica de um
corpo teste préximo a origem do sistema de referéncia, de modo que, para Newton, o
Principio de Mach deveria ser preterido caso nao haja uma teoria que o implemente e
que seja tao util quanto a meclnica newtoniana (um problema com o argumento do
Teorema das Cascas Esféricas é que ele depende da origem adotada para o sistema de
referéncia, pois, caso o sistema esteja distante, a conclusao é que a forca das matérias
distantes nao sera nula, resultado conhecido como “Paradoxo Gravitacional”). Ademais,
Newton afirma, teleologicamente ou ontologicamente, que faria sentido que o espago
intrinsecamente (isto é, independentemente dos corpos materiais) privilegiasse alguns
referenciais (os referenciais inerciais), pois esses referenciais seriam aqueles que estivessem
em repouso ou em movimento retilineo uniforme em relagao ao Sensorium Diei (o 6rgao

sensorial de Deus).

Na préxima sessao, introduziremos a teoria da Mecanica Relacional, uma teoria fisica
que implementa o Principio de Mach. Como motivagao, introduziremos um experimento
mental utilizado para levantar reflexdes sobre o Principio de Mach. A ilustracao desse

experimento esta na Figura 5.

No cléssico experimento do balde de Newton, em uma haste rigida mantida em
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Figura 5 — Representagdo do cléssico experimento do balde de Newton.

Fonte: ASSIS. (72)

repouso em relacao a superficie da Terra, penduram-se, por cordas, dois baldes com
contetudo liquido, como agua liquida. Inicialmente, em ambos, serd possivel observar que
a superficie de interface liquido-atmosfera sera plana e perpendicular a gravidade. Ao se
torcer a corda de um dos baldes e, em seguida, libera-la, observa-se que este balde comecara
a rotacionar ao redor de seu eixo e, por consequéncia do atrito viscoso entre o balde e seu
conteudo liquido, o liquido ird progressivamente passar a rotacionar com mesma velocidade
angular que o balde, de modo que sua superficie de interface liquido-atmosfera assumira
o formato de um paraboloide de revolugdao. Mecanica Classica e Mecéanica Relacional
concordam nesse resultado. O que aconteceria se, em vez de colocarmos o balde para girar
em relacao a Terra, mantivéssemos o balde e a Terra inalterados e girassemos o restante do
universo? Na Mecanica Newtoniana, a superficie liquida permanecera plana. Na validade

do Principio de Mach, entretanto, o paraboloide surgira.

6.2 Mecanica Relacional

O fisico brasileiro André K. T. Assis é autor de uma teoria fisica chamada Mecanica
Relacional (72) que é talvez a tnica teoria fisica até o momento a implementar o Principio
de Mach sem precisar postulé-lo, isto é, nessa teoria, deduz-se o Principio de Mach
como consequéncia nao ad-hoc de uma teoria que faz previsdes muito semelhantes (nao

conceitualmente, mas quantitativamente) & mecénica cléssica.

Nessa teoria, em vez das Leis mecanicas de Newton e da Lei de for¢a gravitacional

da Gravitagao Universal, sdo postuladas as Leis mecanicas da Mecanica Relacional e a Lei
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de forga gravitacional de Weber (anéloga a lei de for¢a da Eletrodindmica de Weber, que
fundamenta uma eletrodindmica nao-convencional que é capaz de recuperar as Equagoes
de Maxwell, pelo menos parcialmente, mas que nao é equivalente a eletrodinamica classica
hodiernamente adotada pela comunidade fisica, isto é, a eletrodinamica que se caracteriza
por postular as Equagoes de Maxwell e a forca de Lorentz munida da interpretagao de
Einstein). Na Mecanica Relacional, ndo é feita mencao a referencial inercial (ainda que
a nocao de referencial inercial possa ser satisfatoriamente recuperada) e nao existem
forgas ficticias (isto é, as expressdes que, na mecanica newtoniana, sdo consideradas forgas
inerciais, sao, na mecanica relacional, dedutivamente re-interpretadas como forcas de

interagao).

As Leis mecanicas da Mecéinica Relacional sao:

1. ainteracdo entre corpos pontuais é dada por grandezas vetoriais (forga) que obedecem

ao principio da sobreposicao;

2. lei da agdo e reagdo (num dado instante, a for¢a que um corpo pontual A aplica
sobre um corpo pontual B é uma forca de mesma natureza, de mesma intensidade e

diregao, mas de sentido contrario, a que B aplica em A);

3. a qualquer instante, o somatério vetorial de todas as forcas que atuam sobre um

corpo pontual é nulo.

Nota-se que essa terceira lei da Mecanica Relacional é andloga (mas distinta) ao

principio fundamental da dindmica da Mecanica Cléssica (isto é, a segunda lei de Newton).

A Lei de forca gravitacional de Weber entre dois corpos pontuais 1 e 2 é dada por:

A -9
12 (7 . =
- |L— = =2 — i1y = —F, (6.1)

Fy = —Gmymy 5
r{o ¢\ 2

onde ¢ é a velocidade da luz, £ é uma constante adimensional que assumiremos valer
exatamente 6 (pois, com esse valor para essa constante, o fendmeno da precessao do
periélio da orbita do planeta Mercirio em torno do Sol se torna, com sucesso quantitativo,
adequadamente bem modelado pela Mecénica Relacional), e 715 é a distancia entre o corpo

1 e o corpo 2. Nota-se que as massas m; € Mo Sa0 as massas gravitacionais.

Expandindo em termos da velocidade relativa e da aceleragao relativa, tem-se:

= 712 E(. - S ol
Fgl = —Gmlmgﬁ 1 + 9 V12 * V12 — 5(7"12 . Ulg) + V12 * Q12 = _F12' (62)
12

A energia potencial gravitacional correspondente é:
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-2

Up=-G—2[1-¢12]. (6.3)

12 202

De posse do enunciado das leis da mecanica classica e das leis da mecanica relacional,
pode-se comparar ambas teorias. Uma questao interessante é como o termo m;d (massa
inercial vezes vetor aceleracao medido a partir de um referencial inercial) que aparece na

expressao da segunda lei de Newton surgird na mecénica relacional.

Na mecanica classica, conforme enunciamos brevemente, assume-se que 0s corpos
distantes (isto é, em uma escala espacial grande o bastante para que o universo ja possa
ser modelado como homogéneo e isotropico, conforme a astronomia observa que ocorre em
escalas grande o bastante e extrapola que também ocorra para além do universo observavel)
nao exercem forga resultante sobre um corpo teste préximo a origem (hipétese essa que
¢ motivada na lei de forca da gravitacao newtoniana, por meio dos teoremas das cascas
esféricas). Por essa razdo, precisaremos computar, para realizar a anélise dindmica do corpo
teste k em um referencial inercial I, apenas as forcas exercidas pelos corpos préximos, que
chamaremos de forgas anisotrépicas. O resultado ¢é inserido na célebre equacao da segunda
lei de Newton, em que postula-se que o somatério das forgas sobre o corpo k (no caso,
apenas as anisotrépicas, pois as de longuissima distancia zerariam) resultam na massa

inercial no corpo k& multiplicada pela aceleracao desse corpo nesse referencial inercial [:

N
Z Fpk = Z Faniso = (mk)inercialal- (64)
=1
prk

Na mecanica relacional, a terceira lei mecanica afirma que o somatério vetorial
das forgas atuando sobre um corpo teste qualquer é sempre nula, isto é, sempre, para
qualquer corpo, > F=0. Se, didaticamente, classificarmos essas forgas em ou advindas de
corpos préximos (forgas anisotrépicas) ou advindas de corpos distantes (forgas isotrépicas),
teremos que as forgas anisotrépicas serdo, via de regra, as mesmas (pelo menos, em situagoes
em que forcas gravitacionais de corpos proximos nao sejam importantemente distintas
das forgas gravitacionais newtonianas), ao passo que as forgas isotropicas deverao ser
calculadas pela equagao 6.1. Para um corpo pontual, esse cdlculo das forgas isotropicas foi
realizado em (72). O resultado, exibido a seguir, guarda semelhancas (ndo conceitualmente,
mas quantitativamente) com a expressao da segunda lei de Newton, mas note que, além
do sinal negativo e de o somatério nao incluir as forcas de interagdo com corpos proximos
(forcas anisotrdpicas), a proporcionalidade direta com a aceleragdo do corpo teste foi
diretamente deduzida por célculo (por integracao da forga de interagao gravitacional de
Weber do corpo teste com os corpos distantes), ou seja, em contraste com a mecanica

newtoniana, nao foi assumida como axioma. No referencial U do centro de massa das
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estrelas fixas (isto é, do universo observavel), a resultante das forgas isotrépicas sobre um

corpo k sera:

Z F“iso = _q)oo(mk)gravitacionalaUa (65)

onde ®,, é uma constante de proporcionalidade positiva entre a massa gravitacional
e a massa inercial efetiva de um corpo pontual na mecéanica relacional. Nota-se que,
para previsoes no universo usual, ®,, = 1 , mas que, pode-se deduzir, ®,, é diretamente
proporcional a densidade de matéria, em escala isotrépica, do universo observavel. Portanto
poderia ser diferente nessa teoria, diferentemente de como ocorre no arcaboucgo tedrico da
mecdnica classica (em que de nenhum modo a densidade de matéria do universo distante
influenciariam a relagao entre a massa gravitacional e a massa inercial de um corpo). Em
particular, na mecanica relacional, caso a densidade de matéria do universo observavel
fosse matematicamente alterada para zero, a inércia do corpo teste também se anularia, o

que demonstra a validade do Principio de Mach.

Como, na mecanica relacional, conforme sua terceira lei, o somatério de todas as
forgas agindo sobre um corpo num instante é nulo, infere-se que, em particular, a soma do
somatoério das forgas anisotropicos sobre um corpo com o somatorio das forcas isotropicas

sobre esse mesmo corpo também serd sempre nula:

Z ﬁam’so + Z F;Jso - 6 (66)

Portanto, pelas equacoes 6.5 e 6.6, temos que:

N
Z Faniso = Z Fpk - (I)oo<mk>gravitacionalakU- (67)
p=1

p7k

Isto é, deduz-se resultado analogo a segunda lei de Newton.

Entretanto, nota-se que, na equacao acima, a aceleracao do corpo teste k£ é medida
em relacao ao referencial do centro de massa do universo observavel, enquanto que, na
segunda lei de Newton, a aceleragao é medida em relacao a um referencial inercial. Portanto,
na mecanica newtoniana, caso a distribuicao de matéria do universo observavel isotrépico
passe a desempenhar uma aceleracdo nao-nula em relagao ao referencial inercial inicialmente
fixado, em nada se alterard a previsao da segunda lei de Newton. Ao passo que, na Mecanica
Relacional, caso o universo observavel isotrépico passe por essa alteracao, o novo referencial
do centro de massa do universo sofrerd a mesma aceleragdo. Assim, o corpo teste exibira
a mesma aceleragao relativa que exibia antes da alteragao, mas agora em relagao a esse
novo referencial do universo observavel, nao mais em relagao ao referencial do universo
observével anterior & alteracao (desde que o somatério das forgas anisotrépicas sobre esse

corpo teste seja mantido o mesmo). A Figura 6 ilustra essa conclusao.
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Figura 6 — [lustracao de péndulo em vagao. Se o Principio de Mach for vélido, acelerar
o vagao produzird o mesmo resultado que acelerar o universo distante com
mesma intensidade mas sentido contrario. Contudo, na mecanica newtoniana,
nada ocorre com o péndulo quando se acelera o universo

Fonte: ASSIS. (72)

6.3 Origem “machiana” do potencial quantico

Outro resultado da mecanica relacional que é conceitualmente interessante para
nosso escopo é que, nessa teoria, dado um sistema de referéncia, a energia cinética de um
corpo pontual serd uma energia de interagao gravitacional com os corpos distantes, nao
sendo uma energia intrinseca ao estado de movimento do corpo teste isolado em relacao a

um referencial inercial. Ou seja, diferindo do que ocorre na mecanica classica.

Embora, nesta dissertacao, tenha-se enunciado, apenas no contexto da mecanica
relacional, que a energia cinética seja uma energia de interacao gravitacional, é necesséario
que conclusao analoga seja valida em todas teorias mecanicas em que o Principio de Mach
seja integralmente satisfeito, pois, na forma como é compreendida na mecéanica cléssica,
a energia cinética de um corpo pontual depende da massa inercial desse corpo, inércia
essa que, em teorias em que o Principio de Mach seja satisfeito, devera ser decorrente da

interacao desse corpo teste com os demais corpos do universo.

No contexto da mecanica quantica, via formula¢ao bohmiana da mecanica quantica,
vimos, nos Capitulos 3 e 4 desta dissertagao, que o potencial quantico pode ser entendido

como uma correcao quantica da energia cinética de uma particula. Ora, se, no caso de
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uma teoria mecanica analoga a mecanica classica implementar o Principio de Mach, a
energia cinética deve ser uma energia de interacao gravitacional com os corpos do universo
isotrépico, e, se a mecanica quantica, em sua formulacdo bohmiana, pode ser obtida
da mecénica classica por abordagem quase-newtoniana (o que nos leva a interpretar o
potencial quintico como uma corregao da energia cinética de uma particula quantica),
entao é de se esperar que, caso o Principio de Mach seja valido numa teoria em que a
mecanica quantica seja recuperada, o potencial quantico, nessa teoria, seja consequéncia

da interacao da particula com os corpos do universo isotrépico.

Como pode ser visto na referéncia (73), resultado andlogo ao enunciado no paragrafo
acima é valido para a mecanica quantica relativistica de uma particula sem spin. Ou seja,
caso se assuma o Principio de Mach e, de modo andlogo ao que fizemos no Capitulo 4,
infira-se, no formalismo bohmiano, a equagao de Klein-Gordon (equacao da mecanica
quéantica para uma particula quintica sem spin e compativel com a relatividade restrita), o
potencial quantico relativistico também serda uma correcao da energia cinética relativistica
e, outrossim, serd consequéncia da interagao da particula com a distribuigao espacial de

matéria.

Nao se pretende, nesta dissertagdo, nem afirmar nem negar que a natureza deva
satisfazer o Principio de Mach, assim como também nao se ambiciona aqui elencar a
formulacao bohmiana como uma formulacdo de mecanica quantica que “monogamica-
mente” exclua outras abordagens. Contudo, diante do exposto, faz-se inegavel que tanto a
formulagao bohmiana da mecanica quantica quanto a apresentacao nao apenas do Principio
de Mach mas também de teorias que o explorem (como a Mecénica Relacional) podem ser
fonte de enriquecedoras reflexoes filosoficas e de profundas elucidagoes conceituais, mesmo

para quem nao deseje se aprofundar nesses arcabougos tedricos.

Talvez, por exemplo, a formulacao de uma teoria que concilie os resultados da
teoria quantica com a relatividade geral dependa de um repertério de ideias capaz de se
desapegar tanto da nocao de referencial inercial como ponto de partida, quanto de um
principio de equivaléncia independente dos corpos distantes, bem como de um potencial

quantico etéreo e introduzido por quantizacoes de operadores abstratos.



71

7 CONCLUSAO

Nesta dissertagao, procuramos apresentar ideias que possam ser uteis ao aprofunda-
mento conceitual da natureza fisica da mecénica quantica. Ficaremos felizes se, ao menos,
tivermos suscitado pertinentes reflexdes interessantes e agradado as mentes curiosas e

intelectualmente honestas.

A autoria deste trabalho iniciou suas pesquisas com o desejo de compreender
matematicamente a estrutura geométrica (ver apéndice A) que abstrai com precisao a
excentricidade do Paradoxo de Aharonov-Bohm (Efeito Ehrenberg-Siday-Aharonov-Bohm),
apresentado no Capitulo 2. Contudo, no decorrer desse percurso, percebeu que nao se
contentaria em apenas descrever matematicamente o fenémeno, mas que também gostaria
de compreender sua origem fisica, isto é, quais ingredientes fisicos que lhe propiciam a

existéncia.

Para tal, notou que, por se tratar de um fenémeno que de fato existe na mecanica
quantica mas que é proibido na mecanica classica munida de eletrodinamica classica,
poderia, caso fosse alegoricamente possivel elaborar um caminho da mecanica quantica
para a mecanica classica e outro da mecanica classica para a mecanica quantica, fazer o
experimento mental de imaginar o Efeito Aharonov-Bohm percorrer o primeiro caminho,
desaparecendo ao se transladar para a mecanica classica, mas, em seguida, pelo segundo
caminho, retornar para a mecanica quantica, ressurgindo. No entanto, um caminho que
assim o fizesse, mas que fosse puramente uma manipulacdo matematica sem rigorosa
compreensao da intuicao fisica subjacente, nao traria consigo a almejada elucidacao

conceitual.

A autoria, entao, se deu conta de que algo como uma transicao cldssico<—>quéntica
era um problema, em certo sentido, ainda em aberto, sendo tema atual de publicagoes
cientificas. Por essa razao, a esperanca de se encontrar a resposta para a empreitada seria
buscar as perguntas certas para ir ao encontro da literatura adequada, mas logo ficou
evidente que as propostas da literatura para essa transicao classico<—>quantica eram
fortemente dependentes da formula¢do da mecénica quantica utilizada (ou mesmo da

interpretagdo de mecénica quantica adotada).

Por esse motivo, a autoria decidiu partir para o estudo de diferentes formulacoes
(e subformulagoes) de mecanica quantica, descobrindo dezenas delas, visando as que se
mostrassem mais apropriadas a fornecerem um limite classico da mecanica quantica e/ou
uma deducgao da mecéanica quantica a partir da mecanica classica. A condicao era serem

rigorosas e acessiveis a intuicao fisica.

Nesse contato com diferentes formulacoes, pode-se aprender que é necessario ser
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muito detalhista ndo apenas com as diferentes formas de calculos que surgem mas também
com o aspecto filoséfico de cada formulacgao, pois a figura de linguagem da elipse, num
contexto rico em diversas formulagoes, cada qual com termos conceitualmente intrincados,

pode levar a confusdes tedricas.

Dentre todas as formulagoes estudadas nesse processo, a que mais se destacou aos
objetivos da pesquisa foi a formulagdo bohmiana da mecanica quantica, também conhecida
como mecanica bohmiana, apresentada no Capitulo 3. Essa abordagem nao se incomoda
em trabalhar com a funcao de onda ¥ nem com a Equacao de Schrodinger, mas enfatiza a
utilizagao das Equagoes da Hidrodindmica Quantica (Equagoes de Madelung), uma forma
equivalente de se apresentar a Equacao de Schrodinger, porém que trabalha com duas
equacoes de variaveis reais que modelam dois campos com comportamentos familiares a
fisica classica (equagao da continuidade e equagdo de Hamilton-Jacobi com introdugao de
um potencial quantico bohmiano). Como a dindmica descrita pela segunda lei de Newton
¢é equivalente a descricao da Equacao de Hamilton-Jacobi, a mecanica bohmiana permite

uma comparacao mais simples entre o mundo quantico e o mundo classico.

A formulacdo bohmiana da mecanica quantica nao exige que exista um corpo
pontual associado a fungdo de onda, mas seu formalismo é tal que, caso a particula exista,
seu movimento é bem posto, ou seja, pode-se falar que a particula seguiria a trajetéria
bohmiana compativel com a dinamica do meio e com as condic¢oes iniciais da particula.
Talvez, para a mecanica quantica hodierna, nao seja prioridade se falar sobre corpo pontual,

no entanto, para a mecanica classica, essa abordagem ¢ muito conveniente.

Tendo formado uma base tedrica em formulacao bohmiana da mecanica quantica,
a autoria dessa dissertagao encontrou um resultado que permite percorrer o primeiro dos
caminhos, ir (com rigor e intuigdo) da mecanica quantica para a mecanica classica, desde
que satisfeitas as condigoes do limite classico, como apresentado no Capitulo 4, na secao
4.1. O resultado é deduzido buscando-se a condi¢ao em que os efeitos do potencial quantico
(uma corre¢ao quantica da energia cinética) pouco influenciarao as trajetérias bohmianas,
0 que, infere-se, ocorre quando o pacote da fungao de onda nao tem alcance espacial (por
exemplo, por ter baixo comprimento de onda) o bastante para notar rapido o bastante
a escala de variacao espacial do potencial V', de modo que as pequenas turbuléncias do
potencial quantico pouco interferem no fluir da energia cinética das trajetérias bohmianas
ao longo do estavel rio do potencial V. Surpresa, talvez previsivel, é que o Efeito Aharonov-
Bohm existe exatamente quando necessariamente consegue violar essa condicao, persistindo

como um efeito quantico sem limite cléssico.

Nao tendo conseguido ver o Efeito Aharonov-Bohm desaparecer num limite cléassico,
mas tendo visto quao interessante é trabalhar com o potencial quantico, por ele ser o
principal responsavel pelo que ha de quantico nao-classico na mecénica quantica, a autoria

dessa dissertacao procurou formas de compreender melhor a intuicao fisica sobre o potencial
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quéantico e sua expressao matematica: Qp(7,t) =

Assim, encontrou uma abordagem quasi-newtoniana, apresentada no Capitulo 4,
na se¢ao 4.2, que deduz a mecanica quantica (a mecanica bohmiana) partindo da Equacao
de Hamilton-Jacobi da mecénica classica mas procurando modificagdes nela que respeitem
o principio de energia média estacionaria (ou, simplesmente, principio de minima energia
média), concluindo, como consequéncia, a equacao de continuidade da probabilidade bem
como o potencial quantico bohmiano da mecanica quantica nao-relativistica sem spin
(Equagdo de Schrodinger) mas também o formato dos demais termos de corregao na energia
cinética da mecanica quéntica relativistica sem spin (Equagao de Klein-Gordon). Essa
abordagem se mostrou, pelo menos em casos particulares, o bastante para deduzir, da
mecanica classica, os operadores quanticos de momento angular e seus auto-valores, sem
a necessidade de axiomatiza-los. Trabalhos futuros poderao utilizar essa heuristica para
deduzirem, via abordagem quasi-newtoniana, o operador Hamiltoniano do acoplamento
minimo e o consequente surgimento do Efeito Aharonov-Bohm sem terem postulado, como
ponto de partida, nem operadores nem func¢oes de onda, para a descrigao fisica desse

fendmeno.

A percepcao de que o potencial quantico é uma correcao da energia cinética quantica
que ja existe latente na estrutura da mecéanica classica levou a autoria dessa dissertacao
ao questionamento de qual a intui¢ao subjacente ao formato matematico do potencial
quantico ser exatamente o que ¢, ou seja, a duvida de qual o comportamento fisico implicito
nesse formato matemaético, o que levou ao Capitulo 5, onde investiga-se que o formato
matematico do potencial quantico o faz ser o maestro de uma onda de energia cinética
que obedece a equagao de difusao, e da origem aos fendmeno quanticos, interferindo nas
trajetorias bohmianas como um banho térmico que seguisse uma particula mas também

fosse alimentado pelo movimento delas.

Diante do questionamento de qual o sentido de se imaginar um banho de energia
cinética seguindo um corpo pontual e a que essa energia cinética estaria vinculada, a
autoria dessa dissertacao considerou que, como o potencial quantico é uma corre¢ao da
energia cinética das particulas na mecanica quéntica, faria sentido, visando a elucidagao
dos fundamentos da mecanica quantica, questionar a que a energia cinética de um corpo
pontual, na mecanica classica, estd vinculada. Esse questionamento remete ao antigo debate
conceitual na fisica sobre qual a origem da inércia dos corpos e se referenciais inerciais
existem independentemente dos corpos ou se, por exemplo, sao aparentemente inerciais
os referenciais que efetivamente estejam em repouso ou em movimento retilineo uniforme
em relagdo ao centro de massa do universo. Para suscitar enriquecimento conceitual nesse
debate, apresentamos, no Capitulo 6, o Principio de Mach e sua breve histéria. Em seguida,
introduzimos a Mecanica Relacional, uma teoria fisica que, em situagoes cotidianas, é

quantitativamente (ainda que ndo conceitualmente) semelhante & mecénica newtoniana,
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mas que, diferentemente dela, implementa o Principio de Mach, e, ainda mais, o faz de
primeiros principios, deduzindo, como consequéncia, que a energia cinética de um corpo
pontual na mecanica relacional é uma energia de interacao, a saber, uma energia potencial
de interacao gravitacional com os corpos do universo distante. Mostramos também que,
se o Principio de Mach for assumido como valido, o potencial quantico (que se trata de

corre¢ao quantica na energia cinética) também terd a mesma origem fisica.

Gratidao!
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APENDICE A - FIBRADOS

Neste apéndice, revisamos brevemente algumas nocoes de geometria diferencial

(74,75) pertinente a interpretacdo geométrico-matematica do Efeito Aharonov-Bohm. (76)

A.1 Um exemplo motivador: Fibrado tangente
Dada uma variedade diferenciavel M de dimensao m, podemos munir o espago

™ = | T,M
pEM
com uma estrutura de variedade diferenciavel da seguinte maneira: Considere {U;} uma

cobertura aberta de M e z* = ¢;(p) o sistema de coordenadas em U;. Entao, um elemento

de
TU; = | T,M
peU;
¢ determinado por um ponto p € U; e por um vetor V. = V#(p)(9/0z")|, € T,M e
temos a identificacao TU; = U; x R™. Temos a projecao m : TM — M e suas res-
tricoes m; = w : TU; — U; que "esquecem'a informacgao sobre o vetor. Naturalmente
7w (p) = T,M. O espago TM é chamado de fibrado tangente, T,M a fibra em p e as

identificagoes TU; = U; x R™ sdo chamadas de trivializagoes locais.

Realizando a construgao acima para M = R™, vemos que o préprio fibrado tangente
pode ser expresso como um produto R™ x R™. No entanto isso nao é sempre verdade, e a

nao trivialidade do fibrado tangente mede, de certo modo , a nao trivialidade da topologia

de M.

Considere cartas locais U; e U; tais que U;NU; # 0, e seja y” = 1 (p) as coordenadas
em U;. Seja V € T,M tal que p € U; N U;. Entao V' tem duas possiveis representacoes

coordenadas:
0 -0
V=Vi—| =V"
oxH oy
p p
Est4 claro que V¥ = g%:(p)‘/“ e, como a mudanca de coordenadas z# — y” é um di-

feomorfismo, a matriz (G},) = (9y”/dz") é nao singular. Ou seja, quando mudamos de
coordenadas, o vetor V' é rotacionado por um elemento (G},) € GL(m,R), dizemos que
GL(m,R) é o grupo estrutural de TM. Assim as trivializagoes locais TU; podem ser
coladas de maneira bastante intricada, que podem dar origem a uma complicada estrutura

topologica.
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Com essa terminologia, podemos pensar em campos vetoriais suaves como mapas
suaves X : M — TM tais que wo X = Idy,.

A.2 Fibrados e G-fibrados com fibra F'
Vamos agora generalizar a construcao do fibrado tangente para fibrados mais gerais:

A.2.1 Definigao. Dizemos que (E, M, r, F') é um fibrado com fibra F' sobre M se

e m: FE — M é uma submersao sobrejetora chamada de projecao.

o Existe {U;} cobertura aberta de M e difeomorfismos ¢; : U; x F' — 7~ *(U;), chamados
de trivializagoes locais, tal que m(¢;(p, f)) = p. Em particular, para cada p € M

temos que a fibra F, = 7(p) ¢ difeomorfa a F'.

Diremos que o fibrado (E, M, 7, F') é trivial se E = M x F (justificando a nomeclatura,

trivializagoes locais).

Note que se escrevemos ¢; ,(f) = ¢:(p, f), entdo ¢;, : F' — F, é um difeomorfismo

e para p € U; NU; # () estd definido o mapa t;;(p) = ;z} opjp: FF— F.

Os mapas t;;(p) € Dif f(F) sdo chamados de fungoes de transicao e satisfazem

ti;(p) = Identidade (pel)
tij(p) = tji(p) " (p e U;NU;)
tij(p) - tjr(p) = tix(p) (peU,nU;NU)

Note que é possivel reconstruir o fibrado a partir do espaco base e das fungoes de

transicao, mais precisamente:

A.2.1 Teorema. Dados M,{U;},t;;(p) e F' como acima, podemos reconstruir o fibrado
(m: E— M,F), isto é encontrar unicos E,m : E — M e {¢;} a partir das informagcoes
dadas.

Demonstracao. Basta definir X = U,;U; x F' e quocientar pela relacao de equivaléncia:
)~ (@, f)ep=qe [ =t;p)f

Temos F = X/ ~, com projegao m([p, f]) =p e ¢i(p, f) = [(p, f)]
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Observacdo. Atencao, estritamente falando, a definicao de fibrado deveria independer da
escolha da cobertura {U;}. Na literatura matematica, isso é feito considerando fibrados co-
ordenados (E, M, w, F,{U;},{¢:}), e definindo um fibrado como uma classe de equivaléncia
de fibrados coordenados, sendo que (E, M, w, F,{U;},{¢:}) e (E, M, n, F,{V;}, {¢,}) sdo
equivalente se (E, M, 7, F,{U;} U{V;},{¢:} U{V;}) é um fibrado coordenado. Na pratica,
porém, é comum utilizar uma cobertura fixada e nao fazemos a distingao entre o fibrado

coordenado e o fibrado que ele representa.

O grupo Dif f(F') é, em geral, um grupo bem grande, e é comum, no estudo de
fibrados que o fibrado esteja acompanhado de informacoes adicionais sobre as simetrias

relevantes da fibra:

A.2.2 Defini¢do. Dizemos que um fibrado (E, M, 7, F)) é um G-fibrado, se G é um
grupo de Lie agindo suavemente a esquerda em F' (G C Dif f(F)), e podemos escolher
trivializagoes locais tais que ¢;;(p) € G para todo i, j. Neste caso, dizemos que G é o grupo

estrutural do fibrado.

Dado um fibrado (E, M, m, F') (denotado abreviadamente por E — M), as possiveis
fungoes de transigao sao claramente nao tunicas (dependem da escolha da trivializacao
local). Seja entdo {U;} uma cobertura e {¢;} e {¢;} trivializacdes que geram o mesmo

fibrado, e sejam t¢;; e fij suas respectivas funcoes de transicao.
Definimos um mapa g¢;(p) : F — F dado por
gi(p) = pr ° iy

Como as trivializagbes geram o mesmo fibrado, temos

tij = gi(p)~" o tij(p) © g;(p)
Além disso, se E — M é um G-fibrado, entao g;(p) € G.
Na linguagem fisica, as transformacoes t;; sao as transformagoes de calibre (gauge)

que permitem a colagem das trivializacoes locais enquanto g; representa os graus de

liberdade de calibre em uma determinada carta local U;.

O objeto andlogo aos campos vetoriais para fibrados em geral sao chamados de

secoes do fibrado:

A.2.3 Defini¢do. Uma secio (suave) do fibrado £ — M é um mapa (suave) s : M — FE tal
que mos = Idy;. Caso s esteja definida apenas em um aberto U, isto é,s : U C M — 7 }(U)

(também satisfazendo 7 o s = Idy), entao dizemos que s é uma secao local do fibrado.

Uma classe importante de fibrados sao os fibrados vetoriais, dentre os quais estao

os fibrados tangentes.
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A.2.4 Definigao. Um fibrado (F, M, m, F) é dito um fibrado vetorial se F' for um espago

vetorial de dimensao finita e o grupo estrutural é um subgrupo de GL(F).

Muitas das construgoes usuais de espacos vetoriais podem ser transportadas para
o contexto de fibrados vetoriais, por exemplo: Sejam (Ey, M, m, F}) e (Ey, M, my, F5) s@o
fibrados vetoriais (note que o espago base é o mesmo), entdo podemos construir o fibrado
vetorial (Ey @ Fy, M, m, F} @ Fy) cujas fibras sdo precisamente Fy @ F.

A.3 Mapas de fibrados

Sejam 7 : E — M e ' : E' — M’ fibrados, entdo um mapa f : £ — E’ é um mapa
de fibrados se manda fibra para fibras. Em particular, f induz um mapa suave entre as

bases f: M — M’ de modo que o seguinte diagrama comuta

F ok

M M’

ELE’
f
—

Por vezes serd conveniente descrever um mapa de fibrados como o par (f, f), ainda

que o mapa f esteja inteiramente determinado pelo mapa f.

Diremos entao que dois fibrados 7 : E — M e n’ : E' — M’ sdo equivalentes ou
isomorfos se M = M’ e existe mapa de fibrados (f, Id) : E — E' tal que f ¢ difeomorfismo.

A.3.1 Definicao. Sejam V — M e E — M fibrados vetoriais. Diremos que V' é um

subfibrado de F se existe imersao injetiva i : V' — E tal que (i, I[dys) é mapa de fibrados.
Um subfibrado do fibrado tangente serd chamado de Distribuigao.

A.4 Fibrados principais

Considere um G-fibrado (E, M, , F). Por defini¢do, sabemos que cada fibra F), =
7~ 1(p) é difeomorfa a F e sabemos que G age em F pela esquerda. Ou seja, G age em
cada fibra. Note que, de modo geral, essa a¢do nao é natural, pois é necessario identificar

F, com F' e isso depende da escolha particular de trivializagao local.

A.4.1 Definigao. Dizemos que um fibrado (E, M, n, F') é um G-fibrado principal (e
denotamos G — P — M) se

1. Existe uma acao livre a direita P x G — P

2. M é o espago quociente P/G
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3. Existir cobertura {U;} e trivializacdes locais ¢; : U; x G — 7~ 1(U;) tais que ¢; ' (u) =
(m(u), pi(u)) para algum mapa suave ¢; : 7 (U;) — G satisfazendo ¢;(u - g) =
pi(u) - g

Intuitivamente, pensamos em fibrados principais como fibrados onde a fibra é o

proprio grupo estrutural, mas esquecemos qual é a identidade em cada fibra.

Observacao. Segue da definicao de G-fibrado principal tem fibra difeomorfa a G. Além
disso a acao de GG preserva as fibras e age livre e transitivamente nelas. Segue ainda da
defini¢do as fungoes de transicao t;;(p) : G — G é dada pela multiplicacdo a esquerda
por um elemento de G, isto é, o grupo estrutural do fibrado é G e a acao das funcoes de

transicdo comuta com a ag¢ao a direita de G.

Dada uma secio local s; : U; — 7~ 1(U;), entdao podemos definir uma trivializacao
canonica ¢; : U; x G — 7 1(U;) da seguinte maneira: Dado u € n71(z), z € U;, existe
tinico elemento g, € G tal que u = s;(z) - g,. Assim, definimos ¢; : U; x G — 7 1(U;) por
¢;*(u) = (2, g,). Com essa trivializacdo, temos s;(z) = ¢;(w, ), onde e denota o elemento

identidade de G. Segue entao

A.4.1 Teorema. Um fibrado principal é trivial se, e somente se, admite uma se¢ao global.

Sejam x € U;NUj e s : U; NU; — P uma segao local, entao as representagoes s; e

s; de s nas trivializacoes canonicas acima estao relacionada por:

si(@) = ¢i(x,e) = ¢;(x,ti(w)e) = ¢;(x, t;i(x))
= ¢;(z, e)tji(x) = s;(2)ti;(x)
A.4.2 Definicao. Sejam N uma variedade e G — P — M um fibrado principal e suponha

que G age em N a esquerda. O G-fibrado associado a essa agdo é (E, M, 7, N), onde
E =P xgN é P x N quocientado pela agao diagonal de G.

Exemplos importantes de fibrados associados sao dados quando N é um espago
vetorial e G age por transformacoes lineares. Neste caso, dizemos que é um fibrado vetorial

associado.

A.5 Conexoes em Fibrados Principais

Nesta sessao vamos considerar G — P — M um fibrado principal. Vamos ainda

denotar por g a dlgebra de Lie do grupo G.

A.5.1 Definigado. Sejam u € P, x = 7(u). Definimos o espago vertical (denotado por V,,)
de G - P — M em u como o nucleo da aplicagao (dr), : T,P — Tr(wy- Os elementos de
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V), serao chamados de vetores tangentes verticais. A distribuicao V C T'M gerada pelos

vetores verticais é chamada de distribuicao vertical e as se¢oes

P—sV=|JV,—>TP

ueP

sao chamadas de campos vetoriais verticais.

Observagdo. Note que o fibrado vertical ¥V C TP é formado pelos vetores tangentes as
fibras.

Sejau € P e seja A € g. Entdo y4(t) = u-exp(At) é uma curva em P passando por
u. Além disso, como 7(u) = 7(u - G) := z, esta curva estd contida na fibra G, = 7! ().

Definimos entao o vetor A#(u) € T, P por

d
AP@)() = ST0W)| Ve CH(PR)
=0
O campo vetorial u — toA#(u) é chamado de campo vetorial fundamental (ou

campo de Killing) gerado por A € g.

Observagao. Para ilustrar essa conceito, imaginemos um fibrado principal, cujas fibras
sejam toros ( S! x S'). Neste caso a édlgebra de Lie é precisamente o espaco R?. Fixado
um elemento da &lgebra, isto é um vetor em R?, esse elemento define uma certa translacao
em cada toro (na diregao desse vetor). Assim, definimos um campo vetorial em cada toro

(e portanto no fibrado) tangente a essas translagoes.
A.5.1 Lema. Os campos vetoriais fundamentais sdo verticais.

A.5.2 Proposigao. O mapa j, : g — Vu, A A% (u) € V, C T, P é um isomorphismo

para todo uw € P. Em particular o mapa
Pxg—=V, (uA)— A% (u)
¢ um isomorfismo de fibrados vetoriais.

A.5.2 Definicao. Uma distribuicao horizontal para G — P — M ¢é uma distribuicao
‘H C TP tal que TP é isomorfo a H & V. Dizemos que uma distribuicao horizontal H é

uma conexao do fibrado principal se

o H ésuave, isto é:se Y : P — TP é um campo suave e Y = Y" + Y" com com

Y?(u) € V, e Yh(u) € H, entdo Y e Y" sio campos vetoriais suaves.

o H é G invariante, isto é, H,., = (Ry).H, onde R, denota a agao a direita do elemento

g.
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Observacao. Para entender o papel da conexao, considere por exemplo, M C R? uma
regiao no plano e F := M x R — M um fibrado trivial. Note que podemos visualizar
E como uma regido em R3 e a projeciao como "esquecer a coordenada z". Considere um
caminho suave na base do fibrado v : [0,1] — M. Um caminho no espaco total do fibrado
7 :10,1] — E que é projetado para « é chamado de levantamento de 7. Existem intiimeros
levantamentos possiveis, mesmo que seja fixado o ponto inicial do levantamento. Mas se
exigimos que esse levantamento seja paralelo ao plano zy, entao sé existe um levantamento
possivel. Essa noc¢ao de paralelo ao plano xy, corresponde justamente a uma escolha de

espaco Horizontal.

Seja H uma conexao, p: T,,P =V, & H, — V, a projecao na componente vertical

e seja w, a composta dada por

O mapa w ¢é chamado de 1-forma de conexao, e pode ser entendido como uma 1-forma

com valores em g.

A.5.3 Teorema. A 1-forma w satisfaz:

o Para todo A€ g eu € P temos w, (A% (u)) = A

e Para todo g € G, temos (Ry)*w = (Adg™")w, onde R, : G — G denota a multiplica-
¢do a direita por g. Isto é: para todo g € G,ue P eY =Y, € T,P temos

(R;)(wwg(y)) = Wy g(d(Ry)Y) = g_l (WU(Y))Q
e Para todo campo vetorial suave Y : P — TP, 0 mapa u +— w,(Y,) € suave.

Alem disso, se w é uma I-forma com valores em g satisfazendo as propriedades acima,
entao H, = {Y € T,P ; w,(Y) = 0} define uma conexdo para G — P — M e essa

correspondencia € biunivoca.

A.6 Conexao local e potencial de calibre

Sejam o : U — P uma secao local e w uma 1-forma de conexao, podemos definir

1-formas em U com valores em g por
A=oc"w

e, reciprocamente, é possivel mostrar que se A é uma 1-forma em U com valores em g,

entdo existe uma 1-forma de conexao w tal que A = o*w. Assim, se {U;} é uma cobertura
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de M e o; : U; — P sao secoes locais, entdao dada uma 1-forma de conexao w, existem
1-formas A; = ofw em U; com valores em g e, reciprocamente, dadas 1-formas A; em U;
com valores em g, existem 1-formas de conexao w; tais que A; = ofw;. O teorema abaixo
nos diz sob quais condicoes, as 1-formas w; podem ser coladas para se obter uma tnica

1-forma w.

A.6.1 Teorema. Dada uma cobertura aberta {U;} de M e segoes o; : Ug — P. Sejam
tij  U;NU; = G as fungoes de transicao do fibrado principal G — P — M e A; 1-formas
em U; com valores em g. Entao, existe 1-forma de conexdo w tal que A; = ofw se, e

somente se, para todo p € U;NU; e X, € T,M temos
(A7)p(Xp) = ti(p) ™" (Ai)p(Xp)tis (p) + tij (0) ™ (dtis) (X))
Compactamente, escrevemos
Aj =t Aty + £ dt

Do ponto de vista fisico, em teorias de calibre, A; sdo chamados os potenciais de
calibre (potencial de Yang-Mills). Como vimos, raramente o potencial de calibre vai existir
de maneira global, pois isso s6 ocorre quando existe uma secao global e portanto o fibrado

¢é trivial.
A.7 Holonomia

Seja G — P — M um fibrado principal e # uma conexao. Seja também = : [0, 1] —
M uma curva suave. Entdo uma curva 4[0,1] — P é dita um levantamento horizontal se

v=mo# ed ésempre um vetor horizontal.

A.7.1 Proposigao. Seja 7 : [0,1] — M uma curva suave e fizemos u € w1 (y(0)). Entdo

existe unico levantamento horizontal 7 tal que (0) = u

Corolario. Sejam 7, e 7, levantamentos horizontais de v, entdao existe g € G tal que
N="%"9
A.7.1 Definigao. Seja v : [0,1] — M uma curva suave e ug € 7 (y(0)). Seja 7 o tnico

levantamento horizontal tal que 4(0) = uy. Entdo o u; = 4(1) é dito o transporte paralelo

de ug ao longo de 7.

O transporte paralelo define entdo, para cada curva v : [0,1] — M um mapa

71 (7(0)) — 71 (7(1)). Este mapa ¢ chamado de Mapa de Holonomia ao longo de 7.
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