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Resumo

Nesse trabalho investigamos através de simulagoes numéricas a evolucdo da
composigio genética de uma populacdo, dando atengao especial ao processo
dinamico conhecido como catraca de Miiller, que é responsdvel pela degra-
dacdo da populagdo devido ao actmulo de mutacoes deletérias em populagdes
finitas. Consideramos também a genealogia dos individuos em uma populagao
sob a acdo da catraca de Miiller. Ainda, investigamos analiticamente o limite
deterministico do modelo, no qual o tamanho da populagdo ¢ infinito, onde
o processo da catraca nao atua. O relevo replicativo, ou seja, a fungao que
mapeia a carga genética de um individuo com a sua probabilidade de repro-
ducéo utilizado nesse trabalho é uma generalizacdo do relevo originalmente
proposto por Miiller para ilustrar o processo da catraca. Adicionamos a esse
relevo um parametro de epistase que simula a interacdo entre os sitios das
seqiiéncias dos individuos. A escolha desse parametro determina trés tipos
possiveis de epistase: (i) sinergistica, no qual as mutagdes ficam cada vez mais
deletérias com o nimero de mutagoes j existentes; (ii) atenuante, no qual
o efeito deletério de uma nova mutacio é atenuado; e (iii) multiplicativa, no
qual as novas mutagdes causam danos idénticos, independentemente do nimero

anterior de mutacoes.
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Abstract

In this work we investigate through numerical simulations the evolution of the
genetic composition of a population, giving emphasis to the dynamic process
termed Miiller’s ratchet, which is responsible for the degradation of the popula-
tion due to the accumulation of deleterious mutations in finite populations. We
consider also the genealogy of the individuals evolving in a population under
the effect of the Miiller’s ratchet. In addition, we investigate analytically the
deterministic limit of the model, in which the population size is infinite, where
ratchet process does not act. The replication landscape, i.e., the function that
maps the genetic load of an individual on its probability of reproduction used
in this work is a generalization of that originally considered by Miiller to il-
lustrate the process of the ratchet. In particular, we add to that landscape
a parameter of epistasis that models the interactions among the sites of the
sequences of the individuals. The tunning of this parameter determines three
different types of epistasis: (i) synergistic, where the mutations become more
deleterious with the number of mutations already present; (ii) diminishing,
where the deleterious effect of a new mutation is attenuated; and (iii) multi-
plicative, where the new mutations cause identical damages, independently of

the previous number of mutations.
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Capitulo 1

Introducgao

Nesta dissertagdo investigamos um modelo de evolu¢do de populacido, procurando com-
preender como a composi¢do genética da populacdo varia de acordo com os diversos
parametros que definem o modelo. A evolugéo de uma populagdo ocorre, basicamente,
devido A acdo de duas forgas: mutacdo e selegdo. Hd uma pequena sutileza na definigao de
mutacdo: nao sio consideradas como mutagses as alteragoes genéticas em um individuo
que ndo sejam transmissiveis aos seus descendentes. Em outras palavras, se um individuo
nasce com uma, alteracio genética que o torna estéril, entdo essa alteragao nao pode ser
considerada uma mutacdo, e o traco dessa alteracdo é definitivamente eliminado da po-
pulacdo. A selecio é, meramente, a sobrevivéncia e reprodugo mais eficiente de algumas
variantes genéticas em fun¢do das condigdes ambientais em que eles vivem. Portanto,
somente as caracteristicas heredit4rias sdo o alvo da selegéo.

Assim, os processos evolutivos aos quais uma populagdo est4d sujeita determi-
nam sua composicio genética. Além da selecdo, eventos histéricos como expansoes de-
mograficas, especiagdes, migracdo de parte da populagdo ou catédstrofes, que possam
causar alteracdes bruscas na composi¢do de uma populacgo, deixam sua marca no material
genético dos individuos que formam a populaggo.

A partir de meados da década de 70, quando as técnicas de seqiienciamento

de 4cidos nucleicos foram inventadas tornou-se possivel obter com exatiddo a composi¢ao
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genética de uma populagio, possibilitando assim o estudo da sua evolucdo ao nivel molecu-
lar. Antes desse periodo, os estudos experimentais eram realizados utilizando a técnica da
freqiiéncia de eletromorfos, na qual se mede a mobilidade dos genes em gel eletroforético.
Fssa técnica limita-se a determinar se os alelos' dos genes sdo iguais ou diferentes. Ao
entrar na era de biologia molecular, o estudo da genética de populagbes tornou-se mais
f4cil, pois atualmente dispde-se de meios para se reproduzir a evolugéo de uma popu-
lacdo natural em laboratério, como, por exemplo, populages virais ou de bactérias, de
modo que informacGes sobre a diversidade genética ou a evolugao de uma caracteristica
particular dos individuos podem ser obtidas diretamente [1, 2].

A disponibilidade desses dados experimentais motiva a formulacao de modelos,
como o estudado nesta dissertagdo, tornando possivel a confrontacdo entre resultados
experimentais e teéricos. Com isso podemos determinar as varidveis responsaveis pelas
mudancas genéticas na populagéo, aumentando nosso conhecimento sobre o processo evo-
lutivo. Esses modelos simplificados de evolugdo servem como ponto de partida para o
estudo de modelos mais complexos, que envolvem uma dindmica mais rica. Na formulagao
de um modelo de genética de populaces é necessario especificar a priori o mapeamento
entre o espaco de genétipos, no qual estao representadas todas as possiveis configuragoes
genéticas de um individuo, e a funcao adaptacdo. Esse mapa é denominado de relevo
de replicacao. E necessario também especificar o tipo de amostragem ou procedimento
que determina a passagem de uma geragao para a seguinte. Esses fatores — mapeamento
e amostragem — sdo determinantes para a adequacdo do modelo ao dado experimental
observado.

Outra forma de se investigar a evolugdo de uma populagéo é através do seqiien-

ciamento de genes homélogos (que desempenham a mesma fung¢do) em uma amostragem

1yamos utilizar a nomenclatura usual de genética: qualquer segmento de DNA sob investigacdo é
denominado gene, enquanto que uma seqiiéncia particular de bases para o segmento ¢ denominada de
alelo.
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de individuos da populacdo. Comparando os genes de individuos diferentes, dois a dois,
pode-se observar padrées de semelhanga e dissimilaridades. No caso de uma populacdo
de individuos hapléides sem recombinagio, sabemos que todos os individuos possuem
um ancestral na geracio imediatamente anterior, porém nem todos os individuos geram
descendentes e, considerando que todas as populagOes reais sdo finitas, se seguirmos a
descendéncia de qualquer par de individuos em dire¢do ao passado, em algum momento
iremos encontrar um ancestral comum. Assim, as diferencas observadas entre dois in-
dividuos em uma mesma geracdo devem-se is mutacdes que ocorreram desde a geragao
em que o ancestral comum existiu. Portanto, a diversidade genética da amostragem pode
ser relacionada com a duracio desse periodo de tempo em que ocorreu a divergéncia.
Fazendo isso para todos os pares de individuos da amostragem, podemos descobrir quais
s30 0s pares mais préximos genéticamente e dispor esses dados na forma de uma arvore
genealégica (no caso de individuos de uma mesma espécie), ou de uma érvore filogenética
(no caso de individuos de espécies diferentes), e através dessas drvores, inferir a histéria
evolutiva dos individuos. A construcdo de 4rvores geneal6gicas e filogenéticas foi muito
beneficiada pelas técnicas de seqiienciamento de DNA. De fato, antes da revolugéo da
biologia molecular a construgio dessas drvores baseava-se unicamente nas caracteristicas
morfolégicas e comportamentais das espécies, sendo que atualmente o fator mais impor-
tante (mas ndo o tinico) ¢ a diferenga genética entre as espécies.

Do ponto de vista teérico, muita antencdo foi dada a processos genealdgicos em
ambientes neutros (ndo seletivos) nas dltimas duas décadas, culminando na Teoria de
Coalescéncia de Kingman [3] (para revisdo [4, 5]), porém pouco se sabe sobre esses pro-
cessos na presenca de forgas seletivas. Testes estatisticos tém sido desenvolvidos para
determinar quais os modelos que melhor explicam os dados observados, e também quais
sdo os melhores valores dos parametros de um determinado modelo frente aos mesmos

dados (para revisdo [6]).
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Nesse contexto geral, o objetivo especifico deste trabalho é o estudo de um modelo
de evolugdo de uma, populagio hapléide em um meio seletivo, onde o relevo de replicacdo
é uma. generalizacdo daquele utilizado por Miiller em seu trabalho de 1964 [7]. Em par-
ticular, introduzimos nesse relevo um pardmetro que simula a interacao entre os genes
dos individuos. Modelos de populacdes hapldides aplicados & evolugio servem para en-
tendermos, por exemplo, a evolugdo de populagdes virais e assim definir estratégias para
combater as enfermidades causadas por elas [8]. Outra aplicagdo é o estudo da dindmica
de mutacdes deletérias envolvidas no cromossomo Y, que apenas 0s machos transportam,
bem como no DNA-mitocondrial, herdado apenas pelas fémeas [4, 9]. Além de poderem
ser usadas no estudo da histéria evolutiva dos humanos, mutagoes recorrentes no cromos-
somo Y e no DNA-mitocondrial estdo relacionadas com diversas doencas que afligem a
humanidade.

O restante desta dissertacio estd organizado da seguinte forma. No capitulo
9 descrevemos o modelo, discutimos e justificamos algumas de suas simplificagdes. No
capitulo 3 investigamos o regime deterministico, onde consideramos o tamanho da popu-
lagdo infinito. O efeito da finitude do tamanho da populagdo é estudado no capitulo 4. Em
particular, investigamos o comportamento da catraca de Miiller (perda progressiva dos
individuos mais aptos da populacio via mutagdes deletérias) e seu efeito na adaptagao to-
tal da populacdo. As propriedades estatisticas das drvores genealdgicas da populacao sdo
discutidas no capitulo 5. Por fim, as principais conclusdes sdo apresentadas no capitulo

6.



Capitulo 2
O Modelo

Nessa dissertacao apresentamos o estudo de um modelo de evolugdo de populagoes com-
postas por individuos (ou organismos) haplSides que obedecem regras probabilisticas
de reproducio e mutagdo. Nesse capitulo vamos introduzir o modelo considerado e as
grandezas observéveis de interesse nesse tipo de sistema. |

Os individuos que constituem a populagio sdo descritos por sua carga genética,
ou seqiiéncia especifica do seu genoma, de modo que nesta dissertagdo usaremos indistin-
tamente os termos individuo e seqiiéncia para a unidade de selecio. A carga genética é
transmitida pelos individuos de geragao em geracio através do processo de reproducao.
O tamanho da populagdo N é mantido constante, modelando assim uma capacidade limi-
tada de individuos que podem ser suportados pelo ambiente e impondo uma competicao
efetiva entre eles.

Um dos requisitos essenciais para que ocoIra evolugdo é a possibilidade de variagao
na capacidade de adaptagéo dos individuos. Nesse trabalho vamos supor que €ssa capaci-
dade dependa tnica e exclusivamente da seqiiéncia que descreve o genétipo do individuo,
e as variacoes sejam devidas as mutacdes nessas seqiiéncias que ocorrem durante o pro-
cesso de reproducio. Embora estejamos cientes de que essa escolha ndo é completamente
apropriada, usaremos o termo adaptacdo como tradugdo do termo inglés ‘fitness’, cuja

definicdo, alids, ainda ndo é consensual [10] na literatura.
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Nosso estudo restringe-se apenas as mutagoes pontuais, ou seja, alteracoes que
ocorrem trocando-se o estado (nucleotideo) de um sitio da seqiiéncia. Lembremos que
cada sitio pode assumir quatro estados: A (adenina), G (guanina), C (citosina) e U (uracil,
no caso de RNA) ou T (timina, no caso de DNA). Vamos supor que na populagéo inicial
todos os individuos sejam iguais, ou seja, todos os individuos possuam 0s mesmos nu-
cleotideos em sitios homélogos (sitios com a mesma posicio na segiiéncia), e também que
os comprimentos das seqgiléncias sejam infinitos, de forma que as mutagoes nao 0Ccorram
no mesmo sitio duas vezes'.

Dessas suposices decorre que hé apenas duas possibilidades para um sitio homdlogo
na populacdo: ou o nucleotideo original é idéntico ao do ancestral da populagéo inicial,
ou é um eventual mutante. Assim, representaremos a populacdo inicial atribuindo o valor
0 a todos os sitios de todos os individuos. Ocorrendo uma mutaciao em um dado sitio,
trocamos o valor 0 por 1, de modo que o valor 1 em um sitio de uma seqiiéncia indica sim-
plesmente que aquele nucleotideo é diferente de seu homdlogo no ancestral da populagao
inicial. O modelo apresentado é nada menos que 0 cldssico modelo de infinitos sitios, o
qual foi proposto por Motoo Kimura para estudar o efeito da deriva genética na evolugdo
molecular [11]. Em uma populagdo de tamanho finito, é possivel que todos os individuos
da populagao apresentem o estado mutante 1 em um dado sitio e, neste caso, dizemos
que ocorreu uma fixacao. Por outro lado, dizemos que um sitio é segregante se 0s dois
estados, 0 e 1, co-existirem na populagao. E fundamental observar que uma fixacao no,
digamos, sitio 4, ndo ocorre porque todos os sitios i de todas as seqiiéncias da populacao
sofreram mutacdo, j4 que a probabilidade de que duas seqiiéncias tenham sofrido mutacao
no mesmo sitio é nula. A fixagdo ocorre simplesmente porque todos os individuos que néao

apresentavam mutagao no sitio ¢ foram extintos.

1A probabilidade de que duas mutaghes Ocorram no mesmo sftio tende a zero com o inverso do tamanho
da sequéncia.
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A probabilidade M, de termos k novas mutacdes em uma seqiiéncia é dada por
uma distribuicdo de Poisson

_y UF
My, =e? e (2.1)

onde U é o nimero médio de mutagdes por seqiiéncia. Essa distribuicdo decorre de
supormos que o tamanho da seqiiéncia é infinito. De fato, no caso de tamanho de seqiiéncia
finito L e probabilidade » de mutacao por nucleotideo, a probabilidade de k mutagdes
obedece a uma, distribui¢ao binomial, que reduz-se a distribuicdo de Poisson no limite em
que L = oo e u — 0 com U = uL constante.

Em sistemas biolégicos as mutagoes que ocorrem nos individuos podem ser benéficas
ou prejudiciais, no entanto a propor¢ao de mutacdes prejudiciais (ou deletérias) é muito
maior do que a de mutagoes benéficas. Para. simplificar 0 modelo, vamos supor que todas
as mutagbes que ocorrem em um individuo sejam deletérias, diminuindo portanto as suas
chances de reprodugdo. Dai, quanto menor o nimero de mutacdes em um individuo, maior
serd a sua adaptacdo. A funcdo que relaciona o nimero de mutacdes k em um individuo
com sua adaptacdo é a seguinte

fio = (1 - 8)*, (2.2)
onde s € [0,1) e @ € (0,00) so os parametros seletivo e de epistase, respectivamente.
A grandeza relevante para a determinagao do destino de um dado individuo, digamos
individuo i, na populagio é a sua adaptacao relativa W;, definida como a razao entre a

adaptacdo do individuo fi; e a adaptacao total da populagdo T; na geragéo i, isto é,

1
Wi = —=fx 2.
7 q'vtfk; ( 3)
com
N
T,=3 (1- 9", (2.4)
j=1
onde k; representa o nimero de mutagdes no individuo j = 1,2,..., N da populagao. E

importante observar que o valor de W; depende da geragio (tempo) pois T depende da
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composicio da populagéo que, por sua vez, evolui no tempo. Da forma como sao definidos
os parametros ¢ e s, observamos que a adaptagdo fi é uma funcao mondétona decrescente
de k.

Os coeficientes seletivo s e de epistase o controlam o grau de dano que as mutagoes
causam nos individuos. Por exemplo, & medida que s aproxima-se de seu valor maximo
(s = 1), o efeito deletério das mutagdes torna-se cada vez maior, enquanto que para s
pequeno, as mutagdes praticamente nio afetam a a adaptagdo do individuo. O caso limite
s = 0 é denominado de regime de selegio neutra, no qual as mutagoes nao produzem efeito
algum na capacidade reprodutiva dos individuos, de modo que todos tém probabilidades
iguais de se reproduzir. Jd o limite s — 1 leva A situacdo conhecida como regime de selecao
extrema, no qual apenas os individuos com o menor nimero de mutagoes conseguem se
reproduzir, sendo que as demais seqiiéncias surgem apenas através das mutaces dessa
classe de individuos.

O coeficiente de epistase o modela a interagao entre os sitios (nucleotideos),
causando diferentes decréscimos na adaptagao de um individuo de acordo com o numero
de mutacdes j4 existentes. No caso o > 1, a epistase é dita sinergfistica, e o decréscimo
na adaptacdo serd maior quanto maior for o nimero de mutacdes prévias no individuo,
enquanto que no caso 0 < a < 1, denominado epistase atenuante, este decréscimo é
menor. O caso o = 1 representa o regime nao epistatico, para o qual o efeito de uma
nova mutacéo sobre a adaptagao de um individuo néo depende do nimero de mutagoes
prévias. O efeito total das mutacdes é simplesmente o produto do efeito de cada mutacao.
Por essa razdo, esse caso é também chamado de relevo de replicagao multiplicativo.

Para ilustrar melhor o efeito do pardmetro «, consideremos dois individuos, 1 e

2, com k; e ko (k1 > k2) mutagoes, respectivamente, € definamos A = k; — ko. A razao
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entre as suas probabilidades de reprodugao € escrita como

W1 _ (1 - S)ki! _ o o
W; = m = exp{[(kg + A) - kz]ln (1 - 3)}7 (2'5)

Vamos supor que a diferenca A seja constante, de forma que Wy /W, dependa apenas do
ntimero de mutacoes de um dos individuos, por exemplo, k2. Paraa =1, 0 valor de W, /W,
nio depende do valor de k3, dependendo apenas da diferenca A. Para 0 < a <1, o valor
do termo (ky+A)*—kg diminui 4 medida que k; aumenta, de modo que W, /W, aproxima-
se de 1. Isso indica que a superioridade de reprodugéo do individuo 2, comparado com a
do individuo 1, diminui com o aumento do niimero de mutagées e, no limite k2 — oo tal
que W;/W, — 1, a populagéo se encontra no regime de selecdo neutra. Ja para a > 1,
teremos o efeito contrério, ou seja, W1 /W, — 0 quando ky — oo de forma que a populagao
entra no regime de selecdo extrema.

Definidas a funcdo adaptacio dos individuos e a probabilidade de mutagao, pas-
samos agora a discutir a dindmica de uma populacdo composta por N individuos. As
geracbes s3o discretas e a populagio na geragéo t +1 é obtida da populagdo na geragao ¢
através de N sorteios com reposicio entre os individuos da geracio ¢. Conforme discutido
anteriormente, a probabilidade de que um individuo com k mutagoes seja escolhido em
um desses sorteios é dada pela sua adaptacdo relativa W.

Esse procedimento de obter as populacdes a cada geragao por amostragem e
reposicdo é conhecido como modelo de Wright-Fisher na literatura de genética de popu-
lagdes [14], sendo também bastante utilizado na literatura de algoritimos genéticos [15].
Deve-se notar que a cada geragdo ocorre a renovacio total da populacdo, pois os pais dos
individuos nio convivem com os filhos, ndo havendo portanto, superposicdo de geragoes.
Ap6s a escolha dos N individuos que passarao para a préxima geragao, determina-se quan-
tas mutacdes ocorrerdo em cada individuo. Como j4 foi observado, se as seqiiéncias tém

tamanho infinito, duas mutagdes ndo podem ocorrer num mesmo sitio. Assim o nimero
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de mutacdes de um individuo é igual a soma do nimero de mutacdes herdadas de seu pai
com as novas mutaces geradas pela distribuicdo de Poisson dada na equacao (2.1).

Para concluir vamos a seguir discutir algumas limitacdes do modelo proposto e
justificar certas simplificagbes. Primeiramente, a suposicao de que as mutagles sdo sempre
deletérias (isto é, diminuem a adaptagdo dos individuos) é razodvel, sendo corroborada
por alguns resultados experimentais [2, 12, 13]. Porém um modelo mais realistico deveria
considerar o efeito das mutacoes (deletéria ou benéfica) de uma forma estocdstica. O estu-
do da funcio adaptagio considerado neste trabalho decorre historicamente das pesquisas
realizadas por Miiller [7] e Crow [16]. Em particular Miiller admitia a hipétese de que os
efeitos das mutaces fossem independentes (o = 1), enquanto que Crow acreditava que
as mutagdes interagissem sinergisticamente (o > 1). Tais interagGes sao relevantes para
o estudo do processo chamado Catraca de Miiller que ocorre em populagdes hapléides de
tamanho finito [17]. Esse processo consiste na perda estocéstica sucessiva e irreparavel dos
individuos com menor nimero de mutacdes, ou seja, do mais adaptados na populacao.
Como a grande maioria das mutagoes sdo deletérias, a Catraca de Miiler pode levar a
degradacéo e eventual extingdo da populagdo. De fato, uma das teorias mais populares
sobre a evolucdo do sexo baseia-se justamente no fato de que em uma, populagao sexuada
nio ocorre acumulacio de mutacdes deletérias e, portanto, a Catraca de Miiler deixa de
atuar [19, 20].

Um dos objetivos desse trabalho é estudar o efeito do parametro de epistase o
em todo o intervalo de valores possiveis, para tamanho de populacdo infinito (capitulo 3)
e finito (capitulo 4). Deve-se notar que um limite extremode epistase atenuante, o — 0,
corresponde ao relevo de replicagio de um pico, freqiientemente associado & teoria de
quase-espécies de evolugdo molecular de Eigen [22]. Outro aspecto importante da func¢do
adaptacio adotada é a forma simples com que a epistase é modelada. Obviamente, a

epistase entre os genes de um organismo tende a ser bem mais complexa e a interagao
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entre os sitios deve ser levada em conta de forma explicita como, por exemplo, no modelo
NK de Kauffman [21].

Uma populagdo real que satisfaz muitas das caracteristicas do modelo sdo os virus
de RNA, que por serem organismos simples, possuindo entre 3 a 30 mil nucleotideos em
seu genoma, tornam o mapeamento entre o genétipo e a fungio adaptacéo mais simples
que em organismos superiores. Qutras caracteristicas dos virus de RNA sdo o tempo curto
de geracio e alta taxa de mutagao, produzindo grandes populagbes com grande variabi-
lidade dentro dessas populagdes. Por esses motivos 0s virus de RNA constituem bons
modelos experimentais para o estudo da evolugao sob a perspectiva de genética de popu-
lagio, fornecendo grandezas observéveis que podem ser comparadas com os resultados de

modelos tedricos [2].



Capitulo 3

O limite deterministico: populacao
infinita

Considerando o modelo descrito no capitulo anterior, vamos primeiramente investigar a
situacdio em que o tamanho da populagio ¢ infinito. Nesse limite, a mutagdo, que gera
novos tipos de individuos, e a selecdo, que elimina os menos aptos, balanceiam-se de modo
que a dindmica atinge um estado estaciondrio, no qual a distribui¢do de probabilidade
de um individuo sorteado aleatoriamente da populagio ter k mutagbes ndo depende do
tempo. O objetivo da se¢do inicial desse capitulo é determinar essa distribuicdo para
valores quaisquer do paradmetro seletivo s, da taxa de mutagdo por seqiiéncia U e do
parametro de espistase . Iniciaremos com a apresentagao de um tratamento analitico
geral, porém, num certo estégio dos célculos seremos obrigados a nos restringir ao caso
a = 1. Apresentaremos o procedimento numérico para obter os resultados para s, U e
o quaisquer na secdo 3.2. Na secdo final estudaremos, ainda no limite deterministico,
um caso particular importante do modelo, a saber, o limite & — 0 no qual apenas os
individuos da classe 0 (isto é, que ndo sofreram nenhuma mutacio) possuem vantagem
seletiva, tendo as demais classes adaptagbes iguais e menor que a da classe 0. Como ja
mencionado, esse relevo replicativo é freqiientemente usado no modelo de quase-espécies

de evolugio molecular proposto por Eigen [22].

12
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3.1 Formulacao matematica

Vamos primeiramente separar os individuos em infinitas classes k¥ = 0,1,2,... de acor-
do com o niémero de mutacdes que possuam. Para isso definamos o vetor X(t) =
(Xo(t), X1(t), Xa(2), . ..), onde Xi(t) representa o nimero de individuos na classe k na
geracao t. E conveniente considerarmos a populacgio como sendo finita, de tamanho N,
e no momento apropriado tomarmos o limite N — oo. Assim »_:°; X;(t) = N para todo
¢. Definamos ainda o vetor das freqiiéncias das classes, C(t) = (Co(t),Ci(2),...) com
Ci(t) = Xi(t)/N de modo que 32, Ci(t) = 1 para todo t.

Nosso problema consiste em determinar X (t + 1) dado X(¢). Lembremos que os
individuos da geracdo ¢+ 1 sdo escolhidos em N sorteios entre os individuos da geragéo t.
Seja gm/k a probabilidade de que um individuo da classe k seja escolhido em um sorteio,

e seu descendente pertenca & classe m > k, isto é, sofra j = m — k mutacGes. Temos

X5 (t) fi
T:

Im/k = M; (3.1)

onde fi = (1—5)* e T; é a adaptacao total da populagdo que, na nova notagao, é escrita,
como

00
T, =) Xi(t)f (3.2)
=0
Dai, a probabilidade de se escolher em um sorteio um individuo de qualquer classe na

geracio t que serd representante da classe m na geracdo ¢ + 1, denotada por p,,(t), é

simplesmente

m
pm(t) = Z‘Im/k
k=0

=) Mm_kX—’“,f,,%. (3.3)
k=0 ¢

Nesta equacdo podemos ver claramente que a classe m é populada pelos individuos da
prépria classe via reprodugio exata, ou pelos individuos das classes com menor nimero

de mutactes e que, via reprodugdo errénea, mutam para a classe m.
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Em N sorteios entre os individuos da gerago t, a probabilidade de serem pro-
duzidos Xy, (¢ + 1) individuos da classe m na geracdo ¢ + 1 é dada por uma binomial com

parametros N € pp,

N

B+ 0O = (o)

) [pm(t)]Xm(t+1) [1 _ pm(t)]N——Xm(t+1) ) (34)

Dai o valor esperado (média) do nimero de individuos na classe m na geragao t + 1

condicionado ao vetor X(t) é dado por

(Xm(t+1))x = Npm()

Xx(8) fo
= N ek oo .
ZM k Zz OX(t)fz (3 5)
ou, em termos das freqiiéncias das classes,
t
(Calt + 1)) = ZMm By 0(63’;’;) = (3.6)

E importante observar que essa equagio é exata, sendo vélida para qualquer valor de N.
Para obtermos uma relacgio de recorréncia devemos mostrar que o valor esperado no lado
esquerdo de (3.6) pode ser igualado a Cr(t + 1). De fato, tomando o limite N — oo na

distribuigao binomial (3.4) vemos que

Xp(t+1) = (Xm(t+1))x + O (NY?) (3.7)
ou

C(t+1) = (Cu(t + 1)) + O (N7Y?) . (3.8)

Portanto, no limite deterministico N — oo as freqiiéncias das classes obedecem a seguinte

equagdo de recorréncia

Cr(t)f
Crl(t+1) = ZM,,,_ Z_,:) C(:) 7 (3.9)

param=0,1,...,00.
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Estamos interessados apenas no estado estaciondrio dessa recorréncia, obtido
fazendo-se Cp,(t + 1) = Cpa(t) = Cn, ¥m. Nesse caso, reescrevemos (3.9) como

m T Z Mm—kafka (3'10)

€ k=0

onde T, = Y pop Ci fr € a adaptagdo média da populacdo no estado estacionario. Fazendo

m = 0 em (3.10) obtemos

1 1
Co = i M()Cofo = i e_UC() (311)

o que leva ao resultado surpreendente de que a adaptacao média da populagdo no equilibrio

é independente dos parametros s e , ou seja,
T.=eY, (3.12)

desde que C, seja ndo nulo. Mais importante, j& que a obten¢do de T, nao envolve o
conhecimento a priori de todas as freqiiéncias, como seria o caso se fossemos calculé-lo
através de sua definicio, podemos obter uma solugdo explicita para Cy em termos das

freqiiéncias das classes de maior adaptacio

Um—k
k“ -
Cp = (- )ma E Ci(1-s) p—_ m=12,.... (3.13)

Substituindo seqiiencialmente m = 1,2,... em (3.13), observamos que a freqiiéncia de
qualquer classe é proporcional & freqiiéncia da classe zero Cy unicamente. Podemos escre-
ver C = C,C’, onde as componentes de C’' = (1,1, C3, . ..) também obedecem a equagao
(3.13) mas com C} = 1. Essa equagdo permite-nos encontrar os valores de C1,Cs, - -

Finalmente, com o auxilio da condi¢ao

Y Ci=1 (3.14)
k=0

obtemos Cj

Co= (3.15)

Yk Ci
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e, consegiientemente Cy,Cy, .. .. Com esse procedimento podemos facilmente obter as
fregiiéncias de equilibrio para qualquer conjunto dos parametros U, s e o. E interessante
notar que esse procedimento ¢é diferente daquele utilizado em geral na literatura que baseia-
se na iteracdo direta da equagdo de recorréncia (3.9) até que um ponto fixo seja alcancado
[23, 24]. Observamos também que ambas as formas de se obter a distribuigdo de equilibrio
sdo gerais e exatas no limite deterministico, podendo ser aplicadas para qualquer escolha
da funcdo adaptacdo e distribuicao de probabilidade do ntimero de novas mutacoes. O
procedimento descrito aqui, baseado no trabalho de Haigh [26], mostrou-se muito mais
r4pido e preciso, pois fornece as freqiiéncias de equilibrio diretamente.

Para o = 1 (relevo multiplicativo) podemos encontrar uma solucdo analitica
bastante simples para a equagdo (3.13). Substituindo seqiiencialmente m = 1,2,... de-

terminamos que
glc

Ck = Coy

(3.16)

onde 6 = U/s e supomos que Cp # 0. Usando a condicio de normalizagdo (3.14) obtemos
C, = e~? e portanto

_ ¥

Ck =€ 7‘;—!, (317)

ou seja, para o relevo multiplicativo a probabilidade de que um individuo escolhido aleato-
riamente da populacio tenha k mutagdes € dada por uma distribui¢ao de Poisson de média
(e variancia) §. Com esta distribuigao calculamos facilmente a média f e a variéncia o?(f)

da adaptagdo da populagao:

F = fC=e" (3.18)
k=0

7P = Y fiC, = (3.19)
k=0

a(f) = P-T = ("-1). (3:20)

Naturalmente, o resultado (3.18) j4 era conhecido e, conforme discutido anteriormente,

e S SR,
IFSC-Ugp fenvrie e BinLi0 EGa
. INFGRMAGAO
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permanece valido para o # 1 também. Como esperado, a varidncia da adaptacao da
populagdo anula-se para s = 0 j4 que neste caso todos os individuos possuem a mesma
adaptacdo fr =1, Vk.

Uma grandeza particularmente importante para se determinar a intensidade do

efeito da selecdo é a dispersdo relativa da adaptagao 7y, definida como

a*(f)

Tt

-

= e /o2(f). (3.21)

Para a = 1 obtemos r? = eYs — 1, indicando que a diversidade da populagao, em termos
de valores de adaptacdo, cresce exponencialmente com a taxa de mutacao.

Por completeza, vamos agora considerar a situagdo em que os individuos com o
menor nimero de mutacdes pertengam & classe J > 0, isto 6, Co=C,=0C = ...,=
Cj_1 = 0e Cy # 0. Deste modo, todos somatérios sobre indices de classes comecam
em k = J, ao invés de em k = 0. A anilise ¢ completamente andloga & descrita para

U

Co # 0 e, em particular, a adaptagao média da populagio no equilibrio é T, = fse™",

sendo portanto dependente de s, a e U. Explicitamente, a equacdo andloga a (3.13) é

B 1 w (1- sk um
Cn = TS A= 2 Gl (322)

para m = J,J +1,.... Como antes, todas as freqiiéncias sio proporcionais a Cy de modo
que podemos escrever C = C;C' com C’, = 1. A freqiiéncia C; ¢ obtida da condicao
de normalizacdo, e as demais freqiiéncias através da relagio Cy = C;C;. Paraa =1, a

distribuiciio no equilibrio é uma distribuicéo de Poisson truncada com parametro § = U/s:

0 k<J
— —8pk—J
Cy = ?k f 5 k> J (3.23)

Os resultados para o geral devem ser obtidos numericamente e serdo o tema da

secdo seguinte. Apesar desses resultados serem vélidos para populagdes infinitas somente,
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no capitulo 4 mostraremos como eles podem ser titeis para compreender melhor alguns

aspectos da dindmica de populagoes finitas.

3.2 Resultados numéricos

Nesta secio vamos apresentar os resultados obtidos utilizando-se a equacao (3.13) no caso
de Cp > 0 ou a equagdo (3.22) no caso de Cx = 0 para k < J e Cy > 0. Na figura 3.1
mostramos as freqiiéncias das classes para algumas combinacoes de «, s e U no caso em

que Cy > 0.

014 T I 1 l T l T l 1
= — 01
= —— 02 -1
T — 03
b — 04
i 07
— 08
- — 08 i
— 10
R e 11
= = -— 12 _
o 0.2 — 13
— 14
0,1} \ —
R
L i i
R
0 i I ; J L
0 3 6 9 12 15

Figura 3.1: Freqiiéncia de individuos com k mutagdes para s = 0.5 e U = 0.5 e diversos
valores do parametro de epistase o para 0 caso Co > 0.

Observamos que quanto maior for o valor do parametro de epistase a, maior seri
a freqiiéncia da classe mais apta, isto é, k = 0. Esse resultado é esperado, uma vez que

valores grandes de o penalizam mais fortemente as classes mutantes. Também por essa
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razdo classes com muitas mutagoes (k = 5, por exemplo) aparecem com menor freqiiéncia
no caso de epistase sinergistica, a > 1.

Conhecidas as fregiiéncias C, podemos obter o nimero médio de mutagdes k, a
varidncia do nimero de mutacdes o2(k), e a varidncia da adaptacdo da populagéo a2(f),
de onde calculamos a dispersdo relativa da adaptacio r; utilizando a equacdo (3.21). No
que segue, graficamos essas grandezas como fun¢do da taxa de mutacdo U, para vérios
valores dos parametros o e s. Uma vez que para o =1 C é uma distribui¢do de Poisson,
é interessante graficarmos também k contra o%(k) para cada U, mantendo o e s fixos.
Lembramos que no caso de uma distribuicdo de Poisson temos k = o2(k). Esses graficos
sdo apresentados nas figuras 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6.

Observamos dos graficos que para todos os valores de s e a, tanto k como o?(k)
aumentam com U. Para s fixo, essas grandezas crescem muito rapidamente para o < 1
e mais lentamente para « > 1. Como mostrado na primeira secdo deste capitulo, o
crescimento é linear para a = 1. Esse comportamento deve-se apenas a forma com que a
funcéo adaptagao dos individuos diminui com o niimero de mutacoes. Para o > 1 a selegdo
age mais drasticamente quanto maior for o niimero de mutacdes do individuo, eliminando-
o da populacio, de forma que novas mutagdes sao incluidas com dificuldade, necessitando
para. isso de uma taxa de mutagao elevada. J4 para o < 1, o efeito eliminatério da selegao
sobre os individuos que carregam mais mutagdes é atenuado.

Os graficos da dispersdo relativa da adaptacdo 7y contra U mostram que, para
uma taxa de mutacdo fixa, a dispersdo é menor para menores valores de «, apesar da
média e das variancias no nimero de mutagbes serem maiores. Portanto, quanto menos
sinergistica e mais atenuante a epistase entre os nucleotideos das seqiiéncias dos individuos
da populagio, maior sua variabilidade genética, no entanto as diferencas de adaptagao
entre as classes serdo menores.

Ainda, esses graficos indicam comportamentos diferentes para o < 1 e a > 1.
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Figura 3.2: Graficos superiores: niimero médio de mutacoes k e varidncia do ntimero de
mutacdes o2(k) como fungdes da taxa de mutagiio U. Gréficos inferiores: o2(k) versus k
para U variando entre 0 e 2s e dispersao relativa da adaptacdo da populagdo r¢ contra
U. O parametro seletivo é s = 0.1.
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Figura 3.3: Gréaficos superiores: niimero médio de mutacoes k e varidncia do nimero de
mutacdes o2(k) como funcdes da taxa de mutagio U. Gréficos inferiores: o2 (k) versus k
para U variando entre 0 e 2s e dispersao relativa da adaptagio da populacdo 7y contra
U. O parametro seletivo é s = 0.3.
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Figura 3.4: Gréficos superiores: niimero médio de mutacdes k e varidncia do nimero de
mutagdes o2(k) como fungdes da taxa de mutagéo U. Gréficos inferiores: o2(k) versus k
para U variando entre 0 e 2s e dispersdo relativa da adaptagio da populacdo 7y contra
U. O parametro seletivo é s = 0.5.
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Figura 3.5: Graficos superiores: ntimero médio de mutagoes k e variancia do nimero de
mutagdes o2(k) como funcdes da taxa de mutacdo U. Gréficos inferiores: o2 (k) versus k
para U variando entre 0 e 2s e dispersdo relativa da adaptacdo da populagdo ry contra
U. O parametro seletivo é s = 0.7.
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Figura 3.6: Gréaficos superiores: niimero médio de mutagoes k e variancia do nimero de
mutagdes o2(k) como funcdes da taxa de mutagdo U. Gréficos inferiores: o?(k) versus k
para U variando entre 0 e 2s e dispersdo relativa da adaptacgdo da populagdo ry contra
U. O parametro seletivo é s = 0.9.
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Para o caso o < 1, 74 — 0 quando U — oo, havendo um valor U = Uy para o qual ¢ é
méximo. Isso é mais evidente nos graficos com coeficiente de selecéo menores. Infelizmente
nio foi possivel ir além na taxa de mutagio U devido 3 problemas com precisdo numérica.
Esse comportamento pode ser explicado da seguinte forma: partindo de U = 0, a medida
que U aumenta, as classes de menor adaptacdo comegam a aparecer fazendo com que
02(f), e consequentemente 7y, aumente; jd para U suficientemente grande, k é grande e a
distribuicio de individuos nas classes é maxima onde as diferéncas de adaptagao entre as
classes de maior freqiiéncia na populagdo é baixa. Quando U é muito grande, o méximo
da distribuicdo estd numa regido onde a diferénca de adaptagao entre os individuos na
populacdo é nula, realizando um cendrio de selecio neutra. J4 os gréficos para a > 1
ficam acima do grafico com « = 1, cuja expressao analitica, apresentada no texto apds
A equagdo (3.21), cresce exponencialmente. Para esses valores de a o efeito da selegdo
é reforcado fazendo com que exista muita diferenga reprodutiva entre as classes, porém
havendo pouca variabilidade, ou seja, a maioria da populacdo pertence algumas poucas
classes, como vemos dos graficos da média e da variancia no numero de mutacoes.

Aumentando-se o coeficiente seletivo s, as mutagdes tornam-se mais deletérias,
diminuindo portanto os valores de k e 0*(k) da populagio no equilibrio. Nao h4 entretanto
nenhuma mudanca qualitativa no comportamento do sistema a medida que s aumenta.
Quando s — 1 as curvas para diferentes valores de « colapsam entre si, indicando que
no limite de selecio extrema a distribuicio ndo depende de a. De fato, nesse limite
apenas os individuos com o menor nimero de mutacoes, isto é, aqueles pertencentes a
classe Cp, podem se reproduzir, sendo as demais classes populadas devido somente aos
mutantes da classe k = 0, tornando a fun¢io adaptagio independente de a. Assim
podemos tomar o limite s — 1 nas férmulas para o caso o = 1 obtendo k=U,d*k)=U
e o2(f) /72 = eV — 1, resultados que sdo vélidos para o qualquer.

Finalizando esta secdo, vamos apresentar agora os resultados para as distribuicoes
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Figura 3.7: Freqiiéncia Cy dos individuos com k mutacdes contra o nimero de mutagoes
k, onde cada curva colorida é o estado de equilibrio para um valor de classe mais adaptada
na populagdo. Os parametros utilizados sio S =0.5U = 0.5 o = 0.5(topo) ,1.0(meio) e
1.5(base). A curva tracejada é o grafico da freqiiéncia do individuos mais adaptado para
cada estado de equilibrio.
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de freqiiéncias com diferentes valores para o ntmero minimo de mutacdes na populacio, ou
seja, a classe com menos mutagdes e portanto com maior valor de adaptacio é k = J > 0.
Neste caso utilizamos a equacio (3.22) para obter as fregiiéncias de equilibrio. Na figura
3.7 mostramos os graficos dessas distribuiges para diferentes valores de J e alguns valores
de a. Nesses grificos, as curvas tracejadas mostram a freqiiéncia de equilibrio C; da classe
com menor nimero de mutagdes contra J.

Novamente podemos observar comportamentos bem distintos para 0<ac<l,
oa=1ea>1 Para0 < a < 1 (grifico do topo da pigina) ocorre um alargamento
das distribuicbes com o aumento de J, e C; tende rapidamente a zero a medida que J
aumenta. Para o = 1 (gréfico do meio) temos o resultado previsto pela equagdo (4.5),
onde as freqiiéncia sdo distribuicdes de Poisson para qualquer valor de J e C; = e Uls,

J4 para o > 1, a freqiiéncia da classe de maior adaptacdo cresce com J, estreitando as

distribuicoes.
3.3 Limiar do erro de replicacao

Nessa secdo estudaremos o limite o — 0. Neste caso os individuos da classe k = 0 terdo
adaptacgdo fo = 1 e os das demais classes fr =1—5 (k > 1). Esse relevo de adaptagao
é chamado de relevo de um pico, e é freqiientemente associado & teoria de quase-espécies
proposta por Manfred Eigen na década de 70, que tenta explicar a origem e evolugdo
de macromoléculas que seriam as precursoras daquilo que se chama de organismo vivo
[27]. Na formulacio original daquela teoria, a populacdo também ¢ infinita, porém as
seqiiéncias que representam as moléculas sido de tamanho finito L (portanto o nimero de
seqiiéncias diferentes também é finito), de modo que faz sentido definir uma a taxa de

mutacdo p por sitio. As caracteristicas do modelo de quase-espécie mais marcantes sio:

e 2 coexisténcia da seqiiéncia de maior adaptagdo com suas variantes mutantes mais
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préximas no estado de equilibrio, produzindo uma distribuicéo de freqiiéncias de

classes batizada de quase-espécie;

e a transicio de fase entre o regime de quase-espécie e o regime homogéneo, no qual
todas as espécies (classes) aparecem com igual freqiiéncia. A taxa de mutagdo critica
para a qual ocorre a transi¢io de fase ¢ denominada de limiar de erro e é func¢éo do
tamanho L das moléculas e da vantagem seletiva s da molécula com maior eficiéncia

de replicagdo (molécula mestra).

Considerando o nosso modelo, onde as seqiiéncias possuem infinitos sitios (L —
oo) e a taxa de mutacio U é definida por seqiiéncia, vamos agora determinar a taxa de
mutacéo critica U,, acima da qual a seqiiéncia mais eficiente desaparece da populagéo.
Seja Co(t) a freqiiéncia da classe zero e TI(t) = 3732, Ci (t) a freqiiéncia total das demais
classes. Nao ¢ dificil se convencer de que a freqiiéncia Co(t) deve obedecer a seguinte
equacdo de recorréncia:

Co(t)fo
Co(2) fo + II(t) frz0
Co(t) -U

= GO+IO0-9 ° (3.24)

Co(t+1) =

Utilizando a condiciio de normalizagio Co(t) + II(f) = 1 e considerando a situacdo de
equilibrio com Cy(t) = Co(t + 1) = Cy obtemos

eV4+s5-1
—

Co = (3.25)

Essa equacdo descreve a freqiiéncia da classe zero enquanto a molécula mestra existe. Na

taxa de mutacdo critica U, essa freqiiéncia anula-se, dai
U =-In(1-3s). (3.26)

Pode-se recuperar o resultado obtido por Eigen [22] em termos da taxa de mutacdo por

sitio u e do comprimento das seqiiéncias L usando-se o fato de que a probabilidade de que
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nio ocorra mutacio em uma seqiiéncia é dada por M, = e~V em nosso modelo, sendo

dado por (1 — u)* no modelo de Eigen. Igualando-se essas expressbes obtemos

u,=1—(1-s)E. (3.27)



Capitulo 4

A catraca de Muller: populagao
finita

No capitulo 3 vimos que para populagoes infinitas a distribuicdo dos individuos em classes
tende a uma distribuicdo de equilibrio devido ao balango selecio-mutagdo. Nesse capitulo
vamos estudar o efeito da finitude da populagdo na sua composicao genética. No caso
de uma populacéo finita o estado da populagao também se deve a processos estocdsticos
que fazem flutuar as freqiiéncias das classes na populagao de geragdo em geragao, em con-
traposicéo ao cendrio deterministico do equilibrio entre selecdo e mutagéo em populacgoes
infinitas. As flutuacdes nas freqiiéncias de individuos ou classes em uma populacgao finita

dé-se o nome de deriva genética.

4.1 O modelo de Wright-Fisher

Inicialmente vamos apresentar o modelo Wright-Fisher para deriva genética [15] a fim
de ilustrar esse fendmeno e também o fendmeno da fixacao. Considere uma populagao
de N individuos hapléides cujas caracteristicas fenotipicas sio descritas por um tnico
gene que, pOr sua vez, possui apenas dois alelos segregantes, A e B. A adaptagdo dos
individuos é igual para os dois alelos (selegdo neutra). Nio existe mutagdo de um alelo
para outro e, como no modelo proposto nessa dissertacio, para formar a geragéo posterior

sio realizados N sorteios com reposi¢do entre os individuos da geragao atnal. O estado

30



4.1 O modelo de Wright-Fisher 31

da populacdo pode ser descrito pelo nimero N, de alelos do tipo A, de forma que os
possiveis estados sdo Ny = 0,1,2,...,N. Alternativamente podemos fazer a descri¢do do
estado do sistema em termos da freqiiéncia C4 = N4/N do alelo A na populagdo. Os
estados N4 = 0 e N4 = N sio absorventes pois, estando neles, o sistema ndo saird mais,
e em genética de populagdes dizemos que ocorreu uma fixagdo. Apresentamos na figura
4.1 os graficos do estado da populagdo C4 através das geragdes ¢ para algumas simulagdes
realizadas desse modelo para diferentes tamanhos de populagdo. Iniciamente metade dos
alelos da populacdo sdo do tipo A e metade do tipo B. Observamos que o estado da
populagéo varia erraticamente com o passar do tempo, ou seja, ocorre a deriva genética
do alelo A na populacdo, e ndo sabemos a priori qual serd, o estado final do sistema:
fixacdo do alelo A (N4 = N) ou B (N4 = 0). Também observamos que para populacoes
maiores o tempo para que ocorra a fixagdo aumenta. Se o tamanho da populagio fosse
infinito ndo haveria deriva genética e as freqiiéncias de alelos seram constantes e iguais ao
estado inicial, o que corresponde ao principio de Hardy-Weinberg [15]. Realizamos essa
simulacio para um niimero grande de populagses independentes, acompanhando o estado
dessas populagdes no tempo. Na figura 4.2 apresentamos a freqiiéncia de populacdes Fpop
pela fregiiéncia C4 do alelo A em tais populacdes para diferentes valores de tempo de
simulagao.

O modelo de Wright-Fisher pode ser formulado matematicamente em termos de
cadeias de Markov [15]. Seja CA(f) um vetor de dimensdo N + 1, tal que o i-ésimo
elemento C#(t) represente a probabilidade de uma populagao ter alelos A na geracao t.
Naturalmente, os elementos desse vetor estdo sujeitos a condicdo de normalizacao

N
Yct=1 (4-1)
i=0
Suponha que na geracdo 0 tenhamos N4 = N§, ou seja, Ci(0) = dong cOm n =

0,1,2,...,N. A probabilidade de transi¢do Tj; de que N4 = j na geracdo t + 1, da-
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Figura 4.1: Freqiiéncia Cx do alelo A contra geragio t para simulagdes do modelo de
Wrigth-Fisher, com tamanhos de populacio N=6 (topo), N=20 (meio) e N=100 (base).
Cada cor diferente corresponde a evolugdo de uma populagdo independente.
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Figura 4.2: Freqiiéncia de populacdes Fpop contra estado de fregiiéncia C4 do alelo A para
simulagdes com 3000 populagdes com 50 individuos. Sao mostrados graficos para tempos
de simulagdo a) t=3, b) t=10, c) t=25, d) t=50, e) t=100 e f) t=200. Inicialmente todas
as populacdes possuem metade dos seus alelos no estado A. Com o passar do tempo a
distribuicdo alarga-se e, para tempos muito longos, metade das populacoes se fixa em A
e a outra metade em B.



4.2 A catraca de Miiller 34

do que N, =i na geracdo t é dada pela binomial
- . 9N—j

r= (") -5 4.2
De fato, essa probabilidade de transicao define o modelo de Wright-Fisher. Conhecida a
matriz T, formada pelos elementos T;;, podemos determinar a distribuicao de probabili-
dade do ntmero N4 de alelos A na populagio para qualquer geracio t dada a distribuicao
de probabilidade do estado inicial, descrita pelo vetor C#(0). A distribuicéo de probabi-
lidade do estado da populacio na geragdo t + 1 é obtida pela multiplicacdo da matriz T

pela, distribuigdo na geragio i, isto é,
CA(t+ 1) = TCA(t), (4.3)

caracterizando entio uma cadeia de Markov. A distribuigdo de equilibrio, denotada por
CA, satisfaz a seguinte equagao

C4 =TCA (4.4)

Dado o estado inicial C4(0) = OnnNg> verificamos que a solugio dessa equagio é

NO
A n=1
—A J\{)
Cn = NA (45)

0 oulro caso

que d, portanto, as probabilidades de fixagao dos alelos A (n=1) e B (n=0).
4.2 A catraca de Miiller

Tlustrados os fenomenos da deriva genética e da fixacao devido 3 finitude da populacio,
nesta secdo voltamos a tratar o modelo de evolucdo de populacoes proposto e discutido
nos capitulos anteriores. Lembremos que, naquele modelo, uma populacao é definida pelos
parametros tamanho de populagao N, coeficiente de selegdo s, coeficiente de espistase o

e taxa de mutagdo U, e que os individuos sdo descritos por seqiiéncias bindrias infinitas.
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O conceito de fixacio é um pouco diferente do utilizado no modelo de Wright-Fisher,
no qual dizia-se que os dois alelos eram segregantes quando ambos estavam presentes na
populagdo, e o evento de fixacao significava que toda a populagao era composta por um
deles. No modelo analisado nesta dissertagio, porém, esse conceito é aplicado aos sitios
mutantes. Desta forma, dizemos que um sitio homdlogo € segregante quando a populagio
exibe os dois estados possiveis para ele — o original 0 e 0 mutante 1 — e dizemos que uma
fixacdo ocorre quando todos os individuos da populacio apresentam o estado mutante 1
para aquele sitio. Assim sendo, o modelo supde que inicialmente nio haja fixacoes na
populagdo (todos os sitios no estado 0). Quando ocorre uma mutacdo em um sitio de um
individuo, ela comeca a segregar, e 0 nimero de individuos que possuem aquela mutagao,
ou seja, os descendentes do individuo que sofreu a mutagio pela primeira vez, varia a
cada geracio devido tanto a deriva genética quanto a selecdo. A longo prazo, hd apenas
duas possibilidades para essa mutagao: ou (i) o ndmero de individuos que apresentam
a mutacio comeca a Crescer €, em um dado instante, todos os individuos da populagéo
apresentam aquela mutagio, ocorrendo entao uma fixacéo, ou (ii) o nimero de individuos
que apresentam essa mutagao se mantém em niveis reduzidos e, em um dado instante,
sdo extintos da populacio, de forma que todos os individuos da populagdo apresentem
novamente o estado original naguele sitio.

Posto isso, passamos a descrever o fen6meno denominado catraca de Miiller, de-
vido também & finitude da populagio. Como no capitulo 3, continuaremos a representar
a populagio pelo vetor X (t) de dimensao infinita, onde cada componente X; dé o nimero
de individuos na populacio com i mutagdes (ditos pertencentes 3 classe 7). A catraca
de Miiller é a perda sucessiva e irrepardvel dos individuos da classe mais baixa (mais
adaptados) da populagdo devido as flutuacdes decorrentes da deriva genética. Segundo
Kondrashov [17], esse fenémeno pode ser descrito da seguinte forma: iniciando a dinamica.

do modelo temos que o estado atual X(t) do sistema tende a um estado dado pelo vetor
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x° cujas componentes 3(—,0 sio dadas pelo inteiro mais préximo do produto NCY, onde
vale Zf_’;oﬁ = N, e C? é a componente i do vetor de freqiiéncias que descreve o es-
tado estacionario no limite determinfstico (N — co), dado pela equagdo (3.17), com os
mesmos valores para os parametros s, « e U para a populagio com tamanho finito. Os
super-indices 0 em Cle X’ sio utilizados para indicar que nas equagoes de recorréncia
deterministicas a fregiiéncia inicial de individuos da classe k = 0 é ndo nula e, conseqiien-
temente, permanecer4 nio-nula para todas as geracdes posteriores. Porém, como ja foi
mencionado, a finitude da populagdo provoca flutuagoes no estado atual X(¢) em torno
de X'. Se a amplitude da flutuagao em um dado instante ¢, for tal que o niimero de in-
dividuos na classe zero atinja o valor zero (Xo(to) = 0), todos os individuos da populacao
terdo ao menos uma mutagio e, como desconsideramos mutagdes reversas e recombinagao
que poderiam produzir individuos com menor ntimero de mutacdes, a classe zero estd
perdida e ndo pode mais ser recuperada. A partir desse instante, o estado da populacao
flutua em torno de um estado X' = NC! onde )_(El = 0, e a classe com menor nimero
de mutacdes é a classe k =1 (o super-indice 1 indica que a recorréncia deterministica é
iniciada com Cp = 0 e C; > 0) com C' dado pela equagao (4.5) com J =1se a =1, ou
pelo método de recorréncia descrito no capitulo 3 para o qualquer, baseado na equagao
(3.22). Novamente as flutuagoes podem eliminar definitivamente a classe k =1 e depois
disso a classe de menor nimero de mutagoes pertencente 3 populagdo é k = 2, e assim
por diante.

Portanto no fendmeno da catraca de Miiller estdo em jogo trés forgas evolu-
ciondrias: mutacdo, selecio e a deriva genética. Populagdes com taxas de mutagéo altas
e tamanho pequeno, resultando em uma grande deriva genética, acumulardo mutacgoes
deletérias rapidamente, quase que independentemente do grau do dano causado pelas
mutacoes. J4 para populagdes de grande tamanho, a deriva genética atua com menor in-

tensidade, e a populagdo permanece num estado quase-estaciondrio por um tempo muito
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grande, resultando numa acumulagdo de mutaces mais lenta. Considerando esse dltimo
caso, aumentando-se a taxa de mutagao, diminuimos o ndmero de individuos na classe
mais baixa, facilitando a sua perda. Esse processo de perdas sucessivas de classes de
mutacdo e a conseqiiente acumulagdo de mutagoes deletérias foi denominado catraca de
Miiller em reconhecimento a H. J. Miiller que descreveu o fendmeno em seu artigo de 1964
[7]. Se esse processo ocorresse indefinidamente e o tamanho da populagio pudesse variar,
por exemplo como funcdo da adaptagdo média da populagdo, haveria a degradagéo e even-
tual extincio dessa populagdo [18], de modo que a catraca de Miiller seria uma explicacdo
para a vantagem seletiva da recombinagéo e do sexo como uma forma de obter individuos
com menor niimero de mutacdes. Existe ainda uma certa controvérsia sobre esse resulta-
do, pois como veremos logo adiante, ajustando o parametro de epistase convenientemente
podemos parar a catraca. Além disso, o tamanho usual de populacdes naturais hapléides
é relativamente grande e alguns autores afirmam que niveis de recombina¢do muito baixos
j4 seriam suficientes para evitar o efeito da catraca [13).

O estado da catraca na populacio é dado pelo nimero de mutagdes do individuo
mais apto na populacdo. E importante ressaltar que a catraca move-se devido a dois
processos: (i) surgimento e fixacdo de uma tnica mutagdo na populagao, e (ii) surgi-
mento simultineo de mutacdes diferentes em todos os individuos. Assim, fica evidente
a diferenca entre o niimero minimo de mutagdes e o nimero de mutacoes fixadas. De-
senvolvemos um programa de computador que simula o modelo estocastico (populagao
finita) descrito nos capitulos anteriores e realizamos um estudo sistemético da dinimica
de mutacoes deletérias na populagdo. Na figura 4.3 mostramos um grafico do nimero N
de individuos na classe k como funcdo da classe k para uma tnica populacio em diferentes
geragoes. Nesse grafico podemos observar o efeito da catraca nas classes de individuos
como um pacote de onda propagando-se para direita com velocidade e formato médio

constantes. O fato da velocidade de propagagdo do pacote ser constante deve-se, como
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veremos logo adiante, & escolha do valor & =1 para o coeficiente de epistase. Neste caso,
a forma do pacote de onda é aproximadamente o de uma, distribuicdo de Poisson, como

no caso deterministico dado pela equacgdo (3.17). Nas figuras 4.4 apresentamos outros
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Figura 4.3: Gréfico do nimero Nj, de individuos com k mutagoes (ndmero de individuos
na classe k) contra o nimero de mutagdes para diferentes geragdes t; a) t=2000, b) t=
4000, c) t=6000 e d) t=8000. A catraca aparece como uma onda propagando-se para
a direita com velocidade e forma constantes. Os parametros utilizados foram N = 300,
s=01,U=03ea=1.0.

dois gréficos mostrando o efeito da catraca. Graficamos o ntimero médio de mutagoes
< k >, o nimero minimo de mutacdes Kmin, 0 niimero maximo de mutagoes kmqz, € O
nimero de mutacdes fixados kg;; contra a geracdo. No gréfico superior, apresentamos

essas grandezas para apenas uma populagéo, enquanto que no grafico inferior mostramos

essas mesmas grandezas mediadas em um nimero grande de populagdes independentes.
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Para distinguirmos esses dois tipos de média usaremos a notacdo < ... > para representar
a média em uma tnica populacdo, e a notagdo .-. para representar a média sobre varias
populagdes independentes. Desta maneira, < k > significa a média do niimero médio de
mutagbes em vérias populagdes independentes. No grafico para uma unica populagéo
podemos observar claramente que kyi; € Kumin aumentam na forma de degraus de diver-
sas alturas, enquanto que < k > aumenta de forma relativamente suave e kmee flutua
violentamente. Esse comportamento para as fixacbes pode ser explicado pela estrutura
da genealogia da populagdo, ilustrada na figura 4.5. Nessa. figura vemos uma arvore ge-
nealégica possivel para uma populacio hapléide sem recombinagio. O tempo aumenta no
sentido para baixo da figura e a reta tracejada representa a geragdo atual. Os individuos
indicados como A, B e C sdo ancestrais da geragdo atual, sendo A o tltimo ancestral
comum de todos os oito individuos presentes. Devido a populagdo ser constituida de
individuos hapléides e estarmos supondo que o comprimento das seqiiéncias é infinito, o
ntimero de mutacoes do ancestral A é igual ao niimero de mutagoes fixadas em toda a
populagio, pois todos os oito individuos da populacao atual possuem as mesmas mutagoes
que existiam naquele individuo, somadas as novas mutagoes segregantes na populagio que
ocorreram entre a geragao em que A viveu e a geragao atual. Por outro lado, a populagao
atual pode ser subdividida entre os individuos que sao descendentes de B e os que sdo de-
scendentes de C. Da mesma, forma, todos os individuos de um mesmo grupo tém fixadas
as mutacdes do wltimo ancestral comum do grupo (B ou C). Devido & deriva genética,
seguindo adiante no tempo, em um dado instante todos os individuos descendentes de B
ou de C serdo eliminados da populacdo. Caso os descendentes de B sejam eliminados, o
individuo C se tornaré o tltimo ancestral comum de toda a populagdo e todas as mutagoes
que ocorreram entre A e C sdo fixadas simultaneamente. O gréfico inferior da figura 4.4
mostra que se realizarmos médias das mutagdes fixadas e dos niimeros minimo, maximo

e médio de mutacdes na populacio sobre vérias populacdes independentes, essas curvas
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tornam-se suaves € crescem no tempo a uma mesma taxa R. Definimos entdo essa taxa
R como sendo a velocidade da catraca de Miiller. A diferenca < k > — kyi; corresponde
a0 nimero médio de mutacdes segregantes por individuo por populagdo.

Nas figuras 4.6, 4.7 e 4.8 mostramos a dependéncia do nimero médio <k>
de mutagdes (grafico superior) e da taxa R de aumento dessa grandeza na populagdo
(gréfico inferior) com o tempo i, para alguns conjuntos de parametros de controle do
modelo. O valor de R é obtido através da derivagio numérica das curvas de < k > versus
t. Os gréficos & esquerda sdo para a < 1, enquanto que 0s da direita sdo para o > 1.
Desses graficos observamos que para ¢ suficientemente grande, a taxa R tende para um
valor constante nio nulo, ou seja, as mutagdes acumulam-se linearmente com o tempo
transcorrido, com valores de R que variam de forma decrescente desde R = U para o caso
neutro ou para o — 0, até R = 0 correspondente a0 caso o — 00. Vemos que para a < 1,
<k > é uma funcéo concava de ¢, enquanto que para o > 1 esta fungao torna-se convexa.
Isso dificulta a obtencdo de uma conclusio definitiva, através da andlise dos dados das
simulacbes, se R de fato tende para um limite nao nulo no caso de epistase sinergistica (o >
1) mas, pelo menos, os resultados mostram claramente que R diminui com o aumento de
o. Essa diminuico deve-se ao aumento da adaptacao relativa dos individuos da classe com
menor niimero de mutacdes, dificultando assim a perda desses individuos. Naturalmente,
esse efeito é mais pronunciado quanto maior for o valor do coeficiente seletivo s. No
grafico da base da figura 3.7 do capitulo 3 (limite deterministico) vemos que a freqiiéncia
do individuo mais adaptado aumenta quando o niimero minimo de mutacoes na populacao
aumenta. O mesmo ocorre para populagdes de tamanho finito com o > 1.0: o nimero
de individuos na classe mais adaptada aumenta com o niimero minimo de mutagoes na
populagdo, tornado-se cada vez mais dificil por deriva genética elimita-la da populagao,
retardando, assim, o efeito da catraca. As oscilagoes observadas nas curvas de R versus

¢ para @ > 1 sdo devidas ao procedimento numérico utilizado para efetuar a derivagao:
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Figura 4.4: Gréficos de kmed, kfic Konin € kmaeg contra o tempo mostrando a acumulagao
de mutacoes na populagio. Os pardmetros utilizados foram N =100,5s=0.1,U=05¢

= 1.0. O gréfico superior apresenta os resultados para uma tinica populagdo, enquanto
que o inferior apresenta resultados mediados sobre 50 populagdes independentes.
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tempoO

Figura 4.5: A Figura mostra uma genealogia possivel para uma populagio hapléide sem
recombinacio. A linha pontilhada representa a geragao atual, e as pontas das linhas da
genealogia que terminam na linha pontilhada representam os oito individuos da geracao
atual. Seguindo a histéria passada de todos esses individuos podemos encontrar seus
ancestrais comuns. Os individuos indicados por A, B e C sdo alguns dos ancestrais da
populacio, sendo A a ancestral comum mais recente de toda a populagdo.

primeiramente fazemos a interpolacio da curva < k > versus t por um polinémio de ordem
10 e entdo efetuamos a derivada. Assim, embora a interacdo sinergistica das mutagoes
(@ > 1) é seja muito mais prejudicial aos individuos portando novas mutagoes, ela é
benéfica para a populagido como um todo, pois retarda a degradacgio da adaptacdo média
da populacdo. Visto que, pelo menos no caso em que o coeficiente de epistase o estd entre
0 e 1, a velocidade da catraca R tende para um valor constante ndo nulo para valores de
¢ da ordem de 10%, podemos neste caso estimar R para diversos conjuntos de parametros.
Em particular, mostramos nos graficos das figuras 4.9 a velocidade da catraca R contra
o coeficiente de selecio s para vérios valores de o nesse intervalo. J4 na figura 4.10
mostramos um grafico com a velocidade R contra a taxa de mutacdo U para coeficiente
de selecdo s = 0.5 constante. Destes gréficos podemos observar que, como visto em outros

graficos, a velocidade da catraca diminui & medida que o aumenta. Vemos também que a



4.2 A catraca de Miiller 43

125 T | 1] l T l 1 I T
| — 14 |
— 1.6
— 18
100 |- -
75k .
Ko -
50 p—
Nl T R R ol 1o 111
02,00 20403 4e+03  6c+03 8ct03  let04 Q00 20405 46405 60405 8et05  1e+06
t t
0.0002

_ 0.00015 f
075 o -

~0.0001

0.25F ] Se-05

L l 1 l i I 1 I 1
0
O(t):+(X) 2e+403  4e+03  6e+03  8c+03  le+(4 0e+00 2e+05 4e+05 6e+05 8e+05 1let06

Figura 4.6: Gréficos superiores: nimero médio de mutagbes < k > contra a geracao t.
Graficos inferiores: velocidade da catraca R contra a geracdo t. Graficos & esquerda:
valores de 0.1 < a < 1. Gréficos & direita: valores de o > 1.0. O tamanho da populacao

é N = 30, o parametro seletivo é s = 0.2 e a taxa de mutagao é U = 1.0. Os dados
representam médias sobre 150 populagGes.
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Figura 4.7: Gréficos superiores: nimero médio de mutacoes < k > mutagOes contra a
geracdo t. Graficos inferiores: velocidade da catraca R contra a geragio t. Gréficos a
esquerda: valores de 0.1 < o < 1. Gréficos 3 direita: valores de a > 1.0. O tamanho da
populacio é N = 30, o pardmetro seletivo é s = 0.4 e a taxa de mutagdo é U = 1.0. Os
dados representam médias sobre 150 populagdes.



4.2 A catraca de Miiller 45

1m L) I T I L] | T I ) 40 ¥ ‘ L I T | T l T
| — 0l — 12
— 02 | — 14 ]
— 03 — 1.6
sooob — 04 ] — 18
0.5
—- 0.6 0 -
! 0.7 ]
— 08
-— 09 Vs i ]
6000 — 10 Fa
r-f‘f
L ,,f" E 20 -
15 K
."“
4000 |- yd -
s ’
.A‘fr
- .r/';' .
P 10
4
2000 rd ‘ —
4 5
S
A
- M .
sy
0 L e —p——t—7 ] olb— 1
00400 26403 4det03  6e+03  8e+03  let(4 00400 20405 4e+05 66405 8e+05  1e+06

T T T T T T T T T 6e-05
1
0.75
4e-05
o e o
0.5 —
|
j .
2e-05
025}
0 L r 1 i L .[ 1 i 1 O 1 I I} l 1 I 1
0e+00 2e+03  4e+03  6e+03 8e+03  le+04 Oe+00 2e+05 4e+05  6e+05 8e+05 1e+06

¢ {

Figura 4.8: Gréficos superiores: ntimero médio de mutagdes < k > mutagdes contra a
geracao t. Gréficos inferiores: velocidade da catraca R contra a geracdo t. Gréficos a
esquerda: valores de 0.1 < « < 1. Gréficos A direita: valores de o > 1.0. O tamanho da
populagdo é N = 30, o parametro seletivo é s = 0.6 e a taxa de mutacio é U = 1.0. Os
dados representam médias sobre 150 populacoes.

SERV
IFSC-USP ° l:;r?Fg:z«.aB;gk'oo‘EqA



4.2 A catraca de Miiller 46

velocidade da catraca diminui continuamente com s, com R — 0 para s — 1. Vemos pelo
grafico da figura 4.10 que o préximo de 1, a velocidade da catraca aumenta lentamente
para U pequeno, devido a seletividade da populagdo, crescendo linearmente com U, como
no caso neutro, quando este assume valores suficientemente altos, porém a uma taxa

menor, pois praticamente todos os individuos nascerdo com novas mutagoes.
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Figura 4.9: Velocidade R da catraca contra parametro seletivo s para pardmetros de
epistase o entre 0 e 0.1. Utilizamos taxa de mutacédo U igual a 0.2 no topo, 0.4 no meio
e 0.6 na base. Os dados representam médias sobre 200 populagoes de 30 individuos cada.
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2.5

Figura 4.10: Velocidade R da catraca contra a taxa de mutacdo U para pardmetros
de epistase o entre 0 e 1.0. Os dados representam médias sobre 300 populagoes de 30
individuos cada e o parametro seletivo utilizado é s = 0.5



Capitulo 5

Genealogias

Este capitulo é voltado & apresentagdo das investigagoes realizadas sobre a genealogia
dos individuos componentes das popula¢des geradas pelo modelo estudado nos capitulos
anteriores. Como j4 foi exposto na introdugdo, a motivacao do estudo da genealogia
de uma populagdo ou de um grupo (amostra) de individuos é que a histéria evolutiva
(padrdes de crescimento demogréfico, extingdes, migragdes, etc ...) deixa marcas na
composicio genética da populacio e, portanto, essa histéria poderia em principio ser
recuperada através do estudo da genealogia da populacdo. No entanto, a genealogia de
uma populacio natural nio é diretamente acessivel, mas pode ser inferida dos padrdes de
similaridade e diferencas observadas quando comparamos, duas a duas, as seqiiéncias dos
individuos (DNA) de uma amostragem da populaggo.

No modelo considerado, quando comparamos as sequéncias de dois individuos da
populagdo, observamos que elas possuem todos os sitios originais (obviamente) iguais, al-
guns sitios mutantes em comum e alguns sitios mutantes distintos. Seguindo-se a linhagem
dos dois individuos amostrados no passado, devido 4 finitude da populagéo, encontraremos
seu tltimo ancestral comum, e nele suas mutagbes em comum. As mutagoes diferentes
sdo aquelas que ocorreram entre a geragdo em que existiu esse ltimo ancestral comum

e a geracdo atual. Podemos extender esse raciocinio para uma amostragem' de qualquer

1conjunto de individuos escolhidos aleatoriamente da populacdo

49
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tamanho, encontrando o dltimo ancestral comum da amostragem e, em alguns casos, de
toda a populagio (como o individuo A da figura 4.5). A variabilidade genética observada
nesses individuos deve-se is mutacdes que ocorreram entre a geragao em que existiu o
ancestral comum mais recente e a geragdo atual, pois as mutagoes que ocorreram antes
ou foram extintas ou entdo foram fixadas.

O processo geneal6gico no caso de selecdo neutra (s = 0) foi extensamente in-
vestigado nas décadas de 70 e 80 sendo formalizado de forma matematicamente rigorosa
pela teoria de coalescéncia de Kingman em 1982 [3] (como revisio [5, 25]). Neste caso os
processos genealdgicos e mutacionais séo independentes, pois as mutagdes ndo acarretam
variacdo na adaptacdo dos individuos [5], porém quando a populagio estd submetida a
selecdo, a probabilidade de reproducéo de um dado individuo, e portanto da continuidade
da sua linhagem genealdgica, depende das mutagoes que ele carrega. Neste capitulo va-
mos apresentar resultados ainda preliminares de uma anslise do efeito da seletividade do
meio, modelada pelos parametros s e @, na genealogia e diversidade da populagdo. Para
isso vamos utilizar os conceitos de tempo de coalescéncia e distdncia de Hamming. Coa-
lescéncia é o evento de fusio da linhagem de dois individuos, e o tempo de coalescéncia
T é o tempo decorrido entre a geragdo atual até o evento de coalescéncia. A distancia de
Hamming d mede a distancia genética entre as seqiiéncias de dois individuos e é definida

como o nimero minimo de substituicies para que duas seqiiéncias sejam iguais.

5.1 Alguns resultados analiticos simples

Nessa secdo vamos determinar algumas propriedades médias da genealogia de uma amostra
de n individuos de uma populacio de tamanho N >> n no regime neutro s = 0. Vamos des-
considerar os eventos de coalescéncia de trés ou mais linhagens, pois esses sao eventos que
ocorrem com probabilidade (freqiiéncia) da ordem de 1/N 2 enquanto que a coalescéncia

de duas linhagens envolve probabilidades da ordem de 1 /N apenas.
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A probabilidade de que dois individuos escolhidos aleatoriamente na populagdo
coalescam, isto é, tenham um ancestral comum na geracio imediatamente anterior é
simplesmente 1/N. Para uma amostra de tamanho n o ndmero de pares diferentes de
individuos que podemos formar é (Z) , sendo que cada par tem probabilidade 1/N de
coalescer na geragao precedente. Portanto a probabilidade que haja uma coalescéncia na

N
de uma amostra de tamanho n é dado pelo inverso dessa expressao

1(n
geracdo anterior é — ( 2), e o tempo médio de coalescéncia T, de um par de individuos

2N
L= ooy (5.1)

Com esse resultado podemos determinar o tempo total médio de coalescéncia fazendo a
somatéria Y ., T;. A figura 5.1 mostra duas genealogias possiveis para uma amostra de

tamanho n = 5 tirada de uma populacio de tamanho N e com tempos de coalescéncia

dados pela equagdo (5.1). Fixados os tempos de coalescéncia T,, para uma amostra de

3
To=

/ \ \ Ta=N73

VAT ] e

[\ A WA AN 1 TsNi0

Figura 5.1: Duas genealogias possiveis para uma amostra de 5 individuos escolhidos de
uma populagio de tamanho N >> 5, com tempos de coalescéncia médios dados pela
equacdo (5.1). O ntimero total de genealogias possiveis é dado pela equagdo (5.2) com
n=>=:.

tamanho n, podemos facilmente calcular o niimero de genealogias possiveis, denotado por
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. n{n—1
G,,. De fato, usando a relagio de recorréncia G, = —(—é——)Gn_l obtemos

Ga = ﬂ;’n—flll (5.2)

Naturalmente, na falta de informagGes adicionais, todas essas genealogias devem ser con-
sideradas como igualmente provaveis.

No restante dessa secio vamos considerar amostras de tamanho n = 2 somente.
Seja F(T—) a probabilidade de que dois individuos escolhidos aleatoriamente dentro de uma
populacio tenham tempo de coalescéncia T'. A probabilidade de que estes dois individuos
niio tenham ancestral comum a t geragdes no passado € simplesmente (1 — —]{[—)t R~ e_t/ N ,
onde a aproximagcdo é vélida para N grande. Portanto, a probabilidade de que o 1ltimo

ancestral comum tenha vivido exatamente a T geragoes no passado é

~T/N

N ?

e

PT)=[1—- TN -1 - "N~ (5.3)

de onde obtemos que < T > = N em concordéncia com 0 resultado obtido anteriormente.
Alertamos que no regime neutro a genealogia da amostra nao depende do processo de
mutagéio, pois as mutagdes nao modificam a adaptacao dos individuos, e a equagdo (5.3)
é valida para qualquer taxa de mutagao U.

Agora vamos calcular a distribui¢ao de probabilidade da distancia de Hamming
entre dois individuos amostrados da populagdo. Vamos supor que durante cada intervalo
dt 2 cada individuo tenha probabilidade Udt de receber novas mutagoes. Portanto, a
probabilidade ¢,(t) de que as seqiiéncias de um individuo na geracao atual e a de seu

ancestral que viveu & ¢ geragoes no passado tenham distancia de Hamming n obedece a

equagao

__—t_— = U[¢n—1(t) - ¢n(t)]7 (5'4)

2Esta, formulacio de tempo continuo produz os mesmos resultados que o modelo de tempo discreto no
limite de N grande, pois a escala de tempo é da ordem de N geracdes, que é muito maior que o intervalo
entre geragdes discretas At = 1.

dn(?)
d
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cuja solugdo é uma distribuicéo de Poisson

Pn(t) = vt (5.5)

n!
Portanto, a distancia média entre um individuo e seu ancestral aumenta linearmente com
o tempo < n > = Ut (catraca de Miiller no regime neutro).
Seja W, a probabilidade de que dois individuos sorteados aleatoriamente na
geracdo atual tenham distancia de Hamming n. As mutacdes distintas entre dois in-
dividuos sio aquelas que ocorreram entre a geragao atual e a geracdo em que viveu seu

iltimo ancestral comum. Portanto podemos escrever
Wo= [ dTP@)sa(2T) (55)
0

onde o fator 2 se deve as duas linhagens, uma para cada individuo. Substituindo as

equacdes (5.3) e (5.5) em (5.6) obtemos que

_ A
W= G (5.7)

onde A = 1/2UN. A distancia de Hamming média é entao <d>=1/A=2UN.

Outro regime que permite a obtengdo de alguns resultados analiticos é o regime
de selecio extrema (s — 1). Neste caso, apenas os individuos com o menor nimero de
mutacdes na populacio, k = kyn, conseguem se reproduzir. Neste sentido, a situagdo é
similar 3 do regime neutro, com N, o tamanho da populagdo, substituido por N o nimero
de individuos da populacio atual com k = kmin, OU S€ja, 0 numero de individuos na classe
mais adaptada. Dai <T > = Np. Como logo apés o processo de reproducdo toda a
populagdo passa a ser composta desses individuos e lembrando que no modelo o processo
de mutagio atua apés o da reprodugdo, podemos escrever Ny =~ Ny = Ne U ondeeV éa
probabilidade de que um individuo nao sofra mutacdo. Por outro lado, lembrando que o

ntimero médio de mutagdes em um individuo é U, e que as mutagtes ocorrem sempre em
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sitios distintos, temos que a distancia de Hamming média entre dois individuos no regime

de selecdo extrema ¢ simplesmente < d > = 2U.

5.2 Alguns Resultados Numéricos

Nesta secio apresentamos os resultados obtidos através da simulagdo do modelo es-
tocéstico. O procedimento ¢ deixar a populacao inicial, composta apenas por individuos
sem mutacdes, evoluir até tempos ¢ tipicamente da ordem de 10% - 10%, armazenando as
informagdes que permitam recuperar a genealogia de cada individuo na populagdo. As
figuras 5.2 e 5.3 mostram os tempos de coalescéncia médios dividido pelo tamanho da
populagio < T >/N (& esquerda) e as distancias de Hamming médias < d > (& direita)
como funcdes da taxa de mutagdo U. Para populagdes com « > 1.0 (auséncia de epistase
e epistase sinergistica) essas grandezas convergem de forma relativamente rdpida (isto é,
nio dependem muito do tempo de evolugao t) para os resultados mostrados na figura
5.2. A causa dessa rapidez é que nesses casos as populagdes, ap6s um tempo de evolugio
suficientemente grande, permanecem com 0 numero de mutacdes médio inalterado du-
rante um grande periodo de tempo, como podemos observar nos graficos para o 2> 1.0

das figuras 4.6, 4.7 e 4.8 do capitulo anterior. Encontramos, como esperado, < T > =N

e <d> = 2NU no regime neutro (s = 0). Para s > 0, observamos que <T > = N

e <d> = 0 para U = 0, pois ndo hé mutacées que distingiiam os individuos. Ainda,
< T >/N é sempre menor que 1 e decai rapidamente com U. Isso ocorre porque, com o
aumento da taxa de mutagdo, a varidncia do nimero de individuos nas classes aumenta, e
a selecdo entre esses individuos com diferentes ntimeros de mutacdes faz diminuir o nimero
de individuos que efetivamente participam do processo reprodutivo, diminuindo assim o
tempo de coalescéncia médio. Essa andlise é corroborada pelos graficos de dispersio rela-
tiva da adaptagdo 7y contra U no limite deterministico, apresentados nas figuras 3.2, 3.3,

3.4, 3.5 e 3.6 do capitulo 3. Observamos naqueles graficos que, para o > 1.0, ry sempre
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aumenta com U, ou seja, o processo de reprodugao torna-se cada vez mais seletivo.

Um fendmeno interessante que observamos do grafico < T >/N contra U é que
para U pequeno (entre 0 e 1.5) e fixo, sdo os valores intermedigrios do coeficiente s que
apresentam os menores tempos médios de coalescéncia. Esse comportamento pode ser
explicado da seguinte forma: com o aumento de s a partir de 0, a diferenca de adaptacao
entre individuos de classes diferentes também aumenta, fazendo com que um niimero cada
vez menor de individuos participem do processo reprodutivo, diminuindo portanto o tem-
po médio de coalescéncia da populagao. Quando o coeficiente s é excessivamente grande,
para taxas de mutagdo relativamente pequenas, a maior parte da populagdo é constrangi-
da a permanecer nas classes mais adaptadas, aumentando o ntimero de individuos que
participam do processo reprodutivo e, conseqiientemente, o tempo médio de coalescéncia
entre eles. Com o aumento da taxa de mutacao, a varincia do niimero de individuos nas
classes aumenta e o nimero de individuos nas classes mais adaptadas diminui, fazendo
com que o tempo médio de coalescéncia diminua com o aumento do coeficiente seletivo.
O efeito descrito acima ndo pode ser explicado baseando-se no comportamento observa-
do no limite deterministico, como fizemos no pardgrafo anterior, pois naqueles graficos
observamos que para ¢ > 1.0 a dipersdo relativa de adaptagbes ry sempre aumenta com
s, e portanto esperariamos tempos de coalescéncia menores quanto maior fosse o coefi-
ciente seletivo. Isso de fato ocorre para valores suficientemente grandes de U. Ainda para
o > 1.0 (figura 5.2), vemos que a distancia de Hamming aumenta com a taxa de mutacao,
mesmo com a diminuicdo do tempo médio de coalescéncia.

Diferentemente do observado para o > 1.0, os tempos de coalescéncia e a distancia
de Hamming para os casos de epistase atenuante (a < 1.0), com s e U mantidos fixos,
aumentam com o tempo de simulagdo ¢ e, como podemos observar dos gréaficos da figura
5.3, parecem tender para uma situagio que corresponde ao regime neutro: <T>/N-=>1

e <d> = 2UN, onde 2UN ¢ a distancia de Hamming média no caso neutro, e é repre-
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Figura 5.2: Gréficos superiores: coeficiente de epistase o = 1.0. Gréaficos inferiores:
o = 1.2. Gréficos & esquerda: tempo médio de coalescéncia dividido pelo tamanho da
populagdo < T >/N contra taxa de mutaciio U. Graficos a direita: distancia de Hamming
média < d > contra U. Foram simuladas 2000 populagdes de tamanho N = 30, para
valores de coeficiente seletivo s variando de 0.0 & 0.9. O tempo de simulagdo ¢t empregado

foi da ordem de 10
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Figura 5.3: Gréficos superiores: média de 2000 populagdes de tamanho N = 10. Gréficos
inferiores: média de 2000 populacdes de tamanho N = 50. Gréficos a esquerda: tempo
médio de coalescéncia dividido pelo tamanho da populacio < T' > /N contra a taxa de
mutacio U. Graficos A direita: distancia de Hamming média < d > contra U. Em todos
os casos foi utilizado o = 0.5 e s = 0.5. Cada curva mostra o resultado para diferentes
tempos de simulagdo indicados na legenda.
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sentada nos graficos & direita da figura 5.3 com uma linha tracejada. Cada ponto destes
graficos foi obtido simulando o modelo até a geracdo indicada pela legenda e mediando o
tempo de coalescéncia e distancia de Hamming nas 1000 geracoes seguintes.

Para taxas de mutacao U suficientemente pequenas, independentemente do tem-
po de simulacdo ¢, o tempo médio de coalescéncia cai rapidamente com U, enquanto a
distancia de Hamming média cresce a uma taxa muito reduzida. J4 para taxas de mu-
tacdo maiores, o tempo médio de coalescéncia aumenta e, com um valor suficientemente
alto do tempo de simulagéo ¢, a populacio atinge um regime semelhante ao da selecio
neutra, no qual o tempo médio de coalescéncia independe de U e a disténcia de Hamming
aumenta linearmente com U. Para explicar esse comportamento apresentamos, na figura
5.4, o grafico da dispersdo relativa da adaptacio r; contra a taxa de mutacao U, onde
cada curva representa um tempo de simulagdo. Podemos observar que, para um tempo de
simulacdo fixo, r; atinge um valor méximo quando o tempo de coalescéncia é minimo, ou
seja, o menor tempo de coalescéncia corresponde 4 maior diversidade de adaptagéo relati-
va. Para uma taxa de mutagdo U suficientemente grande, 7y torna-se pequeno, indicando
um cendrio guase neutro, e praticamente independente de U. Esse raciocinio também
ganha suporte quando comparamos com 08 graficos de dispersdo 7y contra U das figuras
3.2, 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6 do capitulo 4 referentes ao limite deterministico; porém naquele caso
& necessério uma taxa de mutacio muito grande, quando comparada com as observadas

aqui, para que a dispersao comece a diminuir.
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Figura 5.4: Gréfico da dispercao relativa da adaptagio r; contra taxa de mutagao U.
Cada curva representa um tempo de simulacdo diferénte. Foram realizadas médias em
300 populagdes de tamanho 50, com coeficiente de epistase a = 0.5 e de selegdo s = 0.5.



Capitulo 6

Conclusao

Para finalizar esta dissertacdo, nesta se¢do vamos apresentar os principais resultados e
conclusdes obtidos nos capitulos anteriores. No capitulo 3, sobre o limite deterministico do
modelo, foi apresentado um método de obtengao das freqiiéncias das classes de individuos
no equilibrio, mais rdpido e preciso e, em termos de aplicabilidade, tdo geral quanto o
usualmente encontrado na literatura. Dos graficos de nimero médio < k > e variancia
F’m no niimero de mutacdes nas figuras 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6 vemos que, como esperado,
com o aumento do coeficiente seletivo, a populacdo fica cada vez mais independente do
parametro de epistase o, porém a mesma afirmacéo ndo pode ser feita quando observamos
os graficos de nimero médio de mutagoes < k > contra geracdo t no caso de populagéo
finita (capitulo 4, figuras 4.6, 4.7 e 4.8). Vimos no capitulo 4 que para epistase sinergistica
(a > 1) a populacdo mantém-se muito tempo com um mesmo nimero médio de mutagoes.
Isso pode ter importancia para a dindmica de mutacdes benéficas na populagdo (néo
considerada nesse trabalho). Mesmo supondo uma taxa de mutacdes benéficas muito
pequena, existe uma probabilidade razoével de que tais mutagbes ocorram nesse grande
periodo de tempo, aumentando a adaptagao média da populagdo. Outro processo que
poderia levar a um aumento na adaptacéo média da populagdo é a recombinagdo. Por
exemplo, o pesquisador Li Chao descreve tal processo em um modelo que leva em conta.

a troca de material genético entre dois virus de RNA que infectam uma mesma célula

60
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hospedeira [29]. Esses argumentos envolvendo epistase mostram que a discussao sobre a
catraca de Miiller como a causa tinica da vantagem seletiva da reproducdo sexuada ainda
nio esté totalmente esclarecida. Do estudo da genealogia de populagbes com epistase
sinergistica (capitulo 5), no grafico de tempo médio de coalescéncia < T > contra taxa
de mutacdo U na figura 5.2, concluimos que, para valores suficientemente pequenos de U,
S50 os valores intermediérios do coeficiente seletivo s que resultam nos menores tempos
médios de coalescéncia.

Ressaltamos que quase ndo existem investigacOes tedricas sobre epistase atenu-
ante, @ < 1.0 (a excecdo de [28]), de forma que os resultados apresentados nesta dis-
sertacdo sao inéditos. Com esse tipo de epistase, vimos no capitulo 4 que as mutagoes
acumulam-se linearmente no tempo, porém a uma velocidade menor que a da selegao
neutra, e que com a diminuigao de «, ou seja, com a epistase cada vez mais atenuante, o
comportamento do modelo aproxima-se do observado no limite neutro. Esperava-se que
a epistase atenuante, apos o actimulo de muitas mutagoes, levasse a populagdo ao regime
de selecdo neutra, identificado pela velocidade de acumulagio de mutagdes igual a do
regime neutro. Essa expectativa foi confirmada pelo estudo da genealogia da populacdo,
no gréfico de tempo médio de coalescéncia < T > contra taxa de mutagdo U apresentado
na figura 5.3, com a < 1.0 fixo e variando o tempo de simulagdo; porém o mesmo nao
foi observado nos anslise da catraca de Miiller, sendo necessério ainda mais investigacoes
para desvendar essa questao. O comportamento do tempo de coalescéncia médio < T >
contra taxa de mutacdo U para um tempo de simulagéo fixo, mostra aparecimento de um
regime semelhante a selecdo neutra (_ZT; independente de U) para U suficientemente
grande, que é muito intrigante. Embora tenhamos tentado relacionar esse comportamen-
to com a dispersdo relativa da adaptacdo ry (figura 5.4), achamos que é necessario uma
explicaciio mais satisfatéria. [ interessante notar que no grafico da velocidade da catraca

R contra taxa de mutacio U (figura 4.10) também vemos que, para a < 1.0 fixo e U sufi-
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cientemente grande, a populacio comporta-se de forma semelhante ao regime de selegéo
neutra, com R aumentando linearmente com U. Desses resultados concluimos que com a
taxa de mutacdo suficientemente grande consegue-se compensar a vantagem seletiva dos
individuos mais aptos.

Para dar continuidade & pesquisa iniciada nesta dissertacdo, além das linhas indi-
cadas nos paragrafos anteriores, pode-se investigar mais detalhadamente a dependéncia da
velocidade de catraca e da genealogia com o tamanho da populacio. Também ¢ importante
estudar o modelo utilizando seqiiéncias de tamanho finito, possibilitando a ocorréncia de
mutacOes reversas. Varias modificacdes no modelo podem ser realizadas para estudar
o efeito de outros processos. Por exemplo, & interessante conhecer a influéncia da re-
combinagio na acumulagio de mutagoes deletérias. Em particular, nos casos em que as
mutacdes acumulam-se linearmente, saber o quanto de recombinagio é o suficiente para
parar a catraca. Porém, deve-se mencionar que o estudo da genealogia da populagdo serd,
dificultado, pois o niimero de ancestrais de uma seqiiéncia ndo é fixo no caso de recombi-
nagéo [30, 31]. Outras modificacoes seriam interessantes para o estudo da genealogia do
modelo. Por exemplo, poderia-se levar em conta a distribuicdo espacial dos individuos,
com a populagio dividida em grupos e a selecdo atuando dentro destes grupos. Para esse
modelo terfamos que supor uma taxa de migracao dos individuos de um grupo para outro.
Podemos ainda fazer com que o tamanho da populagdo varie de forma pré-determinada,
por exemplo, exponencialmente, e verificar o efeito na genealogia. Neste sentido, uma
genealogia interessante de se investigar seria a do modelo predador-presa estocéstico, no
qual as flutuagoes no tamanho da populacdo de cada uma das espécies ocorre de forma

natural [32, 33].
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