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RESUMO

LIVRAMENTO, L. R. Anéalise do modelo de Skyrme BPS, suas extensées e
aplicacao para a fisica nuclear. 2021. 142p. Tese (Doutorado em Ciéncias) - Instituto
de Fisica de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2021.

Neste projeto se estuda o modelo de Skyrme BPS,! o qual é uma modificacio do modelo de
Skyrme padrao®® que introduz um setor auto dual para a teoria, baseando-se em ideias de
autodualidade.” O foco serdo os trés tépicos desenvolvidos pelo presente autor. O primeiro
¢ a analise do setor auto dual do modelo de Skyrme BPS, o qual introduz seis campos
escalares reais nao propagantes ao modelo de Skyrme padrao, contidos nas componentes
de uma matriz simétrica, positiva e invertivel h. Demonstrar-se-a4 que o setor estatico
de tal teoria é equivalente ao setor auto dual, e que tais campos adicionais podem ser
determinados algebricamente em termos dos campos de Skyrme SU(2) usuais, os quais
permanecem totalmente livres.® Resulta que hd um nimero infinito de solucdes exatas
auto duais para cada valor da carga de Skyrme. O segundo topico trata da extensao do
modelo de Skyrme BPS, a qual serd chamada de modelo de Skyrme Falso Vacuo, através
da introducao de termos dependentes de uma fragdo de poténcia 1) da densidade baridnica,
bem como a adi¢do de um termo topoldgico que reproduz a interagdo Coulombiana. Pode-
se demonstrar que os campos h permanecem determinados em termos dos campos de
Skyrme, os quais por sua vez sao determinados através de uma tnica equacao diferencial
para 1, a qual recai no problema do falso vacuo de S. Coleman.?!'! Tal modelo reproduz
robustamente algumas propriedades da matéria nuclear, prevendo acuradamente os valores
da energia de ligacdo e do raio RMS para um amplo niimero de ntcleons. O terceiro topico
aborda a extensao do modelo de Skyrme BPS através da introducao de termos cinéticos
e potenciais para os campos h, além do termo de massa usual dos pions. Através de um
ansatz que preserva parcialmente as equacoes de autodualidade do modelo de Skyrme
BPS, se reduzirda as nove equagoes de Euler-Lagrange associdas aos campos da teoria
estendida a trés equacoes radiais acopladas. Estas serao resolvidas numericamente para a

carga topologica unitaria levando a solucgoes estaveis segundo o argumento de escala de

Derrick.?

Palavras-chave: Autodualidade. Modelo de Skyrme. Modelo de Skyrme BPS. Solitions.

Nao linearidade.






ABSTRACT

LIVRAMENTO, L. R. Analysis of the Skyrme BPS model, it is extensions and
application to nuclear physics. 2021. 142p. Tese (Doutorado em Ciéncias) - Instituto
de Fisica de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2021.

We study in this project the BPS Skyrme model,} which is a modification of the standard
Skyrme model®® that introduces a self-dual sector for the theory, based on ideas of
self-duality.” The focus will be on the three topics developed by the present author. The
first is the self-dual sector analysis of the BPS Skyrme model, which introduces six non-
propagating real scalar fields to the standard Skyrme model, contained in the components
of a symmetric, positive, and invertible h matrix. It will be shown that the static sector
of such a theory is equivalent to the self-dual sector, and the additional fields can be
determined algebraically in terms of the usual SU(2)-Skyrme fields, which remains totally
free.® It turns out that there is an infinite number of self-dual exact solutions for each
value of the Skyrme charge. The second topic addresses the extension of the BPS Skyrme
model, which will be called the False Vacuum Skyrme model, through the introduction of
terms dependent on a fractional power 1 of the barionic density, and the addition of a
topological term that reproduces the Coulombian interaction. It can be shown that the
h-fields remains determined in terms of the Skyrme fields, which in turn is determined by
a single differential equation for the -field, which corresponds to the S. Coleman’s false
vacuum problem.? ' Such a model robustly reproduces some properties of nuclear matter,
accurately predicting binding energy and RMS radius values for a large number of nucleons.
The third topic addresses the extension of the BPS Skyrme model by introducing kinetic
and potential terms for the h fields, in addition to the usual pion mass term. Through an
ansatz that partially preserves the self-duality equations of the BPS Skyrme model, the
nine static Euler-Lagrange equations associated with the fields of the extended theory are
reduced to three coupled radial equations. These will be solved numerically for the unitary

topological charge leading to stable solutions according to the Derrick scaling argument.!?

Keywords: Self-duality. Skyrme model. BPS Skyrme model. Solitions. Nonlinearity.
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1 INTRODUCAO

A cromodindmica quantica (QCD) é uma teoria de Yang Mills ndo abeliana com
simetria SU(3) que desempenha um papel fundamental na descri¢ao da interagao entre
quarks e glions.'? 15 Os quarks sao as particulas que formam os hadrons, como os niicleons
(prétons e néutros) de spin 1/2 e tripleto de pions (7, 7, 77) de spin 0, os quais
possuem as respectivas cargas elétricas (0,41, —1) e massas de 134,977MeV/c? para 7°
e 139,570MeV/c* para ambos 1 e m7.16 O tripleto de pions sdo as particulas virtuais
mesoOnicas que intermediam a forga residual forte, sendo reponsaveis por contrabalancear
a repulsao eletromagnética dentro do ntucleo e o manter coeso. Uma caracteristica bem
conhecida da QCD é que a constante de acoplamento forte decresce com a energia, fazendo
com que as particulas sejam fracamente acopladas no regime de altas energias, o que é
conhecido como liberdade assintética.!” ¥ Por outro lado, no regime de baixas energias
o acoplamento é forte levando ao confinamento de quarks e glions.?°2?? O tratamento
perturbativo da QCD pode levar a excelentes resultados a altas energias, da ordem de
10 GeV ou superior, devido a liberdade assintética. Contudo, este se torna problematico
conforme a constante de acoplamento forte cresce se tornando praticamente infrutifero

para baixas energias de cerca de 250 MeV ou inferior.?

No regime de baixas energias ha algumas abordagens notaveis para se tratar a
QCD, sendo talvez a QC'D na rede, a qual necessita de poderosos métodos numéricos e
computacio de alta performace, uma das técnicas ndo pertubativas mais fundamentais.?%24
Apesar do ntimero de cores do modelo padrao ser N = 3, um tratamento que pode levar a
resultados interessantes, ao menos qualitativamente, e que pode ser construido para a QCD
com grupo de simetria SU(N), é a expansdo para valores de NV grandes (ou expansao 1/N).
Este é baseado na expansido em poténcias do pardmetro 1/N, considerado pequeno.? 27
Contudo, a abordagem mais importante para este trabalho é a construcdo de teorias
efetivas, as quais podem tentar capturar fenomenologicamente algumas caracteristicas da

fisica nuclear ou em certos casos podem ser construidas a partir de certos limites da QCD.

Alguns importantes exemplos de teorias efetivas a baixas energias sao o modelo

“high-low momentum decoupling”,?® os modelos tipo "ab-initio" como o modelo "no core

shell",? truncamentos destes®® e o modelo de Skyrme-Faddeev?! para a teoria de Yang-
Mills SU(2) pura, cujas solugdes de tipo sélitos podem vir a descrever os glueballs. Por

outro lado, ja foi demonstrado que para o limite de grandes valores de N a QCD pode

6,22,25,32

ser equivalente a uma teoria de mésons. Tal resultado talvez possa fundamentar

as tentativas de se construir modelos efetivos para os mésons para descrever a QCD no

regime de acoplamento forte, como os modelos baseados na teoria de perturbacao quiral

33-35 2-6

proposta por S. Weinberg. Outro importante exemplo é o modelo de Skyrme,”® uma
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teoria efetiva para tripleto de pions em 3 + 1 dimensoes do espago-tempo de Minkowski
definida em termos do assim chamado campo de Skyrme U, o qual pertence ao grupo
SU(2), através da agao
a [ mo a pa 1 a rrauv

SSkyrme:/dx[QR#R#_ZLGEJH!WH’N], (1.1)
onde a constante de acoplamento mg tem dimensdao de massa e ey é adimensional em
unidades naturais. Em adicao, R} = i Tr ((‘%U Ut Ta) e Hj, = €ape Rz R}, com os geradores
da algebra de Lie T, com a = 1, 2, 3, satisfazendo [T, Ty] = i €4 e € 0 trago normalizado
sendo definido através de Tr (T Ty,) = Ogp-

O modelo (1.1) possui simetria quiral (SU(2) x SU(2)) /Zy = SO(4), sobre a
transformacao global U — O,UQO,, para todo elemento O; e Oy pertencente ao grupo
SU(2) = S3. Para que a sua energia associada a agao (1.1) seja finita o campo de Skyrme
deve ir ao mesmo valor constante em todo o infinito espacial, permitindo a identificagao
do infinito espacial com um ponto {cc} que é mapeado em um tnico ponto do espago
alvo de U. Logo, pode-se compactificar o espaco tridimensional R? do dominio do campo
de Skyrme em uma 3-esfera (5% = R3 U {oo}). Segue-se que em cada instante de tempo
o campo de Skyrme atua como um mapa entre 3-esferas, ao qual tem associado uma
quantidade invariante homotdpica, i.e. invariante por transformacoes suaves nos campos
que ndo alterem as condicoes de borda, chamada de carga de Skyrme.* Esta quantidade
corresponde ao “winding number” do mapeamento U, i.e. o nimero (inteiro) de vezes que
o mapeamento U cobre seu espaco alvo S? quando se varre uma vez seu dominio S3, e

pode ser escrita na representacdo integral como®

7 —~
T /d% en T (R R, Ry) . (1.2)

Q=

Portanto, as solugdes de menor energia estatica de (1.1) para cada valor de @), chamadas
de @)-Skyrmions, ndo podem evoluir com energia finita para configuragdes de campo que
nao preservem o valor de (). A carga de Skyrme é a propriedade mais fundamental dos
Skyrmions e esta é interpretada como sendo o nimero de niicleons. Em adigao, a densidade

de carga topdlogica ¢ intrepretada como a densidade baridnica.

O modelo de Skyrme padrao nao faz distingao entre protons e néutrons, o que
encontra justificativa no fato das massas de tais particulas diferirem apenas em cerca de
0,1%. Consequentemente, sua energia de ligacao é dada por (| Q | E(] Q |=1) — E(Q)),
onde E(] Q |=1) e E(Q) correspondem respectivamente as energias estaticas associadas
a acao (1.1) do 1-Skyrmion e -Skyrmion. Em adi¢ao, note que a energia de um tnico
nicleon E(Q = 1) deveria corresponder com o valor experimental da energia do niicleo do
'H (massa do préton em unidades naturais), e | Q | F(Q = 1) deveria corresponder com o
somatorio das massas individuais do niicleons. Por outro lado, os pions tém massas de cerca

de um sétimo da massa do proton e pode ser relevante se adicionar um termo de massa
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para tais particulas a acdo do modelo, o que pode ser realizado pela introducao do termo

de massa usual dos pions cuja densidade de Lagrangiana é proporcional a Tr (U — 1).4

Algumas propriedades experimentais bem conhecidas dos niicleos pesados sao: a
imcompressibilidade aproximada da matéria; a simetria radial da densidade de matéria
(pM ), a qual permanece aproximadamente constante desde o centro de massa do ntcleo
até uma certa distancia a partir da qual o decaimento é exponencial; o crescimento da
raiz do valor quadrético médio do raio (raio RMS) com aproximadamente um tergo do
nimero de nicleons.?® Uma discrepancia entre o modelo de Skyrme padrao e os dados
experimentais é justamente o fato de que somente o 1-Skyrmion tem simetria radial,
enquanto as isosuperficies de carga barionica dos @-Skyrmions com | ) |> 2 tém buracos
onde a densidade barionica se anula. No entanto, talvez a divergéncia mais critica entre o
modelo Skyrme padrao e os dados experimentais seja a superestimacao, em cerca de uma
ordem de magnitude, da energia de ligagao para um amplo espectro de niicleos, onde os
valores tedricos e experimentais correspondem respectivamente a cerca de 10% e 1% da

massa nuclear.

Os Skyrmions sao solitons topolégicos, os quais por sua vez sao solucoes de equagoes
diferenciais nao lineares que possuem energia finita e se comportam como particulas, com o
numero de ‘particulas’ sendo dado por alguma quantidade topoldgica, tal como a carga de
Skyrme (1.2).% Tais solugdes sao estaveis ja que deformagdes de suas condigoes de borda,
onde os campos devem tomar seus valores de vacuo para que a energia seja finita, custam
uma quantidade infinita de energia.” Uma vez que o ntimero de ‘particulas’ deve ser fixo
em virtude da conservacao da carga topologica, decorre que os sélitons topoldgicos nao

podem simplesmentente decair em particulas elementares sem estrutura topologica.

Um relagao conveniente para se procurar por solucoes do tipo séliton topolégico
é a cota de Bogomolny (cota BPS), a qual pode estabelecer um valor minimo para a
energia de solugoes do tipo séliton em termos de alguma quantidade homotopica, a qual
classifica tais solucoes.” Para muitas teorias as configuracoes estaticas de campo que
saturam a cota BPS sao as solugoes das equacoes diferenciais de primeira ordem de
Bogomol'nyi—Prasad—Sommerfield (equag¢oes BPS), também conhecidas como equagoes
de autodualidade, as quais implicam nas equagoes de segunda ordem de Euler-Lagrange.
A necessidade de uma integracdo a menos é consequéncia da invaridncia homotdpica da
quantidade topoldgica que caracteriza o séliton topoldgico, e nao de cargas conservadas
dinamicamente, como as construidas a partir de simetrias continuas internas do sistema via
teorema de Noether. A saturacao da cota BPS pelas solugoes das equacgoes de autodualidade,
chamadas de solugoes auto duais, facilita em muito a tarefa de se encontrar solugoes de
minimo global de energia estatica dentro de um setor topolégico, i.e. para condigcoes de

borda fixas, sejam elas exatas ou nimericas.

Para o modelo de Skyrme tradicional (1.1) a cota de Faddeeb-Bogomolny implica
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que as solugdes topoldgicas de carga de Skyrme () e energia estatica E devem satisfazer
E > 487 . | Q |.* Contudo, os Skyrmions nio saturam a cota inferior desta desigualdade
para nenhum valor de () (ndo nulo), i.e. a cota BPS néo é atingivel para nenhum valor de
Q.%37 Neste caso, diz-se que a teoria nao possui setor BPS, o qual por sua vez é formado
pelo conjunto de todas as configuragdes de campo estaticas que saturem a cota BPS com
Q # 0.5737 Caso o modelo de Skyrme possuisse solucdes que saturassem a cota BPS
para todo valor de @), entdo sua energia estatica seria diretamente proporcional & | @ | e

portanto sua energia de ligagao seria nula para qualquer ntcleo.

Uma possibilidade intessante para derrubar drasticamente os valores preditos da
energia de ligacao, em relagdo ao modelo de Skyrme tradicional, seria usar o fato de que
seus valores experimentais sao cerca de duas ordens de magnititude inferiores a massa do
nicleo como um insight para se propor uma modificacdo do modelo de Skyrme. Como
se almeja obter solugoes estaticas, considere que tal modelo seja definido em termos do
funcional energia estatica F, o qual seja a soma de dois termos E; e Ey que tenham escalas
de energia distintas. A primeira parte F; seria o termo dominante e corresponderia a uma
modificagdo da versao estatica modelo de Skyrme tal que sua cota BPS seja atingivel para
todo valor de Q. A segunda parte E5 seria um termo perturbativo escolhido de tal modo
que a energia estética total F(Q) dos sélitons topologicos de menor energia desta teoria,
para cada valor de @, difira pouco da massa total dos niicleons (F(1) | @ |). Neste caso, o
termo Fs quebra perturbativamente a proporcionalidade entre a energia estatica e a carga

barionica e entao a energia de ligacao pode ser pequena em relagao a massa do nicleo.

Ha um vasto niimero de modificagbes do modelo de Skyrme padrao as quais tornam
a cota BPS da teoria atingivel, ao menos para | ) |= 1. Por conveniéncia, ird se dividi-las
nas quatro seguintes classes: (i) modelos com niimero finito de campos cuja cota BPS seja
atingivel para cada valor de @; (ii) modelos cuja cota BPS seja atingivel somente para
| Q |= 1; (iii) extensoes que tornam a cota BPS atingivel, hipoteticamente, através da
adigdo de um nimero infinito de campos; (iv) modelos que sejam extensoes das teorias da
classe (i) através da adigdo de uma segunda agao ou de termos a sua energia estatica que

nao alterem as equacoes de Euler-Lagrange.

Um exemplo de modelo da classe (i) acima pode ser construido pela substituigao
radical de toda densidade de Lagrangiana do modelo de Skyrme padrao por um termo de
sexta ordem nas derivadas do campo U, o qual é diretamente proporcional ao quadrado da
densidade de carga topoldgica, e um termo potencial.*® Tal teoria é chamada de modelo
de Skyrme BPS, mas sera denotada como modelo de Skyrme BPS* para evitar confusao

1.8 a qual é fundamental para este trabalho e também

com a teoria proposta por Ferreira,
é um exemplo da classe (i). O modelo de Skyrme BPS"® proposto por Ferreira, ou modelo

de Skyrme auto dual, ¢ construido utilizando-se ideias de autodualidade” e é definido pela
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acao

ab

ma 1 _
Spps = / d*x [;habRZRb’“ - 4—6%h YHe HY (1.3)

onde se introduziu a teoria (1.1) seis campos escalares adimensionais correspondentes
entradas da matriz 3 x 3 real, simétrica, invertivel e postiva h. A adicdo dos campos
h torna a teoria (1.3) invariante conforme em trés dimensdes espaciais dentro do setor
BPS, além de introduzir uma cota BPS atingivel para cada valor de @), tal como sera
demonstrado explicitamente nesta tese através da construcoes de solugoes auto duais
exatas.® Os campos h nao sdo propagantes, pois nao ha termo cinético para os campos
h em (1.3), e para o caso particular h = o 1, com « > 0 constante, tal modelo se torna
equivalente ao modelo de Skyrme padrao (1.1). O papel fisico dos campos h, os quais
introduzem em particular a invariancia de escala ao modelo, se assemelha a dos campos
dos dilatons que sao adicionados ao modelo de Skyrme padrao para o fazer invariante de

escala de modo a este se tornar compativel com a anomalia de traco da QCD.3%4!

Alguns exemplos da classe (ii) definida acima podem ser construidos através
da introducdo de termo de massa para os pions de quarta ordem nos campos U*? ou

43-46

quadratico ao modelo de Skyrme padrao (1.1). Outro exemplo é o modelo de Skyrme

23,47 o qual é um caso particular do modelo de Skyrme BPS (1.3), com a matriz

Dielétrico,
h = f1, com f sendo um tnico campo escalar real. Um representante da classe (iii) é o
modelo de Sutcliffe que reduz a teoria de Yang-Mills (4 + 1) dimensional & uma teoria
de Skyrme (3 + 1) dimensional acoplada com uma torre infinita de vetores mesonicos.*
Truncando esta torre infinita, se reduz o modelo a uma teoria de pions acoplada com

mésons com energia de ligacao significativamente inferior a do modelo de Skyrme padrio.*’

Um representante da classe (iv) é uma extensdo do modelo de Skyrme BPS*
mencionado acima.?® Esta teoria estendida serve como uma realizacdo de teoria de campo
para o modelo da gota liquida, a partir da qual se obtém resultados razoavelmente acurados
para a energia de ligacdo para nicleos pesados.’® O aspecto da incompressibilidade da
matéria é reproduzido qualitativamente, no sentido em que deformacoes das solugoes de
campo de menor energia do modelo, para cada valor de (), que preservem localmente
o volume sdo energeticamente favoraveis as que nao o preservem.’® Outro exemplo da
classe (iv), com aspectos similares a extensao do modelo de Skyrme BPS*, é o modelo
de Skyrme Falso Vacuo, o qual estende a versao estatica modelo de Skyrme BPS (1.3),
através da adicao um funcional dos campos de Skyrme e suas derivadas, o qual sera
construido abaixo. Tal modelo reproduz acuradamente algumas propriedades do ntucleo
como o raio RMS e a energia de ligagdo para um amplo niimero de nucleos, em especial
aqueles com o nimero barionico A > 12. Em adigao, também reproduz qualitativamente
o comportamento esperado da energia de ligacao para nicleos leves (A < 12) onde esta
cresce rapidamente com A e é nula para A = 1. Um ultimo exemplo desta categoria é a

extensao do modelo de Skyrme BPS (1.1) através da adi¢do de um termo de massa para os
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pions e termos cinéticos e potenciais para os campos h, tal como sera construido abaixo.

Esta tese tem a finalidade de abordar trés topicos desenvolvidos, em colaboracéo,
por seu autor. O primeiro topico é a analise do setor estatico modelo de Skyrme BPS
(1.3).8 E possivel se demonstrar que a versdo estatica das equacoes de Euler-Lagrange
associadas aos seis campos h implicam nas nove equagoes de autodualidade, as quais
por sua vez implicam, devido a autodualidade, nas nove e equacoes de Euler-Lagrange
associadas aos campos h e U. Seguem-se entao dois resultados fundamentais, sendo o
primeiro o fato que o setor estatico e o setor auto dual desta teoria sao equivalentes, e
portanto todas as solugoes estéaticas sao também auto duais. O segundo é que ha somente
seis equagoes independentes e pode-se usa-las para determinar algebricamentente toda
matriz h em termos dos trés campos que compoem U e suas primeiras derivadas, os quais

permanecem totalmente livres, através da relagao

vdet T -

|mo€0\

h=mZel (det h) 7 com Tap = RERY. (1.4)

Portanto, os campos h atuam como espectadores dos campos U, e entao qualquer mapea-
mento U entre 3-esferas junto aos campos h determinados através de (1.4) correspondem a
uma solucao auto dual do modelo (1.3). Resulta que o modelo possui um ndimero infinito
de solucoes exatas para cada valor de (), chamadas de Skyrmions BPS, as quais nao tém

tamanho fixo devido & invaridncia de escala do modelo.

A segunda parte desta tese aborda a construcao do modelo de Skyrme Falso Vacuo,
mencioando acima, definido como a soma de dois funcionais £ = F; 4+ E5, com a primeira
parte £ correspondendo com a energia estética associada ao modelo de Skyrme BPS (1.3)

dada por

E, = /d3 [h R“Rb+4—0hab H“Hbl. (1.5)

A segunda parte E5 corresponde a

Ba— [ [’; <ai¢>2+v<w>]+c2g, com Q= [F2GO) ¥, (16)

onde a constante de acoplamento iy tem dimensao de massa em unidades naturais. Em
adigdo, Q¢ é um termo topolédgico e o campo adimensional ¥ é uma fra¢do 1/s de poténcia

da densidade da carga topolégica Q, associada ao funcional (1.2), i.e

47r

ws = ——F Q = — Eijk Tl" (R R Rk> (17)

12 /\3
com \ = +my e, sign (AQ) = —1 e s > 2 sendo um parametro positivo. O termo potencial
¢ escolhido como V () = B24? + 329", com k > s e as constantes de acoplamento (3, e
B tém dimensao de massa quadrada em unidades naturais. O termo topologico )¢ nao
contribui para as equagoes de Euler-Lagrange e a funcao G (U) é escolhida de tal forma

que Q¢ o< Q2. Tal termo reproduz aproximadamente & interacdo Coulombiana a qual tem
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forte impacto para que a energia de ligacao por nicleon decresga para nicleos pesados,

como pode ser visto claramente no modelo da gota liquida.®®

O modelo de Skyrme Falso Vacuo preserva as equagoes estaticas de Euler-Lagrange
associadas aos seis campos h do modelo de Skyrme BPS (1.3). Portanto, estes continuam
atuando como espectadores dos campos U, i.e. h continua sendo determinada através
da expresao exata (1.4). Segue-se que a densidade de energia estatica & do termo Ej,
dado por (1.5), é dada por & = 4872 20 | Q |. Entdo, toda densidade de energia do
modelo de Skyrme Falso Vacuo é determinada em termos da densidade barionica, a menos
do termo topoldgico, a qual poderia ser interpretada como uma densidade de um fluido.
Devido a (1.4), somente o termo nao topoldgico de FE, contribui para as equagoes de
Euler-Lagrange para os campos U, as quais por sua vez determinam os campos de Skyrme

e Q, determinando a dinamica de tal fluido.

Um fato notavel é que as trés equacoes estaticas de Euler-Lagrange do modelo de
Skyrme Falso Vacuo associadas aos campos U se reduzem a uma tnica equagao diferencial
de segunda ordem para o campo v, a qual é compativel com o problema do falso vacuo
de S. Coleman.” ' Decorre que as solucdes de menor energia, para cada valor de Q,
sao justamente as solugoes de campo v, ou equivalentemente de densidade barionica,
com simetria radial, assim como se espera de uma aplicacao para a fisica nuclear para
ntucleos pesados. Uma caracteristica fundamental de tal modelo é que este pode reproduzir
robustamente o comportamento esperado do raio RMS e da energia de ligacao em relacao
aos dados experimentais, sem depender muito da forma do potencial V' (¢). Segue-se que
a forma do potencial, o termo G(U) e os pardametros da teoria podem ser usados para se

obter um ajuste mais fino do raio RMS e da energia de ligacao com os dados experimentais.

A terceira parte desta tese corresponde na extensao do modelo de Skyrme BPS
(1.3) através da adigdo de uma agao Sy, i.e. no modelo definido pela agao S dada por

Bt

2%W—§VW—@HM—WAM)

2
S = Spps + 52, S5 = /d4l’ [’20 Tr (8Mh)2 — 5

onde a agao Spps ¢ dada em (1.3), a constante de acolamento py tem dimensao de massa
e B4, com a =1, 2, 3, tem dimensao de massa quadrada em unidades naturais. Em adicao,
o potencial V' é um funcional dos trés autovalores ,’s da matriz h, coma =1, 2, 3, ¢ é
simétrico por troca entre quaisqueir dois autovalores. Apesar da adi¢ao da acao Sy poder
tirar as configuragoes de campo h da configuragdo BPS dada por (1.4), além de determinar
os campos U, pode-se usar as solugoes auto duais (1.4) como um insight para se construir

um ansatz para tal teoria.

A matriz simétria e real h sempre pode ser diagonalizada por uma matriz 3 x 3
ortogonal M, i.e. pode-se escrever h = M hp MT, onde hp = diag. (1, p2, 3) é a matriz
diagonal composta pelos autovalores de h. Portanto, os seis campos escalares de A podem

ser escritos em termos dos trés campos independentes que compoe a matriz M e os trés
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autovalores ¢,’s que compoe hp. Baseando-se nas equagoes de autodualidade pode-se
construir um ansatz para a teoria (1.8) composto de trés partes. A primeira parte é o

ansatz para os campos SU(2) dado por

U = W O Ty W= ( sin (g) i (01a) (og (g) ) (1.9)
’ et (#ta) cog (g) sin (g) ’

onde (r, 6, ¢), sdo as coordenadas esféricas usuais, a é uma constante real e f(r) é uma
funcao perfil cujas condigoes de borda fixam a carga de Skyrme (1.2). A segunda parte
corresponde ao ansatz para os campos M que preserva trés das seis equagoes auto duais
(1.4),i.e. M = N, onde N é a matriz que diagonaliza a matriz real e simétrica T definida
em (1.4). Portanto, M fica inteiramente determinada em termos dos campos U e suas
primeiras derivadas. Usando o ansatz (1.9) nas configuragoes auto duais (1.4) segue-se
que todos os autovalores de h se tornam radiais e ¢ = 9, além de todos os campos ¢,’s
ficarem determinados em termos da fungao perfil f(r). Tal estrutura sugere a terceira
parte do ansatz, agora para os autovalores de h, dada por ¢1 = @9 = ¢1(r) e p3 = @3(r).
O ansatz composto destas trés partes reduz as nove equagoes de Euler-Lagrange associadas
aos campos h e U a trés equagoes radiais acopladas para os campos ¢1(r), @s3(r) e f(r).
Para a carga de Skyrme ) = 1 e V = 0 é possivel se obter solugoes destas equagoes,
através do método do gradiente descendente, que sejam estaveis sob o argumento de
escala de Derrick e extremizem a energia estética associada a teoria (1.8) dentro do ansatz

mencionado acima.

Este trabalhado é organizado do seguinte modo. O capituo 2 aborda a revisao de
temas relevantes para o trabalho, sendo eles: a autodualidade; modelo de Skyrme; Modelo
de Skyrme BPS. O capitulo 3 aborda a analise do modelo de Skyrme BPS e a construcao
explicita dos Skyrmions BPS através dos ansatzé holomoérfico e toroidal para os campos
U, sendo o ansatz toroidal construido a partir da simetria conforme em R3 do modelo. O
capitulo 4 aborda a construcao do modelo de Skyrme Falso Véacuo e sua aplicacao para a
fisica nuclear. No capitulo 5 se aborda a construcao da extensao do modelo de Skyrme
BPS dada por (1.8). Também sera construido um ansatz baseado na autodualidade e
se resolvera as equacoes de Euler-Lagrange remanescentes, dentro do ansatz, obtendo-se

solugoes numéricas com () = 1 que sejam estaveis sob o argumento de escala de Derrick.
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2 REVISAO CONCEITUAL

2.1 Autodualidade

Considere uma teoria de campo descrita por N campos ¢,, com a =1,..., N, os
quais podem vir a ser campos escalares, vetoriais, espinoriais, etc. a qual tenha associada

uma carga topoldgica escrita na representagao integral como
Q= /ddx Aafla, (2.1)

onde as quantidades A, = A, (¢4, Oupr) € A, = A, (Pa, Oupp) sado fungoes definidas
inteiramente em termos dos campos e suas primeiras derivadas espaciais, mas nao de
derivadas de mais alta ordem. Em adigdo, a integracdo em (2.1) se dé sobre uma variedade
de dimenséo espacial d e em seu integrando A, A, hd uma contracio impicita no indice o
cujo significado depende da teoria considerada. A carga topologica () é homotopicamente

invariante,” i.e. a variacdo de @ por transformacdes suaves nos campos é dada por
0Q =0 (2.2)

sem que se use as equagoes de movimento. Por outro lado, a variacao infinitesimal da

carga topologica (2.1) em relagdo aos campos @, leva a

- 0A Y| 5A 5A
=0 = de [ A 22 A e A e A e
Q=0 /d a:( S 0pa + adﬁﬂwa(sa“wa + 5o, 0pa + adaﬂ@f@g%)
- 0A Y| 5A 5A
= dp | A, —2 — Ay——2 Ay— — Ag—— 2.3
/daz[ S0 8u< a56u¢a>+ 5o, 0u< a(saﬂ%ﬂ 0t (2.3)

- A 5A
'z 0, || Ae—"+ Aa—— | Spa| -
+/ oo K 00 Pa i 58#‘:%) 7 ]
Impondo que a variagao dos campos seja nula nas bordas se segue que o termo de

superficie de (2.3), i.e. a tltima linha da equagao, se anula. Portanto, usando (2.2) e (2.3)

a invariancia homotoépica de () implica

A A _ A _ A
5@:0;»@-(A 5°‘>—Aa5"+aj<A 6")—,450‘—0. (2.4)

“60;p4 0pq “00;jpa “0pa
Se a energia estacionaria do modelo considerado for definida por
. 1 n 2 12\ 1 m 7 \2
E—i/dI<Aa+Aa>—§/dm(Aa:FAa) Q> +Q (2.5)

ou equivalentemente por uma acao estacionaria S = —F, entao as equagoes de Euler-

Lagrange que extremizam o funcional (2.5) sao dadas por

0A 0A - A - 0A
05=0=0,[Ay— | —A,—2 40, |A,— ] —A,—2 =0. 2.6
- ! ( 68]'90(1) 590a i ! ( 58]'90(1) 690a ( )
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Segue-se que as equagoes de auto-dualidade definidas por
A, = £A, (2.7)

juntamente com a identidade (2.4) provinda da invaridncia da carga topolégica, implicam
nas equagoes de Euler-Lagrange (2.6) e saturam a quota dada em (2.5). Isto é, as solugoes
das equagoes de autodualidade (2.7) sdo as solugoes das equagoes de movimento (2.6) que
correspondem ao minimo global de energia ' = |@|. Diz-se que um modelo tem um setor
auto dual se ele tem associado uma carga topoldgica (2.1) e sua energia estética pode
ser escrita como (2.5) e, por consequéncia, se pode procurar por solugoes estaticas do
modelo através das equagoes de auto dualidade (2.7). Note que como a carga topolégica
é homotopicamente invariante por construgao, entao a equagao (2.4) é uma identidade
matematica. Portanto, ja que as equacoes fisicas sdo comumente derivadas do principio da
agao estaciondria e sdo justamente as equagoes de autodualidade (2.7) que sao responséveis

por extremizar a energia estatica (2.5), pode-se dizer que A, = A, sdo equagoes fisicas.

Um exemplo de teoria auto-dual é o modelo de Yang-Mills Euclideano em quatro

dimensoes espaciais definido pela acao
1 4 1 4 .
Sy =1 [ AT (FuFu) = 5 [da [T (FuF) + T (FuFu)],  28)

onde F w = 25#,,ng P7 ¢ o dual do campo tensorial F),,. Neste caso, a carga topologica ¢é

dada pelo ntumero de Pontryagin

QYM = /d4l’ Tr (F,u,uF;w) . (29)

Comparando (2.8) e (2.9) respectivamente com (2.5) e (2.1) pode-se identificar A,
e A, = F w = 28WPGF . Portanto, as equacoes de autodualidade A, = A, sdo satlsfeltas

por construgao.

2.2 0O modelo de Skyrme

O modelo de Skyrme é uma teoria 3+1 dimensional nao linear para a teoria de

pions, definido em termos do campo de Skyrme U (¢, ) € SU(2) pela Lagrangiana

L= /d3 l STy (RRY) + ——Tv ([Ry, B[R, BY)) | (2.10)

322

onde F e e sdo constantes de acoplamento e R, =i9,U U'. Por defini¢gio, R, pertence a

algebra su(2) e em sua forma explicita a matrix hermitiana
Ult,x)=c+1imw-T (2.11)

depende do tripleto formado pelos trés pions 7w = (71, 79, m3) € de um campo o adicional

determinado pelos campos dos pions através da restricao o? + -7 = 1.
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O modelo (2.10) tem simetria quiral (SU(2) x SU(2)) /Zs = SO(4), sobre a trans-
formagao global U — O,UQ,, para todo elemento O; e Oy pertencente ao grupo SU(2).
Contudo, se impusermos a condi¢ao borda U(oo) = 1, esta simetria é quebrada esponta-

neamente para uma simetria de isospin SO(3) = SU(2) dada por
U — OUOY, VO € SU(2). (2.12)

Esta condi¢ao de borda também determina o sinal e a magnitude de o e impoe as condigoes
de borda o(00) =1 e m(o0) = 0.

Substituindo a forma explicita de U(t, ) dada por (2.11), onde os campos SU(2)
sao escritos em termos dos campos dos pions, na Lagrangiana (2.10) obtém-se que os
pions do modelo de Skyrme padrao nao tem massa, ou seja, sao bdsons de Goldstone que
quebram espontaneamente a simetria quiral do modelo. Em ordem de obter uma teoria de

pions massivos se poderia introduzir um termo potencial
m2
Lassa = f/dgl’ Tr (U - HQ) (213)

no modelo de Skyrme padrao (2.10). Todavia, os valores experimentais das massa de
tais particulas sao muito pequenos em comparagdo com a massa dos nucleons (myo ~
0, 14% myprston, Mz ~ 0, 15% Myroton). Em adigdo, o termo de massa nao é necessario para
se obter solucoes topoldgicas estaveis e portanto se desconsiderard (2.13) no tratamento a

seguir.

A partir do reescalonamento das coordenadas espaciais r — % x, pode-se absorver
as constantes de acoplamento de (2.10) nas unidades de comprimento e energia dadas
respectivamente por 2/ (e Fy) e 1272 F;/ (4¢). Nestas unidades, onde o fator 127 foi

escolhido por conveniéncia, a Lagrangiana (2.10) torna-se

I —

121712 /dg""” BTY (R.R") + 116Tr ([R,, RJ)[R", R"]) (2.14)

e as equagoes de Euler-Lagrange associadas com (2.14) sdo reduzidas a

0, <R” + i (R".[R,, R“]]) 0. (2.15)

~ 1
A partir de (2.15) se pode construir a quadricorrente R* := RM + 1 [R”,[R,, R*]] que

satisfaz automaticamente a equagao da continuidade (9“]?“ =0.

J4 que o campo de Skyrme deve ser constante no infinito espacial para que a
energia de 2.14 seja finita, pode-se identificar o infinito espacial como sendo um ponto
{0}, com U (00) = const., e entdo compactificar o espago tridimensional R* do domino
do campo de Skyrme em uma 3-esfera (5% = R3 U {co}). Segue-se que os campos de
Skyrme a tempo fixo Ul(tgye, ) : S® — S3 se tornam um mapas entre 3-esferas e o

grupo de homotopia associado a tais mapas é dado por m3(S5?%) = Z. Portanto, em cada
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instante, cada familia de configuragoes de campo U (tgx0, ) homotopicamente equivalentes
podem ser classificadas por um ntmero inteiro () chamado de grau topolégico ou “winding
number”. Quando tal sistema evoluir no tempo com energia finita seus campos devem
ser deformados continuamente. Contudo, como as transformagoes continuas nos campos
nao mudam o grau topoldgico, entao () é uma quantidade conservada no tempo devido
a invariancia homotépica, o que justifica ser também chamada de carga topolégica. No
modelo de Skyrme a carga topoldgica () representa o ntimero de niicleons* e pode ser
escrita na representacao integral como
i
48 12 K

Q= / dr e Tr (RiR; Ry, (2.16)

onde o fator k foi introduzido na expressao da carga topologica para estendé-la para
outras representagoes do grupo SU(2).% O valor de x depende da representagao da algebra,
sendo k = 1/2 para a representagao espinorial e k = 2 para a representagao tripleto. Em
adicdo, note que usando 9;U UT = —U §;UT, a propriedade ciclica do traco e (2.16), entdo
se o mapa U tem carga topoldgica @, segue-se que o mapeamento inverso UT tem carga,

topoldgica —@Q).
A energia estatica associada ao modelo (2.14) é dada por £ = Ey+ Ey = —L onde

1 1
24 72 192 72

B, = /de Tr (RR), Ei=-— /d% Tr ([Ri, R} [Ri, R))).  (2.17)

Uma importante propriedade das configuragoes de campo com carga topolégica (2.16) é a

existéncia de um limite inferior para sua energia total dado por
B> Q] (2.18)

o qual é chamado de cota inferior de Faddeev-Bogomolny.* Em adicdo, sobre o reescalona-
mento ¥ — A x a energia estdtica torna-se E (\) = X\ Ey + A\ E; e expandindo E(\) em

série de Taylor em torno de A = 1 obtém-se
E(\) =Ey+ Es+ (B2~ E)(A = 1)+ Ex(A— 1>+ O (A = 1)*) . (2.19)

Como E"(1) = E4 > 0, o ponto critico Fs = FE4 é um minimo local e portanto o modelo
(2.14) admite solugoes estéticas estéveis, desde que satisfacam a igualdade entre os termos
quadratico e quartico nas derivadas espaciais da energia, de acordo com o argumento de
Derrick. A partir do mesmo argumento também fica claro que o modelo sigma, definido
como o termo quadratico nas derivadas espaciais do modelo de Skyrme padrao, nao suporta

solugoes topoldgicas estaveis.

As solugbes das equacgoes de Euler-Lagrange (2.15) que extremizam a Lagrangiana

(2.14) sdo as mesmas que extremizam a energia estatica £ = — L. Portanto, se tal extremo

*

Note que esse modelo néo faz distin¢do entre prétons e néutrons, pois desconsidera o campo eletromag-
nético e as massas de um préton e de um néutron diferem em apenas (Mupeutron — Mproton)/ Mproton ~
0,1%.
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corresponder a um minimo da energia estatica, entao pode-se buscar as solu¢oes da versao
estatica de (2.15) achando-se numericamente as configuragoes de de campo que minimizam
a energia estatica, chamadas de Skyrmions, para cada valor de (). Tais Skyrmions sao
catalogados na Figura 2 para Q = 1, ..., 8. Dois métodos numéricos usuais que podem ser
aplicados sao o método do gradiente descendente e o ‘simulated annealing’ que iniciam
com uma dada configuracao de campo de carga () e a modificam sucessivamente, mas sem

alterar o valor de (), até se achar o minimo da energia estética.f

A energia de ligacao nuclear é defina por
Eligagéo - [Zmpréton + (A - Z)mneutrén - mligado] CQ, (220)

onde Z ¢é o nimero atéomico, A o nimero de massa e Mjigado @ Massa total do nicleo em
seu estado ligado, a qual é inferior a soma total da massas dos nucleons. Na Figura 1
apresenta-se valores experimentais da energia de ligagao (2.20) por ntcleon para um amplo
numero de nicleons bem como o valor predito pela formula semi-empirica de Weizsaecker.
Como o modelo de Skyrme padrao nao distingue prétons e néutrons, entao pode-se escrever

sua energia de ligagao por niicleon em fungao apenas do nimero nicleons (A = @) como

Ep(Q)=E(1) - ——. (2.21)

o
I

AE[A (MeV)
E-Y
I

I I I I | | | | I | I |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240
A

Figura 1 - Energia de ligacdo por niicleon Fp pelo nimero de nicleons A. Os pontos representam os
dados experimentais e a curva é obtida através da férmula semi-empirica de Weizsaecker.

Fonte: EISBERG.; RESNICK.36

T Para obter-se Skyrmions de carga nio unitaria (Q # 1) tais simulagdes podem ter um alto custo
computacional e vir a demandar computacao de alto desempenho.
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Um problema na aplicacdo do modelo de Skyrme padrao para a fisica nuclear é que
a energia de ligacao por nucleon prevista ¢ em torno de 10% da energia de um nticleon,
sendo portanto aproximadamente uma ordem de grandeza acima do esperado segundo
os dados experimentais. Por exemplo, a energia de ligagao por nticleon do Skyrmion de
@ = 8 dada na Tabela 1 corresponde a 9.25% da energia estatica do Skyrmion de carga
topoldgica unitaria (Q = 1), a qual deveria corresponder com a energia do nicleo 'H

(energia de repouso do préton).

Na Tabela 1 sdo dados os valores da energia total (2.17), a energia de ligagdo por
nicleon (2.21) e a simetria das isosuperficies de densidade da carga topoldgica (2.16), ou
isosuperficies de densidade barionica, vistas na Figura 2, para cada um dos Skyrmions com
@ =1, ..., 8. Em adicao, tais simetrias dos Skyrmions de () = 1, ... 4 sao respectivamente
simeria radial (O(3)), axial (Duop), tetraédrica (Ty) e ctubica (Oy). Sendo D,, o grupo
diedral, o qual é o grupo de simetrias de um poligono regular de n lados, a simetria dos

Skyrmions de ) = 5, ..., 8 s@o respectivamente Dyg, Dyg, simetria icosahedral (Y3,) e Dgg.

Tabela 1 - As simetrias de al- "/ <

guns Skyrmions le- O (© ) @ LS
ves e a relacao

4.0,

E/Q e Ep em fun- 1:0(3) 2 Do 3Ty
cao de Q.

Q) Simetria E/Q Ep
1 0(3) 1.232 0
2 Dy, 1.208 0.024
3 Ty 1.184 0.048
4 Oh 1.137  0.095 a0 Doy 61 Dyy 7Y, 8 Dga
D Dag 1.147 - 0.085 Figura 2 - As isosuperficies de densidade bariénica dos Skyr-
6 Dyq 1.137  0.095 mions para 1 < @ < 8 catalogadas com seu cor-
7 Y, 1.107 0.125 respondente nimero baridnico (@) e sua simetria
8 Dgg 1.118 0.114 espacial.

Fonte: MANTON.; SUTCLIFFE.* Fonte: MANTON.; SUTCLIFFE.*

A solugao numérica da versao estatica de (2.15) para @@ = 1 pode ser obtida através

do ansatz onde os campos de Skyrme U tomam a forma de “hedgehog”, i.e.
Ux) =exp{if(r)&- 7}, (2.22)

onde 7 = cos f(r)&, o = sin f(r) e f(r) é uma funcao perfil radial com as condigoes de
borda f(0) = 7 e f(oo) = 0. Usando (2.22) na versao estatica de (2.15) se obtém uma

equagao diferencial ordinaria e nao linear para f dada por

r

(r*+2sin*f) f+2rf +sin (2f) <f2 1 szf> =0. (2.23)
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A solucao de (2.23) obtida numericamente pelo “shooting method” ¢é apresentada na
Figura 3, onde f(r) é monotonicamente decrescente e possui energia estatica F = 1.232,

excedendo aproximadamente em 23% da cota inferior de Faddeev-Bogomolny (2.18).

35

f 25

0.5

8 10

Figura 3 - A funcdo perfil f(r) obtida numericamente a partir de 2.23, com as condigoes de borda f(0) =7
e f(o0) = 0, através do “shooting method” para a carga de Skyrme (2.16) @ = 1.

Fonte: MANTON.; SUTCLIFFE.*

A dindmica da colisao de dois Skyrmions de carga topoldgica @) = 1 pode ser vista
na Figura 4. Inicialmente os Skyrmions idénticos sao posicionados bem separadamente
de forma a interacao entre eles ser desprezivel. Ao se colidir os Skyrmions se deformam
e no instante 4 da Figura 4 as isosuperficies de carga topologica tornam-se toroidais,
aproximando-se muito de um Skyrmion de carga () = 2. Apdés a colisao os Skyrmions voltam
a se dividir em dois recobrando eventualmente sua forma original, mas sao espalhados
perpendicularmente a direcao da colisao. Nesse processo a colisao é praticamente eldstica e

a energia perdida por radiacao ¢ pequena, assemelhando-se a uma colisao entre particulas.

Apesar dos Skyrmions de carga () > 2 serem obtidas numericamente sem o uso de
nenhum ansatz, o assim chamado ansatz mapa racional pode capturar aproximadamente a
estrutura destas solugoes e ajudar a compreender certas propriedades dos Skyrmions. Tal
ansatz ¢ definido em termos de uma funcao perfil f(r), andloga a introduzida no ansatz
“hedgehog” (2.22), e dois campos complexos u e seu complexo conjugado % que sdo mapas
entre 2-esferas. Via projecio estereografica pode-se mapear a 2-esfera (.5?) do domino do
campo u, definida pelo vetor unitario i,,, em um plano complexo parametrizado pelas

variaveis complexas w e seu complexo conjugado w, i.e.
1
14+ | w |?

Ly =

(w+ @, i(w —w), 1- | w ). (2.24)
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Figura 4 - Isosuperficies da densidade de carga bariénica em uma colisao frontal entre dois Skyrmions de
carga de Skyrme @) = 1 nos instantes 1, ..., 6 oriendados do passado para o futuro.

Fonte: MANTON.; SUTCLIFFE.

De modo analogo a (2.24), sendo fu,(,) 0 vetor unitario que define o espago alvo
de u, pode-se finalmente introduzir o ansatz mapa racional como
1

U(Ta w, 'LD) = &Xp {Zf(r)’ﬁ’u(w) : T} ) ﬁu(w) =

onde 7;, com i = 1, 2, 3, s30 as matrizes de Pauli. Para que o mapeamento u : S? — 5?2
seja bem definido, o campo u(w) deve ser uma razao entre dois polindémios p(w) e g(w)
sem raizes em comum e de respectivos graus polinomiais m, e m,. Diz-se que o grau
algébrico de u(w) = p(w)/q(w) é o maior grau polindmial entre p(w) e g(w) e este nimero
corresponde exatamente ao grau topolégico n do mapa u, o qual pode ser escrito na

representacio integral* como

1 / I+ | w2
n=— _
47 1+ u?

Em ordem a se deduzir a primeira igualdade de (2.26), note que 2 dw dw/(1+ |w|*)?

du

2 ) _
21 dw dw
o ) = max {m,, m,}. (2.26)

(14w [2)*

é equivalente ao elemento de 4rea da esfera de raio unitério S? dado por sin @ df dy, o qual

foi escrito nas coordenadas esféricas (r, ¢, 6) definidas através de
x1 =1 sinf cosp ZTo =1 8inf sinp , x3 =1 cosb, (2.27)

onde 0 < ¢ < 2w, 0 <0 < 7 e as coordenadas Cartesianas z;, com ¢ = 1, 2, 3, sdo as
componentes de 7, definido em (2.24). Portanto, a seguinte parte do integrando de (2.26)

(1 + |w|?

1+ |ul?

du

2 .. _
21 dw N dw
2.28

dw) (2.28)

(1 + w]?)?
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¢ exatamente o “pull-back” da forma de drea 2i du A du/(1 + |u]?)* no espago alvo S? do
mapa racional u. Logo, a integral de (2.28) deve ser igual & 4 7w n, pois é o produto da
area total da esfera de raio unitdrio S? com o ntimero de vezes que o mapa u recobre seu
espaco alvo S? ao varrer uma vez o seu dominio, o qual corresponde com o préprio grau

topoldgico n do mapa u.

Note que o mapa u(w) tem associado o grupo de homotopia m(S?) = Z que
¢ isomorfo ao grupo m3(S%) = Z. Se escolhermos as condigoes de borda f(0) = 7 e
f (00) =0 e usando (2.16), (2.25) e (2.26) se obtém que o grau topoldgico do mapeamento
U entre 3-esferas é igual ao grau topologico do mapeamento u entre 2-esferas, ou seja

Q) = n = max{m,, m,}. Por exemplo, os mapas

) w3 — iv/3w wh + 2¢/3iw? + 1 w’ — Tw® — Tw? — 1
U=w, U= e U= : , U=
iv3w? — 1 wt — 2¢/3iw? + 1 w’ + Twd® — Tw? + 1

(2.29)

tém cargas topologicas respectivas () = 2, 3, 4, 7 e sdo os Unicos mapas racionais com as
simetrias Do p, Ty, On, Yy, respectivamente. Tais simetrias sdo as mesmas das isosuperficies
de carga baridnica dos Skyrmions vistas na Figura 3 para estes valores de ). Em adicao,

usando u(w) = p(w)/q(w) e (2.26) se obtém

| W (w) |?
(IpP+1al>)”

n= L/dw A dw (2.30)
27

Restringindo u(w) como sendo cada um dos mapas (2.29) e usando (2.25) pode-
se facilmente encontrar a fungao perfil f(r), com as condigoes de borda f(0) = 7 e
f (00) = 0, que minimiza a energia estatica (2.17) através de algum método de optimizagao.
Através desse procedimento se obtém os valores da energia estatica por unidade de carga
topoldgica para () = 2, 3, 4, 7, os quais sao respectivamente 1.208, 1.184, 1.137, 1.107,
sendo ligeiramente superiores as energias dos Skyrmions de mesmo valor de carga topologica
(ver Tabela 1). Contudo, as isosuperficies de carga baridnica correspondentes a estas
configuragoes de campo sao praticamente indistinguiveis as dos Skyrmions de mesma carga

vistos na Figura 3 e isso se estende para outros mapas racionais.

Escrevendo a carga topologica (2.63) dentro do ansatz (2.25) obtém-se que sua
densidade se anula para todo valor de w no qual o Wronskiano W(w) = p/'(w) q(w) —
p(w) ¢'(w) seja nulo, com o apéstrofe significando a derivada com relagao & w (ver equagao
(2.30)). Os polindmios p'(w) g(w) e p(w) ¢'(w) possuem um grau igual ou inferior a 2n — 1,
onde a igualdade ocorre se ambos p(w) e g(w) tiverem grau n, i.e. se ambos tiverem o
grau polinomial igual ao grau topolégico n do mapa u(w). Contudo, como neste ltimo
caso tal poténcia de ordem 2n — 1 sempre se cancela em p'(w) ¢(w) — p(w) ¢'(w), entdo o
Wronskiano é um polindémio de grau igual ou inferior a 2n — 2, ja contando a multiplicidade
das raizes. Em particular, para n = 1 o Wronskiano ¢ uma constante e densidade de

carga topolégica pode ser radial para, por exemplo, © = w. Em adicao, em termos das
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coordenadas esféricas usuais (2.27) pode-se escrever w = tan (6/2) e'?. Consequentemente,
para () = n > 2 as raizes de W correspondem a pares de valores angulares (6, ¢) nos quais
a densidade de carga topoldgica se anula para todo valor do raio. Tal comportamento
constrasta com o Skyrmion de ) = 1, para o qual a densidade de carga topoldgica pode
ter simetria radial, tomando-se por exemplo u = w. Portanto, o Wronskiano fornece
uma informagao interessante sobre a forma dos Skyrmions explicando os ‘buracos’ nas
isosuperficies de carga topolégica (ver Figura 3) como sendo os zeros de W (w). Todavia,
tais ‘buracos’ que aparecem tanto nos Skyrmions quanto na aproximagao obtida através
do ansatz mapa racional (2.25) carecem de sentido fisico no que se refere a aplicagdo do
modelo para a fisica nuclear, pois nao estao de acordo com os dados experimentais ou com

o esperado segundo o modelo da gota liquida.®¢

2.3 O modelo de Skyrme BPS

Uma interessante extensao do modelo de Skyrme padrao no espago de Minkowski
quadridimensional, baseada em ideias de autodualidade,” ¢ o assim chamado modelo de
Skyrme BPS,! ou modelo de Skyrme auto dual, definido através da acao

1

2
— | 4 %h a pbu _
s=/ 42 R

h;blH[jl,Hb’W] : (2.31)

onde my e eg sao constantes de acoplamento com respectivas dimensoes de

[mo] = \/ [energia]/[comprimento], leo] =1/ \/ [energial[ comprimento]. (2.32)

As quantidades Ry,

Maurer-Cartan SU(2) dada pelo tensor de rank 1

com pu=20,1,2,3ea=1,2, 3, sao as componentes da forma de

R,=i0,UU" = RIT, € su(2), YU € SU(2), (2.33)
com T, sendo os geradores da algebra de Lie su(2) fixada por
[Ta, Tb] = i €ape T (2.34)

As quantidades H}, sdo as componentes do tensor antisimétrico de rank 2 definido por
H, =0,R, -0,R,=H uvla Em adicao, h,, sao as componentes de uma matriz 3 X 3
simétrica e inversivel que realiza a extensao do modelo de Skyrme, os quais podem
ser interpretados como seis campos independentes adicionais ou funcionais dos campos
U € SU(2). Para que a energia estatica associada a agao (2.31) seja positiva definida, ou
por argumentos de autodualidade vistos abaixo, se requer adicionalmente que a matrix A
seja positiva. O modelo de Skyrme BPS (2.31) é reduzido ao modelo de Skyrme padrao
(2.10) para a configuragdo particular de campo constante h = a1, com o > 0 sendo

constante.
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A forma trago da algebra de Lie su(2) considerada é Tr (T,7,) = & dap, sendo

conveniente introduzir a forma trago normalizada independente da representagao por

— 1
Tr (T,Ty) = — Tr (TuT}) = Oup. (2.35)
K

O valor de k depende da representacao da algebra, sendo k = 1/2 para a representagao
espinorial e kK = 2 para a representacao tripleto. Pela definicao (2.33), a forma R, satisfaz

a equacao de Maurer-Cartan
o,R, —0,R,+i[R,,R)=0. (2.36)
A partir de (2.33) e (2.35) pode-se escrever as componentes de R, e de H,, como

Ry =iTr (0,UU'T,), He, = —iTr (R R T.). (2.37)

As componentes Rj; sdo invariantes sobre transformagoes globais pela direita
U — U ggr e se transformam pela adjunta por transformacoes globais pela esquerda

U—=gLU,i.e.

U — Ugr = RZ — RZ, Ygr € SU(Q), (238)
U — g U = R% — Rhdya (91),  Vgu € SU(2). (2.39)

Em adicao, d (g) é a matriz 3 x 3 associada ao elemento g do grupo SU(2) na representagao

adjunta, sendo d (g) definido por

9T, 97" =Tydy, (9), d(g1) d(g2) =d (g1 92), Vg, g1, g2 € SU(2). (2.40)

Como a representacao adjunta é real e unitaria, segue-se que d é uma matriz ortogonal
(dT = d_l). Se a matriz h se transformar pela adjunta como h — dhd’, entdo as
transformagoes (2.38) e (2.39) deixam a agao (2.31) invariante sobre o grupo SU(2); ®
SU(2)r.

Em ordem a se construir as equagoes de autodualidade para a teoria (2.31), usando

(2.35) e (2.37) pode-se reescrever a densidade da carga topologica (2.16) como

Q= / & iy Tr (RiR; Ry) = / Pu R eipdi = — 1o / dx A Ae,
(2.41)

onde a densidade de carga topologica foi escrita em termos da contracao das quantidades

48 7T2 48 772

P 1
A¢ = R kya, AL = oy eigp O ) = 3 by €ign Hj (2.42)
e kq é uma matriz real e inversivel. Usando (2.41), (2.42) e definindo

A=+ | Mo € | (243)
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segue-se que a energia estatica associada a ac¢ao (2.31) se torna

1 1 1 -
E = 3 / d*x [mg hay RS RY + Mh;blﬂfjﬂfj] =75 / B [/\2 (A%)? + (Ag)ﬂ (2.44)
0 0

1 -
- 72/d337 [)‘A? —Aﬂz — sign (\) 48 7 [ o | Q > —sign (\) 4872 | mo | 0,
2 o] | eo |
onde a matriz h foi reescrita em termos de k£ como
h=kk". (2.45)

Note que se O é uma matriz 3 x 3 ortogonal (O OT = 1), entdo k e k O constroem
o mesmo h. Tal liberdade de escolha da matriz k vem do fato de que ela tem trés graus de
liberdade a mais do que h, que s6 possui seis, os quais correspondem aos trés graus de
liberdade de O. Em adigao, supondo que k seja nao singular a relagao (2.45) implica que h
deve ser uma matriz simétrica e positiva. De fato, tais propriedades de h ja foram assumidas
na definicio do modelo (2.31),! pois a versao estatica da teoria (2.31) foi construida em
termos de soma de quadrados das duas quantidades (2.7) obtidas a partir da quebra da
densidade de carga topolégica (2.41) nos dois objetos A% e A%, assim como argumentado

na secao 2.1.

As configuragoes de campo que minimizam a energia estatica associada a teoria
(2.31), para cada valor de @), sao as equagoes de autodualidade que saturam a cota de

Bogomolny (2.44) dadas por

1
A;.l — /\Ag = )\R? hba = §5ijk H;'Zk- (246)

As equagoes de autodualidade (2.46) reduzem a energia estatica a

| my |

|€0|

1
Egps = m2 / 'z ha RER! = 5 / &P hg HEHY = —sign (\) 487 Q, (2.47)
0

onde o termo quadrético e quartico nas derivadas espaciais da agdo (2.31) dao a mesma
contribuigdo para a energia estatica. As solugoes nao triviais de (2.46) possuem energia

positiva e portanto o sinal de () deve ser oposto ao sinal de A, i.e.

sign (AQ) = —1. (2.48)

Em ordem a se construir solugoes particulares auto duais para a teoria (2.31),

considere o seguinte ansatz para a matriz h
h=g*1, (2.49)

onde ¢g? é uma funcio real a ser determinada por (2.46). Note que este é o caso mais

simples possivel, pois se h = 1, entdao o modelo (2.31) se reduz ao modelo de Skyrme
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padrao cujo setor auto dual s6 possui solugoes triviais (campo U constante com @ = 0). A

acao (2.31) e as equagoes de autodualidade (2.46) se reduzem respectivamente a

1 L 2 1 2
S, = ;/d x l2g Tr (R,)” + 746% g2Tr ([Ru, RJ)) |, (2.50)
9 1
Eijk GJRk = )\g Rz = _§5ijk [Rj, Rk] . (251)
Os elementos do grupo SU(2) podem ser escritos na representagao espinorial’>® como
FST 1 1 du
U=WT'e 53w, com W=—ro= (2.52)
V14 Ju2 \ w1

o que implica

2sin £

R, =io,UU ' = —X¥%, XT Y, =0Ty +i
1 s f 3+21+‘u’2

com X = Wielf /2 ¢ T, = Ty 4 iT,. Substituindo (2.53) nas equacdes auto dualidade

(2.51) elas sao reduzidas a

) i8sin? L _
)\92 8ZU = ieijk 8jf 8ku, (255)

Dado o sistema de coordenadas (r, w, w) definido como

—i(w — W) (w +w) lw|* — 1
T =N, Ty =Tl T3 =T :
L TP 2 1+ w2 1+ |w?

com n==+1, (2.57)

onde a coordenada radial r tem dimensao de comprimento e as coordenadas complexas w

e w sdo adimensionais. A métrica Euclideana correspondente a (2.57) é dada por

2

4
ds> = dr® + ———— dw d. (2.58)

(1 + fw]?)

Introduzidas as coordenadas (2.57) pode-se utilizar o ansatz holomérfico definido por
f=r), u = u(w), u = u(w). (2.59)

No trabalho original® se justificou que a tinica solucao das equacoes de autodualidade
(2.54)-(2.56) dentro do ansatz (2.59) é a solugao de carga topoldgica de mddulo unitario
|Q| = 1 como pode ser obtida por

4 a

- |moeg| 72 + a?’

u=w, u=w, f = 4arctan <T> , g (2.60)
a
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onde a é um parametro arbitrario e positivo com dimensao de comprimento. Em coorde-
nadas esféricas (r, 0, ¢), onde as coordenadas Cartesianas (2.57) sao dadas por (2.27), os

campos SU(2) obtidos a partir de (2.52) se tornam

2 _ 2 2 0 infe tn

_q¥ -, 2ar cos | 7 sinfe (2.61)

a?+1r?  a®+r?\ psinfeln? —cosf

o que implica respectivamente na energia e na carga topolégica dadas por
mo [ d’z 1 mo
E — /d3 2 QR‘?2:192—/——:482—, 2.62
l’mof ( 'L) eo a3 (1—|—T’2/CL2)3 i € ( )
mo [ d*z 1

= —4—/——:—. 2.63
@ g €0 a® (1+1r2/a?)3 g (263)

Note que usando (2.48) e (2.63) o sinal de A, o qual d& o sinal relativo entre os
objetos auto duais A{ e fl? nas equagoes de autodualidade (2.46), e os sinais de n e @
sao relacionados via 17 = sign A = —sign ). Note também que o sinal de n d& o sentido do
eixo 1 nas coordenadas (2.57) e a transformacao n — —n é equivalente & troca w <« w,
a qual devido a (2.63) implica na inversao no sinal de @) associada as configuragdes de
campo (2.60). As densidades da energia estatica (2.62) e da carga topolégica (2.63) sao
esfericamente simétricas e caem com 1/r% para r — oo, sendo bem localizadas no espaco.
Portanto, apesar da escolha h = g* 1 ndo quebrar a simetria global original do modelo
SU(2)r ® SU(2)g, esta restringe as solugdes auto duais da teoria (2.31) aos Skyrmions

auto duais de carga topoldgica de médulo unitario (| Q |=1).
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3 SKYRMIONS AUTO DUAIS EM MODELO DE SKYRME MODIFICADO

Na segao (2.3) viu-se que o modelo de Skyrme BPS (2.31) introduz uma matriz
3 x 3 simétrica e positiva h a qual permite que a teoria tenha setor auto dual. Em adicao,
construiu-se solugoes auto duais para a configuracao particular (2.49) dos campos h, para a
qual a carga de Skyrme (2.41) é | Q |= 1. Contudo, no trabalho original® nio se identificou
a estrutura geral dos campos h dentro do setor auto dual nem se construiu solugoes de
carga Skyrme com |@Q)| > 2. Neste capitulo serd demonstrado que dentro do setor BPS a
matriz h pode ser determinada inteiramente em termos do campo de Skyrme SU(2), o
qual por sua vez é totalmente livre. Nas secoes 3.3 e 3.4 serao construidos explicitamente
solucoes topoldgicas exatas, para cada valor da carga topolédgica, respectivamente através
dos ansétze holomorfico e toroidal. Em ambos os casos, se demonstrara que é possivel se

construir Skyrmion BPS puramente radiais para qualquer valor de Q).

3.1 As equacoes de movimento do modelo de Skyrme BPS

Considere a agao (2.31) definida em termos das componentes da forma de Maurer-
Cartan SU(2) e seu rotacional dadas em (2.37), onde se utilizou a forma trago normalizada
independente da representacao (2.35). As equacoes de Euler-Lagrange do modelo de Skyrme
auto dual (2.31) associadas aos campos U e associadas aos campos h,, s30 respectivamente

1
zn[mgﬁhwf#“—fmegmjfﬂwﬂ ::gwchﬁengdeWk+2H%J@}H¢W ,(3.1)
1
mi e R, R+ o hog Hiy, hyg HY =0, (3.2)
As solugoes das equagoes de Euler-Lagrange (3.1) e (3.2) que minimizam a energia estatica
(2.44) sao chamadas de Skyrmions auto duais ou Skyrmions BPS.

Contraindo (3.2) com h,, obtém-se exatamente o termo entre parénteses do lado
direito da equacao (3.1), o qual é portanto nulo. Sendo assim, podemos definir trés

quadricorrentes conservadas (a = 1,2, 3)

@MJ“ =0, com J = m?) 63 Pap R — Eabc Rﬁ h;} H, (3-3>

a

As correntes de Noether associadas a simetria a esquerda (2.39) sao as definidas em (3.3),

enquanto as correntes de Noether associadas a simetria a direita (2.38) sdo dadas por
Jo =T dy (U), com o"Jr = 0. (3.4)

A conservagao das correntes associadas a simetria a esquerda (3.3) e a direita (3.4) implicam

T 8da (U) = 0 (3.5)
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que é consequéncia das equagoes de Euler-Lagrange (3.2) para os campos hg,. De fato,

como a representacio adjunta é ortogonal, i.e. dX (U) = d (U T), se pode demonstrar que
JE0udpa (U) T, = —iU'[J'T,, R,| U (3.6)

p |

1
= cucU'T.U |m} e} hoa R R}, + Shil HO " H
cujo lado direito se anula como consequéncia de (3.2).

E notével que a introducao dos campos hgp, na agao (2.31) ndo quebra as simetrias
SU(2), ® SU(2)gr do espago alvo do modelo de Skyrme padrao (2.14). Assim como no
modelo de Skyrme original, ha também seis quadricorrentes conservadas cujas equagoes
de continuidade sao equivalentes as equacoes de movimento. A introducao dos campos h
da duas novas estruturas a teoria que passa a ser invariante conforme em trés dimensoes
espaciais (veja o apéndice A.1) e possui um setor auto dual (setor BPS). Utilizando a
identidade de Jacobi e o fato de que R; satistaz a equagao de Maurer-Cartan (2.36) é

possivel escrever a energia estatica associada ao modelo (2.31) como
2
_ [ B0 a pb | g —
E= [ d% [2 has 5 R+ ! H (3.7)

a qual é invariante conforme em trés dimensoes espaciais. Em adicdo, as versoes estaticas
das equagoes de Euler-Lagrange (3.1) e (3.2) também sdo invariantes conforme. Note que
contraindo as equagoes de Euler-Lagrange (3.2) com hgy,, se obtém que os dois primeiros

termos da densidade de Lagrangiana associada a (2.31) devem ser “on-shell”, i.e.

ab o

"0 b B R = L e e (3.8)
2 T e} v '

o que implica que os dois termos da densidade de energia estatica associada a (3.7) devem
ser iguais

ﬁg a Pb -1 a b

No modelo de Skyrme padrao (2.10) uma relagao equivalente a (3.9), mas restrita
a h = 1, é obtida através do argumento de escala de Derrick.'> Como a energia estatica
(3.7) ¢ invariante conforme, em particular ela é invariante por transformagoes de escala
nas coordenadas espaciais z; — a x;. Portanto, apesar dos Skyrmions originais do modelo
de Skyrme padrao terem tamanho fixo, as solugoes estaticas da teoria (2.31) nao o tém,
podendo ser reescaladas livremente. As equagoes (3.9) derivadas das equagoes de Euler-
Lagrange para os campos hg, evidenciam que sao estes campos adicionais responsaveis
pelo balanceamento entre o termo quadratico e o termo quartico nas derivadas espaciais

(ou equivalentemente, nas poténcias de R;) da densidade da energia estatica (3.7).

3.1.1 O setor estatico

Uma consequéncia importante das equagoes de Euler-Lagrange (3.2) é que elas

determinam os seis campos de h em termos de uma matriz real e simétrica definida apenas
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em termos dos campos SU(2) através de
— T _ pa pb
7w = (R"R) = R{R! (3.10)

A matrix (3.10) é similar ao tensor de tensdo do modelo de Skyrme padrao®5® definido
como

Dy = (RR") =R} RS, (3.11)

ij
onde a contracao se da sobre o indice da algebra ao invés do indice espacial i = 1, 2, 3,

como em (3.10). Em adicao, usando (3.10) e (3.11) obtém-se
det 7 = det D = (det R)* | Tr (7") = Tr (D") (3.12)

e portanto 7 e D possuem os mesmos autovalores.

Seja v, um vetor real arbitratio, a partir da equagao (3.10) obtém-se

3
v rv=3" (v, R?)? >0, (3.13)

i=1
i.e. 7 é uma matriz positiva semi-definida e portanto seus autovalores sao todos nao
negativos. Tal estrutura ¢ semelhante da estrutura da matriz h, pois os autovalores da

matriz h devem ser positivos para que a energia estdtica associada a teoria (2.31) seja

positiva definida e nenhum pode se anular ja que h deve ser inversivel.

Objetivando explorar as consequéncias das equacoes estaticas de Euler-Lagrange
para os campos h (3.2), considere um dominio D no espaco tridimensional R3. Se a matriz

7 é singular em D, entdao os campos U devem ser constantes em D, i.e.
det 7=0 = U = constante, para 2’ €D (3.14)

e portanto toda a matriz 7 se anula (ver (2.37) e (3.10)). Por outro lado, se nenhum dos
autovalores de 7 se anular em D, ou seja det 7 # 0, entao segue-se que as matrizes h e 7

podem ser diagonalizadas neste dominio pela mesma matriz 3 x 3 ortogonal M, i.e.

(M” hM)ab = Qo b, (MTTM>ab = Wa bup (3.15)

e portantanto h e 7 comutam em D. Em adicao, seus autovalores se relacionam por
2.2 2.2 22
w1 = Mg es P2 3, Wy = M§ €5 P1 Y3, w3 = Mg e P1 P2 (3.16)

As relagoes (3.14), (3.15) e (3.16) sdo demonstradas no Apéndice A.2.

A matriz 7, definida em (3.10), se transforma sobre a a¢ao do grupo SU(2), ®
SU(2)g, dada em (2.39) e (2.38), do mesmo modo que a matriz h. Logo, os autovalores
de h e T sdo invariantes sobre a a¢do do grupo SU(2), ® SU(2)g. De fato, se |v) é um

autovetor de h com autovalor ¢, i.e. h|v) = ¢ |v), entdo d(gz) |v) é um autovetor da
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matriz transformada d (g;) hd (g.)" com mesmo autovalor . O mesmo se aplica para a

matriz 7.

As relagoes (3.15) e (3.16) tém importantes consequéncias para as solugoes estaticas
do modelo (2.31). Usando (3.15) e (3.16) pode-se escrever

1
MY 'M) = ———— 0, - 3.17
( )“b mgeg%%%w ’ ( )

Entdo, as matrizes h e v/det 777! sdo proporcionais em D, i.e.

vdet 7

h=mie; (det h) 771 = "o co] T

(3.18)

Note que (3.18) implica que h é determinado algebricamente em termos da matriz
T, sem que seja necessario nenhuma integragao. Logo, as relagoes (3.18) e (3.10) mostram
que no setor estéatico da teoria (2.31), restrito a regido onde a matriz 7 é nao singular, os
seis campos hy, sao explicitamente escritos em termos dos trés campos U e suas primeiras
derivadas. Note que isto ¢ consequéncia somente das equacoes estaticas de Euler-Lagrange
para os campos h (3.2) e da positividade dos autovalores de h e 7. Nos casos onde a matriz

7 é singular é também possivel encontar a matriz h que resolve as equagoes (3.2) (veja o
Apéndice A.2.1).

Usando as equagoes estaticas de Euler-Lagrange para os campos h (3.2), segue-se
que as Euler-Lagrange para os campos U (3.1) foram reduzidas a (3.3). Na regido onde 7
¢ nao singular pode-se usar (3.18) para expressar a versao estatica de (3.3) somente em
termos dos campos U como

22
0;J =0, com J* =+/det 77 RV + o % cape RO Teg HE. (3.19
% % ab () \/m b g Ted 1145 ( )

Decorre de (3.18) que o determinante da matriz h é proporcional a densidade de

carga topologica. Em ordem a se deduzir esse resultado, considere as quantidades R,

introduzidas em (2.37), como uma matriz 3 x 3 onde as linhas e colunas da matriz sao

dadas respectivamente pelo indice espacial e o indice da algebra, i.e. R = (R),, com
1=1,2,3ea=1,2, 3. Munidos desta definicdo conveniente pode-se escrever
eijk Ry RY Rf, = €ave €ijic Rit Rj2 Ris = €ape det R. (3.20)
Usando (2.34), (2.35) e (3.20) se obtém
eije Tr (R; R; Ry) = i3 det R. (3.21)

A partir de (2.41) e (3.21) vé-se que a densidade de carga topoldgica é proporticonal a

det R, ou seja .
o 3
Q=1 /d z det R. (3.22)
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Na regiao onde 7 é nao singular as relagdes (3.18) e (3.10) implicam respectivamente

em det 7 = (m3 6(2))3 (det h)* e det T = (det R)”. Portanto, segue-se que

det R
A3

Pelos motivos mencionados acima, os autovalores de h sdo todos positivos e portanto

det h = com A== |mgeo | . (3.23)

det h > 0. Este resultado juntamente com (3.23) mostram que o sinal de det R é fixo em

todos os pontos de R?, sendo dado por
sign (A det R) = +1. (3.24)

Logo, na regiao onde 7 é nao singular, a relagao (3.21) implica que a densidade de carga
topoldgica Q associada a (2.41) é proporcional ao determinante da matriz h, i.e.

16 72
\3

0

deth:—g)\3

€ijk T\I' (Rz Rj Rk) = —

Q. (3.25)

Se 7 é singular somente em dominios de volume zero, segue-se que a carga topoldgica

(2.41) pode ser escrita como

XN
= [dzdeth (3.26)

Q=—

Note que como det h > 0, entdo podemos reobter (2.48) a partir de (3.26). A relagdo

(3.18) entre as matrizes h e 7, valida na regiao onde 7 é nao singular, mostra que a matriz

h d4 uma medida da tensao do mapeamento entre 3-esferas realizado pelo campo SU(2).

Em adigdo, usando (3.18) e (3.16) se pode escrever o termo quadratico e quartico nas
derivadas espaciais da energia estatica (3.7) como fungoes dos autovalores de h através de
1

hay R RY =
bR TN T 9 )2

hy H, Hfj =Tr (h7) =3\ 01 02 03 (3.27)

o que esta de acordo com (3.9).

A densidade de energia estatica € do modelo (2.31) pode ser escrita em termos dos

autovalores de h ou 7 como

2 1 3 2

&= % hay RS R + 12 hy) H}, Hfj =mi A 313 = |T(|) Vw1 wo w3, (3.28)
€0

onde se usou (3.16) e (3.27). Por outro lado, usando (2.37), (3.11), (3.15) e (3.16), pode-se

escrever a densidade de energia estatica associada ao modelo de Skyrme padrao, o qual

corresponde a (2.31) com h = 1, restrita as solugoes estéticas da teoria (2.31) como

2

m2 1 m 1
Eome = 7y BRI+ o Hy H =70 [TrD + 53 (TeDY =T D2>]
m2 1
= 70 w1+w2+w3+)\2(w1w2+w2w3+w1w3)}
m2 \?

= =5 (01 02 + P2 3 + @193 + V19203 (1 + Y2+ 3)], (3.29)
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onde a ultima igualdade foi obtida assumindo a relagao (3.16), i.e. que a configuragao
de campo satisfaz as equagoes estaticas de Euler-Lagrange associada aos campos h (3.2).

Subtraindo (3.28) de (3.29) pode-se definir

AE = gSkyrme - &
o @ \/__ Wa W3 2+ \/__ w1 W3 2+ \/__ W1 Wo 2
o2 [\ DY RERNDY
m2 \2
= 5= (1=’ 203+ (1= 02)* 103+ (1= 3)" 91400) (3.30)

onde na ultima igualdade se assumiu a relagao (3.16). Consequentemente, AE é positivo
se os autovalores da matriz h sao positivos, ou equivalentemente se a energia estatica
da teoria (2.31) é positiva definida. No dominio onde todos os trés autovalores ¢,’s sao
positivos, a diferenga AE entre as densidades de energia estatica entre o modelo de Skyrme
padrao e o modelo de Skyrme BPS tem trés extremos. Estes correspondem a dois minimos
em p, =0ep, =1 paraa=1,23, ousejaem h=0e h =1, e um ponto de sela em

v, = 1/2 ou equivalentemente em h = (1/2) 1.

3.2 O setor auto dual

Na segdo 2.3 demonstrou-se que as equagoes de autodualidade (2.46), junto da

defini¢ao (2.43), as quais sao dadas por

1
Ahay R} = 5 ik Hj. A== [mgeo | (3.31)

saturam a cota inferior da energia estética (2.44), a qual ¢ dado pela energia BPS (2.47).
As equagoes de autodualidade (3.31) também podem ser escritas em termos dos vetores

—

tridimensionais R, como

V ARy = Xha Ry, (3.32)

A equagao (3.32) é uma generalizagdo, para varios vetores, da bem conhecida equagao de

forca livre para campos magnéticos em fisica solar e de plasma.?* 7

As solugoes das equagoes de primeira ordem (3.31) ndo resolvem somente as
equagoes estaticas de Euler-Lagrange associadas aos campos U (3.1), como também
resolvem as equagoes de Euler-Lagrange associadas aos seis campos hgy, (3.2). Note que a

versao estatica de (3.2) pode ser escrita como
a 1 -1 c b 1 -1 d

ja que os termos cruzados se cancelam. Para explicitar tal cancelamento, basta usar
(2.37) e (3.20) para escrever hy.) ejn HG RY = hyt cege €ijx RE RY Rf, = 2 hy, det R e usar
adicionalmente hy; eq,, Hi, R® = 2h;} detR. Portanto, (3.33) é equivalente a versdo

estatica de (3.2) e as equagoes de autodualidade (3.31) implicam em (3.33).
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Usando (3.31) duas vezes se obtém
2 b d 1 —1 r7d c 1 —1 r7d c
que implica que a versao estatica do lado direito da equagao (3.1) se anula. Contraindo a
versao estética do lado esquerdo de (3.1) com T, usando (3.31) e o fato de que R; satisfaz

a equagao de Maurer-Cartan (2.36) se obtém

A

O [N hap B+ eane B ol HY| To = 3 i 03 [Hy + 2eane R Ry T,
3 A 3A
= —z7sijk8i[Rj,Rk]=75ijk[[Ri,Rj],Rk]:O, (335)

onde na ultima igualdade se usou a identidade de Jacobi. Entao, (3.31) implica na versao
estatica de (3.1) e (3.2).

Uma interessante consequéncia das equagoes estaticas de Euler-Lagrange associadas
aos campos hgp (3.2) é que elas implicam nas equagoes de autodualidade (3.31). Para

demonstrar tal relacao, escreva
a 1
SEC = | R+ 5 ad i Hj. (3.36)

Usando (3.36) pode-se reescrever as equagoes estaticas de Euler-Lagrange associadas aos
campos hgp (3.33) como
gl g=b g, (3.37)

Por outro lado a equagao (3.36) implica
SiHae e — 91 A | RO (3.38)
Contraindo (3.38) com Sfi)’b e usando (3.37) se obtém
S = 2 [N RESEI =2 [ N[ [| A ] 7ap % (det R) hy]
= 2 [ A [ra & (signA) | A[? (det h) hy)]
= 2| A|? 7a[1 £ (sign )], (3.39)
onde usou-se (3.10), (3.20), (3.23) e (3.18). Consequentemente

sign A = +1 = ISR} (3.40)

A equagao (3.40), onde Si(i) “ definido em (3.36) se anula para todos os valores
dos indices espaciais i e da dlgebra a, é equivalente as equagdes de autodualidade (3.31).
Logo, obtém-se um resultado fundamental: as seis equagoes estaticas de Euler-Lagrange
associadas aos campos hy, (3.2) implicam nas nove equagoes de autodualidade (3.31), e
estas por sua vez implicam nas trés equacoes estaticas de Euler-Lagrange associadas aos

campos U (3.1). Ou seja, apesar de toda solugao auto dual do modelo (2.31) ser sempre
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uma solugao estética, tal argumento implica que as solugoes estaticas de (3.2) sdo solugoes
das equagoes de autodualidade e portanto sao soluges de (3.1). Portanto, o setor estatico
e o setor auto dual da teoria (2.31) coincidem. Consequentemente, as tnicas solugoes
nao auto duais da teoria (2.31) devem ser necessariamente dependentes do tempo. Em
adigao, como em (3.18) os seis campos de h ficam determinados em termos dos campos
SU(2). Entao, somente seis das nove equagoes de autodualidade (3.31) sdo independentes
e o mesmo vale para as equagoes estaticas (3.1) e (3.2), onde as equagdes independentes

correspondem as seis equagoes de Euler-Lagrange associadas aos campos h (3.2).

Através das relagoes (3.18), as quais sdo consequéncia direta das equagoes estaticas
de Euler-Lagrange associadas aos campos hg, (3.2), a matriz h fica determinada inteira-
mente em termos dos campos U e suas primeiras derivadas. Logo, escolhendo os campos
U como sendo qualquer configuragdo de campo estatica que seja um mapa entre 3-esferas,
obtém-se a partir de (3.18) a matriz h que satisfaz as equagoes estaticas de Euler-Lagrange
associadas aos campos hg, (3.2). Tal configuragao dos campos U e h formam entdo uma
solucdo estética da teoria (2.31). Note que nos casos em que a matriz 7 é singular, a
relagao (3.18) nao é valida. Contudo, como demonstra-se no Apéndice A.2.1, é possivel se
achar a matriz h que satisfaz as equagoes de autodualidade (3.31) apesar de 7 ser singular.
Consequentemente, (2.31) tem um ntimero infinito de solugdes estaticas. Nas proximas
se¢oOes serao analizadas alguns tipos especiais destas solucoes estaticas construidas a partir

de ansitze para os campos SU(2).

3.3 O ansatz holomoérfico

Nesta secao se construird solugoes exatas do tipo Skyrmions auto duais a partir
das equagoes de auto dualidade (3.31) através do ansatz mapa racional (2.59) introduzido
na se¢io 2.3.4°8750 Considere os elementos U do grupo SU(2) sendo parametrizados por
um campo escalar real f e um campo escalar complexo u, junto a seu complexo conjugado
u, através da relagdo (2.52). A partir da expressao de X; definido em (2.53), pode-se

reescrever as equagoes de auto dualidade (3.31) como
N (5 78) o = 5 e T (155, 5] 7). (3.41)

sendo a matriz h definida por

hap = dac (X) hea dgb (X), (3.42)
onde d (X) é a representacio matricial adjunta dos elementos do grupo X = Wt e?/7s/2
(ver (2.40)). Como a representacao adjunta (tripleto) é ortogonal (veja a segdo 3.1) entdo d
é uma matriz 3 x 3 ortogonal. Portanto, como a matriz h é simétrica, entao pela defini¢ao
(3.42) a matriz h também é simétrica e possui os mesmos autovalores de h. De fato, se
lv) é autovetor de h com autovalor ¢, entdo d” (X) |v) é autovetor de h com mesmo

autovalor.
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Ao invés de se utilizar as coordenadas esféricas usando os tradicionais angulos polar
e azimutal é conveniente manter a coordenada radial e fazer uma projegao estereografica
da 2-esfera no plano complexo, o qual pode ser parametrizado por duas coordenadas
complexas w e seu complexo conjugado w. Considere as coordenadas definidas em (2.57)
com o valor da constante real de médulo unitario n sendo restrito a n = 1, i.e.
—i(w — w) (w+ w) w1

_pwtw) 3.43
L+ w2 2 e (3:43)

I =

cuja métrica é dada por (2.58). Note que se poderia deixar o sinal de 7 livre, assim como
em (2.57), e tentar se construir solugoes auto duais com ) positivo a partir de solugdes
auto duais com () negativo, ou vice versa, através da inversao do sinal de 7 (ver se¢ao 2.3).
Contudo, o sinal 7 foi fixado por conveniéncia e se construird abaixo solugoes de carga
topoldgica com ambos os sinais através da escolha apropriada das condigoes de borda do

campo f, i.e. de seus valores na origem do sistema Cartesiano e no infinito espacial.

Seja g o tensor métrico associado a métrica (2.58), suas componentes g, 3, com
a, B =r, w, w, podem ser facilmente obtidas através da identificacio de ds® = g5 dz® dz”
com a expressao (2.58). Considere adicionalmente é, como sendo a base de médulo unitario
do sistema de coordenadas (r, w, w) e g*® como sendo as componentes da inversa do
tensor métrico g. Pela defini¢do (2.53), assim como R;, a quantidade ¥; também é um
tensor de rank 1. Consequentemente, pode-se escrever o vetor ¥ = >; T;, onde Z; é a base
ortonormal do sistema de coordenadas Cartesianas (2.27), em termos das componentes
Y, através da relacao > = 0 g*° X5, As equagoes de auto dualidade (3.41) escritas nas

coordenadas (3.43) se tornam portanto

. 1 2)2
ATr (S, Ty) fipa = (+2|“2’|)Tr (S, Sal Ta),
T

AT (SoT) e = Tr ((Sa, 5] Th), (3.44)
ATE (S0 T) o = Tr ([Sr, Sul Th) .

Utilizando o ansatz holomorfico

f=rfr), u=u(w), u=u(w), (3.45)
segue-se que as componentes X, sao reduzidas a
i2 sin(f/2) i2sin(f/2) , _
¥, =0,.fTs, Yw = —""=>0,uT,, Yo =——"""-"0zuT_. (3.46
T I+ [up "5 1+ up 0" (3.46)

Resulta de (3.44) e (3.46) que a matriz h se torna diagonal

Of 5 4sin®(£/2) (14| w )’ i

hi1 = hoy = Y hss = NP0 f (It |« |2)2 0wt Ogth ,  hepy =0, a#b. (3.47)

Note que como O,udzi =| dyu |*> 0, para que cada um dos autovalores de h (ou

equivalentemente de h) seja positivo, entdo sign (A0, f) = 1, onde sign () dé o sinal
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relativo entre A, e A, na equacio de autodualidade (2.46). Contudo, isso ja era esperado
devido a (2.48) e (3.26), pois

2 —sign (A Q) (320 sign (det h) (42 sign (det ﬁ) (340 sign (A0, f) . (3.48)

A matriz h pode ser obtida a partir de (3.42) e d (X) = d (WT) d (eifT3/2), onde

cosg sing 0
d (eifT?’/Z) =] —sind cosi 0 (3.49)
0 0 1
e
T . T2+dr+u?)  Ji(Wr—u?)  i(u—a)
_ 10,2 =2 (g _ 22 _ 72y _ -
d(W)_H’u|2 L —a®) 1@e-w—-a®) —(u+ta) |. (3.50)
—i(u —u) u+u 1— | u|?
Em adicdo, a partir de (3.47) obtém-se
- in? (f/2) (1 2)?
deth = deth = — OSSO/ A [w ) 5 o (3.51)

X r? (14 [ u )’

Sendo assim, a partir (3.51) a carga topolégica (3.26) destas configuragoes auto duais é

7 0wt Ol _
= ——— [dwANdw—"—"— [f —sin f]|_°, 3.52
Q 47'('2 / (1+ | U |2)2 [f f}rf() ( )
onde foi utilizado a expressdo para o elemento de volume d*z = ( 1jr‘21;‘22)2 dr A dw A dw.

Na se¢ao 3.2 demonstrou-se que as equacoes de autodualidade determinam a matriz
h inteiramente em termos dos campos SU(2), mas estes permanecem livres. Portanto, as
equagoes de autodualidade (3.31) sdo automaticamente satisfeitais para qualquer matriz h
construida pelas relagoes (3.42), (3.47), (3.49), (3.50) e para quaisquer campos escalares
f(r), u(w) e u(w) que parametrizem o mapeamento entre 3-esferas U (r, w, w). Logo,
qualquer configuracao de ansatz holomorfico (3.45) para os campos SU(2) levam a uma

solucdo das equagoes de autodualidade (3.31).

Para que a funcao u (w) seja um mapa bem definido entre 2-esferas é necessario
que u seja a razao entre dois polinémios p(w) e g(w) sem raizes em comum, i.e. que u(w)

seja o assim chamado um mapa racional
u(w) =——= (3.53)

tal como definido na secao 2.2. Em adigdo, viu-se nesta se¢ao que o grau algébrico do mapa
de u(w), definido como sendo o maior grau polinomial entre p(w) e g(w), é igual ao grau

topolégico de u. Apesar da diferenga de definigdo das projecoes estereograficas (2.24) e
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(3.43), a representacao integral do grau topolédgico de u continua sendo é dada por (2.26)
ou (2.30), i.e.

‘ e , _ 2
n:@/dede:Z/dw/\de%p POuq |° (3.54)
2m (I+w )™ 27 (IplP+1ql?)

Usando (3.54) a expressao da carga topoldgica (3.52) se reduz a

[f —sin f] [}=F°
27 '

Q=-n

(3.55)

Para que a carga topolégica (3.55) seja nao trivial a fungao perfil f (1) tem que

ser tal que a quantidade [f — sin f] |I=5°

nao se anule. Para dado inteiro m se tem que
et2™mTs — 41, dependendo se a representacdo espinorial usada para U é inteira (+)
ou semi inteira (-). Logo, a relacdo (2.52) implica que se f = 27 m, entdo U = +1.
Consequentemente, deve-se considerar as condigoes de borda tais que f(0) = 27m, e
f(o0) =0, eentao U (o) =1e U (0) = =1, dependendo se a representacao espinorial
usada para U é inteira (4) ou semi-inteira (-). Segue-se que a carga topolégica (3.55)
torna-se () = mn. Claramente, para se obter solugoes de carga topologica com sinal oposto
a (3.56) basta se inverter as condi¢oes de borda da fungao perfil f(r) na origem e no
infinito espacial. Portanto, pode-se gerar todos os valores de () inteiro mesmo que m seja
considerado como um numero natural, o que se considerara de agora em diante. A carga

topolégica (3.55) se torna

+1, f(0)

Note que a partir de (3.56) se conclui que sign (@) = s, ja que por defini¢ao o grau algébrico

27m, f(o0)=0

f(o0) = 2mm (3.56)

Q =smn, com s:{

n do mapa racional u(w) é um nimero nao negativo.

Uma simples abordagem alternativa para se construir Skyrmions BPS, para cada
valor de @ inteiro, para a mesma fungao perfil f(r) e mapa racional u(w) pode ser
construida através do assim chamado ansatz produto.* De fato, considere dado mapa
racional u(w) de grau topolégico n, tal como feito acima, e escolha uma fungao perfil
monotonica fi(r) com as seguintes condigdes de borda f; (0) =27 e fi (00) =0 (s = 1)
ou f1(0) =0e fi(c0) =27 (s = —1). Tais campos escalares constroem, através da
parametrizagao (2.52) e de (3.55), Skyrmions auto duais de carga topoldgica (sn) e cujos
campos SU(2) serao denotados por Uy,. Entao, poder-se-ia usar o ansatz produto* para
construir Skyrmions auto duais de carga (smn) elevando os campos SU(2) a m-ésima
poténcia, i.e. tomando tais campos como Uimny = Uy = WietmhTs W onde na tltima
igualdade se usou (2.52). Note que isso é equivalente a escolher U, e se transformar
fi = m fi. Consequentemente, dada uma funcao perfil f;, o nimero de possibilidades
de se construir solugées auto duais de carga de Skyme ) = smn através do ansatz
produto, variando apenas o grau topologico de u ou o valor de m, corresponde ao niimero

de possibilidades (mn) de se escrever | ) | como um produto de dois niimeros naturais.
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Como dito anteriormente, qualquer mapa entre 3-esferas U leva a solugoes auto
duais de (3.31), j& que os campos h atuam como espectares se ajustando para qualquer
configuragao dos campos SU(2) através da relacao (3.18). Portanto, o setor auto dual da
teoria (2.31) é infinitamente degenerado para cada valor de Q. De fato, mesmo dentro
do ansatz holomérfico construido nesta segao as solugoes auto duais sao infinitamente
degeneradas, ja que deformagoes suaves na fungao perfil que nao alterem suas condigoes
de borda preservam a carga topolégica e, por consequéncia, a energia estatica (2.47). Em
adicao, ja que se pode escolher livremente os polindémios p(w), ¢(w) e a fungao perfil f(r)
monotonica com condigoes de borda apropriadas, entdao todas as configuragées obtidas
através do ansatz mapa racional vistas na secao 2.2 sao solucoes exatas particulares do
modelo de Skyrme BPS (2.31). Isto inclui as configuragées de campo apresentadas com
) > 2 que podem se aproximar bastante dos Skyrmions tradicionais, apesar de nao serem

sao solugoes do modelo de Skyrme padrao.

Em ordem a se construir exemplos explicitos de Skyrmions BPS de carga topologica
arbitraria dentro do ansatz holomérfico, note primeiro que usando as coordenadas (3.43) a

variavel complexa w pode ser escrita como
To+1x , 0\ ,
w="2" = cot () e'’. (3.57)
r— T3 2
Note também que como a matriz i dada em (3.47) é diagonal, ela é entao formada somente

pelos autovalores da matriz h que pode ser obtida a partir de (3.42), (3.49) e (3.50).
Usando (3.26), (3.47), (3.42), (3.53) e introduzindo o Wronskiano como

q p

W(q(w)a p(w)) = det ( dwq dyp

) = qdyp — pdug, (3.58)

onde d,, = %, segue-se que a densidade de carga topolégica Q e a matriz h se tornam

respectivamente
L O fsin®(£/2) (14 |w ) 2
TTim T e 0 (359
-0 4sin?(f/2) (14 | w?)? 2)
h = )\ diag. (1, 1, 202 (pPt Py | W(w) |7 ] . (3.60)

Note que se o Wronskiano (3.58) se anula para algum valor de w, o que devido a
(3.57) corresponde a uma diregao angular (6, ¢), para qual a densidade de carga topoldgica
(3.59) e o autovalor hss de (3.60) se anulam para todo valor de r. O mesmo vale para a
densidade de energia dentro do setor auto dual, pois esta é diretamente proporticonal a
| @ |. Como o Wroskiano tem grau polindmial igual ou inferior a (2n —2) (ver secao (2.2)),
entdo para n > 2, o que por consequéncia de (3.56) implica em | Q |> 2 | m |, segue-se que

caso o Wronskiano possua raizes entao os Skyrmions auto duais nao devem ter simetria
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radial. Em adigao, usando (3.54), (3.56), e (3.59) a raiz do raio quadratico médio (raio
RMS) dos Skyrmion BPS dentro do ansatz holomérfico (3.45) pode ser introduzida como

) = /fd%é?r?Q _ ws IS drrjraT:Lf sin® (f/2). (3.61)

Resulta de (3.61) que o raio RMS dentro do ansatz holomoérfico (3.45) independe comple-

tamente da escolha do mapa racional u(w), o qual é fungdo somente dos angulos ¢ e 0

(ver (3.57)), sendo inclusive independente de seu grau topolégico n.

Usando (3.57), considere agora uma funcao perfil com as condigdes de borda
definidas acima e a escolha particular p(w) = w™ e g(w) = 1. Segue-se que ambas as
expressoes (3.59) e (3.60) passam a depender apenas de r e | w |*= cot? (g) e portanto tém
simetria axial. Em adi¢do, para n > 1 o Wroskiano (3.58) é nulo somente para | w |= 0,
i.e. no eixo 3 das coordenadas (3.43). Em particular, para n = 1 (u = w) os Skyrmions
BPS tém simetria radial para todos os valores de @, i.e. (3.59) e (3.60) sao reduzidas a

funcoes radiais dadas respectivamente por

1 0,f sin?(f/2)

472 72

o, f

Quew = o D = V- diag. (1, 1,

4 sin”(//2) WQ)) L (3.62)

r2 (9, f)°

Os Skyrmios BPS radiais sao especialmente interessantes para futuras extensoes da
teoria (2.31), pois sdo condizentes com as tentativas de se interpretar a densidade de carga
topolodgica como sendo, a menos de uma constante de proporcionalidade, a densidade de
matéria para nicleos pesados. Para explorar melhor as consequéncias da escolha u = w,
note primeiro que devido a (3.26) e (3.25) o sinal da densidade de carga topoldgica, em todas
as regioes espaciais onde Q # 0, ¢é fixo e corresponde a sign (Q) = —sign (A) = sign (Q).
Em adicdo, a partir de (3.62) se obtém que lim._o+ Q(e) = —[0,f(0)]*/ (16 7%), e portanto
Q tende a se anular na origem se, e somente se 0, f(0) = 0. Claramente, Q deve se anular
no infinito espacial para que a carga topoldgica convirja. Como f(r) é monoténica e tem
contradominio [0, 27 m/|, entdo a densidade de carga topolédgica (3.62) ird se anular, para
r > 0 finito, nos (m — 1) raios ry definidos através de f(ry) =27k, Vk € {1,..., m — 1},
se O, f(rx) ndo divergir. Portanto, se 0, f for finito em todo espago, entao ha m valores de
7, ou equivalentemente m cascas esféricas, onde a densidade de carga topoldgica (3.62)
se anula, incluso o infinito espacial. Contudo, pode ser possivel que exista uma funcao
perfil na qual 0, f(r) divirja para todos os (m — 1) raios r, de modo a densidade de carga

topoldgica (3.62) ndo se anular para r finito.

Introduza a coordenada radial adimensional ¢ (ver (2.32)) e o sistema de co-

ordenadas adimensionais definido em termos da coordenadas Cartesianas (3.43) como

(=|moeo |, yi =| moeo |z, i=1,2, 3. (3.63)
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Para se construir explicitamente Skyrmions auto duais exatos com simetria axial para

todos os valores possiveis de () = smn, considere a configuracao particular

f = 4marctan KZH , pw)=w",  qw)=1, s==%1, (3.64)

onde u(w) = w™ e a é uma constante positiva adimensional e ndo depende das constantes
de acoplamento de teoria (2.31). Note que a partir de (2.48), (3.31) e (3.56) se obtém
s = —sign(A) e portanto A = —s | myeg |. Para a configuracdo de campo (3.64) a

densidade de carga topoldgica (3.59) e h dada por (3.60) se tornam respectivamente

0-— sdmmn? |;no €0 |3 sin? (2m arctarl [(%)8}) cot” (g> 2 , (3.65)
aT CQ (1—|—g—2) sin @ (1+C0t2n (g))
- a(fT@) ding. | 1.1, ::;SiIIQ (Qm arccztafl [(%)SD L?n(el(—i iz)COC;t: <(§>)> } 2
a? 2

Como @ é adimensional, a densidade de carga topolégica (3.59) tem dimensao de
[comprimento] 3. Contudo, como a teoria (2.31) é invariante conforme em 3 dimensdes
espaciais, sendo em particular invariante por dilatagoes, entao os Skyrmions BPS nao
possuem tamanho fixo. A titulo de exemplo, considere a configuracdo de campo particular
(3.64) com m =1 e u(w) = w (n = 1). Consequentemente, a densidade de carga topoldgica

(3.65) se torna puramente radial e é dada por
4 | mo€o |3 1
a3 T2 (1 . %)3 .

Usando (3.66) o raio RMS (3.61) dos Skyrmion BPS radiais se torna

Jir?) = _V3a_ (3.67)

|m0€0|'

Q= (3.66)

Note que o parametro a é totalmente arbitrario devido a invariancia por dilatagoes espaciais
da teoria (2.31), o que também se extende para o raio RMS (3.67). Portanto, assim como
se esperava, os Skyrmions BPS dentro do ansatz holomorfico associados a configuragao
(3.64) podem ser tao grandes ou pequenos quanto se queria. Em adigao, note que o médulo
da densidade de carga topoldgica (3.66) é monotonicamente decrescente com ( e seu valor
méximo ¢ dado por | Q |yy=|Q (¢ =0) | =4 | moeo [> /(a®7?), 0 qual cresce inversamente
ao raio RMS (3.67) ja que | Q (¢ =0) |x ( (r2>)_3. Portanto, quanto mais localizada
espacialmente for a funcao perfil (3.64) com m = 1, ou equivalentemente quando menor
for valor o raio RMS (3.67) ou o valor de a, maior serd o valor méximo da densidade de

carga topoldgica (3.66).
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Trés simples exemplos de isosuperficie de carga topoldgica para Skyrmions BPS
dentro do ansatz holomérfico podem ser vista na Figura 5. Nesta se utilizou as coordenadas
Cartesianas adimensionais (3.63), a fungao perfil f () dada em (3.64) coma=1em =1
e 0s seguintes mapas racionais u = w, w?, %, onde os dois ultimos correspondem aos
dois mapas de menor grau topoldgico de (2.29). As figuras nao estdo em escala e os eixos
(y1, Y2, y3) foram omitidos por simplicidade. Em adi¢do, para cada configuragdo de campo
considerada com @ = 1, 2, 3 se normalizou a densidade de carga topologica (3.59) com seu
valor maximo Qyy, os quais correspondem respectivalmente a Qu// (4 | moeo |? /7%) =
1, 4, 9. Tais mapas racionais escolhidos sao justamente os que formam uma densidade
de carga topolégica (3.59) com a mesma simetria dos Skyrmions do modelo de Skyrme
padrao para o mesmo valor de (). Isto explica a semelhanca entre a Figura 5 e os trés
Skyrmions de menor carga topologica vistos na Figura 2. Note também que a forma das
isosuperficies de carga topologica pode depender significativamente do valor de Q, como
pode ser visto no Skyrmion BPS com ) = 2 e, mais claramente, na configuracao de campo

com ) = 3 na Figura 5.

= Q/QM=0,50
= Q/QM=0,20
. Q/QM=0,05

Figura 5 - As isosuperficies de carga topolégica (3.59) normalizadas com seu valor maximo Qjs nas coor-
denadas Cartesianas adimensionais (3.63) para as configuracoes de campo f(¢) = 4 arctan (1/¢)
e, respectivamente da esquerda para a direita, para os mapas racionais u = w (Q = 1), u = w?

(Q=2) eu=2700 (Q=3).

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.4 O ansatz toroidal

No Apéndice A.1 se demonstra, assim como feito no trabalho original,! que as
equagoes de auto dualidade (3.31) sdo invariantes sobre transformagoes conformes na
subvariedade de trés dimensoes espaciais do espago de Minkowski 3 4+ 1 dimensional.
Pode-se utilizar a combinagoes dessas simetrias externas com as simetrias internas do
espago alvo, por transformagoes nos campos dadas em (2.38) e (2.39), para construir um

57,61

ansatz definido em termos de coordenadas toroidais. Em ordem a implementar esse

ansatz é conveniente utilizar a parametriza¢ao dos elementos do grupo SU(2) como

Zy 124 9 9
U=\ 72 7 : Zi P+ | Zy =1 3.68
(izl 22) 2P+ | (3.68)
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Seleciona-se dois subgrupos U(1) que comutam entre si do grupo de simetria
SU(2)r ® SU(2)g do espago alvo, dadas em (2.38) e (2.39), como

U — e*Byetets ou Zy— €2y, Zy— Iy, (3.69)

U — BByeibl on 7y — 7, Zy — P 7. (3.70)

Seleciona-se também dois subgrupos U(1) do grupo conforme em trés dimensoes espaciais

que comutam entre si e que sdo definidos pelos campos vetoriais®” 6!
Jd, = 220 — zt 0s, (3.71)
3 1
O = % (a:l O + 82> + 24 (a2 + 23— 22 — x%) 03, (3.72)

onde a é um parametro livre com dimensao de comprimento, e onde foram introduzidos
os angulos ¢ e £ tais que os campos vetoriais acima geram rotagoes sobre estas direcoes
angulares. As transformacoes (3.71) correspondem com as rotagoes no plano xj xs, e (3.72)
com a combinagao linear de uma transformacao conforme especial e uma translagao ao
longo da direcao de x3. Acontece que ¢ e £ correspondem de fato aos dois angulos das

coordenadas toroidais em trés dimensoes definidas por

r, = 4 Z cosy , p=1—+1—2zcos&,
p

Ty = 4 z sing , 0<2<1, (3.73)
p

vy = SVI—zsing, 0<¢p, E<2m
p

onde a métrica Euclideana se torna
a? dz?

ds? = — | ———— + (1 — 2) d€* + zd¢?| . 3.74
= iyt a4 sag] 3.7

Em ordem a construir um ansatz para U invariante sobre a agao conjunta dos
subgrupos U(1) (3.69) e (3.71), e também invariante sobre a agao conjunta dos subgrupos
(3.70) e (3.72), se pode tomar

Zy = \JF(2)e'm?, Zy =1 —F(2)e'™*, Vm,n e N (3.75)

com 0 < F < 1. Isto é, neste ansatz a transformagcao (3.69) pode ser desfeita por uma
translagdo em . Combinando estas duas transformacgoes Z; e Z; ndao mudam e entao o
campo U permanece invariante. O mesmo pode ser realizado combinando a transformacao
(3.70) e uma translagdo em &. A partir de (3.68) e (3.75) se obtém

R, =i0,UU" = \/% [— cos (m& 4+ nyp) Ti + sin (m& + ny) T3], (3.76)
Re=i0:UU" = —2m{ F(1— F)[sin(m&+ny) 11 + cos (m& + np) To] + (1 — F) Tg] :

R@:iawUUT:%z{ F(1— F)[sin(m& + ny) T + cos (mé + nyp) TQ]—FT3:|,
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onde F'(z) = %. Tais quantidades satisfazem as seguintes relagées de comutagao

[R., Re] = —7;:’;];1%%,
[R,, R.] = —z;(llj,F)Rg, (3.77)
[Re, R,| = —z'4mnF(1};F)RZ.
As equagoes de auto dualidade (3.31) se tornam
AZR’;hba - —an;, 1:8:5)) R,
AZR’; b = —2-F' ((11:;)) R, (3.78)
AZRf;hba - 20 F R

As equagdes de auto dualidade (3.78) implicam que as trés quantidades Rf, Rg e
R, sao os autovetores da matriz h. Como os autovetores e autovalores sao conhecidos,

pode-se reconstruir a matriz h a partir de

h = M h(dae) ppT MMT =1, (3.79)
COo1
. 2p . 1 FO1—-F) n ,(1—-2 m =z
(diag.) __=r i S A F/ [ /A
h )\adlag' (mnF/ z(1—2) "m (1-F)" n F (3.80)
€

cos (mé +ng)  VF sin(mé +ngp) 1 —F sin(mé + ny)
M =| —sin(mé+nyg) VF cos(mé+nyp) V1—F cos(mé+ng) |. (3.81)
0 1-F —VF

Sendo assim

2 pr F. (3.82)

det b = det h(@28) — _ppp [ p
Aa

Em consequéncia de (3.26) e (3.82) a carga topoldgica associada a estas configura-

¢oes auto duais é

Q=mn [F(1) - F(0)], (3.83)
: Z—; dz dé dy (veja (3.74)).
Escolhendo as condigoes de borda como F(0) = 0 e F(1) = 1 ou escolhendo F(0) =1

e F(1) = 0, obtém-se respectivemente de (3.83) que ) = mn ou Q = —mmn. Ambas as

onde foi utilizado o fato de que o elemento de volume é d3x =

expressoes de () e as condigoes de borda da funcao perfil podem ser escritas respectivamente
como

_1l-s
=

1+
=

Q=smn, F(0) F(1) s=+1.  (3.84)
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A expressao (3.84) é similar & expressao (3.56), apesar de em (3.84) m e n serem nimeros
inteiros e ndo nimeros naturais como em (3.56). Portanto, de modo similar ao resultado
que se seguiu da expressdo (3.56), conclui-se de (3.84) que o nimero de possibilidades de
se gerar Skyrmions auto duais dentro do ansatz toroidal (3.75), para cada fungao perfil
e cada valor de @), é igual ao nimero de possibilidades distintas de um de se escrever ()

como o produto de dois niimeros inteiros.

Note que as equagoes de autodualidade nao determinam a funcao perfil F (z).
Contudo, para que a matriz h seja inversivel é necessario que ambos m,n # 0 e F' #£ 0.

Em adigdo, como os autovalores ¢, devem ser positivos a relagao (3.82) implica que
sign(Amn F') = —1. (3.85)

Consequentemente, F' deve ser uma fungdo monotonica em z, sendo crescente para Amn <
0 e decrescente para Amn > 0. Tal relagao é semelhante a equagao (3.48) obtida para o

ansatz holomoérfico construido na secao 3.3.
A matriz 7 definida em (3.10) escrita em termos da parametrizagao (3.68), dentro
do ansatz toroidal (3.75), é dada por
Tabzpé 4z (1-2) R§R2+LRgRg+leR; , (3.86)
a 1—=z z

onde se usou (3.76). Portanto, pode-se escrever 7 como

T=Mtp M7, (3.87)
onde M ¢ dada por (3.81) e
2 z(1—=z 1-F F .
T = 42—2 diag. (F’2 FEl—F)) . m? ((1 — z)) . n? z) = diag. (w1, we, w3).  (3.88)

A partir de (3.79) e (3.87) pode-se ver que as matrizes h e T sdo de fato diagonalizadas
pela mesma matriz ortogonal M, dada em (3.81), o que é compativel com (3.15). Em
adi¢ao, comparando (3.80) e (3.88) se observa que os autovalores de h e 7 satisfazem as
relagoes (3.16).

Em ordem a se construir explicitamente Skyrmions autoduais dentro do ansatz
toroidal, primeiro note que a partir de (3.73), para p # 0, ou equivalentemente (z, &) #

(0, 0), (0, 2m), pode se reescrever 2 como

2

2 {Z+(1—z)sin2§}—a2[1+ 1—20055}—(122_19 (3.89)
_p v/ = P )

;(xz)Q —

EM‘Q

Portanto, pode-se reescrever p como uma funcao radial dada por

2a? 2
= = ) 3.90
p 7"2 + a2 1 + :Tz ( )
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Usando (3.26), (3.82) e (3.90) a densidade de carga topolégica Q se torna

a

(3.91)

mn <p>3 o mn 4F'(2)

Q:Tﬂ'Q 72 a3 (1+%)3

4a?(z2+x3) ;- .
———o 525 € Invariante
(a?+a+a3+x32)?

sobre rotacao no plano x; 2, segue-se que para qualquer F'(z) monotonico com as condigoes

Como consequéncia de (3.90) e ja que coordenada z =

de borda discutidas acima, ambos h(¥#&) ¢ Q, dados respectivamente em (3.82) e (3.80),
tém simetria axial. Tal simetria pode ser vista nos trés exemplos de Skyrmions auto duais
toroidais vistos na Figura 6, na qual a densidade de carga topoldgica (3.91) foi escrita em
termos das coordenadas Cartesianas adimensionais (3.63), e se escolheu a fungao perfil
F(z)=m?z/ (m*2+n*(1—2)) ea=| moey |7}, ie.

AmPn® |moeo P (1497 +y3 +45)

Q= : 5. (3.92)
72 [Am? (B +yd) +n2 (—1+ 3 +93)°+2 L+ 3 +3) v3 + )]

Em adicao, para cada par (m, n) = (1, 1), (1, 2), (2, 1), com as cargas topoldgicas repecti-
vas Q = 1, 2, 2, se normalizou a densidade de carga topoldgica (3.92) com seu valor maximo
Qur, 0s quais correspondem respectivalmente & Qur/ (4 | moeo |* /7%) = 1, 1, 38627, 8.
Como pode ser visto claramente a partir do Skyrmion BPS toroidal correspondente a
(m, n) = (1, 2) na Figura 6, assim como os Skyrmions BPS holomérficos vistos na segao
segao 3.3, a forma das isosuperficies de carga topoldgica toroidais (3.92) podem depender

significativamente do valor de Q.

n

Q/Qx=0,90
Q/Qx=0,60
Q/Qu=0,20
Q/Qu=0,08

n

| 4]

Figura 6 - As isosuperficies da densidade de carga topoldgica (3.92) normalizada com seu maximo valor
Q) nas coordenadas Cartesianas adimensionais (3.63) para, da esquerda para a direita,
(m,n)=(1,1), (1, 2), (2, 1).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como a coordenadas z definida em (3.73) nao tem simetria radial, entao a densidade
de carga topoldgica (3.91), a qual é o produto de uma fungao radial com uma fungao de
z, possui simetria radial se, e somente se, F'(z) = «, com « sendo uma constante real.
Escrevendo tal relacdo como dF' = adz e integrando de z = 0 até z = 1 se obtém que
a = F(1) — F(0). Segue-se que a intregral indefinida leva a F(z) = (F(1) — F(0)) z + ¢,

com ¢ sendo uma constante real e, tomando z = 0, segue-se também que ¢ = F(0). Por
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outro lado, as condigoes de borda da funcao perfil ja foram fixas por (3.84) e conclui-se
que (3.91) é radial se, e somente se, F'(z) =sz+ (1 —s)/2,ie. F=zouF =1—zcom a
carga topolégica sendo dada por (3.84). Para tais configuragoes de campo a densidade de

carga topoldgica, obtida a partir de (3.26) e (3.82), se reduz a
mn 4

S7T2a3 (1+ 7‘2)3'

a2

Q= (3.93)

Note que (3.93) é equivalente a expressao (3.66) para m = n = 1. Em adigdo, para
(3.93) a quantidade | Q | é monotonicamente decrescente em r e se anula somente no
infinito espacial. Portanto, tais Skyrmions BPS obtidos dentro do ansatz toroidal, com
densidade de carga topolégica dada por (3.93), sdo exemplos exatos de solugoes estaticas
bem comportadas e puramente radiais que podem ser construidas para todo valor de )

inteiro.
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4 O MODELO DE SKYRME FALSO VACUO E SUA APLICACAO PARA A Fi-
SICA NUCLEAR

A contribuicdo dominante para a energia de um niicleo provém da massa dos
nucleons. Por outro lado, para um vasto niimero de nicleos a energia de ligacao é apenas
cerca de 1% da massa do nicleo. Uma abordagem interessante para a construcao de
teorias semelhantes ao modelo de Skyrme que possam vir a capturar essas propriedades é
a extensao de teorias cuja cota BPS seja atingivel para todo valor da carga de Skyrme
(Q). Neste capitulo se construird o modelo de Skyrme Falso Vacuo definido como a soma
de duas energias estédticas E; e Fy, com F; correspondendo a energia estatica (3.7) do
modelo de Skyrme BPS (2.31). O termo F5 introduz um termo cinético e potencial para
a densidade barionica, identificada com a densidade da carga de Skyrme Q, além de
um termo topolégico para os campos U o qual reproduz aproximadamente a interacao

Coulombiana. Portanto, Fs é inteiramente definido em termos do campo de Skyrme (U).

O modelo de Skyrme BPS (2.31) é particularmente interessante para ser estendido,
pois como se demonstrou no Capitulo 3 as equagoes de Euler-Lagrange para os campo h sao
equivalentes as equagoes de autodualidade (3.31). Resulta que o setor estético é equivalente
ao setor auto dual, onde as trés componentes dos campos U € SU(2) sdo totalmente livres,
enquanto as seis componentes de h sao totalmente determinadas em termos dos campos
U através de (3.18). Isto significa que a introdugdo do termo FE, preserva as equagoes de
Euler-Lagrange associadas aos campos h, e portanto pode vir a determinar o campo de
Skyrme sem violar as equagoes de autodualidade (3.31), i.e. sem tirar os campos h de sua
configuragao auto dual (3.18). Consequentemente, as equacoes de Euler-Lagrange para os
campos U associadas ao termo F; sao automaticamente satisfeitas e somente o termo FEs

¢é capaz de determinar os campos de Skyrme.

Usando (3.18) a densidade de energia do termo E; se torna & = 48 72 Q]
e portanto toda densidade de energia do modelo fica definida em termos da densidade
baridnica, a menos do termo topoldgico. Fazendo uma analogia entre a densidade barionica
e a densidade de um fluido, similar ao feito no modelo da gota liquida,*® pode-se dizer que
dentro do setor estatico o modelo de Skyrme Falso Vacuo se comporta como um fluido
autointeragente com interacao Coulombiana. A dinamica de tal fluido fica determinada
apenas pelo termo E, responsavel por fixar os campos de Skyrme, o que também fixa
Q. Sera demonstrado que estas trés equagoes estaticas de Euler-Lagrange associadas aos
campos U podem ser reduzidas a uma tnica equagao diferencial de segunda ordem para
uma fracdo de poténcia 1 da a densidade barionica, a qual recai no problema do falso
vidcuo de S. Coleman.?'! Consequentemente, as solucdes topoldgicas de menor energia
estatica, para cada valor de (), possuem uma densidade baridonica com simetria radial.

Esta estrutura do modelo de Skyrme Falso Vacuo pode descrever acuradamente algumas
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propriedades da matéria nuclear, como a energia de ligacdo e o raio RMS para um vasta

quantidade de nucleos.

4.1 O modelo de Skyme Falso Vacuo

O modelo de Skyrme Falso Vacuo é definido em termos de duas energias estaticas.
A primeira parte Fj corresponde a energia estitica do modelo de Skyrme BPS (2.31),
introduzido propriamente na segao 2.3, a qual além dos campos quirais usuais U € SU(2),
possui também seis campos escalares contidos nas entradas da matriz real, simétrica,

positiva e invertivel h, i.e.

ij T4

2
1
b = / dx [”;0 hay R} R} + i hoy HY HY | (4.1)

com mgy e ey sendo constantes de acoplamento com as respectivas dimensoes [mg] =

\/ [energia| /[comprimento] e [eg] =1/ \/ [energial[comprimento]. Em adi¢@o, definiu-se em
(2.37) as quantidades R} = i Tr (@LU Ut Ta) e Hj, = €ape RZ R¢, onde T,, com a = 1,2, 3,
sao os geradores da &dlgebra de Lie do grupo SU(2) satisfazendo [Ty, Ty | = i€ape Te, ©
Tr (T, Ty) = d4p- Neste capitulo, se assumird que ambas mg e ey sdo positivas e portanto

as equagoes de autodualidade (3.31) sdo dadas por
ANy R = ¢ A
ab Rl = igijk ij, com = :tmo €. (42)

O sinal de \ caracteriza o setor dual (A < 0e @ > 0) e o setor anti-auto dual (A > 0e @ < 0)
da teoria (4.1). Além disso, as solugoes de (4.2) saturam a cota de Faddeev-Bogomolny

(2.44) para sua energia estética a qual, usando (2.41), se torna

Q1 com Q

E1 =487 €0 = 487‘(‘2

[dven T (RR R, (43)

onde R; = R} T,.

Uma maneira de se estender a teoria (4.1) é adicionar a energia estatica Ey que
dependa somente dos campos U, e portanto as equagoes de Euler-Lagrange estaticas
associadas aos campos h permanecem as mesmas do modelo de Skyrme BPS (2.31).
Consequentemente, tais equagoes sdo automaticamente satisfeitas pelas solugoes (3.18)
das equagoes de autodualidade (4.2), onde os campos h sdo inteiramente determinados
em termos dos campos SU(2) pela relagdo h = % 771, com 7,4, = R? RY. Note a partir
desta dltima equacao que s6 ha seis equagoes de autodualidade independentes as quais
sao de fato equivalente as seis equagoes de Euler-Lagrange estaticas para os campos h
associadas & F; (ver segao 3.2). Considere entao o modelo de Skyrme BPS estendido

definido pela energia estatica total

E - E1 —+ EQ, (44)
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com E; sendo dado por (4.1) e Ey sendo um funcional dos campos U e suas derivadas.
A parte das equagbes de FEuler-Lagrange associadas aos campos U que provém do termo
E, também sdo automaticamente satisfeitas pelas solugoes auto duais (3.18). Portanto,
o termo FE; ndo influencia na determinagao dos campos SU(2) nem contribuird para a

energia de ligagdo por nicleon associada a energia (4.4) e definida por

_E@) _ B (Q)
| Q | Q"

onde se usou (4.3). E notével que a extensio feita por E, pode quebrar a simetria conforme

Ep=E(Q=1) By (Q=1) (4.5)

em trés dimensdes espaciais da teoria (4.1), mas preserva as equagoes de Euler-Lagrange

associadas aos campos h.

Para que a teoria (4.4) seja andloga a uma teoria de fluido, i.e. para que suas
solugoes estaticas sejam definidas somente em termos da densidade barionica, assim como
o termo E; dado (4.3), pode-se considerar Ey como uma fun¢ao da densidade de carga
topologica Q e suas derivadas espaciais, a menos de um termo topolégico. Para tal,
considere Fy como funcao da quantidade v, a qual por sua vez é diretamente proporcional

a uma fracdo de poténcia de Q, i.e.

4 l —
Y= BSYE 0= o ijk Tr (R; Rj Ry,) , (4.6)
com s sendo um parametro real e positivo e onde se usou (4.3). Devido a (2.48) e (4.2) o
pardmetro A satisfaz sign (A Q) = —1 e tem dimensdo de [\] = [mg eg] = [comprimento] .
Portanto, a introdugao de A em (4.6) faz com que 1) seja adimensional e positivo. Usando
(3.25), (4.2) e (4.6) se obtém que as equagoes de autodualidade implicam que det h = 41°,

e entdo a positividade de 1 se segue do fato que os autovalores de h sao positivos.

Considere o termo FEj da energia estatica (4.4) definido como

b= [ " 0P+ v 6w 7

onde G (U) é um funcional dos campos U, mas nao de suas derivadas, e jy é uma constante

de acoplamento positiva de dimensao [p] = \/ [energia] / [comprimento]. Note que o termo
em (4.7) cujo integrando é G (U) é topoldgico, i.e. é invariante sobre transformagoes suaves
nos campos U. Este termo difere da carga topolégica () dada em (4.3), pois G atua como
uma deformagao no espaco alvo e pode quebrar a simetria SU(2);, ® SU(2)g da teoria
(4.1). J& que ¢ depende apenas das primeiras derivadas dos campos U, segue-se o termo
de mais alta ordem nas derivadas espaciais de U contido por E5 é de segunda ordem.
Introduzindo as coordenadas Darboux do grupo SU(2) onde tais elementos sdo escritos

em termos de trés campos escalares reais F', 0 e 0y, definidos sobre R3, como

o ( VITFei:  iJFeit

4 ], 0<F<1, 0<6,<2m a=1,2 (48
—3 F6191 /1 — Fe*’L@Q ) ( )
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e usando também (2.37) e (4.6) se obtém

1

Y = 8 Ciik 0; F 0;01 01,05 (4.9)

Variando (4.7) com respeito a ¢ obtém-se

%
6y Eoy = /d% [— e 0% + 55;”)1 5, (4.10)
onde o termo de superficie foi desprezado. Portanto, usando ¢ = sf;fil, (4.9) e (4.10) a

variacao de (4.7) com respeito ao campo F' é dada por

1 1 oV
(SF E, = ﬁ/dgm oF Eijk 8j91 8k02 82 [sws_l <Iu% 82¢ _ &E}Z)))] , (411)

onde se usou também ¢;;,0;0;0, = 0 e o termo de superficie foi desprezado. As variagoes

de (4.7) com respeito aos campos 01 e 05 sao similares a (4.11) e entao estas se anulam

para
£k 0;01 Db O, :wlsl (uga%_ 5‘;@(;#)): )
eijk OiF O 0; :Swlsl (Mg 0% — 5‘;(;#)): = 0, (4.12)
eijk OiF 0,0, O :Swlsl (Mg 0% — 5‘;5”)): = 0.

Segue-se de (4.12) que as trés equagoes de Euler-Lagrange associadas aos campos U sao

equivalentes a uma tnica equacao diferencial de segunda ordem em v dada por

s 0% — - =0, V. =V —cy)®, (4.13)

onde ¢ é uma constante de integracao que aparece da integracao de qualquer uma das
equagoes (4.12) que levam a (4.13). Claramente, se ¥ for tomado como um grau de
liberdade fundamental, ao invés de (4.13) provir das equagoes de Euler-Lagrange de (4.7)
associadas aos campos U, a equagao (4.13) corresponde com a equagoe de Euler-Lagrange

associada ao campo 1 que extremiza o funcional
12
B = [ #0 '8 @y +v ) - ev|. (4.14

A equagao (4.13) é a tnica que precisa ser resolvida para se construir os Skyrmions
da teoria (4.4), e para cada escolha de ¢ tal que Vg seja um potencial admissivel? ! esta
possui ao menos uma solugao. Por outro lado, usando (4.6) as solugoes de (4.13) aceitaveis
sao aquelas onde a carga topologica

Q= X /d?’ws (4.15)

4n?
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¢ um numero inteiro. Caso contréario, nao seria possivel de se integrar (4.6) para a partir
da expresao de v se obter os campos de Skyrme U com as condi¢oes de borda apropriadas.
Em adicao, o parametro ¢ atua como uma constante de acoplamento que pode correr com
outros parametos do modelo, como a energia total ou, como sera assumido neste capitulo,
a carga topoldgica. Note que variando ¢ se muda a solucao de (4.13) e consequentemente
o valor da carga topoldgica (4.15). Contudo, ja que @ é um conjunto discreto de niimeros
inteiros, entao os valores ¢ associados a tal conjunto através das equagoes (4.6) e (4.15)

formam uma sequéncia discreta de niimeros reais.

A densidade de carga baridnica deve ir a zero no infinito espacial para que (4.15)
seja finito, i.e. @ — 0 e ©» — 0 quando r — oco. Logo, ¥ = 0 deve ser um extremo de V.
Em ordem a se obter Fy finito é necessario também que o potencial V' seja construido de

tal formal que Vit (0) = 0. Entao, ¢ = 0 deve ser um minimo local de V.

As solugoes de (4.13) devem ser estdveis sobre o argumento de escala de Derrick.!%12
De fato, escreva (4.14) como Ey = T + Uy, com T = [ d3x %(2) (0) e Uy = [ d3x Vi
sendo respectivamente a energia cinética e energia potencial efetiva de (4.14). Definindo
a transformacao de escala 9, () = ¥ (v/a), com a > 0, tais energias se transformam
como T — aT e Uy — o Uy.. Qualquer solucio de (4.13) torna Ey estaciondria, e entdo
(4.14) deve ser estaciondria sob transformacgoes de escala quando se impoe (4.13). Logo,

segue-se do argumento de Derrick que

2
T+ 3Usg =0, e entao Ey = 3 T. (4.16)

Portanto, F.t € positivo e Uy é negativo quando tais funcionais sdo calculados para as
solugbes topolégicas nao triviais (¢ nao identicamente nulo em todo espago) de (4.13).
Conclui-se que V¢ deve ser negativo em alguma regido do espago alvo de i e consequente-

mente se é levado espontdneamente ao problema do falso vacuo de S. Coleman.? !

Para um dado potencial V' as solugbes de (4.13) sdo fungbes da constante de
integragao ¢, e entao da carga topoldgica (). Usando (4.16) se pode demonstrar que a energia
de ligagdo por nicleon (4.5) satisfaz g Ep = (2/3) T/Q* — [| Q| Qe — Qg} /Q?,
onde Q¢ = [z G (U) ¥*, e em adicio T/Q* < (127%/mied) ¢/ | Q | (ver Apéndice
B.1). Portanto, se ¢ é uma fun¢do monotonicamente decrescente em | @) |, o que pode
ser averiguado para muitos potenciais V', entdo a quantidade positiva T/Q? tende a zero
quando | @ | tende a infinito. Logo, para Q¢ = 0 a energia de ligagdo por nicleon é
monotonicamente crescente e satura quando | ) | tende ao infinito. Para os nticleos pesados
o nimero de prétons e néutrons nao diferem drasticamente, e portanto a carga elétrica deve
ser aproximadamente proporcional & | @ |. E esperado que a energia de ligacdo por nicleon
decresca para ntcleos pesados devido a energia de interacao Coulombiana e, para reproduzir
tal comportamento aproximadamente, seria conveniente escolher o funcional G (U) tal que
Q¢ seja positivo e proporcional a Q. Consequentemente, dgFEp = (2/3) T/Q?* — const., e

entdo a partir de algum valor de | @ | a constante se torna maior do que a quantidade T'/Q?,
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i.e. E'p se tornard decrescente com | @) |. Em especial, tal decrescimento é aproximadamente
linear para | @ |— oco. Logo, se ¢ é uma fun¢ao monotonicamente decrescente com | @ |,
a dindmica da teoria (4.4) reproduz de maneira robusta o comportamento principal da

energia de ligagao por nucleon experimental.

A equagao (4.13) possui ao menos uma solugao monotdnica e esfericamente simétrica
s a qual se anula no infinito espacial, além da solucao trivial ¢ = 0.1 Em adicdo, tal
solugdo tem energia efetiva e (1).) menor ou igual a qualquer outra solugao que também
se anule no infino espacial. Devido & (4.6), tais solugoes 1 tém associada uma densidade
de carga topolédgica que também se anula somente no infinito espacial, possuem simetria
radial e seu médulo é monotonicamente decrescente. Em adi¢ao, o potencial efetivo Vg

1,19 i.e. deve satisfazer as seguintes propriedades: i) Vi (¢)

deve ser um potencial adimissive
é continuamente diferencidvel para todo ; ii) Vi (0) = 0y Ver (0) = 05 iii) Vi (¢) é
negativo em alguma regiao de seu dominio; iv) Existe niimeros positivos a, b, o, § tais
que o < 3 < N/(N —2) e Vg > arp® — by)”® para todo ¥ > 0, com N sendo o ntimero de

dimensoes espaciais, e portanto N = 3.

Note que E, e Eg. diferem por um termo topoldgico [d®z (G — ¢) 9%, o qual é
constante dentro de uma classe de homotopia. Logo, o minimo de E; para dado valor
de carga de Skyrme () corresponde com o minimo de Fg para o mesmo valor de ().
Consequentemente, os minimos de F5 correspondem também a solugdes monotodnicas
esfericamente simétricas. Considere a parametrizacao dos campos U em termos da funcao
perfil f e um campo escalar complexo u, junto de seu complexo conjugado u, dada por
(2.52) e o sistema de coordenadas (3.43). Para obter tais solugbes onde a quantidade 1),
ou equivalentemente a densidade de carga topoldgica, tem simetria radial pode-se utilizar
o ansatz holomérfico (2.59) para os campos U com u(w) = w. De fato, o ansatz (2.59)
junto as equagdes de autodualidade (4.2) implicam que Q e os autovalores de h, dados
em (3.62), tém simetria radial (ver se¢ao 3.3). Em adi¢do, a matriz que diagonaliza h
é dada pela representacdo adjunta (tripleto) do grupo V = Wte'f13/2 ou seja d (V) =
d (WT) d (eifT3/2), onde utilizou-se (2.40), (2.52), (3.10) e (3.18) e as matrizes d (WT) e

d (eif Ts/ 2) sao dadas respectivamente pelas equagoes (3.49) e (3.50) restritas a u = w.

Como o mapa entre 2-esferas u tem grau topoldgico n = 1, segue-se que a carga
topolégica (3.56) é reduzida a @) = sm, onde m é um nimero natural e § = 1 para as
condigoes de borda f(0) =2mme f(co) =0e s=—1para f(0) =0e f(c0) =2mm.
Note que usando adicionalmente (3.48) e f' = 4 se obtém 5 = sign (Q) = —sign (\) =
—sign (f’) e o sinal de f’ é fixo em todo espago. Usando (3.62), (3.42) e a positividade dos
autovalores de h, segue-se que a fungao perfil f(r) deve ser monotonicamente decrescente
no setor autodual (A < 0 e @ > 0) e monotonicamente crescente no setor anti-auto dual

(A>0e @ <0). Para se interpretar ) como sendo exatamente o niimero de niicleons ird
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se considerar neste capitulo o setor dual, i.e.
A= —mpey <0 = Q>0 e f0O)=271Q, f(oo)=0. (4.17)

Como se verd posteriormente, pode-se encontrar as solugoes 1y, de (4.13) numericamente
e entdo se obter as cargas topologicas sem a necessidade de integrar (4.6) para se obter a
funcao perfil. Em adicao, a partir de (4.6), ou equivalentemente de det h = 41°, e (3.62)
se obtém
P’ = —(my 60)73 2173 (jr [f —sin f]. (4.18)
Como afirmado acima, as solugbes ¢ da equagao (4.13) sdo, além de ndo negativas e
radiais, monotonicamente decrescentes e se anulam somente no infinito espacial, o que tam-
bém se estende para Q devido a (4.6) e em adigao se tem sign (@) = —sign (A) > 0. Apesar
de Q ser indefinido na origem devido ao fator r—2 em (3.62), seu limite lim, o+ Q (1)
(f'(0))? ndo pode se anular para solucdes topolégicas de (4.13) nao triviais e consequen-
temente f’(0) # 0. Contudo, decorre do ansatz holomoérfico para os campos U e da
escoha u = w que se f'(r) for finito para todo valor de r, entdo segue-se que Q se anula
para m valores distintos do raio r > 0 (ver segao 3.3). Um destes raios corresponde ao
infinito espacial e os demais correspondem aos valores 7y do raio tais que f (ry) = 27k,
Vk € {1, ..., m — 1}. Portanto, as solugoes de (4.13) que se anulam somente no infinito
espacial devem ter associadas uma funcao perfil f tal que sua derivada primeira divirja

negativamente para tais (m — 1) valores de r.

Considere o seguinte potencial admissivel

Ve, =V —cp® = B3y% — cp® + BEo", 6>5>2 K>2, (4.19)
o qual define também o poténcial fisico original da teoria (4.4) como V = pB2¢? +
B24%, onde as constantes de acoplamento [y e B tém dimensao de [Bs] = [Bi] =

\/ [energia] / [comprimento]®. Note que para qualquer configuracio de ¢ constante ) =
a > 0, com « sendo qualquer valor de ¥ na regiao em que V¢ é negativo, a energia efetiva
(4.14) diverge negativamente ja que Uy = [ d*z Vs — —oo. Contudo, para tais solucoes a
energia fisica (4.4) diverge positivamente, pois U = [ &z V — +o00. Em adigao, se G(U)
¢ nao negativo em todo seu dominio, entao a densidade de energia do modelo original (4.4)
é nao negativa para todos os campos U e h, apesar da densidade de energia efetiva de

(4.14) nao o ser.

Para analisar melhor o papel dos parametros do modelo, defina as quantidades

adimensionais

(B A (e 6)
<_<Mo> " w_<ﬁ%> v ”‘(63) <ﬁz - 40
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Usando (4.20) segue-se que (4.13) e (4.15) sao reduzidos respectivamente a

ﬂ gdi{b\_évvef_ UV — 1/~ ahS — ah2 A0S Tk
et 5= Vo= V@ =P = a5, (421)
3
Q= (lm) 19[(77 5, ’i)a (422)
Do

com ¥ = (my 60)3 (53/5£)ﬁ e [ = %fooo d¢ ¢24)*. Portanto, o raio RMS da carga

barionica é dado, assim como definido em (3.61), por

_ [ dBzriys | J(y, s, K)
<T2>=\/W—E/\(%S,H)> Ay, s, k)= Ty, 5. n) (4.23)

com J = % Joed¢ ¢t 155. As solugoes consideradas de (4.21), chamadas de solugoes de salto,’
satisfazem ¢/ (0) = 0 e 1 (00) = 9/ (00) = 0, onde /() = %&C). A principio, dados os
valores de k e s, pode-se variar o parametro v « ¢, o qual tem sido tratado como uma
constante de integracao arbitraria, até se obter uma solugao para qualquer valor de carga
barionica. Note que a razao po/fP2 da somente a escala do raio RMS (4.23) enquanto seu

formato é dado somente por A (s, &, 7).

O potencial Vi definido em (4.19) se torna degenerado, e portanto nao negativo,
para um tunico valor da constante de integracao <. para cada valor de s e k. Para tal

potencial efetivo degenerado os vacuos correspondem a 1) = 0 e 1 = 9, (s, k), onde o valor

de . e &C, obtidos resolvendo-se ‘//\:sf. = ‘5(%5 = 0, sao dados por
s— 1
K— 2 K — 8\ n—2 ~ s — 2\ 72
(s, k) = , e (s, k) = ) 4.24
Ve (5, ) <I€—S) <s—2) Ve (s, ) (H—S) ( )

Resulta que Vi 6 um potencial admissivel se, e somente se 7 > 7. (s, k).

Pode-se fixar relagoes entre as constantes de acoplamento e toda sequéncia discreta
de valores de 7 correspondentes a cada valor inteiro de () a partir da fisica nuclear. Uma
possibilidade é escolher algum ntcleo de referéncia que identificarda dado valor referéncia
de raio RMS (r2)refl com certo valor referéncial de carga baridnica Q... Por exemplo,
poderia se escolher o nticleo estdvel °Fe (o qual possui a maior energia de ligagdo por
nticleon) como nicleo de referéncia, onde Q.ef. = 56 e (r2)re£ = 3,7377 fm corresponde
ao seu valor experimental do raio RMS.5? O valor de /2 pode ser determinado de certa
propriedade de decaimento da densidade de matéria para nucleos pesados, mas por hora
considere somente que esta escala do raio é conhecida. Entao, para cada par de valores de
s e k fixos se pode obter o valor de v correspondente com \/@ref, o qual sera denotado
POT Yref., Tesolvendo sucessivamente (4.21) até que (4.23) seja satisfeita. Contudo, uma vez

determinado o valor de 7, a relagao (4.22) fixa o valor de 9 por

-3
_ @ Qref.
V= (52) Iref. ’ (425)
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com Iet = I (Yret, S, K). Segue-se que todos os outros valores de «y sao fixos através da

relacdo (4.22), a qual pode ser reescrita como
Qref.

- I(v, s, k). 4.26
Q [ref. (7ref., s, H) (’7 ) ( )

Em adicao, a densidade de carga topoldgica dada em (4.6) se torna totalmente determinada

para todos os valores de () por

U o (D
o (o= (2)2). a

Seria notavel que a teoria (4.4) reproduzisse os valores dos raios RMS experimentais
bem como o comportamento aproximado da densidade baridnica, ao menos para ntcleos
pesados, somente através da utilizagao de dois pardmetros vindos diretamente da fisica
nuclear para se determinar a escala espacial do modelo (82/p0) e o valor de 7yt.. De fato,
se demonstrara abaixo que isso é possivel, mas ainda sera necessario se determinar mais
trés relagoes entre as constantes de acoplamento para poder se calcular a energia de ligacao

por nuicleon.

Em ordem a se analisar a energia de ligagao, introduza a fungdo g = (f — sin f)
definida apenas em termos da funcao perfil, a qual é por constru¢do um funcional de Tr U.
Tomando G (U), introduzido em (4.7), como um funcional de g segue-se que a simetria
SU(2), ® SU(2)r de (4.1) é quebrada em seu subgrupo diagonal SU(2). Em, adicao,
usando (4.18) se obtém Qg = [ d3x G1p® = =27 [F (g (00)) — F (9(0))]/ (mgeq)®, com
% = (. A partir das condigoes de borda de f dadas em (4.17) se observa que Q¢ é uma
funcao de ). Apesar de outras escolhas de G (g) poderem vir a ter interessantes aplicacoes
fisicas, considere a partir de agora GG sendo dado por qualquer uma entre as seguintes

expressoes, que dao exatamente a mesma contribuicao para (Qg, dadas por

_Pe, _ B _ B

G = _ MG
27rg 2T o2’

(f —sinf), ou G (4.28)

as quais sa@o nao negativas por definicao. Consequentemente, a densidade da energia total
de (4.4) também é nao negativa para toda funcao perfil e todo valor de r. Logo, a partir
de (4.7) se obtém

3
Ey = oy [19 (’ég) £+ %G 1Q |2] : (4.29)

s5=2 s=2 2 —~ —~
onde oy = in’ 5y (Bj) " og = e (5—%) el = Lfeod¢e? l(wQ) +? + w"‘]. Portanto,

3.3 2
Mo € B3 By \B?

a energia de ligacao por nucleon (4.5) se torna

Ep = o, [ﬁ (“) (&;1 - 5) +20-1Q |>] . (430)

o)

B2 | Q|
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Como v, po/Ba e Eg=1 ja sao fixos a partir da determinagao do raio RMS, pode-se
obter o9 e og de (4.30) através do ajuste de EFp em relacdo aos dados experimentais.
Por consequéncia, as constantes de acoplamento de Fy dado por (4.7) ficam totalmente
determinadas em termos das constantes de acoplamento do modelo de Skyrme BPS
mg e eg. Contudo, como a energia estatica BPS (4.3) depende apenas da razao mqg/eo,
mesmo que esta seja conhecida, e portanto a densidade de energia total do sistema seja
inteiramente determinada, ainda restara um grau de liberdade remanescente. A energia
total (4.4) das solugoes estéticas de (4.21) com carga topoldgica unitaria (@ = 1) deve
corresponder a massa de nicleo 'H, a qual corresponde com a massa do proéton, i.e.
E(Q=1) = m,c* = 938,272081 MeV. Usando adicionalmente (4.3) e (4.4) se fixa a
razao mg/ey através da relagao

mo  938.272081 MeV — Ey (Q = 1)

= . 4.31
€o 48 72 (431)

Definindo o = (5,./ 62)2/ (“_2), a qual corresponde o inverso da escala adimensional

do campo ¥ dada em (4.20), pode-se escrever as constantes de acoplamento como

mh o (m) gy A (myty b (M) (432)

as €o as €o a2 472\ By
2 2 2

By Vo B Voo b Vozoc

a? 472’ ar 472’ as 472

Para cada par de valores de s e k a determinagao da escala do raio RMS 1/, a escolha
do ntcleo de referéncia que fixa 1 através de (4.25), os dois parametros o € o obtidos
a partir do ajuste de (4.30) em relagao aos dados experimentais e razao mg/ey dada por
(4.31) fixam cinco das seis constantes de acoplamento. Consequentemente, determina-se o
lado direito de cada uma das equagoes (4.32) e cada constante de acoplamento da teoria

(4.4) fica determinada em termos de o que é livre.

4.2 Analise da equacdo (4.21)

Uma analogia com a mecanica classica simples, mas fundamental na compreensao
do problema do falso vacuo, pode lancar luz sobre o entendimento das solugoes de salto
da equagao (4.21). A equagao radial diferencial de segunda ordem (4.21) tem a mesma
estrutura da dinamica de um corpo fisico vivendo em um espago unidimensional, com a
‘coordenada espacial’ 15 e ‘tempo’ (, sujeito a um potencial de sinal invertido Vi,,. = _‘/}ef.,
com um termo dissipativo dependente do ‘tempo’ —2 dg& /C. Segue-se que dg& e dg& Sa0
interpretados respectivamente como a ‘velocidade’ e a ‘aceleragao’ do corpo. Nesta analogia
a energia mecanica cldssica fica definida como Egassical = K + Viny, = (dth)2 /2 — Vi, com
K sendo a energia cinética do corpo. Explicitamentente, multiplicando a equagao (4.21)
por dCQZ e a reescrevendo pode-se obter

dEsssica P dp 2 (M)Q <0,
dg

P G =2 (4.33)
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onde Fy = —2 dUZ /¢ desempenha um papel de uma forga dissipativa. As condigoes de
borda da solucio de salto de (4.21), as quais satisfazem ¢/ (0) = 0 e ¢ (c0) = ¢/ (c0) = 0,
implicam que o potencial efetivo deve se anular no ‘tempo’ ( — oo e a energia cinética K
se anula no ‘tempo’ ( = 0 e em { — oo. Portanto, o potencial efetivo no ‘tempo’ ( =0

~

deve ser nao-positivo (—Ver (¢ = 0) > 0) para compensar a dissipagao de energia que pode
ser nao nula. Por outro lado, para o corpo cair de ( = 0 rumo ao falso vacuo a ‘aceleracao’
do corpo deve ser nao-positiva (d(lZ(O) < 0). Logo, a ‘posi¢ao’ inicial do corpo QZ(O) precisa
estar contida no intervalo [@Zn, @ZM], onde LZM = zZM (7, s, k) é o verdadeiro vacuo de Ve
¢ Uy = Uy (7, s, k) é 0 valor de ¢ mais proximo & vy, pela esquerda satisfazendo Vi, = 0

(veja a Figura 7).

0,30 ‘
Ponto de partida do ‘corpo’

0,25 |
0,20 |
0,15 |

e
o

<>
"0,10 |

Figura 7 - O potencial efetivo com sinal invertido V.t dado por (4.21) vs. 1]}\ para vy = 2,2, s =3 e
Kk = 4. Em adi¢ao, sdo mostrados os valores de zZn =0,641742 ¢ QZM = 1,25 para tal potencial
efetivo bem como o ponto de partida do ‘corpo’, i.e. o valor do ponto (12 (0), —";'ef,) =
(1,21326, 0,2902) correspondente a solugao de (4.21) em ¢ = 0.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ja que o potencial efetivo degenerado Vit (e, &c, s, k) é nao-negativo, com 7. e
1, sendo dados em (4.24), entdo o tamanho do intervalo [Yyum., ¥a] 3 ©(0) tende & zero
quando y — ., e portanto 12(0) — 1),.. Considerando Vit (?Z (0),7, s, /1) = —g,come > 0,
como sendo o valor do potencial efetivo para ( = 0, entao ja que Vit (@C, Ye S, /@) = 0, segue-
se que o limite y — ~.F implica em € — 0". Usando também K|—g = K|¢—oo = Vet |c=0o = 0,

segue-se que [Eossicalg = —€ € entdo integrando (4.33) se obtém

2 (dp)
Edissipada = _/0 dCZ <d,(§> = —E€. (434)
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Y

Portanto, a energia dissipada tende & se anular para e — 0%. Isto significa que a ‘velocidade

ac
infinitesimalmente préximo do vacuo @ZC do potencial efetivo degenerado Vit (Ve @ZC, S, K)

<d¢) pode ser nao trivial somente no infinito espacial, e entao ¢ tende a permanecer

por um tempo ‘(" que tende ao infinito. Consequentemente, a quantidade I, a qual é
proporcional & @) devido a (4.26), diverge quando v — 7. Em adi¢do, como Y é um
minimo local de V¢ (’yc, 0, s, K) e a ‘velocidade’ 12’(0) = 0, se obtém de (4.21) que a

‘aceleracao’ cldssica no ‘tempo’ ¢ = 0 tende a lim__,_+ d?@z (0) = 0.

Aproximando ~ o suficiente de 7, pela direita, as solu¢oes de salto deslizam muito
lentamente de sua ‘posicao’ inicial 12(0) R~ @c em alguma regido ‘temporal’ [0, R¢], com
R; > 0, antes de decair exponencialmente rumo ao falso vdcuo de ‘zf.. Defini-se a regiao
critica de v como a vizinhanga a direita de 7., onde segue-se pelos argumentos acima
que em ordem mais baixa de R; se tem [;° d¢ (" VS~ @Zﬁ R?H/(n + 1), com n > 1.
Entao, as expressoes (4.22) e (4.23) nesta regido critica sdo dadas respectivamente por
Qo ~ O L2 i R} e \/@c ~ /3 5 R¢.* Logo, o raio RMS (4.23) e a densidade de carga

topolégica (4.27) em ¢ = 0 na regido critica de 7 se tornam respectivamente

~ [ B 37
e 7 [\/;<M§(s, %))

com v, (s, k) sendo dado em (4.24). Resulta, que o raio RMS (4.23) é aproximadamente

Qs Q.((=0)~ —5 (s, k), (4.35)

proporcional a Q% na regido critica de v para qualquer potencial V', definido em (4.19),
entrando em acordo com seu comportamento esperado para nucleos pesados segundos os

dados experimentais.

Agora se analisard qual o comportamento do ‘corpo’ sujeito a equagao (4.21) quando
este nao ¢é solto da ‘posi¢ao’ inicial 155(0) associada a uma solucao de salto, mas de uma

pequena variacao desta, i.e. qual é a trajetéria do ‘corpo’ ao ser solto de QZ(O) = @ZS(O) + €,
; d'g/ZJ\

ac A
potencial efetivo de (4.21) é um minimo local, ou méaximo local de Vi,,, = —Vi, sendo

com | € |< 1 e com ‘velocidade’ %2(0) = 0. Primeiro, note que o falso vécuo ¢ = 0 do
portanto um ponto de equilibrio instavel na analogia classica. Para as solugoes de salto de
(4.21) com valor na origem ,(0), qualquer pequeno incremento em t,(0) fard com que o
‘corpo’ chege na ‘posicao’ 15 = 0 com uma energia cinética classica positiva e sem mudar o
sentido de sua ‘velocidade’. Portanto, este continuara seu movimento vagando no semi-eixo
de 12 negativo, sem possivelmente retornar a 15 = (. Tal solugao, onde IZ toma valores
negativos para valores de ¢ suficientemente grandes, é chamada de “overshoot”? De modo
similar, qualquer pequeno decremento em QZS(O) ird levar a outro tipo de solu¢ao na qual
@Z nao atinge 12 = 0, pois nao parte de ( = 0 com energia cinética classica suficiente. Esta
solucao, chamada de “undershoot”, entao oscila em torno do verdadeiro vacuo do potencial

efetivo de (4.21), com amplitude de oscilagdo decrescente devido a dissipagao de energia

*

Tais relacoes sdo preservadas caso R¢ seja definido alternativamente como a espessura do campo 15,
i.e. o valor de ¢ tal que 9(¢) = (0)/2.
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classica. Tais caracteristicas s@o excepcionalmente distintas e em geral é facil de saber se
uma solugao de (4.21) com condigao inicial ¢(0) é do tipo “undershoot” ou “overshoot”,
podendo inclusive se usar estas para se determinar com étima precisdo o valor de ¥4(0) de

uma solucao de salto.

4.3 Analise dos resultados numéricos para a escolha do *°Fe como niicleo de refe-
réncia

Agora se demonstrard explicitamente como pode-se fixar a razao pg/52. Em adigao,
se utilizara o 5°Fe como ntcleo de referéncia para se determinar o raio RMS para cada
valor de () e se comparara tal resultado teérico com os dados experimentais. Uma robusta
propriedade dos nticleos é que sua densidade de matéria p™ decai exponencialmente longe
do centro de massa, i.e. pM (r) ~ pM e77/% com a = 0,524 fm sendo aproximadamente
independente do niimero de massa e p} sendo a constante de proporcionalidade. Identi-
ficando p™ como sendo diretamentamente proporcional & Q e usando (4.6) ou (4.27) se
obtém que p™ o 1%, Portanto, para (4.21) possuir solugdes com tal decaimento assintético

exponencial é necessario que

62 Vg,
0 1)?

onde se usou (4.19). De fato, o termo de menor ordem do potencial efetivo (4.19) foi

52

2
— (M) a2 = Fo_ g 2a, (4.36)
h=0 52

escolhido como sendo quadratico em v para obedecer a lei de decaimento exponencial que

impoe a primeira equagao de (4.36).

As solugoes da equagao diferencial ordinaria de segunda ordem (4.21), satisfazendo
¢ (0) =0 e (c0) =4 (00) = 0, sdo obtidas através do bem conhecido método explicito
Runge-Kutta de quarta ordem com passo de A( = 107%, e todo ¢ percence ao intervalo
finito [0, (nax.|- O valor de (pax, € entdo o tamanho da rede adaptativa, é o valor méximo
de ¢ tal que 0 < @(Cmax,) < 1,2 x 1075, &(Cmax.)/ <0e ’@’ (Cmax.)| < 1078. Usa-se o

método de “shooting” para variar o valor de ¥ (0), e a solugdo numérica final é uma

configuragao do tipo “undershoot” que aproxima a solucao de salto no intervalo finito
definido acima, tal que um incremento de 1074 em QE (0) d& uma configuracao de tipo

“overshoot”. Tipicamente o tamanho da rede é de (pax. ~ 10 — 20.

A sequéncia discreta de valores de 7 correspondentes aos valores inteiros da carga
barionica (), para cada poténcial V de (4.7), i.e. para cada par de valores s e k, sdo encon-
trados em duas etapas. Primeiro, se obtém o valor de v (**Fe) resolvendo sucessivamente a
equagao (4.21) para cada valor de v, o qual é variado usando busca bindria sem condigao

de borda fixa, até que A difira de seu valor dado pela relaciof

3,7377 fm = sv/20,524 fm A (7 (56Fe) s, m) (4.37)

f Tal método funciona muito bem pois ha fortes indicios de que as fungdes A (y) e I (7) sdo monotdnicas
para um amplo nimero de valores de k e s.
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por menos do que 10719 onde 3, 7377 fm é o valor experimental do raio RMS®? do nticleo

do *SFe.* Entdo, o valor de ¥ é fixado através da equacdo (4.25) por

9 = o0 . (4.38)

s3 (\/50,524 fm)3 I (v (°SFe) , s, K)

Segundo, aplica-se 0 mesmo procedimento acima para determinar a sequéncia de valores

de v correspondentes aos valores inteioros das cargas de Skyrme ) dadas por (4.26) como

Q= I(y,s, k)

~ I(y(*Fe) , s, k) /56 (4.39)

Neste caso, a busca binaria para quando o valor numérico Q,.m. difere do valor inteiro
mais préximo @ por | (Q — Quum.)/Q |< 2 x 1078,

Feito o procedimento acima, a razao po/f2 e a sequéncia discreta de valores das
quantidades v, A (v, s, k) e I (7, s, k) corresponentes com os valores inteiros das cargas
de Skyrme @), dada por (4.22), fica determinada. Consequentemente, a sequéncia discreta
dos raios RMS \/@ e a densidade baridnica correspondentes com tais valores de @)
podem ser obtidas respectivamente através de (4.23) e (4.27). Apresenta-se na Figura 8
a densidade bariénica (4.27) como fungao de r, para alguns valores de @), associada as

solugoes de (4.21) para o modelo com Kk =8 ¢ s = 3.

0.20 ' ' ' | I
Q1
I . Q=2 S
S Q=6
0,16 N a2 |
1 Q=28
Q=56
_ 118 —
. 240 — |
e ol
Q
0,08 |
™\
\\\\
0,04 | \\ |
. N s
0 2 4 6 8 10 b

r (fm)

Figura 8 - A densidade de carga topolégica Q = 4i2 {b\‘“ (C =r/ (s V20,524 fm)) para kK = 8es =3
usando a = 0,524 fm em (4.36) e o 55Fe como nticleo de referéncia. O valor de Q (r =0) é
crescente até QQ = 17 e entdo decresce vagarosamente até o valor de 0, 1645 fm ™3 para Q = 240.

Fonte: Elaborada pelo autor.

T Nesta etapa se obtém e, = 2,0415 e consequentemente [ ('y (56Fe) ,k=28,5= 3) /56 = 0.0079194,
mas numericamente sdo usados mais algarismos significativos.
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Para os nicleos pesados (Q > 56), a teoria construida neste capitulo é compativel
com o fato da densidade de matéria se comportar aproximadamente como um fluido
incompressivel, além do valor de Q (r = 0) se aproximar do valor experimental da densidade
barionica®® de cerca de 0.16 fm~=3. De fato, tomando x = 8 e s = 3 como exemplo, para
tais nucleos a densidade barionica teérica se torna aproximadamente constante deste r = 0
até certo valor de r, a partir do qual esta decai rapidamente (ver Figura 8). Em adigdo, o
numero barionico () cresce quasi que volumetricamente, i.e. cresce aproximadamente com
o ciibo do raio RMS (ver Figura 9).

6l experiméntal . ,
s=5/2, k=8 ¢
s=3, k=8 o
s=5,xk=8 =
5 L |
Eaf f
N
g\
3 : i
2 B o 8 ]
3,55L1" ‘ B
llE g g 3,66 388 398
1 2 3 01/3 5 6

Figura 9 - O raio RMS +/(r2) como funcio de Q'/3, para k =8 e s = 5/2, 3, 5.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observa-se que a inclinacdo da curva /(r2) x Q2 depende mais fortemente de s
do que &, e o melhor ajuste dos valores experimentais do raio RMS®? corresponde com
s =3 (veja a Figura 9). Foi considerado a lista de N, = 265 nticleons contendo todos os
niicleos estaveis (incluindo is6topos), os quais existem na faixa do nimero de massa A de
A =1 ("H) até A = 208 (**®Pb), e em adigdo todos os nicleos de A = 209 (**Bi) até
A =240 (**°Pu) com meia vida® maior do que 10 anos. H4 um salto de A = 209 para
A = 226 nesta lista, pois de A =210 até A = 225 ndo ha nenhum nicleo que satisfaza os

critérios acima de estabilidade ou meia vida.

Os dados experimentais e os numéricos sao comparados usando o a raiz quadrada

do desvio quadratico médio (RMSD) do raio RMS R = /(r?) e da energia de ligagdo por
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nucleon Ep, definidos respectivamente como

num. __ [Pexp. 2 num. __ [eXp-\2
AR:ZJ(R NR L AEB:ZJ(EB NEB S (4.40)

lista lista

onde a soma em (4.40) se da sobre toda a lista de N. = 265 nucleos definida acima. Os
valores ntimericos de R™™ e E™™ sdo obtidos respectivamente a partir de (4.23) e (4.30),
enquanto os valores experimentais do raio RMS® e da energia de ligacao por nticleon® siao
representados respectivamente por R e E5®. Em adicdo, também se define A R4212 e
AFE §212 como as quantidades (4.40), mas com a soma restrita aos nicleos da lista definida
acima com A > 12, contendo entdo apenas NAZ12 = 256 nicleos, sendo '2C o mais leve.
Para s = 3 observa-se que A R varia de 0, 1287 fm para k = 4, até 0, 0837 fm para k = 20,
com um minimo bem suave de 0,0820 fm para x = 8. Portanto, os valores dos raios RMS
previstos pelo modelo estao, para um grande nimero de nicleons, em boa concordancia
com os dados experimentais para s = 3 e qualquer potencial com x > 6. Em adicao, note
que para se fixar o raio RMS s6 se determinou dois dos seis graus de liberdade da teoria

(4.4) a partir de duas quantidades experimentais.

Em ordem a se obter a energia de ligacao considere a teoria (4.4) restrita & s =3 e
Kk = 8, para a qual os valores dos raios rms estao, ao menos para A > 12, em excelente
concordancia com os dados experimentias. Como o procedimento acima fixou os valores de
U e /P2, além da sequéncia discreta de valores de v com () inteiro, entdo o valor de Eg—;
em (4.30) fica também determinado. Logo, pode-se obter, tal como mencionado acima,
os valores de 09 e 05 que dao o melhor ajuste dos valores experimentais da energia de
ligacdo por nticleon,% dentro da lista de nticleons definida acima. Os resultados tedricos
e os valores experimentais sao mostrados na Figura 10, e estes tém 6tima concordancia,
diferindo de 1% ou menos para ) > 20. Na Tabela 6 do Apéndice B.2 sdo dados, para
cada um dos ntcleos da lista definida acima, os valores experimentais e tedricos para
k =8 e s = 3 do raio RMS apresentados na Figura 9 e da energia de ligagdo por ntcleon
apresentada na Figura 10. Em adigao, também se apresenta o valor correspondente da
constante de integracgao 7y, para cada valor de @), obtido pelo procedimento acima através
das equacoes (4.37) e (4.38).

Apesar de nao reproduzir-se os valores experimentais de Ep para nucleos leves
Na Figura 10, a curva tedrica exibe um comportamento semelhante no qual Ep cresce
rapidamente a partir de Eg (Q = 1) = 0 até seu maximo e depois decresce lentamente
com (). Uma vez que a energia de ligagao se tornou totalmente determinada, o valor da
razdo mo/eo € fixada a partir da massa do préton, i.e. usando (4.31) se obtém mg/ey =
1,94999 MeV. Resulta que todos os pardmetros da teoria (4.4) sdo fixados, os quais sao

dados na legenda da Figura 10, exceto a quantidade a = (3,;/ ﬂQ)% que ¢ livre.

A Tabela 2 mostra que para s = 3 e para todos os valores de k = 6, ..., 20 da teoria

proposta ha excelente concordancia entre os valores previstos e os dados experimentais
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para ambos m e Ep, especialmente para A > 12 onde os RMSD de \/@ cai para
cerca de metade e o RMSD de Epg cai para cerca de um quarto. Para nicleos pesados
sabe-se que os valores do raio RMS véo aproximadamente com Q'/3. De fato, o melhor
ajuste linear em Q'/? dos valores do experimentais do raio RMS®? para, respectivamente, a

lista de 265 nicleos definida acima e a mesma restria aos nicleons com A > 12 sao dados

por
(r2),,, = (0,56386 +0,839967 Q") fm (4.41)
€
A>12 L
Voo = (0,50530+0,85156 Q%) fm, (4.42)

onde os RMSD’s entre os valores experimentais e os valores previstos por tais ajustes
correspondem respectivamente a 0,07555 fm e 0,03789 fm. Tais valores de RMSD sao

muito préximos de A R e A R4Z12 para s = 3 e k > 6 apresentados na Tabela 2.

9 T T

- S ‘d“‘ﬁmmﬂsﬂmmmm?ﬁ%mﬁh
8 | :3::.3025‘“ %WM, .
A experimental ¢ |
°" s=3, k=8 o

6 :
> 5F 1
=
o4 11
L

35 i

oL i

1F 7’5 L | | | | hﬁ%i 1

50 100 150 200
0 0 50 100 150 200
Q

Figura 10 - A energia de ligacdo por nicleon Ep experimental, como funcao de @), e o melhor ajuste de
Ep tedrico para k = 8 e s = 3. Para tal ajuste se obtém o2 = 2,16499 M eV, og = 0,00989002
onde AEp = 0,216247 MeV . Portanto, as constantes de acoplamento originais da teoria
(4.4), dadas por (4.32), tornam-se mg/a = 4,40047 MeV/fm, ek /a = 1,15727 MeV =t fm™1,
pd/a? = 3,11483 MeV/fm, B3/a? = 0,63023 MeV/fm?, e B /a® = 0,00623 MeV/ fm3,

com « = (B,/B2)3 sendo livre.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que os valores de AR,_3 e AR5 dados na Tabela 2 variam suavemente

para xk > 6 e ambos os valores maximos ocorrem para £ = 6. A variacdo maxima de tais
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quantidades, i.e. o valor maximo menos o valor minimo, corresponde respectivamente a

3,0% e 7.5 % de seus valores maximos. Note também que AEg ,_3 é monotonicamente
) ) ,5=3

decrescente desde seu valor maximo em x« = 7 até seu valor minimo em x = 20. A

. ~ A>12 , .
situacao se reverte no caso de AE5~ %5, o qual é monotonicamente crescente para todos

. ~ ;. >
os valores de k. Para s = 3 a variacio méaxima de AR, AR*22, AFg e AE’E—IQ

relacao a seus valores maximos para todos os valores de x correspondem respectivamente

a 36,3 %, 60,0 %, 0,5%, 1,3%.

Tabela 2 - O RMSD do raio RMS AR (fm) e ARA212 (fm) para todos os valores
inteiros Kk = s+ 1, s + 2, ..., 20 e cada um dos valores s = 5/2, 3, 5 obtidos
pelo prodecimento descrito nesta secao. Em adicdo, para s = 3 apresenta-

se também os RMSD’s das energias de ligagdo por nicleon A Ep (MeV) e
AERZ? (MeV).

AR5 ARS? AR 5 ARST AR.; ARS? ABp.; AERY

* * 0,63344 0,61523 * * * *

x % 0,41324 0,38721 0,12874 0,10108 0,215518 0,047759

* % 0,31961 0,28696 0,09332 0,05644 0,216087 0,047923
0,33417 0,31942 0,27335 0,23556 0,08454 0,04373 0,216271 0, 048066
0,29802 0,28192 0,24750 0,20578 0,08241 0,04077 0,216295 0,048156
0,27233 0,25519 0,23165 0,18693 0,08204 0,04047 0,216247 0,048213
0,25317 0,23518 0,22123 0,17421 0,08216 0,04079 0,216166 0,048250
0,23834 0,21964 0,21401 0,16519 0,08239 0,04118 0,216071 0, 048275
0,22654 0,20723 0,20878 0,15853 0,08263 0,04151 0,215972 0, 048292
0,21693 0,19709 0,20487 0,15347 0,08284 0,04177 0,215873 0, 048306
0,20806 0,18864 0,20185 0,14952 0,08302 0,04196 0,215777 0,048317
0,20225 0,18150 0,19948 0,14638 0,08317 0,04211 0,215686 0, 048326
0,19652 0,17538 0,19757 0,14383 0,08330 0,04221 0,215600 0, 048334
0,19157 0,17009 0,19601 0,14173 0,08341 0,04229 0,215520 0, 048342
0,18726 0,16546 0,19472 0,13998 0,08350 0,04234 0,215445 0, 048349
0,18346 0,16137 0,19364 0,13850 0,08357 0,04238 0,215375 0, 048355
0,18010 0,15774 0,19272 0,13724 0,08364 0,04241 0,215310 0, 048362
0,17711 0,15450 0,19193 0,13616 0,08369 0,04243 0,215249 0, 048368

© 00 N O Ot = W| R

[ T e e e e e e e
O ©O© 00 = O U = W NN = O

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.4 O comportamento geral do raio RMS da teoria (4.4)

Nesta se¢ao serd explorado a forma geral do raio RMS (4.23) e o funcional I asso-
ciado com as solugdes de (4.21), mas sem se fixar nenhuma das constantes de acoplamento
da teoria (4.4) ou o valor de referéncia da constante de integragdo v.er.. Nesta abordagem
se escolhe alguns valores de s e k, definidos em (4.19) e (4.6), e entdo a equagao (4.21) é
resolvida numericamente para valores de v desde 100 até algum valor préximo a . (s, k)
dado por (4.24). Nas Figuras 11-13 sao apresentados o raio RMS (4.23) em unidades de

b= (gg) M (4.43)

contra I'/3, o qual satisfaz I'/3 oc Q'/3 devido a (4.22).5

O funcional I(~, s, k) é monotonicamente decrescente com 7 para os valores de s e
r nas Figuras 11-13, e portanto v decresce da esquerda para a direita nestas figuras. Como
esperado devido aos argumentos apresentados na 4.2, para valores grandes de 7, onde v
é préoximo de 7,.(s, k) dado em (4.24), o raio RMS (4.23) é aproximadamente linear em
I'/3 (veja a equacdo (4.35)). Por outro lado, para 7y > 7. os valores de I se tornam muito
pequenos, aproximando-se de zero conforme 7 aumenta, e hd um limite inferior para /(r2)
em unidades b que depende apenas do valor de s. Este resultado esta relacionado ao fato
que @E (¢) é monotonicamente decrescente e @E (0) é muito pequeno para 7y > v.. Segue-se
que ’ylEs > 15“ e entdo o potencial efetivo de (4.21) tende a se comportar do mesmo modo
que o potencial Viedugido = YZQ — ’y{ﬂ\s, o qual nao depénde de k. Neste sentido, pode-se
dizer que para v > 7. as solugoes de salto de (4.21) tendem a desacoplar espontaneamente
o termo de ordem k do potencial efetivo. Na Figura 14 sao apresentados os valores dos
campos na origem &(O) das solugoes de (4.21) para s = 3 e k = 3,5, 4, 8. Observa-se
que dependéncia do valor de @Z(O) do parametro k enfraquece rapidamente, tendendo a

desaparecer, a medida em que o valor de ~ cresce no regime v > ..

Como o termo de ordem « do potencial efetivo de (4.21) desacopla espontaneamente
no regime de v grande, e o raio RMS (4.23) é monotonicamente crescente com I (sendo

decrescente com ), segue-se que o limite inferior para o raio RMS 4/(r2) pode ser

obtido resolvendo (4.13) para o poténcial efetivo (4.19) com 3, = 0. Para tal, ao invés de
se usar a definigao (4.20) é conveniente absorver a constante de integracdo ¢ na definigao

do campo adimensional v através de

_ (B (e
c=(2) 7= ()" )

8 Note que se for usado (4.36) para fixar a razio ug/B2, entdo b = 1 fm e se pode comparar facilmente
o eixo das ordenadas das Figuras 11-13 com os valores experimentais dos raios RMS.52
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14 \ \
K=3,0 S=2:5 A

0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

Figura 11 - O raio RMS (4.23) em unidades de b = (uo/B2) / (V250,524) vs. I'/3 para s = 2,5 e
k=3,0, 3,5, 8, 20.

Fonte: Elaborada pelo autor.

()" (b)

0 0,5 1,0 1,5 2,0
|1/3

Figura 12 - O raio RMS (4.23) em unidades de b = (po/B2) / (V250,524) vs. I'/3 para s = 3 e k =

3,5, 4, 8, 20.

»

Fonte: Elaborada pelo autor.
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s=5

0,25

0’5|1/3

0,75 1,0

Figura 13 - O raio RMS (4.23) em unidades de b = (uo/82) / (V250,524) vs. I'/3 para s =5 e rn =
5,5, 6, 8, 20.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 14 - O valor das solucdes de (4.21) na origem 1 (0) vs. I'/3 para s =3 e k = 3,5, 4, 8. O rétulo
@ =1, 56, 240 no grafico ampliado representa os correspondentes valores de carga topoldgica
para a escolha particular de *Fe como o nticleo de referéncia e a fixacdo da razdo po /B2 através
da relagdo (4.36), em concordancia com o exemplo mostrada na se¢ao 4.3. O valor de v decresse
da esquerda para a direita e seu maior valor para todo valor de k corresponde a 100 e para
k = 3,5, 4, 8 os menores valores de y correspondem respectivamente a 1,905, 2,025, 1,660.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Usando (4.44) a equagao (4.13) se torna

g 2dp o e
Tt ia T 20 — s’ (4.45)

A equacdo (4.45) tem uma tinica solucio de salto 1) para cada valor de s. Usando (4.44) o

raio RMS associado com tais solugbes de (4.45), e entdao o limite inferior para o raio RMS

(4.23) para cada valor de s, se torna

[ d3xr? 1/)5 (s)
(r?) =
minimo fd?’l' 77Z)8 S

(4.46)

onde J(s) = w1 [°dCC* Y e I(s) = 7 [°d( (%" Ja que (4.46) ndo depende do
valor da constante de integracao ¢, entao o raio RMS é constante para todos os valores de
carga topologica. Resulta, que o termo de ordem x no poténcial (4.19) é crucial para se
obter 1/(r?) Q'/3, tal ocorre no regime de v critico discutido na secao 4.2 e como visto
aproximadamente nas solu¢oes numeéricas apresentadas na se¢ao 4.3. Por exemplo, as cotas
inferiores para o raio RMS (4.46) em unidades de b, dadas em (4.43), para s = 2,5, 3, 5
sao respectivamente 2, 6437, 1,8195, 0,4949, as quais correspondem aos valores de 4/(r2)

no regime de I < 1 visto nas Figuras 11-13.

Usando (4. 15) (4.44) e a escolha do setor auto dual A = —mg ey se obtém @ =

(mg eg)? (’E;’) (562) I(s), e entdo a constante de integracdo fica determinada pela

relacao

c=p3 Q3 [(mo eo)? <g§> f(s)] S . (4.47)

Usando (4 6), (4.44) e (4.47) o campo original ¢ e a densidade de carga topoldgica

0= mied 1 se tornam respectivamente

472
1 3 = _‘5 1
Y o= Q5 [(mo@o)3 (gg) [(S)] = Q% Y=, (4.48)
QBN
Q = m (Mo) w (C)—QQQ=17 (4-49)

onde Yg—1 e Q-1 sdo respectivamente as solugoes de salto ¢ de (4.45) e a densidade de
carga topoldgica restritas a () = 1. De acordo com (4.48) e (4.49), o campo 9 e a densidade
Q escalam em cada ponto do espaco respectivamente com Q¢ e ). Em adicdo, ja que
12(0) x el x @, arelagao (4.48) também implica que 12(0) o« 173, tal qual pode ser

visto para s =3 e kK = 3,5, 4, 8 na Figura 14 no regime de v grande.

4.5 A escolha do nicleo de referéncia

Na secao 4.1 se mostrou que a escolha do nicleo de referéncia, para cada valor da

razao fio/ Pz, fixa a o valor de referéncia da constante de integracao ., 0 qual fixa o razao
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Lot (Yref., S, K) /Qrer.. Devido a (4.26), tal razao corresponde com o valor do funcional
I associado com @ = 1, i.e. Ig—1 = L. (Yref., S, k) /Qrer.. Por outro lado, os resultados
numeéricos da segao 4.5 suportam que o raio RMS (4.23) é monotonico em I, a0 menos

para os valores de s e k tratados nas Figuras 11-13, e portanto se pode escrever

V) = (no/82) A(I). (4.50)

Note que se for modificada a escolha do niicleo de referéncia de tal forma que a razao
Ig—1 = L.t /Qrer. seja preservada, entdo devido a (4.26) toda a sequéncia de valores de [ =
Ig-1 Q associados a cada valor inteiro de ) também serd preservada. Consequentemente,
toda sequéncia de valores do raio RMS (4.50) e seu valor correspondente de RMSD (3.61)
sao invariantes por tal modificagdo, o que leva potencialmente a muitas escolhas de ntcleo
de referéncia em grande acordo com os dados experimentais, assim como a escolha feita

na secao 4.3.

Tal como visto na segao 4.3, fixando jy/3> através de (4.36) e escolhendo o *°Fe
como sendo o nticleo de referéncia se obtém I (v (°°Fe), k = 8, s = 3) /56 = 0,0079194 e
AR = 0,00820 fm. Agora, escolhendo o nticleo de referéncia como sendo o °®Pd e repetindo
o mesmo procedimento descrito na se¢ao 3.1, com a escala espacial po/fs fixa por (4.36),
obtém-se uma razao bem similar I (y (1%Pd), k =8, s = 3) /108 = 0,0080002 e, como
esperado, também se obtém um valor similar do RMSD do raio RMS de 0,08225 fm.
De fato, usando (4.36) e considerando cada um dos ntcleos com @ > 50 da lista de
nicleos definida na se¢ao 4.3 como sendo o niicleo de referéncia, segue-se que a razao
I (et £ =8, 8 =3) /Qret. 0scila entre um minimo de 0,0075710 para o 5¢Kr e um maximo
de 0,0084839 para o ®Kr (veja a Figura 15). Logo, a quantidade Ig—; varia pouco e,
conforme a Figura 12, ndo se espera que a troca do *°Fe por qualquer outro ntcleo pesado,
pertencente a tal lista, mude drasticamente os valores tedricos dos raios RMS para tais

niicleos, bem como seus valores associados de AR e ARAZ12.

A escolha do ntcleo de referéncia deve corresponder a um raio RMS experimental
R®® maior do que sua cota inferior dada por (4.50), mas uma vez que tal condigao é
satisfeita, j4 que o funcional I pode ser muito pequeno e nao tem cota superior (ver segao
4.2), pode-se a principio gerar todos os valores de @) através de (4.26). Usando (4.36) com
s = 3 se obtém a partir de (4.46) que <7’2>mimmo = 1,8195 fm, e portanto apenas o 'H e
3H nao podem ser tomados como nticleos de referéncia entre todos os N, = 265 nticleos
da lista definida acima. Para s = 3, que forneceu na se¢ao 4.3 os melhores ajustes do
raio RMS (ver Tabela 4 e Figura 9), também se repete o mesmo procedimento de tal
secao trocando a escolha de ®°Fe como o nticleo de referéncia por cada outro ntcleo da
lista considerada, para cada valor inteiro x = 4, ..., 14.9. Obtém-se entdo os valores de
x que ddo os menores valores de AR e ARA212 definidos em (4.40), para cada escolha

de nicleo de referéncia. Tais quantidades sao mostradas na Figura 16, sem se distinguir

¥ Agora, o passo do Runge-Kutta foi reduzido para A¢ = 0,005 (ver segio 4.3).
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os isétopos e omitindo-se o valor de k, e estas variam pouco entre os nucleos nao leves
(@ > 12). Logo, o procedimento descrito na segao 4.1 para a teoria (4.4), com potencial
(4.19), possui um vasto nimero de possibilidades de escolha de ntcleo de referéncia com
excelente concordancia com os dados experimentais no que diz respeito ao raio RMS. Em

particular, se obtém que:

1. O menor valor de AR na Figura 16 ocorre para a escolha do ntcleo de referéncia
180 com k =7, onde AR = 0,0818 fm e AR*Z2 = 0,0395 fm.

RA2'2 pna Figura 16 ocorre para a escolha do niicleo de referéncia

2. O menor valor de A
87n com k = 6, onde AR = 0,0825 fm e ARYZ'2 = 0,0394 fm. Note que o termo

de ordem x de (4.19) é entao quadratico na densidade de carga topoldgica (4.6).

22 T T
|('YseFe, 3, 8)/56 —
20 - i
84| f
18 | .. N
82 .~ e, i
14| e Uy 1
Q *".:
;{)12 B 7’6 i L ! ' | - ] 1
50 100 150 200 250
10 -
8 |- P g 2
6 0 50 100 150 200 250
Q

Figura 15 - O valor da quantidade Iref. (Yref., S, k) /Qret. correspondente a se considerar cada elemento da
lista de niicleos definida na segdo 4.3 como ntcleo de referéncia vs. () para s = 3 e kK = 8, mas
sem se distinguir os isétopos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

As relagoes (4.23), (4.36) e (4.43) mostram, para s fixo, a equivaléncia entre fixar
o valor teérico da razao pig/ 52, as unidades b do raio RMS ou o pardmetro de decaimento
a. Logo, fixar ambos a razao pg/B2 e o nicleo de referéncia é equivalente a se escolher
as unidades b e o valor de Ig—; = Lyer./ Qref_.” Talvez a abordagem mais simples para se

RA212

encontrar estes dois pardmetros que minimizem AR ou A , para cada par de valores

I Note que fixar Ig=1 é equivalente a se escolher o valor de referéncia da constante de integragdo yg=1
correspondente com a configuracdo de carga topoldgica unitaria.



91

de s e k, seja através de um ajuste do raio RMS em unidades b como funcao de I'/3.
Considere que se encontre uma expressao exata que ajuste bem os valores numéricos dos
raios RMS associdos as solugoes de (4.21) para um amplo intervalo de v, como por exemplo
que se conhe¢a uma funcao que ajuste bem as curvas das Figuras 11-13. Segue-se que
para cada par de valores de Ig—; e b pode-se usar (4.26) e (4.50) para se determinar toda
a sequéncia de valores de \/@ , correspondentes com cada valor inteiro de (), e entao
obter os RMSD’s do raio RMS através de (4.40). Utilizando algum método de minimizacao

pode-se entdo encontrar os pardmetros b e Ig—; que minimizem AR ou ARA212,

07| A RQ >12 o |
’ AR .
0,6 | 0,12 | 4
05+ , o - “ it 7
O ) 0 8 ,"-, ’ -t - R RN .‘-.' L l.’""‘; ""-'*W' ‘.": ":' . : . : . - * . 0-."\'-.—-" - .- "7
E 0,4 .
0,3 i é : l; %:o K *7»” l}::? . |
0,04 [ "we e ool TS o . St -
02l 14 100 200 |
01" o ]
B ) ::l%‘w oo ﬁwj:w;:ﬁ&% Etmcsonaas il o
0 0 50 100 150 200 250
Q

Figura 16 - Os menores valores de AR e ARAZ12 para s = 3 dentre todos os valores inteiros k = 4, ..., 14

para cada escolha de niicleo de referéncia na lista definida na secdo 4.3, excluindo 'H e “He.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considere os métodos para minimizar o RMSD do raio RMS, para cada par de

valores de s e k, divididos nas trés seguintes abordagens distintas:

1. Fixar b =1 fm (ou equivalentemente 1/3> = sv/20,524 fm ou a = 0,524 fm, de
acordo com (4.43) e (4.36)), tal como feito na se¢do 4.3, e em seguida encontrar o
nicleo de referéncia dentre todos da lista definida acima que minimizam AR seguindo

o procedimento descrito na secao 4.1.

2. Encontrar um bom ajuste do raio RMS ‘/<T2>ajuste (I%> em unidades b, fixar b =1 fm
e entao determinar Ig—; que minimiza AR. Note que se o RMSD entre o ajuste

do raio RMS e os dados numéricos obtidos resolvendo (4.21) for desprezivel, tal
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abordagem deve fornecer um valor de AR inferior ao obtido através da abordagem
1.

. . 5 1 . ~
3. Encontrar um bom ajuste do raio RMS /(r >ajuste (I 3) em unidades b, e entao
determinar ambos os parametros b e Io—; que minimizem AR. Note que esta é uma

generalizacao da abordagem 2.

Para exemplificar tais abordagens, considere s = 3 e k = 7, para os quais se obteve o
menor valor de AR seguindo o procedimento descrito na se¢ao 4.1 com b =1 fm, como
ja discutido acima. Portanto, a abordagem 1 resulta na escolha de ¥O como o nicleo de
referéncia e Ig—y (1150, 3, 7) = 0,0097787.

Para ajustar (4.50) considere

as + a3 ¢ + aq q*°
<r2>ajuste - b (ao + arq + 12_|_ a53q“9 + a64qa10> ’ com q= [1/3 (451)

e entao deve-se encontrar os coeficientes a;, 7+ = 0, ..., 10 que minimizam o RMSD entre
os valores teéricos do raio RMS, obtidos a partir das solugoes de (4.21), e dos valores do

ajuste (7“2)ajuste obtidos através de (4.51), ambos em unidades b (veja a Figura 17).**

Conhecidos todos os coeficientes a;, entao basta se usar ¢ = (Ig— Q)% em (4.51),
para se escrever o raio RMS como fungao dos parametros b, Io—; e (). Consequentemente,
o RMSD do raio RMS, dado por (3.61), se torna um funcional apenas de b e Ig—;. O
valor de -, obtido através da abordagem 2, na qual minimiza-se AR com b = 1 fm
fixo, é praticamente o mesmo que foi obtido através da abordagem 1 (veja a Tabela 3).
Assim como esperado, tal pequena variacao de /p—; leva a uma pequena diferenca entre
os valores de AR. A abordagem 3 reduz mais consideravelmente o valor de AR em certa
de 1,4 % em relagao a abordagem 1, enquanto o valor de Ig—; aumenta em cerca 17% e
b decresce cerca de 4,7 %. Consequentemente, o pardmetro de decaimento exponencial
a = 0,524 b tedrico obtido através da abordagem 3 cai apenas cerca de 4,7 % em relacao ao
valor experimental esperado de 0,524 fm, o qual é usado nas abordagens 1 e 2. Portanto,
a teoria (5.15) nao s6 reproduz acuradamente o comportamento do raio RMS, ao menos
para niicleos nao leves (@) > 12), como se pode obter por meio desta o valor da constante

de decaimento exponencial a em boa concordancia com os dados experimentais.

*k

Os dados ajustados foram obtidos resolvendo a equacdo (4.21) para cada v = 5 — 0,005 7, com
Jj =1, .., 654, totalizando N, = 654 pontos. Obtém-se ay = 1,37906, a1 = 4, 72852, ap = 0, 44397,
az = —4,11716, ay = —70,83076, a5 = 22,51739, ag = 32,73058, a7 = 0,443968, ag = 0,95565,
ag = 2,51970, a19 = 3,69725. O valor de RMSD entre os dados numéricos e a curva ajustada (4.51) é
ARajuste = 0,0007b, o qual é diretamente proporcional & b. Note que para b = 1 fm, tal como fixado

nas abordagens 1 e 2, 0o RMSD do ajuste é de AR d2&m L.2 — 3 0007 fm. Portanto, para valores de

ajuste
b proximos a 1 fm ha no maximo trés casas de precisao em unidades fm nos valores dos raios RMS e
de AR.
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Figura 17 - Os valores ntimericos do raio RMS (4.50) em unidades b vs. I'/3 e seu ajuste nao linear
obtido através de (4.51). Em adigdo, sdo mostrados também os pontos correspondentes com
Q@ =1, 56, 240 obtidos minimizando-se AR, dado em (4.40), usando as abordagens 2 e 3, o que
leva respectivamente & (Ig=1, b) = (0,0078490, 1 fm) e (Ig=1, b) = (0,0091793, 0,95337 fm).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 3 - O valor das quantidades AR, Ig—1, pio/52, a e b para s = 3 ¢ k = 7 obtidos
através das abodagens 1 a 3 acima.

AR (fm) Io=1 po/Ba (fm) a(fm) b(fm)
Abordagem 1 0,08176 0,0078488 2,2231 0,524 1
Abordagem 2 0,08173  0,0078490 2,2231 0,524 1
Abordagem 3 0,08061 0,0091793 2,1195 0,49957 0,95337

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5 MODELO DE SKYRME BPS ESTENDIDO COM CAMPOS h PROPAGAN-
TES E MASSIVOS

O modelo de Skyrme BPS (2.31) definido na segao 2.3 introduz seis campos escalares
adicionais, escritos como entradas de uma matriz 3 x 3 real, simétria, positiva e inversivel
h. Contudo, somente os campos de Skyrme U € SU(2) se propagam no espaco, no sentido
que nao hé termo cinético para os campos h. Em adicional, a teoria auto dual (2.31) é
invariante conforme em trés dimensoes espaciais, e portanto é invariante por transformagoes
de escala e suas solugoes topoldgicas nao tém tamanho fixo. Apesar de tal propriedade ser
util em muitas apliacoes fisicas, em muitas outras a escala de massa desempenha um papel
fundamental. Nesta se¢ao se estendera o modelo de Skyrme BPS adicionando um termo
cinético para os seis campos h, o qual quebra a invariancia de escala, com o intuito de se
estender as possiveis aplicacoes fisicas desta teoria. Para que as solugoes de tal modelo
estendido sejam estaveis segundo o argumento de escala de Derrick também se adicionara
um termo potencial para h, que inclui um termo massivo, além do termo de massa usual

dos campos de Skyrme SU(2).

5.1 O modelo de Skyrme BPS estendido

Considere a extensao do modelo de Skyrme BPS (2.31) definida em quatro dimensoes
do espago tempo de Minkowski, com a assinatura de métrica ds? = dz — dz?, i =1,2,3,
como
mg

2

b
4e3

S=S8 4S5, S = /d%[ hap RE RO —

%

h,, H® Hb"“’] , (5.1)

Sy = /d4x lM%Tr(@Mh)Q e gy B U)] ,
2 2 2 2
onde S; corresponde com o modelo de Skyrme BPS (2.31), definido propriamente na se¢ao
2.3, e onde se usou (2.33), (2.34), (2.35), (2.36) e (2.37). Os campos da teoria (5.1) sdo
os trés campos escalares U € SU(2) e os seis campos escalares contidos nas entradas da
matriz h, sendo todos estes adimensionais. Portanto, as constantes de acoplamento de

(5.1) tém as seguintes dimensoes

o [m o o [m
[mo] = [po] = Pk [eo] B [L], [81] = [Ba] = (B3] PE (5.2)
com as unidades [F] = [energia] e [L] = [comprimento].

Os campos U sao considerados escalares sob transformacoes conformes e a matriz
h tem peso conforme —1, i.e. pelas transformacoes conformes infinitesimais dx; = ¢;, que

satisfazem O;¢; 4 0j€; = 2 D 0;; com x; sendo as coordenadas Cartesianas e 7, j = 1, 2, 3,
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se tém 0U = 0 e 6h = —D h.1'® A funcao D é nula para translacoes e rotacoes, constante
para dilatacoes e linear nas coordenadas x;’s para as transformacoes conformes especiais.
Portanto, pelas transformagoes de escala * — ax os campos h se transformam como
h — a1 h. Defina entao

MQ 52
T =4 /d% Tr (9,h)° . p=" /d% Tv b2,
_ B _ B
Py = 5 d’x Tr(1-0), PV:? >z V (p) . (5.3)
Por tal transformacao de escala os funcionais (5.3) se transformam como
T—a T, P, — a P, Py — o® Py, Py — P (a), (5.4)

onde a funcdo Py, () é desconhecida ja que o potencial V' ainda nao foi fixado. Resulta
que as solugbes da versao estatica do modelo (5.1) que sao estaveis sob o argumento de

escala de Derrick devem satisfazer

~T+ Py +3Py+ (8uP}),_, = O, (5.5)
2T +6Py + (02P)) > 0. (5.6)

a=1
Consequentemente, cada um dos termos T', P e P, quebra a simetria conforme em trés
dimensoes do modelo de Skyrme BPS. O tnico termo que pode preservar tal simetria
é Py, se o potencial V for ctbico nos autovalores de h. Note que a condicao (5.6) é
automaticamente satisfeita para V' =0 ou V sendo uma soma positiva de poténcias dos

autovalores de h.

Assim como o modelo de Skyrme BPS, o termo cinético T e o termo de massa
Py, para os campos h, dados em (5.3), sdo invariantes sob as transformagoes globais
SU(2), ® SU(2)r definidas em (2.38), (2.39) e (2.40). Para que o termo de interacao
Py para os campos h preserve tal simeria, considere apenas potenciais V' (h) que sejam
fungoes apenas dos trés autovalores de h, dados por ¢,’s, com a = 1, 2, 3. Em adicao,
denote tal potencial como V' (¢,) e considere por conveniéncia que este seja invariante pela
troca entre quaisquer dois destes autovalores. Por exemplo, pode-se considerar V' como
funcao de poténcias do trago ou do determinante da matriz h. Por fim, o termo de massa
usual do pion Py quebra a simetria quiral SU(2);, ® SU(2)r em seu subgrupo diagonal
U—gUg™ Vge SU(2).

Devido ao termo de massa do pion Py da teoria (5.1), a variagdo da segunda parte
da acdo Sy em relagdo aos campos U nao se anula para as configuragoes auto duais (3.18),
i.e. 0ySe = oy Py # 0. Por outro lado, ja que tais solugoes satisfazem 0757 = 0, entao
as equagoes estaticas de Euler-Lagrange para a teoria estendida (5.1) ndo podem ser

resolvidas por nenhuma solugao auto dual (3.18) néo trivial (Q = 0).

Ja que a matriz h é real e simétrica, pode-se decompor seus seis campos em uma

matriz diagonal composta pelos autovalores de h e os trés campos remanescentes ficam
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contidos na matriz 3 x 3 ortogonal M que diagonaliza h. O mesmo se segue para a matriz real
e simétrica 7,, = RIRY, definida através de (2.33) e (3.10), a qual é diagonalizada por uma
matriz 3 x 3 ortogonal N. As seis equagoes de autodualidade (3.31) vinculam os autovalores
de h e T através da relagao (3.16) e implicam que tais matrizes sao diagonalizadas pela
mesma matriz ortorgonal, e entdao se pode escrever M = N. Apesar da teoria (5.1) conter
um termo cinético para M e nao preservar todas as seis equagoes de autodualidade, o
ansatz M = N baseado na autodualidade pode ajudar a se construir solugoes estaticas

para a teoria estendida (5.1).

5.2 Um ansatz inspirado na autodualidade

A matriz 7 introduzida em (3.10) desempenha um papel importante na construcao
de um ansatz inspirado na autodualidade e é conveniente escrever alguns dos termos
envolvendo os campos de U em termos de tal matriz. A partir de (2.34), (2.35) e (2.37) se
obtém

Hiaj Hf] = Eacd Evbef Tee Tdf - (57)

Como as matrizes h e 7 sdo ambas reais e simétricas, entao elas podem ser diagonalizadas

pelas transformacoes ortogonais

h=MhpM", MM" =1, (hD) oy = Pa Oab, (5.8)

T=N7pNT, NNT =1, (7D) yp = Wa Oab, (5.9)

coma, b=1, 2, 3. Os autovalores (,’s da matriz h e as entradas da matriz M sao funcionais
das entradas da matriz h. Logo, a matriz M e a matriz hp formada pelos autovalores de h
contém cada uma trés dos seis graus de liberdade da matriz h, os quais sao todos tratados
como campos escalares independentes. Note que a matriz M é ortogonal e s6 tém trés
graus de liberdade por defini¢ao, pois pertence ao grupo O(3). Os trés autovalores w,’s
da matriz 7 e as entradas da matriz N nao podem ser tradados como campos escalares
independentes, pois sdo ambas calculadas em termos dos campos U € SU(2), os quais

possuem apenas trés graus de liberdade, e suas primeiras derivadas espaciais.

Diferenciando ambos os lados de (5.8) com respeito as coordenadas Cartesanas z*

se obtém

Ouh = M (Ouhp + [ M"0,M , hp |) M” (5.10)

e entao

Tr (9,h)° = (Jupa)® + Tr ([ MT 0,0, hp])”. (5.11)

Conjugando ambos os lados das relagdes de comutagao (2.34) com um elemento g do grupo
SU(2) e usando (2.40) se segue que

Eabe ddc (g) = Eefd dea (g) dfb (g) . (512)
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As matrizes 3 x 3 ortogonais M satisfazem uma identidade similar a (5.12) (ver a equagao
(A.10) do Apéndice A.2) dada por

Eabe Mdc = (det M) Eefd Mea be, (513)

onde det M = 41, e o mesmo vale para as matrizes M?, N e NT. Usando tal fato junto

com as relagoes (5.9) e (5.7) se obtém

3
Hiaj szj = Z Ecde €cdf We Wy Nae N};; (514)
c,d.e,f=1

Consequentemente se pode escrever a energia estatica da teoria (5.1) como
E =FE, + B, (5.15)

com

Bo= [ [m3 S () ] e 5.16)

NT M)
bede f=1 e f b

+
e

kY

K MQ‘
/N

, (VM) ey %Wd]

2
1

o = [ [ [ o (o )] 4

2
2

(3 + 3 + )

+ ?V(%)Jr Tr(n—U)]. (5.17)

A energia estatica E é portanto extremizada por nove equacoes de Euler-Lagrange: trés
associadas com os campos ¢,’s, trés associadas com os campos M e trés associadas com
os campos U € SU(2).

A variacao do funcional E; com respeito aos campos M leva a

. (N7 5M)ab Wa b (5.18)

a

omE, = /dgsr; [mg 23: (NTM)
a,b=1

1 3 We W

e b,c,d,ze,:le (NT 1), (NTOM) | sy
Como mencionado acima, a equacdo (3.18) implica que para as solugoes estaticas do
modelo de Skyrme BPS, cuja agdo S; é dada em (5.1), a matriz h é diagonalizada pela
mesma matriz ortogonal que diagonaliza 7, i.e. para tais configuragdes auto duais M = N.
Uma possibilidade interessante seria justamente considerar um ansatz no qual estas trés
equagoes independentes sao preservadas e apenas a relacao auto dual entre os autovalores

de 7 e h, dada por (3.16), possa ser violada. Portanto, em ordem a se preservar a metade
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das seis equagoes de autodualidade nao equivalentes que levam a (3.18), considere o ansatz

para os campos M dado por

M = N. (5.19)

Tal relagao implica que os trés campos escalares em M sao funcionais dos campos U e

suas primeiras derivadas espaciais, os quais determinam as entradas da matriz N. Logo,

(5.19) implica que dentro do ansatz se tém (NT M) )= dap € NTSM = NT SN, as quais
a

por sua vez levam a
(N7 21)
b

> (NTa),,

b=1 €

(N7 5M)ab = b (N7 6N)ab, (5.20)

(NTcSM)fb ol = (NTcSN)fe o7 (5.21)

onde nio h4 soma implicita. Contudo, j& que N é uma matriz ortogonal segue-se que N7 § N
é uma matriz anti-simétrica. Logo, ambos os termos de (5.18) se anulam independentemente,
ja que (5.20) se anula e (5.21) pode ser ndo nulo somente para e # f, enquanto €.ge €cqf We Wy
pode ser nao nulo apenas para e = f. Note que usou-se somente trés das seis equagoes de
autodualidade de (3.18) para se satisfazer automaticamente d,; F; = 0. Consequentemente,
as equagoes de Euler-Lagrange remanescentes para os campos M provém da variagao da

segunda parte da energia estatica Fs e, usando (5.19), estas sao reduzidas a

;| hp, [hp, NTON ||+ [NTON, [hp, [hp, NTON]]] =0. (5.22)

Obtendo-se as equagoes de Fuler-Lagrange para a teoria (5.1) associadas com os

campos ©,’s e em seguida usando o ansatz (5.19) se é levado a

2
2 42 2 B3 5‘/(‘?) 2 T T dhp
uoasoa—ﬁlsoa—j 5o, — T [N aiN,hD] NTO,N, 5
3

mo chwd
_ e =0. 5.23
et 1 2 Gl (5.23

Denote Y., com a = 1, 2, 3, como sendo os trés campos independentes contidos na matriz
U € SU(2). As equagoes estaticas de Euler-Lagrange da teoria (5.1) associada a tais

campos X,'s se tornam

B 53 TrU m0 0wy 0 wq
0 = 2 0y 2 Z gpaé@xa a

0 Xa
1 3 9 [ (1 ) (wcwd)> 16 (wcwd)]
+—-= Ee of|l——— - — . 5.24
def b«:,zd::l( +) ¢ 00; Xa © 0 Xa (5.24)

Note que a variagao de N com respeito aos campos Y, ’s nao contribuem devido ao ansatz
(5.19). De fato, a matriz § NT N é anti-simétrica e ja que o ansatz (5.19) implica que
(NT M) , = dap € ONT M = § NT N, entdao dependéncia vinda da variacdo de N com

respeito aos campos y,’s se anula do mesmo modo que (5.18) se anulou.
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Considere a decomposigao dos campos SU(2) em termos de um campo escalar real
f e um campo escalar complexo u, junto a seu complexo conjugado u, tal como definidos
em (2.52) e (2.53), e as coordenadas (3.43), cuja métrica é dada em (2.58). Usando tal

decomposicao a matriz 7, definida em (3.10), se torna
T = Tr (5 X1, X) Te (S XT3, X) = d, (XT) Tr (S5 T2) Tr (i Ta) day (XT), (5.25)

onde d¥ (XT) =d(X)=d (WT) d (e"fT?’/z) é a representacdo adjunta de X' e as matrizes
d (eifT3/2) ed (WT) sao dadas respectivamente em (3.49) e (3.50).

Considere o ansatz holoméfico para os campos SU(2), tal como definido em (3.45),

dado por

f=rir), u=u(w), u=u(w), (5.26)

onde u (w) é um mapa racional (ver equagao (3.53)) entre 2-esferas e possui grau topoldgico
n, dado por (3.54). Nas coordenadas esféricas tradicionais (2.27), r corresponde justamente
a coordenada radial usual e a coordenada complexa w =1 cot (g) €', tal como dado em
(3.57), é fungao apenas dos angulos 6 e . Segue-se entao que a matriz Tr (X; T,) Tr (3; T})
se torna diagonal. De fato, a partir de (2.52), (2.52), (3.43) e (5.26) se obtém

(7D)ap = Tt (S Ta) Tr (5 Th) = Wa b, (5.27)
com L2
Wy =Wy = SmTQ(f/)A, ws = ()2, (5.28)

onde se usou f' = % e foi definido

2\2
Wrlwl) 5 oua (5.29)

A(w,w)fm w

Comparando (5.9) e (5.25) se conclui que

N =d" (X)) =d(X)=d (W) d(77/7?). (5.30)

Identificando a decomposi¢ao (2.52) dos campos U com os campos X,’s através
de (x1, X2, x3) = (f, u, u), se obtém de (5.24) as equagoes estéticas de Euler-Lagrange
para os campos f, u e u. Usando o ansatz holomérfico (3.45) e a relagao (5.28), entao as

equagoes de Euler-Lagrange para os campos f e u sdao reduzidas respectivamente a

2 sin f

s sin (f/2) + A {mg l:Q Oy <7”2 % /> — (1 + ¥2) 2 ] (5.31)

2

[ (20 2)re=)
(1 N 1>(f,)2sinf_A16 sin® (f/2) cos(f/Q)HZO

E @ 2 ©3 rd
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2 2 2\ 2 (p1+w2) A\ oA
mieh | (v 1w P) o (20 S ) — e 5

2 22 1 L S Y U O U S O R
+ ) [(H'w') a“’((1+|wl2)2 <¢1+¢z> 50wU> <¢1+s@z> 5u}

4 sin? (f/2) 2\ 2 1 1 6A2 1L oA*]
" (14w [2)” O T w7 70 50u3) v = 0. (5.32)

A equacao de Euler-Lagrange associada ao campo u corresponde ao complexo conjugado
de (5.32). Note que a partir de (5.29) se obtém

9\ 2 1 oA ) OA
(14 [w [2)” O ((1+|w|2)256wu> 5o =0 (5.33)

e entdo (5.32) se reduz a

N2 1 1 8 sin? (f/2) A N
[m(z)egaw (1 +w2) + ()" O <901+<,02> +Taw (%)] 5O =0. (5.34)

Uma simples maneira de satisfazer (5.34) é assumir o ansatz para os autovalores

de h, inspirado nas configuracoes auto duais (3.47), dado por
Ya=ta(r),  para a=12 e p3=@3(r) A(w, w).  (5.35)

Tal ansatz também resolve as equacao de Euler-Lagrange associada ao campo u. A equacao
(5.31) para o campo f é radial com exce¢ao de um termo linear em A. Se o primeiro
termo de (5.31) se anula, entdo esta equagao se torna puramente radial para qualquer
mapa racional. Contudo, isso ocorre somente para dois casos distintos: ou f é um campo
constante com valor multiplo inteiro de 2, e portanto a carga topologica dada por (3.55)
é nula; ou se o termo de massa do pion for removido da agao (5.1) o que é equivalente a se
tomar 3 = 0. Considerando apenas as solugoes topologicas néao triviais de (5.34), devido
ao termo de massa do pion (f3 # 0) é possivel se reescrever a funcdo angular A (w, w) em
(5.31) como uma fungao puramente radial, e entao esta deve ser contante. Contudo, no
Apéndice C.1 se demonstra que A pode ser constante se, e somente se 0 mapa racional u

for dado por

u=e*w, u=e ""w, (5.36)

Va € [0, 27), com « sendo uma constante no espago fisico, e entao

A=1. (5.37)

Resulta de (5.36) ou (5.37) que todos os autovalores de h dados em (5.35) se tornam

puramente radiais, onde 3(r) = @3(r). O grau topolégico do mapa u = €'® w, escrito na
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representagao integral em (5.36), é n = 1 e entdo a carga topoldgica, tal como dada em
(3.56), se torna

Q =sm, com 5= { , (5.38)

com m sendo um nimero natural.

E possivel se demonstrar que a densidade de energia estatica total da teoria (5.1)
dentro do ansatz composto pelos ansitze acima, i.e. por (5.19), (5.26), (5.35) e (5.36) é
invariante por troca entre os autovalores ¢; e @o. Em adi¢ao, no Apéndice C.2 se demonstra
que, uma vez assumidos tais anséitze, as equagoes de Euler-Lagrange para os campos M,

dadas por (5.22), sdo automaticamente satisfeitas se
Y1 = P2 (5.39)

Usando apenas o ansatz holomoérfico (5.26) para os campos que compoe U e
(5.39), segue-se que as equagoes de Euler-Lagrange (5.23) para os campos @; e g, dadas
respectivamente em (C.9) e (C.10), se tornam equivalentes (veja o Apéndice C.2). Tal
equivaléncia também é consequéncia do fato de se ter considerado o poténcial V' (¢,) como
sendo simétrico por troca entre quaisquer dois autovalores ¢,’s. Impondo adicionalmente
(5.35) e (5.39), mas sem fixar o mapa racional u, as trés equagdes para os autovalores
©a's sao reduzidas a duas equagoes independentes (C.12)-(C.13), as quais sdo radiais
exceto pela dependéncia em A (w, w) e suas derivadas. A escolha do mapa racional para o
qual A é constante, que foi feita devido o termo de massa do pion, torna tais equagoes
puramente radiais e pode desempenhar um papel fundamental para que o sistema de

equagoes (C.12)-(C.13) seja soluvel mesmo que f3 = 0, tal como argumentado no Apéndice

C.2.

Resulta dos argumentos acima que o ansatz holomérfico (5.26) para os campos U,
o ansatz (5.19) para os campos M, junto com (5.30), os ansitze (5.35) e (5.39) para os
autovalores de h, e a escolha do mapa racional (5.36) que implica (5.37), i.e. o seguinte

ansatz para os campos da teoria (5.1)

. in(¢ _pilpta) [
st v (0 )
(5.40)
Ansatz para h: M =N =d (WT) d (eif(r) T3/2) ; 01 = @2 = 1(r), Y3 = @3(r),

onde se usou (3.57), reduz as nove equagoes estaticas de Euler Lagrange da teoria (5.1) a

trés equagoes radiais acopladas associadas aos campos f, 1 e ¢3.* Usando o ansatz (5.40)

*

Note que usar (3.57) é equivalente a se reescrever os campos em termos das coordenadas esféricas
usuais definidas através da identificagdo das coordenadas Cartesianas (3.43) com as coordenadas
complexas (2.27).
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a equacao (5.31) associada ao campo f se reduz a

; 2
m? [1 0, (s ) — or 250 ] -2 sp2) (5.41)
1 [13 < f' 8 sin® (f/2)> _ U 2sing 16sin® (£/2) cos (£/2)] _
et |r2 " 01 r2 o1 12 o314 '

Usando o ansatz (5.40) as equagoes (5.23) se reduzem a duas equagdes para 0s campos ¢;
e v3, que podem ser também obtidas usando A =1 e g3 = @3 em (C.12) e (C.13), dadas

respectivamente por

5 25V
0 = % {&« (7“2 8r901) —2(p1 — @3)} — BT — % 6<p<i0) (5.42)
, 2 sin? (f/2) (f)?
e [ma 3 i 11 /
6 RSV
0 = 5300, (P 0ps) +4 (01 — )] = B — 5;;0) (5.43)

m32 l16 sin* (f/2)

4,22 2
T 1mp €y P3

. -]

E possivel demonstrar que as equagoes que extremizam a energia estatica (5.15)
dentro do ansatz (5.40), i.e. substituindo primeiro o ansatz (5.40) em (5.15) e entdo
variando tal energia estatica em relagdo aos campos radiais f, ¢ e @3, sdo equivalentes as
equagoes de Euler-Lagrage (5.41), (5.42) e (5.43), as quais sdo obtidas primeiro variando a
acao estatica (5.1) em relagdo aos nove campos originais e depois usando o ansatz (5.40).
Logo, é experado que as configuragoes de campo que minimizam a energia estatica (5.15)
dentro do ansatz (5.40) também extremizem a versdo estatica da acdo (5.1). Apesar da
densidade de carga topoldgica, dada em (3.62), e os autovalores de h serem radiais dentro
do ansatz (5.40), fora do ansatz a teoria (5.1) pode possuir solugdes topolégicas com menor
energia estatica, para o mesmo valor de (), onde tais quantidades nao sejam radiais. Por
fim, é conveniente checar se as solugoes de (5.41)-(5.43) sdo estdveis sob o argumento de

escala de Derrick.!?

5.3 Solucdes numéricas do modelo de Skyrme estendido sem potencial V (y,)

Considere o setor estatico da teoria (5.1) sem o termo potencial V. Por conveniéncia,
escolha primeiro a energia estatica em unidades de carga topoldgica 48 w2 (mg/eg) | Q |, 0
que significa que a energia estédtica F; do modelo de Skyrme BPS, dada por (2.47), é igual
a um para as configuragoes auto duais (3.18). Segundo, escolha a unidade de comprimento
e a unidade adimensional dos campos h como sendo dadas respectivamente por u3/(mgeo)

e m2/u2. Logo, a energia estética total (5.15) com V = 0 reescrita em termos destas novas
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unidades é dada por

E- 96W2/d3 [ hoy R R 4 - - gt HG HY + e (9ih)? + o Tr (h2>—|—02Tr(Il—U)},
(5.44)
cot 2 52 2 42
o) = /’L(]6/8127 09 = ILLO6/332 (545)
mgp €o Mg €p
e as equagoes de Euler-Lagrange (5.41), (5.42) e (5.43) se tornam
o 1 2 . 02 . o
AE; = ﬁ[&“ (r A)—l—ZB sm(f)}+gsm(f/2)—0, (5.46)
2 2 2 o f)?
8B, = o+ 2= Hloi- v o - Sy [1- @) o an
1
2 4 1 2 16 sin* (f/2)
AE = 4Ll _ _ _Z(f 1— ——— M7/77| = 4
©3 Y3+ T<P3+ r2 (1 —p3) — o103 9 (f") [ 2 (arf)z 0, (5.48)
onde
8 in? (f/2 0 4 2
= oot B po i A et ) I
e v Lo 2
Dentro do ansatz (5.40) a energia estatica (5.44) se torna
E=&+E+E+ & + &, (5.50)
com
1 03 (O,f) 4 sin? £
= 3 a b = — 2 - -7 2
& = o | PohaRIR = [ dre ( 2y e )
1 4sin?L ((0,f)° 2sin?f
= & h—lmﬂf’:—/d 2 2 (1% 2
& 192 72 / lab Mg Hij = To0 nr r? 01 + r2 o3 ’
2 2
— 3 (ar%) 2 (p1 — ¢3)
& = 967?2 /d zTr (8;h) /drr [ L01)° 5 + = :
— 3 2y — 9t 2 (24 73
En = 50 Q/der h)_127r/drr <¢1+2>, (5.51)

_ 3 2 2(1_ i
sy = o6 2/delr (1-0) = 127T/dr7’ (1 COS2>.

Ja que o termo E; dado em (5.17) é invariante conforme em trés dimensoes espaciais,
entdao o argumento de escala de Derrick para as solucoes estaticas que extremizam a acao
(5.1) depende somente dos termos de Ey dado por (5.17). Nas unidades definidas acima se

tem By =& + & e By =&+ &5, + &5, € entao a quantidade adimensional

En+ &y, + 35|

‘_
Derrick =
erric Ent & + &

(5.52)
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deve ser zero para solugoes estaveis segundo o argumento de escala de Derrick devido a
(5.5).1

Considere a condigao de borda f(0) = 27 e f(oco) = 0 correspondente com as
solugoes topoldgicas de carga de Skyrme @ = 1, dada por (5.38). A partir da expansao em
série das equagoes (5.46), (5.47) e (5.48) em torno de r = 0 se obtém

0;f(0) = 9;f(0)=0, 0,a(0) = 0}a(0) = 0, 01(0) = 3(0),  (5.53)

com a = 1, 3. J& que as equagoes (5.46)-(5.48) sao de terceira ordem nas derivadas espaciais
de f e de segunda ordem nas derivadas dos campos ¢,, entdo devido a (5.53) apenas

O f(0) e p1(0) = 3(0) sdo pardmetros livres a ser determinados.

Utiliza-se o método do gradiente descendente com passo adaptativo para minimizar
a energia estatica (5.50) e obter as solugoes de (5.46)-(5.48) com @ = 1, tal como descrito
no Apéndice C.3. A coordenada r fica contida no intervalo [0, rpax], onde ryax € 0 tamanho
da rede. Na Tabela 4 sao mostrados as energias (5.51) correspondentes as solugdes de
(5.46)-(5.48) para alguns pares de valores de oy ¢ 05 rotulados por um indice N.. O maior
valor de (5.52) é 3.11 x 1073 (ver Tabela 5), o que significa que para todas as solucoes
numéricas apresentadas nas Tabelas 4 e 5 o termo | =T + P, + 3 Py | de (5.5) é igual ou
inferior a 0.311 % de FEs. Portanto, a condi¢ao (5.5) imposta pelo argumento de escala
de Derrick é satisfeita com boa precisao, enquanto (5.6) com V = 0 é automaticamente

satisfeita.

Tabela 4 - As quantidades (5.50), (5.51) e (5.52) associadas com as solugoes das equagoes
(5.46)-(5.48) com @ = 1 para alguns valores de oy e 0.

N, c g1 ()] 1) gg 54 & h ggl 502

¢ 0,25 0,25 1,26924 0,35860 0,70973 0,12606 0,04950 0,02535
1w 0,50 0,50 1,32700 0,33712 0,75577 0,14222 0,06711 0,02479
we 1,00 1,00 1,39771 0,31419 0,81127 0,15982 0,08873 0,02370
w 2,00 2,00 1,48360 0,29045 0,87773 0,17945 0,11419 0,02179
v 4,00 4,00 1,58693 0,26657 0,95620 0,20139 0,14342 0,01934
vi 0,25 4,00 1,37545 0,34137 0,76872 0,18433 0,02934 0,05167
vit 4,00 0,25 1,56171 0,26615 0,95056 0,17531 0,16689 0,00280

Fonte: Elaborada pelo autor.

As solugoes numéricas dos campos f(r) e @, (r) obtidas para todos os parametros

o1 e o9 da Tabela 4 sdo monotonicamente decrescentes (veja exemplos nas Figuras 18-20).

T O modelo de Skyrme BPS pode vir a ser fracamente acoplado com & acio So em (5.15) de modo que
E; < E; e E; nao seja muito distante da energia auto dual | @ |. Neste caso, cada um dos termos &y,
&y, € Ex, que complde Ey, os quais sdo ndo negativos por definicdo, sdo muito pequenos. De fato, a
divisdo por Ey no lado direito de (5.5) é feita para se prevenir que solucoes instaveis com pequena
energia Fs tenham associadas pequenos valores da quantidade Derrick.
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A amplitude ¢,(0) dos autovalores de h e a espessura t, i.e. o valor de r para o qual o
campo atinge a metade de seu valor na origem, sdo dados na Tabela 5. Em particular,
para se obter o valor espessura se utilizou o método descrito no Apéndice C.3. Na Tabela 5
e na Figura 18 se pode ver que a espessura ¢y do campo f decresce conforme oy cresce, ou
equivalentemente conforme os campos U se tornam mais massivos. O mesmo se segue para
as espessuras t,, dos campos ¢, que decrescem quando o; cresce e entao os autovalores
de h se tornam mais massivos, mas em contraste os valores das amplitudes ¢,(0) crescem

(veja as Figuras 19 e 20).

Tabela 5 - As espessuras das solugoes com () = 1 das equagoes (5.46)-(5.48), o tamanho
da rede rp.x. € as quantidades (E; — 1) e £/&; para os valores de oy e 0y da

Tabela 4.

N, i 1 111 i v vl Vil
tr 0,99040 0,77787 0,60444 0,46323 0,35029 0,53182 0,41235
o, 1,23552 0,96684 0,74737 0,56949 0,42818 0,71016 0,48892
tos 1,13680 0,89573 0,69698 0,53423 0,40373 0,64507 0,46551

T max 25 25 14 14 14 25 14
Ei—1 0,06832 0,09289 0,12547 0,16817 0,22277 0,11010 0,21671
E4/E 1,9792  2,2418  2,5821  3,0220 3,5870 2,25188 3,5716

Derrick (1079) 248 311 8 33 13 11 7

Fonte: Elaborada pelo autor.

64 = (5‘2 = 0,25 ———————— |
('51 = 62 = 1,00 —
01 = 02 = 4,00 ,,,,,,,,,

Figura 18 - O campo f(r) para as solugdes de (5.46)-(5.48) correspondentes & Q = 1 para 01 = g3 =
0,25, 1,00, 4, 00.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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o1 =0y = 0,25, 1,00, 4,00.

Figura 19 - O campo ¢1(r) = ¢2(r) para as solugdes de (5.46)-(5.48) correspondentes & Q = 1 para
Fonte: Elaborada pelo autor.

6,=0,=025
\ G4 =0p = 1,00 E—
> Gy = Gy = 4,00

|
)
0,25, 1,00, 4, 00.

Figura 20 - O campo @3(r) para as solugoes de (5.46)-(5.48) correspondentes & QQ = 1 para o1 = 09 =
Fonte: Elaborada pelo autor.

Devido a (2.47) e (2.48), para as as configuracoes auto duais (3.18) o termo

quadratico da a mesma contribuicao para a energia E; do que o termo quartico nas derivadas

espaciais dos campos U, e entdo nas unidades definidas acima se tém & = & = |Q]/2.
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Portanto, para as solugoes de (5.46)-(5.48) com @ = 1 deve-se ter Fy = & + &4 > 1 (veja
Tabela 5). Apesar do modelo de Skyrme BPS (2.31) ser invariante conforme em R? e
possuir um numero infinito de solugoes auto duais exatas sem tamanho fixo, dadas por
(3.18), pode-se mensurar o quao distantes as solugoes da teoria (5.1) estao do setor auto
dual de E; por quanto a quantidade (E; — 1) e a razao &;/&; diferem de 1. De fato, na
Tabela 5 se mostra que estas duas quantidades aumentam, ficando cada vez mais longe da
unidade, quando qualquer uma das constantes de acoplamento o; ou o aumentam, sendo

mais sensiveis a o; do que os.
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6 CONCLUSAO

O modelo de Skyrme BPS (2.31) é uma promissora teoria com cota BPS atingivel
para todo valor da carga de Skyrme (2.41) que pode servir de ponto de partida para
a construcao de modelos com aplicagao para a fisica nuclear, tal como o modelo de
Skyrme Falso Vacuo (4.4). As entradas da matriz simétrica h, responsével pela extensao do
modelo de Skyrme padrao (2.10), sao interpretadas como seis campos reais independentes
e introduzem a teoria um setor BPS e a invariancia conforme em trés dimensoes espaciais.
Apesar de no trabalho original® terem sido construidos Skyrmions BPS de densidade de
carga topoldgica esféricamente simétrica para carga de Skyrme ) = 1, a estrutura geral

dos campos h dentro do setor BPS permanecia desconhecida.

A primeira contribuicao desta tese consiste em se demonstrar que o setor estatico
do modelo de Skyrme BPS é equivalente ao setor BPS. De fato, as seis equacoes de Euler-
Lagrange para os campos h (3.2) sdo equivalentes as nove equagoes de autodualidade (3.31),
as quais por sua vez implicam nas trés equacoes de Euler-Lagrange associados aos campos
U (3.1). Resulta que ha somente seis equagdes estaticas independentes para determinar
os nove campos da teoria, as quais permitem escrever os campos h como espectadores
dos campos de Skyrme e suas primeiras derivadas através da expressao (3.18). Segue-se
que qualquer configuragao de campo composta por um mapeamento entre 3-esferas U e
a configuracao auto dual (3.18) para os campos h corresponde a uma solugao topoldgica
exata da teoria (2.31). Portanto, hd niimero infinito de Skyrmions BPS, para cada valor
da carga de Skyrme (2.41), os quais nao possuem tamanho fixo devido a invariancia de
escala da acao (2.31). Uma vez entendido a estrutura geral dos Skyrmions BPS dentro
do setor estatico, sem ter sido necessario se usar anstaz algum, fica muito mais facil de

estudar possiveis extensoes do modelo de Skyrme BPS.

A liberdade dos campos U dentro do setor BPS do modelo de Skyrme auto dual
permite a construgao explicita de Skyrmions BPS através de algum ansatz para os campos
de Skyrme. Tal abordagem permite se compreender melhor as possiveis simetrias dos
Skyrmions BPS para cada valor da carga (), as quais podem vir a ser preservadas em
futuras extensoes da teoria (2.31). No ansatz holomérfico para o campo de Skyrme (ver
segao 3.3) usa-se o sistema de coordenadas (r, w, w), definido em (3.43), e os campos U
sao decompostos em uma fungao perfil radial f(r) e um mapa racional entre 2-esferas
u(w) = p(w)/q(w), junto ao seu complexo conjugado. Segue-se que a carga topoldgica
pode ser escrita como o produto de dois niimeros naturais m e n com um sinal s = +1,
i.e. Q = smmn, onde as condigoes de borda de f(r) fixam m e s através de (3.56) e n

corresponde ao grau topolégico do mapa racional u(w) dado por (3.54).

Dentro do ansatz holomérfico pode-se construir Skymions BPS para todos os valores



110

de @ fixando m = 1 e escolhendo os mapas racionais com n =| @ |. Esta possibilidade inclui
as configuracoes holomorficas dos campos U que aproximam os Skyrmions tradicionais, tal
como visto na se¢do 2.2, as quais sao solugoes exatas particulares do modelo de Skyrme
BPS. Em adi¢do, em termos das coordenadas esféricas usuais (2.27) pode-se escrever
w = cot (6/2) €' (ver equagio (3.57)). Consequentemente, as raizes do Wronskiano (3.58),
associado aos polinémios p(w) e g(w), correspondem a pares de valores angulares (6, ¢)
nos quais a densidade de carga topoldgica (3.59) se anula para todo valor da coordenada
radial . Outra possibilidade é se escolher o mapa racional u = w (n = 1) para o qual o
Wronskiano nao possui raizes, e portando pode se construir Skyrmions BPS radiais para
todo valor de . Contudo, neste caso se a derivada da funcao perfil f'(r) nao divergir em
nenhum ponto do espago se terd () cascas esféricas onde a densidade de carga topologica

(3.62) se anula, incluso o infinito espacial.

Um interessante ansatz para os campos de Skyrme do modelo de Skyrme auto
dual que pode ser construido a partir de sua simetria conforme em R? é o ansatz toroidal
(ver secdo 3.4). Neste, usa-se o sistema de coordenadas ortogonais toroidais (z, ¢, &),
dado em (3.73). As coordenadas ¢ e £ sao construidas respectivamente a partir das
simetria por rotagao no x; xo (ver o campo vetorial (3.71)) e por combinacao linear de uma
transformacao conforme especial e uma translagao ao longo da diregao de x3 (ver o campo
vetorial (3.72)), com (z1, T2, x3) sendo as coordenadas Cartesianas do R3. A coordenada
z tem simetria axial e é construida como sendo ortogonal a ¢ e €. No ansatz toroidal os
campos U sao escritos em termos de um tnico campo F(z) e depedem de dois niimeros
inteiros n e m associados respectivamente as coordenadas ¢ e £ (ver equagoes (3.68) e
(3.75)). Assim como no ansatz holomérfico a carga topoldgica continua sendo escrita como
Q) = smmn, onde o sinal s depende das condigdes de borda do campo F'(z), dadas em (3.84),
e os autovalores de h e a densidade de carga topoldgica (Q), dados respectivamente em
(3.82) e (3.80), tém simetria axial. Tal simetria de ambas as quantidades se torna radial,
para todo o valor de (), somente para as configuragoes de campo particulares F'(z) = z ou
F(z)=1-z.

O modelo de Skyrme Falso Vacuo (4.4), construido como uma extensao da versao
estatica do modelo de Skyrme BPS (2.31), é uma simples teoria de campo que reproduz
robustamente algumas propriedades do nicleo atomico. Esta pode vir a servir como uma
realizacao de teoria de campo no regime de baixas energias do modelo da gota liquida.3®
Contudo, introduz-se dindmica para a densidade barionica (Q) definida em termos do
campo do Skyrme (ver equagao (4.6)). Tal dindmica de Q provém dos termos cinéticos e
potenciais para tal quantidade contidos no termo Fs, dado por (4.7), o qual é um funcional
dos campos de Skyrme e suas derivadas. A adi¢ao do funcional Fs a energia estatica £y do
modelo de Skyrme BPS, dada por (4.1), é fundamental para a determinagao dos campos
de Skyrme, pois quebra a equivaléncia entre o setor BPS e do setor estatico do modelo

de Skyrme BPS onde os campos U permanecem livres. Os campos h sao determinados
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somente a partir do termo F4, assim como no caso do modelo de Skyrme BPS, e entao
continuam atuando como espectadores dos campos U sendo determinados inteiramente
através da expressao algébrica (3.18). Tal configuragao auto dual dos campos h satisfaz
automaticamente as equagoes de Euler-Lagrange associadas aos campos U que provém
do termo FE4, o qual consequentemente nao contribui para a determinagao dos campos de
Skyrme. Em adigdo, a relacdo (3.18) satura cota BPS (2.44) do modelo de Skyrme BPS, e

portanto para as solugdes estéticas de (4.4) se obtém que F; = 48 FQ% | Q.

As equagoes de Euler-Lagrange associadas aos campos U se reduzem, usando (3.18),
a uma tnica de equagao diferencial de segunda ordem (4.13) para a fragdo de poténcia 1)
da densidade de carga topoldgica (¢ oc Q'/%), definida em (4.6). Tal equacdo envolve uma
constante de integracdo que desempenha um papel fundamental, pois permite escrever
um potencial efetivo (4.19) que tenha contradominio negativo para alguma regiao de seu
dominio v, podendo ser um potencial admissivel, tal como definido na secao 4.1. Segue-se
que a tarefa de se construir solugdes topolégicas de (4.6) com energia (4.4) finita recai no
bem conhecido problema do falso vicuo de S. Coleman.’ ! Resulta que as solucoes de
campo 1 de menor energia estatica E, (dada em (4.7)), a qual difere da energia efetiva
Ey (dada em (4.14)) por um termo topolégico, sao radiais. Em adic¢do, a constante de
integragao v (em unidades adimensionais (4.20)) pode depender de @, e variando-se o
valor de 7 se pode construir solugoes topologicas a partir de (4.21) para multiplos valores
de @). Contudo, uma vez que se associa um valor referéncia 7, da constante de integracao
com um valor de referéncia Q). da carga topoldgica, entao toda sequéncia discreta de ~

associada com os demais valores de () inteiros fica fixada por (4.26).

Usando um procedimento simples para estabelecer relagoes das constantes de
acoplamento do modelo de Skyrme Falso Vacuo com as constantes da fisica nuclear,
construido nas sec¢oes 4.1 e 4.3, reproduziu-se acuradamente os valores das energia de
ligacao e do raio RMS para um amplo nimero de niicleos nao leves (de niimero barionico
A > 12). Em adigao, tais resultados sdo pouco sensiveis a escolha do termo de ordem « do
potencial V', dado em (4.19), ao menos para s = 3 e kK > 6, tal como visto na secao 4.3. Na
Tabela 2 pode-se ver que para estes valores de s e k os valores do RMSD do raio RMS (AR)
e da energia de ligagao por niicleon (AEp), definidos em (4.40), sdo respectivamente cerca
de 0,08 fm e 0,2 MeV. Estes valores caem respectivamente para apenas cerca da metade
e um quarto ao se considerar apenas os nucleos com A > 12. Apesar de se ter apresentado
alternativas para tal procedimento na secao 4.5 e modificagbes do potencial V' ou do termo
G(U) da parte topoldgica de Fs, dados respectivamente por (4.19) e (4.28), possam vir
a refinar tais resultados, estes ja sdo tao acurados que nao se espera drastica melhora
para nucleos nao leves. Por outro lado, os resultados obtidos sdo muito melhores para
nicleos nao leves do que nucleos leves. Isto ja era esperado uma vez que os argumentos
provenientes do problema do falso vacuo de S. Coleman (ver se¢ao 4.1) implicaram na

simetria radial da densidade bariénica (4.6) para todo o valor da carga de Skyrme (2.41),
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incluindo os ntcleos leves que nao deveriam possuir tal simetria.

As solugoes topoldgicas podem ser obtidas a partir da equagao (4.21) desde que o
potencial efetivo adimensional Vi = 122 — ,”Zs + zZ" seja admissivel, i.e. desde que o valor
da constante de integragao v seja superior a um valor critico 7, (s, k), dado em (4.24). Para
cada par de valores s e k, ao se tomar 7 suficientemente préximo de 7, (s, k) pela direita,
segue-se que o raio RMS das solugbes topoldgicas cresce com Qs (ver equagao (4.35)),
assim como se espera de uma descricao de nicleos pesados. Por outro lado, o procedimento
das secoes 4.1 e 4.3 fixa toda sequéncia discreta de valores de 7, mas desde que esses se
aproximem o suficiente de 7.(s, k) se espera que o raio RMS cresga aproximadamente com

Q% para qualquer valor de s e k.

O procedimento que impoe relagoes entre as seis constantes de acoplamento da
teoria (4.4) e a constante de integracao, a qual aparece em (4.13), propostos nas se¢oes
4.1 e 4.3, ou os procedimentos alternativos abordados na secao 4.5, podem vir a levar a
uma densidade barionica teéria (4.27) que se comporte de modo semelhante ao esperado
segundo os dado experimentais. Isto é verdadeiro ao menos para nicleos pesados (Q>56),
com Q sendo aproximandamente constante em alguma regiao esférica espacial fora da
qual decai rapidamente a zero, tal como pode ser visto na Figura 8 da secao 4.3 para
s =3 e k = 8. Contudo, neste exemplo o valor de Q (r = 0) tende a diminuir suavemente
para nicleos pesados, chegando & 0,1645 fm™2 para Q = 240 o que é ligeiramente
superior ao valor da densidade baridnica® esperada de cerca de 0.16 fm~3. Em adicdo, o
decaimento exponencial da densidade matéria (pM ) longe do centro de massa do ntcleo,
onde pM ~ pMe~/% e a = 0,524 fm é um pardmetro experimental que depende pouco do
nimero de bari6nico, é garantido devido a relagao (4.36) que faz parte do procedimento
visto nas secoes 4.1 e 4.3. Um caminho em aberto para ser explorado ¢ justamente tentar
modificar-se o modelo de Skyrme Falso Vacuo ou o procedimento para se construir as
solucoes topologicas de modo que, sem perder a acuracia dos resultados acima, se aprimore

a correspondéncia entre a densidade barionica tedrica e experimental.

Ha muitas modificagdes do modelo de Skyrme Falso vacuo que podem vir a primorar
seus resultados, em especial na descrigao do raio RMS e na energia de ligacdo para ntcleos
leves. Uma possibilidade é se adicionar termos cinéticos e potenciais para os campos h ao
termo FEjy, violando a equivaléncia entre as equacoes de Euler-Lagrange para os campos h
com as equagoes de autodualidade (4.2) do modelo de Skyrme BPS; i.e. tirando os campos
h de sua configuracao auto dual dada por (3.18). Se tal modificacao for pequena, talvez
possa ser tratada perturbativamente e leve a solugdes nao esfericamente simétricas que
melhor descrevam os nucleos leves. Contudo, ja que o modelo descreve tao bem algumas
propriedades da fisica nuclear, talvez o problema em aberto mais fundamental seja a
natureza de tal modelo, tal como a interpretacao fisica dos campos h. Talvez essa linha de

pesquisa possa vir a fornecer insights sobre o regime de acoplamento forte das interagoes
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fortes ou se conecte com algum limite da QCD a baixas energias.

O modelo (5.1) foi construido através da introdugao de termos cinéticos e potenciais
para os campos h ao modelo de Skyrme BPS, além do termo usual de massa dos pions.
Desta forma, quebrou-se a equivaléncia entre o setor estatico e o setor auto dual do
modelo de Skyrme BPS. Os nove campos da matriz h podem ser decompostos em seus
trés autovalores ¢,, com a = 1, 2, 3 e nos trés campos da matriz M que diagonaliza h,
tal como definido em (5.8). Em adigao, os campos de Skyrme SU(2) sdo parametrizados
na representacgdo espinorial (2.52) por um campo real f e um campo complexo u, junto
a seu complexo conjugado u. Pode-se construir um ansatz para tal modelo composto de
trés partes. O primeiro ingrediente é o ansatz holomérfico para os campos de Skyrme,
definido nas coordenadas (3.43), no qual f(r) é uma fungao perfil radial e u(w) é o mapa
racional entre 2-esferas (3.53), tal como mencionado acima. Este ansatz tem uma profunda

correlagdo com os Skyrmions do modelo de Skyrme Padrao, tal como visto na se¢ao 2.2.

O segundo ingrediente do ansatz para a teoria (5.1) é a preservagao de trés das
seis equagoes auto duais (3.18), as quais determinam inteiramente os campos h em termos
da matriz real e simétrica 7, a qual por sua vez é definida em (3.10) em termos das
componentes da forma de Maurer-Cartan SU(2) (2.37). Este ansatz corresponde a M = N,
onde N é a matriz que diagonaliza 7, e portanto N fica inteiramente determinada em
termos dos campos de Skyrme e suas primeiras derivadas. Contudo, uma vez que impomos
estes dois ansétze pode-se demonstrar que as equagoes associadas aos campos u e U Sao
automaticamente satisfeitas através do ansatz (5.35) para os autovalores de h, o qual é
inspirado nas configuragdes auto duais (3.18) dos campos ¢,’s. Uma vez assumido este
ansatz adicional, segue-se que as equagoes de Euler-Lagrange para os campos f determinam
o mapa racional como u(w) = €'“w, cujo grau topoldgico (3.54) corresponde a n = 1. Este
resultado é importante pois restringe a construgao de solugoes topologicas para multiplos
valores da carga de Skyrme (3.56) unicamente através das condigoes de borda da fungao
perfil f(r), as quais fixam o nimero natural m e o sinal s através de (5.38) e implicam
que Q = sm. Segue-se por fim que todos os autovalores de h sdo radiais, e impondo
adicionalmente o ansatz ¢, = py pode-se resolver automaticamente as equagoes de Euler-
Lagrange (5.22) associadas aos campos M, e em adigao as equagoes de Euler-Lagrange
(5.23) associdas aos campos @1 € ¢y se tornam equivalentes. Resulta que tal ansatz reduz
as nove equacoes de Euler-Lagrange associada aos campos h e U a trés equacgaos radiais

acopladas associadas aos campos f(r), p1(r) e p3(r) dadas em (5.46)-(5.48).

As solugoes das trés equagoes de Euler-Lagrange remanescentes (5.46)-(5.48) asso-
ciadas com os campos f(r), p1(r) e p3(r) foram obtidas através do método do gradiente
descendente para a condigdo de borda f(0) = 27 e f(oco) = 0, correspondente & @ = 1
(m = s =1). As solugbes niimericas sao estéveis segundo o argumento de escala de Derrick,

mas a tarefa de se obter solugoes estaveis para () > 2 é um problema que permanece em
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aberto. Em adicao, estes trés campos sao monotonicamente decrescentes e a espessura
t; do campo f(r) decresce conforme o, (definido em (5.45)) cresce, ou equivalentemente
conforme os campos U se tornam mais massivos (veja a Tabela 5). O mesmo se segue para
as espessuras t,,, dos campos ¢, (r) que decrescem conforme oy cresce, ou equivalentemente
conforme os autovalores de h se tornam mais massivos. Por outro lado, ao contrario da
funcao perfil que tem as condigoes de bordas fixas para cada valor da carga de Skyrme,

conforme oy cresce a amplitude ¢, (r = 0) dos campos ¢,’s aumenta.
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APENDICE A - RESULTADOS AUXILIARES DO CAPITULO 3

A.1 Invariancia conforme das equacées de Euler-Lagrange (3.1) e (3.2) e das equa-
coes de autodualidade (3.31)

As transformagoes conformes no espago Euclideano tridimensional (7, j, k = 1,2, 3)

podem ser introduzidas como! 6!

S =G | 0iCj + 0;G =2 D o, (A1)

onde a funcao D é nula para translagoes e rotagoes, constante para dilatacoes e linear em
x;’s para as transformacoes especiais conformes.® Dada as transformacoes dos campos

definidas por

U =0, Shay = —D hap , Shyl = Dhy. (A.2)
segue-se que
OR} = —0iG; R, OH; = —0iCe Hy; — 0;C Hi, (A.3)
€
8 (Oihay) = —0;¢; Ojhay — D Oihap — hay 0;D
0 (Oihg) = =0 0shey + D Oihg) + hyy' 0D, (A.4)
0 (OR) = —0iG OuRS — Ri0:0;G — 0;C Oi e,
0 (OHG) = —0kGOHY — 0 OpHy — 0,0 0k HYy — 040iG HYy — 0:0;¢ L.

Usando (A.1), (A.2), (A.3) e (A.5) se obtém

0 (hay RERY) = —3Dha RS RY,
6 (ha) Hiy HY) = —3D g Hyy HY, (A.5)
5(€ijk5abcR?R?RZ) = _3D€ijk€abcR?R?'Rz-

J& que o elemento de volume se transforma, sob as transformagoes (A.1), como
§ (d®z) = 3D dz, a energia estatica (3.7) e a carga topoldgica (2.41) sao invariantes

conformes. Denote

A

a

0y [mi €8 hav RY + €ane B b HE|
1
2) _ o 1 pre 1—
Agb) = m(z) eg R; R? ) hacl Hij hbdl H

i)

1
A= Nha R = 5 i .

a
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Utilizando (A.1)-(A.5) e o fato que (A.1) implica em 97(; = —0;D, entao a variacao de
cada uma das equagoes de (A.6) leva a
2 2 3 3 3
AV = 3DAY,  oAD = 2DAY, oAl = 2DAY) -Y0,AY. (A7)
J#i
Conclui-se que a versdo estatica das equagoes de Euler-Lagrange (3.1) e (3.2), e as equagoes

de autodualidade (BPS) (3.31) sdo invariantes conforme em R3.

A.2 Prova das relacdes (3.14), (3.15) e (3.16)

Usando (2.37) e (3.10) pode-se escrever a versao estatica das equagoes de Euler-

Lagrange associada aos campos h (3.2) como
|
M €5 Tab = BY Pae M €cof Eqef Tee Trf (A.8)

Assuma que todos os trés autovalores da matriz h sejam positivos. J& que h é uma matriz

real e simétrica ela pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal M, i.e.
h=Mh? M", com hE = ©u Sap, MM"=1. (A9)

Conjugando ambos os lado das relagoes de comutacao para os geradores da algebra
do grupo SU(2) (2.34) com um elemento g do grupo SU(2), e usando a definigdo de
representagio adjunta (2.40), se obtém que €qpe dac (9) = €efadea (9) dsp (g). As matrizes
d(g) da representacao adjunta sdo reais e unitarias e portanto também sao ortogonais.
De modo similar, j4 que M é uma matriz 3 x 3 ortogonal, esta satisfaz a identidade

MZ x Mij = (det M) M (07 X B’), V@, 3 € R3, e entdo
Eabe Mdc = (det M) 5efd Mea be, (AlO)

onde det M = £1. Usando (A.9) e (A.10) em (A.8) se obtém

mgeg (MTTM) —1 1 €acd Evef (MTTM> (MTTM>

_1 b . (A11)
ab 2 Va Pb ce df

Introduzindo a matriz real e diagonal B como

B =|mgeg | diag. (\/0293, Vo193, Vo1 92) (A.12)

e definindo a matriz real e simétrica A por

BAB=M"7M, (A.13)
entdo as seis equagoes (A.11) podem ser reescritas como
A= Ae, (A.14)

onde Ac é a matriz dos cofatores de A. Note que devido a simetria de A a matriz Ag
também é simétrica e portanto sé ha seis equagoes em (A.14). Em adi¢ao, como a matriz
A é também real ela pode ser diagonalizada por um matriz ortogonal 3 x 3. Precisa-se

considerar dois casos distintos:
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1. O caso onde det A # 0, no dominio D de R®. Entao, (A.14) pode ser reescrita como

A= (det A) A~ (A.15)

o que implica em
det A=1 = A=A1 (A.16)

Como consequéncia de A ser igual a sua inversa, segue-se que seus autovalores podem
assumir os valores £1. Contudo, a condi¢do de determinante unitdrio em (A.16)
implica que todos os autovalores devem ser 1, ou somente dois deles devem ser
—1. Mas foi demonstrado em (3.13) que 7, e consequentemente MT 7 M, é uma
matriz positiva. Portanto, (A.13) implica que B A B é uma matriz positiva e entao
A também deve ser positiva. Consequentemente, todos os valores de A sao iguais a 1
e entdo A = 1. Em adigao, a partir de (A.13) se obtém que MT 7 M ¢é diagonal. Isso
prova a segunda rela¢do em (3.15), uma vez que se assumi a primeira. Segue-se que

(A.12) e (A.13) implicam que os autovalores de 7 sdo de fato dados por (3.16).

2. O caso onde det A =0, no dominio D de R3. Portanto, (A.13) implica que det 7 =
det A (det B)* =0, e entdo a matriz 7 é singular. A partir de (A.14) se obtém

A? = AAq = (det A) 1=0. (A.17)

Mas para uma matriz simétrica A, os elementos diagonais de A? sdo somas de
quadrados, i.e. (A?);; = A2, + A3, + A, e assim por diante. Logo, ja que A é real a
equagao (A.17) implica que A = 0. Usando (A.13) se obtém 7 = 0, ou seja todas as
entradas da matriz 7 se anulam em D. Consequentemente, a relagao (3.10) resulta
em RY = 0 para todos os valores de a e 7, e entdo a partir de (2.37) o elemento U do

grupo SU(2) tem que ser constante em D.

A.2.1 A anélise usando as equagoes de autodualidade

Na analise da subse¢ao anterior se usou a versao estatica das equagoes Euler-
Lagrange (3.2) associadas aos campos h, que levam as equagoes (A.8) e (A.11). Em tal
andalise foi necessario se assumir que a matriz h seja inversivel e seus autovalores sejam
estritamente positivos. Contudo, pode-se fazer uma andlise similar do setor auto dual
usando as equagoes de autodualidade (3.31). Contraindo (3.31) com R e usando (3.10) e
(3.20) se tém

Ahgp Toe = 0qe det R. (A.18)

Usando (3.24) e o fato que det 7 = (det R)?, obtém-se
| A h-7=Vdet 7 1. (A.19)

H& duas possibilidades distintas para o determinante de 7:
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1. Se det 7 # 0 em alguns pontos ou em uma regiao D do espaco fisico, entao a relacao

(A.19) resulta em (3.18). Portanto, a matriz h ¢é inteiramente determinada em termos
da matriz 7 e consequentemente em termos dos campos SU(2). Logo, as equagoes
de autodualidade tém solucao em D para qualquer configuragdo dos campos U tais

que 7 seja inversivel.

Se det 7 = 0 em alguns pontos ou em uma regiao D do espaco fisico, entao (A.19)

se torna

h-1=0. (A.20)

Dados os campos U que fixam 7 através de (3.10), considere a diagonalizagao
construida com a transformacao ortogonal como 7 = N - 7p - N7, com N - NT = 1.
Entao, (A.20) se torna

(NT -h- N) , @b =0, sem soma sobre o indice b, (A.21)

onde wy sao os autovalores de 7, e (N T h.N ) é uma matriz simétrica que possui

os mesmos autovalores de h. Ha algumas possibilidades com det 7 = 0:

a) Se 7 tem apenas um autovalor nulo, sem perda de generalidade considere
we, = 0, entdo (A.21) implica que as linhas e colunas de (NT -h- N) nao
correspondentes com ¢ devem se anular, i.e.

(NT-h-N)b:O, b#c, Va=1,2, 3. (A.22)
Pela simetria de (N T h.N ), segue-se que equagao (A.22) continua valida para
a # ¢, Vb =1, 2, 3. Portanto, seu o tinico elemento nao nulo é (NT -h- N) , 0
qual nao ¢ determinado pelas equagoes de autodualidade. Logo, h deve ter dois

autovalores nulos e o terceiro é indeterminado.

b) Se T tem somente dois autovalores nulos, sem perda de generalidade considere
o0 unico autovalor nao nulo w, # 0, entdo (A.21) implica que as linhas e colunas
de (N T h.N ) de indice ¢ devem se anular, e o bloco 2 X 2 remanecente
¢ indeterminado. Logo, h deve ter um autovalor nulo e os outros dois sao

indeterminados.

¢) Se T tem trés autovalores nulos, entdo 7 = 0 em D. Neste caso h é completamente
indedterminado. De fato, a partir de (3.10) se segue que 7,, = (R%)* + (R%)* +
(Rg)2 =0, para a = 1, 2, 3, e se conclui que a matriz R, ou seja as componentes
R{, se anulam em D e portanto os campos U devem ser constantes nesta regiao.
Logo, as equagdes de autodualidade (3.31) sdo satisfeitas em D para qualquer

matriz h.
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Conclui-se que quanto mais singular é a matriz 7, menos restrigoes as equagoes
de autodualidade (3.31) impoe sobre a matriz h. Consequentemente, para qualquer confi-
guracao dos campos U (com 7 sendo singular ou nao) pode-se obter uma matriz h que é
solucao das equagoes de autodualidade. Para os casos onde det 7 = 0, a matriz h pode

nao ser unicamente determinada.
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APENDICE B - RESULTADOS AUXILIARES DO CAPITULO 4

B.1 O comportamento da energia de ligacao por nicleon do modelo de Skyrme
Falso Vacuo para potenciais efetivos admissiveis

Como argumentado na secao 4.1, o argumento de escala de Derrick para a teoria

(4.4) implica que
2
/d3$ l'u; (aﬂpf + 3‘/ef.] =T + 3Uef. =0. (Bl)

Usando (B.1) e (4.19) se pode escrever U = [d®zV = [ dPx (Vi + c®) = —L+c [Pz,

e entao

2 4 2
onde foi usado sign (A Q) = —1, dado em (2.48), e
- 471'2 /d?’w QO = /d%G(U) . (B.3)

Fixando o potencial V', o que fixa o valor de x da escolha particular de potencial
(4.19), o valor de s em (4.6) e das constantes de acoplamento da teoria (4.4), segue-se
que as solugoes de (4.13) se tornam fungoes somente da constante de integragao c. Logo,

diferenciando Es, dado em (4.7), com respeito a ¢ e integrando por partes se obtém

dE2 /dgl ( w) dew 0V dy¢]  dQc (B.4)

dc 5¢ dc dc

Ja que ¥ — 0 quando r — oo, entao a densidade de carga bariénica se anula no infinito
espacial (4.6). Consequentemente, o termo de superficie do lado direito da equagao (B.4)
também se anula. Usando a equagdo (4.13) para reescrever o segundo termo de (B.4) se
obtém

dE, 47 d|Q|  dQg

_ | B,
dc AP “Tde Tde (B-5)

A energia de ligagdo por nicleon associada a teoria (4.4), sem fixar-se o potencial

V', é dada por
QIEQ@=1)-FE(Q|) _[QIEQ@=1)-E(Q])

Ep = - ) (B6)
Q| Q|
com
E:487r2? | Q | +Es. (B.7)
0
Logo, resulta de (B.2) e (B.5) que
dEg _2 T d|Q| 1 dQG d| Q|
_ B.8
de 3|QP de QP @ —Qa =g, (B8)
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Se a relacao entre ) e ¢ for invertivel, i.e. se () for monotonico com ¢ e vice-versa, pode-se

escrever (B.8) como

dEg 2 T dQq

=k _Z . B.
101=370F “1oF| @ d1g % (B.9)

Em oderm a E, ser nao negativo para qualquer configuracao de campo, deve-se
considerar o potencial V' como sendo nao-negativo. Contudo, o argumento de escala de
Derrick implica na condigao (B.1) e, ja que T' deve ser positivo para solugoes topoldgicas
de (4.13) nao triviais, entdo U deve ser negativo. Portanto, Vi deve ser negativo em
alguma regiao do eixo 1, o que requer por sua vez que o valor da constante de integracao

¢ deve ser positivo, pois ¢ é também nao negativo. A partir de (B.1) se tém

T 4 4 2
3= ’W’ clQl-[dzv=0 = |;|3(;\Q\>/d3xv. (B.10)
Logo
12 72 |)\|3
T= 0 Q= [dzv <1 B.11
Spelere com WC‘Q‘ V< (B.11)
e entao se conclui que
T 1272
o (B.12)

"STQRTTAF QI
Para os tipos de nicleons considerados o nimero de prétons e néutrons nao diferem
drasticamente, e entao a carga elétrica de tais nicleos ¢ aproximadamente proporcional a
| @ |. Logo, deve-se considerar o funcional G (U) tal que Q¢ seja positivo para | @ |> 1
e seja proporcional a | Q |2, i.e. Qg = x | Q |?, com x > 0, e entdo Qg se aproxima da
energia de interagdo Coulombiana para tal nicleo. Portanto, (B.9) se torna
dbEg 2 T
aQl-3lep "

Em ordem a se obter (B.9) se deve assumir ¢ como uma fun¢ao monotonica de | @ |. De

(B.13)

modo mais restritivo, supondo que ¢ é uma fungao monotonicamente decrescente de | @ |,
se obtém o comportamento principal da energia de ligagao por nicleon como fungao de | @ |

a partir de (B.12) e (B.13). De fato, escolhendo um Valor apropriado de y suficientemente

T
3 QI
com | Q |. Para valores de | Q | suficientemente grandes se obtém 2 ‘

> x, e entdao Ep é crescente

T
QP

pequeno, se obtém para valores de | @ | pequenos que
< X, e entao Ep

se torna decrescente com | @ |.

Os resultados deste apéndices sao validos para uma vasta classe de potenciais V'
da teoria (4.4) para os quais ¢ é fungdo monotonicamente decrescente de | @ | e Vi é um
potencial admissivel. Logo, a dindmica da teoria (4.4) leva com robustez ao comportamento
esperado da energia de ligacao segundo os dados experimentais, indepentemente em certo
sentido da forma particular do potencial V. A escolha de V' e G (U) podem ser entao

utilizadas para se obter um ajuste mais fino dos dados experimentais.
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B.2 A lista de nicleos definida na secao 4.3 e alguns resultados importantes obtidos
em tal secdo

Na Tabela 6 a quantidade A é o nimero de massa do nicleo e Z é o niimero de
prétons. REP corresponde aos valores experimentais do raio RMS®? para a lista de nticleos
definida na secao 4.3, enquanto E5" corresponde com os valores da energia de ligagao
por nticleon,® tal como usado nas Figuras 9 e 10. Em adicdo, apresenta-se os resultados
numéricos (com o mesmo nimero de digitos do que os dados experimentais) obtidos na
secao 4.3 para o caso s = 3 e kK = 8. R™™ e EF"™ correspondem respectivamente aos
valores teodricos do raio RMS e da energia de ligagdo por nicleon. Também sao apresentados
os valores correspondentes de v para cada valor de A, i.e. para cada valor inteiro da carga
topolégica. J& que ha mais de um ntcleo estavel para o mesmo valor de A, mas s6 ha uma
solugdo numérica pra cada valor da carga de Skyrme (@), repete-se o valor numérico das

grandezas tedricas para facilitar a comparacao.

Tabela 6 - Os valores experimentais de R*P (fm) e E5™ (MeV') e os valores niimericos
R™™ (fm), ER™ (MeV) e v (adimensional) obtidos na se¢do 4.3 para o caso

s=3ek=2_8.

Name A Z  Re»  Roum ESP [num. ~
H 1 1 0,878 1,8467 0,000000 0,000000  4,491068461142762
H 2 1 92,1421 11,9087 1,112283 2,895106  3,649869712047377
He 3 21,9661 1,9808 2,572680 4,254723  3,275512965240602
He 4 21,6755 2,0527 7,073915 5,084109  3,055186690308611
Li 6 3 25800 21862 5,332331 6,078895  2,797917904594600
Li 7 32,4440 12,2473 5,606439 6,407667  2,714002952968850
Be 9 4 25190 2,3598 6,462668 6,880732  2,591114911251203
B 10 52,4277 2,4117 6,475083  7,072907 2, 544219486469452
B 11 5 24060 2,4613 6,927732 7,229382 2, 503942224117655
C 12 62,4702 2,5086 7,680144 7,364775  2,468850343952055
C 13 6 2,4614 2,5540 7,469849 7,483176  2,437910925143941
N 14 7 25582 2,5976 7,475614 7,587648  2,410358116708282
N 15 7 26058 2,6397 7,699460 7,680532  2,385610494137132
0 16 8 2,6091 2,6802 7,976206 7,763651  2,363217640071331
0 17 8 92,6032 2,7194 7,750728 7,838453 2, 342824482083545
O 18 8 2,7726 2,7574 7,767097 7,906102 2, 324146819327975
F 19 9 2,8076 12,7942 7,779018 7,967544  2,306954100038247

Z
@

DN
e}
—_
)

3,0055 22,8300 8,032240  §,023561 2,291057065022768
2,9695 2,8648 7,971713  8,074802 2,276298691132936

(continua)

Z,
@)

[\
—_
—_
e}
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(continuagao)

Name A Z  R%P Ry EZ* Egm Y

Ne 22 10 2,9525 2,8986  8,080465 §8,121814 2,262547453280112
Na 23 11 2,9936 2,9316 8,111493  §,165058 2,249692231249988
Mg 24 12 3,0570 2,9638  8,260709  §,204929 2,237638407479905
Mg 25 12 3,0284 2,9952  §,223502  §,241766 2,226304840103443
Mg 26 12 3,0337 3,0259  8,333870  8,275862 2,215621488325438
Al 27 13 3,0610 3,0560  8,331553  8,307472 2,205527530232682
Si 28 14 3,1224 3,0854  8,447744  8,336819 2,195969856721151
Si 29 14 3,1176  3,1141  8,448635 8§, 364099 2,186901855810426
Si 30 14 3,1336 3,1424  8,520654  §,389484 2,178282423400496
P 31 15 3,1889 3,1700  8,481167 8,413128 2,170075152240669
S 32 16 3,2611 3,1972 8,493129  §8,435168 2,162247662359158
S 34 16 3,2847  3,2500  8,583498  §,474908 2,147619395869828
Cl 35 17 3,3654  3,2758  8,520278  §,492817 2,140769427267332
S 36 16 3,2985 3,3011 8,575389  §,509539 2,134200134292854
Ar 36 18 3,3905 3,3011 8,519909  §,509539 2,134200134292854
Cl 37 17 3,3840  3,3260 8,570281  8,525155 2,127892515622490
Ar 38 18 3,4028  3,3505  8,614280  §,539738 2,121829333480677
K 39 19  3,4349 3,3746  8,557025  8,553355 2,115994908123602
Ca 40 20 3,4776  3,3983  8,551303  8,566065 2,110374940891559
Ar 40 18 3,4274  3,3983  8,595239 8, 566065 2,110374940891559
K 41 19  3,4518  3,4217 §8,576072  8,577924 2,104956361248827
Ca 42 20 3,5081 3,4448 8§8,616563 86588984 2,099727194058634
Ca 43 20 3,4954  3,4675 8,600663  8,599289 2,094676444000906
Ca 44 20 3,5179  3,4899  §8,658175  8,608884 2,089793994574852
Sc 45 21 3,5459  3,5120 §8,618931  8,617808 2,085070519558121
Ca 46 20 3,4953 3,5338  8,66898 8,62610 2,080497405145488
Ti 46 22 3,6070 3,5338  8,656451  8,626097 2,080497405145488
Ti A7 22 3,5962  3,5554  8,661227  8,633785 2,076066681276107
Ti 48 22 3,5921 3,5766  8,723006  8,640903 2,071770960893693
Ti 49 22 3,5733  3,5976 8,711157  8,647481 2,067603386077977
Ti 50 22 3,5704 3,6183 8,755718  8,653545 2,063557580146583
Cr 50 24 3,6588 3,6183 8,701032  8,653545 2,063557580146583
\Y 51 23 3,6002 3,6388  8,742099 @ &,659121 2,059627604959952
Cr 52 24 3,6452  3,6590 8,775989  8,664232 2,055807922773732
Cr 53 24 3,6511 3,6790 8,760198 &, 668900 2,052093362076591
Cr o4 24 3,6885 3,6988  8,777955  §,673146 2,048479086930095
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Fe 54 26 3,6933 3,6988 8,736382  §8,673146 2,048479086930095
Mn 55 25 3,7057 3,7184  8,765022  8,676988 2,044960569393613
Fe 56 26 3,7377 3,7377 8,790354  §,680445 2,041533564673800
Fe 57 26 13,7532 3,7568 8,770279  8,683533 2,038194088685605
Fe 58 26 3,7745  3,7758  8,792250  §,686269 2,034938397753139
Ni 58 28  3,7757  3,7758  8,732059  §,686269 2,034938397753139
Co 59 27 3,7875 3,7945 8,768035 8&,688667 2,031762970212437
Ni 60 28 3,8118 3,8130 8,780774 8,690741 2,028664489709483
Ni 61 28 3,8225 3,8314 8,765025 §,692506 2,025639830011463
Ni 62 28 3,8399 3,8495 §8,794553  8,693972 2,022686041171518
Cu 63 29 3,8823 3,8675 8,752138 8,695152 2,019800336906873
Ni 64 28 3,872 3,8853 8,777461  8,696057 2,016980083066171
Zn 64 30 3,9283 3,8853 8,735905  &,696057 2,016980083066171
Cu 65 29 3,9022 3,9029 8,757096 8,696698 2,014222787076635
Zn 66 30 3,9491 3,9204 8,759632 §,697084 2,011526088274126
Zn 67 30 3,9530 3,9377 8,734152 8,697226 2,008887749029717
Zn 68 30 3,9658 3,9549 8,755680  &,697131 2,006305646596767
Ga 69 31 3,9973 3,9719 8,724579  §,696810 2,003777765609718
Ge 70 32 4,0414 3,9887 8,721700 8,696268 2,001302191174485
Ga 71 31 4,0118 4,0054 8,717604 8,695516 1,998877102495371
Ge 72 32 4,0576  4,0220 8,731745  §8,694559 1,996500766990397
Ge 73 32 4,0632 14,0384 8,705049 @ 8,693404 1,994171534851110
Ge 74 32 4,0742  4,05647  8,725200  8,692059 1,991887834007733
Se 74 34 4,0700 14,0547 8,687715  §8,692059 1,991887834007733
As 7 33 4,0968 4,0708 8,700874  8,690530 1,989648165464452
Se 76 34 4,1395 4,0868 8,711477  8,688822 1,987451098972989
Ge 76 32 4,0811 4,0868 8,705236 8, 688822 1,987451098972989
Se 77 34 4,1395  4,1027  8,694690 8, 686942 1,985295269015788
Se 78 34 4,1406 4,1184 8,717806  8,684895 1,983179371073147
Kr 78 36 4,2038 4,1184 8,661238  8,684895 1,983179371073147
Br 79 35 4,1629 4,1341 8,687594  8,682686 1,981102158150497
Kr 80 36 14,1970 4,1496 8,692928 8, 680320 1,979062437544858
Se 80 34 4,1400 14,1496 8,710813  &,680320 1,979062437544858
Br 81 35 4,1599 4,1650 8,695946 8,677802 1,977059067831450
Kr 82 36 14,1919 4,1802 8,710675 8,675137 1,975090956052185
Kr 83 36 4,1871 4,1954 8,695729  8,672330 1,973157055091182
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Name A Z  R%P Ry EZ* Egm Y
Kr 84 36 4,1884 14,2104 8,717446  §8,669383 1,971256361222048
St 84 38 14,2394 14,2104 8,677512  §,669383 1,971256361222048
Rb 8 37 14,2036 4,2253 8,697441  8,666302 1,969387911814059
Kr 86 36 4,1835 14,2402 8,712029 §,663091 1,967550783185259
Sr 86 38 14,2307 14,2402 8,708456  8,663091 1,967550783185259
St 87 38  4,2249 4,2549 8,705236  8,659752 1,965744088591193
St 88 38 4,2240 4,2695 8,732595  §,656290 1,963966976339631
Y 89 39 14,2430 14,2840 8,713978  §,652708 1,962218628021685
Zr 90 40 14,2694 14,2984 8,709969  §,649010 1,960498256851153
Zr 91 40 14,2845 4,3127 8,693314  §,645198 1,958805106104303
Zr 92 40 4,3057 4,3269 8,692678  8,641275 1,957138447652745
Mo 92 42 4,3151 4,3269 8,657730 8,641275 1,957138447652745
Nb 93 41 4,3240 4,3410 8,664184  8,637246 1,955497580583371
Zr 94 40 4,3320 4,3550 8,666801 8,633112 1,953881829898621
Mo 94 42 4,3529 4,3550 8,662333 8,633112 1,953881829898621
Mo 95 42 4,3628 4,3690 8,648720 8, 628876 1,952290545292565
Mo 96 42  4,3847 4,3828 8,653987  §,624541 1,950723099996405
Ru 96 44 4,3908 4,3828 8,609412  §,624541 1,950723099996405
Mo 97 42 4,3880 14,3966 8,635092 @ §,620109 1,949178889690030
Mo 98 42 4,4091 4,4102 8,635168 8,615583 1,947657331474187
Ru 98 44 4,4229 4,4102  §,62031 8,61558 1,947657331474187
Ru 99 44 4,4338 4,4238 8,608712  8,610965 1,946157862899922
Ru 100 44 4,4531 4,4373 8,619359  8,606258 1,944679941051426
Ru 101 44 44606 4,4507 8,601365 8,601463 1,943223041678503
Ru 102 44 4,4809 4,4640 8,607427  8,596583 1,941786658376123
Pd 102 46  4,4827 4,4640 §8,580290  8,596583 1,941786658376123
Rh 103 45 4,4945 4,4772  8,584192  8,591620 1,940370301807507
Pd 104 46  4,5078 4,4904  §8,584848  8,586576 1,938973498968275
Ru 104 44 4,5098 4,4904 8,587399  8,586576 1,938973498968275
Pd 105 46  4,5150 14,5035 8,570650  8,581453 1,937595792489287
Pd 106 46 4,5318 4,5165 8,579992  §,576252 1,936236739975294
Cd 106 48 4,5383 4,5165 8,539048  8,576252 1,936236739975294
Ag 107 47  4,5454  4,5294  §8,553900  8,570976 1,934895913377873
Cd 108 48  4,5577  4,5422  §8,550019 8, 565626 1,933572898399922
Pd 108 46  4,5563 4,5422 §8,567023 8, 565626 1,933572898399922
Ag 109 47  4,5638 4,5550  §8,547915  8,560203 1,932267293930503
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Pd 110 46 4,5782  4,5677  8,547162  8,554710 1,930978711507522
Cd 110 48 4,5765 4,5677  8,551275  §,554710 1,930978711507522
Cd 111 48 4,5845 14,5804 8,537079  §,549149 1,929706 774807386
Cd 112 48  4,5944  4,5929  §,544730 8, 543519 1,928451119159275
Sn 112 50 4,5948 4,5929 §,513618  §,543519 1,928451119159275
In 113 49 4,6010 4,6054 8,522929 §,537824 1,927211391083395
Sn 114 50 4,6099 4,6178 §,522566 8, 532064 1,925987247851143
Cd 114 48 4,6087 4,6178  8,531513  &,532064 1,925987247851143
Sn 115 50 4,6148 4,6302 §8,514069 8,526241 1,924778357066431
Sn 116 50 4,6250 4,6425 §8,523116  8,520357 1,923584396266858
Sn 117 50  4,6302 4,6547 §8,509611 8,514412 1,922405052543427
Sn 118 50 4,6393 14,6668 8,516533  8,508407 1,921240022178119
Sn 119 50 4,6438 4,6789  §8,499449  8,502345 1,920089010298075
Sn 120 50 4,6519 4,6909 §,504492  8,496226 1,918951730545584
Te 120 52 4,7038 4,6909 8,477034  8,496226 1,918951730545584
Sb 121 51  4,6802 4,7029  §8,482066  8,490052 1,917827904763047
Te 122 52 4,7095 4,7148  §8,478140  8,483823 1,916717262692254
Sn 122 50 14,6634 4,7148  8,487907  §,483823 1,916717262692254
Sb 123 51  4,6879 4,7266 8,472328  8,477540 1,915619541686807
Te 123 52 4,7117  4,7266  8,465546  8,477540 1,915619541686807
Te 124 52 4,7183 4,7384  8,473279  8,471206 1,914534486437504
Xe 124 54 4,7661 4,7384  8,437565  8,471206 1,914534486437504
Sn 124 50 4,6735 14,7384 8,467421  8,471206 1,914534486437504
Te 125 52 4,7204 4,7501  §8,458045  8,464820 1,913461848709503
Te 126 52  4,7266 4,7618  8,463248  8,458383 1,912401387091375
Xe 126 54 4,7722 4,7618  8,443541  8,458383 1,912401387091375

[ 127 53 4,7500 4,7734  §8,445487  8,451898 1,911352866754402
Xe 128 54 4,7774  4,7850  8,443298  8,445364 1,910316059222751
Xe 129 54 4,7775  4,7964  8,431390  8,438783 1,909290742152922
Ba 130 56 4,8283 4,8079  §8,405549  8,432156 1,908276699122978
Xe 130 54 4,7818 4,8079 8,437731  8,432156 1,908276699122978
Xe 131 54 4,7808 4,8193  8,423736  8,425482 1,907273719430179
Xe 132 54  4,7859 4,8306  8,427622 8,418764 1,906281597897336
Ba 132 56 4,8303 4,8306 8,409375 8,418764 1,906281597897336
Cs 133 55  4,8041 4,8418 8,409978  §,412003 1,905300134686859
Xe 134 54 4,7899 4,8531 8,413699  8,405198 1,904329135122647
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Name A Z  R%P Ry EZ* Egm Y
Ba 134 56 4,8322 4,8531 §8,408171  8,405198 1,904329135122647
Ba 135 56  4,8294 4,8642 §8,397533  8,398350 1,903368409519181
Ce 136 58 4,8739 4,8753 8,373760  8,391462 1,902417773017244
Ba 136 56 4,8334 4,8753 8,402755  8,391462 1,902417773017244
Ba 137 56 4,8314 4,8864 8,391827  8,384532 1,901477045426730
Ba 138 56 4,8378 4,8974  §8,393420 8,377562 1,900546051075015
Ce 138 58  4,8737 4,8974  8,37708 8,37756 1,900546051075015
La 139 57  4,8550 14,9084 §8,378025 8,370554 1,899624618661961
Ce 140 58 4,8771  4,9193 §8,376317  8,363506 1,898712581120185
Pr 141 59 4,8919 14,9301 8,353992  8,356420 1,897809775480838
Ce 142 58  4,9063 4,9410 §8,347071  8,349298 1,896916042744723
Nd 142 60 4,9123 4,9410 §,346030 8, 349298 1,896916042744723
Nd 143 60 4,9254 4,9517 8,330488  8,342138 1,896031227758121
Sm 144 62  4,9524  4,9624  §8,303679  8,334943 1,895155179093460
Nd 145 60 4,9535 14,9731 8,309187  8,327712 1,894287748934647
Nd 146 60 14,9696 4,9837 §8,304092  8,320446 1,893428792966205
Nd 148 60 14,9999 5,0048 8,277177  8,305813 1,891735743208532
Sm 149 62 5,0134 5,0153  8,263466 8, 298446 1,890901377354422
Sm 150 62 5,0387 5,0258  §8,261621  8,291047 1,890074941367280
Sm 152 62  5,0819 5,0465 8,244061  8,276153 1, 888445348587004
Eu 153 63 55,1115 5,0568  §,228699 8, 268659 1,887641943800672
Sm 154 62 5,1063 5,0671  8,226835 8,261135 1,886845972727570
Gb 154 64 5,1223 5,0671  8,224796  8,261135 1,886845972727570
Gb 155 64 5,1319 5,0773  8,213251  8,253581 1,886057318209837
Dy 156 66 5,1622 5,0875  §8,192433 8§, 245997 1, 885275865684704
Gb 156 64 5,1420 5,0875 8,215322 8§, 245997 1, 885275865684704
Gb 157 64 5,1449 5,0977  8,203504  8,238385 1, 884501503110640
Gb 158 64 5,1569 5,1078 §8,201819  8,230743 1,883734120896110
Dy 158 66 5,1815 5,1078 §8,190130 8,230743 1,883734120896110
Th 159 65 5,0600 5,1178  8,188800 8,223074 1,882973611830810
Dy 160 66 5,1951 5,1279  8,184054  8,215377 1.882219871019077
Gd 160 64 5,1734 5,1279 §8,183014  8,215377 1,882219871019077
Dy 161 66 5,1962 5,1379 §8,173310 8,207652 1,881472795815909
Er 162 68 5,2246  5,1478  §8,152397  8§,199901 1,880732285764774
Dy 162 66 5,2074 5,1478  §8,173457  8,199901 1,880732285764774
Dy 163 66 5,2099 5,1577 8,161785  8,192123 1,879998242537775
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Dy 164 66 5,2218 5,1676 8,158714  8,184320 1,879270569877631
Er 164 68 5,2389 5,1676  8,149020 8, 184320 1,879270569877631
Ho 165 67 5,2022 5,1774  8,146964  8,176490 1,878549173541836
Er 166 68 5,2516 5,1872  8,141959 8,168635 1,877833961248146
Er 167 68 5,2560 5,1970 8,131746 8,160756 1,877124842622655
Er 168 68 5,2644 5,2067 8,129601 8, 152852 1,876421729148642
Yb 168 70 5,2702  5,2067 §8,111898 8, 152852 1,876421729148642
Tm 169 69 5,2256 5,2164  8,114473  §,144923 1,875724534117927
Er 170 68 5,2789  5,2260 §8,111959 §,136971 1,875033172583114
Yb 170 70  5,2853  5,2260 §8,106609  8,136971 1,875033172583114
Yb 171 70  5,2906 5,2356  8,097882  8,128995 1,874347561311723
Yb 172 70  5,2995  5,2452  8,097429  8,120996 1,873667618741784
Yb 173 70  5,3046  5,2547  8,087427  8,112975 1,872993264938715
Yb 174 70 5,3108 5,2642 §8,083847  8,104930 1,872324421553529
Lu 175 71 5,3700  5,2737  8,069140 8,096864 1,871661011782399
Hf 176 72 5,3286  5,2831 8,061359 8,088776 1,871002960327636
Yb 176 70  5,3215 5,2831 §,064085 8,088776 1,871002960327636
Hf 177 72 5,3309 5,2925 8,051835  8,080666 1,870350193359751
Hf 178 72 5,3371  5,3019  8,049442  8,072535 1,869702638480259
Hf 179 72 5,3408 5,3113 8,038546 8,064383 1, 869060224686682
Hf 180 72 5,3470  5,3206 8,034930  8,056210 1,868422882337254
Ta 181 73 5,3507 5,3298  8,023400 8,048017 1,867790543118027
182 74  5,3559 5,3391 §,018308  8,039804 1,867163140009889
183 74  5,3611 5,3483 8,008322 §,031571 1,866540607257118
184 74 5,3658 5,3574  8,005077  8,023318 1, 865922880336927
Os 184 76 5,3823 5,3574 7,988677  8,023318 1, 865922880336927
Re 18 75  5,3596  5,3666 7,991009  8,015046 1, 865309895929486
W 186 74 5,3743  5,3757 7,988601  8,006755 1,864701591889463
Os 187 76 5,3933 5,3848 7,973780  7,998445 1,864097907217535
Os 188 76  5,3993 5,3938  7,973864 7,990117 1,863498782033505
Os 189 76  5,4016  5,4028  7,963002 7,981770 1,862904157549983
Os 190 76 5,4062 5,4118 7,962104 7,973405 1,862313976046459
Ir 191 77  5,3968  5,4208 7,948113  7,965023 1,861728180844594
Os 192 76 5,4126  5,4297  7,948525  7,956622 1,861146716284074
Pt 192 78 5,4169  5,4297 7,942491  7,956622 1,861146716284074
Ir 193 77 5,4032  5,4386  7,938133  7,948205 1, 860569527698860
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Name A Z  R%P Ry EZ* Egm Y
Pt 194 78 55,4236  5,4475 7,935941 7,939770 1,859996561394610
Pt 195 78 55,4270 5,4563  7,926552 7,931318 1,859427764626352
Pt 196 78 5,4307 5,4651 < 7,926529 7,922849 1, 858863085576737
Hg 196 80 5,4385 5,4651 7,914369 7,922849 1, 858863085576737
Au 197 79 5,4371 5,4739 7,915654 < 7,914364 1,858302473335395
Pt 198 78 55,4383  5,4827 7,914150 7,905863 1,857745877878276
Hg 198 80 5,4463 5,4827 7,911552  7,905863 1,857745877878276
Hg 199 80 5,4474  5,4914 7,905279  7,897345 1,857193250047730
Hg 200 80  5,4551 5,5001  7,905895  7,888812 1,856644541533518
Hg 201 80 5,4581 55,5088  7,897560  7,880263 1, 856099704853727
Hg 202 80 5,4648 5,5174  7,896850 7,871698 1, 855558693336665
Tl 203 81 5,4666 5,5260 7,886053 7,863118 1,855021461102933
Hg 204 80 5,4744 5,5346  7,885545  7,854523 1, 854487963048309
Pb 204 82  5,4803 5,5346  7,879932  7,854523 1, 854487963048309
T1 205 81 5,4759 5,5432 7,878394  7,845912 1,853958154826700
Pb 206 82  5,4902 55,5517 7,875362  7,837287 1,853431992833947
Pb 207 82 5,4943 55,5602  7,869866  7,828648 1,852909434191629
Pb 208 82 5,5012 55,5687 7,867453  7,819994 1,852390436731829
Bi 209 83 5,5211 5,5772  7,847987  7,811325 1,851874958981518
Ra 226 88 5,7211 55,7172 7,661962 7,661932 1,843613253087140
Th 229 90 5,7557 5,7412  7,634650 7,635200 1,842246251422184
Th 230 90 55,7670 5,7491 7,630996 7,626267 1,841796196593272
Th 232 90 55,7848 55,7650 7,615033 7,608367 1, 840904328898081
U 233 92 5,8203 55,7729 7,603956  7,599401 1,840462458679807
U 234 92 55,8291 55,7807  7,600715  7,590424 1,840023260016007
U 235 92 5,8337 5,7886  7,590914  7,581436 1,839586705273448
U 236 92 5,8431 55,7964  7,586484  7,572438 1,839152767221810
U 238 92 5,8571 5,120  7,570125  7,554410 1,838292634239833
Pu 239 94 5,8601 55,8198 7,560318 7,545380 1,837866386796573
Pu 240 94 5,8701 55,8275 7,556042  7,536341 1,837442651004169

Fonte: Elaborada pelo autor.
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APENDICE C - RESULTADOS AUXILIARES DO CAPITULO 5

C.1 Os mapas racionais para os quais o funcional A (w, w) é constante

Nesta secao se analisarda quais sao os possiveis mapas racionais para os quais o
funcional A (w, w), definido em (5.29), é constante. Usando o mapa racional u(w) =
p(w)/q(w), tal como definido em (3.53), onde p(w) e g(w) sao polindmios sem raizes em
comum, pode-se reescrever (5.29) como

_ _ _ I+ | w |?
A(w, w)=A(w, w)* | Ww) [>>0, com Alw, w) = —————,
(w, w) = A(w, w)” | W(w) | (w, w) FIEFSTIE

(C.1)
onde W = qd,p — pdy,q é o Wronskiano, definido em (3.58). Em adigdo, o maior grau
polinémial entre p e g corresponde com o grau topoldgico n do campo u (ver segao 3.3), e
entao n > 1 para os mapas racionais u de grau topolégico nao nulo.* Como discutido na
secdo 2.2, W é um polindomio de grau igual ou inferior & 2 (n —1). JA que | p |> + | ¢ |*> 0
para todo valor de w e w, pois p e ¢ nao tém raizes em comum, segue-se da definigao (C.1)
que o funcional A (w, w) se anula somente para os valores de w correspondentes as raizes
do Wronskiano. Portanto, se W possuir raizes, entdao A nao pode ser constante. Por outro
lado, se o polindbmio W nao possuir nenhuma raiz, entao este deve ser constante, i.e. o

mapa racional deve satisfazer a condigao
W (w, w) = const. (C.2)

Contudo, a constante de (C.2) ndo pode ser nula, caso contrario A seria nulo e por
consequéncia o grau topoldgico do mapa u, escrito na representacao integral em (3.54),
seria zero. Portanto, segue-se de (C.2) e (C.1) que para se obter A = const. entdo A

também deve ser constante.

Suponha que m; e my sejam respectivamente os graus de p(w) e g(w) e que

m = max (mj, my). Como o grau algébrico de u é igual a m, i.e. m = n, se obtém de
(C.1) que

A~ w |20 para | w|> 1. (C.3)

Portanto, A nao pode ser constante para todo n > 2. Como A é simétrico por troca p < ¢,

o mapa racional u mais geral que pode-se considerar com n = 1 é dado por
p=p(w-a) e g=(w-0), (C.4)

onde [ = 0, 1 e os parametros a e b sao nimeros complexos. Em adicao, ja que p e ¢ ndo
tém raizes em comum, entdo a # b para [ = 1. A quantidade A (w, w) de (C.1) é a razao
entre dois polinémios em w e w, com termos cruzados, e entao pode-se considerar dois

casos distintos:

*

Note que devido a equagdo (3.55) da secdo 3.3, a qual continua vélida, n =0= @Q = 0.
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1. O mapa racional u(w) = p(w)/q(w) construido pela relagao (C.4) com [ = 1. Segue-se

entao de (C.1) e (C.4) que A serd constante se, e somente se a seguinte equacao

polinémial for satisfeita

L+wo = Al(Jb]+]aPlaP)+ (1+]a?) wn (C.5)
~(btalaP)w—(b+a|al’)w|, (C.6)

onde a # b. A partir do termo de ordem ww de (C.6) se obtém que o = 0, o que é
absurdo, pois u se tornaria um mapa trivial (n = 0). Portando, a escolha (C.4) com

[ = 1 nao é compativel com A constante.

.- O mapa racional u(w) = p(w)/q(w) construido pela relacao (C.4) com [ = 0, onde

q(w) = 1. Segue-se entao de (C.1) e (C.4) que A serd constante se, e somente se a

seguinte equagao polinémial for satisfeita
L+wo=A(1+[ 87| al>+| 8 (wd—aw—aw)) (C.7)
Resulta de (C.7) que a =0, | f|=1e A =1 e portanto
u=e"w, Va € [0, 27), (C.8)
com a fase v sendo constante no espago fisico. Note que para o mapa racional (C.8)

o Wronskiano é a prépria fase, i.e. W = ¢€'®, e portanto satisfaz a condigao (C.2).

Em adicao, devido a defini¢do (C.1), o mapa racional (C.8) implica em A = 1.

Conclui-se que somente os mapa racionais (C.8), obtidos no item 2 acima, satisfazem

A = constante e para tais esta constante corresponde a A = 1.

C.2 As equacdes estaticas de Euler-Lagrange (5.30) e (5.22) para respectivamente

0s campso ¢,’s e os campos M.

Neste Apéndice serd demonstrado primeiro que os ansétze (5.19), (5.26) e (5.39)

juntos reduzem as trés equagoes (5.23) para os campos ¢,’s a duas equagoes distintas, as

quais podem ser insoltveis caso A nao seja constante e se tornam puramente radiais quando

imposto adicionalmente o ansatz (5.36), onde A = 1. Segundo, serd demonstrado que

usando todos estes ansitze as equagoes de Euler-Lagrange (5.22) associadas aos campos

M sdo automaticamente satisfeitas.

Usando (5.28) as equagoes estaticas de Euler-Lagrange (5.23) associadas aos campos
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Yq’s se tornam

N2
0 — M(Q) ai(\/__gaiwl)_ﬁfSOl_ﬁ%éV(@)-i-mo Slnr(f/2> [ml (") _1‘|

V=9 2 0y Ges wl
_ _ 2
e [2(901r2 #5) \ 9 o <f,2+ 2 LZ' A)] ’ (C.9)
p 3 adty 20/ [ LY
0 = Lo (Vo) - - E U L I [ U]
2 lQ (ﬁpzrz— ©3) At P2 g #1 ( 2 2 | u |2 )] (C.10)

_ 13 2 33 5‘/() m% 16 sin* (f/2) ,, N2
0 = \/_—gai(\/—_gaz‘%)—ﬂﬁﬁs—Q 3 s + = 5 lwf\ —(f)]

P11+ P2 — 2p3
+2 1 . :

(C.11)

as quais sao simétricas por troca dos autovalores 1 <> (o desde que o potencial V' tenha
a mesma simetria. De fato, tal simetria do potencial V' é importante para que o ansatz
(5.39) seja compativel com as equagdes (C.9)-(C.11), j& que subtraindo (C.9) de (C.11) e
usando ¢; = @y em seguida se obtém que 0y, V] =gy = 0,V |p =, Consequentemente,
se 1 = @y a equagao (C.9) é equivalente a (C.10) e portanto hd uma equacdo a menos
para se resolver. Assumindo tal simetria e usando os ansétze (5.35) e (5.39), entao (C.9) e

(C.11) sao reduzidas respectivamente a

2 2 N2
_ @i 2 1\ _ a2 _5725‘/(%0) 2 sin (f/2) 1 (f) _
0 = r?2 dr <T @1) ren 2 Jy +my r? méged o} aE
i 2 f’ Ya (C.12)
2 2 2 4
R R A =y 3 &5‘/(90) mg |16 sin (f/2)_ "2
— P3 A
IV Ra il (C.13)

onde f, ¢1 e @3 sdo campos radiais. Usando adicionalmente o ansatz (5.36), entdao A =1 e
equagoes (C.12) e (C.13) se tornam puramente radiais. Note que a parte angular desacopla
das equagdes (C.12) e (C.13) para A constante, mas caso contrario tais equagoes podem
nao ser soluveis. De fato, considere por exemplo V' = 0 e h sendo inversivel na origem, e
portanto ¢,(0) # 0. Segue-se que para o lado direito das equagdes (C.12) e (C.13) nao
divergir quando r — 0 é necessario que o numerador do termo que vai com 772, ou seja.
a ultima linha de ambas as equagoes, deve ir a zero. Logo, ¢1(0) — @3(0) A (w, w) =0 e
entao A deve ser constante.

Agora se analisara as equagoes de Euler-Lagrange (5.30) associadas aos campos

M. A representacao adjunta dos geradores T, da &dlgebra do grupo SU(2) satisfazem
dap (T.) = i€qm para a, b, c = 1,2, 3. A partir de (3.49), (3.50), (5.30) e do ansatz
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holomérfico (5.26) para os campos U se obtém

NTO,N = %f’d(%),
T _ 1 — . i f)2 .

NT9,N = TTep [—u0yud (Ts) =i dyu (d(Th) +id(T3))], (C.14)
T _ 1 — cif/2 9 = .

N (‘%N = m [U @@ud(Tg) —1€ 811}7,1, (d (Tl) - Zd(TQ)):| .

Usando também o fato que [hp, [hp, d(T,)]] = (¢p — e)” d(T,), para quaisquer dois

valores distintos a, b = 1, 2, 3 tais que b # a # ¢, entao

\hp, |hp, NTON|| = ;f’ (91— p2)” d(T3),
1

[hp, [hp, NTOLN]| = T [~ 0, (91 — ¢2)* d(T5) (C.15)
— e 0 [(p2 — ps)” d(T1) +i (01— 0s)° d(T2)]]
T 1 = 2
[hD7 {hD,N &j,NH = m [uﬁu—,u (@1-(,02) d(Tg)

— e 2051 (02— s)* d(Th) =i (1 — 3)” d(Ty)]]-

Tomando (C.14) e (C.15) dentro do ansatz para os autovalores de h dado por (5.35) e
a escolha do mapa racional (5.36), o que implica em (5.37), entdao as equagdes (5.22)
associadas aos campos M se tornam

s [ (920 + 6 20) [(1— 2 + (02— 03)" — (1 — 00)"] d(T2)
- (e_im u—ell? ﬁ) [(901 —2)" = (p2 = 93)" + (1 — @3)2} d (T3)

+i0, (1 f' (o1 — 2)°) d(T3)] =0, (C.16)

Logo, se for assumido adicionalmente que ¢ = @9, entao a equac¢ao matricial (C.16), e

consequentemente as equagoes (5.22), sdo automaticamente satisfeitas.

C.3 O método do gradiente descencente aplicado para minimizar a energia estatica
(5.44) e a espessura dos campos f e p,’s

Neste Apéndice sera discutido o método numérico usado na secao 5.3. Usou-se
o método do gradiente descendente com passo adaptativo para minimizar a energia
estatica (5.50) e se obter as solugoes das equagoes de Euler-Lagrange (5.46), (5.47) e (5.48)
com @ = 1. O intervalo de r considerado é [0, ry.x], onde o valor de 7.y, € entdo o
tamanho da rede, pode depender dos valores de o e 09 e é escolhido para se assegurar
que 0 < pq (Tmax.) < 8 X 1077 e f (Tmax.) < 4 x 1078, O intervalo entre pontos vizinhos é
Ar =0.005 e a rede tem p = rp.x. /Ar pontos parametrizados por um inteiro k, onde se

troca r — Ark.

Usou-se a versao discreta das equagoes de Euler-Lagrange (5.46), (5.47) e (5.48) e

das energias (5.51), onde a primeira e a segunda derivada sao dadas pela férmula central
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de quarta ordem e as integrais sdo calculadas com a regra do trapézio. Em particular, em
k=1ek=p—2 as derivadas sao calculadas com a féormula central de segunda ordem e

em k = p— 1 se usa a férmula da diferenca finita regressiva de primeira ordem."

O método do gradiente descendente inicia com a configuracao de campo com energia
finita, chamada de configuracao semente, escolhida como a versao discreta da configuracao
auto dual do modelo de Skyrme BPS dada por

;2
FO=sucan () @@Q=-f7 w0 =@ - -5
(C.17)
que satisfaz (5.53), a qual terd seus campos sucessivamente modificados em cada um dos

pontos darede j =2,....,p—1ek=1,..., p— 1 através das relagoes
fi = fj — AayAEy, Oo ke — P — Do, AEy, 1, b=1, 3, (C.18)

onde Aq, representa o tamanho do passo. Os valores dos campos fi @1 € @30 podem
ser estimados a partir dos pontos vizinhos, a cada vez que a modificacao (C.18) é feita,

usando

_fot fo
==,

A primeira igualdade de (C.19) é obtida usando f”(0) = 0 onde a derivada segunda é dada

fl Pa,0 = Pa,a — 2 (90&,3 - Spa,l) . (Clg)

pela féormula da diferenca finita progressiva de segunda ordem. A segunda igualdade de
(C.19) é obtida tomando a igualdade entre a férmula central de segunda e quarta ordem
para a primeira derivada.! O método termina quando o valor miximo de cada um dos
grandientes |AEy|, |AE,,| e |AE,,| na rede, restrita aos pontos considerados em (C.18),

sao inferiores & 107 e (5.52) é inferior a 4 x 1073.

Uma vez que as solugoes de (5.46)-(5.48) com ) = 1 sdo obtidas pelo procedimento
acima, para as quais os campos f(r) e ¢,(r) sdo monotonicamente decrescentes, pode-se
calcular a espessura ty, definido como o valor de r tal que f(r) = f(0)/2. Primeiro, obtém-

se o valor de 7, que é o valor numérico de r na rede que minimiza a funcao |f(0)/2 — f(r)|,

t Devido ao termo do Jacobiano 2 somente o termo cinético para os campos h diao uma contruicio

nao trivial para a energia em k = 0, dada por 2%(@1’0 — ¢3.0)?, a qual por consequéncia de (5.53)
pode ser ndo nula somente para uma configuracao de campo que nao é solucao do sistema de equagoes
(5.46)-(5.48). Logo, ndo é necessario se calcular nenhuma derivada em k = 0.

¥ A equacdo (5.46) ¢ muito sensivel em k = 1, onde as derivadas sdo calculadas com a férmula central de
segunda ordem, no sentido em que pequenas variacoes de f podem levar a grandes variacoes de AEy,
a qual pode entrar em desacordo com seus valores dos pontos vizinhos. Por exemplo, considere o caso
particular o9 = 0 e tome uma configuragao de campo auto dual que satisfaca (5.46) como configuragao
semente, como por exemplo (C.17), i.e. para a qual se tem exatamente AE; = 0. O valor numérico de
AEFEy 1, obtido sem substituir (C.17) em (5.46), pode ser ndo desprezivel e diferir significativamente de
AFEy o, podendo ser preferivel se utilizar a expressdo (C.19) para calcular f;. Em adigo, ja4 que AE[
¢ muito sensivel a pequenas variagdes de f, usa-se um passo Aay muito pequeno. Por fim, o passo
adaptativo Aay decresce e a atualizagdo na configuragdo de campo néo ¢ aceita quando ou a energia
(5.50) cresce ou Ay E se deforma drasticamente, o que pode evitar problemas de discontinuidade em
AEy.
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e entao por defini¢ao | ty — 7, |< Ar. Portanto, a expansiao de Taylor de f(r) em torno de
r, calculada para r = t; se torna f(t;) = f(r,) + f/(r) (ty — 1) + O((Ar)?) e entdo

f(0)/2 = f(rp) 2
tr=rp,+ + O ((Ar)7). (C.20)
g g [ (rp) ( )

Usando (C.20) calcula-se ¢y em primeira ordem de Ar, e o mesmo se segue para as
espessuras t,, dos campos ¢,’s. Na secao C.3 sao apresentados na Tabela 5 os valores das

espessuras de cada um dos campos para cada um dos valores de o; e oo dados na Tabela 4.
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