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RESUMO

LIVRAMENTO, L. R. Análise do modelo de Skyrme BPS, suas extensões e
aplicação para a física nuclear. 2021. 142p. Tese (Doutorado em Ciências) - Instituto
de Física de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2021.

Neste projeto se estuda o modelo de Skyrme BPS,1 o qual é uma modificação do modelo de
Skyrme padrão2–6 que introduz um setor auto dual para a teoria, baseando-se em ideias de
autodualidade.7 O foco serão os três tópicos desenvolvidos pelo presente autor. O primeiro
é a análise do setor auto dual do modelo de Skyrme BPS, o qual introduz seis campos
escalares reais não propagantes ao modelo de Skyrme padrão, contidos nas componentes
de uma matriz simétrica, positiva e invertível h. Demonstrar-se-á que o setor estático
de tal teoria é equivalente ao setor auto dual, e que tais campos adicionais podem ser
determinados algebricamente em termos dos campos de Skyrme SU(2) usuais, os quais
permanecem totalmente livres.8 Resulta que há um número infinito de soluções exatas
auto duais para cada valor da carga de Skyrme. O segundo tópico trata da extensão do
modelo de Skyrme BPS, a qual será chamada de modelo de Skyrme Falso Vácuo, através
da introdução de termos dependentes de uma fração de potência ψ da densidade bariônica,
bem como a adição de um termo topológico que reproduz a interação Coulombiana. Pode-
se demonstrar que os campos h permanecem determinados em termos dos campos de
Skyrme, os quais por sua vez são determinados através de uma única equação diferencial
para ψ, a qual recai no problema do falso vácuo de S. Coleman.9–11 Tal modelo reproduz
robustamente algumas propriedades da matéria nuclear, prevendo acuradamente os valores
da energia de ligação e do raio RMS para um amplo número de núcleons. O terceiro tópico
aborda a extensão do modelo de Skyrme BPS através da introdução de termos cinéticos
e potenciais para os campos h, além do termo de massa usual dos píons. Através de um
ansatz que preserva parcialmente as equações de autodualidade do modelo de Skyrme
BPS, se reduzirá as nove equações de Euler-Lagrange associdas aos campos da teoria
estendida à três equações radiais acopladas. Estas serão resolvidas numericamente para a
carga topológica unitária levando à soluções estáveis segundo o argumento de escala de
Derrick.12

Palavras-chave: Autodualidade. Modelo de Skyrme. Modelo de Skyrme BPS. Sólitions.
Não linearidade.





ABSTRACT

LIVRAMENTO, L. R. Analysis of the Skyrme BPS model, it is extensions and
application to nuclear physics. 2021. 142p. Tese (Doutorado em Ciências) - Instituto
de Física de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2021.

We study in this project the BPS Skyrme model,1 which is a modification of the standard
Skyrme model2–6 that introduces a self-dual sector for the theory, based on ideas of
self-duality.7 The focus will be on the three topics developed by the present author. The
first is the self-dual sector analysis of the BPS Skyrme model, which introduces six non-
propagating real scalar fields to the standard Skyrme model, contained in the components
of a symmetric, positive, and invertible h matrix. It will be shown that the static sector
of such a theory is equivalent to the self-dual sector, and the additional fields can be
determined algebraically in terms of the usual SU(2)-Skyrme fields, which remains totally
free.8 It turns out that there is an infinite number of self-dual exact solutions for each
value of the Skyrme charge. The second topic addresses the extension of the BPS Skyrme
model, which will be called the False Vacuum Skyrme model, through the introduction of
terms dependent on a fractional power ψ of the barionic density, and the addition of a
topological term that reproduces the Coulombian interaction. It can be shown that the
h-fields remains determined in terms of the Skyrme fields, which in turn is determined by
a single differential equation for the ψ-field, which corresponds to the S. Coleman’s false
vacuum problem.9–11 Such a model robustly reproduces some properties of nuclear matter,
accurately predicting binding energy and RMS radius values for a large number of nucleons.
The third topic addresses the extension of the BPS Skyrme model by introducing kinetic
and potential terms for the h fields, in addition to the usual pion mass term. Through an
ansatz that partially preserves the self-duality equations of the BPS Skyrme model, the
nine static Euler-Lagrange equations associated with the fields of the extended theory are
reduced to three coupled radial equations. These will be solved numerically for the unitary
topological charge leading to stable solutions according to the Derrick scaling argument.12

Keywords: Self-duality. Skyrme model. BPS Skyrme model. Solitions. Nonlinearity.
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1 INTRODUÇÃO

A cromodinâmica quântica (QCD) é uma teoria de Yang Mills não abeliana com
simetria SU(3) que desempenha um papel fundamental na descrição da interação entre
quarks e glúons.13–15 Os quarks são as partículas que formam os hádrons, como os núcleons
(prótons e nêutros) de spin 1/2 e tripleto de píons (π0, π+, π−) de spin 0, os quais
possuem as respectivas cargas elétricas (0,+1,−1) e massas de 134, 977MeV/c2 para π0

e 139, 570MeV/c2 para ambos π+ e π−.16 O tripleto de píons são as partículas virtuais
mesônicas que intermediam a força residual forte, sendo reponsáveis por contrabalancear
a repulsão eletromagnética dentro do núcleo e o manter coeso. Uma característica bem
conhecida da QCD é que a constante de acoplamento forte decresce com a energia, fazendo
com que as partículas sejam fracamente acopladas no regime de altas energias, o que é
conhecido como liberdade assintótica.17–19 Por outro lado, no regime de baixas energias
o acoplamento é forte levando ao confinamento de quarks e glúons.20–22 O tratamento
perturbativo da QCD pode levar a excelentes resultados à altas energias, da ordem de
10GeV ou superior, devido a liberdade assintótica. Contudo, este se torna problemático
conforme a constante de acoplamento forte cresce se tornando praticamente infrutífero
para baixas energias de cerca de 250MeV ou inferior.23

No regime de baixas energias há algumas abordagens notáveis para se tratar a
QCD, sendo talvez a QCD na rede, a qual necessita de poderosos métodos numéricos e
computação de alta performace, uma das técnicas não pertubativas mais fundamentais.20,24

Apesar do número de cores do modelo padrão ser N = 3, um tratamento que pode levar a
resultados interessantes, ao menos qualitativamente, e que pode ser construído para a QCD
com grupo de simetria SU(N), é a expansão para valores de N grandes (ou expansão 1/N).
Este é baseado na expansão em potências do parâmetro 1/N , considerado pequeno.25–27

Contudo, a abordagem mais importante para este trabalho é a construção de teorias
efetivas, as quais podem tentar capturar fenomenologicamente algumas características da
física nuclear ou em certos casos podem ser construídas a partir de certos limites da QCD.

Alguns importantes exemplos de teorias efetivas à baixas energias são o modelo
“high-low momentum decoupling”,28 os modelos tipo "ab-initio" como o modelo "no core
shell",29 truncamentos destes30 e o modelo de Skyrme-Faddeev31 para a teoria de Yang-
Mills SU(2) pura, cujas soluções de tipo sólitos podem vir a descrever os glueballs. Por
outro lado, já foi demonstrado que para o limite de grandes valores de N a QCD pode
ser equivalente a uma teoria de mésons.6,22,25,32 Tal resultado talvez possa fundamentar
as tentativas de se construir modelos efetivos para os mésons para descrever a QCD no
regime de acoplamento forte, como os modelos baseados na teoria de perturbação quiral
proposta por S. Weinberg.33–35 Outro importante exemplo é o modelo de Skyrme,2–6 uma
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teoria efetiva para tripleto de píons em 3 + 1 dimensões do espaço-tempo de Minkowski
definida em termos do assim chamado campo de Skyrme U , o qual pertence ao grupo
SU(2), através da ação

SSkyrme =
∫
d4x

[
m2

0
2 Ra

µR
a,µ − 1

4 e2
0
Ha
µν H

a,µν

]
, (1.1)

onde a constante de acoplamento m0 tem dimensão de massa e e0 é adimensional em
unidades naturais. Em adição, Ra

µ = i T̂r
(
∂µU U

† Ta
)
e Ha

µν = εabcR
b
µR

c
µ, com os geradores

da álgebra de Lie Ta, com a = 1, 2, 3, satisfazendo [Ta, Tb] = i εabc Tc e o traço normalizado
sendo definido através de T̂r (Ta Tb) = δab.

O modelo (1.1) possui simetria quiral (SU(2)× SU(2)) /Z2 ∼= SO(4), sobre a
transformação global U → O1UO2, para todo elemento O1 e O2 pertencente ao grupo
SU(2) ∼= S3. Para que a sua energia associada a ação (1.1) seja finita o campo de Skyrme
deve ir ao mesmo valor constante em todo o infinito espacial, permitindo a identificação
do infinito espacial com um ponto {∞} que é mapeado em um único ponto do espaço
alvo de U . Logo, pode-se compactificar o espaço tridimensional R3 do domínio do campo
de Skyrme em uma 3-esfera (S3 ∼= R3 ∪ {∞}). Segue-se que em cada instante de tempo
o campo de Skyrme atua como um mapa entre 3-esferas, ao qual tem associado uma
quantidade invariante homotôpica, i.e. invariante por transformações suaves nos campos
que não alterem as condições de borda, chamada de carga de Skyrme.4 Esta quantidade
corresponde ao “winding number” do mapeamento U, i.e. o número (inteiro) de vezes que
o mapeamento U cobre seu espaço alvo S3 quando se varre uma vez seu domínio S3, e
pode ser escrita na representação integral como8

Q = i

48 π2

∫
d3x εijk T̂r (RiRj Rk) . (1.2)

Portanto, as soluções de menor energia estática de (1.1) para cada valor de Q, chamadas
de Q-Skyrmions, não podem evoluir com energia finita para configurações de campo que
não preservem o valor de Q. A carga de Skyrme é a propriedade mais fundamental dos
Skyrmions e esta é interpretada como sendo o número de núcleons. Em adição, a densidade
de carga topólogica é intrepretada como a densidade bariônica.

O modelo de Skyrme padrão não faz distinção entre prótons e nêutrons, o que
encontra justificativa no fato das massas de tais partículas diferirem apenas em cerca de
0, 1 %. Consequentemente, sua energia de ligação é dada por (| Q | E(| Q |= 1)− E(Q)),
onde E(| Q |= 1) e E(Q) correspondem respectivamente as energias estáticas associadas
à ação (1.1) do 1-Skyrmion e Q-Skyrmion. Em adição, note que a energia de um único
núcleon E(Q = 1) deveria corresponder com o valor experimental da energia do núcleo do
1H (massa do próton em unidades naturais), e | Q | E(Q = 1) deveria corresponder com o
somatório das massas individuais do núcleons. Por outro lado, os píons têm massas de cerca
de um sétimo da massa do próton e pode ser relevante se adicionar um termo de massa
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para tais partículas à ação do modelo, o que pode ser realizado pela introdução do termo
de massa usual dos píons cuja densidade de Lagrangiana é proporcional à Tr (U − 1l).4

Algumas propriedades experimentais bem conhecidas dos núcleos pesados são: a
imcompressibilidade aproximada da matéria; a simetria radial da densidade de matéria(
ρM
)
, a qual permanece aproximadamente constante desde o centro de massa do núcleo

até uma certa distância a partir da qual o decaimento é exponencial; o crescimento da
raiz do valor quadrático médio do raio (raio RMS) com aproximadamente um terço do
número de núcleons.36 Uma discrepância entre o modelo de Skyrme padrão e os dados
experimentais é justamente o fato de que somente o 1-Skyrmion tem simetria radial,
enquanto as isosuperfícies de carga bariônica dos Q-Skyrmions com | Q |≥ 2 têm buracos
onde a densidade bariônica se anula. No entanto, talvez a divergência mais crítica entre o
modelo Skyrme padrão e os dados experimentais seja a superestimação, em cerca de uma
ordem de magnitude, da energia de ligação para um amplo espectro de núcleos, onde os
valores teóricos e experimentais correspondem respectivamente à cerca de 10 % e 1 % da
massa nuclear.

Os Skyrmions são sólitons topológicos, os quais por sua vez são soluções de equações
diferenciais não lineares que possuem energia finita e se comportam como partículas, com o
número de ‘partículas’ sendo dado por alguma quantidade topológica, tal como a carga de
Skyrme (1.2).4 Tais soluções são estáveis já que deformações de suas condições de borda,
onde os campos devem tomar seus valores de vácuo para que a energia seja finita, custam
uma quantidade infinita de energia.7 Uma vez que o número de ‘partículas’ deve ser fixo
em virtude da conservação da carga topológica, decorre que os sólitons topológicos não
podem simplesmentente decair em partículas elementares sem estrutura topológica.

Um relação conveniente para se procurar por soluções do tipo sóliton topológico
é a cota de Bogomolny (cota BPS), a qual pode estabelecer um valor mínimo para a
energia de soluções do tipo sóliton em termos de alguma quantidade homotôpica, a qual
classifica tais soluções.7 Para muitas teorias as configurações estáticas de campo que
saturam a cota BPS são as soluções das equações diferenciais de primeira ordem de
Bogomol’nyi–Prasad–Sommerfield (equações BPS), também conhecidas como equações
de autodualidade, as quais implicam nas equações de segunda ordem de Euler-Lagrange.
A necessidade de uma integração à menos é consequência da invariância homotôpica da
quantidade topológica que caracteriza o sóliton topológico, e não de cargas conservadas
dinamicamente, como as construídas a partir de simetrias contínuas internas do sistema via
teorema de Noether. A saturação da cota BPS pelas soluções das equações de autodualidade,
chamadas de soluções auto duais, facilita em muito a tarefa de se encontrar soluções de
mínimo global de energia estática dentro de um setor topológico, i.e. para condições de
borda fixas, sejam elas exatas ou númericas.

Para o modelo de Skyrme tradicional (1.1) a cota de Faddeeb-Bogomolny implica



28

que as soluções topológicas de carga de Skyrme Q e energia estática E devem satisfazer
E ≥ 48 π2 m0

e0
| Q |.4 Contudo, os Skyrmions não saturam a cota inferior desta desigualdade

para nenhum valor de Q (não nulo), i.e. a cota BPS não é atingível para nenhum valor de
Q.5,37 Neste caso, diz-se que a teoria não possui setor BPS, o qual por sua vez é formado
pelo conjunto de todas as configurações de campo estáticas que saturem a cota BPS com
Q 6= 0.5,7, 37 Caso o modelo de Skyrme possuísse soluções que saturassem a cota BPS
para todo valor de Q, então sua energia estática seria diretamente proporcional à | Q | e
portanto sua energia de ligação seria nula para qualquer núcleo.

Uma possibilidade intessante para derrubar drasticamente os valores preditos da
energia de ligação, em relação ao modelo de Skyrme tradicional, seria usar o fato de que
seus valores experimentais são cerca de duas ordens de magnititude inferiores a massa do
núcleo como um insight para se propor uma modificação do modelo de Skyrme. Como
se almeja obter soluções estáticas, considere que tal modelo seja definido em termos do
funcional energia estática E, o qual seja a soma de dois termos E1 e E2 que tenham escalas
de energia distintas. A primeira parte E1 seria o termo dominante e corresponderia a uma
modificação da versão estática modelo de Skyrme tal que sua cota BPS seja atingível para
todo valor de Q. A segunda parte E2 seria um termo perturbativo escolhido de tal modo
que a energia estática total E(Q) dos sólitons topológicos de menor energia desta teoria,
para cada valor de Q, difira pouco da massa total dos núcleons (E(1) | Q |). Neste caso, o
termo E2 quebra perturbativamente a proporcionalidade entre a energia estática e a carga
bariônica e então a energia de ligação pode ser pequena em relação à massa do núcleo.

Há um vasto número de modificações do modelo de Skyrme padrão as quais tornam
a cota BPS da teoria atingível, ao menos para | Q |= 1. Por conveniência, irá se dividi-las
nas quatro seguintes classes: (i) modelos com número finito de campos cuja cota BPS seja
atingível para cada valor de Q; (ii) modelos cuja cota BPS seja atingível somente para
| Q |= 1; (iii) extensões que tornam a cota BPS atingível, hipoteticamente, através da
adição de um número infinito de campos; (iv) modelos que sejam extensões das teorias da
classe (i) através da adição de uma segunda ação ou de termos a sua energia estática que
não alterem as equações de Euler-Lagrange.

Um exemplo de modelo da classe (i) acima pode ser construído pela substituição
radical de toda densidade de Lagrangiana do modelo de Skyrme padrão por um termo de
sexta ordem nas derivadas do campo U , o qual é diretamente proporcional ao quadrado da
densidade de carga topológica, e um termo potencial.38 Tal teoria é chamada de modelo
de Skyrme BPS, mas será denotada como modelo de Skyrme BPS* para evitar confusão
com a teoria proposta por Ferreira,1,8 a qual é fundamental para este trabalho e também
é um exemplo da classe (i). O modelo de Skyrme BPS1,8 proposto por Ferreira, ou modelo
de Skyrme auto dual, é construído utilizando-se ideias de autodualidade7 e é definido pela
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ação

SBPS =
∫
d4x

[
m2

0
2 habR

a
µR

b,µ − 1
4 e2

0
h−1
ab H

a
µνH

b,µν

]
, (1.3)

onde se introduziu à teoria (1.1) seis campos escalares adimensionais correspondentes
entradas da matriz 3 × 3 real, simétrica, invertível e postiva h. A adição dos campos
h torna a teoria (1.3) invariante conforme em três dimensões espaciais dentro do setor
BPS, além de introduzir uma cota BPS atingível para cada valor de Q, tal como será
demonstrado explicitamente nesta tese através da construções de soluções auto duais
exatas.8 Os campos h não são propagantes, pois não há termo cinético para os campos
h em (1.3), e para o caso particular h = α 1l, com α > 0 constante, tal modelo se torna
equivalente ao modelo de Skyrme padrão (1.1). O papel físico dos campos h, os quais
introduzem em particular a invariância de escala ao modelo, se assemelha à dos campos
dos dílatons que são adicionados ao modelo de Skyrme padrão para o fazer invariante de
escala de modo a este se tornar compatível com a anomalia de traço da QCD.39–41

Alguns exemplos da classe (ii) definida acima podem ser construídos através
da introdução de termo de massa para os píons de quarta ordem nos campos U42 ou
quadrático43–46 ao modelo de Skyrme padrão (1.1). Outro exemplo é o modelo de Skyrme
Dielétrico,23,47 o qual é um caso particular do modelo de Skyrme BPS (1.3), com a matriz
h = f 1l, com f sendo um único campo escalar real. Um representante da classe (iii) é o
modelo de Sutcliffe que reduz a teoria de Yang-Mills (4 + 1) dimensional à uma teoria
de Skyrme (3 + 1) dimensional acoplada com uma torre infinita de vetores mesônicos.48

Truncando esta torre infinita, se reduz o modelo à uma teoria de píons acoplada com
mésons com energia de ligação significativamente inferior a do modelo de Skyrme padrão.49

Um representante da classe (iv) é uma extensão do modelo de Skyrme BPS*
mencionado acima.38 Esta teoria estendida serve como uma realização de teoria de campo
para o modelo da gota líquida, a partir da qual se obtém resultados razoavelmente acurados
para a energia de ligação para núcleos pesados.50 O aspecto da incompressibilidade da
matéria é reproduzido qualitativamente, no sentido em que deformações das soluções de
campo de menor energia do modelo, para cada valor de Q, que preservem localmente
o volume são energeticamente favoráveis às que não o preservem.51 Outro exemplo da
classe (iv), com aspectos similares à extensão do modelo de Skyrme BPS*, é o modelo
de Skyrme Falso Vácuo, o qual estende a versão estática modelo de Skyrme BPS (1.3),
através da adição um funcional dos campos de Skyrme e suas derivadas, o qual será
construído abaixo. Tal modelo reproduz acuradamente algumas propriedades do núcleo
como o raio RMS e a energia de ligação para um amplo número de núcleos, em especial
aqueles com o número bariônico A ≥ 12. Em adição, também reproduz qualitativamente
o comportamento esperado da energia de ligação para núcleos leves (A < 12) onde esta
cresce rapidamente com A e é nula para A = 1. Um último exemplo desta categoria é a
extensão do modelo de Skyrme BPS (1.1) através da adição de um termo de massa para os
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píons e termos cinéticos e potenciais para os campos h, tal como será construído abaixo.

Esta tese tem a finalidade de abordar três tópicos desenvolvidos, em colaboração,
por seu autor. O primeiro tópico é a análise do setor estático modelo de Skyrme BPS
(1.3).8 É possível se demonstrar que a versão estática das equações de Euler-Lagrange
associadas aos seis campos h implicam nas nove equações de autodualidade, as quais
por sua vez implicam, devido a autodualidade, nas nove e equações de Euler-Lagrange
associadas aos campos h e U . Seguem-se então dois resultados fundamentais, sendo o
primeiro o fato que o setor estático e o setor auto dual desta teoria são equivalentes, e
portanto todas as soluções estáticas são também auto duais. O segundo é que há somente
seis equações independentes e pode-se usá-las para determinar algebricamentente toda
matriz h em termos dos três campos que compõem U e suas primeiras derivadas, os quais
permanecem totalmente livres, através da relação

h = m2
0 e

2
0 (det h) τ−1 =

√
det τ
| m0 e0 |

τ−1, com τab ≡ Ra
i R

b
i . (1.4)

Portanto, os campos h atuam como espectadores dos campos U , e então qualquer mapea-
mento U entre 3-esferas junto aos campos h determinados através de (1.4) correspondem a
uma solução auto dual do modelo (1.3). Resulta que o modelo possuí um número infinito
de soluções exatas para cada valor de Q, chamadas de Skyrmions BPS, as quais não têm
tamanho fixo devido à invariância de escala do modelo.

A segunda parte desta tese aborda a construção do modelo de Skyrme Falso Vácuo,
mencioando acima, definido como a soma de dois funcionais E = E1 +E2, com a primeira
parte E1 correspondendo com a energia estática associada ao modelo de Skyrme BPS (1.3)
dada por

E1 =
∫
d3x

[
m2

0
2 habR

a
i R

b
i + 1

4 e2
0
h−1
ab H

a
ij H

b
ij

]
. (1.5)

A segunda parte E2 corresponde à

E2 =
∫
d3x

[
µ2

0
2 (∂iψ)2 + V (ψ)

]
+QG, com QG =

∫
d3xG (U) ψs, (1.6)

onde a constante de acoplamento µ0 tem dimensão de massa em unidades naturais. Em
adição, QG é um termo topológico e o campo adimensional ψ é uma fração 1/s de potência
da densidade da carga topológica Q, associada ao funcional (1.2), i.e.

ψs ≡ −4π2

λ3 Q = − i

12λ3 εijk T̂r (RiRj Rk) , (1.7)

com λ ≡ ±m0 e0, sign (λQ) = −1 e s > 2 sendo um parâmetro positivo. O termo potencial
é escolhido como V (ψ) = β2

2 ψ
2 + β2

κ ψ
κ, com κ > s e as constantes de acoplamento β2 e

βκ têm dimensão de massa quadrada em unidades naturais. O termo topológico QG não
contribuí para as equações de Euler-Lagrange e a função G (U) é escolhida de tal forma
que QG ∝ Q2. Tal termo reproduz aproximadamente à interação Coulombiana a qual tem
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forte impacto para que a energia de ligação por núcleon decresça para núcleos pesados,
como pode ser visto claramente no modelo da gota líquida.36

O modelo de Skyrme Falso Vácuo preserva as equações estáticas de Euler-Lagrange
associadas aos seis campos h do modelo de Skyrme BPS (1.3). Portanto, estes continuam
atuando como espectadores dos campos U , i.e. h continua sendo determinada através
da expresão exata (1.4). Segue-se que a densidade de energia estática E1 do termo E1,
dado por (1.5), é dada por E1 = 48 π2 m0

e0
| Q |. Então, toda densidade de energia do

modelo de Skyrme Falso Vácuo é determinada em termos da densidade bariônica, a menos
do termo topológico, a qual poderia ser interpretada como uma densidade de um fluído.
Devido à (1.4), somente o termo não topológico de E2 contribuí para as equações de
Euler-Lagrange para os campos U , as quais por sua vez determinam os campos de Skyrme
e Q, determinando a dinâmica de tal fluído.

Um fato notável é que as três equações estáticas de Euler-Lagrange do modelo de
Skyrme Falso Vácuo associadas aos campos U se reduzem a uma única equação diferencial
de segunda ordem para o campo ψ, a qual é compatível com o problema do falso vácuo
de S. Coleman.9–11 Decorre que as soluções de menor energia, para cada valor de Q,
são justamente as soluções de campo ψ, ou equivalentemente de densidade bariônica,
com simetria radial, assim como se espera de uma aplicação para a física nuclear para
núcleos pesados. Uma característica fundamental de tal modelo é que este pode reproduzir
robustamente o comportamento esperado do raio RMS e da energia de ligação em relação
aos dados experimentais, sem depender muito da forma do potencial V (ψ). Segue-se que
a forma do potencial, o termo G(U) e os parâmetros da teoria podem ser usados para se
obter um ajuste mais fino do raio RMS e da energia de ligação com os dados experimentais.

A terceira parte desta tese corresponde na extensão do modelo de Skyrme BPS
(1.3) através da adição de uma ação S2, i.e. no modelo definido pela ação S dada por

S = SBPS + S2, S2 =
∫
d4x

[
µ2

0
2 Tr (∂µh)2 − β2

1
2 Trh2 − β2

2
2 V (h)− β2

3
2 Tr (1l− U)

]
, (1.8)

onde a ação SBPS é dada em (1.3), a constante de acolamento µ0 tem dimensão de massa
e βa, com a = 1, 2, 3, tem dimensão de massa quadrada em unidades naturais. Em adição,
o potencial V é um funcional dos três autovalores ϕa’s da matriz h, com a = 1, 2, 3, e é
simétrico por troca entre quaisqueir dois autovalores. Apesar da adição da ação S2 poder
tirar as configurações de campo h da configuração BPS dada por (1.4), além de determinar
os campos U , pode-se usar as soluções auto duais (1.4) como um insight para se construir
um ansatz para tal teoria.

A matriz simétria e real h sempre pode ser diagonalizada por uma matriz 3× 3
ortogonal M , i.e. pode-se escrever h = M hDM

T , onde hD = diag. (ϕ1, ϕ2, ϕ3) é a matriz
diagonal composta pelos autovalores de h. Portanto, os seis campos escalares de h podem
ser escritos em termos dos três campos independentes que compõe a matriz M e os três
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autovalores ϕa’s que compõe hD. Baseando-se nas equações de autodualidade pode-se
construir um ansatz para a teoria (1.8) composto de três partes. A primeira parte é o
ansatz para os campos SU(2) dado por

U = W †ei f(r)T3W, W =
 sin

(
θ
2

)
−ei (ϕ+α) cos

(
θ
2

)
e−i (ϕ+α) cos

(
θ
2

)
sin

(
θ
2

)  , (1.9)

onde (r, θ, ϕ), são as coordenadas esféricas usuais, α é uma constante real e f(r) é uma
função perfil cujas condições de borda fixam a carga de Skyrme (1.2). A segunda parte
corresponde ao ansatz para os campos M que preserva três das seis equações auto duais
(1.4), i.e. M = N , onde N é a matriz que diagonaliza a matriz real e simétrica τ definida
em (1.4). Portanto, M fica inteiramente determinada em termos dos campos U e suas
primeiras derivadas. Usando o ansatz (1.9) nas configurações auto duais (1.4) segue-se
que todos os autovalores de h se tornam radiais e ϕ1 = ϕ2, além de todos os campos ϕa’s
ficarem determinados em termos da função perfil f(r). Tal estrutura sugere a terceira
parte do ansatz, agora para os autovalores de h, dada por ϕ1 = ϕ2 = ϕ1(r) e ϕ3 = ϕ3(r).
O ansatz composto destas três partes reduz as nove equações de Euler-Lagrange associadas
aos campos h e U à três equações radiais acopladas para os campos ϕ1(r), ϕ3(r) e f(r).
Para a carga de Skyrme Q = 1 e V = 0 é possível se obter soluções destas equações,
através do método do gradiente descendente, que sejam estáveis sob o argumento de
escala de Derrick e extremizem a energia estática associada à teoria (1.8) dentro do ansatz
mencionado acima.

Este trabalhado é organizado do seguinte modo. O capítuo 2 aborda a revisão de
temas relevantes para o trabalho, sendo eles: a autodualidade; modelo de Skyrme; Modelo
de Skyrme BPS. O capítulo 3 aborda a análise do modelo de Skyrme BPS e a construção
explícita dos Skyrmions BPS através dos ansatzë holomórfico e toroidal para os campos
U , sendo o ansatz toroidal construído a partir da simetria conforme em R3 do modelo. O
capítulo 4 aborda a construção do modelo de Skyrme Falso Vácuo e sua aplicação para a
física nuclear. No capítulo 5 se aborda a construção da extensão do modelo de Skyrme
BPS dada por (1.8). Também será construído um ansatz baseado na autodualidade e
se resolverá as equações de Euler-Lagrange remanescentes, dentro do ansatz, obtendo-se
soluções numéricas com Q = 1 que sejam estáveis sob o argumento de escala de Derrick.



33

2 REVISÃO CONCEITUAL

2.1 Autodualidade

Considere uma teoria de campo descrita por N campos ϕa, com a = 1, ..., N , os
quais podem vir a ser campos escalares, vetoriais, espinoriais, etc. a qual tenha associada
uma carga topológica escrita na representação integral como

Q ≡
∫
ddxAαÃα, (2.1)

onde as quantidades Aα = Aα (ϕa, ∂µϕb) e Ãα = Ãα (ϕa, ∂µϕb) são funções definidas
inteiramente em termos dos campos e suas primeiras derivadas espaciais, mas não de
derivadas de mais alta ordem. Em adição, a integração em (2.1) se dá sobre uma variedade
de dimensão espacial d e em seu integrando AαÃα há uma contração impícita no índice α
cujo significado depende da teoria considerada. A carga topológica Q é homotopicamente
invariante,7 i.e. a variação de Q por transformações suaves nos campos é dada por

δQ = 0 (2.2)

sem que se use as equações de movimento. Por outro lado, a variação infinitesimal da
carga topológica (2.1) em relação aos campos ϕa leva à

δQ = 0 =
∫
ddx

(
Ãα

δAα
δϕa

δϕa + Ãα
δAα
δ∂µϕa

δ∂µϕa + Aα
δÃα
δϕa

δϕa + Aα
δÃα
δ∂µϕa

δ∂µϕa

)

=
∫
ddx

[
Ãα

δAα
δϕa
− ∂µ

(
Ãα

δAα
δ∂µϕa

)
+ Aα

δÃα
δϕa
− ∂µ

(
Aα

δÃα
δ∂µϕa

)]
δϕa+

+
∫
ddx ∂µ

[(
Ãα

δAα
δ∂µϕa

+ Aα
δÃα
δ∂µϕa

)
δϕa

]
.

(2.3)

Impondo que a variação dos campos seja nula nas bordas se segue que o termo de
superfície de (2.3), i.e. a última linha da equação, se anula. Portanto, usando (2.2) e (2.3)
a invariância homotópica de Q implica

δQ = 0⇒ ∂j

(
Aα

δÃα
δ∂jϕa

)
− Aα

δÃα
δϕa

+ ∂j

(
Ãα

δAα
δ∂jϕa

)
− Ãα

δAα
δϕa

= 0. (2.4)

Se a energia estacionária do modelo considerado for definida por

E = 1
2

∫
dnx

(
A2
α + Ã2

α

)
= 1

2

∫
dnx

(
Aα ∓ Ãα

)2
±Q ≥ ±Q (2.5)

ou equivalentemente por uma ação estacionária S = −E, então as equações de Euler-
Lagrange que extremizam o funcional (2.5) são dadas por

δS = 0⇒ ∂j

(
Aα

δAα
δ∂jϕa

)
− Aα

δAα
δϕa

+ ∂j

(
Ãα

δÃα
δ∂jϕa

)
− Ãα

δÃα
δϕa

= 0. (2.6)
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Segue-se que as equações de auto-dualidade definidas por

Aα = ±Ãα (2.7)

juntamente com a identidade (2.4) provinda da invariância da carga topológica, implicam
nas equações de Euler-Lagrange (2.6) e saturam a quota dada em (2.5). Isto é, as soluções
das equações de autodualidade (2.7) são as soluções das equações de movimento (2.6) que
correspondem ao mínimo global de energia E = |Q|. Diz-se que um modelo tem um setor
auto dual se ele tem associado uma carga topológica (2.1) e sua energia estática pode
ser escrita como (2.5) e, por consequência, se pode procurar por soluções estáticas do
modelo através das equações de auto dualidade (2.7). Note que como a carga topológica
é homotopicamente invariante por construção, então a equação (2.4) é uma identidade
matemática. Portanto, já que as equações físicas são comumente derivadas do princípio da
ação estacionária e são justamente as equações de autodualidade (2.7) que são responsáveis
por extremizar a energia estática (2.5), pode-se dizer que Aα = Ãα são equações físicas.

Um exemplo de teoria auto-dual é o modelo de Yang-Mills Euclideano em quatro
dimensões espaciais definido pela ação

SYM = 1
4

∫
d4xTr (FµνFµν) = 1

8

∫
d4x

[
Tr (FµνFµν) + Tr

(
F̃µνF̃µν

)]
, (2.8)

onde F̃µν ≡ 1
2εµνρσF

ρσ é o dual do campo tensorial Fµν . Neste caso, a carga topológica é
dada pelo número de Pontryagin

QYM =
∫
d4xTr

(
FµνF̃µν

)
. (2.9)

Comparando (2.8) e (2.9) respectivamente com (2.5) e (2.1) pode-se identificar Aα = Fµν

e Ãα = F̃µν ≡ 1
2εµνρσF

ρσ. Portanto, as equações de autodualidade Aα = Ãα são satisfeitas
por construção.

2.2 O modelo de Skyrme

O modelo de Skyrme é uma teoria 3+1 dimensional não linear para a teoria de
pions, definido em termos do campo de Skyrme U(t,x) ∈ SU(2) pela Lagrangiana

L =
∫
d3x

[
F 2
π

16 Tr (RµR
µ) + 1

32 e2Tr ([Rµ, Rν ][Rµ, Rν ])
]
, (2.10)

onde Fπ e e são constantes de acoplamento e Rµ ≡ i ∂µU U
†. Por definição, Rµ pertence à

álgebra su(2) e em sua forma explicita a matrix hermitiana

U(t,x) = σ + iπ · τ (2.11)

depende do tripleto formado pelos três pions π = (π1, π2, π3) e de um campo σ adicional
determinado pelos campos dos píons através da restrição σ2 + π · π = 1.
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O modelo (2.10) tem simetria quiral (SU(2)× SU(2)) /Z2 ∼= SO(4), sobre a trans-
formação global U → O1UO2, para todo elemento O1 e O2 pertencente ao grupo SU(2).
Contudo, se impusermos a condição borda U(∞) = 1l2 esta simetria é quebrada esponta-
neamente para uma simetria de isospin SO(3) ∼= SU(2) dada por

U → OUO†, ∀O ∈ SU(2). (2.12)

Esta condição de borda também determina o sinal e a magnitude de σ e impõe as condições
de borda σ(∞) = 1 e π(∞) = 0.

Substituindo a forma explicita de U(t,x) dada por (2.11), onde os campos SU(2)
são escritos em termos dos campos dos píons, na Lagrangiana (2.10) obtém-se que os
pions do modelo de Skyrme padrão não tem massa, ou seja, são bósons de Goldstone que
quebram espontaneamente a simetria quiral do modelo. Em ordem de obter uma teoria de
pions massivos se poderia introduzir um termo potencial

Lmassa = m2
π

2

∫
d3xTr (U − 1l2) (2.13)

no modelo de Skyrme padrão (2.10). Todavia, os valores experimentais das massa de
tais partículas são muito pequenos em comparação com a massa dos núcleons (mπ0 ∼
0, 14%mpróton, mπ± ∼ 0, 15%mpróton). Em adição, o termo de massa não é necessário para
se obter soluções topológicas estáveis e portanto se desconsiderará (2.13) no tratamento a
seguir.

A partir do reescalonamento das coordenadas espaciais x→ eFπ
2 x, pode-se absorver

as constantes de acoplamento de (2.10) nas unidades de comprimento e energia dadas
respectivamente por 2/ (e Fπ) e 12 π2 Fπ/ (4 e). Nestas unidades, onde o fator 12 π2 foi
escolhido por conveniência, a Lagrangiana (2.10) torna-se

L = 1
12 π2

∫
d3x

[1
2Tr (RµR

µ) + 1
16Tr ([Rµ, Rν ][Rµ, Rν ])

]
(2.14)

e as equações de Euler-Lagrange associadas com (2.14) são reduzidas à

∂µ

(
Rµ + 1

4 [Rν , [Rν , R
µ]]
)

= 0. (2.15)

A partir de (2.15) se pode construir a quadricorrente R̃µ := Rµ + 1
4 [Rν , [Rν , R

µ]] que
satisfaz automaticamente a equação da continuidade ∂µR̃µ = 0.

Já que o campo de Skyrme deve ser constante no infinito espacial para que a
energia de 2.14 seja finita, pode-se identificar o infinito espacial como sendo um ponto
{∞}, com U (∞) = const., e então compactificar o espaço tridimensional R3 do domíno
do campo de Skyrme em uma 3-esfera (S3 ∼= R3 ∪ {∞}). Segue-se que os campos de
Skyrme a tempo fixo U(tfixo,x) : S3 → S3 se tornam um mapas entre 3-esferas e o
grupo de homotopia associado a tais mapas é dado por π3(S3) = Z. Portanto, em cada
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instante, cada família de configurações de campo U(tfixo,x) homotopicamente equivalentes
podem ser classificadas por um número inteiro Q chamado de grau topológico ou “winding
number”. Quando tal sistema evoluir no tempo com energia finita seus campos devem
ser deformados contínuamente. Contudo, como as transformações contínuas nos campos
não mudam o grau topológico, então Q é uma quantidade conservada no tempo devido
a invariância homotópica, o que justifica ser também chamada de carga topológica. No
modelo de Skyrme a carga topológica Q representa o número de núcleons∗ e pode ser
escrita na representação integral como

Q = i

48 π2 κ

∫
d3x εijk Tr (RiRjRk) , (2.16)

onde o fator κ foi introduzido na expressão da carga topológica para estendê-la para
outras representações do grupo SU(2).8 O valor de κ depende da representação da álgebra,
sendo κ = 1/2 para a representação espinorial e κ = 2 para a representação tripleto. Em
adição, note que usando ∂iU U † = −U ∂iU †, a propriedade cíclica do traço e (2.16), então
se o mapa U tem carga topológica Q, segue-se que o mapeamento inverso U † tem carga
topológica −Q.

A energia estática associada ao modelo (2.14) é dada por E ≡ E2 +E4 = −L onde

E2 ≡
1

24π2

∫
d3xTr (RiRi) , E4 ≡ −

1
192 π2

∫
d3xTr ([Ri, Rj] [Ri, Rj]) . (2.17)

Uma importante propriedade das configurações de campo com carga topológica (2.16) é a
existência de um limite inferior para sua energia total dado por

E ≥| Q | (2.18)

o qual é chamado de cota inferior de Faddeev-Bogomolny.4 Em adição, sobre o reescalona-
mento x→ λx a energia estática torna-se E (λ) = λE2 + λ−1E4 e expandindo E(λ) em
série de Taylor em torno de λ = 1 obtém-se

E(λ) = E2 + E4 + (E2 − E4) (λ− 1) + E4 (λ− 1)2 +O
(
(λ− 1)3

)
. (2.19)

Como E ′′(1) = E4 > 0, o ponto crítico E2 = E4 é um mínimo local e portanto o modelo
(2.14) admite soluções estáticas estáveis, desde que satisfaçam a igualdade entre os termos
quadrático e quártico nas derivadas espaciais da energia, de acordo com o argumento de
Derrick. A partir do mesmo argumento também fica claro que o modelo sigma, definido
como o termo quadrático nas derivadas espaciais do modelo de Skyrme padrão, não suporta
soluções topológicas estáveis.

As soluções das equações de Euler-Lagrange (2.15) que extremizam a Lagrangiana
(2.14) são as mesmas que extremizam a energia estática E = −L. Portanto, se tal extremo
∗ Note que esse modelo não faz distinção entre prótons e nêutrons, pois desconsidera o campo eletromag-

nético e as massas de um próton e de um nêutron diferem em apenas (mnêutron −mpróton)/mpróton ∼
0, 1%.



37

corresponder a um mínimo da energia estática, então pode-se buscar as soluções da versão
estática de (2.15) achando-se numericamente as configurações de de campo que minimizam
a energia estática, chamadas de Skyrmions, para cada valor de Q. Tais Skyrmions são
catalogados na Figura 2 para Q = 1, ..., 8. Dois métodos numéricos usuais que podem ser
aplicados são o método do gradiente descendente e o ‘simulated annealing’ que iniciam
com uma dada configuração de campo de carga Q e a modificam sucessivamente, mas sem
alterar o valor de Q, até se achar o mínimo da energia estática.†

A energia de ligação nuclear é defina por

Eligação = [Zmpróton + (A− Z)mneutrôn −mligado] c2, (2.20)

onde Z é o número atômico, A o número de massa e mligado a massa total do núcleo em
seu estado ligado, a qual é inferior a soma total da massas dos núcleons. Na Figura 1
apresenta-se valores experimentais da energia de ligação (2.20) por núcleon para um amplo
número de núcleons bem como o valor predito pela fórmula semi-empírica de Weizsaecker.
Como o modelo de Skyrme padrão não distingue prótons e nêutrons, então pode-se escrever
sua energia de ligação por núcleon em função apenas do número núcleons (A = Q) como

EB (Q) = E (1)− E (Q)
Q

. (2.21)

Figura 1 - Energia de ligação por núcleon EB pelo número de núcleons A. Os pontos representam os
dados experimentais e a curva é obtida através da fórmula semi-empírica de Weizsaecker.

Fonte: EISBERG.; RESNICK.36

† Para obter-se Skyrmions de carga não unitária (Q 6= 1) tais simulações podem ter um alto custo
computacional e vir a demandar computação de alto desempenho.



38

Um problema na aplicação do modelo de Skyrme padrão para à física nuclear é que
a energia de ligação por núcleon prevista é em torno de 10% da energia de um núcleon,
sendo portanto aproximadamente uma ordem de grandeza acima do esperado segundo
os dados experimentais. Por exemplo, a energia de ligação por núcleon do Skyrmion de
Q = 8 dada na Tabela 1 corresponde a 9.25% da energia estática do Skyrmion de carga
topológica unitária (Q = 1), a qual deveria corresponder com a energia do núcleo 1H
(energia de repouso do próton).

Na Tabela 1 são dados os valores da energia total (2.17), a energia de ligação por
núcleon (2.21) e a simetria das isosuperfícies de densidade da carga topológica (2.16), ou
isosuperfícies de densidade bariônica, vistas na Figura 2, para cada um dos Skyrmions com
Q = 1, ..., 8. Em adição, tais simetrias dos Skyrmions de Q = 1, ... 4 são respectivamente
simeria radial (O(3)), axial (D∞h), tetraédrica (Td) e cúbica (Od). Sendo Dn o grupo
diedral, o qual é o grupo de simetrias de um polígono regular de n lados, a simetria dos
Skyrmions de Q = 5, ..., 8 são respectivamente D2d, D4d, simetria icosahedral (Yh) e D6d.

Tabela 1 - As simetrias de al-
guns Skyrmions le-
ves e a relação
E/Q e EB em fun-
ção de Q.

Q Simetria E/Q EB
1 O(3) 1.232 0
2 D∞h 1.208 0.024
3 Td 1.184 0.048
4 Oh 1.137 0.095
5 D2d 1.147 0.085
6 D4d 1.137 0.095
7 Yh 1.107 0.125
8 D6d 1.118 0.114

Fonte: MANTON.; SUTCLIFFE.4

Figura 2 - As isosuperfícies de densidade bariônica dos Skyr-
mions para 1 ≤ Q ≤ 8 catalogadas com seu cor-
respondente número bariônico (Q) e sua simetria
espacial.

Fonte: MANTON.; SUTCLIFFE.4

A solução numérica da versão estática de (2.15) para Q = 1 pode ser obtida através
do ansatz onde os campos de Skyrme U tomam a forma de “hedgehog”, i.e.

U(x) = exp{if(r) x̂ · τ}, (2.22)

onde π = cos f(r)x̂, σ = sin f(r) e f(r) é uma função perfil radial com as condições de
borda f(0) = π e f(∞) = 0. Usando (2.22) na versão estática de (2.15) se obtém uma
equação diferencial ordinária e não linear para f dada por

(
r2 + 2 sin2 f

)
f + 2 r f + sin (2 f)

(
f 2 − 1− sin2 f

r2

)
= 0. (2.23)
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A solução de (2.23) obtida numericamente pelo “shooting method” é apresentada na
Figura 3, onde f(r) é monotonicamente decrescente e possui energia estática E = 1.232,
excedendo aproximadamente em 23% da cota inferior de Faddeev-Bogomolny (2.18).

Figura 3 - A função perfil f(r) obtida numericamente a partir de 2.23, com as condições de borda f(0) = π
e f(∞) = 0, através do “shooting method” para a carga de Skyrme (2.16) Q = 1.

Fonte: MANTON.; SUTCLIFFE.4

A dinâmica da colisão de dois Skyrmions de carga topológica Q = 1 pode ser vista
na Figura 4. Inicialmente os Skyrmions idênticos são posicionados bem separadamente
de forma a interação entre eles ser desprezível. Ao se colidir os Skyrmions se deformam
e no instante 4 da Figura 4 as isosuperfícies de carga topológica tornam-se toroidais,
aproximando-se muito de um Skyrmion de carga Q = 2. Após a colisão os Skyrmions voltam
a se dividir em dois recobrando eventualmente sua forma original, mas são espalhados
perpendicularmente à direção da colisão. Nesse processo a colisão é praticamente elástica e
a energia perdida por radiação é pequena, assemelhando-se a uma colisão entre partículas.

Apesar dos Skyrmions de carga Q ≥ 2 serem obtidas numericamente sem o uso de
nenhum ansatz, o assim chamado ansatz mapa racional pode capturar aproximadamente a
estrutura destas soluções e ajudar a compreender certas propriedades dos Skyrmions. Tal
ansatz é definido em termos de uma função perfil f(r), análoga à introduzida no ansatz
“hedgehog” (2.22), e dois campos complexos u e seu complexo conjugado ū que são mapas
entre 2-esferas. Via projeção estereográfica pode-se mapear a 2-esfera (S2) do domíno do
campo u, definida pelo vetor unitário n̂w, em um plano complexo parametrizado pelas
variáveis complexas w e seu complexo conjugado w̄, i.e.

n̂w ≡
1

1+ | w |2
(
w + w̄, i(w̄ − w), 1− | w |2

)
. (2.24)
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Figura 4 - Isosuperfícies da densidade de carga bariônica em uma colisão frontal entre dois Skyrmions de
carga de Skyrme Q = 1 nos instantes 1, ..., 6 oriendados do passado para o futuro.

Fonte: MANTON.; SUTCLIFFE.4

De modo análogo à (2.24), sendo n̂u(w) o vetor unitário que define o espaço alvo
de u, pode-se finalmente introduzir o ansatz mapa racional como

U(r, w, w̄) = exp
[
if(r)n̂u(w) · τ

]
, n̂u(w) ≡

1
1 + |u|2

(
u+ ū, i(ū− u), 1− |u|2

)
(2.25)

onde τi, com i = 1, 2, 3, são as matrizes de Pauli. Para que o mapeamento u : S2 → S2

seja bem definido, o campo u(w) deve ser uma razão entre dois polinômios p(w) e q(w)
sem raízes em comum e de respectivos graus polinomiais mp e mq. Diz-se que o grau
algébrico de u(w) = p(w)/q(w) é o maior grau polinômial entre p(w) e q(w) e este número
corresponde exatamente ao grau topológico n do mapa u, o qual pode ser escrito na
representação integral4 como

n = 1
4π

∫ (
1+ | w |2

1 + u2

∣∣∣∣∣ dudw
∣∣∣∣∣
)2 2 i dw dw̄

(1+ | w |2)2 = max {mp, mq}. (2.26)

Em ordem a se deduzir a primeira igualdade de (2.26), note que 2 i dw dw̄/(1+|w|2)2

é equivalente ao elemento de área da esfera de raio unitário S2 dado por sin θ dθ dϕ, o qual
foi escrito nas coordenadas esféricas (r, ϕ, θ) definidas através de

x1 = r sin θ cosϕ , x2 = r sin θ sinϕ , x3 = r cos θ, (2.27)

onde 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π e as coordenadas Cartesianas xi, com i = 1, 2, 3, são as
componentes de n̂w definido em (2.24). Portanto, a seguinte parte do integrando de (2.26)(

1 + |w|2
1 + |u|2

∣∣∣∣∣ dudw
∣∣∣∣∣
)2 2i dw ∧ dw̄

(1 + |w|2)2 (2.28)
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é exatamente o “pull-back” da forma de área 2i du ∧ dū/(1 + |u|2)2 no espaço alvo S2 do
mapa racional u. Logo, a integral de (2.28) deve ser igual à 4 π n, pois é o produto da
área total da esfera de raio unitário S2 com o número de vezes que o mapa u recobre seu
espaço alvo S2 ao varrer uma vez o seu domínio, o qual corresponde com o próprio grau
topológico n do mapa u.

Note que o mapa u(w) tem associado o grupo de homotopia π2(S2) = Z que
é isomorfo ao grupo π3(S3) = Z. Se escolhermos as condições de borda f (0) = π e
f (∞) = 0 e usando (2.16), (2.25) e (2.26) se obtém que o grau topológico do mapeamento
U entre 3-esferas é igual ao grau topológico do mapeamento u entre 2-esferas, ou seja
Q = n = max {mp,mq}. Por exemplo, os mapas

u = w2, u = w3 − i
√

3w
i
√

3w2 − 1
, u = w4 + 2

√
3iw2 + 1

w4 − 2
√

3iw2 + 1
, u = w7 − 7w5 − 7w2 − 1

w7 + 7w5 − 7w2 + 1 (2.29)

têm cargas topológicas respectivas Q = 2, 3, 4, 7 e são os únicos mapas racionais com as
simetriasD∞h, Td,Oh, Yh, respectivamente.4 Tais simetrias são as mesmas das isosuperfícies
de carga bariônica dos Skyrmions vistas na Figura 3 para estes valores de Q. Em adição,
usando u(w) = p(w)/q(w) e (2.26) se obtém

n = i

2π

∫
dw ∧ dw̄ | W (w) |2

(| p |2 + | q |2)2 , W (w) ≡ q
dp

dw
− p dq

dw
. (2.30)

Restringindo u(w) como sendo cada um dos mapas (2.29) e usando (2.25) pode-
se facilmente encontrar a função perfil f(r), com as condições de borda f (0) = π e
f (∞) = 0, que minimiza a energia estática (2.17) através de algum método de optimização.
Através desse procedimento se obtêm os valores da energia estática por unidade de carga
topológica para Q = 2, 3, 4, 7, os quais são respectivamente 1.208, 1.184, 1.137, 1.107,
sendo ligeiramente superiores as energias dos Skyrmions de mesmo valor de carga topológica
(ver Tabela 1). Contudo, as isosuperfícies de carga bariônica correspondentes a estas
configurações de campo são praticamente indistinguíveis as dos Skyrmions de mesma carga
vistos na Figura 3 e isso se estende para outros mapas racionais.

Escrevendo a carga topológica (2.63) dentro do ansatz (2.25) obtém-se que sua
densidade se anula para todo valor de w no qual o Wronskiano W (w) ≡ p′(w) q(w) −
p(w) q′(w) seja nulo, com o apóstrofe significando a derivada com relação à w (ver equação
(2.30)). Os polinômios p′(w) q(w) e p(w) q′(w) possuem um grau igual ou inferior à 2n− 1,
onde a igualdade ocorre se ambos p(w) e q(w) tiverem grau n, i.e. se ambos tiverem o
grau polinomial igual ao grau topológico n do mapa u(w). Contudo, como neste último
caso tal potência de ordem 2n− 1 sempre se cancela em p′(w) q(w)− p(w) q′(w), então o
Wronskiano é um polinômio de grau igual ou inferior à 2n−2, já contando a multiplicidade
das raízes. Em particular, para n = 1 o Wronskiano é uma constante e densidade de
carga topológica pode ser radial para, por exemplo, u = w. Em adição, em termos das
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coordenadas esféricas usuais (2.27) pode-se escrever w = tan (θ/2) ei ϕ. Consequentemente,
para Q = n ≥ 2 as raízes de W correspondem a pares de valores angulares (θ, ϕ) nos quais
a densidade de carga topológica se anula para todo valor do raio. Tal comportamento
constrasta com o Skyrmion de Q = 1, para o qual a densidade de carga topológica pode
ter simetria radial, tomando-se por exemplo u = w. Portanto, o Wronskiano fornece
uma informação interessante sobre a forma dos Skyrmions explicando os ‘buracos’ nas
isosuperfícies de carga topológica (ver Figura 3) como sendo os zeros de W (w). Todavia,
tais ‘buracos’ que aparecem tanto nos Skyrmions quanto na aproximação obtida através
do ansatz mapa racional (2.25) carecem de sentido físico no que se refere a aplicação do
modelo para a física nuclear, pois não estão de acordo com os dados experimentais ou com
o esperado segundo o modelo da gota líquida.36

2.3 O modelo de Skyrme BPS

Uma interessante extensão do modelo de Skyrme padrão no espaço de Minkowski
quadridimensional, baseada em ideias de autodualidade,7 é o assim chamado modelo de
Skyrme BPS,1 ou modelo de Skyrme auto dual, definido através da ação

S =
∫
d4x

[
m2

0
2 habR

a
µR

b,µ − 1
4 e2

0
h−1
ab H

a
µνH

b,µν

]
, (2.31)

onde m0 e e0 são constantes de acoplamento com respectivas dimensões de

[m0] =
√

[energia]/[comprimento], [e0] = 1/
√

[energia][ comprimento] . (2.32)

As quantidades Ra
µ, com µ = 0, 1, 2, 3 e a = 1, 2, 3, são as componentes da forma de

Maurer-Cartan SU(2) dada pelo tensor de rank 1

Rµ ≡ i∂µUU
† ≡ Ra

µTa ∈ su(2), ∀U ∈ SU(2), (2.33)

com Ta sendo os geradores da álgebra de Lie su(2) fixada por

[Ta, Tb] = i εabc Tc. (2.34)

As quantidades Ha
µν são as componentes do tensor antisimétrico de rank 2 definido por

Hµν ≡ ∂µRν − ∂νRµ ≡ Ha
µνTa. Em adição, hab são as componentes de uma matriz 3× 3

simétrica e inversível que realiza a extensão do modelo de Skyrme, os quais podem
ser interpretados como seis campos independentes adicionais ou funcionais dos campos
U ∈ SU(2). Para que a energia estática associada à ação (2.31) seja positiva definida, ou
por argumentos de autodualidade vistos abaixo, se requer adicionalmente que a matrix h
seja positiva. O modelo de Skyrme BPS (2.31) é reduzido ao modelo de Skyrme padrão
(2.10) para a configuração particular de campo constante h = α 1l, com α > 0 sendo
constante.
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A forma traço da álgebra de Lie su(2) considerada é Tr (TaTb) = κ δab, sendo
conveniente introduzir a forma traço normalizada independente da representação por

T̂r (TaTb) = 1
κ
Tr (TaTb) = δab. (2.35)

O valor de κ depende da representação da álgebra, sendo κ = 1/2 para a representação
espinorial e κ = 2 para a representação tripleto. Pela definição (2.33), a forma Rµ satisfaz
a equação de Maurer-Cartan

∂µRν − ∂νRµ + i [Rµ, Rν ] = 0. (2.36)

A partir de (2.33) e (2.35) pode-se escrever as componentes de Rµ e de Hµν como

Ra
µ = i T̂r

(
∂µUU

−1Ta
)
, Ha

µν = −i T̂r ([Rµ, Rν ]Ta) . (2.37)

As componentes Ra
µ são invariantes sobre transformações globais pela direita

U → U gR e se transformam pela adjunta por transformações globais pela esquerda
U → gL U , i.e.

U → U gR ⇒ Ra
µ → Ra

µ, ∀gR ∈ SU(2), (2.38)

U → gL U ⇒ Ra
µ → Rb

µdba (gL) , ∀gL ∈ SU(2). (2.39)

Em adição, d (g) é a matriz 3×3 associada ao elemento g do grupo SU(2) na representação
adjunta, sendo d (g) definido por

g Ta g
−1 = Tb dba (g) , d (g1) d (g2) = d (g1 g2) , ∀g, g1, g2 ∈ SU(2). (2.40)

Como a representação adjunta é real e unitária, segue-se que d é uma matriz ortogonal(
dT = d−1

)
. Se a matriz h se transformar pela adjunta como h → d h dT , então as

transformações (2.38) e (2.39) deixam a ação (2.31) invariante sobre o grupo SU(2)L ⊗
SU(2)R.

Em ordem a se construir as equações de autodualidade para a teoria (2.31), usando
(2.35) e (2.37) pode-se reescrever a densidade da carga topológica (2.16) como

Q = i

48π2

∫
d3x εijk T̂r (RiRjRk) = − 1

48π2

∫
d3xRa

i εijk∂jR
a
k ≡ −

1
48 π2

∫
d3xAai Ã

a
i ,

(2.41)
onde a densidade de carga topológica foi escrita em termos da contração das quantidades

Aai ≡ Rb
i kba, Ãai ≡ k−1

ab εijk ∂jR
b
k = 1

2 k
−1
ab εijkH

b
jk (2.42)

e kab é uma matriz real e inversível. Usando (2.41), (2.42) e definindo

λ = ± | m0 e0 | (2.43)



44

segue-se que a energia estática associada à ação (2.31) se torna

E = 1
2

∫
d3x

[
m2

0 habR
a
iR

b
i + 1

2 e2
0
h−1
ab H

a
ijH

b
ij

]
= 1

2 e2
0

∫
d3x

[
λ2 (Aai )

2 + (Ãai )2
]

(2.44)

= 1
2 e2

0

∫
d3x

[
λAai − Ãai

]2
− sign (λ) 48 π2 | m0 |

| e0 |
Q ≥ −sign (λ) 48 π2 | m0 |

| e0 |
Q,

onde a matriz h foi reescrita em termos de k como

h = k kT . (2.45)

Note que se O é uma matriz 3× 3 ortogonal (OOT = 1l), então k e k O constroem
o mesmo h. Tal liberdade de escolha da matriz k vem do fato de que ela tem três graus de
liberdade a mais do que h, que só possui seis, os quais correspondem aos três graus de
liberdade de O. Em adição, supondo que k seja não singular a relação (2.45) implica que h
deve ser uma matriz simétrica e positiva. De fato, tais propriedades de h já foram assumidas
na definição do modelo (2.31),1 pois a versão estática da teoria (2.31) foi construída em
termos de soma de quadrados das duas quantidades (2.7) obtidas a partir da quebra da
densidade de carga topológica (2.41) nos dois objetos Aai e Ãai , assim como argumentado
na seção 2.1.

As configurações de campo que minimizam a energia estática associada a teoria
(2.31), para cada valor de Q, são as equações de autodualidade que saturam a cota de
Bogomolny (2.44) dadas por

Ãai = λAai ⇒ λRb
i hba = 1

2εijkH
a
jk. (2.46)

As equações de autodualidade (2.46) reduzem a energia estática à

EBPS = m2
0

∫
d3xhabR

a
iR

b
i = 1

2 e2
0

∫
d3xh−1

ab H
a
ijH

b
ij = −sign (λ) 48 π2 | m0 |

| e0 |
Q, (2.47)

onde o termo quadrático e quártico nas derivadas espaciais da ação (2.31) dão a mesma
contribuição para a energia estática. As soluções não triviais de (2.46) possuem energia
positiva e portanto o sinal de Q deve ser oposto ao sinal de λ, i.e.

sign (λQ) = −1. (2.48)

Em ordem a se construir soluções particulares auto duais para a teoria (2.31),
considere o seguinte ansatz para a matriz h

h = g2 1l, (2.49)

onde g2 é uma função real a ser determinada por (2.46). Note que este é o caso mais
simples possível, pois se h = 1l, então o modelo (2.31) se reduz ao modelo de Skyrme
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padrão cujo setor auto dual só possui soluções triviais (campo U constante com Q = 0). A
ação (2.31) e as equações de autodualidade (2.46) se reduzem respectivamente à

Sg = 1
κ

∫
d4x

[
m2

0
2 g2Tr (Rµ)2 + 1

4 e2
0 g

2Tr ([Rµ, Rν ])2
]
, (2.50)

εijk ∂jRk = λ g2Ri = −1
2εijk [Rj, Rk] . (2.51)

Os elementos do grupo SU(2) podem ser escritos na representação espinorial1,52 como

U = W †ei f T3W, com W ≡ 1√
1 + |u|2

 1 i u

i ū 1

 (2.52)

o que implica

Ri = i ∂iUU
−1 = −X ΣiX

†, Σi ≡ ∂if T3 + i
2 sin f

2
1 + |u|2 (∂iuT+ − ∂iū T−) , (2.53)

com X ≡ W †ei f T3/2 e T± ≡ T1 ± iT2. Substituindo (2.53) nas equações auto dualidade
(2.51) elas são reduzidas à

λ g2 ∂if =
i 8 sin2 f

2
(1 + |u|2)2 εijk ∂ju ∂kū, (2.54)

λ g2 ∂iu = i εijk ∂jf ∂ku, (2.55)

λ g2 ∂iū = −i εijk ∂jf ∂kū. (2.56)

Dado o sistema de coordenadas (r, w, w̄) definido como

x1 = η r
−i(w − w̄)

1 + |w|2 , x2 = r
(w + w̄)
1 + |w|2 , x3 = r

|w|2 − 1
1 + |w|2 , com η ≡ ±1, (2.57)

onde a coordenada radial r tem dimensão de comprimento e as coordenadas complexas w
e w̄ são adimensionais. A métrica Euclideana correspondente à (2.57) é dada por

ds2 = dr2 + 4 r2

(1 + |w|2)2 dw dw̄. (2.58)

Introduzidas as coordenadas (2.57) pode-se utilizar o ansatz holomórfico definido por

f ≡ f(r), u ≡ u(w), ū ≡ ū(w̄). (2.59)

No trabalho original1 se justificou que a única solução das equações de autodualidade
(2.54)-(2.56) dentro do ansatz (2.59) é a solução de carga topológica de módulo unitário
|Q| = 1 como pode ser obtida por

u = w, ū = w̄, f = 4 arctan
(
r

a

)
, g2 = 4

|m0e0|
a

r2 + a2 , (2.60)
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onde a é um parâmetro arbitrário e positivo com dimensão de comprimento. Em coorde-
nadas esféricas (r, θ, ϕ), onde as coordenadas Cartesianas (2.57) são dadas por (2.27), os
campos SU(2) obtidos a partir de (2.52) se tornam

U = 1l a
2 − r2

a2 + r2 − i
2 a r
a2 + r2

 cos θ η sin θ e−i η ϕ

η sin θ ei η ϕ − cos θ

 (2.61)

o que implica respectivamente na energia e na carga topológica dadas por

E =
∫
d3xm2

0 f
2 (Ra

i )
2 = 192 m0

e0

∫ d3x

a3
1

(1 + r2/a2)3 = 48π2 m0

e0
, (2.62)

Q = −η 4 m0

e0

∫ d3x

a3
1

(1 + r2/a2)3 = −η. (2.63)

Note que usando (2.48) e (2.63) o sinal de λ, o qual dá o sinal relativo entre os
objetos auto duais Aai e Ãai nas equações de autodualidade (2.46), e os sinais de η e Q
são relacionados via η = signλ = −signQ. Note também que o sinal de η dá o sentido do
eixo x1 nas coordenadas (2.57) e a transformação η → −η é equivalente à troca w ↔ w̄,
a qual devido à (2.63) implica na inversão no sinal de Q associada as configurações de
campo (2.60). As densidades da energia estática (2.62) e da carga topológica (2.63) são
esfericamente simétricas e caem com 1/r6 para r →∞, sendo bem localizadas no espaço.
Portanto, apesar da escolha h = g2 1l não quebrar a simetria global original do modelo
SU(2)L ⊗ SU(2)R, esta restringe as soluções auto duais da teoria (2.31) aos Skyrmions
auto duais de carga topológica de módulo unitário (| Q |= 1).
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3 SKYRMIONS AUTO DUAIS EM MODELO DE SKYRME MODIFICADO

Na seção (2.3) viu-se que o modelo de Skyrme BPS (2.31) introduz uma matriz
3× 3 simétrica e positiva h a qual permite que a teoria tenha setor auto dual. Em adição,
construiu-se soluções auto duais para a configuração particular (2.49) dos campos h, para a
qual a carga de Skyrme (2.41) é | Q |= 1. Contudo, no trabalho original1 não se identificou
a estrutura geral dos campos h dentro do setor auto dual nem se construiu soluções de
carga Skyrme com |Q| ≥ 2. Neste capítulo será demonstrado que dentro do setor BPS a
matriz h pode ser determinada inteiramente em termos do campo de Skyrme SU(2), o
qual por sua vez é totalmente livre. Nas seções 3.3 e 3.4 serão construídos explicitamente
soluções topológicas exatas, para cada valor da carga topológica, respectivamente através
dos ansätze holomórfico e toroidal. Em ambos os casos, se demonstrará que é possível se
construir Skyrmion BPS puramente radiais para qualquer valor de Q.

3.1 As equações de movimento do modelo de Skyrme BPS

Considere a ação (2.31) definida em termos das componentes da forma de Maurer-
Cartan SU(2) e seu rotacional dadas em (2.37), onde se utilizou a forma traço normalizada
independente da representação (2.35). As equações de Euler-Lagrange do modelo de Skyrme
auto dual (2.31) associadas aos campos U e associadas aos campos hab são respectivamente

∂µ
[
m2

0 e
2
0 habR

b,µ − εabcRb
ν h
−1
cd H

d,µν
]

= εabc

[
m2

0 e
2
0R

b
µ hcdR

d,µ + 1
2 H

c
µν h

−1
bd H

d,µν
]
,(3.1)

m2
0 e

2
0R

a
µR

b,µ + 1
2 h
−1
ac H

c
µν h

−1
bd H

d,µν = 0. (3.2)

As soluções das equações de Euler-Lagrange (3.1) e (3.2) que minimizam a energia estática
(2.44) são chamadas de Skyrmions auto duais ou Skyrmions BPS.

Contraindo (3.2) com hab obtêm-se exatamente o termo entre parênteses do lado
direito da equação (3.1), o qual é portanto nulo. Sendo assim, podemos definir três
quadricorrentes conservadas (a = 1, 2, 3)

∂µJ
µ
a = 0 , com Jµa = m2

0 e
2
0 habR

b,µ − εabcRb
ν h
−1
cd H

d,µν . (3.3)

As correntes de Noether associadas a simetria à esquerda (2.39) são as definidas em (3.3),
enquanto as correntes de Noether associadas a simetria à direita (2.38) são dadas por

J̃aµ = J bµ dba (U) , com ∂µJ̃aµ = 0. (3.4)

A conservação das correntes associadas a simetria à esquerda (3.3) e à direita (3.4) implicam

Jµb ∂µdba (U) = 0 (3.5)
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que é consequência das equações de Euler-Lagrange (3.2) para os campos hab. De fato,
como a representação adjunta é ortogonal, i.e. dT (U) = d

(
U †
)
, se pode demonstrar que

Jµb ∂µdba (U) Ta = −i U † [ Jµa Ta , Rµ ] U (3.6)

= εabc U
† Tc U

[
m2

0 e
2
0 hadR

d , µRb
µ + 1

2h
−1
bd H

d , µν Ha
µν

]
,

cujo lado direito se anula como consequência de (3.2).

É notável que a introdução dos campos hab na ação (2.31) não quebra as simetrias
SU(2)L ⊗ SU(2)R do espaço alvo do modelo de Skyrme padrão (2.14). Assim como no
modelo de Skyrme original, há também seis quadricorrentes conservadas cujas equações
de continuidade são equivalentes às equações de movimento. A introdução dos campos h
dá duas novas estruturas à teoria que passa a ser invariante conforme em três dimensões
espaciais (veja o apêndice A.1) e possui um setor auto dual (setor BPS). Utilizando a
identidade de Jacobi e o fato de que Ri satistaz a equação de Maurer-Cartan (2.36) é
possível escrever a energia estática associada ao modelo (2.31) como

E =
∫
d3x

[
m2

0
2 habR

a
i R

b
i + 1

4 e2
0
h−1
ab H

a
ij H

b
ij

]
, (3.7)

a qual é invariante conforme em três dimensões espaciais. Em adição, as versões estáticas
das equações de Euler-Lagrange (3.1) e (3.2) também são invariantes conforme. Note que
contraindo as equações de Euler-Lagrange (3.2) com hab, se obtém que os dois primeiros
termos da densidade de Lagrangiana associada à (2.31) devem ser “on-shell”, i.e.

m2
0

2 habR
a
µR

b , µ = − 1
4 e2

0
h−1
ab H

a
µν H

b , µν (3.8)

o que implica que os dois termos da densidade de energia estática associada à (3.7) devem
ser iguais

m2
0

2 habR
a
i R

b
i = 1

4 e2
0
h−1
ab H

a
ij H

b
ij. (3.9)

No modelo de Skyrme padrão (2.10) uma relação equivalente à (3.9), mas restrita
à h = 1l, é obtida através do argumento de escala de Derrick.12 Como a energia estática
(3.7) é invariante conforme, em particular ela é invariante por transformações de escala
nas coordenadas espaciais xi → αxi. Portanto, apesar dos Skyrmions originais do modelo
de Skyrme padrão terem tamanho fixo, as soluções estáticas da teoria (2.31) não o têm,
podendo ser reescaladas livremente. As equações (3.9) derivadas das equações de Euler-
Lagrange para os campos hab evidenciam que são estes campos adicionais responsáveis
pelo balanceamento entre o termo quadrático e o termo quártico nas derivadas espaciais
(ou equivalentemente, nas potências de Ri) da densidade da energia estática (3.7).

3.1.1 O setor estático

Uma consequência importante das equações de Euler-Lagrange (3.2) é que elas
determinam os seis campos de h em termos de uma matriz real e simétrica definida apenas
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em termos dos campos SU(2) através de

τab ≡
(
RT R

)
ab

= Ra
i R

b
i . (3.10)

A matrix (3.10) é similar ao tensor de tensão do modelo de Skyrme padrão4,53 definido
como

Dij =
(
RRT

)
ij

= Ra
i R

a
j , (3.11)

onde a contração se dá sobre o índice da álgebra ao invés do índice espacial i = 1, 2, 3,
como em (3.10). Em adição, usando (3.10) e (3.11) obtêm-se

det τ = detD = (detR)2 , Tr (τn) = Tr (Dn) (3.12)

e portanto τ e D possuem os mesmos autovalores.

Seja va um vetor real arbitrátio, a partir da equação (3.10) obtém-se

vT τ v =
3∑
i=1

(vaRa
i )

2 ≥ 0, (3.13)

i.e. τ é uma matriz positiva semi-definida e portanto seus autovalores são todos não
negativos. Tal estrutura é semelhante da estrutura da matriz h, pois os autovalores da
matriz h devem ser positivos para que a energia estática associada a teoria (2.31) seja
positiva definida e nenhum pode se anular já que h deve ser inversível.

Objetivando explorar as consequências das equações estáticas de Euler-Lagrange
para os campos h (3.2), considere um domínio D no espaço tridimensional R3. Se a matriz
τ é singular em D, então os campos U devem ser constantes em D, i.e.

det τ = 0 ⇒ U = constante, para xi ∈ D (3.14)

e portanto toda a matriz τ se anula (ver (2.37) e (3.10)). Por outro lado, se nenhum dos
autovalores de τ se anular em D, ou seja det τ 6= 0, então segue-se que as matrizes h e τ
podem ser diagonalizadas neste domínio pela mesma matriz 3× 3 ortogonal M , i.e.(

MT hM
)
ab

= ϕa δab,
(
MT τ M

)
ab

= ωa δab (3.15)

e portantanto h e τ comutam em D. Em adição, seus autovalores se relacionam por

ω1 = m2
0 e

2
0 ϕ2 ϕ3, ω2 = m2

0 e
2
0 ϕ1 ϕ3, ω3 = m2

0 e
2
0 ϕ1 ϕ2. (3.16)

As relações (3.14), (3.15) e (3.16) são demonstradas no Apêndice A.2.

A matriz τ , definida em (3.10), se transforma sobre a ação do grupo SU(2)L ⊗
SU(2)R, dada em (2.39) e (2.38), do mesmo modo que a matriz h. Logo, os autovalores
de h e τ são invariantes sobre a ação do grupo SU(2)L ⊗ SU(2)R. De fato, se |v〉 é um
autovetor de h com autovalor ϕ, i.e. h |v〉 = ϕ |v〉, então d (gL) |v〉 é um autovetor da
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matriz transformada d (gL)h d (gL)T com mesmo autovalor ϕ. O mesmo se aplica para a
matriz τ .

As relações (3.15) e (3.16) têm importantes consequências para as soluções estáticas
do modelo (2.31). Usando (3.15) e (3.16) pode-se escrever

(
MT τ−1M

)
ab

= 1
m2

0 e
2
0 ϕ1 ϕ2 ϕ3

ϕa δab. (3.17)

Então, as matrizes h e
√

det τ τ−1 são proporcionais em D, i.e.

h = m2
0 e

2
0 (det h) τ−1 =

√
det τ
| m0 e0 |

τ−1. (3.18)

Note que (3.18) implica que h é determinado algebricamente em termos da matriz
τ , sem que seja necessário nenhuma integração. Logo, as relações (3.18) e (3.10) mostram
que no setor estático da teoria (2.31), restrito à região onde a matriz τ é não singular, os
seis campos hab são explicitamente escritos em termos dos três campos U e suas primeiras
derivadas. Note que isto é consequência somente das equações estáticas de Euler-Lagrange
para os campos h (3.2) e da positividade dos autovalores de h e τ . Nos casos onde a matriz
τ é singular é também possível encontar a matriz h que resolve as equações (3.2) (veja o
Apêndice A.2.1).

Usando as equações estáticas de Euler-Lagrange para os campos h (3.2), segue-se
que as Euler-Lagrange para os campos U (3.1) foram reduzidas à (3.3). Na região onde τ
é não singular pode-se usar (3.18) para expressar a versão estática de (3.3) somente em
termos dos campos U como

∂iJ
a
i = 0, com Jai =

√
det τ τ−1

ab R
b
i + m2

0 e
2
0√

det τ
εabcR

b
j τcdH

d
ij. (3.19)

Decorre de (3.18) que o determinante da matriz h é proporcional a densidade de
carga topológica. Em ordem a se deduzir esse resultado, considere as quantidades Ra

i ,
introduzidas em (2.37), como uma matriz 3× 3 onde as linhas e colunas da matriz são
dadas respectivamente pelo índice espacial e o índice da álgebra, i.e. Ra

i ≡ (R)ia com
i = 1, 2, 3 e a = 1, 2, 3. Munidos desta definição conveniente pode-se escrever

εijk R
a
i R

b
j R

c
k = εabc εijk Ri1Rj2Rk3 = εabc det R. (3.20)

Usando (2.34), (2.35) e (3.20) se obtém

εijk T̂r (RiRj Rk) = i 3 det R. (3.21)

A partir de (2.41) e (3.21) vê-se que a densidade de carga topológica é proporticonal à
det R, ou seja

Q = − 1
16 π2

∫
d3x det R. (3.22)
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Na região onde τ é não singular as relações (3.18) e (3.10) implicam respectivamente
em det τ = (m2

0 e
2
0)3 (det h)2 e det τ = (det R)2. Portanto, segue-se que

det h = det R
λ3 , com λ = ± | m0 e0 | . (3.23)

Pelos motivos mencionados acima, os autovalores de h são todos positivos e portanto
deth > 0. Este resultado juntamente com (3.23) mostram que o sinal de detR é fixo em
todos os pontos de R3, sendo dado por

sign (λ det R) = +1. (3.24)

Logo, na região onde τ é não singular, a relação (3.21) implica que a densidade de carga
topológica Q associada à (2.41) é proporcional ao determinante da matriz h, i.e.

det h = − i

3λ3 εijk T̂r (RiRj Rk) = −16 π2

λ3 Q. (3.25)

Se τ é singular somente em domínios de volume zero, segue-se que a carga topológica
(2.41) pode ser escrita como

Q = − λ3

16π2

∫
d3x det h. (3.26)

Note que como det h > 0, então podemos reobter (2.48) a partir de (3.26). A relação
(3.18) entre as matrizes h e τ , válida na região onde τ é não singular, mostra que a matriz
h dá uma medida da tensão do mapeamento entre 3-esferas realizado pelo campo SU(2).
Em adição, usando (3.18) e (3.16) se pode escrever o termo quadrático e quártico nas
derivadas espaciais da energia estática (3.7) como funções dos autovalores de h através de

habR
a
i R

b
i = 1

2λ2 h
−1
ab H

a
ij H

b
ij = Tr (h τ) = 3λ2 ϕ1 ϕ2 ϕ3 (3.27)

o que está de acordo com (3.9).

A densidade de energia estática E do modelo (2.31) pode ser escrita em termos dos
autovalores de h ou τ como

E ≡ m2
0

2 habR
a
i R

b
i + 1

4 e2
0
h−1
ab H

a
ij H

b
ij = m2

0 λ
2 3ϕ1 ϕ2 ϕ3 = 3m2

0
| λ |

√
ω1 ω2 ω3 , (3.28)

onde se usou (3.16) e (3.27). Por outro lado, usando (2.37), (3.11), (3.15) e (3.16), pode-se
escrever a densidade de energia estática associada ao modelo de Skyrme padrão, o qual
corresponde à (2.31) com h = 1l, restrita as soluções estáticas da teoria (2.31) como

ESkyrme ≡
m2

0
2 Ra

i R
a
i + 1

4 e2
0
Ha
ij H

a
ij = m2

0
2

[
TrD + 1

2λ2

(
(TrD)2 − Tr D2

)]

= m2
0

2

[
ω1 + ω2 + ω3 + 1

λ2 (ω1 ω2 + ω2 ω3 + ω1 ω3)
]

= m2
0 λ

2

2 [ϕ1 ϕ2 + ϕ2 ϕ3 + ϕ1 ϕ3 + ϕ1 ϕ2 ϕ3 (ϕ1 + ϕ2 + ϕ3)] , (3.29)
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onde a última igualdade foi obtida assumindo a relação (3.16), i.e. que a configuração
de campo satisfaz as equações estáticas de Euler-Lagrange associada aos campos h (3.2).
Subtraindo (3.28) de (3.29) pode-se definir

∆E ≡ ESkyrme − E

= m2
0

2

(√ω1 −
√
ω2 ω3

| λ |

)2

+
(
√
ω2 −

√
ω1 ω3

| λ |

)2

+
(
√
ω3 −

√
ω1 ω2

| λ |

)2


= m2
0 λ

2

2
[
(1− ϕ1)2 ϕ2 ϕ3 + (1− ϕ2)2 ϕ1 ϕ3 + (1− ϕ3)2 ϕ1 ϕ2

]
, (3.30)

onde na última igualdade se assumiu a relação (3.16). Consequentemente, ∆E é positivo
se os autovalores da matriz h são positivos, ou equivalentemente se a energia estática
da teoria (2.31) é positiva definida. No domínio onde todos os três autovalores ϕa’s são
positivos, a diferença ∆E entre as densidades de energia estática entre o modelo de Skyrme
padrão e o modelo de Skyrme BPS tem três extremos. Estes correspondem a dois mínimos
em ϕa = 0 e ϕa = 1, para a = 1, 2, 3, ou seja em h = 0 e h = 1l, e um ponto de sela em
ϕa = 1/2 ou equivalentemente em h = (1/2) 1l.

3.2 O setor auto dual

Na seção 2.3 demonstrou-se que as equações de autodualidade (2.46), junto da
definição (2.43), as quais são dadas por

λhabR
b
i = 1

2 εijkH
a
jk , λ = ± | m0 e0 | (3.31)

saturam a cota inferior da energia estática (2.44), a qual é dado pela energia BPS (2.47).
As equações de autodualidade (3.31) também podem ser escritas em termos dos vetores
tridimensionais ~Ra como

~∇∧ ~Ra = λhab ~Rb. (3.32)

A equação (3.32) é uma generalização, para vários vetores, da bem conhecida equação de
força livre para campos magnéticos em física solar e de plasma.54–57

As soluções das equações de primeira ordem (3.31) não resolvem somente as
equações estáticas de Euler-Lagrange associadas aos campos U (3.1), como também
resolvem as equações de Euler-Lagrange associadas aos seis campos hab (3.2). Note que a
versão estática de (3.2) pode ser escrita como[

| λ | Ra
i −

1
2 h
−1
ac εijkH

c
jk

] [
| λ | Rb

i + 1
2 h
−1
bd εilmH

d
lm

]
= 0, (3.33)

já que os termos cruzados se cancelam. Para explicitar tal cancelamento, basta usar
(2.37) e (3.20) para escrever h−1

ac εijkH
c
jk R

b
i = h−1

ac εcde εijk R
b
i R

d
j R

e
k = 2h−1

ab detR e usar
adicionalmente h−1

bd εilmH
d
lmR

a
i = 2h−1

ab detR. Portanto, (3.33) é equivalente a versão
estática de (3.2) e as equações de autodualidade (3.31) implicam em (3.33).
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Usando (3.31) duas vezes se obtém

εabc λ
2Rb

i hcdR
d
i = 1

4 εabc εijk h
−1
bd H

d
jk εilmH

c
lm = 1

2 εabc h
−1
bd H

d
jkH

c
jk (3.34)

que implica que a versão estática do lado direito da equação (3.1) se anula. Contraindo a
versão estática do lado esquerdo de (3.1) com Ta, usando (3.31) e o fato de que Ri satisfaz
a equação de Maurer-Cartan (2.36) se obtém

∂i
[
λ2 habR

b
i + εabcR

b
j h
−1
cd H

d
ij

]
Ta = λ

2 εijk ∂i
[
Ha
jk + 2 εabcRb

j R
c
k

]
Ta

= −i 3λ
2 εijk ∂i [Rj , Rk ] = 3λ

2 εijk [ [Ri , Rj ] , Rk ] = 0, (3.35)

onde na última igualdade se usou a identidade de Jacobi. Então, (3.31) implica na versão
estática de (3.1) e (3.2).

Uma interessante consequência das equações estáticas de Euler-Lagrange associadas
aos campos hab (3.2) é que elas implicam nas equações de autodualidade (3.31). Para
demonstrar tal relação, escreva

S
(±),a
i ≡| λ | Ra

i ±
1
2 h
−1
ac εijkH

c
jk. (3.36)

Usando (3.36) pode-se reescrever as equações estáticas de Euler-Lagrange associadas aos
campos hab (3.33) como

S
(+),a
i S

(−),b
i = 0. (3.37)

Por outro lado a equação (3.36) implica

S
(+),a
i + S

(−),a
i = 2 | λ | Ra

i . (3.38)

Contraindo (3.38) com S
(±),b
i e usando (3.37) se obtém

S
(±),a
i S

(±),b
i = 2 | λ | Ra

i S
(±),b
i = 2 | λ |

[
| λ | τab ± (det R) h−1

ab

]
= 2 | λ |2

[
τab ± (signλ) | λ |2 (det h) h−1

ab

]
= 2 | λ |2 τab [1± (signλ)] , (3.39)

onde usou-se (3.10), (3.20), (3.23) e (3.18). Consequentemente

signλ = ±1 ⇒ S
(∓),a
i = 0. (3.40)

A equação (3.40), onde S(±),a
i definido em (3.36) se anula para todos os valores

dos índices espaciais i e da álgebra a, é equivalente as equações de autodualidade (3.31).
Logo, obtém-se um resultado fundamental: as seis equações estáticas de Euler-Lagrange
associadas aos campos hab (3.2) implicam nas nove equações de autodualidade (3.31), e
estas por sua vez implicam nas três equações estáticas de Euler-Lagrange associadas aos
campos U (3.1). Ou seja, apesar de toda solução auto dual do modelo (2.31) ser sempre
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uma solução estática, tal argumento implica que as soluções estáticas de (3.2) são soluções
das equações de autodualidade e portanto são soluções de (3.1). Portanto, o setor estático
e o setor auto dual da teoria (2.31) coincidem. Consequentemente, as únicas soluções
não auto duais da teoria (2.31) devem ser necessariamente dependentes do tempo. Em
adição, como em (3.18) os seis campos de h ficam determinados em termos dos campos
SU(2). Então, somente seis das nove equações de autodualidade (3.31) são independentes
e o mesmo vale para as equações estáticas (3.1) e (3.2), onde as equações independentes
correspondem as seis equações de Euler-Lagrange associadas aos campos h (3.2).

Através das relações (3.18), as quais são consequência direta das equações estáticas
de Euler-Lagrange associadas aos campos hab (3.2), a matriz h fica determinada inteira-
mente em termos dos campos U e suas primeiras derivadas. Logo, escolhendo os campos
U como sendo qualquer configuração de campo estática que seja um mapa entre 3-esferas,
obtém-se a partir de (3.18) a matriz h que satisfaz as equações estáticas de Euler-Lagrange
associadas aos campos hab (3.2). Tal configuração dos campos U e h formam então uma
solução estática da teoria (2.31). Note que nos casos em que a matriz τ é singular, a
relação (3.18) não é válida. Contudo, como demonstra-se no Apêndice A.2.1, é possível se
achar a matriz h que satisfaz as equações de autodualidade (3.31) apesar de τ ser singular.
Consequentemente, (2.31) tem um número infinito de soluções estáticas. Nas próximas
seções serão analizadas alguns tipos especiais destas soluções estáticas construídas a partir
de ansätze para os campos SU(2).

3.3 O ansatz holomórfico

Nesta seção se construirá soluções exatas do tipo Skyrmions auto duais a partir
das equações de auto dualidade (3.31) através do ansatz mapa racional (2.59) introduzido
na seção 2.3.4,58–60 Considere os elementos U do grupo SU(2) sendo parametrizados por
um campo escalar real f e um campo escalar complexo u, junto a seu complexo conjugado
ū, através da relação (2.52). A partir da expressão de Σi definido em (2.53), pode-se
reescrever as equações de auto dualidade (3.31) como

λTr (Σi Tb) h̃ba = i

2 εijk Tr ([ Σj , Σk ] Ta) , (3.41)

sendo a matriz h̃ definida por

hab ≡ dac (X) h̃cd dTdb (X) , (3.42)

onde d (X) é a representação matricial adjunta dos elementos do grupo X = W † ei f T3/2

(ver (2.40)). Como a representação adjunta (tripleto) é ortogonal (veja a seção 3.1) então d
é uma matriz 3× 3 ortogonal. Portanto, como a matriz h é simétrica, então pela definição
(3.42) a matriz h̃ também é simétrica e possui os mesmos autovalores de h. De fato, se
|v〉 é autovetor de h com autovalor ϕa, então dT (X) |v〉 é autovetor de h̃ com mesmo
autovalor.
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Ao invés de se utilizar as coordenadas esféricas usando os tradicionais ângulos polar
e azimutal é conveniente manter a coordenada radial e fazer uma projeção estereográfica
da 2-esfera no plano complexo, o qual pode ser parametrizado por duas coordenadas
complexas w e seu complexo conjugado w̄. Considere as coordenadas definidas em (2.57)
com o valor da constante real de módulo unitário η sendo restrito à η = 1, i.e.

x1 = r
−i(w − w̄)

1 + |w|2 , x2 = r
(w + w̄)
1 + |w|2 , x3 = r

|w|2 − 1
1 + |w|2 , (3.43)

cuja métrica é dada por (2.58). Note que se poderia deixar o sinal de η livre, assim como
em (2.57), e tentar se construir soluções auto duais com Q positivo a partir de soluções
auto duais com Q negativo, ou vice versa, através da inversão do sinal de η (ver seção 2.3).
Contudo, o sinal η foi fixado por conveniência e se construirá abaixo soluções de carga
topológica com ambos os sinais através da escolha apropriada das condições de borda do
campo f , i.e. de seus valores na origem do sistema Cartesiano e no infinito espacial.

Seja g o tensor métrico associado à métrica (2.58), suas componentes gαβ, com
α, β = r, w, w̄, podem ser facilmente obtidas através da identificação de ds2 = gαβ dx

α dxβ

com a expressão (2.58). Considere adicionalmente êα como sendo a base de módulo unitário
do sistema de coordenadas (r, w, w̄) e gαβ como sendo as componentes da inversa do
tensor métrico g. Pela definição (2.53), assim como Ri, a quantidade Σi também é um
tensor de rank 1. Consequentemente, pode-se escrever o vetor ~Σ ≡ Σi x̂i, onde x̂i é a base
ortonormal do sistema de coordenadas Cartesianas (2.27), em termos das componentes
Σα através da relação ~Σ = êα g

αβ Σβ. As equações de auto dualidade (3.41) escritas nas
coordenadas (3.43) se tornam portanto

λTr (Σr Tb) h̃ba = (1+ | w |2)2

2 r2 Tr ([ Σw , Σw̄ ] Ta) ,

λTr (Σw̄ Tb) h̃ba = Tr ([ Σw̄ , Σr ] Ta) , (3.44)

λTr (Σw Tb) h̃ba = Tr ([ Σr , Σw ] Ta) .

Utilizando o ansatz holomórfico

f ≡ f (r) , u ≡ u (w) , ū ≡ ū (w̄) , (3.45)

segue-se que as componentes Σα são reduzidas à

Σr = ∂rf T3 , Σw = i 2 sin (f/2)
1+ | u |2 ∂wuT+ , Σw̄ = −i 2 sin (f/2)

1+ | u |2 ∂w̄ū T−. (3.46)

Resulta de (3.44) e (3.46) que a matriz h̃ se torna diagonal

h̃11 = h̃22 = ∂rf

λ
, h̃33 = 4 sin2 (f/2)

λ r2 ∂rf

(1+ | w |2)2

(1+ | u |2)2 ∂wu ∂w̄ū , h̃ab = 0, a 6= b. (3.47)

Note que como ∂wu ∂w̄ū =| ∂wu |2≥ 0, para que cada um dos autovalores de h (ou
equivalentemente de h̃) seja positivo, então sign (λ ∂rf) = 1, onde sign (λ) dá o sinal
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relativo entre Aα e Ãα na equação de autodualidade (2.46). Contudo, isso já era esperado
devido à (2.48) e (3.26), pois

1 (2.48)= −sign (λQ) (3.26)= sign (deth) (3.42)= sign
(
det h̃

) (3.47)= sign (λ ∂rf) . (3.48)

A matriz h pode ser obtida a partir de (3.42) e d (X) = d
(
W †

)
d
(
ei f T3/2

)
, onde

d
(
ei f T3/2

)
=


cos f

2 sin f
2 0

− sin f
2 cos f

2 0
0 0 1

 (3.49)

e

d
(
W †

)
= 1

1+ | u |2


1
2 (2 + u2 + ū2) 1

2i (u2 − ū2) i(u− ū)
1
2i (u2 − ū2) 1

2 (2− u2 − ū2) −(u+ ū)
−i(u− ū) u+ ū 1− | u |2

 . (3.50)

Em adição, a partir de (3.47) obtém-se

deth = det h̃ = 4
λ3

∂rf sin2 (f/2)
r2

(1+ | w |2)2

(1+ | u |2)2 ∂wu ∂w̄ū. (3.51)

Sendo assim, a partir (3.51) a carga topológica (3.26) destas configurações auto duais é

Q = − i

4 π2

∫
dw ∧ dw̄ ∂wu ∂w̄ū

(1+ | u |2)2 [f − sin f ]r=∞r=0 , (3.52)

onde foi utilizado a expressão para o elemento de volume d3x = i 2 r2

(1+|w|2)2 dr ∧ dw ∧ dw̄.

Na seção 3.2 demonstrou-se que as equações de autodualidade determinam a matriz
h inteiramente em termos dos campos SU(2), mas estes permanecem livres. Portanto, as
equações de autodualidade (3.31) são automaticamente satisfeitais para qualquer matriz h
construída pelas relações (3.42), (3.47), (3.49), (3.50) e para quaisquer campos escalares
f (r), u (w) e ū (w̄) que parametrizem o mapeamento entre 3-esferas U (r, w, w̄). Logo,
qualquer configuração de ansatz holomórfico (3.45) para os campos SU(2) levam a uma
solução das equações de autodualidade (3.31).

Para que a função u (w) seja um mapa bem definido entre 2-esferas é necessário
que u seja a razão entre dois polinômios p(w) e q(w) sem raízes em comum, i.e. que u(w)
seja o assim chamado um mapa racional

u (w) = p (w)
q (w) (3.53)

tal como definido na seção 2.2. Em adição, viu-se nesta seção que o grau algébrico do mapa
de u(w), definido como sendo o maior grau polinomial entre p(w) e q(w), é igual ao grau
topológico de u. Apesar da diferença de definição das projeções estereográficas (2.24) e
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(3.43), a representação integral do grau topológico de u continua sendo é dada por (2.26)
ou (2.30), i.e.

n = i

2π

∫
dw ∧ dw̄ ∂wu ∂w̄ū

(1+ | u |2)2 = i

2 π

∫
dw ∧ dw̄ | q ∂wp− p ∂wq |

2

(| p |2 + | q |2)2 . (3.54)

Usando (3.54) a expressão da carga topológica (3.52) se reduz à

Q = −n [f − sin f ] |r=∞r=0
2 π . (3.55)

Para que a carga topológica (3.55) seja não trivial a função perfil f (r) tem que
ser tal que a quantidade [f − sin f ] |r=∞r=0 não se anule. Para dado inteiro m se tem que
ei 2πmT3 = ±1l, dependendo se a representação espinorial usada para U é inteira (+)
ou semi inteira (-). Logo, a relação (2.52) implica que se f = 2πm, então U = ±1l.
Consequentemente, deve-se considerar as condições de borda tais que f (0) = 2πm, e
f (∞) = 0, e então U (∞) = 1l e U (0) = ±1l, dependendo se a representação espinorial
usada para U é inteira (+) ou semi-inteira (-). Segue-se que a carga topológica (3.55)
torna-se Q = mn. Claramente, para se obter soluções de carga topológica com sinal oposto
à (3.56) basta se inverter as condições de borda da função perfil f(r) na origem e no
infinito espacial. Portanto, pode-se gerar todos os valores de Q inteiro mesmo que m seja
considerado como um número natural, o que se considerará de agora em diante. A carga
topológica (3.55) se torna

Q = smn, com s =

 +1, f (0) = 2 πm, f (∞) = 0
−1, f (0) = 0, f (∞) = 2 πm

. (3.56)

Note que a partir de (3.56) se conclui que sign (Q) = s, já que por definição o grau algébrico
n do mapa racional u(w) é um número não negativo.

Uma simples abordagem alternativa para se construir Skyrmions BPS, para cada
valor de Q inteiro, para a mesma função perfil f(r) e mapa racional u(w) pode ser
construída através do assim chamado ansatz produto.4 De fato, considere dado mapa
racional u(w) de grau topológico n, tal como feito acima, e escolha uma função perfil
monotônica f1(r) com as seguintes condições de borda f1 (0) = 2π e f1 (∞) = 0 (s = 1)
ou f1 (0) = 0 e f1 (∞) = 2 π (s = −1). Tais campos escalares constroem, através da
parametrização (2.52) e de (3.55), Skyrmions auto duais de carga topológica (s n) e cujos
campos SU(2) serão denotados por U(n). Então, poder-se-ia usar o ansatz produto4 para
construir Skyrmions auto duais de carga (smn) elevando os campos SU(2) a m-ésima
potência, i.e. tomando tais campos como U(mn) = Um

(n) = W † eim f1 T3 W , onde na última
igualdade se usou (2.52). Note que isso é equivalente a escolher U(n) e se transformar
f1 → mf1. Consequentemente, dada uma função perfil f1, o número de possibilidades
de se construir soluções auto duais de carga de Skyme Q = smn através do ansatz
produto, variando apenas o grau topológico de u ou o valor de m, corresponde ao número
de possibilidades (mn) de se escrever | Q | como um produto de dois números naturais.
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Como dito anteriormente, qualquer mapa entre 3-esferas U leva a soluções auto
duais de (3.31), já que os campos h atuam como espectares se ajustando para qualquer
configuração dos campos SU(2) através da relação (3.18). Portanto, o setor auto dual da
teoria (2.31) é infinitamente degenerado para cada valor de Q. De fato, mesmo dentro
do ansatz holomórfico construído nesta seção as soluções auto duais são infinitamente
degeneradas, já que deformações suaves na função perfil que não alterem suas condições
de borda preservam a carga topológica e, por consequência, a energia estática (2.47). Em
adição, já que se pode escolher livremente os polinômios p(w), q(w) e a função perfil f(r)
monotônica com condições de borda apropriadas, então todas as configurações obtidas
através do ansatz mapa racional vistas na seção 2.2 são soluções exatas particulares do
modelo de Skyrme BPS (2.31). Isto incluí as configurações de campo apresentadas com
Q ≥ 2 que podem se aproximar bastante dos Skyrmions tradicionais, apesar de não serem
são soluções do modelo de Skyrme padrão.

Em ordem a se construir exemplos explícitos de Skyrmions BPS de carga topológica
arbitrária dentro do ansatz holomórfico, note primeiro que usando as coordenadas (3.43) a
variável complexa w pode ser escrita como

w = x2 + i x1

r − x3
= i cot

(
θ

2

)
ei ϕ. (3.57)

Note também que como a matriz h̃ dada em (3.47) é diagonal, ela é então formada somente
pelos autovalores da matriz h que pode ser obtida a partir de (3.42), (3.49) e (3.50).
Usando (3.26), (3.47), (3.42), (3.53) e introduzindo o Wronskiano como

W (q(w), p(w)) ≡ det
 q p

dwq dwp

 = q dwp− p dwq, (3.58)

onde dw = d
dw
, segue-se que a densidade de carga topológica Q e a matriz h̃ se tornam

respectivamente

Q = − 1
4 π2

∂rf sin2 (f/2)
r2

(1+ | w |2)2

(| p |2 + | q |2)2 | W (w) |2, (3.59)

h̃ = ∂rf

λ
diag.

(
1, 1, 4 sin2 (f/2)

r2 (∂rf)2
(1+ | w |2)2

(| p |2 + | q |2)2 | W (w) |2
)
. (3.60)

Note que se o Wronskiano (3.58) se anula para algum valor de w, o que devido à
(3.57) corresponde a uma direção angular (θ, ϕ), para qual a densidade de carga topológica
(3.59) e o autovalor h̃33 de (3.60) se anulam para todo valor de r. O mesmo vale para a
densidade de energia dentro do setor auto dual, pois esta é diretamente proporticonal à
| Q |. Como o Wroskiano tem grau polinômial igual ou inferior à (2n− 2) (ver seção (2.2)),
então para n ≥ 2, o que por consequência de (3.56) implica em | Q |≥ 2 | m |, segue-se que
caso o Wronskiano possua raízes então os Skyrmions auto duais não devem ter simetria
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radial. Em adição, usando (3.54), (3.56), e (3.59) a raíz do raio quadrático médio (raio
RMS) dos Skyrmion BPS dentro do ansatz holomórfico (3.45) pode ser introduzida como

√
〈r2〉 ≡

√∫
d3x r2Q
Q

=
√
−s

∫∞
0 dr r2 ∂rf sin2 (f/2)

πm
. (3.61)

Resulta de (3.61) que o raio RMS dentro do ansatz holomórfico (3.45) independe comple-
tamente da escolha do mapa racional u(w), o qual é função somente dos ângulos ϕ e θ
(ver (3.57)), sendo inclusive independente de seu grau topológico n.

Usando (3.57), considere agora uma função perfil com as condições de borda
definidas acima e a escolha particular p(w) = wn e q(w) = 1. Segue-se que ambas as
expressões (3.59) e (3.60) passam a depender apenas de r e | w |2= cot2

(
θ
2

)
e portanto têm

simetria axial. Em adição, para n > 1 o Wroskiano (3.58) é nulo somente para | w |= 0,
i.e. no eixo x3 das coordenadas (3.43). Em particular, para n = 1 (u = w) os Skyrmions
BPS têm simetria radial para todos os valores de Q, i.e. (3.59) e (3.60) são reduzidas a
funções radiais dadas respectivamente por

Qu=w = − 1
4 π2

∂rf sin2 (f/2)
r2 , h̃u=w = ∂rf

λ
diag.

(
1, 1, 4 sin2 (f/2)

r2 (∂rf)2

)
. (3.62)

Os Skyrmios BPS radiais são especialmente interessantes para futuras extensões da
teoria (2.31), pois são condizentes com as tentativas de se interpretar a densidade de carga
topológica como sendo, a menos de uma constante de proporcionalidade, a densidade de
matéria para núcleos pesados. Para explorar melhor as consequências da escolha u = w,
note primeiro que devido à (3.26) e (3.25) o sinal da densidade de carga topológica, em todas
as regiões espaciais onde Q 6= 0, é fixo e corresponde à sign (Q) = −sign (λ) = sign (Q).
Em adição, a partir de (3.62) se obtém que limε→0+ Q(ε) = −[∂rf(0)]3/ (16π2), e portanto
Q tende a se anular na origem se, e somente se ∂rf(0) = 0. Claramente, Q deve se anular
no infinito espacial para que a carga topológica convirja. Como f(r) é monotônica e tem
contradomínio [0, 2πm], então a densidade de carga topológica (3.62) irá se anular, para
r > 0 finito, nos (m− 1) raios rk definidos através de f(rk) = 2π k, ∀k ∈ {1, ..., m− 1},
se ∂rf(rk) não divergir. Portanto, se ∂rf for finito em todo espaço, então há m valores de
r, ou equivalentemente m cascas esféricas, onde a densidade de carga topológica (3.62)
se anula, incluso o infinito espacial. Contudo, pode ser possível que exista uma função
perfil na qual ∂rf(rk) divirja para todos os (m− 1) raios rk de modo a densidade de carga
topológica (3.62) não se anular para r finito.

Introduza a coordenada radial adimensional ζ (ver (2.32)) e o sistema de co-
ordenadas adimensionais definido em termos da coordenadas Cartesianas (3.43) como

ζ ≡| m0 e0 | r, yi ≡| m0 e0 | xi, i = 1, 2, 3. (3.63)
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Para se construir explicitamente Skyrmions auto duais exatos com simetria axial para
todos os valores possíveis de Q = smn, considere a configuração particular

f = 4m arctan
[(
a

ζ

)s]
, p(w) = wn, q(w) = 1, s = ±1, (3.64)

onde u(w) = wn e a é uma constante positiva adimensional e não depende das constantes
de acoplamento de teoria (2.31). Note que a partir de (2.48), (3.31) e (3.56) se obtém
s = −sign (λ) e portanto λ = −s | m0 e0 |. Para a configuração de campo (3.64) a
densidade de carga topológica (3.59) e h̃ dada por (3.60) se tornam respectivamente

Q = s 4mn2 | m0 e0 |3

a π2

sin2
(
2m arctan

[(
a
ζ

)s])
ζ2
(
1 + ζ2

a2

)
 cotn

(
θ
2

)
sin θ

(
1 + cot2n

(
θ
2

))
2

, (3.65)

h̃ = 4m
a
(
1 + ζ2

a2

) diag.
1, 1, n

2

m2

sin2
(
2m arctan

[(
a
ζ

)s])
ζ2

 a
(
1 + ζ2

a2

)
cotn

(
θ
2

)
sin θ

(
1 + cot2n

(
θ
2

))
2 .

Como Q é adimensional, a densidade de carga topológica (3.59) tem dimensão de
[comprimento]−3. Contudo, como a teoria (2.31) é invariante conforme em 3 dimensões
espaciais, sendo em particular invariante por dilatações, então os Skyrmions BPS não
possuem tamanho fixo. A título de exemplo, considere a configuração de campo particular
(3.64) com m = 1 e u(w) = w (n = 1). Consequentemente, a densidade de carga topológica
(3.65) se torna puramente radial e é dada por

Q = s
4 | m0 e0 |3

a3 π2
1(

1 + ζ2

a2

)3 . (3.66)

Usando (3.66) o raio RMS (3.61) dos Skyrmion BPS radiais se torna

√
〈r2〉 =

√
3 a

| m0 e0 |
. (3.67)

Note que o parâmetro a é totalmente arbitrário devido a invariância por dilatações espaciais
da teoria (2.31), o que também se extende para o raio RMS (3.67). Portanto, assim como
se esperava, os Skyrmions BPS dentro do ansatz holomórfico associados à configuração
(3.64) podem ser tão grandes ou pequenos quanto se queria. Em adição, note que o módulo
da densidade de carga topológica (3.66) é monotonicamente decrescente com ζ e seu valor
máximo é dado por | Q |M= | Q (ζ = 0) | = 4 | m0 e0 |3 /(a3 π2), o qual cresce inversamente
ao raio RMS (3.67) já que | Q (ζ = 0) |∝

(√
〈r2〉

)−3
. Portanto, quanto mais localizada

espacialmente for a função perfil (3.64) com m = 1, ou equivalentemente quando menor
for valor o raio RMS (3.67) ou o valor de a, maior será o valor máximo da densidade de
carga topológica (3.66).
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Três simples exemplos de isosuperfície de carga topológica para Skyrmions BPS
dentro do ansatz holomórfico podem ser vista na Figura 5. Nesta se utilizou as coordenadas
Cartesianas adimensionais (3.63), a função perfil f (ζ) dada em (3.64) com a = 1 e m = 1
e os seguintes mapas racionais u = w, w2, w

3−i
√

3w
i
√

3w2−1 , onde os dois últimos correspondem aos
dois mapas de menor grau topológico de (2.29). As figuras não estão em escala e os eixos
(y1, y2, y3) foram omitidos por simplicidade. Em adição, para cada configuração de campo
considerada com Q = 1, 2, 3 se normalizou a densidade de carga topológica (3.59) com seu
valor máximo QM , os quais correspondem respectivalmente à QM/ (4 | m0 e0 |3 /π2) =
1, 4, 9. Tais mapas racionais escolhidos são justamente os que formam uma densidade
de carga topológica (3.59) com a mesma simetria dos Skyrmions do modelo de Skyrme
padrão para o mesmo valor de Q. Isto explica a semelhança entre a Figura 5 e os três
Skyrmions de menor carga topológica vistos na Figura 2. Note também que a forma das
isosuperfícies de carga topológica pode depender significativamente do valor de Q, como
pode ser visto no Skyrmion BPS com Q = 2 e, mais claramente, na configuração de campo
com Q = 3 na Figura 5.
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Figura 5 - As isosuperfícies de carga topológica (3.59) normalizadas com seu valor máximo QM nas coor-
denadas Cartesianas adimensionais (3.63) para as configurações de campo f(ζ) = 4 arctan (1/ζ)
e, respectivamente da esquerda para a direita, para os mapas racionais u = w (Q = 1), u = w2

(Q = 2) e u = w3−i
√

3w
i
√

3w2−1 (Q = 3).

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.4 O ansatz toroidal

No Apêndice A.1 se demonstra, assim como feito no trabalho original,1 que as
equações de auto dualidade (3.31) são invariantes sobre transformações conformes na
subvariedade de três dimensões espaciais do espaço de Minkowski 3 + 1 dimensional.
Pode-se utilizar a combinações dessas simetrias externas com as simetrias internas do
espaço alvo, por transformações nos campos dadas em (2.38) e (2.39), para construir um
ansatz definido em termos de coordenadas toroidais.57,61 Em ordem a implementar esse
ansatz é conveniente utilizar a parametrização dos elementos do grupo SU(2) como

U =
 Z2 i Z1

i Z̄1 Z̄2

 , | Z1 |2 + | Z2 |2= 1. (3.68)
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Seleciona-se dois subgrupos U(1) que comutam entre si do grupo de simetria
SU(2)L ⊗ SU(2)R do espaço alvo, dadas em (2.38) e (2.39), como

U → ei α T3 U e−i α T3 , ou Z1 → ei α Z1 , Z2 → Z2, (3.69)

U → ei β T3 U ei β T3 , ou Z1 → Z1 , Z2 → ei β Z2. (3.70)

Seleciona-se também dois subgrupos U(1) do grupo conforme em três dimensões espaciais
que comutam entre si e que são definidos pelos campos vetoriais57,61

∂ϕ ≡ x2 ∂1 − x1 ∂2, (3.71)

∂ξ ≡
x3

a

(
x1 ∂1 + x2 ∂2

)
+ 1

2 a
(
a2 + x2

3 − x2
1 − x2

2

)
∂3, (3.72)

onde a é um parâmetro livre com dimensão de comprimento, e onde foram introduzidos
os ângulos ϕ e ξ tais que os campos vetoriais acima geram rotações sobre estas direções
angulares. As transformações (3.71) correspondem com as rotações no plano x1 x2, e (3.72)
com a combinação linear de uma transformação conforme especial e uma translação ao
longo da direção de x3. Acontece que ϕ e ξ correspondem de fato aos dois ângulos das
coordenadas toroidais em três dimensões definidas por

x1 = a

p

√
z cosϕ , p = 1−

√
1− z cos ξ,

x2 = a

p

√
z sinϕ , 0 ≤ z ≤ 1, (3.73)

x3 = a

p

√
1− z sin ξ , 0 ≤ ϕ , ξ ≤ 2 π,

onde a métrica Euclideana se torna

ds2 = a2

p2

[
dz2

4 z (1− z) + (1− z) dξ2 + z dϕ2
]
. (3.74)

Em ordem a construir um ansatz para U invariante sobre a ação conjunta dos
subgrupos U(1) (3.69) e (3.71), e também invariante sobre a ação conjunta dos subgrupos
(3.70) e (3.72), se pode tomar

Z1 =
√
F (z) ei nϕ , Z2 =

√
1− F (z) eim ξ , ∀m, n ∈ N∗, (3.75)

com 0 ≤ F ≤ 1. Isto é, neste ansatz a transformação (3.69) pode ser desfeita por uma
translação em ϕ. Combinando estas duas transformações Z1 e Z2 não mudam e então o
campo U permanece invariante. O mesmo pode ser realizado combinando a transformação
(3.70) e uma translação em ξ. A partir de (3.68) e (3.75) se obtém

Rz = i ∂zU U
† = F ′√

F (1− F )
[− cos (mξ + nϕ) T1 + sin (mξ + nϕ) T2] , (3.76)

Rξ = i ∂ξU U
† = −2m

[√
F (1− F ) [sin (mξ + nϕ) T1 + cos (mξ + nϕ) T2] + (1− F ) T3

]
,

Rϕ = i ∂ϕU U
† = 2n

[√
F (1− F ) [sin (mξ + nϕ) T1 + cos (mξ + nϕ) T2]− F T3

]
,
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onde F ′(z) = dF
dz
. Tais quantidades satisfazem as seguintes relações de comutação

[Rz , Rξ ] = −i m
n

F ′

F
Rϕ,

[Rϕ , Rz ] = −i n
m

F ′

(1− F ) Rξ, (3.77)

[Rξ , Rϕ ] = −i 4mn
F (1− F )

F ′
Rz.

As equações de auto dualidade (3.31) se tornam

λ
a

p
Rb
z hba = −2mn

1
F ′

F (1− F )
z (1− z) Ra

z ,

λ
a

p
Rb
ξ hba = −2 n

m
F ′

(1− z)
(1− F ) R

a
ξ , (3.78)

λ
a

p
Rb
ϕ hba = −2 m

n
F ′

z

F
Ra
ϕ.

As equações de auto dualidade (3.78) implicam que as três quantidades Ra
z , Ra

ξ e
Ra
ϕ, são os autovetores da matriz h. Como os autovetores e autovalores são conhecidos,

pode-se reconstruir a matriz h a partir de

h = M h(diag.) MT , M MT = 1l, (3.79)

com

h(diag.) = −2
λ

p

a
diag.

(
mn

1
F ′

F (1− F )
z (1− z) ,

n

m
F ′

(1− z)
(1− F ) ,

m

n
F ′

z

F

)
(3.80)

e

M =


cos (mξ + nϕ)

√
F sin (mξ + nϕ)

√
1− F sin (mξ + nϕ)

− sin (mξ + nϕ)
√
F cos (mξ + nϕ)

√
1− F cos (mξ + nϕ)

0
√

1− F −
√
F

 . (3.81)

Sendo assim
deth = deth(diag.) = −mn

[2
λ

p

a

]3
F ′. (3.82)

Em consequência de (3.26) e (3.82) a carga topológica associada a estas configura-
ções auto duais é

Q = mn [F (1)− F (0)] , (3.83)

onde foi utilizado o fato de que o elemento de volume é d3x = 1
2
a3

p3 dz dξ dϕ (veja (3.74)).
Escolhendo as condições de borda como F (0) = 0 e F (1) = 1 ou escolhendo F (0) = 1
e F (1) = 0, obtêm-se respectivemente de (3.83) que Q = mn ou Q = −mn. Ambas as
expressões de Q e as condições de borda da função perfil podem ser escritas respectivamente
como

Q = smn, F (0) = 1− s
2 , F (1) = 1 + s

2 , s ≡ ±1. (3.84)
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A expressão (3.84) é similar à expressão (3.56), apesar de em (3.84) m e n serem números
inteiros e não números naturais como em (3.56). Portanto, de modo similar ao resultado
que se seguiu da expressão (3.56), conclui-se de (3.84) que o número de possibilidades de
se gerar Skyrmions auto duais dentro do ansatz toroidal (3.75), para cada função perfil
e cada valor de Q, é igual ao número de possibilidades distintas de um de se escrever Q
como o produto de dois números inteiros.

Note que as equações de autodualidade não determinam a função perfil F (z).
Contudo, para que a matriz h seja inversível é necessário que ambos m,n 6= 0 e F ′ 6= 0.
Em adição, como os autovalores ϕa devem ser positivos a relação (3.82) implica que

sign (λmnF ′) = −1. (3.85)

Consequentemente, F deve ser uma função monotônica em z, sendo crescente para λmn <

0 e decrescente para λmn > 0. Tal relação é semelhante a equação (3.48) obtida para o
ansatz holomórfico construído na seção 3.3.

A matriz τ definida em (3.10) escrita em termos da parametrização (3.68), dentro
do ansatz toroidal (3.75), é dada por

τab = p2

a2

[
4 z (1− z) Ra

z R
b
z + 1

1− z R
a
ξ R

b
ξ + 1

z
Ra
φR

b
φ

]
, (3.86)

onde se usou (3.76). Portanto, pode-se escrever τ como

τ = M τDM
T , (3.87)

onde M é dada por (3.81) e

τD = 4 p
2

a2 diag.
(
F ′

2 z (1− z)
F (1− F ) , m

2 (1− F )
(1− z) , n

2 F

z

)
≡ diag. (ω1 , ω2 , ω3) . (3.88)

A partir de (3.79) e (3.87) pode-se ver que as matrizes h e τ são de fato diagonalizadas
pela mesma matriz ortogonal M , dada em (3.81), o que é compatível com (3.15). Em
adição, comparando (3.80) e (3.88) se observa que os autovalores de h e τ satisfazem as
relações (3.16).

Em ordem a se construir explicitamente Skyrmions autoduais dentro do ansatz
toroidal, primeiro note que a partir de (3.73), para p 6= 0, ou equivalentemente (z, ξ) 6=
(0, 0), (0, 2π), pode se reescrever r2 como

r2 ≡
3∑
i=1

(xi)2 = a2

p2

[
z + (1− z) sin2 ξ

]
= a2

p

[
1 +
√

1− z cos ξ
]

= a2 2− p
p

. (3.89)

Portanto, pode-se reescrever p como uma função radial dada por

p = 2 a2

r2 + a2 = 2
1 + r2

a2

. (3.90)
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Usando (3.26), (3.82) e (3.90) a densidade de carga topológica Q se torna

Q = mn

2 π2

(
p

a

)3
F ′ = mn

π2 a3
4F ′(z)(
1 + r2

a2

)3 . (3.91)

Como consequência de (3.90) e já que coordenada z = 4a2(x2
1+x2

2)
(a2+x2

1+x2
2+x2

3)2 é invariante
sobre rotação no plano x1 x2, segue-se que para qualquer F (z) monotônico com as condições
de borda discutidas acima, ambos h(diag.) e Q, dados respectivamente em (3.82) e (3.80),
têm simetria axial. Tal simetria pode ser vista nos três exemplos de Skyrmions auto duais
toroidais vistos na Figura 6, na qual a densidade de carga topológica (3.91) foi escrita em
termos das coordenadas Cartesianas adimensionais (3.63), e se escolheu a função perfil
F (z) = m2 z/ (m2z + n2(1− z)) e a ≡| m0 e0 |−1, i.e.

Q = 4m3 n3 | m0 e0 |3 (1 + y2
1 + y2

2 + y3
3)

π2
[
4m2 (y2

1 + y2
2) + n2

(
(−1 + y2

1 + y2
2)2 + 2 (1 + y2

1 + y2
2) y2

3 + y4
3

)]2 . (3.92)

Em adição, para cada par (m, n) = (1, 1) , (1, 2) , (2, 1), com as cargas topológicas repecti-
vas Q = 1, 2, 2, se normalizou a densidade de carga topológica (3.92) com seu valor máximo
QM , os quais correspondem respectivalmente à QM/ (4 | m0 e0 |3 /π2) = 1, 1, 38627, 8.
Como pode ser visto claramente a partir do Skyrmion BPS toroidal correspondente à
(m, n) = (1, 2) na Figura 6, assim como os Skyrmions BPS holomórficos vistos na seção
seção 3.3, a forma das isosuperfícies de carga topológica toroidais (3.92) podem depender
significativamente do valor de Q.
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Figura 6 - As isosuperfícies da densidade de carga topológica (3.92) normalizada com seu máximo valor
QM nas coordenadas Cartesianas adimensionais (3.63) para, da esquerda para a direita,
(m, n) = (1, 1) , (1, 2) , (2, 1).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como a coordenadas z definida em (3.73) não tem simetria radial, então a densidade
de carga topológica (3.91), a qual é o produto de uma função radial com uma função de
z, possui simetria radial se, e somente se, F ′(z) = α, com α sendo uma constante real.
Escrevendo tal relação como dF = α dz e integrando de z = 0 até z = 1 se obtém que
α = F (1)− F (0). Segue-se que a intregral indefinida leva à F (z) = (F (1)− F (0)) z + c,
com c sendo uma constante real e, tomando z = 0, segue-se também que c = F (0). Por
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outro lado, as condições de borda da função perfil já foram fixas por (3.84) e conclui-se
que (3.91) é radial se, e somente se, F (z) = s z + (1− s)/2, i.e. F = z ou F = 1− z com a
carga topológica sendo dada por (3.84). Para tais configurações de campo a densidade de
carga topológica, obtida a partir de (3.26) e (3.82), se reduz à

Q = s
mn

π2 a3
4(

1 + r2

a2

)3 . (3.93)

Note que (3.93) é equivalente à expressão (3.66) para m = n = 1. Em adição, para
(3.93) a quantidade | Q | é monotonicamente decrescente em r e se anula somente no
infinito espacial. Portanto, tais Skyrmions BPS obtidos dentro do ansatz toroidal, com
densidade de carga topológica dada por (3.93), são exemplos exatos de soluções estáticas
bem comportadas e puramente radiais que podem ser construídas para todo valor de Q
inteiro.
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4 O MODELO DE SKYRME FALSO VÁCUO E SUA APLICAÇÃO PARA A FÍ-
SICA NUCLEAR

A contribuição dominante para a energia de um núcleo provém da massa dos
núcleons. Por outro lado, para um vasto número de núcleos a energia de ligação é apenas
cerca de 1% da massa do núcleo. Uma abordagem interessante para a construção de
teorias semelhantes ao modelo de Skyrme que possam vir a capturar essas propriedades é
a extensão de teorias cuja cota BPS seja atingível para todo valor da carga de Skyrme
(Q). Neste capítulo se construirá o modelo de Skyrme Falso Vácuo definido como a soma
de duas energias estáticas E1 e E2, com E1 correspondendo à energia estática (3.7) do
modelo de Skyrme BPS (2.31). O termo E2 introduz um termo cinético e potencial para
a densidade bariônica, identificada com a densidade da carga de Skyrme Q, além de
um termo topológico para os campos U o qual reproduz aproximadamente a interação
Coulombiana. Portanto, E2 é inteiramente definido em termos do campo de Skyrme (U).

O modelo de Skyrme BPS (2.31) é particularmente interessante para ser estendido,
pois como se demonstrou no Capítulo 3 as equações de Euler-Lagrange para os campo h são
equivalentes as equações de autodualidade (3.31). Resulta que o setor estático é equivalente
ao setor auto dual, onde as três componentes dos campos U ∈ SU(2) são totalmente livres,
enquanto as seis componentes de h são totalmente determinadas em termos dos campos
U através de (3.18). Isto significa que a introdução do termo E2 preserva as equações de
Euler-Lagrange associadas aos campos h, e portanto pode vir a determinar o campo de
Skyrme sem violar as equações de autodualidade (3.31), i.e. sem tirar os campos h de sua
configuração auto dual (3.18). Consequentemente, as equações de Euler-Lagrange para os
campos U associadas ao termo E1 são automaticamente satisfeitas e somente o termo E2

é capaz de determinar os campos de Skyrme.

Usando (3.18) a densidade de energia do termo E1 se torna E1 = 48 π2 m0
e0
| Q |,

e portanto toda densidade de energia do modelo fica definida em termos da densidade
bariônica, a menos do termo topológico. Fazendo uma analogia entre a densidade bariônica
e a densidade de um fluído, similar ao feito no modelo da gota líquida,36 pode-se dizer que
dentro do setor estático o modelo de Skyrme Falso Vácuo se comporta como um fluído
autointeragente com interação Coulombiana. A dinâmica de tal fluído fica determinada
apenas pelo termo E2 responsável por fixar os campos de Skyrme, o que também fixa
Q. Será demonstrado que estas três equações estáticas de Euler-Lagrange associadas aos
campos U podem ser reduzidas a uma única equação diferencial de segunda ordem para
uma fração de potência ψ da a densidade bariônica, a qual recai no problema do falso
vácuo de S. Coleman.9–11 Consequentemente, as soluções topológicas de menor energia
estática, para cada valor de Q, possuem uma densidade bariônica com simetria radial.
Esta estrutura do modelo de Skyrme Falso Vácuo pode descrever acuradamente algumas



68

propriedades da matéria nuclear, como a energia de ligação e o raio RMS para um vasta
quantidade de núcleos.

4.1 O modelo de Skyme Falso Vácuo

O modelo de Skyrme Falso Vácuo é definido em termos de duas energias estáticas.
A primeira parte E1 corresponde à energia estática do modelo de Skyrme BPS (2.31),
introduzido propriamente na seção 2.3, a qual além dos campos quirais usuais U ∈ SU(2),
possui também seis campos escalares contidos nas entradas da matriz real, simétrica,
positiva e invertível h, i.e.

E1 ≡
∫
d3x

[
m2

0
2 habR

a
i R

b
i + 1

4 e2
0
h−1
ab H

a
ij H

b
ij

]
, (4.1)

com m0 e e0 sendo constantes de acoplamento com as respectivas dimensões [m0] =√
[energia]/[comprimento] e [e0] = 1/

√
[energia][comprimento]. Em adição, definiu-se em

(2.37) as quantidades Ra
µ = i T̂r

(
∂µU U

† Ta
)
e Ha

µν = εabcR
b
µR

c
ν , onde Ta, com a = 1, 2, 3,

são os geradores da álgebra de Lie do grupo SU(2) satisfazendo [ Ta , Tb ] = i εabc Tc, e
T̂r (Ta Tb) = δab. Neste capítulo, se assumirá que ambas m0 e e0 são positivas e portanto
as equações de autodualidade (3.31) são dadas por

λhabR
b
i = 1

2 εijkH
a
jk, com λ = ±m0 e0. (4.2)

O sinal de λ caracteriza o setor dual (λ < 0 eQ > 0) e o setor anti-auto dual (λ > 0 eQ < 0)
da teoria (4.1). Além disso, as soluções de (4.2) saturam a cota de Faddeev-Bogomolny
(2.44) para sua energia estática a qual, usando (2.41), se torna

E1 = 48π2 m0

e0
| Q |, com Q = i

48π2

∫
d3x εijk T̂r (RiRj Rk) , (4.3)

onde Ri = Ra
i Ta.

Uma maneira de se estender a teoria (4.1) é adicionar a energia estática E2 que
dependa somente dos campos U , e portanto as equações de Euler-Lagrange estáticas
associadas aos campos h permanecem as mesmas do modelo de Skyrme BPS (2.31).
Consequentemente, tais equações são automaticamente satisfeitas pelas soluções (3.18)
das equações de autodualidade (4.2), onde os campos h são inteiramente determinados
em termos dos campos SU(2) pela relação h =

√
det τ
m0 e0

τ−1, com τab = Ra
i R

b
i . Note a partir

desta última equação que só há seis equações de autodualidade independentes as quais
são de fato equivalente as seis equações de Euler-Lagrange estáticas para os campos h
associadas à E1 (ver seção 3.2). Considere então o modelo de Skyrme BPS estendido
definido pela energia estática total

E = E1 + E2, (4.4)
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com E1 sendo dado por (4.1) e E2 sendo um funcional dos campos U e suas derivadas.
A parte das equações de Euler-Lagrange associadas aos campos U que provém do termo
E1 também são automaticamente satisfeitas pelas soluções auto duais (3.18). Portanto,
o termo E1 não influencia na determinação dos campos SU(2) nem contribuirá para a
energia de ligação por núcleon associada à energia (4.4) e definida por

EB = E (Q = 1)− E (Q)
| Q |

= E2 (Q = 1)− E2 (Q)
| Q |

, (4.5)

onde se usou (4.3). É notável que a extensão feita por E2 pode quebrar a simetria conforme
em três dimensões espaciais da teoria (4.1), mas preserva as equações de Euler-Lagrange
associadas aos campos h.

Para que a teoria (4.4) seja análoga a uma teoria de fluído, i.e. para que suas
soluções estáticas sejam definidas somente em termos da densidade bariônica, assim como
o termo E1 dado (4.3), pode-se considerar E2 como uma função da densidade de carga
topológica Q e suas derivadas espaciais, a menos de um termo topológico. Para tal,
considere E2 como função da quantidade ψ, a qual por sua vez é diretamente proporcional
a uma fração de potência de Q, i.e.

ψs ≡ −4 π2

λ3 Q = − i

12λ3 εijk T̂r (RiRj Rk) , (4.6)

com s sendo um parâmetro real e positivo e onde se usou (4.3). Devido a (2.48) e (4.2) o
parâmetro λ satisfaz sign (λQ) = −1 e tem dimensão de [λ] = [m0 e0] = [comprimento]−1.
Portanto, a introdução de λ em (4.6) faz com que ψ seja adimensional e positivo. Usando
(3.25), (4.2) e (4.6) se obtêm que as equações de autodualidade implicam que det h = 4ψs,
e então a positividade de ψ se segue do fato que os autovalores de h são positivos.

Considere o termo E2 da energia estática (4.4) definido como

E2 =
∫
d3x

[
µ2

0
2 (∂iψ)2 + V (ψ) +G (U) ψs

]
, (4.7)

onde G (U) é um funcional dos campos U , mas não de suas derivadas, e µ0 é uma constante
de acoplamento positiva de dimensão [µ0] =

√
[energia] / [comprimento]. Note que o termo

em (4.7) cujo integrando é G (U) é topológico, i.e. é invariante sobre transformações suaves
nos campos U . Este termo difere da carga topológica Q dada em (4.3), pois G atua como
uma deformação no espaço alvo e pode quebrar a simetria SU(2)L ⊗ SU(2)R da teoria
(4.1). Já que ψ depende apenas das primeiras derivadas dos campos U , segue-se o termo
de mais alta ordem nas derivadas espaciais de U contido por E2 é de segunda ordem.
Introduzindo as coordenadas Darboux do grupo SU(2) onde tais elementos são escritos
em termos de três campos escalares reais F , θ1 e θ2, definidos sobre R3, como

U =
 √1− F ei θ2 i

√
F ei θ1

−i
√
F ei θ1

√
1− F e−i θ2

 , 0 ≤ F ≤ 1, 0 ≤ θa ≤ 2π, a = 1, 2 (4.8)
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e usando também (2.37) e (4.6) se obtêm

ψs = 1
λ3 εijk ∂iF ∂jθ1 ∂kθ2. (4.9)

Variando (4.7) com respeito à ψ obtém-se

δψ E2 =
∫
d3x

[
−µ2

0 ∂
2ψ + δ V (ψ)

δ ψ

]
δ ψ, (4.10)

onde o termo de superfície foi desprezado. Portanto, usando δψ = δψs

sψs−1 , (4.9) e (4.10) a
variação de (4.7) com respeito ao campo F é dada por

δF E2 = 1
λ3

∫
d3x δF εijk ∂jθ1 ∂kθ2 ∂i

[
1

s ψs−1

(
µ2

0 ∂
2ψ − δ V (ψ)

δ ψ

)]
, (4.11)

onde se usou também εijk∂i∂jθa = 0 e o termo de superfície foi desprezado. As variações
de (4.7) com respeito aos campos θ1 e θ2 são similares à (4.11) e então estas se anulam
para

εijk ∂jθ1 ∂kθ2 ∂i

[
1

s ψs−1

(
µ2

0 ∂
2ψ − δ V (ψ)

δ ψ

)]
= 0,

εijk ∂iF ∂kθ2 ∂j

[
1

s ψs−1

(
µ2

0 ∂
2ψ − δ V (ψ)

δ ψ

)]
= 0, (4.12)

εijk ∂iF ∂jθ1 ∂k

[
1

s ψs−1

(
µ2

0 ∂
2ψ − δ V (ψ)

δ ψ

)]
= 0.

Segue-se de (4.12) que as três equações de Euler-Lagrange associadas aos campos U são
equivalentes à uma única equação diferencial de segunda ordem em ψ dada por

µ2
0 ∂

2ψ − δ Vef.
δ ψ

= 0, Vef. ≡ V − c ψs, (4.13)

onde c é uma constante de integração que aparece da integração de qualquer uma das
equações (4.12) que levam à (4.13). Claramente, se ψ for tomado como um grau de
liberdade fundamental, ao invés de (4.13) provir das equações de Euler-Lagrange de (4.7)
associadas aos campos U , a equação (4.13) corresponde com a equaçõe de Euler-Lagrange
associada ao campo ψ que extremiza o funcional

Eef. =
∫
d3x

[
µ2

0
2 (∂iψ)2 + V (ψ)− c ψs

]
. (4.14)

A equação (4.13) é a única que precisa ser resolvida para se construir os Skyrmions
da teoria (4.4), e para cada escolha de c tal que Vef. seja um potencial admissível9–11 esta
possui ao menos uma solução. Por outro lado, usando (4.6) as soluções de (4.13) aceitáveis
são aquelas onde a carga topológica

Q = − λ3

4 π2

∫
d3xψs (4.15)
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é um número inteiro. Caso contrário, não seria possível de se integrar (4.6) para a partir
da expresão de ψ se obter os campos de Skyrme U com as condições de borda apropriadas.
Em adição, o parâmetro c atua como uma constante de acoplamento que pode correr com
outros parâmetos do modelo, como a energia total ou, como será assumido neste capítulo,
a carga topológica. Note que variando c se muda a solução de (4.13) e consequentemente
o valor da carga topológica (4.15). Contudo, já que Q é um conjunto discreto de números
inteiros, então os valores c associados a tal conjunto através das equações (4.6) e (4.15)
formam uma sequência discreta de números reais.

A densidade de carga bariônica deve ir a zero no infinito espacial para que (4.15)
seja finito, i.e. Q → 0 e ψ → 0 quando r →∞. Logo, ψ = 0 deve ser um extremo de Vef..
Em ordem a se obter Eef. finito é necessário também que o potencial V seja construído de
tal formal que Vef. (0) = 0. Então, ψ = 0 deve ser um mínimo local de Vef..

As soluções de (4.13) devem ser estáveis sobre o argumento de escala de Derrick.10,12

De fato, escreva (4.14) como Eef. = T + Uef., com T ≡
∫
d3x

µ2
0

2 (∂iψ)2 e Uef. ≡
∫
d3xVef.

sendo respectivamente a energia cinética e energia potencial efetiva de (4.14). Definindo
a transformação de escala ψα (x) = ψ (x/α), com α > 0, tais energias se transformam
como T → αT e Uef. → α3 Uef.. Qualquer solução de (4.13) torna Eef. estacionária, e então
(4.14) deve ser estacionária sob transformações de escala quando se impõe (4.13). Logo,
segue-se do argumento de Derrick que

T + 3Uef. = 0, e então Eef. = 2
3 T. (4.16)

Portanto, Eef. é positivo e Uef. é negativo quando tais funcionais são calculados para as
soluções topológicas não triviais (ψ não identicamente nulo em todo espaço) de (4.13).
Conclui-se que Vef. deve ser negativo em alguma região do espaço alvo de ψ e consequente-
mente se é levado espontâneamente ao problema do falso vácuo de S. Coleman.9–11

Para um dado potencial V as soluções de (4.13) são funções da constante de
integração c, e então da carga topológica Q. Usando (4.16) se pode demonstrar que a energia
de ligação por núcleon (4.5) satisfaz ∂|Q|EB = (2/3) T/Q2 −

[
| Q | ∂|Q|QG −QG

]
/Q2,

onde QG ≡
∫
d3xG (U) ψs, e em adição T/Q2 < (12π2/m3

0 e
3
0) c/ | Q | (ver Apêndice

B.1). Portanto, se c é uma função monotonicamente decrescente em | Q |, o que pode
ser averiguado para muitos potenciais V , então a quantidade positiva T/Q2 tende a zero
quando | Q | tende a infinito. Logo, para QG = 0 a energia de ligação por núcleon é
monotonicamente crescente e satura quando | Q | tende ao infinito. Para os núcleos pesados
o número de prótons e nêutrons não diferem drasticamente, e portanto a carga elétrica deve
ser aproximadamente proporcional à | Q |. É esperado que a energia de ligação por núcleon
decresça para núcleos pesados devido a energia de interação Coulombiana e, para reproduzir
tal comportamento aproximadamente, seria conveniente escolher o funcional G (U) tal que
QG seja positivo e proporcional à Q2. Consequentemente, ∂QEB = (2/3) T/Q2 − const., e
então a partir de algum valor de | Q | a constante se torna maior do que a quantidade T/Q2,
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i.e. EB se tornará decrescente com | Q |. Em especial, tal decrescimento é aproximadamente
linear para | Q |→ ∞. Logo, se c é uma função monotonicamente decrescente com | Q |,
a dinâmica da teoria (4.4) reproduz de maneira robusta o comportamento principal da
energia de ligação por núcleon experimental.

A equação (4.13) possui ao menos uma solução monotônica e esfericamente simétrica
ψs a qual se anula no infinito espacial, além da solução trivial ψ = 0.10 Em adição, tal
solução tem energia efetiva Eef. (ψc) menor ou igual a qualquer outra solução que também
se anule no infino espacial. Devido à (4.6), tais soluções ψs têm associada uma densidade
de carga topológica que também se anula somente no infinito espacial, possuem simetria
radial e seu módulo é monotonicamente decrescente. Em adição, o potencial efetivo Vef.
deve ser um potencial adimissível,10 i.e. deve satisfazer as seguintes propriedades: i) Vef. (ψ)
é continuamente diferenciável para todo ψ; ii) Vef. (0) = ∂ψVef. (0) = 0; iii) Vef. (ψ) é
negativo em alguma região de seu domínio; iv) Existe números positivos a, b, α, β tais
que α < β < N/(N − 2) e Vef. ≥ aψα − b ψβ para todo ψ ≥ 0, com N sendo o número de
dimensões espaciais, e portanto N = 3.

Note que E2 e Eef. diferem por um termo topológico
∫
d3x (G− c) ψs, o qual é

constante dentro de uma classe de homotopia. Logo, o mínimo de E2 para dado valor
de carga de Skyrme Q corresponde com o mínimo de Eef. para o mesmo valor de Q.
Consequentemente, os mínimos de E2 correspondem também à soluções monotônicas
esfericamente simétricas. Considere a parametrização dos campos U em termos da função
perfil f e um campo escalar complexo u, junto de seu complexo conjugado ū, dada por
(2.52) e o sistema de coordenadas (3.43). Para obter tais soluções onde a quantidade ψ,
ou equivalentemente a densidade de carga topológica, tem simetria radial pode-se utilizar
o ansatz holomórfico (2.59) para os campos U com u(w) = w. De fato, o ansatz (2.59)
junto as equações de autodualidade (4.2) implicam que Q e os autovalores de h, dados
em (3.62), têm simetria radial (ver seção 3.3). Em adição, a matriz que diagonaliza h
é dada pela representação adjunta (tripleto) do grupo V = W † ei f T3/2, ou seja d (V ) =
d
(
W †

)
d
(
ei f T3/2

)
, onde utilizou-se (2.40), (2.52), (3.10) e (3.18) e as matrizes d

(
W †

)
e

d
(
ei f T3/2

)
são dadas respectivamente pelas equações (3.49) e (3.50) restritas à u = w.

Como o mapa entre 2-esferas u tem grau topológico n = 1, segue-se que a carga
topológica (3.56) é reduzida à Q = s̄ m, onde m é um número natural e s̄ = 1 para as
condições de borda f (0) = 2mπ e f (∞) = 0 e s̄ = −1 para f (0) = 0 e f (∞) = 2mπ.
Note que usando adicionalmente (3.48) e f ′ = df

dr
se obtêm s̄ = sign (Q) = −sign (λ) =

−sign (f ′) e o sinal de f ′ é fixo em todo espaço. Usando (3.62), (3.42) e a positividade dos
autovalores de h, segue-se que a função perfil f(r) deve ser monotonicamente decrescente
no setor autodual (λ < 0 e Q > 0) e monotonicamente crescente no setor anti-auto dual
(λ > 0 e Q < 0). Para se interpretar Q como sendo exatamente o número de núcleons irá
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se considerar neste capítulo o setor dual, i.e.

λ = −m0 e0 < 0 ⇒ Q > 0 e f(0) = 2 π Q, f(∞) = 0. (4.17)

Como se verá posteriormente, pode-se encontrar as soluções ψsol. de (4.13) numericamente
e então se obter as cargas topológicas sem a necessidade de integrar (4.6) para se obter a
função perfil. Em adição, a partir de (4.6), ou equivalentemente de det h = 4ψs, e (3.62)
se obtêm

ψs = − (m0 e0)−3 1
2 r2

d

d r
[f − sin f ] . (4.18)

Como afirmado acima, as soluções ψ da equação (4.13) são, além de não negativas e
radiais, monotonicamente decrescentes e se anulam somente no infinito espacial, o que tam-
bém se estende para Q devido à (4.6) e em adição se tem sign (Q) = −sign (λ) > 0. Apesar
de Q ser indefinido na origem devido ao fator r−2 em (3.62), seu limite limr→0+ Q (r) ∝
(f ′(0))3 não pode se anular para soluções topológicas de (4.13) não triviais e consequen-
temente f ′(0) 6= 0. Contudo, decorre do ansatz holomórfico para os campos U e da
escoha u = w que se f ′(r) for finito para todo valor de r, então segue-se que Q se anula
para m valores distintos do raio r > 0 (ver seção 3.3). Um destes raios corresponde ao
infinito espacial e os demais correspondem aos valores rk do raio tais que f (rk) = 2π k,
∀k ∈ {1, ..., m − 1}. Portanto, as soluções de (4.13) que se anulam somente no infinito
espacial devem ter associadas uma função perfil f tal que sua derivada primeira divirja
negativamente para tais (m− 1) valores de r.

Considere o seguinte potencial admissível

Vef. = V − c ψs = β2
2 ψ

2 − c ψs + β2
κ ψ

κ, 6 > s > 2, κ > 2, (4.19)

o qual define também o potêncial físico original da teoria (4.4) como V = β2
2 ψ

2 +
β2
κ ψ

κ, onde as constantes de acoplamento β2 e βk têm dimensão de [β2] = [βk] =√
[energia] / [comprimento]3. Note que para qualquer configuração de ψ constante ψ =

α > 0, com α sendo qualquer valor de ψ na região em que Vef. é negativo, a energia efetiva
(4.14) diverge negativamente já que Uef. ≡

∫
d3xVef. → −∞. Contudo, para tais soluções a

energia física (4.4) diverge positivamente, pois U ≡
∫
d3xV → +∞. Em adição, se G(U)

é não negativo em todo seu domínio, então a densidade de energia do modelo original (4.4)
é não negativa para todos os campos U e h, apesar da densidade de energia efetiva de
(4.14) não o ser.

Para analisar melhor o papel dos parâmetros do modelo, defina as quantidades
adimensionais

ζ =
(
β2

µ0

)
r, ψ̂ =

(
β2
κ

β2
2

) 1
(κ−2)

ψ, γ =
(
c

β2
2

) (
β2

2
β2
κ

) s−2
κ−2

. (4.20)
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Usando (4.20) segue-se que (4.13) e (4.15) são reduzidos respectivamente à

d2 ψ̂

d ζ2 + 2
ζ

d ψ̂

d ζ
− δV̂ef.

δψ̂
= 0, V̂ef. = V̂ − γ ψ̂s = ψ̂2 − γ ψ̂s + ψ̂κ, (4.21)

Q =
(
µ0

β2

)3

ϑ I (γ , s , κ) , (4.22)

com ϑ = (m0 e0)3 (β2
2/β

2
κ)

s
(κ−2) e I = 1

π

∫∞
0 dζ ζ2 ψ̂s. Portanto, o raio RMS da carga

bariônica é dado, assim como definido em (3.61), por

√
〈r2〉 ≡

√∫
d3x r2 ψs∫
d3xψs

= µ0

β2
Λ (γ , s , κ) , Λ (γ , s , κ) ≡

√√√√J (γ , s , κ)
I (γ , s , κ) , (4.23)

com J = 1
π

∫∞
0 dζ ζ4 ψ̂s. As soluções consideradas de (4.21), chamadas de soluções de salto,9

satisfazem ψ̂′ (0) = 0 e ψ̂ (∞) = ψ̂′ (∞) = 0, onde ψ̂′(ζ) ≡ dψ̂(ζ)
dζ

. A princípio, dados os
valores de κ e s, pode-se variar o parâmetro γ ∝ c, o qual tem sido tratado como uma
constante de integração arbitrária, até se obter uma solução para qualquer valor de carga
bariônica. Note que a razão µ0/β2 dá somente a escala do raio RMS (4.23) enquanto seu
formato é dado somente por Λ (s, κ, γ).

O potencial V̂ef. definido em (4.19) se torna degenerado, e portanto não negativo,
para um único valor da constante de integração γc para cada valor de s e κ. Para tal
potencial efetivo degenerado os vácuos correspondem à ψ̂ = 0 e ψ̂ = ψ̂c (s, κ), onde o valor
de γc e ψ̂c, obtidos resolvendo-se V̂ef. = δV̂ef.

δψ
= 0, são dados por

γc (s, κ) =
(
κ− 2
κ− s

) (
κ− s
s− 2

) s−2
κ−2

, ψ̂c (s, κ) =
(
s− 2
κ− s

) 1
κ−2

. (4.24)

Resulta que V̂ef. é um potencial admissível se, e somente se γ > γc (s, κ).

Pode-se fixar relações entre as constantes de acoplamento e toda sequência discreta
de valores de γ correspondentes a cada valor inteiro de Q a partir da física nuclear. Uma
possibilidade é escolher algum núcleo de referência que identificará dado valor referência
de raio RMS

√
〈r2〉

ref.
com certo valor referêncial de carga bariônica Qref.. Por exemplo,

poderia se escolher o núcleo estável 56Fe (o qual possui a maior energia de ligação por
núcleon) como núcleo de referência, onde Qref. = 56 e

√
〈r2〉

ref.
= 3, 7377 fm corresponde

ao seu valor experimental do raio RMS.62 O valor de µ0/β2 pode ser determinado de certa
propriedade de decaimento da densidade de matéria para núcleos pesados, mas por hora
considere somente que esta escala do raio é conhecida. Então, para cada par de valores de
s e κ fixos se pode obter o valor de γ correspondente com

√
〈r2〉

ref.
, o qual será denotado

por γref., resolvendo sucessivamente (4.21) até que (4.23) seja satisfeita. Contudo, uma vez
determinado o valor de γref. a relação (4.22) fixa o valor de ϑ por

ϑ =
(
µ0

β2

)−3
Qref.

Iref.
, (4.25)
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com Iref. ≡ I (γref., s, κ). Segue-se que todos os outros valores de γ são fixos através da
relação (4.22), a qual pode ser reescrita como

Q = Qref.

Iref. (γref., s, κ) I (γ, s, κ) . (4.26)

Em adição, a densidade de carga topológica dada em (4.6) se torna totalmente determinada
para todos os valores de Q por

Q = ϑ

4π2 ψ̂
s

(
ζ =

(
β2

µ0

)
r

)
. (4.27)

Seria notável que a teoria (4.4) reproduzisse os valores dos raios RMS experimentais
bem como o comportamento aproximado da densidade bariônica, ao menos para núcleos
pesados, somente através da utilização de dois parâmetros vindos diretamente da física
nuclear para se determinar a escala espacial do modelo (β2/µ0) e o valor de γref.. De fato,
se demonstrará abaixo que isso é possível, mas ainda será necessário se determinar mais
três relações entre as constantes de acoplamento para poder se calcular a energia de ligação
por núcleon.

Em ordem a se analisar a energia de ligação, introduza a função g ≡ (f − sin f)
definida apenas em termos da função perfil, a qual é por construção um funcional de TrU .
Tomando G (U), introduzido em (4.7), como um funcional de g segue-se que a simetria
SU(2)L ⊗ SU(2)R de (4.1) é quebrada em seu subgrupo diagonal SU(2). Em, adição,
usando (4.18) se obtém QG =

∫
d3xGψs = −2π [F (g (∞))− F (g (0))] / (m0 e0)3, com

dF
d g

= G. A partir das condições de borda de f dadas em (4.17) se observa que QG é uma
função de Q. Apesar de outras escolhas de G (g) poderem vir a ter interessantes aplicações
físicas, considere a partir de agora G sendo dado por qualquer uma entre as seguintes
expressões, que dão exatamente a mesma contribuição para QG, dadas por

G = β2
G

2π g = β2
G

2π (f − sin f) , ou G = β2
G

2 π f, (4.28)

as quais são não negativas por definição. Consequentemente, a densidade da energia total
de (4.4) também é não negativa para toda função perfil e todo valor de r. Logo, a partir
de (4.7) se obtém

E2 = σ2

ϑ (µ0

β2

)3

E + σG
2 | Q |

2

 , (4.29)

onde σ2 = 4π2 β2
2

m3
0 e

3
0

(
β2
κ

β2
2

) s−2
κ−2 , σG = β2

G

β2
2

(
β2

2
β2
κ

) s−2
κ−2 e E = 1

π

∫∞
0 dζ ζ2

[
(ψ̂′)2

2 + ψ̂2 + ψ̂κ
]
. Portanto,

a energia de ligação por núcleon (4.5) se torna

EB = σ2

ϑ(µ0

β2

)3 (
EQ=1 −

E
| Q |

)
+ σG

2 (1− | Q |)
 . (4.30)
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Como ϑ, µ0/β2 e EQ=1 já são fixos a partir da determinação do raio RMS, pode-se
obter σ2 e σG de (4.30) através do ajuste de EB em relação aos dados experimentais.
Por consequência, as constantes de acoplamento de E2 dado por (4.7) ficam totalmente
determinadas em termos das constantes de acoplamento do modelo de Skyrme BPS
m0 e e0. Contudo, como a energia estática BPS (4.3) depende apenas da razão m0/e0,
mesmo que esta seja conhecida, e portanto a densidade de energia total do sistema seja
inteiramente determinada, ainda restará um grau de liberdade remanescente. A energia
total (4.4) das soluções estáticas de (4.21) com carga topológica unitária (Q = 1) deve
corresponder a massa de núcleo 1H, a qual corresponde com a massa do próton, i.e.
E (Q = 1) = mp c

2 = 938, 272081 MeV . Usando adicionalmente (4.3) e (4.4) se fixa a
razão m0/e0 através da relação

m0

e0
= 938.272081 MeV − E2 (Q = 1)

48π2 . (4.31)

Definindo α ≡ (βκ/β2)2/(κ−2), a qual corresponde o inverso da escala adimensional
do campo ψ dada em (4.20), pode-se escrever as constantes de acoplamento como

m2
0

α
s
3

=
(
m0

e0

)
ϑ

1
3 ,

e2
0
α
s
3

=
(
m0

e0

)−1
ϑ

1
3 ,

µ2
0
α2 = ϑσ2

4π2

(
µ0

β2

)2

, (4.32)

β2
2
α2 = ϑσ2

4π2 ,
β2
κ

ακ
= ϑσ2

4π2 ,
β2
G

αs
= ϑσ2 σG

4π2 .

Para cada par de valores de s e κ a determinação da escala do raio RMS µ0/β2, a escolha
do núcleo de referência que fixa ϑ através de (4.25), os dois parâmetros σ2 e σG obtidos
a partir do ajuste de (4.30) em relação aos dados experimentais e razão m0/e0 dada por
(4.31) fixam cinco das seis constantes de acoplamento. Consequentemente, determina-se o
lado direito de cada uma das equações (4.32) e cada constante de acoplamento da teoria
(4.4) fica determinada em termos de α que é livre.

4.2 Análise da equação (4.21)

Uma analogia com a mecânica clássica simples, mas fundamental na compreensão
do problema do falso vácuo, pode lançar luz sobre o entendimento das soluções de salto
da equação (4.21). A equação radial diferencial de segunda ordem (4.21) tem a mesma
estrutura da dinâmica de um corpo físico vivendo em um espaço unidimensional, com a
‘coordenada espacial’ ψ̂ e ‘tempo’ ζ, sujeito a um potencial de sinal invertido Vinv. = −V̂ef.,
com um termo dissipativo dependente do ‘tempo’ −2 dζψ̂/ζ. Segue-se que dζψ̂ e d2

ζψ̂ são
interpretados respectivamente como a ‘velocidade’ e a ‘aceleração’ do corpo. Nesta analogia
a energia mecânica clássica fica definida como Eclassical = K + Vinv. = (dζψ̂)2/2− V̂ef., com
K sendo a energia cinética do corpo. Explicitamentente, multiplicando a equação (4.21)
por dζψ̂ e a reescrevendo pode-se obter

dEclássica

dζ
= Fdis.

dψ̂

dζ
= −2

ζ

(
dψ̂

dζ

)2

≤ 0, (4.33)
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onde Fdis. ≡ −2 dζψ̂/ζ desempenha um papel de uma força dissipativa. As condições de
borda da solução de salto de (4.21), as quais satisfazem ψ̂′ (0) = 0 e ψ̂ (∞) = ψ̂′ (∞) = 0,
implicam que o potencial efetivo deve se anular no ‘tempo’ ζ →∞ e a energia cinética K
se anula no ‘tempo’ ζ = 0 e em ζ →∞. Portanto, o potencial efetivo no ‘tempo’ ζ = 0
deve ser não-positivo (−V̂ef. (ζ = 0) ≥ 0) para compensar a dissipação de energia que pode
ser não nula. Por outro lado, para o corpo cair de ζ = 0 rumo ao falso vácuo a ‘aceleração’
do corpo deve ser não-positiva (dζψ̂(0) ≤ 0). Logo, a ‘posição’ inicial do corpo ψ̂(0) precisa
estar contida no intervalo [ψ̂n, ψ̂M ], onde ψ̂M = ψ̂M (γ, s, κ) é o verdadeiro vácuo de V̂ef.
e ψ̂n = ψ̂n (γ, s, κ) é o valor de ψ̂ mais próximo à ψ̂M pela esquerda satisfazendo V̂ef. = 0
(veja a Figura 7).
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Figura 7 - O potencial efetivo com sinal invertido −V̂ef. dado por (4.21) vs. ψ̂ para γ = 2, 2, s = 3 e
κ = 4. Em adição, são mostrados os valores de ψ̂n = 0, 641742 e ψ̂M = 1, 25 para tal potencial
efetivo bem como o ponto de partida do ‘corpo’, i.e. o valor do ponto

(
ψ̂ (0) , −V̂ef.

)
=

(1, 21326, 0, 2902) correspondente à solução de (4.21) em ζ = 0.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Já que o potencial efetivo degenerado V̂ef.(γc, ψ̂c, s, κ) é não-negativo, com γc e
ψ̂c sendo dados em (4.24), então o tamanho do intervalo [ψ̂num., ψ̂M ] 3 ψ̂(0) tende à zero
quando γ → γ+

c , e portanto ψ̂(0)→ ψ̂c. Considerando V̂ef.
(
ψ̂ (0) , γ, s, κ

)
= −ε, com ε ≥ 0,

como sendo o valor do potencial efetivo para ζ = 0, então já que V̂ef.
(
ψ̂c, γc s, κ

)
= 0, segue-

se que o limite γ → γ+
c implica em ε→ 0+. Usando tambémK|ζ=0 = K|ζ=∞ = V̂ef.|ζ=∞ = 0,

segue-se que [Eclássica]∞0 = −ε e então integrando (4.33) se obtém

Edissipada ≡ −
∫ ∞

0
dζ

2
ζ

(
dψ̂

dζ

)2

= −ε. (4.34)
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Portanto, a energia dissipada tende à se anular para ε→ 0+. Isto significa que a ‘velocidade’(
dψ̂
dζ

)
pode ser não trivial somente no infinito espacial, e então ψ̂ tende a permanecer

infinitesimalmente próximo do vácuo ψ̂c do potencial efetivo degenerado V̂ef.(γc, ψ̂c, s, κ)
por um tempo ‘ζ’ que tende ao infinito. Consequentemente, a quantidade I, a qual é
proporcional à Q devido à (4.26), diverge quando γ → γ+

c . Em adição, como ψ̂c é um
mínimo local de V̂ef.

(
γc, ψ̂, s, κ

)
e a ‘velocidade’ ψ̂′(0) = 0, se obtém de (4.21) que a

‘aceleração’ clássica no ‘tempo’ ζ = 0 tende à limγ→γ+
c
d2
ζψ̂ (0) = 0.

Aproximando γ o suficiente de γc pela direita, as soluções de salto deslizam muito
lentamente de sua ‘posição’ inicial ψ̂(0) ≈ ψ̂c em alguma região ‘temporal’ [0, Rζ ], com
Rζ > 0, antes de decair exponencialmente rumo ao falso vácuo de V̂ef.. Defini-se a região
crítica de γ como a vizinhança à direita de γc, onde segue-se pelos argumentos acima
que em ordem mais baixa de Rζ se tem

∫∞
0 dζ ζn ψ̂s ≈ ψ̂sc R

n+1
ζ /(n + 1), com n ≥ 1.

Então, as expressões (4.22) e (4.23) nesta região crítica são dadas respectivamente por
Qc ≈ ϑ ψ̂sc

3π
µ3

0
β3

2
R3
ζ e

√
〈r2〉

c
≈
√

3
5
µ0
β2
Rζ .∗ Logo, o raio RMS (4.23) e a densidade de carga

topológica (4.27) em ζ = 0 na região crítica de γ se tornam respectivamente

√
〈r2〉

c
≈

√3
5

(
3 π

ϑ ψ̂sc (s, κ)

) 1
3
 Q 1

3 , Qc(ζ = 0) ≈ ϑ

4π2 ψ̂
s
c (s, κ) , (4.35)

com ψ̂c (s, κ) sendo dado em (4.24). Resulta, que o raio RMS (4.23) é aproximadamente
proporcional à Q 1

3 na região crítica de γ para qualquer potencial V , definido em (4.19),
entrando em acordo com seu comportamento esperado para núcleos pesados segundos os
dados experimentais.

Agora se analisará qual o comportamento do ‘corpo’ sujeito à equação (4.21) quando
este não é solto da ‘posição’ inicial ψ̂s(0) associada a uma solução de salto, mas de uma
pequena variação desta, i.e. qual é a trajetória do ‘corpo’ ao ser solto de ψ̂(0) = ψ̂s(0) + ε,
com | ε |� 1 e com ‘velocidade’ dψ̂

dζ
(0) = 0. Primeiro, note que o falso vácuo ψ̂ = 0 do

potencial efetivo de (4.21) é um mínimo local, ou máximo local de Vinv. = −V̂ef., sendo
portanto um ponto de equilíbrio instável na analogia clássica. Para as soluções de salto de
(4.21) com valor na origem ψ̂s(0), qualquer pequeno incremento em ψ̂s(0) fará com que o
‘corpo’ chege na ‘posição’ ψ̂ = 0 com uma energia cinética clássica positiva e sem mudar o
sentido de sua ‘velocidade’. Portanto, este continuará seu movimento vagando no semi-eixo
de ψ̂ negativo, sem possivelmente retornar à ψ̂ = 0. Tal solução, onde ψ̂ toma valores
negativos para valores de ζ suficientemente grandes, é chamada de “overshoot”.9 De modo
similar, qualquer pequeno decremento em ψ̂s(0) irá levar a outro tipo de solução na qual
ψ̂ não atinge ψ̂ = 0, pois não parte de ζ = 0 com energia cinética clássica suficiente. Esta
solução, chamada de “undershoot”, então oscila em torno do verdadeiro vácuo do potencial
efetivo de (4.21), com amplitude de oscilação decrescente devido a dissipação de energia
∗ Tais relações são preservadas caso Rζ seja definido alternativamente como a espessura do campo ψ̂,

i.e. o valor de ζ tal que ψ̂(ζ) = ψ̂(0)/2.
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clássica. Tais características são excepcionalmente distintas e em geral é fácil de saber se
uma solução de (4.21) com condição inicial ψ̂(0) é do tipo “undershoot” ou “overshoot”,
podendo inclusive se usar estas para se determinar com ótima precisão o valor de ψ̂s(0) de
uma solução de salto.

4.3 Análise dos resultados numéricos para a escolha do 56Fe como núcleo de refe-
rência

Agora se demonstrará explicitamente como pode-se fixar a razão µ0/β2. Em adição,
se utilizará o 56Fe como núcleo de referência para se determinar o raio RMS para cada
valor de Q e se comparará tal resultado teórico com os dados experimentais. Uma robusta
propriedade dos núcleos é que sua densidade de matéria ρM decai exponencialmente longe
do centro de massa, i.e. ρM (r) ∼ ρM0 e−r/a, com a = 0, 524 fm sendo aproximadamente
independente do número de massa e ρM0 sendo a constante de proporcionalidade. Identi-
ficando ρM como sendo diretamentamente proporcional à Q e usando (4.6) ou (4.27) se
obtêm que ρM ∝ ψs. Portanto, para (4.21) possuir soluções com tal decaimento assintótico
exponencial é necessário que

δ2 Vef.
δ ψ2

∣∣∣∣∣
ψ=0

=
(
µ2

0
s2

)
a−2 ⇒ µ0

β2
= s
√

2 a , (4.36)

onde se usou (4.19). De fato, o termo de menor ordem do potencial efetivo (4.19) foi
escolhido como sendo quadrático em ψ para obedecer a lei de decaimento exponencial que
impõe a primeira equação de (4.36).

As soluções da equação diferencial ordinária de segunda ordem (4.21), satisfazendo
ψ̂′ (0) = 0 e ψ̂ (∞) = ψ̂′ (∞) = 0, são obtidas através do bem conhecido método explícito
Runge-Kutta de quarta ordem com passo de ∆ζ = 10−4, e todo ζ percence ao intervalo
finito [0, ζmax.]. O valor de ζmax, e então o tamanho da rede adaptativa, é o valor máximo
de ζ tal que 0 < ψ̂ (ζmax.) < 1, 2 × 10−5, ψ̂ (ζmax.)′ < 0 e

∣∣∣ψ̂′ (ζmax.)
∣∣∣ < 10−8. Usa-se o

método de “shooting” para variar o valor de ψ̂ (0), e a solução numérica final é uma
configuração do tipo “undershoot” que aproxima a solução de salto no intervalo finito
definido acima, tal que um incremento de 10−14 em ψ̂ (0) dá uma configuração de tipo
“overshoot”. Tipicamente o tamanho da rede é de ζmax. ∼ 10− 20.

A sequência discreta de valores de γ correspondentes aos valores inteiros da carga
bariônica Q, para cada potêncial V̂ de (4.7), i.e. para cada par de valores s e κ, são encon-
trados em duas etapas. Primeiro, se obtém o valor de γ (56Fe) resolvendo sucessivamente a
equação (4.21) para cada valor de γ, o qual é variado usando busca binária sem condição
de borda fixa, até que Λ difira de seu valor dado pela relação†

3, 7377 fm = s
√

2 0, 524 fmΛ
(
γ
(

56Fe
)
, s , κ

)
(4.37)

† Tal método funciona muito bem pois há fortes indícios de que as funções Λ (γ) e I (γ) são monotônicas
para um amplo número de valores de κ e s.
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por menos do que 10−10, onde 3, 7377 fm é o valor experimental do raio RMS62 do núcleo
do 56Fe.‡ Então, o valor de ϑ é fixado através da equação (4.25) por

ϑ = 56
s3
(√

2 0, 524 fm
)3
I (γ (56Fe) , s , κ)

. (4.38)

Segundo, aplica-se o mesmo procedimento acima para determinar a sequência de valores
de γ correspondentes aos valores inteioros das cargas de Skyrme Q dadas por (4.26) como

Q = I (γ , s , κ)
I (γ (56Fe) , s , κ) /56 . (4.39)

Neste caso, a busca binária para quando o valor numérico Qnum. difere do valor inteiro
mais próximo Q por | (Q−Qnum.)/Q |< 2× 10−8.

Feito o procedimento acima, a razão µ0/β2 e a sequência discreta de valores das
quantidades γ, Λ (γ , s , κ) e I (γ , s , κ) corresponentes com os valores inteiros das cargas
de Skyrme Q, dada por (4.22), fica determinada. Consequentemente, a sequência discreta
dos raios RMS

√
〈r2〉 e a densidade bariônica correspondentes com tais valores de Q

podem ser obtidas respectivamente através de (4.23) e (4.27). Apresenta-se na Figura 8
a densidade bariônica (4.27) como função de r, para alguns valores de Q, associada as
soluções de (4.21) para o modelo com κ = 8 e s = 3.
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Figura 8 - A densidade de carga topológica Q = ϑ
4π2 ψ̂

s
(
ζ = r/

(
s
√

2 0, 524 fm
))

para κ = 8 e s = 3
usando a = 0, 524 fm em (4.36) e o 56Fe como núcleo de referência. O valor de Q (r = 0) é
crescente até Q = 17 e então decresce vagarosamente até o valor de 0, 1645 fm−3 para Q = 240.

Fonte: Elaborada pelo autor.

‡ Nesta etapa se obtém γref. = 2, 0415 e consequentemente I
(
γ
(56Fe

)
, κ = 8, s = 3

)
/56 = 0.0079194,

mas numericamente são usados mais algarismos significativos.
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Para os núcleos pesados (Q > 56), a teoria construída neste capítulo é compatível
com o fato da densidade de matéria se comportar aproximadamente como um fluído
incompressível, além do valor deQ (r = 0) se aproximar do valor experimental da densidade
bariônica63 de cerca de 0.16 fm−3. De fato, tomando κ = 8 e s = 3 como exemplo, para
tais núcleos a densidade bariônica teórica se torna aproximadamente constante deste r = 0
até certo valor de r, a partir do qual esta decai rapidamente (ver Figura 8). Em adição, o
número bariônico Q cresce quasi que volumetricamente, i.e. cresce aproximadamente com
o cúbo do raio RMS (ver Figura 9).
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Figura 9 - O raio RMS
√
〈r2〉 como função de Q1/3, para κ = 8 e s = 5/2, 3, 5.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observa-se que a inclinação da curva
√
〈r2〉 ×Q1/3 depende mais fortemente de s

do que κ, e o melhor ajuste dos valores experimentais do raio RMS62 corresponde com
s = 3 (veja a Figura 9). Foi considerado a lista de Nc = 265 núcleons contendo todos os
núcleos estáveis (incluindo isótopos), os quais existem na faixa do número de massa A de
A = 1 (1H) até A = 208 (208Pb), e em adição todos os núcleos de A = 209 (209Bi) até
A = 240 (240Pu) com meia vida64 maior do que 103 anos. Há um salto de A = 209 para
A = 226 nesta lista, pois de A = 210 até A = 225 não há nenhum núcleo que satisfaza os
critérios acima de estabilidade ou meia vida.

Os dados experimentais e os numéricos são comparados usando o a raíz quadrada
do desvio quadrático médio (RMSD) do raio RMS R ≡

√
〈r2〉 e da energia de ligação por
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núcleon EB, definidos respectivamente como

∆R =
∑
lista

√√√√(Rnum. −Rexp.)2

Nc

, ∆EB =
∑
lista

√√√√(Enum.
B − Eexp.

B )2

Nc

, (4.40)

onde a soma em (4.40) se dá sobre toda a lista de Nc = 265 núcleos definida acima. Os
valores númericos de Rnum. e Enum. são obtidos respectivamente a partir de (4.23) e (4.30),
enquanto os valores experimentais do raio RMS62 e da energia de ligação por núcleon65 são
representados respectivamente por Rexp. e Eexp.

B . Em adição, também se define ∆RA≥12 e
∆EA≥12

B como as quantidades (4.40), mas com a soma restrita aos núcleos da lista definida
acima com A ≥ 12, contendo então apenas NA≥12

c = 256 núcleos, sendo 12C o mais leve.
Para s = 3 observa-se que ∆R varia de 0, 1287 fm para κ = 4, até 0, 0837 fm para κ = 20,
com um mínimo bem suave de 0, 0820 fm para κ = 8. Portanto, os valores dos raios RMS
previstos pelo modelo estão, para um grande número de núcleons, em boa concordância
com os dados experimentais para s = 3 e qualquer potencial com κ ≥ 6. Em adição, note
que para se fixar o raio RMS só se determinou dois dos seis graus de liberdade da teoria
(4.4) a partir de duas quantidades experimentais.

Em ordem a se obter a energia de ligação considere a teoria (4.4) restrita à s = 3 e
κ = 8, para a qual os valores dos raios rms estão, ao menos para A ≥ 12, em excelente
concordância com os dados experimentias. Como o procedimento acima fixou os valores de
ϑ e µ0/β2, além da sequência discreta de valores de γ com Q inteiro, então o valor de EQ=1

em (4.30) fica também determinado. Logo, pode-se obter, tal como mencionado acima,
os valores de σ2 e σG que dão o melhor ajuste dos valores experimentais da energia de
ligação por núcleon,65 dentro da lista de núcleons definida acima. Os resultados teóricos
e os valores experimentais são mostrados na Figura 10, e estes têm ótima concordância,
diferindo de 1% ou menos para Q > 20. Na Tabela 6 do Apêndice B.2 são dados, para
cada um dos núcleos da lista definida acima, os valores experimentais e teóricos para
κ = 8 e s = 3 do raio RMS apresentados na Figura 9 e da energia de ligação por núcleon
apresentada na Figura 10. Em adição, também se apresenta o valor correspondente da
constante de integração γ, para cada valor de Q, obtido pelo procedimento acima através
das equações (4.37) e (4.38).

Apesar de não reproduzir-se os valores experimentais de EB para núcleos leves
Na Figura 10, a curva teórica exibe um comportamento semelhante no qual EB cresce
rapidamente a partir de EB (Q = 1) = 0 até seu máximo e depois decresce lentamente
com Q. Uma vez que a energia de ligação se tornou totalmente determinada, o valor da
razão m0/e0 é fixada a partir da massa do próton, i.e. usando (4.31) se obtém m0/e0 =
1, 94999 MeV . Resulta que todos os parâmetros da teoria (4.4) são fixados, os quais são
dados na legenda da Figura 10, exceto a quantidade α = (βκ/β2)

1
3 que é livre.

A Tabela 2 mostra que para s = 3 e para todos os valores de κ = 6, ..., 20 da teoria
proposta há excelente concordância entre os valores previstos e os dados experimentais
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para ambos
√
〈r2〉 e EB, especialmente para A ≥ 12 onde os RMSD de

√
〈r2〉 cai para

cerca de metade e o RMSD de EB cai para cerca de um quarto. Para núcleos pesados
sabe-se que os valores do raio RMS vão aproximadamente com Q1/3. De fato, o melhor
ajuste linear em Q1/3 dos valores do experimentais do raio RMS62 para, respectivamente, a
lista de 265 núcleos definida acima e a mesma restria aos núcleons com A ≥ 12 são dados
por √

〈r2〉
exp.

=
(
0, 56386 + 0, 839967Q1/3

)
fm (4.41)

e √
〈r2〉

A≥12

exp.
=

(
0, 50530 + 0, 85156Q1/3

)
fm, (4.42)

onde os RMSD’s entre os valores experimentais e os valores previstos por tais ajustes
correspondem respectivamente à 0, 07555 fm e 0, 03789 fm. Tais valores de RMSD são
muito próximos de ∆R e ∆RA≥12 para s = 3 e κ ≥ 6 apresentados na Tabela 2.
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Figura 10 - A energia de ligação por núcleon EB experimental, como função de Q, e o melhor ajuste de
EB teórico para κ = 8 e s = 3. Para tal ajuste se obtém σ2 = 2, 16499MeV, σG = 0, 00989002
onde ∆EB = 0, 216247MeV . Portanto, as constantes de acoplamento originais da teoria
(4.4), dadas por (4.32), tornam-se m2

0/α = 4, 40047 MeV/fm, e2
0/α = 1, 15727 MeV −1 fm−1,

µ2
0/α

2 = 3, 11483 MeV/fm, β2
2/α

2 = 0, 63023 MeV/fm3, e β2
G/α

3 = 0, 00623 MeV/fm3,
com α = (βκ/β2)

1
3 sendo livre.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que os valores de ∆Rs=3 e ∆RA≥12
s=3 dados na Tabela 2 variam suavemente

para κ ≥ 6 e ambos os valores máximos ocorrem para κ = 6. A variação máxima de tais
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quantidades, i.e. o valor máximo menos o valor mínimo, corresponde respectivamente à
3, 0 % e 7, 5 % de seus valores máximos. Note também que ∆EB,s=3 é monotonicamente
decrescente desde seu valor máximo em κ = 7 até seu valor mínimo em κ = 20. A
situação se reverte no caso de ∆EA≥12

B,s=3, o qual é monotonicamente crescente para todos
os valores de κ. Para s = 3 a variação máxima de ∆R, ∆RA≥12, ∆EB e ∆EA≥12

B em
relação à seus valores máximos para todos os valores de κ correspondem respectivamente
à 36, 3 %, 60, 0 %, 0, 5 %, 1, 3 %.

Tabela 2 - O RMSD do raio RMS ∆R (fm) e ∆RA≥12 (fm) para todos os valores
inteiros κ = s + 1, s + 2, ..., 20 e cada um dos valores s = 5/2, 3, 5 obtidos
pelo prodecimento descrito nesta seção. Em adição, para s = 3 apresenta-
se também os RMSD’s das energias de ligação por núcleon ∆EB (MeV ) e
∆EA≥12

B (MeV ).

κ ∆Rs=5 ∆RA≥12
s=5 ∆Rs=5/2 ∆RA≥12

s=5/2 ∆Rs=3 ∆RA≥12
s=3 ∆EB, s=3 ∆EA≥12

B, s=3

3 ∗ ∗ 0, 63344 0, 61523 ∗ ∗ ∗ ∗
4 ∗ ∗ 0, 41324 0, 38721 0, 12874 0, 10108 0, 215518 0, 047759
5 ∗ ∗ 0, 31961 0, 28696 0, 09332 0, 05644 0, 216087 0, 047923
6 0, 33417 0, 31942 0, 27335 0, 23556 0, 08454 0, 04373 0, 216271 0, 048066
7 0, 29802 0, 28192 0, 24750 0, 20578 0, 08241 0, 04077 0, 216295 0, 048156
8 0, 27233 0, 25519 0, 23165 0, 18693 0, 08204 0, 04047 0, 216247 0, 048213
9 0, 25317 0, 23518 0, 22123 0, 17421 0, 08216 0, 04079 0, 216166 0, 048250
10 0, 23834 0, 21964 0, 21401 0, 16519 0, 08239 0, 04118 0, 216071 0, 048275
11 0, 22654 0, 20723 0, 20878 0, 15853 0, 08263 0, 04151 0, 215972 0, 048292
12 0, 21693 0, 19709 0, 20487 0, 15347 0, 08284 0, 04177 0, 215873 0, 048306
13 0, 20896 0, 18864 0, 20185 0, 14952 0, 08302 0, 04196 0, 215777 0, 048317
14 0, 20225 0, 18150 0, 19948 0, 14638 0, 08317 0, 04211 0, 215686 0, 048326
15 0, 19652 0, 17538 0, 19757 0, 14383 0, 08330 0, 04221 0, 215600 0, 048334
16 0, 19157 0, 17009 0, 19601 0, 14173 0, 08341 0, 04229 0, 215520 0, 048342
17 0, 18726 0, 16546 0, 19472 0, 13998 0, 08350 0, 04234 0, 215445 0, 048349
18 0, 18346 0, 16137 0, 19364 0, 13850 0, 08357 0, 04238 0, 215375 0, 048355
19 0, 18010 0, 15774 0, 19272 0, 13724 0, 08364 0, 04241 0, 215310 0, 048362
20 0, 17711 0, 15450 0, 19193 0, 13616 0, 08369 0, 04243 0, 215249 0, 048368

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.4 O comportamento geral do raio RMS da teoria (4.4)

Nesta seção será explorado a forma geral do raio RMS (4.23) e o funcional I asso-
ciado com as soluções de (4.21), mas sem se fixar nenhuma das constantes de acoplamento
da teoria (4.4) ou o valor de referência da constante de integração γref.. Nesta abordagem
se escolhe alguns valores de s e κ, definidos em (4.19) e (4.6), e então a equação (4.21) é
resolvida numericamente para valores de γ desde 100 até algum valor próximo à γc (s, κ)
dado por (4.24). Nas Figuras 11-13 são apresentados o raio RMS (4.23) em unidades de

b ≡
(
µ0

β2

)
1(√

2 s 0, 524
) (4.43)

contra I1/3, o qual satisfaz I1/3 ∝ Q1/3 devido à (4.22).§

O funcional I(γ, s, κ) é monotonicamente decrescente com γ para os valores de s e
κ nas Figuras 11-13, e portanto γ decresce da esquerda para a direita nestas figuras. Como
esperado devido aos argumentos apresentados na 4.2, para valores grandes de I, onde γ
é próximo de γc(s, κ) dado em (4.24), o raio RMS (4.23) é aproximadamente linear em
I1/3 (veja a equação (4.35)). Por outro lado, para γ � γc os valores de I se tornam muito
pequenos, aproximando-se de zero conforme γ aumenta, e há um limite inferior para

√
〈r2〉

em unidades b que depende apenas do valor de s. Este resultado esta relacionado ao fato
que ψ̂(ζ) é monotonicamente decrescente e ψ̂(0) é muito pequeno para γ � γc. Segue-se
que γ ψ̂s � ψ̂κ e então o potencial efetivo de (4.21) tende a se comportar do mesmo modo
que o potencial V̂reduzido = ψ̂2 − γ ψ̂s, o qual não depênde de κ. Neste sentido, pode-se
dizer que para γ � γc as soluções de salto de (4.21) tendem a desacoplar espontaneamente
o termo de ordem κ do potencial efetivo. Na Figura 14 são apresentados os valores dos
campos na origem ψ̂(0) das soluções de (4.21) para s = 3 e κ = 3, 5, 4, 8. Observa-se
que dependência do valor de ψ̂(0) do parâmetro κ enfraquece rapidamente, tendendo a
desaparecer, a medida em que o valor de γ cresce no regime γ � γc.

Como o termo de ordem κ do potencial efetivo de (4.21) desacopla espontâneamente
no regime de γ grande, e o raio RMS (4.23) é monotonicamente crescente com I (sendo
decrescente com γ), segue-se que o limite inferior para o raio RMS

√
〈r2〉

mínimo
pode ser

obtido resolvendo (4.13) para o potêncial efetivo (4.19) com βκ = 0. Para tal, ao invés de
se usar a definição (4.20) é conveniente absorver a constante de integração c na definição
do campo adimensional ψ através de

ζ ≡
(
β2

µ0

)
r, ψ ≡

(
c

β2
2

) 1
s−2

ψ. (4.44)

§ Note que se for usado (4.36) para fixar a razão µ0/β2, então b = 1 fm e se pode comparar facilmente
o eixo das ordenadas das Figuras 11-13 com os valores experimentais dos raios RMS.62
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Usando (4.44) a equação (4.13) se torna

d2ψ

dζ2 + 2
ζ

dψ

dζ
= 2ψ − s ψs−1

. (4.45)

A equação (4.45) tem uma única solução de salto ψ para cada valor de s. Usando (4.44) o
raio RMS associado com tais soluções de (4.45), e então o limite inferior para o raio RMS
(4.23) para cada valor de s, se torna

√
〈r2〉mínimo ≡

√∫
d3x r2 ψs∫
d3xψs

= µ0

β2

√√√√ J̄ (s)
Ī (s)

, (4.46)

onde J̄ (s) = π−1 ∫∞
0 dζ ζ4 ψ

s e Ī (s) = π−1 ∫∞
0 dζ ζ2 ψ

s. Já que (4.46) não depende do
valor da constante de integração c, então o raio RMS é constante para todos os valores de
carga topológica. Resulta, que o termo de ordem κ no potêncial (4.19) é crucial para se
obter

√
〈r2〉 ∝ Q1/3, tal ocorre no regime de γ crítico discutido na seção 4.2 e como visto

aproximadamente nas soluções numéricas apresentadas na seção 4.3. Por exemplo, as cotas
inferiores para o raio RMS (4.46) em unidades de b, dadas em (4.43), para s = 2, 5, 3, 5
são respectivamente 2, 6437, 1, 8195, 0, 4949, as quais correspondem aos valores de

√
〈r2〉

no regime de I � 1 visto nas Figuras 11-13.

Usando (4.15), (4.44) e a escolha do setor auto dual λ = −m0 e0 se obtêm Q =
(m0 e0)3

(
µ0
β2

)3 (β2
2
c

) s
s−2

Ī (s), e então a constante de integração fica determinada pela
relação

c = β2
2 Q
−1+ 2

s

(m0 e0)3
(
µ0

β2

)3

Ī (s)
1− 2

s

. (4.47)

Usando (4.6), (4.44) e (4.47) o campo original ψ e a densidade de carga topológica
Q = m3

0 e
3
0

4π2 ψ
s se tornam respectivamente

ψ = Q
1
s

(m0 e0)3
(
µ0

β2

)3

Ī (s)
− 1

s

ψ = Q
1
s ψQ=1, (4.48)

Q = Q

4π2

(
β2

µ0

)3

ψ
s (ζ) = QQQ=1, (4.49)

onde ψQ=1 e QQ=1 são respectivamente as soluções de salto ψ de (4.45) e a densidade de
carga topológica restritas à Q = 1. De acordo com (4.48) e (4.49), o campo ψ e a densidade
Q escalam em cada ponto do espaço respectivamente com Q1/s e Q. Em adição, já que
ψ̂(0) ∝ ψ e I ∝ Q, a relação (4.48) também implica que ψ̂ (0) ∝ I1/3, tal qual pode ser
visto para s = 3 e κ = 3, 5, 4, 8 na Figura 14 no regime de γ grande.

4.5 A escolha do núcleo de referência

Na seção 4.1 se mostrou que a escolha do núcleo de referência, para cada valor da
razão µ0/β2, fixa a o valor de referência da constante de integração γref., o qual fixa o razão
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Iref. (γref., s, κ) /Qref.. Devido à (4.26), tal razão corresponde com o valor do funcional
I associado com Q = 1, i.e. IQ=1 = Iref. (γref., s, κ) /Qref.. Por outro lado, os resultados
numéricos da seção 4.5 suportam que o raio RMS (4.23) é monotônico em I, ao menos
para os valores de s e κ tratados nas Figuras 11-13, e portanto se pode escrever√

〈r2〉 = (µ0/β2) Λ(I). (4.50)

Note que se for modificada a escolha do núcleo de referência de tal forma que a razão
IQ=1 = Iref./Qref. seja preservada, então devido à (4.26) toda a sequência de valores de I =
IQ=1Q associados a cada valor inteiro de Q também será preservada. Consequentemente,
toda sequência de valores do raio RMS (4.50) e seu valor correspondente de RMSD (3.61)
são invariantes por tal modificação, o que leva potencialmente a muitas escolhas de núcleo
de referência em grande acordo com os dados experimentais, assim como a escolha feita
na seção 4.3.

Tal como visto na seção 4.3, fixando µ0/β2 através de (4.36) e escolhendo o 56Fe
como sendo o núcleo de referência se obtêm I (γ (56Fe) , κ = 8, s = 3) /56 = 0, 0079194 e
∆R = 0, 00820 fm. Agora, escolhendo o núcleo de referência como sendo o 108Pd e repetindo
o mesmo procedimento descrito na seção 3.1, com a escala espacial µ0/β2 fixa por (4.36),
obtém-se uma razão bem similar I (γ (108Pd) , κ = 8, s = 3) /108 = 0, 0080002 e, como
esperado, também se obtém um valor similar do RMSD do raio RMS de 0, 08225 fm.
De fato, usando (4.36) e considerando cada um dos núcleos com Q > 50 da lista de
núcleos definida na seção 4.3 como sendo o núcleo de referência, segue-se que a razão
I (γref., κ = 8, s = 3) /Qref. oscila entre um mínimo de 0, 0075710 para o 86Kr e um máximo
de 0, 0084839 para o 78Kr (veja a Figura 15). Logo, a quantidade IQ=1 varia pouco e,
conforme a Figura 12, não se espera que a troca do 56Fe por qualquer outro núcleo pesado,
pertencente a tal lista, mude drasticamente os valores teóricos dos raios RMS para tais
núcleos, bem como seus valores associados de ∆R e ∆RA≥12.

A escolha do núcleo de referência deve corresponder à um raio RMS experimental
Rexp maior do que sua cota inferior dada por (4.50), mas uma vez que tal condição é
satisfeita, já que o funcional I pode ser muito pequeno e não tem cota superior (ver seção
4.2), pode-se a princípio gerar todos os valores de Q através de (4.26). Usando (4.36) com
s = 3 se obtém a partir de (4.46) que

√
〈r2〉

mínimo
= 1, 8195 fm, e portanto apenas o 1H e

3H não podem ser tomados como núcleos de referência entre todos os Nc = 265 núcleos
da lista definida acima. Para s = 3, que forneceu na seção 4.3 os melhores ajustes do
raio RMS (ver Tabela 4 e Figura 9), também se repete o mesmo procedimento de tal
seção trocando a escolha de 56Fe como o núcleo de referência por cada outro núcleo da
lista considerada, para cada valor inteiro κ = 4, ..., 14.¶. Obtêm-se então os valores de
κ que dão os menores valores de ∆R e ∆RA≥12, definidos em (4.40), para cada escolha
de núcleo de referência. Tais quantidades são mostradas na Figura 16, sem se distinguir
¶ Agora, o passo do Runge-Kutta foi reduzido para ∆ζ = 0, 005 (ver seção 4.3).
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os isótopos e omitindo-se o valor de κ, e estas variam pouco entre os núcleos não leves
(Q ≥ 12). Logo, o procedimento descrito na seção 4.1 para a teoria (4.4), com potencial
(4.19), possui um vasto número de possibilidades de escolha de núcleo de referência com
excelente concordância com os dados experimentais no que diz respeito ao raio RMS. Em
particular, se obtém que:

1. O menor valor de ∆R na Figura 16 ocorre para a escolha do núcleo de referência
18O com κ = 7, onde ∆R = 0, 0818 fm e ∆RA≥12 = 0, 0395 fm.

2. O menor valor de ∆RA≥12 na Figura 16 ocorre para a escolha do núcleo de referência
68Zn com κ = 6, onde ∆R = 0, 0825 fm e ∆RA≥12 = 0, 0394 fm. Note que o termo
de ordem κ de (4.19) é então quadrático na densidade de carga topológica (4.6).
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sem se distinguir os isótopos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

As relações (4.23), (4.36) e (4.43) mostram, para s fixo, a equivalência entre fixar
o valor teórico da razão µ0/β2, as unidades b do raio RMS ou o parâmetro de decaimento
a. Logo, fixar ambos a razão µ0/β2 e o núcleo de referência é equivalente a se escolher
as unidades b e o valor de IQ=1 = Iref./Qref..‖ Talvez a abordagem mais simples para se
encontrar estes dois parâmetros que minimizem ∆R ou ∆RA≥12, para cada par de valores
‖ Note que fixar IQ=1 é equivalente a se escolher o valor de referência da constante de integração γQ=1

correspondente com a configuração de carga topológica unitária.
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de s e κ, seja através de um ajuste do raio RMS em unidades b como função de I1/3.
Considere que se encontre uma expressão exata que ajuste bem os valores numéricos dos
raios RMS associdos as soluções de (4.21) para um amplo intervalo de γ, como por exemplo
que se conheça uma função que ajuste bem as curvas das Figuras 11-13. Segue-se que
para cada par de valores de IQ=1 e b pode-se usar (4.26) e (4.50) para se determinar toda
a sequência de valores de

√
〈r2〉, correspondentes com cada valor inteiro de Q, e então

obter os RMSD’s do raio RMS através de (4.40). Utilizando algum método de minimização
pode-se então encontrar os parâmetros b e IQ=1 que minimizem ∆R ou ∆RA≥12.

 0
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0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

 0  50  100  150  200  250

(f
m

)

Q
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Q ≥ 12

∆R         
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0,08

0,12

 14  100  200

Figura 16 - Os menores valores de ∆R e ∆RA≥12 para s = 3 dentre todos os valores inteiros κ = 4, ..., 14
para cada escolha de núcleo de referência na lista definida na seção 4.3, excluindo 1H e 4He.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considere os métodos para minimizar o RMSD do raio RMS, para cada par de
valores de s e κ, divididos nas três seguintes abordagens distintas:

1. Fixar b = 1 fm (ou equivalentemente µ0/β2 = s
√

2 0, 524 fm ou a = 0, 524 fm, de
acordo com (4.43) e (4.36)), tal como feito na seção 4.3, e em seguida encontrar o
núcleo de referência dentre todos da lista definida acima que minimizam ∆R seguindo
o procedimento descrito na seção 4.1.

2. Encontrar um bom ajuste do raio RMS
√
〈r2〉

ajuste

(
I

1
3
)
em unidades b, fixar b = 1 fm

e então determinar IQ=1 que minimiza ∆R. Note que se o RMSD entre o ajuste
do raio RMS e os dados numéricos obtidos resolvendo (4.21) for desprezível, tal
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abordagem deve fornecer um valor de ∆R inferior ao obtido através da abordagem
1.

3. Encontrar um bom ajuste do raio RMS
√
〈r2〉

ajuste

(
I

1
3
)
em unidades b, e então

determinar ambos os parâmetros b e IQ=1 que minimizem ∆R. Note que esta é uma
generalização da abordagem 2.

Para exemplificar tais abordagens, considere s = 3 e κ = 7, para os quais se obteve o
menor valor de ∆R seguindo o procedimento descrito na seção 4.1 com b = 1 fm, como
já discutido acima. Portanto, a abordagem 1 resulta na escolha de 18O como o núcleo de
referência e IQ=1 (γ18O, 3, 7) = 0, 0097787.

Para ajustar (4.50) considere

√
〈r2〉ajuste = b

(
a0 + a1q + a2 + a3 q

a7 + a4 q
a8

1 + a5 qa9 + a6 qa10

)
, com q ≡ I1/3 (4.51)

e então deve-se encontrar os coeficientes ai, i = 0, ..., 10 que minimizam o RMSD entre
os valores teóricos do raio RMS, obtidos a partir das soluções de (4.21), e dos valores do
ajuste

√
〈r2〉

ajuste
obtidos através de (4.51), ambos em unidades b (veja a Figura 17).∗∗

Conhecidos todos os coeficientes ai, então basta se usar q = (IQ=1Q)
1
3 em (4.51),

para se escrever o raio RMS como função dos parâmetros b, IQ=1 e Q. Consequentemente,
o RMSD do raio RMS, dado por (3.61), se torna um funcional apenas de b e IQ=1. O
valor de IQ=1 obtido através da abordagem 2, na qual minimiza-se ∆R com b = 1 fm
fixo, é praticamente o mesmo que foi obtido através da abordagem 1 (veja a Tabela 3).
Assim como esperado, tal pequena variação de IQ=1 leva à uma pequena diferença entre
os valores de ∆R. A abordagem 3 reduz mais consideravelmente o valor de ∆R em certa
de 1, 4 % em relação a abordagem 1, enquanto o valor de IQ=1 aumenta em cerca 17% e
b decresce cerca de 4, 7 %. Consequentemente, o parâmetro de decaimento exponencial
a = 0, 524 b teórico obtido através da abordagem 3 cai apenas cerca de 4, 7 % em relação ao
valor experimental esperado de 0, 524 fm, o qual é usado nas abordagens 1 e 2. Portanto,
a teoria (5.15) não só reproduz acuradamente o comportamento do raio RMS, ao menos
para núcleos não leves (Q ≥ 12), como se pode obter por meio desta o valor da constante
de decaimento exponencial a em boa concordância com os dados experimentais.

∗∗ Os dados ajustados foram obtidos resolvendo a equação (4.21) para cada γ = 5 − 0, 005 j, com
j = 1, ..., 654, totalizando Np = 654 pontos. Obtêm-se a0 = 1, 37906, a1 = 4, 72852, a2 = 0, 44397,
a3 = −4, 11716, a4 = −70, 83076, a5 = 22, 51739, a6 = 32, 73058, a7 = 0, 443968, a8 = 0, 95565,
a9 = 2, 51970, a10 = 3, 69725. O valor de RMSD entre os dados numéricos e a curva ajustada (4.51) é
∆Rajuste = 0, 0007 b, o qual é diretamente proporcional à b. Note que para b = 1 fm, tal como fixado
nas abordagens 1 e 2, o RMSD do ajuste é de ∆Rabordagem 1, 2

ajuste = 0, 0007 fm. Portanto, para valores de
b próximos à 1 fm há no máximo três casas de precisão em unidades fm nos valores dos raios RMS e
de ∆R.



93

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 14

 16

 18

 20

 0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

〈r
2
〉1

/2
  

(b
)

I
1/3

s=3, κ=7

Dados a ser ajustados
Ajuste na~o linear

Q=1, abordagem 2
Q=56, abordagem 2

Q=240, abordagem 2
Q=1, abordagem 3

Q=56, abordagem 3
Q=240, abordagem 3

Figura 17 - Os valores númericos do raio RMS (4.50) em unidades b vs. I1/3 e seu ajuste não linear
obtido através de (4.51). Em adição, são mostrados também os pontos correspondentes com
Q = 1, 56, 240 obtidos minimizando-se ∆R, dado em (4.40), usando as abordagens 2 e 3, o que
leva respectivamente à (IQ=1, b) = (0, 0078490, 1 fm) e (IQ=1, b) = (0, 0091793, 0, 95337 fm).

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 3 - O valor das quantidades ∆R, IQ=1, µ0/β2, a e b para s = 3 e κ = 7 obtidos
através das abodagens 1 à 3 acima.

∆R (fm) IQ=1 µ0/β2 (fm) a (fm) b (fm)
Abordagem 1 0, 08176 0, 0078488 2, 2231 0, 524 1
Abordagem 2 0, 08173 0, 0078490 2, 2231 0, 524 1
Abordagem 3 0, 08061 0, 0091793 2, 1195 0, 49957 0, 95337

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5 MODELO DE SKYRME BPS ESTENDIDO COM CAMPOS h PROPAGAN-
TES E MASSIVOS

O modelo de Skyrme BPS (2.31) definido na seção 2.3 introduz seis campos escalares
adicionais, escritos como entradas de uma matriz 3× 3 real, simétria, positiva e inversível
h. Contudo, somente os campos de Skyrme U ∈ SU(2) se propagam no espaço, no sentido
que não há termo cinético para os campos h. Em adicional, a teoria auto dual (2.31) é
invariante conforme em três dimensões espaciais, e portanto é invariante por transformações
de escala e suas soluções topológicas não têm tamanho fixo. Apesar de tal propriedade ser
útil em muitas apliações físicas, em muitas outras a escala de massa desempenha um papel
fundamental. Nesta seção se estenderá o modelo de Skyrme BPS adicionando um termo
cinético para os seis campos h, o qual quebra a invariância de escala, com o intuito de se
estender as possíveis aplicações físicas desta teoria. Para que as soluções de tal modelo
estendido sejam estáveis segundo o argumento de escala de Derrick também se adicionará
um termo potencial para h, que incluí um termo massivo, além do termo de massa usual
dos campos de Skyrme SU(2).

5.1 O modelo de Skyrme BPS estendido

Considere a extensão do modelo de Skyrme BPS (2.31) definida em quatro dimensões
do espaço tempo de Minkowski, com a assinatura de métrica ds2 = dx2

0 − dx2
i , i = 1, 2, 3,

como

S = S1 + S2, S1 =
∫
d4x

[
m2

0
2 habR

a
µR

b , µ − 1
4 e2

0
h−1
ab H

a
µν H

b , µν

]
, (5.1)

S2 =
∫
d4x

[
µ2

0
2 Tr (∂µh)2 − β2

1
2 Trh2 − β2

2
2 V (h)− β2

3
2 Tr (1l− U)

]
,

onde S1 corresponde com o modelo de Skyrme BPS (2.31), definido propriamente na seção
2.3, e onde se usou (2.33), (2.34), (2.35), (2.36) e (2.37). Os campos da teoria (5.1) são
os três campos escalares U ∈ SU(2) e os seis campos escalares contidos nas entradas da
matriz h, sendo todos estes adimensionais. Portanto, as constantes de acoplamento de
(5.1) têm as seguintes dimensões

[m0] = [µ0] =

√√√√ [E]
[L] , [e0] = 1√

[E][L]
, [β1] = [β2] = [β3] =

√√√√ [E]
[L]3 . (5.2)

com as unidades [E] ≡ [energia] e [L] ≡ [comprimento].

Os campos U são considerados escalares sob transformações conformes e a matriz
h tem peso conforme −1, i.e. pelas transformações conformes infinitesimais δxi = εi, que
satisfazem ∂iεj + ∂jεi = 2D δij com xi sendo as coordenadas Cartesianas e i, j = 1, 2, 3,
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se têm δU = 0 e δh = −Dh.1,8 A função D é nula para translações e rotações, constante
para dilatações e linear nas coordenadas xi’s para as transformações conformes especiais.
Portanto, pelas transformações de escala x → αx os campos h se transformam como
h→ α−1 h. Defina então

T ≡ µ2
0

2

∫
d3x Tr (∂µh)2 , Ph ≡

β2
1

2

∫
d3x Trh2,

PU ≡ β2
1

2

∫
d3x Tr (1l− U) , PV ≡

β2
2

2

∫
d3xV (ϕ) . (5.3)

Por tal transformação de escala os funcionais (5.3) se transformam como

T → α−1 T, Ph → αPh, PU → α3 PU , PV → P ′V (α), (5.4)

onde a função P ′V (α) é desconhecida já que o potencial V ainda não foi fixado. Resulta
que as soluções da versão estática do modelo (5.1) que são estáveis sob o argumento de
escala de Derrick devem satisfazer

−T + Ph + 3PU + (∂αP ′V )α=1 = 0, (5.5)

2T + 6PU +
(
∂2
αP
′
V

)
α=1

> 0. (5.6)

Consequentemente, cada um dos termos T , PU e Ph quebra a simetria conforme em três
dimensões do modelo de Skyrme BPS. O único termo que pode preservar tal simetria
é PV , se o potencial V for cúbico nos autovalores de h. Note que a condição (5.6) é
automaticamente satisfeita para V = 0 ou V sendo uma soma positiva de potências dos
autovalores de h.

Assim como o modelo de Skyrme BPS, o termo cinético T e o termo de massa
Ph para os campos h, dados em (5.3), são invariantes sob as transformações globais
SU(2)L ⊗ SU(2)R definidas em (2.38), (2.39) e (2.40). Para que o termo de interação
PV para os campos h preserve tal simeria, considere apenas potenciais V (h) que sejam
funções apenas dos três autovalores de h, dados por ϕa’s, com a = 1, 2, 3. Em adição,
denote tal potencial como V (ϕa) e considere por conveniência que este seja invariante pela
troca entre quaisquer dois destes autovalores. Por exemplo, pode-se considerar V como
função de potências do traço ou do determinante da matriz h. Por fim, o termo de massa
usual do píon PU quebra a simetria quiral SU(2)L ⊗ SU(2)R em seu subgrupo diagonal
U → g U g−1, ∀g ∈ SU(2).

Devido ao termo de massa do píon PU da teoria (5.1), a variação da segunda parte
da ação S2 em relação aos campos U não se anula para as configurações auto duais (3.18),
i.e. δUS2 = δUPU 6= 0. Por outro lado, já que tais soluções satisfazem δUS1 = 0, então
as equações estáticas de Euler-Lagrange para a teoria estendida (5.1) não podem ser
resolvidas por nenhuma solução auto dual (3.18) não trivial (Q = 0).

Já que a matriz h é real e simétrica, pode-se decompor seus seis campos em uma
matriz diagonal composta pelos autovalores de h e os três campos remanescentes ficam
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contidos na matriz 3×3 ortogonalM que diagonaliza h. O mesmo se segue para a matriz real
e simétrica τab = Ra

iR
b
i , definida através de (2.33) e (3.10), a qual é diagonalizada por uma

matriz 3×3 ortogonal N . As seis equações de autodualidade (3.31) vinculam os autovalores
de h e τ através da relação (3.16) e implicam que tais matrizes são diagonalizadas pela
mesma matriz ortorgonal, e então se pode escrever M = N . Apesar da teoria (5.1) conter
um termo cinético para M e não preservar todas as seis equações de autodualidade, o
ansatz M = N baseado na autodualidade pode ajudar a se construir soluções estáticas
para a teoria estendida (5.1).

5.2 Um ansatz inspirado na autodualidade

A matriz τ introduzida em (3.10) desempenha um papel importante na construção
de um ansatz inspirado na autodualidade e é conveniente escrever alguns dos termos
envolvendo os campos de U em termos de tal matriz. A partir de (2.34), (2.35) e (2.37) se
obtêm

Ha
ij H

b
ij = εacd εbef τce τdf . (5.7)

Como as matrizes h e τ são ambas reais e simétricas, então elas podem ser diagonalizadas
pelas transformações ortogonais

h = M hDM
T , M MT = 1l, (hD)ab = ϕa δab, (5.8)

e
τ = N τDN

T , N NT = 1l, (τD)ab = ωa δab, (5.9)

com a, b = 1, 2, 3. Os autovalores ϕa’s da matriz h e as entradas da matrizM são funcionais
das entradas da matriz h. Logo, a matriz M e a matriz hD formada pelos autovalores de h
contêm cada uma três dos seis graus de liberdade da matriz h, os quais são todos tratados
como campos escalares independentes. Note que a matriz M é ortogonal e só têm três
graus de liberdade por definição, pois pertence ao grupo O(3). Os três autovalores ωa’s
da matriz τ e as entradas da matriz N não podem ser tradados como campos escalares
independentes, pois são ambas calculadas em termos dos campos U ∈ SU(2), os quais
possuem apenas três graus de liberdade, e suas primeiras derivadas espaciais.

Diferenciando ambos os lados de (5.8) com respeito as coordenadas Cartesanas xµ

se obtêm
∂µh = M

(
∂µhD +

[
MT ∂µM , hD

])
MT (5.10)

e então
Tr (∂µh)2 = (∂µϕa)2 + Tr

([
MT ∂µM , hD

])2
. (5.11)

Conjugando ambos os lados das relações de comutação (2.34) com um elemento g do grupo
SU(2) e usando (2.40) se segue que

εabc ddc (g) = εefd dea (g) dfb (g) . (5.12)
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As matrizes 3× 3 ortogonais M satisfazem uma identidade similar à (5.12) (ver a equação
(A.10) do Apêndice A.2) dada por

εabcMdc = (detM) εefdMeaMfb, (5.13)

onde detM = ±1, e o mesmo vale para as matrizes MT , N e NT . Usando tal fato junto
com as relações (5.9) e (5.7) se obtêm

Ha
ij H

b
ij =

3∑
c,d,e,f=1

εcde εcdf ωc ωdNaeN
T
fb. (5.14)

Consequentemente se pode escrever a energia estática da teoria (5.1) como

E = E1 + E2, (5.15)

com

E1 =
∫
d3x

m2
0

2

3∑
a,b=1

[(
NT M

)
ab

]2
ωa ϕb (5.16)

+ 1
4 e2

0

3∑
b,c,d,e,f=1

(
NT M

)
eb

(
NT M

)
fb
εcde εcdf

ωc ωd
ϕb


e

E2 =
∫
d3x

[
µ2

0
2

[
(∂iϕa)2 + Tr

([
MT ∂iM , hD

])2
]

+ β2
1

2
(
ϕ2

1 + ϕ2
2 + ϕ3

3

)
+ β2

2
2 V (ϕa) + β2

3
2 Tr (1l− U)

]
. (5.17)

A energia estática E é portanto extremizada por nove equações de Euler-Lagrange: três
associadas com os campos ϕa’s, três associadas com os campos M e três associadas com
os campos U ∈ SU(2).

A variação do funcional E1 com respeito aos campos M leva à

δM E1 =
∫
d3x

m2
0

3∑
a,b=1

(
NT M

)
ab

(
NT δM

)
ab
ωa ϕb (5.18)

+ 1
2 e2

0

3∑
b,c,d,e,f=1

(
NT M

)
eb

(
NT δM

)
fb
εcde εcdf

ωc ωd
ϕb

 .
Como mencionado acima, a equação (3.18) implica que para as soluções estáticas do
modelo de Skyrme BPS, cuja ação S1 é dada em (5.1), a matriz h é diagonalizada pela
mesma matriz ortogonal que diagonaliza τ , i.e. para tais configurações auto duais M = N .
Uma possibilidade interessante seria justamente considerar um ansatz no qual estas três
equações independentes são preservadas e apenas a relação auto dual entre os autovalores
de τ e h, dada por (3.16), possa ser violada. Portanto, em ordem a se preservar a metade
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das seis equações de autodualidade não equivalentes que levam à (3.18), considere o ansatz
para os campos M dado por

M = N. (5.19)

Tal relação implica que os três campos escalares em M são funcionais dos campos U e
suas primeiras derivadas espaciais, os quais determinam as entradas da matriz N . Logo,
(5.19) implica que dentro do ansatz se têm

(
NT M

)
ab

= δab e NT δM = NT δN , as quais
por sua vez levam à (

NT M
)
ab

(
NT δM

)
ab

= δab
(
NT δN

)
ab
, (5.20)

3∑
b=1

(
NT M

)
eb

(
NT δM

)
fb
ϕ−1
b =

(
NT δN

)
fe
ϕ−1
e , (5.21)

onde não há soma implícita. Contudo, já que N é uma matriz ortogonal segue-se que NT δN

é uma matriz anti-simétrica. Logo, ambos os termos de (5.18) se anulam independentemente,
já que (5.20) se anula e (5.21) pode ser não nulo somente para e 6= f , enquanto εcde εcdf ωc ωd
pode ser não nulo apenas para e = f . Note que usou-se somente três das seis equações de
autodualidade de (3.18) para se satisfazer automaticamente δME1 = 0. Consequentemente,
as equações de Euler-Lagrange remanescentes para os campos M provém da variação da
segunda parte da energia estática E2 e, usando (5.19), estas são reduzidas à

∂i
[
hD ,

[
hD , N

T∂iN
] ]

+
[
NT∂iN ,

[
hD ,

[
hD , N

T∂iN
] ] ]

= 0. (5.22)

Obtendo-se as equações de Euler-Lagrange para a teoria (5.1) associadas com os
campos ϕa’s e em seguida usando o ansatz (5.19) se é levado à

µ2
0 ∂

2ϕa − β2
1 ϕa −

β2
2

2
δ V (ϕ)
δ ϕa

− µ2
0 Tr

([
NT ∂iN , hD

] [
NT ∂iN ,

δ hD
δ ϕa

])

−m
2
0

2 ωa + 1
4 e2

0

3∑
c,d=1

(εacd)2 ωc ωd
ϕ2
a

= 0. (5.23)

Denote χα, com α = 1, 2, 3, como sendo os três campos independentes contidos na matriz
U ∈ SU(2). As equações estáticas de Euler-Lagrange da teoria (5.1) associada a tais
campos χα’s se tornam

0 = β2
3

2
TrU
δ χα

+ m2
0

2

3∑
a=1

[
∂i

(
ϕa

δ ωa
δ ∂iχα

)
− ϕa

δ ωa
δ χα

]

+ 1
4 e2

0

3∑
b,c,d=1

(εcdb)2
[
∂i

(
1
ϕb

δ (ωc ωd)
δ ∂i χα

)
− 1
ϕb

δ (ωc ωd)
δ χα

]
. (5.24)

Note que a variação de N com respeito aos campos χα’s não contribuem devido ao ansatz
(5.19). De fato, a matriz δ NT N é anti-simétrica e já que o ansatz (5.19) implica que(
NT M

)
ab

= δab e δ NT M = δ NT N , então dependência vinda da variação de N com
respeito aos campos χα’s se anula do mesmo modo que (5.18) se anulou.
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Considere a decomposição dos campos SU(2) em termos de um campo escalar real
f e um campo escalar complexo u, junto a seu complexo conjugado ū, tal como definidos
em (2.52) e (2.53), e as coordenadas (3.43), cuja métrica é dada em (2.58). Usando tal
decomposição a matriz τ , definida em (3.10), se torna

τab = T̂r
(
ΣiX

† TaX
)
T̂r
(
ΣiX

† TbX
)

= dTac
(
X†
)
T̂r (Σi Tc) T̂r (Σi Td) ddb

(
X†
)
, (5.25)

onde dT
(
X†
)

= d (X) = d
(
W †

)
d
(
ei f T3/2

)
é a representação adjunta de X† e as matrizes

d
(
ei f T3/2

)
e d

(
W †

)
são dadas respectivamente em (3.49) e (3.50).

Considere o ansatz holomófico para os campos SU(2), tal como definido em (3.45),
dado por

f ≡ f (r) , u ≡ u (w) , ū ≡ ū (w̄) , (5.26)

onde u (w) é um mapa racional (ver equação (3.53)) entre 2-esferas e possuí grau topológico
n, dado por (3.54). Nas coordenadas esféricas tradicionais (2.27), r corresponde justamente
a coordenada radial usual e a coordenada complexa w = i cot

(
θ
2

)
ei ϕ, tal como dado em

(3.57), é função apenas dos ângulos θ e ϕ. Segue-se então que a matriz T̂r (Σi Ta) T̂r (Σi Tb)
se torna diagonal. De fato, a partir de (2.52), (2.52), (3.43) e (5.26) se obtêm

(τD)ab ≡ T̂r (Σi Ta) T̂r (Σi Tb) = ωa δab, (5.27)

com
ω1 = ω2 = 4 sin2 (f/2)

r2 Λ, ω3 = (f ′)2
, (5.28)

onde se usou f ′ ≡ df
dr

e foi definido

Λ (w, w̄) ≡ (1+ | w |2)2

(1+ | u |2)2 ∂wu ∂w̄ū. (5.29)

Comparando (5.9) e (5.25) se conclui que

N = dT
(
X†
)

= d (X) = d
(
W †

)
d
(
ei f T3/2

)
. (5.30)

Identificando a decomposição (2.52) dos campos U com os campos χa’s através
de (χ1 , χ2 , χ3) = (f , u , ū), se obtém de (5.24) as equações estáticas de Euler-Lagrange
para os campos f , u e ū. Usando o ansatz holomórfico (3.45) e a relação (5.28), então as
equações de Euler-Lagrange para os campos f e u são reduzidas respectivamente à

−β
2
3

2 sin (f/2) + Λ
{
m2

0

[
1
r2 ∂r

(
r2 ϕ3

Λ f ′
)
− (ϕ1 + ϕ2) sin f

r2

]
(5.31)

+ 1
e2

0

[
1
r2 ∂r

(
r2
(

1
ϕ1

+ 1
ϕ2

)
f ′

4 sin2 (f/2)
r2

)

−
(

1
ϕ1

+ 1
ϕ2

)
(f ′)2 sin f

r2 −
Λ
ϕ3

16 sin3 (f/2) cos (f/2)
r4

]}
= 0
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e

m2
0 e

2
0

[(
1+ | w |2

)2
∂w

(
(ϕ1 + ϕ2)

(1+ | w |2)2
δ Λ
δ ∂wu

)
− (ϕ1 + ϕ2) δ Λ

δ u

]

+ (f ′)2
[(

1+ | w |2
)2
∂w

(
1

(1+ | w |2)2

(
1
ϕ1

+ 1
ϕ2

)
δ Λ
δ ∂wu

)
−
(

1
ϕ1

+ 1
ϕ2

)
δ Λ
δ u

]

+4 sin2 (f/2)
r2

[(
1+ | w |2

)2
∂w

(
1

(1+ | w |2)2
1
ϕ3

δ Λ2

δ ∂wu

)
− 1
ϕ3

δ Λ2

δ u

]
= 0. (5.32)

A equação de Euler-Lagrange associada ao campo ū corresponde ao complexo conjugado
de (5.32). Note que a partir de (5.29) se obtém

(
1+ | w |2

)2
∂w

(
1

(1+ | w |2)2
δ Λ
δ ∂wu

)
− δ Λ
δ u

= 0 (5.33)

e então (5.32) se reduz à[
m2

0 e
2
0 ∂w (ϕ1 + ϕ2) + (f ′)2

∂w

(
1
ϕ1

+ 1
ϕ2

)
+ 8 sin2 (f/2)

r2 ∂w

(
Λ
ϕ3

)]
δ Λ
δ ∂wu

= 0. (5.34)

Uma simples maneira de satisfazer (5.34) é assumir o ansatz para os autovalores
de h, inspirado nas configurações auto duais (3.47), dado por

ϕa ≡ ϕa (r) , para a = 1, 2, e ϕ3 ≡ ϕ̂3 (r) Λ (w, w̄) . (5.35)

Tal ansatz também resolve as equação de Euler-Lagrange associada ao campo ū. A equação
(5.31) para o campo f é radial com exceção de um termo linear em Λ. Se o primeiro
termo de (5.31) se anula, então esta equação se torna puramente radial para qualquer
mapa racional. Contudo, isso ocorre somente para dois casos distintos: ou f é um campo
constante com valor múltiplo inteiro de 2 π, e portanto a carga topológica dada por (3.55)
é nula; ou se o termo de massa do píon for removido da ação (5.1) o que é equivalente a se
tomar β3 = 0. Considerando apenas as soluções topológicas não triviais de (5.34), devido
ao termo de massa do píon (β3 6= 0) é possível se reescrever a função angular Λ (w, w̄) em
(5.31) como uma função puramente radial, e então esta deve ser contante. Contudo, no
Apêndice C.1 se demonstra que Λ pode ser constante se, e somente se o mapa racional u
for dado por

u = ei αw, ū = e−i α w̄, (5.36)

∀α ∈ [0, 2π), com α sendo uma constante no espaço físico, e então

Λ = 1. (5.37)

Resulta de (5.36) ou (5.37) que todos os autovalores de h dados em (5.35) se tornam
puramente radiais, onde ϕ3(r) = ϕ̂3(r). O grau topológico do mapa u = ei αw, escrito na
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representação integral em (5.36), é n = 1 e então a carga topológica, tal como dada em
(3.56), se torna

Q = sm, com s ≡

 +1, f (0) = 2 πm, f (∞) = 0
−1, f (0) = 0, f (∞) = 2πm

, (5.38)

com m sendo um número natural.

É possível se demonstrar que a densidade de energia estática total da teoria (5.1)
dentro do ansatz composto pelos ansätze acima, i.e. por (5.19), (5.26), (5.35) e (5.36) é
invariante por troca entre os autovalores ϕ1 e ϕ2. Em adição, no Apêndice C.2 se demonstra
que, uma vez assumidos tais ansätze, as equações de Euler-Lagrange para os campos M ,
dadas por (5.22), são automaticamente satisfeitas se

ϕ1 = ϕ2. (5.39)

Usando apenas o ansatz holomórfico (5.26) para os campos que compõe U e
(5.39), segue-se que as equações de Euler-Lagrange (5.23) para os campos ϕ1 e ϕ2, dadas
respectivamente em (C.9) e (C.10), se tornam equivalentes (veja o Apêndice C.2). Tal
equivalência também é consequência do fato de se ter considerado o potêncial V (ϕa) como
sendo simétrico por troca entre quaisquer dois autovalores ϕa’s. Impondo adicionalmente
(5.35) e (5.39), mas sem fixar o mapa racional u, as três equações para os autovalores
ϕa’s são reduzidas à duas equações independentes (C.12)-(C.13), as quais são radiais
exceto pela dependência em Λ (w, w̄) e suas derivadas. A escolha do mapa racional para o
qual Λ é constante, que foi feita devido o termo de massa do píon, torna tais equações
puramente radiais e pode desempenhar um papel fundamental para que o sistema de
equações (C.12)-(C.13) seja solúvel mesmo que β3 = 0, tal como argumentado no Apêndice
C.2.

Resulta dos argumentos acima que o ansatz holomórfico (5.26) para os campos U ,
o ansatz (5.19) para os campos M , junto com (5.30), os ansätze (5.35) e (5.39) para os
autovalores de h, e a escolha do mapa racional (5.36) que implica (5.37), i.e. o seguinte
ansatz para os campos da teoria (5.1)

Ansatz para U : U = W †ei f(r)T3W, W =
 sin

(
θ
2

)
−ei (ϕ+α) cos

(
θ
2

)
e−i (ϕ+α) cos

(
θ
2

)
sin

(
θ
2

)  ;

(5.40)

Ansatz para h: M = N = d
(
W †

)
d
(
ei f(r)T3/2

)
, ϕ1 = ϕ2 = ϕ1(r), ϕ3 = ϕ3(r),

onde se usou (3.57), reduz as nove equações estáticas de Euler Lagrange da teoria (5.1) à
três equações radiais acopladas associadas aos campos f , ϕ1 e ϕ3.∗ Usando o ansatz (5.40)
∗ Note que usar (3.57) é equivalente a se reescrever os campos em termos das coordenadas esféricas

usuais definidas através da identificação das coordenadas Cartesianas (3.43) com as coordenadas
complexas (2.27).
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a equação (5.31) associada ao campo f se reduz à

m2
0

[
1
r2 ∂r

(
r2 ϕ3 f

′
)
− ϕ1

2 sin f
r2

]
− β2

3
2 sin (f/2) (5.41)

+ 1
e2

0

[
1
r2 ∂r

(
r2 f

′

ϕ1

8 sin2 (f/2)
r2

)
− (f ′)2

ϕ1

2 sin f
r2 − 16 sin3 (f/2) cos (f/2)

ϕ3 r4

]
= 0.

Usando o ansatz (5.40) as equações (5.23) se reduzem à duas equações para os campos ϕ1

e ϕ3, que podem ser também obtidas usando Λ = 1 e ϕ3 = ϕ̂3 em (C.12) e (C.13), dadas
respectivamente por

0 = µ2
0
r2

[
∂r
(
r2 ∂rϕ1

)
− 2 (ϕ1 − ϕ3)

]
− β2

1 ϕ1 −
β2

2
2
δ V (ϕ)
δ ϕ1

(5.42)

+m2
0

2 sin2 (f/2)
r2

[
1

m2
0 e

2
0

(f ′)2

ϕ2
1
− 1

]
,

0 = µ2
0
r2

[
∂r
(
r2 ∂rϕ3

)
+ 4 (ϕ1 − ϕ3)

]
− β2

1 ϕ3 −
β2

2
2
δ V (ϕ)
δ ϕ3

(5.43)

+m
2
0

2

[
16 sin4 (f/2)
r4m2

0 e
2
0 ϕ

2
3
− (f ′)2

]
.

É possível demonstrar que as equações que extremizam a energia estática (5.15)
dentro do ansatz (5.40), i.e. substituindo primeiro o ansatz (5.40) em (5.15) e então
variando tal energia estática em relação aos campos radiais f , ϕ1 e ϕ3, são equivalentes as
equações de Euler-Lagrage (5.41), (5.42) e (5.43), as quais são obtidas primeiro variando a
ação estática (5.1) em relação aos nove campos originais e depois usando o ansatz (5.40).
Logo, é experado que as configurações de campo que minimizam a energia estática (5.15)
dentro do ansatz (5.40) também extremizem a versão estática da ação (5.1). Apesar da
densidade de carga topológica, dada em (3.62), e os autovalores de h serem radiais dentro
do ansatz (5.40), fora do ansatz a teoria (5.1) pode possuir soluções topológicas com menor
energia estática, para o mesmo valor de Q, onde tais quantidades não sejam radiais. Por
fim, é conveniente checar se as soluções de (5.41)-(5.43) são estáveis sob o argumento de
escala de Derrick.12

5.3 Soluções numéricas do modelo de Skyrme estendido sem potencial V (ϕa)

Considere o setor estático da teoria (5.1) sem o termo potencial V . Por conveniência,
escolha primeiro a energia estática em unidades de carga topológica 48 π2 (m0/e0) | Q |, o
que significa que a energia estática E1 do modelo de Skyrme BPS, dada por (2.47), é igual
a um para as configurações auto duais (3.18). Segundo, escolha a unidade de comprimento
e a unidade adimensional dos campos h como sendo dadas respectivamente por µ2

0/(m3
0e0)

e m2
0/µ

2
0. Logo, a energia estática total (5.15) com V = 0 reescrita em termos destas novas
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unidades é dada por

E = 1
96 π2

∫
d3x

[
habR

a
i R

b
i + 1

2 h
−1
ab H

a
ij H

b
ij + Tr (∂ih)2 + σ1 Tr

(
h2
)

+ σ2 Tr (1l− U)
]
,

(5.44)
com

σ1 = µ2
0 β

2
1

m6
0 e

2
0
, σ2 = µ2

0 β
2
3

m6
0 e

2
0

(5.45)

e as equações de Euler-Lagrange (5.41), (5.42) e (5.43) se tornam

∆Ef ≡
1
r2

[
∂r
(
r2A

)
+ 2B sin (f)

]
+ σ2

2 sin (f/2) = 0, (5.46)

∆Eϕ1 ≡ ϕ′′1 + 2
r
ϕ′1 −

2
r2 (ϕ1 − ϕ3)− σ1 ϕ1 −

2
r2 sin2 (f/2)

[
1− (∂rf)2

ϕ2
1

]
= 0, (5.47)

∆Eϕ3 ≡ ϕ′′3 + 2
r
ϕ′3 + 4

r2 (ϕ1 − ϕ3)− σ1 ϕ3 −
1
2 (f ′)2

[
1− 16 sin4 (f/2)

r4 ϕ2
3 (∂rf)2

]
= 0, (5.48)

onde

A ≡ −∂rf
[
ϕ3 + 8 sin2 (f/2)

r2 ϕ1

]
, B ≡ ϕ1

[
1 + (∂rf)2

ϕ2
1

+ 4 sin2 (f/2)
r2 ϕ1 ϕ3

]
. (5.49)

Dentro do ansatz (5.40) a energia estática (5.44) se torna

E = E2 + E4 + Eh + Eσ1 + Eσ2 , (5.50)

com

E2 ≡
1

96 π2

∫
d3xhabR

a
i R

b
i = 1

12π

∫
dr r2

(
ϕ3 (∂rf)2

2 + ϕ1
4 sin2 f

2
r2

)
,

E4 ≡
1

192 π2

∫
d3xh−1

ab H
a
ij H

b
ij = 1

12π

∫
dr r2

[
4 sin2 f

2
r2

(
(∂rf)2

ϕ1
+

2 sin2 f
2

r2 ϕ3

)]
,

Eh ≡
1

96 π2

∫
d3xTr (∂ih)2 = 1

12π

∫
dr r2

[
(∂rϕ1)2 + (∂rϕ3)2

2 + 2 (ϕ1 − ϕ3)2

r2

]
,

Eσ1 ≡
σ1

96 π2

∫
d3xTr

(
h2
)

= σ1

12 π

∫
dr r2

(
ϕ2

1 + ϕ2
3

2

)
, (5.51)

Eσ2 ≡
σ2

96 π2

∫
d3xTr (1l− U) = σ2

12π

∫
dr r2

(
1− cos f2

)
.

Já que o termo E1 dado em (5.17) é invariante conforme em três dimensões espaciais,
então o argumento de escala de Derrick para as soluções estáticas que extremizam a ação
(5.1) depende somente dos termos de E2 dado por (5.17). Nas unidades definidas acima se
têm E1 = E2 + E4 e E2 = Eh + Eσ1 + Eσ2 , e então a quantidade adimensional

Derrick ≡ |−Eh + Eσ1 + 3 Eσ2|
Eh + Eσ1 + Eσ2

(5.52)
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deve ser zero para soluções estáveis segundo o argumento de escala de Derrick devido à
(5.5).†

Considere a condição de borda f(0) = 2π e f(∞) = 0 correspondente com as
soluções topológicas de carga de Skyrme Q = 1, dada por (5.38). A partir da expansão em
série das equações (5.46), (5.47) e (5.48) em torno de r = 0 se obtêm

∂2
rf(0) = ∂4

rf(0) = 0, ∂rϕa(0) = ∂3
rϕa(0) = 0, ϕ1(0) = ϕ3(0), (5.53)

com a = 1, 3. Já que as equações (5.46)-(5.48) são de terceira ordem nas derivadas espaciais
de f e de segunda ordem nas derivadas dos campos ϕa, então devido à (5.53) apenas
∂rf (0) e ϕ1(0) = ϕ3(0) são parâmetros livres a ser determinados.

Utiliza-se o método do gradiente descendente com passo adaptativo para minimizar
a energia estática (5.50) e obter as soluções de (5.46)-(5.48) com Q = 1, tal como descrito
no Apêndice C.3. A coordenada r fica contida no intervalo [0 , rmax], onde rmax é o tamanho
da rede. Na Tabela 4 são mostrados as energias (5.51) correspondentes as soluções de
(5.46)-(5.48) para alguns pares de valores de σ1 e σ2 rotulados por um índice Nc. O maior
valor de (5.52) é 3.11 × 10−3 (ver Tabela 5), o que significa que para todas as soluções
numéricas apresentadas nas Tabelas 4 e 5 o termo | −T + Ph + 3PU | de (5.5) é igual ou
inferior à 0.311 % de E2. Portanto, a condição (5.5) imposta pelo argumento de escala
de Derrick é satisfeita com boa precisão, enquanto (5.6) com V = 0 é automaticamente
satisfeita.

Tabela 4 - As quantidades (5.50), (5.51) e (5.52) associadas com as soluções das equações
(5.46)-(5.48) com Q = 1 para alguns valores de σ1 e σ2.

Nc σ1 σ2 E E2 E4 Eh Eσ1 Eσ2

i 0, 25 0, 25 1, 26924 0, 35860 0, 70973 0, 12606 0, 04950 0, 02535
ii 0, 50 0, 50 1, 32700 0, 33712 0, 75577 0, 14222 0, 06711 0, 02479
iii 1, 00 1, 00 1, 39771 0, 31419 0, 81127 0, 15982 0, 08873 0, 02370
iv 2, 00 2, 00 1, 48360 0, 29045 0, 87773 0, 17945 0, 11419 0, 02179
v 4, 00 4, 00 1, 58693 0, 26657 0, 95620 0, 20139 0, 14342 0, 01934
vi 0, 25 4, 00 1, 37545 0, 34137 0, 76872 0, 18433 0, 02934 0, 05167
vii 4, 00 0, 25 1, 56171 0, 26615 0, 95056 0, 17531 0, 16689 0, 00280

Fonte: Elaborada pelo autor.

As soluções numéricas dos campos f(r) e ϕa(r) obtidas para todos os parâmetros
σ1 e σ2 da Tabela 4 são monotonicamente decrescentes (veja exemplos nas Figuras 18-20).
† O modelo de Skyrme BPS pode vir a ser fracamente acoplado com à ação S2 em (5.15) de modo que

E2 � E1 e E1 não seja muito distante da energia auto dual | Q |. Neste caso, cada um dos termos Eh,
Eσ1 e Eσ2 que compõe E2, os quais são não negativos por definição, são muito pequenos. De fato, a
divisão por E2 no lado direito de (5.5) é feita para se prevenir que soluções instáveis com pequena
energia E2 tenham associadas pequenos valores da quantidade Derrick.
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A amplitude ϕa(0) dos autovalores de h e a espessura t, i.e. o valor de r para o qual o
campo atinge a metade de seu valor na origem, são dados na Tabela 5. Em particular,
para se obter o valor espessura se utilizou o método descrito no Apêndice C.3. Na Tabela 5
e na Figura 18 se pode ver que a espessura tf do campo f decresce conforme σ2 cresce, ou
equivalentemente conforme os campos U se tornam mais massivos. O mesmo se segue para
as espessuras tϕa dos campos ϕa que decrescem quando σ1 cresce e então os autovalores
de h se tornam mais massivos, mas em contraste os valores das amplitudes ϕa(0) crescem
(veja as Figuras 19 e 20).

Tabela 5 - As espessuras das soluções com Q = 1 das equações (5.46)-(5.48), o tamanho
da rede rmax. e as quantidades (E1 − 1) e E4/E2 para os valores de σ1 e σ2 da
Tabela 4.

Nc i ii iii iv v vi vii
tf 0, 99040 0, 77787 0, 60444 0, 46323 0, 35029 0, 53182 0, 41235
tϕ1 1, 23552 0, 96684 0, 74737 0, 56949 0, 42818 0, 71016 0, 48892
tϕ3 1, 13680 0, 89573 0, 69698 0, 53423 0, 40373 0, 64507 0, 46551
rmax 25 25 14 14 14 25 14
E1 − 1 0, 06832 0, 09289 0, 12547 0, 16817 0, 22277 0, 11010 0, 21671
E4/E2 1, 9792 2, 2418 2, 5821 3, 0220 3, 5870 2, 25188 3, 5716

Derrick (10−5) 248 311 8 33 13 11 7

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 18 - O campo f(r) para as soluções de (5.46)-(5.48) correspondentes à Q = 1 para σ1 = σ2 =
0, 25, 1, 00, 4, 00.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 19 - O campo ϕ1(r) = ϕ2(r) para as soluções de (5.46)-(5.48) correspondentes à Q = 1 para
σ1 = σ2 = 0, 25, 1, 00, 4, 00.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 20 - O campo ϕ3(r) para as soluções de (5.46)-(5.48) correspondentes à Q = 1 para σ1 = σ2 =
0, 25, 1, 00, 4, 00.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Devido à (2.47) e (2.48), para as as configurações auto duais (3.18) o termo
quadrático dá a mesma contribuição para a energia E1 do que o termo quártico nas derivadas
espaciais dos campos U , e então nas unidades definidas acima se têm E2 = E4 = |Q|/2.
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Portanto, para as soluções de (5.46)-(5.48) com Q = 1 deve-se ter E1 = E2 + E4 ≥ 1 (veja
Tabela 5). Apesar do modelo de Skyrme BPS (2.31) ser invariante conforme em R3 e
possuir um número infinito de soluções auto duais exatas sem tamanho fixo, dadas por
(3.18), pode-se mensurar o quão distantes as soluções da teoria (5.1) estão do setor auto
dual de E1 por quanto a quantidade (E1 − 1) e a razão E4/E2 diferem de 1. De fato, na
Tabela 5 se mostra que estas duas quantidades aumentam, ficando cada vez mais longe da
unidade, quando qualquer uma das constantes de acoplamento σ1 ou σ2 aumentam, sendo
mais sensíveis à σ1 do que σ2.
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6 CONCLUSÃO

O modelo de Skyrme BPS (2.31) é uma promissora teoria com cota BPS atingível
para todo valor da carga de Skyrme (2.41) que pode servir de ponto de partida para
a construção de modelos com aplicação para a física nuclear, tal como o modelo de
Skyrme Falso Vácuo (4.4). As entradas da matriz simétrica h, responsável pela extensão do
modelo de Skyrme padrão (2.10), são interpretadas como seis campos reais independentes
e introduzem à teoria um setor BPS e a invariância conforme em três dimensões espaciais.
Apesar de no trabalho original1 terem sido construídos Skyrmions BPS de densidade de
carga topológica esféricamente simétrica para carga de Skyrme Q = 1, a estrutura geral
dos campos h dentro do setor BPS permanecia desconhecida.

A primeira contribuição desta tese consiste em se demonstrar que o setor estático
do modelo de Skyrme BPS é equivalente ao setor BPS. De fato, as seis equações de Euler-
Lagrange para os campos h (3.2) são equivalentes as nove equações de autodualidade (3.31),
as quais por sua vez implicam nas três equações de Euler-Lagrange associados aos campos
U (3.1). Resulta que há somente seis equações estáticas independentes para determinar
os nove campos da teoria, as quais permitem escrever os campos h como espectadores
dos campos de Skyrme e suas primeiras derivadas através da expressão (3.18). Segue-se
que qualquer configuração de campo composta por um mapeamento entre 3-esferas U e
a configuração auto dual (3.18) para os campos h corresponde a uma solução topológica
exata da teoria (2.31). Portanto, há número infinito de Skyrmions BPS, para cada valor
da carga de Skyrme (2.41), os quais não possuem tamanho fixo devido a invariância de
escala da ação (2.31). Uma vez entendido a estrutura geral dos Skyrmions BPS dentro
do setor estático, sem ter sido necessário se usar anstaz algum, fica muito mais fácil de
estudar possíveis extensões do modelo de Skyrme BPS.

A liberdade dos campos U dentro do setor BPS do modelo de Skyrme auto dual
permite a construção explícita de Skyrmions BPS através de algum ansatz para os campos
de Skyrme. Tal abordagem permite se compreender melhor as possíveis simetrias dos
Skyrmions BPS para cada valor da carga Q, as quais podem vir a ser preservadas em
futuras extensões da teoria (2.31). No ansatz holomórfico para o campo de Skyrme (ver
seção 3.3) usa-se o sistema de coordenadas (r, w, w̄), definido em (3.43), e os campos U
são decompostos em uma função perfil radial f(r) e um mapa racional entre 2-esferas
u(w) = p(w)/q(w), junto ao seu complexo conjugado. Segue-se que a carga topológica
pode ser escrita como o produto de dois números naturais m e n com um sinal s = ±1,
i.e. Q = smn, onde as condições de borda de f(r) fixam m e s através de (3.56) e n
corresponde ao grau topológico do mapa racional u(w) dado por (3.54).

Dentro do ansatz holomórfico pode-se construir Skymions BPS para todos os valores
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de Q fixando m = 1 e escolhendo os mapas racionais com n =| Q |. Esta possibilidade incluí
as configurações holomórficas dos campos U que aproximam os Skyrmions tradicionais, tal
como visto na seção 2.2, as quais são soluções exatas particulares do modelo de Skyrme
BPS. Em adição, em termos das coordenadas esféricas usuais (2.27) pode-se escrever
w = cot (θ/2) ei ϕ (ver equação (3.57)). Consequentemente, as raízes do Wronskiano (3.58),
associado aos polinômios p(w) e q(w), correspondem à pares de valores angulares (θ, ϕ)
nos quais a densidade de carga topológica (3.59) se anula para todo valor da coordenada
radial r. Outra possibilidade é se escolher o mapa racional u = w (n = 1) para o qual o
Wronskiano não possuí raízes, e portando pode se construir Skyrmions BPS radiais para
todo valor de Q. Contudo, neste caso se a derivada da função perfil f ′(r) não divergir em
nenhum ponto do espaço se terá Q cascas esféricas onde a densidade de carga topológica
(3.62) se anula, incluso o infinito espacial.

Um interessante ansatz para os campos de Skyrme do modelo de Skyrme auto
dual que pode ser construído a partir de sua simetria conforme em R3 é o ansatz toroidal
(ver seção 3.4). Neste, usa-se o sistema de coordenadas ortogonais toroidais (z, ϕ, ξ),
dado em (3.73). As coordenadas ϕ e ξ são construídas respectivamente a partir das
simetria por rotação no x1 x2 (ver o campo vetorial (3.71)) e por combinação linear de uma
transformação conforme especial e uma translação ao longo da direção de x3 (ver o campo
vetorial (3.72)), com (x1, x2, x3) sendo as coordenadas Cartesianas do R3. A coordenada
z tem simetria axial e é construída como sendo ortogonal à ϕ e ξ. No ansatz toroidal os
campos U são escritos em termos de um único campo F (z) e depedem de dois números
inteiros n e m associados respectivamente às coordenadas ϕ e ξ (ver equações (3.68) e
(3.75)). Assim como no ansatz holomórfico a carga topológica continua sendo escrita como
Q = smn, onde o sinal s depende das condições de borda do campo F (z), dadas em (3.84),
e os autovalores de h e a densidade de carga topológica (Q), dados respectivamente em
(3.82) e (3.80), têm simetria axial. Tal simetria de ambas as quantidades se torna radial,
para todo o valor de Q, somente para as configurações de campo particulares F (z) = z ou
F (z) = 1− z.

O modelo de Skyrme Falso Vácuo (4.4), construído como uma extensão da versão
estática do modelo de Skyrme BPS (2.31), é uma simples teoria de campo que reproduz
robustamente algumas propriedades do núcleo atômico. Esta pode vir a servir como uma
realização de teoria de campo no regime de baixas energias do modelo da gota líquida.36

Contudo, introduz-se dinâmica para a densidade bariônica (Q) definida em termos do
campo do Skyrme (ver equação (4.6)). Tal dinâmica de Q provém dos termos cinéticos e
potenciais para tal quantidade contidos no termo E2, dado por (4.7), o qual é um funcional
dos campos de Skyrme e suas derivadas. A adição do funcional E2 à energia estática E1 do
modelo de Skyrme BPS, dada por (4.1), é fundamental para a determinação dos campos
de Skyrme, pois quebra a equivalência entre o setor BPS e do setor estático do modelo
de Skyrme BPS onde os campos U permanecem livres. Os campos h são determinados
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somente a partir do termo E1, assim como no caso do modelo de Skyrme BPS, e então
continuam atuando como espectadores dos campos U sendo determinados inteiramente
através da expressão algébrica (3.18). Tal configuração auto dual dos campos h satisfaz
automaticamente as equações de Euler-Lagrange associadas aos campos U que provém
do termo E1, o qual consequentemente não contribui para a determinação dos campos de
Skyrme. Em adição, a relação (3.18) satura cota BPS (2.44) do modelo de Skyrme BPS, e
portanto para as soluções estáticas de (4.4) se obtém que E1 = 48π2m0

e0
| Q |.

As equações de Euler-Lagrange associadas aos campos U se reduzem, usando (3.18),
a uma única de equação diferencial de segunda ordem (4.13) para a fração de potência ψ
da densidade de carga topológica (ψ ∝ Q1/s), definida em (4.6). Tal equação envolve uma
constante de integração que desempenha um papel fundamental, pois permite escrever
um potencial efetivo (4.19) que tenha contradomínio negativo para alguma região de seu
domínio ψ, podendo ser um potencial admissível, tal como definido na seção 4.1. Segue-se
que a tarefa de se construir soluções topológicas de (4.6) com energia (4.4) finita recai no
bem conhecido problema do falso vácuo de S. Coleman.9–11 Resulta que as soluções de
campo ψ de menor energia estática E2 (dada em (4.7)), a qual difere da energia efetiva
Eef. (dada em (4.14)) por um termo topológico, são radiais. Em adição, a constante de
integração γ (em unidades adimensionais (4.20)) pode depender de Q, e variando-se o
valor de γ se pode construir soluções topológicas a partir de (4.21) para múltiplos valores
de Q. Contudo, uma vez que se associa um valor referência γref. da constante de integração
com um valor de referência Qref. da carga topológica, então toda sequência discreta de γ
associada com os demais valores de Q inteiros fica fixada por (4.26).

Usando um procedimento simples para estabelecer relações das constantes de
acoplamento do modelo de Skyrme Falso Vácuo com as constantes da física nuclear,
construído nas seções 4.1 e 4.3, reproduziu-se acuradamente os valores das energia de
ligação e do raio RMS para um amplo número de núcleos não leves (de número bariônico
A ≥ 12). Em adição, tais resultados são pouco sensíveis a escolha do termo de ordem κ do
potencial V , dado em (4.19), ao menos para s = 3 e κ ≥ 6, tal como visto na seção 4.3. Na
Tabela 2 pode-se ver que para estes valores de s e κ os valores do RMSD do raio RMS (∆R)
e da energia de ligação por núcleon (∆EB), definidos em (4.40), são respectivamente cerca
de 0, 08 fm e 0, 2MeV . Estes valores caem respectivamente para apenas cerca da metade
e um quarto ao se considerar apenas os núcleos com A ≥ 12. Apesar de se ter apresentado
alternativas para tal procedimento na seção 4.5 e modificações do potencial V ou do termo
G(U) da parte topológica de E2, dados respectivamente por (4.19) e (4.28), possam vir
a refinar tais resultados, estes já são tão acurados que não se espera drástica melhora
para núcleos não leves. Por outro lado, os resultados obtidos são muito melhores para
núcleos não leves do que núcleos leves. Isto já era esperado uma vez que os argumentos
provenientes do problema do falso vácuo de S. Coleman (ver seção 4.1) implicaram na
simetria radial da densidade bariônica (4.6) para todo o valor da carga de Skyrme (2.41),
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incluindo os núcleos leves que não deveriam possuir tal simetria.

As soluções topológicas podem ser obtidas a partir da equação (4.21) desde que o
potencial efetivo adimensional V̂ef. = ψ̂2 − γ ψ̂s + ψ̂κ seja admissível, i.e. desde que o valor
da constante de integração γ seja superior a um valor crítico γc (s, κ), dado em (4.24). Para
cada par de valores s e κ, ao se tomar γ suficientemente próximo de γc (s, κ) pela direita,
segue-se que o raio RMS das soluções topológicas cresce com Q

1
3 (ver equação (4.35)),

assim como se espera de uma descrição de núcleos pesados. Por outro lado, o procedimento
das seções 4.1 e 4.3 fixa toda sequência discreta de valores de γ, mas desde que esses se
aproximem o suficiente de γc(s, κ) se espera que o raio RMS cresça aproximadamente com
Q

1
3 para qualquer valor de s e κ.

O procedimento que impõe relações entre as seis constantes de acoplamento da
teoria (4.4) e a constante de integração, a qual aparece em (4.13), propostos nas seções
4.1 e 4.3, ou os procedimentos alternativos abordados na seção 4.5, podem vir a levar a
uma densidade bariônica teória (4.27) que se comporte de modo semelhante ao esperado
segundo os dado experimentais. Isto é verdadeiro ao menos para núcleos pesados (Q>56),
com Q sendo aproximandamente constante em alguma região esférica espacial fora da
qual decai rapidamente à zero, tal como pode ser visto na Figura 8 da seção 4.3 para
s = 3 e κ = 8. Contudo, neste exemplo o valor de Q (r = 0) tende à diminuir suavemente
para núcleos pesados, chegando à 0, 1645 fm−3 para Q = 240 o que é ligeiramente
superior ao valor da densidade bariônica63 esperada de cerca de 0.16 fm−3. Em adição, o
decaimento exponencial da densidade matéria

(
ρM
)
longe do centro de massa do núcleo,

onde ρM ∼ ρM0 e−r/a e a = 0, 524 fm é um parâmetro experimental que depende pouco do
número de bariônico, é garantido devido a relação (4.36) que faz parte do procedimento
visto nas seções 4.1 e 4.3. Um caminho em aberto para ser explorado é justamente tentar
modificar-se o modelo de Skyrme Falso Vácuo ou o procedimento para se construir as
soluções topologicas de modo que, sem perder a acurácia dos resultados acima, se aprimore
a correspondência entre a densidade bariônica teórica e experimental.

Há muitas modificações do modelo de Skyrme Falso vácuo que podem vir a primorar
seus resultados, em especial na descrição do raio RMS e na energia de ligação para núcleos
leves. Uma possibilidade é se adicionar termos cinéticos e potenciais para os campos h ao
termo E2, violando a equivalência entre as equações de Euler-Lagrange para os campos h
com as equações de autodualidade (4.2) do modelo de Skyrme BPS, i.e. tirando os campos
h de sua configuração auto dual dada por (3.18). Se tal modificação for pequena, talvez
possa ser tratada perturbativamente e leve a soluções não esfericamente simétricas que
melhor descrevam os núcleos leves. Contudo, já que o modelo descreve tão bem algumas
propriedades da física nuclear, talvez o problema em aberto mais fundamental seja a
natureza de tal modelo, tal como a interpretação física dos campos h. Talvez essa linha de
pesquisa possa vir a fornecer insights sobre o regime de acoplamento forte das interações
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fortes ou se conecte com algum limite da QCD a baixas energias.

O modelo (5.1) foi construído através da introdução de termos cinéticos e potenciais
para os campos h ao modelo de Skyrme BPS, além do termo usual de massa dos píons.
Desta forma, quebrou-se a equivalência entre o setor estático e o setor auto dual do
modelo de Skyrme BPS. Os nove campos da matriz h podem ser decompostos em seus
três autovalores ϕa, com a = 1, 2, 3 e nos três campos da matriz M que diagonaliza h,
tal como definido em (5.8). Em adição, os campos de Skyrme SU(2) são parametrizados
na representação espinorial (2.52) por um campo real f e um campo complexo u, junto
a seu complexo conjugado ū. Pode-se construir um ansatz para tal modelo composto de
três partes. O primeiro ingrediente é o ansatz holomórfico para os campos de Skyrme,
definido nas coordenadas (3.43), no qual f(r) é uma função perfil radial e u(w) é o mapa
racional entre 2-esferas (3.53), tal como mencionado acima. Este ansatz tem uma profunda
correlação com os Skyrmions do modelo de Skyrme Padrão, tal como visto na seção 2.2.

O segundo ingrediente do ansatz para a teoria (5.1) é a preservação de três das
seis equações auto duais (3.18), as quais determinam inteiramente os campos h em termos
da matriz real e simétrica τ , a qual por sua vez é definida em (3.10) em termos das
componentes da forma de Maurer-Cartan SU(2) (2.37). Este ansatz corresponde àM = N ,
onde N é a matriz que diagonaliza τ , e portanto N fica inteiramente determinada em
termos dos campos de Skyrme e suas primeiras derivadas. Contudo, uma vez que impomos
estes dois ansätze pode-se demonstrar que as equações associadas aos campos u e ū são
automaticamente satisfeitas através do ansatz (5.35) para os autovalores de h, o qual é
inspirado nas configurações auto duais (3.18) dos campos ϕa’s. Uma vez assumido este
ansatz adicional, segue-se que as equações de Euler-Lagrange para os campos f determinam
o mapa racional como u(w) = ei αw, cujo grau topológico (3.54) corresponde à n = 1. Este
resultado é importante pois restringe a construção de soluções topológicas para múltiplos
valores da carga de Skyrme (3.56) unicamente através das condições de borda da função
perfil f(r), as quais fixam o número natural m e o sinal s através de (5.38) e implicam
que Q = sm. Segue-se por fim que todos os autovalores de h são radiais, e impondo
adicionalmente o ansatz ϕ1 = ϕ2 pode-se resolver automaticamente as equações de Euler-
Lagrange (5.22) associadas aos campos M , e em adição as equações de Euler-Lagrange
(5.23) associdas aos campos ϕ1 e ϕ2 se tornam equivalentes. Resulta que tal ansatz reduz
as nove equações de Euler-Lagrange associada aos campos h e U à três equaçãos radiais
acopladas associadas aos campos f(r), ϕ1(r) e ϕ3(r) dadas em (5.46)-(5.48).

As soluções das três equações de Euler-Lagrange remanescentes (5.46)-(5.48) asso-
ciadas com os campos f(r), ϕ1(r) e ϕ3(r) foram obtidas através do método do gradiente
descendente para a condição de borda f(0) = 2π e f(∞) = 0, correspondente à Q = 1
(m = s = 1). As soluções númericas são estáveis segundo o argumento de escala de Derrick,
mas a tarefa de se obter soluções estáveis para Q ≥ 2 é um problema que permanece em
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aberto. Em adição, estes três campos são monotonicamente decrescentes e a espessura
tf do campo f(r) decresce conforme σ2 (definido em (5.45)) cresce, ou equivalentemente
conforme os campos U se tornam mais massivos (veja a Tabela 5). O mesmo se segue para
as espessuras tϕa dos campos ϕa(r) que decrescem conforme σ1 cresce, ou equivalentemente
conforme os autovalores de h se tornam mais massivos. Por outro lado, ao contrário da
função perfil que tem as condições de bordas fixas para cada valor da carga de Skyrme,
conforme σ1 cresce a amplitude ϕa (r = 0) dos campos ϕa’s aumenta.
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APÊNDICE A – RESULTADOS AUXILIARES DO CAPÍTULO 3

A.1 Invariância conforme das equações de Euler-Lagrange (3.1) e (3.2) e das equa-
ções de autodualidade (3.31)

As transformações conformes no espaço Euclideano tridimensional (i, j, k = 1, 2, 3)
podem ser introduzidas como1,61

δxi = ζi , ∂iζj + ∂jζi = 2D δij, (A.1)

onde a função D é nula para translações e rotações, constante para dilatações e linear em
xi’s para as transformações especiais conformes.61 Dada as transformações dos campos
definidas por

δU = 0 , δhab = −Dhab , δh−1
ab = Dh−1

ab . (A.2)

segue-se que

δRa
i = −∂iζj Ra

j , δHa
ij = −∂iζkHa

kj − ∂jζkHa
ik (A.3)

e

δ (∂ihab) = −∂iζj ∂jhab −D∂ihab − hab ∂iD ,

δ
(
∂ih
−1
ab

)
= −∂iζj ∂jh−1

ab +D∂ih
−1
ab + h−1

ab ∂iD, (A.4)

δ
(
∂iR

a
j

)
= −∂iζk ∂kRa

j −Ra
k∂i∂jζk − ∂jζk ∂iRa

k,

δ
(
∂kH

a
ij

)
= −∂kζl ∂lHa

ij − ∂iζl ∂kHa
lj − ∂jζl ∂kHa

il − ∂k∂iζlHa
lj − ∂k∂jζlHa

il.

Usando (A.1), (A.2), (A.3) e (A.5) se obtêm

δ
(
habR

a
i R

b
i

)
= −3DhabR

a
i R

b
i ,

δ
(
h−1
ab H

a
ij H

b
ij

)
= −3Dh−1

ab H
a
ij H

b
ij, (A.5)

δ
(
εijk εabcR

a
i R

b
j R

c
k

)
= −3D εijk εabcR

a
i R

b
j R

c
k.

Já que o elemento de volume se transforma, sob as transformações (A.1), como
δ (d3x) = 3Dd3x, a energia estática (3.7) e a carga topológica (2.41) são invariantes
conformes. Denote

Λ(1)
a ≡ ∂i

[
m2

0 e
2
0 habR

b
i + εabcR

b
j h
−1
cd H

d
ij

]
,

Λ(2)
ab ≡ m2

0 e
2
0R

a
i R

b
i −

1
2 h
−1
ac H

c
ij h
−1
bd H

d
ij, (A.6)

Λ(3)
a i ≡ λhabR

b
i −

1
2 εijkH

a
ij.



122

Utilizando (A.1)-(A.5) e o fato que (A.1) implica em ∂2
j ζi = −∂iD, então a variação de

cada uma das equações de (A.6) leva à

δΛ(1)
a = −3DΛ(1)

a , δΛ(2)
ab = −2DΛ(2)

ab , δΛ(3)
a i = −2DΛ(3)

a i −
∑
j 6=i

∂iζj Λ(3)
a j . (A.7)

Conclui-se que a versão estática das equações de Euler-Lagrange (3.1) e (3.2), e as equações
de autodualidade (BPS) (3.31) são invariantes conforme em R3.

A.2 Prova das relações (3.14), (3.15) e (3.16)

Usando (2.37) e (3.10) pode-se escrever a versão estática das equações de Euler-
Lagrange associada aos campos h (3.2) como

m2
0 e

2
0 τab = 1

2 h
−1
ac h

−1
bd εcef εdēf̄ τeē τff̄ . (A.8)

Assuma que todos os três autovalores da matriz h sejam positivos. Já que h é uma matriz
real e simétrica ela pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal M , i.e.

h = M hDMT , com hDab = ϕa δab, M MT = 1l. (A.9)

Conjugando ambos os lado das relações de comutação para os geradores da álgebra
do grupo SU(2) (2.34) com um elemento g do grupo SU(2), e usando a definição de
representação adjunta (2.40), se obtêm que εabc ddc (g) = εefd dea (g) dfb (g). As matrizes
d (g) da representação adjunta são reais e unitárias e portanto também são ortogonais.
De modo similar, já que M é uma matriz 3 × 3 ortogonal, esta satisfaz a identidade
M~x×M~y = (detM) M

(
~α× ~β

)
, ∀~α, ~β ∈ R3, e então

εabcMdc = (detM) εefdMeaMfb, (A.10)

onde detM = ±1. Usando (A.9) e (A.10) em (A.8) se obtêm

m2
0 e

2
0

(
MT τ M

)
ab

= 1
2

1
ϕa ϕb

εacd εbef
(
MT τ M

)
ce

(
MT τ M

)
df
. (A.11)

Introduzindo a matriz real e diagonal B como

B =| m0 e0 | diag. (√ϕ2 ϕ3 ,
√
ϕ1 ϕ3 ,

√
ϕ1 ϕ2 ) (A.12)

e definindo a matriz real e simétrica A por

BAB = MT τ M, (A.13)

então as seis equações (A.11) podem ser reescritas como

A = AC , (A.14)

onde AC é a matriz dos cofatores de A. Note que devido a simetria de A a matriz AC
também é simétrica e portanto só há seis equações em (A.14). Em adição, como a matriz
A é também real ela pode ser diagonalizada por um matriz ortogonal 3 × 3. Precisa-se
considerar dois casos distintos:
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1. O caso onde det A 6= 0, no domínio D de R3. Então, (A.14) pode ser reescrita como

A = (det A) A−1 (A.15)

o que implica em

det A = 1 ⇒ A = A−1. (A.16)

Como consequência de A ser igual a sua inversa, segue-se que seus autovalores podem
assumir os valores ±1. Contudo, a condição de determinante unitário em (A.16)
implica que todos os autovalores devem ser 1, ou somente dois deles devem ser
−1. Mas foi demonstrado em (3.13) que τ , e consequentemente MT τ M , é uma
matriz positiva. Portanto, (A.13) implica que BAB é uma matriz positiva e então
A também deve ser positiva. Consequentemente, todos os valores de A são iguais a 1
e então A = 1l. Em adição, a partir de (A.13) se obtém que MT τ M é diagonal. Isso
prova a segunda relação em (3.15), uma vez que se assumi a primeira. Segue-se que
(A.12) e (A.13) implicam que os autovalores de τ são de fato dados por (3.16).

2. O caso onde det A = 0, no domínio D de R3. Portanto, (A.13) implica que det τ =
det A (det B)2 = 0, e então a matriz τ é singular. A partir de (A.14) se obtém

A2 = AAC = (det A) 1l = 0. (A.17)

Mas para uma matriz simétrica A, os elementos diagonais de A2 são somas de
quadrados, i.e. (A2)11 = A2

11 +A2
12 +A2

13, e assim por diante. Logo, já que A é real a
equação (A.17) implica que A = 0. Usando (A.13) se obtém τ = 0, ou seja todas as
entradas da matriz τ se anulam em D. Consequentemente, a relação (3.10) resulta
em Ra

i = 0 para todos os valores de a e i, e então a partir de (2.37) o elemento U do
grupo SU(2) tem que ser constante em D.

A.2.1 A análise usando as equações de autodualidade

Na análise da subseção anterior se usou a versão estática das equações Euler-
Lagrange (3.2) associadas aos campos h, que levam as equações (A.8) e (A.11). Em tal
análise foi necessário se assumir que a matriz h seja inversível e seus autovalores sejam
estritamente positivos. Contudo, pode-se fazer uma análise similar do setor auto dual
usando as equações de autodualidade (3.31). Contraindo (3.31) com Rc

i e usando (3.10) e
(3.20) se têm

λhab τbc = δac det R. (A.18)

Usando (3.24) e o fato que det τ = (det R)2, obtêm-se

| λ | h · τ =
√

det τ 1l. (A.19)

Há duas possibilidades distintas para o determinante de τ :
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1. Se det τ 6= 0 em alguns pontos ou em uma região D do espaço físico, então a relação
(A.19) resulta em (3.18). Portanto, a matriz h é inteiramente determinada em termos
da matriz τ e consequentemente em termos dos campos SU(2). Logo, as equações
de autodualidade têm solução em D para qualquer configuração dos campos U tais
que τ seja inversível.

2. Se det τ = 0 em alguns pontos ou em uma região D do espaço físico, então (A.19)
se torna

h · τ = 0. (A.20)

Dados os campos U que fixam τ através de (3.10), considere a diagonalização
construída com a transformação ortogonal como τ = N · τD ·NT , com N ·NT = 1l.
Então, (A.20) se torna

(
NT · h ·N

)
ab
ωb = 0, sem soma sobre o índice b, (A.21)

onde ωb são os autovalores de τ , e
(
NT · h ·N

)
é uma matriz simétrica que possui

os mesmos autovalores de h. Há algumas possibilidades com det τ = 0:

a) Se τ tem apenas um autovalor nulo, sem perda de generalidade considere
ωc = 0, então (A.21) implica que as linhas e colunas de

(
NT · h ·N

)
não

correspondentes com c devem se anular, i.e.

(
NT · h ·N

)
ab

= 0, b 6= c, ∀a = 1, 2, 3. (A.22)

Pela simetria de
(
NT · h ·N

)
, segue-se que equação (A.22) continua válida para

a 6= c, ∀b = 1, 2, 3. Portanto, seu o único elemento não nulo é
(
NT · h ·N

)
cc
, o

qual não é determinado pelas equações de autodualidade. Logo, h deve ter dois
autovalores nulos e o terceiro é indeterminado.

b) Se τ tem somente dois autovalores nulos, sem perda de generalidade considere
o único autovalor não nulo ωc 6= 0, então (A.21) implica que as linhas e colunas
de

(
NT · h ·N

)
de índice c devem se anular, e o bloco 2 × 2 remanecente

é indeterminado. Logo, h deve ter um autovalor nulo e os outros dois são
indeterminados.

c) Se τ tem três autovalores nulos, então τ = 0 em D. Neste caso h é completamente
indedterminado. De fato, a partir de (3.10) se segue que τaa = (Ra

1)2 + (Ra
2)2 +

(Ra
3)2 = 0, para a = 1, 2, 3, e se conclui que a matriz R, ou seja as componentes

Ra
i , se anulam em D e portanto os campos U devem ser constantes nesta região.

Logo, as equações de autodualidade (3.31) são satisfeitas em D para qualquer
matriz h.



125

Conclui-se que quanto mais singular é a matriz τ , menos restrições as equações
de autodualidade (3.31) impõe sobre a matriz h. Consequentemente, para qualquer confi-
guração dos campos U (com τ sendo singular ou não) pode-se obter uma matriz h que é
solução das equações de autodualidade. Para os casos onde det τ = 0, a matriz h pode
não ser unicamente determinada.
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APÊNDICE B – RESULTADOS AUXILIARES DO CAPÍTULO 4

B.1 O comportamento da energia de ligação por núcleon do modelo de Skyrme
Falso Vácuo para potenciais efetivos admissíveis

Como argumentado na seção 4.1, o argumento de escala de Derrick para a teoria
(4.4) implica que ∫

d3x

[
µ2

0
2 (∂iψ)2 + 3Vef.

]
≡ T + 3Uef. = 0. (B.1)

Usando (B.1) e (4.19) se pode escrever U =
∫
d3xV =

∫
d3x (Vef. + c ψs) = −T

3 +c
∫
d3xψs,

e então
E2 = 2

3 T + 4π2

| λ |3
c | Q | +QG, (B.2)

onde foi usado sign (λQ) = −1, dado em (2.48), e

Q = − λ3

4π2

∫
d3xψs, QG =

∫
d3xG (U) ψs. (B.3)

Fixando o potencial V , o que fixa o valor de κ da escolha particular de potencial
(4.19), o valor de s em (4.6) e das constantes de acoplamento da teoria (4.4), segue-se
que as soluções de (4.13) se tornam funções somente da constante de integração c. Logo,
diferenciando E2, dado em (4.7), com respeito à c e integrando por partes se obtêm

dE2

d c
=
∫
d3x

[
µ2

0 ∂i

(
∂iψ

dψ

d c

)
− µ2

0 ∂
2ψ

dψ

d c
+ δ V

δ ψ

dψ

d c

]
+ dQG

d c
. (B.4)

Já que ψ → 0 quando r →∞, então a densidade de carga bariônica se anula no infinito
espacial (4.6). Consequentemente, o termo de superfície do lado direito da equação (B.4)
também se anula. Usando a equação (4.13) para reescrever o segundo termo de (B.4) se
obtém

dE2

d c
= 4π2

| λ |3
c
d | Q |
d c

+ dQG

d c
. (B.5)

A energia de ligação por núcleon associada a teoria (4.4), sem fixar-se o potencial
V , é dada por

EB = | Q | E (Q = 1)− E (| Q |)
| Q |

= | Q | E2 (Q = 1)− E2 (| Q |)
| Q |

, (B.6)

com
E = 48π2 m0

e0
| Q | +E2. (B.7)

Logo, resulta de (B.2) e (B.5) que

dEB
d c

= 2
3

T

| Q |2
d | Q |
d c

− 1
| Q |2

[
| Q | dQG

d c
−QG

d | Q |
d c

]
. (B.8)
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Se a relação entre Q e c for invertível, i.e. se Q for monotônico com c e vice-versa, pode-se
escrever (B.8) como

dEB
d | Q |

= 2
3

T

| Q |2
− 1
| Q |2

[
| Q | dQG

d | Q |
−QG

]
. (B.9)

Em oderm a E2 ser não negativo para qualquer configuração de campo, deve-se
considerar o potencial V como sendo não-negativo. Contudo, o argumento de escala de
Derrick implica na condição (B.1) e, já que T deve ser positivo para soluções topológicas
de (4.13) não triviais, então Uef. deve ser negativo. Portanto, Vef. deve ser negativo em
alguma região do eixo ψ, o que requer por sua vez que o valor da constante de integração
c deve ser positivo, pois ψ é também não negativo. A partir de (B.1) se têm

T

3 = 4 π2

| λ |3
c | Q | −

∫
d3xV > 0 ⇒ 4 π2

| λ |3
c | Q |>

∫
d3xV. (B.10)

Logo

T = 12 π2

| λ |3
c | Q | Ω, com Ω = 1− | λ |

3

4 π2
1

c | Q |

∫
d3xV < 1 (B.11)

e então se conclui que
0 < T

| Q |2
<

12π2

| λ |3
c

| Q |
. (B.12)

Para os tipos de núcleons considerados o número de prótons e nêutrons não diferem
drasticamente, e então a carga elétrica de tais núcleos é aproximadamente proporcional à
| Q |. Logo, deve-se considerar o funcional G (U) tal que QG seja positivo para | Q |≥ 1
e seja proporcional à | Q |2, i.e. QG = χ | Q |2, com χ > 0, e então QG se aproxima da
energia de interação Coulombiana para tal núcleo. Portanto, (B.9) se torna

dEB
d | Q |

= 2
3

T

| Q |2
− χ. (B.13)

Em ordem a se obter (B.9) se deve assumir c como uma função monotônica de | Q |. De
modo mais restritivo, supondo que c é uma função monotonicamente decrescente de | Q |,
se obtêm o comportamento principal da energia de ligação por núcleon como função de | Q |
a partir de (B.12) e (B.13). De fato, escolhendo um valor apropriado de χ suficientemente
pequeno, se obtém para valores de | Q | pequenos que 2

3
T
|Q|2 > χ, e então EB é crescente

com | Q |. Para valores de | Q | suficientemente grandes se obtém 2
3

T
|Q|2 < χ, e então EB

se torna decrescente com | Q |.

Os resultados deste apêndices são válidos para uma vasta classe de potenciais V
da teoria (4.4) para os quais c é função monotonicamente decrescente de | Q | e Vef. é um
potencial admissível. Logo, a dinâmica da teoria (4.4) leva com robustez ao comportamento
esperado da energia de ligação segundo os dados experimentais, indepentemente em certo
sentido da forma particular do potencial V . A escolha de V e G (U) podem ser então
utilizadas para se obter um ajuste mais fino dos dados experimentais.
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B.2 A lista de núcleos definida na seção 4.3 e alguns resultados importantes obtidos
em tal seção

Na Tabela 6 a quantidade A é o número de massa do núcleo e Z é o número de
prótons. Rexp. corresponde aos valores experimentais do raio RMS62 para a lista de núcleos
definida na seção 4.3, enquanto Eexp.

B corresponde com os valores da energia de ligação
por núcleon,65 tal como usado nas Figuras 9 e 10. Em adição, apresenta-se os resultados
numéricos (com o mesmo número de dígitos do que os dados experimentais) obtidos na
seção 4.3 para o caso s = 3 e κ = 8. Rnum. e Enum.

B correspondem respectivamente aos
valores teóricos do raio RMS e da energia de ligação por núcleon. Também são apresentados
os valores correspondentes de γ para cada valor de A, i.e. para cada valor inteiro da carga
topológica. Já que há mais de um núcleo estável para o mesmo valor de A, mas só há uma
solução numérica pra cada valor da carga de Skyrme Q, repete-se o valor numérico das
grandezas teóricas para facilitar a comparação.

Tabela 6 - Os valores experimentais de Rexp. (fm) e Eexp.
B (MeV ) e os valores númericos

Rnum. (fm), Enum.
B (MeV ) e γ (adimensional) obtidos na seção 4.3 para o caso

s = 3 e κ = 8.

Name A Z Rexp. Rnum. Eexp.
B Enum.

B γ

H 1 1 0, 8783 1, 8467 0, 000000 0, 000000 4, 491068461142762
H 2 1 2, 1421 1, 9087 1, 112283 2, 895106 3, 649869712047377
He 3 2 1, 9661 1, 9808 2, 572680 4, 254723 3, 275512965240602
He 4 2 1, 6755 2, 0527 7, 073915 5, 084109 3, 055186690308611
Li 6 3 2, 5890 2, 1862 5, 332331 6, 078895 2, 797917904594600
Li 7 3 2, 4440 2, 2473 5, 606439 6, 407667 2, 714002952968850
Be 9 4 2, 5190 2, 3598 6, 462668 6, 889732 2, 591114911251203
B 10 5 2, 4277 2, 4117 6, 475083 7, 072907 2, 544219486469452
B 11 5 2, 4060 2, 4613 6, 927732 7, 229382 2, 503942224117655
C 12 6 2, 4702 2, 5086 7, 680144 7, 364775 2, 468850343952055
C 13 6 2, 4614 2, 5540 7, 469849 7, 483176 2, 437910925143941
N 14 7 2, 5582 2, 5976 7, 475614 7, 587648 2, 410358116708282
N 15 7 2, 6058 2, 6397 7, 699460 7, 680532 2, 385610494137132
O 16 8 2, 6991 2, 6802 7, 976206 7, 763651 2, 363217640071331
O 17 8 2, 6932 2, 7194 7, 750728 7, 838453 2, 342824482983545
O 18 8 2, 7726 2, 7574 7, 767097 7, 906102 2, 324146819327975
F 19 9 2, 8976 2, 7942 7, 779018 7, 967544 2, 306954100038247
Ne 20 10 3, 0055 2, 8300 8, 032240 8, 023561 2, 291057065022768
Ne 21 10 2, 9695 2, 8648 7, 971713 8, 074802 2, 276298691132936

(continua)
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(continuação)
Name A Z Rexp. Rnum. Eexp.

B Enum.
B γ

Ne 22 10 2, 9525 2, 8986 8, 080465 8, 121814 2, 262547453280112
Na 23 11 2, 9936 2, 9316 8, 111493 8, 165058 2, 249692231249988
Mg 24 12 3, 0570 2, 9638 8, 260709 8, 204929 2, 237638407479905
Mg 25 12 3, 0284 2, 9952 8, 223502 8, 241766 2, 226304840103443
Mg 26 12 3, 0337 3, 0259 8, 333870 8, 275862 2, 215621488325438
Al 27 13 3, 0610 3, 0560 8, 331553 8, 307472 2, 205527530232682
Si 28 14 3, 1224 3, 0854 8, 447744 8, 336819 2, 195969856721151
Si 29 14 3, 1176 3, 1141 8, 448635 8, 364099 2, 186901855810426
Si 30 14 3, 1336 3, 1424 8, 520654 8, 389484 2, 178282423400496
P 31 15 3, 1889 3, 1700 8, 481167 8, 413128 2, 170075152240669
S 32 16 3, 2611 3, 1972 8, 493129 8, 435168 2, 162247662359158
S 34 16 3, 2847 3, 2500 8, 583498 8, 474908 2, 147619395869828
Cl 35 17 3, 3654 3, 2758 8, 520278 8, 492817 2, 140769427267332
S 36 16 3, 2985 3, 3011 8, 575389 8, 509539 2, 134200134292854
Ar 36 18 3, 3905 3, 3011 8, 519909 8, 509539 2, 134200134292854
Cl 37 17 3, 3840 3, 3260 8, 570281 8, 525155 2, 127892515622490
Ar 38 18 3, 4028 3, 3505 8, 614280 8, 539738 2, 121829333480677
K 39 19 3, 4349 3, 3746 8, 557025 8, 553355 2, 115994908123602
Ca 40 20 3, 4776 3, 3983 8, 551303 8, 566065 2, 110374940891559
Ar 40 18 3, 4274 3, 3983 8, 595259 8, 566065 2, 110374940891559
K 41 19 3, 4518 3, 4217 8, 576072 8, 577924 2, 104956361248827
Ca 42 20 3, 5081 3, 4448 8, 616563 8, 588984 2, 099727194058634
Ca 43 20 3, 4954 3, 4675 8, 600663 8, 599289 2, 094676444000906
Ca 44 20 3, 5179 3, 4899 8, 658175 8, 608884 2, 089793994574852
Sc 45 21 3, 5459 3, 5120 8, 618931 8, 617808 2, 085070519558121
Ca 46 20 3, 4953 3, 5338 8, 66898 8, 62610 2, 080497405145488
Ti 46 22 3, 6070 3, 5338 8, 656451 8, 626097 2, 080497405145488
Ti 47 22 3, 5962 3, 5554 8, 661227 8, 633785 2, 076066681276107
Ti 48 22 3, 5921 3, 5766 8, 723006 8, 640903 2, 071770960893693
Ti 49 22 3, 5733 3, 5976 8, 711157 8, 647481 2, 067603386077977
Ti 50 22 3, 5704 3, 6183 8, 755718 8, 653545 2, 063557580146583
Cr 50 24 3, 6588 3, 6183 8, 701032 8, 653545 2, 063557580146583
V 51 23 3, 6002 3, 6388 8, 742099 8, 659121 2, 059627604959952
Cr 52 24 3, 6452 3, 6590 8, 775989 8, 664232 2, 055807922773732
Cr 53 24 3, 6511 3, 6790 8, 760198 8, 668900 2, 052093362076591
Cr 54 24 3, 6885 3, 6988 8, 777955 8, 673146 2, 048479086930095
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Name A Z Rexp. Rnum. Eexp.

B Enum.
B γ

Fe 54 26 3, 6933 3, 6988 8, 736382 8, 673146 2, 048479086930095
Mn 55 25 3, 7057 3, 7184 8, 765022 8, 676988 2, 044960569393613
Fe 56 26 3, 7377 3, 7377 8, 790354 8, 680445 2, 041533564673800
Fe 57 26 3, 7532 3, 7568 8, 770279 8, 683533 2, 038194088685605
Fe 58 26 3, 7745 3, 7758 8, 792250 8, 686269 2, 034938397753139
Ni 58 28 3, 7757 3, 7758 8, 732059 8, 686269 2, 034938397753139
Co 59 27 3, 7875 3, 7945 8, 768035 8, 688667 2, 031762970212437
Ni 60 28 3, 8118 3, 8130 8, 780774 8, 690741 2, 028664489709483
Ni 61 28 3, 8225 3, 8314 8, 765025 8, 692506 2, 025639830011463
Ni 62 28 3, 8399 3, 8495 8, 794553 8, 693972 2, 022686041171518
Cu 63 29 3, 8823 3, 8675 8, 752138 8, 695152 2, 019800336906873
Ni 64 28 3, 8572 3, 8853 8, 777461 8, 696057 2, 016980083066171
Zn 64 30 3, 9283 3, 8853 8, 735905 8, 696057 2, 016980083066171
Cu 65 29 3, 9022 3, 9029 8, 757096 8, 696698 2, 014222787076635
Zn 66 30 3, 9491 3, 9204 8, 759632 8, 697084 2, 011526088274126
Zn 67 30 3, 9530 3, 9377 8, 734152 8, 697226 2, 008887749029717
Zn 68 30 3, 9658 3, 9549 8, 755680 8, 697131 2, 006305646596767
Ga 69 31 3, 9973 3, 9719 8, 724579 8, 696810 2, 003777765609718
Ge 70 32 4, 0414 3, 9887 8, 721700 8, 696268 2, 001302191174485
Ga 71 31 4, 0118 4, 0054 8, 717604 8, 695516 1, 998877102495371
Ge 72 32 4, 0576 4, 0220 8, 731745 8, 694559 1, 996500766990397
Ge 73 32 4, 0632 4, 0384 8, 705049 8, 693404 1, 994171534851110
Ge 74 32 4, 0742 4, 0547 8, 725200 8, 692059 1, 991887834007733
Se 74 34 4, 0700 4, 0547 8, 687715 8, 692059 1, 991887834007733
As 75 33 4, 0968 4, 0708 8, 700874 8, 690530 1, 989648165464452
Se 76 34 4, 1395 4, 0868 8, 711477 8, 688822 1, 987451098972989
Ge 76 32 4, 0811 4, 0868 8, 705236 8, 688822 1, 987451098972989
Se 77 34 4, 1395 4, 1027 8, 694690 8, 686942 1, 985295269015788
Se 78 34 4, 1406 4, 1184 8, 717806 8, 684895 1, 983179371073147
Kr 78 36 4, 2038 4, 1184 8, 661238 8, 684895 1, 983179371073147
Br 79 35 4, 1629 4, 1341 8, 687594 8, 682686 1, 981102158150497
Kr 80 36 4, 1970 4, 1496 8, 692928 8, 680320 1, 979062437544858
Se 80 34 4, 1400 4, 1496 8, 710813 8, 680320 1, 979062437544858
Br 81 35 4, 1599 4, 1650 8, 695946 8, 677802 1, 977059067831450
Kr 82 36 4, 1919 4, 1802 8, 710675 8, 675137 1, 975090956052185
Kr 83 36 4, 1871 4, 1954 8, 695729 8, 672330 1, 973157055091182
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Name A Z Rexp. Rnum. Eexp.

B Enum.
B γ

Kr 84 36 4, 1884 4, 2104 8, 717446 8, 669383 1, 971256361222048
Sr 84 38 4, 2394 4, 2104 8, 677512 8, 669383 1, 971256361222048
Rb 85 37 4, 2036 4, 2253 8, 697441 8, 666302 1, 969387911814059
Kr 86 36 4, 1835 4, 2402 8, 712029 8, 663091 1, 967550783185259
Sr 86 38 4, 2307 4, 2402 8, 708456 8, 663091 1, 967550783185259
Sr 87 38 4, 2249 4, 2549 8, 705236 8, 659752 1, 965744088591193
Sr 88 38 4, 2240 4, 2695 8, 732595 8, 656290 1, 963966976339631
Y 89 39 4, 2430 4, 2840 8, 713978 8, 652708 1, 962218628021685
Zr 90 40 4, 2694 4, 2984 8, 709969 8, 649010 1, 960498256851153
Zr 91 40 4, 2845 4, 3127 8, 693314 8, 645198 1, 958805106104303
Zr 92 40 4, 3057 4, 3269 8, 692678 8, 641275 1, 957138447652745
Mo 92 42 4, 3151 4, 3269 8, 657730 8, 641275 1, 957138447652745
Nb 93 41 4, 3240 4, 3410 8, 664184 8, 637246 1, 955497580583371
Zr 94 40 4, 3320 4, 3550 8, 666801 8, 633112 1, 953881829898621
Mo 94 42 4, 3529 4, 3550 8, 662333 8, 633112 1, 953881829898621
Mo 95 42 4, 3628 4, 3690 8, 648720 8, 628876 1, 952290545292565
Mo 96 42 4, 3847 4, 3828 8, 653987 8, 624541 1, 950723099996405
Ru 96 44 4, 3908 4, 3828 8, 609412 8, 624541 1, 950723099996405
Mo 97 42 4, 3880 4, 3966 8, 635092 8, 620109 1, 949178889690030
Mo 98 42 4, 4091 4, 4102 8, 635168 8, 615583 1, 947657331474187
Ru 98 44 4, 4229 4, 4102 8, 62031 8, 61558 1, 947657331474187
Ru 99 44 4, 4338 4, 4238 8, 608712 8, 610965 1, 946157862899922
Ru 100 44 4, 4531 4, 4373 8, 619359 8, 606258 1, 944679941051426
Ru 101 44 4, 4606 4, 4507 8, 601365 8, 601463 1, 943223041678503
Ru 102 44 4, 4809 4, 4640 8, 607427 8, 596583 1, 941786658376123
Pd 102 46 4, 4827 4, 4640 8, 580290 8, 596583 1, 941786658376123
Rh 103 45 4, 4945 4, 4772 8, 584192 8, 591620 1, 940370301807507
Pd 104 46 4, 5078 4, 4904 8, 584848 8, 586576 1, 938973498968275
Ru 104 44 4, 5098 4, 4904 8, 587399 8, 586576 1, 938973498968275
Pd 105 46 4, 5150 4, 5035 8, 570650 8, 581453 1, 937595792489287
Pd 106 46 4, 5318 4, 5165 8, 579992 8, 576252 1, 936236739975294
Cd 106 48 4, 5383 4, 5165 8, 539048 8, 576252 1, 936236739975294
Ag 107 47 4, 5454 4, 5294 8, 553900 8, 570976 1, 934895913377873
Cd 108 48 4, 5577 4, 5422 8, 550019 8, 565626 1, 933572898399922
Pd 108 46 4, 5563 4, 5422 8, 567023 8, 565626 1, 933572898399922
Ag 109 47 4, 5638 4, 5550 8, 547915 8, 560203 1, 932267293930503
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Name A Z Rexp. Rnum. Eexp.

B Enum.
B γ

Pd 110 46 4, 5782 4, 5677 8, 547162 8, 554710 1, 930978711507522
Cd 110 48 4, 5765 4, 5677 8, 551275 8, 554710 1, 930978711507522
Cd 111 48 4, 5845 4, 5804 8, 537079 8, 549149 1, 929706774807386
Cd 112 48 4, 5944 4, 5929 8, 544730 8, 543519 1, 928451119159275
Sn 112 50 4, 5948 4, 5929 8, 513618 8, 543519 1, 928451119159275
In 113 49 4, 6010 4, 6054 8, 522929 8, 537824 1, 927211391083395
Sn 114 50 4, 6099 4, 6178 8, 522566 8, 532064 1, 925987247851143
Cd 114 48 4, 6087 4, 6178 8, 531513 8, 532064 1, 925987247851143
Sn 115 50 4, 6148 4, 6302 8, 514069 8, 526241 1, 924778357066431
Sn 116 50 4, 6250 4, 6425 8, 523116 8, 520357 1, 923584396266858
Sn 117 50 4, 6302 4, 6547 8, 509611 8, 514412 1, 922405052543427
Sn 118 50 4, 6393 4, 6668 8, 516533 8, 508407 1, 921240022178119
Sn 119 50 4, 6438 4, 6789 8, 499449 8, 502345 1, 920089010298075
Sn 120 50 4, 6519 4, 6909 8, 504492 8, 496226 1, 918951730545584
Te 120 52 4, 7038 4, 6909 8, 477034 8, 496226 1, 918951730545584
Sb 121 51 4, 6802 4, 7029 8, 482066 8, 490052 1, 917827904763047
Te 122 52 4, 7095 4, 7148 8, 478140 8, 483823 1, 916717262692254
Sn 122 50 4, 6634 4, 7148 8, 487907 8, 483823 1, 916717262692254
Sb 123 51 4, 6879 4, 7266 8, 472328 8, 477540 1, 915619541686807
Te 123 52 4, 7117 4, 7266 8, 465546 8, 477540 1, 915619541686807
Te 124 52 4, 7183 4, 7384 8, 473279 8, 471206 1, 914534486437504
Xe 124 54 4, 7661 4, 7384 8, 437565 8, 471206 1, 914534486437504
Sn 124 50 4, 6735 4, 7384 8, 467421 8, 471206 1, 914534486437504
Te 125 52 4, 7204 4, 7501 8, 458045 8, 464820 1, 913461848709503
Te 126 52 4, 7266 4, 7618 8, 463248 8, 458383 1, 912401387091375
Xe 126 54 4, 7722 4, 7618 8, 443541 8, 458383 1, 912401387091375
I 127 53 4, 7500 4, 7734 8, 445487 8, 451898 1, 911352866754402
Xe 128 54 4, 7774 4, 7850 8, 443298 8, 445364 1, 910316059222751
Xe 129 54 4, 7775 4, 7964 8, 431390 8, 438783 1, 909290742152922
Ba 130 56 4, 8283 4, 8079 8, 405549 8, 432156 1, 908276699122978
Xe 130 54 4, 7818 4, 8079 8, 437731 8, 432156 1, 908276699122978
Xe 131 54 4, 7808 4, 8193 8, 423736 8, 425482 1, 907273719430179
Xe 132 54 4, 7859 4, 8306 8, 427622 8, 418764 1, 906281597897336
Ba 132 56 4, 8303 4, 8306 8, 409375 8, 418764 1, 906281597897336
Cs 133 55 4, 8041 4, 8418 8, 409978 8, 412003 1, 905300134686859
Xe 134 54 4, 7899 4, 8531 8, 413699 8, 405198 1, 904329135122647
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Name A Z Rexp. Rnum. Eexp.

B Enum.
B γ

Ba 134 56 4, 8322 4, 8531 8, 408171 8, 405198 1, 904329135122647
Ba 135 56 4, 8294 4, 8642 8, 397533 8, 398350 1, 903368409519181
Ce 136 58 4, 8739 4, 8753 8, 373760 8, 391462 1, 902417773017244
Ba 136 56 4, 8334 4, 8753 8, 402755 8, 391462 1, 902417773017244
Ba 137 56 4, 8314 4, 8864 8, 391827 8, 384532 1, 901477045426730
Ba 138 56 4, 8378 4, 8974 8, 393420 8, 377562 1, 900546051075015
Ce 138 58 4, 8737 4, 8974 8, 37708 8, 37756 1, 900546051075015
La 139 57 4, 8550 4, 9084 8, 378025 8, 370554 1, 899624618661961
Ce 140 58 4, 8771 4, 9193 8, 376317 8, 363506 1, 898712581120185
Pr 141 59 4, 8919 4, 9301 8, 353992 8, 356420 1, 897809775480838
Ce 142 58 4, 9063 4, 9410 8, 347071 8, 349298 1, 896916042744723
Nd 142 60 4, 9123 4, 9410 8, 346030 8, 349298 1, 896916042744723
Nd 143 60 4, 9254 4, 9517 8, 330488 8, 342138 1, 896031227758121
Sm 144 62 4, 9524 4, 9624 8, 303679 8, 334943 1, 895155179093460
Nd 145 60 4, 9535 4, 9731 8, 309187 8, 327712 1, 894287748934647
Nd 146 60 4, 9696 4, 9837 8, 304092 8, 320446 1, 893428792966205
Nd 148 60 4, 9999 5, 0048 8, 277177 8, 305813 1, 891735743208532
Sm 149 62 5, 0134 5, 0153 8, 263466 8, 298446 1, 890901377354422
Sm 150 62 5, 0387 5, 0258 8, 261621 8, 291047 1, 890074941367280
Sm 152 62 5, 0819 5, 0465 8, 244061 8, 276153 1, 888445348587004
Eu 153 63 5, 1115 5, 0568 8, 228699 8, 268659 1, 887641943800672
Sm 154 62 5, 1053 5, 0671 8, 226835 8, 261135 1, 886845972727570
Gb 154 64 5, 1223 5, 0671 8, 224796 8, 261135 1, 886845972727570
Gb 155 64 5, 1319 5, 0773 8, 213251 8, 253581 1, 886057318209837
Dy 156 66 5, 1622 5, 0875 8, 192433 8, 245997 1, 885275865684704
Gb 156 64 5, 1420 5, 0875 8, 215322 8, 245997 1, 885275865684704
Gb 157 64 5, 1449 5, 0977 8, 203504 8, 238385 1, 884501503110640
Gb 158 64 5, 1569 5, 1078 8, 201819 8, 230743 1, 883734120896110
Dy 158 66 5, 1815 5, 1078 8, 190130 8, 230743 1, 883734120896110
Tb 159 65 5, 0600 5, 1178 8, 188800 8, 223074 1, 882973611830810
Dy 160 66 5, 1951 5, 1279 8, 184054 8, 215377 1.882219871019077
Gd 160 64 5, 1734 5, 1279 8, 183014 8, 215377 1, 882219871019077
Dy 161 66 5, 1962 5, 1379 8, 173310 8, 207652 1, 881472795815909
Er 162 68 5, 2246 5, 1478 8, 152397 8, 199901 1, 880732285764774
Dy 162 66 5, 2074 5, 1478 8, 173457 8, 199901 1, 880732285764774
Dy 163 66 5, 2099 5, 1577 8, 161785 8, 192123 1, 879998242537775
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Dy 164 66 5, 2218 5, 1676 8, 158714 8, 184320 1, 879270569877631
Er 164 68 5, 2389 5, 1676 8, 149020 8, 184320 1, 879270569877631
Ho 165 67 5, 2022 5, 1774 8, 146964 8, 176490 1, 878549173541836
Er 166 68 5, 2516 5, 1872 8, 141959 8, 168635 1, 877833961248146
Er 167 68 5, 2560 5, 1970 8, 131746 8, 160756 1, 877124842622655
Er 168 68 5, 2644 5, 2067 8, 129601 8, 152852 1, 876421729148642
Yb 168 70 5, 2702 5, 2067 8, 111898 8, 152852 1, 876421729148642
Tm 169 69 5, 2256 5, 2164 8, 114473 8, 144923 1, 875724534117927
Er 170 68 5, 2789 5, 2260 8, 111959 8, 136971 1, 875033172583114
Yb 170 70 5, 2853 5, 2260 8, 106609 8, 136971 1, 875033172583114
Yb 171 70 5, 2906 5, 2356 8, 097882 8, 128995 1, 874347561311723
Yb 172 70 5, 2995 5, 2452 8, 097429 8, 120996 1, 873667618741784
Yb 173 70 5, 3046 5, 2547 8, 087427 8, 112975 1, 872993264938715
Yb 174 70 5, 3108 5, 2642 8, 083847 8, 104930 1, 872324421553529
Lu 175 71 5, 3700 5, 2737 8, 069140 8, 096864 1, 871661011782399
Hf 176 72 5, 3286 5, 2831 8, 061359 8, 088776 1, 871002960327636
Yb 176 70 5, 3215 5, 2831 8, 064085 8, 088776 1, 871002960327636
Hf 177 72 5, 3309 5, 2925 8, 051835 8, 080666 1, 870350193359751
Hf 178 72 5, 3371 5, 3019 8, 049442 8, 072535 1, 869702638480259
Hf 179 72 5, 3408 5, 3113 8, 038546 8, 064383 1, 869060224686682
Hf 180 72 5, 3470 5, 3206 8, 034930 8, 056210 1, 868422882337254
Ta 181 73 5, 3507 5, 3298 8, 023400 8, 048017 1, 867790543118027
W 182 74 5, 3559 5, 3391 8, 018308 8, 039804 1, 867163140009889
W 183 74 5, 3611 5, 3483 8, 008322 8, 031571 1, 866540607257118
W 184 74 5, 3658 5, 3574 8, 005077 8, 023318 1, 865922880336927
Os 184 76 5, 3823 5, 3574 7, 988677 8, 023318 1, 865922880336927
Re 185 75 5, 3596 5, 3666 7, 991009 8, 015046 1, 865309895929486
W 186 74 5, 3743 5, 3757 7, 988601 8, 006755 1, 864701591889463
Os 187 76 5, 3933 5, 3848 7, 973780 7, 998445 1, 864097907217535
Os 188 76 5, 3993 5, 3938 7, 973864 7, 990117 1, 863498782033505
Os 189 76 5, 4016 5, 4028 7, 963002 7, 981770 1, 862904157549983
Os 190 76 5, 4062 5, 4118 7, 962104 7, 973405 1, 862313976046459
Ir 191 77 5, 3968 5, 4208 7, 948113 7, 965023 1, 861728180844594
Os 192 76 5, 4126 5, 4297 7, 948525 7, 956622 1, 861146716284074
Pt 192 78 5, 4169 5, 4297 7, 942491 7, 956622 1, 861146716284074
Ir 193 77 5, 4032 5, 4386 7, 938133 7, 948205 1, 860569527698860

(continua)
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(continuação)
Name A Z Rexp. Rnum. Eexp.

B Enum.
B γ

Pt 194 78 5, 4236 5, 4475 7, 935941 7, 939770 1, 859996561394610
Pt 195 78 5, 4270 5, 4563 7, 926552 7, 931318 1, 859427764626352
Pt 196 78 5, 4307 5, 4651 7, 926529 7, 922849 1, 858863085576737
Hg 196 80 5, 4385 5, 4651 7, 914369 7, 922849 1, 858863085576737
Au 197 79 5, 4371 5, 4739 7, 915654 7, 914364 1, 858302473335395
Pt 198 78 5, 4383 5, 4827 7, 914150 7, 905863 1, 857745877878276
Hg 198 80 5, 4463 5, 4827 7, 911552 7, 905863 1, 857745877878276
Hg 199 80 5, 4474 5, 4914 7, 905279 7, 897345 1, 857193250047730
Hg 200 80 5, 4551 5, 5001 7, 905895 7, 888812 1, 856644541533518
Hg 201 80 5, 4581 5, 5088 7, 897560 7, 880263 1, 856099704853727
Hg 202 80 5, 4648 5, 5174 7, 896850 7, 871698 1, 855558693336665
Tl 203 81 5, 4666 5, 5260 7, 886053 7, 863118 1, 855021461102933
Hg 204 80 5, 4744 5, 5346 7, 885545 7, 854523 1, 854487963048309
Pb 204 82 5, 4803 5, 5346 7, 879932 7, 854523 1, 854487963048309
Tl 205 81 5, 4759 5, 5432 7, 878394 7, 845912 1, 853958154826700
Pb 206 82 5, 4902 5, 5517 7, 875362 7, 837287 1, 853431992833947
Pb 207 82 5, 4943 5, 5602 7, 869866 7, 828648 1, 852909434191629
Pb 208 82 5, 5012 5, 5687 7, 867453 7, 819994 1, 852390436731829
Bi 209 83 5, 5211 5, 5772 7, 847987 7, 811325 1, 851874958981518
Ra 226 88 5, 7211 5, 7172 7, 661962 7, 661932 1, 843613253087140
Th 229 90 5, 7557 5, 7412 7, 634650 7, 635200 1, 842246251422184
Th 230 90 5, 7670 5, 7491 7, 630996 7, 626267 1, 841796196593272
Th 232 90 5, 7848 5, 7650 7, 615033 7, 608367 1, 840904328898081
U 233 92 5, 8203 5, 7729 7, 603956 7, 599401 1, 840462458679807
U 234 92 5, 8291 5, 7807 7, 600715 7, 590424 1, 840023260016007
U 235 92 5, 8337 5, 7886 7, 590914 7, 581436 1, 839586705273448
U 236 92 5, 8431 5, 7964 7, 586484 7, 572438 1, 839152767221810
U 238 92 5, 8571 5, 120 7, 570125 7, 554410 1, 838292634239833
Pu 239 94 5, 8601 5, 8198 7, 560318 7, 545380 1, 837866386796573
Pu 240 94 5, 8701 5, 8275 7, 556042 7, 536341 1, 837442651004169

Fonte: Elaborada pelo autor.
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APÊNDICE C – RESULTADOS AUXILIARES DO CAPÍTULO 5

C.1 Os mapas racionais para os quais o funcional Λ (w, w̄) é constante

Nesta seção se analisará quais são os possíveis mapas racionais para os quais o
funcional Λ (w, w̄), definido em (5.29), é constante. Usando o mapa racional u(w) =
p(w)/q(w), tal como definido em (3.53), onde p(w) e q(w) são polinômios sem raízes em
comum, pode-se reescrever (5.29) como

Λ (w, w̄) = A (w, w̄)2 | W (w) |2≥ 0, com A (w, w̄) ≡ 1+ | w |2
| p |2 + | q |2 , (C.1)

onde W = q dwp − p dwq é o Wronskiano, definido em (3.58). Em adição, o maior grau
polinômial entre p e q corresponde com o grau topológico n do campo u (ver seção 3.3), e
então n ≥ 1 para os mapas racionais u de grau topológico não nulo.∗ Como discutido na
seção 2.2, W é um polinômio de grau igual ou inferior à 2 (n− 1). Já que | p |2 + | q |2> 0
para todo valor de w e w̄, pois p e q não têm raízes em comum, segue-se da definição (C.1)
que o funcional Λ (w, w̄) se anula somente para os valores de w correspondentes as raízes
do Wronskiano. Portanto, se W possuir raízes, então Λ não pode ser constante. Por outro
lado, se o polinômio W não possuir nenhuma raíz, então este deve ser constante, i.e. o
mapa racional deve satisfazer a condição

W (w, w̄) = const. (C.2)

Contudo, a constante de (C.2) não pode ser nula, caso contrário Λ seria nulo e por
consequência o grau topológico do mapa u, escrito na representação integral em (3.54),
seria zero. Portanto, segue-se de (C.2) e (C.1) que para se obter Λ = const. então A
também deve ser constante.

Suponha que m1 e m2 sejam respectivamente os graus de p(w) e q(w) e que
m ≡ max (m1, m2). Como o grau algébrico de u é igual à m, i.e. m = n, se obtém de
(C.1) que

A ∼| w |−2 (n−1) para | w |� 1. (C.3)

Portanto, A não pode ser constante para todo n ≥ 2. Como Λ é simétrico por troca p↔ q,
o mapa racional u mais geral que pode-se considerar com n = 1 é dado por

p = β (w − a) e q = (w − b)l , (C.4)

onde l = 0, 1 e os parâmetros a e b são números complexos. Em adição, já que p e q não
têm raízes em comum, então a 6= b para l = 1. A quantidade A (w, w̄) de (C.1) é a razão
entre dois polinômios em w e w̄, com termos cruzados, e então pode-se considerar dois
casos distintos:
∗ Note que devido a equação (3.55) da seção 3.3, a qual continua válida, n = 0⇒ Q = 0.
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1. O mapa racional u(w) = p(w)/q(w) construído pela relação (C.4) com l = 1. Segue-se
então de (C.1) e (C.4) que A será constante se, e somente se a seguinte equação
polinômial for satisfeita

1 + w w̄ = A
[(
| b | + | α |2 | a |2

)
+
(
1+ | α |2

)
w w̄ (C.5)

−
(
b+ a | α |2

)
w̄ −

(
b̄+ ā | α |2

)
w
]
, (C.6)

onde a 6= b. A partir do termo de ordem w w̄ de (C.6) se obtém que α = 0, o que é
absurdo, pois u se tornaria um mapa trivial (n = 0). Portando, a escolha (C.4) com
l = 1 não é compatível com Λ constante.

2. O mapa racional u(w) = p(w)/q(w) construído pela relação (C.4) com l = 0, onde
q(w) = 1. Segue-se então de (C.1) e (C.4) que A será constante se, e somente se a
seguinte equação polinômial for satisfeita

1 + w w̄ = A
(
1+ | β |2 | a |2 + | β |2 (w w̄ − a w̄ − ā w)

)
(C.7)

Resulta de (C.7) que a = 0, | β |= 1 e A = 1 e portanto

u = ei αw, ∀α ∈ [0, 2π), (C.8)

com a fase α sendo constante no espaço físico. Note que para o mapa racional (C.8)
o Wronskiano é a própria fase, i.e. W = ei α, e portanto satisfaz a condição (C.2).
Em adição, devido à definição (C.1), o mapa racional (C.8) implica em Λ = 1.

Conclui-se que somente os mapa racionais (C.8), obtidos no item 2 acima, satisfazem
Λ = constante e para tais esta constante corresponde à Λ = 1.

C.2 As equações estáticas de Euler-Lagrange (5.30) e (5.22) para respectivamente
os campso ϕa’s e os campos M .

Neste Apêndice será demonstrado primeiro que os ansätze (5.19), (5.26) e (5.39)
juntos reduzem as três equações (5.23) para os campos ϕa’s a duas equações distintas, as
quais podem ser insolúveis caso Λ não seja constante e se tornam puramente radiais quando
imposto adicionalmente o ansatz (5.36), onde Λ = 1. Segundo, será demonstrado que
usando todos estes ansätze as equações de Euler-Lagrange (5.22) associadas aos campos
M são automaticamente satisfeitas.

Usando (5.28) as equações estáticas de Euler-Lagrange (5.23) associadas aos campos
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ϕa’s se tornam

0 = µ2
0√
−g

∂i
(√
−g ∂iϕ1

)
− β2

1 ϕ1 −
β2

2
2
δ V (ϕ)
δ ϕ1

+m2
0

2 sin2 (f/2)
r2 Λ

[
1

m2
0 e

2
0

(f ′)2

ϕ2
1
− 1

]

−µ2
0

[
2 (ϕ1 − ϕ3)

r2 Λ + ϕ1 − ϕ2

2

(
f ′2 + 2 | u |2

r2 Λ
)]

, (C.9)

0 = µ2
0√
−g

∂i
(√
−g ∂iϕ2

)
− β2

1 ϕ2 −
β2

2
2
δ V (ϕ)
δ ϕ2

+m2
0

2 sin2 (f/2)
r2 Λ

[
1

m2
0 e

2
0

(f ′)2

ϕ2
2
− 1

]

−µ2
0

[
2 (ϕ2 − ϕ3)

r2 Λ + ϕ2 − ϕ1

2

(
f ′2 + 2 | u |2

r2 Λ
)]

, (C.10)

0 = µ2
0√
−g

∂i
(√
−g ∂iϕ3

)
− β2

1 ϕ3 −
β2

2
2
δ V (ϕ)
δ ϕ3

+ m2
0

2

[
16 sin4 (f/2)
r4m2

0 e
2
0 ϕ

2
3

Λ2 − (f ′)2
]

+2µ2
0
ϕ1 + ϕ2 − 2ϕ3

r2 , (C.11)

as quais são simétricas por troca dos autovalores ϕ1 ↔ ϕ2 desde que o potencial V tenha
a mesma simetria. De fato, tal simetria do potencial V é importante para que o ansatz
(5.39) seja compatível com as equações (C.9)-(C.11), já que subtraindo (C.9) de (C.11) e
usando ϕ1 = ϕ2 em seguida se obtêm que δϕ1V |ϕ1=ϕ2 = δϕ2V |ϕ1=ϕ2 . Consequentemente,
se ϕ1 = ϕ2 a equação (C.9) é equivalente à (C.10) e portanto há uma equação a menos
para se resolver. Assumindo tal simetria e usando os ansätze (5.35) e (5.39), então (C.9) e
(C.11) são reduzidas respectivamente à

0 = µ2
0
r2

d

dr

(
r2 ϕ′1

)
− β2

1 ϕ1 −
β2

2
2
δ V (ϕ)
δ ϕ1

+m2
0

2 sin2 (f/2)
r2 Λ

[
1

m2
0 e

2
0

(f ′)2

ϕ2
1
− 1

]
,

−µ2
0

2 (ϕ1 − ϕ̂3 Λ)
r2 Λ, (C.12)

0 = µ2
0√
−g

∂i
(√
−g ∂i (ϕ̂3 Λ)

)
− β2

1 ϕ̂3 Λ− β2
2

2
δ V (ϕ)
δ ϕ3

+ m2
0

2

[
16 sin4 (f/2)
r4m2

0 e
2
0 ϕ̂

2
3
− (f ′)2

]

+4µ2
0
ϕ1 − ϕ̂3 Λ

r2 , (C.13)

onde f , ϕ1 e ϕ̂3 são campos radiais. Usando adicionalmente o ansatz (5.36), então Λ = 1 e
equações (C.12) e (C.13) se tornam puramente radiais. Note que a parte angular desacopla
das equações (C.12) e (C.13) para Λ constante, mas caso contrário tais equações podem
não ser solúveis. De fato, considere por exemplo V = 0 e h sendo inversível na origem, e
portanto ϕa(0) 6= 0. Segue-se que para o lado direito das equações (C.12) e (C.13) não
divergir quando r → 0 é necessário que o numerador do termo que vai com r−2, ou seja
a última linha de ambas as equações, deve ir à zero. Logo, ϕ1(0)− ϕ̂3(0) Λ (w, w̄) = 0 e
então Λ deve ser constante.

Agora se analisará as equações de Euler-Lagrange (5.30) associadas aos campos
M . A representação adjunta dos geradores Ta da álgebra do grupo SU(2) satisfazem
dab (Tc) = i εacb para a, b, c = 1, 2, 3. A partir de (3.49), (3.50), (5.30) e do ansatz
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holomórfico (5.26) para os campos U se obtêm

NT ∂rN = i

2 f
′ d (T3) ,

NT ∂wN = 1
1+ | u |2

[
−ū∂wu d (T3)− i e−i f/2 ∂wu (d (T1) + i d (T2))

]
, (C.14)

NT ∂w̄N = 1
1+ | u |2

[
u ∂w̄ū d (T3)− i ei f/2 ∂w̄ū (d (T1)− i d (T2))

]
.

Usando também o fato que [ hD , [ hD , d (Ta) ] ] = (ϕb − ϕc)2 d (Ta), para quaisquer dois
valores distintos a, b = 1, 2, 3 tais que b 6= a 6= c, então[

hD ,
[
hD , N

T ∂rN
] ]

= i

2 f
′ (ϕ1 − ϕ2)2 d (T3) ,[

hD ,
[
hD , N

T ∂wN
] ]

= 1
1+ | u |2

[
−ū∂wu (ϕ1 − ϕ2)2 d (T3) (C.15)

− i e−i f/2 ∂wu
[
(ϕ2 − ϕ3)2 d (T1) + i (ϕ1 − ϕ3)2 d (T2)

]]
,[

hD ,
[
hD , N

T ∂w̄N
] ]

= 1
1+ | u |2

[
u ∂w̄ū (ϕ1 − ϕ2)2 d (T3)

− i ei f/2 ∂w̄ū
[
(ϕ2 − ϕ3)2 d (T1)− i (ϕ1 − ϕ3)2 d (T2)

]]
.

Tomando (C.14) e (C.15) dentro do ansatz para os autovalores de h dado por (5.35) e
a escolha do mapa racional (5.36), o que implica em (5.37), então as equações (5.22)
associadas aos campos M se tornam

1
2 r2

[
i
(
e−i f/2 u+ ei f/2 ū

) [
(ϕ1 − ϕ2)2 + (ϕ2 − ϕ3)2 − (ϕ1 − ϕ3)2

]
d (T1)

−
(
e−i f/2 u− ei f/2 ū

) [
(ϕ1 − ϕ2)2 − (ϕ2 − ϕ3)2 + (ϕ1 − ϕ3)2

]
d (T2)

+i ∂r
(
r2 f ′ (ϕ1 − ϕ2)2

)
d (T3)

]
= 0. (C.16)

Logo, se for assumido adicionalmente que ϕ1 = ϕ2, então a equação matricial (C.16), e
consequentemente as equações (5.22), são automaticamente satisfeitas.

C.3 O método do gradiente descencente aplicado para minimizar a energia estática
(5.44) e a espessura dos campos f e ϕa’s

Neste Apêndice será discutido o método numérico usado na seção 5.3. Usou-se
o método do gradiente descendente com passo adaptativo para minimizar a energia
estática (5.50) e se obter as soluções das equações de Euler-Lagrange (5.46), (5.47) e (5.48)
com Q = 1. O intervalo de r considerado é [0, rmax], onde o valor de rmax., e então o
tamanho da rede, pode depender dos valores de σ1 e σ2 e é escolhido para se assegurar
que 0 < ϕa (rmax.) < 8× 10−7 e f (rmax.) < 4× 10−8. O intervalo entre pontos vizinhos é
∆r = 0.005 e a rede tem p = rmax./∆r pontos parametrizados por um inteiro k, onde se
troca r → ∆r k.

Usou-se a versão discreta das equações de Euler-Lagrange (5.46), (5.47) e (5.48) e
das energias (5.51), onde a primeira e a segunda derivada são dadas pela fórmula central
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de quarta ordem e as integrais são calculadas com a regra do trapézio. Em particular, em
k = 1 e k = p− 2 as derivadas são calculadas com a fórmula central de segunda ordem e
em k = p− 1 se usa a fórmula da diferença finita regressiva de primeira ordem.†

O método do gradiente descendente inicia com a configuração de campo com energia
finita, chamada de configuração semente, escolhida como a versão discreta da configuração
auto dual do modelo de Skyrme BPS dada por

f (ζ) = 8 arctan
(
e−ζ

)
; ϕ1 (ζ) = −f ′; ϕ3 (ζ) = ϕ̂3 (ζ) = −4 sin2 (f/2)

ζ2f ′

(C.17)
que satisfaz (5.53), a qual terá seus campos sucessivamente modificados em cada um dos
pontos da rede j = 2, ..., p− 1 e k = 1, ..., p− 1 através das relações

fj → fj −∆αf∆Ef,j, ϕb,k → ϕb,k −∆αϕb∆Eϕb,k, b = 1, 3, (C.18)

onde ∆αa representa o tamanho do passo. Os valores dos campos f1 ϕ1,0 e ϕ3,0 podem
ser estimados a partir dos pontos vizinhos, a cada vez que a modificação (C.18) é feita,
usando

f1 = f0 + f2

2 , ϕa,0 = ϕa,4 − 2 (ϕa,3 − ϕa,1) . (C.19)

A primeira igualdade de (C.19) é obtida usando f ′′(0) = 0 onde a derivada segunda é dada
pela fórmula da diferença finita progressiva de segunda ordem. A segunda igualdade de
(C.19) é obtida tomando a igualdade entre a fórmula central de segunda e quarta ordem
para a primeira derivada.‡ O método termina quando o valor máximo de cada um dos
grandientes |∆Ef |, |∆Eϕ1| e |∆Eϕ3| na rede, restrita aos pontos considerados em (C.18),
são inferiores à 10−4 e (5.52) é inferior à 4× 10−3.

Uma vez que as soluções de (5.46)-(5.48) com Q = 1 são obtidas pelo procedimento
acima, para as quais os campos f(r) e ϕa(r) são monotonicamente decrescentes, pode-se
calcular a espessura tf , definido como o valor de r tal que f(r) = f(0)/2. Primeiro, obtém-
se o valor de rp que é o valor numérico de r na rede que minimiza a função |f(0)/2− f(r)|,
† Devido ao termo do Jacobiano r2 somente o termo cinético para os campos h dão uma contruição

não trivial para a energia em k = 0, dada por 2 rmax.
p (ϕ1,0 − ϕ3,0)2, a qual por consequência de (5.53)

pode ser não nula somente para uma configuração de campo que não é solução do sistema de equações
(5.46)-(5.48). Logo, não é necessário se calcular nenhuma derivada em k = 0.

‡ A equação (5.46) é muito sensível em k = 1, onde as derivadas são calculadas com a fórmula central de
segunda ordem, no sentido em que pequenas variações de f podem levar a grandes variações de ∆Ef ,
a qual pode entrar em desacordo com seus valores dos pontos vizinhos. Por exemplo, considere o caso
particular σ2 = 0 e tome uma configuração de campo auto dual que satisfaça (5.46) como configuração
semente, como por exemplo (C.17), i.e. para a qual se tem exatamente ∆Ef = 0. O valor numérico de
∆Ef, 1, obtido sem substituir (C.17) em (5.46), pode ser não desprezível e diferir significativamente de
∆Ef, 2, podendo ser preferível se utilizar a expressão (C.19) para calcular f1. Em adição, já que ∆Ef
é muito sensível à pequenas variações de f , usa-se um passo ∆αf muito pequeno. Por fim, o passo
adaptativo ∆αf decresce e a atualização na configuração de campo não é aceita quando ou a energia
(5.50) cresce ou ∆fE se deforma drasticamente, o que pode evitar problemas de discontinuidade em
∆Ef .
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e então por definição | tf − rp |≤ ∆r. Portanto, a expansão de Taylor de f(r) em torno de
rp calculada para r = tf se torna f(tf ) = f(rp) + f ′(rp) (tf − rp) +O((∆r)2) e então

tf = rp + f(0)/2− f(rp)
f ′ (rp)

+O
(
(∆r)2

)
. (C.20)

Usando (C.20) calcula-se tf em primeira ordem de ∆r, e o mesmo se segue para as
espessuras tϕa dos campos ϕa’s. Na seção C.3 são apresentados na Tabela 5 os valores das
espessuras de cada um dos campos para cada um dos valores de σ1 e σ2 dados na Tabela 4.
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