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RESUMO

SILVA, A. H. Desacoplamento dindmico continuo generalizado: implementacao.
2021. 82p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2021.

Os computadores quanticos sdo dispositivos de enorme interesse para a comunidade
cientifica. Em um computador classico a informacao é processada através de bits, que
assumem valores 0 ou 1. O analogo em um computador quantico sao os qubits, que podem
assumir qualquer combinacao de dois estados |0) e |1). Para evitar a perda de informagao
antes que a medida final seja feita é necessario proteger os qubits de ruidos externos e
um dos métodos usados para tal feito é o desacoplamento dindmico continuo. O objetivo
deste trabalho é estudar uma extensao deste método para qudits (sistemas quanticos de
dimensao d), assim como simularmos a implementagao pratica do método em um caso
de qutrits (d = 3), usando a estrutura hiperfina do nivel fundamental o 4&tomo de *'Rb,
mostrando que, neste caso, é possivel realizar continuamente qualquer operacao do grupo
de simetria SU(3) com alta fidelidade.

Palavras-chave: Protecao. Desacoplamento. Ruido. Informacao.






ABSTRACT

SILVA, A. H. Generalised continuous dynamical decoupling: implementation.
2021. 82p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias) - Instituto de Fisica de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2021.

Quantum computers are devices of great interest to the scientific comunity. In a classical
computer, information is processed through bits, which assume values 0 or 1. The analog
for quantum computers are the qubits, that can be in any superposition of two states |0)
and |1). In order to avoid information loss before the final measurement is performed it
is necessary to protect the qubits from external noises and one of the methods used for
this purpose is the countinuous dynamical decoupling. The objective of this work is to
study an extension of this method for qudits (d-dimentional quantum systems), as well
as to simulate a practical implementation of this method in the case of qutrits (d = 3),
using the ground level hyperfine structure of the 8’Rb atom, showing that, in this case, it

is possible to continuously perform any SU(3) group operation with high fidelity.

Keywords: Protection. Decoupling. Noise. Information.
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1 INTRODUCAO

A ideia de se usar fendmenos da mecéanica quantica para o processamento de
informacao é relativamente nova, e embora nao exista, até o momento, nenhuma prova
formal de que computadores quanticos sao mais poderosos que computadores classicos,
existem algoritmos quénticos capazes de resolverem certos problemas de forma mais
eficiente do que os melhores algoritmos conhecidos para computadores classicos. Um
exemplo é o problema da fatoragdo em niimeros primos e o problema de logaritmos
discretos, que podem ser resolvidos em tempo polinomial em computadores quanticos,
enquanto o melhor algoritmo conhecido para computadores classicos possui complexidade

exponencial.!

Porém, o desenvolvimento de computadores quanticos possui algumas dificuldades e
a principal delas é a decoeréncia devido a ruidos ambientais, que levam a “destruicao” das
propriedades quanticas dos qubits. Um dos métodos propostos para superar este problema
é o de desacoplamento dindmico continuo, tanto para sistemas de um tnico qubit> quanto
para sistemas multi-qubit.** Este método consiste na aplicacao de um operador de controle
em conjunto com a operacao quantica desejada, desacoplando o sistema do ambiente

externo de forma continua.

Neste trabalho é apresentado uma generalizagao deste método, que chamamos
desacoplamento dindmico continuo generalizado (DDCG),’ para unidades de informagao
de dimensao d arbitraria, que chamamos de qudits. E o foco esta na descricao e simulagao
de uma possivel implementacao deste método para um sistema ternéario (d = 3), usando a
estrutura hiperfina do estado fundamental na transicdo Dy do dtomo de 8"Rb. Embora,
o uso de sistemas binarios sejam o padrao para o desenvolvimento de computadores e
algoritmos quanticos o uso de sistemas de d niveis, para d > 2, possui vantagens em
algumas aplicacdes como em criptografia.® E para o caso especifico em que d = 3 existem

inclusive representacoes analogas a esfera de Bloch para qubits.”

O método DDCG é uma forma bastante geral de protecao contra ruidos ja que
nao assume, em principio, nenhum sistema fisico especifico a ser usado como base para os
estados logicos e nem a natureza dos ruidos. Trata-se apenas de um conjunto de condigoes
matematicas. Assim sendo, para que possa ser implementado na pratica é necessario
escolher um sistema fisico com grandezas controlaveis em laboratério que podem ser
identificadas com as quantidades matematicas impostas pelo método. Com isso, este
trabalho pode ser divido em quatro partes principais: a primeira consiste na explicagao
detalhada do método DDCG para qudits e toda a sua fundamentacao teodrica; a segunda
consiste na explicacao de como tal método pode ser implementado no contexto de um qutrit

atomico de 3Rb e como identificar grandezas controldveis em laboratério que satisfazem
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as condigoes do método, neste caso, frequéncias de Rabi e detunings 6pticos; a terceira
consiste na explanagao de como simular computacionalmente esta implementacao, isto
é, a evolucao temporal do qutrit em conjunto com o controle e uma fonte de ruidos; e a
quarta e ultima consiste na exposicao e discussoes a respeito dos resultados calculados

computacionalmente.

1.1 Alguns conceitos basicos

No caso de falta de familiaridade com o assunto, serao apresentados brevemente
dois conceitos usados neste trabalho que nao sao normalmente ensinados em cursos de

bacharelado em fisica. Sao eles o conceito de operador densidade e de fidelidade.'®

Primeiramente, no contexto de teoria quantica da informacao trabalhamos com
sistemas quanticos abertos. O significado disto é que temos os estados quéanticos do espaco
de Hilbert H associado ao sistema de interesse, como usual, porém estes estados interagem
com o ambiente externo, que nao pode ser descrito em termos de H. Assim, a evolugao
temporal nao é unitaria, isto é, se podemos escrever o estado inicial como um ket [1)) € H
o estado final nao pode ser escrito, em geral, como um outro estado ket. Geralmente, o
que se tem é um ensemble estatistico de estados |1;). E baseado neste fato que definimos

o operador densidade como

p= ij ;X1 (1.1)

onde as constantes p; possuem a interpretacao de probabilidade de que o estado final
seja |1;). Evidentemente, o operador densidade também pode ser definido para o caso de

estados puros (como o estado |¢))) na forma
p =Xl (1.2)

Ja a fidelidade é uma quantidade usada para medir o quao distinguivel ¢ um par de
estados quanticos. A forma mais natural de se pensar no quao distinguivel dois estados sao
entre si é usando o produto interno entre os mesmos, assim, estados ortogonais resultariam
em produto 0, indicando completa distinguibilidade, enquanto dois estados proporcionais
entre si resultariam em produto 1 indicando completa indistinguibilidade. E de fato, para

dois estados puros |¢) e |¢) a fidelidade é definida como

F(i,¢) = (o). (1.3)

Para o caso mais geral, usando operadores densidade, a fidelidade entre dois estados p e o

é definida como

F(p,0) = Tr{ \/ﬁa\/ﬁ}z (1.4)
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2 DESENVOLVIMENTO

2.1 O método DDCG

Inicialmente sera apresentado, de forma qualitativa, o nosso objeto de estudo e o
contexto em que o método DDCG nele se insere. O sistema fisico que estamos analisando
pode ser dividido em duas partes: uma que chamamos de sistema qudit, ou sistema de
interesse, e a outra, o ambiente externo. Para cada parte devemos ter um espaco de Hilbert
associado. O espaco do qudit, que denominaremos H,4, possui dimensao d e tomaremos
como base canonica o conjunto de estados {|0),---,|d — 1)}, geralmente chamada de
base computacional.!® J4 o espaco do ambiente externo, que chamaremos de H,., possui
dimensao infinita e sua estrutura depende diretamente do meio fisico em que o sistema de
interesse esta inserido, e portanto nao sera feita nenhuma suposicao sobre sua forma no

momento.

Realizar uma computacao sobre um qudit se refere ao processo de fornecer um
input e receber um output. Em linguagem fisica isto significa definir um estado inicial
para o qudit, aplicar uma operacdo quantica, que implicara em uma evolucao temporal do
sistema, e obter como resultado um estado final. Idealmente, espera-se que todo o processo
possa ser descrito exclusivamente com operadores e estados pertencentes ao espaco Hy,
ou seja, é desejado que o qudit evolua como um sistema completamente isolado, pois isto
implica que temos total controle sobre o estado final. Porém, ¢é inevitavel que o ambiente
fisico em que o sistema de interesse esta inserido exerca influéncia sobre a evolugao, e
isto € um problema pois um experimentador nao possui controle, a principio, sobre essa
interacao, e ela usualmente resulta na perda de coeréncia dos estados quanticos o que

torna a aplicagdo adequada das portas logicas quanticas uma tarefa impossivel.

E neste contexto problematico que introduz-se o método DDCG. Usado para
tornar desprezivel a interacao entre o qudit e o ambiente externo, enquanto nao interfere
nos elementos envolvidos na aplicacao da operacao quantica desejada. De inicio nao é
necessario assumir nenhum sistema fisico especifico pois trata-se de um método bastante
geral. Na subsecao 2.1.1 serd mostrado como o método DDCG funciona efetivamente
no formalismo de operadores quanticos. Na subsecao 2.1.2 serao apresentados todas as
condigoes e critérios que o operador de controle associado ao método deve satisfazer.
Na subsecao 2.1.3 o operador de controle serd explicitamente calculado. E por fim, na
subsecao 2.1.4 ¢é apresentada a Hamiltoniana que descreve a evolugao do qudit sob a acao

do operador de controle e da operacao quantica desejada.
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2.1.1 Estratégia do método DDCG

Temos uma funcao de onda |¢(¢)) que descreve tanto o sistema quantico de interesse,

isto é, o qudit, como o ambiente externo. Dizemos que
(1)) € Ha ® He, (2.1)

e deve satisfazer a equacao de Schrodinger

i () = H(1) (). (2.2

Aqui, H(t) é a Hamiltoniana que descreve a evolu¢ao do sistema inteiro e podemos

escrevé-la explicitamente como
H(t) = Higp(t) ® Le + 1g @ He + Hp, (2.3)

onde Hyu(t) é a Hamiltoniana que descreve a evolugao do sistema qudit e contém toda a
informacao sobre a operagao quantica a ser aplicada, H, descreve a evolucdo do ambiente

externo e H;,; ¢ o termo que descreve a interacao entre as duas partes.

Como ja foi citado, o que se espera de uma computacao é que o qudit e o ambiente
externo evoluam de maneira independente, isto ¢, sem interagdo, ja que a existéncia
desta implica em decoeréncia quintica do estado do qudit. Assim sendo, a proposta para

eliminarmos o termo de interacao é fazermos a decomposi¢ao
Hian(t) = Hyuio(t) + H(1), (2.4)

sendo Hyq(t) o termo que diz respeito especificamente a porta légica quéantica que
queremos aplicar e H.(t) o que chamaremos de Hamiltoniana de controle, que serd a

ferramenta para eliminarmos Hj,;.

Podemos entao realizar uma transformacao unitaria

B(E) — lo(t) = [UN®) @ 1] (e)) (2.5)
onde U.(t) é o operador de evolu¢ao unitéria associado a Hamiltoniana de controle, ou

seja, ¢ um operador tal que

H(t) = il ((iUJt)) Ul (2). (2.6)

Substituindo a transformacao evidenciada pela Eq. 2.5 na Eq. 2.2 obtemos, explicitamente
. d ;
i 16(0)) = {UH0) Hyure OU(0) @ 1+ 1a @ H,

27)
HUI0) @ 1) H V() @ 1] 00,
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onde usamos as Eqgs. 2.3 e 2.4. Este resultado nada mais é que a equacao de Schrédinger

reescrita para o estado |¢(t)). Podemos entao escrever a nova Hamiltoniana total como
Ho(t) = Hy @ 1o+ 1g ® He + [UL(£) ® o] Hine |U(t) @ 1], (2.8)
onde definimos
Hy = U (8) Hyuro (1)UL (1), (2.9)

Note agora que, se desconsiderarmos o tltimo termo em Hy(t), teremos uma Hamiltoniana
que descreve a evolugao temporal do sistema quéantico e do ambiente externo completamente
independentes e sem interagao. A estratégia do método DDCG portanto é encontrarmos um
operador unitario U.(t) tal que torne o tltimo termo de Hy(t) negligencidvel. Evidentemente

é necessario que alguns critérios e condigoes sejam satisfeitas.

2.1.2 Condicao para o desacoplamento

Considere um experimento com um qudit, em que uma porta légica é aplicada.
Foi dito na subsecao anterior que o estado [1(t)) contém toda a informagao do sistema
de interesse e do ambiente externo. Sendo assim, para fins de obtencao de resultados, o
experimentador precisaria ter acesso ao estado [1(t)), e ndo ao estado |¢(t)) obtido a partir
da transformacao unitaria na Eq. 2.5. Se considerarmos entao que a operacao quantica

demora um tempo 7 para ser aplicada temos que impor a condic¢ao

6(7)) = [4(7)) - (2.10)

Uma forma de satisfazermos tal condi¢ao é considerarmos que o operador U,(t) é peridico,

com periodo t;y associado, e a condi¢ao que impomos é
to = —, (2.11)
onde n € N. Ao impormos tal condigao teremos
U.(0) = U.(tg) = Ue(1) = 14. (2.12)

E a Eq. 2.10 sera satisfeita.

Assim como definimos o operador U.(t), podemos definir o operador unitério Uy(t)
como a evolugao unitaria no tempo associada a Hy(t), definido na Eq. 2.8. Evidentemente

este é um operador tal que

Hy(t) = ih (tho(t)> Ul (t), (2.13)

e a solucao da Eq. 2.7, considerando a evolucao desde o instante inicial até o fim da

aplicagao da porta logica, ¢ dada por

|¢(7)) = Uo(7) [6(0)) - (2.14)
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Reescrevendo a Eq. 2.7 e usando a Eq. 2.8 ficamos com

. d
i, 16(8)) = Ho(?) |6(2)) . (2.15)

E possivel obter, em primeira ordem, uma forma explicita para o operador de evolugao
unitaria isolando o termo da derivada no tempo de Uy(t) na Eq. 2.13 e integrando no

tempo. Com isso obtemos

Up(t) =1, 1, — ;/Ot dt' Ho(t') + O (). (2.16)
Definindo a quantidade
(Ho) (1) = 7 [t Hy(e), (2.17)
obtemos o resultado
Up(t) =1, 1, — Z(H())(t) +0 (). (2.18)

Considerando especificamente um periodo ty do operador de controle podemos usar a Eq.
2.11 para escrevermos
1

Up(tg) =141, — -

(H())(to)% +0 (). (2.19)

E necessario agora relacionarmos este resultado a quantidade Uy(7), e para isto deve-se
fazer uma generalizagdo. Até o momento consideramos Uy(t) como a evolucao do instante
inicial 0 até t. Podemos entao redefinir o operador como Uy(ts, t1) significando a evolugao
do instante t; até o instante t5. Tomando novamente o mesmo processo usado para a
obtencao da Eq. 2.16, e considerando ty =t + £y e t; = t; temos

Lottt / 2
Un(t + to, to) = 11d®11€—ﬁ/ dt’ Ho(t')) + 0 (), (2.20)

to

onde usamos o fato que Uy(tg,ty) = 14 ® 1.. Podemos fazer uma substituicao de variavel:

s =t — ty. Com isso obtemos
ot
Un(t + to,to) = 1y @ 1, — %/0 ds Ho(s +to) + O (). (2.21)

Porém, devido a periodicidade de U.(t) é facil notar, a partir da Eq. 2.8, que para todo ¢
temos

e portanto pode-se escrever a Eq. 2.21 como
1 t
Up(t +to.to) = 14 @ 1, — %/0 ds Ho(s) + O () = Up(t,0). (2.23)

Mas como ja foi mencionado, esta relagao vale para todo tempo t e portanto é um fato
que
U0(2t0, to) == Uo(to, 0) (224)
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Como se trata de um operador de evolucao temporal unitario é natural assumirmos que a
evolugao de t; até t3 é o mesmo que a evolugao de t; até t, seguida da evolucao de ty até

t3 para algum t, tal que t; < ty < t3, em outras palavras, devemos ter
Uo(ts, t1) = Up(ts, t2)Uo(t2, t1). (2.25)

Tomando este fato e aplicando indugao finita a Eq. 2.24 conclui-se que
Us(r,0) = Up(nto, 0) = Ug(nto, (n — )to) - - Us(to, 0) = [Us(to, 0)] " (2.26)

Portanto, usando a Eq. 2.19 obtemos finalmente

n

Uo(7) = [nd 21, — ;<H0)(t0); +0 (t2) } . (2.27)

Se considerarmos que n ¢ um numero suficientemente grande podemos tomar o limite para
n — oo obtendo o resultado

T
h

O que isto quer dizer é que, se tomarmos um n suficientemente grande, a evolugao do

Us(7) ~ eXp[ <H0>(t0)} . (2.28)

sistema total (qudit + ambiente) é ditada pela Hamiltoniana (Hy)(to), que, usando a Eq.
2.17, sera dada por

(Ho(to) = Hy® 1, + 1, @ H, + tl Ji Cat (Ul o L B @1.). (229)

Neste ponto é possivel ver claramente a condi¢ao para que o desacoplamento dinamico acon-
tega. E necessario que o operador U,(t), de periodo temporal ¢y, e que atua exclusivamente

no espago de Hilbert do qudit, seja tal que
to
/ dt [Ul(t) ® L] Hie [U(t) @ 1] = 0. (2.30)
0

O método deve poder ser usado para proteger qudits contra qualquer tipo de ruido.
Assim sendo, iremos supor que a Hamiltoniana de interagao pode ser escrita da forma

mais geral como
d—1d—1

Hipi = 5% |r)s| ® By, (2.31)

r=0 s=0
Por ser uma Hamiltoniana temos um operador hermitiano, e por isso devemos supor

B,, = B, (2.32)

para todo par {r, s}. Partindo portanto da suposi¢do de que a interacdo possui essa forma,

serao explicitadas trés propriedades que devem ser obedecidas.

Primeiramente podemos definir a identidade do espaco de Hilbert do qudit como

1, = kz:j G (2.33)
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e com isso e ad e ad
= DD kXK U) 1K = D2 Y Fualt) [kXI (2.34)
k=0 =0 k=0 =0
onde definimos a funcao
Fr(t) = (k|U(t)]1) . (2.35)

Como U.(0) = 1, temos a primeira propriedade relativa ao operador de controle:
Fri(0) = . (2.36)

Usando a Eq. 2.34 temos que

Zii (1) Fu(t) I (2.37)

onde a estrela indica a operacao de conjugacao complexa. Porém, como o operador de
controle ¢ unitario, isto deve resultar na identidade do espaco de Hilbert, ou seja, temos

que a segunda propriedade é

Z () Fua(t) = 6. (2.38)

Por fim, é necessario que a condi¢ao de desacoplamento, evidenciada pela Eq. 2.30, seja
valida para cada operador B, ja que este atua apenas no espaco de Hilbert referente ao

ambiente externo. Assim, devemos ter

d—1d-1

/ dt UT(t) |r)s| Un(t /Ot it Y S F £) k)| = (2.39)

k=0 1=0

para cada par {r,s}. Porém, isto apresenta um problema pois se tomarmos apenas os

elementos especificos em que r = s e somarmos todos o resultado é

d—-1d-1

[ ST [T A

} ) k) = tola = 0, (2.40)
k=0 1=0 Lr=0

onde usamos a Eq. 2.38. Mas o resultado s6 é nulo para cada par {r,s} se tg = 0, o que
nao ¢é verdadeiro ja que sempre precisamos ter 0 < ty < 7 tal que a Eq. 2.11 seja valida.
Isto mostra que nao é possivel encontrar um operador U,(t) que satisfaga simultaneamente
a segunda propriedade e a condi¢ao de desacoplamento. Para contornarmos este problema

devemos reescrever a Hamiltoniana de interagdo em uma forma menos geral

d—1d-1

'mt - Z Z ’7" ‘ ® Brs - 57‘3) . (241)

r=0 s=0
Para evitar a perda de generalidade adicionamos o termo subtraido a Hamiltoniana que
descreve a evolugao do ambiente, isto é

d—1
H. — H.+ )Y B,. (2.42)
r=0
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A razao de nao haver problema nesta redefini¢ao é o fato de os operadores B, atuarem
exclusivamente no espaco de Hilbert do ambiente, que é o mesmo espago de atuagao da

Hamiltoniana H.. Fazendo entao esta alteracao, a condi¢ao de desacoplamento passa a ser

d—1d—1 d—1d—1
[t S5 EOFa B — [ dt Y3 Falt)Falt) B 5,. =0 (243)
0 k=0 1=0 0 k=0 1=0
Da Eq. 2.38 podemos supor
Om
Fi(t)Fa(t) = =, (2.44)
e assim, reescrevendo a Eq. 2.43 obtemos
d—1d—1 5., d=ld-1
/ At SO 3 FS (8 Fa(t) k) l|_/ at =Y S b k) (=" 26,1 (2.45)
k=0 1=0 k=0 1=0

Como é possivel verificar, com a modificacao de H;,; a soma de todos os elementos com
r = s precisa resultar em ty1,4, como ja foi mostrado que de fato acontece, pela Eq. 2.40.
Sera mostrado agora como obtemos a forma explicita para o operador de controle U.(t),
satisfazendo a condi¢ao de desacoplamento 2.30 e as trés propriedades evidenciadas nas
equacgoes 2.36, 2.38 e 2.45.

2.1.3 Operador de controle

Iniciamos usando a definicdo da Delta de Kronecker em série de exponenciais

complexas, reescrevendo a Eq. 2.36 como

m=0

Com isso podemos propor um ansatz para Fj(t) que automaticamente satisfaz a primeira

propriedade, da forma

Fkl 1 z:l exXp [27TZ(Z l) - itfmkl<t)1 . (247)

Da Eq. 2.45 temos a propriedade

to
[t Ent)Falt) = tg(sm(skl. (2.48)
0

Usando a Eq. 2.47, o lado esquerdo desta igualdade resulta em

d12 3D explzm =4, _ 2milr - k)m] /0 4t explitfs (6) — itfan(t)].  (2.49)

m=0n=0 d

Neste ponto propomos um segundo ansatz, agora para a funcao f.u(t), que supomos

poder ser escrita como
27T

0
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Esta suposicao implica que a segunda propriedade, dada pela Eq. 2.38, é satisfeita pois

usando as Egs. 2.47 e 2.50 temos

] dddztant 2ri(k — 1 2mi(k —m 2w
Zka ) Fr(t dQZZZeXp[ >b— (d )al exp[—@tt(b—a)}
k=0 a=0 b=0 0
1 d—1d-1

D03 {Z exp[2m —9) k] } expleﬁ (ma — 1b) — ztiﬁ(b - a)]

a=0 b=0 0
fZexp

= 5ml7

141t [2m

_ Z)b]

(2.51)

onde foi usado o fato de que o somatério sobre o indice k resulta exatamente em d X .
Resta portanto mostrar que a terceira propriedade, dada pela Eq. 2.45, é satisfeita pois
ela foi obtida a partir da suposicao de que a condicao de desacoplamento mostrada na Eq.

2.30 é respeitada. Retornando entao a Eq. 2.49 e usando a Eq. 2.50 reescrevemos

1T [omi(s—1 2mi(r — k to 2
— > > exp mi(s )n _ 2milr )m dt exp{—itﬁ(n —m) —it(gs — gr)|-
d m=0 n=0 d 0 to
(2.52)
Por fim, é preciso propor mais um ansatz, neste caso para gy, que iremos supor
2
g = k. (2.53)
to

Dando continuidade ao desenvolvimento da Eq. 2.49 obtemos

1 & (2 —z 2mi(r — k t 2
> ) exp mi(s )n— mi(r )m "t exp[—z’tﬂ[(n —m) — (r—s)d]|.
d2m 0n=0 d 0 tO
(2.54)

Repare que ha a integracao de uma funcao trigonométrica sobre um periodo ty, que se
anula a menos que o termo que multiplica ¢ seja nulo, isto é, a menos que n —m = (r — s)d.
E isto vale independentemente do ntimero inteiro de periodos em que a integragao ocorre,

em outras palavras temos

’ dt exp {—iti:[(n —m)—(r— s)d]] = /_O:O dt exp {—iti:[(n —m) — (r—s)d|

= tod[(n — m) — (r — s)d|,

0

(2.55)

onde 0 é a funcdo Delta de Dirac. Porém k,l,m,n,r,s € {0,--- ,d — 1} sdo todos indices
discretos e em geral m —n # r — s. Portanto a unica forma da funcao Delta ser satisfeita

ésen=mer=s,ou seja

d[(n—m) — (r — s)d] = dpmdys. (2.56)
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Por fim, temos entao

Z Z exp n— M| OpmOrs

m=0n=0 d
Z Xp{Qm l)n} 5. (2.57)

57”5 5k:l7

1t lQm s—1) 2mi(r — k)

:E

mostrando entdo que a propriedade apresentada na Eq. 2.48 ¢é satisfeita pelo conjunto de

ansatz feitos. A conclusdo portanto é que

[27” ~m — itiw(m + kd) (2.58)

1 &=
Fkl 8 Z €xp
m=0 0

é um conjunto de fungoes que satisfazem todos os critérios para que o desacoplamento

entre o sistema quantico e o ambiente ocorra.

Resta agora escrevermos o operador U,(t) resultante da soma sobre todas as fungoes
Fyy(t) usando a Eq. 2.34. Assim

U(t) = — {1 dz_:lexp{ilmkm} exp|—iwgtkd] \k>} exp|—iwgtm]

k=0
1 4 2mi
X {d 2 exp[—dlm} <l|} )

onde definimos a frequéncia angular wy = 27 /tg. Podemos definir um operador Hj, que

(2.59)

possui como autovetores os estados da base computacional do espago de Hilbert do qudit
(10)y,---,|d —1)) de forma que

Hy k) = hwokd |k) . (2.60)

Podemos também introduzir os estados resultantes da transformada de Fourier quantica'®

dos estados da base computacional, dados por

1d1

lom) = \/_ Zexp{%km} |k) . (2.61)

Com isso o operador de controle fica

d-1
U.t) = exp[—ih;;t] ZO |om) expl|—iwotm] (pm] - (2.62)

De forma andloga ao operador H; podemos definir um operador Hr que possui como

autovetores os estados |p,,) tal que

Hp ‘Spm> = hwom ‘SOM> ) (2'63)
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resultando em

UL(#) = exp {—ifgt} exp[—i}?t} g oK om] (2.64)

Como a base computacional é um conjunto completo de estados que geram todo o espaco

de Hilbert do qudit, os estados |p,,) também sdo uma base e portanto

Z_IO | omXm| = Ta. (2.65)

Por fim, é preciso notar que a condicao de desacoplamento, na Eq. 2.30, é invariante por
uma transformacao de fase global, ou seja, temos a liberdade de adicionarmos uma fase a
forma final do operador de controle resultando em

H H
U.(t) = exp|—iw,t] exp{—ith} exp[—i;t], (2.66)

sendo w, uma constante real.

Agora que temos uma forma explicita serd mostrado como o operador de controle
U.(t) dita a forma que a Hamiltoniana que descreve a evolugao efetiva do qudit deve ter
para que o desacoplamento dindmico, em conjunto com a operacao quantica desejada,

possam ser realizadas na pratica.

2.1.4 Hamiltoniana do qudit

Usando as Eqs. 2.6 e 2.66 podemos encontrar a forma explicita da Hamiltoniana

de controle como
H H
H.(t) = heoy Ty + Hy + exp {—z'h%} Hy exp [zth} . (2.67)

E para a porta légica quantica que desejamos aplicar sobre o qudit podemos tomar uma
Hamiltoniana geral da forma

d—1d-1

Hy=hY > gulk)Xl, (2.68)

k=0 1=0
com a condicao de que gy = gj;, pois a evolugao do qudit deve ser unitaria. E agora temos

todas as quantidades necessarias para a obtenc¢ao de uma forma explicita para Hjq(t), que

¢ a Hamiltoniana que descreve a evolugao do sistema qudit, dada pela Eq. 2.4.

Primeiramente definimos os operadores:

1
G = golla — + Hu (2.69)
H} = h(d — 1)wodly — Hy, (2.70)

onde go > 0 é o maior autovalor positivo de Hy/h (se Hy ndo possuir autovalores positivos

entdo go = 0). E temos assim trés operadores ndo-negativos. A razao para tais defini¢oes
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ficard clara ao obtermos a forma final de Hjq(t). Usando entdo a Eqgs. 2.4, 2.67 e as

defini¢oes acima teremos

Hlab(t) = Uc(t)HdUcT(t) + Hc(t)

= g0 +wr + (@ = 1) wo| 1o — [H}, + Un()) HLUL () + hU(DGU] (1) (272)

onde definimos Uy (t) = exp {—i%t] . Repare que temos um termo proporcional ao operador
identidade e um termo contendo apenas operadores nao-negativos, e esta ¢ a razao de

termos definido tais operadores pois, como G, H} e H}. sdo ndo negativos entao o operador

T(t) = ¢ ;_L [H'L + UL(t)HpUJ () + kU (H)GUY (t)} (2.73)

também deve ser nao-negativo. E definindo a constante
_ 2
Wad = go —+ wy + (d — 1) Wo, (274)
temos, para a Hamiltoniana que descreve a evolugao do sistema qudit, a forma final

Hia(t) = hwqly — KT(H)Y(2). (2.75)

Um termo proporcional ao operador identidade, em uma Hamiltoniana, nao possui
relevancia fisica, é apenas um deslocamento da quantidade que chamamos de energia
fundamental. Assim, na prética, aplicar Hy,(t) sobre o qudit significa aplicar o operador
T (t)Y(t). Evidentemente, na auséncia de um sistema que represente o qudit fisicamente,
o operador Y(¢) nao possui sentido fisico algum. Portanto, o experimentador que deseja
aplicar uma porta logica em um qudit fisico usando o método DDCG para protecao contra
ruidos provindos do ambiente externo deve relacionar o operador Y(t) a quantidades

controlaveis em laboratério.

O objetivo central deste trabalho, como ja foi apresentado, é verificar a validade
do método através da simulacao de uma aplicagdo sobre um sistema fisico. Toda a teoria
associada a implementacao pratica do método e como construimos o operador Y (¢) na

pratica estao descritos na proxima sec¢ao.

2.2 A implementacdo do método DDCG para um qutrit

Nesta secao é apresentado toda a fundamentacao tedrica a respeito de uma pos-
sivel aplicacdo do método DDCG sobre um sistema fisico, neste caso, o 4tomo de 8"Rb,
representando um qutrit (d = 3). Inicialmente, na subsegdo 2.2.1, serd discutido breve-
mente algumas propriedades do 4tomo de 8"Rb e como podemos usé-lo para representar
fisicamente um qutrit 16gico. Na subsecao 2.2.2 é explicado como, com o uso de lasers e
transicoes de dois fotons, aplicar portas logicas e proteger o qutrit contra ruidos externos,

mostrando também em detalhes a Hamiltoniana que descreve a interacao entre o atomo de



32

"
5% P33 mp=-2 -1 0 1 s F'=2

_________ Ff _
mp=-1 0 1 ¢72.218MHZ
m’}; = DB_> """"""" F' =
E ---------------------- virtual level
=
—
—
N
()
(e8]
D~
F=2p---
¢ﬁ.8 GHz

Figura 1 — Estrutura hiperfina da transicio D, do atomo de 3"Rb.

Fonte: NAPOLITANO. et al’®

87Rb e os fétons. E por fim, na subse¢io 2.2.3 ¢é feita a identificagdo do operador Y (¢) com
a Hamiltoniana de interacao entre o atomo e os lasers, demonstrando entao a possibilidade

da implementagao fisica de Y(t), e consequentemente, de Hjq(t).

2.2.1 Atomo de Rubidio-87

O 4atomo de 8"Rb é o segundo isétopo mais comum de Rubidio encontrado natu-
ralmente na Terra, correspondendo a aproximadamente 28%. Embora seja um isétopo
radioativo ele é relativamente estavel, possuindo um tempo de meia-vida da ordem de
10'° anos.'! Possui um tnico elétron desemparelhado no nivel 5s, o que implica que o
termo espectral do estado fundamental é 525 /5. Se levarmos em conta o fato de que seu
spin nuclear é I = 3/2 temos uma estrutura hiperfina no estado fundamental com valores
inteiros de

I—J|<F<I+J (2.76)

o que implica em F' = 1,2. Para F' = 1 temos um tripleto (mz = 0,+1) degenerado na
auséncia de campos magnéticos externos. Ao absorver um féton com aproximadamente 780
nm de comprimento de onda, o elétron pode transitar do nivel fundamental 525 > para
o estado excitado 5P /2, que, de acordo com a Eq. 2.76, possui uma estrutura hiperfina

com F' =0,1,2,3. Isto caracteriza a linha espectral Dy do Rubidio.!?
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Em se tratando de um qutrit, deseja-se um espaco de Hilbert de dimensao 3. Se o
comprimento de onda dos fétons for mantido abaixo dos 780 nm o suficiente, podemos
considerar que os tnicos estados envolvidos nas transi¢oes sao os trés estados degenerados
de F' =1, que denominaremos |g) para g € {—1,0,1}, e o estado singleto de I’ = 0, que
denominaremos |e), e assim temos um espago de Hilbert H, cuja identidade pode ser

escrita como

Ly =le)el + > lgXgl- (2.77)

Porém, se o estado excitado |e) for populado é inevitdvel que haverd decaimento por
emissao espontanea para o nivel F' = 2. Como o intervalo de energia entre os niveis
fundamental e excitado é grande, da ordem de 1 GeV, é possivel aplicarmos detunings
para o vermelho da ordem de 1 GHz para que a transi¢do ocorra por meio de um nivel
virtual, fazendo com que o nivel excitado nao seja efetivamente populado. E com isso,
temos efetivamente um espago de Hilbert H3 que possui os estados {|—1),]0),|1)} como

base, e este é o espaco tridimensional a ser usado para fundamentar o qutrit logico.

Definindo entao um detuning A, para cada um dos estados e, para cada detuning,
trés polarizacdes, que consideraremos linear () e circular a direita e & esquerda (%),
teremos nove frequéncias de Rabi independentes. Isto é o suficiente para realizarmos
qualquer transi¢ao entre os niveis e consequentemente, qualquer operacao unitaria do
grupo de simetria do qutrit, o SU(3). A Fig. 1 mostra a configuracao dos estados hiperfinos
da transicao Dy do rubidio assim como as transi¢oes de dois fotons entre os trés niveis
degenerados do estado fundamental. Toda a descrigdo sobre a interacao do atomo com a
luz e da implementacao efetiva da transicao de dois fétons sera apresentada nas préximas

subsecoes.

2.2.2 Interagao entre o atomo e lasers

Consideraremos o eixo cartesiano z como o eixo de quantizagdao. Com isso, os
campos elétricos associados a cada um dos nove lasers podem ser escritos como

EO (t) = Z[gs,0<t> eXP(—iwst)éo + gs*,O (t) eXp(’int)éo], (278>

s=1
para os trés lasers com polarizagao m, e

3

Eii(t) =) [Eox1(t) exp(—iwst)@sy + EF 4y () exp(iwgt )L, ], (2.79)
s=1

para os seis lasers com polarizagoes o e o~. Os versores de polarizagao foram escolhidos
de forma que

. Xty

€11 = F \/5 ) (280)

(2.81)

>

(=)
Il
N>
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A justificativa para o fato de nao estarmos considerando segunda quantizacao para os
campos elétricos é que estamos em um regime de campos intensos, onde flutuagoes do
numero de fétons pelos operadores de campo sao irrelevantes, portanto o tratamento do
problema com campos elétricos classicos é apropriado. Nota-se também que temos os nove
feixes atuando simultaneamente, assim, para cada polarizagao p, teremos trés amplitudes

Es,p superpostas, onde s € {1,2,3} diz respeito aos trés detunings para o vermelho.

Os feixes interagem com o atomo de acordo com a Hamiltoniana

1
Hi(t)=—-d- Z E,(1), (2.82)
p=—1
onde d = d,X + d,§¥ + d.Z ¢ o operador tensorial de dipolo elétrico atomico. Podemos usar
a identidade da Eq. 2.77 e o fato de transi¢des por dipolo elétrico s6 poderem ocorrer entre
niveis de paridades opostas para escrevermos o operador d na forma

1

d=1TdLi= 3 [(gldle) lg)el + (gldle)" el ]. (2.83)

g=-1
e escrevendo na base esférica, usando as Eqs. 2.80 e 2.81, temos que

1

(gldle) = > (gld;le) & (2.84)

p=—1

Pelo teorema de Wigner-Eckart!3

<g|dp|€> = <j(€)7m(e)7 rank(d)ap‘j(g)am(9)> <j(g)"d“](e)>

(2.85)
=(0,0,1,p[1, 9) (1]|d]]0) ,
e o simbolo de Clebsch-Gordan resulta em
(0,0,1,p|1, g) = dpg- (2.86)
Definindo portanto a quantidade D = (1||d||0) e retornando a Eq. 2.83 obtemos
1
d= 3 | D& |p)el + D78, [e)pl | (2:87)

p=—1
Escrevemos entao, substituindo as Eqs. 2.78, 2.79 e 2.87 na Eq. 2.82, a Hamiltoniana de

interagao entre o atomo e os campos elétricos como

2121 1)PD*E; () exp(—iwst) |e)X—p|
— 3 S (—1)PDE: (1) expliwst) |—pXel

p_1—1 331 (2.88)
_ lel 1)PD*E; (t) exp(iwst) [e)p]

1

-y Z 1)PDE; ,(t) exp(—iwst) [p)e] .

p=—1s=1
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E conveniente trabalharmos na representacao de interacao, isto é, devemos fazer uma

transformacao unitaria que elimine a Hamiltoniana nao perturbada do atomo, dada por

H, = hw, |e)el + ey 3 p)pl. (2.89)

p=—1

onde as quantidades Aw. e hw, se referem, respectivamente, as energias dos niveis excitado

e fundamental. Evidentemente, a Hamiltoniana do atomo livre satisfaz a equacao

H, =ih (tha(t)> Ul(t), (2.90)

onde

U,(t) = exp {—i%t] = exp(iwet) |e)e| + exp(iwgt) > |p)Xp|. (2.91)
Portanto, a Hamiltoniana total é dada por
Hin(t) = Hy + Hi(t), (2.92)
que na representacao de interacao é calculada como
Hy(t) = Ul(t) Hiot (1) Ua(t) = UJ (8) Hi (t)Ua(t).- (2.93)

Assim, usando as Eqs. 2.88 e 2.91, obtém-se

;1 Zl 1)PD*E, p(t) exp(—it[ws — (we — wy)]) leX—p|
— > D (=1)PDE; (t) exp(it|ws — (we — wy)]) [=pXe]

ot (2.94)
- Z_:l Zl )P D*E;,(t) exp(it[ws + (we — wy)]) [eXp]
- Z_l Zl )PDE; (1) exp(—itfws + (we — wy)]) [PXel -

Neste ponto é possivel identificar explicitamente a quantidade chamada de detuning para
o vermelho:

Ay = ws — (we — wy). (2.95)

A diferenga entre w, e w, corresponde a frequéncia angular de fétons emitidos ou absorvidos
na transigao |g) <> |e), e w, corresponde a frequéncia do laser. A diferenga entre as duas
quantidades significa o quao abaixo da frequéncia ressonante os fétons emitidos pelo laser
estao, e isto é precisamente o que significa o termo detuning para o vermelho. Nota-se

também a presencga do termo

ws + (We — wy) > A, (2.96)
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pois, como foi mencionado na subsecao 2.2.1, a diferenga de energia entre os estados |g) e
le) é da ordem de 1 GeV, o que corresponde a uma diferenca de frequéncias da ordem de 100
THz, enquanto A, assume valores em torno de 1 GHz. Ou seja, ha aproximadamente cinco
ordens de grandeza diferenciando as duas quantidades. Esta diferenca drastica permite
que a aproximacao de onda girante seja aplicada a Eq. 2.94, pois temos os dois tltimos
termos oscilando muito mais rapidamente do que os dois primeiros, e suas contribuigoes
podem, portanto, ser desprezadas. Com base nisso, temos que a Hamiltoniana do conjunto

atomo-lasers, escrita na representacao de interacao, possui a forma

Y S [0y () exp(—it) el + 0% (1) explit) [pel |, (2.97)

p=—1s=1

onde usamos a defini¢io das frequéncias de Rabi (FR)™"

_ (_1);0 *
Q,,p(t) = TD Esp(t). (2.98)
No contexto de experimentos envolvendo a manipulagao 6ptica do Rubidio é comum a
obtencao de FR’s com magnitudes da ordem de alguns MHz,'5 16 isto &,
Qg (t
K2ss O \pp,, (2.99)

27
Como sera mostrado nos préximos passos, estas quantidades, em conjunto com os detunings
Ag, sdo as quantidades que definirdo a forma do operador Y(¢) dado na Eq. 2.73, e
consequentemente, sao as grandezas a serem controladas em laboratério com o objetivo de
aplicar uma porta logica em um qutrit em conjunto com um operador de controle contra

ruidos externos.

2.2.3 Implementacao efetiva

Embora a Eq. 2.97 descreva a interagao entre o &tomo e os lasers ela ainda se refere
a um operador que atua no espaco H4. Mas para a implementacgao efetiva de um qutrit
logico é necessario um espaco de Hilbert Hs de dimensao 3, que envolve apenas os estados
degenerados do nivel F' = 1. Serd mostrado entdao como usar efetivamente a transicao pela
troca de dois fétons para que tenhamos uma Hamiltoniana efetiva que envolva apenas o

espago gerado pelos trés estados |g), com g € {—1,0,1}.

Podemos escrever os estados quanticos |1;(t)) € H4 como

[Y1()) = ce(t) [e) + > &(t) |p) - (2.100)

Py= ) IpXpl, (2.101)

P. = |e)e|, (2.102)
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e como |Yr(t)) = (P, + P.) |¢1(t)) podemos escrever a equacao de Schrodinger, na repre-

sentacao de interagao, como
d
thy [r(t)) = Hi(t) Py [91(t)) + Hi(t)Pe [¢1(2)) . (2.103)
A partir da Eq. 2.97 é possivel concluir que
P,H(t)P, = P.H/(t)P. =0, (2.104)

assim, aplicando os operadores de projecao a esquerda na Eq. 2.103 temos um sistema de

duas equagoes acopladas

ih 5Py 0r(1)) = B H()P. n (1), (2.105)
P (1)) = PoHI ()P, [0n(1). (2.106)

Integrando a Eq. 2.106 no tempo resulta em
it
P i) = P |r(0)) = 5 [ at PHI()P, [01()) (2.107)

E razoével supormos que ¢ = 0 corresponde ao instante em que os lasers comecam a
interagir com o atomo e que portanto, inicialmente, o estado excitado nao esta populado,
isto é, P, |1;(0)) = 0. Substituindo a Eq. 2.107 na Eq. 2.105 resulta em

B, () =~ LR OP. [ ot PR @), (2109

onde a justificativa para o operador P, aparecer duplicado é que P? = P,, por se tratar de

um projetor. Pela Eq. 2.97 infere-se que

P,H(t)P. = —h Z ZQS (1) exp(iAgt) |g)Xel (2.109)
Q——ls 1

P.H(t) Py |[v:(t') = —h Z ZQS _q(t) exp(—iAgt)e, (') |e) (2.110)
qg=—1s=1

onde foi feita a substituicdo de indice —p — ¢. Substituindo entao as Eqs. 2.109 e 2.110
na Eq. 2.108 e escrevendo o estado quéntico explicitamente temos

1

d * / /
21 a Z Z / dt’ exp(iAgt — iAgt )QS q(t)Qsly,q/(t Yeg () 1q) -
—

q¢,¢'=—1s,s'=1

(2.111)
Definindo a fun¢ao matricial
3
Ktt)=> Z exp(iAgst — iAgt")
s=1s'=1
ZO%ale) E(O0alt) X2 (®)] (2112
X Qo) Qea(t)  Qp(E)Qeo(t) ()21 (E) |

Q’s‘,_l(t)Qs',l(t’) QF 1 (0)Q0(t) Q2 (1) ()
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que denominamos funcao kernel, e o vetor

C_l(t)
C(t) = | eolt) (2.113)
C1 (t),
podemos reescrever o sistema de equacoes, mostrado na Eq. 2.111, na forma compacta
d
~C() / dt' K (t,1)C0(). (2.114)

Integrando iterativamente esta expressao resulta em

ciy=c) - [ "t / Yty K(t1,)C(8) + -+ - - (2.115)

Podemos entao tomar a Eq. 2.115, até primeira aproximacao, para um termo especifico
K_,_y(t,t) da fungao kernel

3 3

t/
/ dtl/ dtg K_q —q tl,tg Z Z dtl exp ’LA tl)Q (t1>
pu (2.116)

X ; ; dty exp(—iAgts) Qs 4 (t2).
Definimos a transformada de Fourier das FR’s como
[sq(w)=— / dt exp(iwt)§2s 4 (1), (2.117)
e de imediato, definimos também a transformacao inversa
Q,4(t) = /_O:O dw exp(—iwt)Ts 4(w). (2.118)

Assim, a segunda integral da Eq. 2.116 pode ser reescrita como
t1 e} t1
dty exp(—iAgta)Qy o (t2) = / dw Psl7q/(W)/ dtgexp(—ity [Ay +w]).  (2.119)
0 —o0 0
Sabemos, pela Eq. 2.99, que as magnitudes das FR sao da ordem de alguns MHz, porém,
elas sao fungdes do tempo que devem ser moduladas por uma frequéncia da mesma ordem
daquela associada ao periodo do operador de controle calculado na se¢ao 2.1. Usualmente
os tempos de coeréncia de estados atomicos sao da ordem de 1 s,}7 e um valor n ~ 10 é
suficiente para que a aproximacao mostrada na Eq. 2.28 seja valida. Assim, usando a Eq.
2.11 podemos estimar
to ~0.1s = wy ~ 10Hz. (2.120)

Isto significa que, independentemente de qual seja a forma de I's ;(w), ela é uma densidade

espectral centrada em um valor w &~ wy < |Ag| e portanto, usando a Eq. 2.118, temos

t1 o0 —1 | Ay t) =1
/ dtz eXp(—iAs/t2)QS',q/ (tz) =~ Z/ dw Fsqu/ (w)eXp( ] [ A+ W] 1)
0 - )

1Qy o (t . Qg (0
= A,qs/( ) exp(—iAgty) — A’Z/( )

(2.121)
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Substituindo este resultado na Eq. 2.116

o " 3 3 i t
/t dtl/o dts K_g_g(t1,2) = > A /t dty exp(i [Ag — Ag]t1)82 (1) Qs ¢ (81)
s=1g=1 =4
3.8 QS/ (0 % /4l . / * ;
_ Z A7?A( /) [Qs,q(t ) exp(iAst') — €2 (¢) eXp(ZAst)} ’
s=1s'=1 s—s

(2.122)

onde foi usado novamente a mesma aproximacao mostrada na Eq. 2.120. Para a integral

restante temos

t oo 0
dty exp(i [Ag — Au] 1) (1) (1) = /_ duy T (wy) /_ dws Ty ()

t/
X dtl exp(i [AS — AS/ +wp — CL}Q] t1>

t (2.123)

t

Como a diferenca de energia entre os estados |g) e |e) é da ordem de 100 THz, em termos
da constante de Planck A, podemos considerar que a diferenca entre dois detunings é da

mesma ordem de grandeza dos proprios detunings, isto é, supomos
A, — Ay| = |Ag| ~ 1 GHz. (2.124)

Assim, como as duas distribuicoes espectrais estao centradas em valores wy & wy ~ wy,

podemos tomar como aproximagao
|AS — As’l > |CU1 — CUQ|. (2125)

Obviamente esta aproximacao é valida apenas para os termos onde s # s’, assim, separando

os termos para indices iguais e diferentes temos que a Eq. 2.123 resulta em

t/

t/
dtl exp(i [AS — As’] tl)szq(tl)Qsﬂq’(tl) = 5551 ’ dtl Q;q(tl)Qs’,q’(tl)
Q:’q(t/)Qs/,ql (t/) exp(i [As — AS/] t/)

t

+ (1 — dsy)

t (As - As’)
O* QS/ q exp(t As — As/
(1= b el zEZ _p(AS[/) 1t

e finalmente, substituindo este resultado na Eq. 2.122 obtemos

t/ t 3.4
/ dty [ dba K_g_g(ti,t2) => — / dty QF (1), (1)
t 0 s=1 As t

QF (1) g (') exp(i [As — Ay]t)

+

NI

ij
|

688/)

s=1s'=1 As’ (AS — AS/)
3 3 o* (t)Q ’ /(t) exp(z‘ [A — A ,] t)
— _ , 5,9 55,9 s s
z_: Z_:(l Oss') Ay (A, — Ay)
s=1s'=1
3 3 Qs/ (0 . , ) , i} '
_ Z Z AﬁA( ) [Qs,q(t ) exp(iAgt') — Q ,(t) eXp(’LAst)} _
s=1s'=1 S s’

(2.127)
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Diversos termos neste resultado podem ser desprezados pois, definindo a quantidade

Qs q(t
a = max"zq()‘ V (te{0,7};se€{l1,2,3}; g€ {-1,0,1}), (2.128)

podemos estimar, usando a Eq. 2.99 e a suposi¢ao |Ag| ~ 1 GHz, que o ~ 1 mHz, percebe-
se entdao que na Eq. 2.127 o tnico termo para s = s’ é proporcional a «, enquanto todos
os outros, para s # s', sao proporcionais a a? ~ 1 uHz. Ou seja, em primeira ordem, os
unicos termos contribuintes sao aqueles em que s = s’ e o restante compreende apenas
corregoes de segunda ordem em «. Portanto, eliminando a integragao sobre o diferencial
dty, que aparece de ambos os lados da igualdade, temos o resultado final

3

t |
/0 AWKy gt t) =Y ALQ;q(t)Qs,q, (). (2.129)

s=1

Substituindo na Eq. 2.114 e reescrevendo-a na forma de componentes temos

((;t Z Z Qs —p(8)82,—g(t)cq (1), (2.130)

qg=—1s= 1

mas as funcoes ¢,(t) nada mais sdo que os coeficientes da expansio de estados quénticos
na base do sub-espaco Hs de H,4, que corresponde aos trés estados |g) para g € {—1,0,1}.
Isto significa que a Eq. 2.130 é precisamente a equac¢ao de Schrodinger, na representacao
de interacao, para estados quanticos

1

Ct)= 3 ¢(t)p) : C(t) € Ha. (2.131)

p=—1
Para que a Eq. 2.130 tenha uma forma mais familiar, semelhante a como a equacgao de

Schrodinger é comumente apresentada, podemos reescrevé-la como

m d C Z Hj (2.132)

onde cada operador Hj 4(t) pertence ao espago de Hilbert Hs3 do qutrit, e a soma para os

trés detunings ¢ dada por

3 s 5 | Ba02a®) QL% 2O ()
Do Hps(t) =30 5 | QoMQalt) Qo)) Qp(t)21(2) (2.133)
TR L0200 2L 0R0(0) 2 (02 (0)

Por fim, deve-se lembrar que a Eq. 2.132 esta escrita na representagao de interacao, e
para termos a Hamiltoniana efetiva, aquela que deve ser implementada na pratica pelo
experimentador, devemos voltar para a representagao de Schrodinger. Para isso, deve-se
fazer a transformagao unitaria inversa a aquela evidenciada pela Eq. 2.93, porém restrita

ao subespaco Hs. Matematicamente, temos que a Hamiltoniana efetiva serda dada por

Hia(t) [Z Hy (¢ ] (t)P,. (2.134)
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Mas pelas Eqgs. 2.91 e 2.101 temos que
P,U,(t) = P,exp(—iw,t), (2.135)
e para o espago Hs temos o operador P, como a identidade 13, portanto

Hiap(t) = 13 exp(—iw,t lz Hy (1 1 exp(iwyt) 13
(2.136)

- z_;HI,s(t)

Ou seja, a Hamiltoniana total na Eq. 2.133 ja é a Hamiltoniana efetiva, que deve ser
implementada na pratica. O ultimo passo envolve compararmos esta Hamiltoniana efetiva
com aquela da Eq. 2.75 para que assim o operador Y'(¢) possa ser identificado com grandezas
fisicas controlaveis em laboratério, isto é, as FR’s Q;,(t) e os detunings A,.

2.2.4 ldentificacao do operador Upsilon

Foi mostrado que para impedirmos que o estado |e) seja populado devemos usar
fotons cuja frequéncia seja inferior a diferenca correspondente ao intervalo de energia entre

os estados fundamental e excitado. Assim, usando a Eq. 2.95 conclui-se que os detunings

VA, = iy/-A,, (2.137)
(ﬂ) — —iy/-A, = /A, (2.138)

Com isso, pode-se escrever os detunings como

A, =/A0/A, = - <\/A>> VA (2.139)

Com base neste resultado podemos reescrever os operadores Hj 4(t) como

sao negativos e portanto

e equivalentemente

Q@)

S,

(va:)

ﬂ*
Hiat) = ~h ¢ VAO*(t)) [0 D) L)) (2.140)

2, (1)
(V&)

E3

e quando somamos para os trés valores do indice s o resultado tem a mesma forma de uma

multiplicacdo entre duas matrizes 3 x 3. E facilmente verificdvel que podemos escrever

3
> His(t) = —he'()e(), (2.141)
-1
onde
(1) 0(t) —1(t)
Brl) Daol) 2
— 2,1 2,0 2,1
o) = |47 A —a |- (2.142)

Q31(t) Q30() Q3,-1(t)
VAsz VAz VA3
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Agora é possivel fazer a comparagao entre as FEqgs. 2.75 e 2.136. Como quantidades
proporcionais a 13 sao irrelevantes em uma Hamiltoniana podemos, a menos do termo

hwql s, escrever

Hip(t) = =AY ()Y (t) = —hOT(1)O(1). (2.143)

Entao, se impormos condigoes sobre as FR’s de forma que a matriz ©(t) seja hermitiana o
operador Y(t) pode ser descrito completamente pelas FR’s e os detunings. Tais condigoes

Sao:

Qll

—~

t) Qopo(t) Q3-1(1)

A o, € R (2.144)
Qua(t)  Qplt
B~ (/a) (2.145)

Qsa(t) Qo (
A (VA

Q30(t) _ Q34 (t)
5 (Ve

E‘,

[\V]

~—

=

~ —

1, (2.146)

S+~

(2.147)

N———

E com isso temos a relagao

Qlyl(t) Ql’o(t) Q1’71(t)
VAL VAL VAL
Q7 o(0) Qoo(t)  Q2,_1(b)

Tt) = |(va) va: VA |- (2.148)
QT,—l(t Q;,—l(t) 937_1(15)
VA (VR VA

Portanto, uma vez conhecida a forma do operador Y(t), que depende do operador de
controle e da porta logica que se deseja aplicar, temos determinadas seis FR’s dependentes

do tempo e independentes entre si, que sao dadas por

E com isso temos a conexao entre os estados atdémicos {|—1),]0),|1)} e os estados 16gicos
da base computacional {|0),|1),|2)}, assim como a possibilidade de realizarmos as seis
transigdes possiveis |—1) <+ |0), |[=1) <> |1) e |0) <> |1), que reflete na possibilidade de

executarmos todas as operagoes unitarias do SU(3) sobre os estados 16gicos.
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2.3 A simulacdao de um ambiente externo

Uma verificacao de que o operador de controle U.(t) de fato protege a evolugao do
qudit contra ruidos genéricos é importante ja que, caso contrario, toda a implementacao
do método DDCG nao teria utilidade. Portanto, nesta secao é descrito como a evolugao
temporal do qudit, em conjunto com um ambiente externo, pode ser simulada computacio-
nalmente com o objetivo de certificar que, em um experimento real, este método de fato
protegeria a aplicacao de qualquer porta logica quantica. Para isso, é considerado que o
sistema de interesse interage com dois banhos térmicos de campos bosonicos idénticos: um
que atua destruindo as coeréncias quanticas (dephasing), e outro que causa o amorteci-
mento dos estados, isto é, cria tendéncia de um dos estados ser mais populado (amplitude
damping). Isto caracteriza um ruido bastante geral e os resultados dessa interagao sem
protecdo estao, como sera mostrado, de acordo com o que se espera que aconte¢a em uma

situagao real.

Na subsecao 2.3.1 sera mostrada a equagao mestra que dita a evolucao temporal do
operador densidade do sistema qudit. Na subsecao 2.3.2 os campos bosonicos sao introdu-
zidos e a equacao mestra é desenvolvida até o ponto em que tem-se um sistema explicito
de equagoes para o operador densidade, que pode ser solucionado computacionalmente. E
por fim, na subsecao 2.3.3 é explicitado a forma deste sistema de equagoes para o caso

especifico do qutrit.

2.3.1 Equacao de Born-Markov

Tomamos como ponto de partida fazermos uma modificagao no termo de interagao
da Eq. 2.3. Adicionamos uma constante o com o objetivo tnico de identificarmos diferentes

ordens de grandeza. A Hamiltoniana total é dada entao por
Hypp = Hi@ 1.+ 14 @ He + aHipy. (2.155)

E conveniente tratarmos os estados quanticos como operadores, isto é, diferentemente do

que foi mostrado até o momento, serao usados operadores densidade ao invés de estados

kets. Definindo entao a Hamiltoniana H;, = H;® 1,4+ 1,® H, podemos escrever a equacgao
i

jtpde(t) - h[(Hde + aHint) vpde(t)]7 (2’156>

chamada de equacao de Liouville-von Neumann, que nada mais é do que a equacgao de
Schrodinger escrita no formalismo de operadores densidade. Ou em outras palavras, é
a equacao de Schrodinger generalizada para sistemas quanticos abertos. Na verdade,
esta equagao pode ser obtida diretamente da equacao de Schrédinger, como é mostrado
no Apéndice A. Existe um operador unitério de evolugdo temporal Ug(t) associado a

Hamiltoniana H,., tal que

Hgy =il (iUde(t)> Ul (). (2.157)
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Assim, realizamos a transformagcao unitaria para a representagao de interagao

pr(t) = Ubo(t) pae(t) Use (1), (2.158)
e substituimos na Eq. 2.156, o que resulta em

& prlt) = 7 alH(0), pr(t)] + pr(t) Hac — pu(1) ( Ul >) Uut),  (2159)

onde definimos Hy(t) = U),(t)HyyUge(t). Para simplificar basta usarmos a Eq. 2.157 para

escrevermos

T
d d
U Uge(t) = |UL (1) —=Uge(t)| = +Hge. 2.160
(5500) tuto) = [vit Uatt]| = (2.160)
Substituindo na Eq. 2.159 conclui-se que a equacao que descreve a evolucao temporal de

p1(t), na representacao de interagao, é

S pr(t) = —alH(t), pr(1)]. (2.161)

E a partir desta expressio que obtemos a equacao mestra para o operador densidade do

sistema qudit.

A Eq. 2.161 pode ser integrada no tempo, resultando em

pr(t) = pr(0) — 1a / At [Hi(#), pr(#)], (2.162)

e substituindo de volta na equagao temos

Gl = =01 / at' [Hy (), [Hy (), ps (2] (2.163)

Este processo pode ser repetido indefinidamente, porém para este caso, é considerado
apenas até a primeira aproximacao de Born. Para se obter o operador densidade do sistema
qudit é necessario a aplicacao do trago parcial sobre os elementos do ambiente externo do
operador pr(t') & pa(t') ® pe. Com esta aproximagao estamos considerando que o operador
densidade do ambiente varia muito pouco no tempo, de forma que p.(t') = p.(0) = p. A
justificativa mais direta é o fato de o ambiente externo poder ser visto de forma analoga
a um reservatorio térmico, significando que qualquer variagao em seu estado interno é
negligenciavel. Uma justificativa mais rigorosa para esta consideragao, em termos da

primeira aproximacao de Born, é dada no Apéndice B.

Como H/(t) é simplesmente uma transformagao unitaria de H;,;, podemos escrever
H;,¢ de uma forma que tenhamos Tr. {[H/(t), pr(0)]} = 0.'® Assim, a evolugao do operador

densidade do sistema qudit ¢ dada, em primeira aproximagao, por

ity == e L[t [ 0), 1), ) @ ] (2.164)
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Integrando esta equacgao entre um intervalo de tempo t — ¢’ da
2 t

palt) = pult) = =5 [ty T { [ s [0, (o), put) @ 9} (2165)

ou seja, a diferenca do operador densidade em um dado intervalo de tempo é da ordem o?,

portanto, dentro da equagdo mestra, os termos devidos a esta diferenca contribuem como
corregoes da ordem de a*. Neste sentido, é permitido a substituigdo pg(t') — pr(t) dentro
da integral na Eq. 2.164 ja que, sendo consistente com a primeira aproximacao de Born,
devemos considerar apenas termos que contribuem em ordem «?. Com esta consideracio,

a Eq. 2.164 pode ser reescrita como®”

Soalt) = o T { [ a0 [0, [0, putt) © 0]} (2.166)
onde foi tomado o valor a = 1, ja que esta constante servia apenas para classificar a
magnitude das contribui¢oes de cada termo. A Eq. 2.166 é a chamada equacgao mestra
de Born-Markov, e como py(t) corresponde a um operador de dimensao d, esta equacao
corresponde a um sistema matricial de d? equacoes integro-diferenciais acopladas. Eviden-
temente, estamos supondo que H;(t) depende da Hamiltoniana Hy; de uma tunica porta
logica. Estender a Eq. 2.166 para o caso em que ha varias portas loégicas sendo aplicadas

em sequéncia é um processo relativamente simples, e é mostrado no Apéndice C.

2.3.2  Desenvolvimento da equacao

Para dar continuidade ao desenvolvimento da Eq. 2.166 é necessario fazer algumas
suposigoes. Como ja foi mencionado, é considerado que o ambiente externo que interage
com o qudit ¢ um conjunto de banhos térmicos de campos bosonicos, assim, a Hamiltoniana
que descreve a evolucao do ambiente é dada por

He =" hwgbl by, (2.167)

S,K
onde o indice s é usado para referenciar o banho térmico, isto é, se tivermos N banhos
térmicos em contato com o qudit entdao s € {1,--- N}, e k refere-se ao k-ésimo modo
normal do campo bosonico s. E evidentemente, por se tratar de operadores bosonicos,

temos as seguintes relagoes de comutadores:

[bar, bl | = Oar B,

[bsrr bsrr] = [b;mbf } _o. (2.168)

s'w!
E a Hamiltoniana de interacao entre os dois sistemas pode ser escrita, de forma geral,

CcOomo

S,k

Hip =) (Z hgmsj) @ bgw + Y (Z hg;SHS]T-) @bl (2.169)
J S,k j

onde S; sao operadores que atuam no espago de Hilbert do qudit H, e g; s sdo constantes

de acoplamento. Para escrevermos esta Hamiltoniana na representacao de interagao sao
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necessarios os operadores de evolugao associados a Hy e H,, que sdo tais que a Eq. 2.157 é

satisfeita. Temos entao

Hi(t) = Uy()UL(t) HinaUe(8)Ua(t)

- K (US040 & 01010000 170
% (LIS © T3 U100

Para o termo que atua no espago do ambiente temos

Ul ()b U (t) = exp (zt > wr,\bT/\bM) by €Xp (—zt > wun )

A
2.171
= bsn exp (Zt Z We [—(557"5,{)\ + b;r,)\br,\}> exp (-’lt Z w“nbimbun> ( )
'r',)\ u,m
- bsn exp(_iwsnt)a

onde foram usadas as relagoes de comutadores da Eq. 2.168, e de forma anédloga também

temos
U(E)LU. (1) = B, exp(itvand). (2.172)
E por fim, definindo as quantidades
Aj(t) = UJ(6)S;Ua(t), (2.173)
Bj(t) = 1) gjswbse exp(—iwsut), (2.174)

¢é possivel reescrevermos a Hamiltoniana na representacao de interagao como

1(t) = 2 Ai(t) @ By (1) + Z Al(t) ® Bi(t) (2.175)

Com uma expressao explicita para a Hamiltoniana de interacao é possivel o calculo

dos comutadores da Eq. 2.166. Usando a propriedade de comutadores
[AB,C| = A[B,C] + [A,C]B, (2.176)
onde A, B e C sao operadores, pode-se escrever
(A1) @ By(t'), palt) © ] = Ay(#)pa(t) @ [B(t'), pe] + (A, ("), pult)) @ peBy (1), (2.177)

e portanto, substituindo a Eq. 2.175 na Eq. 2.166 obtemos que o comutador dentro da

integral é dado por

(Hi@), [H(®). palt) © pel] = S UH (0. Mt)pu®) @ [B(t), ]
+ Z Hy(t), (A1), pa(t)] © pe Br(t)]
+ z [H1(5), AL(#)pa(t) ® [BLE). e
+ Z Hi( { ), pa(t)] ® pe BL()].

(2.178)
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E necessario usar a Eq. 2.176 novamente para cada um dos quatro comutadores restantes.

Aplicando novamente entao a propriedade de comutadores obtemos

> [H (1), Me(t)pa(t) @ [Bi(t'), pel] = 3 Aj()A(t)palt) @ [B;(1), [Br(t), pel]

+ 2[4 (0), Ak(t)pa(8)] @ [Bi ('), pe] B; (1)

2.179
+ 2 A O )palt) @ [BI(1). [Bu(t). pe]] .
+ 2 [AJ0 AOpalt)]  [Bu(t), ] B )
para o primeiro termo, e
D2 HI(0). Ielt): palt)) @ peBelt] = 3 A OAK(E). pul®)] © [B; ). peBi(t)
+ 37 (A0 [AR(t), palt)]] © peBu(t)) By (1)
Ik (2.180)
+ A AR, pa(D)] @ [BI (1), peBi(t)]
+ 3 [AL®), [, pa(D)]] © p Bi(¥) B (1),

para o segundo termo. Evidentemente para os dois tultimos somatorios da Eq. 2.178 temos
resultados semelhantes aos das Eqs. 2.179 e 2.180 respectivamente, bastando apenas fazer
as substituicoes A (t') — AL(t') e By(t') — B}(t). Lembre agora que o que aparece na Eq.
2.166 ¢é o tracgo parcial sobre H,. da quantidade mostrada na Eq. 2.178, e como o trago é

invariante por transicoes ciclicas, isto é

Tr{ABC} =Tr{CAB} =Tr{BCA}, (2.181)
¢ um fato que o trago de um comutador é

Tr{[A, B]} = Tr {AB} — Tr{BA} = 0. (2.182)

Portanto, ao aplicar a operacao de traco parcial sobre o ambiente nas Eqs. 2.179 e 2.180
elimina-se todos os termos onde ha apenas um comutador atuando no espaco H.. O lado
direito da igualdade na Eq. 2.179 fica

S 1A () Ae(#)pa(O)( Tre {Br(t)peBi (1)} = Tre {B;(£)pe Bi(t')} )

(2.183)
+ 3 (AN, Akt pa(®)] ( Tre { Bult)pe B (1)} — Tre { B(£)peBu(t)} )
enquanto o lado direito da Eq. 2.180 fica
>_ (850, [AR(), pa(8)]] Tre {B; () pe Bi() }
(2.184)

J,k
+ Z [A;(t)a [Ak(t,)a pd(t)ﬂ Tre {B;(t)peBk(t/)} :
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Novamente, tudo é andlogo para dois ultimos somatérios da Eq. 2.178 trocando Ag(t') e

By(t') por seus respectivos Hermitianos adjuntos.

Como os banhos bosonicos desempenham papel andlogo ao de um reservatoério
termodinamico é razoavel a suposicao de que o operador densidade possui a forma de um

sistema em equilibrio térmico, isto ¢, usando a Eq. 2.167, assumimos

—BH,
9, = SP(AHe) (2.185)
A
onde =1/ (kgT) e a funcao de partigdo Z é dada por
Z =Tr{exp(—pH.)}. (2.186)

Assim, pelo fato de p. ser proporcional a bi, b, os termos B;(t)p.Bi(t') e B;-r(t)peB,:(t')

possuem diagonal nula, e portanto sao tais que

Tre { B;(t)pe Bi(t)} = Tre { B(t)p. BL(t) } = 0. (2.187)

Define-se entao as fungoes
Ghgn(t.t) = Tro { By (1)p. BU(H) | (2.188)
Gaju(t ') = Tre { BI(t)pe Bi(t) } (2.189)

Devido ao fato de que

(Te{ABC})" = > (| ABC |¢)" = > (v|C'BIAT |¢) = e {CTBIAT},  (2.190)
P P

estas funcoes satisfazem a relagao

ak(t: 1) = Ga(t', 1), (2.191)

para ¢ = 1, 2. Combinando entao entao as Eqs. 2.183, 2.184, 2.188, 2.189 e 2.191 obtém-se
Tr, {z [Hy(t), Ax(t)pat) ® [Bu(t), pen} = S [AN®), Au(t)pa(t)]
k Gk (2.192)
x (Gt t) = Gagilt, 1)),

Tre {Z [Hi(t), [Au(t'), pa(t)] ® peBk(t’)]} =3 [N, [AR(E), pa(D)]] Ga it t). (2.193)

k gk
E finalmente, o trago parcial aplicado na Eq. 2.178 pode ser escrito, simplificadamente,

CcOo1mo

Tre {[H1 (1), [Hi(t'), pa(t) @ pell} = = 3 | A1), pa(OAL()| Gun(t, 1)
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Escrevendo explicitamente os operadores B;(t), dados pela Eq. 2.174, nas Eqgs.
2.188 e 2.189 obtemos uma forma explicita para as funcoes Gy ji(t,t') e Go (¢, t'), dadas

por
Gt t) =B D" gjsnbisrs eXp(—iwgit) exp(iwyat’) Tre {bs,{pebi/\} : (2.195)
5T Kk
Gaojn(t,t') = B2 > g5 nGrrn €xp(iwgnt) exp(—iwpat’) Tr {blnpebr,\} . (2.196)
5T K,

Usando a Eq. 2.185, o trago parcial em Gy j;(t,t") pode ser calculado como

o 557’ 5&)\

Tre {bawpebly } = o T {b;bm exp <— BRY wunbgnbun> }
u,n

_ 537'5/1)\ 0 i
= ~5rZ o] Tr, {exp <—5ﬁ§wunbunbun>} (2.197)

e como a Unica diferenca relativa ao trago parcial na expressao de G i (t,t') é a ordem

dos operadores de campo podemos usar as relagoes de comutacao da Eq. 2.168 para

€SCrevermaos
babin = [baw, Bla] + blabar = Gurdn + bl\bar, (2.198)
e portanto
1 9
T — _
Tre {bl,pebrs } = Grsbin [1 o B (In 2)1 . (2.199)

Usando a Eq. 2.167 e a definicdo da funcao de particdo, dada na Eq. 2.186, temos

7 = Z <¢sn eXp<—5hZWr)\bi)\br)\> |wsn>

Vsk rA
- Zexp(_ﬁmsanK) (2200)
Y
__ exp(fhwe)
exp(Bhwse) — 1
E deste resultado obtém-se
0 (0/0ws) Z 1
— (InZ)= —"+—— = — . .
Owgy (ln2) Z ﬁhexp(ﬁhws,{) -1 (2.201)

Assim, usando este resultado e substituindo as Eqs. 2.197 e 2.199, respectivamente nas
Egs. 2.195 e 2.196 obtemos, finalmente

1
Gt t) =h? e — W [t — 1 2.202
I,Jk( ) ) &Z’{g], gk,sn eXp( w [ ])eXp(ﬁﬁws,@) —1 ( 0 )
Gy i(t, t) = h? ke we [t — 1] |1 2.2
Q»Jk( ’ ) ;gjasng’% eXp<Zw [ ]) + exp(ﬁhws,{) -1 ( 03)
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Consideraremos agora que um operador .S; do espaco H, esta unicamente acoplado a um
banho s. Em outras palavras, o indice 7 passa a ser suficiente para identificarmos tanto
o operador S; quanto o banho acoplado, isto significa que as constantes de acoplamento
podem ser reescritas como g;, € que o somatério sobre os indices (s,k) passa a ser
simplesmente a soma sobre todos os modos normais k. Evidentemente, esta suposicao
implica que

Gj.oninsn = Okl gssl”, (2.204)
e as fungoes G, ;i (t,t') se tornam portanto
1

) / 2 Y
Grr(t, 1) = d;1h Z|gwl exp(—iw, [t vt])e)q)(ﬁm>_1 (2.205)
Gagelt.¥) = 8 2 gl explis [t = ) |1 s (2.206)
Definindo as fungoes
eXp(zw,{t)
2.2
Z| J’f| exp Bhw ) ( 07)
Qi(t) =" lgjnl® expliwst), (2.208)

é possivel retornar & Eq. 2.194 e reescrevé-la como
Tro {[Hi (1), [Hi(¥), pa(t) © pel]} = = B 32 [ Ay (), pa)AL(H)| T (2 = )
G Z AS), A () palt)| Ti(t — 1)

- hz AT, pa) A5 ()]

+ B2 i A (1), AL )pa(t)]

J

it — 1)+ T (t — ).
(2.209)

O préximo passo é aplicar o limite de continuidade sobre as fungoes 7;(t) e Q,(t), isto
é, consideramos que os modos bosonicos formam um espectro continuo de frequéncias
w, assim o somatorio sobre todos os modos k se torna uma integral sobre um diferencial
de frequéncia dw e as constantes de acoplamento | gjy,.i|2 se tornam a funcao de densidade

espectral J;(w) que, para o escopo deste trabalho, consideramos como sendo dada por

Ji(w) = nw exp( ~ > (2.210)

¢,j
A constante 77; ¢ a amplitude do acoplamento entre o operador de qudit e o banho térmico
e w,; ¢ uma frequéncia de corte, ou seja, um valor de frequéncia tal que, para frequéncias
w > w,,;, a contribui¢@o se torna pequena. Aplicando tais consideracoes e usando a Eq.
2.210 na Eq. 2.207 implica em

[ . exp(iwt) ) 1 it
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onde 1" denota a funcéo poligama de ordem 1. As funcdes poligama sdo definidas como?

n+1

(M) () =
w (Z) o dzn—I—l

isto é, a poligama de ordem n corresponde & (n + 1)-ésima derivada logaritmica da fungéo

InT(2), (2.212)

gama. Equivalentemente pode-se escrever as fungdes poligama em termos da funcao Zeta

de Hurwitz como

YW (2) = (=) nlc(n+1,2) = (=) nl Z G (2.213)
(k+ 2)
Por fim, substituindo novamente a Eq. 2.210 agora na Eq. 2.208 implica em
%0 MjWe
= dw J;(w) exp(iwt) = ———L—. 2.214
f; de e eplin = (2.214)

Repare que o lado esquerdo da igualdade da Eq. 2.209 aparece sob a integral no
diferencial dt' na Eq. 2.166. Mas ja que 7; e Q,; sdo simplesmente funcoes da diferenga ¢ —',
elas podem ser escritas dentro dos comutadores, multiplicando os operadores dependentes

de t'. Isto significa que, substituindo a Eq. 2.209 na Eq. 2.166 e definindo os operadores

/ At A, ()T (t— 1), (2.215)
E/O dt' A;(1)Q, (t — ), (2.216)

a equacao mestra de Born-Markov para o operador densidade do qudit pode finalmente

ser escrita como

(2.217)

Uma maneira de argumentar que esta interacao entre sistema e ambiente representa
de fato um ruido bastante geral é notando que, enquanto o operador 7}(t) depende da
temperatura, o operador @);(t) ndo depende. Ou seja, mesmo se fosse possivel manter
0 qudit imerso em um meio no zero absoluto de temperatura, ainda assim o operador
densidade sofreria evolucao temporal devido a ruidos. A razado é que, se T' = 0, entao
B — oo e consequentemente T;(t) — 0 = T;(t) = 0. Porém Q,(t) # 0, o que significa
que os dois ultimos somatérios da Eq. 2.217 seriam nao nulos. A presencga de termos
dissipativos, mesmo com o ambiente no estado de zero absoluto, caracteriza o que é

comumente chamado de ruido quantico. Portanto, ao assumirmos que o ruido pode ser
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descrito como uma intera¢ao com n banhos térmicos bosonicos, onde o j-ésimo banho esta
associado a um operador de qudit A;(t), temos uma equagdo que aparenta descrever a
evolucao temporal do qudit de maneira condizente com o que se tem na pratica, isto é,

dissipacao térmica em conjunto com ruidos quanticos.

A Eq. 2.217 é a equagao usada neste trabalho com o fim de simular a evolugao
temporal para o caso do qutrit. Portanto, a tnica etapa restante para que a equacgao de
Born-Markov possa ser usada na implementacao especifica deste trabalho é explicitarmos

a forma dos operadores de qudit A;(t).

2.3.3 Aplicacao sobre o qutrit

Como ja foi mencionado no inicio desta secao, é considerado que o qutrit estd em
contato com dois banhos térmicos idénticos: um que induz decaimento a um dos trés niveis,
chamado de amplitude damping, e outro que destrdi as coeréncias quanticas, chamado de
ruido de dephasing. Portanto, temos j € {1,2} na Eq. 2.217. Assim, podemos reescrever a
Eq. 2.175 como

Hi(t) = (1) @ Bi(t) + Af(t) ® BI() + As(t) @ Ba(t) + Al(t) ® Bi(t) (2.218)

Para o ruido de amplitude damping, que sera aquele associado ao indice j =1, é
considerado que |mpr = 0) do rubidio é o estado de amortecimento. Isso significa que este
ruido cria a tendéncia do estado |0) a ser mais populado do que os estados |—1) e |1).

Assim, é esperado que a ac¢ao sobre o qutrit seja proporcional a

(I=1)X0] + 10X =1[) + ([1)0] + |0)X1]) , (2.219)
ou seja, operadores de Pauli o, acoplando os pares {|—1),]0)} e {|0),|1)}. Entdo, definindo
o operador

000
Sy = [0)—1|+ o)1 = |1 0 1|, (2.220)
0 00
e usando a Eq. 2.173, temos
Ay (t) = UNt) S Ug(t). (2.221)

Esta defini¢do para S; é condizente com a Eq. 2.219 pois |+£1)0] = (J0)+1|)". J4 para o

ruido de dephasing é esperado uma acao sobre o qutrit proporcional a

(I=1{=1] = 10)01) + ([=1){=1] = [1)1]) + ([0XO] — [1)1]), (2.222)

ou seja, termos proporcionais a matriz de Pauli o, acoplando todos os diferentes pares de
estados. Definindo entao

0

Sz = (|=1)=1] = [0)0]) + (|=1)=1] = [1)(1]) + (JOXO] — [1)(1]) = 0], (2:223)

S O N
o O O

-2
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podemos usar novamente a Eq. 2.173 para escrevermos
Ay(t) = Ul()SaUq(t). (2.224)

E importante notar que nao é necessario adicionar nenhuma constante de proporcionalidade
aos operadores S; ja que esta funcao ja é desempenhada pelas amplitudes 7; nas fungoes
de ruido Tj(t) e Q;(t). E importante ressaltar também que, como estamos considerando
dois banhos térmicos idénticos, estamos assumindo acoplamentos 1; = 1, = 7, frequéncias

de corte w1 = we2 = w, e temperaturas Ty =T, =T
2.4 Resultados e discussoes

Nesta secao sao apresentados todos os resultados da implementacao simulada do
método DDCG sobre o qutrit atdomico. As simulagoes podem ser dividas em duas categorias:
a primeira envolve o cdlculo do operador Y(¢) para diferentes portas logicas quanticas, e a
segunda estd associada a verificacao de que o método de fato protege a operagao contra
ruidos provenientes da interacao entre o qutrit e o ambiente externo. Todas as simulagoes

foram realizadas com o uso do software Mathematica Wolfram.

Na subsecao 2.4.1 é mostrada a forma das seis portas logicas quanticas usadas para
testar o método, assim como a razao para a escolha de tais portas. Na subsecao 2.4.2 é
apresentado os resultados do célculo do operador Y(t) para as portas légicas, ou seja, é
apresentado como as FR’s devem variar no tempo para que cada porta seja aplicada sem
a interferéncia de ruidos externos. E por fim, na subsecao 2.4.3 é mostrado as solugoes
da equacao mestra para as seis diferentes portas, verificando que as FR obtidas de fato

protegem o qutrit enquanto aplicam a porta légica desejada.

2.4.1 Portas logicas

A primeira porta logica escolhida para a simulagao da implementacdo do método

foi uma generalizacao da chamada porta X. Para o caso de qubits, esta porta é dada por

o]
X = [1 0] =0, (2.225)

Sua acao se caracteriza basicamente no que em computagao classica é chamado de bitflip, ou
seja, esta porta légica transforma o estado |0) em |1) e vice-versa. E evidentemente, é trivial
perceber que esta porta é tal que X = XTe XX = XX = 1,. Uma possivel generalizacio,
que chamaremos de X, desta porta para o caso de base terndria é considera-la como uma

porta que realiza o flip entre os trés estados de maneira ciclica, isto é

X 1) =12), (2.226)
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Assim, esta porta légica pode ser definida como a matriz unitaria

001
X=1{100 (2.227)
010

Repare que agora X # Xt porém XX = XT e XXX = XX = 1.

De maneira angloga & porta légica X, a segunda porta foi escolhida como sendo

uma generalizacao da porta Z de qubits para o caso de qutrits. Em duas dimensoes, esta

7 = [0 _1] =0.. (2.228)

porta é escrita como

Trata-se de uma operacao que aplica uma fase de 7 se o estado for |1) e nao faz nada se o
estado for |0). Assim como a porta X, esta porta satisfaz Z = Z' e ZZ = ZZT = 1,. Afim
de que a generalizacdo, que chamaremos Z, obedeca a propriedades andlogas & aquelas de

X definimos uma porta logica tal que

Z 0y = |0),
Z[1) =€ |1) (2.229)
Z12) =e 5 [2).
Assim, defini-se
1
Z=10 % 0 |. (2.230)
0 0 e 35

Assim como é para a porta X, temos ZZ = Zt e ZZZ = ZZt = 1.

A terceira das seis portas escolhidas é uma extensao da porta légica de Hadamard,

que no caso de qubits é dada por

1 (1 1
H ﬂll _1]. (2.231)

Esta porta é usada para criar estados de maxima superposicao, ortogonais entre si, a partir
dos estados |0) e |1). Em outras palavras, pode-se pensar nesta porta logica como sendo

uma operagao que leva a base computacional {|0),|1)} & chamada base de Hadamard
{H_) > ’_>}7 onde

0) +11) _ _10) —11)
S = H ) = S (2.232)

e novamente temos que H = H' e HH = HH' = 1,. Uma porta légica equivalente para o

[+) = HI0) =

caso de qutrits deve cumprir a mesma funcgao: criar trés estados, ortogonais entre si, que se
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caracterizam pela maxima superposicao dos estados da base computacional. Uma forma é

. |0) + |1) + |2)

H|0) = ,
0) 73

. 0) + e [1) + e 5 [2)

H|1) = , 2.233
1) /3 ( )

B _2m 1 27 2

iy - 0) 45 |1) + e | >'

V3

Com isso, a porta de Hadamard para qutrits pode ser escrita como

. 1 1 1
H=——=|1 % 5], (2.234)
\/§ _ 2m 27
1 e 3 es

Repare que H nao satisfaz as mesmas propriedades de X e Z. Neste caso temos HHH = Hf,
e portanto HHHH = HH' = 1.

As trés portas, X, Z e H, sao importantes e frequentemente usadas no contexto
de computacao quantica binaria. Portanto, é natural que as respectivas extensoes para o
caso de base terndria venham também a ser titeis.?! Porém, existe outro motivo para tais
portas légicas terem sido escolhidas. Repare que com estas trés portas temos uma sem

nenhum elemento diagonal (X), uma com elementos exclusivamente diagonais (Z) e uma
com ambos os tipos de elementos (F[ ). Assim, com este conjunto de trés portas bastante
diferentes entre si, podemos analisar tanto as estruturas das FR’s em diferentes regimes
quanto as formas com que cada tipo de porta logica é afetada na interacao entre o qutrit e

o ambiente.

Na representagao matricial, todas as portas logicas de um qudit sdo matrizes do
grupo de simetria SU(d). Especificamente para o caso de qubits, é possivel representar

uma porta logica geral, isto é, uma matriz do SU(2), como

(%) _ 0 Jign
COS 2 sen 26

Us (0,01, ¢2) = (2.235)

sen 2e'?2  cos Seidrtiv2
com 6 € [0,7] e ¢1,02 € [0,27]. De fato, esta é a forma usada para a representacao
de uma porta logica genérica para qubits no kit de desenvolvimento de software Qiskit,
desenvolvido pela IBM para a operacao de computadores quanticos.?? Como exemplo,
temos X = Us(m,7,0), Z = Us(0,7,0) e H = Us(7/2,7,0). Da mesma forma, podemos

representar uma matriz geral do SU(3) como?

Upp U1 U2
Us(91792;93;¢17¢27¢37¢4;¢5>: Up U1 U2 (2-236)

Ugp U21 U22
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onde

2

o
Ugg = COS — COS Ee"z’l,

_ ﬁ i3
Up1 = Sen e,

2
01 0y .
Ugy = COS 5} sen 56“254,
0 ) ) ) o) o) 0. . ) )
U1p = sen 22 gen —Se 7147185 _ gon —L cos - cos —36@1“@’”’3,
2 2 2
0 05 .
U1] = COS 51 cos 536“;52, (2.237)
0 ) ) 0 0 0. . ) .
Uy = — COS — sen ge’zd’l’ws — sen 51 sen 52 oS §3€2¢>271¢3+Z¢47
0 ) ) ) ) 0 0. . ) )
Uy = — Sen — cos — e~ #2791 _ gon L cog 22 sen o el i tids
2 2 2
0 @ews?

Ug1 = COS 5 Sen

2 & —i¢p3+iga+ids
)

) O3 .. . 0
U99 = COS 22 cos 2emi1—id2 _gon "L gen 72 gen e
2 2 2 2 2

com os oito pardmetros tais que 0y, 605,05 € [0, 7] e ¢1, P2, B3, P4, ¢5 € [0, 27]. Esta parame-

trizagao pode parecer densa

e confusa, mas no contexto de simulagoes numéricas ¢ mais

conveniente do que a parametrizacao usual, baseada nos geradores da algebra de Lie.

Assim, com o objetivo de verificar que o método DDCG pode ser usado para a

implementacgao de qualquer porta logica geral, as trés ultimas portas logicas foram criadas

através da geracao de niimeros pseudo-aleatorios para os oito parametros independentes,

de acordo com seus respectivos dominios. Os trés conjuntos de valores usados foram

0, = 0.924939 x T,
0y = 0.109418 x T,
05 = 0.424271 x T,

0, = 0.363719 x T,
0 = 0.098480 x T,
03 = 0.420599 x T,

6, = 0.539910 x T,
0, = 0.947045 x T,
0, = 0.179982 x T,

¢1 = 0.773065 x 7, ¢4 = 0.966021 x T,
¢y = 1.623579 x 7, ¢5 = 0.632344 x , (2.238)
¢3 = 0.562634 x T,

¢ = 0.254886 x 7, ¢y = 1.284848 x T,
¢y = 1.419032 x 7, ¢5 = 0.837395 x T, (2.239)
¢3 = 1.336089 x ,

¢1 = 1.491107 x 7, ¢4 = 0.919544 x T,
¢y = 0.950144 x 7, ¢5 = 1.573260 x . (2.240)
¢3 = 1.780184 x ,

Usando esses conjuntos de parametros na Fq. 2.236 resulta, respectivamente, nas seguintes
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portas logicas:

—0.087671 +¢0.075805 —0.194146 +:0.973894 —0.020004 + ¢ 0.002144
Ua~ | —0.634693 +40.483837  0.035002 — ¢ 0.085581  0.045327 — i 0.593686 | ,

0.569904 — i 0.157618 —0.029371 +70.066524  0.351402 — i 0.722215
(2.241)

0.578614 + ¢ 0.596655 —0.266311 —¢0.470626 —0.081084 —:0.101110
Up =~ | —0.118090 —¢0.403713 —0.167130 —i0.642808  0.607565 —i0.113135 |,

—0.163603 4 7 0.324827 —0.450293 +70.252371  0.445380 + i 0.634747
(2.242)

—0.001535 —20.054933  0.578175 —¢0.477745 —0.638188 4 70.164834
Uc ~ 0.035289 —10.330271 —0.627386 4 ¢0.099077 —0.666859 — 7 0.203827

—0.866997 — 0.367385  0.042092 — i 0.179646  0.143788 — 0.242126
(2.243)

Evidentemente, estas portas nao possuem relevancia em nenhuma aplicacao fisica. Elas
foram escolhidas exclusivamente para testar o método DDCG sobre operacoes quanticas
“genéricas” pois, caso seja possivel implementar tais portas logicas, como serd mostrado

que é, entao é razoavel supor que o método é valido para qualquer operagao do SU(3).

2.4.2 Frequéncias de Rabi

Para o cdlculo do operador Y () é necessario conhecer o operador G, dado pela Eq.
2.69, associado a porta logica desejada. Veja que cada matriz unitaria representando as
portas logicas quanticas sao o operador de evolugao temporal aplicado no tempo t = 7,
isto é

H,
porta 16gica = Uy(7) = exp (—ith) (2.244)

Portanto, invertendo esta relagao é possivel calcular a Hamiltoniana independente do
tempo associada e cada porta logica. E com a Eq. 2.69 calcula-se o operador G associado

a cada porta.

A Eq. 2.73 consiste na raiz quadrada de uma matriz d x d (3 x 3 para o caso do
qutrit) onde cada entrada é uma fungdo do tempo com muitos termos, e diagonalizar esta
matriz como uma fungao explicita do tempo nao é pratico. Em outras palavras, usando as
defini¢oes de Hy, H;, Hr, H}. ¢ G é possivel escrever T?(¢) como uma funcio explicita e
analitica do tempo, porém Y (¢) ndo pode ser escrita convenientemente como uma fungao

explicita de ¢, mas sim como uma fun¢ao numérica.

Para o cédlculo do operador entao, foi definida a fungao analitica

T2(1) = ;1 (H}, + UL () HRUL () + hU(O)GUL (1) (2.245)
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Figura 2 — Y(t) para a porta H.

Os plots sao mostrados sobre um periodo ¢, tal que ¢y = 7/10. A dependéncia temporal
das FR’s é obtida multiplicando-se os resultados pelos valores numéricos dos detunings.
Fonte: Elaborada pelo autor.

em Mathematica Wolfram, para cada uma das seis portas légicas apresentadas. O processo
para se calcular o operador T para um instante t, especifico consiste em, primeiramente
calcular T2(¢,) usando a Eq. 2.245 resultando em uma matriz 3 X 3 numérica, trivialmente
diagonalizavel, e a partir deste resultado calcular a raiz quadrada obtendo Y(¢). Os
graficos para o operador Y(t) foram construidos com base na interpolagao dos resultados
de Y(t,) para diversos valores de t,. Evidentemente, mesmo as fungoes Y (t) sendo fungoes
numéricas para cada porta logica, ainda é possivel construir graficos destas fungoes. As
Figs. 2 - 7 mostram as entradas de Y (¢) para as seis portas légicas, no intervalo de tempo
de um perfodo ty do controle, escolhido como tg = 7/10, de acordo com a Eq. 2.120. Ao
longo de todo o tempo de aplicagao da porta logica, a forma do gréafico se repete a cada
intervalo ¢ ja que o operador de controle é periédico. Por esta razao o intervalo ty <t <7

foi omitido dos graficos.

Embora Y(¢) seja dado por fun¢oes numéricas repare que as formas assemelham-se
a fungoes trigonométricas suaves. Pela Eq. 2.98 nota-se que o controle temporal das FR'’s
consiste na modulagdo da amplitude dos campos elétricos dos lasers, portanto, é esperado
que com o uso de moduladores eletro-6pticos e interferémetros de Mach-Zehnder,?* e a
escolha adequada para os valores dos trés detunings, seja possivel modular os campos
elétricos de forma que as FR’s variem no tempo de acordo com os resultados numéricos
obtidos.
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das FR’s é obtida multiplicando-se os resultados pelos valores numéricos dos detunings.
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 5 — Y(¢) para a porta Uy.

Os plots sao mostrados sobre um periodo ¢, tal que ty = 7/10. A dependéncia temporal
das FR’s é obtida multiplicando-se os resultados pelos valores numéricos dos detunings.
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 6 — Y(¢) para a porta Ug.

Os plots sao mostrados sobre um periodo ¢, tal que ¢y = 7/10. A dependéncia temporal
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Os plots sdo mostrados sobre um periodo ¢y tal que ¢y = 7/10. A dependéncia temporal
das FR’s é obtida multiplicando-se os resultados pelos valores numéricos dos detunings.
Fonte: Elaborada pelo autor.
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O primeiro detalhe a se notar é que nao foi necessario impor as condi¢oes dadas
nas Eqs. 2.144 - 2.147 no c6digo, elas emergem naturalmente no resultado do programa.
Veja que para todas as portas o operador Y(¢) é hermitiano. Percebe-se também que a
unica dependéncia temporal de Y(t) é devida aos termos relacionados ao operador de
controle. A Hamiltoniana G, referente a porta logica, é independente do tempo. Portanto,
se imaginarmos um universo hipotético onde o qudit nao interage com o ambiente, nao
sendo necessario um operador de controle, entao as FR’s seriam nao apenas constantes,
mas também todas reais ja que o operador G' é nao negativo. Isto pode ser verificado na Fig.
8, que mostra as FR’s que produzem a operacao unitaria de Hadamard caso naturalmente

a interacao sistema-ambiente fosse inexistente.

2.4.3 Evolucao ruidosa do qutrit

Mostrado que é sempre possivel calcular seis FR, independentes entre si, com o
objetivo de aplicarmos uma operagao do SU(d), resta a verificagdo de que no contexto do
método DDCG estas quantidades de fato protegem o qudit contra ruidos, gerando um

output com alta fidelidade.

Primeiramente, devemos verificar se a prescricao dada na secao 2.3 de fato leva a
uma interagao que “destréi” os estados quanticos na auséncia de qualquer protecao. Com
este fim, foi utilizado Mathematica Wolfram para a resolucao numérica da Eq. 2.217 na
auséncia de portas logicas (Uy(t) = 13 = Hy = 0) e qualquer controle (U.(t) = 13), e

considerando o estado inicial

0) + 1) +12)
0)) = , 2.246
|4(0)) 73 (2.246)
que corresponde ao operador densidade
. 111
p(0) = 3 111 (2.247)
1 11

O esperado ¢é que apds um intervalo de tempo 7 o operador densidade resulte no estado

maximamente misto, com todas as coeréncias destruidas. Isto é

1
p(T) ~ 5]13. (2.248)

Definindo a fidelidade como uma func¢ao temporal na forma

F(t)=Tr [\/ \@p(t)M| 2, (2.249)

é esperado que F(1) ~ 1/3. A Fig. 9 mostra a fidelidade do estado quantico como fungao

do tempo para os dois ruidos atuando separadamente, e com frequéncia de corte w. = 87 /7,

e a Fig. 10, quando os dois ruidos agem em conjunto. Todos os graficos sao plotados em
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Figura 9 — Fidelidade no caso dos ruidos agindo separadamente.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 10 — Fidelidade no caso de ruido geral.

Entende-se “ruido geral” como os ruidos de amplitude damping e dephasing agindo
simultaneamente.
Fonte: Elaborada pelo autor.

unidades do tempo 7 da aplicacao de uma porta logica. Como esperado, a fidelidade do
estado apdés um intervalo de tempo 7 se encontra em torno de 1/3, indicando que o sistema
de fato saiu do estado puro de maxima superposi¢ao e terminou no estado maximamente

misto.

E a fim de verificarmos que o ruido quantico esta presente, o grafico da Fig. 11 foi
gerado também, usando temperatura nula, e dobrando a amplitude de acoplamento entre

o sistema e os banhos bosonicos.
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Figura 11 — Fidelidade no caso de zero absoluto de temperatura.

A queda de fidelidade ao longo do tempo para este caso esta associada ao fato de os
operadores ();(t) da Eq. 2.217 ndo dependerem da temperatura dos banhos bosonicos.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Os graficos das Figs. 9 - 11 claramente mostram que a prescri¢cao para a simulacao
do ambiente externo apresentado na se¢ao 2.3 funciona ja que todas as coeréncias quanticas

sao destruidas dentro do tempo de aplicagao 7.

Assim, usando novamente os parametros T' = hw./kg,n = 0.01 e w. = 87 /7, a Eq.
2.217 foi resolvida para as seis portas 16gicas H, X, Z, U4, Ug e Uq, para diversos valores
de n da Eq. 2.11. Os resultados sao apresentados nas Figs. 12 - 17. Os valores F(), isto é,
a fidelidade com que cada operagao quantica foi aplicada, também é mostrada para as
seis portas na Tab. 1, onde n = 0 significa auséncia do operador de controle U,(¢). E uma

representacao grafica dos mesmos dados é mostrada na Fig. 18.

Como se pode notar, para todas as portas logicas testadas, ao usarmos n =
T /[ty = 36 é possivel obtermos fidelidades superiores a 0.995, para os parametros usados.
Evidentemente, em uma implementacao real haveriam outros fatores que poderiam ter
influéncia sobre qual seria o valor ideal para o niimero de periodos do operador de controle.
Um destes fatores seria o quao frio os atomos de rubidio poderiam ser mantidos. Outro
seria como os diversos aparatos experimentais poderiam interferir na evolucao do qutrit.
Porém, a prescricao do método DDCG nao supoe a forma da interacao, ele deve poder
ser usado para a protecdo contra ruidos de qualquer natureza. Assim, supondo que com o
uso de moduladores eletro-6pticos e interferometros de Mach-Zehnder o experimentador
consiga reproduzir as FR que satisfazem os resultados mostrados nas Figs. 2 - 7, de forma

que o periodo do controle seja tq > 367, entdao a implementacdo do método DDCG para
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Figura 12 — Fidelidade como fun¢do do tempo para a porta H.
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 13 — Fidelidade como fun¢ao do tempo para a porta X.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 14 — Fidelidade como funcao do tempo para a porta Z.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 15 — Fidelidade como funcao do tempo para a porta Uy,.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 17 — Fidelidade como funcao do tempo para a porta Ug.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 1 — Fidelidade da operacao para diferentes valores de n.

Porta H Porta X Porta Z
n | F(7) n | F(7) n | F(1)
0 | 0.3545 0 | 0.3805 0 | 0.3458
4 | 0.3689 4 1 0.4296 4 | 0.4485
8 | 0.5730 8 | 0.6094 8 | 0.6462
12 | 0.7611 12 | 0.7741 12 | 0.8045
16 | 0.8767 16 | 0.8795 16 | 0.9002
20 | 0.9389 20 | 0.9383 20 | 0.9516
24 1 0.9710 24 | 0.9695 24 | 0.9766
28 | 0.9854 28 | 0.9837 28 | 0.9889
32 | 0.9915 32 | 0.9913 32 | 0.9946
36 | 0.9975 36 | 0.9951 36 | 0.9974
Porta Uy Porta Ug Porta Ugs
n | F(7) n | F(7) n | F(7)
0 | 0.3893 0 | 0.3287 0 | 0.3952
4 | 0.4220 4 | 0.3876 4 | 0.4404
8 | 0.6202 8 | 0.5909 8 | 0.6250
12 | 0.7937 12 | 0.7840 12 | 0.7960
16 | 0.8959 16 | 0.8958 16 | 0.8981
20 | 0.9484 20 | 0.9517 20 | 0.9516
24 |1 0.9742 24 1 0.9772 24 | 0.9759
28 | 0.9876 28 | 0.9888 28 | 0.9877
32 | 0.9927 32 | 0.9928 32 | 0.9923
36 | 0.9978 36 | 0.9988 36 | 0.9972

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

este caso especifico de um sistema ternario no 4tomo de 8"Rb é possivel.

Embora todo o método seja focado na aplicagao sobre um tnico qudit ele ainda
pode ser usado em um sistema multi-qudit, desde que cada qudit esteja sobre a acao
do operador de controle. Por exemplo, o método poderia ser usado em um protocolo de
emaranhamento de dois qudits®> com a condicao de que o controle atue em cada qudit
separadamente. Dentro do escopo deste trabalho podemos supor uma situacdo em que
um qutrit, inicialmente no estado |0), precisa ser preparado no estado de Hadamard para
ser usado como controle na operagao sobre um segundo qudit (ndo é necessario que seja
um outro qutrit), e por im uma porta X é aplicada sobre o qutrit. A fidelidade do estado
do qutrit ao longo do tempo para este processo é mostrado na Fig. 19, sem (azul) e com
(amarelo) protecao usando n = 36,7 = hw./kp,n = 0.01 e w. = 87/, resultando em uma
fidelidade F'(37) ~ 0.9949. As portas logicas aplicadas estao indicadas em sequéncia na
imagem. A regido de 7 < t < 27 corresponde ao periodo em que o qutrit estaria sendo
usado como controle para a aplicacao de uma operagao em um outro qudit, neste intervalo
nenhuma porta esté sendo aplicada sobre o qutrit (ou equivalentemente pode se pensar que
a porta aplicada é a identidade 13), ele estd apenas sendo mantido em seu estado anterior
no caso de a protecao estar ativa. Esta simulacao foi feita usando uma generalizacdo da Eq.
2.217 para o caso em que ha mais de uma porta légica sendo aplicada sequencialmente,

como é explicado em detalhes no Apéndice C.
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3 CONCLUSAO

O tema central deste trabalho consistiu em apresentar o método DDCG, usado
para a protecao de qudits contra ruidos de qualquer natureza e descrever uma possivel
implementagao pratica sobre um sistema fisico. Foi mostrado que é possivel aplicar,
simultaneamente, uma porta logica quantica e um operador periddico especifico cujo
periodo é um multiplo inteiro do tempo de aplicagdo da porta, de forma que o resultado

final seja o produto esperado da operacao quantica com alta fidelidade.

Foi mostrado em detalhes como deve ser a forma do operador de controle e como
tal operador define a Hamiltoniana efetiva a ser implementada. Evidentemente, como o
método nao supde a natureza dos ruidos nem uma forma especifica de porta logica, a
Hamiltoniana efetiva para um sistema qudit ndo possui, em principio, um significado fisico
imediato. Para isto, é necessario encontrar grandezas fisicas controlaveis em laboratério que

possam ser identificadas com as quantidades matematicas impostas pelo método DDCG.

Foi apresentado um caso particular onde, para um sistema de trés niveis, é possivel
usar a estrutura hiperfina do estado fundamental na transicio D, do dtomo de 8"Rb
como os estados da base computacional, e transi¢oes de dois fétons usando lasers com
detunings para o vermelho para a aplicagao continua de qualquer operagao do SU(3) em
conjunto com o operador de controle. Nesta implementacao especifica, a Hamiltoniana
efetiva é identificada com as frequéncias de Rabi e os detunings, que com certas condi¢oes
impostas, protegem o qutrit contra ruidos enquanto aplicam a operagao quantica desejada
com alta fidelidade. Resolvendo a Hamiltoniana efetiva numericamente para seis portas
logicas distintas de um qutrit foi mostrado que as frequéncias de Rabi devem variar no
tempo continuamente e periodicamente, de formas semelhantes a fungdes trigonométricas
conhecidas, de modo que, com o uso de moduladores eletro-6pticos e interferometros, é

esperado que possam ser reproduzidas na pratica em laboratoério.

E por fim, simulando a interacdo entre o sistema de interesse e banhos térmicos
bosonicos, que promovem a decoeréncia do estado quéntico, foi possivel verificar que para
periodos do operador de controle da ordem de décimos do tempo de aplicacao da porta
logica é possivel realizar operagoes com fidelidades que podem ser tao altas para quanto

menor for o periodo usado para a protecao, mostrando assim a validade do método DDCG.

Como mencionado no final da ultima subsecao, todo o formalismo descrito pode
ser estendido para o caso onde se tem um sistema multi-qudit desde que consideremos que
cada qudit tenha um operador de controle associado. Esta é uma possivel continuidade
ao conteudo apresentado neste trabalho: criar simulagoes de circuitos quanticos onde nao

apenas portas de um unico qudit estao envolvidas mas também operagdes que envolvam
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dois ou mais qudits como a porta SWAP, que troca os estados de dois qudits entre
si, ou portas légicas de controle, que se baseiam em aplicar uma certa operagao com
base no estado atual de um qudit de referéncia. Porém estes casos estao além do escopo
deste trabalho, que teve como objetivo primario descrever os detalhes de uma possivel

implementagao fisica do método DDCG sobre um qutrit atomico.
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APENDICE A - EQUACAO DE LIOUVILLE-VON NEUMANN

Considere um espago de Hilbert H de dimensao d e base {|0),---,|d —1)}. Um

estado puro deste espaco pode ser escrito como

d—1
[0 (1) = > au(t) k). (A1)
k=1
Evidentemente, para este caso o operador densidade é definido como

p(t) = [N (1] - (A.2)

Porém, no caso mais geral o que temos é um estado misto, o que significa que é impossivel
escrevermos tal estado como um ket resultante de uma combinacao linear dos vetores da
base. O que temos entdo é um ensemble estatistico de N estados puros [¢;(t)). Assim, o

operador densidade, em sua forma mais geral, é dado por
N—-1
p(t) = p; I ()X ()], (A.3)
j=0

onde p; sao constantes reais e positivas que possuem a interpretacao fisica de probabilidades.

Para uma Hamiltoniana H (t) é conhecido que os estados puros |¢;(t)), no forma-

lismo de Schrodinger, satisfazem a equacao

. d
thy 103(8)) = H(2) [4;(2)) . (A.4)
Podemos entao, derivando a Eq. A.3, obter

0= X 0 (G160 ) w0+ T loson (Fom01). 4

E usando a Eq. A.4 temos

plt) =~ LH() (z , |¢j<t>><wj<t>r) +3 (z ; |wj<t>><wj<t>r) LU

- —;H(t)p(t) + ;p(t)H(t%

que é precisamente a equacgao de Liouville-von Neumann:

o0 =~ TH(), (1) (A7)
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APENDICE B - APROXIMACAO PARA O AMBIENTE EXTERNO

Se nao tomarmos a aproximacao p;(t') = pa(t') @ pe, a Eq. 2.164 é escrita como

Soalt) = =5t { [t 1,0, (0, o0 (2]} (B.1)

onde pr(t') = pa(t') ® pe(t').

Podemos definir entdo um operador P que é tal que, para todo M € H; ® H., a
acao de P é dada por
PM = Tr, {M} ® p.(0). (B.2)

Definimos também o operador () dado por
Q=1-P, (B.3)

onde a identidade 1 deve ser entendida como o operador 1,; ® 1.. Podemos entao escrever

o operador densidade na representacao de interagao como

pi(t) = (P+ Q) pr(t') = Tre {p1(t)} ® pe(0) + Qpu(t')

/ / (B.4)
= pa(t') ® pe(0) + Qps(t').
Substituindo este resultado na Eq. B.1 resulta em
d a2 t / / /
Soat) = = e [ at (o), [Hi(0), palt) @ pel0)]
dt h 0 (B.5)

— j_:zTre {/Ot dt’' [H(t), [H(t), pr(t')]]} .

Derivando no tempo ambos os lados da igualdade na Eq. B.4 e isolando o termo

que possui o operador () obtemos

;t, (Qpr(1)) = ;ﬂpf(t') - (Ci,pd(t’)) ® pe(0). (B.6)

Usando as Egs. 2.161 e B.1 podemos escrever

d e a? ¢
7 Qore) = =SR]+ e [ . L1 ) | 0,0),
(B.7)
Ou seja, a derivada no tempo da quantidade Qp;(t') é da ordem de no minimo «, isto é
d :
@) ~ O0). (B

Integrando esta relagdo no intervalo 0 — ¢’ percebe-se que

Qp1(t') ~ Qpi(0) + O(a). (B.9)
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Porém escrevendo explicitamente a acao do operador () sobre p;(0) vemos que

Qp1(0) = pr(0) — Pp;(0)
= pa(0) ® pe(0) — Tr. {pa(0) ® p.(0)} @ pc(0)

(B.10)
= pa(0) ® pe(0) = pa(0) @ pe(0)
e portanto, o que temos na verdade ¢é a relagao
Qpi(t') ~ O(a). (B.11)
Substituindo esta relacao na Eq. B.5 é notéavel o fato de que
d Oé2 t ! / ! 3
Pt = =75 Tre { /0 dt' [Hy(t), [Hi(), pa(t) @ pe<o>n} +0(a?). (B.12)

Mas veja que para que haja consisténcia com a primeira aproximacao de Born devemos
considerar termos que contribuem até a ordem de a?, portanto neste contexto nao hé

problema nenhum em escrevermos p.(0) = p. e considerarmos

Goa®) = =S e { [ a0 (0, [H10), patt) )} (B.13)

que ¢ precisamente a Eq. 2.164, usada na subsecao 2.3.1.
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APENDICE C - EQUACAO DE BORN-MARKOV PARA MULTIPLAS PORTAS

Com o fim de evitar o uso de muitos termos de maneira desnecessaria perceba que

a equacao de Born-Markov (Eq. 2.166) possui a forma

< palt) = 1(t) (1)

E por sua vez, o lado direito da equacao pode ser escrito na forma

£(t) = —i;Tre {/Ot dt’g(t,t’)}, (C.2)

onde
gt t') = [Hi(t), [Hi(t'), pa(t) @ pe]] (C.3)

Considere agora que nao queremos aplicar apenas uma porta logica GG, mas sim
duas portas em sequéncia: GG; e G5. A porta Gy é aplicada durante o intervalo 0 <t < 7
enquanto a porta Gy é aplicada durante 7 < t < 27. E obviamente, como temos duas

portas légicas, a Hamiltoniana H;(t) que aparece na Eq. 2.166 serd dada por
Hi(t) = HY(0)0(r —t) + HP ()0t — 1), (C.4)

onde 0(x) é a funcao Heaviside definida como

O(x) =

1 >0
[1me> o

0,sex<0’

e os indices ) e @) ge referem respectivamente as portas légicas Gy e G. Assim, a funcio

g(t,t') deve poder ser escrita como

+ glg(t, t,)Q(T — t)&(t’ — 7') (C 6)
+ g (8, 8)0(t — 7)0(T — 1) '
+ 922<t, t/)(9<t — 7')(9(15’ — 7'),
onde as funcoes g;x(t,t') sao dadas por
gir(t,t) = [HP (), [HP (), pa(t) @ pe]]. (C.7)

Ao integrarmos a Eq. C.1 no intervalo 0 — 7 obtemos

pa(r) = pul0) + [t (1), (€8)
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e evidentemente, para t > 7, temos
T t
pult) = pal0) + [t f(t) + [ an f(t)

= pulr) + [ dty (1),

Usando a Eq. C.2 e considerando valores de t; > 7 podemos escrever

() = TQ{/’d@gthtg} {/ dhgthtg} (C.10)

e portanto, py(t) para t > 7 pode ser finalmente escrito como

pa(t) = pal(T h2/ dt; Tr, {/ dty g(ty, o } h2/ dt; Tr, {/ dty g tl,tg)}. (C.11)

Mas usando a Eq. C.6 é imediato perceber que, devido as imposicoes das fun¢oes Heaviside,

t T t T

/ dt; Tr. {/0 dty g(tlatQ)} = / dt; Tre {/0 dty 921(t17t2)}7 (C.12)
t t1 t t1

/ dt; Tr. {/ dt, 9(t1,t2)} = / dt; Tre {/ dty 922(731,152)}- (C.13)

Assim, substituindo estes resultados na Eq. C.11 e derivando com relagdo a t > 7 resulta

(C.9)

teremos

na seguinte equacao mestra:

d 1 T / / 1 t / /
apd(t) =7 Tr, {/0 dt" go1 (¢, )} - ﬁTre {/T dt’ goo(t,t )} (C.14)

Ou seja, mesmo para t > 7, termos relacionados a porta logica G; ainda influenciam na
evolugao ja que, enquanto gos(t,t") possui termos referentes a segunda porta tanto para
t quanto para t', go1(t,t') possui termos referentes a segunda porta para t e & primeira
porta para t’. E este fato nao é intuitivo. Obviamente, para t < 7, a equacao mestra
possui exatamente a forma da Eq. 2.166 apresentada na subsegao 2.3.1, com termos

exclusivamente associados a primeira porta, isto é, para t < 7, temos
d 1 t ,
am@:—ﬁﬂeAﬁmﬁj). (C.15)

Se tivermos nao duas portas logicas mas sim um namero qualquer de portas, é
possivel concluir, por inducao a partir do resultado mostrado na Eq. C.14, que para a

m-~ésima porta, isto é, o intervalo (m — 1)7 < t < m7, a equagao mestra serd dada por

d 1 =l JT 1 t
& = h2 Z Tre {/(j 1) dtl gmj(t, t/)} - ﬁ Tre {/(ml)f dt/ gmm(t, t,)} . (016)

Para cada um dos termos ¢é possivel aplicar as consideragoes descritas ao longo da subsecao
2.3.2, e escrever a equacao mestra da mesma maneira apresentada na Eq. 2.217. As Egs.
C.14, C.15 e a Eq. C.16 com m = 3 foram usadas para simular a evolugao temporal do
qutrit para as portas G; = H, Gy = 13 e G5 = X aplicadas em sequéncia, no final da

subsecao 2.4.3.



