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Sentado ao pé do fogo eu penso
em tudo o que ja vi,
flores do prado e borboletas,

verdes que j& vivi;

As teias e as fothag amarelas
de outonos de outros dias,
com névoa, e sol pela manha,

no rosto as auras frias.

Sentado ao pé do fogo eu penso
no mundo que ha de ser
com inverno sem primavera,

que um dia hei de ver.

Porque ha tanta coisa ainda
que nunca vi de frente;
em cada bosque, em cada fonte

h& um verde diferente.

Sentado ao pé do fogo eu penso
em gente que se desfez,
e em gente que vai ver o mundo

que eu nunca verei.

Mas enquanto sentado penso
em tanta coisa que se foi,
atento espero pés voltando

e vozes junto & porta.

J. R. R. Tolkien
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Resumo

Neste trabalho investigamos as propriedades estatisticas de um modelo de coevolugéo
de N espécies, sob a perspectiva da dinimica de replicadores. As interagdes entre pares de
espécies sdo dadas por varidveis aleatérias independentes, fixas no tempo. As interagdes
sao também simétricas, de modo que a dinfmica maximiza uma fungio de Lyapunov (o
funcional adaptabilidade). Isto permite usar as técnicas da mecanica estatistica de sistemas
desordenados para determinar analiticamente as propriedades estatisticas dos estados esta-
cionérios, particularmente a diversidade de espécies (total de espécies coexistindo em um
sistema ecolégico). As auto-interagdes sdo iguais a um parametro de controle que mede a
competicao entre individuos de uma mesma espécie (competi¢ao intraespecifica). A cada
espécie associamos um conjunto de p tragos ou caracteristicas, representados por variaveis
binérias aleatérias distribuidas com igunal probabilidade. As forcas de interagio sao dadas
por funcoes ndo lineares da regra de Hebb. Estas sao fungoes moduladoras do namero de
elementos complementares entre os conjuntos de tracos de um dado par de espécies. Estu-
damos analitica e numericamente o caso em que p é proporcional ao total de espécies na
comunidade, via método de réplicas. A analise & possfvel devido ao resultado de Sompo-
linsky: funcbes nio lineares da regra de Hebb sao equivalentes, no limite de p extensivo,
a regra de Hebb somada a um ruido gaussiano estatico, cuja variancia depende da forma
da funcdo moduladora. A competicdo intraespecifica, o total de tragos, a presenca de espé-
cies altamente complementares e finalmente o peso dos termos de competicio interespecifica
(elementos nao diagonais da matriz de acoplamentos) sio as principais influéncias sobre o
comportamento das grandezas termodinamicas no equilibrio, principalmente a diversidade.
Os resultados analiticos concordam com a solugao numérica da equacao de replicadores, no

regime em que as solucbes de réplicas simétricas sao estéveis.
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Abstract

We investigate the statistical properties of a coevolution model of N species using the
replicator dynamics framework. The pairwise species interactions are given by independent
quenched random variables. They are also symmetric, so that the dynamics maximizes a
quadratic Lyapunov function (the fitness functional). This allows the ﬁse of tools of statistical
mechanics of disordered systems to analyze the statistical properties of the equilibrium states,
especially the ecosystem diversity (total number of coexisting species in an ecological system).
The self-interactions are equal to a control parameter measuring the intraspecies competition.
We associate to each species a set of p traits and represent them by independent random
variables, equally distributed. The strengh of the pairwise interactions are given by nonlinear
functions of the Hebb rule. These are modulating functions of the number of complementary
elements in the sets of traits of a given species pair. We study analitically and numerically
the limit of extensive p, using the replica trick. The analitical aproach is possible due to
a result derived by Sompolinsky: in the limit of extensive p, nonlinear functions of the
Hebb rule are equivalent to the Hebb rule plus a gaussian static noise, whose variance is
dependent on the form of the modulating function. The intraspecies competition, the total
number of traits, the presence of highly complementary species pairs and the contribution of
the nondiagonal elements of the interaction matrix are the main influences over the behavior
of the equilibrium properties, principally the diversity. Our analitical results agree with

the numerical solutions of the replicator equation in the regime of stable replica symmetric

solutions.
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Capitulo 1

Introducao

A Ecologia tem como objetivos a procura de respostas para as seguintes questoes: quais o0s
principios responséveis por regular o nimero de espécies em uma comunidade biolégica, por
determinar a distribuig¢do das suas abundéncias e quais os fatores que garantem a estabilidade
de um ecossistema?

A primeira questao, relativa i biodiversidade vem ganhando destaque entre ecologistas
e ambientalistas, pelo impacto negativo que o avango da humanidade nos ecossistemas tem
gerado, como por exemplo a perda progressiva de espécies, algumas detentoras de um grande
potencial farmacologico ou alimenticio. Além do mais, a manutencdo do equilibrio dos
sistemas ecolégicos, responséveis por regular os processos biogeoquimicos do nosso planeta,
depende criticamente da diversidade e da abundéancia de espécies.

O estudo da interagao entre as espécies é um passo importante para elucidar tais questoes.
Elas sdo classificadas de acordo com o efeito sobre as populagdes envolvidas, segundo as
definigbes: predagdo, competi¢ao, comensalismo, protocooperacio e mutualismo.

A predagdo ocorre entre niveis tréficos, ou da cadeia alimentar, distintos. A espécie pre-
dadora influencia negativamente o crescimento populacional da espécie presa, pois dela se
utiliza como alimento. A competi¢ao surge em um mesmo nivel tréfico, quando os recur-
sos naturais sao limitados e existe um impacto negativo sobre as densidades populacionais
das espécies competidoras. Este tipo de interacdo também se d4 entre membros de uma
mesma espécie, quando é chamada de competigao intraespecifica. Entre espécies distintas a
competicao é dita interespecifica.

Nas relagbes de comensalismo, comum entre plantas e animais ndo moéveis e organismos
moéveis, uma espécie é beneficiada enquanto a influéncia sobre a outra é neutra. Na pro-

tocooperacgao e no mutualismo a interacao é benéfica para ambas, mas no primeiro caso,
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o qual tem exemplo nas associagdes entre as plantas e seus polinizadores, a relagao é nao
obrigatéria. No mutualismo existe uma relagdo de dependéncia, como por exemplo entre
formigas e acécias e nos linquens (associagoes entre algas e fungos).

As interacoes negativas, a predagio e a competigao, apesar de tao difundidas quanto as
interaches positivas, sdo as mais estudadas e consideradas mais importantes e determinantes
da estrutura das comunidades biolégicas [1] .

Nos anos 20 aparecem os primeiros modelos matematicos para espécies interagentes.
Em 1920, o quimico estadunidense Alfred James Lotka construiu um modelo matemético
deterministico, baseado em um sistema de equagtes diferenciais, inicialmente usado para
descrever a dinamica de reagdes quimicas auto-cataliticas. Em 1926 Vito Volterra, um
matemético italiano, derivou um sistema de equagdes equivalente ao de Lotka, motivado pela
questao do aumento da populacio de predadores entre as espécies de peixes do Adriatico,
na época da Primeira Guerra Mundial. No modelo predador-presa ou Lotka-Volterra, como
é conhecido, o crescimento exponencial da populacio de presas ¢é dificultado pela populagao
de predadores. Por sua vez, o decréscimo da populagao de predadores € inibido pela ingestao
de presas. Como solugdes, os niimeros populacionais oscilam periodicamente, indicando que
este sistema ecolégico se encontra em um permanente estado de nao equilibrio, no qual a
populacio de predadores perturba periodicamente a populacao de presas.

A competicao entre duas espécies foi explorada por Volterra, em um modelo também de-
terministico e baseado em um sistema de equag6es diferenciais, na verdade uma modificagao
da equacao logistica, pela adi¢ao de um termo inibidor proveniente da espécie competidora.
As solugdes do modelo sdo: uma das espécies, a detentora de um diferencial competitivo,
extingue a outra ou as duas espécies coexistem num estado de equilibrio estavel ou néo.
Das solucbes inferimos a idéia de um sistema atingindo um estado de equilibrio, influenciado
pelas condigoes iniciais.

O modelo predador-presa e o de competicdo se baseiam em algumas suposi¢es pouco
realistas: as populagbes sao homogéneas (os individuos com mesma idade, tamanho e que
nao se modificam no tempo), o efeito das interagGes é imediato e no modelo de predagao os
membros de uma populacdo nio se auto-influenciam. Tais hip6teses ndo foram obstaculos
para que estes modelos inspirassem o biélogo russo G. F. Gause a fazer o teste laboratorial de
suas predicdes, na década de 30. Usando populagdes de protozoérios em tubos de ensaio, ele

concluiu que diferentes estratégias evolutivas, adotadas por predadores e presas, conduziam
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a resultados experimentais distintos, sendo o comportamento oscilatério classico observado
quando o nivel de predagao era muito fraco ou as presas desenvolviam melhores estratégias
de defesa.

Mas foram os estudos dos modelos de competigdo que o conduziram 3 formulagao do
célebre Principio da Exclusio Competitiva. Trabalhando com populagdes também de pro-
tozoarios competindo pela mesma fonte de energia, em um meio fechado, ele confirmou a
previsao de extingao da espécie com menor efeito intbidor sobre a outra. Quando competiam
por duas fontes de alimento as espécies coexistiam, pois suas populagdes ocupavam secoes
distintas do meio de cultura, onde conseguiam se alimentar sem competir.

Estes resultados o levaram a formulagdo do principio, estabelecendo uma conexao com
o conceito de nicho ecolégico!: duas espécies ndo ocupam indefinidamente 0 mesmo nicho
ecologico. Gause ainda percebeu, por meio de estudos de colonizagdo, que a exclusao com-
petitiva pode ser responsivel pela estruturagio das comunidades, ou seja por determinar o
numero e abundéncia de espécies em um habitat |2, 3].

As consideragoes de Gause obviamente se aplicam a vérias espécies em um habitat. O
desenvolvimento matemaético para comunidades compostas por N espécies, a generalizagao
dos modelos de predagao e competicao, foi também obtido por Volterra, pela analogia com
um sistema de moléculas de gis encerradas em um recipiente fechado. Um sistema de
N equagdes diferenciais acopladas governa a variagao temporal das populagbes, nas quais
coeficientes, elementos de uma matriz de acoplamentos, medem a for¢a de “colisao™” binéria,
podendo ser negativos, positivos ou neutros. O modelo de predagdo requer uma matriz de
acoplamentos anti-simétrica, enquanto no modelo de competi¢ao a matriz é simétrica. Neste
altimo caso os coeficientes também permitem interacoes benéficas para o par de espécies [4].

Os modelos multi-espécies de Volterra pertencem a uma classe que descreve a evolugao
biologica em diferentes disciplinas, da quimica pré-biética a sociobiologia, sob a hipétese de
que as entidades basicas em evolucao (concentragdes de polinucleotideos, probabilidades de
estratégias para conflito, densidades populacionais, etc.) se reproduzem fazendo cépias de si

mesmas?. Por isto os denominamos modelos de replicadores.

!'Nicho: papel funciona! ocupado por um dado organismo em um ecossistema, envolvendo o conjunto de
todas as variagbes potencialmente exploraveis por ele.

2A hipotese da replicagio cobre as suposicdes dos modelos para duas espécies de populagdes formadas
por individuos homogéneos.

INEOOMRACAD
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Nesta dissertacao investigamos a estrutura de uma comunidade biol6gica, em termos da
biodiversidade e abundancias, na qual N espécies coevoluem segundo o contexto da dindmica
de replicadores. Os acoplamentos binérios entre espécies distintas, fixos no tempo sao dados
por variaveis aleatérias independentes e as auto-interagdes, também fixas no tempo sao
deterministicas. O modelo permite interacoes do tipo cooperagio ou competi¢do. A cada
espécie associamos um conjunto de tracos, representando um potencial de aproveitamento
dos recursos ambientais. As forcas de interacido dependem néo linearmente dos elementos
destes conjuntos de acordo com um principio de complementaridade, expresso pelo uso de
fungbes nao lineares da regra de Hebb. Por desconhecermos o modo pelo qual os tragos sao
distribuidos em um conjunto, usamos varidveis aleatérias para representé-los, justificando os
acoplamentos randémicos do modelo.

Esperamos determinar quais as principais influéncias sobre as propriedades macroscépicas
da comunidade biolégica dentre os fatores: competicdo intra e interespecifica, tamanho do
conjunto de tracos e ainda a forma da fungao nao linear.

Este sistema, formado por N espécies interagentes, possui algumas caracteristicas espe-
ciails: depende de um grande nﬁfnero de graus de liberdade (todos os possiveis valores as-
sumidos pelas densidades populacionais) e suas interagdes conflituosas (as populacoes tanto
cooperam quanto competem) s3o variaveis aleatorias fixas. Tais caracteristicas aparecem em
todos os sistemas detentores do comportamento tipo vidro de spin, os chamados sistemas de-
sordenados. Os vidros de spin sdo largamente conhecidos da Fisica da Matéria Condensada.
O sistema, protétipo se compde de momentos magnéticos desordenados orientacionalmente
e interagdes fixas randdmicas na fase de baixa temperatura. Os seus estudos conduziram a
definicdo de uma nova classe de sistemas, com vérios exemplos na biologia, que podem ser
analisados usando o mesmo copjunto de técnicas analiticas, de simulagdo computacional e
em alguns casos experimentais [5).

As especificidades do nosso modelo possibilitam utilizar as ferramentas da mecénica es-
tatistica de equilibrio para a anélise de suas propriedades coletivas. Faremos isto usando
extensivamente as técnicas empregadas nos estudos dos vidros de spin. No capitulo 2 des-
crevemos tais técnicas ap6s uma breve revisio sobre os sistemas desordenados.

No capitulo 3 apresentamos alguns detalhes sobre a dinamica de replicadores, examina-
mos os modelos de comunidade biologica com interagbes aleatérias, os quais inspiraram o

tema desta dissertagao, descrito na altima segéo.
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No capitulo 4 fazemos a analise deterministica do caso em que os conjuntos de tragos
possuem tamanho extensivo, proporcional ao total de espécies, pelo método de réplicas. No
capitulo seguinte estudamos quatro fun¢des moduladoras (fungoes nao lineares da regra de
Hebb) do niimero de elementos complementares entre conjuntos de tragos, impares e nio
periddicas. Apresentamos os efeitos do total de tragos, da dependéncia de um parametro
de corte (um limite para o grau de complementaridade entre espécies) e da competigao
intraespecifica sobre as propriedades estatisticas de equilibrio, destacando a diversidade de
espécies. Por 1ltimo, comparamos as solugbes analiticas com os resultados numéricos da
dinamica de replicadores.

No apéndice A demonstramos a propriedade de Sompolinsky, relativa as fungdes nio
lineares da regra de Hebb, fundamental para a anélise do capitulo 4. Finalmente, no apéndice

B estudamos o caso em que o total de tragos é finito.



Capitulo 2

Breve Introducao aos Sistemas
Desordenados

Sistemas magnéticos como os compostos diluidos de AuFe ¢ CuMn apresentam algumas
caracteristicas curiosas: seus tempos de relaxagao, ap6s a aplicagdo de um campo magné-
tico sao extraordinariamente longos e nio apresentam qualquer ordenamento uniforme ou
peribdico, na fase de baixa temperatura, como nos magnetos comuns.

Compostos como estes, formados por alguns poucos fons magnéticos espalhados por uma
matriz ndo magnética comecaram a ser investigados ha mais de cinquenta anos. Naquela
época, esperava-se estudar a interagao pura entre dois ions magnéticos, sem interferéncia dos
fendmenos coletivos predominantes em compostos concentrados ou magnetos puros. O que
deveria ser essencialmente um problema de dois corpos tornou-se um problema tao dificil
quanto os existentes no formalismo dos muitos corpos [6] ...

Os estudos destes sistemas curiosos, os chamados vidros de spin (o nome vidro é uma,
referéncia 4 desordem dos arranjos atémicos observados nos vidros ordinarios), levaram &
descoberta de novos conceitos e ao desenvolvimentos de novas técnicas analiticas, experi-
mentais e de simulacdo computacional. Além disso, por meio dos seus estudos uma nova
classe de sistemas pode ser definida, principalmente fora da matéria condensada, abarcando
areas como a ciéncia da computagdo, a neurologia, a evolugao pré-biética, a sociobiologia, a
dinamica conformacional e a ecologia [5] .

Tais sistemas consistem de conjuntos formados por um nimero grande de individuos em
interacao nos quais forcas competitivas (e de natureza rand6émica) conduzem a um compor-

tamento coletivo complexo.

- » TES?
"HV“‘U DE B'aLlO
e ISP SEMY 'Y gruacao
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2.1 Definindo e caracterizando o comportamento vidro de spin

O protétipo do vidro de spin é um sistema composto por momentos magnéticos (spins)
com orientagdes desordenadas e interagoes competitivas, aleatorias (a aleatoriedade se refere
tanto 4 separagdo randdmica entre spins quanto a distribui¢do dos sinais das interagdes) e
fixas ("quenched": as interagbes variam muito mais lentamente do que as orientacdes dos
spins. Na prética elas permanecem "congeladas"nas escalas de tempo usuais de observacao).
Este comportamento é observado na fase de baixa temperatura.

Para que um sistema exiba comportamento tipo vidro de spin sao necessarios dois ingre-

dientes:

e As interagoes devem ser aleatérias, pelo menos parcialmente, e devem variar no tempo
muito mais lentamente do que as as caracteristicas relacionadas aos individuos intera-
gentes (ou seja orientagdes de spins, densidades populacionais, estado de um neurdnio,

etc.). A isto damos o nome de aleatoridade fixa (quenched randomness).

e Frustragdo: inexisténcia de configuracées dos sitios' que satisfacam a todas as intera-

¢Oes simultaneamente.

A frustracdo surge quando interacbes de natureza conflituosa impedem que qualquer
configuracio de individuos satisfaca a todas elas. Designando por J;; a forga de interacdo

entre um par de individuos pertencentes ao conjunto C, a frustracio emerge se:

H Jij < 0 (2'1)

i#jeC

Uma consequéncia direta deste fenémeno é que um circuito fechado de sitios possui
energias degeneradas. E todo o sistema possui muitos estados de baixa energia (varios
estados fundamentais) em vez de um tnico estado fundamental global. Cada um deles

depende do histérico de resfriamentos ou condigdes iniciais distintos [7, 8] .

2.2 Modelos de vidro de spin

A partir da segunda metade da década de 70, a teoria dos vidros de spin tem inicio com

o estudo da Hamiltoniana:

10O termo sftio designa as unidades microscépicas ou individuos interagentes.
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Figura 2.1: Exemplo de sistema frustrado: os sinais correspondem A natureza das interagoes. ¢
spin em A deve apontar para cima ou para baixo?

H=— Jijsisj — hY s (2.2)
ij i
onde s; — =+1 sdo spins de Ising, J;; ddo as forgas de interagao par a par e h & um campo
magnético externo.
Em 1975, Sam F. Edwards e Philip Anderson propuseram um modelo de curto alcance
no qual a hamiltoniana (2.2) traz o indice i indicando interacoes de primeiros vizinhos entre
sitios espalhados por uma rede ctibica d dimensional. As varidveis Ji; s80 nimeros aleatérios

independentes, dados pela distribuicao gaussiana, com média nula e variancia proporcional

a distancia entre sitios |7, 8] :

1 JZ
) = S - E— 2.
PUis) =y mzm—?jle"p{ 20%?1--?]-& 29

Meses depois uma versio de longo alcance foi proposta por David Sherrington e Scott

Kirkpatrick (modelo SK) [9, 10] . Neste modelo as interagdes tém alcance infinito e continuam
sendo dadas pela distribuicio gaussiana, equagéo (2.3), com média igual a Jo/N e variancia
J2/N (com J e Jo constantes e N igual ao total de sitios no sistema. Esta dependéncia de
N, o total de sitios, assegura uma energia livre finita no limite termodindmico).

O modelo SK é a base para a descri¢gdo do nosso modelo de comunidade biolégica e
por isso ser4 de grande importéncia de agora em diante. Para estudarmos analiticamente

suas propriedades de equilibrio é necessario aprender a lidar com a desordem inerente a este

sistema.
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2.3 Meédias sobre a desordem

Desejamos solucionar a questao: como obter analiticamente as propriedades macroscopi-
cas de equilibrio de um sistema com um grande nimero de graus de liberdade e dependente
de um conjunto de variéveis aleatérias fixas?

Para lidar com a questo do nimero grande de graus de liberdade, seguimos a prescrigao
usual da Mecanica Estatistica. I impossivel resolvermos um conjunto de equagdes de cerca
de 1023 (namero de particulas em 1 grama de matéria) hamiltonianas, cada qual para uma
componente do sistema. Sendo assim precisamos buscar grandezas representativas de todo
o sistema. Estas grandezas devem possuir a propriedade de auto-medidncia. Suas flutuagoes
em torno do seu valor médio, relativo a amostras de configuragoes séo proporcionais a N-1/2
(N tamanho do sistema) e por isso tendem a zero no limite termodinamico. Sendo assim, se
medirmos o valor da grandeza para um experimento (uma dada configuragéo) encontraremos
um valor igual 4 média desta grandeza sobre todo o ensemble de configuragoes. Portanto
usamos médias sobre o ensemble estatistico de interesse, dependente das caracteristicas do
sistema, para extrair informagGes representativas. Chamamos estas médias de médias térmi-
cas ou estatisticas. Sao grandezas auto-mediantes as quantidades termodinémicas extensivas,
proporcionais ao tamanho do sistema.

Mas ainda resta o problema da dependéncia de um conjunto de variaveis aleatoérias fi-
xas. Para resolvé-lo adotamos um procedimento semelhante. Note que se a hamiltoniana
de um sistema depende de um conjunto de varidveis aleatorias entao todas as grandezas
termodinamicas, dela derivadas, em principio serao varidveis aleatorias.

Imagine que possamos dividir o sistema em um namero grande de subsistemas macrosco-
picos, cada qual dependente de uma realizagao distinta do conjunto de variaveis aleatorias.
Os subsistemas devem ser independentes, ou seja fracamente interagentes uns com os outros?.
Fazendo a divisdo por L sistemas, uma grandeza extensiva terd suas flutuagoes relativas a
uma, dada realizacio do conjunto de variéveis aleat6rias proporcional a L=Y/2. No limite
termodinamico as flutuagdes tendem a zero e assim podemos usar a média desta grandeza
sobre todos os subsistemas, ou seja sobre toda a distribuigao de variaveis aleatoérias, como

representativa para o sistema.

2 O argumento & perfeitamente ajustével aos modelos com interacoes de curto alcance. No entanto, a
propriedade de auto-mediancia sobre a desordem tem sido bem observada em modelos com interagbes de
longo alcance.
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Deste modo a auto-medisncia também vale para a desordem e grandezas auto-mediantes,
representativas de um dado comportamento de um sistema desordenado sao dadas por mé-
dias sobre a distribuicio de variaveis aleatorias (ou seja médias sobre a desordem). Basta nos
fixarmos em grandezas extensivas, auto-mediantes, para derivarmos as propriedades macros-
copicas de interesse. Para sistemas fechados, uma boa escolha de grandeza auto-mediante ¢
a energia livre de Helmholtz, fungao geratriz da termodinimica no ensemble de Gibbs.

1 .. 1
f=(fla) i = —ENh—Ienoo ~ (I Z(aij)) (2.49)
Calcular a média de InZ ndo é uma tarefa simples. Neste ponto se faz necessario distin-

guirmos dois casos, relativos ao namero de variaveis aleatérias do sistema:
e O total de varisveis aleat6rias é finito.
e O total de variaveis aleatorias ¢ proporcional a N.

Concluindo, para os sistemas desordenados, a anélise mecinico estatistica se faz por meio
de dois procedimentos distintos: o clculo das médias estatisticas usuais, ou médias térmicas

e o calculo de médias sobre a distribuigdo de variaveis aleatérias, ou média sobre a desordem.
2.3.1 Desordem finita

Neste caso, ao aplicarmos o limite N — oo, cada uma das realizacoes da distribuicao de
variaveis aleatérias ligadas a cada unidade microscépica, aparecera no gistemna, um ndmero
muito grande de vezes, aliss infinitas vezes. Deste modo dizemos que amostramos cada
variavel aleatéria um nfimero infinito de vezes, com frequéncia dada por sua distribuigdo de
probabilidades.

Isto & uma consequéncia direta da lei dos grandes ndmeros aplicada aos sistemas de-
sordenados. Calculando a média de um nimero muito grande de resultados de diversos
experimentos, o valor convergira ao resultado médio, soma. dos resultados de todos os expe-

rimentos com peso dado pela probabilidade:

1 N—
%D Gla) =5 (Glai)g, = D Ploi)C (o) (25)
Em resumo, a propriedade de auto-mediancia emerge naturalmente, as grandezas auto-

mediantes de interesse sao dadas "automaticamente"no limite termodinamico pelas médias

sobre a distribuicao de variaveis aleatorias. No caso da energia livre:
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f=(f(ai;))

Qij
2.3.2 Desordem proporcional ao tamanho do sistema

Quando o total de variaveis aleatérias é da ordem de N, ndo mais a propriedade de
auto-mediéncia emergird naturalmente. Sendo assim é preciso calcular a média sobre a
distribuigdo de varidveis aleatérias em um primeiro passo.

A auto-mediancia é ainda vélida mas as grandezas macroscopicas relevantes sdo obtidas
por meio de médias sobre a desordem, como se existisse um ensemble de sistemas, cada qual
com sua realizagdo distinta do conjunto de varidveis aleatérias. No caso da energia livre, o
célculo da média de In Z é bastante complicado, para nao dizer impossivel na pratica. Para

superar esta dificuldade foi criado o método de réplicas. Ele consiste do uso da identidade:

(InZ) = lim =2~ > =1
n—0 n

2.7

Calculamos a média de Z™ assumindo n qualquer inteiro e nao nulo. Em seguida tomamos
o limite por uma continuacdo analitica. Apesar da aparente estranheza deste procedimento,
a realizacdo de uma continuagio analitica de uma fun¢ao definida sobre n inteiro, 0 método
de réplicas funciona e tem levado a resultados em diversos problemas envolvendo sistemas
desordenados.

Z™ & a funcao de particio de uma colegdo de n copias idénticas ao sistema original,

supostamente nao interagentes, as réplicas :

n

2™a) = [ 2°(a) = ] ] Trze exp|-BH(a,27)] (2.8)

o=1 o=1

onde o é o indice de réplica, a denota o conjunto de variaveis aleatorias e £ corresponde

aos sitios numa dada réplica. Logo:

Z™a) = Try1..4n exp [-BH(a, z27)] ‘ (2.9)

E obtemos a energia livre pela expressio:

1 i
[ == Jm lim (2" - 1) (2.10)

JEON 110D SEAYVICO DE BIBLIOTED S
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O calculo da média (Z") induz interacoes entre as réplicas do sistema. Deste modo
precisamos assumir hip6teses, como a da simetria entre réplicas para obter os resultados de

interesse [8, 11].



Capitulo 3
Modelos de Ecossistemas

Toda teoria do desenrolar dos acontecimentos na natureza estd fundamentada
necessartamente em algum processo de simplificacio, sendo até certo ponto, por

conseguinle, um conto de fadas.

Sir Napier Shaw

A palavra modelo designa uma formulagio ou representacio de um fendémeno do mundo
real, simplificada ao ponto de abranger apenas as propriedades e fungoes basicas, a partir
da qual é possivel fazer predicdes. Um modelo pode ser uma representagio fisica (verbal,
grafica ou espacial) mas é uma representacio matemaética quando o objetivo é prever em
termos de quantidades.

A grande complexidade dos sistemas ecolégicos torna inevitavel o uso extensivo dos mo-
delos matematicos, seja para predizer mudancas em fungio do tempo, seja para oferecer
uma nova abordagem de um problema ou para a descorberta de novos fatores, componentes,
interagOes, importantes para o entendimento de um dado sistema. Os modelos em ecologia
permitem ainda estudar ecossistemas de dificil acesso, controlar condigoes experimentais que
poderiam desvirtuar o objeto de estudo ou que tornariam impossivel a sua investigagdo por
seres humanos (por exemplo, os modelos possibilitam simular as longas escalas de tempo
para formagao e extingdo da maioria das espécies) [1, 2, 3].

Estudamos a seguir alguns modelos usados para compreender principalmente o papel das
interagoes em comunidades biolégicas sobre a variagio dos seus nimeros populacionais.

Nestes modelos a dinamica das variaveis fundamentais, as abundéancias e as forgas de

interacao é bem definida. Vamos conhecé-la a seguir.
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3.1 Dinamica de replicadores

Os modelos de evolugao biolégica, nos quais 0 mecanismo de “reproducao” das entidades
bésicas & a replicagao, guardam uma caracteristica em comum: sdo descritas pelo mesmo

conjunto de equagoes diferenciais do tipo:

dz; F
Lo | Fi—- = i=1,..,.N 3.1
o —ai(R-g) =l (3.)

1. As variaveis z; > 0 € R" representam as variaveis de estado do sistema biologico.

2. C>0 é uma constante.
3. O termo F = ZfV: , Z:F; assegura que fo:l z; = C é uma constante do movimento.

4. A grandeza F; é chamada adaptabilidade da entidade basica em evolugao.

Na Quimica Pré-bi6tica a (3.1) descreve a din&mica das concentragoes de polinucleotideos
em um reator de fluxo e é a equagdo dos hiperciclos da evolugao molecular. Na Genética de
Populagdes é a equagao de selegiao de Fisher que modela a evolugio das frequéncias de alelos
em um agregado de genes. E ainda a equacdo da dinamica de jogos da Sociobiologia, cujas
entidades béasicas em evolucio sdo probabilidades de estratégias para conflitos [12].

Em Ecologia a dinamica (3.1) corresponde & equacgao de Volterra:

dy;
el boi — ;bijyj (3.2)

E descreve a evolugdo temporal das densidades populacionais em uma comunidade for-
mada por N espécies. £ possivel demonstrar que a equacao de Volterra em N-1 varidveis de

estado equivale a uma equacao de replicadores de primeira ordem em N variaveis {13]:

d:l)i F .o
dr = Ty (Fi — E) = Z; 2-7: Jij.’l,‘j — Z Jz'jCL‘iiL‘j y 1,1 = 1, e ,N (3.3)
L7

Na equagao acima a variavel de estado z; designa a densidade, nimero populacional ou

ainda abundéncia de uma i-ésima espécie. A funcio F; = > ; Jijzj, o termo de interacao,
mede o quanto a configuragao {1, -- ,zx} influencia o crescimento populacional da i-ésima

espécie e por isso é denominada adaptabilidade. F; é dada pela relagao:

OF ({z:})

oo (3.4)

Fi({z:i}) =



Capitulo 3. Modelos de Ecossistemas 15

na qual a grandeza F é o funcional adaptabilidade do sistema. A equagao (3.3) nos ofe-
rece a interpretacio: a taxa de crescimento de uma dada espécie i, medida do seu sucesso

evolucionario, é igual a diferenca entre sua adaptabilidade F; e a adaptabilidade média da

comunidade biologica, I

Consideremos o funcional adaptabilidade:

Pz} = —5 3 oot (35)

Considere ainda a soma total das biomassas, ou densidades populacionais, ou abundén-
cias, interpretada como a produtividade total, igual ao total de espécies na comunidade:
Efil z; = N. Este vinculo também insere uma fonte de competigdo no modelo, para impe-
dir o crescimento ilimitado de uma tnica espécie.

As varigveis J;; denotam os coeficientes ou forcas de interagao entre um par de espécies
e n3o variam no tempo. Vamos investigar o caso no qual tais coeficientes sdo simétricos, de
modo que a fungio de Lyapunov quadratica, a (3.5) é maximizada pela dinamica (3.1) e no
estado estacionario, portanto as solugdes de equilibrio sdo pontos fixos [14]. Esta propriedade
permite estudar as configuragdes de equilibrio, correspondentes aos pontos fixos da equagéo
de replicadores, usando as técnicas da mecénica estatistica de sistemas desordenados. Isto
acontece porque o valor maximo do funcional adaptabilidade corresponde & energia livre
no limite de baixa temperatura do sistema termodinamico correspondente [15]. Interacoes
anti-simétricas, no entanto permitem identificar constantes do movimento, possibilitando
a construcdo de uma mecanica estatistica por meio da definicao de um ensemble candnico
consistente com tais constantes [4]. Coeficientes positivos, J;; > 0 indicam interagdes do tipo
competicao e no caso contrério J;; <0, as espécies interagem positiva ou cooperativamente.

Ao final do processo coevolucionario, no estado de equilibrio, algumas espécies sao ex-
tintas pela influéncia da competicio. Sendo assim & interessante assinalar a funcgao das
auto-interacoes, iguais um parémetro de controle, Ji; = u > 0,Vi que mede a competigao
intraespecifical. Valores grandes de u favorecem a coexisténcia de um grande nimero de
espécies: neste caso o crescimento de todas as espécies é limitado pelo fator um?. O efeito

dos termos de interacio J;; se torna desprezivel e a configuracio de equilibrio tem valor

1 Além de previnir o crescimento descontrolado de uma finica espécie, quando assumimos que o ecossistema
tem populagao infinita u garante a existéncia de um limite termodinamico nao trivial.
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€

z;? ~ 1, Vi. Por outro lado, o peso das interagoes é consideravel se u assume valores pe-
quenos e neste caso observamos a predominéncia de algumas poucas espécies nos estados
estacionérios. Por isto u é também a chamada pressdo de cooperagio.

Neste modelo a diversidade de espécies, ou total de espécies coexistindo em um sistema
ecolégico é uma varidvel dinamica, dependente do parimetro u e também da forma dos
acoplamentos. No equilibrio chamamos de diversidade a fragio de espécies sobreviventes a
extingdo devida aos efeitos de competicao. A produtividade total, Ef\il x;, no entanto é
sempre uma constante do movimento. Deste modo € possivel investigar os efeitos de uma
determinada escolha para as forgas de interagao sobre as medidas da diversidade de espécies

no equilibrio sob esta condigdo de produtividade constante.
3.2 Interacgoes

3.2.1 Interacoes aleatorias gaussianas

No ambiente natural um namero grande de fatores, processos e mecanismos complexos e
desconhecidos governa as interagbes entre as espécies. Deste modo, uma primeira sugestao
para modelar tais forgas €, naturalmente, considera-las varidveis aleatérias independentes.
Em 1985, S. Diederich e M. Opper [15, 16, 17} propuseram que as variveis J;; fixas obedegam

a distribuic@o de probabilidades gaussiana, com média nula e varidncia 1/N:

[N NJZ L
P(Jij) = %exp l:— 2 J] s Ji' = in, 1 7é 3 (36)

No modelo de replicadores aleatérios, como é conhecido, a competigao intraespecifica,o

Gnico parametro de controle, é o fator responsével por determinar a abundéancia e diversidade

de espécies no equilibrio (figura 3.1).

3.2.2 Interacgoes de Hebb

Numa segunda tentativa buscamos alguma estrutura para modelar as forcas de interacgao,
baseada em uma propriedade inerente as espécies. Deste modo aumentamos o grau de

complexidade do modelo e esperamos aproximé-lo um pouco mais da realidade. Neste sentido
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foi proposto um modelo de comunidade biolégica ou ecossisterna®, no qual as interacdes
dependem de um principio de complementaridade |18, 19]. Entendemos a complementaridade
como uma propriedade de um conjunte de objetos existindo quando ha diferengas entre
objetos de um conjunto e os objetos de um segundo conjunto [20]. No modelo o conjunto
de objetos é na verdade um conjunto de tragos ou caracteristicas associadas ou intrinsecas
uma dada espécie e diretamente relacionadas a exploragio dos recursos do ambiente.

Representamos o conjunto de p tragos da i-ésima espécie por um vetor E: (ou palavra

binéaria), como no exemplo:

Ei) :(511’5121‘5?7 a&f) - (—1a—11+11"' a+1)

O aparecimento do trago y na espécie i faz a variavel £/ assumir o valor 1. Caso contrério,

seu valor serd -1. As varidveis £!' e ;i*, de espécies distintas, sio complementares se:
grgt — -1 (3.7)

Os coeficientes de interagao sao dados pela regra:

P
Fi = e 4 (38)

p=1

Note que quanto maior o grau de complementaridade, medido pelo namero de elementos
complementares entre os conjuntos de tracos, mais negativo tenders a ser o coeficiente J;;.
Portanto, o par devera interagir cooperativamente.

O conjunto de tracos define todo um potencial de exploragao dos recursos do meio ambi-
ente inato a uma dada espécie, estabelecendo um claro paralelismo com o conceito de nicho
ecolégico [1, 2, 3]. Sendo assim a complementaridade se relaciona a uma menor probabili-
dade de intercruzamento de nichos, o que garante maiores possibilidades de sobrevivéncia
para o par interagente de espécies. Inversamente poderiamos pensar no conceito de simila-
ridade, quando o niimero de tragos compartilhados pelas espécies tende a ser grande. Aqui
a probabilidade de que os seus nichos se intercruzem ¢ elevada e portanto uma das espécies
dever ser levada & extinc@o. Isto est4 de acordo com o principio de exclusdo competitiva
de Gause: espécies muito similares nao ocupam indefinidamente o mesmo nicho ecolégico e

tendem a competir.

20 termo ecossistema se mostra inteiramente apropriado quando fatores abi6ticos, nio vivos, se fazem
presentes.
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O conjunto de tragos é estabelecido a priori e nao é modificado pela evolu¢ao dinamica
do sistema. Ja que desconhecemos o mecanismo que define a distribuicdo dos tragos, as

varidveis £/ sao variaveis aleatérias independentes, distribuidas com igual probabilidade, ou

seja:

PE) = 36(6 ~ 1)+ 55 (e +1) (39)

A equagio (3.8) é a regra de aprendizagem de Hebb estudada nos modelos de redes
neurais atratoras, o que permite utilizar as técnicas desenvolvidas nestas investigacoes para
analisar os estados de equilibrio do modelo de ecossistema [11, 21}.

O modelo define um novo pardmetro de controle, além da pressio de cooperagido u, o
tamanho do conjunto de tragos, p. Sendo assim podemos estudar dois casos, dependentes da
natureza do parametro p: quando p é um nimero finito e quando p é extensivo, proporcional
ao total de espécies no sistema.

A figura 3.2 traz a diversidade em funcao do parametro u no caso em que p é extensivo
(isto € p = aN) para dois valores de a. Observe que a diversidade é menor, para um mesmo
valor de u quando o = 1.0. Quando temos valores crescentes de «, a probabilidade de
encontrarmos espécies muito similares, portanto pouco cooperativas é maior. Neste regime,
as poucas espécies altamente complementares (e portanto altamente cooperativas) levam as
demais 3 extingdo de modo que a produtividade total, ) . z;, permaneca constante e igual
a N. Sendo assim, em ecossistemas muitos complexos (complexidade entendida como o total

de tragos) a diversidade no equilibrio & menor.

3.2.3 Interacgoes nao lineares

Nesta dissertagao estudamos interagoes aleatérias dadas por fung¢des ndo lineares da regra
de Hebb, numa generaliza¢gdo do modelo anterior.

O uso de fungdes ndo lineares, ou de fungdes moduladoras do namero de elementos
complementares (ou similares) entre os conjuntos de tragos do par de espécies, possibilita
escolher diversos mecanismos de interagdo. Uma escolha a ser explorada é a da efetivagio
das interagoes a partir de um dado niimero de elementos complementares. Ou seja, pode-

mos, por exemplo, eliminar as interacoes fortes, situacdo na qual temos espécies altamente
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complementares {(ou similares) envolvidas, usando um parametro de corte. Podemos ainda
selecionar uma faixa de forgas de interagdo, tornando-as constantes para estudar exclusiva-
mente o efeito dos seus sinais.

Os modelos de reconhecimento molecular usam uma sugestao de um limite para o grau de
complementaridade, como por exemplo nos estudos do sistema imunologico. Nestes modelos
as interagOes anticorpo-antigeno se efetivam quando h& o reconhecimento de um nimero
chave de estruturas complementares moleculares [22]. Se este mecanismo ocorre em todo
sistema onde hi o reconhecimento de estruturas complementares, em se tratando de sinais
quimicos, é razoavel pensar que ele também exista nas interagoes entre os organismos superi-

ores, quando falamos de complementaridade sobre caracteristicas ligadas ao aproveitamento

de recursos do ambiente.

Propomos coeficientes de interagao com a seguinte forma [23):

Dol L Smpupn| .
sy =Y2F ) 4 3.10)

onde as F'(t;;) sdo funcSes impares, ndo periédicas e com segundo momento finito:
(F(ti5)) =0 (3.11)

<F2(tij)> < 00 (312)
As médias sao calculadas sobre a distribuicao em (3.9).

Com fungbes impares esperamos examinar a influéncia explicita dos sinais das interagoes
sobre as abundéncias no equilibrio [24]. Além disso é a mais adequada para a investigacgio
do caso em que o total de tragos & proporcional ao total de espécies no ecossistema. Os
acoplamentos com a forma (3.10) também foram estudados nos modelos de redes neurais
atratoras [11, 25, 26, 27]. Novamente podemos adotar as técnicas utilizadas nesses estudos
para obter analiticamente as propriedades termodinamicas no equilibrio.

Quais serdo os efeitos destas escolhas sobre a diversidade no equilibrio? Eliminaremos
a diminuigio da fragao de espécies sobreviventes com o aumento da complexidade do ecos-
sistema, como observado no caso linear? Como as propriedades macroscopicas do sistema

variam com o valor do limiar de complementaridade? Tais perguntas serdo respondidas a
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Figura 3.1: Diversidade no equilibrio do modelo de replicadores aleatorios.

— o006
- =10 A

Figura 3.2: Diversidade no equilibrio do modelo de replicadores com interagdes de Hebb. Em

preto o = 0.6 e em vermetho o = 1.0.



Capitulo 4

Interacoes Nao Lineares: p extensivo

Neste capitulo usamos as técnicas da mecéanica estatistica de sistemas desordenados para
obter analiticamente as propriedades de equilibrio do ecossistema de replicadores com intera-
¢Oes nao lineares da regra de Hebb. Investigamos o caso em que o total de tracos é extensivo,
ou seja p = aN (ver apéndice B para o caso em que p é finito). Usamos o método de réplicas
para calcular a energia livre média por espécie e também derivamos alguns parametros que
possuem uma. interpretacao ecolégica. O célculo de baixa temperatura permite determinar
tais grandezas como fungdes das configuracdes de equilibrio do modelo.

Na década de 80, H. Sompolinsky derivou uma propriedade relativa as fungdes nao line-
ares da regra de Hebb, fundamental para a concretizagio dos objetivos deste capitulo. Esta
propriedade nos diz que no limite termodinimico, quando p é extensivo, fungdes ndo lineares
equivalem & regra de Hebb somada a um ruido gaussiano estético, cuja variancia depende

de F'(t;5) (confira a demonstragdo no apéndice A) [25, 26]:

a1
Yip _Zgﬁ‘gt‘ (4.1)
N \/ﬁﬂzl J
equivale a:
J2
NZﬁﬁ+%,J>o (4.2)
p=1

O ruido gaussiano tem média nula e variancia:

%:%Q%Jﬂ (4.3)



Capitulo 4. Interacdes N3o Lineares: p extensivo

23
com:
J? = (F2(t;5)) = / DzF?(z) (4.4)
-
J= / Dz zF(z) (4.5)
=00
e Dz = (¢7="/2)/\/2r & a medida gaussiana.
Lembrando, as fungoes F'(t;;) obedecem aos critérios:
(F(ti;)) =0 (4.6)
(F(t;;)?) < o0 (4.7)
4.1 Energia livre
Seja o funcional adaptabilidade ou hamiltoniana do sistema ecolégico:
N p N
— 1 VP 1 fept u 2
—F({z:}) =H {2} =5 Z N F N > ogtet | mim; + 3 Zx (4.8)
(i#5)=1 p=1 =1
E a funcgio de partigdo com réplicas:
iz =] 2 = / I dzs 6 (N - ng) <e~ﬁ'”<'~"?>> (4.9)
a=1 0 4 i

onde a média é feita sobre a desordem.

Para calcular a média da exponencial da hamiltoniana adotamos uma estratégia de linea-

rizagao!. Recorremos 3 propriedade de Sompolinsky j& que ela torna a execugao dos célculos

mais simples e direta, além de fornecer uma interpretacao interessante para o ruido gaussiano

estatico: ele é uma medida do quanto as F(¢;;) se distinguem da linearidade. Definimos uma

hamiltoniana composta, proveniente da soma da regra de Hebb com o ruido gaussiano:

'Na literatura existem outros métodos desenvolvidos para lidar com fun¢des mio lineares como as

F(t,'j) [27]



Capitulo 4. Interagdes Nao Lineares: p extensivo 24

J & . © J a,.a
~f:H:2a: [W‘;(sz‘”) +§<u—%\7) Zi:(a;,)z] + 30 biatal =

i a i#j
= Huebb + HRutdo

(4.10)

Substituindo-a na funcio de partigio:

(2™ = /0 ” Hdmg 5 (N _ Z””“) <e—ﬁwﬂebb(xz>>¢ <e—ﬁnm.m<zf)> (4.11)

i)

Meédia sobre a Hamiltoniana Hebb:

~BHuebb — % dayte X _l pay2 xp | —i é{ K., pa
(e >55—/_mgme p{ 2;“’ )]<e p[ 1.\/;%;2;&%?; ]>
X exp [—g (u — aJ) Z(m?)z}

azl

(4.12)
onde a média é feita sobre a distribuigao:
© 1 o 1 “
P(fi )= 55(51‘ - 1) + 55 (67; + 1) (4~13)
Temos:
[8J 8J :
<-e>= Hcosh (—i ~ Zzgy#a) o~ H [1 - ( gw) ] (4.14)
Mt a Hyt a

Usando a aproximagio:

exp In H[] = epoln [1 + %Xz] ~ exp Z (%;ﬁ) (4.15)

obtemos:

2
(..} =exp {_Zﬂ_]‘\]fz (z y’“"a:?) } (4.16)

Portanto:
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(]

X €xp [—f—]‘é SO yreag)? - § (u—aJ) Z(w;‘ﬁ}
it o a a,i

(4.17)

Meédia sobre a Hamiltoniana ruido:

_ © VN 1 aa
(Mo / [1 Zozdbis exp | —5(VNEy)? — Boi; 3 atas (4.18)
iy a

Usemos a identidade gaussiana:

- dz 122 Aa?
2 e3'Em 797 — \[Ae™2 4.19
/oo Vam , ( )

para encontrar:

<e—,BHR,u{do> = Hexp l% (\/_ Z.’E .’IJ(;) ] (4.20)

Considere os parimetros:
1 ay2
= J—V—Z(mi) , Va (4.21)
i

Zmam VYa < b (4.22)

Substituindo-os nas equagdes (4.17) e (4.20) obtemos:

<e—ﬁ3Hﬂebb _ /°° exp{—— {Z(y (l+ﬂJQa)+2ﬂquab a h:|}
® a 27T a<b
xexp[ gu—a.] NE:Q‘L }

(4.23)

2 52 2¢2
(e ) =exp [% > (Vg + %;(NQ“V} (4.29)

a<b
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As expressoes anteriores nos levam a fungao de particao:

(zm) —/ Hdw“&(N - Zx>

(4.25)
< [ 1 /_ 11 %eXp {—% {Z(ya)%l +ﬁJQ“)} }
xexp{{ﬂﬂanb @ g(u—aJ)NZQ"}}

a<h a

Reescrevemos a fungao de particio numa forma conveniente para a integracao no limite

termodinamico usando as propriedades da funcao delta:

[T wvawsw-9 = g0 (4.26)
/;OO% ek = §(y—c) (4.27)
L7 [ av g s e = g0 (4.28)

Comecemos por introduzir os parAmetros definidos anteriormente:

> g - %Zm?m? =0 (4.29)

a<b

exp [%2 Z(q“"f] [ Marero [.ﬁ; Z(qaby] 5 {Z (qab iy wa)} _

a<b 0 asb a<b a<b i
00 dqabdq“b 2 b2
= /_MHTGXP -]\TZ(Q )
a a<b
X exp [Z (1 §Lq® — “”Zw"’wb>]
a<b

(4.30)
Idem para k% e Q°.

Logo:
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= [T [@'NZk"]
<[ ZH Y 4Qea@® exp {Z NEE Qo + iGeqe - ivaﬁ-(u—w)@a}

/ H—dQ‘“’d exp {Z NEE oy + iq“bq"b}

® a<h a<b

(4.31)

X Grebb (7%, Q%) GRutdo (K%, 7™, Q%)

onde:

G'Hetb = H / H \/*ep{" [Z(y (1 +BIQY + 28T Y g™y y"}} (4.32)

a<b

GRufdo:/oool—ld:l:‘i1 exp{— [sz“z:c +Qa2(ma)2+z(j"bz,z x}} (4.33)

a<b

Apliquemos as mudancas de variavel:

ik® — Bk, i — —-NB%®, iQ* - NAQ° (4.34)

E fagamos o traco sobre spins em n réplicas. Obtemos:

2 lek Nﬂ a a Nﬁ ab j~ab
Z>*/ H 2w H deQ I<Ib27r dg**dg
252 _
x expN [Zﬁk“} exp N [Z POy + parae - §<u-ama}
a a (4..35)
252
x exp N [Z %(q“bf _ ﬂZQabqab}

a<b

x exp N {aln [GHebb (qab,Qa)] +In [GRufdo(kaa i, Q"’)]}
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4.2 Hipétese de simetria de réplicas

Para realizarmos a continuagao analitica, n — 0, sobre a expressao anterior assumimos

a hip6tese de simetria de réplicas:

K=k ¢®=q @ =q Q" =Q, Q°=Q, Ya,b (4.36)

Fazendo a integragao em ponto de sela no limite termodinimico da integral em (4.35)

encontramos uma expressdo para a densidade de energia livre:
1 252 -
—Bf = 1irra eXtrr_z {n {Bk + ﬂ—f—Qz + 32QQ — g(u — aJ)Q}

55 ()

. (4.37)
2 2(n”—mn) _ k. d.0
3 g4 =B ——dgtaln GHebb (9, Q) + In Gruiao(k, 4, Q)

+

Da hipotese de simetria de réplicas obtemos:

G. = /Dz 9" (2) /Dz (1+1nfg..(2))) =1 +n/Dz Infg...(2)] (4.38)
Logo:

InG.. :n/Dz In[g...(2)] (4.39)

Com isto obtemos a expresséo final para a energia livre média por espécie:

~Bf = Bk + ﬁ—géi(QQ ~ )+ 52QQ + Pag — S(u - aJ)@
4 ‘ 2 (4.40)
+ o InGre(¢,Q) + In Grutao(k, G, Q)
onde:
1 BJq ,
1nGHebb:_§ {ln[1+ﬁJ(Q—q)]+ [l—f-ﬁJ(Q—Q)]} (4.41)
o) 00 ~ 2
In GRrytgo = Dz In dz exp [— [62 (Q + 2)} —-Blk—- \/(fz x} =
~[w -A 2 ( ) (4.42)

=In \/é - %ln {ﬁ2 (Q + g)} + /Ooo Dz In[e”” erfc(o))
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com:

oo koVEE (4.43)

2¢/Q+ 1
A energia livre média por espécie é determinada sobre os pardmetros de ponto de sela,

a4, 4, Q ,Q, k, dados pelas condigdes:

- q _ l
B (Q + 5) =5 (4.44)
aJ?y

A=u— 8%y — T+ o (4.45)

—1/2 I’(U o?
Q_q+2ﬁ2 Q+q\/ Dz z o) =0, I(o) = e erfc(o) (4.46)
Q- —————[1+ Bk + Agv) = 0 (4.47)

232 (Q + %)

onde v = B(Q — ¢q).
Os parametros de ponto de sela, definidos anteriormente pelas expressoes (4.21) e (4.22)

sao fungbes das abundancias nas seguintes formas, assumindo a hipotese de simetria de

réplicas:

<1i<m2>> (4.48)
=\ i >T .
Ni:l

1 N
= <N Z <z >%‘> (4.49)
i=1

< .-+ >7p é a média térmica sobre a distribui¢io de Gibbs:

W) = -;—:5 (N ~ in) e M) (4.50)

O parametro Q@ da a probabilidade de que dois individuos selecionados aleatoriamente
pertencam 3 mesma espécie, definicao do indice de Simpson. Ou seja Q fornece uma medida

do naimero de espécies em coexisténcia no equilibrio |3, 28] .
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4.3 Limite de baixa temperatura

Nas secdes anteriores utilizamos as ferramentas da mecanica estatistica e o ensemble de
Gibbs de um sistema termodin&mico, um artificio para calcular as expressoes analiticas para
as propriedades macroscopicas do sistema ecolégico em estudo. Nesta se¢do aplicamos o
limite de baixa temperatura determinando as propriedades macroscopicas, mas na situagao
de equilibrio, correspondente aos estados para os quais o funcional adaptabilidade & maximo.

Seja A = k/q. No limite 8 — oo a varidvel v = (Q — ¢) tende a zero, de modo que 08
parametros Q e q sejam iguais. Sendo assim obtemos as expressoes:

Energia livre média por espécie no estado fundamental:

2
fo=3 [" 8- (1?}2)2} (5

Condigoes de ponto de sela no estado fundamental:

i= {62 + (15:—{72@)2} q (4.52)

Y= % /A " Dz 2z A) (4.53)

1:%§/:’Dz (z—A) (4.54)

q= ; ((jv _ \/E*A) (4.55)

A= g2y 2L (4.56)
1+ Ju

Para resolver as equacdes de ponto de sela recorremos a um método numérico. A partir
da entrada de valores da variavel A reescrevemos q e v como fungdes de A e de §. Resolvemos
uma equacao transcendente para ¢ pelo método da bissecao e finalmente obtemos os valores
de v(§,A), a(d, A), u(@, A), fo(d, A) e ainda de C(y, §,4).

Note que recuperamos os casos aleatério e Hebb linear mudando-se os valores de 62 e J

(veja as figuras 4.1 e 4.2)

JEQ.1ID SEA¥ICO DE Bieriovez
e mmm aaees SERUTEDTOBRGIBLIOTES Y
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e Caso aleatério [16]: 62 =1e J =0
Densidade de energia livre:
fo= 4(u—2v) (4.57)
Equagoes de ponto de sela:
e (4.58)
1 o0
v = / Dz z(z — A) (4.59)
U—v Ja
~ oo
1= —‘@-/ Dz (z — A) (4.60)
U—v Ja
e Caso Hebb linear [19]: 2 =0e J = 1:
Densidade de energia livre:
q aJ?v
B D S - A 4.61
fo 2 |“ aJ (14 Juv)? (461)
EquagGes de ponto de sela:
- aq
=7 4.62
7 (1 +v)? (462)
1 oo
b=+ / Dz 2z — A) (4.63)
AJa
~ <
- va / Dz (z = A) (4.64)
Aa
A=u—a+ (4.65)

1+w
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4.4 Distribuigao cumulativa

A distribuic¢ao cumulativa nos informa sobre a distribuigao das abundéancias no equilibrio.

E a distribuicdo das densidades populacionais cujos valores sao inferiores a um valor dado y.

Por definicao:

Cily) =1 - Jim < | T e ~y)W({x,-})> (4.66)

na qual:

1, sezxj>y, Vj
O(z; —y) = (4.67)
0, demais casos.

< -+ > denota a média sobre a distribuicdo de Gibbs:

W({.’IJ]}) = ‘];)OO Hj dl‘j(S(N _ Zj xj)e—ﬂﬂ({fj}a*’ij)

(4.68)

Como todas as concentracdes x; sdo equivalentes escrevemos C;(y) = C(y).

Escrevemos uma outra expressdo para a distribui¢do cumulativa definindo uma Hamil-

toniana efetiva, soma da hamiltoniana composta, eq. 4.10 com um termo proporcional a

O(z; —y):

Her({25}) = H({z;}) — hO(z; —y) (4.69)
Deste modo:
. o
Ci(y) =1- lim — (InZ.y) (4.70)
B—oo oh
h=0
Obtemos:
. * erfc(y)
() =1~— 1 4.71
Gi(y) dm P ko) (4.71)
com:

B\ /2
7:<ﬁ) Yy+o (4.72)
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oo (BN aa (4.73)
2\ '
Apo6s algumas manipulagbes algébricas encontramos a expressao definitiva:
1 1 AY .
C(y) =1— <erfc [— (A + “___):\ (4.74
2| B\ )
A diversidade de espécies é dada quando y=0:
d=1-C(0) = %erfc {A] (4.75)

V2
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Figura 4.1: Energia livre média por espécie do modelo de replicadores aleatérios.

Figura 4.2: Energia livre média por espécie do modelo com interacdes de Hebb. Em preto a = 0.6
e em vermelho o =1.0.



Capitulo 5

Funcoes Nao Lineares

Neste capitulo propomos uma série de "experimentos tedricos"sobre o ecossistema de re-
plicadores com interagGes ndo lineares. Estudamos os efeitos das escolhas de um mecanismo
especifico de interacao, no caso em que p=aNlN sobre as propriedades de equilibrio do ecos-
sistema, particularmente a diversidade de espécies. Em todos os casos existe a dependéncia
de um valor de corte §, um limite para o grau de complementaridade (ou de similaridade)
entre espécies. Analisamos ainda os comportamentos destas propriedades de equilibrio sob

a influéncia dos paramentros de controle u e a.

5.1 Filtros

Com os filtros impomos um limite de similaridade ou complementaridade para que as
espécies interajam linearmente. Fazendo isto eliminando um certo niimero de acoplamentos
quando os valores de t;; sdo pequenos (interagoes fracas), teremos o filtro passa baixal:

t,‘j, se |tij| <0

F(t;) = (5.1)
0 , 8e ltij| > 9

Por outro lado, se eliminarmos um certo namero de interagdes com valores de ¢;; grandes
(interagoes fortes), teremos o filtro passa alta:
tij, se ltijl >0

P(ty) = (5.2)
0, se |t;| <6

'No filtro passa baixa o niimero de fra,qos complementares ou similares entre pares de espécies tende a
ser intermedidrio. J4 no filtro passa alta, este niimero tende a ser elevado.
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Figura 5.1: Filtro passa baixa.

/

/

Figura 5.2: Filtro passa alta.

Uma medida do quanto as fungdes F'(¢;;) se afastam do caso linear &€ dada pela variancia
do ruido gaussiano equivalente da propriedade de Sompolinsky (ver capitulo 4 e apéndice
A):

Filtro passa baixa:

- 0 2, _
5)2'pb(aa9) = a(ng - Jjgpb) = (1 — Jgpp), Jrpp = 1 — exfc (—\/—_2.) - ;96 0*/2 (5.3)

Se § — oo, entao 62,, — 0 e recuperamos o caso linear. Temos ainda:

Filtro passa alta:

') . = 0 2 _f2
6% pal0,0) = a(J 7,0 — J?pa) = aJipa(l — Jpa), Jfpa = erfc (ﬁ> + \/;ee /12 (5.4)

E recuperamos o caso linear quando § — 0,

Observe que Js,, — 1 — Jyp, € portanto 6?pb = 6?1,0_, ou seja os filtros se afastam do caso

linear na mesma medida.
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A figura 5.3 traz a variancia em funcao de 0 para diversos valores de a. Observe o ponto
de maximo em 0.25c para iy ~1.58 , independentemente do valor de a, o qual influencia o
comportamento das propriedades de equilibrio.

Na figura 5.4, & esquerda, a diversidade é func¢ao de 6 para alguns valores de « e a fungao
ndo linear é o filtro passa baixa. Note que a diversidade decresce com o aumento de 6,
especialmente quando a >0.5, devido ao aumento da contribuicdo dos termos aleatérios do
funcional adaptabilidade (capitulo 4, equacao (4.8)), responsaveis pelos efeitos de compe-
ticao, superando a influéncia da pressdo de cooperacgio u e portanto levando mais espécies
4 extincdo. Os pontos de minimo quando o <0.5 sdo frutos dos picos de varidncia e estao
localizados em valores de § distintos mas préximos a fys. Um maximo na variéncia equivale
a um maximo peso das contribui¢bes aleatérias e portanto representa um nimero maior de
espécies extintas.

A direita, o caso correspondente ao filtro passa alta é uma reflexao especular da figura &
esquerda. Todas as consideragdes anteriores valem se considerarmos 6 — 0.

A redugao da diversidade com o aumento de o é melhor observada na figura 5.5, onde
cada curva traz um @ distinto e em preto temos o caso linear. O comportamento andmalo
da diversidade com 6 crescente no filtro passa baixa, que se aproxima monotonicamente
do caso linear somente quando € >2.0 (no filtro passa alta observamos um comportamento
semelhante para 6 <2.0) se deve a0 maximo da variancia em 65 ~1.58.

O comportamento das figuras 5.4 e 5.5 permanece o mesmo sob qualquer mudanga da
pressao de cooperagdo. Aumentando o pardmetro u observamos um elevagao global e quan-
titativa dos valores da diversidade.

No capitulo 4 vimos uma definicao para uma medida indireta de diversidade: o pardme-
tro de ponto de sela q {igual a m no limite de baixa temperatura) ou indice de Simpson.
Observemos o comportamento desta grandeza em fungdo da pressdo de cooperagdo u nas
figuras 5.6 (filtro passa baixa) e 5.7 (filtro passa alta). Verificamos a dominancia de poucas
espécies para pequenos valores de u, quando temos ¢ ~ N2 e z;? ~ N. Para valores grandes
de u temos ¢ ~ 1, o que significa a coexisténcia das espécies em um nimero macroscopico,
com abundancias {7 ~ 1.

Quando 6 é grande recuperamos um resultado curioso do caso linear: a descontinuidade
em g indicando a coexisténcia ou ndo de um namero de espécies para a=u=1/2. Este

comportamento fica evidente na figura 5.8.
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Uma outra grandeza de interesse para caracterizar o ecossistema é a distribui¢do das
abundancias, distribuiciio cumulativa, ou fragdo de espécies cuja densidade é inferior a um
valor y (figura 5.9). C(0) d4 a fragao de espécies extintas que tende a ser elevada para valores
pequenos de u. Aumentando-se o a fragdo de espécies extintas cresce, chegando a superar os
90%, quando u=0.3 e a=1.0 (filtro passa baixa, figura superior & direita). Valores crescentes
de u reduzem a fragio de espécies raras. Estas tendéncias se confirmam com o filtro passa

alta.

Figura 5.3: Variancia em funcao de @ dos filtros. Os valores de o estdo indicados.
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Figura 5.4: Diversidade em fungao de @ para diversos valores de o e u=0.5. Esquerda: filtro
passa baixa. Direita: filtro passa alta.
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Figura 5.5: Diversidade em fung¢éo de o para alguns valores de 8 e u=0.5. Esquerda: filtro
passa baixa. Direita: filtro passa alta. Em preto o caso linear.
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Figura 5.6: Indice de Simpson em funcéo de u para o filtro passa baixa com alguns valores

de ¢ indicados e o= 0.2 (acima), 0.4 (meio), 1.0 (abaixo). Em preto o caso linear.
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Figura 5.7: Indice de Simpson em funcdo de u para o filtro passa alta com alguns valores de
0 indicados e a= 0.2 (acima), 0.4 (meio), 1.0 (abaixo). Em preto o caso linear.
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Figura 5.8: Descontinuidade da diversidade em funcdo de u para a<1/2, com a= 0.2 (es-
querda), 0.4 (direita). Valores de @ indicados. Acima: filtro passa baixa. Abaixo: filtro
passa alta. Em preto o caso linear.
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Figura 5.9: Distribuicdo cumulativa para a=0.2 (esquerda), 1.0 (direita), #=1.0 e para alguns

valores de u indicados. Acima: filtro passa baixa. Abaixo: filtro passa alta.
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5.2 Interacoes em trés niveis

Neste caso impomos o limite de similaridade de modo que apenas os sinais das interagoes
contribuem para a matriz de acoplamentos. Qu seja, eliminamos os acoplamentos cujas
intensidades possuem médulo inferior ao valor de corte e mantemos os demais acoplamentos
a valores constantes, dependentes dos sinais. Sendo assim definimos uma interagao em trés

niveis e se §=0, dizemos que as interagdes sdo cortadas.

sign(t;;), se |t > 6
F(t;;) = ’ ’ (5.5)
0, se [ty <6

+1

I

Figura 5.10: Interacao em trés niveis.

A variancia do ruido gaussiano tem expressio:

é?n = a(jt2n - Jtzn) (56)
. 6
JE, = erfc (E) (5.7)

Jin = \/Zf"z/ ? (5.8)
m

A variancia, uma fungio decrescente de # é aproximadamente nula quando 8 >3.0 (fi-
gura 5.11) . Neste limite a diversidade é méxima, independentemente do valor de o conforme
observamos na figura 5.12. Aqui também existe o decréscimo da diversidade com a pelos

motivos j& explicados.
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Confirmamos esta tendéncia com a figura 5.13, onde temos dxo, para alguns valores de
# e u=0.5. Observa-se a diversidade crescer monotonicamente com  pela eliminacdo dos
termos ndo diagonais da matriz de acoplamentos, responsaveis pelos efeitos de competicao.
As demais grandezas (figuras 5.14 e 5.15) apresentam o comportamento qualitativo ob-
servado nos filtros. O caso linear aparece em preto na figura 5.14 para comparagio. A
dominancia de poucas espécies é maior quando 0=0.0. Na figura 5.15, a fracdo de espécies

extintas tende a cair com o aumento de u, como j4 observamos.

04 T T T T T

Figura 5.11: Variancia em funcéo de 0 da interacio em trés niveis. Os valores de a estio
indicados.
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Figura 5.12: Diversidade em fun¢io de 6 da interagido em trés niveis para diversos valores

de o e u=0.5.
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Figura 5.13: Diversidade em funcdo de a da interacdo em trés niveis

de 8 e u=0.5. Caso linear em preto.

para diversos valores
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Figura 5.14: Indice de Simpson em funcao de u da interacdio em trés niveis para alguns

valores de 6 e o= 0.2 (acima), 0.4 (meio), 1.0 (abaixo). Em preto o caso linear.
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Figura 5.15: Distribui¢ao cumulativa da intera¢do em trés
(abaixo) e 0=1.0.
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5.3 Linearidade e saturacgao

O experimento final consiste de fazer as espécies com forgas de interagao suficientemente
fracas, cujas magnitudes em mé6dulo s@o inferiores a 6 interagirem linearmente. As demais

interacdes contribuem apenas com os seus sinais, tendo o moédulo constante e igual a 6.

tij, se ltijl <@
F(ti;) = (5.9)
sign(tij), se |tij| >0

Figura 5.16: Linearidade e saturagao.

Esta func¢do possibilita estudar a composi¢ao dos efeitos das fungbes anteriores, o filtro
passa baixa e as interacdes em trés niveis (no caso das interagdes cortadas, com 0=0).

Vejamos a variancia do ruido gaussiano equivalente:

&y = a(J; = Jf) (5.10)

J2 = (6% — 1)erfc 9\ _ 290
T = (6 = Dyerte ( = “9e"1 41 (5.11)
Jis =1 —erfc (\%) (6.12)

Note que Jis = Jypp + Jin € J?s = j)?pb + 02jt2n.

A figura 5.17 traz a variancia do ruido gaussiano em funcdo de 6 para diversos o, cujo
comportamento ¢ bastante semelhante ao exibido na figura 5.2, exceto pelo ponto de maximo
em ~ 0.5a e Oy, ~0.85. Portanto o ponto de méaximo é deslocado e menor do que o

encontrado naquele caso e isto é claramente uma influéncia das interagoes constantes.
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A reduc¢do do maximo da variancia tem efeito sobre a figura 5.18, onde d é fungdo de 4,
para diversos valores de a. A diversidade decresce com o aumento de €, conforme visto no
filtro passa baixa, € 0 minimo para a <0.05 ocorre em torno de fgrs ~0.85, tendo menor
pronunciamento do que o do primeiro caso. Quando a=0.2 quase ndo ha decréscimo de
diversidade e se a=1.0 e # ~3.0, a diversidade é menor do que no filtro passa baixa, ja que

a variancia ¢ proporcional aos termos J2 e J2 < J7,,
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Figura 5.17: Varidncia em funcido de # das interagdes lineares e saturadas. Os valores de o
estdo indicados.

Estudando como a frag@o de espécies sobreviventes varia com o, figura 5.19, observamos
que as curvas decaem rapidamente para o >0.5 e tendem a se aproximar do caso linear (em
preto) ja quando # >2.0. Quando a <0.5 os valores da diversidade sdo maiores do que no
filtro passa baixa e verificamos uma fracdo beirando os 100% quando a <0.3. Novamente a
variacao do parametro u nao altera o comportamento qualitativo das curvas.

Na figura 5.20, variacdo do indice de Simpson com o pardmetro u, observamos que uma
tendéncia ao colapso sobre a curva em preto, o caso linear, mais rapidamente do que quando
usamos as funcoes anteriores. O comportamento segue o padrao das demais fungdes nio
lineares, assim como na distribui¢io cumulativa, figura 5.21. A secio seguinte apresenta

uma comparag¢do das medidas de diversidade para todas as fung¢bes nao lineares.
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Figura 5.18: Diversidade em funcio de 6 das interagdes lineares e saturadas para diversos
valores de a e u=0.5.
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Figura 5.19: Diversidade em funcéo de o das interagdes lineares e saturadas para diversos
valores de 8 e u=0.5. Em preto o caso linear.
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Figura 5.20: Indice de Simpson em fungio de u das interagdes lineares e saturadas para
alguns valores de 6 e a= 0.2 (acima), 0.4 (meio), 1.0 (abaixo). Em preto o caso linear.



Capitulo 5. Fung¢des N3o Lineares 53
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Figura 5.21: Distribuicdo cumulativa das interacoes lineares e saturadas para a=0.2 (acima),
1.0 (abaixo) e 6=1.0.
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5.4 Comparando funcgoes nao lineares

Nesta secao comparamos as propriedades estatisticas das fungoes lineares buscando iden-
tificar os principais fatores responséveis pelo comportamento da diversidade. Ainda compa-
ramos os resultados analiticos e os obtidos da resolu¢iao numeérica da equagao de replicadores
(capitulo 3, equagao (3.1)).

A eliminagao dos termos aleat6rios faz a diversidade crescer com 6 (figura 5.22), quando
escolhemos o filtro passa alta e a interagdo em trés niveis. A diversidade méxima para 0
grande também se deve ao efeito da eliminagdo das interagdes entre pares altamente comple-
mentares. Neste caso a competigdo intraespecifica é o fator predominante. No filtro passa
baixa e na linearidade e saturagao o efeito é inverso. Esta Gltima funcgdo tem a diversidade
caindo mais rapidamente com 6.

Na figura 5.23, onde a diversidade é fungao de a, o filtro passa alta tem uma fragio de
espécies sobreviventes decaindo mais rapidamente. Quando a=1.0 a diversidade decresce
na seguinte ordem de escolha da funcio nio linear: filtro passa baixa, interacdo em trés
niveis, linearidade e saturagio, filtro passa alta e finalmente o caso linear (em preto). Isto se
explica pelo comportamento das variancias, proporcionais aos termos J2. Para um dado
estes termos crescem na seguinte ordem: Esta sequéncia tem o correspondente efeito também

ilustrado na figura 5.26, onde temos a distribui¢cdo cumulativa para trés valores de a.

Ty < Jf < I < TP, < Jfnear = 1.0
Os resultados analiticos concordam com os resultados numeéricos na regiao em que as
solugbes com simetria de réplicas sao estaveis em baixa temperatura [29]. No caso aleatério
gaussiano a regido de estabilidade corresponde a u < /2 [15, 16] e no caso linear temos a
regidao quando u < a=0.5 e @ > 0.5, u < a. As curvas seguem o padrao do caso aleatério,
com solucdes analiticas se distanciando das solugSes numéricas para u < /2 nas figuras 5.24

e 5.25.

A figura 5.26 sugere que no modelo tal regido corresponda a a pequeno, ja que a concor-

dancia tende a piorar na medida em que « cresce.
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Figura 5.22: Diversidade em fungéo de # com a=1.0 e u=0.5. Filtro passa baixa em azul,
filtro passa alta em verde, trés niveis em vermelho e linearidade e saturagio em laranja. Os
simbolos indicam a solugdo da equacdo de replicadores para 300 espécies e 100 amostras de
configuragdes e condigbes iniciais.
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Figura 5.23: Diversidade em funcéio de a com #=1.0 e u=0.5.Cores e simbolos como na figura
acima.Solucdo da equagao de replicadores para 300 espécies e 100 amostras de configuracdes
e condicoes iniciais.
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Figura 5.24: Indice de Simpson em fung¢do de u com a=0=1.0. Caso linear em preto, filtro
passa baixa em azul, filtro passa alta em verde, trés niveis em vermelho e linearidade e
saturagao em laranja. Os simbolos indicam a solugfo da equagio de replicadores para 200
espécies e 100 amostras de configurages e condigbes iniciais.

Figura 5.25: Densidade de energia livre em fungdo de u com a=60=1.0. Cores e simbolos
como na figura acima.
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Figura 5.26: Distribuicdo cumulativa das fungdes ndo lineares para 6=1.0 e u=0.5. Filtro passa
baixa em azul, filtro passa alta em verde, trés niveis em vermelho e linearidade e saturacio em laranja.
a=0.2 (acima), 0.6(meio), 1.0 (abaixo). Os simbolos indicam a solugdo da equacdo de replicadores
para 200 espécies e 100 amostras de configuracoes e condig¢des iniciais.
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Conclusao

Esta dissertagdo teve como principal motivacao investigar as condi¢es que influenciam
a estrutura de uma comunidade biol6gica, em termos da biodiversidade e abundéncias. Pro-
pomos um modelo de comunidade biolégica no qual N espécies interagem par a par via
interacbes simétricas aleatérias e a evolugido temporal de suas abundéncias é descrita pela
dinémica de replicadores.

No capitulo 2 estudamos as técnicas analiticas utilizadas para determinar as propriedades
estatisticas de equilibrio do modelo, um sistema desordenado, cujo comportamento é do tipo
vidro de spin.

No capitulo 3 apresentamos a dinamica de replicadores e os modelos com interagoes
aleatorias, dentre os quais o nosso.

No capitulo 4, por meio do método de réplicas e da propriedade de Sompolinsky, deriva-
mos a energia livre média por espécie, juntamente com os pardmetros de ponto de sela, um
dos quais é interpretado como o Indice de Simpson. Esta grandeza é uma medida indireta
do namero de espécies sobreviventes no equilibrio. Determinamos ainda, a distribuicdo cu-
mulativa, fracdo de espécies com abundéncias inferiores a um dado valor, propriedade que
permite calcular a diversidade de espécies ou total de espécies presentes no sistema ecolégico
em equilibrio. Neste capitulo ainda validamos a generalidade do modelo, recuperando os ca-
sos aleaté6rio gaussiano e linear a partir das expressoes analiticas das prbpriedades estatisticas
no equilibrio.

No apéndice B, um complemento ao capitulo 4, estudamos analiticamente o caso em
que p é finito. Derivamos a densidade de energia livre e os parametros de ponto de sela,
introduzindo um desvio na probabilidade de aparecimento de um trago. Uma perspectiva que

se coloca é a da determinagio da distribui¢ao cumulativa, bem como da resolucao numérica
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dos parametros de ponto de sela, dados por sistemas de equagdes acopladas.

No capitulo 5 escolhemos quatro fungdes moduladoras, impares e nao periddicas, ade-
quadas & aplicacio da propriedade de Sompolinsky e para explicitar os efeitos dos sinais
das interagdes [24]. Supomos a existéncia de um limite para o grau de complementaridade
(ou de similaridade), expresso pelo valor de corte 6, que molda o comportamento de cada
funcdo. Estudamos o efeito da eliminagao de interagdes fracas ou fortes (filtros passa baixa
e passa alta), da presenca de interagbes saturadas (interagdes em trés niveis ou cortadas) e
finalmente de uma fungao linear e saturada a depender de 6.

Nossas observacoes mostram que influenciam as medidas de diversidade, além da com-
peticao intraespecifica, j4 conhecida da literatura [15, 16, 17, 19, 28], o total de tragos e a
presenga de espécies altamente complementares (ou altamente similares), além dos termos
aleat6rios que representam a competigdo interespecifica.

Independentemente da fungdo nao linear, o total de tragos influencia todas as medidas
da diversidade e a distribui¢do das abundéncias de um modo similar ao que acontece no caso
linear. Quanto maior o tamanho do conjunto de tragos, ou seja da complexidade de uma dada
espécie (portanto do ecossistema), maior é a probabilidade de encontrarmos pares altamente
complementares. Como existe um vinculo de produtividade constante, estas espécies tendem
a dominar a comunidade biol6gica, suas abundancias tendem a crescer levando um namero
maior de espécies i extingdo. Os termos aleatorios, elementos ndo diagonais da matriz
de acoplamentos, sao responsaveis pelos efeitos de competi¢do. Quando suas contribui¢oes
superam a influéncia da competicao intraespecifica medimos uma fracdo menor de espécies
em coexisténcia.

Imaginemos que as espécies estejam conectadas umas as outras por um rede de ligacoes,
a rede comunitéria. Esta dissertacio abordou o caso em que desconectamos seletivamente
suas ligag6es. Na referéncia [23] discutimos a desconexao aleatéria das ligagdes (o chamado
modelo de dilui¢io aleatéria) e temos o mesmo conjunto de equagoes de ponto de sela des-
crevendo ambas as situagbes. Nos casos aleatério gaussiano e linear a rede comunitéria é
completamente conectada. Na mesma referéncia ainda fazemos a anélise de estabilidade das
solugbes com simetria de réplicas. Determinamos as regioes de estabilidade para trés das
fungées nao lineares estudadas no capitulo 5.

Neste trabalho propomos uma idealiza¢do de uma comunidade biol6gica na qual relacoes

de competicao e de cooperagao ocorrem entre espécies com igual nimero de tragos, equiva-
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lente a um potencial semelhante de exploragdo do ambiente. Desconhecemos os mecanismos
responséaveis pela atribui¢do de um determinado conjunto de tracos a uma dada espécie e por
isso os representamos por variaveis aleatérias independentes. Esta é a principal limitagao do
modelo, se ndo lembrarmos que as interagées nao possuem qualquer evolugdo temporal. Tais
limitacOes sugerem a elaboragio e investigagdo de novos modelos para revelar outros efeitos,

mecanismos ou principios responséveis por regular o nimero de espécies e suas abundancias

em um ecossistema.



Apéndice A

Demonstracao da Propriedade de
Sompolinsky

Neste apéndice provamos que acoplamentos dados por fungdes nao lineares da regra de
Hebb sdo equivalentes, no limite termodinamico aos acoplamentos dados pela regra de Hebb

somada a um ruido gaussiano estéatico, cuja varidncia tem relagio com as fungdes nao lineares.

Ou seja:

_\/j 1 - Bept N—ooo J 3 Bep L ;L
NF<\/5[;&§]' N;&i&j +6i5, J >0, £ (A1)
na qual:
N NéZ. -
P(8i5) = 1/ 555 oxP [_ %;ﬂ} , =202 (A2)
J? = (F%(t;)) = ~ Dz F3(z) < oo (A.3)
J= - Dz zF(z) (A.4)
(F(ti)) =0 (A.5)
e

P(E) = (6 1)+ 2 (€l + 1) (A6)
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Recorremos a expansao em poténcias de 3 (expansdo em série de alta temperatura) da

funcao de particao de n réplicas, (Z™).

Fazemos isto para os trés casos, gaussiano, Hebb

linear ¢ Hebb nao linear. No limite termodinamico demonstramos que a soma das séries dos

casos gaussiano e Hebb linear é igual a série do caso Hebb nao linear.

Comecemos por analisar o caso gaussiano.

réplicas:

(2™ = <’I¥ exp |—BY > bizias

o (i,5)

Expansao em série de poténcias:

1B (65) > 28l

(i.3) a

(2™ :’Ik{

2| ZZ (6i56k1) Z a:“lg; $a2x'112

(i,3) (k1)

P () 3 e

(,7) a1, 8k

ay,a2

Calculando os momentos de d;; chegamos ao resultado:

se

(5)=1

J2TI(k +1)/2]2¥20%,

se

Logo:

,32(52
1+2‘N

(%)
)

LBl
+ o5 \/_I‘[(k+1/2]2k/2 Y Z z?

(7’7]) a1, ak

§ a) .21 .02 ,..09

(:,7) e1,@2

2, 2, g

(’L ]) a1y,

(2 :’n{

ﬁtt
4!

a.4 a4

+

(’I,]) (’i‘ l)a'ly e

1k .7k

EZ 5 :z:ala:“lazaza:”a:k zpart et

Seja a funcdo de parti¢io do método de

) e
5

(A7)

i

e (A.8)

ak‘l‘

)

kpar

k impar
(A.9)
k par

(A.10)
"Jf' -

A, O
wlk m]k +-

s
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Passemos ao caso Hebb linear. Temos a func¢ao de parti¢do do método de réplicas:

(Z”):<Trexp B> Jjziad > Jij = mZg“g;*, i£j (A1)

a (i,7) £ p=1

E a respectiva expansao em série de poténcias:

(2™) ’Ilr{l~ﬂz U)Zm“x“+

(=A)* o (4.12)
AP IREDDRCIE VD D ?:---m?:m;*:+"'}
) (ilajl) (ikvj’c) A1y 4G
Calculando os momentos de J;; obtemos a expressao:
(") :ﬁ{ 0 ()2 S S anepatiay
(i1,i2) 1,02
By a
_ﬁ(m) z Z Z Z muxzzmuxz:xtamu
(i1,i2) (32,i3) (i3,i1) 21,03
IB p (73 G a. a
ZIT<N’I)J Z Tiy Tiy " Tiy Tiy
o (7 (i) .m0 (A.13)
P %
tG(F) T Y apeeatagapee
(i1,i2) (t3,24) 21,0
ORI IR IS WP I -t

i1 Vig Mig 1.3 13 14 Yig4 Y11
(i1,22) (i2,i3) (i3,i4) (i4,i1) @1, @

.+_
———

Finalmente o caso Hebb nao linear. Seja a fungio de partigio do método de réplicas:

(Z2™) = <Tr exp -8 —‘I/VﬁF(tij)m?x‘; > , bt = \/%3 ;ﬂ‘ﬁf, i£j (Al4)

a (7').7) E

Fazemos a expansdo em série de poténcias:

(Z2™) —TI‘{ 1- ﬂz \/_ (F(ti5)) Zwama R ( k Z
(.5) (i1,31)  (ikod)

(A.15)
<F(t1'1j1)"'F(tikjk) Z (1: o “a:“‘ur---}

£

e Tk
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Sabendo que as varidveis aleatorias t;; sdo dependentes e calculando os momentos de

F(t;;) chegamos & série:

(Z2™) = ’IY{ 1+ — <N2) J? Z Z L i e i

{i1,22) 1,02
;33

— ) ( ) z Z Z Z x“‘m“lz‘”m”wim”

!
3t (41,22) (12,13) (ia,i1) @103

2Tt D aital sl

(i1,i2) ay

z Z(J2)2 Z L P i R P e

13 1q
(i1,12) (i3,i4)

zzzz(

(i1,i2) (i2,i3) (i3,14) (ia,i1)

2%'

>

.A|Tb

zwéa@

-‘:]‘:;
S—
<

: %IQ
W—’/—\/‘\/-\/—\

+

onde:

p(3=R)/2 gk — (F(tiyig) F(tigia) - - Ftii,))

Tk = <Fk(tij)> - /_ ~ DaFt ()

kpar

a a2 a.3
> E T T xy e x T

(A.16)

(A.17)

(A.18)

Agora verificamos quais termos realmente contribuem para as expansdes em séries de

alta temperatura no limite termodinidmico. Como (Z™) ¢ uma grandeza extensiva, somente

os termos proporcionais a N serdo efetivos quando N — co. Representando tais termos por

grafos temos:

-

S

~
-~

@=zm
-
-
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E sio justamente os termos correspondentes a circuitos fechados, com cada sitio tendo
um nimero par de ligacdes, os que realmente contribuem para a fungao de partigao no limite
termodindmico. Sendo assim:

Caso gaussiano:

2 52
(2" =Tr {+%—N—22wmxm } {1+§N(J2 J2)}:mem zy
(i1,i2) 81,02 (i1,i2) 1,92

(A.19)
Hebb linear:

n\ __ __2 a a1 ,.a
<Z)_’n{1+ A SN efafiaa

(¢1,i2) 21,02

‘W\Fzﬂ > 2 D 3 ehahalalelel (A.20)

(%1,32) (32,23) (i3,81) 21,0

4

MNZZZZZ%&W&M+}
(31,32) (i2,i3) (i3,24) (i4,i1) @1, @

E finalmente temos a expansao do caso nio linear cujo resultado é exatemente a soma

das contribui¢des das séries anteriores:

<z">=fn{ + ﬁj‘v“ﬂz > el al

(i1,i2) 21,02

3
—%—]%JS Z Z Z Z m“‘r“‘wnwmm x5 (A.21)

(¢1,i2) (i2,i3) (33,51) @1y >0
@szzzzwwwwww}
("11"2) (1211’3) ("3 14) ('54 'l-l) a1, ,a

Como queriamos demonstrar.
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Apéndice B

Interacoes Nao Lineares: p finito

Discutimos o limite em que p permanece finito quando N — oco. Usando a expansao
da func¢io nao linear em série de poténcias derivamos uma expressio para a energia livre
média por espécie e também para os parametros ou condi¢oes de ponto de sela [25, 26).
Como o total de vari4veis aleatérias no sistema permanece finito no limite termodinamico,
a propriedade de auto-mediancia emerge naturalmente. A partir deste ponto realizamos o
célculo do limite para o estado fundamental, determinando as propriedades de equilibrio dos

estados estacionérios.

B.1 Energia livre

Seja o funcional adaptabilidade ou hamiltoniana do modelo:

1 VP U 2
~F=H=; ; N Fig)zz; +5 ;(m,-) : (B.1)
1 & ‘

No limite termodindmico, a expansao de F em série de poténcias conduz & expressao para

as intensidades de acoplamento:

p
Ji =% iy ghel - hy grereie + v G 1] € (B.3)
p=1

i p<y

Definindo as vari&veis auxiliares a seguir:
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mt = % Zaliff' (B-4)

1
m = 3wl (B-5)
A %Z-’L‘iﬁflﬁfz g (B.6)

Podemos escrever o termo de acoplamento na forma:

3 disww; = N | J D (mF)? + DY (m)? 4 - 4 Jp(m!P ) (B.7)
i£) 2 pu<v

E determinamos os coeficientes J; multiplicando ambos os lados da eq. (B.3) por termos
do tipo HL _1£¢" e tomando a média sobre a distribui¢io das variaveis .
Para tornar os resultados mais interessantes, introduzimos um desvio nesta distribuicao

de probabilidades, interpretado como um viés para favorecer um trago da i-ésima espécie:

PE) = o6~ 1)+ 5B €+ ) (B.5)
Obtemos:
N <g}g}J,-,—>
— £
= T e (B-9)
N (gleleredss; )
_ ¢
R e P (B10)
N ([T €65 95),
J = 1<l<p (B.11)

Ttet+(p—Det’
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p
Jp=N <H fﬁ‘ﬁfc]ij> (B.12)
£

p=1

Passemos ao céalculo das grandezas termodinamicas. Temos a funcdo de parti¢ao:

Z = / > de; 5 | N =N gz, | e Pz (B.13)
"o (v

Substituindo o termo de acoplamento, eq. (B.7) na Hamiltoniana e esta, por sua vez na

fungdo de parti¢do encontramos:

Z :/0001:[(13;,-5 (N— Zm)

2
2 2 P
BN v "
xexp ——— |1} Zgg‘mi +hy Z&ﬁ‘fm +et ZHfil‘i
3 1 u<v 1 . p=1
Bu 2
<o (-5 e
(B.14)
Usando a identidade gaussiana:
- dz 122 Aa?
273 79 — \[Ae2 B.15
/oo V2 ( )
E a propriedade da fungdo delta de Dirac:
o0 o0 dk (e
s 0= [ [y o) e (8.16)
—o0 J—oo m

Escrevemos a fungio de particdo na forma mais adequada para a integracéo no limite

termodinamico:

IEQP 11em Srevinn

~ o e o
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SRty H\f( § P |3 2007
v |N o
H \/7( “y e |y g (¥2
aly12 P .
H \/7 ‘;(y 2p) J (B.17)

X /0 Hd:ci exp [—- Xi:kmi _ 7“(561)2
X exp |:1/,6J1 ZY’lﬂ Zgitxz 4t \/IH—'-EY;DHI]ZH&?Q?{I
©w i i n

No limite em que N — co a propriedade de automediancia emerge naturalmente da
expressao anterior. Isto nos permite fazer a integracdo em ponto de sela, para obter a

expressao para a densidade de energia livre:

01 =k 5 307 4 5 %}Y“” ot Sy
7 Y

o p
+ <1n/ dz exp {—%Eﬁ — (lc +vBh Zguylu + .-+ /BT, H guypm...p) az} >
0 12 p=1

(B.18)

£

Usando a relagdo /BY}*#2"# = m#1#24 obtemos uma expressdo final para a densidade

de energia livre:

+1Il< 25u>g

2
bR R [Temt > (B.19)
# 3
erfe (/c + \/J_lzuﬁ'“m“ 4ot \/j;nﬂgpmm...p)} >
3

—Bf =k+ 5= [Z:(m”)2 ) M+ (m12 7)2

##V
g
+ <1n

As variaveis k£, m*, m*’,--- sdo dadas pelas condigbes de ponto de sela:

V256u

of  of of af -0 (B.20)
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Fornecendo as seguintes expressoes:

(<z>7) =1 (B.21)

mk = (¥ <z >71), (B.22)

mi? P = <Hg“ <z >T> (B.23)
I

3

Onde < --- >7 indica a média sobre a distribuigao de Gibbs:

SN — 3, 2 )e- PRz

B B.24
T dzid(N — 3, z)e~PH{=D (B24)

Note que recuperamos a defini¢ao das variaveis auxiliares m#1#2 # equagoes (B.4), (B.5), (B.6)

no limite termodinamico.

B.2 Limite de baixa temperatura

Fazendo o limite de baixa temperatura, 3 — oo, obtemos a expressao final para a densi-

dade de energia livre no estado fundamental:

fo=—k- [\/J—l S me”'“”]

(B.25)

£
com:

E+ VIS et 44 T [] e w7 > 0 (B.26)
© o

Ap6s manipulagdes algébricas e definindo as variaveis a seguir determinamos os parame-

tros de ponto de sela em baixa temperatura. Considere:

A/ A =D, A=Y e Ay =12 (B.27)
“ uFv
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Temos:

p

k=—u-— Zel VA (B.28)

=1

p
ml (ot Jo— e 0y) = el T(u+ eI - i > et R, (B.29)
=1 £t

O indice t equivale a um indice de trago, ou sejat = 1,2,--- ,p. O indice t’ representa

os indices das variaveis auxiliares (equagoes (B.4), (B.5), (B.6)), ou seja t’ < p, uv,---.
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