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Resumo

Nesta tese apresentamos a abordagem da MecAnica Estatistica para o cldssico problema de otimizagao
denominado problema da particdo numérica (PPN), que é definido como: Dada uma seqiiéncia de
N niimeros reais positivos {a,, az, ..., @x }, 0 problema consiste em particioni-los em dois conjuntos
complementares, A e A®, tais que o valor absoluto da diferenga da soma dos a;s nos dois conjun-
tos seja minimizada. No caso em que os a;’s sdo varidveis aleatérias estatisticamente independentes
distribuidas uniformemente no intervalo unitdrio, este problema A P-completo equivale ao problema
de encontrar o estado fundamental de um modelo de Ising antiferromagnetico aleatorio de alcance
infinito. Conseqiientemente, a andlise probabilistica do PPN pode ser realizada com as ferramentas
da Mecanica Estatistica de sistemas desordenados. Neste trabalho empregamos a aproximagéo re-
cozida (‘annealed’) para derivar uma expressdo analitica para o limitante inferior do valor médio da
diferenca para partigSes tanto com vinculo de cardinalidade quanto sem vinculo para grandes valores
de N. Além disso, calculamos analiticamente a fragiio de estados metaestéveis, isto €, estados que pos-
suem a menor energia mediante todos os vizinhos (estados que diferem pela troca de um \inico spin).
Concluimos a andlise da abordagem direta, cujas instdncias {a;} sio fixas e as parti¢Ses sdo varidveis,
com o estudo analitico da versio relaxada deste problema de programagcdo inteira N'P-completo.

Na segunda parte desta tese propomos e exploramos uma abordagem inversa para o PPN, no qual as
partigGes Gtimas sdo fixas ¢ as insténcias sdo varidveis. Especificamente, usando o método das réplicas
estudamos analiticamente o espago de configuragdo do problema da partigdo numérica. Mostramos
que, independentemente da distribuigdo de entradas das instincias, existe um limitante superior c./V
para o niimero de partigdes perfeitas aleat6rias (isto ¢, partigbes com diferenga igual a zero). Em
particular, no caso em que os dois conjuntos tém a mesma cardinalidade ( parti¢bes balanceadas)
encontramos ¢, = 3. Mais ainda, no caso de partigGes ndo balanceadas, mostramos que as parti¢Oes
perfeitas aleatérias existem somente se a diferenga entre as cardinalidades dos dois conjuntos escala

com N2,



Abstract

In this thesis we present a statistical mechanics approach to a classical optimization problem called
the number partitioning problem (NPP), which is stated as follows. Given a sequence of N positive
real numbers {a,, az, ..., ay }, the number partitioning problem consists of partitioning them into two
sets A and its complementary set A° such that the absolute value of the difference of the sums of
a; over the two sets is minimized. In the case in which the a;'s are statistically independent ran-
dom variables uniformly distributed in the unit interval, this N’P-complete problem is equivalent to
the problem of finding the ground state of an infinite range, random antiferromagnetic Ising model.
Hence the probabilistic analysis of the NPP can be carried out within the framework of the standard
statistical mechanics of disordered systems. In this vein we employ the annealed approximation to
derive analytical lower bounds to the average value of the difference for the best constrained and
unconstrained partitions in the large N limit. Furthermore, we calculate analytically the fraction of
metastable states, i.e. states that are stable against all single spin flips. We conclude the analysis of the
so-called direct approach, in which the instances {a;} are fixed and the partitions are variable, with
the analytical study of the linear programming relaxation of this A'P-complete integer programming.
In the second part of this thesis we propose and explore an inverse approach to the NPP, in which the
optimal partitions are fixed and the instances are variable. Specifically, using the replica framework
we study analitically the instance space of the number partitioning problem. We show that, regardless
of the distribution of the instance entries, there is an upper bound o, N to the number of perfect
random partitions (i.e. partitions for which that difference is zero). In particular, in the case where
the two sets have the same cardinality (balanced partitions) we find o, = % Moreover, in the case of
unbalanced pattitions, we show that perfect random partitions exist only if the difference between the

cardinalities of the two sets scales like mN/2,
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Capitulo 1

Introducao

Esta tese apresenta uma abordagem Fisica de um problema oriundo da Ciéncia da Computagdo tedrica
chamado de Problema da Partigdo Numérica (PPN). Primeiramente vamos contextualizar este pro-
blema segundo uma perspectiva que o torna relevante, apesar de corrermos o risco de nos afastar do
viés fisico caracteristico deste trabalho. Por se tratar de um problema notadamente interdisciplinar,
vamos iniciar nosso estudo com uma digressdo sobre a teoria da complexidade computacional: essa
perspectiva vai nos dar uma idéia da existéncia de um mundo muito diverso do qual estamos acostu-
mados em Fisica, mas que possui com esta uma interface significativa que vem sendo explorada nos
ultimos anos.

A teoria da Complexidade Computacional dedica-se a andlise e a classifica¢do de algoritmos associ-
ados a problemas de otimizagdo. Algoritmos sio procedimentos passo-a-passo para resolver um pro-
blema. De forma concreta, podemos penséd-lo como sendo simplesmente o programa de computagio
escrito em uma linguagem de programagéo especifica. Dizemos que um algoritmo resolve um prob-
lema IT se ele puder ser aplicado a qualquer realizagéo de II garantindo produzir sempre uma solugo.
Em geral, estamos interessados em encontrar algoritmos ‘eficientes’ para resolver o problema. No
sentido mais amplo, a nogio de eficiéncia envolve vérios aspectos dos recursos computacionais
disponiveis. Normalmente o algoritmo mais eficiente significa simplesmente o mais rdpido. A medida
mais rigorosa da eficiéncia é feita por meio da fungdo complexidade temporal que depende somente
do tamanho do problema.

H4 uma diversidade enorme de algoritmos que diferem pelas suas fung¢bes complexidade temporal, €
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a caracterizagdo de quais deles sdo eficientes o bastante ou quase ineficientes dependeria a principio
dos recursos computacionais. Contudo, os cientistas da computagéo formularam um critério robusto
para distingii{ -los ¢ fornecer uma resposta para essa questdo. Foi introduzida a nogdio de algoritmo
que processa em um tempo polinomial e outros ‘que gastam um tempo exponencial. Um algoritmo
polinomial & aquele cuja fungio de complexidade é da ordem O (p(n)) , onde p(n) é um polindmio
de grau n (tamanho do problema). Um algoritmo cuja fungio complexidade temporal ndo pode ser
limitada por um polindmio € dito ser um algoritmo de complexidade temporal exponencial. Essa
nogio desempenha um papel crucial na classificagéio dos problemas e independe da capacidade de
processamento .das mdquinas ou dos detalhes de implementagiio do programa. Essa distingdo leva
ao surgimento de duas familias de problemas, os denominados tratdveis, para os quais se conhece
um algoritmo polinomial, e os denominados intratdveis que sdo tdo dificeis que nenhum algoritmo
polinomial pode resolvé-los.

Essas idéias ja foram discutidas em 1964 por Cobham {19] e por Edmonds [20}. O tempo de com-
plexidade € definido como a medida do pior caso, de forma que, por exemplo, um algoritmo com
tempo de complexidade 2" significa somente que pelo menos uma instincia de tamanho n pode re-
querer tanto tempo para ser resolvido. A solugiio da maioria das instincias realmente requer muito
menos tempo. Como exemplo citamos. 0 algoritmo simplex desenvolvido para resolver problemas de
programagéo linear que foi mostrado ter complexidade exponencial [Klee e Minty, 1972], mas que na
pritica funciona impressionantemente ripido. Este ¢ também o caso do algoritmo Branch-and-Bound

quando aplicado ao problema da Mochila [6,7]. Infelizmente, exemplos como esses sdo raros.

Problemas NP-completos

A busca de métodos para investigar os problemas intratdveis e para entender a relagio entre eles levou
a descoberta de uma familia de problemas especiais. Em 1960 Dantzig [21] reduziu vérios problemas

de otimiza¢do para um problema geral de programacéo inteira do tipo zero-um, Edmonds {22], em
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1962, estudando problemas de teoria dos grafos como o problema da cobertura de vértices e o pro-
blema de encontrar o maximo conjunto independente de vértices, consegui reduzi-los a um problema
mais geral: problema do conjunto de cobertura. Muitos outros trabalhos isolados que seguiram este
caminho resultaram na teoria da M"P-completeza. A fundamentagfo tedrica foi langada no artigo de
Stephen Cook [23] em 1971, que contém muitos resultados importantes. Primeiro, Cook enfatizou
a importancia da reducdo polinomial. Se conhecermos a redugdo polinomial de um problema para
outro, isto assegura que qualquer algoritmo polinomial para o segundo problema pode ser convertido
em um algoritmo também polinomial para o primeiro. Segundo, ele chamou a atengfio para uma
classe de problemas de decisdo que poderiam ser resolvidos em tempo polinomial por um algoritmo
nio-deterministico (apéndice A) que foi denominada de classe NP ( mdo-deterministico polinomial).
Um problema de decisdo é aquele cuja solugdo € sim ou ndo. Todos os problemas intratdveis quan-
do enunciados como problemas de decisfio pertencem a essa classe. Terceiro, ele provou que um
partiGuiar problema em AP conhecido como o problema da satisfabilidade tem a propriedade de
que todos os problemas em A'P podem ser reduzidos polinomialmente para ele. Se o problema da
satisfabilidade for resolvido em tempo polinomial entfio todos os problemas na classe NP também
poderdo ser resolvidos por um algoritmo polinomial, acabando assim com a nogéo de intratabilidade.
O problema da satisfabilidade passou entdo a ser o problema mais dificil nessa classe.

Subsegiientemente, Richard Karp [24] apresentou em 1972 uma cole¢do de resultados provando que
existem outros problemas de decisdo, como o problema do caixeiro viajante, que sdo téo dificeis
quanto o problema da satisfabilidade e dotados da mesma propriedade quanto a redutibilidade. Esses
resultados passaram a pertencer a uma nova classe que recebeu o nome de classe A'P-completa.
A prova de que P = NP ou P # NP estd entre os mais fascinantes e desafiadores problemas em
aberto da atualidade. Uma descri¢do introdutéria e detalhada dos topicos discutidos acima pode ser

encontrada no apéndice A.

Problemas de otimizagio
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A otimizagfio preocupa-se com a computagio e a caracterizagio dos minimos (ou méximos) globais
de fungdes lineares ou ndo-lincares. Gragas ao interesse atual na modelagem matemdtica de sis-
temas do mundo real, problemas de otimizag 3o global estdo sendo usados em uma gama cada vez
maior de aplica gBes. Tais aplicagdes incluem economias de escala, finangas, problemas de alocagio
e de localizagfio, pesquisa operacional, estatistica, problemas de redes e de transporte, problernas de
bancos de dados, além de muitos outros problemas que aparecem em muitas reas cientificas e tec-
nolégicas como na engenharia quimica e na biologia molecular, para mencionar apenas algumas. Com
o desenvolvimento e a implementagio de algoritmos de otimizagdo genéricos, cada vez mais € mais
cientistas em diversas disciplinas tém usado essas técnicas para resolver seus problemas especificos.
A otimizagfo estd desempenhando um papel muito importante na ciéncia e na indistria, daf a ne-
cessidade de compreendermos todos os aspectos possiveis envolvendo a dificuldade de elaboragio
de novas ferramentas praiticas {algoritmos) e tedricas (matemdtica) de otimizagido que sejam mais
eficientes para resolver os problemas ainda em aberto.

Os problemas de otimizag3o parecem se dividir naturalmenie em duas categorias: os formulados em
termos de varidveis continuas e aqueles formulados com varidveis discretas, que recebem o nome de
problemas combinatoriais. Os problemas contfnuos envolvem geralmente a busca por um conjunto de
nimeros reais ou até mesmo uma fungfio, enquanto os problemas combinatoriais envolvem a busca de
objetos que sejam finitos ou enumerdveis, tipicamente um conjunto de nimeros inteiros ou ainda um
grafo. Esses dois tipos de problemas tém caracteristicas bastante diferentes e os métodos para resolve-
los tém se tornado cada vez mais divergentes. Um problema de programagio inteira ou problema de

otimizagdo combinatorial pode ser enunciado da seguinte forma:
minimizar  E(z) = ) a;z; (1.1

sujeito a

g (@) = Y m<h (12)

i=1
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z; = 0O (1.3)

A fungdo E(z) ¢ a chamada fungfo custo ou fungfo objetiva a ser otimizada enquanto g representa um
conjunto de equagBes que devem satisfazer um vinculo de capacidade b do problema. A partir das
restrigdes (1.2) e (1.3) obtemos um conjunto de solugdes factiveis {z;} € Z, das quais uma ou mais
minimizardo a fungfo custo. Para estudar esses problemas vamos emprestar da Mecénica Estatistica

um conjunto de idéias e técnicas descritas sucintamente nos pardgrafos a seguir.

A Mecinica Estatistica

O objetivo da Mecéanica Estatistica € predizer as propriedades dos sistemas compostos por um nimero
muito grande de particulas em termos de suas propriedades mecinicas individuais ¢ das forgas entre
elas. Neste momento jd podemos perguntar quido grande € ‘muito grande’. Um grama de matéria
consiste em aproximadamente 102 dtomos. O estado de um sistema ¢ especificado classicamente
pela posigdo, velocidade e alguns graus de liberdade internos de cada um desses dtomos. As equagdes
que descrevem a evolugio temporal desses microestados, em principio, sdo conhecidas, mas € com-
pletamente insano ter esperangas de resolvé-las para as 10%® particulas. Da experiéncia do dia-a-dia
sabemos que a temperatura e a pressdo de um gds num recipiente isolado ndo mudam no tempo, muito
embora a posi¢io e a velocidade de todos os dtomos mudem constantemente. Conseqiientemente, as
propriedades macroscépicas do sistema ndo sdo sensiveis ao seu estado microscépico particular. Esta
¢ a variante fisica da lei dos grandes niimeros e constitui o ponto de partida da Mecéanica Estatistica.
Agora, ao invés de determinarmos o valor exato de uma quantidade macroscopica em um sistema sin-
gular, calculamos o sen valor médio, sendo a média tomado sobre um conjunto adequado de sistemas
similares (ensemble candnico). Note que isto funciona apenas para um grande nimero de particulas.
O resultado da Mecinica Estatistica é vilido somente para N — oo, chamado limite termodinédmico.

0 uso da letra maidscula NV é proposital ¢ certamente nos fard lembrar deste fato.
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Com o uso das ferramentas ¢ idéias desenvolvidas ¢ consolidadas na Mecinica Estatistica podemos
calcular vdrias grandezas de interesse em muitas dreas em que esse tipo de abordagem possa ser
aplicada. Existe um procedimento padrio para quem quer realizar um célculo de grandezas ter-

modindmicas médias. Primeiro calculamos a fungéo de partigio, definida como

Z=Y e PHO), (1.4)
£}

onde s denota os microestados, 8 = % ¢ o inverso da temperatura (fizemos a constante de Boltzmann
kg = 1) ¢ H é a Hamiltoniana do sistema, que leva em conta de forma explicita a interag@o entre as

particulas do sistema. A seguir calculamos uma grandeza muito importante que € a chamada energia

livre, definida como

F=-ThZ. (1.5)

da qual podemos derivar todas as demais relagdes termodindmicas [44,45].
Vidros de spin

Os vidros de spin estdo entre os mais fascinantes tépicos da Mecinica Estatistica desenvolvidos essen-
cialmente a partir da segunda metade da década de 70. O desenvolvimento desse ramo de pesquisa
baseia-se em trés diferentes abordagens: teoria, experimento e simulagio computacional. Vidros de
spin sdo uma colegio de spins, ou seja, momentos magnéticos, cujos estados a baixa temperatura estdo
congelados ¢ desordenados ao invés de seguirem algum tipo de padro uniforme ou peridédico encon-

trados em magnetos convencionais. Para produzir estes estados dois ingredientes s80 necessarios:

(i) deve existir uma competicio das diferentes interagGes entre 0s momentos magnéticos, no sen-
tido de que nenhuma configuragdo simples de spins seja unicamente favorecida por todas as

interagoes.
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(ii) Essas intera¢Ges devem ser, pelo menos parcialmente, aleatorias.

Esses fatos sugerem que o estado da matéria do tipo vidros de spin € intrinsicamente diferente de
outras formas convencionais e requer novos conceitos para descrevé-lo.

Experimentalmente ndo parece ser muito dificil encontrar vidros de spin. O primeiro tipo de sis-
tema estudado foi a solugfio de impurezas constituidas de metais de transi¢do magnéticos diluidos
em metais nobres (hospedeiro). Devido & localizagio aleatéria das impurezas algumas interagdes sdo
positivas (favorecendo o alinhamento paralelo dos momentos) enquanto outras sao negativas (favore-
cendo o alinhamento anti-paralelo dos momentos). Nao € dificil imaginar que teremos competigio
entre as interages que por sua vez estdo distribuidas de forma aleatéria ( frustracdo e desordem).
Os vidros de spin também foram encontrados em isolantes magnéticos e anéis magnéticos amorfos,
onde a dependéncia da interagdo com a distéincia é completamente diferente daquela observada nos
sistemas metdlicos cristalinos.

Esses estados congelados desordenados sugerem a existéncia de estados com magnetizagio espontinea
local 7m; = (s;) ndo nula, embora, por outro lado, a magnetizagZo total média M = + 3= m; seja nu-
la. A fim de estudar as mais diversas caracteristicas fenomenoldgicas dos vidros de spin, precisamos

langar mdo de modelos que capturem a fisica essencial desses sistemas.

Modelos

As caracteristicas dos vidros de spin sdo prontamente visualizadas em um modelo Hamiltoniano
simples apropriado para uma idealiza¢do das interagdes magnéticas entre 4tomos com momentos

magnéticos bem definidos. O modelo mais simples jd proposto foi 0 modelo de Ising, cujo Hamilto-

niano ¢ dado por

H=-"Jsis, (1.6)
i



1. Introducao 9

onde s; = *1 ¢ J;; mede a intensidade da interacdo entre os pares de spin (¢5). As varidveis deste
modelo sdo os {s;} , pois os {J;;} sdo vinculos congelados. Em experimentos convencionais, a
localizagdo dos spins ﬁ,f ¢ aleatéria e J;; € uma fungdo da distdncia lﬁ, - TZ)J' O modelo de

Edwards e Anderson [3] supde que os J;; obedecam a seguinte funcdo densidade de probabilidade

(i.i.d.)
1 \? J2
) = T
PlJs) (27TAL1‘) e"p( 2A,-,-) o a-n
com A;; = |T%), - ﬁj\ . Esse é um modelo com intera¢des de curto alcance € com invaridncia

translacional. No modelo de Sherrington e Kirkpatrick (SK) [57], os J;; s@o parimetros congela-
dos escolhidos aleatoriamente segundo uma distribui¢do de probabilidade, de forma que os primeiros

momentos sejam:

1 1
(Ji) = ~Jo e (JZ2) = ﬁﬁ' (1.8)

Este é um modelo de alcance infinito pois J;; ndo depende da distdncia. Usualmente a distribuiglo €

a Gaussiana com média Jy = 0 ¢ varidncia J = 1.

O método das réplicas

Na priética, € impossivel calcular a energia livre para uma configuragio arbitrdria de impurezas. Para
simplificar o problema, vamos supor que o sistema possa ser dividido em um grande niimero de sub-
sisternas com dimensdes superiores aos comprimentos de correlag@o. Dessa forma, construimos um
conjunto de sistemas estatisticamentes independentes, cada um com uma configura¢@o de impurezas
gerada pela mesma distribui¢do. A energia livre média por sitio fica escrita como

1

f= —ﬁwﬁanZ). (1.9)
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O célculo dessa média (...) é um problema dificil. Descreveremos brevemente um dos mais intrigantes

e populares métodos para calcular a média (1.9), conhecido como método das réplicas. Este método

faz o uso formal da identidade
A |
InZ = lim (1.10)
n—0 T
onde
Z" =Trg, exp{—B D _ His:al}. (1.11)
a=1

Alguns pontos que merecem ser ressaltados. Note que comegamos com 7 inteiro para o célculo de
Z" e quando tomamos o limite n — 0 estamos considerando-o como real. Esse € um passo delicado
no procedimento ¢ poderia levar a resultados ndo fisicos no regime de baixa temperatura. A maior
justificativa para o uso deste método tem sido o resultado das simulagGes que, em geral, concordam
muito bem com a teoria, embora haja alguns resultados matemdticos rigorosos que justifiquem esse
procedimento [4].

A aleatoriedade (desordem) introduz caracteristicas especiais em problemas teéricos em Mecénica
Estatistica. Primeiro temos o problema fundamental de que ndo conhecemos todos os parimetros da
Hamiltoniana do sistema que tentamos estudar; conhecemos somente 0s pardmetros de um ensemble
estatistico de Hamiltonianas. Além disso, néo calculamos (e nem sabemos calcular) as propriedades
de um conjunto particular de interagOes aleatérias J;;. Felizmente estamos interessados em médias
sobres sistemas grandes. Sabemos da Mecinica Estatistica ordindria que as flutuagGes relativas da
encrgia em torno do seu valor médio sdo da ordem O(N ‘%) e assim, esperamos que essas flutuagGes
amosirais tendem a zero no limite termodindmico (esse argumento € vilido para expoenies menores
do que 1). Uma grandeza aleatéria com essa propriedade € dita ser automediante. Se soubermos de
anterndo que uma grandeza de interesse ¢ automediante, entdo podemos esperar que ndo somente 0s
resultados de diferentes amostras em um experimento sejam os mesmos, como também esperar que
o célculo tedrico do valor médio dessa grandeza sobre todo o ensemble d€ a mesma resposta que os

experimentos. Portanto, a estratégia ¢ sempre tentar se concentrar em grandezas automediantes e cal-
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cular seu valor médio sobre a distribuicdo alcatéria de um ensemble estatistico. Sabemos que muitas
grandezas ndo sio automediantes; porém, felizmente muitas grandezas que pretendemos medir ou
calcular sio somas ou integrais sobre todo 0 volume da amostra, sendo entdo denominadas grandezas

extensivas ¢ apresentando flutuagdes estatisticas que se tornam muito pequenas para grandes amostras.

Conexio entre Mecanica Estatistica ¢ Otimizagio

Problemas de otimizagio combinatorial podem ser formalmente considerados como modelos de Mecanica
Estatistica e vice-versa. A fungéio custo é renomeada Hamiltoniana e o estado fundamental do modelo
formal corresponde is solugdes do problema de otimizagdo. Em geral, a fungio custo € mapeada em
uma Hamiltoniana de vidros de spin, onde os a; seriam equivalentes aos acoplamentos Jj; € 0 vetor z
seria isomorfo ao vetor de spin s. Desta forma, os métodos desenvolvidos na Mecénica Estatistica de
sisternas desordenados tornam-se ferramentas poderosas para a andlise probabilistica de problemas
de otimizag#o [25]. De fato, estes métodos vém sendo aplicados a inimeros problemas de otimizagio
como por exemplo, o problema do caixeiro viajante [26,27], o problema do particionamento de
grafos [28] e o problema da k -sat [29, 30], para mencionar alguns. Um exemplo particular deste
tipo de abordagem que merece destaque aqui € a andlise do problema da designacdo : Dada uma

matriz N x N com elementos nfo negativos a; ; > 0, encontre

N
Ey = min ; Qi o(3) (1.12)
onde o minimo é tomado sobre todas as permutagdes o de (1,..., N). Para entender melhor esse

problema, imagine que a; 4(;) € uma matriz aleatéria. Devemos atribuir uma linha a cada coluna e no
espagade possibilidades (gerado pelas permutagdes), devemos ainda escolher aquela que minimiza a
fungio custo. Portanto, a soma 1.12 néio é simplesmente uma soma de varidveis aleatérias trivial, pois
ndo conhecemos a distribuigio de probabilidades das atribui¢do Gtimas.

A anilise probabilistica visa calcular as propriedades médias de um ensemble de instincias aleatorias,
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onde as varidveis aleatérias a;; sdo estatisticamente independentementes extraidas de uma fungéo
densidade de probabilidade comum p(a) (note que a assume valores reais). Usando o método das

réplicas, Mézard e Parisi [31] encontraram (entre outras coisas) que

'JT2

Jlim (ER) = =, (1.13)

onde (...) denota a média sobre os a; ;. Alguns anos depois Parisi reconheceu que para uma matriz
com elementos distribuidos exponencialmente, ou seja, p(a) = e™*, a energia média 6tima para

N =1e N = 2§, respectivamente,

1
(E2) =1 (Bj) =1+ 5. (1.14)

Esta observagio e o fato de que o resultado do célculo usando o método das réplicas para N — oo

pode ser escrito como
™ =1
=2 (1.15)
k=1

levou-o0 a conjecturar que o valor médio 6timo para sistemas finitos é [32]

N
1
(Ex) =) = (1.16)
k=1

A prova da conjectura de Parisi foi apresentada recentemente [33, 34] e representa um dos raros
casos onde o resultado do método das réplicas foi confirmado por um método rigoroso. Note que as
equagdes (1.14) e (1.16) sdo vdlidas somente para p(a) = e™%, enquanto a equagio (1.13) é vdlida
para todas as densidade com p(a — 0) = 1. Para a densidade de probabilidade uniforme no intervalo

unitdrio [0, 1) os primeiros termos séo

w1 . . 23
(By=5 (Bp=3, (1.17)

e agora fica dificil adivinhar o resultado geral para N finito.
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Transi¢Oes de fase em complexidade computacional

A teoria da complexidade computacional é baseada intciramente na andlise do pior caso. Pode acon-
tecer que um algoritmo requeira um tempo exponencial para resolver um problema em somente uma
instancia patolégica. Um exemplo famoso, mencionado anteriormente € o método Simplex para re-
solver problemas de programacfo linear. Apesar de sua complexidade ser exponencial, hoje ele €
utilizado em muitas aplicages para resolver muitos problemas. Aparentetﬁente as instdncias que ne-
cessitam de um tempo exponencial de processamento néo aparecem em condigdes priticas. Toferhos
o problema 3-SAT como um exemplo (veja o apéndice A para a defini¢fo deste problema). Em
realizagBes geradas aleatoriamente com N varidveis e M cldusulas, quando executadas por um algo-
ritmo especializado, mas baseado em busca exaustiva, observa-se um tempo polinomial de execugio,
a menos que a razio M /N scja ajustada cuidadosamente. Se a razio M/N for pequena, o problema
¢ dito subvinculado, isto é, tem muitas solugdes que satisfazem o problema. Quando a razdo M/N
¢ muito grande o problema se torna supervinculado, isto ¢, existe um grande nimero de vinculos
contraditérios. Instincias realmente muito dificies sio geradas para raziio o« = M/N préximo de um
valor critico a [35].

A transigio de férmulas iégicas subvinculadas para supervinculadas no 3-SAT apresenta os sinais éa-
racteristicos de uma transigao de fase em sistemas fisicos. O parAmetro de controle € , e 0 pardmetro
de ordem é a probabilidade da férmula 16gica ser satisfativel. Uma transi¢io de fase semelhante foi
descoberta e analisada com os métodos da Mecinica Estatistica em outros problema computacionais

como o problema da cobertura de vértices [36] € o problema da parti¢io numérica [37].

O problema da parti¢giio numérica (PPN)

O PPN ¢ um problema cldssico da otimiza¢do combinatorial que, apesar de possuir uma formulagdo
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extremamente simples, fornece resultados ndo triviais. Ele € definido como segue: Dada uma lista
a1, Qs, . . . , ay de niimeros positivos, encontre uma parti¢io, isto é, um subconjunto A C {1,..., N}

tal que a diferenca entre as parti¢des

E(A) =

Yu-Y

icA igA

, (1.18)

seja minimizada. Podemos inserir um vinculo especial tal que a diferenga de cardinalidade entre os

subconjuntos (partigdes) A com N; elementos ¢ seu complementar com Nj elementos ,

M = |N, — N, (1.19)

seja mantida fixa. Um caso especial € o problema da parti¢do numérica balanceado, obtido impondo
-se M = 0. Alternativamente podemos mapear o PPN em um modelo de vidro de spin: associando a
cada entrada a; uma varidvel s; de forma que se a; € A entdio s; = 1, caso contrério s; = —1. Agora
podemos procurar no espago de configuragio de spins sy, g, ..., 55 que minimiza a fungfio custo (ou

a energia)

N
E=|) sial. (1.20)
=1
Elevando a expressdo (1.20) ao quadrado
Ese =Y Jijsis; (1.21)

ij
com J;; = a;a;, podemos ver que (1.21) € uma Hamiltoniana de um vidro de spin de alcance infinito.
O vinculo de cardinalidade fica sendo a magnetizagido

1
m= . (1.22)

N
D s
i=1

Encontrar a solugio Gtima para o problema da partigio numérica consiste em encontrar a configuragédo

de spin do estado fundamental de um problema de vidro de spin.

O PPN € de interesse tanto prético quanto te6rico. Em particular, ele € um dos seis problemas bdsicos
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NP-completos, segundo Garey e Johnson, que estdo situados no coragdo da teoria da NP-completeza
[1]. Entre as aplicagdes préaticas encontramos o escalonamento de tarefas [38,39].

O PPN requer entradas {ay, az, ..., ax } de tamanho arbitrdrio com precisdo ilimitada. Para estudar as
propriedades tipicas deste problema as insténcias sdo usualmente consideradas como sendo ndmeros
aleatérios estatisticamente independentes. Sob estas hipdteses probabilisticas a parti¢do 6tima E* €
uma variavel estocdstica. Quando as entradas sio reais ¢ limitadas entre 0 € 1 (precisdo infinita),
Karmakar e colaboradores [40] provaram que o valor médio de E* ¢ de ordem O(v'N2~") no caso
sem vinculo de cardinalidade ¢ € da ordem OQ(V o-N ) para o caso balanceado. Entretanto, através de
simulagdes numérica mostramos que a largura relativa da distribui¢do de E*, definida como

(E*2) — (E*)’

. 5 , (1.23)

onde {...) denota a média sobre os a;, tende para o valor 1 no limite V — oo tanto para a versao sem
vinculo quanto para a versdo balanceada. Isto significa que as flutuagGes tipicas de E* sio da mesma
ordem de grandeza de seu valor esperado.

Outra caracteristica do PPN é o péssimo desempenho das heurfsticas propostas para tentar resolvé-
lo [16]. Outro fato que chama a atengio € que ao tomarmos os nimeros aleatérios a; codificados
por b-bits, o tempo para encontrarmos a solugio cresce exponencialmente com N para N < b e,
polinomialmente para N > b. As instincias ou realizagbes em que N ~ b requerem o maior tempo
para se encontrar a solugio. Essa transi¢do da fase computacionalmente dificil para uma fase fdcil
¢ muito semelhante &s transi¢des de fase observadas em sistemas fisicos. Como j4 dissemos anteri-
ormente, transi¢ies de fase deste tipo ja foram observadas em inlimeros problemas NP-completos ¢
sdo fregiientemente analisados quantitativamente dentro do esquema da Mecéncia Estatistica. Esta
andlise ¢ surpreendentemente mais simples para o caso do PPN do que para a maioria dos outros

problemas.

Organizagdo da tese
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No capitulo 2 empregamos a aproximagio recozida para derivar limitantes inferiores analiticos para
a energia 6tima esperada do PPN , tanto para o caso sem vinculo quanto para o caso com vinculo de
cardinalidade. Para o vinculo m acima de um certo valor critico (caso supervinculado), calculamos a
energia 6tima em funcgfo da diferenca de cardinalidade. Este € o regime em que a energia € extensiva
¢ usamos a propriedade de automedidncia para obter esse resultado. Calculamos também o nimero
de minimos locais e a energia tipica desses minimos. Um minimo local € o estado que possui a menor
energia numa vizinhanga de N estados que diferem pelo sinal de apenas um spin. Todos os resultados
teoricos foram confrontados com simulagdes. A solugdo exata da termodinimica do PPN encontra-se¢
no apéndice B.

No capitulo 3 investigamos a versdo relaxada do PPN , ou seja, permitimos que a varidvel s; possa
assumir qualquer valor real. Come¢amos pela derivagdo de um algoritmo de minimizagio que serd
usado para fazermos experimentos computacionais gerando os valores médios de grandezas que serdo
confrontados com a teoria. Em seguida calculamos a fungdo de parti¢io Z, ¢ Z,, para o caso sem
vinculo € com vinculo respectivamente. Essas fungfes permitiram o célculo exato da energia livre.
Ainda calculamos a distribuigdo de probabilidade de uma parti¢do 6tima ter diferenga de cardinali-
dade igual a m. Com essa distribuigdo derivamos facilmente os momentos ¢ provamos que m ndo é
uma grandeza automediante. A seguir, exibimos o cdlculo da fungfio de correlagio entre 2 minimos.
Finalmente, concluimos o capitulo com uma andlise de desempenho de uma heuristica que denomi-
namos heuristica de integralizagdo. Lembramos que heurfsticas s&o algoritmos que néo garantem que
a solugdo encontrada seja Gtima.

No capitulo 4 invertemos o problema. Ao invés de procurarmos pela configuragio 6tima dada uma
realizagdo, agora perguntamos se existe uma realizagdo capaz de satisfazer P parti¢Bes perfeitas. Na
primeira se¢io usamos o método das réplicas para calcular a densidade de energia livre no limite
termodindmico e derivamos os pardmetros de ordem na hipétese de simetria de réplicas que descreve
as propriedades do espago de realizagfio. Mostramos que hd um valor critico P, que limita o niimero
de parti¢des perfeitas. Calculamos também a densidade de probabilidade para uma entrada a;, assumir

um valor . A andlise de estabilidade que garante que nossos pardmetros de ordem obtidos no ansatz
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de simetria de réplicas sfio confidveis € apresentada no apéndice D.
Para uma introdugfio 2 complexidade computacional podemos recorrer ao apéndice A. Nele apresen-
tamos alguns problemas da familia P (polinomial) e AP (ndo-deterministico polinomial) de forma

detalhada. O apéndice C dedica-se ao estudo da heuristica de Karmarkar e Karp.



Capitulo 2

A Mecanica Estatistica do problema da

Particao Numérica

O problema da particdo numérica é um problema classico em otimizagdo combinatorial: dado um
conjunto A de nimeros inteiros (ou reais), ele consiste em encontrar dois subconjuntos disjuntos que
minimizem a diferenca da soma dos elementos nos subconjuntos. Esse problema € muito interessante
pois, apesar de sua formulagio extremamente simples, é capaz de reproduzir bem a dificuldade de um
problema de otimizagio combinatorial tanto do ponto de vista tedrico quanto pratico. Até mesmo pe-
quenas instdncias desse problema apresentam essa dificuldade estimulando o interesse € a motivagio
para investigar potenciais métodos de solugdo. Apresentamos aqui uma abordagem do ponto de vista
da fisica do problema da particio numérica. Formulamos o problema como um modelo de vidros
de spin ou, mais corretamente, como um antiferromagneto desordenado. Encontramos expressdes
analiticas para a energia 6tima média e o niimero de m{nimos locais na aproximacgio ‘annealed’. No
apéndice B encontra-se o cilculo exato devido a Mertens [37]. Formalmente podemos enunciar o
PPN da seguinte forma: dado uma sequéncia de nimeros reais A ={a;,az, ...,an }, esse problema

consiste em dividi-los em dois subconjuntos A, e A, tal que a diferenga

dai— Y a4, 2.1)

aj€A; a;EA2

seja minimizada. Alternativamente, podemos mapear este problema em um modelo de Ising e procu-

rar a configuragio s que minimiza a energia ou funcéao custo

1R
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N
E(s) =) _a;s;l, 2.2

j=1
onde s; = 1 se a; € 4; es; = —1 se a; € A;. Podemos também considerar o problema de partigdes

com vinculos, isto €, aquelas em que a cardinalidade dos conjuntos A; e A, diferem por uma constante

.

N

25

i=l1

m=—

N . (2.3)

No caso mais geral podemos dividir o conjunto A em K grupos. A energia € entdo definida como

K
flay,az,.an) =) _ | si—3 (2.4)
k=1

onde

K
n=Ya 5= s (25)
k=1

€A,

A respeito de sua complexidade, o PPN pertence a classe NP-completo, portanto ndo € conhecido um
algoritmo deterministico que resolve qualquer instincia deste problema em um tempo polinomial [1].
O problema de minimizar a energia torna-se equivalente ao de encontrar o estado fundamental da
Hamiltoniana de Ising antiferromagnética desordenada [5]. Ele também pode ser visto como o pro-
blema de encontrar a maneira mais justa de dividir um conjunto de N objetos j= 1,2,..., N, cada
um com valor aj, entre duas pessoas. O PPN ainda aparece como um problema de programagio
da produgdo. Especificamente, dadas duas méquinas idénticas, um conjunto de tarefas, e o tempo
requerido por cada médquina para a realizagido de cada tarefa, o problema € designar cada tarefa a uma
mdquina de modo a minimizar o tempo total de execugdo do trabalho. Em outras palavras, temos
que dividir o tempo de processamento da tarefas em dois subconjuntos de modo que as somas dos
tempos em cada um sejam aproximadamente iguais. Naturalmente, como jd exposto anteriormente,
este problema pode ser estendido para K maquinas.

Na secido 2 calculamos a energia 6tima média na aproximacio ‘annealed’ pnimeiro para o caso sem
¢ p p
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vinculo ¢ em seguida para o caso com vinculo de cardinalidade. Ainda nesta se¢do mostramos que
existe um valor para o vinculo m onde a energia pode ser calculada exatamente. Na secio 3 calcu-
lamos o nimero médio de minimos locais na aproximagéo ‘annealed’ ¢ estimamos a energia tipica de

um minimo. Todos os resultados apresentados aqui foram comparados com simulagdes numéricas.

2.1 Aproximacio ‘Annealed’

Nesta segdo serd desenvolvido de forma detalhada o procedimento usado para a obtengdio de um
limitante inferior para a energia 6tima média do problema da partigio numérica a partir de conceitos
simples. No formalismo da Mecénica Estatistica usando o ensemble candnico, o valor médio da

energia 6tima para parti¢gdes sem vinculo de cardinalidade € dada por

(E) = '1111_1}:{1) F(T)=- le_rf}]T (InZ), (2.6)

onde F(T) é a energia livre média ¢ Z(T') € a fungfio de partigio

2Ty =3 e @7

Aqui (...) representa uma média sobre as varidveis aleatérias a;. O limite T — 0 garante que somente
os estados de mais baixa energia contribuem para Z '. A entropia média S(T') = — 4% de um sistema
de spins de Ising ¢ positiva para qualquer temperatura, portanto ' deve ser uma funcio decrescente

de T, o que torna valida a seguinte relagdo

(E)y=F(0) > F(T), paratodoT (2.8)
Definindo a energia livre ‘annealed’ por

Fo(T) = ~Tn (Z(T)), 2.9)

Naturalmente, ji4 que 7' ndo possui o significado fisico de temperatura, tomamos a constante de Bolizmann como
sendoiguala 1.
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e usando a desigualdade de Jensen [8],

In{Z(T)) > {(In Z(T)) (2.10)

chegamos a seguinte desigualdade:

F*(T) < F(T) < (E). 2.11)

Portanto, a energia livre ‘anncaled’ calculada para uma temperatura qualquer T fornece um limite

inferior rigoroso para (E) [9, 10]. Claramente, 0 menor limite é dado por

(E*) = F*(T*), (2.12)

onde T* & a temperatura que maximiza F*(T), isto &,

o =0 (2.13)

Este serd o procedimento para obtermos solugdes aproximadas para o PPN sem e com vinculo de

cardinalidade.

2.1.1 O caso sem vinculo

Para obtermos a energia 6tima na aproximagio ‘annealed’, temos primeiro que calcular a fungéo de
parti¢io Z, definida pela equagdo (2.7), com a energia E(s) dada pela equacdo (2.2). Agora vamos

calcular explicitamente a energia (E?). A fungio de partigio neste caso escrita como
Z,=Y e tlZiul, (2.14)

Note que, se ndo houvesse 0 médulo no expoente, esta soma poderia ser calculada de forma muito

simples, a saber,
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N
E:e—%zjﬂj%‘ - E:He—%ﬂiﬁ'

s 8; j=l1

— E : e~ TWIL § : T2, § : e~ TONIN

s1=*1 so=+1 sy==1
a1 Qg an
= h—-2cosh—=-...- —
2 cos T cos T 2 cosh T
N .
_ N '
= 2 jl_ll cosh T | (2.15)

A questdo é: como podemos tirar 0 médulo do expoente? O truque padric em Mecénica Estatistica
para remover objetos néo lineares como esse se dd por meio do uso criativo da fungdo delta, Introduzi-
da por P. A, M. Dirac no contexto de Mecénca Quiéntica, ela hoje possui uma descrigio matemadtica

exata [11]. Aqui utilizamos uma defini¢do da fungdo delta na representagio integral,

6(z) 1 di €2, (2.16)

=21r oo

de modo que §(x) é 0 para z # 0 ¢ co para z = 0. O pico em z = 0 é perfeitamente calibrado para

dar

f_ " def(5)8(z — ) = f(0), @.17)

oQ
para qualquer fungdo f razoavelmente comportada. A fungdo delta nos ajuda a separar o valor abso-

luto da soma sobre a varidvel s;:

20 1 N
Zu = Z/ dz 8_|$|6(.’B - T Zaij)
8j —o0 j=1

oo 1 oQ . 5
f dz el / di e Y " et Ry 0%, (2.18)
- —00

(o 5] -
8j

Agora podemos realizar a soma sobre s; como na equagéo 2.15

N
o0 d" . 0

Z, =2N/ %Hcos(%a‘:)[
—o0 =1 —co

dx e~ 1el+edz (2.19)

A integral sobre = € simplesmente
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ee . 2
/ dr e~loltEs — 5 (2.20)

Os a; seguem uma distribui¢fo uniforme no intervalo unitdrio [0, 1). Ap6s efetuarmos a média sobre

a; a fungio Z, fica

(Z,) = 2 f 27r1+w2H/ da_,cos(—)

N dé 2 sm(:c/T))
=2 f_w57?1+5:2( &[T ' (@:21)

Por simplicidade, realizamos uma mudanga de varidvel (Z = yT), dai

__ oN 0 d_y T NG.(v)
(Zy) =2 /_m 1T (T2 n (yT)ze ¥ (2.22)
onde
Gu(T)=1n [Sii;y—)] . 2.23)

A integral (2.22) pode ser efetuada assintoticamente para grandes valores de N usando o método de
ponto de sela [13]: aidéia geral € que a integral é dominada pelas contribuicdes do méximo de G(y).

Se G(y) tem um méximo em y = Yy, entdo

f eNCW) dp g NG Wee) f e—%G”(ypa)(y—ypa)’dy = eVGlyps) NG?’TEy ) (2.24)
ps

para N grande. Na expressdo (2.22) o ponto de sela € y,, = 0. O resultado final é simplesmente

(Zu(T)) = 2”%/% : (2.25)

A energia média na aproximag@io ‘annealed’ € entio

(E®) = 2~V \/% ~ 0.266 2~ VV/N. (2.26)

Na figura 2.1 apresentamos a estimativa numérica para a energia média 6tima (F,) obtida através

de uma busca exaustiva para N< 24. Os dados foram muito bem ajustados pela curva (E,) = 1.12
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2-N/N. Na figura 2.2 mostramos a razio r, = v/0?/ (E,) como fungio de N. Vemos que esta raziio
tende para 1 2 medida em que N aumenta, indicando que {E,) ndo é automediante.> Em todos os
experimentos discutidos nesta segdo, os pontos resultam de 10* realizagGes do conjunto {a; }. A barra
de erro foi calculada medindo-se o desvio padréo da energia média 6tima obtida em 25 experimentos,

cada uma envolvendo 400 realizagGes do conjunto {a;}.

75
70| o~
6.5

6.0 i~

A 55 g/
3 L
Lt
v 50 -
= -
™ st
4.0
35
3.0 L [ i 1 A 1 L }
3.0 a5 4.0 4.5 5.0

N2

Figura 2.1: Energia 6tima média obtida através de busca exaustiva como fungiio de N'1/2
para parti¢Ses sem vinculo. A curva continua é um ajuste por regressdo linear.
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Figura 2.2: Razdo entre o desvio padrdo e o valor da energia 6tima média obtida através de busca
exaustiva como fung¢do de N

ZPor definigdo, uma grandeza fisica extensiva € dita automediante se o erro entre o valor de uma observago € 0 seu
valor médio cresce mais lentamente do que o tamanho do sistema N.
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2.1.2 O caso com vinculo

Analisaremos agora o caso com vinculo de cardinalidade. Embora o cilculo seja um pouco mais
complicado, o procedimento € 0 mesmo da subse¢do anterior. Novamente partimos da fungfo de

parti¢do do PPN considerando o vinculo de cardinalidade:

Z = Za (Nm Zs,) exp [ )] (2.27)

comm=—1,—-1+2,...,1 — 2,1. A soma ¢ sobre os 2" estados s, 4(n, m) é a delta de Kronecker

€ T € a temperatura. Usando a representagdo integral da fung¢io delta de Kronecker, dada por

bom = [ Mguin-my _ (1 sem=n (2.28)
’ _x 27 0 sem#mn '
€SCrevemos
Zn(T) =3 [ ” _“’;f eliza=121 [ ‘;’:emmet—@ si(Bag +0)] (2.29)
A soma sobre s fornece
[ f dl?dw 153 LJ. im 1mNm H{e[:(:l:a_,+m)] +e[—‘l(1:aj+m)]}' (2.30)
T

Agora podemos calcular {Z,,,(T}) efetuando a média sobre a;

© % dpdi L [T W
(Zm(T)) =[ f Era Tf e (2.31)

1
H f daj2{e[l'(§:aj+ﬁ1)l + e[—i(iﬂj'i"ﬁl)]}. (2.32)
v 0

Como a integral sobre a; €
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sin(%/2)

1
/ da;2 cos(a;Z + m) = i—/2~{exp(z'1ﬁ +1%/2) + exp(—ih — iZ/2)}, (2.33)
0
e a integral sobre z j4 € conhecida,
e = la| 2T
BT = 2.34
[mdme T 1+ (T2 (2.34)

obtemos

*dg 2T sin(2) 1" [ dift iy iz it —iE
) = [ Green | )] [ e ey, (235

Para continuar, precisamos recorrer ao teorema binomial para extrair a integral sobre 1,

: o0
(eirﬁ+i§:/2 + e—z’ﬁm—iiﬂ)N _ Z ( N ) eiﬁ's(2n—N)ei:E(2n—N)/2. (236)

n=0 n

Daf substituindo (2.36) em (2.35) a integral sobre h fica

T AW N im{2n—N) _ 1—-m
[ﬂ 9 ¢ e =d(n, N 5 ). (2.37)

Essa delta de Kronecker facilitard nosso cédlculo, uma vez que eliminaremos o somatério sobre n.

Reescrevendo (2.35) como

o 21 1+ (T%)?

= N *“dz 2T - 1- n(2nd)
(Zn(T)) EZ( n )/ e e N T ey

n=0

¢ introduzindo a varidvel y = 5, temos

_ N ee gg 2T NGm(y)
) = ( n* ) f_w 71+ (2Ty7 ’ 239

onde
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nt =N (2.40)

Gom(y) = imy +1n (?) . 2.41)

No limite em que N é grande, a integral sobre y pode ser novamente avaliada usando-se o método de
ponto de sela. A equagdo de ponto de sela tem como solugio um imagindrio puro y,, =ig, onde ¢ €

a soluglo real da equagio

dG
®) =0, (2.42)
dy
ou scja,
1
m — coth¢ + . =0, (243)

e, conseqiientemente, a fungio Gy, (Yps) = G dada por

Gp=-ms+1n sm;hq, (2.44)

é real. Finalmente, com o auxilio da férmula de Stirling para o coeficiente binomial, reescrevemos a

equagdo 2.39 no limite em que N € grande, como

2 1 oT
Zm = eNom .
Zn()) ﬂN\/ A—m?) |G |1- (2T%) (245
onde
i+m, 1+4m 1-m_, 1—m
gm =G~ — = - = (2.46)
€
v d*G 1 2
G =L = = — 1t ooth? g = —1 +m? + 2 (2.47)
dy S S
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Neste estdgio podemos calcular a temperatura que maximiza a energia livre ‘annealed’. De fato, a

equagio (2.13) pode ser escrita como

1+ (2T,;,c)

In(Zn(T)) + 1 (e

=0, (2.48)

Vamos considerar primeiro o regime no qual (Z,,(T})) é daordem de 1. Neste caso, a equagio (2.45)

implica que 7T}, ¢ muito pequeno e, ento, a equagio (2.48) reduz-se a

(Zn(Th)) =€ (2.49)

Inserindo este resultado na equagio (2.9) encontramos que (E%) = T}% e, consegiientemente,

(Eq) = ng 1—m?2) [G" [e77Nom, (2.50)

que é consistente com a hipétese de que T}, € pequeno para grandes valores de N, uma vez que
gm > 0. Desde que gy, decresce monotonicamente com m, de go = In 2 para g1 = —00, esta hipitese
deixa de ser vdlida para | m |> 0.560 onde g, ¢ negativo. Doravante iremos supor que m > 0.

E instrutivo considerar em detalhes o caso de parti¢des pares ou balanceadas (rn = 0). Encontramos

c=0,g9=In2eG"y = —%, e a fungdo de partigio ¢ a energia ‘annealed’ neste caso sdo dadas por
4
(2o(T)) = 2" T2 f 2.51)
e
N
(E%) =27V 4” = ~01672°VN, (2.52)
e

respectivamente. Nas figuras 2.3 ¢ 2.4 apresentamos os resultados dos experimentos numéricos para
estimar a energia do minimo global para parti¢des pares obtidas por meio de uma busca exaustiva
no espaco de configuragdes para N < 24. Nestes experimentos enfocamos a dependéncia em N da
' s . ~ _ 2 2 _ 2 2 . A .
energia 6tima média (E,), € a razdo rpm = 1/0%,/ (Em) , onde o7, = (E) — (En)" € a varidncia da

varidvel aleatéria En,. Na figura 2.3, mostramos (Fp) como fungo de N. A linha continua mostra a
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curva obtida de (Fy) = 0.80 2~ N. Portanto, embora o limite ‘annealead’ (E§) escale corretamente
com N, ele é cinco vezes menor do que nossa estimativa para (E,,) . Na figura 2.4 mostramos a razio
rp como fungdo de N. O fato interessante € que essa razdo tende para 1 para grandes valores de N,
mostrando que a energia 6tima Fy nfo € automediante.

Consideremos agora o regime no qual (Z,,(T:%)) é da ordem de e”. Encontramos In{Z,,(T%)) =

Ng, e T} =~ 1/2¢, entdo

oy _NIm
() =-N32. (2.53)

Naturalmente, esta solugéo é vilida somente para m > 0.560 onde g,, € negativo. Notamos que (2.53)
d4 um limitante inferior muito pobre para (E,,) . Em particular, para m = 1, temos {(E;) = N/2

enquanto o limite ‘annealed’ fornece (E%) = 0.

24
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Figura 2.3; Energia 6tima obtida atrav’gs de busca exaustiva como fungédo de N para parti¢Ges pares
(m = 0).

2.1.3 Energia Otima E,,

Felizmente, no regime de energia extensiva podemos usar a propriedade de automediéncia da densi-

dade de energia livre para calcular E,,, exatamente para grandes valores de N. Assim podemos calcu-
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Figura 2.4: Razdio entre o desvio padriio e o valor da energia dtima média obtida através de busca
exaustiva como fungdo de N para parti¢Ses pares (m = 0).

equagio (2.32) escrevemos a fung¢io de particio defimda em (2.27) como

00 © drdi . . T dm _
Zm(T) =[ f 2—;6‘“_5"‘*] —2—?—8‘N'"’"H Z exp[—is;(a;T + m)], (2.54)
—00 o —DO -

j sj==%1

onde 8 = % ¢ o inverso da temperatura. Como na aproximagio ‘annealed’, a soma sobre s; fornece

0o ico in/B dint . .
_ 2 el 2N iNmm . ~ =
Zn{T) = NP [w dz f_iw 5 /:iﬂ/ﬁ 5ra€ exp[—NB(zZE+ | z | +mm))
1
X exp[N[ daIn 2 cosh S(Za + )], (2.55)
0
onde usamos a propriedade de automedidncia
1 1
¥ Z In 2 cosh(&a; + M) = /0 daln 2 cosh(Za + ), (2.56)
i

que € exata para N— co. Neste limite podemos resolver a integral usando o método de ponto de sela.

Assim, obtemos a seguinte equacgdo para a densidade média da energia livre fm= F./N:
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_ 1
fm=2zE+ |z | +mm — %[ dain2cos B(Za + m). (2.57)
0

As equagdes de ponto de sela para o expoente acima sdo determinadas derivando-se em relagdo a X,

mex:

1
z —f atanh 8(Za + m)da = 0, (2.58)
0
1
m —[ tanh 8(Za + m)da = 0, (2.59)
0
I = -1 (2.60)
No limite de temperatura zero (8 — oo), temos tanh S(—a + M) =1,sea <M e
tanh f(—a + M) = -1, se a > 7. Dai,
1 o 1
Tz = / atanh §{—a + 7h)da = f ada — f ada = m? — 1/2, (2.61)
0 0 "
1 i 1
m = / ta.nhﬂ(—a+r'iz)da=/ da—f da =2m — 1. (2.62)
0 0 M
Resumindo, os pontos de sela encontrados sdo
r = -1, (2.63)
m = (1+m)/2 , (2.64)
_ (1+m) 1
T = 1 2’ (2.65)

onde supomos z > 0 e m > 0. A energia média 6tima € obtida tomando-se o limite de temperatura

zero na equagdo (2.57), a qual fornece f,,—+ (En) /N =| z | . O resultado final é simplesmente

(E,) = % [“%"ﬁ _ 1] , | (2.66)
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vélido param > v/2 — 1 = 0.414. Podemos observar que o limite inferior ‘annealed’ ¢ ainda muito
pobre para

0.414 < m < 0.560, j4 que nesta regiio (E%) decresce exponecialmente com N, enquanto (E,)
aumenta linearmente com N.

Para melhor apreciarmos as diferengas qualitativas entre os regimes que escalam distintamente com
N, apresentamos na figura (2.5) a estimativa numérica de (E,,) com fung¢fio de m para N = 24. Elas
confirmam a existéncia de dois regimes diferentes de escala com N, bem como a concordincia muito
boa com as predi¢des teéricas para m > 0.414. Uma caracterfstica a ressaltar em nossa estimativa
numérica para {E,,), em contraste com o limite inferior ‘annealed’ (2.50), € que as partigbes pares
(m = 0) ndo ddo a menor energia. Verificamos que este resultado também vale para pequenos valores
de N. Além do mais, parece ocorrer uma transi¢do abrupta para m = 0.25 como indicado pelas

grandes barras de erros e pela mudanga em trés ordens de magnitude em (Ey,).
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Figura 2.5: Energia 6tima média obtida através de busca exaustiva como fungio de m para N = 24,
A curva continua no gréafico principal é a estimativa teérica (2.66) enquanto a curva no gréfico menor
é 0 limite inferior na aproximagio ‘annealed’ (2.50).
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2.2 Numero médio de minimos locais

Nesta secdo vamos desenvolver uma expressio que determina o nimero médio de estados meta-
estiveis € permite estimar na aproximagio ‘annealed’ a energia tipica de um minimo local. Um
estado meta-estivel é identificado como aquele que tem a menor energia dentre os N estados que
diferem dele somente por um \nico spin [16]. A anélise scguinte estd restrita a parti¢des sem vinculo,
uma vez que para partigdes com vinculo terfamos que considerar a mudanga simultdnea de dois spins
para satisfazer a cardinalidade do vinculo. O mimero médio de minimos locais com energia E' =| ¢ |

¢ definido por

M(*)=E5(t— ' sjaj)He(|t—23jaj|—|t|) 2.67)

{s}
onde §(x) é a fungdo delta de Dirac e O(z) = 1,sex > 0e B(z) = 0, se z < 0. Usando a

representagdo integral da fungéo delta, obtemos

* di it{t—3 s;8;
M(t)=2f LS ) CIGEE A ETY (2.68)
{sy V7 3

Efetuando a soma sobre s, temos

—00

* df = - itas
M(t) = [ gr[ [0 (1t —20; | - |t]) + @0 ([t +20;| = [t])]. (269

Devemos ter em mente que a média € sobre as realizagdes a;, dai

(M(t)) = f_ : g—ie"ﬁﬂ fo 1 da [e-*f“fe (z_) + %0 (m+)] , (2.70)

ondez_ =|t—2a; | —|t]|ez, =t +2a;| —|%| Paracalcular aintegral em a; ¢ preciso analisar
os argumentos da funglio © para determinarmos os limites corretos, ou seja, aqueles que garantem

que O(z) = 1. Como este cdlculo € um pouco delicado, adotamos a seguinte estratégia:
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. = |t—2a;|—|t] >0 2.71)
se t < 0 e t—2a;>0, entio 8(z_)=1  para —00<t<0,
se t > 0 e t—2a;>0, entdo O(z_)=1  para 0<t< a4,

Podemos entiio tesolver a integral em a; com o integrando ©(z_},

1 . eitt _ o—it
[ dﬂ.jeﬂta" = —0= 0<t< 2.72)
t {17
i . i— e—if
/ daje ™ = — t < 0. (2.73)
0 it
Por outro lado,
ry = |[t+2a;1—-|t] >0 (2.74)
se t < 0 e t+2a;>0, entdo B(zy) =1 para —a; <t<0,
se t > 0 e t+2a;>0, entdo B(z,) =1 para 0<t< oo,
Neste caso a integral em a; fica
1 B et — e-z’ft
f daje‘m" = — —-1<t<( (275)
—t it
! .z et —1
f da;e”™ = ~ t > 0. 2.76)
0 1}

Resta agora resolver a integral em i, para isto devemos observar que fazendo ¢ — —t e t — —t nas

integrais (2.72), (2.73) e (2.75), (2.76) podemos resumi-las em apenas duas. Portanto

. - - N
oo gz f o—ith _ il Gif _
(M(t)) :f ;—:rei“ (e e te 1) e |t]<1, 277
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~ - N
(M (t)) =f 3 i (et_ 1) =0 se  |t|>1. (2.78)

oo 2T it
Usamos o resultado que a integral na equagao (2.78) anula-se para todo IV [17]. Por isso ndo existe
nenhum minimo local com E > 1. Como é usual, supomos N grande na integral da equagio (2.77),

podemos efetud-la via integracdo de ponto de sela:

o0 - o . I N o o] g
<M(t)>= f —d—te"':i 2sint S{nt — 2e7H/ 2_”__sm(t~t/2) = / ﬂeiﬁ“LNH@ (2.79
oo 27 t ¢ oo 2W ’ )
de modo que o resultado final é simplesmente
1
M(t) = NH(©) :
(M (2)) \/2ﬂNIH”(E)I6 (2.80)
onde
inh inh
H(E)=1n2+In [%ﬁ - e—tﬁfzﬂ-(fﬂ} . (2.81)
Aqu, ¢ ¢ solugdo de
2 2cosh¢ — e %
2_ cosh{—e™ (2.82)

¢ sinh¢ — e %/25inh(£/2)
A fungio H(£) é uma fungio monotonicamente decrescente de E =| ¢ |. Em particular, ela decresce
de In2 quando E = 0 (¢ = 0) para -0 quando E = 1 (£ = —00). Ela se anula para E =~ 0.851,
portanto o mimerc de minimos locais com energia maior do que esta, decresce exponencialmente

com N.

Desconsiderando a energia, o mimero médio de minimos locais € definido por

<M>=/ dt < M (t) >. (2.83)
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Somente na vizinhanga ¢ = 0 ocorre uma contribuigdo para esta integral, por isso podemos expandir

o integrando de (2.77) em série de pot€nciade te f e manter os termos de menor ordem,

—itt —it t .1 1
s i VY SR 2.84)
it 3
Logo,
— t 1y '
H=In2- 5 " (2.85)
e a integral (2.83) fica
(M) = 2wad—£/1dt (—NE—N?—++'tt") 2.86
= Lam f, @ EPTRy T AT (2.86)
1
3\ [ Nt
— oN o
= 2 (%N) /(; dt exp( 5 )s (2.87)
0 que resulta em
24 2V 2N

E interessante estimar a dependéncia em N da energia tipica de um minimo local. Esta quantidade,

denotada por E;, € definida por

_ [ fdtt M(2)
E, = <Tm> : (2.89)

Na aproximagio ‘annealed’ [18], reescrevemos

N fdtt (M(t))

) R o0 (2.90)
O procedimento para avaliar (2.90) ¢ idéntico ao usado para avaliar (2.83) e fornece
E 2 (2.91)
T~ N .
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Essas grandezas foram estimadas numericamente: para cada valor de N, variando de 100 a 3000,
geramos 10° estados aleat6rios s e contamos a fragdo daqueles que sdo minimos locais e medimos
sua energia. Os dados numéricos foram muito bem ajustados pelas equagtes (M) =~ (2.81+0.02) %’%
eE~ Q‘—@%@ﬂ, que concordam muité bem com as predigGes tedricas. Note que enquanto a equagio
(2.88) dd exatamente o termo de ordem do niimero médio de minimos locais, a equagdo (2.91) é uma -
aproximacao para a energia tfpica dos minimos. A precisdo dos nimeros aleatérios sio irrelevantes

quando queremos simplesmente estimar o niimero de minimos locais.



Capitulo 3

Analise Estatistica do Problema da Particiao

Numeérica Relaxado

Neste capitulo vamos utilizar a Mecénica Estatistica para estudar analiticamente a versdo relaxada
do problema da parti¢gdo numérica. O termo relaxado refere-se a perda da condigio de integralidade
das componentes s; da parti¢do, que originalmente assumem os valores +1. Agora s; é uma varidvel
real, podendo assumir qualquer valor no intervalo (—o00, 0o). As versdes relaxadas de problemas de
programacéo inteira sdo 1teis por fornecerem limitantes inferiores para a fungéo custo. Vamos derivar
uma expressao que descreve a distribuigdo de probabilidade dos vinculos de cardinalidade m associa-
dos as partigGes Gtimas e, a partir desse resultado, derivamos os seus momentos. Todos os resultados
obtidos analiticamente sdo confrontados com simulagdes computacionais e a primeira se¢do deste
capitulo € dedicada a derivag@o de um algoritmo para realizarmos essas simulagdes. Além disso, va-
mos estudar o desempenho de uma heuristica que denominamos de heuristica de integraliza¢do. Esse
estudo ¢ interessante dentro do contexto de andlise de algoritmos. Quando alguém desenvolve um
novo algoritmo para resolver um problema, o que se busca saber € quio bom € o seu desempenho ¢
compari-lo com outros algoritmos existentes para resolver a mesma tarefa. Somente entdo podemos
avaliar as vantagens deste algoritmo em relag¢do aos demais. A tltima secfio € dedicada a este topico
€ mostramos que a energia por ¢la obtida € idéntica a energia tipica de um estado (parti¢do) escolhido

aleatoriamente.

1R
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3.1 Algoritmo de Relaxacio

O problema da partigio numérica com vinculo de cardinalidade jé foi enunciado no capitulo anterior.

Basicamente ele consiste e minimizar a energia ou fungdo custo E definida por

N
E= Y s 3.1
i=1
sujeito ao vinculo de cardinalidade
N
5
— ) s;=m 3.2)
N i=1
Podemos ainda introduzir uma norma
N
Y st =N. (33)
i=1

A equagdo (3.1) é a energia correspondente a uma divisdo 6tima de um conjunto de N objetos em
dois subconjuntos, sujeitos a duas condigdes: a primeira é que a diferenca das cardinalidades de
cada subconjunto seja igual a um nimero fixo M = Nm, conforme equagdo (3.2), € a segunda €
a imposigdo de um vinculo esférico para a solugio s = (sy, 83,..., Sn), equagdo (3.3), simplesmente
para garantir que s assuma valores finitos (como s; = %1 esse vinculo € sempre satisfeito no problema
original).

Vamos permitir que as solugdes scjam continuas, isto é, s; € R. Uma forma de resolvermos este
problema de otimizacdo ¢ utilizar o método dos multiplicadores de Lagrange. Neste caso devemnos

minimizar a seguinte energia

EL = (Z s,-a.-)z + Al Z 3'-2 -+ Az Z 84, (34)

i

cuja evolugio temporal € expressa por

OB, _ OELds;

B 05 o (3.5

Impondo a seguinte dindmica para as varidveis de spin
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Bs.; aEL
o = " B5; (3.6)
com 7 > 0, garantimos que E, seja minimizado, isto €, % < 0. Usando
oFE
as‘L = 2(],1‘ Z S + 2A13i <+ A2 (3'7)
' k

podemos determinar A; e Ay substituindo (3.7) na equagdo (3.6) . A seguir multiplicamos % 95 por s; €

somamos sobre i, resultando

10

_ 2 —
550 = —n 2(;3,“%) + 2\ N + NmAg| =0. (3.8)
Por outro lado, o vinculo (3.2) levaa
d
52 5i=0 3.9
de modo que
2> @) skar+ 20 Nm+ N =0. (3.10)
H k

Resolvendo as equagdes (3.8) e (3.10) obtemos férmulas explicitas para os multiplicadores de La-

grange:
_ s | '
M= N ) Lm;ak gskak , (3.11)
[ ]
22 Spg
)\2 = m mzk:skak—zk:(lk . (3.12)

Finalmente, a equagfo dindmica (3.6) é reescrita como

%ﬁt‘; = —1]{2(1@ (Z skak) + 231 Z skf:::’z) (m Z ay — Z Skak)
W2 2 Zk s;:s:) [m 3 seax — 2 ak] (3.13)
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que pode ser discretizada para fins de implementag@o numérica resultando em

ap(mst — 1) + stap(m — st
SE+1 — 35_ 27?25;-,“1: [GH- Zk k( i N()l "il;)k k( 5)11 ) (3.14)
k

Utilizaremos a equagio (3.14) na simulagdo numeérica da dindmica , simulando uma amostragem
de realizagdo a; iniciais, para verificar os resultados tedricos das se¢Ges posteriores. Observe que
71 deve ser determinado ao longo da execugdo do programa, de sorte que s; fique estdvel, ou seja,
que ele possa convergir para um determinado valor. Uma vez obtida a solugio, podemos medir o
mddulo da magnetizagio média, sua varidncia, bem como a energia minima para vdrios valores de
distribuicdaode| m |.

No caso sem vinculo de cardinalidade, repetimos o procedimento anterior (lembrando que Ag € igual

a zero) ¢ obtemos simplesmente

33, SxQ, .
= ——nZskak E’“N" *s), i=1,..N. (3.15)

As simulages serdo realizadas para instincias a; estatisticamente independentes que obedecem uma

distribui¢io uniforme no intervalo unitério.

3.2 Célculo da funcio 7,

Para principiar do modelo mais simples, vamos tomar como ponto de partida o célculo da fungio de

parti¢do para o caso sem vinculo de cardinalidade. Primeiro, escrevemos a energia,

E=()_s;a), (3.16)
b
e, em seguida, escrevemos a fungio de parti¢iio, impondo apenas o vinculo da normalizagdo (3.3),

Z, = f [T dsso(v ~ Zs f dW e PV §(W — Zsja,) (3.17)

S

Substituindo a delta de Dirac pela sua representacgao integral obtemos
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o0 —~ 00
Z,= f %VK f [Hdsf} FUN=Z; SPHROV -, 3j07)-W" (3.18)
—0c -0 i

As integrais em s;, W e R sio todas do tipo gaussianas, portanto ao efetuarmos essas integrais che-
gamos a expressdo:
100

- - f do N0 /. (3.19)
Qi (ﬁzj a?) oo

onde fizemos a mudanga de variavel z = iQ). Utilizando o método de ponto de sela para avaliar a

R aN/2

u

integral acima, a fungio de parti¢do, no limite N— oo e 8 >> 1 € escrita como

N N , 1
Zu = (211'6)3 W (3.20)

3.3 Calculo da funcdo Z,,

Consideremos agora o modelo mais complicado em que a diferenga de cardinalidade dos dois con-

juntos é fixa M = Nm. A fun¢io de parti¢iio para este caso € escrita como

I = ]0 [Hds,-

A Y

§(N — Z s3)6(M — Z 35} f aw §(W — Z sja;) e PV (3.21)
7 PR 3

Note que a primeira delta refere-se ao vinculo esférico ¢ a segunda ao vinculo de cardinalidade. Em

seguida, escrevemos as deltas de Dirac na forma integral,

5 ]° dQdPdRdW

m =
873

H dS_-,: eié(N—Ej s§)+iﬁ(M—EJ- Sj)+iﬁ(W—Zj sja;)—~BW? ] (3.22)
% j
Novamente ndo exibiremos os detalhes das integrais gaussinas em s;, W e P. 0 resultado dessas

integrais leva-nos a seguinte expressao
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_ N
; T [ dQdR —%JA%{L@%R’@”—iNmﬁ(a>-iNm=a+iij [~ m\? 393
m = _IV_ 872 "'Q = (3.23)
B ks v iQ
onde definimos {a) = =i~ e (a?) = —’—l . A integral em R é calculada de forma simples,
o = NR2 a2 ~ — < - -~ —
[ dR 1?—+i—$—2—i£5R2(a>2—iNmR(a) - f d.ﬁ e—%}—%u—il\'mlﬂa) (324)
—oe —00
onde introduzimos a notagdo o2 = (a2) — (a)? e a nova varidvel z = Q). Daf
i 2.,27,42
f dR e F2-iNmR(a) — ﬁ e__._i_)_N o (3.25)
R v
comy = } (5 + 2) Finalmente escrevemos
b T W Ny [E
Z = [ dz —Nm2z4+Nz— ﬂ:'v 2. — £ In(z) z .
m =\ 3N 50 f e . (3.26)

—100

Para calcular esta iltima integral, vamos recorrer novamente ao método de ponto de sela. Assim

vamos simplesmente reescrever a integral na forma padrio e apresentar o resultado final. A solugio

geral € dada por
ot
I = VﬁN 4in? f do " g(z)
—{00
= NF(zps)
V ,BN 4z7r2 NF” ,,,) ¢ 9(Zps);
onde
Nm? 1
F(z) = —-m?z+ Nz m” {a) In(z),

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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T
141 N
i (3 + ;02)

€ Tps 6 tal que maximiza F(z). Os cdlculos devem ser feitos no limite 5 — co. Observe que podemos

g(z) = (3.30)

desprezar o termo % se Ty, < B, caso contririo temos gue levar em conta esta contribuigdo. Vamos

considerar a seguir esses dois casos possiveis separadamente.

Caso I: I;e 50

Neste caso as equagdes (3.29) e (3.30) ficam escritas como

m? {a)?
F(zy) = xpa(l - m2) - xps—(fgf"L — In(z,,) (3.31)
2%,,
9{zps) = Tpa? (3.32)

onde o ponto de sela z,, € obtido resolvendo-se a equagéo

m? (a)? 1

1—m?) —
(t-m?) o? 2% ps

=0. (3.33)

Logo,

1
Col-m(1+ )

Tps (3.34)

Uma vez determinado ,,, podemos agora calcular explicitamente F(z,,) € F' (z,,), obtendo

2
F(zp) = %{1+1n2+ln 1-m2(1+(z—)2) } (3.35)

F'(zp) = 2[1—m2(1+<—3—2)] : (3.36)

A fungdo de partigdo (3.28) neste caso € entdo
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2 172 .
L [1—m2(1+(—z)5—)} ¢ Hl-m* (14 G (337)

Note que se langarmos mdo da propriedade de automedifncia no limite N— oo para calcular os

momentos da varidvel aleatdria a, isto é,

1

1 . o 1

I\ITHFI;OLNZG‘- --fdaa =— (3.38)
0

entdo <;—): = 3 e, portanto, a equagao (3.37) s6 € vilida para m < %

Caso II: Egi - (.

Neste caso ndo podemos desprezar o termo %, entdo as equagdes escritas como

Nm2({a)? 1
F(zps) = Tpa(1 — m?) — l—g_ -3 In(z,,), (3.39)
B Lpa

4z,
9(ps) = \ f T (3.40)
E + Tpa

e 0 ponto de sela z,, € encontrado resolvendo-se a equagio F'(z)|;—g,,. O resultado &

om{a)
Tps = Nﬁ [ﬁ - 0'2] . (3.41)

Novamente, para obter Z,, basta calcular F(z,,), g(z,,) € F" (z,,). O resultado final é o seguinte

Flay) = —NB[m(a) - amr _ %m [Nﬁ (L(“)Z _ 0‘2)] (34

1—-m

9(@ps) =

INS [om (a) _02], (3.43)

vV Nom (a) LV1—m?
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; I =2
F'(255) = Tﬁ?‘(&r)l (3.44)

Dai, a fungio de partigdo (3.28) € finalmente escrita da seguinte forma:

N
; — 2 (B omla) _ o] ~Fe.
Zm_Nﬂ'O’ N[m o‘] e ) (3.45)

21z 1
vdlidaparam > 3

3.4 Energia média

A energia média € calculada facilmente através da definigdo

d
E, =— ﬁlgglo % In Z,,. (3.46)

No intervalo em que 7 < 1 substituimos Z,, por (3.37). Como Z,, x S~!/2, podemos desprezar

todas as constantes e efetuar um célculo simples

En =~ lim 3?6 [ In ﬁ] =0. (3.47)

B—o0
Por outro lado, quando z,; — o0, usamos (3.45) para obter a energia correspondente ao intervalo

m > 7. Observe que somente F(z,,) depende de S o que resultard numa energia média nio nula

9
En = - ILTEOE_’E[N F(zps)]
= N%(m(a) — ov1—m?)? (3.48)

A cnergia calculada nesta se¢iio, bem como aquela usada para derivar a dindmica da relaxagio dada
pela equagio (3.14) foram definidas como sendo o quadrado da energia exata para a versdo inteira
(equagiio (2.66)) derivada no capitulo anterior. Obviamente, para podermos compara-las com a ex-
pressdo antiga ndo podemos esquecer de tirar a raiz quadrada, portanto redefinimos a energia relaxada

como E = +/Ey,. Fazendo isto, verificamos que a energia média no problema relaxado, expressas
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Figura 3.1: A linha vermelha € o resultado do cdlculo exato do problema inteiro derivado no capitulo
anterior. A linha verde é o resultado tedrico do problema relaxado. Os pontos foram obtidos da
simulag#o utilizando o algoritmo da se¢do 1.

pelas equagdes (3.47) e (3.48), concordam plenamente com 2 simulagfio conforme ilustra a figura
3.1. Alternativamente, podemos dizer que o algoritmo de relaxago funciona muito bem. A curva em
vermelho é o resultado analitico exato para a configuragio de Ising, enquanto a curva em verde € 0
resultado analitico obtido nesta segfio para o problema relaxado. Os pontos foram obtidos fazendo-se
2000 experimentos com N = 24. Podemos verificar que a versdo do problema de otimizagdo continuo

fornece um limitante inferior para o problema de otimizagfo inteiro, conforme o esperado.

3.5 Distribuiciio de probabilidade das cardinalidades

Para uma mesma realizagio dos nimeros reais {a;}, a dinimica relaxada sem vinculo de cardinali-
dade (3.15) produz minimos globais distintos que possuem diferentes valores de M (diferengas de
cardinalidades). Nesta se¢dio, vamos calcular a distribuigio de probabilidade ou a freqii€ncia dos
minimos globais com um dado valor de M.

O que desejamos encontrar é a fungdo densidade de probabilidade de uma varidvel aleatériaY” = h(s),
a qual, por sua vez, é uma fungfio de um conjunto de varidveis aleatérias s, cuja distribui¢io de
probabilidade conjunta f(s) é conhecida. A densidade de probabilidade de Y, denotada por p(Y'), €
definida por [45]
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p(Y) = / [H dsi] §(Y — h(s))f(s)- (349)

No problema que estamos tratando, temos y = |m|; porém, por simplicidade, vamos calcular primeiro

a distribui¢do para m. A fungdo h carrega a informagdo denotada por m, ou seja,

h(s) = 1—1[- Z 5. | (3.50)

J4 a distribuicfio conjunta dos s; ¢ a distribuigdo de Gibbs

e~ BT sia:)?
f(s§)=——— (3.51)

Kot ?

Zy

onde Z, é dada pela equagdo (3.20). Assim, no caso relaxado, onde s; € (—o0, 00), podemos escrever

p(m) (j4 normalizado) como

p(m) = lim N <<6(Nm — Z s,-)> > . (3.52)

Usando a definigio de média térmica (...), ou seja, aquela que usa a distribui¢do de Gibbs, esta

equagdo € reescrita da seguinte forma

p(m) = lim N

B—ro0

T ([T ds;)5(N = $°83) e P os%) §(Nm — T s;)
< T ([1ds)6(N — 3 52) e P osesY > , (353

a

onde podemos observar que o numerador € Z,, enquanto o denominador é justamente Z,. Dai, uti-

lizando os resultados obtidos anteriormente escrevemos

p(m) = lim N <-Z—”i> (3.54)

B—ro0 o

A rigor, para m < %, substituimos (3.20) ¢ (3.37) na equagio acima, obtendo

2 2
) — T V<G> Neam2, (3.55)
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enquanto que para'm > % substituimos (3.20) e (3.45), encontrando

p(m) =0,

P(imi)
o = N W A OO N W

FoPoPTY

09 10

Figura 3.2: Distribui¢io do minimos globais como fungiio do vinculo de cardinalidade m para N fixo.
Os pontos foram obtidos através de simulagdo.

pois Z.. = 0 neste limite. A fim de eliminarmos a dependéncia em N vamos fazer uma mudanga de

varidvel passando de m, que assume valores entre —1 ¢ 1, para 7 definido como

m=+vNm, (3.56)

assumindo entdo valores entre -oc € 0o. A maneira correta de efetuarmos esta mudanga de varidvel é

através da definigdo

2

p(m) = / dm p(m)é (i — vVNm) = <a> e~ ST W (3.57)

2mo?

que estd corretamente normalizado. Podemos agora derivar facilmente a distribuigio de y = | /i |:

#y) = / p()5(y— | 7 |)diin = 2 [ p()5(y — n)din = ﬁ e (358)
—0o0 0

ou
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(lml|) = \/g e~ 2l (3.59)

Realizamos simulagGes para averigiiar esse resultado, conforme ilustrado pela figura (3.2). Nova-
mente a concordincia entre a previsdo teérica (linhas cheias) e os resultados numéricos (simbolos) €
excelente. A probabilidade de encontrarmos parti¢es 6timas cai drasticamente com m € vai a zero
param > % Para entendermos melhor as implicagdes deste resultado vamos calcular os momentos

da varidvel aleatéria m e, em seguida, estudar a correlagio entre os estados com energia Otima.

3.5.1 Momentos

Agora podemos calcular facilmente os momentos da distribui¢do ( 3.59). Este cdlculo ndo oferece

nenhuma dificuldade, veja:

[ R P ()
<|m|k>=20/dm|m|k\/;62| ! =\EE)3—;T (3.60)

Dai, a média e a variincia s3o dadas, respectivamente, por

1 1,1 1
(l m l) = \/2—5/:7?7 alzml = ?N_(E - ;) (3.61)

Uma grandeza importante € a razdo 1, = \/cﬁ /{{m|), pois, como ji vimos, ela determina a
automedidncia da varidvel aleatéria | m | . Nas figuras 3.3a e 3.3b apresentamos o resutado de
experimentos numéricos para estimar a dependéncia com N de (| m |) e ry,, respectivamente, para
trés tipos de configuragdes: o minimo global do problema original obtido através de busca exaustiva
no espago de configurago de Ising para N< 26 (simbolos verdes), o minimo global do problema
relaxado obtido com a dinimica (3.15 ) (simbolos vermethos) e, finalmente, a configuragio obtida
usando-se 0 método da diferenga de Karmarkar e Karp (simbolos azuis), discutido no apéndice C.
Observe que hd um acordo muito bom entre as estimativas numéricas e a predigdes analiticas. Note
ainda que | m | ndo é automediante mesmo no limite de N grande, pois r,, — 0.5, significando que

os valores de | m | associados as configuragSes em estudo dependem da realizagdo especifica das
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varidveis aleatorias {a;}.

(b)

<m>

o9 | v

o8 |

¥ v T v r o7 " N " N 2 L N M
0,12 0,18 020 o.24 .28 032 038 4 8 12 18 2 24 28 =2 38 40

Figura 3.3: (2)A média do médulo da cardinalidade m dos minimos globais em fungdo de N. (b) A
raziio entre o desvio padriio e a média da grandeza m. As Jinhas continuas s#o estimativas teéricas. Os
pontos em vermelho s@o o resultado dos experimentos computacionais via algoritmo da relaxagdo. Os

pontos azuis foram obtidos aplicando-se o algoritmo da diferenga de Karmakar e Karp (o algoritmo
apresentado no apéndice C). Os pontos verdes sdo o resultado da busca exaustiva para o problema
inteiro.

3.6 Correlacao

Uma propriedade interessante a ser investigada é a correlago entre os minimos globais em fungdo da
diferenga de cardinalidade m = % Matematicamente a correlagdo entre duas configuragdes de spins

815 € So; cada qual com diferenga de cardinalidade m é definida como

Cor(m) = <<%Zslj32j> > . (3.62)

Para efetuar esse cdlculo primeiro definimos uma energia auxiliar

Ecor = (E 31jaj)2 - (Z Szjaj)2 - hz 815525 (3.63)
J J j

¢ a fungfo de parti¢do associada,
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Zeor = / II LH ds,,,-} §(N — Z s2,)6(M — Z Saj) € PP (3.64)

Como estamos interessados em calcular (3.62) basta efetuar

1. 10
C’or('m) = "N ﬂlll}lolo B%ln(ch) |h—_—0 . (3.65)

Devemos simplificar o expoente contendo o termo quadrtico (2 Saj@aj)’ introduzimos novas deltas

de Dirac e, em seguida, escrever as deltas na sua representagao integral. Dai,

g
I
—

\8 EEN

dQ AP, dWodW, eiN6a+iM13,,+iWaWa—ﬂW3
(2r)®
F1+W1a )

—iQy P sgj —iP, 3 525 —iW, 3 s25a5 +3 (——2-Q-—j—/3h3j2
H dsy; | e 7 i i 7 1

X

3

8

X
\8

U
)
—

( ]) e—‘iél Ej si’- —iP Ej slj—iWL Ej syja;—Bh Zj 515525 (3.66)
J

|
8

Primeiro efetuamos a integragdo sobre s, ;

(s o]

Al — / (H d31j> C_in Ej s%j—ii’l Zj alj—in Zj s1ja;—Bh Zj 315825
J

—0Q

f’1+V-V1aj —iBhsy; )2+ (P1+W aj—iBhay; )2

00 =
= H{/ ds1; g iiloit 24, ! 1G,
j —00
T i(f’1+Wla-—iBhag~)2
I1 \/ =€ @ - (3.67)
j "'Ql

No que segue vamos desprezar os termos que dependem de h%. Devemos usar o resultado anterior

para podermos integrar em S; devido ao acoplamento dos termos s; € S3:

(PL+Wia;)

00 . . .
—iQ2 Y 83;—iPy 3 82 —iW2 Yszj0+% __26.1—Lﬁhs]'2
Ay = H dsqyi | e j i i i
—00 J
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- ) (P +W)s4)
—iQgs2. —i Po+Waa;+i——=—1-Bh)s;j2
/ d82j e 2j ( § 20, H

J —oo

H,/ -y Pt oy i O e (3.69)
— H / ———'—(Pz-*-Wz“J) —4—5—5—(P1+W1“J)(P2+W2“J)ﬂh (3.69)

A integral em W, (@ = 1, 2) também pode ser calculada facilmente,

/ dWa, e PW -iWaWa — \/g e”%z‘.
—00

Com esses resultados, a fungio de parti¢do Z,, fica escrita como

hodn 2 etnibdudd Y
(2m)3 (2m)3 ¢

V1a.:)2 - . - -
9 H (Pl':::;ll J) _4011Q2 (Pl +W1a_.,)(P2+WzaJ)ﬂh Ké_(P2+W2a]) ) (3.70)
2Q1Q2

Voltando em (3.65) e usando (3.70), obtemos a seguinte expresséo para a correlagéo,

_ / dQ2dP2dW2 :NQz+iMP2——3~ / dQ1dP AW, NG, +imP -]
Zeor B

N
S (B + Wia,) (P + Waaj) (3.71)

j=1

Cor(m) =

N ﬂ'*°° 4Q1Q2

onde Py, Py, Q1, Q,, Wi e W, sdo os pontos de sela de Z,, calculados para h = 0, que denotamos

por Z?

cor

00 2 _ _
o -7 / andP Wo inGurimre-T3 [ T e(P_%.ﬂ_‘]
cor 3 X
2 (27’!’) zQa
o0 2
m dePdW zNQ+zMP——- ——1Lv(13+Waj)2
= E / —_(2—77_)3_— H 4Q . (3.72)
oo j

Os pontos de sela sdo obtidos maximizando-se 0 argumento = das exponenciais em (3.72), a saber,
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w? Z (P+Wa)* 1

S = iQ+imP - ING 4NG 1n(z'(2)
2
= z+my+-— 4N,B 1 [y + 22 (a2> + 2yz (a)] — —ln(x) (3.73)

onde fizemos a mudanga de varidveis z = iQ, y = iP, z = iW, enquanto (a) (a?) sdo os momentos

da varidvel aleat6ria a. A fungdo de correlagfio em termos destas novas varidveis fica

Cor(m) = llm Elg [y + 2 (a®) +2y2 (a)] - (3.74)

Os ponto de sela s@o obtidos resolvendo-se o sistema de 3 equagdes obtidas derivando-se S em rela¢do

az,ye z e igualando a zero. Dai,

1 1
1= 5 [0+ 2 (%) + 2z (a)] — 5 =0 (3.75)

z__z{@)+yla _,

" 2Ng 2 (3.76)
y+2{a) _
5y = 0. (3.97
Resolvendo (3.76) e (3.77) em termos de x encontramos
2 2
y = 2zm+ i"iaz)— (3.78)
+
2zm (a)
z = - 02+% . (3.79)

De (3.75) podemos concluir entdo que a correlagao ¢ dada simplesmente por
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Cor(m) = lim 1 - —1— (3.80)

B—o0 2x
Novamente hd dois casos a serem considerados para que possamos tomar o limite § — oo correta-
mente. Vamos primeiramente considerar o caso em que z € finito. No limite 8 — 0o, as expressoes

(3.78) € (3.79) reduzem-se a

2
y = 2zm+ 3””—’2#’)— (3.81)
2
7 = - zmz(“>. (3.82)
o
Substituindo as equagdes acima em (3.75) encontramos
2 2 2 2
2 (@2 (@), 5 (a) (a) I _
1—-m (1+—0_2—) —-;4—<a>—2;2—(1+?—) —g—o. (3.83)
Usando a propriedade de automedidncia, ou seja, supondo
1 a1 g 1
(a)-—z, (a>—3 e 0" =15 (3.84)
a equagio (3.83) para a varidvel z fica
1—4m2——1——0 3.85)
2z 3.

onde tiramos que m < % , j& que x deve ser positivo e finito (veja a equagdo (3.73)). De (3.80) e

(3.85) concluimos que, neste regime, a correlagéo € dada por

Cor(m) = lim 1 — L _m (3.86)

—00 2

Note que a correlagdo alcanga seu valor maximo para m = %, indicando que o minimo global € Ginico

apartirdem = 1.
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Cor(m)

[ SEPEN IR DU S | 1 F I S | W L a1 s J

00 01 02 03 04 05 06 07 08 08 10

Figura 3.4: A curva continua mede a correlago entre dois estados s; € s; com energia minima (6timo
global) com a mesma cardinalidade (M fixo) obtida analiticamente. Os pontos resultam da aplicagdo
do algoritmo da relaxagfo para vdrios valores de N.

1
Cor(m) = ﬁlggol —on = 1. 387

A figura 3.4 mostra as estimativas numéricas feitas para a correlagio representadas pelos simbolos
para diferentes valores de N. A linha s6lida ¢ a predigdo tedrica derivada acima € o que observamos

foi que ela ajustou perfeitamente os dados obtidos nas simulagdes.

3.7 Calculo da energia de integralizacao

Nesta se¢dio vamos usar técnicas de Mecénica Estatistica para avaliar o desempenho médio de uma
heurfstica simples, aqui denominada Heuristica de Integralizag&o. A energia de integralizagdo € cal-
culada por meio do seguinte critério: quando s; for negativo, trocamos o respectivo valor por -1 e
quando s; for positivo, trocamos por 1. Denotando esta operagdo por sign(s;), a energia procurada

fica dada por

(Er) = lim (13 assign(sy) |>T>a , (3.88)

onde a média térmica (...),  feita com a distribuigiio de probabilidade de Gibbs, isto &,
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P —BE(s)
(s 7 (3.89)
com E(s) dada em (3.16) . Alternativamente, defindo a energia auxiliar

E gz Zs,a, —hB | Za,szgn s;) | (3.90)

e a fungdo de partigéo associada

Zr = / (H ds,-) §(N — Z s3) e PFeue, (3.91)
0o Vi

a energia de integralizagdo pode ser recuperada através do seguinte procedimento

(Er) = hm E% (InZ;) |n=o - (3.92)

Para obtermos essa energia devemos calcular explicitamente a fungdo de particdo. Com o auxilio de

mais uma delta de Dirac reescrevemos Z; como

Zr = /00 [H de:| d(N - Es?) /00 dWdy 6(W — Z.Sjaj)(s (y - Zajsign(sj)) AW -Bhly

©o 2 R U 7 ~ P4 .~ .
— de?zd:;dydy / H de e—iQ > s?—:RE sjaj—if 3_; sign(s;)a; . (3.93

—00

oo J
Para efetuar a integral em s; temos que lembrar de dividir a integral em duas partes: uma referente
a parte positiva s; > 0 € sign(s;) = 1 e a outra referente a parte negativa s; < 0 e sign(s;) = —1.
Temos entdo

(o ]

72,2
/ Hdsa —iQ Y 83 -iR Y sj0;-i§ X sign(s;)o; — H / cos(fja;) e iq i (3.94)

oo I
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Assim podemos reescrever a fungio de partigio como

oo ~ 0 =y g O
dQ NG, T\~ = -ﬂW2+iWR+——5—l'R 2 g iyi =
Zr = / WCNQ(E)z /deWe Z /dydye ﬂ"'”""y"];[cos(yaj). (3.95)
—00 —00 —00

Este é um bom momento para calcularmos Fr segundo a férmula (3.92), pois as integraisem y € §

desacoplaram das integrais em W, Qe R ,levandoa

o0 (s o]
1 - i -
E; = 3 / dy |y | / dy eyyl;lcos(yaj). (3.96)

Efetuando a média sobre a; obtemos

1 o0 oC . - N
_ = ~ iyi Slny
(Er) 27r/dy|y|/dye (yj)
= % / dy|y| / dij VN5, (3.97)

A integral sobre § é calculada utilizando-se a expansio

Sing ~ _f — __g.4_ 776
In( 7 ) ~ 5 ~ 180 + O(%°), (3.98)

Na verdade estamos usando a mesma idéia da aproximagdo de ponto de sela. A fungdo na varidvel

fica facilmente integravel,

/ A ) f dj evi—*F %’5 e (3.99)

Chegamos no resultado final ao integrarmos em y

o0
1 /6 2
(EI)=;\/§/dyly| e W =
—00

A expressio (3.100) é a mesma encontrada para energia média aleatéria [50], isto demonstra o com-

(3.100)

E

pleto fracasso dessa heuristica. A figura 3.5 mostra os pontos obtidos a partir de 10000 experimentos

IFSC-USP *="" i Shnidhs ™
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utilizando o algoritmo de relaxagdo para determinar as configuragdes s; que minimizam a energia
(3.1) e aplicando em seguida a heurfstica da intergralizagdo sobre as configurages (sign(s;)). Os
pontos exibidos pela figura 3.5 estdo em pleno acordo com a previsdo terica (linha cheia).

A idéia de integralizagdo é muito utilizada para melhorar a solugfio em algoritmos mais complexos
como o plano de cortes [42]. Talvez em outros contextos ela possa ser uma boa estratégia, mas
a aplicagiio desta heuristica no problema da parti¢io nimerica ¢ tdo ruim quanto ficar escolhendo
solugdes factiveis aleatoriamente. E aqui enfatizamos a importancia de podermos fazer uma andlise
probabilfstica de problemas de otimizagdo analiticamente. Quanto mais dificil for o algoritmo, mais
dificil serd a andlise de seu desempenho, contudo, expressdes analiticas séo gerais € compactas tor-

nando a comparagio eficiente e a validagdo do algoritmo mais confidvel.

21 ¢

1'8 [ 1 1 i L1 o 1 . i A A A
75 80 85 90 95 100

40 45 50 55 60 65 70

N1/2

Figura 3.5: Energia minima obtida com a heuristica da integralizagdo em fungdo de N. A linha cheia
é o resultado tebrico e os pontos foram obtidos via simulagdes.




Capitulo 4

O Espaco das Realizacdes do Problema da

Particio Numérica

A maior parte das andlises de problemas de otimizag&o combinatorial via Mecinica Estatistica tem se
concentrado na caracterizagdo de propriedades médias dos minimos de uma dada fung@o custo [1,25].
Usualmente a fungiio custo depende de um grande conjunto de pardmetros fixos denominados instin-
cia ou realizagio de um problema de otimizagdo. Como por exemplo, a distincia entre n cidades no
famoso problema do caixeiro viajante (apéndice A). No esquema usual da Mecénica Estatistica esses
parimetros sdo tratados como varidveis lentas distribuidas de acordo com alguma fung¢io de proba-
bilidade conhecida. Ainda no exemplo do caixeiro viajante, sabemos que o espago de configuragéo
tem dimensdo (n — 1)!/2 e para calcular a média sobre a fungfo custo definiu-se uma distribui¢do de
probabilidade como sendo a distribui¢do de Gibbs com temperatura T= % O limite de temperatura
zero seleciona as configuragio que minimizam a fungdo custo (estado fundamental). Claramente, nes-
ta formulagdo as configuragdes sio tratadas como varidveis rdpidas. Este capitulo explora um ponto
de vista oposto, a saber, para um dado conjunto de configuragSes queremos caracterizar o subespago
de instincias para que estas configuragdes tenham uma fungdo custo com valor bem determinado.
Formalmente a proposta apresentada aqui tem por objetivo caracterizar o subespacgo das realizagdes

{a} que torna um conjunto fixo de estados {s5} p = 1,..., P, parti¢Ges perfeitas, ou seja, E(s§) =0

AN
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V. Para atingir este objetivo definimos uma energia no espago de realizagio:

P 1 N
H= Z(TN Z a;st)?, 4.1)
= ]=

de modo que as parti¢des serdo perfeitas somente se H = 0. Vamos supor que P cresce lincarmente
com N, ou seja, P = aN. Além disso assumimos também que as componentes s;-‘ sejam varidveis

aleatérias estatisticamente independente escolhida segundo a distribui¢do de probabilidade:

1

P(sf) =5 (1 + %) §(sh — 1)+ % (1 - %) 5(s% +1). (4.2)

Os pesos da fungéo delta foram escolhidos para que (s;‘ ) = —\'/"—ﬁ Esta escolha foi motivada pelo re-
sultados do capftulo anterior (3.61), onde vimos que a varidvel m (diferenga de cardinalidade média)
escala como # e portanto usamos este resultado em (4.2) de forma a tornar o parimetro m inde-
pendente de N. E claro que para qualquer instincia realistica a, as diferentes componentes s; de uma
partigdo provavelmente ndo sejam estatisticamente independentes, ou melhor dizendo, a partigdo per-
feita s ndo € aleatéria. Restringir a andlise as parti¢des perfeitas aleatorias € a concessdo que devemos
fazer para tornar o problema tratdvel analiticamente.

Aplicaremos as técnicas da Mecénica Estatistica para estudar o estado fundamental da Hamiltoniana
7 e enfatizaremos a andlise de instincias de energia zero. Este capitulo estd organizado da seguinte
forma: Na se¢do 1 usaremos o método das réplicas para calcular a densidade de energia livre no
limite termodinidmico e derivamos um pardmetro de ordem na simetria de réplicas que descreve as
propriedades do espago de realizagdes. Em particular, mostramos que hd um valor critico a.N que
limita o nimero de parti¢fes perfeitas aleatérias. Em seguida, na se¢do 2, calculamos a densidade
de probabilidade para uma dada entrada, digamos ag, de ter um valor a. Isto € feito integrando a
distribui¢do de probabilidade conjunta (a distribuigdo de Gibbs) sobre todas as entradas exceto ag.
No apéndice D estudamos as estabilidades da solugéo na hipétese de simetria com respeito a quebra
de simetria e mostramos que as instdncias de energia zero podem ser confiavelmente descritas pelos

nossos parametros de ordem.
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4.1 Energia Livre

Seguindo a formulag¢io de Gardner [46] para a andlise do espago de acoplamentos de redes neurais,
vamos considerar os a; como sendo as varidveis rdpidas e os sjf como sendo as varidveis lentas (fixas).

A fung@o de parti¢do para este problema € escrita como

Z= / N [H da]] 8 ( — %Zaﬁ) e PH, (4.3)
L i

onde o vinculo esférico € necessdrio para garantir que nem todos os a; anulem-se simultaneamente, o
que claramente levaria a #{ = 0 para qualquer conjunto de parti¢des {3;-‘ }. Naturalmente, esperamos
que o parimetro de normalizagdo Q ndo influencie os resultados dos cdlculos. Ao tomar o limite
T — 0 na equagdo (4.3) garantiremos que somente as instdncias que minimizam # contribuirdo em

Z.

A densidade de energia livre € definida por

~6f = Jim ~(n2), @44

onde (...) denota a média sobre as varidveis aleatérias s distribuidas de acordo com a equagdo (4.2).
A razio para se escrever (In Z) e ndo In (Z) € que In Z ¢ extensiva (isto €, escala linearmente com N)
e portanto automediante (as flutuacdes de In Z em torno da média (In Z) escalam com v/N, de modo
que o valor médio passa a ser significativo para descrever o comportamento das varidveis aleatérias).
Para calcular a média em (In Z) vamos utilizar o método das réplicas: Este método consiste em
primeiro cdlcular a média de n fungdes de parti¢do acopladas (Z™) para n inteiro, para em seguida

tomar a continuagfo analitica de n — 0, em outras palavras, recorremos a identidade

1
(InZ) = lim (7" - 1), (4.5)

onde Z" =[], 2 € dado por

o 1
z = / {H dajp} 5 (Q > a?p) e~PHn) (4.6)
0 L j
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substituindo a energia dada por (4.1), e explicitando as fun¢des delta de Dirac temos

n - NdQ iNQ °° —iQ,a?
(zm) = / H———Qﬂ"e”‘)"’} /0 ([ ] dasp ]
ir

/00 H dxupdfiﬂ.p eii“pw“p—ﬂzip} < e—ﬁ ZI‘P i#ﬂ E] ajﬁs;-‘> . (4.7)
2

| up

O primeiro passo serd efetuarmos a média sobre s. Recorrendo & distribuiciio de probabilidade (4.2)

. o0 .
_ % Cas gP ~ i —
< e~ VN Loup Bue 225 %ip S > = / I I dst P(s%) e T Zp Burtips;
—00 i,

= H |:COS(\/—- Z wupaqp) + 'L\/_ Sln \/— E x#ﬂajﬂ)]

Como o argumento dessas fungdes trigonométricas € pequeno para N grande, podemos simplificar o
resultado acima simplesmente expandindo em poténcias de —Ilg e retendo o termo de corre¢do de ordem

mais baixa, obtendo assim a seguinte expressdo para a média

() = H 1—"—(2-"3;41“]/1)2 Ziupajp

— H eln[l—m—(E, Bupajp) i+ Y, ﬁupajp]

= H e~ TN (5 Zupin)*+ T 2, Fupajp (4.8)
Ju

Observando que o quadrado da somatdria pode ser escrito como

(Z Fupip)’ Z £,,0 ]p +2 Z ZupTpsaipais, (4.9)
P

p<§

reescrevemos a equagio (4.8)

H e~ 3 Lp Fap03, N Lp<s EupBus0iptist T T, Supaip (4.10)
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Nesta etapa, podemos definir os seguintes pardmetros de ordem:
1
W = ; o5 (4.11)
1
R, = & z]: jpe 4.12)
Com o auxilio das fungdes delta de Dirac podemos inserir estes pardmetros na fungio de particio,
/ Ndges 6(Ngps — D ajpas) (4.13)
—o0 .
- J
/ NdR, §(NR, - a;,) (4.14)
—o -
de modo que a fungdo de parti¢do replicada média fica dada por
~ : 00 F
<Zn> _ /oo Nde NQPQ / H Mﬂ NQpSQpJ
2w oo 27
p p<5
X [H NdR dRP NR R, aN In G1(q,R)+N In G2(Q,4,R) (4.15)
Lo _
onde
G = /00 dxpdip eizpil’zp—ﬂzp mg—%sziﬁ—Zpd Zpisqps+im Y., Zp R,y (4.16)
—oo 2
e
o0 - ~
Gy = / H da,| e~ 2 Qoap =2 p<s Gpsapts- Ly Roop 417
0
p

As integrais sobre os pardmetros de ordem g,s € R, , bem como sobre os multiplicadores de Lagrange

Gps> 1~2,, e Q,, podem ser calculadas pelo método de ponto de sela no limite N — cc.



4.1 Energia Livre

65

Ansatz de Simetria de Réplicas

O préximo passo é calcular as fungdes G e G2 na condigo de simetria de réplicas, isto €, supondo

Qp Qa Rp = R, Rp =R Vp

dos = 4, s = 4 p<aé.

Esta hip6tese ird facilitar enormemente o cédlculo analitico de G, € G2

Cilculo de Gy

Ao aplicarmos o ansatz acima na expressdo de G; dada na equagio (4.16), ficamos com

27

—00

% drpdZp | iy 20,8, 22— 1QF, 22—q %, ; FpBs4imRY, 5
G1= H epPP pP 2 PP p<& TP pp_

Utilizando a identidade (4.9) e a transforamac@o gaussiana

00
/ Dz ei\/azpiﬂz = e_%(}:p iP)z
—00

onde

(4.18)

4.19)

(4.20)
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Dz=—"-¢7 (4.21)

é a medida gaussiana, podemos desacoplar as diferentes réplicas que aparecem no termo cruzado

(Z,%s5) e ficar com uma expressdo mais simples. A seguir, integramosem z € Z,

G

/‘ Dy / d:l:d.’l: ,m_ﬂwz Q52+%i:2+imRi+i\/ZQ)15

_ / Ds tamfmr ] 422
- Jew 1+2ﬂ(Q 9" ' 2

Neste estdgio vamos tomar o limite n — 0. Para isto recorremos a seguinte aproximagao

G’1=/ Dz(ga)"z/ Dz(l+nln<p)z1+n/ Dzlngp (4.23)

onde ¢ € o termo entre colchetes na equagio (4.22). Dai,

. 1+28(Q —q)
m2R? + ¢
1+28(Q—q)

G _ —/w Dz{ln[1+2ﬁ(Q—‘I)]%+ﬂ[mR+\/zq)z]2}

= —3[1+26(Q~q) - B “24)

Calculo de G,

Retomando a expressdo (4.17) e seguindo 0 mesmo procedimento utilizado no célculo de Gy, temos

/ Dz / [Hda”] e (R
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. gﬁ—i\/(é)z?z _
_ / Dl | @D erfe ’\/q)z)] . (4.25)
—o0 2V (@-9) 2(Q - 9)3

Tomando o limite n — 0 obtemos

InGy, 1 1 ~ g R+q (R+\/_q)z)
- ~§ln7r—§ln[(Q+§)]+4(Q / DzIn erfc[ 26 + 1)} ] (4.26)

onde efetnamos a mudanga de varidvel —q — ¢.

4.1.1 Energia livre com simetria de réplicas

No limite N — oo as integrais (4.15) podem ser calculadas pelo método de ponto de sela. A expressdao

para a densidade de energia livre (4.4) € simplesmente

—Bf = —extr{Q Z Qo+ Gpslips + Z R,R, +aInG; +InGy} (4.27)

p<o
onde o extremo é tomado sobre os parimetros de ponto de sela g,5, R,, §os, B, € Q, . Agora podemos

obter a energia livre nesse ansatz. Para isto notamos que

%Z Q = QQ, (4.28)
p
%Z R,R, = RR, (4.29)
-1 4
= quJqu = %l}q =-3, (4.30)
p<6

de forma que a equagdo (4.27) fica escrita como

gg  RR m?R? + g 1
—Bfrs = QQ-% +——]\7———-ln[1+2,3( —q)]—,Ba1+2'B(Q_ )+§1M

R2+§ o (R+/( q)z)
n{(Q + = )] G+ f Dzl 2erfc[ 251 )1 } 4.31)
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A densidade de energia € é calculada segundo a sua férmula cldssica,
J0 1 0
=———InZ =—=—(—BFs), 4.32
que resulta em
a 2(Q- +m?R? + m2R?
c=2 20-9 ., ¢ 1 2Q—¢q).  (4.33)

51+28(Q—q)  "1+28@Q-q) [1+28@Q-qP

Cilculo dos pardmetros de ponto de sela

Resta agora determinarmos os pardmetros g, §, R, Re Q Eles sdo obtidos extremizando f,s, isto €,

resolvendo-se as chamadas equagdes de ponto de sela que apresentamos a seguir:

Q)  &(-Bf)=0:

. 4af*(qg + m*R?) o
@ -9F

b  F&(-Bf)=0:

A 2Rm2af _
1+26(Q-4q)

0 Z(=Bf)=0:

(4.34)

(4.35)
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_Be/@2)?
p 00 4(G+%)
R ! / Dz-S =0 (4.36)

_<ﬁ+1(q;z)2
1 i+ R? 1 /°° e 4@+ .

2(Q g R+§32)=0; (4.37
¢ 20Q+3 4@+3?* vmAQ+ )2 J erfc [(R+\/—q)z)] (R +%2) (4.37)

2(Q+3)2

P}
e) 2(=Bf)=0
~ _ (f!+3[(5?):)2 ~
~ 2 o0 4(G+%) R ~ .

" 4(qQ++R§)2 T \/7T(Ql+ Ak / pr— (Ret/(@)2) 22;?\53;2 —gre) =0 (43

2 HE 2 1

’ re [ 2(Q+§)¥ ]

Observemos que a diferenga entre (4.37) e (4.38) leva a uma expressdo mais simples,

_ (R/(@)=)?

Q / Dy ze HQ+DH 4.39)
— q .
RS TR oy B 7
2(Q+1)’
As equagdes (4.36) e (4.39) permitem-nos reescrever a equagio (4.37) como
2Q+3)Q=1-RR+3Q- 0. (4.40)

Estas equagOes sdo gerais, vélidas para quaisquer valores dos pardmetros de controle @, o, m e .
Contudo, estamos interessados apenas no limite de temperatura zero (8 — o0), pois neste limite
podemos garantir que as dnicas realiza¢des {a;} que contribuem para a fungio de parti¢do (4.3) sdo
as que minimizam a energia H. Entretanto, o limite # — oo deve ser tomado com muito cuidado e,

neste sentido, separamos a andlise a seguir em duas partes.
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Casol: limg,, B(Q —q) < oo.

A primeira maneira de efetuarmos o limite é definir z = 28(Q — g) e impor que ele seja finito no
limite 8 — oco. Destarte, podemos fazer algumas simplificagSes nas equagdes de ponto de sela. A

equagio (4.34) mostra que § = (2; explicitamente

4a(g + m?R?)

2
T P (4.41)

qg=

enquanto a equac@o (4.35 ) mostra que R=~ 8,

B 2Rm%a
142z

B. (4.42)

Substituindo (4.41) e (4.42) em (4.40) obtemos

om?R® . 2Q+m?R?)
1+s Pt T rap

2AQ =1— apfz (4.43)

onde A = Q+g ~ B. No limite 8 — oo a fungdo erro complementar pode ser simplificada reduzindo

a equagdo (4.36) a seguinte forma

_ R R4 V@)
f 28 " 2R / DA
\/(q) e( —Q)

J4 a equagdo (4.37) fica

1 + R?
Q = A+q A2 4A2/ Dzzo+z
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22
i |1+22 2 e~
= erfc(—) —~ 445
Por fim, a equagdo (4.39) reduz-se a
Q = __1__ _1_/'00 D ( + )
9= A" 32A ), AT
_ 1 20
= gxerfe( \/f) (4.46)

Manipulando estas equagdes, podemos facilmente encontrar uma equagdo para determinar z, a saber,

oo Al)am 4.47)
1-— A(ZO)E%
com
erfc(2%)
A(z) = V2 7 (4.48)
-
—zoerfc(%) + 2———6\/.2?
onde z; € solucgio da equagdo
4 2
z2 [ v el (%)]
e 4. (4.49)

Naturalmente, as equagdes (4.47) - (4.49) sdo vélidas apenas para m # 0. Para parti¢Ges balanceadas
(m = 0) temos R = 0 [veja equagdo (4.42) ] e, portanto, zy = 0. Usando esse resultado no conjunto
de equagdes (4.41)-(4.46) obtém-se

1

Alternativamente, esse resultado poderia ser obtido expandindo-se o conjunto de equagdes (4.47) -
(4.49) para zp K 1.

Observe que tanto em (4.47) como em (4.50) existe um valor de « para o qual = diverge. A fim de
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interpretar essa divergéncia, devemos calcular o limite de temperatura zero da energia ou fung¢do custo
média e dada para um § geral pela equagio (4.33). O resultado final €
£ o’m?

Q - (1+ z)2(am? — 22)’ @.51)

onde zy é dado pela solugdo de (4.49). Novamente, o caso m = 0 leva a uma indeterminagio em
(4.51) e deve ser tratado separadamente. De fato fazendo m = 0 diretamente em (4.33) e usando o

valor de z dado em (4.50) obtemos

A e S(VIa— 1) (4.52)

H4 dois resultados importantes derivados dessas equagdes. Primeiro, a norma Q apenas re-escala a
energia; segundo, a divergéncia de x determina o valor de & em que a energia média anula-se, ou
seja, torna-se possivel encontrar realizagSes {a;} que resultem em partigdes perfeitas. Naturalmente,
para determinar o valor méximo a.N para o niimero de parti¢des perfeitas em fungdo do vinculo de
cardinalidade m devemos substituir em (4.40) as equagdes (4.41) e (4.42) e em seguida usar (4.46).

QO resultado é

o, = 1erfc ﬁ 4.53
c 2 ‘/5 ’ ( . )
onde z; € a solucdo da equagéo
Az A g (4.54)
% aem?2 )

Para m = 0, o resultado é simplesmente o, (0) = % A figura 4.1 mostra a,, como fungio de m, obtido

de acordo com o procedimento acima.
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0.5 T T T T T T T T

04

03

0.1

10

Figura 4.1: Limitante superior para o mimero de parti¢des perfeitas aleatérias o, como fungio do

parimetro m. Para parti¢ies balanceada (m = 0) encontramos o, = 3

Caso II: limg .o 28(Q —q) = o0

3

Nesta segunda possibilidade devemos supor que £ — oo €, neste caso basta tomar o limite B — oo

nas equagdes (4.34) a (4.38). A equagio (4.34) fica

. (g+m*R?
=0 4.55
! (Q@—a)? (4.5)
e a equagio (4.35),
. m?R
R=« 0—q (4.56)
As demais equagdes sdo escritas como
R R N 1 /oo D e_(é+,§a)z)2 ws)
- —_—— —_— 2, .
28 VA Jwo erfc|
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~ z 2
Q= 1 + j+ R? / (n+34(q) ) \/_ 58
T2A T 4A? 2A\/7?Z (R+\f i)2) (@ '
erfc[ ]
(ﬁ+3é(i)t)2
Q-—qg= [ 4.59)
2A \/WA erfc[§R+q2'z ] (
2AQ =1- RR + §(Q — q). (4.60)
Vamos definir novas varidveis,
R q
=—, = —, 4.61
¢ escrever novamente as equagdes de ponto sela:
_a(1+mR)
€= A =g (4.62)
r=¢ mE (4.63)
VA(1-g) '
gmiz)z
R r n 1 / o D e~ 2 4.64)
_—— —_—— z_——— .
WA ViAo g (r+2§a,)
(F+£%z ?
1 1 *® ze 7
g=1 b — (4.65)
ZA AV 71-6 —00 el‘fc (I‘+2'%z)
1 T
A= - TRVE+iAG-0). (4.66)
A varidvel @ foi eliminada simplesmente redefinindo
AQ — A R LR 1,4 (4.67)
I \/Q b) Q .
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Nunca é demais chamar a atencfio para o fato de que essas equagdes independem da escolha da norma
Q das realizagdes. A solugdo dessas equagdes deve ser obtida numericamente. Em particular, pode-
mos determinar o valor de o, simplesmente fazendo g— 1. Exibimos abaixo a figura 4.3 mostrando
como ¢ varia com q.

Podemos observar que, para um valor de ¢ fixo, a medida que o valor de m aumenta, aumenta também
a correlagdo entre as realizagdes que resultam em parti¢des Gtimas. E interessante mencionar que para
a = 0temos ¢ = R? = % independentes do valor de m. Para concluir, observemos que tomando o

limite 8 — oo com q— @ na equagdo (4.51) obtemos & = 0 conforme o esperado.
Q

0.9 ;
0.8 -
0.7 -
0.6 -

0.5 b

¢/Q

0.4 |-
03}
02

01|

0.0
0.0

Figura 4.2: A densidade de energia ¢ normalizada por () em fungdo de a. A curva em verde € o
resultado para m = 0 equanto a curva preta é um resultado assintético (obtida para grandes valores
de m). As curvas intermedi4rias correspondem aos valores: m = 2,4, 7, 10, 20, de baixo para cima.
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0.6 . 1 . 1 N 1 . 1 N
0.0 0.1 0.2 03 0.4 05

o

Figura 4.3: O pardmetro q contra « obtido resolvendo-se numericamente as equagdes de ponto de sela.
Da direita para a esquerda as linhas correspondem aos seguintes valores de m: 0, 0.5, 1, 2, 5, 10

4.2 Distribuicao de probabilidade das entradas

A abordagem probabilistica tradicional para estudar problemas de otimizacio introduz uma distribuicdo
de probabilidade sobre o espago das realizacbes. O motivo para se fazer isto é que raramente se
conhece uma distribui¢@o de probabilidade realistica. No PPN, por exemplo, usualmente considera-
se as entradas a; como sendo varidveis aleatérias estatisticamente independentes que seguem uma
distribui¢do de probabilidade uniforme.

Nesta se¢do vamos determinar a distribui¢iio de probabilidade de uma componente arbitréria, digamos

ag, da realizag@io {a;} que minimiza a energia H. Essa distribuigdo é definida por

Pely) = Jim (5(y - ax))r
= tim (2 / oo(Hda-)d(Q—lza"?)é( — a;) e P (4.68)
T e \Z J, LT N].Jy’c '

onde Z ¢ H sdo dadas pela equagdes (4.1) e (4.3) respectivamente. Como todas as entradas sdo

equivalentes, podemos escrever Py (y) = P(y) Vk. Consegiientemente, para avaliar a equagio (4.68)

podemos introduzir uma energia auxiliar
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2
1
; (, /N ; 173 ; J

de modo que

) 1 0
P(y) == ﬂl_l_’r{.lo N_ﬂ% <ln Zauz) |h=0 (470)

onde

oo
Zouz = /000 [I;I da,] (Q — %zj: af) e hX;0ly-a)) /_oo l;[ dz,d(z, — % ; a,-s;‘) e P
4.71)
Obviamente, as entradas ndo sdo estatisticamente independentes, sendo a sua distribui¢cdo de proba-
bilidade conjunta dada exatamente pela distribui¢do de Gibbs.
Dado que precisamos calcular a média do logaritmo da fung¢do de parti¢@o, utilizaremos novamente o

método das réplicas. Seguindo os passos da se¢@o 1, escrevemos a fun¢@o de parti¢io replicada como

00 A _ oo "
(Z:uz) = / H ___N2d7er eiNQpQJ /0\ [H da]_p e—lQpa?-p-—hJ(y—aj)]

e ie
/ > 11 oo iz, o,0-p22, < ¢~ 7N o Bue T 998} > 4.72)
—oo Lup 2m

Efetuando os cdlculos como anteriormente, encontramos

(zr) = / [H%?Pempo} / H%ﬁ‘_‘!ﬂ_ﬂemam]
P —00

2m
—o0 | p<§

) /oo [H NdRpfiRp NRFy | aN10Gy(g,R)+N 10 G2 (G4, k) @13)
21

—00

4 .

onde
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Gi(q,R) = /_oo [1:[ d_:z:%rd_ﬁ] e L E0te—B L, 0= 3Q L, 55— <5 ToTetps+im D, BpRp 4.74)
G, (Q, q, R, h) = f [ dap] e 2 Qp02—X, 5 Gps0pa5- X, Rpap—hé(y—a;) (4.75)
0
P
Segundo o método das réplicas, a distribui¢do que foi definida em (4.70) relaciona-se com (Z") da
seguinte forma
P(y) = — lim 19 (In Z,) | hm Lihmll (Z) | 4.76
Y = e N o e =0 = T NBBh no | o =0 (4.76)
o que resulta em
01
P(y) = — 5 —eatr{Q Z Qp+ D apslos + Z R,R,+alnG, +InGy}|peo. 477
p<d
Somente G, depende de h , conseqiientemente
10
Ply) = =3 In Gy [p=o - 4.78)

Quando a simetria de réplica € imposta obtemos

nah

= / Dzln / da e—Qaz—Ra+%az+z\/_q)az——h6(y—a)
n Bh

Qa —Ra+iaz+i\/— (§)az
- / D’
f dae

Py = —+2m / D: [ / da -0 Rarfat+iv/(as- M(y—a)]

—Qa?2—Ra+ 1az+zq% az

(Q”)y - (R+vaz)y
- / be T — 4.79)
T L [T w@h erfc [ (BLvE)
2y e+: 2/(Q+)



4.2 Distribuicfio de probabilidade das entradas 79

A seguir vamos considerar apenas o regime onde existem parti¢des perfeitas, isto é, o < a(m). Para

facilitar a an4lise vamos agora calcular a fungdo de probabilidade acumulada C (v)

[ dy'P( )

- [ p, (VB + E5) —ort (P

C(y)

erfc (%55)
o0 erfc (\/Ky + Ei‘&)
- /_ Def1-—— )| (4.80)

onde T, A e £ sdo obtidos resolvendo-se a equagdes (4.62) - (4.66). No limite ¢ — 1 ¢é possivel
calcular esta integral pois I' — co € £ — oo . Temos que determinar primeiro o limite de integra¢do
que contribui na integral. Note que para VAy + 5-3251 < 0 o integrando de (4.80) se anula. A
fungdo erro complementar pode ser desprezada, portanto encontramos a seguinte expressdo para a

distribui¢do acumulada,

C(y)

00 ) .A_y_ r
[ pema- Vira
-2/3v-7 ~o0
A T
L (Wt
= 1- —erfc | ————
2 V2

(4.81)

E possivel expressar os expoentes ,/% e % em termos de parimetros conhecidos. Assim, usando

Z0 = % ¢ manipulando as relagdes (4.46) e (4.62) encontramos

/A m2a, — 22

de modo que (4.81) fica escrita como

1= e (FYEA
Cly)=1 2erfc ( ;) ) . (4.83)

Para m = 0, sabemos que z; = 0 ¢ 7 é simplesmente
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A _Ap-g v _ 1
Ve T va 2 e

resultando em

Cly) =1- %erfc (g) . (4.84)

O que é notdvel nas distribuigdes (4.83) e (4.84) € que C(0) # 0 indicando que P(y) apresenta
uma fungio delta de Dirac na origem. Uma vez conhecida a fungdo acumulada, podemos derivar
imediatamente a funcfio densidade de probabilidade. Neste caso, a relagdo entre a densidade de

probabilidade e a fungéo acumulada é

Ply) = C(0)d(y) + 1% (4.85)

Dai, efetuando a derivada, chegamos a expressio da densidade de probabilidade para & = a :

Ply) = 6(y) [1 - %erfc (%)] + \/%'r i (4.86)

Entretanto, abaixo de c, ndo hd nada que se possa fazer para simplificar a expressdo da distribui¢do
acumulada dada na equagiio (4.80). A figura 4.4 mostra a distribui¢do acumulada para parti¢Ses

balanceadas m = 0. Note que C(0)# 0 apenas para @ = .
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06

05 -

04 H =

03 F -

0.2 -

0.1 -

0.0 L ] 1 1 " 1 M
0.0 0.1 0.2 03 04

Figura 4.4: Distribuigio de probabilidade acumulada de entradas de realiza¢des com energia zero
para parti¢Ses balanceadas para a = 0.01, 0.25, 0.36, 0.42, 0.48, 0.49 € 0.499, vistos de baixo para
cima. A curva em vermelho corresponde 2 distribuigdo acumulada quando a = .

|



Capitulo 5

Conclusao

A motivaggo principal desta tese foi explorar a utilizagdo das idéias e ferramentas desenvolvidas na
Mecinica Estatfstica de sistemas desordenados para estudar o cldssico probléma da parti¢do numérica
PPN. Isso é possivel neste caso porque podemos facilmente formular esse problema de otimizagdo
combinatorial como um problema de spins de Ising com intera¢Ges aleatSrias.

Existem vdrios motivos que tornam o PPN um problema de otimiza¢do combinatorial ideal para ser
investigado tanto analitica como numericamente. Primeiro, ele € um dos principais representantes da
classe de problemas N"P-completos, ou seja, € um problema que pode ser reduzido polinomialmente
a todos os problemas daquela classe. Segundo, apesar de apresentar uma formulagio matemdtica
muito simples, o espago de solu¢des do PPN ¢ dotado de uma estrutura extremamente rica, levando
a diversas propriedades nio triviais das solugdes 6timas. Terceiro, essa simplicidade facilita muito o
estudo tedrico-analitico, bem como a elaborag@o de novos algoritmos.

Podemos neste momento perguntar o porqué do uso da mecanica estatistica neste tipo de estudo. O
principal objetivo dos pesquisadores na drea especifica de otimizagdo combinatorial € a procura de
evidéncias, propriedades e ‘insights’ que ajudem a provar as conjecturas P = NP ouP #NP.
E quase consenso entre aqueles pesquisadores que um novo conjunto de ferramentas mateméticas
deverd ser desenvolvido para que possamos de fato resolver essa questdo que, sem divida, € uma
das mais desafiadoras da atualidade na ciéncia da computagdo. Deste ponto de vista, a mecinica
estatfstica representa uma alternativa possivel, merecedora de atengdo, para o desenvolvimento de

tais técnicas matemdticas mais eficientes para o estudo de problemas de otimizagao.

R
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Em geral é muito diffcil usar a teoria formal de probabilidade para derivar expressdes analiticas para
a fungdo custo 6tima ou entdo caracterizar as solugSes 6timas de um dado problema de otimizagéo.
Em 1997, quando iniciamos os trabalhos que resultaram nesta tese, havia poucos resultados analiticos
disponiveis na literatura sobre o problema da parti¢do numérica. Em particular, Karmarkar e colab-
oradores [40], utilizando métodos rigorosos de teoria de probabilidade, conseguiram prever somente
a ordem de grandeza da energia ou fungdo custo 6tima esperada para o PPN, a saber, O(VN2-V)
para o caso de partigdes sem vinculo de cardinalidade e O(N 2~N) para parti¢des balanceadas. E
importante mencionar também o trabalho pioneiro de Gent ¢ Walsh [66] que, através de simulagdo
computacional e aproximagdes do tipo ‘annealed’, sinalizou a existéncia de uma transi¢do de fase no
PPN.

A andlise de mecénica estatistica do problema da partigio numérica apresentada nesta tese pode ser
dividida em duas partes, a saber, uma abordagem do problema direto € uma abordagem do problema
inverso. A seguir vamos resumir os principais resultados e conclusdes dessas duas abordagens.

Na abordagem direta formulamos o PPN como um modelo de spins de Ising 5; = +1;: =1,...,N
com interagdes J;; antiferromagnéticas de intensidades aleatérias. Mais especificamente, as confi-

guragdes de spins de Ising representam as parti¢des (s; = 1 caso o item i pertenga ao conjunto A e

s; = —1 caso contrério) e os acoplamentos sdo dados por produtos dos valores dos itens, J;; = a;a;.
Em particular, consideramos os itens a;;2 = 1,..., N como varidveis aleatfrias estatisticamente

independentes geradas segundo uma distribui¢do de probabilidade uniforme no intervalo unitério.
Dessa forma, a energia ou fung@o custo passa a ser uma varidvel aleatéria. No capitulo 2 derivamos
um limitante inferior para a energia 6tima média na aproximagdo ‘annealed’ (recozida) tanto para o
caso com vinculo quanto para o caso sem vinculo de cardinalidade. Ainda, através de simulagOes
numéricas mostramos que a largura relativa da distribuicdo das energias 6timas E*, denotada por
r (ver equagdo (1.23)) tende para o valor 1 no limite N — oo tanto para a versdo sem vinculo
quanto para a versdo balanceada. Isso significa que as flutuag3es tipicas de E* sdo da mesma ordem
de grandeza de seu valor esperado e, portanto, a energia 6tima ndo é uma grandeza automediante.

Particularmente relevante é o resultado de que quando o valor do pardmetro m, que mede a diferenga
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(apropriadamente escalada) entre as cardinalidades dos dois conjuntos, estd acima de um valor critico
dado por m, = v/2 — 1 a energia 6tima torna-se extensiva, permitindo entdo a realiza¢do do célculo
exato das propriedades termodindmicas das solugdes 6timas do PPN.

Ainda no capftulo 2 e também ilustrando o poder das ferramentas padres da mecinica estatistica de
sistemas desordenados, calculamos o nimero médio de minimos locais, ou seja, estados que poderiam
ser ‘armadilhas’ para heuristicas de busca que minimizam localmente a fungo custo. Para parti¢Ges
sem vinculo de cardinalidade encontramos que essa grandeza média escala com 2.764]%:5 para N
grande, e que a energia tipica desses minimos locais é aproximadamente 2/N (lembremos que a
energia de um minimo global € da ordem de Vv N2-V). E interessante comparar esses resultados com
os do modelo de Sherrington-Kirkpatrick (SK) para o qual o limitante inferior da energia do estado
fundamental é —0.833N [9] e o nimero médio de minimos locais escala com e%19°¥ [48]. Portanto,
no PPN existem muito mais minimos locais e os 6timos globais sdo muito mais profundos que os
encontrados no modelo SK. Esses resultados ajudam a explicar o fracasso dos algoritmos de busca
local, tal como o popular ‘simulated annealing’, em produzir boas solugtes para o PPN [16].

Uma técnica tradicional de se obter limitantes inferiores rigorosos para a fung@o custo de problemas
de programagio inteira, como & o caso do PPN, ¢ através da relaxagéo dos vinculos. O capitulo 3 foi
dedicado ao estudo da versdo continua ou esférica do problema da particdo numérica em que os spins
de Ising passam agora a spins esféricos, ou seja, —oo < s; < comas Y, sz = N. Neste caso, dizemos
que o vinculo da integralidade foi relaxado. Como era esperado, foi possivel resolver o problema re-
laxado analiticamente e obter expressdes bastante simples para as diversas grandezas termodindmicas
de interesse. Infelizmente, o valor esperado da energia 6tima (caso sem vinculo de cardinalidade)
obtido foi zero, resultando em um limitante inferior sem nenhuma utilidade. Entretanto, algumas pro-
priedades estatisticas das solugdes 6timas mostraram-se muito interessantes. Por exemplo, mostramos
que a maior concentragio de solugdes Gtimas possui ‘parti¢des’ balanceadas m = 0, conforme refleti-
do no pico da distribuigio das diferengas de cardinalidade das solugSes Gtimas P(m) que aparece
em m = 0. Com o auxilio dessa distribui¢io mostramos também que |m| ndo é uma grandeza au-

tomediante. Ainda, através do célculo da fungdo de correlagido que mede a sobreposi¢do de pares de
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minimos globais mostramos que para m > 0.5 hd somente um estado com energia minima (minimo
global). Finalizamos o capitulo 3 e a primeira parte da tese com um resultado de interesse prético,
a saber, a andlise do desempenho de uma heuristica que denominamos heuristica de integralizagdo.
Nessa heuristica geramos as partigdes, isto é, as configuragdes de Ising, simplesmente tomando o
sinal dos spins esféricos da solugdo 6tima relaxada. Mostramos analiticamente que tal heuristica &
tdo ineficiente quanto uma heuristica que escolhe os estados no espago de configuragdes de Ising de
forma aleatéria. Todos os resultados discutidos acima representaram contribuigdes originais para o
entendimento do problema da parti¢do numérica.

Para motivar a formulagdo do problema inverso, que € o objeto da segunda parte da tese (capitulo 4),
observamos primeiramente que a abordagem tradicional da ciéncia da computagfo para a validagdo de
algoritmos concentra-se quase que exclusivamente no espago de realizagdes (ou instancias), buscando
por instancias em que o algoritmo apresente o mais pobre desempenho (andlise do pior caso). Por
sua vez, as andlises de mecénica estatistica, conforme ilustrado na primeira parte desta tese, t€m se
concentrado principalmente no espago de configuragdes, sendo as instdncias amostradas segundo uma
distribuigio de probabilidade dada a priori [25]. Inspirados pelo trabalho de Elizabeth Gardner em
redes neurais [46,47], investigamos as propriedades estatisticas do espago de realizagdes do problema
da parti¢io numérica, dado um conjunto fixo de parti¢des. Especificamente, procuramos nesse espago
pelas instincias mais féceis a fim de mostrar que existe um nmimero méximo de parti¢Ges perfeitas
aleatérias o,(m)N. Em particular, para partigdes balanceadas (m = 0) encontramos a.(0) = 3.
Mais ainda, mostramos que partigdes perfeitas aleatérias desbalanceadas (m # 0) existem somente
se a diferenga das cardinalidades dos dois conjuntos Y, s; escalar com mN 1/2_ Esses resultados
podem ter relevancia para a criptografia [77], pois fornecem limitantes superiores para o nimero de
mensagens bindrias descorrelacionadas (parti¢Ses perfeitas aleatérias) que podem ser codificadas em
uma instincia arbitrdria. Outro resultado obtido no capitulo 4 que também pode ser de interesse em
criptografia é a distribui¢do de probabilidade dos itens a; de uma realizagdo que suporta parti¢des
perfeitas, desde que sua forma pode dar indicios quanto ao mimero de padrdes codificados (aN) na

instincia.
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E importante tentar descobrir se o limitante superior para o nimero de partigSes perfeitas aleardrias
(0(m)) que derivamos nesta tese também dé alguma informagdo sobre o nimero de parti¢des per-
feitas arbitrarias (correlacionadas). Primeiramente, observamos que € mais dificil encontrar solugdes
(instincias a com energia zero) para o conjunto de equagdes lineares a - s = 0;1 = 1,...,aN no
caso de partigdes s' aleatorias do que no caso correlacionado. Conseqiientemente, se para @ < a, (m)
podemos garantir a existéncia daquelas solugSes para particdes aleatdrias, também asseguramos a
existéncia de soluges para partigdes correlacionadas. Isso leva a conclusdo de que o.(m)N fornece
um limitante inferior para o nimero mdximo de parti¢des perfeitas que podem ser encontradas em
uma instincia arbitriria. E claro que esse limitante torna-se exato para o caso de parti¢des aleatérias.
Portanto, podemos considerar o limitante ()N como uma caracteristica geral e robusta do pro-
blema da parti¢do numérica, no sentido de que néo depende de nenhuma hip6tese arbitrdria sobre as
instancias e/ou parti¢des. Novamente, devemos enfatizar que os resultados do estudo do problema in-
verso apresentados nesta tese sdo originais e acreditamos que esse tipo de andlise possa ser extendida
com o mesmo &xito para outros problemas de otimizagao.

Concluindo, desejamos mencionar que a perspectiva de continuacio desse trabalho concentra-se na
generalizagdo do problema da particio numérica para mais de dois conjuntos, que possivelmente
pode ser mapeado em um modelo de spins de Potts. A perspectiva futura € entdo reproduzir o que for

possivel da andlise realizada nesta tese para o problema generalizado [98].



Apéndice A
Complexidade Computacional

A.0.1 Motivaciao

O ramo da ciéncia da computagio teérica conhecido como complexidade computacional concentra-se
na classifica¢@o dos problemas de acordo com os recursos computacionais (tempo de CPU, memdria)
requeridos para resolvé-los. Isto levou a uma nogédo precisamente definida de problemas tratdveis
e intratdveis. Esta nogdo poderia ser transferida para problemas de solubilidade de modelos em
Mecincia Estatistica, onde ndo entendemos porque o modelo de Ising € exatamente soldvel em duas
dimensOes, mas nio foi ainda resolvido em trés.

O sucesso da teoria de complexidade computacional ¢ baseado em atitudes pessimistas: a intrata-
bilidade de um problema ¢ definida com base no pior caso (ou pior exemplo) possivel. Freqiiente-
mente, no caso de realizagGes aleatérias do problema, o cendrio da pior instincia difere consider-
avelmente da instincia tipica, ou seja, aquela escolhida aleatériamente no conjunto de realizagGes.
Uma observagdo comum ¢ que problemas dificeis s@o tipicamente fdceis de resolver. Para conseguir
exemplos reais dificeis, os pardmetros do conjunto fundamental que determina a distribui¢io de pro-
babilidade das realiza¢Ges devem ser cuidadosamente ajustados para certos valores criticos. Variando
os pardmetros através da regido critica observa-se uma mudanga abrupta na complexidade tipica —
muito similar as mudangas abruptas associadas as transi¢des de fase em sistemas fisicos. Transi¢oes
de fase em sistemas fisicos ¢ em sistemas computacionais sa0 bem estudados dentro do esquema da
Mecénica Estatistica. Além das transi¢des de fase, a Mecanica Estatistica oferece meios para andlises

probabilistias gerais de problemas computacionais. O procedimento usual é formular um problema

R7
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de otimizagdo como um vidro de spin e analisar as propriedade em baixa temperatura. Esta abordagem
fisica fregiientemente fornece resultados que vio além dos obtidos pelos métodos tradicionais.

Uma outra estimulante conexo entre Fisica e Ciéncia da Computagdo é fornecida pela computag¢do
qudntica. Ha algumas evidéncias teéricas de que computadores projetados para explorar as pro-
priedades de sistemas quinticos como artificios computacionais sdo mais poderosos do que com-
putadores baseados em conceitos cldssicos. A esperanga é que problemas considerados intratdveis
em computadores cldssicos se tornem tratdveis quando colocados em um computador quéntico. Em
dltima instincia, algum conhecimento de complexidade computacional nos ajudard a entender as

promessas e as limitagdes dos computadores quénticos.

A.0.2 A medida da complexidade

Algoritmos

A complexidade computacional de um problema é uma medida dos recursos computacionais, tipi-
camente tempo, requeridos para resolver o problema. O que pode ser medido (ou computado) € o
tempo que um particular algoritmo usa para resolver o problema. Este tempo, por sua vez, depende
da implementagio do algoritmo bem como do computador que o executa. A teoria da complexidade
computacional fornece uma nogio de complexidade que € totalmente independente dos detalhes de
implementagio e do computador a disposi¢do. Sua defini¢do precisa requer um considerdvel forma-
lismo. Isto ndo é uma surpresa, desde que estd relacionado a uma questio altamente nao trivial que
toca nos fundamentos da matemdtica: O que entendemos ao dizermos que um problema é solivel?
Pensando nesta questdo chegamos ao teorema da incompleteza de Godel [97], maquina de Turing e
a Tese de Church-Turing em fung¢des computdveis (veja [79] para uma introdugdo nestes topicos).
Neste apéndice adotaremos um ponto de visto mais informal e pragmadtico. Um problema € solivel
se ele pode ser resolvido por um computador escrito em sua linguagem de programagdo favorita. O
tempo de execugdo ou a complexidade temporal de seu programa deve ser entdo definida com algum

cuidado para servir como uma medida significativa para a complexidade do problema.
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Complexidade temporal

Em geral o tempo de execugdo depende do tamanho do problema e de uma entrada especifica de dados
(a realizagfio). Por exemplo, ordenar 1000 niimeros leva mais tempo do que ordenar 10 nimeros e
alguns algoritmos executam mais rapidamente se os dados estiverem parcialmente ordenados. Para
minimizar a dependéncia em uma realizagio especifica considere a complexidade temporal do pior
caso T(n),

T(n) = maxt(z) (A1)

|z|=n

onde t(x) € o tempo de execugdo do algoritmo para entrada de dados = (em unidades arbitrdrias) e
0 méximo é tomado sobre todas as realizagGes de tamanho n. O pior tempo € um limitante superior
para o tempo de execug@o observivel.

Uma medida do tempo de complexidade deveria ser baseada em unidades de tempo independentes do
clock de uma CPU especifica. Tal unidade ¢ fornecida pelo tempo que a CPU gasta para desenvolver
uma operagdo elementar, como a adi¢éio de dois niimeros inteiros. Medir o tempo nestas unidades
significa contar o mimero de operagdes elementares executados pelo seu algoritmo. Este mimero, por
sua vez, depende fortemente de detalhes de implementacdo do algoritmo — programadores experientes
e compiladores otimizados tentardo reduzi-lo. Portanto, ndo consideraremos o nimero preciso 7'(n)
de operagdes elementares, mas somente o comportamento assintético de T'(n) para grandes valores
de n denotado pelo simbolo O. Essa notagdo € usada para expressar a complexidade do tempo de
execugdo de um algoritmo, em fungdo de um valor n que € correspondente ao tamanho da entrada
do problema. Assim , O(f(n)) indica que o tempo necessdrio para obter um resultado do algoritmo
é proporcional a f(n). Essa medida tem por objetivo avaliar a efici€ncia do algoritmo em termos
de sua complexidade, normalmente considerada no pior caso. O valor de f(n) ndo tem uma relagio
exata com o tempo e sim com sua ordem de grandeza, o que serve de parimetro de comparagdo entre
diferentes algoritmos. Por exemplo, para valores de n suficientemente grandes as fungdes f(n) = n?,
fa(n) = 2n® + 3 ¢ f3 = 3n?, ttm a mesma ordem de grandeza, a qual é proporcional a n?, ou seja
O(n?). Por definigdo, se existir uma fungdo g(n) tal que f(n) < cg(n) para uma constante ¢ > 0,

diremos que O(f(n)) = O(g(n)). Normalmente a fungéo g representa uma familia de fungdes
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[ Complexidade [n=10 [n=50 [n=100 [n=1000 [ n=10000 |

l O(log, n) | 0.0000033 | 0.0000056 | 0.0000066 [ 0.0000099 | 0.000013 |

o) [0.000010 | 0.000050 | 0.000100 | 0.000100 ] 0.010000 |

[O(nlogzn) | 0.000033 | 0.000283 | 0.000684 ] 0.009966 | 0.132877 |

[0 0.000100 || 0.002500 | 0.01000 | is [1min40s |

[0 0.001000 ]| 0.125000 | 1s 16 min 40 s || 11 dias 14h |
O(n®) [ 0.100000 || 5min13s | 2h47 min | 32 anos 0o

l o2 | 0.001024 || 35anos | 410" anos || 0o | o0

| 03" [ 0059049 [ 210" anos || oo [ oo | oo |

Tabela A.1: A ordem de complexidade versus o tempo de processamento. A unidade, quando ndo
especificada estd em segundos.

conhecida como: O(n), O(n?), O(n?), O(e"), O(n!), O(log,n), O(nlog,n), etc. A notagio
O(1) é usada para indicar uma complexidade constante, ou seja , independente de n; no entanto isto é
bastante incomum. E instrutivo inspecionar a tabela 1 para termos uma idéia da grandeza e fazermos
uma comparacgdo entre fungdes comumente usadas na medi¢do da complexidade de algoritmo para
alguns valores de n. Para melhor visualizagio, os valores indicados representam o tempo médio
esperado de execugdo, expressos em segundos quando ndo indicados. Dessa tabela, podemos concluir
que para valores de n ndo superiores a 1000 a complexidade ciibica O(n?) seria a méxima admitida.
Para grandes conjuntos de dados (n > 10000) o ideal seria a complexidade néo superior a O(n?).
Em geral, O(n™) para m > 3 ou complexidade exponencial sdo indesejdveis. Outro fator a ser
considerado, por curiosidade, seria o impacto do aumento da velocidade do computador sobre o
tempo de execugdo do algoritmo. Se em um tempo fixo ¢ executamos um problema de tamanho
n e complexidade O(n?), entdo um aumento em 1000 vezes na velocidade de um computador nos
permite resolver um problema 10 vezes maior no mesmo intervalo de tempo. Por outro lado, se a
complexidade fosse O(2"), o aumento no tamanho do problema seria de apenas 10 unidades (valor
constante).

Multiplicando duas matrizes n x n requer n® multiplicages, de acordo com a férmula do livro texto,
isto significa que o problema de multiplicar duas matrizes n X n tem complexidade O(n®)? Nio.
A férmula do livro texto € um particular algoritmo, € o tempo de complexidade de um algoritmo é

somente um limitante superior para a complexidade inerente ao problema. De fato, algoritmos mais
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ripidos para multiplicacdio de matrizes com complexidade O(n®) e o < 3 foram encontrados nas
ultimas décadas, e o recorde atual estd sendo o = 2.376 [80]. Desde que o produto de matrizes tem
n? entradas, @ ndo pode ser menor do que 2, € é uma questdo aberta se este limite inferior poderia
ser atingido por algum algoritmo. Outro problema onde o limitante superior para a complexidade
de um algoritmo encontra um limitante inferior inerente € o ordenamento de n ftens. Sob hipé6teses
gerais, as comparagOes entre pares de itens sdo as nicas fontes de informacdo e pode ser mostrado
que O(n logn) é o limitante inferior para o nimero de comparagdes necessdria para se ordenar n ftens

no pior caso [78, chap. 9]. Este limite € encontrado pelos algoritmos heapsort or mergesort.
Tamanho do problema

Nossa medida do tempo de complexidade depende ainda de uma nog¢do um pouco ambigua do taman-
ho do problema. No exemplo da multiplicacdo de matrizes, tacitamente tomamos o niimero n de lin-
has de entrada de uma matriz como uma medida ‘natural’ do tamanho. Usando o nimero de elementos
m = n? ‘aceleramos’ o algoritmo O(n?) para O(m*2) sem mudar uma simples linha do cédigo do
programa. Veja que uma defini¢do ndo ambigiia do tamanho do problema exige comparar algoritmos.
Em complexidade computacional, todos os problemas que podem ser resolvidos por um algoritmo
polinomial, isto é, um algoritmo com tempo de complexidade O(n*) para algum &, sdo colocados
juntos e chamados de tratdveis . Por outro lado, problemas que podem somente ser resolvidos por
algoritmos com tempo de execugio nio polinomial como O(2") ou O(n!) sdo também agrupados em
outra familia e recebem denominagdo de intratdveis. Existem motivos préticos e tedricos para essa
classificagdo um tanto grosseira. Uma das vantagens é que ela ndo distingiie entre O(n?) e O(n?/?).
Conseqiientemente podemos nos dar ao luxo de ser superficiais e assim evitar a defini¢do da medida

‘natural’ do tamanho do problema.

A.0.3 Problemas trataveis e intrataveis

Crescimento polinomial vs. exponencial

Do ponto de vista pratico, um algoritmo exponencial significa um limite extremamente restritivo

para o tamanho acessivel do problema. Suponha que com um dado equipamento possamos resolver
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um problema de tamanho n dentro de um determinado prazo. Se o algoritmo tem complexidade
O(2"), um problema de tamanho n + 1 precisard duas vezes mais tempo, trazendo-o definitivamente
para fora do prazo. O aumento causado por um algoritmo O(n) ou O(n?) por outro lado € menos
dramético e pode ser facilmente compensado por uma atualizagio de hardware. Pode-se alegar que um
algoritmo @(n'®°) tem um desempenho melhor do que um algoritmo O(2") somente para tamanhos
de problemas que nunca ocorrerdo em suas aplicagdes. Um algoritmo polinomial para um problema
é tipicamente O(n*), k = 1,2 ou 3. Algoritmos polinomiais com k£ > 10 s&o raros e surgem em

problemas bastante exdticos.
Arvores

Como exemplo, considere o seguinte problema de projeto de redes. Voc€ tem uma empresa com
muitos escritérios e vocé quer arrendar linhas telefonicas para conectd-las. A companhia telefonica
cobra diferentes pregos para conectar pares de cidades, e sua tarefa € selecionar um conjunto de linhas

que conecte todos os seus escritérios a um custo total minimo.

3 7

Figura A.1: Um grafo valorado e sua érvore geradora minima (arestas coloridas).

Em termos matemdticos, as cidades e as linhas entre elas formam os vértices V' ¢ as arestas F, respec-
tivamente, de um grafo valorado G = (V, E), onde o valor de uma aresta € o custo da correspondente
linha a ser arrendada. Sua tarefa é encontrar um subgrafo que conecte todos os vértices do grafo, isto
é, um subgrafo gerador, cujas arestas tenham um peso total minimo. Seu subgrafo ndo deve conter

ciclos, j4 que vocé pode remover uma aresta do ciclo deixando todos os nés conectados e reduzindo
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o custo. Um grafo sem ciclos € uma drvore, entdo o que vocé estd procurando € uma drvore geradora

minima em um grafo valorado (Fig. A.1).

ARVORE GERADORA MINIMA (AGM): Dado um grafo valorado G = (V, E) com pesos

ndo negativos. Encontre um drvore geradora 7' C G com peso total minimo.

Como encontrar uma arvore geradora ? Uma abordagem ingénua € gerar todas as drvores possiveis
com n vértices € permanecer com aquela que tem menor peso. A enumerac@o de todas as drvores
pode ser feita usando os cédigos de Priifer {81], mas a férmula de Cayley nos diz que existem n™~?2
diferentes drvores com n vértices. Jd para n = 100 existem mais drvores do que d4tomos no univer-
so! Conseqiientemente uma busca exaustiva € invidvel mesmo para problemas pequenos. A idéia

matemadtica que torna 0 AGM um problema tratdvel € este:

Lema: Seja U C V qualquer subconjunto de vértices de G = (V, E), e seja e a aresta

com menor peso de todas conectando U e V — U. Entdo e € parte de uma drvore geradora

minima.

Prova: Por contradi¢do. Suponha que T seja uma édrvore geradora minima que nio contenha e. Seja
e = (u,v)comu € Uev € V-U. Entio, devido a T' ser uma drvore geradora, ela contém um tinico
caminho de u para v, que juntos com e formam um ciclo em G. Este caminho tem que incluir uma
outra aresta f conectando U e V — U. Agora T + e — f é uma outra drvore geradora com peso total
menor do que T'. Entdo 7" ndo era uma arvore geradora mfnima.

O lema permite crescer uma &rvore geradora aresta por aresta usando o algoritmo de Prim. Por

exemplo:
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PRIM(G)
Input: grafo valorado G(V, E)
Output: drvore geradora minimaT C G
begin
Seja T um vértice simples v de G
while 7" tem menos do que n vértices
encontre a aresta minima conectando T aG — T
adicioneelaa T
end
end

O tempo de complexidade do algoritmo de Prim depende da estrutura de dados usada para organizar
as arestas, mas em qualquer caso @(n?logn) é um limite superior. (veja [82] para algoritmos mais
répidos). Equipados com tal algoritmo polinomial podemos encontrar a drvore geradora minima
com milhares de nés dentro de segundos em um microcomputador. Compare isto com uma busca

exaustiva! De acordo com nossa definicio AGM € um problema tratdvel.

Itinerdrios intratdveis

Encorajados pelo algoritmo eficiente para 0 AGM iremos agora investigar um problema similar. Sua
tarefa € planejar um itineririo para o caixeiro viajante que deve visitar n cidades. Vocé tem um mapa
com todas as cidades e distincia entre elas. Em qual ordem o viajante deveria visitar as cidades para
minimizar a distincia total da viagem? Numere as cidades arbitrariamente e anote a distdncia em uma
matriz (d;;), onde d;; denota a distdncia entre a cidade i e a cidade j. Um percurso é dado por uma
permutagdo ciclicaw : [1...n] — [1...n], onde 7(3) denota a sucessora da cidade i, e seu problema

pode ser definido como:

PROBLEMA DO CAIXEIRO VIAJANTE (PCV): Dada uma matriz distdncia n X n com ele-

mentos d;; > 0. Encontre uma permutago ciclicar : [1...n] + [1...n] que minimiza

e(m) =Y dingy- (A2)
=1
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O pCV provavelmente é 0 mais famoso problema de otimizagdo e existe uma vasta literatura especial-
mente devotada a ele, veja [74,75] e suas referéncias. Nio é muito dificil encontrar boas solugdes,
mesmo para problemas grandes, mas como obter a melhor solugdo para uma realizagdo qualquer?
Existem (n — 1)! permutagdes ciclicas, e o célculo do comprimento de um percurso pode ser feito
em tempo O(n), conseqiientemente uma busca exaustiva tem complexidade O(n!). Novamente esta
abordagem ¢ limitada mesmo para pequenas amostras. Serd que existe uma idéia matemdtica que
nos fornega um atalho para a solugéo 6tima, como no AGM? Ninguém sabe! Apesar dos esforgos
de muitas pessoas brilhantes, nenhum algoritmo polinomial para o PCV foi encontrado. Existem al-
guns algoritmos engenhosos e eficientes (isto €, polinomial) que encontra boas solugGes, mas que néo

garantem a otimalidade [75]. De acordo com nossa defini¢io, o o problema PCV € intratdvel.

s

Figura A.2: Mesma instincia, diferentes problemas: Uma configuragdo vélida do PROBLEMA DO
CAIXEIRO VIAJANTE (esquerda) e o problema DESIGNAGAO (direita). Enquanto DESIGNAGAO pode
ser resolvido em tempo polinomial, o PCV ¢ intratdvel.

Por que o PCV € intratdvel? Novamente ninguém sabe. Ndo hd nenhuma prova que exclua a existéncia
de um algoritmo polinomial para o PCV, entdo pode ser que algum dia alguém venha como um algo-

ritmo polinomial e o correspondente ‘insight’ matemético, embora isso seja muito pouco provéavel. A

intratabilidade do PCV causa espanto a todos que se deparam com um problema quase id€ntico :
DESIGNACAO: Dada uma matriz custo n X n com elementos d;; > 0. Encontre uma

permutagdo 7 : [1...n] — [1...n] que minimize

e(m) =) dini)- (A3)

i=1
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A qnica diferenga entre 0 PCV e o problema da DESIGNACAO € que o tltimo permite todas as
permutagdes de n itens, e ndo somente as ciclicas. Se d;; denota a distdncia entre cidades, o problema
da DESIGNACAO corresponde a minimizag#o do percurso total para um nimero varidvel de viajantes,
onde cada um tem o seu préprio sub-percurso (Fig. A.2).

A aplicagdo cldssica do problema DESIGNACAO ¢ a atribuigdo de n tarefas para n trabalhadores,
sujeitos ao vinculo de que cada trabathador receba exatamente uma tarefa. Seja d;; o custo da tarefa
4 quando realizada pelo operdrio i, e 7 (%) denota a tarefa atribuida ao operdrio 4, a DESIGNAGAO € o
problema de minimizar o custo total. Existem n! possiveis atribui¢tes de n tarefas a n trabalhadores,
conseqiientemente a enumeragédo exaustiva estd proibida. Em contraste ao problema PCV, o problema

DESIGNACAO pode ser resolvido em tempo polinomial, por exemplo usando o algoritmo hungaro

O(n?) [42].

A.1 Classes de Complexidade
A.1.1 Problemas de Decisao

Até aqui temos discutido problemas de otimizagfo: resolver ARVORE GERADORA MINIMA, PCV ou
DESIGNACAO implica que nés comparamos um nimero exponencial de soluc¢des factiveis umas com
as outras e retemos a solugdo 6tima (a busca exaustiva faz isto explicitamente). Talvez possamos
aprender mais sobre a barreira que separa os problemas tratdveis dos problemas intratdveis se in-
vestigdssemos versdes mais simples, ou seja, problemas para os quais as solugdes sdo reconhecidas
sem comparagdes explicitas ou implicitas de todas as solugdes factiveis. Entdo vamos considerar
problemas de decisdo cuja solugio € ou ‘sim’ ou ‘ndo’.

Qualquer problema de otimizagio pode ser convertido em um problema de decisdo pela adi¢do de um

limite B para a realizagdo. Exemplos:

AGM (DECISA0): Dado um grafo valorado G = (V, E) com pesos ndo negativos e um

nimero B > 0. G contém uma arvore geradora I" com peso total < B?

PCV (DECISA0): Dada uma matriz distdncia n X n com elementos d;; > 0 € um niimero
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B > 0. Existe um percurso 7 com comprimento < B?

Em um problema de decisdo, as solugdes factiveis ndo sdo avaliadas umas em relacdo as outras, mas
através de um critério ‘absoluto’: Um percurso no PCV ou tem comprimento < B ou néo. A AGM(D)
pode ser resolvido em tempo polinomial ja que basta simplesmente resolver a variante otimiza¢3o
AGM e comparar o resultado ao pardmetro B. Para o PCV(D) esta abordagem néo ajuda. De fato
veremos na se¢do A.1.3 que existe um algoritmo polinomial para PCV(D) se € somente se existe um
algoritmo polinomial para PCV. Vamos considerar outros problemas de decisdo que ndo derivam de
um problema de otimizagdo e tentar aprender mais sobre a barreira que separa os problemas intratdveis

daqueles ditos tratdveis.

Circuito euleriano

Nosso primeiro e ‘genuino’ problema de decis3o data do século XVIII quando a cidade de Konigs-
berg (agora Kaliningrado) tinha sete pontes que atravessavam o rio Pregel (Fig. A.3). Uma charada

popular da época perguntava se era possivel andar através da cidade atravessando cada uma das pontes

exatamente uma vez e retornar a casa.

Figura A.3: As sete pontes de of Konigsberg, desenhada como no artigo de Euler de 1736 [88]
(esquerda) e representado como um grafo (direita). No grafo, a terra e as ilhas sdo condensadas em
pontos (vértices) e cada ponte ¢ desenhada como uma linha (arestas).

Foi Leonhard Euler quem resolveu este enigma em 1736 [88]. Primeiramente Euler reconheceu que

para a soluc@o do problema importava somente o padrdo de interconexdo dos aterros ¢ ilhas — um grafo
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G = (V, E) em termos modernos. O grafo correspondente ao enigma das pontes de Konigsberg tinha
4 vértices para representar dois aterros e duas ilhas e 7 arestas para representar as pontes (Fig. A3).0
artigo de Euler que tratava do problema da ponte de Konigsberg pode ser considerado como a origem
da teoria dos grafos.

Para generalizar o problema da ponte de Konigsberg precisamos de alguma terminologia da teoria
dos grafos [81]. Um caminho em um grafo G = (V, E) é uma seqiiéncia alternada de vértices v € V
e arestas (v,v') € E,

v1, (1, V2), V2, (V2,3), . . ., (Vi—1, %), U1

Note que a seqiiéncia comega e termina com um vértice, € cada aresta € incidente com cada vértice
imediatamente anterior e posterior a ele. Um caminho € dito fechado se v; = v,; caso contrario
é aberto. Um caminho é chamado percurso se todas as suas arestas sdo distintas, € um percurso
fechado é chamado de circuito. O que os andarilhos em Konigsberg tentaram encontrar foi um circuito
contendo todas os vértices. Em homenagem a Leonhard Euler tal circuito é chamado de circuito
euleriano. Equipado com toda essa terminologia estamos prontos para generalizar o problema da

ponte de Konigsberg :

CIRCUITO EBULERIANO: Dado um grafo G = (V, E). Perguntamos: G contém um

circuito euleriano ?

Obviamente este € um problema de decisdo: A resposta € ’sim’ ou 'néo’, e qualquer circuito pode ser
verificado ser Euleriano ou ndo sem a necessidade de inspecionar todos os circuitos possiveis.

Mais uma vez a busca exaustiva resolveria este problema, mas a intratabilidade deste problema fora
j4 observada por Euler. Mais de 200 anos antes do advento do computador ele escreveu “O problema
particular das sete pontes de Konigsberg poderia ser resolvido pela enumeragdo cuidadosa de todos
os caminhos, desse modo determina-se por inspe¢do qual deles, se houver, satisfaz as exigéncias.
Este método de solugdo, contudo, é muito tedioso e também dificil devido ao grande niimero de
combinagdes possiveis, e em outros problemas onde muitas pontes podem estar envolvidas ele ndo se
aplicaria.”(citado em [87]).

Euler resolveu o problema da ponte de Konigsberg ndo pela listagem de todos os percursos possiveis
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e sim através de uma intui¢io matemdtica. Ele notou que em um circuito voc€ deve partir de um
vértice via uma aresta diferente daquela que leva vocé de volta a ele. Em outras palavras, o grau
do vértice (que é o nimero de arestas adjacentes ao vértice) deve ser par. Esta € obviamente uma

condi¢io necessdria, mas Euler provou que ela é também suficiente:

Teorema: Um grafo conectado G = (V, E) contém um circuito euleriano se e somente se

o grau de todos os vértices v € V' € par.

O teorema de Euler nos permite imaginar um algoritmo polinomial para CIRCUITO EULERIANO :
Inspecione o grau de todos os vértices no grafo. Se um vértice tiver grau impar, retorne ‘néo’. Se todos
os vértices chegados tiverem grau par, retorne ‘sim’. O tempo de execugdo deste algoritmo depende
do cédigo do grafo. Se G = (V, E) é codificado como uma matriz adjacente |V| x |V | com entradas
a;; = nimero de arestas conectando v; and v;, o tempo de processamento serd de O(|V|?). Gragas a
Euler, CIRCUITO EULERIANO ¢ um problema tratdvel. Os moradores de Konigsberg, por outro lado,
aprenderam de Euler que eles nunca encontrariam um caminho para suas casas atravessando cada

uma das sete pontes exatamente uma vez.
Ciclos hamiltonianos

Um outro problema de decisdo estd associado com o matemético € astrénomo Sir William Rowan
Hamilton. No ano de 1859, Hamilton propos um novo enigma chamado de Jogo do Icosaedro
(Fig. A4).

A generalizagdo do Jogo do Icosaedro evoca mais algumas defini¢des da teoria dos grafos: um
caminho fechado num grafo ¢ chamado de ciclo se todos os seus vértices (exceto o primeiro e o
ltimo) forem distintos. Um ciclo Hamiltoniano é um ciclo que contém todos os vértices do grafo. A

generalizag¢io do jogo do icosaedro fica

CICLO HAMILTONIANO: Dado um grafo G = (V, E). Serd que G contém um ciclo

hamiltoniano ?

Existe uma certa semelhanga entre CIRCUITO EULERIANO € CICLO HAMILTONIANO. No primeiro

podemos passar pelas arestas uma tinica vez; no 1ltimo, visitamos cada vértice uma tinica vez. Ape-
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Figura A.4: O Jogo do Icosaedro de Hamilton: Encontre uma rota ao longo das arestas de um dode-
caedro (esquerda), passando em cada vértice exatamente uma vez e retornando ao ponto inicial. Uma
solugfo estd indicada no grafo planar (arestas sombreadas) que ¢ isomorfo ao dodecaedro (direita).

sar da semelhanga, os dois problemas apresentam graus de dificuldades completamente diferentes. A
disponibilidade de uma intui¢io matemética no CICLO HAMILTONIANO ndo fornece nem um algo-
ritmo polinomial nem uma prova de que ele seja impossfvel. CICLO HAMILTONIANO ¢ intratdvel e

ninguém sabe o porqué.

Coloragao

Imagine que desejemos arranjar os palestrantes em um congresso de forma que nenhum participante
seja forgado a perder uma palestra que ele gostaria de ouvir. Supondo uma boa oferta de salas de
semindrios, assegurando tantas palestras paralelas quanto desejarmos, podemos terminar o evento
dentro de k se¢des nio paralelas? Este problema pode ser formulado em termos de grafos: Seja G o
grafo cujos vértices representem os palestrantes e que dois palestrantes sejam adjacentes se € somente
se houver um participante desejando assistir a ambos. Sua tarefa é associar uma das k se¢Oes a cada
vértice de modo que vértices adjacentes tenham diferentes blocos ou se¢des. Uma formulagdo comum

deste problema usa cores ao invés de blocos.
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k-COLORACAO: Dado um grafo G = (V, E). Existe uma coloragio de vértices de G
usando no mdximo k diferentes cores tal que nenhum vértice adjacente tenha a mesma

cor ?

Quando k = 2 este problema € tratdvel e a constru¢@o de um algoritmo polinomial € um exercicio
relativamente ficil. Para k = 3 a situa¢iio muda consideravelmente: 3-COLORACAO ¢ intratdvel.
Note que para k£ maiores o problema fica mais .fécil novamente: todo grafo planar sem lago (sdo
arestas cujos extremos coincidem) é sempre colorivel com 4 cores! Este é o famoso teorema das 4
cores, que ilumina o caminho para provar se um grafo € k-colorédvel, basta verificar se ele tem lago ou

ndo. O 3-COLORACAO permanece intratdvel mesmo quando restringimos a grafos planares.
Satisfabilidade

Fechamos esta se¢do com um problema de decisdo que ndo € da teoria de grafos mas da logica
Booleana. Uma varidvel booleana = pode assumir um dentre dois valores 0 (falso) ou 1 (verdadeiro).

Varidveis booleanas podem ser combinadas em cldusulas usando os operadores booleanos
— NOT ~ (negacdo): A cldusula 7 € verdadeira (T = 1) se e somente se z é falso (z = 0).

— AND A (conjungio): A cldusula z; A z, € verdadeira (z, A o = 1) se e somente se ambas as

varidveis sdo verdadeiras: z; = lezq =1

— OR V (disjun¢do): A cldusula z; V z, € verdadeira (z; V z2 = 1) se e somente se pelo menos

uma das varidveis for verdadeira: z; = 1 ou zo = 1.

Uma varidvel z oua negagdo de = € chamada uma literal. Cldusulas diferentes podem ser combinadas

para fornecerem férmulas booleanas complexas, isto €,
F1($L'1, Za, .'L'3) = (131 AV 53—2_\/ $3) A ($2 vV 55) A ((L'_l Vv 2’22) A (‘H—C‘TV -8—'}—5) (A.4)

Uma férmula booleana retorma 1 ou 0, dependendo das associa¢des das varidveis booleanas. No

exemplo acima, F; = 1 paraz; = 1,7, = 1,23 = 0 e F; = 0 para z; = 7z, = 73 = 1. Uma formula
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F é chamada satisfativel, se existir pelo menos uma atribui¢@o das varidveis tais que a frmula seja

verdadeira. Dai F; € satisfativel, enquanto que

Fy(z1,22) = (FTV22) AT A 34 (A.5)

ndo ¢ satisfativel. Toda férmula booleana pode ser escrita na Forma Normal Conjuntiva (FNC), isto

é, como um conjunto de cldusulas C}, combinadas exclusivamente pelo operador AND:

F=CiACoN:---NCyp (A.6)

e as literais em cada cldusula sdo combinadas com o operador OR. Os exemplos F) € F; estdo ambas
escritos na FNC. Cada cldusula pode ser considerada como um vinculo nas varidveis e, portanto sa-
tisfazer uma férmula significa satisfazer um conjunto de vinculos simultaneamente (possivelmente

conflitantes). Consegiientemente

SATISFABILIDADE(SAT): Dadas cldusulas disjuntas C, Cs,...,Cy, de literais, onde
uma literal é um conjunto de varidveis ou varidveis negadas de um conjunto {z;, o, ..., Z, }.

Existe alguma atribui¢do de varidveis que satisfaga todas as cldusulas simultaneamente?

Pode ser considerado como um protétipo de um problema de satisfabilidade com vinculo [89]. Fixan-

do o nimero de literais em cada cldusula ficamos com a seguinte formulacgio

k—sAr: Dadas cldusulas disjuntas C}, Cs, ..., C,, de k literals cada, onde um literal é
uma varidvel ou uma varidvel negada de um conjunto {z;,zz,...,z,}. Existe alguma

atribuig¢@o que satisfaga todas as cldusulas simultaneamente?

Algoritmos polinomiais sdo conhecidos para 1-SAT e 2-SAT [90], mas nenhum algoritmo polinomial

¢ conhecido para o problema geral SAT e k-SAT se k > 2.
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Figura A.5: Exemplo da execug@o da histéria de um algoritmo ndo deterministico.

A.1.2 AsclassesPe NP

Problemas Trataveis

J4 vimos bastante exemplos € podemos agora introduzir uma importante classe de complexidade para
problemas de decisdo. A classe de problemas de decisdo tratdveis € facil de definir: ela consiste
daqueles problemas para o qual é conhecido um algoritmo polinomial. A correspondente classe é

chamada de ‘polinomial’ P :

Definicdo: Um problema de decisdo P € um elemento da classe P se e somente se ele

pode ser resolvido por um algoritmo em tempo polinomial.
CIRCUITO EULERIANO, 2-COLORACAO, AGM(D) etc., estdo in P.
Algoritmo nio deterministico

A defini¢do da segunda classe de complexidade envolve o conceito de algoritmo ndo deterministico.

Um algoritmo n@o deterministico € como um algoritmo comum, exceto que ele pode usar uma
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instrucdo adicional muito poderosa [91]:
goto both rétulo 1, rétulo 2

Esta instrugdo divide a computagiio em dois processos paralelos, que continua de cada uma das
instrugdes indicadas pelos ‘rétulo 1’ e ‘rétulo 2°. Ao encontrar mais € mais instru¢des como essas a
computagio vai se ramificando, como uma arvore em um nimero de computagdes paralelas que po-
tencialmente pode crescer como uma fung¢io exponencial do tempo transcorrido (veja Fig. A.5). Um
algoritmo ndo deterministico pode desenvolver um niimero exponencial de computagdes em tempo
polinomial! No mundo dos computadores convencionais, algoritmo ndo deterministico € um conceito
tedrico somente, mas em computacdo quéntica isto pode mudar. Precisamos desse conceito para

definir a classe NP de problemas ‘Nio deterministico Polinomial’:

Definicio: Um problema de decisdo P estd na classe NP, se € somente se ele pode ser

resolvido em tempo polinomial por um algoritmo ndo deterministico.

Solubilidade por um algoritmo ndo deterministico significa o seguinte: Todos os ramos da computagio
irdo parar, retornando ‘sim’ ou ‘ndo’. Dizemos que o algoritmo global retorna ‘sim’ se ¢ somente se
qualquer um de seus ramos relate ‘sim’. A resposta € ‘ndo’, se nenhum dos ramos relata ‘sim’. Dize-
mos ainda que um algoritmo ndo deterministico resolve um problema de decisdo em tempo poljnorhj-
al, se o nimero de passos usados para encontrar o ramo que relata ‘sim’ € limitado por um polindmio
no tamanho do problema. Requeremos solubilidade polinomial somente para ‘sim’. Note que os al-
goritmos convencionais (deterministicos) sdo casos especiais de algoritmos ndo deterministicos que
ndo usam a instru¢do goto both. Segue imediatamente que PCNP. Todos os problemas de decisdo
discutidos na segdo precedente sdo membros de N'P. Aqui estd um algoritmo ndo deterministico para

0 SAT:
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SATISFABILIDADE(F)
Input: Férmula Booleana F(zy,. .., Zn)
Output: ‘sim’ se F' é satisfativel, caso contrério, ‘ndo’
begin
fori=1ton
goto both rétulo 1, rétulo 2
rétulo 1: z; = verdadeiro; continue

rétulo 2: z; = falso; continue

end
if F(z,,...,Z,) = verdadeiro then return ‘sim’
else return ‘nio’
end

O lago for ramifica para cada iteragdo: em um ramo z; = verdadeiro € no outro ramo z; = falso (a
instrugdo continue) comega a préxima iteragfio para o lago). Depois de executar o lago for temos
2" ramos de computagdo, um para cada uma das possiveis atribui¢des das n varidveis Boolenas. O
poder dos algoritmos ndo deterministicos € que eles permitem a enumeragio exaustiva de um nimero
exponencialmente grande de candidatos a solugdo em tempo polinomial. Se a avaliagdo de cada
candidato a solugdo (calculando F'(z,,...,%,) no exemplo acima) por sua vez pode ser feito em
tempo polinomial, o algoritmo ndo deterministico total € polinomial. Para um problema da classe

NP, atnica fonte de intratabilidade é o tamanho exponencial do espago de busca.
Um primeiro mapa para a complexidade

A Fig. A.6 resume o que temos feito até aqui. A classe /P consiste de todos os problemas de decisdo
cuja tnica fonte de dificuldade € o tamanho do espago de busca que cresce exponecialmente com o
tamanho do problema. Esses problemas sdo intratdveis a menos que algum ‘insight’ matematico nos
fornega um atalho polinomial para evitar a busca exaustiva. Tal ‘insight’ promove um problema para
a classe P de problemas soldveis polinomialmente.

A classe NP ndo somente contém um grande ndmero de problemas com importantes aplicagGes, mas

também apresenta um desafio real: Todos os problemas em N P ainda tem uma chance de estar em P.
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Figura A.6: Um primeiro mapa para a complexidade. Todos problems indicados estdo definidos
dentro do texto. Problemas com um (D) sdo as versdes decis@o dos problemas de otimizagao.

A prova da ndo existéncia de um algoritmo polinomial para um simples problema NP estabeleceria

que P # N'P. J4 que esta prova nio foi encontrada,
?
P=NP (A7)
representa a mais famosa conjectura aberta em ciéncia da computagio teérica.

A.1.3 N'P-completeza

Reducdes polinomiais

As complexidades computacionais de dois problemas P, e P, podem ser relacionadas pela construgdo
de um algoritmo para P, que use um algoritmo para P, como uma ‘sub-rotina’. Considere o seguinte

algoritmo que relaciona o CICLO HAMILTONIO a0 PCV(D):
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CicLO HAMILTONIANO(G)
Input: Grafo G = (V, E)

Output: ‘sim’ se G contém um ciclo Hamiltoniano, caso contririo ‘ndo’

(1) begin

2 n:=|V|

3 fori=1ton

4 forj=1ton

) if (v;,v;) € Ethend;; :=1

(6) elsed;; := 2

@) if PCV-decisio (d, B := n) = ‘sim’ then return ‘sim’
¥ else return ‘ndo’
9 end

Este algoritmo resolve o CICLO HAMILTONIANO resolvendo uma realizag@o apropriada do PCV(D).
No lago for (linhas 3-5) a matriz distincia d € formada com entradas d;; = 1 se existir uma aresta
(vi, v;) em G e caso contrédrio d;; = 2. Agora um ciclo hamiltoniano em G € um percurso vélido no
correspondente PCV com todas as distdncias entre cidades tendo comprimento 1, isto €, com com-
primento total n. Reciprocamente, suponha que o PCV tenha um itinerério de comprimento n. Desde
que as distincias entre cidades sdo 1 ou 2 e a soma no percurso € n, 0 comprimento total n implica
que cada par de cidades visitadas sucessivamente deve ter distincia 1, isto € as aresta do trajeto estio
em G e correspondem a um ciclo hamiltoniano. Conseqiientemente a sub-rotina que resolve PCV(D)
(linha 7) fornece a solugdo para o CICLO HAMILTONIANO. A pergunta que poderiamos fazer se-
ria: de que modo este algoritmo relaciona a complexidade computacional do CICLO HAMILTONIANO
com o PCV(D)? Note que este € um algoritmo polinomial se as chamadas para a sub-rotina PCV(D)
forem considerados operagGes elementares. Se alguém apresentar um algoritmo polinomial para o
pPCV(D), imediatamente teremos um algoritmo polinomial para 0 CICLO HAMILTONIANO! Dizemos

que CICLO HAMILTONIANO ¢ redutivel polinomialmente ao PCV(D) € escrevemos

CICLO HAMILTONIANO < PCV(D). (A.8)

Em muitos livros, redutibilidade polinomial é denotado por ‘oc’ ao invés de ‘<’. Seguimos [93] ¢
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usamos ‘<’ porque esta notagdo enfatiza uma importante conseqiiéncia da redutibilidade polinomial:
a existéncia de uma redugdo de P, para P exclui a possibilidade de que P, possa ser resolvido em
tempo polinomial, mas ndo a de P;. Conseqiientemente P; < P, pode ser lido como P, ndo pode ser

mais dificil do que P,. Aqui estd a defini¢do (informal):

Definicdo: Dizemos que um problema P, & reduttvel polinomialmente para um problema

P, e escrevemos P, < P, se existe um algoritmo polinomial para P, dado que existe um

algoritmo polinomial para P,.
Problemas N P-completos

Outras redugdes polinomiais similares a Eq.( A.8) sdo:

SAT > 3-SAT
3-SAT > 3-COLORACAO (A9)

3-COLORACAO > CICLO HAMILTONIANO

Veja [1,24] para os algoritmos de redugiio correspondentes. A redutibilidade polinomial € transitiva:
P, < Pye P, < P; implica P, < P;. Da transitividade e Egs. ( A.8) e (A.9) segue que cada um dos
SAT, 3-SAT, 3-COLORACAO e CICLO HAMILTONIANO reduzem-se ao PCV(D), isto é, um algoritmo
polinomial PCV(D) implica em um algoritmo polinomial para todos esses problemas! Isto € incrivel.
A redutibilidade polinomial foi revelada por Stephen Cook em 1971 [23] através do seguinte e notével

teorema:

Teorema: (Cook, 1971) Todo os problemas em NP sdo redutiveis polinomiamente ao
SAT,

VP € NP : P < SAT (A.10)

Este teorema significa que

1. nenhum problema em NP é mais dificil do que SAT ou que o SAT estd entre os mais dificeis

em NP.
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2. um algoritmo polinomial para SAT implicaria um algoritmo polinomial para fodo problema em

NP, ie. implicaria P = NP.

Parece que 0 SAT é muito especial, mas de acordo com a transitividade e Egs. ( A9) e (A.8) ele
pode ser trocado pelo 3-SAT, 3-COLORAGAO, CICLO HAMILTONIANO ou PCV(D). Estes problemas

formam uma nova classe de complexidade:

Definiciio: Um problema P é chamado N'P-completo se P € NP ¢ @ < P para todo

QeNP

A classe dos problemas N"P-completo coleta os problemas mais dificeis em NP. Se qualquer um
deles tiver um algoritmo eficiente, entdo todos os problemas em NP poderdo ser resolvidos eficien-
temente, isto é, P = N'P. Isto é extremamente improvével, ainda mais se levarmos em conta 0s
esforgos infrutiferos de muitas pessoas brilhantes para encontrar um algoritmo polinomial para prob-

lemas como CICLO HAMILTONIANO ou PCV(D).

Figura A.7: O mapa da complexidade revisado.
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O mapa de N'P

Desde o teorema de Cook muitos problemas tém sido mostrados pertencer a classe NP-completo.
Unma lista compreensiva ¢ atualizada de centenas de problemas N'P-completo pode ser encontrada na
rede [94]. Nosso mapa de NP precisa ser remodelado (Fig. A.7). Todos os problemas intrataveis que
discutimos até aqui sdo NP-completos, exceto NOMEROS COMPOSTOS € PRIMALIDADE definidos

respectivamente como

NUMEROS COMPOSTOS: Dado um niimero inteiro positivo /N. Existem nimeros inteiros

p>1leq>1taisque N = pq?
PRIMALIDADE: Dado um inteiro positivo N. N € primo?

PRIMALIDADE € a negagdo ou o complemento do NUMEROS COMPOSTOS. O primeiro problema
consiste em fatorar um niimero inteiro como o produto de dois outros nimeros inteiros. O segundo
¢ a negagdo ou o complemento do primeiro. Eles sdo de crucial importincia em criptografia; em
particular, a vantagem do algoritmo RSA [41] estd em explorar a propriedade deles serem AP . Para
ambos os problemas nenhum algoritmo polinomial € conhecido bem como ndo hd nenhuma redug¢io
que os classifiquem como N'P-completos. Um outro problema NP que resiste a classificagdo em P

e em NP € o seguinte:

ISOMORFISMO DE GRAFOS: Dado dois grafos G = (V, E) e G'(V, E') no mesmo con-

junto de nés. G e G’ sdo isomoérficos, isto é existe uma permutagéo 7 de V' tal que

G' = 7(G), onde por w(G) denotamos o grafo (V, {[w(u), 7(v)] : [u,v] € E})?

Existem mais problemas em NP que resistem a classificagdo em P ou NP, mas nenhum deles
foi provado ndio pertencer a P ou NP . No momento hé trés alternativas de mapas para NP bem

ilustradas pela Fig. A.8.

redugdo polinomial que estabelece

P(D) < P(L) < P(0). (A.11)

Se a variante de decisdo de um problema de otimizagfo é N'P-completo, ndo existe nenhum algoritmo

~ficiente nara o nroblema de otimizacio a menos que P = NP. Um problema de otimiza¢cdo como
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NP-completos NP-completos

©

(a) (b)

Figura A.8: Trés tentativas de mapas N P. E muito provével (mas ndo com certeza) que (a) seja 0
mapa correto.

Al4 Além de NP

Problemas de otimizaciao

Como a classificacio dos problemas de decisdo relaciona-se com a dos problemas de otimizagdo?
Uma realizagio geral de um problema de otimizagdo é um par (F, ¢), onde F' € o conjunto das solugdes
factiveis e ¢ é a fung¢do custo ¢ : F — R. Consideraremos somente otimizacdo combinatorial onde o

conjunto F' é contdvel. Um problema algoritmico P pode ser classificado nas seguintes categorias:

1. O problema de otimizagdo P(O): Encontre a solugdo factivel f* € F que minimiza a fungdo

custo.
2. O problema da localizagdo P(L): Encontre o custo c* = c(f*) de solugio minima.

3. O problema de decisdo P(D): Dado um limitante B € R, existe uma solugfio factivel f € F

tal que ¢(f) < B?
Sob a hipétese de que a fungdo custo ¢ pode ser avaliada em tempo polinomial, € direto escrever a
redugdo polinomial que estabelece
P(D) < P(L) < P(O). (A.11)

Se a variante de decisfo de um problema de otimizagfio é N"P-completo, nio existe nenhum algoritmo

eficiente para o problema de otimiza¢do a menos que P = A'P. Um problema de otimizagio como
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PCV, cuja variante de decisio é N'P-completo é denotado NP-drduo. Na verdade, os problemas de
otimizagdo sio N 'P-drduos, pois sendo compostos de virios problemas de decisdo, eles seriam tdo
dificeis quantos os problemas de decisdo. Por exemplo, se o problema de decisdo for O(f(n)), entdo

a variante de otimizagdo seria da ordem de O(m - f(n)). De forma geral,
NP-drduo > N'P-completo > NP.

Um algoritmo para um problema de decisdo implica em um algoritmo polinomial para a variante
problema de otimizagdo ou de localizagio? Sim, para responder a esta questdo basta provar o inverso
daEq. (A.11),

P(0) < P(L) < P(D). (A.12)

Niao apresentaremos a prova, mas enfatizamos que o estudo dos problemas de decisdo, tidos como
versOes mais fceis, é suficiente para entendermos os problemas intratdveis, e que todos os tipos de

formulagio dos problemas algoritmicos estdo extremamente articulados entre si.
Problemas de contagem

Até aqui estudadamos dois estilos relacionados de problemas: Problemas de decisdo que perguntam
se uma solugdo desejada existe € o problema de otimizagdo exige que a solugdo seja produzida.
Um terceiro importante e fundamentalmente diferente tipo de problema pergunta quantas solugdes

existem. A variante contagem do SAT ¢ enunciada a seguir

#SAT: Dada uma expressdo Booleana, compute o nimero de diferentes atribui¢Ges ver-

dadeiras que o torna satisfativel

Similarmente, #CICLO HAMILTONIANO pergunta pelo niimero de diferentes ciclos hamiltonianos em

um dado grafo, #PCV pelo nimero de diferentes rotas com comprimento < B e assim por diante.

Definicio: Um problema de contagem #P é um par (F, d), onde F' é o conjunto de todas
as solugdes factiveis e d é uma fungdo de decisio d : F +— {0,1}. A saidado#P é o

nimero de f € F with d(f) = 1. A classe #P (pronunciada “ntimero P”) consiste de
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todos os problemas de contagem com uma fungdio decisdo d que pode ser avaliada em

tempo polinomial.

Como na classe NP, #P coleta todos os pfoblemas cuja tinica fonte de intratabilidade ¢ o niimero
de solugSes factiveis. Um algoritmo polinomial para um problema de contagem #P implica em um
algoritmo polinomial para o problema de deciso associado P: P < #P. Conseqiientemente € muito
improvével que o #SAT possa ser resolvido eficientemente. De fato podemos definir redutibilidade

polinomial para problemas de contagem e provar que todo problema em #P reduz-se polinomialmente

a #SAT [43}:
Teorema: #SAT é #P-completo.

Como vocé deve ter imaginado , #CICLO HAMILTONIANO ¢ #PCV também sdo #P-completos. Apesar
da similaridade entre NP e #P, os problemas de contagem sdo inerentemente mais dificeis do que
os problemas de decisdo. Isto estd documentado por aqueles problemas #P-completos, para os quais
os correspondentes problemas de decisdo podem ser resolvidos em tempo polinomial, o exemplo

cldssico € o problema de calcular o permanente de uma matriz [96].



Apéndice B
O calculo exato

A solugdo exata da termodindmica do problema da parti¢io numérica € devida a Mertens [37]. Vamos
considerar apenas o caso mais simples, ou seja, do PPN sem vinculo de cardinalidade. Sabemos que
a funcdo de parti¢do € dada por

Z=Y eTITioml, B.1)
8

Podemos omitir algumas passagens, pois o cdlculo ¢ idéntico aquele desenvolvido na aproximagao

‘annealed’ até a expresséo (2.21), dai fungiio Z fica

o gz X a;d\ 2
7 =9N = bt ol [N 2
/_w27rjl=|1COS(T)1+532’ B.2)

fazendo a seguinte mudanga de varidvel: y = arctanz, a equagdo (B.2) € reescrita de uma forma

muito elegante

Z=29N / * B Neg) (B.3)
_% m
onde
1 N a;
— bt}
Gly) = N ;ln cos( T tany). (B.4

Para grandes valores de N, a independéncia estatistica dos a; nos permite aplicar a lei dos grandes

niimeros (ou a propriedade de automediancia), isto €, trocar a soma pela média sobre a:

G(y) = <ln cos(% tan(y))> . (B.5)
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Esta troca é a principal razdo pela qual vidros de spin com acoplamento que fatorizam-se, J;; =
—a;a;, sio comparativamente faceis de se resolver. Isto nos alivia de calcular a média sobre In Z,
que pode ser muito dificil em outros modelos de vidros de spin. A integral na equagdo (B.3) pode
ser efetuada assintoticamente para grandes valores de N usando o método de ponto de sela. Para
encontrar o maximo de G(y), suporemos que a pode somente tomar valores que sdo miltiplos inteiros
de um ndmero fixo Aa. Para uma distribui¢io inteira Aa = 1, ¢ para uma distribuigio continua (ponto
flutuante) Aa é o menor niimero que pode ser representado com o nimero de bits disponiveis. Com

esta hipétese, as solugdes de

G'(y) = <%ta.n(%tan y)> (1 +tan®y) =0 (B.6)

sdo dadas por

T
Yk = arctan(g—ak) k=0,%1,+2,.... (B.7)

Note que tan (% tan yk) = ( para todos os valores a = nAa. E claro que temos que considerar todos

pontos de sela quando efetuamos a integral (B.3):

oo dy N 2 ‘\/§ 1
7 s 9N [ 22 o=@ (wlv® — 9N , (B.8)
Zk: —oo VTN Zk: VG (%)

com

2
2 — (0,2) 7I'T 2 2
G’ (y) = T 1+ Aa k1 . (B.9)
usando a seguinte identidade
1 m T
Y 5 == -coth— (B.10)
k=01,... 1+ (zk)? z

finalmente obtemos o valor exato da fung@o de parti¢do

Zg=o¥. 8% nl® (B.11)

V3N (e?) T
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No céculo aproximado s6 consideramos um ponto de sela, e a grande sutileza desse célculo foi escr-

ever os a; como miiltiplos de Aa. A fungio de parti¢io Z imediatamente fornece a energia livre

T . wN (a?) Aa
¢ a energia média
Aa

E) = ] B.1
(E) sinh —Aq—,‘icosh 2o (B.13)

Fixando Aa > 0, entdo o limz_,o (E); = 0, isto é, o estado fundamental sdo parti¢Ges perfeitas.

Quantas partigSes perfeitas podemos esperar? A resposta é dada pela entropia S, que pode ser calcu-

lada a partir da energia livre
F(T
5 = 1im 22T (B.14)
T—0
Efetuando esse cdlculo encontramos
~ A
S = N(ke — &) In2 + 5(=2), (B.15)
2T
com
{ - DG 16
Ke=1— .
N2In2 (B.16)
In(535 (a?) :
~ N2In2 "’ B.17)
e a contribuigio térmica da entropia €
~ Aa Aa Aacoth®22 —1
S(=)=Incoth — + ———TL . .
() = Imeoth o+ o & (B.18)

Para Aq finito, S anula quando a temperatura vai a zero ¢ aumenta monotonicamente com T'. Neste
caso, a entropia a temperatura zero é dado por N(k, — k)In2. Se £ < K, temos uma entropia
extensiva e conseqiientemente um nimero exponencial de particdes perfeitas. O produto N.x € uma
medida para o nimero de bits necessdrios para codificar os a; . Suponha que a; seja um nimero

inteiro com b-bits independentes, entdo Aa = 1e

IFSC-USP ="' 8aiagie ™"
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b 1 3 1 b 1

-2 _Z29-by Zo-26y _ 7 L~ )(9-b). .
K= + 2Nlog2(1 22 + 22 ) N + N0(2 ) (B.19)
Neste caso a condi¢do kK < K., pode ser traduzida em
1 i
b< N - 510g2(é—N). (B.20)

Aqui simplesmente usamos (B.16) que € um limintante superior para x. Esta desigualdade deve ser
satisfeita para que exista parti¢Ges perfeitas.

O que acontece se N < b ou, equivalentemente, £ > &, ? De acordo com as considera¢des acima,
esperamos uma energia 6tima que seja exponencialmente pequena, O(N), porém maior do que zero.
O problema é que a entropia a temperatura zero fica negativa. Isto estd errado, porque a entropia a
temperatura zero é por defini¢do o logaritmo do nimero de estados no estado fundamental, o que é
neste caso pelo menos igual a In2. Devemos ter mais cuidado com o limite T — 0, para obter a
entropia nesta temperatura. Como S > In 2, em termos de Aa a condigio k > k. significa

2

2_N > Aa W—Jv,“(a—z) (B.21)

isto &, essencialmente Aa = O(2~"). Neste regime as contribui¢des de S sdo de ordem O (N) para

qualquer temperatura finita T,

~ 2
S(%) =In (ZxTE) +1+ O(A%), (B.22)

e conseqiientemente ndo podem ser desprezadas. Tecnicamente vamos introduzir uma temperatura
efetiva T abaixo da qual o sistema n@o pode ser congelado ”. T; garante que as contribui¢Ges de .S

permanegam O (N) . Este valor pode ser calculado a partir do limitante inferior de S :

ln2=N(mc—n)ln2+§(éTc—l)zN(nc—n)ln2+ln (—AT%). (B.23)

Daqui tiramos que
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. . VI - & A
Figura B.1: Contribui¢io térmica da entropia S contra 77

Tp = 2Aa2V %) = /27 N (a2)27 V. (B.24)

Neste regime a energia do estado fundamental média < E > ndo mais € zero e sim

(E) =Ty = /27N (a2)27N (B.25)

Esta equagio estd de acordo com as estimativas previamente conhecidas [40] para o valor médio da
fungdo custo (energia) E, que era O(\/N 2-N), para conjuntos de nimeros reais. A novidade aqui €
o prefator /27 (a2).

Para verificar (B.25) vamos considerar a versdo continua do problema da parti¢do numérica, onde a;
sd0 niimeros reais uniformemente distribuidos no intervalo [0,1). Neste formalismo isto significa que

Aa — 0e Y. a2 = N/3. Estamos no regime K > K. € a equagdo (B.25) se torna
3 i

(E) = \/%WNTN = 1.447V N2V (B.26)

O acordo da equagiio (B.26) é quando comparada a dados numéricos € convincente, comparados com
nosso resultado exibidos na figura (2.1), onde a linha continua foi obtida através de uma regresséo

linear sobre os dados da simulag@o.
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Note que k(N — oo) = 1. A estimativa assint6é devido a influéncia de O(# In N) na equago
(B.16) que nio pode ser desprezado para sistemas pequenos acessiveis para simulagdes (N < 30).
Resumindo o que encontramos até agora: a andlise estatistica do PPN revelou duas diferentes fases
distingiiidas pelo pardmetro x (B.17), que corresponde ao niimero de bits significantes para codificar
as entradas a; divido por N. Para £ < &, temos um mimero exponencial de parti¢bes perfeitas e
conseqiientemente um ndmero exponencial de solu¢es do PPN. Para k > k. temos somente duas

solugdes Gtimas cuja fungdo € dada por(B.26).



Apéndice C

Heuristicas para a Particio Numérica

Nosso objetivo neste apéndice é apresentar uma revisdo das principais heuristicas disponiveis na
literatura para resolver o problema da parti¢io numérica (PPN). Em particular, destacamos a heuristica
da diferenca de Karmarkar & Karp (KK), que fornece uma solugdo que escala com N~* N Através
de simulagdes, estimamos o valor da constante «.. Discutimos também um algoritmo de enumeragéo
exato que fornece uma solugdo Gtima para o PPN e utiliza a heuristica KK como elemento bdsico de

sua implementagao.

Cos5 A heuristica do avarento

Uma heuristica pode ser um procedimento extremamente simples, como por exemplo, a heuristica
do avarento que descreveremos a seguir € que talvez seja o procedimento mais 6bvio para se tentar
resolver o PPN. A receita é:
Algoritmo:

e Ordenar uma lista de nimeros de forma decrescente

e Colocar o maior nimero em um subconjunto arbitrario

e Cada mimero remanescente é colocado no subconjunto com a menor soma total

Por exemplo, dada uma lista ordenada (8,7,6,5,4) essa heuristica procede da seguinte forma:

170
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(1) A=38 Ac =0
(2 A=38 A =T
(3) A=8 A°=17,6
4 A=85 A°=1,6

(5) A=8,5,4 A°=1,6

Portanto, a parti¢do encontrada tem valor 4. A heuristica do avarento requer O(N1n N) para or-
denar uma lista de N ntimeros e O(IV) para designé-los aos subconjuntos, resultando num tempo de

complexidade O(N In N).

C.0.6 A heuristica de Karmarkar & Karp

Assim como a heurfstica do avarento discutida acima, muitas outras heuristicas foram propostas para
minimizar a fungfo custo do problema da parti¢io numérica (nesta tese mesmo propomos a heuristica
da integralizagdo baseada no algoritmo de relaxag@o). A mais bem sucedida e por isso mesmo também
a mais popular é a heuristica de Karmarkar & Karp (KK) — um algoritmo polinomial que fornece
solugdes aproximadas. De forma objetiva, enunciamos a seguir o método da diferenga dos conjuntos

proposto por Karmarkar e Karp [56]:

Algoritmo: Dada uma seqiiéncia A = {a1, az, ..., an }, repita os passos seguintes N — 1 vezes.

e Passo 1. Percorra a seqiiéncia A para determinar o maior elemento a; € o segundo maior

elemento ag.

e Passo 2. Troque a; por a; — ax € troque ax por zero na seqiiéncia A. Observe que um item de
valor zero pode ser ignorado (removido da lista) pois ndo contribui para a soma dos itens no

conjunto.
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Vejamos um exemplo: dada a mesma lista ordenada anterior (8,7,6,5,4), primeiramente trocamos
os elementos 8 e 7 pela sua diferenca e entdo inserimos o resultado novamente na lista obtendo
(6,5,4,1). A seguir, 0 6 ¢ 0 5 sdo trocados pela sua diferenga fornecendo (4,1,1). O4eo0l
sdo trocados pela sua diferenca levando a (3, 1) e, finalmente, a diferenga dos dois ltimos nimeros
no subconjunto final é igual a 2. A heuristica KK também falha para encontrar a parti¢do Otima,
mas produz um resultado melhor do que a herfstica do avarento. De fato, KK € a melhor heurfstica
polinomial j4 proposta para o PPN. Para entender o que esta heuristica estd fazendo vamos tentar
construir a parti¢io gerada por ela que resultou numa diferenga igual a 2. Imagine que cada operagio
adicione uma aresta entre dois nidmeros, significando que eles estdo em subconjuntos diferentes. O
grafo resultante forma uma 4rvore geradora, sendo os nés formados pelos elementos da lista, que
podem ser 2-colorivel (jargio da teoria dos grafos, ver apéndice A), determinando assim a parti¢do,
de forma que os nimeros com a mesma cor vio para 0 mesmo subconjunto. Em geral esta drvore
possui N — 1 arestas geradas pela operagdo de diferenga. A figura C.1 ilustra bem este mecanismo.

Note apenas que nés adjacentes néo recebem a mesma cor.

ONRY,

@

Figura C.1: Arvore representativa da construgfio da melhor parti¢io dada pela heuristica KK

Este algoritmo requer O(N In N) para ordenar uma lista de N niimeros e O(NN) para colorir o grafo,
produzindo um tempo de complexidade de O(N In N). Outra caracteristica importante € que quanto
mais nimeros colocamos na lista, mais operagdes de diferenga sdo executadas e, conseqiientemente,

menor serd o residuo. Mais especificamente, Karmarkar ¢ Karp mostraram que o valor final encon-
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trado é O(N—*""N) para alguma constante c.

210

Figura C.2: Logaritmo da fungfo custo do PPN encontrado pela heuristica KK em fungdo do quadra-
do do logaritmo do tamanho do problema N. A linha continua foi obtida por regressao linear ¢ a
inclinagdio fornece o valor da constante o = 0.07.

Através de simulagdes estimamos o valor dessa constante como « = 0.07. Cada ponto na figura C.2

é o resultado da média sobre 500 experimentos (realizagdes das seqiiéncias) independentes. Observe

que KK ¢ uma heuristica deterministica.

C.0.7 O algoritmo de Karmarkar & Karp Completo

Ambas heuristicas apresentadas anteriormente tém complexidade O(N In N), mas encontram solugdes
apenas aproximadas. Para obter a solugfo 6tima o algoritmo 6bvio € uma busca exaustiva em uma
4rvore bindria cujo tempo de complexidade € O(2V). O critério de parada de um tal algoritmo ¢ en-
contrar uma partigiio perfeita, se ela existir; caso contrério, temos que ir até o fim guardando em cada
passo o valor da menor diferenga. Korf propds um algoritmo de busca eficiente para obter a solugdo
6tima do PPN inspirando-se na heuristica KK; o algoritmo resultante foi denominado Karmarkar &
Karp Completo (KKC) [54]. A idéia do KKC é realmente muito simples. A cada passo a heuristica
KK troca os dois maiores ndmeros de uma lista ordenada pela sua diferenca. A outra possibilidade
é trocar os dois maiores niimeros pela sua soma, indicando assim que os dois nimeros véo para o

mesmo subconjunto. O KKC também é uma busca em drvore (ver figura C.3), onde no ramo da
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esquerda trocamos os dois maiores nimeros pela diferenga enquanto no ramo da direita os trocamos
pela soma. A diferenga tem que ser colocada na ordem correta dentro da lista, mas a soma fica sempre
no topo pois ela certamente fornece um nimero maior do que os remanescentes. A busca em cada
ramo néo precisa ir até o fim: existe um critério de corte ou parada. Um ramo termina quando o maior
elemento for maior ou igual do que a soma de todos os elementos remanescentes, ou entdo quando
encontramos uma particio Gtima, isto é, de diferenga zero. Note que a primeira solugdo que o0 KKC
retorna é aquela fornecido pela heuristica KK. A figura C.3 ilustra esse procedimento. Observe que,
conforme esperado, o algoritmo KKC encontra a parti¢io 6tima, neste caso a parti¢do perfeita {8,7}

e {6,5,4}.

Algoritmo:
e Passo 1. Disponha os elementos da seqii€ncia A na ordem decrescente.

e Passo 2. Aplique a heuristica KK e guarde os elementos, sempre ordenados, correspondente a

cada passo em um vetor B(n), ao qual associamos um né. Neste ponto rotule o n6 explorado

por 1.

e Passo 3. Volte ao né precedente e troque o maior elemento pela soma e o segundo maior

elemento por zero, gerando um novo né. Rotule o n6 associado a essa operagdo por 2.

e Passo 4. Guarde o menor valor encontrado na varidvel AUX. Se AUX for igual a zero, termine o

programa; caso contririo, procure um né com rétulo igual a 1.

e Passo 5. Se o maior elemento for menor do que a soma dos remanescentes, termine o programa;

caso contrério, procure outro né com rétulo igual a 1 e aplique o passo 3 novamente.

e Passo 6. Termine o programa quando AUX for igual a zero ou quando todos os nds tiverem sido

explorados.

E interessante comparar os desempenhos das heuristicas do avarento € KK com o desempenho 6timo

obtido pelo algoritmo KKC. O resultado dessa comparagio é mostrado na figura C.4 e ilustra de
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forma inequivoca o desafio representado pelo problema da partigdo numérica mesmo para problemas
relativamente pequenos: as fungdes custo obtidas com métodos distintos diferem por algumas ordens
de magnitude! J4 a figura C.5 apresenta o nimero de nés pesquisados pelo KKC para encontrar a

solugfio 6tima: quanto maior o nimero de nés, maior € a duragdo da busca e, portanto, mais dificil €

o0 problema.

l87654|

6 5 4 1 15 6 5 4

Figura C.3: Arvore gerada pelo algoritmo KKC quando aplicado a uma lista formada pelos ntimeros
8,7,6,5,4. Ramos esquerdos: troca-se os dois maiores elementos pela diferen¢a entre eles. Ramos

direitos: troca-se os dois maiores elementos pela sua soma. As linhas pontilhadas representam os nds
cortados pelo algoritmo durante a busca.

mme

1 N L .
[} 20 40 60 80 100
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Figura C.4: C é a fungfo custo (diferenga) minima e N é o tamanho do problema. Todos os pontos
foram obtidos fazendo-se a média sobre 1000 experimentos independentes. Os valores inteiros a;
a serem particionados foram gerados aleatoriamente usando uma distribui¢do uniforme no intervalo
(0,107]. As linhas vermelha, verde e preta correspondem a heuristica do avarento, a heuristica KK e
ao algoritmo KKC, respectivamente.

mimero de nos
—
°u
T

Figura C.5: O niimero médio de n6s gerados durante a busca da solugdo 6tima pelo KKC como fung¢io
do tamanho do problema. Os pardmetros do experimento sdo os mesmos da figura anterior.



Apéndice D

Analise de Estabilidade

Para determinar a validade das solugdes com simetria de réplicas consideradas no capitulo 4, devemos
analisar os efeitos das flutuagdes dos pardmetro de ordem gqs € ag em torno dos valores simétricos
em relagdo as réplicas ¢ e g, respectivamente. Para isto devemos calcular e diagonalizar a matriz
de derivadas segundas da energia livre (4.27). Seguindo o procedimento padrdo [46], [47], [49], a

condigio de estabilidade € obtida para

W=a\<1 (D.1)

e A e X sdo autovalores especiais a serem definidos a seguir.

O autovalor A € definido por

A=P-2Q+R (D.2)
onde

— 32 In G1

P = ) D.3
BQVJ aQVJ ( )

- 62 InG 1

= D4

Q a‘IVJ aqu ( )

R _ 62 In Gl (D 5)
aqu& aq'yvf ’ )

177
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/ H 4% - ';'— 19X, 55X cs 336905 +im T, 5o Ry (D.6)
\/2,B7r

A barra sobre as grandezas definidas em (D.3) - (D.5) é apenas para diferencié-las dos pardmetros
de ordem introduzidos anteriormente. O cédlulo deve ser efetuado derivando-se duas vezes In G; em

relagdo a g,p € logo a seguir aplicando-se o ansatz de simetria de réplica. Dai

72
1 _ J-oo

= D.7
aqud G1 ( )
[+
52
?InG, Lo (Hp \/;‘25‘7_%) (Zv%s5) €™ X 5398, 5 ,cs Bisqpstim L, & Ry
04,5045 B G,
22 2
foo (Hp %) Z,35e ¥y 5392, B-2 <5 Bo8sqp5+im 2, 2o Ry
oo -
- . (D.8)

G,

Lembrando que com a condigdo de simetria de réplicas podemos escrever

Z ."I'inigqp; = g— [(Z :1;,,)2 — in:l (D9)
4 P

p<b
e
q 2 i 1
3T, 20 _ / D26V S % (D.10)
—00
obtemos
52 . . . .
02 1n G, ffooo Dz ffooo (Hp \/dzsz) (57;;536)2 e X, #-1Q%, H+5 X, 55 +ivaz X, 5, HmR Y, 5,

- 33 - . . .
0¢,50Gy5 ffooo Dz ffooo (Hp d;irgw) e_zl’ é—%Qpr§+§E‘,z§+t\/&zzp zp+HmRY, &,
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32 2
f°° (Hp §7d2iﬁpvr) Z,T5€" Yo 529X, H+] L, 2+iva L, opHimR Y, 3,
5 .(D.11)

foo szoo ( _5123,,_) e—zpj -3QY, 82413, 23 +i/Gz X, 2p+imRY, 3,
—00 —0Q0 [4 \/ B?I’

Agora nio h4 mais necessidade de mantermos os indices e, assim sendo, escrevemos explicitamente

o0 o _dz e 9T +i 00 T _— @iy -2
PG, | Dz [ e ] [, et
84.50qvs [ Dz [ %, e ¢z2+upm]
n—272
f Dz [f \/—ﬂ_ Fe 9% +HIJz] [f " \/2_&? e 9% +z1l):c] 012
1 02 [ o]
onde introduzimos a notagdo
¢ = 1y l(Q— ) D.13
- 4ﬂ 2 q ) ( . )
Y = mR+.,/qgz. (D.14)
Finalmente, no limite n — 0 obtemos
a3 =2 ,— oo dz 272
PGy _ o Wm] o |7 e +"”]
aq,,,saq A D - = / Dz — - . (D.15)
f—oo V2pBr 1re & +11/):r,] e [f ) \/2?? e~%% +u/1:c]

Repetindo este procedimento, encontramos

—¢52+i¢:i-] 2

dz —¢32+iypE o0 =
62 lnG1 D —oo /2871 1|’$2e P ] [f—oo %IDC
aquaQV T —di2+ivi 3
" [ff; e o]

2
=~ —O% +n/m:]

/ Dz | (D.16)
v —¢z2+ﬂ/)w]
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292
di we-daz +11/Ja: °° di fi:e-d’z +"/1-'D]

#InG [ V2P V2B~
! / Dy 2 VET / Dz 2= ~| . o1
aCImSanJ 6 ¢zz+u/)z f _dz_ ¢zz+z¢z]
—00 2 7r

Dai, de acordo com (D.2) o autovalor procurado é

/oo Dz [ffooo dﬁ;j’;2e‘¢iz+i¢i] [f di32e— %% +z1/m:] [fj:o df:fi:e"‘f’iz"'wi]z
[f “o die_WHM] 2 [f oo da"ce—¢iz+i¢z] 3

e

[f di ——¢w2+z¢z] (B-18)
Podemos escrever A em um formato mais compacto:
A= / Dz [(#) - (&)’ (D.19)
onde
~ > dF f(;,;)e—¢52+ivlzi
(f(@)) = B (D.20)

® 1= o5’ 1ivd
f—oo dFe— 932 +ivE

Os momentos podem ser facilmente obtidos, usando-se os seguintes resultados

00‘ 2 2
[ dw ¢:B +iyzs  _ (% _ %'52) \/%C %, (D.Zl)

- - - y 2
/ dige$5HivE % %e-%, (D.22)

/ dge—93*+ivs \/ge_%. (D23)

Resultando em uma expressdo extremamente simples para A, a saber,

I L_¢_2) vﬂr 1
,\_/_sz[(% 1P 1P Q- q). (D.24)

il



D. Anailise de Estabilidade 131

Vamos agora definir e calcular o outro autovalor mencionado em (D.1),

)\I ___1_5’ ___2 _Q_’ + E’ (D.25)
onde
- 62 In G2
P = —/—F, : D.26
6qudaQV5 ( )
- 62 In G2
Q = ——2, D.27
aqwa‘b'y ( )
— 62 In Gg
R = 7=/, D.28
0Gy50qs (B-28)
€
G, = / ([ dayle™ e 925 -Eocsdosaras- 2, Ryoo (D.29)
0
P

Primeiramente vamos efetuar as derivadas em (D.26) para encontrar 1_34 ,

(D.30)

?InG, _ fOOO[Hp da] (a,,a,.;)z 2, _ fow[Hp da,)a, a8, :
aqudaqud G2 G2

_ A 2 _ = R . . . T
onde , = e~ 2 % Tp<s 45209~ 22, Fots  Agora aplicamos o ansatz de simetria de réplica para

escrever {1, como

(&) - - ~
Qp — / Dze—QZpa§+i\/§zZpap—%zpa;",-—REﬂap
—00

00 n - . _
= / Dz 1_[ C_Qaiz’_%a,z;+iﬂzap -Ra,
—0 =1

00 n
= / Dz [ [e 2o (D.31)
.
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onde utilizamos a notagido
A= Q+ %, (D.32)
x = R++/§ (D.33)
Assim reescrevemos 13' como
2 ’ n—2
2 1In G, ffooo Dz [f0°° daaZe—Aa2 —xa] [fooo dape_Aaﬁ—xaP]
04,50Gus B ffooo Dz [fooo da,,e‘A“%“x“P]" -
2 —272
f_oooo Dz [fooo daae—A“Lx“] [fow dape‘A“%—X“P]n
T2, D2 [f7 dage 555" N
Tomando o limite n— 0 obtemos finalmente
2
[ [ I daa2e‘A“2‘X“] i [ N daa,e“A“z—x“] ’
P= / z 5 / Dz 3 (D.35)
—o [f5° daye= 4% x| - [f5 dage™% X |
Repetindo o mesmo procedimento para calcular é' e R’
2
_ o0 * Jaa?e~2°xa| | [ dgae=2e"~Xa
Q’ _ /‘ Dy [fo ] [fo2 i ]
—o0 [y~ dage2%x%]
2 2 2
oo [ f5° dage™2¢ —xa]
- Dz D.36
[P dgy o
e . )
2
o0 [ N daaze‘A"z’X“] o [ I daae‘A“z‘X“]
R = / Dz L / Dzt , (D.37)
o [[o7 dae ] o [T daye 5% X%
Finalmente escrevemos A’ de forma compacta como
00 ov2
XN = / Dz [(a?) — (a)°] (D.38)
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onde

[, dof @)e~2e"xe

(6 = o g (D.39)
Os momentos podem ser facilmente obtidos usando-se os resultados
" gagzetofxe = L1 XN T og e Xy o X (D.40)
/0 e = 2\2a7aa7) VA N/ ‘
e —AnZ_ 1 1 X T x2 X
Aa‘—xa - 2. rfc(——— D41
/0 daae A 4A\/Aeme 0(2\/K)’ (D41)
® _Aa2_ 1 [ 2 X
d Aa?-xa = .| —etBerfc(—2—= , D.42
/0 ae 51 AEse c(2 \/Z) ( )
de modo que
=B L (D.43)
a) = - == .
Vrlerfe(;Xz) 24
(a?) (1+X2) 1y __o& (D.44)
a = -_— ————2— —_—— . ]
2A  4A 2A \/WAerfc(i.X\/__A:
Definindo
A el (D.45)
V' Aerfe(53=) |
o autovalor )\ reduz-se a
,\'-/tz 1 xA_ ) (D.46)
B 2A T 2A ' |

Conhecidos as expressdes de A e A', podemos prontamente determinar a regido de estabilidade, bas-
tando usar a condi¢do (D.1). O fato é que W s6 pode ser avaliado numericamente, exceto no limite

g — 1, onde mostramos que W — 1. Isto significa que somente a regido abaixo de o, € estavel. Neste
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limite temos X — 0o € A — oo segundo as equagdes (4.62) e (4.63). Assim expandindo (D.45)
X 2A X 1
Arx Z(l+—+..)==+—+.. -2 D4
2A(+X2+ ) 2A+X+ : para z > —z; (D.47)
e,substituindo na equagio (D.46) a integral se anula. Para z < —2; , observamos que
_x
An 22 40 (D.48)
2vVmA ' )
Dai,
2 2 2
, *0 1 1171 2
= Dz|—| =|—1] =
A /_oo 2 [ZA] [ZA] 2erfc(\/i) (D.49)
e, consequentemente, quando o = a,
1 1’7177
W= O [—:l-——q:l [‘2“&] Qe = 1, (D.SO)
onde temos usado as equagdes (4.46) e (4.53), que nos permite mostrar que
a. = 2A(1 — g). (D.51)

Verificamos assim que a condigio de estabilidade estd sempre satisfeita para o < «,.
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regido abaixo de o

1,0 -

08 -

06 |-

04

02 |-

00k 5 ; : 1 R ] ) I
0,65 0,70 0,75 0,80 085 0,90 0,95 1,00

Figura D.1: O valor da grandeza W em fungfio do parimetro ¢ na regido abaixo de «., para Varios
valores da varidvel m.
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#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

finclude <malloc.h>
#include <time.h>

#define NM 50 //dimensaoc da matriz (NM x NM)
f#define I NM*NM //dimensao do vetor
//#define TEMPO 30000

#define NMEDIAS 30

#define NV 2 //numero de features
‘#define P 2, / /P=NV.
#define P_d 0. ///difusao

,void vizinhos{int k, int VI[4]);

void difusao();

int sitios();

§void atualizacao();

int poisson{double lambda) ;

.void cond_inicial (double lambda) ;

void estrutura(int n,int a, int b, int ¢, int d, int e) ;
.void contagem();

' void funcprint_maiores (int nprint, int jamx);
void funcprint (int nprint) ;

void impressac();

void quick_struct (int left, int right);

int medida_cluster (int valfLl);

int *A;
struct copia {
.+ int feature[NV];
b;
 struct copia individuo([L}], tipo[L};
struct ordem ({
int posicao;
: int gquantidade;
¥
struct ordem ordenacao[L],ordenacaohaux;
void main ()
[
* 3int j,m,stime,a,i,jmax,n,na,va[L];
double lambda,tamanho,xux;maior_cl;
long ltime;

FILE *br;
br=fopen(“teste.dat“,"a");

ltime time (NULL) ;
stime = (unsigned) ltime/2;
srand (stime);

A = malloc{L * sizeof (int *3);

for(n = 0; n <= 10;n+=2) {
lambda = n/10.;
tamanho = 0.;
f2r (m = 0; m < NMEDIAS; m++) {
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#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
¥include <malloc.h>
#include <time.h>

#define NM 50 //dimensao da matriz (NM x NM)
#define 1. NM*NM //dimensao do vetor
//#define TEMPO 20000

#define NMEDIAS 30

#define NV 2 //numero de features
#define P 2. //P=NV.
#define P_d 0. ///difusao

void vizinhos(int k, int V[i4l);

vold difusaof);

int sitios{();

woid atualizacao();

int poisson(double lambda) ;

void cond_inicial (double lambda) ;

void estrutura(int n,int a, int b, int c, int d, int e) ;
void contagem() ;

void funcprint_maiores (int nprint,int jamx);
void funcprint (int nprint);

void impressao ();

void quick_struct (int left, int right};

int medida_cluster (int val[L]);

int *A;
struct copia ({
" int feature[NV];
}i
struct copia individuo[L],tipo[L];
struct ordem {
int posicao;
int quantidade;
¥
struct ordem ordenacao[L],ordenacaoﬁaux;
roid main ()
(.
Ehint j,m,stime,a,i,jmax,n,na,va[L];
double lambda,tamanho,xux,maior_cl;
long ltime;

FILE *br;
br=f0pen("teste.dat","a");

ltime time (NULL) ;
stime = {unsigned) ltime/2;
srand (stime) ;

A = malloc{(L * gizeof (int *));

for(n = 0; n <= 10;n+=2) {
lambda = n/10,;
tamanho = 0.;
for (m = 0; m < NMEDIAS; m++) {
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