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Resumo

Perceptrons sao redes neurais sem retroalimentagao cujos os neurdnios estao dispostos
em camadas. O perceptron considerado neste trabalho consiste de uma camada de N
neuréonios sensores S; = £1; ¢ = 1,..., N ligados a wmn Unico neurdnio motor o através
das conexdes sinapticas J;; i = 1,..., N. Utilizando o formalismo da Mecanica Estatistica
desenvolvido por Gardner e colaboradores, estudamos os efeitos da eliminagao de uma
fracao dos pesos sinapticos (diluicao) nas capacidades de aprendizadu e generalizagao
de dois tipos de pertceptrons, a saber, o perceptron linear e o perceptron Booleano.
No perceptron linear comparamos o desempenho de redes lesadas por diferentes tipos de
diluicéo, que podem ocorrer durante ou apds o processo de aprendizado. Essa comparacao
mostra que a estratégia de minimizar o erro de treinamento nao fornece o menor erro de
generalizacio. além do que, dependendo do tamanho do conjunto de treinamento e do
nivel de rufdo. s pesos menores podem se tornar os fatores mais importantes para o bom
funcionamento da rede. No perceptron Booleano investigamos apenas o efeito da diluicao
ap6s o término do aprendizado na capacidade de generalizacao da rede neural treinada
com padroes ruidosus. Neste caso, apresentamos uma comparagao entre os desempenhos
relativos de cinco regras de aprendizado: regra de Hebbl, pseudo-inversa, algoritmo de
Gibbs, algoritmo de estabilidade 6tima e algoritmo de Bayes. Em particular mostramos
que a diluicio sempre degrada o desempenho de generalizagao e o algoritmo de Bayes

sempre fornece o menor erro de generalizacao.
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Abstract

Perceptrons are layered, feed-forward neural networks. In this work we consider a percep-
tron composed of one input layer with IV sensor neurons S; = +1; 7 =1,..., N which are
connected to a single motor neuron ¢ through the synaptic weights J;; 1 =1,..., N. Us-
ing the Statistical Mechanics formalism developed by Gardner and co-workers, we study
the effects of eliminating a fraction of synaptic weights (dilution) on the learning and
generalization capabilities of the two types of perceptrons. namely. the linear perceptron
and the Boolean perceptron. In the linear perceptron we compare the performances of
networks damaged by different types of dilution, which may oceur either during or after
the learning stage. The comparison between the effects of the different types of dilution,
shows that the strategy of minimizing the training error does not yield the best generaliza-
tion performance. Moreover, this comparison also shows that. depending on the size of the
training set and on the level of noise corrupting the training data. the smaller weights may
became the determinant factors in the good functioning of the network. In the Boolean
perceptron we investigate the effect of dilution after learning on the generalization ability
when this network is trained with noisy examples. We present a thorough comparison
between the relative performances of five learning rules or algorithms: the Hebb rule, the
pseudo-inverse rule, the Gibbs algorithm, the optimal stability algorithm and the Bayes
algorithm. In particular, we show that the effect of dilution is always deleterious, and

that the Baves algorithm always gives the best generalization performance.
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Capitulo 1

Introducao

.

O estudo de redes neurais é basicamente centrado em dois aspectos: a modelagem de
sistemas cognitivos bioldgicos e a producao de inteligencia artificial.

O cérebro manifesta caracteristicas muito peculiares que o diferencia de um simples
computador. Dentre estas podemos citar a robusteza, que é a capacidade de manter seu
bom funcionamento mesmo com a constante perda de neurdnios. e a flexibilidade, que
é a capacidade de se adaptar a novas situacoes através do aprendizado. Este sistema
realiza tarefas complexas como aprendizado. reconhecimento de padroes. criatividade e
percepcao. Apesar destas tarefas parecerem triviais. nao se sabe realmente como elas sao
executadas.

Com Dbase nestas caracteristicas podemos pensar em maneiras mais eficientes de pro-
gramacao para computadores convencionais. O método usual de se programar um com-
putador consiste na elaboracao de uma lista de instrucoes, porém. uma vez que nem todas
as tarefas que ele deve desempenhar podem ser decodificadas em tal lista. este método
implica em algumas limitacoes. Além disso. se houver algum tipo de perturbacao ou ruido
nesta lista de instrucgoes. seu desempenho nao sera satisfatorio.

Quando trabalhamos com redes neurais aov invés de programas convencionais. podemos
treina-las com exemplous que sau pares questOes/respostas. Desta maneira. estas redes
sao capazes de inferir regras contidas nestes exemplos e. consequentemente. sau capazes
de generalizar. ou seja. responder corretamente a novas questoes. Esta capacidade de

generalizacao constitul uma das principals motivacoes para o estudo de redes neurais. E

=1



8 CAPI{TULO 1. INTRODUCAO

importante notar que as redes neurais sao modelos extremamente simplificados quando

comparados a sistemas biologicos.

O sistema nervoso é constituido por células nervosas chamadas neuronios. A parte do
sistema nervoso que estamos interessados é o cérebro. que é formado por aproximadamente
1019 neurénios. O tamanho e a forma do neurdnio variam de acordo com a sua funcao.
mas a estruriura béasica é sempre a mesma: soma ou corpo celular. axonio e dendritos.
Os dendritus recebem o sinal de entrada de outrus neuronios. o soma transforma estes
sinais de entrada em sinal de saida e o ax6niv transmite o sinal de saida para outros
neurénios. O ponto de ligacao entre uma terminagao axonica e outra célula ¢ denominado
sinapse. Neste ponto as células estao separadas por uma fenda estreita. Nos mamiferos

mais desenvolvidos cada neurénio pode receber até 10" entradas sindpticas.

Os sinais no sistema nervoso sao transmitidos eletricamente e quimicamente. A trans-
missao elétrica é baseada em descargas elétricas quie comecam no corpo celular e se
propagam através do axonio para as varias conexoes sinapticas. A transmissao do sinal
elétrico através da fenda sindptica é efetuada por mecanismos quimicos. Quando o sinal
chega ao terminal do axoniv, us neurotransmissores se difundem na fenda sinaptica e
atingem o neuronio da célula vizinha induzindo uma mudanga de potencial naquela célula.
Todos os sinais que chegam a célula vizinha propagams-se para o corpo celular onde sao
integrados. Se a somatdria de todos os sinais exceder um cerfo limiar. o neuronio emite
um pulso que se propaga através do axonio. A contribuicav de uma entrada sinaptica
para o potencial da célula caracteriza o peso ou eficiencia sinaptica. Como foi postu-
lado por Hebb [21. o pesu das conexdes sindpticas modifica-se de acordo com seu nivel
de atividade, assim as sinapses sau altamente modificaveis com relacav a sua eficiencia,

desempenhando um papel fundamental no aprendizado.

O estudo de modelos de redes neurais comecou com MeCulloch e Pitts [35] que intro-
duziram a idéia de um newrdnio formal com estados bindrios baseados no fato de que os
neuronios ou emitem pulsos elétricos ou estao inativos. Ainda. aqueles autores mostraram
que redes de neurdnios formais sao capazes de desempenhar qualquer rarefa logica. Porem.
o problema era escolher os pesos sinapticos a fim de que a rede desempenhasse uma de-

terminada tarefa. Foi mostrado por Rosenblatt [44] que redes com conexoes modificaveis
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chamadas perceptrons podem ser treinadas para classificar certos conjuntos de padroes.
Sua proposta original era tentar explicar o funcionamento do cérebro em termos das es-
truturas cerebrais. Rosenblatt e seus colaboradores desenvolveram um procedimento de
treinamento, o algoritmo Perceptron, com a finalidade de encontrar os pesos corretos para
uma dada tarefa.

Existem dois tipos bésicos de arquitetura de redes neurais: perceptrons e redes atra-
toras. Nas redes atratoras cada neurénio estd conectado a todos vs demais e o estado de
cada um deles é ajustado segundo uma dinamica que pode ser sincrona ou assincrona.
As redes atratoras podem ser usadas como memdria associativa e sao analogas a sis-
temas de vidros de spin. Perceptrons sao redes dispostas em camadas de neuronios, onde
.a informacao flui em uma tdnica diregao atraves destas camadas sem que haja retroali-
mentacdo. A estrutura do perceptron é formada por uma camada de entrada constituida
por neurénios sensores que nao estao ligados entre si, algumas camadas intermediarias e
uma camada de saida composta por neurénios motores. As ligagoes entre os neuronios de
diferentes camadas é feita através das sinapses cujas eficiéncias ou pesos sao ajustaveis.

Neste trabalho consideramos apenas os perceptrons mais simples, compostos por uma
camada de entrada com N neurdnios sensores que recebem estimulos externos e uma
camada de saida com apenas um neurénio motor. O modelo matematico de um perceptron
leva em conta que os neuronios basicamente tem dois estados de atividade, ou emitem
pulsos ou estao inativos, assim os estados dus neurdnios sensores sao dados por S; =
+1(i=1,....N). O perceptron é uma rede que soma todos us sinais da camada de
entrada com um determinado peso e fornece o resultado através da fungao de tranferéncia
f (z), ou seja.

AR
ag = f —ﬁz.]ib'i s (11)
i=1
onde J; (i=1.....N) sado os pesos das conexdes sinapticas e 0 € o estado do neurdnio
motor. As funcoes de transferéncia mais comumente usadas sao a funcao linear. f (2) =
z , e a funcdo booleana. onde [ (z) = sign(x). Os perceptrons aqui abordados sao o
perceptron linear e o perceptron Booleano, cujos pesos sinapticos assumem valores reais.

O perceptron de muitas camadas tem grande aplicagao pratica em diversas areas como
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reconhecimento de caracteres escritos a mao em codigos de enderecamento postal (CEP).
predigao de estrutura tridimensional de proteinas, reconhecimento de voz e muitas ou
tras [8]. Existem algumas tarefas que um perceptron de uma camada nao desempenha.
Estas tarefas estao relacionadas a propriedade geométrica de separabilidade linear. O
perceptron com uma camada € capaz de realizar ou aprender somente as fungoes que sao
linearmente separaveis. A seu favor devemos mencionar que além de ser um modelo consis-
tente com fatos biolégicos. é suficientemente complexo para produzir um comportamento

interessante e suficientemente simples para que possa ser estudado analiticamente.

Programar um computador com uma lista de instrucoes implica em severas limitacoes
num problema como reconhecimento de voz, onde nao se conhece uma regra. Assim é mais
facil ensinar uma rede com exemplos que sao pares guestoes/respostas corretas e deixar
que a rede neural descubra a regra por si mesma. Este método é chamado de aprendizado
supervisionado pois necessita que um supervisor forneca as respostas corretas para as

questoes que a rede deve aprender.

Existem muitas maneiras ou algoritmos diferentes de uma rede neural ser treinada.
ou seja, dos pesos serem ajustados para desempenharem uma dada tarefa. Além do al-
goritmo Perceptron que foi desenvolvido para treinar um perceptron Booleano. muitos
outros algoritmos foram criados, tais como o algoritmo Adaline [43] para treinar percep-
trons lineares e o algoritmo Backpropagation [43], para treinar perceptrons com muitas
camadas. O estudo do aprendizado em redes neurais feito através da pesquisa de algorit-
mos especificos de treinamento nem sempre é eficiente. uma vez que os algoritmos podem
apresentar uma convergencia muito lenta ou até mesmo nem convergir para a solucao
correta. Mas nao se pode concluir que o fato de algum algoritmo nao convergir implique
na inexistencia de solucao para um determinado problema.

Neste trabalho nao estamos interessados em investigar algoritmos especificos de treina-
mento: nosso objetivo é estudar o aprendizado em perceptrons de uma maneira mais geral
através da Mecanica Estatistica. Nesta abordagem € possivel encontrar a regiao do espaco
dos pesos onde existem solucOes para uma determinada tarefa. independente da existéncia

de um algoritmo capaz de encontrar estas solucoes.

O estudo analitico do aprendizado através da analise do espaco dos pesos fol inici-
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ado por Gardner [15]. Nesta abordagem os exemplos de treinamento sao pares (ﬁl tl> :
l=1,...,P onde o vetor de N componentes ¢ = (Ei,{i. ceey ‘l-> é denominado padrav
de entrada e a variavel t' é a saida associada ao padrao ¢'. Aprender consiste em procurar
os pesos sinapticos adequados que implementam a regra geradora dos exemplos de treina-
mento. Assim. os pares de exemplos (ﬁl tl) fazem o papel das varidveis lentas (quenched)
e 0s pesos sindpticos sao as varidveis dinamicas que se ajustam de forma a minimizar
uma funcao energia, construida a partir dos exemplos. A andlise das propriedades de
equilibrio deste sistema ¢é feita através do formalismo das réplicas [4]. Em seu trabalho
pioneiro Gardner estudou a capacidade de memorizacao de uma rede neural para o caso do
mapa aleatério em que nao ha correlacao entre us padroes de entrada ¢! e suas respectivas
saidas {'. Naquele trabalho foi mostradu que. quando a rede é treinada com [’ exemplos
(gl,tl> (I=1..... P) gerados aleatoriamente. existe solucao com pesos continuos apenas

para P < 2N no limite termodinamico N — o0.

No mapa aleatdrio nao ha uma regra que associa os padroes de entrada ¢ a saida
+ Um caso mais interessante é o aprendizado supervisionado em que existe uma regra
relacionando os pares entrada/saida. Apds o aprendizado ter terminado. a rede adquire
a capacidade de generalizar, ou seja. a capacidade de predizer a saida ! associada a um
padrao de entrada § que nao pertence ao conjunto de treinamento. A grandeza que
mede esta capacidade é chamada erro de generalizagau. O método desenvulvido por
Gardner tem sido amplamente aplicadu ao estudo analitico do aprendizado por exemplos

em perceptrons lineares e Booleanos [43]. [20]. [36]. [38].

Em perceptrons o aprendizado por exemplos fui primeiro estudado analiticamente
pelo método de Gardner por Gyorgyi e Tishby [20]. Estes autores estudaram a capaci-
dade de generalizacau de um perceptron Booleano com pesos continuos. Eles tambem
introduziram o problema em que os padroes de treinamento sao deturpados por ruido.
cuja intensidade é medida por um parametro y que varia entre v = 0 (mapa aleatdrio)
e v = 1 (padroes puros). Esta situacau é bem mals geral e realistica. uma vez que é
bastante improvavel que durante a fase de tremamento nao haja nenhum tipo de ruido

que interfira no processu de aprendizado da rede neural.

O aprendizado supervisionado em perceptrons Booleanos com pesos continuos foi pro-
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fundamente estudado numérica e analiticamente [45]. Também para esta mesma rede
foram estudadas as capacidades de armazenamento e generalizacao no caso em que o
perceptron é treinado com varios algoritmos de treinamento diferentes [36], [38]. Estes
trabalhos tinham como objetivo investigar qual é o algoritno de treinamento que produz
o menor erro de generalizacao. Outro estudo interessante em perceptrons Booleanos com
pesos continuos € o que concerne ao algoritmo de Bayes. Era sabido que este algoritmo
fornece o melhor desempenho de generalizagao [12], porém nao existia uma energia de
treinamento associada a ele que permitisse o estudo analitico de suas propriedades pelo
método de Gardner. Através de uma abordagem variacional, foi encontrada por Kinouchi
e Caticha [25] a energia de treinamento relacionada com o perceptron de generalizagao
6tima.

O perceptron linear com pesos reais foi primeiro estudado analiticamente com o método
das réplicas por Levin e colaboradores [34]. e também por Seung e colaboradores [45] para
o aprendizado supervisionado. Uma questao interessante relativa ao perceptron linear é
a normalizacao dos pesos. Fol mostrado por Hertz e colaboradores 23] que a escolha da
normalizacao no perceptron linear desempenha um papel fundamental. mas no perceptron
Booleano esta escolha ¢é irrelevante. Nesta linha. Fontanari [13] estudou os efeitos sobre
os erros de treinamento e generalizacao de um perceptron linear causados pela escolha
da norma dos pesos. como fixa a priori ou como um parametro ajustavel. No caso em
que a norma dos pesos é fixa, Kinouchi e Caticha [26] investigaram um algoritmo dtimo
de aprendizagem que minimiza o erro de generalizacao através do método variacional

acoplado ao método das réplicas.

E importante notar que o estudo de redes neurais esta centrado no ajuste de pesos,
tanto no que diz respeito a pesquisar algoritmos de treinamento. quanto na abordagem da
Mecanica Estatistica. A maioria dos modelos de redes neurais leva em conta a plasticidade
sinaptica, de maneira que a principal variavel do problema de aprendizado é o valor dos

pesos sinapticos.

O fato de o cérebro apresentar um comportamento adaptativo, ou seja, ser um orgao
dotado de grande flexibilidade, pode ser explicado pelas alteracoes nos pesos sinapticos

[42]. Em estudos recentes tem sido comprovado que o valor das sinapses biolGgicas é
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ajustado de acordo com a experiencia [37), fazendo com que as sinapses desempenhem
um papel fundamental nas tarefas cognitivas como aprendizado e generalizagao. Uma
vez que o cérebro é um orgao flexivel ele é capaz de se recuperar de lesoes que provocam
a perda de sinapses. As sinapses remanescentes se rearranjam para compensar estas
perdas, de maneira que o funcionamento do cérebro seja pouco afetado. E sabido que os
mecanismos de compensacao que ocorrem no cérebro diminuem sua eficiencia a medida
que este orgao envelhece. No sistema nervoso em desenvolvimento ocorrem processos
de eliminacio de sinapses que ainda nav sao completamente entendidos [9]. O estudo
destes processos poders ajudar na compreengao dos motivos pelos quais a capacidade de
recuperacao do cérebro contra lesoes diminui com o passar do tempo [42].

Motivados por estes mecanismos de compensagao que ocorrem no cérebro, nosso prin-
cipal interesse é investigar o comportamento de redes diluidas. ou seja, redes nas quais
parte de suas conexoes foi cortada. A diluigao pode entao ser utilizada para estudar a
robusteza de redes neurais. artificiais e biologicas, contra o mal funcionamento de alguns

elementos.

A diluicdo em redes neurais foi investigada primeiramente para o modelo de Hopfield
de meméria associativa em redes atratoras. Os efeitos da diluicao na capacidade de

recuperagao e na dinamica destas redes foram amplamente estudados [5],[10],[16],[46].

Existem diferentes tipos de dilucao, no que diz respeito ao procedimento utilizado para
eliminar os pesos. Foram introduzidos por Bouten, Kumoda e Serneels [6] dois tipos de
diluicao que veorrem durante o processo de treinamento: a diluigao fiza em que 0s pesos
sao cortados aleatoriamente e a diluicao mdével em que o corte dos pesos leva em conta os
padrdes a serem armazenados. Estes autores estudaram a capacidade de armazenamento
de um perceptron Booleano com pesos de Ising J = &l no caso do mapa aleatério
e consideraram apenas a diluicao movel. Mais tarde, os dois tipos de diluicao foram
estudados para um perceptron boleano com pesos continuos também no caso do mapa
aleatério [7]. Com relagao a capacidade de armazenamento para perceptrons Booleanos.
tem sido estudados outros modelos de diluicao. como a diluigao aleatéria que nao depende
de processos de treinamento [51] e algoritmos de diluicao que fornecem capacidades de

armazenamento 6timas [14]. [31].
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No caso do aprendizado por exemplos foi estudado o efeito das diluigoes no desem-
penho de generalizacao de um perceptron Booleano com acoplamentos de Ising [2] e de
um perceptron Booleano com pesos continuos [32]. Porém, neste caso a solucio com
simetria de réplicas é localmente instavel e, consequentemente, os resultados obtidos se
tornam pouco confidveis. A maioria destes trabalhos normalmente aborda diluicoes em

perceptrons Booleanos que ocorrem antes do término do processo de aprendizado.

Neste trabalho além de estudarmos os efeitos dos dois tipos de diluicaio mencionados
acima, vamos introduzir um outro tipo de diluicao que ainda nao havia sido abordado
de forma sistemadtica na literatura: é a diluicao que ocorre apds o término do processo
de treinamento. Neste caso, a rede é treinada com todas as suas conexoOes e, uma vez
terminado o treinamento, o corte dos pesos é efetuado. Os pesos podem ser cortados de
diversas maneiras diferentes, que serao descritas no proximo capitulo. A fim de podermos
comparar os efeitos dos véarios tipos de diluicao, a fracao dos pesos deletados devera ser
sempre a mesma em todos os casos. Além da diluicao. vamos estudar o efeito do ruido
nos exemplos, que atua durante a fase de treinamento da rede. O estudo da diluicao
ap6s o término do treinamento tem grande interesse pratico por duas razoes: (1) au
xilia na identificacao das componentes mais importantes da rede neural, cujo dano possa
causar maior prejuizo ao desempenho do sistema; (2) esta intimamente ligada a popular
técnica da poda que consiste em cortar os pesos menores na esperanca de diminuir o erro
de generalizacao e também de diminuir a memdria necessaria para armazenar 0s pesos
da rede neural [22]. Esta técnica. ligeiramente aperfeicoada. foi denominada de “dano
cerebral 6timo 7 e aplicada com sucesso em uma rede de muitas camadas treinada com o
algoritmo Backpropagation para o reconhecimento de caracteres manuscritos em codigo

de enderecamento postal [22].

Esta tese estd organizada da conforme descrito a seguir: No capitulo 2 serd explicado
o processo de treinamento das redes, bem como a ferramenta matematica empregada nos
calculos dos erros de treinamento e generalizagao. Serao mostrados também os tipos de
diluicoes e ruidos e a maneira com que sav adicionados ao treinamento. No capitulo
3 estudaremos o aprendizado supervisionado do perceptron linear treinado com o algo-

ritmo Adaline. Vamos comparar os efeitos dos varios tipos de diluicdo sobre os erro de
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treinamento e generalizacao na presenca de ruido adicionado aos padroes apresentados
ao estudante. No capitulo 4 estudaremos os efeitos da diluicao realizada apds o término
do processo de treinamento em um perceptron Booleano treinado com varios algoritmos
diferentes: regra pseudo-inversa, regra de Hebb, algoritmo de Gibbs, algoritmo de es-
tabilidade dtima e algoritmo de Bayes. Finalmente, no capitulv 5 apresentamos nossas

principais conclusoes e perspectivas de trabalho.




Capitulo 2

O Modelo

Vamos considerar um perceptron composto por /N neuronios sensores binarios cujos
estados podem assumir os valores S; = £1 (i=1,....N). N conexdes sindpticas .J,
(i=1,...,N) que assumem valores reais e um neuronio motor cujo estado é dado por

1 X
az.f(mz.fm), (2.1)

=1

onde f é a funcau de transferéncia.

A arquitetura de um perceptron com N = 5 é mostrada na figura abaixo:

AS“] 192 Agj{ stq A"'S

2.1 Treinamento

Para que uma rede neural realize uma tarefa, € necessario que ela seja treinada. Uma

15
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tarefa consiste em P associagbes entrada/saida que denominamos exemplos
I _ (el gl ! ! _ )
g=(d.g.....6)—t I=1....F

onde & sao varidveis bindrias que podem assumir os valores 1. As saidas t' tanto podem
ser geradas segundo alguma regra, como podem ser aleatdrias, ou seja, sem correlacac
entre os padroes de entrada &' e os digitos de saida t'. O conjunto de exemplos é deno
minado conjunto de treinamento e, no casu em que as saidas sao aleatdrias. o conjunto de
associagOes entrada/saida é chamado de mapa aleatdrio. Como usual, vamos supor que o
numero de exemplos cresca linearmente com F . isto é, PP = alV.

A grandeza que mede o exito da rede na realizacao de um conjunto de treinamento
é a energia de treinamento que normalmente é definida como a soma de uma funcao
monotonica crescente g da diferenca entre a saida produzida pela rede o' e a saida desejada

t! para todos us exemplos:

>

EJEH)=> g (tl - (Tl> : (2.2)

=1

Existem vérias maneiras ou algoritmos diferentes de uma rede ser treinada. A cada
algoritmo estd associada uma energia de treinamento E (J, £.t) especifica. O objetivo do
treinamento é ajustar os pesos através de algum procedimento que vise a minimizagao
desta energia. O procedimento mais comumente usado no ajuste dos pesos é a regra do

gradiente descendente

dJ, IE (J)
= — ’]) —,
dt aJ;

onde 7) < 1 é uma constante de proporcionalidade que representa a taxa de aprendizado.

(2.3)

Porém. existem algumas funcoes energia que nao sao diferenciaveis e, nestes casos, pode-
mos usar outras maneiras de ajustar os pesos como o algoritmo de Monte Carlo.
Dependendo do niimero e da natureza dos exemplos pode nao existir um conjunto de
pesos J para o qual a energia de treinamento se anule. A razao entre o nuimero maximo de
exemplos para o qual existe pelo menos um conjunto de pesos com energia de treinamento
nula e o nimero de neurdnios da camada de entrada N é definida como a capacidade

de armazenamento denotada, a.. E importante salientar que. como neste trabalho o
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aprendizado é abordado do ponto de vista da Mecanica Estatistica, nao vamos encontrar
um conjunto de pesos especificos que possibilite o aprendizado de um particular conjunto
de treinamento. Ao contrario, nossa énfase serd nas propriedades médias ou tipicas de
um conjunto de pesos que realiza um conjunto de treinamento tipico. Para termos uma
idéia quantitativa do desempenho da rede vamos estudar curvas de aprendizado, isto é.
os erros de treinamento e generalizacao como funcao da razao o = P/N.

Para o caso do perceptron linear, vamos estudar as curvas de aprendizado apenas para

um algoritmo cuja energia de treinamento é simplesmente dada por

E(J.&1) = }F: (o)’ (2.4)
=1

com
;1 & .
ol = ﬁ;.h{i. (2.3)
O algoritmo de treinamento que ajusta os pesus de maneira a realizar os P exemplos
(El,tl) é dado pela regra delta [43]. também conhecida como algoritmo Adaline. Nesta
regra a componente .J; é ajustada a cada apresentacao de um padrao &', da seguinte

maneira
AT = (7‘[ - (T[> g (2.6)

onde t' é a saida desejada. ¢! é a saida produzida pela rede na apresentacao do padrao
¢!, €1 é o valor da i-ésima componente deste padrav. e A,J; é a variacao da componente
J; do vetor J. O valor final de J; é encontrado apds a apresentacao de um ciclo completo.
ou seja, apls a apresentacav dos P’ padroes. Se a constante de proporcionalidade 1
for suficientemente pequena esta regra encontra os pesos que minimizam a energia de
treinamento [43]. O vetor J serd encontrado apds a repeticao deste procedimento para
todas as /N componentes .J;. Foi mostrado que abaixo da capacidade de armazenamento
(¢ < ), o vetor encontrado com a regra delta coincide com o vetor construido pela

regra pseudo-inversa [11]. A pseudo-inversa gera cada componente .J; de acordo com a

expressao [29)
1

Li=5 2t (c") & (

im
Im

o
-1
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onde C é uma matriz simétrica P X P cujos elementos sao dados por

1
Cim = 2 GE (2.8)

Para o caso do perceptron Booleano, vamos comparar as curvas de aprendizado obtidas
com cinco algoritmos diferentes, dentre eles o algoritmo de Bayes que fornece o menor

erro de generalizacao possivel. No caso Booleano é conveniente definir a estabilidade A’

\/N Z (2.9)

pois esta grandeza fornece informagoes titeis sobre o aprendizado. uma vez que se A > 0
para todo [, a rede encontra os pesos corretos, isto €, possui energia de treinamento
nula. A energia de treinamento relativa a todos os algoritmos que vamos estudar no caso

Booleano pode ser escrita como

2

EJ.&1) =3 g(4"). (2.10)

=1

Os algoritmos de treinamento do perceptron Booleano aqui estudados sao:

e Regra pseudo-inversa: nesta regra os pesos sao obtidos pela minimizagao da energia

[38]

E(J) = %z]:(l—Al)Q (2.11)

e o algoritmo de treinamento é a regra delta dada pela equacao (2.6).

e Regra de Hebb: o vetor peso construido a partir desta regra

.
= thel, 2.12
R & .

minimiza a seguinte energia de treinamento [19]
-y Al (2.13)
I
e Algoritmo de Gibbs: us pesos sao obtidos pela minimizacao da energia

1) =3 0K -4 (2.14)

onde K > 0 é o parametro de margem e o algoritmo de treinamento é o método de

Monte Carlo.
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e Algoritmo de estabilidade étima: os pesos sao obtidos pela minimizagao da energia
E@) =Y 0(K - Al (2.15)
]

onde K. é o maior valor do parametro de margem para o qual o algoritmo de Gibbs
encontra um conjunto de pesos que realiza corretamente os P exemplos, ou seja.

que produza energia de treinamento nula.

e Algoritmo de Bayves: os pesos minimizam a energia F (J) extraida da abordagem
variacional desenvolvida por Kinouchi e Caticha [25]. O erro de generalizaciao de
Bayes foi calculado analiticamente através da abordagem da Mecanica Estatistica
por Opper e Haussler [39]- [40]. Estes autores propuseram também um algoritmo de
treinamento que produzia o erro de Bayes. Acreditava-se entao que o desempenho
de Baves nao poderia ser implementado por um perceptron de uma camada, além
do que nao existia uma energia de treinamento associada a ele. Mais tarde foi
mostrado por Watikin [49] que era possivel implementar este algoritmo com um
perceptron simples. e na sequencia, Kinouchi e Caticha caleularam através de um

método variacional a energia de treinamento associada a este algoritmo.

Conforme mencionado, as P associagOes entrada/saida (exemplos) com as quais a
rede é treinada podem ser aleatdrias ou pode existir uma regra que associa os padroes de
. L __ ¢l l cl ? o ’ ! . . . . ; .
entrada £ = (\1 NI \N> ao digito de saida t' . A regra geradora dos exemplos pode ser
modelada por outra rede neural que denominamos rede mestre e. consequentemente. a rede
que devera realizar o mapa gerado por esta rede sera denominada rede estudante. Na rede
v . ~ . . . 0 . T ~ . o, . oo . .
mestre as [V conexoes sinapticas J7 (1 = 1,....N) sao varidveis aleatdrias estatisticamente
. ’ . . A . ~ l
independentes com valor médio zero e variancia A. Dado o padrao & esta rede gera o

digito t' através da relacao
(1 &
=1

A rede mestra gera um mapa. um conjunto de 2N associacoes compostas por todas
as possiveis configuracoes de entrada {£} e suas respectivas saidas {{}. O treinamento
consiste em apresentar uma parte deste mapa contendo apenas £ pares entrada/saida

(ﬁl,tl) (I=1....,P) a rede estudante. Esta rede devera procurar no espago dos pesos.
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sujeito a algum tipo de vinculo, o conjunto de pesos que reproduz o mapa corretamente.
Nesta tese adotamos que as redes mestre e estudante tém a mesma arquitetura, ou seja,

sao perceptrons de uma unica camada com pesos adaptativos.

2.2 Ruido

O treinamento da rede estudante é feito na presenca de ruido, ou seja, durante o
treinamento ocorre algum tipo de interferéncia na comunicagao entre a rede estudante e a
rede mestre. O conjunto de treinamento pode ser corrompido pelo ruido de duas formas:
alterando-se os padroes de entrada apresentados a rede estudante ou alterando-se o digito
de saida gerado pela rede mestre.

No caso da alteracao dus padrbes de entrada. cada componente £ é corrompida
pelo ruido. Assim sendo, a rede estudante é treinada com P = a/N exemplos (Sl,tl>
(I=1,...,P). onde S' sao os padrdes corrompidos cujas componentes S! obedecem a

distribuigcao de probabilidade condicional

P(si|e) = %6 (si-¢)+ 1—;15 (Si+¢). (2.17)
Se v = 1 temos o problema de aprendizado com exemplos purus. enquanto que se v = 0
temos o problema do mapa aleatério. Este tipo de ruido sera abordado tanto no treina-
mento do perceptron linear como no treinamento do perceptron Booleano.

No caso da alteracao do digito de saida gerado pela rede mestre, a rede estudante é
treinada com [’ = a/N exemplos ({l, Ql> (I=1....,P) onde (' é gerado pela distribuicao

de probabilidade condicional:

P E) =(1=x)8(¢ =) + 8 (¢ +1). (2.18)

O parametro 0 < y < 1/2 mede a intensidade do ruido. quanto maior for o valor de x
maior serd a intensidade do ruido. O estudo deste tipo de ruido sé faz sentido no caso do

treinamento de perceptrons Booleanos. pois as saidas sao bindrias.



2.3 Generalizagao 21

2.3 Generalizacao

Inferir regras a partir de exemplos é a principal habilidade envolvida nas atividades
cognitivas e o principal fator levado em conta no projeto de redes neurais. O treinamento
com exemplos tem como objetivo a extracgao sistematica de regras que estao implicitas
nestes exemplos. Sem a capacidade de generalizar todo o conhecimento teria que ser
ensinado em itens separados, além de que seria inconcebivel e initil treinar uma rede
neural exaustivamente com todo o conjunto de treinamento.

Uma vez que a rede foi treinada, ela deve ser capaz de generalizar, ou seja, de classificar
corretamente um padrao de entrada que nao pertence ao conjunto de treinamento. Como
a energia de treinamento mede apenas o desempenho da rede em classificar um conjunto
limitado de exemplos, vamos introduzir a energia de generalizacao, que deve medir o
desempenho da rede em predizer corretamente o digito de saida assuciado a um padrao
aleatdrio (padrao teste) a ela apresentado.

Mesmo o treinamento sendo feito na presenca de ruido, a energia de generalizagao
pode ser medida de duas maneiras: os padroes de teste apresentados a rede estudante sao
puros ou estao corrompidos por ruido.

A energia de generalizagao relativa a apresentacao de padroes puros é definida como

S0 = 5 [THEP @1 =0 (1) &) (219)

onde o ({J;}.£) é a resposta da rede estudante ao padrao de entrada aleatdrio £, cujas

componentes sao geradas pela distribuigao de probabilidade

P() = 58(6— 1)+ 55(6+1). (2.20)

Esta energia mede o valor médio do quadrado da diferenca entre a saida produzida pela
rede estudante o ({J;} ,€) e a saida desejada t.

Para que a energia de generalizacao expressa pela equacao (2.19) possa ser calculada
é necessério que se especifique o tipo de rede que esta sendo considerado. Quando estas

redes sao perceptrons lineares temos

TN 2.21)

ﬂ\
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1 N
g
Neste caso, o calculo explicito de F, resulta em [45]
.1
By (7)) = 2 (Q+ M - 2) (2.23)

onde (& a norma quadrada do perceptron estudante

1N

Z JE (2.24)

R é a correlacao entre o perceptron mestre e o estudante

1 N
=5 Z JT;, (2.25)

e M é a norma quadrada do perceptron mestre

M= %i (79" (2.26)

Quando as redes consideradas sao perceptrons Booleanos temos

t = sign (\/_ 3 J0£z> (2.27)

1 &
o = sign (\/ = . i£i> . (2.28)

=1

Como o e t sao variaveis de Ising, podemos reescrever a energia de generalizacao como

By () = [Tldsr (€0 =to (1) &) (2.29)

O célculo explicito das integrais sobre Ei leva a [45]

R
E, ({J;}) == alrros (\/—Q> : (2.30)

Quando os padroes de entrada apresentados a rede estudante estao corrompidos com

ruido a energia de generalizagao para perceptrons lineares é dada por [13]

B, (17} = 5 @+ M~ 23R). (2.31)
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e para perceptrons Booleanos é dada por [20]

1 R
Ey({J:}) = = arccos | —~

- 5 (2.32)

No caso Booleano. quando a saida produzida pela rede mestre esta corrompida por
ruido a energia de generalizacao é dada por [40]

Az
O

No caso do treinamento com perceptrons lineares sem ruido. existe um nimero minimo de

1
E,({:}) = x+ (1 —2x) — arceos

exemplos com os quais a rede estudante deve ser treinada para que realize perfeitamente
0 mapa completo. Isto nao ocorre no treinamento com perceptrons Booleanos. pois neste

caso sao necessarios infinitus exemplos para que a energia de generalizacao se anule.

2.4 Diluicao

As lesoes no cérebro podem ocorrer por diversas causas que variam desde injirias
sofridas em acidentes até a remocao cirurgica de um dos hemisférios cerebrais. Curiosa-
mente, é possivel recuperar parcial ou totalmente as funcoes cerebrais perdidas depen-
dendo da idade em que tais lesGes tenham ocorrido.

O cérebro é um orgav altamente especializado onde cada um dos dois hemisférios
(direito e esquerdo) é responsavel por conjuntos de funcoes diferentes. Por exemplo.
o hemisfério esquerdo é responsavel pela linguagem e por raciocinios 10gicos. enquanto
o hemisfério direito € responsavel por abstracoes e criatividade. Esta especializacao se
fortalece a medida que o cérebro envelhece. Uma crianca que ja tenha aprendido a falar e
sofre uma lesao nas regides da linguagem é capaz de recomecar a falar em poncos anos. pois
ha uma transferéncia da dominancia da linguagem do hemisfério esquerdo para o direito.
Este fato ilustra a plasticidade cerebral, ou seja. a grande capacidade de adaptacao da
estrutura do cérebro. A transferencia da dominancia da lingnagem nao é mais possivel
a partir do décimo ano, pois as regites correspondentes do hemisfério nao dominante da
linguagem ja assumiram outras tarefas. Assim. quanto mais jovem for o cérebro. mais
plastico ele serd. ou seja. a capacidade de recuperacao de uma crianca que tenha sofrido

algum tipo de lesao sera muito maior que a de um adulto.
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O objetivo do estudo da diluigao em redes neurais é modelar e entender os efeitos
das lesoes em sistemas artificiais dotados da capacidade de aprender. Este estudo tem
grande utilidade tanto do ponto de vista bioldgico quanto do ponto de vista pratico. Do
ponto de vista bioldgico, essa investigacao pode ajudar no entendimento dos mecanismos
de funcionamento do cérebro, pols podemos comparar sintomas apresentados por pessoas
que sofreram algum tipo de lesao com o comportamento de uma rede neural diluida [24].
Do ponto de vista pratico. esse estudo ajuda a identificar quals sao 0s componentes cuja
destruicao pode afetar mais drasticamente o desempenho da rede.

A diluicao de uma rede neural consiste em anular o valor de uma fracao de seus pesos.
O corte dos pesus pode ser efetuado basicamente de duas maneiras diferentes. durante
ou apos o término do processo de aprendizado. No caso do corte dos pesos ser efetuado
durante o processo de aprendizado existem duas possibilidades: a diluicao mdvel em que
s pesos sao cortados de maneira a minimizar os efeitus da lesao na energia de treinamento
e a diluicao fixa em que us pesos sao cortados aleatoriamente e permanecem fixos durante
o estagio de aprendizado nao levando em conta a energia de treinamento. Na dilnicao que
ocorre apds o término do processo de treinamento. o critério usado para eliminar os pesos é
a intensidade dos mesmos. Como queremos comparar o efeito dos varios tipos de diluicao
€ necessario que haja um parametro que forneca o grau de diluicio. Desta maneira vamos
introduzir o parametro de diluicao r que expressa a fracao dos pesos remanescentes.

Para efetuar a diluicao moével introduzimos as variaveis o; = 0.1 onde o parametro de

diluicao é dado por

1 &
— Y =k (2.34)
N

de modo que podemos definir um novo conjunto de pesos {115} com .J; = ;W (i=1.....N).

sendo que tanto ¢; como W; devem ser determinados de forma a minimizar a energia de
treinamento. Para efetuar a diluigao fixa cortamos (1 — k) N pesos, fazendo .J; = 0 para
(i=rN+1..... N). Conforme mencionado acima. a diluicao mével é apropriada para
modelar as lesdes sofridas por pessvas com pouca idade. enquanto que a diluicao fixa
modela as lesdes sofridas por adultos.

No caso em que us pesos sao cortados apds o término do processo de treinamento. va-

mos considerar fres possibilidades: cortar os (1 — k) N pesus menores, cortar os (1—r)N
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pesos maiores e cortar (1 — k) N pesos aleatoriamente independente de sua intensidade.
Para implementar este tipo de dilui¢ao fazemos com que a rede seja treinada com toda
a sua capacidade siniptica e, uma vez terminado o treinamento, eliminamos os pesos da
maneira desejada.

As diluicoes mével e fixa basicamente modelam a plsticidade do cérebro, uma vez que
ocorrem antes do término do processo de aprendizado. A diluigao efetuada apds o estagio
de treinamento nao leva em conta os mecanismos de aprendizado ou auto-reparo, assim
ela é apropriada para estudar a robusteza da rede contra danos causados por agentes
externos durante o funcionamento desta.

No caso do perceptron linear vamos investigar e comparar os efeitos dos cinco tipos de
diluicao sobre os erros de treinamento e generalizagao. No caso do perceptron Booleano,
que seréd treinado com cinco algoritmos diferentes, vamos estudar apenas os efeitos da
diluicao que ocorre apés o término do aprendizado. com o objetivo de investigar qual

regra de aprendizado ou algoritmo é mais robusta contra o corte dos pesos.

2.5 Mecanica Estatistica do Aprendizado

Nesta secao mostramos como serao calculados nos capitulos 3 e 4 os valores médios
das energias de treinamento e generalizagao através da Mecanica Estatistica. Com essas
grandezas podemos construir as curvas de aprendizado relativas aos algoritmos ja men-
cionados. Mostraremos também, como serd calculada no capitulo 3 a distribuicao de

probabilidade dus pesos que nao foram eliminados no casu da diluicao maével.

2.5.1 Erro de Treinamento

Os processos de aprendizado abordados neste trabalho sao tratados sob o ponto de
vista da Mecanica Estatistica no ensemble canonico. Neste contexto devemos definir uma
energia que depende das configuragdes que o sistema pode assumir. No nosso caso. a
energia que descreve o sistema é a energia de treinamento, que depende das configuracoes
dos pesos {.J;} e dos exemplos de treinamento (€'t ).

Supondo que o sistema considerado esteja em contato com um banho térmico numa
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temperatura 7', a probabilidade de se encontrar este sistema em uma deferminada con-

figuracdo de pesos é dada pela distribuigao de probabilidade de Gibbs

C_BE({JL'})
P{1}) = 0 (2.35)
onde 3=1/T e Z é a funcao da partigao
Z = Trexp [-0F ({J;})]. (2.36)

Aqui Tr indica a integragao sobre todas as configuracoes de pesos permitidas que devem

satisfazer o vinculo da normalizagao

1 &
Q= ~ Z J? (2.37)

e o vinculo da diluicao que forca o vetor J a possuir kN componentes diferentes de zero.
Nosso principal objetivo é caracterizar a configuracao de pesos {.J;} que minimiza a energia
de treinamento para um dado conjunto de exemplos.

Uma vez que a energia de treinamento depende das configuractes dos pesos e dos
exemplos, o valor esperado desta energia, ou seja, o erro de treinamento médio é definido

como

1
0= (WE {ED))) (2.35)

onde (...); é a média térmica ou média sobre todas as configuracoes permitidas de {J;}

Tr(...) cl=BE({ i}
(= e T

e ({(...)) é a média sobre as varidveis lentas, que neste caso sao as varidveis aleatérias
estatisticamente independentes S}, & e JP. Como é sabido da Mecanica Estatistica, os
valores esperados das grandezas fisicas podem ser obtidos das derivadas da energia livre

f mediada sobre todas as realizacoes do conjunto de treinamento.

_Af = lim — (In2)). (2.39)

Nooo |
Assim o erro de treinamento médio, (2.38), associado ao ensemble de configuracoes que

minimizam a energia de treinamento é obtido através da relacao

[
! him ) (ﬂf).

o b- Of

(2.40)

€4 —
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O célculo da média sobre as varidveis lentas pode ser efetuado através da aplicacao do
método das réplicas. tradicionalmente empregado no estudo de vidros de spin [4]. Este
método consiste basicamente em usar a identidade

(in 7)) = lim ~In ((Z") (2.41)

n—07n

onde Z" é equivalente a uma funcao de particdo de n sistemas identicos (réplicas) nao
interagentes. Para obtermos ((In Z)) primeiramente calculamos ({Z")) para n inteiro e
entao fazemos a continuacao analitica para n = 0. Uma vez que a continuacao analitica
de n inteiro para n real nao pode ser justificada de forma rigorosa. os resultados obtidos
com a aplicacau deste método em geral sao validados pela comparagao com os resultados

de simulacoes de Monte Carlo.

2.5.2 Erro de Generalizagao

A energia de generalizacao também depende da configuracao dus pesus {J;} e dos
exemplos de freinamento, assim a grandeza que nos interessa € o valor esperado desta

energia ou seja. v erro de generalizacdo médio definido como

¢ = lim (((E, ({5}))g)) - (2.42)

3 o0

O caleulo de ¢, é similar ao cdleulo de ¢;, porém. para facilitar a realizacao das médias

sobre as varidveis lentas. vamos definir uma energia efetiva
ET LY = EWTY) + hE, ({T}) . (2.43)
de maneira que a funcao de particao agora ¢ dada por
724 =Trexp AL ({1} (2.44)

A energia livre média pode entao ser calculada através da aplicacav do método das replicas

de modou que o valor médio do erro de generalizacao é simplesmente dado por

10 \
— 1} - of -
Cg = }Lnl 390 <<1n Z >/> h=a - (2.43)
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2.5.3 Distribuigao dos Pesos

No caso das diluicoes mével e fixa os pesos sao cortados durante o processo de aprendizado.
O vetor solucdo J que implementa a tarefa desejada e satisfaz os vinculos é distribuido
segundo a distribuicao de probabilidade de Gibbs. Uma vez que o vetor J foi encontrado,
para termos uma idéia quantitativa dos valores que as componentes remanescentes J;
podem assumir vamos calcular a probabilidade de que J; assuma um valor no intervalo
[J.J +dJ]. A densidade de probabilidade associada a esta probabilidade é definida como

P(J)= lim (({(6(Ji = J))p)) - (2.46)

B—oo

Para calcularmos P (JJ) vamos introduzir um campo auxiliar 1 como no céleulo do erro
de generalizacao. conforme sera descrito em detalhes no préximo capitulo para o caso da
diluicao movel.

Da anélise da distribuicao dos pesos obtida veremos que o valor absoluto dos pesos
remanescentes é sempre maior que um certo valor limite. Este limite inferior depende
do grau de diluicao: quanto mais diluida for a rede, maior sera o limite inferior. Assim,
este resultado indica que o corte dos pesos menores apds o aprendizado nao devera afetar

muito drasticamente o erro de treinamento.



Capitulo 3

Perceptron Linear

Neste capitulo estudaremos as capacidades de aprendizado e de generalizagao de um per-
ceptron linear com pesos reais. O perceptron linear € um modelo simples e nao trivial em
que as equacoes que o descrevem podem ser resolvidas integralmente de forma analitica.

Vamos estudar o comportamento dos erros de treinamento e de generalizacao quando a
rede estudante for sujeita a ruido e diluigao durante a fase de treinamento. E importante
ressaltar que o algoritmo de treinamento considerado nesta abordagem € o algoritmo
Adaline e que apenas para este algoritmo faremos a analise dos erros de treinamento e de
generalizacao.

O estudo analitico do perceptron linear serd realizadu dentro do formalismo das
réplicas. Nesta andlise usaremos a prescricaov simetria de réplicas para solucionar as
equacoes de ponto de sela. e em seguida, testaremos a estabilidade desta solugau. No caso
do perceptron Booleano a prescrigao simetria de réplicas é instavel a partir da capacidade
de armazenamento da rede q., 6 que nao ocorre com o perceptron linear.

Este capitulo estd organizado em quatro segOes principais. Na primeira segao o modelo
a ser estudado serd descrito em detalhes. Na segunda secao sera estudada a diluicao
realizada durante o aprendizado. a qual compreende as diluicbes mével e fixa. Para estes
dois tipos de diluicao calculamos analiticamente os erros de treinamento e de generalizagao
e testamos a estabilidade da prescrigao simetria de réplicas. Para o caso da diluigao
mével calculamos também a distribuicao dos pesos que nao foram eliminados no processo

de diluicdu. Na terceira secao calculamos analiticamente os erros de generalizagao e de
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treinamento para o caso da diluicao que ocorre apds o término do aprendizado, a qual
compreende o corte dos pesos menores, o corte dos pesos maiores e o corte aleatério dos
pesos. Na ultima segao comparamos o desempenho da rede para todos os tipos de diluicao

estudados.

3.1 Modelo

O perceptron estudante consiste de NV unidades de entrada binarias S; = £1 (i = 1

N pesos sindpticos reais J; (i = 1,..., N) e uma unidade de safda linear

1 N
0 = —F= JiSZ'. (31)
v
A tarefa do estudante é realizar 0 mapa entre as 2V possiveis configuracoes de entrada

{&} e suas respectivas saidas {t} geradas pelo perceptron mestre

IR ,
t= NG ; JE:, (3.2)

onde os pesos J? (i = 1...., N) sao varidveis estatisticamente independentes extraidas da

p(7) = = e (3.3)

Embora derivemos todos os nossos resultados para M genérico. todas as figuras deste

distribuicac de probabilidade Gaussiana
1 (ng

exp [—

capitulo sao obtidas com M = 1. Para realizar essa tarefa o estudante é treinado com
P = aN pares entrada/saida (Sl, tl> (Il=1..... P) onde (' é a saida do mestre associada a

entrada §'. e cada componente S! é extraida da distribuicao de probabilidade condicional
: 1+~ 1=
AN A gl d gl a
P(si|g) = 50 (Si—¢)+ 56 (s1+¢) (3.4)
com
1 1
) Iy _ = L -8 i =
P(g) = 25(@ 1)+ o0 (&+1). (3.5)
No caso do perceptron linear a energia de treinamento é definida como
1, N2 ‘
E({J,;}):§Z(t —a')" (3.6)
i=1
onde 0! = ¢ ({J,-} ,Sl> é a resposta do estudante a entrada com ruido S' |, e t' é a resposta

do mestre ao padrio de entrada puro £
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3.2 Diluicao durante o aprendizado

Neste caso o corte dos pesos é feito antes do término do processo de aprendizado. Na
diluicao mével o corte dos pesos é feito de maneira a minimizar o efeito da diluigao sobre

o erro de treinamento e na diluicao fixa o corte dos pesos é feito aleatoriamente.

3.2.1 Diluigao Mével

Neste caso o parametro £ que mede o grau de diluicao. isto €. a fragao dos pesos com
valores nao nulos. é imposto pelo vinculo
AT
1

k= ;ci, (3.7)

onde ¢; = 0.1 sau variaveis binarias que nus permitem redefinir us pesos sindpticos .J; tal

que J; =W, (i=1...., N). Em termos dos novos pesos W; a energia de treinamento €
escrita como .
} 1 i 1 1 i 1 ’

E (Wi} {e}) = & (f - ws) . 38

25\ VN .

A rede estudante deve encontrar as configuragdes {¢;} e {W;} que minimizam esta energia.
A fim de evitarmos que as integrais sobre W; divirjam, sera necessario introduzir outros

dois vinculos

1 & .
Q=—=> W} (3.9)
N =1
(]
, 1 X . ,
Q° = N (1—c) W2 (3.10)

Para obtermos a expressao do erro de treinamento dado pela equacao (2.40) devemos
calcular primeiramente a energia livre (2.39) usando o formalismo das réplicas. No caso
da diluicao maével, a fungao de partigao é dada por

Z =3 bk (Z Cis htN) / dp (W) exp [—8E, ({W:}  {a})] (3.11)
{c} i e

onde

1

dp (W) = [ dwié (NQ - Zc,ﬂ’f) § <NC O_S(1-e) Wf) (3.12)

e 8k, ¢ a delta de Kronecker.
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A média sobre o conjunto de treinamento faz com que haja um acoplamento entre as

réplicas e introduz de forma natural os parametros de ordem que descrevem o sistema.

As integrais sobre estes parametros sao calculadas no limite termodinamico N — oo pelo

método do ponto de sela. Estes calculos estao mostrados detalhadamente no Apendice A

e levam a seguinte expressao para energia livre

onde

Gy

1 - hal - o ol
B/ = limextr={Go (g, dur B, . 0. Q°, Q5. Qu)
n—0 n

+CY(;] (Q(Lbs Ra) + (;2 ((jab, (i‘(u (Q(L: (?2 Ra) } (313)
Go = quidar + 3 (Kéa + Q°Q0 — QQ, — RoRy). (3.14)
a<b a

dx,

G = ln/H

a=1

1 .
e*(p {—5 Zli 14+ 3(Q+ M — 2yR,)]

—\BZ TaZh (qa + M — 273(1)} (3.15)

a<b

n ¥ / HdVV“e‘(p{ Z[é,,c”+@3(1 — ) (W) — Qe (W“)Z]

{re=0,1}

+ Z R T 4 Z Gt PW ! } (3.16)

a<bh

O extremo na equagao (3.13) é tomado sobre todos os parametros de ponto de sela

(éa, Gab: Qa, Q2 f{u, Gab- Ra) . Os parametros de ordem fisicos

Gt = — Zp“(bW“m g a<b (3.17)
1 Al e 0 ¢
Ro= = Z QUENA (3.18)

medem a correlagao entre dois estados de equilibrio diferentes {J¢} e {.]f} e a correlacao

entre o estado {.J*} e a rede mestre {J?} , respectivamente.
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Para prosseguirmos no caculo de 3 f™ seria necessario resolver as equagoes de ponto de
sela para um n genérico e entao tomarmos o limite n — 0. Este procedimento seria muito
complicado, por isso usaremos a prescricao simetria de réplicas que consiste em supor que

os valores dos parametros de ordem sao independentes dos seus indices de réplicas:

Gob = 4 € qa=q Ya<l
R, = R e f{a:ff Ya;

Qu = Q. Q=Q e é=¢Va (3:19)

Nos Apendices (B.1) e (C.1) calculamos (51 e (59, respectivamente, usando esta pre-

scricao. Assim. no limite n — 0. obtemos a expressao da energia livre média

1 2 - S ; 1
—Bfe = 5QQ*Q(Q+C20620—RR— hano+ﬁf:’+iln2+§1n7r

2 2
afdq+ M- 2R

Cy )
—5[I+7@Q-q]- 1+ 8(Q—q)

N / Deln {1 N exp [—(E’ + 2 (q + ]WH?) /4 (% - Q)} } | (3.20)

Vi/2 -

onde definimos o parametro ¢’ = ¢— 3 In (° a fim de desacoplar (Q° dos outros parametros

relevantes. Ainda. introduzimos a notagao para a medida Gaussiana

dz 2
¢ 72 (3.21)

Dz =
\V?2

Os parametros de ordem na prescricao simetria de réplicas (f:.q,q,Q,QO,R,H) 820
dados pelas equacoes de ponto de sela que sao obtidas igualando-se a zero as derivadas
de —(3f™ com relacdo a esses parametros. Este procedimento leva as seguintes equacoes:

,['2 g A —
a2 (Q) + M 273)1 (3.22)
[1+8(Q ~q)]

q=

: A |
i R— (3.23)
1+8(Q-q)
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(3.24)

1 e tem \ MR? 4§
q:2n5/2/Dz - [7;(1—~) Al (3.26)
=" SMR* + 4 _
_ 5/2/1),, { z T} (3.27)
e
MR =7
- w/DM (3.28)
Aqui utilizamos as seguintes notagoes:
~ y *2
zzﬁifﬁlt (3.29)
(1-9)
n=1-0 (3.30)
€
A=1+c"F ()" (3.31)

Uma vez que a energia livre média foi calculada, podemos agora determinar a expressao
para o erro de treinamento médio, que mede o desempenho da rede estudante em aprender

um conjunto de treinamento. Usando a equacao (2.40) obtemos

€

L IM4Q-2yR+3(Q—¢)°
;= lim - .

B0 2 1+8(Q-q) (3.32)

A seguir. vamos estudar o comportamento do erro de treinamento ¢;* com relacao a
norma quadrada () que deve ser escolhida de maneira a minimizar a energia livre. Para
isto devemos tomar o limite (3 — oo garantindo que ¢]" seja minimo e analisar dois regimes

diferentes: ¢ — Q e ¢ < Q.
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Regime de erro de treinamento nao nulo

O primeiro regime a ser analisado é para ¢ — () e 3 — oo tal que 3(Q) — ¢) = x, onde x

assume um valor finito de maneira que o erro de treinamento (3.32) reduz-se a

. IM+Q-2vR
€' = lim — . 3.33
1 B—oc 2 (1 + $)2 ( )
Neste caso, para encontrar o valor de () que minimiza a energia livre fazemos
0 (8f)
——= = 3.34
0 (3:34)
e obtemos outra equacao de ponto de sela:
q A ofs -
= —Q= : 3.35
A R ) (3:35)

Utilizando esta equacao para eliminar as varidveis ¢. ¢, (), Q° e R podemos obter us valores

dez,Re(:

A 3.36
T = ) .
. (3.36)
MA, 9
1=Q=—F [1+97 (0 — 2A,)] (3.37)
e
R = M~A,, (3.38)
onde
A = 2/“‘ D= =2, (3.39)
Ak
sendo A, € a unica solucao de
k=2] Dz (3.40)
Ar

Finalmente, substituindo esses resultados em (3.33) obtemos a seguinte expressao para o

erro de treinamento médio

M = (1-7A,) (1- %) | (3.41)

Das equagoes (3.32) e (3.36), vemos que o erro de treinamento nao nulo ocorre para
0 <z < o0 e. portanto para «« > " = A, . Naturalmente esta solucao de z finito sé faz

sentido para o caso a > . Na figura (3.1) mostramos a dependéncia de a™ com .
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1.0 T T T T

006+

d.mével
0.2

0.0k
0.0 02 04 06 0.8 10

Figura 3.1: Capacidade de armazenamento o™ em funcao da conectividade &

O primeiro resultado interessante obtido é que o valor de a;" nao depende do parametro
de ruido 7. ao contrério do que ocorre com o perceptron Booleano binsrio 12]. No caso do
perceptron linear. a capacidade de armazenamento é determinada apenas pela quebra de
independencia linear entre as linhas e colunas da matriz P x N composta pelas varidveis
aleatdrias S.

Uma vez que os valores de o foram determinados podemos analisar o comportamento
do erro de treinamento. Quando a rede estudante é treinada na presenca de ruido, o erro
de treinamento sempre aumenta a medida que o ruido aumenta. ou seja. a medida que ~
diminui. Isto pode ser observado na figura (3.2) que mostra o erro de treinamento € em
fungao do tamanho do conjunto de treinamento o para x = 1 e vérios valores de v. Note
que todas as curvas iniciam no mesmo ponto. uma vez que a™ independe de . O efeito
da diluigao sobre o erro de treinamento é andlogo ao efeito do ruido: quanto maior for a
diluigao. maior serd o erro de treinamento. Na figura (3.3) podemos ver o comportamento

do erro de treinamento em funcao de a quando o treinamento é feito na auséncia de ruido
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Figura 3.2: Erro de treinamento para a diluigao mével em funcao de o para k =1

Quando o treinamento for feito na presenca de ruido, a figura (3.3) sofre um pequeno
deslocamento. ou seja. na presenca de ruido o erro de treinamento aumenta em relagao
ao erro de treinamento obtido com + = 1, como pode ser visto na figura (3.4).

Uma vez que a rede estudante encontrou o vetor peso que minimiza o erro de treina-
mento, vamos investigar a capacidade desta rede de classificar corretamente um exemplo
que nao pertence ao conjunto de treinamento, ou seja, vamos calcular o erro de genera
lizacao. Neste trabalho o erro de generalizacao serd medido para padroes de teste rui-
dosos. Tomando as equagdes (2.31) e (2.42), e substituindo os valores dos parametros de
ordem encontrados resolvendo-se as equacoes de ponto de sela. temos que para a > o' ©
erro de generalizacao é dado por

. La (1 —v2A,

que, no limite de o grande, pode ser escrito como

e /M = % (1-7"As) (1 + %) +0(a?). (3.43)
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0.03

w™ 0.02F

Figura 3.3: Erro de treinamento para a diluicao mével em funcao de a para v =1

T

Lembrando que o' = A, podemos observar na equagao (3.42) que para v # 1 o erro de
generalizacao diverge em o = «' . Ainda, €' = 0 para @ > ;" = 1 quando vy = 1 e

k=1.

Regime de erro de treinamento nulo

Dando prosseguimento av estudo do comportamento do erro de treinamento €;" com
relacdo a norma quadrada (), vamos tomar o limite § — oo e analisar o regime em
que q < (). Neste regime podemos ver pela equagao (3.32) que qualquer valor de Q) > ¢
produz €' = 0 . O sistema de equagoes de ponto de sela para o < o' nao tem solucao
pois a equacao adicional obtida com a minimizacao de fI' com relagao a () torna o sis-
tema de equacoes inconsistente. Neste caso as equacoes de ponto de sela sao resolvidas

supondo que () seja fixo a priori e adquira o valor minimo possivel, correpondente a

solucao pseudo-inversa. Resolvendo as equacoes de ponto de sela neste regime obtemos

R = M~ya (3.44)



3.2.1 Diluigao Moével 39

0.20 T T T T T
015 ¢
= 010F
005
0.00
0
o
Figura 3.4: Exro de treinamento para a diluicao mével em funcao de a para v = 0.8

_ Ma(l —+*a)

g AN —

(3.45)

Para o < o’ o menor valor que () pode assumir é g de maneira que qualquer valor que
possamos escolher de () > ¢. onde ¢ é dado na equacao acima. fornece (' = 0. A escolha
do menor valor de () é chamada solucao pseudo-inversa ou solugao de menor norma.
Neste regime o < a'". encontrar o menor valor de () corresponde a encontrar a solucao
de menor norma de um sistema de equacOes lineares em que v numero de incdgnitas é
maior que o de equactes [29]. Como mencionado anteriormente neste capitulo. estamos
estudando o desempenho do perceptron linear treinado apenas com o algoritmo Adaline.
Neste caso, embora o erro de treinamento seja zero, a energia de generalizacav depende
linearmente de (). equacao (2.31). e portanto quanto menor for o valor de () menor sera
o erro de generalizacao. E importante ressaltar que o algoritmo que fornece o menor erro
de generalizacao para o perceptron linear foi desenvolvido atraves do merodo variacional

acoplado ao método das réplicas por Kinouchi e Caticha [26]. Tomando o valor de R dado
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na equacao (3.44) e o valor de () na solugav pseudo-inversa onde @ = Q"' com Q' = ¢,
obtemos o erro de generalizagao substituindo estes valores na equacao (2.45). O resultado

é
1A, — 7a(2A, — a)

e (340

Na equacao acima podemos ver que, para v # 1, o erro de generalizacao diverge em
a=am=A,. Nocasoem que Kk = 1 ey =1 0 erro de generalizacao se anula em o = 1.
sendo que para a < 1 expressao de e;”'/M é uma reta com coeficiente angular igual a —1.

Vamos analisar o comportamento do erro de generalizacao para os dois regimes dis-
cutidos acima. A figura (3.5) mostra o erro de generalizacao em funcao do tamanho do

conjunto de treinamento para # = 1 e varios valores de 7.

1o

08

0.6

Figura 3.5: Erro de generalizacao para a diluicao moével em funcao de o para v =1

Quando a rede é treinada com ruido, o errou de generalizacao diminui a medida que ~
aumenta. No caso do treinamento sem ruido (v = 1 ) e sem diluicao (v = 1 ). ubservamos
uma transicao continua em « = 1 para o regime de generalizacao perfeita ¢]' = 0. Assim.

para a > 1. além do erro de treinamento, o erro de generalizacao também € nulo. Neste
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regime a inica rede que realiza perfeitamente o conjunto de treinamento € a rede mestra.
ou seja, o tnico estado fundamental da energia de treinamento é {.J; = J?} . Para o < 1.
além da rede mestra que tem £, (J?) = 0. existem outras redes com ¢, = 0 mas £, () >
0, resultando num erro de generalizagao médio nao nulo. A medida que aumentamos o
conjunto de treinamento hd uma diminuicao no valor de ¢,, pois cada vez menos redes

com E, (J?) > 0 passam a contribuir para a média.

A figura (3.6) mostra o efeito da diluicao numa rede que foi treinada na ausencia de

ruido (v = 1 ). Quanto mais diluida for a rede. maior serd o erro de generalizacao.
Lo T T T T
------ k=05
oSk 5 .8
' =10

0.6+

04

02

Figura 3.6: Erro de generalizacau para a diluicao mével em funcao de a para v = 1.0

Quando a rede é treinada com ruido. o efeito da diluicav € 0 mesmo que no caso sem
ruido para o < a™ e para a > 1/+4%. Note que o = 1/4” é 0 ponto onde todas as curvas
se encontram. Para o™ < a < 1/4? . quanto maior for a diluicao menor serd o erro de
generalizacao. Este comportamento é ilustrado na figura (3.7).

Uma particularidade que ocorre com o perceptron linear é o fato de tanto o ruido

quanto a diluicao provocarem divergéncias no erro de generalizacau quando « se aproxima

S )
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10 —

0.8

0.6

04

93

Figura 3.7: Eiro de generalizacao para a diluicao mdvel em funcao de « para v = 0.8

1N

de o!". pois neste pontu a norma () diverge.

3.2.2 Teste de estabilidade da solugao com simetria de réplicas

Para solucionar as equacoes de ponto de sela usamos a prescricao simerria de réplicas.
ou seja. supomos que os valores dous parametros de ordem eram independentes dous sets
indices de 1éplica. A fim de testarmos a validade desta solucao devemos verificar se ela

satisfaz a condicao de estabilidade local dada por [1]. [17]

ayyye < 1 (3.47)

onde 7y; e ¥, sao autovalores das matrizes de derivadas segunda de (7 e (7, com relacav a
1€ V2 1 2 ;

G € Gap- Seguindo a analise de Gardner [17] vamos calcular ~; e 7,. O valor de v é dado
por

nm=P-20+R (3.48)
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onde
62(}1 82(;] 82(;]
Iqaba Oqadqat cdGas (349)
Lembrando que
Gy=InD
com
5oda, g
D= / TT “oZ exp [A ()] (3.50)
a=1 4
onde
1 Tt
My, = {—5 Za:i 1+ 8(Q+ M —2vR,)] (3.51)
-3 Z ZTaZp (Gu, + M — ‘27[@)} :
a<h
podemos escrever 7y, como
{/H Ty -2 11 Maa)]  (3.52)
(LT) exp - 7 Tgﬂ td €XP Xa .
! a=1
dx,
/ H l ZL“:M,J, Tgexp (A (am)]}
a= 1
Tomando o limite n — 0 temos
o 912
vy = / Dt [(#) = (2)”] (3.53)
onde <.77k> é dado por
I+, ’(Q )l AT — ~
=L exp{ +itey/q+ M 2R,}
<Tk> v (3.54)
B f —exp{ M@ qllz® | 5y q+ M~ 2R~} . °
N 20 !
Calculando o primeiro e segundo momento obtemos
32
N = (3.33)

1+ 8(@Q-q]"
O valor de vy é dado por
ny — 7)/ _ 2Ql +R/
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onde
G G A%,

-2 Q9= R=-—". (3.57)
3Qaanb (7qadqab aqranf;

Efetuando estas derivadas e tomando o limite n — 0 temos

P

=< [ D (W) - w5 (3.58)

oQ

onde <VV ""> é dado por

(i JAW S W exp {—ée— QO (L— ) W2 — W2 (4 = Q) + (R + /) cW

[ AW S exp {—éc = QO (1 = ¢) W2 — cW? (4- Q)+ (B +13/G) W}
(3.59)

Calculando o primeiro e segundo momento encontramos

onde 7 é dado pela equacao (3.30). A estabilidade da solugau com simetria de réplicas

deve ser analisada para os limites acima e abaixo de a'. Assim. para & < a;" obtemos

4 £

[47,¥
a1y, = Z\—Q < 1, (360)
e para a > a!'.
K
aY17Yy = g < 1. (361)

Desses resultados podemos concluir que a solucao com simetria de réplicas é localmente

estavel para os dois regimes analisados.

3.2.3 Distribuicao dos pesos

O célculo da distribuicac dos pesos tem como finalidade a ubtencav da densidade de
probabilidade de que uma certa conexao, J; . assuma o valor .J; = JJ uma vez que a
rede encontron os pesos que implementam uma determinada tarefa. A densidade de

probabilidade que um dado peso assuma o valor J; = .J é dada por

P(L=1J) = ({({6(T =) (3.62)

i)
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uma vez que esta grandeza é claramente independente da particular conexao escolhida.
Para efetuarmos esse caculo vamos usar um campo auxiliar 1. a fim de facilitar a média
sobre os exemplos de treinamento como foi feito em secoes anteriores. Este caculo serd
efetuado apenas para o caso da diluicao movel.

Para calcularmos a expressao acima com o auxilio do campo h, definimos a seguinte

funcao de particao

7 = ZéKT <Z . f{N) /N dp (W) exp [—,BE,{ Wi} Aah) — ,%,Z(‘i (e, Y6 (W =)
{e} J - :

(3.63)

onde 6, é a delta de Kronecker e dy (W) é dado pela equagao (3.12). Assim. a dis-

tribuicao dos pesos € dada por

10

= ({InZ)) a0 -

WO Lh= D00 =% an

Novamente usaremos o método das réplicas para calcular ((InZ)). O n -ésimo mo-

mento de Z é dado por

Wz = <<H [ Tawss (QN—Z«? (ww?) 6 (@\‘ —Z(l—«~;')<w,;">2)

[

2

Orr kN | exp =7 Ji& — WS,
{Z} F (;( R )e‘(p 2; ]\’; : W;( ,

exp {—— 1’3}7,2 6 (e, 1) o (W, — 7)} >> . (3.64)

Mediando sobre os exemplos e efetuando a integracao por ponto de sela obtemos

)= €XP (—/f + %+ :J\/(j + ]\rlff,?)
[) vi.,' — . —_ - T p—
(J: =) ) w 14+~ Y2exp (—¢+ =Z2?)

(3.65)

onde 71 e = sau dados pelas equacoes (3.30) e (3.29). respectivamente. Vamos analisar
o comportamento desta distribuicao para os dois regimes de interesse discutidos anteri-
ormente: o regime de erro de treinamento nao nulo quando ¢ — () e o regime de erro

de treinamento nulu quando () = Q" . Para o regime de erro de treinamento nao nulo,
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> af', encontramos

2 2
0 se |J] < A, M(HL_QA 277A)
P J — J = )
(Ji ) Vo Ax exp {_ JQ(“”AK)Q ] caso contrario
V2T M(1+72a— 292 M) 2M(+r7a=27y2Ax) ‘

(3.66)
onde A, e A sao dados pelas equacoes (3.39) e (3.40). No caso em que nao ha diluicao
e na auséncia de rufdo (y = 1 ) a distribuigao dos pesos nao depende do tamanho do

conjunto de treinamento « e é dada por

1
P(Ji=J)= We_ﬂ/m.

Esta distribuicao estd ilustrada na figura (3.8). Como as distribuicoes sao simétricas em

relagao a origem J = 0, nesta e nas proximas figuras vamos apresentar apenas a regiao

de J positivo.

0.5 T T T T T

Figura 3.8: Distribuicao dos pesos paravy=1.k=1.e o = 3.0

No caso em que ha diluicao, a distribuigao dos pesos varia com « e. como pode ser

visto na figura (3.9). esta distribuicdo é uma Gaussiana cuja secao central foi removida.
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No caso de treinamento com ruido e dilui¢ao, quanto maior for «, menor serd a secao

central removida da Gaussiana como pode ser visto na figura (3.10).

035 T v T T T

0.30 -

025+

020

P(U)

0.10 -

0.05

0.00

Figura 3.9: Distribuicao dos pesos para y=1.e k = 0.5

No regime de erro de treinamento nulo, a < o™ a distribuicao dos pesos é dada por
; ¢ p

0 se || < A/ Helird
P(J;=1J)= , (3.67)
Ac(Ac—a) p |: JZA,Q!A,;—(!!}

—_—te oY —
27\']\1(!(]—7'2(1) 2Ma(]772a)

No caso de k = 1 e v = 1 esta distribuigao reduz-se a

caso contrario.

P(J, = J) = 22N,

Vo2r Mo )

A medida que « se aproxima de a!" o valor dos pesos aumenta. A dependéncia da
distribuicao dos pesos com o ruido pode ser vista na figura (3.11).
No caso em que ha diluicao, a distribuicao dos pesos tem o mesmo comportamento

como pode ser visto na figura (3.12).
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Figura 3.10: Distribuigao dos pesus para v = 0.8 e £ =0.5

Quando o treinamento é feito com ruido o comportamento da distribuigao € oposto ao
que ocorre no regime de erro de treinamento nao nulo: quanto maior for o, maior sera a
lacuna da Gaussiana como pode ser visto na figura (3.13).Para um determinado valor de
«, quanto maior for a diluicio maior serd a lacuna da Gaussiana. A figura (3.14) mostra

o comportamento da distribuigao dos pesos para a = 0.6 e varios valores de k.

Em resumo. nesta secao calculamos a distribuicao dos pesos remanescentes quando a
rede estudante é sujeita a dilunicao mével. na qual o corte dos pesos é feito de maneira a
minimizar o erro de treinamento. Como sera visto no final deste capitulo, este tipo de
diluicéo fornece o menor erro de treinamento. Na figura (3.14) vemos que neste processo
de diluicao os pesos de menor intensidade é que sao eliminados. ou seja. os pesos que
nao foram cortados assumem valores a partir de um certo limiar. que depende do grau
de diluicdo. Assim. no caso em que a rede é treinada com toda a sua capacidade e uma
fragao dos pesos é entéo cortada, é razoavel esperar que o corte dos pesos menores forneca

os melhores resultados.
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0.5 T T T T
—=05

e 0.8
04F

Fo 1.0
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02F -, - R
0.0 L ! Ty

0 1 2 3 4

Figura 3.11: Distribuicao dos pesos para k =1 e a = 0.9

3.2.4 Diluicao Fixa

Neste caso (1 — #) N pesos escolhidos aleatoriamente sao eliminados. Como os exemplos
sio aleatérios e nao ha nada que diferencie um determinado sitio 7 dos outros. podemos
sem perda de generalidade eliminar os pesos J; com 7 = Nk+1...., N. Assim, nao €
necessario utilizar explicitamente o vinculo da diluigao, bastando efetuar os somatorios

sobre os sitios 7 = 1..... Nk. Portanto a energia de treinamento € escrita como

2
1 P 1 Nk
E.({J:}) == (tl - —= .]ﬁf) . (3.68)
({5 =5 ; I ;
A rede estudante deve encontrar as configuracoes de J; que minimizam esta energia e

satisfazem o vinculo (3.9), que passa a ser escrito como

1 &
Q==> 7T (3.69)
N =1

O processo de obtengao do erro de treinamento € exatamente o mesmo empregado

na sego anterior. Para obtermos a expressao do erro de treinamento dado pela equagao
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L0 T T T
—a=0.1
o8F N e o=0.8
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Figura 3.12: Distribuicao dos pesos para y =1.0e k = 0.5

(3.32) devemos calcular primeiramente a energia livre (2.39) usando o formalismo das

réplicas. No caso da diluicao fixa a fungao de parti¢ao torna-se

Z= [ du(W)exp[-BE ({7}) (3.70)

onde

NK NK
d (W) = [[ s (NQ B Jg> .
O célculo da densidade de energia livre é feito de forma andloga ao caso da diluicao

mével (segao A.2). Assim. temos

Bff = lim extr% {GO <Q(zb7 q(tg,, Q(u R“. Ra)

n—0

+0G1 (qan. Ba) + KGa (G, Qu. Ra) } (3.71)

onde
m

G() = - Zn: qabdab - Z (QQG + RGRG> :

a<b a
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10 T T T T
o=0.1
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Figura 3.13: Distribuicao dos pesos para v =08 e x =0.5

Gy =In / [T d7%exp {Z Qu (T + Y RJTO+ S qa,,J“.J”} (3.72)
a=1 a a

a<b

e G, é o mesmu que na diluicio mével, dado na equacao (3.13). O extremo na equagao
(3.71) é tomado sobre todos os parametros de ponto de sela (q}d,,Qa,Ra,q(m.Ru> . Os
parametros de ordem fisicos sao

1Nl~£

G = ; T a<b (3.73)
e
1 NK
Ro= =Y J&J, (3.74)
N 1=1

e tém os mesmos significados dos parametros dados em (3.17) e (3.18).
Na secao C.2 calculamos GGy usando a prescricao simetria de réplicas. No limite n — 0.

obtemos a seguinte expressao da energia livre média

1 Lk | 7
3 = i’q—QQ—RRqL%lm—%1n[1+.4((.3_q)]
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Figura 3.14: Distribuigcao dos pesos para vy = 1.0 e « = 0.6

~Im(f-og) 22 (3.75)

_afg+ M —29R & q - %G+ MR?
21+8(Q—q 2 \2 1(1-0)

Os parametros de ordem na prescricao simetria de réplicas (q q, Q R, R) sao dados pelas
equacoes de ponto de sela. Estas equacoes sao obtidas igualando-se a zero as derivadas
de —(fI com relagao a estes parametros:

0 (Q+ M — 2yR)

A EY IR .

Kk G+ MR?
=3 (3.77)
e
oot 2 (z (gQ) g) ;MRﬂ | a7
R afty (3.79)

T 1+3(Q—q)
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_ KR
2(4-0)

A expressao para o erro de treinamento médio € a mesma encontrada no caso da

(3.80)

diluicao mével, equagao (3.32). Seguindo o estudo feito com o erro de treinamento naquele
tipo de diluigdo vamos tomar o limite 3 — oo e analisar dois regimes diferentes: ¢ — Q

eq<Q.

Regime de erro de treinamento nao nulo

Neste regime tomamos ¢ — () e  — oo de maneira que 3(Q —¢) = =z seja finito.

Tomando a derivada de f/ com relacao a (). obtemos a equagao de ponto de sela

qg - afl
=~ - = . 3.81
2 "I AQ - 9) (381)

Utilizando esta equacao para eliminar as variaveis ¢, (. e [{ calculamos os valores de x. I,

e@:

= .82
€T o —n (3.82)
R = Mk, (3.83)
e
Mk .
1=Q=— (144" (0 = 2x)). (3.84)
Substituindo esses valores na equagao
I1M+0Q-2vR
J O o
¢ = lim — 3.85
t F—ox 2 (1 + {17)2 ( )
obtemos o erro de treinamento médio
e /M = L (1 — 7’2/\:) (1 — i) : (3.86)
' 2 Qo

No caso da diluicao fixa, o erro de treinamento diferente de zero ocorre para o >
af = Kk como pode ser visto na equagao acima. Neste caso novamente ¢ nao depende
do parametro de ruido . pois &/ é determinado apenas pela quebra de indepéndencia

linear entre as linhas e colunas da matriz P> x N composta pelas variaveis aleatérias S
7
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Na figura (3.1) podemos ver que a capacidade de armazenamento na diluicao fixa é bem
menor que na diluicao mével.

A seguir vamos analisar o comportamento do erro de treinamento. Na figura (3.15)
podemos ver que o efeito da diluigao fixa sobre o erro de treinamento € anélogo ao efeito
da diluicao mével, quanto maior for a diluicao maior serd o erro de treinamento. Na
presenca de rufdo o efeito da diluicao continua sendo o mesmo, como pode ser visto na

figura ( 3.16). que mostra ¢/ em funcéo de « para v = 0.8 e vérios valores de k.

0.25 M T T T T T
------- x=0.5
...... K=08
020 — =09
015F ]
010} ]
0,05} 1
0.00 v - 1 ! L
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25

(08

Figura 3.15: Erro de treinamento para a diluigao fixa em funcao de o para v =1

Terminado o cédlculo do erro de treinamento o préximo passo € calcular o erro de
generalizacao. Tomando a equagdo (2.45) e substituindo os valores dos parametros de
ordem encontrados nas equacoes de ponto de sela, temos que para & > af o erro de
generalizacao é dado por

1a(l — %K)

) /M = 5 (3.87)

G — K

Na equacao acima vemos que quando K # 1 o erro de generalizagao diverge em o = af
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030 T T T T

025+

020+
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Figura 3.16: Erro de treinamento para a diluicao fixa em funcao de « para v = 0.8

sendo sempre nulo para a > of = 1 quando v = 1 e k = 1. Este resultadoé 0 mesmo

encontrado na diluicao mével uma vez que para x = 1 nao ha diluicao.

Regime de erro de treinamento nulo

Como no caso da diluicao movel, para o < s o erro de treinamento € nulo embora o erro de
generalizacao nao o seja. Novamente, o sistema de equacoes de ponto de sela para o < x
nao pode ser resolvido, uma vez que a equacao adicional obtida com a minimizagao de
fL com relacao a () s¢ é valida quando ¢ — (). Para calcularmos o erro de generalizagao

; vamos encontrar os valores de ¢ e /@ supondo () fixo a priori . Assim, resolvendo as

equacdes de ponto de sela com Q = Q¥ = g temos

R = May (3.88)

_ Ma(l—~%a)

R —

q (3.89)
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Substituindo os valores de ¢ e R na equagao (2.45) encontramos

1k —~%a (2K —
/M == raZh=a) (3.90)

2 K-«

Podemos observar que para kK # 1 o erro de generalizacao diverge em o = &/ e no caso
em que 7 = 1 e k = 1 recuperamos o regime de generalizagao perfeita ja obtido com a
diluigao mavel.

O efeito da diluicao fixa sobre o erro de generalizacao é analogo ao efeito da diluicao
mével, quanto maior for a diluigao maior sera o erro de generalizagao, como pode ser visto

na figura (3.17) que mostra o erro de generalizagao em funcao de o para v = 1.

25 T T T T

A =05
A =08

20+ Lo 1
: w=1.0

15}¢ ]

B qm

Lok ,“ '\" : 4

05k ]

0.0 L L

0.0 0.5 1.0 1.5 20 25

Figura 3.17: Erro de generalizacao para a diluicao fixa em funcao de « para v = 1.0

Quando a rede ¢ treinada na presenca de ruido, o efeito da diluigao é anédlogo ao caso
acima porém ¢ mais pronunciado como pode ser visto na figura (3.18).

Podemos notar que existe uma similaridade muito grande entre as equagoes que des
crevem a diluicao fixa e as equagoes que descrevem a diluicao mével. Em particular, para

obter as equacoes de ponto de sela e os erros médios de treinamento e generalizagao basta
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00 1 i L 1
0.0 0.5 10 L5 20 25

Figura 3.18: Erro de generalizacao para a diluigao fixa em fungao de o para v = 0.8

substituir A, na diluicao mével por k. Essa similaridade entre as equacoes que descrevem
as duas diluicOes é uma caracteristica do perceptron linear, uma vez que nada similar foi

observado no estudo do perceptron Booleano binario sujeito a estes dois tipos de diluicao

2].

3.2.5 Teste da estabilidade da solugao com simetria de réplicas

Como (1 € 0 mesmo para ambas as dilui¢oes vamos calcular apenas 7y, Neste caso temos

Ny =< L T De[(W) - ] > (3.91)

onde <VVk> é dado por

<Wk> _ [dWexp {- (% - Q) W24 (R}O i f\@) W} o
- deexp{— (g —Q)m/2+ (R'70+t\/§> W}

(3.92)
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Calculando o primeiro e segundo momentos obtemos

K
Y= — . 2
4(1-)
A estabilidade da solucdo com simetria de réplicas deve ser analisada para os casos de «

acima e abaixo de a,. Assim, para o < . = K encontramos

o’
ay1vs = ; <1, (393)
e para @ > &, = K,
amme=— < 1. (3.94)

De onde concluimos que a solugao com simetria de réplicas é localmente estavel para este

tipo de diluicao.

3.3 Diluicao apés o aprendizado

Uma vez que a rede encontrou as conexoes corretas utilizando toda a sua capacidade
sinéptica, vamos fazer com que parte de suas conexdes se anule, de modo que a fracao

dos pesos remanescentes seja igual a k.

3.3.1 Corte dos pesos menores

No caso do corte dus pesos menores, queremos que os pesos anulados sejam menores
que um certo limiar, ou seja, |J;] < w, onde w é escolhido de maneira a garantir que a
fracac dos pesos remanescentes iguale a k.

Para medir o desempenho da rede estudante na realizagao dos P padroes, definimos o
erro de treinamento médio:

p 1 _ | -
¢ = — Jim (E{TO (1] = @)D)r) (3.95)

com F dada por

L& e — o) ‘
B ({70 (1]~ w)}) = z(t— = st (] >) (3.96)

=1

[T
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JR
= —=3&J. (3.97)
\/N =1
A maior dificuldade encontrada na obtengao de ¢! é a realizagao da média sobre os padroes.

A fim de facilitarmos este célculo vamos introduzir a seguinte funcao de particao

Z=Trexp{ BE - 1({J})+—2—Z{ Z S;7:0 ( Ui )} } (3.98)

onde

Ex1 ({5:}) =%§;{tl 2;1} (3.99)

Desta maneira para calcularmos o erro de treinamento médio fazemos

1d
adh

o =

({InZ)) Ih=o -

O caleulo de {{In Z)) é feito através da aplicagao do método das réplicas. Assim o

n-ésimo momento de Z é dado por

o={(gmen s+ FEf-pE )

(3.100)

O caleulo detalhado deste momento é apresentado na secao (A.3). Neste caso. é necessaria

a introducdo de novos parametros de ordem. além dos ja utilizados. Sao eles:

1

Par = ~ zf“ (1781 —w) 770 (|7

w) (3.101)

P, ! Z o (7| —w). (3.102)

z:l

N
b ,
7“”—F§ o (| ~w). (3.103)
e
o1&,
Se = N;Ji JO (|78 — w). (3.104)

Como mostrado na secao (A.3) apenas (7 depende de h de modo que podemos escrever

, 1d
61{ =——=—0, ]h:()

Bdh 7
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O célculo explicito de (G; usando a prescricao simetria das réplicas é apresentado na segao

(B.3). Assim. o resultado para o erro de treinamento médio é

P _ P+M_ ., ﬂQ(P_”Q _ _
= T T g et M T
BE=T) (P yr)+2M — 2y (R + 5) (3.105)

21+ 8(Q - q)]

Lembramos ao leitor que aqui P e S sao parametros de ordem simétricus com respeito as
réplicas e nao devem ser confundidos com o nimero total de exemplos (P = aN ) e as

componentes dos padroes de entrada corrompidas por ruido. A equagao que relaciona w

({2 $e0m-) )Y 10

o

k=2 Dz (3.107)
n

ekKeé
que fornece

onde () é o valor de () para k = 1.
Para calcular ¢! devemos distinguir os dois regimes mencionados nas diluicoes j4 dis-
cutidas que ocorrem para o < 1 e @ > 1. As equagoes de ponto de sela para a qualquer

sa0

2(Q—q) + MR

= = (3.108)
1(Q-4)
g= —M—b; (3.109)
4((3— 2
. B%a(q+ M — 2R~)
- . 3.110
T W7 s (3:10)
fre— =00 (3.111)
1+ 8(Q-4q) '
—MR
R= 20 (3.112
2 (Q - %) ; )

P=QA.,  r=gqA.  S=RA, (3.113)



3.3.1 Corte dos pesos menores 61

F=P=p=5=0. (3.114)

Para a <1 (3 — o0 e ¢ < () ) as equagoes de ponto de sela reduzem-se a

R = My« (3.115)
e
g=Q" = —Q%C‘Q (3.116)

O erro de treinamento médio é entao dado por

1—Ag al, (1 —+2%a)
PIM = 1—A+——}. 117
€/ 5 ( x+ o (3.117)

Para o > 1 (3 — 00 e ¢ — Q) temos mais uma equacao de ponto sela

q afl
I_Q= , 3.118
2 2[1+8(Q - q)] (3-118)
que leva a
R =M~ (3.119)
e
, M 9
q———Q:m(lnLv (0 =2)). (3.120)
Substituindo estes valores na equagéo (3.105) obtemos
2(1—~%A,) —a(1+ A, (1—292 A (2—AL) (1 —~2
20 (o — 1) ‘
que, no limite de v grande, pode ser re-escrita como
1—7*A  Ac(1-7%) -
P . £ Bk 9 )
/M =— 5 tO (e7?). (3.122)

Além das curvas resultantes dos célculos analiticos (indicadas nos graficos por tracos
continuos), a fim de ilustrarmos o comportamento dos erros de treinamento e de genera
lizacao mostramos também as curvas obtidas das simulagoes. Para realizar as simulagoes
usamos a regra pseudo-inversa (2.7) para & < 1 e a regra delta (2.6) para a > 1. Em
ambos os casos foram feitas 100 médias e o niimero de neurdnios usado foi N = 100. Na

figura (3.19) podemos ver o erro de treinamento em fungao de o para vy = 0.8 e £ = 0.5.
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Figura 3.19: Erro de treinamento em funcao de « para v = 0.8 e » = 0.5. A linha

cheia representa os resultados tedricos e os simbolos representam os resultados obtidos

das simulacoes realizadas com N = 100.

Concentremo-nos agora no calculo do erro de generalizacao. O erro de generalizagao

médio é definido como

o = lim (((E,[{7:0 (11| = )})y)) (3.123)

/

onde a energia de generalizagao F,. calculada como na equacao (2.19). é dada por

E, = =(M+P—2y9)

o]

1
= 5 (M +Ac—29RA). (3.124)

O erro de generalizagao médio é calculado pela mesma maneira descrita na secao (2.3)

e deve ser analisado nos casos & <1 e a > 1. No caso a < 1 encontramos

a?y?A, —a(l - A (1—-27%))+1

PIM = .
Eg/ 2 (1 — Of)

(3.125)

e no caso que o > 1,

1 A (1 -~%
=L A=)

TPy (3.126)
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Para a grande esta equagao pode ser escrita como

1— %A, N A (1—72)
2 2a

& /M = +0(a?). (3.127)

A figura (3.20) mostra o comportamento do erro de generalizacao quando a rede é treinada

na auséncia de ruido e de diluigao, ou seja, quando v = 1 e x = 1. Na figura (3.21)
05
044
o]
0.3 o
w® <
0.2 °
0.1 \ _
. s

T T T T
00 02 04 06 08 1.0

Figura 3.20: Erro de generalizacao em funcao de o para v = 1 e » = 1. A linha chela
representa os resultados tedricos e us simbolos representam os resultados obtidos das

simulagoes realizadas com N = 100.

mostramos o efeito da diluicao sobre o erro de generalizacao quando a rede é treinada na
ausencia de ruido com v = 1 e x = 0.5. Na figura (3.22) mostramos o efeito do ruido e da

diluicao sobre o erro de generalizagao quando a rede é treinada com v = 0.8 e k = 0.5.

3.3.2 Corte dos pesos maiores

Neste caso queremos que os pesos anulados sejam maiores que um certo limiar. ou seja.

|J;] > w. Assim o erro de treinamento médio é dado por

¢f = — lim (((E[{Ji (1 = O (|| =w)}])r)), (3.128)
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Figura 3.21: Erro de generalizacao em funcao de « para v = 1 e K = 0.5. A linha cheia
representa os resultados tedricos e os simbolos representam os resultados obtidos das

simulagoes realizadas com N = 100.

onde F ¢é dada em (2.4). J& o erro de generalizacao médio é dado por

¢y = Jim (((B; [{: (1= O (1K = w)})r)). (3.129)

onde £, é dado em (2.19). A relagao entre w e k é

= <<<£—]$(1—@(|Ji[—w))>T>> (3.130)

¥
k= 2/ Dz (3.131)
0

Todas as equacgoes obtidas no calculo dos erro de treinamento e generalizagao sao idénticas

que fornece

as equacoes obtidas com o corte dos pesos menores desde que se substitua A, por Aj_,.

dado por

2

oo
L L.

w/VQr
A]ﬁ,i = 2/
0

As figuras (3.23) e (3.24) mostram os erros de treinamento e de generalizagao respectiva-

mente, quando a rede é treinada com ruido v = 0.8 e com diluicao x = 0.5
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Figura 3.22: Erro de generalizacao em funcao de « para v = 0.8 e x = 0.5. A linha
cheia representa os resultados tedricos e os simbolos representam os resultados obtidos

das simulacoes realizadas com N = 100.

3.3.3 Corte aleatério dos pesos

Neste tipo de diluicao os pesos a serem cortados nao dependem de seus valores, ou seja,
serao cortados (1 — k) N pesos escolhidos aleatoriamente. Neste caso o corte de pesos leva

em conta apenas o parametro s
1 & ’
H:—ZC-, 3.132
]\7 - K (3‘ )
k3
onde ¢; sao variaveis aleatdrias estatisticamente independentes distribuidas de acordo com

distribuigao de probabilidade
P(ci)=rb(c; — 1)+ (1 = r)6(c;). (3.133)
O erro de treinamento médio é dado por

e = — lim ((({E' ({c:]i})) 7)), (3.134)

onde

E ({(’,Jl}) = %Z (tl - \/LN ZAVZ{Civ]i> . (3135)



66 CAPITULO 3. PERCEPTRON LINEAR
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Figura 3.23: Erro de treinamento em funcao de o para v = 0.8 e x = 0.5. A linha

cheia representa os resultados tedricos e os simbolos representam os resultados obtidos

das simulacoes realizadas com N = 100.

Para efetuar a média sobre as variaveis ¢; vamos escrever ¢; da seguinte maneira

a 1 Tr e BB (LI B ({CiJz’})
Ct h aN L}LIT;O <<< TI' c‘/@En:l({Ji}) >S‘- £> : (3136)

s

Como E.—1 ({/;}) nado depende de ¢;, podemos efetuar a média sobre E ({¢;J;}) direta-

mente obtendo

1 Tre PP B ({kJ)) + 2ak (1 — k) S, T2
¢ = —— lim ( | - 2 } . (3137)
(\J\ F— o \ Tr e .BEx:I({Jt}) 5,6
A expressao acima pode ser escrita como
o 1 1 . ; 1
e = ﬁgﬂ«@({mm) - geR(l=RNQ | (3.138)

Para efetuarmos a média sobre os exemplos e a média térmica vamos proceder como no

caso do corte dos pesos menores, definindo a seguinte fungao de partigao

Z = Trexp {—/3EK1 {J:}) — %h {Z (tl _ Z h\‘;}V_L) +ak (1l —K) Z ,]3} } (3.139)

l
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Figura 3.24: Erro de generalizagao em fungao de « para y = 0.8 e k = 0.5. A linha
cheia representa os resultados tedricos e os simbolos representam os resultados obtidos

das simulacdes realizadas com N = 100.

de maneira que o erro de treinamento médio fica dado por

¢ = —%% ((InZ}) |n=o - (3.140)

Como nos casos anteriores, o calculo de ({InZ)) é efetuado através do método das
réplicas, utilizando-se a prescricao simetria das réplicas conforme mostrado em detalhes
nas secoes (A.4), (B.4) e (C.4 ). Neste caso € é dado por

- M+ k(1 —k)aQ N k(Q—q)(k—2Mp)
’ 2 2[1+4(Q—q)]

K2 [q + MB2(Q - qﬂ —25vR (14 6(Q — q) (1 = )]
2[1+8(Q -9

onde Q e R sao dados pela equagdes (2.24) e (2.25). Devemos considerar novamente os

+ (3.141)

dois limites, & acima e abaixo de a. = 1. O resultado final é

1k (1 - A
¢t /M = —53 (1 —m+ﬁ”—(1_—;—9‘—)> a<1 (3.142)

2(1—y%k)—a(l+ k(1 =2y)) + K (2—K) (1 =)
20 (@ — 1)

/M = = a>1 (3.143)
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Para a grande esta equacao reduz-se a

1-vx  k(1-19%)

&/M=— 2

+0(a?). (3.144)

Na figura (3.25) mostramos o comportamento do erro de treinamento quando a rede é

treinada na presenga de ruido com v = 0.8, e na presenga de diluigao com s = 0.5.

0.8

B

N
0.4 / o
-

024

|_oLoo”
0.0 T T T
0.0 05 1.0 15 20
o
Figura 3.25: Erro de treinamento em funcao de o para v = 0.8 e x = 0.5. A linha

cheia representa os resultados tedricos e os simbolos representam os resultados obtidos

das simulagoes realizadas com N = 100.

O erro de generalizacao médio é definido como

e = lim ((((E, ({eal:D)r))) - (3.145)

B—oc

onde E, é dado por (2.19). Apés efetuar a média sobre os ¢; 's como anteriormenteobtemos

¢ = lim <<< % (M +KQ — 25R) f (3.146)

B—o0 T

que reduz-se a

?yh —a(l—r(l—27%))+1

M =
o 21— a)

a<l (3.147)

1 1 — ~2
EZ/M=—+——K( o)

> 1. 3.1
2" 2@ @ (3.148)
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Assim, o comportamento assintético (o« — oo ) é dado por

oy o Lot (=) i
/M = —5— + = +0(a?). (3.149)

Na figura (3.26) mostramos o efeito da diluicao sobre o erro de generalizagao quando a
rede é treinada na auséncia de ruido com v = 1 e k = 0.5. Na figura (3.27) mostramos o
efeito do ruido e da diluicao sobre o erro de generalizagao quando a rede é treinada com

v=08ern=0..
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Figura 3.26: Erro de generalizagao em fungau de a para ¥ = 1 e # = 0.5. A linha cheia
representa os resultados teéricos e os simbolos representam os resultados obtidos das

simulacgoes realizadas com N = 100.

Como no caso das diluicoes durante o aprendizado onde havia uma grande similaridade
entre as equacoes, na diluicao apds o aprendizado podemos notar que para obtermos as
equacdes que descrevem o corte aleatério dos pesos basta trocarmos A, por £ nas equagoes
que descrevem o corte dos pesos pequenos.

Para todos os tipos de diluigao apds o aprendizado o erro de treinamento coincide
com o erro de generalizacao, para ¥ = 1 e & > 1. Neste regime estas grandezas sao

independentes de a. pois o minimo global {J; = J?} independe de a .
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Figura 3.27: Erro de generalizacao em funcao de o para v = 0.8 e 5 = 0.5. A linha

cheia representa os resultados tedricos e os simbolos representam os resultados obtidos

das simulacoes realizadas com N = 100.
3.4 Discussao dos resultados

A fim de ilustrarmos os resultados obtidos nas segoes anteriores deste capitulo. faremos
uma analise das duas principais grandezas que medem o desempenho da rede. a saber,
os erros médios de treinamento e de generalizacao. Nesta secao o principal objetivo é
comparar o efeito causado pelos diversos tipos de diluicao nas capacidades de treinamento

e de generalizacao da rede estudante.

3.4.1 Erro de treinamento

Vamos comecar analisando o comportamento do erro de treinamento no caso em que a
rede estudante é treinada na ausencia de ruido (y = 1). Na figura (3.28) temos o compor-
tamento do erro de treinamento ¢, em funcao do tamanho do conjunto de treinamento o
para K = 0.5 e para os véarios tipos de diluigao.

Podemos observar que o menor erro de treinamento ocorre no caso da diluicao mével,

uma vez que neste caso o corte dos pesos € feito justamente de maneira a minimizar o
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Figura 3.28: Erro de treinamento em funcao de o para y=1e £ = 0.5

efeito da diluicdo sobre este erro. O corte dos pesos menores é o tipo de diluigav que
fornece o segundo menor erro de treinamento a partir de af = K . e o corte dus pesos
maiores é o tipo de diluicdo que mais degrada o erro de treinamento. Este fato pode ser
melhor ilustrado nas figuras (3.29) e (3.30) em que fixamos os valores do tamanho do
conjunto de treinamento em o = 0.5 e o = 2.0 respectivamente e variamos o valor do
grau de diluicao x .

No estudo da distribuicao dos pesos feito anteriormente. vimos que a distribuicao dos
pesos remanescentes ¢ uma Gaussiana sem a parte central. o que significa que estes pesos
assumem valores nao nulos a partir de um certo limiar, ou seja, sempre 0s pesos menores
sao eliminados. Assim era de se esperar que o corte dos pesos pequenos degradasse poucp

o erro de treinamento.
O efeito do ruido é degradar ainda mais o erro de treinamento, além do que, neste caso
o erro de treinamento diverge em o = 1 para as diluicbes que ocorrem apés o aprendizado.

Isto pode ser visto na figura (3.31) que mostra o erro de treinamento em fungao de « para

i
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Figura 3.29: Erro de treinamento como fungao da conectividade £ para o = 0.5 e v = 1.0

v=08¢er=0.5.

3.4.2 Erro de generalizagao

Vamos comecar analisando o erro de generalizagao ¢, no caso em que a rede estudante ¢
treinada na ausencia de rufdo (v = 1). O primeiro resultado interessante é que neste caso
o menor errv de generalizagao ocorre para o corte dos pesos menores como pode ser visto
na figura (3.32).Isto pode ser facilmente entendido de acordo com o seguinte argumento:

para o > 1 sabemos que o corte dos pesos é feito no vetor .J? (o minimo global ¢, = 0 é

tinico), assim no caso do corte dos pesos menores a equacav (3.124) é dada por

1 (&L, o2 & 2
(0= ) = g {S (0 - S () e 071 -

. (3.150)
=1

=1
Nesta equacao podemos ver que a soma ¢ efetuada apenas sobre os pesus que sao

cortados. Portanto., quanto menor for o valor destes pesos. menor sera o valor de £ .

Para & < 1 como as configuragoes do minimo global nao sao conhecidas, nao podemos
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Figura 3.30: Erro de treinamento em fun¢ao da conectividade k para a« = 2.0 e v =1.0

provar a otimizagdo do corte dos pesos menores, que ocorre para qualquer valor de a

como pode ser visto nas figuras (3.33) e (3.34) onde fixamos o tamanho do conjunto de

treinamento em o = 0.5 e = 2.0 e variamos o grau de diluigao k.

No caso em que a rede é treinada na presenca de ruido (v < 1 ) o corte dos pesos

menores fornece o menor erro de generalizacao apenas fora do intervalo 2 — 1/4? < o <
1/7* . A figura (3.35) mostra ¢, em funcao de o para k = 0.5 e v = 0.8.

mais importante sera a contribuigao dos pesos menores ou seja. maior € a sensibilidade
da rede ao corte dos pesos menores.

T . 2 2 n a q 2 AT ~ 117,
No intervalo em que 2—1/7% < o < 1/7* temos €/ > ¢; > ¢J. Quanto maior for o ruido.
No limite assintético o — 0o o erro de generalizacao deve tender ao erro de treina-
mento. No caso da diluicdo mével ¢, — (1 — v*A,) /2, que coincide com o valor de ¢ no
caso do corte dous pesos menores. Assim, o erro de generalizacao obtido com o corte dos

pesos menores tende ao erro de generalizagao obtido com a diluicao maével.

No caso em que o treinamento é realizado na ausencia de ruido, a diluicao sempre
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Figura 3.31: Erro de treinamento em fungao de a para vy = 0.8 e x = 0.5

degrada o erro de generalizagao como pode ser visto na figura (3.36). Porém, na presenca
de ruido a rede diluida generaliza melhor que a rede nao diluida para 2—1/4? < o < 1/~?
, como pode ser visto na figura (3.37). Isto vcorre para qualquer tipo de diluicao apds o

aprendizado.
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Figura 3.32: Erro de generalizacao em funcao de a para y=1e k =0.5
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Figura 3.33: Erro de generalizacgo em fungao de k para y=1e a = 0.5
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Figura 3.34: Erro de generalizacao em funcao de s para v =1e a = 2.0
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Figura 3.35: Erro de generalizacao em funcao de « para v =0.8e n =0.5
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Figura 3.37: Erro de generalizagao em fungao de «, para v = 0.8 e K = 0.5



Capitulo 4

Perceptron Booleano

Neste capitulo vamos considerar apenas o efeito da dilui¢ao apds o término do aprendizado
sobre a capacidade de generalizacao do perceptron Booleano. O estudo da diluigao durante
o aprendizado foi considerado por Kuhlmann e Muller [32] no caso do aprendizado por
exemplos, e por Bouten e colaboradores [7] no caso do mapa aleatério. Esses trabalhos
foram restritos ao algoritmo de Gibbs, definido na secao (2.1). Entretanto, uma vez que
nesses casos (diluigao mével) a diluicao é correlacionada com o aprendizado, certamente
esse processo nao é adequado para estudar a robusteza de redes neurais treinadas com
diferentes algoritmos frente a eliminacao de uma fracao de pesus sinapticos.

No que segiue vamos mostrar que os parametros () e R sofrem apenas uma reescala
sob o efeito da diluicao. Este resultado é mostrado para um processo deterministico
de diluicao no qual o peso J; passa a J;F (J;, k) e independe da regra de aprendizado
considerada. Como antes. k é o grau de diluigao. E claro que F deve ser uma funcao
theta (ou uma soma de fungdes thetas) para representar uma diluicao. Os resultados serac
ilustrados para o corte dos pesos menores e para cinco regras de aprendizado. a saber.

Hebb, pseudo-inversa. Gibbs. estabilidade étima e Bayes.

4.1 Modelo

O perceptron estudante consiste de N unidades de entrada bindrias §; = £1 (i =1,.... N).

81
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N pesos sindpticos reais J; (i = 1,...,N) e uma unidade de saida Booleana
LY
o =sign | —— Jifi> ) (4.1)
( Ni3

A tarefa do estudante é realizar o mapa entre as 2" possiveis configuragoes de entrada

{€} e suas respectivas saidas {t} geradas pelo perceptron mestre

1 N
t = sign <— J?&) , (4.2)
VN3
onde os pesos J? (i = 1,..., N) sao varidveis estatisticamente independentes extraidas da

distribuicao de probabilidade Gaussiana

P (]?) = \/12_7r exp [—(—];)—} : (4.3)

Para realizar essa tarefa o estudante é treinado com P = aN pares entrada/saida

(El, Ql) (I=1...., P) onde (' é extraida da distribuigao de probabilidade condicional

P(Ct)=0-x)8(¢ - t) +x6 (¢ +1'). (4.4)

e t! é a resposta do perceptron mestre para a entrada £'. Assim, o parametro x € [0,1/2]
mede a probabilidade de que o digito de saida ¢ ! apresentado ao estudante esteja errado.
No caso Booleano é conveniente definir a estabilidade A como
X
Al=—==%"J&. (4.5)
j\' i=1
de maneira que a energia de treinamento relativa a todos os algoritmos que vamos estudar

pode ser escrita como

>

E(,60) =Y 9(a). (4.6)

=1

onde a forma funcional da funcao g depende do algoritmo especifico de treinamento.

4.2 Erro de Generalizacao

Gragas a equacdo (4.6). nesta secao vamos calcular o erro de generalizagao de maneira

genérica para todos os algoritmos de treinamento. O erro de generalizacao médio para
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padroes puros no caso de um perceptron Booleano cujos pesos ap6s a dilui¢ao sao J;F (J;, k)

(t=1,...,N) é escrito como

1 A
¢y = — arccos <\/il_3) (4.7)

1 2 r2
P= <N;Ji}‘ (J,-,n)>, (4.8)

onde

1 0
S = <N ; Ji Jij: (J,', li)> (49)

e F (Ji, k) depende do tipo de diluicao considerada. Como exemplo, consideramos o corte

dos pesos menores. Neste caso temos
F(Ji.k) =0 (]| —w) (4.10)

onde o limiar de corte w relaciona-se com o grau de diluicao k através da equacao

= <%;@(|Ji|—w)>. (4.11)

A determinagao de ¢, depende entao apenas do calculo de P e S. A seguir calcularemos
esses parametros para um F (J;, K) .

O parametro P é dado por

1 0

onde
Z=> exp (—ﬁE€f> (4.13)
{Ji}
ES (1) = E(J) +hY_ (L) F2(J:. k). (4.14)

2

Conforme mencionado, a dependéncia da regra de aprendizado aparece na forma fun-
cional da energia de treinamento (4.6). As médias sobre as varidveis estatisticamente
independentes £.. (! e J? podem ser efetuadas através da aplicacao do método das réplicas.

Mediando sobre ¢! e introduzindo as identidades

ol ! 1 & on -
/m gdw( —ﬁ;Ji;)ﬂ (4.15)
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00 N
[[dzts (.»,;g - =Y J;gg> 1 (4.16)

escrevemaos

([zB.e0") = <</de—2f?—l/r[dxgixl exp {ZZ (ylg)l +Ea:;’a;;‘>

a

T S )

/ [T dJsexp [—6!1 S (I8 F2 (L n)}

a,l

>> (4.17)

Efetuamos as médias sobre a variavel £! da mesma maneira que foi feita na segao (A.1).

< exp [—ﬁ j; (w?sﬁ + ;aB?J;‘fi)} >

I3

Assim, introduzindo os parametros de ordem por meio das identidades

N
/qunbé (qab = Z.]f.]f) =1 (4.18)
=1

a<b

T 1 N a
/ T[] dR.6 (Ra - Z; J,."Ji) =1 (4.19)

/1:‘[an ( a~—; N}(]“))—

podemos reescrever o n-ésimo momento de Z dado na equagao (4.17) como

/ n _ anan dRaRa d‘jaanb
(25800 = /1;[ 2mi/N /I;I 27ri/N/(£[b 2mi/N

~ ~

exXp N {GO (Qab; ‘jab; R(u Raa Qa: Qa)

+05G] (Qabr Ra) + GZ (‘jab- Qa: Ra)} (420)

onde

GO = ZZQaQa +'LZR R +ZZQabqab (421)

a<b -
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[(1 — X) exp <ﬁzg (sign yx“)) + X exp (—ﬂZg (sign yﬂ?“))} (4.22)

Gy = 1n/ ﬁ dJ" exp {—z’ z": [Qa (J9* + RGJ“JO]
a=1 a

a<bh a

exp [—7‘- S G d®I" = 80> (T4 F (. H)} } . (4.23)

Aplicando o método de integracao por ponto de sela dado pela equacao (A.13) para
efetuar as integrais sobre os parametros de ordem e usando a prescricao simetria das

réplicas obtemos

1 A i
~ In2) :RR—5qq+QQ+a[(1-X)GT+XG1}+G2 (4.24)
onde
G = /D:/——dyd'@ew/?“yy ln/dmdi ¢trT
2m 2m
1 ‘ ,
exp [-—5 (Q — q) 2% + iy/qza — Riy — B¢ (£ sign y)} (4.25)
e
Gy = / D: / DJ°In / DT exp [H(T.7°.2) — ShJ*F (1.5)] (4.26)

Aqui, o hamiltoniano efetivo
H (J. .,/'O,z> = — (Q - Q/2> J?+ i\/gJ: — RJJ°

independe da forma de ¢ (J) e, consequentemente, independe da regra de aprendizado.

De acordo com a convencao anterior as notagoes Dz e D.J° sao medidas Gaussianas. As

e Nt
AR SR
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equacoes de ponto de sela sao obtidas derivando-se a equagéo (4.24) com relagao aos

parametros (q, q. R, R,Q. Q)e tomando-se h = 0. Assim da equagao (4.12) obtemos

_ of DI JEF? (J k) exp [H (J..1°.2)
P = /DZ/DJ [ DJexp[H(J.J° 2)]

(4.27)
que fornece
P:Q/DJﬂﬁ(ﬁ@m) (4.28)
Para calcular S devemos re-escrever a equagao (4.14) como
ES (L) =E(J)+h>_ JIF(Ji. k). (4.29)

e seguindo o procedimento acima obtemos facilmente

S=R / DJ I°F <\/§J m> . (4.30)

Concluimos entao que o erro de generalizagao (4.7) reduz-se a
R fDJ sz(Ji,H)
VQ /[ DT P2F (Jik) |

Assim, uma vez que a regra de aprendizado determina os valores de () e R o efeito da

1
€q = — arccos
’ T

(4.31)

diluicao é apenas uma reescala desses parametros. Vamos considerar apenas o corte dos

pesos menores no qual F é dada por (4.10). Como neste caso temos F> = F definimos a

grandeza
A, = /[).] 720 (|J| _ w/V@) (4.32)
com w dado por (4.11). Dai, P = QA. e S = RA,. O célculo de A, € imediato e resulta
2
A, = {h‘, + 4/\,&/\?“/2} (4.33)
sendo A, a solucao de
k= 2/x D:. (4.34)
Ak

Portanto o erro de generalizacao é dado por

€g = l arccos {\/I——} . (4.35)
K T \/—Q
Nas secGes seguintes vamos calcular () e R para diversas regras de aprendizado. Esses
calculos sao andlogos avs desenvolvidos no capitulo anterior e. portanto. nao apresentare-
mos seus detalhes. Além disso, esses calculos encontram-se na literatura citada, referente

a cada secao.
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4.2.1 Hebb

Escrever os pesos da regra de Hebb em termos do conjunto de treinamento {{,gl} e
extremamente simples, porém para que a analise dos efeitos da diluicao se torne mais

facil vamos usar a seguinte energia de treinamento [19]

E@=-Y A (4.36)

com a norma fixa Q = 1 que é minimizada pelo vetor peso dado pela regra de Hebb, a

saber,
1
J=—=3 (. 4.37
v (450

O céleulo de GT é muito simples nesse caso, pois g (A) é uma fugao linear. O resultado

final para a densidade de energia livre com h =0 ¢

. T Sy V) V2o 0
8] = RE-5ad+Q+a— —|—a(1—2X)ﬁRﬁ+/D~/DJ

X ln/dJ exp {— [Q—a/2] 7+ (1\/;~ - RJ“) J] : (4.38)

onde F (J;.x) é dado pela equagao (4.10)
Como usual, para encontrarmos as equacoes de ponto de sela derivamos a equagao
(4.38) com relacao aos parametros de ordem e eliminamos as variaveis auxiliares ), q, R.

Assim,

20 (1 — 2x)°
R 200 =20" (4.39)
T+ 2a (1 — 2x) ’
que coincide com o resultado obtido por Vallet [47] para x = 0.
O erro de generalizacao (4.35) no limite de o grande é dado por
1
el ~ (4.40)

oma (1 — 2x)°

parak=1e
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g1 A V2 1

K
€, ~ —arccos /A, + ( > 4.41
g T 1—Ag 4o (1 - 2)()2 ( )

para Kk < 1.

4.2.2 Pseudo-Inversa

No caso do treinamento do perceptron Booleano com a regra pseudo-inversa, a energia
de treinamento é exatamente a mesma energia usada no perceptron linear. Porém, como

¢! = +1 podemos ver através de um calculo simples que a equagao (2.4) passa a ser escrita

como

> (1-a) (4.42)

!

[N

1 . 2
E(J):§XI:<1— \;NZ'LS> =

No caso da regra pseudo-inversa a equagao (4.24) é re-escrita como

~0f = RR-30i+QQ-5[l+5(Q-q)

af? 14¢ V2 5 0
_[1+B(Q—q)]{ - +(1—2X)R—\7~%} +/D~/DJ

x In / d.J exp [— [cg - (1/2] J? + (1\/;1 - RJO> .7] . (4.43)

As equagCes de ponto de sela sao obtidas derivando-se a equacao (4.43) com relacao a
(R, R.q, q,QQ> Neste caso novamente vamos analisar os parametros de ordem para
a < 1eparaa > 1. No caso que o < 1 existe mais de um vetor peso J que minimiza
a energia de treinamento dada pela equagao (4.42), assim devemos escolher a solugao de

menor norma onde os parametros de ordem sao dados por

am—2a(l—2x)°
T 1-a

R= @ (1-2x). (4.45)

Q= (4.44)
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No caso que @ > 1 temos

C2(@-2)(1-2)"+7
Q= S p— (4.46)

R= \/g (1—-2x). (4.47)

Estes resultados concordam com os resultados obtidos por Opper e colaboradores [38]

para o caso sem ruido. Para « grande temos

P 1 ) . 1/2
£~ : [1 ~Z—2y) ] (4.48)
2ma (1 — 2x) d
parak =1le
1 — Ae 2 1 2
P~ Zarccos /A, ( - ) [1——1—2 2} 4.
€ = arccos \/ Ay + 1AL fa(l— 2X)2 - ( X) (4.49)

H

para k < 1. Neste limite temos ¢,

P oo :
> ¢, para todo x .

4.2.3 Algoritmo de Gibbs

O algoritmo de Gibbs escolhe o vetor peso aleatoriamente de acordo com a distribuigao

de probabilidade de Gibbs

Pr(J) = — eXp [—BE (J)] (4.50)

onde

-l
B =36 (K - 7Q_N ) J@ﬁ) (4.51)
é a energia de treinamento. (3 é v inverso da temperatura . K > 0 € o parametro de
margem e Z é a funcio de partigao. No caso do algoritmo de Gibbs a normalizacao dos
pesos néao é relevante (ela fornece a escala de medida do parametro K ) de maneira que
faremos (Q = 1. O conjunto de pesus gerado por este algoritmo é caracterizado pelos

parametros de ordem R e g que sao pontos de extremo da seguinte densidade de energia
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livre
_8f = % [ql__lz +In(l- q)]
+a/Dt [x + (1 —2x) H (&)]In [e*'ﬁ + (1 — c’ﬁ) H ({2)] (4.52)
com - . -
S1 = m7 -9
K+t ]
§ = —“——m (4.54)
H(z) = /oc Dt (4.55)

onde Dt =dt/«/ 21 "/? ¢ uma medida Gaussiana. As equacdes de ponto de sela para R

e q sao dadas por
R? 20 (1 — 2y) e ¥/?

(1-9q) - 27 (q — R?) V2

dttlnv (4.56)

¢+ R*—qR?*(1+ R) (1—6‘“) eb2/?

21 —q) = \/(;_7 / Dt [x + (1 —2x) H (&) - £ (4.57)
respectivamente. com

u=- et (4.58)

n=le+ (1= ¢?) H (&) (4.59)

Sl T 60

Estabilidade da solugao com simetria de réplicas

Para testarmos a validade da solugdo com simetria de réplicas devemos verificar se esta

solucao satisfaz a condicao de estabilidade local dada por [1]. [17]

ayye < 1. (4.61)



4.2.3 Algoritmo de Gibbs 91

Efetuando o célculo de 71 e ¥ da mesma maneira que foi descrita no capitulo 3 obtemos

cwn=afa- [C p-nowo [f _pwe) e

onde z = (1 — q) . Da equagao (4.62) temos que no limite 3 — 0o a solugao sé € estavel
para K < K. (o, ). Neste regime o conjunto de treinamento é aprendido perfeitamente
produzindo erro de treinamento médio nulo. Na figura (4.1) mostramos K. em fungao de

a para varios valores de x. Note que a curva para x = 0 nunca toca o eixo-a.

3.0 T T T T T

< 9=0.0
........... x:ol
------- 7=0.3
— =05

L
10t N _
N n

00 L : . ~-. LT
00 0s 10 15 20 25 30

Figura 4.1: Parametro de margem K. em funcao do tamanho do conjunto de treinamento

(67

Embora uma escolha cuidadosa do parametro de margem K possa melhorar o desem-

penho do algoritmo de Gibbs [36], neste trabalho consideramos apenas a escolha padrao

K =0.
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4.2.4 Algoritmo de estabilidade 6tima

As propriedades de equilibrio do tinico vetor peso gerado pelo algoritmo de estabilidade
étima [30] sdo obtidas tomando-se o limite K = K, (c, ). Assim. o algoritmo de estabi
lidade 6tima é o algoritmo de Gibbs com o parametro de margem K no valor méximo em
que este algoritmo ¢ consistente, isto é, apresenta erro de treinamento nulo.

Tomando o limite ¢ — 1 nas equacoes (4.56) e (4.57) obtemos

_ o =2) [ sy K? . K

1 — R?
2

=a(l-2) /; DtH (&) (t+ K)* + ax {%e*m +H(=K) (1 + ](2)} .
(4.64)

4.2.5 Algoritmo de Bayes

O erro de generalizacao de Bayes foi calculado analiticamente através da abordagem
da Mecanica Estatistica por Opper e Haussler [39] [40] com o auxilio do algoritmo de
Gibbs. A idéia principal para este cdlculo é baseada no algoritmo da maioria. Quando
a rede é treinada com P = aN exemplos os vetores peso J que implementam estes P
exemplos sao gerados de acordo com a distribuicao de Gibbs dada na equacao (4.50).
O algoritmo de Gibbs nao é o melhor algoritmo a ser usado uma vez que se queira
maximizar a probabilidade de acerto para a £ entrada escolhida aleatoriamente. Para
que a predicao desta entrada tenha a maior probabilidade de estar correta, o procedimento
ideal é o seguinte: dada a entrada £, calcula-se a saida o¥*! para cada vetor J gerado
pela distribuigao de Gibbs segundo a regra o7*! = sgn (1/\/N S efH Ji>. Este célculo vai
dividir o conjunto dos pesos em dois subconjuntos, tais que o primeiro contenha os pesos
J que classificam ¢! como +1 e o segundo contenha os pesos J que classificam £77F!
como —1. Segundo o aluworitmo da maioria, para que a probabilidade de erro seja menor

deve-se classificar a en:vada 71!

de acordo com a classificagao do maior subconjunto pois
ha maior chance do vetor professor estar contido nele. O algoritmo de Bayes é idéntico

ao algoritmo da maioria. exceto que a temperatura da distribuicao de Gibbs depende do
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parametro de ruido [40]

1—
f=In—X (4.65)

X
Para esta temperatura os extremos da energia livre dada pela equacgao (4.52) sao ¢ = R.

onde R é solucao da equacao

)
6Rf,/2

(1-2x) H (VRt)

Assim, erro de generalizacao para o perceptron de Bayes diluido é [39] [40]

R
1=

(4.66)

]

=2(-20" [ Dt
™ 3(_*_

&= E arccos <\/ AHR) (4.67)
v

com R dado pela solucao da equagao (4.66).

No limite de a grande o erro de generalizacao ¢ dado por

1

B
&N — 4.68
Y = (1 - 2x)2 ( )
para k =1le )
1 A. \Y? 1

B K

€7 & —ar ,OS\/AN-F( > 4.69

o T 1— A 270222 (1 - 2x)* (4.69)

para K < 1 , onde

1 e t'/2
== /Dt .
. x + (1—2x) H ()

O erro de generalizacao fornecido pelo algoritmo de Bayes pode agora ser calculado sem

(4.70)

o auxilio do algoritmo de Gibbs, encontrando-se os pesos que minimizam a energia F (J)
extraida da abordagem variacional desenvolvida por Kinouchi e Caticha [25]. O céleulo
efetuado através da minimizacao desta energia fornece exatamente o mesmo parametro

dado pela equagao (4.66).

4.3 Corte aleatorio dos pesos

Neste tipo de diluicdo sdo cortados (1 — k) N pesos escolhidos aleatoriamente, onde
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e ¢; sao variaveis aleatdrias estatisticamente independentes distribuidas de acordo com a
distribuicao
Ple))=r6(c;i=1)+ (1 —r)é(ci). (4.72)

Assim os parametros de ordem sao dados por

p= <% S () (c,-)2> (4.73)

i 1

onde a barra indica uma média sobre as varidveis aleatdrias ¢;. Como a média (...) nao
involve as variaveis ¢; (a diluigdo ocorre apds o treinamento) podemos efetuar as médias

diretamente nas equacoes (1.73) e (4.74). Lembrando que T = k obtemos:

P=rQ e S = kR, (4.75)

4.4 Discussao dos resultados

Nesta se¢ao vamos ilustrar o desempenho de generalizacao do perceptron Booleano. Para
Isto vamos comparar o erro de generalizacao dos véarios algoritmos discutidos acima.
Quando o perceptron é treinado na auséncia de ruido e de diluicao, o menor erro de
generalizacao € obtido pelo algoritmo de Baves seguido pelo algoritmo de estabilidade
6tima. Na figura (4.2) mostramos o erro de generalizagao como funcao do tamanho do
conjunto de treinamento a para ~ = 1 e x = 0 . Esta figura é exatamente a mesma
figura apresentada por Opper e colaboradores [38], exceto pelo fato de termos adicionado
as curvas do algoritmo de Gibbs e do algoritmo de Bayes.

O comportamento do erro de generalizacao torna-se diferente quando o treinamento é
realizado na presenca de ruido (x > 0 ). Como pode ser visto na figura (4.3) que mostra
o erro de generalizacao em fungao de o para k = 1.0 e x = 0.1, o algoritmo de Bayes
continua fornecendo o menor erro de generalizagdo, mas hd uma melhora no desempenho

das regras pseudo-inversa e de Hebb. As curvas de aprendizado para os algoritmos de
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Figura 4.2: Erro de generalizagao em funcao de a para k =1le x =0

Gibbs e de estabilidade étima sao mostradas apenas para a < 2.992, pois além deste
valor a solucdo com simetria de réplicas é localmente instavel. Quando o treinamento €
realizado na presenca de diluicao o desempenho relativo dos algoritmos continua v mesmo,
porém a diferenca entre o desempenho dos algoritmos diminui. A medida que ~ diminui
o desempenho de todos os algoritmos tende a ¢, = 0.5 . Este comportamento pode sex
visto na figura (4.4) que mostra o erro de generalizagao em funcao de o para k = 0.5 e

x =01

O efeito da diluigao apés o aprendizado sobre o erro de generalizagao de diferentes
algoritmos de treinamento nao altera a ordem de seus desempenhos. Em particular, o
algoritmo de Bayes fornece o menor erro de generalizagao, mesmo sob o efeito de diluigao.
Este importante resultado depende de a energia de treinamento para cada algoritmo
depender apenas dos pesos através da estabilidade dos padroes dada na equagao (4.5), e
da estabilidade da solucdo com simetria de réplicas que foi verificada para todas as curvas

de aprendizado apresentadas. Assim o algoritmo de Bayes sempre fornecera o menor erro
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Figura 1.3: Erro de generalizacgo em funcao de o parak=1e xy =0.1

de generalizacdo. Este comportamento se estende ao corte dos pesos maiores e ao corte
aleatdrio dos pesos.

No perceptron Booleano, ao compararmos o desempenho do erro de generalizacao
para uma mesma regra, independente da rede ser treinada com ou sem ruido. vemos que
o melhor e o pior desempenho ocorrem para o corte dos pesus menores e para o corte
dos pesos maiores respectivamente. Esse comportamento contrasta com o que ocorre no
perceptron linear e pode ser visto na figura (4.5) que mostra o erro de generalizacao em
fungéo de o para v =0.5e k = 0.8 para a regra pseudo-imversa

Embora neste capitulo tenhamos considerado apenas o ruido sobre o digito de saida
cuja intensidade é dada pelo parametro y, também realizamos todos os célculos para
o caso do rufdo sobre os digitos do padrio de entrada, medido pelo parametro . Um
resultado interessante é que nos casos de Hebb e da pseudo-inversa existe uma relacio

direta entre esses dois parametros, a saber

v=1-2y. (4.76)
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Figura 4.4: Erro de generalizacao em funcao de o para » = 0.5e x =0.1

Em outras palavras, as equagoes para as densidades de energia livre calculadas com os
dois tipos de ruido tornam-se idénticas utilizando-se a relagac acima. Por outro lado nao
encontramos nenhuma relacao entre v e Y nos outros algoritmos. embora o comportamento

qualitativo do erro de generalizagao sob efeito de v ou x seja o mesmo.
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Figura 4.5: Erro de generalizacio em funcio de a para x = (.25 e x = 0.8, para a regra
pseudo-inversa



Capitulo 5

Conclusao

O tema principal desta tese foi o estudo dos efeitos da diluicao ou leses na capacidade
de aprendizado. medida pelos erros de treinamento e generalizacao, em redes neurais
sem retro-alimentacao. As redes neurais escolhidas para essa investigacao foram as mais
simples possiveis. a saber, o perceptron linear e o perceptron Booleano sem camadas
neurais ocultas. a fim de possibilitar uma abordagem completamente analitica a esse
projeto. O estudo foi realizado dentro do formalismo da Mecanica Estatistica desenvolvido
por Elizabeth Gardner para investigar o espaco dos pesos de redes neurais [16],[17].

Ha4 varias motivacoes para o estudo de diluicao ou lesoes em redes neurais artificiais. Do
ponto de vista bioldgico, acredita-se que a comparacao entre os padroes de comportamento
de redes neurais artificiais diluidas e redes neurais bioldgicas lesionadas venha a esclarecer
alguns aspectus do funcionamento do cérebro [24], [41]. Por outro lado, do ponto de vista
prético, o estudo de dilui¢ao permite-nos determinar a robusteza de uma dada arquitetura
ou algoritmo frente a destruicdo de alguns de seus elementos. Em particular, tal estudo
facilitaria a identificacao dos elementos mals importantes da rede neural, cuja ausencia
afetaria mais severamente o desempenho do sistema.

Além dessas motivacoes. o estudo da diluicao apds o término do processo de apren-
dizado é 1itil para analisar de forma quantitativa o tradicional procedimento de ‘poda’,
ou seja, a eliminacao dos pesos de menor intensidade de uma rede neural a fim de me
lhorar sua capacidade de generalizagdo (e também de reduzir a memdria necessaria para

armazenar os pesos da rede neural). De fato, o resultado principal de nossa investigacao
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esta diretamente relacionado com esse fato de grande interesse pratico. Embora na lite
ratura ‘poda ' seja um termo que designa o corte dos pesos menores. aqui vamos usé-lo num
sentido mais amplo, para designar os 3 tipos de diluicao apés o aprendizado. Mostramos
que no caso do perceptron Booleano a diluicao sempre deteriora a capacidade de gene
ralizacao da rede, independentemente de haver ou nao ruido no processo de aprendizado.
Ja no caso do perceptron linear, dependendo do valor do parametro que mede o tamanho
do conjunto de treinamento (¢), a ‘poda’ pode reduzir significativamente o erro de gene
ralizacao no caso de aprendizado com ruido(veja a figura (3.37)). Quanto maior for a
intensidade do ruido, maior serd a regiao onde a ‘poda’ é benéfica. E importante notar
que no caso de aprendizado sem ruido, a ‘poda’ é sempre prejudicial ao desempenho da
rede neural (veja a figura (3.36)).

Apesar dessa discrepancia aparente entre os padroes de comportamento dos percep-
trons linear e Booleano, a diluicao apds o término do treinamento tem o mesmo efeito
sobre os parametros de ordem P (norma quadrada dos pesos da rede estudante diluida)
e S (correlagao entre as redes estudante e mestre) de ambas redes neurais. De fato. esses
parametros sofrem apenas uma re-escala, P = A, Q@ e S = A, R com A, < 1 (veja
equagoOes (4.28) e (4.30)). Esse resultado é bastante geral. dependendo somente do fato
da energia de treinamento ser uma funcdo explicita das estabilidades A* dos exemplos
de treinamento apenas, o que é satisfeito pelos dois tipos de perceptrons. A origem da
diferenca entre os perceptrons linear e Booleano esta na forma da dependéncia funcional

do erro de generalizagao com os parametros P e S. Em particular.

5 VALRP

€, = arccos (5.1)
g \/&
e
ey /M =1+ A (Q" = 2R") /M (5.2)

para os perceptros Booleano e linear, respectivamente. Uma vez que A, < 1 fica claro
entao que a diluicao apds o treinamento é sempre prejudicial no caso Buoleano. mas pode
ser benéfica no caso linear se Q' — 2RY > 0. De fato. esta condicao pode ser satisfeita no
caso do aprendizado com ruido. Concluimos assim que a forma da funcao de transferencia

determina o efeito da dilui¢ao sobre o erro de generalizacao.
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Apéndice A
Calculo da Energia Livre

Neste apéndice desenvolveremos o céalculo da energia livre para as dilui¢oes movel e

fixa e para o corte dos pesus menores e corte aleatorio dos pesos.

A.1 Diluicao Mdvel

Para facilitar as médias sobre o conjunto de treinamento devemos introduzir as iden-

tidades

=1

s [Ld's (11 Z L"Ei) (A1)

1 _
/ [1d=é ( —\/——NZ(:Z‘I/’[?S‘;):l. (A.2)
=1

L

Usando a representacao integral da funcao delta de Dirac,

6(3:):/ 42 ar (A.3)

fx2’T

escrevemaos

{[Z (3.8.1)] = <<Z OKr (Zr” hJV) 1I¢ (Qj\ Z(“ (W9 )
o} ia

6<QN—Z(1—c ) (W) )/Hdl’i “/Hdﬂd’«/’

.a
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/H dwlad«rl exp{ Z (UZ ]OE + ZT{L (LVVa vl)

l.a

Z <y1y1 + Z 1?:1?7) -7 Z (y; — :1:?)2}>> (A4)

Devemos agora calcular as médias sobre os termos que dependem de &, 5! :

M, = /df /d‘SP bl )exp{\/ﬁyﬂof— ‘ZT““ 8. }

1+7> 1 ) I
= S E ot W+ —,J,
( 5 cos( N a 1 G VY /—Nyl i

l—x 1 ~0,aTra 1 s 70 =
+< 5 )ros (WZ:J.,QU; —\/—Ny,.]:>. (A.5)

No limite N — oo expandimos us argumentos dos cossenos mantendo apenas os termos

dominantes:

1 2
[IM; = eXP — o Z { (07 ) + "WIJOZ:L“ S (ZJ“ “W“> } . (AB)
7.

Os parametios de ordem sao introduzidos por meio das identidades:

/quab (qab ]V Z((LVV(L ip[ b> - 1 (AT)

a<b

/ HdR(L(S( - Z(’“VV“ I“) _ (A.8)

Portanto a equacao (A.4) é reescrita como

(2 (3.8.)) /.nH2m/A /H jr?/j\f /H zi?/ox\ /H 27rz/N

a

d An ab - - 3 - - 2
/ H eryb/qj\{ exp A {(;0 (q(m Gab- h)'a- [{a: Ca, (L)Oa (22 Qa)

a<b

+a G (qars Ra) + Ga (dars G Qu- QO Ra) b (A.9)
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onde
(;0 = KZ (’:a — Q Z(Qn + (20 Z(QS - Z R(LR(L - Z(jab%m (A10>
a a a @ a<h
G, = ln/H exp{——Z?: 14+ 3(Q + M — 2vR,)]
-7 Zxaazb (qu + M — 27Ra)} . (A.11)
a<b
€

Gy, = In > / H dW* exp{ Z [(a(“ + Q% (1 — ) (W9 — Quc® (Wa)ﬂ

Je®=0,1}

+ Z(“h’aﬂ TS Gt T "} . (A.12)

a<b

As integrais sobre os parametros de ordem sao efetuadas. no limite N — oo , pelo

método de integracao por ponto de sela:
T(N)= / NFOG) =ng CeNF(0) (A.13)

onde t, é determinado pela equacdo F” (tg) = 0 e C é da ordem N~ /2. Comou queremos
calcular a densidade de energia livre, no limite termodinamico apenas o argumento da
exponencial contribui de forma que podemos desprezar o prefator C . O caleulo explicito
de G e G na prescricao simetria de réplicas encontra-se nos Apendices (B.1) e (C.1).

respectivamente.

A.2 Diluigao Fixa

As médias sobre o conjunto de treinamento sao efetuadas como no caso da diluicao

moével. Assim o n-ésimo momento de Z € escrito como

dQ. dR.R,

- a d(jabqab
/ /-
({(Z(3.8.1)) /Hzm/]\f /1:[ 2mi /N /“11 271 /N

exp N {Go (Q. R, Rasdur dar
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—}—(Y(;] (Qab> Ra) + G2 (Qal)v é(ta Ci)aa (?2, Ra)} (A14)
onde
GO = _(QZQ(I - ZRaRa - Z(jabqab- (A15)
a a a<b

(7; tem a mesma expressao que no caso da diluicdo mével. equacao (A.11), e

Gy = ln/de“er{ZQa 7o)

a=1

a<b

ZRa Je. 7°+anb 7“1b} (A.16)

O calculo de (4 estd no Apéndice C na secao (C.2).

A.3 Corte dos pesos menores

Neste caso, para realizar as médias sobre o conjunto de treinamento devemos introduzir

as 1dentidades

~ P 1
dils |1 — — ]Of’ =1 A7
1 X
/ dea <y(11 - 7 Z ']ia‘svlg> = l (A18)

"la
/T [[d=ls <:1:fL Z SLIe ()Y — u,)) =1 (A.19)
X la ‘/ '

Usando a representacao integral da fun(;ao delta de Dirac. equacao (A.3 ). escrevemos

{7 (3. S.t)] <<HT /de/dfz /de‘dy, /HdT;Ld»a

X exp {72 <t,f, + Zl/l“J,“ + Z T “)
i

7 (e - Tapwes + it
7 a

NS \4

3 I :
EPNURNIEL) e >}>> (.20)
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com

Wi = Jre (|} -w).

Devemos calcular as médias sobre os termos que dependem de &}, S! :

Rt

M = /d{l/dslp Sl | & ) exXp {——\/ﬁtu]ofl

jeJest — ”“W“Sl} (A.21)

e SISt 7 2

que leva a

1 ) Zag;l‘]’a Za‘i?” ;! tAl‘J
M., = <___> LR o4 LI R
o 2 o8 ( \/N \/TV: \/N

1—y Sogage Y EWe  iJ0
J Ly LR A.22
< 2 >C°S< JN JN N (A-22)

No limite N — oo, expandimos os argumentos dos cossenos mantendo apenas os termos

dominantes:

1 ~q TO ~a a n -~ Ja SOATA7C
HMJJ = eXP{"NE;[E:yl J; E:lei +7tl']?§:(yl T+ W)
j,l ][ a a a

(A.23)

. 2 .
) O R
> T2 7 2 |

Os parametros de ordem qab, Qa; Pab, P, Tab. Fla, S, sao introduzidos por meio das iden-

tidades:

quabé (qab - Z J“J*’> = (A.24)

a<b

Qo — Xz 1“)2) =1, (A.25)
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/ IIbdrabé (rab N ZJ“Wb> =1, (A.28)
a<
/Hd}? 5( - Z ]OJi“> =1, (A.29)
e
/Hdb 6( ZJOW"> =1 (A.30)
Usando a representacao integral da delta de Dirac, reescrevemos (A.20) como
dQuQa dR.R, dP,dP, dS,dS,
2ol = [y [ Wamn [ W |
(2 (. H 27mi /N E[2m/N 1;[ 2mi/N H 213 /N
/H d(jaqu) / H dfabdrab / H dpabdpab
asy 2mi /N 2mi/N J 22 2mi/N
exp [N (Gy + oGy + G3)] (A.31)
onde
S QQu+ Y ReRa+ Y PaPu+ Y SaSa+
Z Qabqail + Z f'abrab + zpabpab: (A32)
a<b a<b a<b
G, = InJ]Trexp {— ST [Rad® + Qu (9 + SoTPW* + BT W
o Z q*abJan . Zpabw(twﬂ) o Z 'f'abJaM’Ib : (A33)
a<b a<h a#b
e

n

dyadye [ dredz, dtdt i R
G, = In H/ Ya Y / T AT ’M +me‘<p{2[1yaya+

a=1 2m 2m a

/ } A o
Z‘xai‘a - L_ (t - ,%)2 - % (t - :Ea)Q - Aft (yaRa + jJ(Lsa) - J;GyaiDa

T 1. . 1. . .
_—yaQa ] - Z [yawbrab + 'éyaybqa; + _éxaxbpab} } (A54)
atb
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Os célculos de GGy e Gy estao nos apéndices (B.3) e (C.3) respectivamente.

A.4 Corte aleatério dos pesos

Para facilitar as médias sobre o conjunto de treinamento devemos introduzir as iden-

tidades

o ! 1 N]()l
s (1 — =S I} =1, A.35
[T (¢ - e (4.35)

o0 1 N

dy.é (yé i~ Jfgf> =1 (A.36)
oAl N =
Usando a representacio integral da fungao delta de Dirac, equagao (A.3) escrevemos

((Z(8.81)) <<HT1 dtdtz i

ew{ i3 (v S ) el 2R 5 ey

1.0

. h 2
__Z f[__ (LZ /872""' Z('__?/[a>

lLa l.a i

\/N Z (Z URARIES +f:z-]iofﬁ> }>> : (A.37)

Devemos calcular as médias sobre vs termos que dependem de & 5] .

My = / dsip (&) P (St &) exp {-—\/% (ilJ?gHZy;LJ;ﬂqfﬂ. (A.38)

Efetuando estas médias cbtemos

_ 1 + fy Za ?)Zl‘]ia il]?
Mj_l—(z)cos<\/7\7+\/l\—r+

L=\ (Sl G
, ' — . A.39
( 5 ) Ccos ( N + N ( )

No limite N — oo expandimos os argumentos dos cossenos mantendo apenas os termos

dominantes:
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t,J0 2 ~a a2
HM | = exp —_/,Z ’Ytllﬂz (l l) +(Zayl']l) } (A40)

-~ 2 2

Os parametros de ordem, qu, (4, R, sa0 0s mesmos da secao anterior. Assim, a ex-

pressao do n—ésimo momento de Z é escrita como

anQa dRaRa ananb
(2 (8.5.1)) /H 2mi /N /1:[ 2mi/N /}:[b 27i /N

exp {Gy + aGy + Gy} (A.41)
onde
(70 - Z(Q Qa + ZR R + Z Gavqab- (A42)
a<b
Gy = InJ]Trexp {— > [RGJGJO + Qq (.]“)2}
s Bhk (1 — :
. Z ‘jab']a']b _ i_(Q—K,)Q (Ja)?} (A43)
a<b
e

dyadia dtdf 12 ST
G] _ lnH/ Yo AY . M2 “t”’exp {Z[Z%%A‘

a=1 27 a

3 s  Bhr? [t 2 )
_L_ ([ - ya)l - [ - <_ - ya) - Aflt (yuRa)
2 2 K
1.5 noo
—5%(%] — > [GalivGas) ¢ - (A.44)
a<b

O caleulo explicito de (51 e de (75 usando a prescrigao simetria de réplicas é apresentado

nos apéndices (B.4) e (C.1). respectivamente.



Apéndice B

Calculo de G| com simetria de

réplicas

B.1 Diluicao médvel

Usando a prescricao simetria de réplicas e rearranjando os termos na expressao (3.15)

temos
G = ln/ H du = exp {—— (Z Ta> (¢+ M — 2vR) — %zn:mi 1+ 8(Q- q)]} .
" “ (B.1)
Aplicando a transformacao gaussiana
= [* pae (B.2)

para desacoplar as réplicas no argumento da exponencial e tomando o limite n — 0

obtemos

G = In / DzA"

~ n/[)zln/\. (B.3)

com

A= / exp {—5 1+ 38(Q-q)]2* - i:\@(q + M - 273)3)} . (B.4)
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Efetuando a integral acima obtemos

Gfr%n{_%ln[uﬂ(Q—q)]—g(q+M_27R)}

14+ 8(Q - q)]

B.2 Corte dos pesos menores

Usando a prescrigao simetria de réplicas e rearranjando os termos na expressao (A.34)

temos

" dyedye [ dzedi [didt w2
Gsr — 1 / - / 3 +1tt
! o E 2T 2 2 ¢

n 3 )
eXPZ [iya.@a +1TaTla — é’ (t - ya)z 9 (t - $a>2:|

exp{—’yf lRZQa_{_SZiG] — —(QQ_Q) Zyg — g

a

(P—p) = .9 nL - p L 2
S Zxa~P;ya1a+§ ;aza

a

n n n
_TZ:I)(LZ:%() +7ﬁzyai’a} . (BG)
a b a

Para facilitarmos o calculo desta expressao vamos introduzir, através da funcao delta de

Dirac. as variaveis
KL

v=> ", e u=> @, (B.7)
b

a

Efetuando a integral sobre as varidveis I, Yq. Za, Yo, U, 1 temos

sr dtdi w2 dud? fluad) [ -1/2 g(a,o.)]"
T = In 77}—6 2 me i:"l} (@& } (B8)

onde

1=1+8{(Q=q) +h(P=p)+8h[(Q=q) (P —p)— (P =]}, (B.9)

L (753 — 1?'11)2 ['yf (Rp—rS)+i(ru— pvf))r
d <UTt> N » 2p (pg — 12)



B.3 Corte aleatdrio dos pesos 113

glait) =~ {h[1+B(@Q-0) 1]

+[1+Bh(P—p) (0~ )] = 28k (P —7) (it — t) (0 - 6. (B11)

Tomando o limite n — 0 encontramos

TN TR
Efetuando as integrais sobre t, f, U, ¥ obtemos

Gy Ci+ G+ C B?
7; — 1nn'1/2+(01p+02q+c3r)+( s p2+ ) {p[\/f— <72S2+7)}+

ef (@28 g (4 0.1 . (B.12)

n

Br —~SA B
(—TPA”—) [2(Cip+ Cor) + Gy (p+ 1)) = 7 [2(Crr + Cag) + Ca (g +7)]
Cy+Cy+C } . “ ,
(€ pAQQ ) {(Br —~SA)[(Br —vySA) — 2Br; + Bqu} (B.13)
onde
_ Br1+B(Q- q)]
Cy= 5 \ (B.14)
B4 8h(P ~p)] .
CQ = — 27’ . (B.lO)
2
/ _
Cy = ﬁ—”%——), (B.16)
A=pg—r* e B=~(Rp—rS). (B.17)
Fazendo h = 0 encontramos
Gy 1 B(qg+ M —2vR)
~——In[14+ 3 — — . B.18
i L LR Gt Ul N ey (518

B.3 Corte aleatdrio dos pesos

Usando a prescricao simetria de réplicas e rearranjando os termos na expressao (A.44)

obtemos

G¥ = In H/dyadya dtdt Mfﬂti
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. ) Bhe? I [t 2
eXp{Zzyaya —Zg(t“ya)z_ 2,{ Z<__ya)

a a a at

n n n 2
; N —4q N q .
_fthZya__(_Q.Z__zzyg—E (Zya> } (B.lg)
Fazendo
v=> Y (B.20)
temos

GF — In H /dyadya dtdt 1\1252 yitd
a=1 .

. L - Bhr? I/t 2

a P K

exp —vaZg)a Zya — zya} ) (B.21)
Integrando em y,,%, e v e tomando o limite n — 0 reescrevemos (77" como
Gy 1 ) do _2 [dtdt M2
- = —iln[1+ﬁ(Q—q)(1+Im>}+ ¢ T e

divRin— 0 pt(L+h) (7 —ivRD) +8(Q—q)1 (1 +hr)|”
2@—4) 2 T 2@-giri-g0rme) |

Finalmente. integrando em 7.t 1 encontramos

G

— = —%ln[l-l—ﬂ(Q—q)(l-l—lmzﬂ—[3M(1+h) q

2 ~2(Q —q)

g+ 8(Q—q) (1+hk) 2Ry + MB(Q — q) (1 + hk)]
2(Q —q) 1+ 8(Q —q) (14 hw?)] ‘



Apéndice C

Calculo de Gy com simetria de

réplicas

C.1 Diluicao maével

Usando a prescricao simetria de réplicas reescrevemos a equagao (3.16) como

~

Gy = In > / [ dW*exp {Z {—é“(_:a + <QO +Q - %) (W2
{ a=1 a

c=0,1}

n ~ n 2
—Q° (W + RY W + g- (Z cawa> } } . (C.1)
Aplicando a transformacao gaussiana (B.2) para para desacoplar as réplicas no argumento

da exponencial e tomando o limite n — 0 obtemos

Gy = In / DzA"

R n/DzlnA (C.2)

onde |
L VE At (VEERT)

=Y e ex — . (C.3)
@ vime o 1G9
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Dai, G5 é dado por

G%’—n/Dzln (\@‘HNO) }

(s

Mediando sobre J° obtemos a a expressao final para G’

;T=n%1n7r+n/Dzln{\/_. \/_ (‘”MR?)) } (3

C.2 Diluicao fixa

Usando a prescrigao simetria de réplicas reescrevemos a equacao (3.72) como

G;T = h’]/ ﬁ d.J® exp {Z (C? — g) (.]a)?

a=1 a

n - /n 2
FRS T + g (Z J“) } . (C.6)

Aplicando a transformacgao gaussiana dada na equagao (B.2) e tomando o limite n — 0

obtemos
G = In / DA
~ n/DzlnA (C.7)
onde A
(Vi + R’
A= ﬁ — exp i A (C.8)
i-Q (-9
Dai,

i, (Vi RI) ‘
G5y =n [ Dzln = ex — : 9
/ 1 { h——% 5 p 4(%_@ } (C.9)

Mediando sobre .J® obtemos a a expressao final para G’

(C.10)

1 1. (¢ ~ ]
Gy = nilnﬂ —ng In (% - Q) +7l+——
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C.3 Corte dos pesos menores

Usando a prescricao simetria de réplicas na equacao (A.33) temos

Gy = InJ]Trexp {— e [(RJ" + 8J°0 (|J° —w) + Q + PJ*© (|J°] — w))l

a=1

—quan—r‘zan“Jb@(|.Jb|—w pZJ“ (17 = w) J'© (|J"] - @}11)

a<b a#b

ou

Gy = lnHTreXp{ RIOZ]“—S‘]OZ]“ (174 — w) = <Q—g)2(.]“)2

a=1 [

i(& N\ (s, P U }
() - (-4 )renn -

2 n n
_g (Z J°0 (|1 - w > —i ey re () —w)}. (C.12)
. a b
Fazendo
y—ZJ“ (|74 — w) e z=>) J° (C.13)
temos
dzdz [ dydy ] .
Gy = / rar id yexp {ixi+iyy—%z2 ng—m:y—JORT+ASy]}

HTfeXp{— (Q - %) > - ( Pt ) S e (1 - w)

a a

—zyz JO (JJ% — w) 715:2.]“}. (C.14)
Mediando sobre J° e fazendo
T B 2 3
— _ = P —-=— -
n=0aQ 5 + 5~ " (C.15)
encontramos
drdi  dud 22 (§— MR? y* (p— MS?
G;r _ ln/ rar yyexp{zxﬁ:+7yy— ( ; )__ ( 5 >
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—zy (7 - MRS) } 11 {/:w d.J exp [—ﬁ.ﬂ —i(Z+7) J]

/_“; d.J exp [(Q - %) - za:]} + /:o dJ exp [~ i (i +4) J] }(.C.16)

Vemos entao que G5 pode ser escrita como

GST
2~ [dp(@,9) 0 F (@,9). (C.17)
onde
o dadz dydy o ¥ (q- MR
dp(2.9) = — gﬂ eXp{%(eryy)— ( 5 )
2 (- G2
Y (p— MS) A .
ey (7 — MRS) (C.18)
€

F(z,9) = [ dJ exp [—77.72 —i(T+7) J} + /_,yd.Jexp KQ — %) J? — m«f]
/m dJ exp [~ i (2 +)J]. (C.19)

C.4 Corte aleatério dos pesos

Usando a prescricao simetria de réplicas na equagao (A.43) temos

Gy = lnHTrexp{—RZJ“JO—QZJ“Jb

B [ﬁlm(lz— K)a N Q] Z": (Ja)g} (C.20)

ou

n n - n 2
Gy = In H Trexp {-R.}O Z Jé - 92- (Z 7)

a=1 a

E (———ﬁhﬁ(lz— LI —g—) Z (J“)Q} . (C.21)

a
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Aplicando a transformagao gaussiana (B.2) para desacoplar as réplicas e tomando o

limite n — 0 encontramos

Gy 1 1 Bhe(l—kK)a -~ g
= ——h7r--In{ ———— - =
n 2 g < 2 Te-g)
. V)
iz/q+ RJ°
[ b B(M L ) —~. (C.22)
g (olmme 4 Q- 7)
Finalmente efetuando a média sobre J® obtemos
Gy 1 1. (Bhe(l-kK)a g (MR? -~ 0)2
2 :——lnﬂ——ln(+———+Q——>+ / - (C.23)
n 2 2 2 2 4 (M;—_ﬂm +Q- %)



