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Titulo
Treinamento de Professores e Estudantes do Ensino Fundamental e Médio com

Problemas de Olimpiadas de Matemaética

Resumo
O presente trabalho foi elaborado como parte dos requisitos para obtencao do
titulo de Livre Docente junto ao Departamento de Ciéncias Basicas da
FZEA /USP. Para tanto, compilaram-se seis artigos com escopo ancorado na
resolucao detalhadas de problemas de olimpiadas internacionais de matematica
na area de Geometria. O material didatico também foi utilizado durante
algumas das aulas dos cursos de Geometria Olimpica com GeoGebra para
professores de Matematica do Ensino Fundamental e Médio de todo o Brasil. O
texto conta com 87 figuras que facilitam acompanhar a resolucao. Todas tém
como complemento links para os gréaficos interativos no site do GeoGebra e,
varios, a resolucao em video do YouTube. A discussao é organizada em sete
capitulos: Introducao; Desigualdade de Ptolomeu; Poténcia de um ponto;
Baricentro ou Centroide; Incirculos e Ex-incirculos; Extremos com desigualdade
na Geometria; Transformacao de Inversao. Em cada um primeiro discute-se a
teoria associada e depois resolvem-se problemas. O diferencial na utilizacao do
GeoGebra esta baseado na disponibilidade gratuita do software, tanto online
como aplicativos para computadores e celulares. As construcoes geométricas
podem ser feitas de forma dindmica, onde exploram-se diversas configuragoes. O
GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numérica, utilizada para a
verificacao, como ferramenta para a apresentacao, passo a passo, de uma
demonstracao rigorosa. O GeoGebra também convida o leitor a interagir, a por

as mao na massa.

Palavras-chave: Geometria, Olimpiadas, GeoGebra, Ensino Fundamental,

Ensino Médio, Formacao de Professores.



Title
Training of Elementary and High School Teachers and Students with
Mathematical Olympiad Problems

Abstract
The present work was prepared as part of the requirements for obtaining the
title of Associate Professor at the Department of Basic Sciences at FZEA /USP.
To this end, six articles were compiled with a scope anchored in the detailed
resolution of problems of international mathematics olympiads in the area of
Geometry. These didactic materials were also used during some of the classes of
the Olympic Geometry courses with GeoGebra for Elementary and High School
Mathematics teachers from all over Brazil. The text has 87 figures that make it
easier to follow the resolution. All have as a complement links to the interactive
graphics on the GeoGebra website and, in many cases, the video resolution from
YouTube. The discussion is organized into seven chapters: Introduction;
Ptolemy’s Inequality; Power of a point; Barycenter or Centroid; In-Circles and
Ex-circles; Extremes with inequality in Geometry; Inversion Transformation. In
each one, the associated theory is first discussed and then problems are solved.
The differential in the use of GeoGebra is based on the free availability of the
software, both online and applications for computers and cell phones. Geometric
constructions can be made dynamically, where different configurations are
explored. GeoGebra serves both as a graphing and numerical calculator, used
for verification, and as a tool for presenting, step by step, a rigorous

demonstration. GeoGebra also invites the reader to interact.

Key words: Geometry, Olympics, GeoGebra, Elementary School, High School,

Teacher Training.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Sobre as Olimpiadas de Matematica

As Olimpiadas de Conhecimentos sao uma politica publica mundialmente reconhecida, que
visa melhorar a motivacao, o interesse e o desempenho dos alunos em diferentes niveis e areas
do saber. Questoes olimpicas dao ‘tempero’ & matéria. Os problemas sao contextualizados,
criativos e provocadores. A matéria fica mais motivadora para os alunos.

Um estudo (Avaliagdo do impacto da Olimpiada Brasileira de Matemaética nas escolas
publicas, [2]) procurou responder a esta pergunta: O que leva a ser bem sucedido em Olimpia-
das? Para isso, Gilberto Lacerda Santos, Pedro Henrique de Abreu e sua equipe entrevistaram
gestores, professores e alunos de cinco escolas bem sucedidas em diferentes regioes do Brasil.

Suas conclusoes foram:

1. O “envolver as familias dos alunos na vida escolar e nas agoes da OBMEP” é uma pratica

de sucesso, porque leva as familias a se mobilizarem em torno do sucesso de seus filhos.

2. O “assegurar a infraestrutura humana, logistica e financeira de suporte” é uma pratica
igualmente presente na maioria das escolas de sucesso, que se concretiza em algumas por
meio de estratégias de envolvimento de todo o corpo docente na preparacao dos alunos,
de forma multidisciplinar; em outras pela mobilizacao de toda a comunidade escolar
na aplicacao das provas; em outras pela designagao de equipes de professores para se

responsabilizar pela realizacao da olimpiada na escola.

3. O “promover o oferecimento de atividades extracurriculares preparatorias” é uma boa
pratica, mediante o emprego de estratégias tais como o oferecimento de aulas de reforco
no turno contrario, a vinda de professores universitarios para ajudar na preparacao de

alunos e a colaboracao de medalhistas de anos anteriores.
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4. O “integrar as Olimpiadas no projeto politico-pedagdgico da escola” é apontada como

sendo crucial para que esta nao seja um evento efémero no calendario escolar.

5. “Promover o estabelecimento de um clima de competitividade positiva na escola” é outra

boa préatica.

Outro fato que pode motivar estudantes para participar de olimpiadas é que as universi-
dades publicas do estado de Sao Paulo comegaram a oferecer vagas para alunos com medalhas
em competicoes cientificas como as de Matematica, Fisica e Quimica. A nova modalidade de

selecao faz parte de uma tendéncia de diversificar as formas de ingresso no ensino superior.

1.2 Sobre as Olimpiadas Internacionais de Matematica

Uma mostra da importancia das Olimpiadas Internacionais de Matematica é que a par-
ticipacao de um programa de computador como concorrente virou um dos proximos desafios
da inteligéncia artificial [8]. Isto acontece apds diferentes softwares terem vencido aos grandes
mestres dos jogos de Xadrez e Go.

O raciocinio matematico é o elemento desafiador na obtengao de tais softwares [39]. Nao
chega-se a entender e resolver problemas somente baseados na experiéncia, mas também pelo
poder de inferir e explorar leis, axiomas e regras de manipulacao de simbolos. As vezes, a ideia
inicial ou ponto de partida, resulta ser a mais dificil de encontrar.

A Olimpiada Internacional de Matemética (IMO, International Mathematical Olympiad)
é uma competicao para estudantes do Ensino Médio. Na primeira IMO em 1959 somente sete
paises participaram, mas hoje em dia mais de 100 sao representados. Os objetivos das IMOs
sao descobrir, estimular e desafiar estudantes talentosos em Mateméatica. Fortalecer relagoes de
amizade internacional entre matematicos, criar oportunidades para o intercambio de informacao
sobre programas e contetidos de estudo e promover a Matemaética em geral.

Na preparagao para uma Olimpiada Internacional de Matemética cada delegacao (menos
o pais sede) pode enviar problemas para formar a base de dados inicial, chamada lista longa
(LongList, LL). Os mesmos nao podem ter sido utilizados em competi¢oes anteriores, nem
publicados e devem abranger varios topicos de Matematica pré-universitaria. O pais sede da
competicao cria um Comité de Selecao que escolhe os melhores problemas da LI para formar
a lista curta (ShortList, SL). Os professores Lideres, um por equipe, recebem a SL no primeiro
dia da reunido e escolhem, por maioria simples, os seis problemas da SL que serao usados na
IMO. As duas listas sao mantidas em segredo até a IMO do préximo ano.

Neste contexto, ao resolver problemas de olimpiadas internacionais de Matematica pretende-
se incentivar estudantes e professores do Ensino Fundamental e Médio a aumentar seus conhe-
cimentos, pois sao desafios que requerem uma solu¢ao em multiplos passos, onde se integram

varias habilidades.
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1.3 Sobre o projeto de treinamento de professores e estu-

dante com problemas de Olimpiadas de Matematicas

1.3.1 Cursos de Matematica Olimpica para estudantes

Esta tese faz parte de um projeto de longo prazo de treinamento de professores e estudante
do Ensino Fundamental e Médio com problemas de Olimpiadas de Matematicas. O mesmo teve
inicio no més de Agosto de 2014, até agora, oito anos consecutivos.

Entre 2014 e 2019 foi ministrado, em cada semestre (dois por ano), um curso de 60h
para estudantes do Ensino Fundamental e Médio com bons resultados em Matemaética. As
aulas tiveram 4h de duracao, uma vez por semana, e aconteceram de forma presencial no
Departamento de Ciéncias Basicas (ZAB) da FZEA-USP.

O objetivo dos cursos foi aprofundar os conhecimentos e aumentar as chances de sucesso
dos alunos em Olimpiadas de conhecimentos. O projeto esteve associado ao POTT (Polo Olim-
pico de Treinamento Intensivo) do IMPA (Instituto de Matematica Pura e Aplicada). As aulas
foram divididas em quatro disciplinas: Teoria dos Numeros, Geometria, Algebra e Combinato-
ria.

Além do autor e do Prof. Jorge Lizardo Diaz Calle, do ZAB, na FZEA-USP, também
participaram, de forma voluntaria, os professores do Ensino Fundamental e Médio listados a

seguir:
e Antonio Otavio Pellegrino
e Anderson Aguiar
e Ronaldo Barioni Eluf

Mencao especial merece o multi-medalhista Atilio Leitao Pellegrino, que foi primeiro es-
tudante do curso e depois monitor de uma das disciplinas. Atualmente é bolsista dos cursos de
Graduagao e Mestrado em Matematica da Fundacao Getulio Vargas. Outro escolar de destaque
do projeto foi o também multi premiado Alvaro Leitdo Pellegrino, no momento graduando em
Matematica no Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas da Universidade Estadual Paulista
Jalio de Mesquita Filho (UNESP-IGCE). Nos dois casos alunos da Escola Publica Estadual
Nelson Fernandes.

Um programa de TV nacional (GloboNews), sobre indices de educagao no Brasil, cita uma
das escolas publicas que participaram do nosso projeto em 2018. A mesma é citada como o
exemplo que as outras deviam imitar. A reportagem local comeca em 15min23s e a FZEA-USP
é citada em 19min35s.

O projeto também fez sua contribuicao na formacao de estagiarios de iniciacao cientifica

dos cursos de Graduacao em Engenharia de Alimentos e Biossistemas. Participaram Debora
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Salamandac Moysés, Yara Viviane Aparecida Cassetari da Silva, Larissa Takigava
Acrani, Raphaela Perna Fachini, Nathalia Squarga Dagola e Guilherme Garib.
A partir de 2020, devido a pandemia, o treinamento de estudantes continuo via WhatsApp

e o grupo Matematica para Olimpiadas e Vestibulares no Facebook.

1.3.2 Video aulas de Matematica Olimpica para o Ensino Médio

Partes das aulas dos cursos para estudantes foram gravadas e encontram-se organizadas

nas playlist a seguir:
e Geometria, Prof. Antonio Otavio Pellegrino.

e Combinatoria, do Prof. Anderson Aguiar.

Combinatoria, do monitor Atilio Leitao Pellegrino.

Teoria dos Numeros, do autor.

Algebra, do autor.

1.3.3 Organizacgao de Olimpiadas
O autor foi organizador das olimpiadas de Matemética a seguir:

12. “XII Olimpiada de Mateméatica FZEA-USP (primeira virtual)” realizada por e-mail, das 8
a.m. do dia 8/6/2020 até as 8 a.m. do dia 9/6,/2020. Teve 2398 inscri¢des, participaram
447 estudantes de escolas piiblicas e privadas de todos os estados do Brasil, do sexto ano

do Ensino Fundamental até o Nivel Universitario. Divulgada pelo Jornal da USP.

11. “XI Olimpiada de Matematica FZEA-USP” nas salas ZAB2 e Azul, dia 18/11/2019, 14h.
Participaram 80 estudantes de 9 escolas piublicas e privadas de Pirassununga e regiao do

sexto ano do Ensino Fundamental até o Nivel Universitario.

10. “X Olimpiada de Matematica FZEA-USP” nas salas ZAB4 e Verde, dia 20/05/2019, 14h.
Participaram 54 estudantes de 9 escolas publicas e privadas de Pirassununga e regiao do

sexto ano do Ensino Fundamental até o Nivel Universitério.

9. “IX Olimpiada de Mateméatica FZEA-USP” nas salas ZAB2 e ZAB3, dia 05/11/2018, 14h.
Participaram 54 estudantes de 9 escolas publicas e privadas de Pirassununga e regiao do

sexto ano do Ensino Fundamental até o Nivel Universitario.

8. “VIII Olimpiada de Matematica FZEA-USP” nas salas ZAB2 e ZAB3, dia 04/06/2018,
14h. Participaram 53 estudantes de 9 escolas ptiblicas e privadas de Pirassununga e regiao

do sexto ano do Ensino Fundamental até o Nivel Universitario.
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7. “VII Olimpiada de Matematica FZEA-USP” nas salas ZAB2 e ZAB3, dia 06/11/2017,
14h. Participaram 40 estudantes de 5 escolas piblicas e privadas de Pirassununga e

regiao do sexto ano do Ensino Fundamental até o Nivel Universitario.

6. “VI Olimpiada de Mateméatica FZEA-USP” nas salas ZAB2 e ZAB3, dia 12/06,/2017, 14h.
Participaram 62 estudantes de 5 escolas piiblicas e privadas de Pirassununga e regiao do

sexto ano do Ensino Fundamental até o Nivel Universitario.

5. “V Olimpiada de Matematica FZEA-USP” nas salas ZAB2 e ZAB3, dia 21/11/2016, 14h.
Participaram 38 estudantes de 7 escolas publicas e privadas de Pirassununga e regiao do

sexto ano do Ensino Fundamental até o 3 ano do Ensino Médio.

4. “IV Olimpiada de Mateméatica FZEA-USP” nas salas ZAB2, ZAB3 e ZEB4, dia 23/05,/2016,
14h. Participaram 116 estudantes de 7 escolas ptublicas e privadas de Pirassununga e re-

giao do sexto ano do Ensino Fundamental até o 3 ano do Ensino Médio.

3. “III Olimpiada de Matemética FZEA-USP” na sala ZAB3, dia 23/11/2015, 14h. Partici-
param 25 estudantes do sétimo e oitavo ano de escolas publicas e privadas de Pirassununga

e regiao.

2. “IT Olimpiada de Mateméatica FZEA-USP” na sala ZAB3, dia 14/05/2015, 14h. Parti-
ciparam 20 estudantes do sétimo ano de escolas piiblicas e privadas de Pirassununga e

regiao.

1. “T Olimpiada de Matematica FZEA-USP” na sala cinza, dia 23/11/2014, 14h. Partici-
param 50 estudantes do sétimo ano de escolas publicas e privadas de Pirassununga e

regiao.

Uma playlist com videos de algumas delas esta disponivel aqui.

1.3.4 Cursos de Geometria Olimpica com GeoGebra para professores

Parte do material didatico desta tese foi utilizado durante algumas das aulas dos cursos

a seguir:

5. Curso a distancia de Atualizagao, Geometria Olimpica com GeoGebra, de 22/08/2022 até
28/11/2022. 30 horas. GOG-1-2022.

4. Curso a distancia de Aperfeigopamento, Geometria Olimpica com GeoGebra I1, de 16,/03 /2021
até 29/06/2021. 28 inscritos. 180 horas. GOG-I1-2022.
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3. Curso a distancia de Aperfeicoamento, Geometria Olimpica com GeoGebra, de 05/04/2022
até 12/07/2022. 455 professores-estudantes solicitaram a inscrigdo. 180 horas. GOG-I-
2021.

2. Curso a distancia de Aperfeicoamento, Geometria, com o uso do software gratuito Geo-
Gebra, na solugao de problemas de Olimpiadas e Vestibulares-Parte-II, de 16/03/2021 até
29/06,/2021. 300 professores-estudantes solicitaram a inscri¢do. 180 horas. GOG-I11-2021.

1. Curso a distancia de Aperfeicoamento, Geometria, com o uso do software gratuito GeoGe-
bra, na solu¢ao de problemas de Olimpiadas e Vestibulares, de 21/09/2020 até 21/12/2020.

250 professores-estudantes solicitaram a inscricao. 180 horas. GOG-1-2020.

Os professores Alessandro Firmiano de Jesus e Joao Paulo Martins dos Santos parti-
ciparam como estudantes do curso GOG-1-2020 e como docentes nos cursos GOG-T1-2021,
GOG-1-2021 e GOG-I1-2022.

A formacao continuada e aprofundada dos professores do Ensino Fundamental e Médio,
unida a melhora das condicoes de trabalho, salarios e valorizacao do ensino, é o caminho para o
pais formar melhores estudantes e cidadaos. A aprendizagem de cada professor é multiplicada

e compartilhada com seus estudantes.

1.4 Sobre o GeoGebra

O diferencial na utilizacao do GeoGebra esta baseado na disponibilidade gratuita do soft-
ware, tanto online como aplicativos para computadores e celulares. As construcoes geométricas
podem ser feitas de forma dinamica, onde exploram-se diversas configuragoes de um mesmo
problema. O GeoGebra serve tanto como calculadora grafica e numérica, utilizada para a ve-
rificacao, como ferramenta para a apresentacao, passo a passo, de uma demonstracao rigorosa.

Com uma boa organizacao e programagao adequada discutir problemas na tela do GeoGe-
bra permite ao leitor visualizar simultaneamente graficos e textos. En contra partida, na versao
impressa tradicional o aprendente precisa ficar alternando entre paginas para acompanhar uma
resolucao.

O GeoGebra também convida o leitor a interagir e aprender fazendo. Isto é, pode movi-
mentar pontos da construcao, colorir, modificar parametros de entrada, etc. Aos mais obstina-
dos é permitido copiar e melhorar trabalhos ja existentes.

Adicionalmente, a versao online do GeoGebra funciona como uma rede social de aprendi-
zado e colaboracao. Os profissionais e alunos podem disponibilizar e buscar construcoes, baixar
e modificar ou alterar e salvar no proprio site. Em resumo, é um local que fornece materiais e

meios alternativos para a troca de conhecimento relacionado ao ensino de Matematica.
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1.5 Recursos e organizagao do texto

O texto conta com 87 figuras que facilitam o acompanhamento das resolugoes. Como
complemento, os links para os graficos interativos sao disponibilizados em paginas do GeoGebra.
Varios problemas contam com apresentacao em video disponiveis numa playlist do YouTube.

A discussao é organizada em seis capitulos: Desigualdade de Ptolomeu, Poténcia de um
ponto; Baricentro ou centroide; Incirculos e Ex-incirculos; Extremos com desigualdades na
Geometria; Transformacao de Inversao. Inicia-se cada capitulo com uma discussao da teoria
associada e depois sao resolvidos cinco problemas propostos para olimpiadas internacionais de
Matematica. Foi escolhido apresentar alguns desafios, mas sem a pretensao de esgotar o tema.

As solucoes apresentadas complementam algumas poucas disponiveis nos féruns em lingua
inglesa e nas publicagoes das competicoes. Utilizando argumentos menos rebuscados, foca-se
na exposicao mais detalhada das transicoes, possibilitando que professores e alunos em niveis
menos avangados (porém interessados em olimpiadas) consigam acompanhar o desenvolvimento
do problema.

Foram utilizadas as notas das aulas do Programa Olimpico de Treinamento (POTI), curso
de Geometria, Nivel 2, do Prof. Rodrigo Pinheiro [35] e do Prof. Cicero Thiago [10]. Também
serviram como referéncia os livros de Geometria [34| e Geometria Analitica [6] adotados pelo

Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (ProfMat).

1.6 Publicacoes do autor

Cada capitulo desta tese corresponde-se com uma publicacao:

Cap. 2. LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J. P. M.; JESUS, A. F.; BRUNO-ALFONSO, A. Desi-
gualdade de Ptolomeu: cinco problemas resolvidos que foram propostos para a Olimpiada
Internacional de Matematica. Revista de Matematica de Ouro Preto, v.2, pp:15-37,
abr. 2022 [17].

Cap. 3. LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J. P. M.; FIRMIANO, A. Cinco problemas sobre Po-
téncia de um ponto em relagao a uma circunferéncia e eixo radical em Olimpiadas Inter-
nacionais de Matematica. C.Q.D. — Revista Eletrénica Paulista de Matematica,
Bauru, v. 20, p. 22-40, jul. 2021 [18].

Cap. 4. LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J. P. M.; JESUS, A. F. Baricentro ou centroide: cinco
problemas resolvidos das listas da Olimpiada Internacional de Matematica. Revista de
Matemética de Ouro Preto, v.2, pp:46-69, jul. 2021 [19].

Cap. 5. LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J. P. M.; JESUS, A. F. Incirculos e ex-incirculos: cinco

problemas resolvidos que foram propostos para a Olimpiada Internacional de Matematica.

LOPEZ LINARES, J. Treinamento de Professores e Estudantes do Ensino
Fundamental e Médio com Problemas de Olimpiadas de Matematica. 155 f. Tese
(Livre-docéncia) Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, Universidade de Sao
Paulo, 2022.


https://www.GeoGebra.org/m/vsfydv2v
https://www.youtube.com/watch?v=AEOTmoHzOoQ&list=PL8v7luSb9qi6tg7XIcqfG_hT-qU-r4qS_&index=117&t=300s

CAPITULO 1. INTRODUCAO 25

Cap. 6.

Cap. 7.

Revista de Matematica de Ouro Preto, v.2, pp:117-139, nov. 2021 [20].

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J. P. M.;: FIRMIANO, A. Extremos com desigualdades
na Geometria: resolucao de cinco problemas propostos para a Olimpiada Internacional
de Matemética. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru,
v. 21, p. 36-51, dez. 2021 [21].

LOPEZ LINARES, J. Transformacio de Inversio: resolucio de cinco problemas propostos
para a Olimpiada Internacional de Matematica. Aceito para publicacao em C.Q.D. —
Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, aceito para publicacao na
edi¢ao de julho/2022.

O autor também publicou quatro livros eletronicos gratuitos dedicados a resolugao de 80

problemas de olimpiadas internacionais de Matematica para o Ensino Médio:

1.

LOPEZ LINARES, J. Solucdes detalhadas para 20 problemas da Olimpiada In-
ternacional de Matematica. Portal de Livros Abertos da USP, 2020 [13].

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solucdes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica. v.1 Portal de Livros Abertos da USP,
2020 [14].

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solucdes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica. v.2 Portal de Livros Abertos da USP,
2020 [15].

LOPEZ LINARES, J. Geometria: Solucdes detalhadas para 20 problemas de
Olimpiadas Internacionais de Matematica. v.3 Portal de Livros Abertos da USP,
2020 [16].

Os mesmos foram divulgados pelo Jornal da USP.

Cinco livros eletroénicos gratuitos com as notas de aulas da primeira parte do curso GOG-

[-2021 também estao disponiveis:

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J. P. M.: FIRMIANO, A. Geometria Olimpica com
GeoGebra v.1. Portal de Livros Abertos da USP, 2022 [22].

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J. P. M.; FIRMIANO, A. Geometria Olimpica com
GeoGebra v.2. Portal de Livros Abertos da USP, 2022 [23].

LOPEZ LINARES, J.; SANTOS, J. P. M.; FIRMIANO, A. Geometria Olimpica com
GeoGebra v.3. Portal de Livros Abertos da USP, 2022 [24].
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e LOPEZ LINARES, J. Transformacao de Inversido: Teoria, Exercicios de Cons-
trucao Geométrica, Problemas Olimpicos e Aplicagoes. Portal de Livros Abertos
da USP, 2022 [12].

LOPEZ LINARES, J. Teorema de Pitagoras: Demonstracoes Interativas no Ge-
oGebra. Portal de Livros Abertos da USP, 2022 [11].

Outros trabalhos da area de Matematica do autor aparecem a seguir.

. DAVID, S.A.; LOPEZ LINARES, J; PALLONE, E.M.J.A. Fractional order calculus: his-
torical apologia, basic concepts and some applications, Revista Brasileira de Ensino
de Fisica, 2011 [1].

. DAVID, S.; VALENTIM, C.. LOPEZ LINARES, J. Calculus for Coloring, Creative
Education, 2013 [5].

. LOPEZ LINARES, J. Problemas resolvidos sobre sequéncias no treinamento de
estudantes do ensino médio para Olimpiadas Internacionais de Matemaéatica.
Dissertacao (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional)-Departamento de
Matematica, Universidade Federal de Sao Carlos, 2019 [25].

. LOPEZ LINARES, J.; BRUNO-ALFONSO, A.; BARBOSA, G. F. Bases numéricas na
Olimpiada Internacional de Matematica. Professor de Matematica Online (PMO),
2019 [26].

. LOPEZ LINARES, J.; BRUNO-ALFONSO, A.; BARBOSA, G. F. Trés problemas so-
bre série harmoénica na Olimpiada Internacional de Matemética. C.Q.D. — Revista
Eletronica Paulista de Matematica, 2020 [27].

. LOPEZ LINARES, J.; BRUNO-ALFONSO, A.; BARBOSA, G. F. Trés problemas sobre
desigualdades na Olimpiada Internacional de Matematica. C.Q.D. — Revista Eletro-
nica Paulista de Matematica, 2020 [28].

. LOPEZ LINARES, J. Trés problemas sobre particoes na Olimpiada Internacional de
Matematica. C.Q.D. — Revista Eletronica Paulista de Matematica, 2020 [29].

. LOPEZ LINARES, J.; BRUNO-ALFONSO, A.: BARBOSA, G. F. Trés Problemas sobre
Recorréncias na Olimpiada Internacional de Matematica. Revista MATEMATICA E
ESTATISTICA EM FOCO, 2020 [30].

. LOPEZ LINARES, J. Exercicios de resolucao de equacdes diferenciais com séries
de poténcias. Portal de Livros Abertos da USP, 2021 [31].
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10. LOPEZ LINARES, J. Exercicios com a Transformada de Laplace. Portal de Livros
Abertos da USP, 2021 [32].

11. JESUS, A. F.; SANTOS, J. P. M.; LOPEZ LINARES, J. Capitulo 14: Investigando
Fatores Primos com Trincas Pitagoéricas. 2021 [10].

12. SANTOS, J. P. M.; JESUS, A.; LOPEZ LINARES, J. Retas de Euler e o esquema
aditivo RGB: construgoes dinamicas no GGeoGebra, Revista do Instituto GeoGebra

internacional de Sao Paulo, 2021 [37].

13. SANTOS, J. P. M.; JESUS, A. F.; LOPEZ LINARES, J.: RAMALHO DE FREITAS,
M.P.O. Diferentes perspectivas de um problema de otimizacao: Matematica Dinamica
com GeoGebra, INTERMATHS, 2022 [38].
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Capitulo 2

Desigualdade de Ptolomeu

2.1 Introducao do Capitulo 2

Claudio Ptolomeu (85-165 d.C., Alexandria, Egito) publicou o tratado “Almagesto” de
treze livros defendendo a teoria geocéntrica do movimento dos planetas, a L.ua e o Sol. Esta
prevaleceu por mais de 1400 anos, até que Nicolau Copérnico revolucionou a Astronomia com
o modelo heliocéntrico em 1543. No livro I do “Almagesto”, Ptolomeu enunciou o teorema
que leva seu nome. A partir do mesmo ele conseguiu calcular a funcao comprimento de corda
(analoga a func¢do seno atual) com intervalo de meio grau e cinco casas decimais de precisao
[1]. A formula do Teorema de Ptolomeu, quando aplicada a um retangulo, transforma-se na
formula do Teorema de Pitagoras.

O Teorema e a Desigualdade de Ptolomeu raramente sao sequer citados para os estudantes
de Ensino Médio no Brasil. Porém, seu conhecimento é importante para o sucesso em Olimpia-
das. Neste capitulo discutem-se detalhadamente cinco problemas propostos para a Olimpiada
Internacional de Matematica (IMO), mas sem a pretensdo de esgotar o tema. Inicia-se com

uma introdugao dos conceitos basicos sobre a igualdade e desigualdade de Ptolomeu.

2.2 Conceitos basicos do Capitulo 2

2.2.1 Teorema de Ptolomeu

Definicao 1. Um quadrildtero é dito inscritivel ou ciclico quando seus quatro vértices pertencem

a uma mesma circunferéncia.

Teorema 1 (Teorema de Ptolomeu). Em um quadrildtero inscritivel ABCD o produto dos
comprimentos das diagonais € igual a soma dos produtos dos comprimentos dos lados opostos
(Figura 2.1). Isto é, vale

AC-BD =AB-CD+ AD - BC. (2.2.1)
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A forma reciproca também é verdadeira. Se (2.2.1) for verdade para o quadrildtero convezxo

ABCD, entao ele € inscritivel.

Figura 2.1: Enunciado do Teorema de Ptolomeu. Para um quadrilatero ser inscritivel o produto
dos comprimentos das diagonais deve ser igual a soma dos produtos dos comprimentos dos lados
opostos e vice-versa. Versao interativa aqui.

Demonstragao. i) Forma direta do Teorema de Ptolomeu. Suponha-se que ABCD seja um
quadrilatero inscritivel. Tem-se que ZABC + ZADC = 180°. Estende-se a reta C'D e coloca-se
o ponto P € CD, tal que ZBAC = ZPAD (Figura 2.2).

Figura 2.2: Demostracao da forma direta do Teorema de Ptolomeu. Versao interativa aqui.
Como LADP + ZADC = 180° segue que LABC = ZADP. Logo,

AABC ~ AADP,
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pelo critério de semelhanca angulo-angulo. Consequentemente:

AB B A AD-B
_BC_ C:>DP:—C.

AD DP AP AB (2.22)

Adicionalmente, /BAD = Z/PAC, pois ZDAC & comum aos dois anteriores, e ZABD =

LZACD, devido a "enxergarem", a mesma corda AD. Com isto
ANABD ~ ANACP,

pelo critério de semelhanca angulo-angulo. Segue que:

AB_AD_BDjCP_AO-BD
AC AP CP ~ AB

(2.2.3)

De (2.2.2) e (2.2.3) tem-se

AD-BC _ AC-BD

CP=CD+DP=CD+ 1B 1B

Multiplicando a tltima igualdade por AB encontra-se (2.2.1).
ii) Reciproca do Teorema de Ptolomeu. A Figura 2.3 ilustra a construgdo. Suponha-se
que ABCD seja um quadrilatero convexo e vale (2.2.1). Esboc¢a-se um ponto E, no interior de

ABCD, tal que ZEDC = ZADB e
ED AD

Figura 2.3: Demostracao da reciproca do Teorema de Ptolomeu. Versao interativa aqui.

Como LZEDC = ZADB e, por (2.2.4), os lados correspondentes sao proporcionais, pelo
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critério de semelhanca lado-angulo-lado, tem-se:
AEDC ~ AADB.

Logo, /DAB = /DEC, ZABD = ZECD e

ED DC EC
AD DB AB’

(2.2.5)

Nota-se que /BDC = ZADE, pois ZEDB é comum. Logo, por um par de angulos

congruentes e lados correspondentes proporcionais, (2.2.5), tem-se:
ABDC ~ ANADE.

Segue que LDAE = /DBC, ZAED = /ZBCD e

BD DC BC
AD DE AE’

(2.2.6)

Partindo de (2.2.1) escreve-se:

_AD-BC , AB-CD

A
¢ BD BD

Comparando o lado direito da equacao anterior com (2.2.5) e (2.2.6) segue que:
AC = AE + EC.

Isto é, A, E e C sao colineares. Como ZABD = ZACD, conclui-se que o quadrilatero ABC D

é ciclico. O

Corolario 2. O Teorema de Ptolomeu aplicado em um retingulo ABCD equivale ao Teorema

de Pitdgoras aplicado nos triangulos retangulos ABC, BCD, CDA e DAB (Figura 2./).

Demonstracao. Todo retangulo ABC'D é inscritivel pois a soma dos angulos opostos é 180°

(Figura 2.4). Pelo Teorema de Ptolomeu vale:

AB-CD+ BC-DA=AC - BD.
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Figura 2.4: Teorema de Ptolomeu no retangulo ABC D. Versao interativa aqui.

Mas num retangulo ABCD os lados opostos e as diagonais sao congruentes entre si. Isto
é, AB=CD =a, BC=DA=0be AC = BD = c. Segue a formula do Teorema de Pitdgoras
relativa aos triangulos retangulos ABC, BCD, CDA e DAB:

a’ + b =

2.2.2 Desigualdade de Ptolomeu

A Desigualdade de Ptolomeu generaliza o resultado anterior.

Teorema 3 (Desigualdade de Ptolomeu). Se ABCD ¢é um quadrildtero convezo (nao necessa-
riamente inscritivel) o produto dos comprimentos das diagonais € menor ou igual a soma dos

produtos dos comprimentos dos lados opostos. Isto €, vale:
AC-BD < AB-CD+ BC - AD. (2.2.7)

Ocorre a igualdade se, e somente se, ABC'D ¢ um quadrildtero inscritivel, conforme o Teo-

rema 1 (Ptolomeu,).
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Figura 2.5: Construcao geométrica para auxiliar na demonstragao da Desigualdade de Ptolo-
meu. Versao interativa aqui.

Demonstracao. A Figura 2.5 permite acompanhar a explicacdo. Seja ABCD um quadrilatero
convexo (nao necessariamente inscritivel), com diagonais AC' e BD.

Inicia-se construindo um ponto E tal que ZADC = ZABE e ZACD = ZAEB. Pelo
critério de semelhanca angulo-angulo segue que AACD ~ AAEB. Com o qual resulta na

proporcionalidade dos lados:
AE AB EB

= = . 2.2.8
AC AD CD ( )
Da segunda igualdade em (2.2.8) encontra-se:
AB-CD
EB = ——F—. 2.2.
D (2.2.9)

Por outro lado, tem-se que ZBAD = ZFEAC'. Adicionalmente, da primeira igualdade em

(2.2.8) segue que:
AD AB

AC — AE

Pelo critério de semelhanca lado-angulo-lado pode-se afirmar que:

(2.2.10)

ABAD ~ AEAC.

Segue que LZAEC = ZABD e ZACE = ZADB. Adicionalmente, além de (2.2.10), ganha-se

outra proporcionalidade de lados:

AD BD 2.2.11)
AC  EC’ o
De (2.2.11) segue que:
AC - BD
EC = = (2.2.12)
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A seguir foca-se no triangulo FBC'. Utilizando a Desigualdade Triangular tem-se:
EC < EB+ BC. (2.2.13)

Substituindo (2.2.12) e (2.2.9) em (2.2.13) encontra-se:

AC’-BD<AB~CD

5 <—p  tBC (2.2.14)

Multiplicando (2.2.14) por AD conclui-se a validez de (2.2.7).
A igualdade ocorre se, e somente se, FC = EB + BC. Ou seja, E/; B e C' sao colineares.

Isso equivale ao quadrilatero ABC'D ser inscritivel. O

A desigualdade também ¢é vélida se o quadrilatero nao ¢ convexo [1]. Uma verificagao
numérica no site do GeoGebra pode ser vista aqui. Outra demonstracao da Desigualdade de

Ptolomeu encontra-se, por exemplo, em [34].

2.3 Problemas do Capitulo 2

2.3.1 Teorema de Ptolomeu. Arco Capaz. Triangulo Equilatero. P5
IMO 1995.

Problema 1. Seja ABCDEF um hexdgono convexro com:
AB =BC =CD,

DE = EF = FA,
/BCD = /EFA=r/3.

Sejam G e H dois pontos no interior do hexdgono, tais que os dngulos AGB e DHE sao ambos
27/3. Provar que:
AG+GB+GH+DH+ HE > CF.

A IMO 1995 foi realizada na cidade de Toronto, Canada. O problema acima foi proposto
por A. McNaughton da delegacao da Nova Zelandia, P11 da lista curta (SL) e escolhido como

o quinto da competicao [7].

2.3.1.1 Resolucao do Problema 1.

A Figura 2.6 mostra uma construgdo geométrica. Os triangulos BC'D e EF A sao equilé-

teros pelas hipoteses do problema. Para poder "encaixar"a parte superior (ABC'D, em azul)
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com a parte inferior (DEF A, em vermelho) a linha BE deve ser a mediatriz dos pontos A e
D. Tsto é, os triangulos ABD e AED sao isosceles de base AD. Para localizar as posigoes dos
pontos G e H deve ser feita a constru¢ao do Arco Capaz (parte das circunferéncias ¢ e f no

interior do hexagono) sobre os segmentos AB e DFE, respectivamente.

Figura 2.6: Uma construcao geométrica para o Problema 1. Versao interativa aqui.

Para resolver o problema sao construidos os pontos C’ e F’, simétricos de C' e F em
relacdo a reta BE, respectivamente. Nota-se que CF = C'F".

Pela simetria em relacao a linha BFE os triangulos ABC" e DEF' sao equilateros. Segue
que os angulos BC'A e DF'E medem 60°, com o qual os quadrilateros AGBC' e DHEF' sao
inscritiveis (LZAGB + ZBC'A =180° e ZDHE + ZEF'D = 180°).

Utilizando o Teorema 1 (Ptolomeu) no quadrilatero inscritivel AGBC" tem-se:
AG - BC'+ BG - AC' = GC" - AB.
Como BC" = AC" = AB segue:
AG+ BG = GC". (2.3.1)

Analogamente, utilizando o Teorema 1 (Ptolomeu) no quadrilatero inscritivel DHEF’

tem-se:

HE -DF' +HD-EF' = HF' - DE.

Como DF' = EF' = DFE segue:
HE+HD = HF'. (2.3.2)

Somando (2.3.1) e (2.3.2) encontra-se:

AG+BG+ HE +HD =GC'+ HF'.
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Adicionando GH nos dois lados da equagao anterior tem-se:
AG+BG+GH+HE+HD=GC'+GH+ HF'. (2.3.3)
Pela Desigualdade Triangular aplicada nos triangulos HGC' e HC'F’ segue que:
(GC"+GH)+ HF' > HC'+ HF' > C'F' = CF. (2.3.4)

A igualdade acontece quando os pontos G e H pertencem ao segmento C'F”.

De (2.3.3) e (2.3.4) encontra-se o que queria-se demonstrar:
AG+BG+GH+HE+HD > CF. (2.3.5)

Pela Desigualdade de Ptolomeu (Teorema 3) pode ser eliminada a restrigdo dos angulos
AGB e DHE serem 120°. Neste caso, os quadrilateros AGBC” e DHEF’' nao serao neces-
sariamente inscritiveis nem convexos. As igualdades (2.3.1) e (2.3.2) devem ser substituidas
por:

AG + BG > GC',

HE+HD > HF'.

Repetindo o raciocinio feito anteriormente a desigualdade (2.3.5) continuara sendo valida.

2.3.2 Desigualdade de Ptolomeu. Desigualdade das médias aritmé-
tica e harmonica. P7 SL IMO 1997.

Problema 2. Seja ABCDEF um hexdgono convezo tal que AB = BC,CD = DE, EF = FA.

Provar que:
BC DE FA

BE DA T FC

3
> —.
-2
Quando acontece a igualdade?
A TMO 1997 foi realizada na cidade de Mar del Plata, Argentina. O problema acima foi
proposto por Valentina Kirichenko da delegagao da Russia, P7 da SL [7].
2.3.2.1 Resolucao do Problema 2.

A Figura 2.7 mostra uma construcao geométrica. Para facilitar a interpretacao também

foram construidos os segmentos AC' =a, CE =be AE = c.

LOPEZ LINARES, J. Treinamento de Professores e Estudantes do Ensino
Fundamental e Médio com Problemas de Olimpiadas de Matematica. 155 f. Tese
(Livre-docéncia) Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, Universidade de Sao
Paulo, 2022.



CAPITULO 2. DESIGUALDADE DE PTOLOMEU 37

Figura 2.7: Uma construcao geométrica para o Problema 2. Versao interativa aqui.

Inicia~se aplicando a Desigualdade de Ptolomeu (Teorema 3) ao quadrilatero ACEF"
AC-EF+FA-CE > AFE - FC.

Como F'A = EF segue que:
FA c

FC ~a+b
Analogamente, aplicando a Desigualdade de Ptolomeu (Teorema 3) no quadrilatero AEDC

(2.3.6)

tem-se:

AE-CD+ AC-DE > DA-CE.

Mas CD = DFE, logo
DE b

DA —a+tec

Mais uma vez, aplicando a Desigualdade de Ptolomeu (Teorema 3) no quadrilatero ABCE

(2.3.7)

segue:
AB-CE+ AE - BC > AC - BE.

Com AB = BC, encontra-se:
BC a

BE ~b+c
Somando (2.3.6), (2.3.7) e (2.3.8) tem-se:

(2.3.8)

BC+DE+FA> a n b i c
BE DA FC ~b+c a+c a+b
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Para resolver o problema basta provar a Desigualdade de Nesbitt:

a n b n c >3 (2.3.9)
b+c a+c a+b T 2 o
Sejam
r=b+c, (2.3.10)
y=a+c, (2.3.11)
z=a+Db, (2.3.12)
p=a-+b+ec (2.3.13)

Das quatro equacoes anteriores pode-se escrever a, b e ¢ como funcao de z, y, z e p:

a=p-—uz, (2.3.14)
b=p—vy, (2.3.15)
c=p—=z. (2.3.16)

Substituindo (2.3.10), (2.3.11), (2.3.12), (2.3.14), (2.3.15) e (2.3.16) em (2.3.9) encontra-se

que (2.3.9) equivale a:
1 1 1 3
pl-t+-+-]-3=25.
T oy =z 2

E apos algumas manipulacoes fica-se com a desigualdade:

1
+;23. (2.3.17)

+ %

K|

1
Y
Da soma de (2.3.10), (2.3.11), (2.3.12) e da definigdo de p em (2.3.13) tem-se que o valor

2p pode ser escrito como:
p=x+y+ =z (2.3.18)

Substituindo (2.3.18) em (2.3.17) e reagrupando conclui-se que (2.3.17) é equivalente a:

rT+y+=z
3 =
i

MAAz,y,2} = =MH. {x,y,2}. (2.3.19)

+

< =] O

N =

Em (2.3.19) reconhece-se a desigualdade (verdadeira) entre as médias aritmética (M.A.)
e harmonica (M.H.) do conjunto de valores positivos {x,y, z}.

A igualdade em (2.3.6), (2.3.7) e (2.3.8) acontece, pelo Teorema 1 (Ptolomeu), quando
os quadrilateros ACEF, AEDC e ABCE sao inscritiveis. Da igualdade em (2.3.9) segue que

a =b = c, isto equivale a + = y = z (igualdade na Desigualdade das Médias). Neste caso o
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hexagono é regular.

2.3.3 Teorema de Ptolomeu. Conjugados Isogonais. Semelhanca de
triaAngulos. P4 SL IMO 1998.

Problema 3. Sejam M e N pontos no interior do NABC, tais que ZMAB = ZNAC e
ZMBA = /ZNBC. Provar que:

AM-AN+BM-BN+CM-CN_1
AB-AC ~ BA-BC CA-CB

A TMO 1998 foi realizada na cidade de Taipé, Taiwan. O problema acima foi proposto

pela delegagao da Arménia, P4 da lista curta [7].

2.3.3.1 Resolucao do Problema 3.

A Figura 2.8 mostra uma construgao geométrica inicial.

Figura 2.8: Uma construgao geométrica inicial para o Problema 3. Versao interativa aqui.

Devido as igualdades ZMAB = ZNAC e ZMBA = ZNBC, os pontos M e N sao
conjugados isogonais. Pelo Teorema Fundamental dos Conjugados Isogonais também é valido
que ZMCB = ZNCA.

Para a construcao posiciona-se um ponto M no interior do AABC. Tracam-se as retas
AM, BM e as bissetrizes g e h dos angulos CAB e ABC respectivamente. A seguir encontra-se
a reflexao f’ da reta AM relativo a g e a reflexao j' da reta BM relativo a h. Marca-se o ponto
N=f"nj.
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Seja um ponto K € BN tal que ZBCK = ZBM A (Figura 2.9). Como ZKBC = ZABM,
tem-se ABCK ~ ABMA. Segue que /ZBKC = ZBAM e

BC BK CK
BM BA MA

(2.3.20)

Da primeira igualdade em (2.3.20) e ZM BC = ZABK, pelo critério de semelhanga lado-
angulo-lado, segue que AMBC ~ ANABK. Logo, /ZMCB = /ZAKB, /BMC = /BAK e

MB MC  BC
AB ~ AK ~ BK’

(2.3.21)

Como /NKC = /BKC = Z/BAM = ZNAC, entao o quadrilatero ANCK é inscritivel.

Aplicando o Teorema 1 (Ptolomeu) tem-se:
AC-NK = AC - (BK — BN) = AN - CK + CN - AK,
AC-BK = AC- BN + AN - CK + CN - AK. (2.3.22)

De (2.3.20) e (2.3.21) encontra-se:

(AK — A%-AC/‘[M

_ AB-BC
BK = BM

_ AM-BC
\ CK = BM

Substituindo os resultados anteriores para AK, BK e CK em (2.3.22) tem-se:

AC - AB - BC AN -AM -BC CN-AB-CM
o = AC-BN+ = T (2.3.23)
Multiplicando (2.3.23) por 525 chega-se a:

1_BM-BN+AM-AN+(JM-CN
~ BA-BC @ AB-AC @ CA-CB’
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Figura 2.9: Uma construcao geométrica para o Problema 3. Versao interativa aqui.

2.3.4 Poligono inscritivel. Teorema de Ptolomeu. P4 da SL da IMO
2000.
Problema 4. Seja A A,...A,, um poligono convexro com n > 4. Provar que Ai1As...A, € ins-

critivel por uma circunferéncia se, e somente se, a cada vértice A; pode ser associado um par

de nimeros reais (bj,c;), j =1,2,..n, tais que
AZ‘Aj = bjCZ‘ - biCj, (2324)

para todo i, com 1 <1 < j<n. A;A; é a distdncia entre os pontos A; e A;.

A IMO 2000 foi realizada na cidade Daejeon, Coreia do Sul. Problema proposto pela
delegacao da Russia, P4 da lista curta [7].

2.3.4.1 Resolucao do Problema 4.

Primeiro, suponha-se que a cada vértice A; pode ser associado um par de niimeros reais
(bj,c;), 5 =1,2,..n, tal que A;A; = bjc; — b;c; para todo 4,5, com 1 <i < j <n.
Para provar que o poligono A;A,...A, é inscritivel basta provar que os quadrilateros
A1 Ay A3 A;, com 4 < i < n, sao inscritiveis. Ou, pela forma reciproca do Teorema 1 (Ptolomeu),
que:
AjAs - AyA; = AjA; - AyAs + A1 Ay - A3A;. (2.3.25)

Nota-se, de (2.3.24), que:
A Az = bzey — bics,

AgA; = bica — bacy,
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A1 A; = biey — big,
Ao Az = bzcy — bocs,
A1 Ag = bacy — byco,
Az A; = bjcs — bsc;.

Substituindo-se as seis equagbes anteriores em (2.3.25)
(bscr — bics) - (bica — baci) = (bicr — bici) - (baca — bacs) + (bac1 — bica) - (bics — bscy)

bgclbiCQ — bgclbgc,» — b103bi02 =+ blcngCi = biclbgcg — bl‘CleCg — blcibgcg -+ blCibQCg"’

+bacibics — bacibsc; — bicabics + bicabsc,

bsbicica — babscic; — bibicacs + bibacse; = bsbicico — babreiCy — brbgesc + bibacsci+
+babieiCs — babzcic; — bibicacs + Dibzesc,
verifica-se a igualdade.
Segundo, suponha-se que A;A,...A, seja inscritivel. Logo, os quadrildteros A;A»A;A;

com 3 < i < j < n sdo inscritiveis. Pela forma direta do Teorema 1 (Ptolomeu) vale que:
AlAz‘ . AQA]' - AlAj . AQAZ + A1A2 . AzAJ

Segue que:
A1 A;

CAA,

A equacao anterior sugere que basta utilizar:

Ay A,

— AT,

AA; = ALA,

b — —A1A2, se1=1
’ AQAi, se2§z’§n’

_ A 1<i<
A4, <i<n.

Fazendo isto, segue que para todo i,j, com 1 <17 < j <n,

&

AZ’A]' = bjci — bicj-

Isso conclui a prova do problema.
Como exemplo da segunda parte nota-se que a associacao de pares para os quatro primei-

ros pontos de um Poligono inscritivel seria da forma:

Ay — (—A1A270)7
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Ay —(0,1),
AA
Az — (A2A3, ﬁ),
A1A4)
A Ay

Este problema faz lembrar a definicao do operador Rotacional do Célculo Vetorial. Seja

Ay — (A2A4,

o campo vetorial F : R® — R3 tal que:

—

F(z,y,2) = (Fu(,y, 2), Fy (7,9, 2), Fa (2,9, 2)).

Seja ainda o operador V formalmente representado como um vetor de derivadas parciais:

> 0 0 0
v— (%7%7&).

O Rotacional V x F é um campo vetorial calculado como:

S %) o, 0 g . 0 9
Fe(Zr_-2p 2p_-2r % _2F)
VX (0y S 020" 0x T oY Oy x)

Isto é, cada uma das componentes do Rotacional ¢ da forma:

0 0
a—jFi — 51

com 1,5 € {x,y,z} e i # j. Ou seja, uma formula que lembra a (2.3.24).

2.3.5 Desigualdades de Ptolomeu e Triangular. Baricentro. Relagao
de Stewart. P17 SL IMO 2001.

Problema 5. Denotar o ponto G, centroide do ANABC. Determinar a posi¢ao de um ponto P
tal que
AP-AG+ BP-BG+CP-CG (2.3.26)

seja minimo. Fxpressar este minimo em funcao dos comprimentos dos lados do triaingulo ABC.

A IMO 2001 foi realizada na cidade de Washington, EUA. O problema acima foi proposto
pela delegacao do Reino Unido, P17 da lista curta |7].

2.3.5.1 Resolucao do Problema 5.

A Figura 2.10 mostra uma constru¢ao geométrica inicial.
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Figura 2.10: Uma construcao geométrica inicial para o Problema 5. Versao interativa aqui.
Observe que ao mover o ponto P para diferentes posicoes somos levados a conjecturar que o
minimo ocorre quando P = G.

Sejam C’, B" e A" os pontos médios dos segmentos AB = ¢, BC = ae CA = b, res-
pectivamente. Considera-se a circunferéncia k circunscrita ao ABCG e o ponto F' a segunda

intersecao da reta AG com k (Figura 2.11). Como o quadrilatero BFCG ¢é inscritivel tém-se:
/BFC = /BG(C' = q,

/FBC = /FGC = ZC'GA = 8.
Pela Lei dos Senos aplicada no ABC'F segue:

BC  sen(a)
CF = sen() (2.3.27)

Seja ZGC'B = ~. Pela Lei dos Senos aplicada nos AGC'B e AGC'A encontram-se:

BC"  sen(a)
5C = ) (2.3.28)
AC sen(p) sen(f)
— = ) 2.3.29
AG  sen(180° —~)  sen(y) ( )
Como AC" = BC’, dividindo (2.3.28) por (2.3.29) resulta em:
AG  sen(a)
= . 2.3.
BG  sen(f) (2:3.30)
Logo, da comparagao de (2.3.27) e (2.3.30) chega-se a:
BC AG
ﬁ —_— B_G. (2.3.3]—)

LOPEZ LINARES, J. Treinamento de Professores e Estudantes do Ensino
Fundamental e Médio com Problemas de Olimpiadas de Matematica. 155 f. Tese
(Livre-docéncia) Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, Universidade de Sao
Paulo, 2022.


https://www.geogebra.org/m/ga5rmwep

CAPITULO 2. DESIGUALDADE DE PTOLOMEU 45

Analogamente, mostra-se que:

BC  AG
BF ~ CG’
Reescrevem-se os dois tltimos somandos de (2.3.26) utilizando (2.3.31) e (2.3.32):

(2.3.32)

CF - AG BF - AG
BP-BG+CP-CG=BP ——5=— + 0P =5
AG
BP-BG+CP-CG = 52(BP-CF +CP - BF). (2.3.33)

Aplica-se a Desigualdade de Ptolomeu (Teorema 3) ao quadrilatero PBFC':
BP-CF+CP-BF > PF - BC. (2.3.34)

Vale a igualdade quando PBF'C' é inscritivel.
De (2.3.33) e (2.3.34) segue:

BP-BG+CP-CG > g—g(PF . BC) = AG - PF. (2.3.35)

Para recuperar (2.3.26) adiciona-se AP - AG nos dois lados de (2.3.35):

AP -AG + BP-BG +CP-CG > AP - AG + AG - PF = AG(AP + PF). (2.3.36)

Pela Desigualdade Triangular aplicada no AAPF tem-se:

AP+ PF > AF. (2.3.37)
Vale a igualdade quando P € AF.
De (2.3.36) e (2.3.37) segue:
AP-AG+ BP-BG+CP-CG > AG - AF. (2.3.38)

A utilizacao das duas desigualdades (Ptolomeu e Triangular) leva a concluir que o minimo

de (2.3.26) acontece quando P = G. Isto ¢, (2.3.38) pode ser escrito como:
AP-AG+ BP-BG+CP-CG > AG® + BG* + CG”.
O anterior implica que

(AP — AG)* 4+ (BP — BG)’ + (CP - CG)* > 0
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& AP? + BP? + CP? > 2(AP - AG + BP - BG + CP - CG) — (AG? + BG* + CG?) >
> AG? + BG? + CG?,
de onde segue que o Baricentro é o ponto que minimiza a soma dos quadrados das distancias

ao0s vértices.

Com o auxilio da Relagao de Stewart calcula-se o quadrado da mediana AA’ :

P a?

AA? = 2 - “Z (2.3.39)
De (2.3.39) e AG = 2AA', entao:
2_ 2,0, 2 a’
AG* = §(b +c) — 9 (2.3.40)
Analogamente, vale que:
2 b
BG* = §(a2 +c*) — 9 (2.3.41)
22,9 9 c?
CG* = S(a® +17) - (2.3.42)
Somando (2.3.40), (2.3.41) e (2.3.42) encontra-se:
2 12 2
AG? + BG? + OG? = %

Figura 2.11: Uma construcao geométrica para o Problema 5. Versao interativa aqui.
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Capitulo 3

Poténcia de um ponto

3.1 Introducao do Capitulo 3

No Problema 6 (P4-SL-IMO-1971) sdo dadas duas circunferéncias tangentes externamente
e uma reta que intercepta cada uma delas em dois pontos formando trés segmentos de igual
medida. E pedido encontrar o comprimento comum dos segmentos e sob quais restrices essa
construcao é possivel.

O Problema 7 (P15-SL-IM0-1994) apresenta trés circunferéncias tangentes externamente
entre si e a duas linhas paralelas. F pedido mostrar que o Circuncentro do triangulo for-
mado pelos pontos de tangéncias das circunferéncias entre si coincide com a intersecao de dois
segmentos da construcao.

No Problema 8 (P5-IM0-2012) é dado um triangulo retangulo e um ponto X na altura
correspondente ao angulo reto. Varias construgoes sao feitas a partir de X. Pede-se demonstrar
que dois segmentos tem igual medida. Uma das chaves para a solucao é perceber que X é o
Centro Radical de trés circunferéncias.

O Problema 9 (P4-NA-IGO-2014-5) utiliza a igualdade de um angulo inscrito com um de
segmento para provar que determinada reta é tangente a uma circunferéncia. A solucao envolve
descobrir duas circunferéncias e dois Centros Radicais.

No Problema 10 (P7-NA-IGO-2014-5) um triangulo acutangulo e uma circunferéncia sdo
dados. Um conjunto adicional de construcgoes sao feitas e pede-se mostrar a congruéncia de dois
angulos. Durante a solugao outras duas circunferéncias sao encontradas e o Centro Radical das
mesmas.

Inicia-se com uma introducao dos conceitos basicos sobre a Poténcia de um ponto relativo

a uma circunferéncia, o Teorema das Cordas e a teoria de Eixo e Centro Radical.
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3.2 Experimento com um Nao invariante

Considera-se uma elipse k (diferente de circunferéncia), um ponto F € k e um ponto
P ¢ k. Seja o ponto I’ a segunda intersecao da reta PE com k. A versao interativa da Figura 3.1

mostra que o produto PE - PF nao ¢ um invariante quando o ponto £ movimenta-se pela elipse.

Figura 3.1: O produto PE - PF nao é um invariante quando o ponto F movimenta-se pela
elipse. Versao interativa aqui.

3.3 Experimento com um invariante

Considera-se uma circunferéncia ¢, um ponto A € ¢ e um ponto P. Seja o ponto B a
segunda intersecao da reta PA com c. A versao interativa da Figura 3.2 mostra que o produto

PA - PB é um invariante quando o ponto A movimenta-se pela circunferéncia.
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Figura 3.2: O produto PA - PB é um invariante quando o ponto A movimenta-se pela circun-
feréncia. Versao interativa aqui.

3.4 Experimento com um invariante e dois pontos

Considera-se uma circunferéncia ¢ de raio r e centro O, dois pontos A, A’ € ¢ e um ponto
P a uma distancia d de O. Sejam os ponto B, B’ as segundas intersecoes das retas PA e PA’

com c. A versao interativa da Figura 3.3 mostra que:

PA-PB=PA -PB =|d* —r?*|.

Figura 3.3: Verificagao da igualdade PA- PB = PA’- PB’' = |d*> — r?|. Versao interativa aqui.
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3.5 Poténcia de um ponto relativo a uma circunferéncia

Dado um ponto P, uma circunferéncia ¢ e uma reta que passa por P e intersecta ¢ nos
pontos A e B (corda AB) o produto PA-PB ¢ invariante quando A e B variam. Esse resultado
é conhecido como Teorema das Cordas e serd apresentado formalmente nas proximas linhas.

Mas antes define-se a Poténcia de um ponto relativo a uma circunferéncia.

Definicao 2 (Poténcia de um ponto relativo a uma circunferéncia). Seja ¢ uma circunferéncia
de raio r e um ponto P no mesmo plano a uma distancia d do centro de c. A Poténcia do

ponto P, relativo a c, serd denotada como Pot.(P) e calculada por Pot.(P) = d* — r.

Segue da Defini¢ao 2 que, se P é um ponto no exterior de ¢, entdo Pot.(P) > 0. No caso

em que P € ¢, tem-se Pot.(P) = 0 e quando P ¢ um ponto interior a ¢ vale —r? < Pot.(P) < 0.

Teorema 4 (Teorema das Cordas). Sejam A, B, C, D e P (K, L, M, N e J) pontos do plano
tais que ABNCD ={P} (KMNLN ={J}). O quadrilitero ABCD (KLMN ) é inscritivel
se, e somente se, PA- PB=PC-PD (JK-JM =JL-JN).

A Figura 3.4 ilustra duas construgoes geométricas possiveis relativas ao Teorema 4. No
lado esquerdo, quando o ponto P é exterior a circunferéncia c e o direito, quando o ponto .J é

interior a circunferéncia e.

Figura 3.4: O lado esquerdo ilustra o caso em que P ¢ um ponto exterior a circunferéncia c,
r=0G e d= PO. O lado direito, quando o ponto J é interior a circunferéncia e, r = H(Q) e
d= JH. O ponto F' € c é de tangéncia e ilustra o caso particular em que C' e D aproximam-se
a ele. Versao interativa aqui.

Demonstragao. Suponha-se, inicialmente, que o quadrilatero ABCD (KLMN) é inscritivel.
Os angulos ACD e ABD (MKN e MLN) sdo congruentes, pois enxergam 0O mesmo arco
menor AD (MN). No lado esquerdo, tem-se ZCPA = ZBPD (comum) e no lado direito
/KJN = ZLJM (opostos pelo vértice). Consequentemente, por AA, segue APAC ~ APDB
(AKJN ~ ALJM).
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Os lados correspondentes em triangulo semelhantes sao proporcionais:

PA PC AC
PD PB DB’

JK JN KN
JL JM LM’

Das equagoes anteriores encontra-se:

PA-PB = PC-PD, (3.5.1)

JK - JM = JL-JN. (3.5.2)

Reciprocamente, suponha-se que valem (3.5.1) e (3.5.2). Segue que:

PA  PC
PD PB’
JK _JIN
JL M’

Adicionalmente, no lado esquerdo da Figura 3.4 tem-se ZCPA = ZBPD (comum) e no
lado direito ZKJN = ZLJM (opostos pelo vértice). Pelo critério de semelhanca lado-angulo-
lado segue que APAC' ~ APDB e AKJN ~ ALJM. Como consequéncia, ZACD = ZABD
e ZMKN = /ZMLN. Isto é, os quadrilateros ABCD e KLM N sao inscritiveis. O

Observacao 1. Estuda-se agora um caso particular no lado esquerdo da Figura 5.4. O segmento
PF ¢ tangente a circunferéncia c. Os dngulos PFA ¢ PBF sao congruentes, pois um € de
segmento e o sequndo inscrito em relacao a corda AF. Consequentemente, por AA, tem-se
APFA ~ APBF.

Da proporcionalidade dos lados encontra-se:

PF  PA
PB  PF’
PF? = PA. PB. (3.5.3)

A equagao (3.5.3) pode ser obtida de (3.5.1) simplesmente notando que quando o ponto C

aprorima-se de F' o ponto D também o faz.

Observacao 2. Ainda usando como referéncia a Figura 3./ considera-se a reta PO (JH)
que determina o diametro EG (RQ). Chamando PO = d e FO = GO =r (JH = d e
RH = QH =) e utilizando as equagdes (3.5.1), (3.5.2) e (3.5.3) pode-se escrever:

PF?=PA-PB=PE -PG=(d—r)(d+r)=d*—1r*= Pot.(P),
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JK-JM =JR-JQ=(r—d)(r+d) =r*>—d* = —Pot.(J).
Resumem-se os resultados anteriores no Corolario a seguir.

Corolario 5. Seja ¢ uma circunferéncia, P um ponto no mesmo plano e a reta que passa por

P intersecta ¢ nos pontos A e B. Vale que:
PA-PB = |Pot.(P)|.

Corolario 6 (Formula do T. de Pitagoras). Considera-se uma circunferéncia ¢ de centro A
e rato AC. Traca-se a corda CD. A mediatriz de CD determina a corda EF. Seja o ponto
B =CDNEF (Figura 3.5). Entao no AABC wvale que:

AC? = AB? + BC?.

Figura 3.5: Férmula do T. de Pitdgoras partindo do Teorema 4. Versao interativa aqui.

Demonstracao. A poténcia do ponto B relativo a circunferéncia ¢ pode ser calculada de duas
formas:

DB -BC =EB- BF.

Mas DB = BC' e EA = AC'. Segue que:
BC - BC = (AC + AB) - (AC — AB),

BC? = AC? — AB>.
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3.6 Eixo Radical

Definicao 3 (Eixo Radical). Eizo Radical é o nome dado ao Lugar Geométrico dos pontos
que possuem a mesma Poténcia com relacdo a duas circunferéncias ¢ e d. Isto é, o ponto P

pertence ao eizo radical se, e somente se, Pot.(P) = Poty(P).

Proposicao 7. O Firo Radical de duas circunferéncias € uma reta perpendicular ao segmento

que contém os centros das mesmas.

A Figura 3.6 ilustra uma construcao geométrica possivel relativa a Proposicao 7.

Figura 3.6: O Eixo Radical f (verde) das circunferéncias ¢ (vermelho) e d (azul) é uma reta
perpendicular a O;0,. Todo ponto P do Eixo Radical é centro de uma circunferéncia h que
interseta a c e d perpendicularmente. M é o ponto médio de O,0,. Versao interativa aqui.

Demonstracao. Utiliza-se a Figura 3.6 como referéncia. Suponha-se, inicialmente, que:
Pot.(P) = Poty(P).

Mostrar-se-a4 que o ponto P pertence a uma reta perpendicular & O10s.
Sejam [ € ce L € d tal que PI 1 Oy1 e PL 1 O,L. Utilizando a Definicao 2 tem-se:

Pot.(P) = PO? — O,I% = PO% — O,L* = Poty(P), (3.6.1)

PO3; — PO? = O,L* — O,I°. (3.6.2)

Sejam E e M a projecao do ponto P sobre O105 e 0 ponto médio de OO, respetivamente.
Seja ZPMO, = a, segue que ZPMQOy = 180° — «. Escreve-se agora a Lei dos Cossenos no
APMOQ e no APMOl

PO; = PM? + MOj; —2- PM - MO, - cos(180° — o),
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PO3 = PM?*+ MO3; +2- PM - MO, - cos(a), (3.6.3)
PO} = PM* + MO} —2- PM - MOy - cos(). (3.6.4)

Como MOy = MOy, entdao MOy + MOy = O10,. Subtraindo (3.6.4) de (3.6.3) encontra-
se:
PO3 — PO? =2- PM - 0,0, - cos(a). (3.6.5)

Adicionalmente,
PM - cos(a) = EM. (3.6.6)

Substituindo (3.6.2) e (3.6.6) em (3.6.5) encontra-se:

OyL? — 011> =2- 0,0, - EM,

OyL? — O 17
2010,

Este tltimo resultado indica que EM depende somente dos raios das duas circunferéncias

EM =

e da distancia entre elas, mas nao de P. Isto é, os pontos do Eixo Radical pertencem a reta
fLOOye E€f.
Reciprocamente, provar-se-4 que todo ponto P’ € f pertence ao conjunto de pontos

chamado Fixo Radical. Pelo Teorema de Pitdgoras tem-se:
P'O; = P'E* + EO3,
P'O} = P'E* + EO3,
PO; = PE* + EO;3,
PO} = PE* + EO;.
Das equacoes anteriores subtraem-se as duas primeira e as duas tultimas:
P'O; — P'O? = EO; — EO?,
PO32 — PO? = EO3 — EO?,
PO} — PO} = PO; — PO3. (3.6.7)

Sejam A e B as intersecoes dos segmentos PO, e POy com c¢ e d, respetivamente. De
(3.6.2) tem-se:
PO3; — PO? = 0oL — O1* = 0,B* — 0, A% (3.6.8)
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Utilizando (3.6.7) e (3.6.8) encontra-se:
P/Og - P/O% = 0282 - OlAz,

P'O; — 0,B* = PO} — 0, 4%,
Poty(P') = Pot.(P").

Isto &, todo ponto P’ € f pertence ao Eixo Radical. Logo, a reta f, perpendicular a 0,05,
¢ o Lugar Geomeétrico dos pontos que possuem a mesma Poténcia com relacao as circunferéncias
ced. O]

A Figura 3.6 e a equagao (3.6.1) também mostram que todo ponto P do Eixo Radical é
centro de uma circunferéncia h que interseta a c e d perpendicularmente.

Quando duas circunferéncias sao tangentes o Eixo Radical das mesma passa pelo ponto
de tangéncia, uma vez que a Poténcia deste ponto é zero respeito as duas (Figura 3.7, parte
superior esquerda).

No caso em que as duas circunferéncias sao secantes o Eixo Radical passa pelos pontos de

intersectagao, pois a Poténcia destes é zero respeito as duas (Figura 3.7, parte superior direita).

3.7 Centro Radical

Pode ser mostrado que para trés circunferéncias com centros nao colineares os Eixos

Radicais dos pares concorrem em um ponto C, denominado Centro Radical (Figura 3.7, parte

inferior). A Poténcia de C' é a mesma em relacdo as trés circunferéncias e C' é o inico ponto

com esta propriedade. Outros exemplos podem ser encontrados em [34].
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Figura 3.7: Exemplos de Eixo Radical (linhas em verde). Parte superior esquerda, quando duas
circunferéncias sao tangentes o Eixo Radical das mesma passa pelo ponto de tangéncia. Parte
superior direita, no caso em que as duas circunferéncias sao secantes o Eixo Radical passa pelos
pontos de intersectacao. Parte inferior, para trés circunferéncias com centros nao colineares os
Eixos Radicais dos pares concorrem em um ponto C' denominado Centro Radical. A Poténcia
de C' é a mesma em relagdo as trés circunferéncias. Versao interativa aqui.

3.8 Problemas resolvidos do Capitulo 3

3.8.1 Eixo Radical. Teorema de Tales. Equacao quadratica. P4 SL
IMO 1971.

Problema 6. Duas circunferéncias tangentes em um plano, com raios r1 e ry, sao dadas. Uma
reta intercepta as duas circunferéncias em quatro pontos determinando trés segmentos de iqual
medida. Encontrar o comprimento dos segmentos em funcdo de r1 e ro e as condigoes sobre as

quais o problema tem solucao.

A TMO 1971 foi realizada nas cidade de Bratislava e Zilina, na Eslovaquia. Problema 4

da SL, proposto pela delegacao do Reino Unido [7].

3.8.1.1 Resolucao

A Figura 3.8 ajuda entender a descri¢ao que segue. Resolve-se o problema em um sistema
cartesiano de coordenadas. Para tal coloca-se o eixo x passando pelo centro das duas circunfe-
réncias e o eixo y pelo ponto de tangencia O. Considera-se que as circunferéncias I'; (azul) e

[y (vermelha), com centros em O e Oy, tém raios 71 e ry, respectivamente.
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Figura 3.8: Uma solugao do Problema 6. As circunferéncias I'y e I'y com centros em O; (azul)
e Oy (vermelha) tém raios r; e r9, respectivamente. A reta p intercepta as duas circunferéncias
em quatro pontos determinando trés segmentos de igual medida. Versao interativa aqui.

Seja p a reta (em verde) de equacido
y =ax+b, (3.8.1)

com a e b nimeros reais a serem determinados, que intercepta a I'y em F e FFealyem H e
I, respectivamente. GG é o ponto de intersecao de p com o eixo .

Por hipotese tem-se EFF = FH = HI = d. Os pontos A = (z4,0), B = (x5,0),
C' = (z¢,0) e D = (zp,0) sdo as projegoes ortogonais dos pontos F, F', H e I sobre o eixo z,

respectivamente. Segue pelo Teorema de Tales que:
AB=BC=CD =z —24=2c—xg=2xp — Ta = d,.

Como viu-se anteriormente, o Eixo Radical de duas circunferéncias tangentes passa pelo
ponto de tangéncia e é perpendicular a linha que une os centros das mesmas. Isto é, o eixo
y na figura acima é o conjunto de pontos com a mesma Poténcia em relagao a I'y e I';. Em

particular, para o ponto G pode-se escrever:
GE-GF =GI-GH.
Sejam u = GF e v = GH, segue que:

(d+u) -u=(d+v)- v,
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u+v=d.

Resolvendo o sistema formado pelas duas equacoes anteriores encontra-se que:

O resultado anterior implica que GE = 3GF e GI = 3GH. Utilizando novamente o
Teorema de Tales obtém-se que OA = 30B ¢ OD = 30C' ou

A — 31’3, (382)
rp = 3z¢. (3.8.3)
Por outro lado, a equacao em cartesianas da circunferéncia I'y é:
(z+m) +y* =rf,

2+ 4 + 2zr; = 0. (3.8.4)
A equacao em cartesianas da circunferéncia I'y é:

(& —ro)* +y* =13,

2%+ y* — 22r9 = 0. (3.8.5)

Substituindo (3.8.1) em (3.8.4) encontra-se que x4 ¢ xp satisfazem:
2? + (ax + b)* + 221, = 0,

(14a®)2*+2(ab+r)z+b" =0.

Resolvendo a equacao quadratica anterior encontra-se:

—(ab+ 1) = (@b + ) — (1+ a?) 2
T4 = o , (3.8.6)

—(ab+r1) + y/(ab+r1)* — (1+a?) 12 .
rp = 1+a2 . ()

Segue que:

2\/(ab +r1)? = (1+a2)b?
1+ a? ‘

(3.8.8)

dmsz_xA:
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Utilizando as equagdes (3.8.2), (3.8.6) e (3.8.7) encontra-se:

ab+1m = 2\/(ab+r1)2 — (1+a?) b (3.8.9)

Logo, substituindo (3.8.9) em (3.8.8) tem-se:

ab+ 1y
1+a?’

dy =0 — T4 = (3.8.10)
De forma analoga, substituindo (3.8.1) em (3.8.5) encontra-se que z¢ e xp satisfazem:

2? + (az + b)* — 2ary = 0,

(1+a*) 2®+2(ab—ry)z+b* =0.

Resolvendo a equacao quadratica anterior encontra-se:

ro — ab — \/(ab—r2)2 — (1+a?)b?
To = o , (3.8.11)

ry—ab+y/(ab — r2)? — (1 + a?) 12

3.8.12
D 1+ a? ( )
Segue que:
] 2y/(ab—r5)* — (1 +a2) 12
L= o — ) 3.8.13
Tp — T T2 ( )
Utilizando as equagdes (3.8.3), (3.8.11) e (3.8.12) encontra-se:
ro —ab = 2\/(ab —19)% — (14 a2) b2. (3.8.14)
Logo, substituindo (3.8.14) em (3.8.13) tem-se:
d rs — ab (3.8.15)
O QP
De (3.8.10) e (3.8.15) segue que:
ab="2""1 (3.8.16)
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Como também vale que d, = xc — zp e de (3.8.11) e (3.8.7), entao:
ro 411 — 1/ (ab—13)° — (1 +a2) b2 — y/(ab+71)* — (1 + a2) b?
d, = \/ \/ . (3.8.17)
14 a?
Da igualdade de (3.8.15) e (3.8.17) e substituindo (3.8.16) encontra-se:
?"1—7°2:T1_2 1+ 19 2—[)2— o — T 2’
2 2 2
14riry — 12 — 12
b = L2 3.8.18
16 ( )
Elevando ao quadrado (3.8.16) e utilizando (3.8.18) encontra-se:
2 4(r; — 1)’
a® = S (3.8.19)

14ryry — 1y — 135

De (3.8.15), (3.8.16) e (3.8.19) segue que:

2 _ 2
R e S

d, =
6 (7’1 + T‘Q)

Adicionalmente, aplicando o Teorema de Pitagoras, por exemplo, no triangulo £ FJ, tem-

se:
d=+v1+ a%d,.
Segue que:
g \/147’17’2 —r?—r3
B 12 '
Como rq e ry sao nimeros positivos deve-se ter:
14riry — 7‘% — r% > 0.
Isto é,

'r’f — 2riry + 7’3 < 12rirs.

Logo, somente existe solucao quando:

(r1 — 7"2)2

rire

< 12.
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Chamando \ = :—; a desigualdade anterior pode ser reescrita como:
AN —14A+1<0.
A mesma se verifica quando:
T—4/3 <A< T+4V3,

7-4v3 <L <74 4V3.
]

3.8.2 Eixo Radical. Teorema de Pitagoras. Semelhanca de tridngulos.
P15 SL IMO 1994.

Problema 7. Uma circunferéncia w é tangente a duas linhas paralelas [y e ly. Uma sequnda
circunferéncia wy € tangente a ly em A e a w externamente em C. Uma terceira circunferéncia
wy € tangente a lo em B, externamente a w em D e a wy externamente em E. Os segmentos

AD e BC interceptam-se no ponto (). Provar que Q) é o Circuncentro do tridngulo CDE.
A TMO 1994 foi realizada em Hong Kong, regiao administrativa especial chinesa. Problema

15 da SL, proposto pela delegacao da Riussia [7].

3.8.2.1 Resolucao

A Figura 3.9 sera utilizada como referéncia para auxiliar na interpretacao.

Figura 3.9: Construcao geométrica para auxiliar na interpretacao do Problema 7. Versao
interativa aqui.
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Sejam as circunferéncias w, wy e wq de centros O, O e Oy € raios r, r| e rq, respectiva-
mente. Sejam os pontos K e L de tangencia de w com [y e [y, respectivamente.

A ideia da prova serd mostrar que a reta AD é uma tangente comum as circunferéncias
w e we. Com isto, a reta AD é o eixo radical de w e w,. Analogamente, mostrando que a reta
BC' é uma tangente comum as circunferéncias w e wy, segue que a reta BC' é o Eixo Radical
de w e wy. Consequentemente, () é o Centro Radical das trés circunferéncias: w, wy e wy. O
Centro Radical tem a mesma Poténcia em relacao as trés circunferéncias, logo equidista dos
pontos de tangencia C', D e E.

Inicia-se conetando os centros das circunferéncias e tracando o didmetro K L. Como K e
L sao pontos de tangencia o diametro KL é perpendicular a l; e [,. Determinam-se os pontos
H e J como os pés das perpendiculares a KL que passam por O; e O, respectivamente. O
ponto I é encontrado na intersecao da reta JOy com uma reta paralela a K L passando por O;
(Figura 3.10).

Figura 3.10: Construgao adicional para auxiliar na interpretacao do Problema 7. Versao inte-
rativa aqui.

Sejam KA = HO; = x e LB = JOy = y. Tem-se que OO; = r 4+ r1, OOy = 1 + 19,
O10=r1+1r, HO=1r—11,0J =1 —19, O11 =2r —1r1 — 19 6 O3l =2 —y.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo O; HO, retangulo em H, tem-se:
2 =r+r)—=0r—-r),

x? = 4rry. (3.8.20)

Analogamente, aplicando o Teorema de Pitadgoras no triangulo O3 JO, retangulo em J,
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obtém-se:
v = (r+ 7“2)2 —(r— r2)2 ,

y* = 4rry. (3.8.21)
E aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo O110s, retangulo em I, obtém-se:
(x—y) = (ri4+r)° —2r—r —mr),

2+ — 2oy = drry + drrg — 4% (3.8.22)

Substituindo (3.8.20) e (3.8.21) em (3.8.22) encontra-se:

2

xy = 2r°,

2
r_2 (3.8.23)
r )

A equagao (3.8.23) implica que os triangulos AKO e K LB sao semelhantes pelo critério
LAL, um par de lados proporcionais e o angulo compreendido entre os mesmos congruente
(LZAKO = ZBLK = 90°). Segue que KB ¢é perpendicular a AO, pois AK || BL e KO || KL.
Seja G = KB N AO, tem-se ZOGD = 90°.

Seja N € wy tal que NB ¢ diametro. Tem-se que ZNDB = /KDL = 90°, logo D =
BK N NL. Como o triangulo OK D é isosceles de base KD (OK = OD) e OG é altura
segue que OG também é bissetriz do angulo KOD e /KOG = ZDOG. Os triangulos AKO
e ADO sao congruentes por LAL (AO & comum e KO e DO sao raios de w). Portanto,
LAKO = ZADO = 90° e a reta AD é tangente a w e ws.

Analogamente, a equagao (3.8.23) também implica que os tridngulos AKL e BLO sdo
semelhantes pelo critério LAL, um par de lados proporcionais e o angulo compreendido entre os
mesmos congruente (ZAKL = ZBLO = 90°). Segue AL é perpendicular a BO, pois AK || BL
e LK || LO. Seja P = AL N BO, tem-se ZOPC = 90°.

Seja R € w; tal que AR é diametro. Tem-se que ZACR = ZKCL = 90°, logo C =
ALNKR. Como o triangulo OCL ¢ isosceles de base CL (OL = OC') e OP & altura segue que
OP também ¢é bissetriz do angulo COL e ZCOP = ZLOP.

Os triangulos COB e LOB sao congruentes por LAL (OB é comum e CO e LO sao raios
de w). Conclui-se que ZOLB = ZOCB = 90° e a reta BC' ¢ tangente a w e wy.
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3.8.3 Poténcia de um ponto. Eixo Radical. Quadrilatero Inscritivel.
Semelhanga de triAngulos. P5 IMO 2012.

Problema 8. Seja ABC um tridngulo tal que ZBCA = 90°, e seja Cy o pé da altura relativa
a C. Seja X um ponto no interior do segmento CCy. Seja K o ponto do segmento AX tal
que BK = BC'. Analogamente, seja L o ponto do segmento BX tal que AL = AC. Seja M o
ponto de intersecao de AL com BK. Provar que MK = ML.

A IMO 2012 foi realizada na cidade de Mar del Plata, Argentina. Problema 5 da compe-
ticao [7].

3.8.3.1 Resolucgao

A Figura 3.11 ajuda entender a descricao que segue.

Figura 3.11: Uma solucao do Problema 8. Versao interativa aqui.

Seja C'" a reflexdo do ponto C' na linha AB, e w; e wy circunferéncias com centros A e
B, que passam por L e K, respectivamente. Devido a AC' = AC = AL e BC' = BC = BK,
tanto w; como wy passam por C' e C’. De ZBCA = 90° tem-se que AC' ¢ tangente a w, em
C, e BC é tangente a w; em C. Seja K; # K a segunda intersecao de AX e wq, e Ly # L a
segunda intersecao de BX e wy.

Nota-se que X é um ponto do Eixo Radical das circunferéncias w; e ws, pois X € CC".

Pelo Teorema das Cordas, a Poténcia do ponto X com relacao a wsy e wy pode ser escrita como:

Poty,(X)= XK XK, =XC-XC'=XL-XLi = Poty, (X). (3.8.24)
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Da equagao (3.8.24) segue que:

XK XLy
XL XK

O resultado anterior e o fato que ZL1 XK = ZK; X L (opostos pelo vértice) indicam que
AL XK ~ AK{XL. Como consequéncia tem-se que /K11 X = ZLK;X, o qual leva a que o
quadrilatero K3 LK Ly é inscritivel (circunferéncia ws).

Nota-se que X também é um ponto do Eixo Radical das circunferéncias w; e ws, pois
X € LL; e das circunferéncias wo e w3, pois X € KK;. Isto é, X ¢ o Centro Radical de wy,
Wy € W3.

A Poténcia de A com relagdo a ws pode ser calculada de duas formas:
AC?* = Pot,,,(A) = AK - AK].

Como, por hipotese, AC' = AL tem-se:
AL* = AK - AK, = Pot,,(A).

Isto é, AL é tangente a ws.

Analogamente, a Poténcia de B com relacao a w; pode ser calculada de duas formas:
BC? = Pot,,(B) = BL - BL.

Por hipotese BC' = BK, logo:
BK? = BL - BL, = Pot,,(B).

Isto é, BK é tangente a ws. Segue que MK e ML sao duas tangentes de M a ws e
MK = ML.

3.8.4 Tangéncia a uma circunferéncia. Angulos inscritos e de seg-
mento. Poténcia de um ponto e Eixo Radical. P8 NA IGO
2014-5.

Problema 9. O triingulo ABC' € acutdngulo com AC > AB, de circunferéncia circunscrita
¢ e Circuncentro O. A linha tangente a ¢ em A intersecta a continuacio de BC em P. X € o
ponto de OP tal que ZAXP = 90°. Os pontos E € AB e F € AC sao escolhidos no mesmo
lado de OP e satisfazem que ZEXP = ZACX e /ZFXO = ZABX. Se K, L sao os pontos de

intersecao de EF com ¢, mostrar que OP ¢ tangente ao circuncirculo d do AKLX.
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Problema 8 NA (Nivel Avancado) da 1 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Iranian
Geometry Olympiad) de 2014-2015, proposto por Mahdi Etesami Fard [9].

3.8.4.1 Resolucgao

A Figura 3.12 mostra uma constru¢ao geométrica inicial para o Problema 9.

Figura 3.12: Construcao geométrica inicial do Problema 9. Versao interativa aqui.

Sejam os pontos M e N na continuacao de X F' e X E tal que M, L, X e K e N estejam
na mesma circunferéncia d (Figura 3.13).

A seguir provar-se-4 que ZAMX = ZACX = ZNXP. Depois, que N, A e M sao
colineares, logo ZAMX = ZNMX. Em referéncia a corda NX de d o ZNM X é inscrito. No
caso de tangéncia de PX com d o ZNX P é de segmento. Sendo valido que /NMX = /NXP
estara demonstrada a tangéncia de PO com d.

O ponto F esta sobre o Eixo Radical das circunferéncias c e d. Logo, pode-se calcular a

Poténcia de F' como:
XF-FM=FL-FK = AF - FC.

Segue que o quadrilatero AMCX é ciclico (circunferéncia e) e ZAMX = ZACX. Portanto, F
é Centro Radical de ¢, d e e.
Analogamente, o ponto E esta sobre o Eixo Radical das circunferéncias ¢ e d. Logo,

pode-se calcular a Poténcia de E como:
XE-EN=FL-EK =AF-EB.

Segue que o quadrilatero AN BX é ciclico (circunferéncia f) e ZANX = ZABX. Ou seja, £ é
Centro Radical de ¢, d e f.
Agora provar-se-4 que N, A e M sao colineares. Como ANBX e AMCX sao ciclico
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segue:
INAM = /NAE + ZA+ /FAM = /ZEXB+ ZA+ ZCXF.

Na equacao anterior utiliza-se que a soma dos angulo numa volta completa ao redor
do ponto X é 360°, ZAXE = 90° — ZEXP = 90° — ZACX e ZAXF = 90° — ZFXO =
90° — ZABX:

INAM = ZA+180° — /BX(C + ZABX + ZACX =

=/A+180° - 4LBXC+ £ZBXC — LA = 180°.

Conclui-se que ZAMX = ZNMX. Sendo valido que ZNMX = ZNXP esta demons-
trada a tangéncia de PO com d. Em referéncia a corda NX de d o ZNMX é inscrito e o
/ZNXP é de segmento. A Figura 3.13 permite acompanhar a resolu¢ao do Problema 9.

Figura 3.13: Guia para a resolucao do Problema 9. Versao interativa aqui.

3.8.5 Quadrilateros ciclicos. Poténcia de um ponto relativo a uma
circunferéncia. Semelhanca de triAngulos. P7 NA I1GO 2014-5.

Problema 10. Um triangulo acutingulo ABC' é dado. Uma circunferéncia de diagmetro BC
intersecta AB, AC em E, F, respectivamente. Seja M o ponto médio de BC' e P o ponto de
intersecao de AM e EF. X é um ponto no arco menor de EF eY o sequndo ponto de intersecao

de X P com a circunferéncia mencionada anteriormente. Mostrar que /X AY = /XY M.

Problema 7 NA (Nivel Avangado) da 1 Olimpiada Iraniana de Geometria (IGO, Tranian
Geometry Olympiad) de 2014-2015, proposto por Ali Zooelm [9].

3.8.5.1 Resolucao

A Figura 3.14 permite acompanhar a resolucao da primeira parte do Problema 10.
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Figura 3.14: Guia para a resolucao da primeira parte do Problema 10. Versao interativa aqui.

Tem-se /BFC = ZBEC = 90°. Sejam /FCE = a e ZECB = . Como BEFC é um
quadrilatero inscritivel segue que /ZFBE = /FCE =a e LEFB = /ZECB = f3.
Como MF = MB = MC obtém-se:

/MFC = /MCF = a + 8,

/FBC =/CEF =/MFB =90°—a — f.

Também encontram-se os angulos suplementares em E e F. Isto é, ZAEF = a+ [ e
ZAFFE =90° — . Pela soma dos angulos internos no AAFEF segue que ZEAF = 90° — j3.

Chama-se com a letra O ao Circuncentro do AAFEF. Isto define os tridangulos isosceles
OFF, OFA e OAFE de bases FF', FA e AE, respetivamente.

Sejam /OFF = /OFFE = x, Z/OFA = ZOAFE = ye LZOAF = ZOFA = z. Como

r+y=a+p,r+2=90°—pey+ 2z =90° — a, resolvendo o sistema encontra-se:
/OFF = /0FF =z = a,
/OFEA=/0AF =y =7,

ZOAF = ZOFA=2=90° —a — .

Logo, ZMFO = 90°.

A Figura 3.15 permite acompanhar a resolucao da segunda parte do Problema 10.
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Figura 3.15: Guia para a resolucao da segunda parte do Problema 10. Versao interativa aqui.

Suponha-se que o ponto K ¢ a interse¢ao de AM com o circulo circunscrito (circunferéncia
d, em amarelo) ao AAEF. Viu-se que ZMFO = 90°, entdo M F é tangente a d em F.

A Poténcia do ponto M relativa a circunferéncia d pode ser escrita utilizando a tangente
MF ou acorda KA: MF? = MK -MA. Por outro lado, MY = MF. Logo, MY? = MK - M A.
Como ZAMY = /Y MK (comum) e 22 = ME "ot50 pelo critério de semelhanga LAL obtém-
se:

AMY A ~ AMKY,
/YAM = /KY M.

Adicionalmente, como P estd no Eixo Radical de c e d calcula-se a Poténcia do ponto P
de trés formas: AP- PK = PE-PF = PX - PY. Logo, AXKY é ciclico (circunferéncia e, em
verde). Isto é, P & Centro Radical de ¢, d e e. Com isto, ZXAK = ZXY K. Conclui-se que
/XAY = /XY M.

3.9 Comentarios finais do Capitulo 3

Problemas de olimpiadas sao classificados como de elevado nivel de dificuldade. Isto é
traduzido em uma solugao em multiplos passos que combinam anélise e planejamento.

Foi feita uma introducao dos conceitos basicos sobre a Poténcia de um ponto relativo a
uma circunferéncia, o Teorema das Cordas e a teoria de Eixo e Centro Radical.

No primeiro problema foram dadas duas circunferéncias tangentes externamente e uma
reta que intercepta cada uma delas em dois pontos formando trés segmentos de igual medida.
Foi pedido encontrar o comprimento comum dos segmentos e sob quais restricoes essa construcao

é possivel.
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O segundo problema apresentou trés circunferéncias tangentes externamente entre si e
a duas linhas paralelas. Foi pedido mostrar que o Circuncentro do tridngulo formado pelos
pontos de tangéncias das circunferéncias entre si coincide com a intersecao de dois segmentos
da construcao.

No terceiro problema foi dado um tridngulo retangulo e um ponto X na altura correspon-
dente ao angulo reto. Véarias construcoes foram feitas a partir de X. Uma das chaves para a
solucao foi perceber que X é o Centro Radical de trés circunferéncias.

O quarto problema usou a igualdade de um angulo inscrito com um de segmento para
provar que determinada reta é tangente a uma circunferéncia. A solugdo envolveu descobrir
duas de quatro circunferéncias utilizadas e dois centros radicais.

No problema cinco um triangulo acutangulo e uma circunferéncia foram dados. Um con-
junto adicional de construcgoes feitas e se pediu mostrar a congruéncia de dois angulos. Durante

a solucao outras duas circunferéncias e o Centro Radical das mesmas foram encontradas.
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Capitulo 4

Baricentro ou centroide

4.1 Introducao do Capitulo 4

No Problema 11 (P36-LL-IMO-1966) ¢ dado um quadrilatero ciclico ABCD e é pedido
para mostrar que os Baricentros dos triangulos ABC, BCD, CDA e DAB pertencem a uma
mesma circunferéncia. Primeiro, prova-se que o centroide do quadrildtero coincide com o cen-
troide dos Baricentros dos triangulos citados. A seguir, uma Homotetia com centro no Centroide
comuin resolve o problema.

O Problema 12 (P9-SL-IMO-1968) apresenta um tridngulo arbitrario ABC' e um ponto
M no interior deste. E pedido para provar a validez de certa desigualdade e mostrar quando
acontece a igualdade. O desafio é interpretado como uma soma de areas. Varias transformacgoes
de equivaléncia levam a desigualdade dada a uma soma de quadrados.

O Problema 13 (P27-LL-IMO-1974) apresenta dois pontos P, e P, que sdo colocados
arbitrariamente sobre duas circunferéncias (um em cada uma). E pedido encontrar o Lugar
Geométrico do ponto médio de P; e P,, quando estes passam por todas as posicoes possi-
veis. Uma construcao geométrica dinamica no GeoGebra sugere a resposta e uma justificativa
algébrica é dada.

No Problema 14 (P12-SL-IMO-1987) explora-se a geometria do triangulo Napolednico
interno de um AABC arbitrario. Solicita-se determinar o Lugar Geométrico dos centroides dos
triangulos equilateros A’B'C’ para os quais as triplas de pontos A’,C, B’; B",A,C" e C', B, A’
sao colineares.

O Problema 15 (P5-SL-IMO-1998) combina Transformacoes de Reflexdo e Homotetia
e as propriedades do Ortocentro, Circuncentro e Baricentro. Utiliza-se o Teorema de Simson-
Wallace para demonstrar uma condicao necesséria e suficiente para trés pontos serem colineares.

Inicia-se com uma introducgao dos conceitos basicos sobre o Baricentro.
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4.2 Conceitos basicos do Capitulo 4

A Figura 4.1 mostra um tridangulo ABC. Sejam D, E e F pontos médios dos lados BC,
CA e AB, respetivamente. As medianas AD, BE e C'F concorrem no ponto (G, chamado

Baricentro ou Centroide [34].

Figura 4.1: As medianas AD, BE e C'F concorrem no ponto (G, chamado Baricentro ou Cen-
troide. A distancia de um vértice ao Baricentro é duas vezes a distancia do Baricentro ao pé da
mediana correspondente. (Guia para a demonstragao da Proposicao 8. Versao interativa aqui.

Proposicao 8. A distincia de um vértice ao Baricentro € duas vezes a distdncia do Baricentro

ao pé da mediana correspondente (Figura 4.1).

Demonstragio. EF é Base Média do AABC logo EF || BC e EF = B, Sejam H e I pontos
médios dos lados BG e C'G, respetivamente. Tem-se que o segmento HI é Base Média do
AGBC. Segue que HI || BC e HI = 5.

Como EF || HI e EF = HI o quadrilatero EFHI é um paralelogramo e suas diagonais
HE e FI encontram-se nos seus pontos médios: HG = GE e FG = GI. Conclui-se que
BG = 2GE e CG = 2GF. Analogamente demonstra-se que AG = 2GD. m

Utiliza-se a notagdo S(P) para referir-se a area do poligono P. A Figura 4.2 permite

acompanhar os detalhes da Proposicao 9.

Proposicao 9. O Baricentro G do AABC' determina com os vértices e pontos médios Mag,

Mpc e Mgy dos lados AB, BC' e C'A, respectivamente, seis tridngulos de igual drea. Isto é€,

S(AGMap) = S(BGM.ap) = S(BGMpc) = S(CGMpc)

S(ABC
= S(CGM¢cy) = S(AGMey) = %
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Os tridngulos AGB, BGC e CGA tém a mesma drea. Ou seja,

S(AGB) = S(BGC) = S(CGA) = S(ATBC).
Os tridgngulos ACM g, BCMug, BAMpe, CAMpc, CBMca e ABMcy tém a mesma
drea. Isto é,
S(ACMap) = S(BCMag) = S(BAMpc) = S(CAMpc)
S(ABC)

= S(CBMca) = S(ABMca) = —

Figura 4.2: Tgualdade de &reas envolvendo o Baricentro. Guia para a demonstracao da Propo-
sicao 9. Versao interativa aqui.

Demonstracao. Sejam G¢, G4 e Gp os pés das alturas do ponto GG sobre os lados AB, BC
e CA, respectivamente. Como GG é altura comum aos tridngulos AGMa g e BGMag e
AMap = MspB tem-se:

S(AGMap) = S(BGM ap).

Adicionalmente, os triangulos ACMsp e BCM,p tém a mesma altura e base de igual
medida. Logo,
S(ACMag) = S(BCMag).

Os dois resultados anteriores permitem afirmar que:
S(ACG) = S(BCG).

O resto das igualdades é provada do mesmo modo. O]
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Sera seguida a estratégia de [3] para definir o Baricentro de um poligono utilizando o
conceito de centro de massa para um conjunto finito de massas pontuais e unitarias. Isto é,

para os pontos com coordenadas cartesianas A; = (A;;, A;y), com 1 <i <mnein e N, define-se

i=1 i=1

Ou seja, as coordenadas cartesianas de G sao as médias aritméticas das coordenadas dos A;,

o Baricentro G como:

comi?=1,2---n.

Uma vantagem do método de E. Carneiro e F. Girdo em [3] é permitir mostrar de forma
simples a colinearidade do ponto de Nagel, o Baricentro e o Incentro (encontro das bissetrizes
internas). Essa abordagem também faz uma introducao implicita do conceito de Coordenada
Baricéntrica.

O ponto de Nagel é definido pela concorréncia das cevianas do mesmo nome. Estas sao
os segmentos de um vértice do triangulo ao ponto da intersecao do Ex-incirculo com o lado
correspondente.

Outros dois centros de triangulos sao o Circuncentro (encontro das mediatrizes) e o Orto-
centro (encontro das alturas). A seguir mostra-se que os dois pontos anteriores ficam alinhados

com o Baricentro. A reta que passa por eles é chamada de Reta de Euler.

Proposicao 10 (Reta de Euler). Para todo triangulo ABC, o Circuncentro O, o Baricentro
G e o Ortocentro H sdo colineares e HG = 2GO. Adicionalmente, sendo D o pé da mediana
relativa ao vértice A, vale que AH = 20D (Figura /.3).

Figura 4.3: Guia para a demonstracao da Proposicao 10. Os pontos H, G e O sao colineares e
determinam a Reta de Euler. Versao interativa aqui.
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Demonstra¢ao. A Figura 4.3 ilustra um tridngulo ABC. Sejam D e E pontos médios dos
lados BC' e C'A, respectivamente. Sejam H, e H, os pés das alturas relativas aos vértices A e
B. Constroem-se o Circuncentro O e o Ortocentro H do triangulo ABC. Denota-se por G’ a
intersecao das retas AD e HO.

Mostrar-se-a que o ponto G' = G é o Baricentro. Isto é, H, G e O sao colineares. Tem-se
que DE é Base Média relativa ao lado AB. Logo, DE || AB e

AB
iy}
DE

Como AH, | OD e BHy, || OF segue que ZBAH = ZEDO e ZABH = ZDEQO. Por AA

tem-se AABH ~ ADFEO. Portanto,

BH AH AB

EO_DO_DE_Q‘

Adicionalmente, por angulos alternos entre paralelas, /ZHAG' = ZODG' e, por opostos
pelo vértice, ZAG'H = ZDG'O. Consequentemente, pelo critério de semelhanca AA, tem-se

NAHG ~ ADOG'. Logo,
AH HG  AG

DO~ OG' ~ DG
Como AG' = 2DG" ¢ AG = 2DG conclui-se que G' = G e os pontos H, G e O sdo

colineares (pertencem a Reta de Euler). O

= 2.

4.3 Problemas resolvidos do Capitulo 4.

4.3.1 Baricentro. Homotetia. Quadrilateros ciclicos. P36-LL-IMO-
1966.

Problema 11. Seja ABCD um quadrildtero inscritivel. Mostrar que os Baricentros dos tri-

angulos ABC, BCD, CDA e DAB pertencem a um mesma circunferéncia.

A IMO 1966 foi realizada na cidade de Sofia, Bulgaria. Esse ¢ o Problema 36 da lista
longa (L), proposto pela delegagdo da Polonia [7].

4.3.1.1 Resolugao do Problema 11.

A Figura 4.4 mostra uma construcao geométrica inicial.
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Figura 4.4: Construgao geométrica inicial para o Problema 11. Versao interativa aqui.

Considera-se que ¢ é a circunferéncia circunscrita ao quadrilatero ABCD. Sejam D', A’,
B’ e C'" os Baricentros dos triangulos ABC, BCD, CDA e DAB, respectivamente.

Proposicao 11. O ponto G, Baricentro do quadrilitero ABCD, coincide com o ponto G,
Baricentro do quadrildtero D'A'B'C', isto é, G = G'.

Demonstracao. Tem-se:

D=2 (At But Gy + By 4Gy,
A’:%-(Bx+0x+Dx,By+Cy+Dy),
B’:%-(CI+D$+Az,Cy+Dy+Ay)7
C'= 5 (Dut A4 By Dy + Ayt By),

onde J = (J,, J,), com J € {A, B,C, D}.

Somando, por coordenadas, as quatro equacoes anteriores segue:

1
G’:1-(D;+A;+B;+C;,D;+A;+B;+CZ;)
1
= 5 - (34 + 3B, +3C, +3D,, 34, + 3B, + 3C, + 3D,)
1
:Z-(Ax+Bx+(Jx+DI,Ay+By+Cy+Dy):G.
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Proposicao 12. Com relagao aos pontos A, B, C, D, A", B', C', D' e G (Figura J.5) vale

que:
AG _ BG _CG _ DG _,
GA~GB GC' T GD 7

Figura 4.5: Construgao geométrica para o Problema 11. Versao interativa aqui.

Demonstracao. Tem-se:

1
GI—A$:Z-(BI+CI+DI—3AI),
1
Gy—Ayzz-(By+Oy+Dy—3Ay),
_1 2 2
AG_Z- (B +Cy+ D, —3A,)" + (B, +Cy+ D, —3A,)".
Também tem-se:
A =Gy =3 (Bo+Co+ D) — - (A + By +Co + Dy)

=L . (B, +C,+ D, —3A4,),

12
A;_Gy:%'(By"‘Cy"‘Dy)_%‘(Ay+By+Cy+Dy>
=L .(B,+C,+D,—3A4,),

12

GA = &5 \[(Bo + Co+ Dy —3A,)% + (B, + C, + D, — 34,
Com isto foi provado que:
AG
GA
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O resto da demonstracao é feita de forma andloga. O]

As duas proposicoes anteriores permitem afirmar que uma Homotetia, com centro no
ponto G, e fator de proporcionalidade —% transforma A, B, C, Decem A, B, C', D' e ¢,
respectivamente, sendo ¢ a circunferéncia circunscrita ao quadrilatero A’B’C'D’. A Figura 4.5

mostra uma construcao geomeétrica.

4.3.2 Baricentro. Areas. Desigualdade. P9 SL IMO 1968.

Problema 12. Seja ABC um triingulo arbitrdrio e M um ponto no interior deste. Sejam
dy, dy, e d. as distancias de M aos lados BC, CA, e AB; e a, b, ¢ a medida dos lados,

respectivamente. Seja S a drea do NABC. Provar que:

452
abd,d, + bedyd, + cad.d, < 3 (4.3.1)

Provar que a igualdade acontece quando M é o Baricentro.

A IMO 1968 foi realizada na cidade de Moscou, Rissia. Esse é o Problema 9 da SL e foi

proposto pela delegacao da Roménia [7].

4.3.2.1 Resolucao do Problema 12.

A Figura 4.6 mostra uma construgao geométrica.

Figura 4.6: Construgao geométrica para o Problema 12. Versao interativa aqui.

Inicia~se notando que a desigualdade (4.3.1) é equivalente a:

ad, bdy

2 2+2 2+2 2

bdy cd. cd. ad, 52
. < 5
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Sejam S, = S(BCM) = “e S, = S(CAM) =2 e S, = S(ABM) = = Segue que:

2

Sa-Sb+Sb-SC+SC-Sa§%.

Como S = S, + S, + S., a desigualdade anterior equivale a:
3(Sy-Sp+Sy-Se+S,-8,) < (Sq+Sp+S,)2

Desenvolvendo o quadrado e simplificando encontra-se:

SaSy+ Sy Se+Se- S, <S2+ S+ 52
Multiplica-se toda a desigualdade por 2 e colocam-se os termos do lado esquerdo no direito:

0§2(53+S§+562) —2(Sy-Sp+Sp-S.+S.-8,) .

A linha anterior pode ser reescrita como:

0 < (Sa—S)*+ (Sh— Se)? + (Se — Sa)?.

Como o quadrado de um niimero é sempre maior o igual a zero a ultima desigualdade é
verdadeira. Todas as transformagoes utilizadas foram de equivaléncia, logo fica provado (4.3.1).

A igualdade acontece quando S, = S, = S,.. Pela Proposicao 9, o anterior significa que M = G.

4.3.3 Baricentro. Lugar Geométrico. Circunferéncias. P27 LL IMO
1974.

Problema 13. Sejam C, e Cy circunferéncias no mesmo plano, Py e Py pontos arbitrdrios
sobre C e Cy, respectivamente, e Mis o ponto médio do segmento Py P,. Encontrar o Lugar

Geométrico dos pontos Mis quando Py e Py passam por todas as posicoes possiveis.

A IMO 1974 foi realizada na cidade de Erfurt, Alemanha. Esse é o Problema 27 da lista
longa (L) e foi proposto pela delegacio da Roménia [7].

4.3.3.1 Resolugao do Problema 13.

A Figura 4.7 mostra uma construgao geométrica.
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Figura 4.7: Uma construcao geométrica para o Problema 13. A circunferéncia C3 é obtida
variando somente o parametro . Versao interativa aqui.

Coloca-se a origem de um sistema cartesiano coincidindo com o centro da circunferéncia
(' e o centro de (3 sobre o eixo z. Isto ¢, C tem centro em (0,0) e raio Ry e Cy centro em
A = (a,0) e raio Ry. Também sera suposto, sem perda de generalidade, que R; > Ry.

As coordenadas dos pontos P; e P, podem ser escritas como:

Py = (R; - cos(0), Ry - sen(f)),
Py = (a+ Ry-cos(0+9), Ry - sen(6 +6)),

onde 6 é um angulo que serve de parametro para percorrer todos os pontos das circunferéncia

e 0 ¢ um valor fixo que descreve a defasagem inicial entre P, € C e P, € (.

As coordenadas do ponto médio entre P, e P, serao:

My == -(a+ Ry -cos() + Ry - cos(6 + ), Ry - sen(f) + Ry - sen(f +6)).

DO | —

Apos a utilizacdo de identidades trigonométrica pode-se reescrever as coordenadas do
ponto Mis como:
M5 = (b+ Rzcos(8 + ), Ry sen(6 + 7)),

onde
b= 1a,
2
1
Rg = 5\/R% + R% + 2R1R2 COS((S),

Ry sen(9)
tan(y) = Ry + Ry cos(d)
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Fixado §, quando 6 varia o ponto My descreve uma circunferéncia C'3 com centro em

B = (b,0), desfasagem v e raio R3. Porém, como —1 < cos(d) < 1 tem-se que:

(R — Ry) < R < —(R1 + Ry).

N —

1
2
Ou seja, o Lugar Geométrico dos pontos M € 0 anel entre as circunferéncias d e f na Figura 4.7.

4.3.4 Baricentro. Lugar Geométrico. Teorema de Napoleao. SL P12
IMO 1987.

Problema 14. Dado um tridngulo nao equildtero ABC, com os vértices listados em sentido
anti-hordrio, encontrar o Lugar Geométrico dos centroides dos triangulos equildteros A'B'C’
(vértices listados em sentido anti-hordrio) para os quais as triplas de pontos A',C, B'; B', A, C’

e C', B, A sio colineares.
A IMO 1987 foi realizada na cidade de Havana, Cuba. Esse é o Problema 12 da SIL e foi

proposto pela delegacdo da Polonia |7].

4.3.4.1 Consideragoes iniciais sobre o Problema 14.

Para poder resolver o problema sera estudado primeiro uma versao do Teorema de Napo-

leao e um Lema deste tltimo.

Lema 13 (Para o Teorema de Napoledo). Se sobre os lados de um triangulo qualquer ABC
(Figura /.8) forem construidos triangulos equildteros ABC', BCA" e CAB', entdo:

AA"= BB =CC".
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Figura 4.8: Construgao geométrica no caso dos triangulos equildteros serem construidos na
direcao interna do AABC. Versao interativa aqui.

Demonstracao. A Figura 4.8 mostra uma construcao geométrica no caso dos triangulos equi-
lateros serem construidos na direcao interna do AABC. O caso contréario pode ser encontrado
em [36].

Por construcao tem-se AC' = AB' e AC' = AB. De ZCAB' = ZC'AB = 60°, segue que
LCAC" = ZB'AB. Por LAL, encontra-se ANACC" = ANAB'B. Logo, CC" = B’B. Analoga-
mente, A’A = CC’. Conclui-se que AA' = BB = C(C". ]

Teorema 14 (Teorema de Napoledo). Se sobre os lados de um tridngulo qualquer ABC forem
construidos triangulos equildteros, os Ortocentros desses tridngulos equildteros formam igual-

mente um tridngulo equildtero (Figura 4.9).

Figura 4.9: Construgao geométrica no caso dos triangulos equildteros serem construidos na
direcao interna do AABC. Versao interativa aqui.
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Demonstracao. A Figura 4.9 mostra uma construcao geométrica no caso dos triangulos equi-
lateros serem construidos na direcao interna do AABC. O caso contrario pode ser encontrado
em [36].

Sejam Oy, Op e O¢ os Ortocentros dos tridngulos equilateros BCA', CAB' e ABC',
respectivamente. Girando o AOgCO4 em 30° em sentido horario em torno do vértice C
mostra-se que é semelhante com o AACA'.

De fato, como LACOp = LBCO4 = 30° ¢ LZACO4 = £LBCOg, entao:

LACA" = £L05CO4.

Seja F' o ponto médio do lado AC. Em triangulos equilateros o Ortocentro, o Incentro e
o Baricentro coincidem. Logo,
FOp = 1FB’.
3
Segue que:

1
COg - sen(30°) = gC’B/ - sen(60°),
CA=CB' =V3-C0p.
Analogamente, CA’ = CB = /3 - CO,4. Com isto,

CA CO,4
CA ~ COy

Pelo caso de semelhanca LAL tem-se AACA" ~ AOgCO 4. Segue que:
AA"=/3-0504.
Similarmente, mostra-se que:
BB =3 0:0p,

CC' =+3-040¢.

Como, provado no Lema 13, vale AA’ = BB" = CC’, entao o0 AO,Op0¢ é equilatero. [

4.3.4.2 Resolucao do Problema 14.

A Figura 4.10 mostra uma construcao geométrica para o Problema 14.
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Figura 4.10: Primeira constru¢ao geométrica do Problema 14. Caso ZBA'C' = 60°. Versao
interativa aqui.

Coloca-se o ponto O 4 no interior do AABC' de tal forma que:
Z04BC = £0,CB = 30°.

Ter-se-4 que ZBOC = 120°. A seguir esboca-se a circunferéncia circunscrita ¢ ao
ABOC. Posiciona-se o ponto A’ sobre c¢. Constroem-se as retas A'B e A'C. Podem-se ter
os Quadrilateros ciclicos BA'CO,4, BCA'Oj4 e BCO A, No primeiro caso ZBA'C = 60° e nos
dois ultimos ZBA'C' = 120°. A Figura 4.10 mostra o primeiro caso, o segundo pode ser visto

na Figura 4.11.
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Figura 4.11: Segunda construgao geométrica do Problema 14. Caso ZBA'C' = 120°. Versao
interativa aqui.

Analogamente, constroi-se o ponto Op no interior do AABC' de tal forma que:
LOpCA = ZLOgAC = 30°.

Ter-se-4 que ZCOgA = 120°. A seguir esboca-se a circunferéncia circunscrita d ao
ACOgA. Marca-se B’ # C como a intersecao de A'C e d.

Similarmente, é construido o ponto O¢ no interior do AABC' de tal forma que:
Z0cAB = Z0cBA = 30°.

Ter-se-4 que LAOcB = 120°. A seguir esboga-se a circunferéncia circunscrita f ao
ANAO¢gB. Marca-se C' # B como a intersecao de A'B e f.

Constroem-se as medianas do AA'B’C’ e marca-se o ponto em que concorrem: G. Em
todo triangulo equilatero o Baricentro coincide com o Ortocentro, o Circuncentro e o Incentro.
Segue que LJAGB' = /B'GC" = ZC'GA’ = 120°. Adicionalmente os pontos Oy4, Op e O¢
pertencem as bissetrizes dos angulos em A’, B’ e C’, respectivamente. O AO,O00¢ é o
triangulo napoleonico interno do AABC, Teorema 14 (Napoledo). Isto é, o AO,OO¢ &
equilatero e Z0,050+ = 60°. Com isto, tem-se ZO,00c + Z04GO- = 180°, ou seja, o
quadrilatero O,GOcOp é ciclico.

Constroi-se a circunferéncia g circunscrita ao AO40gO0¢. O Lugar Geométrico dos cen-

troides dos tridngulos equilateros A’B’'C’ é g. Marca-se o ponto P, de Fermat ou Torricelli, na
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intersecao de ¢, d e f. Quando A’ = P o AA'B'C" & reduzido ao ponto P. O ponto de Fermat

de um triangulo é aquele que minimiza a soma das distancias aos vértices.

4.3.5 Baricentro. Teorema de Simson-Wallace. Homotetia. P5 SL
IMO 1998.

Problema 15. Seja ABC' um tridingulo, H seu Ortocentro, O seu Circuncentro, e R seu
circunrato. Seja D a reflexao de A em BC, E de B em C'A, e F de C' em AB. Provar que D,

E, e F sao colineares se, e somente se, OH = 2R.

A IMO 1998 foi realizada na cidade de Taipé, Taiwan. Esse é o Problema 5 da SL e foi
proposto pela delegacao da Franga [7].

4.3.5.1 Consideragoes iniciais para o Problema 15.

Definigao 4 (Triangulo Pedal). Sejam P um ponto do plano, ABC um triangulo e D, E e F
as projecoes de P sobre os lados BC, CA e AB, respectivamente. Entao DEF é chamado de
Triagngulo Pedal de P em relagio ao NABC (Figura 4.12).

Teorema 15 (Teorema de Simson-Wallace). Dados um ANABC, ¢ sua circunferéncia circuns-
crita e um ponto P no mesmo plano de ABC, o Tridngulo Pedal de P em relacio a ABC' é

degenerado (D, E e F sao colineares) se, e somente se, P € ¢ (Figura 4.12).

Figura 4.12: Construcao geométrica para a Definicdo 4 e para a prova do Teorema 15. Versao
interativa aqui.

Demonstracao. Como /PFA = ZPEA = 90°, entao PFAFE é um quadrilatero inscritivel.
Segue que /FPA=/FFEA. De /ZPEC = ZPDC = 90° tem-se que PEDC' é um quadrilatero
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ciclico. Logo, ZDPC = ZDEC. Adicionalmente, /PDB = /PF B = 90° implica que PDBF
é um quadrilatero ciclico. Consequentemente Z/DPF = 180° — ZABC.

Nota-se que:
/APC — /DPF =/DPC — /FPA=/DEC — /FFEA.

Ou seja, ZAPC = ZDPF se, e somente se, ZDEC = /ZFFEA. Adicionalmente, ZDEC =
/FFEA se, e somente se, D, F e F sao colineares. Mas neste caso, ZAPC = ZDPF se, e
somente se, ZAPC + ZABC = 180°. Finalmente, ZAPC + ZABC = 180° se, e somente se,
ABCP é ciclico. O

4.3.5.2 Resolugao do Problema 15.

A Figura 4.13 mostra uma construgao geométrica inicial para o Problema 15.

Figura 4.13: Construcao geométrica inicial para o Problema 15. Versao interativa aqui.

Seja G o Baricentro do AABC' e H uma Homotetia com centro em G e razao —%. Sejam
A'=H(A), B =H(B) e C" =H(C).

Pela Proposicao 8 sabe-se que a distancia de um vértice ao Baricentro é duas vezes a
distancia do Baricentro ao pé da mediana correspondente. Logo A’, B’ e C' sdo os pontos
médios de BC, CA e AB, respectivamente. Adicionalmente, de HG = 2GO (Proposi¢ao 10)
tem-se O = H(H).

Constroi-se 0 AA;BoCs tal que A, B e C sejam os pontos médios de BoCy, Co Ay e AsBo,
respectivamente. Isto é, AB || BoAg, BC || CoBs e CA || A2Cy e BoAy = 2AB, CyBy = 2BC,
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e AyCy = 2CA. Com isto, A = H(Ay), B=H(B,) e C =H(Cy).

Como D ¢é a reflexdo de A em BC, entdao D' = H(D) é a reflexdo de A" em B'C". Segue
que D' € ByCy e A’D’" 1 ByCy. Por outro lado, da definicao de Circuncentro e BC' || CyBy
tem-se que OA’ e ByCy sao ortogonais. Os dois resultados anteriores permitem afirmar que O,
D" e A’ sdo colineares e D' é a projecao de O em ByCy. Analogamente, £’ = H(E) e F' = H(F)
sao as projecoes de O em CyA; e Ay Bs.

Pelo Teorema 15 (Simson-Wallace), D', E' e F’ sao colineares (o qual equivale por H a D,
E e F serem colineares) se, e somente se, o ponto O esté sobre a circunferéncia d circunscrita
a0 AAyByCy. Como ¢ = H(d) e O = H(H), d tem centro em H e raio 2R. Esta tltima condicdo

é equivalente a HO = 2R. A Figura 4.14 mostra uma constru¢ao geométrica.

Figura 4.14: Construcao geométrica para o Problema 15. Versao interativa aqui.

4.4 Comentarios finais do Capitulo 4

Problemas de olimpiadas sao classificados como de elevado nivel de dificuldade. Isto é
traduzido em uma solucao em miltiplos passos que combinam andlise e planejamento. Foi
feita uma introducao dos conceitos basicos sobre Baricentro, Reta de Euler e os teoremas de
Napoleao e de Simson-Wallace.

No primeiro problema foi dado um quadrilatero ciclico ABC' D e pedido para mostrar que
os Baricentros dos triangulos ABC, BCD, CDA e DAB pertencem a um mesma circunferéncia.
Primeiro se provou que o centroide do quadrilatero coincide com o centroide dos Baricentros
dos triangulos citados. A seguir, uma Homotetia com centro no centroide comum resolveu o

problema.
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O segundo problema apresentou um triangulo arbitrario ABC' e um ponto M no interior
deste. Foi pedido para provar a validade de certa desigualdade e mostrar quando acontece
a igualdade. O desafio foi interpretado como uma soma de areas. Varias transformacoes de
equivaléncia levaram a desigualdade dada a uma soma de quadrados.

O terceiro problema apresentou dois pontos P; e P, que foram colocados arbitrariamente
sobre duas circunferéncias (um em cada uma). Foi pedido encontrar o Lugar Geométrico dos
pontos médios de P; e P,, quando estes passam por todas as posi¢oes possiveis. Uma construcao
geométrica dinamica no GeoGebra sugeriu a resposta e uma justificativa algébrica foi dada.

No quarto problema se explorou a geometria do triangulo Napoleonico interno de um
ANABC arbitrario. Se solicitava determinar o Lugar Geométrico dos centroides dos triangu-
los equilateros A’B’'C’ para os quais as triplas de pontos A',C, B’; B, A,C" e C', B, A’ eram
colineares.

O problema cinco combinou transformacoes de reflexao e homotetia e as propriedades
do Ortocentro, Circuncentro e Baricentro. Utilizou-se o Teorema de Simson-Wallace para

demonstrar uma condicao necessaria e suficiente para trés pontos serem colineares.
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Capitulo 5

Incirculos e Ex-incirculos

5.1 Introducao do Capitulo 5

No Problema 16 (P1-IMO-1970) sao construidos trés Incirculos e trés Ex-incirculos. Solicita-
se demonstrar determinada igualdade envolvendo os seis raios. Com a utilizacao das relagoes
métricas, associadas aos segmentos determinados pelos vértices e pelos pés das bissetrizes, e a
Relagao de Stewart resolve-se o desafio.

No Problema 17 (P4-IMO-1992) é requerido encontrar o Lugar Geométrico dos pontos
P partindo de uma circunferéncia ¢, uma reta [ tangente a ¢, e um ponto M sobre [. P deve
satisfazer determinada propriedade. A solucao esta ligada a construcao das circunferéncias
inscrita e ex-inscrita de um triangulo.

O Problema 18 (P5-IMO-1999) apresenta duas circunferéncias tangentes internamente a
uma terceira. Solicita-se mostrar que determinada reta é tangente a uma das circunferéncias.
Utilizando os conceitos de Poténcia de um ponto e as propriedades dos circulos inscritos e
ex-inscritos resolve-se o desafio.

O Problema 19 (P16-SL-IMO-2005) explora as propriedades de um paralelogramo ABC D
e das bissetrizes utilizadas na construcao de dois Ex-incirculos. Um ponto X variavel pertence
ao segmento BC. Pede-se provar que a medida de determinado dngulo nao depende da posi¢cao
de X.

O Problema 20 (P18-SL-IMO-2006) pede para construir o centro do Ex-incirculo tangente
ao lado BC num triangulo ABC. Apoés algumas outras construgoes, deseja-se determinar dois
angulos. Resolve-se o desafio mediante o eshoco de trés circunferéncias com um ponto em
comum, o Centro Radical das mesmas.

Inicia-se com uma introducao dos conceitos béasicos sobre Incirculos e Ex-incirculos.
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5.2 Conceitos basicos do Capitulo 5

Proposicao 16 (Relagoes métricas devidas ao Incirculo). A Figura 5.1 mostra um triangulo
ABC. Sejam AB = ¢, BC = a e CA = b. Sejam D, E e F o0s pontos de intersecao da

circunferéncia inscrita k com os lados AB, BC e C' A, respetivamente. E seja o semiperimetro

p= %b“ Entao vale que:

AD=AF=p—a, BD=BE=p—b CF=CE=p—c.

Figura 5.1: Guia para a demonstracao da Proposicao 16. Versao interativa aqui.
Demonstracao. Como os lados do AABC sao tangentes & circunferéncia k vale que:
AF =AD =2, BD=BE =y, CF=CF = z.
Isto permite escrever o sistema de equacoes:
r+y=c,

Y+ z=a,
z4+x =0,
p=x+y+z
Colocando em evidéncia x, y e z encontram-se as solugoes citadas. O]

Proposicao 17 (Relagoes métricas devidas ao Ex-incirculo). A Figura 5.2 mostra um tridngulo
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ABC. Sejam AB = ¢, BC = a e CA = b. Sejam J, L e E o0s pontos de intersecao da
circunferéncia ex-inscrita k' com os prolongamentos dos lados AB e BC e com o lado CA,

respetivamente. E seja o semiperimetro p = %HC Entao vale que BL=BJ =p, CL=CFE =
p—aeA]=AFE=p—c.

Figura 5.2: Guia para a demonstracao da Proposi¢ao 17. Versao interativa aqui.

Demonstracao. Como os lados do AABC' sao tangentes a circunferéncia k vale que BL = B/J,
CL=CFE=1e AJ = AF = j. Considera-se a soma:

BL+BJ=a+l+j+c=a+b+c=2p.
Do resultado anterior segue que BL = BJ = p. Como AB = c e BC = a obtém-se:
Al =AFE=j=p—c,

CL=CE=I1l=p-a.
O

Corolario 18. A Figura 5.3 mostra um triangulo ABC. Sejam AB = ¢, BC' =a e CA = 0.
Sejam D, E e F o0s pontos de intersecao da circunferéncia inscrita k com os lados AB, BC
e C'A, respetivamente. Sejam J, L e N, 0s pontos de intersecio da circunferéncia ex-inscrita
k' com os prolongamentos dos lados AB e BC e com o lado C A, respetivamente. E seja o
semiperimetro p = ‘”zﬂ

de ' e Ny. Adicionalmente,

. Entao vale que o ponto M, médio de A e C, também € ponto médio

FM:MM:mgq
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Figura 5.3: Guia para a demonstracao do Corolario 18. Versao interativa aqui.

Demonstracao. Isto é consequéncia de AF = C'N, = p—a, resultados provados nas Proposicoes
16 e 17. O]

Proposicao 19. A Figura 5./ mostra um tridngulo ABC. Seja I seu Incentro e I, o centro
da ex-circunferéncia correspondente ao lado BC. Seja E o ponto de intersecao de Al com a

circunferéncia circunscrita ao ANABC. Entdo

EB=FEC=FI=FEI,.

Figura 5.4: Guia para a demonstracao da Proposicao 19. Versao interativa aqui.
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Demonstracao. Pela bissetriz em A e o quadrilatero inscritivel ACEB tem-se:
/BAFE = /CAE = /CBFE = Z/BCE = a.

Portanto, o AEBC' é isosceles de base BC e EB = EC.

Além disso, da bissetriz em B, sejam ZIBA = ZIBC = . Pela propriedade do angulo
externo, /BIE = o + . Segue que, /BIE = /ZIBE, o AEBI & isoésceles de base BI e
EB = FEI.

Pela bissetriz externa em B, sejam £JBI, = ZCBI, = . Como o ZJBA = 180° tem-se
que v = 90° — 8. Do ABJI,, retangulo em J, tem-se £/JI[,B = 3. Pela soma dos angulos

internos no AAJI, e o dngulo raso em B encontra-se:
/EBIl, = /FEI,B =90°—a— f.
Isto é, 0 AEBI, é isosceles, de base Bl,, e EB = EI,. Conclui-se que:
EB=FEC=FI=FEI,.

O

Proposigao 20 (Distancia Incentro-Ortocentro ou Formula de Euler). A Figura 5.5 mostra um
triangulo ABC'. Seja I seu Incentro, k sua circunferéncia inscrita de raio r. Adicionalmente,

seja m a circunferéncia circunscrita ao ANABC, de centro O e raio R. Entao:

OI’ = R(R — 2r).
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Figura 5.5: Guia para a demonstracao da Proposi¢ao 20. Versao interativa aqui.

Demonstracao. Seja E o ponto de intersecao da bissetriz AI com m. Pela Poténcia do ponto I

em relacao a m tem-se:

R?* - OI*= Al - EI. (5.2.1)

Sejam X e Y os pés das perpendiculares de O e I até BE e AC, respectivamente. Como
o AOBE é isosceles de base BE, e devido a relagao entre angulo central e inscrito, relativo a
corda BFE, segue que /Y Al = /XOB.

Logo, pelo caso de semelhanca AA, tem-se AATY ~ AOBX. Portanto,

BX OB . OB-IY Rr 2R
v~ ar ! BX EE EB

Viu-se na Proposicao 19 que EB = EI, segue que:

2Rr
Al = —. 2.2
El (522)
Substituindo (5.2.2) em (5.2.1) encontra-se R* — OI? = 2Rr. Logo,
OI* = R* — 2Rr.
[
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5.3 Problemas resolvidos do Capitulo 5

5.3.1 Ex-incirculos. Incentro. Relacao de Stewart. P1 IMO 1970.

Problema 16. Dado um ponto M no lado AB do triangulo ABC, sejam ry e ro raios das
circulos inscritos nos tridngulos ACM e BC'M, respectivamente e sejam py e ps 0s raios dos
Ezx-incirculos dos tridngulos ACM e BC'M nos lados AM e BM, respectivamente. Sejam 1 e p
0s raios do circulo inscrito e do Ex-incirculo no lado AB do NABC, respectivamente. Provar
que:
e T2 T
props P
A IMO 1970 foi realizada na cidade de Keszthely, Hungria. Problema 8 da SL, proposto

pela delegacao da Polénia e escolhido como primeiro da competicao [7].

5.3.1.1 Consideragoes iniciais para o Problema 16.

Teorema 21 (Relagao de Stewart). Seja D um ponto no lado BC do NABC'. Sejam BC = a,
CA=b,AB=c¢, BD=x2,CD =y e AD = z. Vule que:

v o1 1
—+—=a+z2|-+—-).
TR Ty
Ou equivalentemente:

2= —x+ —y—ay. (5.3.1)
a

Esta relacao permite encontrar o comprimento de uma ceviana AD sem precisar conhecer

os angulos por ela determinados. A Figura 5.6 permite acompanhar a prova.
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Figura 5.6: Guia para a demonstracao do Teorema 21. Versao interativa aqui.

Demonstracao. Sejam ZADC = a e ZADB = 180° — a. Pela Lei dos Cossenos aplicada no
AABD tem-se:

? = 2% 4 2% — 2rz cos(180° — a).
Mas cos(180° — a) = — cos(«). Logo,

=2 + 2% + 22z cos(a),

c? 22

— = — 42 . 5.3.2
” T+ . + 2z cos(a) ( )

Pela Lei dos Cossenos aplicada no AAC'D obtém-se:

b = y* + 2% — 2yz cos(a),
b2 2

2
— =y + — — 2zcos(a). 2.3.3
Yy Yy ( ) ( )

Somando (5.3.2) e (5.3.3) segue:

v (1 1 5 @
—F+—=x+y+=z E+_ =a+z2"—,

y Y ry
b2 2 2
x%—cyzl_i_z_7
axy Ty
, bVr+cly
5= —xy
a
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Observagao 3. Ainda com referéncia a Figura 5.6, no caso em que D é o ponto médio de BC

vale x =y = § e 2 = m, (mediana relativa ao vértice A). Utilizando (5.3.1) encontra-se:
, U+ ad
m. = - —.
“ 2 4

5.3.1.2 Resolucao do Problema 16.

A Figura 5.7 mostra uma construgao geométrica para o Problema 16.

Figura 5.7: Construgao geométrica para o Problema 16. Versao interativa aqui.

Sejam BC' = a, CA=b, AM =x, MB =y e CM = [. Denota-se com [; o Incentro e
com Sy o Ex-incentro do Ex-incirculo do AAMC. Sejam P; e Q1 os pés das perpendiculares de

I, e Sy, respectivamente, & reta AC. Entao,

A[lcPl ~ ASlch,

E—Cpl

1 - CQy
Seja p; o semiperimetro do AACM. Sabe-se das Proposicoes 16 e 17 que:

b+1—
Oplzpl_x:u7
2
b+1+x

CQr=p1 = 5
Logo,
b+1—
n_owimr (5.3.4)
pp b+l+z
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Analogamente, denota-se com I3 o Incentro e com Sy o centro do Ex-incirculo do ABMC.

Sejam P, e ()2 0os pés das perpendiculares de I5 e Sy, respectivamente, a reta BC. Entao:

ALCPy ~ ASyCQ,

Q_CPQ

P2 - CQy
Seja py o semiperimetro do ABCM. Sabe-se das Proposicoes 16 e 17 que:

a+1—
C%Zﬂh—y:——3—£7
a+l+
CQu=pr=""""
2
Logo,
ro  a+l—y
pa a+l+y

Do mesmo modo, denota-se com I o Incentro e com S o centro do Ex-incirculo do AABC.

(5.3.5)

Sejam P e () os pés das perpendiculares de I e S, respectivamente, a reta BC. Entao:

AICP ~ ASCQ,

r CP
p CQ
Seja p o semiperimetro do AABC. Sabe-se das Proposig¢oes 16 e 17 que:
P —p—c=2TlC
2
a+b+c
CQ=p= —
Logo,
r a+b—c
- 5.3.6
p a+b+c ( )

Do enunciado do Problema 16 e as equagoes (5.3.4), (5.3.5) e (5.3.6) resta provar que:

b+1—=x a+l—y\ a+b—c
b+l+x a+l+y) a+b+c

Apo6s multiplicar pelos denominadores na equacao anterior, lembrando que ¢ = x4+ y e

varias simplificacoes, encontra-se a Relacao de Stewart 21 para a ceviana CM =1 do AABC :

b2 a? o (1 1
—+—=c+l"(=-+-].
T Y r oy
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5.3.2 Ex-incirculo. Incirculo. Semelhanca de tridngulos. P4 IMO
1992.

Problema 17. No plano, sejam dadas uma circunferéncia k, uma reta | tangente a k, e um
ponto M sobre . Encontrar o Lugar Geométrico dos pontos P que tém a sequinte propriedade:

Ezxistem dois pontos () e R sobre | tais que M € o ponto médio de QR e k € o Incirculo de

PQR.

A IMO 1992 foi realizada na cidade de Moscou, Russia. Problema 20 da SL, proposto

pela delegacao da Franga e escolhido como o P4 da competicgao [7].

5.3.2.1 Resolucao do Problema 17.

A Figura 5.8 mostra uma construgao geomeétrica inicial.

Figura 5.8: Construgao geométrica inicial para o Problema 17. Versao interativa aqui.

Denota-se por U o ponto de tangencia da circunferéncia k, de centro S, e a reta [. Sejam
X e U’ os pontos simétricos de U com relacao a S e M, respectivamente. X e U’ ndo dependem
da escolha de P. Ser& provado que o Lugar Geométrico dos pontos P é a parte da semi-reta
orientada U’X além do ponto X.

Coloca-se um ponto variavel () € [. A posicao do ponto R € [ fica determinada pela
equacao QM = M R. Constroem-se as retas tangentes a k, diferentes de [, partindo de Q) e R.
Marca-se P na intersecdo destas tangentes. Adicionalmente, seja k&’ o Ex-incirculo do APQR,
S o centro de k', e W e W’ os pontos de tangencia de k e k' com a reta P(), respectivamente.
A reta PS’ é a bissetriz do ZQPR. Nota-se que, pelo Corolario 18, o ponto U’ é o ponto de

tangéncia de k' com a reta QR.
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Como WS || W'S" e ZWPS = ZW'PS’ tem-se que AWSP ~ AW'S’P. Logo,

WS SP WP
w's— s'p WP

Mas WS =SX e WS = S5'U’". Segue que:

SX SP

sy S'P

Adicionalmente, de SX || S'U’, entdo LPSX = ZPS'U’. Pelo critério de semelhanca
LAL tem-se que APSX ~ APS'U’ e o ponto X é colinear com P e U’. Isto é, P é o centro de
Homotetia externo das circunferéncias k e £, e o ponto X é levado em U’ por esta Homotetia.

Dada a configuracao inicial do problema basta construir os pontos X e U’ para localizar
o ponto P na semirreta U’X, além de X. A Figura 5.9 mostra uma construcao geométrica. No

link interativo indicado é possivel deslocar o ponto () para observar o rastro deixado pelo ponto
P.

Figura 5.9: Construgao geométrica para o Problema 17. Versao interativa aqui.

Reciprocamente, dado um ponto P na semirreta U’'X, além de X, é possivel construir as
tangentes a k partindo de P e marcar suas interse¢oes com [. Isto é, encontrar os pontos () e
R. A Homotetia que leva o Incirculo de PQR em seu Ex-incirculo leva o ponto X em U’, pois
eles sao colineares por hipdtese e este é o ponto de tangéncia do Ex-incirculo com a reta QR.

A simetria de () e R em relagdo a M segue do Corolario 18 novamente.
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5.3.3 Incirculo. Ex-incirculo. Poténcia de um ponto relativo a uma
circunferéncia. P5 IMO 1999.

Problema 18. Sejam duas circunferéncias ki e ko que intersectam-se nos pontos X eY e sdo
tangentes internamente a circunferéncia k nos pontos M e N, respectivamente. Adicionalmente,
o centro de ko estd sobre ki. Sejam A e B os pontos de intersecao da reta XY com k. As retas

MA e MB intersectam ki em C e D, respectivamente. Provar que ko € tangente a CD.

A IMO 1999 foi realizada na cidade de Bucareste, Roménia. Problema 12 da SL, e

escolhido como P5 da competicao, proposto pela delegacdo da Rissia [7].

5.3.3.1 Resolucao do Problema 18.

A Figura 5.10 mostra uma construgao geométrica inicial do Problema 18. Esboca-se
primeiro a circunferéncia k, de centro O, e coloca-se o ponto M € k. Segundo, o centro Oq,
da circunferéncia k;, deve ser posicionado sobre o segmento OM, para garantir a tangéncia
interna, em M, de k e k;. Terceiro, coloca-se o centro Oy € kq, e encontra-se N = OO0y Nk,

assegurando a tangéncia interna de k e ko.

Figura 5.10: Construcao geométrica inicial para o Problema 18. Versao interativa aqui.

Lema 22. Sejam duas circunferéncias ki e ko que intersectam-se nos pontos X e 'Y e sdo
tangentes internamente a circunferéncia k nos pontos M e N, respectivamente. Seja A um dos
pontos de intersecao da reta XY com k. As retas AM e AN intersectam ki e ko em C e F,

respectivamente. Entao CE é uma tangente comum de ky e ky (Figura 5.11).
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Figura 5.11: Guia para a demonstracao do Lema 22. Versao interativa aqui.

Para a construcao da Figura 5.11 primeiro esboca-se a circunferéncia k, de centro O.
Segundo, colocam-se os pontos M € ke N € k e tracam-se os segmentos OM e ON. Os centros
das circunferéncias ki e ko sao O1 € OM e Oy € ON. Para o Lema 22 N é um ponto semi-livre.
Isto é, pode variar sobre a circunferéncia k. No problema principal N € k, mas sua posicao é

fixa pela construcao.

Demonstracao. O ponto A estd no Eixo Radical das circunferéncias ki e ky. Logo,
AC - AM = AX - AY = AE - AN.

A equacao anterior significa que o quadrilatero M N EC' é inscritivel.
Seja Z a segunda intersecdo de M N com k;. E seja M’ um ponto na tangente comum a
k e k; em M. Entdo, pela igualdade entre angulo inscrito e de segmento, tem-se (como angulos

orientados):
LMCZ =/ M'MZ = /ZM'MN = ZMAN.

Isto significa que C'Z || AN.

Por correspondentes entre paralelas ZANM = ZCZM. Como M N EC' é ciclico também
tem-se que ZACE = ZANM. Como ZMOC =2/CZM, e o ACO; M é isosceles, a igualdade
LCZM = LZACFE significa que CE é tangente a k. Analogamente prova-se que ko ¢ tangente
a CD. m

Retomando o problema principal, a Figura 5.12 mostra uma construc¢ao geométrica. Sejam
E e F, respectivamente, as intersecoes de NA e NB com ky. Aplicando o Lema 22, CE e DF

sao as tangentes externas comuns a ky e ks.
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Figura 5.12: Construcao geométrica para o Problema 18. Versao interativa aqui.

Quando k; e ko tém o mesmo raio a reta C'D passa pelo ponto Oy, ponto de tangéncia
com ks, o quadrilditero DF EC é um retangulo e o resultado procurado fica provado. Para os
outros casos, seja G = CE N DF.

Os centros O e Oy estao sobre a bissetriz do ZCGD, devido a ki e ko serem tangentes a
GC e GD. Como O1D = O:C e ZO1DG = ZO.CG = 90°, segue que O é o ponto médio do
menor arco C'D da circunferéncia circunscrita do ACDG.

Pela Proposicao 19 encontra-se que O é o Ex-incentro do ACDG oposto a G ou o
Incentro. Isto é, ko é um Ex-incirculo ou o Incirculo do ACDG. Nos dois casos conclui-se que

CD é tangente a ks.

5.3.4 Bissetrizes. Paralelogramo. Semelhanca de triaAngulos. P16 SL
IMO 2005.

Problema 19. Seja ABC'D um paralelogramo e X um ponto do segmento BC, com X #
B. A semi-reta orientada R intersecta a semi-reta orientada ﬁ no ponto Y. Sejam K e
L o0s centros dos Ez-incirculos dos triangulos ABX e ADY, que tocam os lados BX e DY,

respectivamente. Provar que a medida do dngulo KCL nao depende da posicao do ponto X.

A IMO 2005 foi realizada na cidade de Mérida, México. Problema 16 da SL, proposto
pela delegacao da Ucrania [7]. Adaptado pelo autor.

5.3.4.1 Resolucao do Problema 19.

A Figura 5.13 mostra uma constru¢ao geométrica inicial para o Problema 19.
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Figura 5.13: Construcao geométrica inicial para o Problema 19. Versao interativa aqui.

Primeiro, nota-se que por ABC'D ser um paralelogramo obtém-se:
AB=CD, BC = DA,

LABC = ZCDA, /DAB = /BCD = ZCBM = ZY DJ.

Adicionalmente, como DL, BK, AL e AK sao bissetrizes vale que:
/YDL=/LDJ=/XBK =/KBM,

LYAL = ZLAJ, /BAK = /KAX.

Como LZABC = ZCDAe ZXBK = ZCDL segue que ZABK = ZLDA. Adicionalmente,

pela analise dos angulos dos tridangulos ADY e ADL encontra-se que:
1
LALD = §AAYD.
Por alternos entre paralelas ZAY D = ZBAY e devido a bissetriz AK tem-se:
/ALD = /KAB.

Logo, pelo critério de semelhanca AA,

AB BK AK
LD DA LA’

AABK ~ ALDA,
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De CB = DA e DC = AB e da primeira parte da igualdade de fracoes anterior segue:
DC  BK
LD CB’
Adicionalmente, /LDC = ZCBK. Pelo caso de semelhanca LAL,
ALDC ~ ANCBK.
Logo, /DCL = /BKC e ZCLD = Z/KCB. Portanto,

LKCL =360°— 4£BCD — (£/DCL + ZKCB) =

= 360° — ZBCD — (/BKC + /KCB) =
= 360° — ZBCD — (180° — ZCBK) =
= 180° — /BCD + ZCBK = /CBA + /CBK,

que é constante. Isto é, o ZKCL somente depende da construgao do paralelogramo ABCD e

nao da posi¢ao do ponto X. A Figura 5.14 mostra uma constru¢ao geométrica.

Figura 5.14: Construcao geométrica para o Problema 19. Versao interativa aqui.

5.3.5 Ex-incirculo. Poténcia de um ponto relativo a uma circunferén-
cia. Angulos. P18 SL IMO 2006.
Problema 20. Num tridngulo ABC, seja J o centro do Ez-incirculo tangente ao lado BC' em

Aq e as extensoes dos lados AC' e AB em B e C1, respectivamente. Supor que as retas AyBq

e AB sdo perpendiculares e intersectam-se em D. Seja E o pé da perpendicular de Cy até o
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segmento D.J. Determinar os dngulos BEA, e AEDB;.

A IMO 2006 foi realizada na cidade de Liubliana, Eslovénia. Problema 18 da SL, proposto
pela delegacao da Grécia [7].
5.3.5.1 Resolucao do Problema 20.

A Figura 5.15 mostra uma constru¢ao geométrica inicial para o Problema 20.

Figura 5.15: Construcao geométrica inicial para o Problema 20. Versao interativa aqui.

Consideram-se as circunferéncias wy, wy e wz de didmetros C1 D, A1 B e ABj, respectiva-
mente. Por construcao, os segmentos JC, JA; e JB; sao tangentes a wy, wy € ws, respectiva-
mente. Devido ao angulo reto em D, ws € w3 passam por D.

Como ZC1ED = 90° tem-se E € w;. Pela Poténcia do ponto J em relacao a w; [18]

pode-se escrever:
JC} =JD - JE.

Adicionalmente, de JA, = JB; = J(C, raios do Ex-incirculo £/, também vale que:
JA?=JD - JE,

JB? =JD - JE.

Mas pela inversa do Teorema das Cordas [18] as igualdades anteriores significam que
EFeweFEewe /IBEA; = ZAEB; = 90°. O ponto F é Centro Radical de wy, wy € w3. A

Figura 5.16 mostra uma construcao geométrica.
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Figura 5.16: Construcao geométrica para o Problema 20. Versao interativa aqui.

5.4 Comentarios finais do Capitulo 5

Discutiram-se em detalhe cinco problemas propostos para a Olimpiada Internacional de
Matematica (IMO). Espera-se que os mesmos sirvam de apoio para estudantes e professores do
Ensino Médio e Universitario. As demonstragoes envolvidas nas solugoes foram complementadas
pela disponibilizacao dos respectivos links das figuras interativas utilizando o GeoGebra. O
computador é uma ferramenta poderosa pois permite explorar diversas configuragoes de uma
construcao geométrica. Apresentaram-se os conceitos basicos relativo ao Incentro e ao Ex-
incentro e as métricas do triangulo associadas com as bissetrizes internas e externas. Uma
combinagao de outros conteiidos também foram estudados: Relacao de Stewart, distancia entre

Incentro e Ortocentro, Poténcia de um ponto relativo a uma circunferéncia e Eixo Radical.

LOPEZ LINARES, J. Treinamento de Professores e Estudantes do Ensino
Fundamental e Médio com Problemas de Olimpiadas de Matematica. 155 f. Tese
(Livre-docéncia) Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, Universidade de Sao
Paulo, 2022.


https://www.geogebra.org/m/aad46yby

109

Capitulo 6

Extremos com desigualdades na

(Geometria

6.1 Introducao do Capitulo 6

Nos Problemas 21 (P1-IMO-1976), 24 (P7-SL-IMO-1999) e 25 (P1-IMO-2001) explora-se
a Desigualdade Triangular e das Médias. Os Problemas 22 (P1-IMO-1981) e 23 (P6-IMO-1983)
usam fundamentalmente a Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Inicia-se com uma introducgao

dos conceitos basicos que serao utilizados.

6.2 Conceitos basicos do Capitulo 6

Proposicao 23 (Ao maior lado corresponde o maior angulo). Se dois lados de um triangulo
nao sao congruentes, entao os dngulos opostos a estes lados nao sao congruentes, e o maior

angulo € oposto ao mator lado.

Demonstracao. A Figura 6.1 mostra um triangulo ABC. Pode-se supor, sem perda de genera-
lidade, que BC' > AC. Marca-se sobre BC' o ponto D tal que AC' = CD. Logo, o ACAD é
isosceles de base AD e ZCAD = ZCDA = 6. Sejam LZCBA = (e ZBAD = . Pelo Teorema
do Angulo Externo, aplicado no vértice D do ABDA, tem-se § = 3+~. Portanto, § > 3. Além
disso, como ZBAC = o = 0+, entdao a > (3. Isto é, oposto ao maior lado corresponde o maior

angulo. O
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Figura 6.1: Guia para a demonstracao da Proposigao 23. Versao interativa aqui.

Ainda na Figura 6.1, por reducao ao absurdo e a Proposicao 23 prova-se a reciproca. Isto
é, se a > 3, entao BC > AC.

Proposigao 24 (Desigualdade Triangular). A soma dos comprimentos de dois lados quaisquer

de um triangulo € maior que o comprimento do terceiro lado.

Demonstracao. Basta mostrar que o maior lado é menor que a soma dos outros dois. A Fi-
gura 6.2 mostra um triangulo ABC' com ZABC = [. Pode-se supor, sem perda de genera-
lidade, que BC' > C'A > AB. Estende-se a semirreta C'A e marca-se o ponto D € C'A de
tal forma que AD = AB. Seja ZDBC = ~. Como o AABD ¢ isosceles de base BD tem-se
/ZABD = ZADB = 6. Adicionalmente, de

LDBC=~v=0+p>60=/BDA
e da Proposicao 23, segue que:

CD=CA+AD=CA+ AB > BC.

LOPEZ LINARES, J. Treinamento de Professores e Estudantes do Ensino
Fundamental e Médio com Problemas de Olimpiadas de Matematica. 155 f. Tese

(Livre-docéncia) Faculdade de Zootecnia e Engenharia de Alimentos, Universidade de Sao
Paulo, 2022.


https://www.GeoGebra.org/m/g5ujmbwn

CAPITULO 6. EXTREMOS COM DESIGUALDADES NA GEOMETRIA 111

Figura 6.2: Guia para a demonstracao da Proposigao 24. Versao interativa aqui.

Proposicao 25 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dadas duas sequéncias de nimeros reais

(a1, a9, ,a,) e (b1, by, - -+, b,) entdo:
(al+as+---+a) (b5 +034 - +b2) > (arhy + asby + - - - + anby,)’ (6.2.1)

e vale a igualdade quando b; = Aa; para todo 1 < i <n, com X real.

Demonstrac¢ao. Considera-se a fungao real de variavel real:

fz) = Z(aix — b))%

=1

Desenvolvendo o quadrado e colocando x em evidéncia pode-se escrever:

flz) = (Z af) r? -2 (Zn: aibi> x + (Z bf) :

Isto é, f € um polindmio de segundo grau na variavel . Como f é uma soma de quadrados,

entdo f(x) > 0 para todo = € R. Por consequéncia, o discriminante é negativo ou igual a zero:

A=4 <gaibi>2—4 <Z:a2> (ézﬂ) <0.

Dividindo por 4 chega-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz reescrita com os simbolos de

(54) (59 (54)
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A igualdade acontece quando o discriminante é zero. Nesse caso f tem uma raiz dupla

x = A. Mas isto corresponde a escrever:

Como as sequéncias (a,) e (b,) sdo de nimeros reais, os quadrados sdo ndo negativos. A
unica possibilidade é que a;A — b; = 0 para todo 1 < ¢ < n. Isto é, acontece a igualdade na

desigualdade de Cauchy-Schwarz quando as sequéncias (a,) e (b,) sdo proporcionais. O

Uma verificagao interativa da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, com sequéncias bidimen-

sionais, pode ser feita aqui.

Proposigao 26 (Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica). Seja {1, 2, ..., 2, }

uma lista de nidmeros reais positivos com n > 2, entao:

em que
n
Zl’i:l’l—i-l'g—F...—l—l'n,
=1
n
H Ty =TT T,
i=1
A igualdade ocorre quando x4 = 19 = -+ = x,,.

Demonstracao. Caso n = 2: Quer-se provar que:

T+ X9
2

> /i1 T
Multiplicando os dois lados por 2 e elevando ao quadrado tem-se:
(w1 + 29)* > 4wy - 9.
Desenvolvendo o quadrado e simplificando obtém-se outras sentencas equivalentes:
x%+2x1~x2+x§ > 4xq - 9,

x} — 21y - 19 + 235 > 0,

(l’l — fIfg)Q 2 0.
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Mas o quadrado de um nimero real é sempre nao negativo. A igualdade acontece quando

1 = Ta. ]

A demonstragdo para n > 2 pode ser encontrada, por exemplo, em [33]. A Figura 6.3

ilustra as desigualdades envolvendo os comprimentos dos segmentos AB e BC"

maX{AB, BC} Z MQ Z MA Z MG Z MH Z mlIl{AB,BC},

2 2
Mo(AB, BC) = BD = ,/AB+BC7

AB + BC
2 )

onde

MA(AB,BC)=MA=MC =MD =MEFE =

Ma(AB, BC) = BE = VAB - BC,

AB " BC
sao as Médias Quadraticas Mg, Aritmética M4, Geométrica M e Harmonica My. Em todos

os casos, a igualdade somente acontece quando AB = BC.

Figura 6.3: Desigualdades envolvendo os comprimentos dos segmentos AB e BC. Versao
interativa aqui. Pode ser verificada a desigualdade movimentando o ponto B.

Para o célculo da Média Quadratica Mg primeiro nota-se que:

_ AB - BC

MB
2
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Segundo, utiliza-se o Teorema de Pitagoras no AM BD, retangulo em M:

2 2
- (AB—;BC) ) (ABQBC)

e o resultado segue.
Para o calculo da Média Geométrica M utiliza-se uma das relagoes métricas no AAEC,

retangulo em E: “Altura ao quadrado é igual ao produto das proje¢oes”. Ou seja:
BE?* = AB - BC.

E para o calculo da Média Harmonica My foca-se no AM BE, retangulo em B: “Cateto

ao quadrado é o produto da hipotenusa com a sua projecao”. Ou seja:
BE*= ME - FE.

Como ME = My e BE = Mg segue que:

2 2 1 . 1
My FE AB BC’

6.3 Problemas resolvidos do Capitulo 6

6.3.1 Desigualdade Triangular. Desigualdade das Médias. Areas. P1
IMO 1976.

Problema 21. Num quadringulo convezo com drea 32 cm?, a soma dos comprimentos de
dois lados nao adjacentes e uma diagonal é igual a 16 cm. a) Qual € o comprimento da outra
diagonal? b) Quais sao os comprimentos dos lados do quadringulo se o perimetro é um minimo?

¢) Serd possivel escolher os lados para que o perimetro seja um mdzimo?

A IMO 1976 foi realizada na cidade de Lienz, Austria. Problema 3 da SL, proposto pela

delegacao da antiga Checoslovaquia e escolhido como P1 da competicao |7].

6.3.1.1 Resolucao do Problema 21.

A Figura 6.4 mostra uma construgao geométrica inicial do Problema 21.
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Figura 6.4: Construcao geométrica inicial para o Problema 21. Versao interativa aqui.

Um quadrangulo é uma figura plana que consiste em quatro pontos, cada um unido a
outros dois por segmentos (que se intersectam ou nao). Quando o quadrangulo é convexo,
equivale a um quadrilatero convexo.

Todas as unidades de comprimento sao dadas em cm e as de area em cm?. As mesmas

serdo omitidas no que segue. Seja S = 32 e
d=16=AB+CD+ AC. (6.3.1)

a) A area do quadrangulo ABCD pode ser calculada pela soma das areas dos AABC' e
AACD, onde AC' é o lado comum. Adicionalmente, para medidas fixas de dois lados, o angulo,
determinado por estes, que maximiza a area de um triangulo é 90°. Ou seja, acontece 0 maximo

quando os dois triangulos sao retangulos:
1
S < §AC(AB +CD).
Utilizando (6.3.1) reescreve-se a desigualdade anterior como:
1
S < §AC’(d — AC). (6.3.2)

Por outro lado, considerando AC' como varidvel e utilizando a Desigualdade das Médias

Geométrica e Aritmética (Proposicdo 26) no conjunto de nimeros positivos {AC,d — AC'}

tem-se: AC J_ AC
AC(d— AC) < +(2— )
d2
AC(d—AC) < 7. (6.3.3)
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A igualdade acontece quando AC' = d — AC ou AC = £. Considerando (6.3.2) e (6.3.3)

encontra-se: P
S < R

Utilizando os ntimeros dados para d e S conclui-se que somente é possivel a igualdade. Isto é,
AC=AB+CD =8, AB 1L ACe(CD 1 AC. Seja CD =xe AB=8— .

Constroi-se a reta AB e traca-se por D uma reta [ paralela com AC (Figura 6.5). Marca-
se o ponto £ = AB NI. O triangulo BED, retangulo em E, é isosceles de base BD. Logo, o
comprimento é:

BD = 8V2.

b) Para encontrar o valor minimo do perimetro do quadrilatero ABC'D basta minimizar
a soma BC' + AD, pois AB + CD = 8. Para isso, posiciona-se um ponto F' de tal forma que o
quadrilatero AC'F'D seja um paralelogramo. Isto ¢, DF' =8 e AD = C'F. Constréi-se também
o segmento BF.

Aplicando a Desigualdade Triangular (Proposicao 24) no ABCF tem-se:

BC+ CF =BC+ AD > BF.

Isto é, o valor minimo de BC' 4+ AD é BF e, nesse caso, C' € BF. Utilizando o Teorema de
Pitagoras no ABEF encontra-se BF = 8+/5.

Por outro lado, quando C' € BF, pelo critério de semelhanca AA, tem-se AFDC ~
AFEB. Da proporcionalidade dos lados segue que:

CF:Ang, DC:E—B:4.
2 2
Logo, AD =BC =4v5e AB=CD = 4.
c¢) Assuma-se, sem perda de generalidade, que CD < AB. Neste caso, o ponto C' esta no
interior do ABDF e vale que:

BC+AD = BC+CF < BD + DF.

Isto é, o valor maximo da soma BC + AD é atingido quando os pontos C' e D coincidem e o
quadrangulo ABC'D é degenerado. A Figura 6.5 mostra os detalhes das construcoes geométricas

dos itens a), b) e c).
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Figura 6.5: Construcao geométrica para o Problema 21. Versao interativa aqui. Pode ser
movimentado o ponto B para encontrar o perimetro minimo.

6.3.2 Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Incentro. Areas. P1 IMO
1981.

Problema 22. Encontrar o ponto P no interior de um AABC para o qual a soma:

BC’+ C’A+AB
PD PE PF

(6.3.4)

é minima, em que PD, PE e PF sao as perpendiculares de P a BC, CA e AB, respectivamente.

A ITMO 1981 foi realizada na cidade de Washington, EUA. Problema 15 da SL, proposto

pela delegacao do Reino Unido e escolhido como P1 da competigdo [7].

6.3.2.1 Resolucao do Problema 22.

Nota-se que para qualquer ponto P no interior do AABC' a soma:
BC-PD+CA-PE+ AB-PF (6.3.5)

¢ duas vezes a area do mesmo. Isto é, o resultado ¢ constante (ndo depende de P).

Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz (Proposi¢ao 25) escreve-se:
(af + a3+ a3) (b7 + b5 + b3) > (a1by + asbs + azbs)?.

Identificando em (6.3.5) que a? = BC' - PD, a3 = CA- PE, a3 = AB - PF e em (6.3.4)
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BC bQ_Q
2

BC 2 _ AB :
75> 03 = 55 e by = 55 tem-se:

que b? =

BC n CA n AB
PD PE PF

(BC-PD+CA-PE+AB-PF)( )E(BC+CA+AB)2.

A igualdade, que representa o valor minimo de (6.3.4), acontece quando as sequéncias

(ay) e (b,) sdo proporcionais. Isto é, quando existe um nimero A tal que:
(a1, asz,as) = (Aby, Aby, \b3).

Logo, A = PD = PE = PF. Portanto, o ponto P que minimiza (6.3.4) é o Incentro do AABC.

A Figura 6.6 mostra uma construgao geométrica.

Figura 6.6: Construcao geométrica para o Problema 22. Versao interativa aqui. Movimentando
o ponto P pode-se verificar o minimo.

6.3.3 Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Incirculo. Tangentes. P6
IMO 1983.

Problema 23. Se a, b e ¢ sdo lados de um tridngulo, provar que:
a’b(a — b) + b%c(b — ¢) + c*a(c — a) > 0. (6.3.6)

Determinar quando vale a igualdade.

A IMO 1983 foi realizada na cidade de Paris, Franca. Problema 9 da SL, proposto pela

delegagao dos Estados Unidos e escolhido como P6 da competicido [7].
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6.3.3.1 Resolucao do Problema 23.

Constroi-se a circunferéncia inscrita d no AABC' e marcam-se os pontos de intersecao A’,
B’ e C'" de d com os lados BC, CA e AB, respectivamente, conforme apresentado na Figura
6.7.

Figura 6.7: Construgao geométrica para o Problema 23. Versao interativa aqui. Movimentando
o ponto A pode-se verificar o minimo.

Devido a tangéncia tém-se AB' = AC' =x, BA' = BC"=y e CA'=CB’ = z. Logo,

a=1Yy+z,
b=z+ux, (6.3.7)
c=z+y.

Substituindo (6.3.7) em (6.3.6), segue:
(y+ 2z +2)(y —2) + (2 +2)* (@ +y)(z —y) + (& +y)*(y + 2)(z — 2) > 0.
Expandindo e simplificando tem-se:
ry® +y2® 4 2 > ayz(y + 2 + 2).

Multiplicando os dois lados pelo nimero positivo z 4+ x +y encontra-se uma Desigualdade

de Cauchy-Schwarz (Proposicao 25):

(2 +y2® + 22%) (2 + 2 +y) > [Vage(y + 2 + 2)]°.
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As duas sequéncias que dao origem a desigualdade anterior sao:

(y\/:v_,z Yz, x zm),
VERVERV IR

A igualdade acontece quando as sequéncias sao proporcionais. Isto é,

Como x, y e z sao nimeros reais positivos existe uma tnica solugao para a igualdade anterior:

x =1y = z. Logo, a = b= c. A Figura 6.7 mostra uma construgdo geométrica.

6.3.4 Desigualdade Triangular. Bases Médias. Paralelogramo. P7
SL IMO 1999.

Problema 24. Seja ABC' um tridngulo e M um ponto em seu interior. Provar que:
min{MA, MB,MC}+ MA+ MB+ MC < AB+ BC + CA.

A IMO 1999 foi realizada na cidade de Bucareste, Roménia. Problema 7 da SL, proposto

pela delegacao da Arménia |7].

6.3.4.1 Resolucao do Problema 24.

Lema 27. Seja M um ponto no interior de uma quadrildtero convero ABCD. Entao vale que:

AM +MB < BC+CD + DA.
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Figura 6.8: Construgao geométrica para o Lema 27. Versao interativa aqui.

Demonstracao. A Figura 6.8 mostra uma construgao geométrica. Seja N = AMNBC. Aplica-se
a Desigualdade Triangular (Proposi¢ao 24) aos triangulos AMNB, AANC e ACDA.
No AMNB vale que MB < M N + N B, logo:

AM +MB < AM+ MN + NB = AN + NB. (6.3.8)
No AANC tem-se AN < NC' + C'A. Com isto segue:
AN +NB < NC+CA+ NB=CA+ BC. (6.3.9)
E no ACDA vale que CA < CD + DA. Portanto,
CA+ BC <CD+ DA+ BC. (6.3.10)

Concatenando (6.3.8), (6.3.9) e (6.3.10) fica provado o lema. O

Sejam E, ' e J os pontos médios de BC, AC e AB, respectivamente, como mostrado na
Figura 6.9. Qualquer ponto M no interior do AABC esta no interior de, pelo menos, dois dos
quadrilateros ABEF, BCFJ e CAJE. Pode-se supor, sem perda de generalidade, que:

MB =min{MA+ MB + MC}.

Isto é, M esta no interior de ABEF e BCFJ.
Aplicando o Lema 27 ao quadrilatero ABEF' tem-se:

AM + MB < BE + EF + FA. (6.3.11)
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E aplicando o Lema 27 ao quadrilatero BC'F'J segue:
BM +MC < CF+FJ+ JB. (6.3.12)
Somando (6.3.11) e (6.3.12) obtém-se a desigualdade a seguir:
MB+MA+MB+MC<BE+FJ+CF+FA+EF+ JB.

Adicionalmente, devido ao fato de F'J e EF serem Bases Médias tém-se F'.J = EC e

EF = JB. Consequentemente, encontra-se a desigualdade:
min{ MA, MB,MC}+ MA+ MB+ MC < BC+CA+ AB.

A Figura 6.9 mostra uma construgao geométrica.

Figura 6.9: Construgao geométrica para o Problema 24. Versao interativa aqui.

6.3.5 Desigualdade Triangular. Lei dos Senos. Trigonometria. P1

IMO 2001.
Problema 25. Considera-se um tridngulo acutingulo ABC, com Circuncentro O e altura AP.
Seja ainda:
LC > /B + 30°.
Provar que:

LA+ ZCOP < 90°.
A TMO 2001 foi realizada na cidade de Washington, Estados Unidos. Problema 16 da SL,,

proposto pela delegacao da Coreia do Sul e escolhido como P1 da competicao [7].
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6.3.5.1 Resolucao do Problema 25.

A Figura 6.10 mostra uma construgao geométrica para o Problema 25.

Figura 6.10: Construcao geométrica para o Problema 25. Versao interativa aqui.

Sejam /JA=«a, /B=§,/4C=~, ZOCP =) e ZCOP = 1. Tem-se v > [ + 30°. Como
um angulo central ZBOC' = 2« é duas vezes o inscrito ZBAC = o e o AOBC' é isosceles.
Segue que:

ZOCB =§=90° — a.

Do enunciado do Problema 25 quer-se provar que n < d. Pela Proposicao 6.1, aplicada no
ACOP, o anterior equivale a demonstrar que PC' < OP.

Por sua vez, para verificar que PC' < OP bastara mostrar que:
2-PC <OC =R. (6.3.13)

De fato, aplicando a Desigualdade Triangular (Proposigao 24) no AOCP e multiplicando
por 2 pode-se escrever:
2R<2-OP+2-PC.

Utilizando (6.3.13) tem-se:
9R <2-OP + R,

R<2-OP. (6.3.14)

Logo, de (6.3.13) e (6.3.14) segue:

2-PC<R<2-OP= PC<OP.
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Devido ao ZC'PA = 90° segue:
PC = AC cos(y).

Mas pela Lei dos Senos no AABC' tem-se:

AC

2= )

Logo,
PC = 2Rsen(f) cos(7).

Utilizando a hipotese v > 8+ 30° e o fato da funcao cosseno ser decrescente no intervalo

entre 0° e 90° encontra-se:
PC < 2Rsen(f) cos(8 + 30°).

Resta mostrar que:

2sen(f) cos(f + 30°) < %

De fato, utilizando as identidades do cosseno e seno da soma de dois angulos tem-se:
2sen(f) cos(f + 30°) = 2sen(pB)[cos(5) cos(30°) — sen(S) sen(30°)]

= sen(20) cos(30°) — 2sen?(B3) sen(30°).

Somando e subtraindo sen(30°) do lado direito encontra-se:
2sen(f3) cos(3 + 30°) = sen(283) cos(30°) + [1 — 2sen?(3)] sen(30°) — sen(30°)

= sen(2/) cos(30°) 4 cos(25) sen(30°) — sen(30°)
1
= sen(25 + 30°) — sen(30°) < 3
Como a fungao seno é sempre menor ou igual a um e sen(30°) = % a ultima desigualdade

é verdadeira. Isto conclui a demonstracao.

6.4 Comentarios finais do Capitulo 6

Foram discutidos em detalhe cinco problemas propostos para a Olimpiada Internacional
de Matematica. Nos Problema 21, 24 e 25 exploram-se a Desigualdade Triangular e das Médias.
Os Problemas 22 e 23 utilizaram fundamentalmente a Desigualdade de Cauchy-Schwarz. As

demonstracoes envolvidas nas solugoes foram complementadas pela disponibilizacao dos res-
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pectivos links das figuras interativas no GeoGebra. Adicionalmente, foram apresentados os
conceitos basicos relativos as desigualdades envolvidas. Uma combinagao de outros contet-
dos também foram abordados: Lei dos Senos e Trigonometria, Bases Médias e Paralelogramo,

Incirculo, tangentes e areas.
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Capitulo 7

Transformacao de Inversao

7.1 Introducao do Capitulo 7

Inicia-se na segao 7.2 com uma introducao dos conceitos basicos sobre a Transformacao de
Inversao. Na secao 7.3 sao resolvidos cinco desafios propostos para as IMOs. Nos Problemas 28 e
29 apresentam-se duas solugoes para cada um, sem utilizar a inversao e usando a Transformacao

de Inversao.

7.2 Conceitos basicos do Capitulo 7

Definicao 5. Dados um plano [, uma circunferéncia i € [, com centro O e raio r, e um ponto

P €1, o ponto P' que pertence a semirreta OP e satisfaz

OP' -OP = r?

é chamado inverso de P em relagao a i (Figura 7.1). O ponto O € chamado “centro de inversao”

e 1 € chamada de “circunferéncia de inversao”. Também utiliza-se a notagao

P = Inv(P,1).
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Figura 7.1: Tlustracao da Definicdo 5 e da construcao dos pontos inversos P’ e @'. Quando
S €1= 5" =S. Versao interativa aqui.

Os pontos no interior de ¢ sao transformados em pontos no exterior de 7 e vice-versa.
Também convenciona-se que “o infinito”, denotado pelo simbolo oo, e o centro de inversao O
formam um par inversivo.

Segue diretamente da Definicdo 5 que os pontos sobre a circunferéncia de inversao sao
invariantes. Isto é, quando o ponto S € i = S’ = S. Adicionalmente, P = Inv(Inv(P,i),1).
Ou seja, P = Inv(P,1i) se, e somente se, P = Inv(P’,1).

A seguir descreve-se um procedimento de construgao do inverso P’, com régua e compasso,

quando o ponto P esté no interior da circunferéncia de inversao (Figura 7.1):
1. Tracar a semirreta OP.

2. Tracar uma perpendicular a OP passando por P e marcar o ponto A na intersecao desta

com ¢.

3. Construir o segmento OA. Tragar uma tangente a i passando por A e marcar o ponto P’

na intersecao desta com a reta OP.

Como ZAOP = ZAOP' (comum) e ZOPA = ZOAP' = 90° tem-se AOPA ~ AOAP'.

Segue que
AP A0 PO

PA~ PO AO

Segue o procedimento de construcao do inverso (', quando o ponto () esta no exterior

= OP-OP = 0A* =",

da circunferéncia de inversao (Figura 7.1):

1. Tracar a semirreta OQ).
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2. Tragar uma tangente a ¢ partindo de () e marcar o ponto de tangéncia B. Construir o

segmento OB.

3. Marcar (' como a projecao ortogonal de B sobre OQ).

Analogamente ao caso anterior vale AOQB ~ ANOBQ' e
0Q -0Q = 0OB? =2

Proposicao 28 (Propriedade dos inversos de dois pontos). Considera-se uma circunferéncia

de inversao i de centro O e raio v (Figura 7.2). Sejam os pontos P, Q, (nao colineares com O

e diferentes deste) e P' = Inv(P,i) e Q' = Inv(Q,i). Entdio AOPQ ~ AOQ'P’ e

7,2

VP =507

Figura 7.2: Guia para a demonstracao da Proposigao 28. Versao interativa aqui.

Demonstracao. Tem-se,

OP-OP =0Q -0Q =2 (7.2.1)
Isto é,
or _oQ
0oQ OP"

Como ZPOQ = ZQ'OP’ (comum), pelo critério de semelhanca lado-angulo-lado, segue que:
AOPQ ~ ANOQ'P'. Com isto:
ZOPQ = Z0Q'P',
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/OQP = /OP'Q'.

Também vale que:

oQ  PQ
oP Q’P’.
Na equagao anterior coloca-se em evidéncia Q' P e de (7.2.1) utiliza-se OP’ = % para concluir
que:
/P/ TQ P
@r = OP -0Q @

]

Até aqui apresentou-se a inversao de pontos isoladamente. A seguir estudam-se os inversos

dos lugares geométricos (LG) reta e circunferéncia. Isto é, conjuntos de pontos.

Definicao 6. Dados um plano | e um lugar geométrico f € 1, o LG [’ € 1, é chamado inverso

de f quando o ponto P € f se, e somente se, o ponto P’ € f'.
Embora P’ # P em geral, existem casos em que o LG ndo muda apos a inversao.

Proposigao 29 (Inversdo de reta que passa por O). A inversa h' de uma reta h que passa por
O ¢ ela mesma. Ou seja, K = Inv(h,i) = h (Figura 7.3).

Demonstracao. Segue diretamente da Definicao 5. Os pontos no interior de i e sobre a semirreta
OC' transformam-se nos pontos no exterior de 7 e vice-versa. Convenciona-se que “o infinito”,
denotado pelo simbolo oo, pertence a toda reta h. Logo, O = Inv(co,i) e oo = Inv(0,1)

pertencem tanto a h quanto a h'. O

Figura 7.3: Guia para a demonstracao das Proposi¢coes 29, 30 e 31. Versao interativa aqui.
Podem movimentar-se os pontos A, B e C' e mudar o raio da circunferéncia de inversao i.
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Proposicao 30 (Inversao de reta que nao passa por O). A inversa f' de uma reta f que nao
passa por O € uma circunferéncia que passa por O (Figura 7.3). Adicionalmente, a reta n,

tangente a f' em O, € paralela com f.

Demonstracao. Construir uma reta k perpendicular a f passando pelo centro de inversao O.
Marcar o ponto B = kN f e escolher um ponto arbitrario A € f (A # B). Sejam A" = Inv(A,1)
e B' = Inv(B,1).

Como viu-se na Proposicao 7.2 tem-se AOAB ~ AOB'A’. Segue que ZOA'B' =
ZOBA = 90°. Do fato de ZOA'B’ = 90°, para todo A € f (A # B), o ponto A" per-
tence a circunferéncia f’ de didmetro OB’. Convenciona-se que “o infinito” pertence a reta f e
O = Inv(oco,i) € f'.

Reciprocamente, dado um ponto A" € f' (A" # B’ e A’ # O) tem-se ZOA'B’ = 90°
(pois OB’ & diametro de f’). Pela Proposi¢ao 7.2 segue que AOB'A’ ~ ANOAB. Portanto,
ZOBA = ZOA'B" = 90°. Como ZOBA = 90°, para todo A" € f' (A # B’ e A’ # O), todo
ponto A esté contido numa reta perpendicular ao segmento OB. Como O € f’, por convengao,
oo = Inv(0, i) e “o infinito” pertence a reta f.

Para a segunda parte, suponha-se, por absurdo, que as retas f e n nao sejam paralelas.
Logo, existe o ponto P = (f Nn) # oco. Entao, P’ € f'Nn'. Como a reta n passa por O, pela
Proposigao 29, segue que n = n’ e P’ € f'Nn (P # O, pois P # o0). Ou seja, tanto P’
quanto O sao pontos diferentes que pertencem a intersecao de f’ e n. Contradicao, n nao seria

tangente a f’. ]

Proposicao 31 (Inversao de circunferéncia que passa por O). A inversa de uma circunferéncia
f' que passa pelo centro de inversao O € uma reta f = Inv(f’,i) (Figura 7.3). Adicionalmente,

a reta n, tangente a f' em O, € paralela com f.

Demonstracao. Segue diretamente da Proposicao 30 e da propriedade:
Inv(Inv(P,i),i) = Inv(P' i) = P.

]

Proposicao 32 (Inversdo de circunferéncia que nao passa por O). A inversa de uma cir-
cunferéncia d que nao passa pelo centro de inversao O € outra circunferéncia d' (Figura 7.4).
Adicionalmente, as retas tangentes externas comuns de d e d' passam por O. Isto €, o ponto O

é o centro de homotetia externo de d e d'.
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Figura 7.4: Guia para a demonstracao da Proposicao 32. Versao interativa aqui.

Demonstrac¢ao. Seja uma circunferéncia de inversao i de centro O e raio r. Seja um ponto () € d,
P a segunda intersecao da reta OQ com d, P' = Inv(P,i), Q' = Inv(Q,i) e OA um segmento
tangente a d. A poténcia do ponto O relativa a d nao depende da posicao especifica de @) e
pode ser escrita como:

OQ - OP = Pot4(0) = OA2.

Por outro lado, como P e P’ sdo um par de inversao vale:
OP'-OP = 2.

Dividindo as duas tltimas equagoes encontra-se:

0Q _ Poty(0) 0A?

= = cte.
OP! 72 72

Em palavras, independentemente da posicao do ponto () sobre a circunferéncia d a razao %
nao muda. Ou seja, os pontos @ e P’ sao homologos. Com isto, d' é outra circunferéncia e uma
tangente a d também o serd a d’. O resultado continua sendo valido quando P = @, pois neste

caso OP = 0Q = OA. O]

Definigdo 7 (Angulo entre duas circunferéncias que intersectam-se). O dngulo entre duas
circunferéncias que intersectam-se num ponto € definido como sendo igual ao dngulo formado
pelas suas retas tangentes no mesmo ponto. Duas circunferéncias sio chamadas ortogonais

quando este dngulo é 90°.

Proposicgao 33 (Inversdo preserva o angulo entre retas). Sejam f e g duas retas que nao passam

por O e intersectam-se no ponto P formando um dngulo a. Considera-se uma tnversao relativa
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a uma circunferéncia i centrada em O. Sejam f' e g as inversas de f e g, respectivamente.

Entao o dngulo formado entre f' e g em P’ = Inv(P,i) é a (Figura 7.5).

Figura 7.5: Guia para a demonstracao da Proposicao 33. Versao interativa aqui.

Demonstracao. Como as retas f e g nao passam por O transformam-se, pela inversdo, nas
circunferéncias [’ e ¢’ passando por O. Sejam pf e pg as retas tangentes a ' e ¢’ em O. Viu-se
na Proposicao 30 que pg || g e pf || f- Logo, o dngulo entre pf e pg em O é «. Consideram-se
as retas m e n, tangentes em P’ = Inv(P,i) a f’ e ¢, respectivamente. Sejam I = pfNm e
J = pg N n. Como os tridngulos TOP" e JOP' sao isosceles de base OP’ o angulo entre m e n

também é «. O

Os angulos entre duas retas quando alguma delas (ou as duas) passa(m) pelo centro de

inversao também sao preservados.

7.2.1 Transformacao de reta e circunferéncia em circunferéncias con-

céntricas
Exercicio 1. Transformar por inversao a reta g e a circunferéncia ¢ em circunferéncias con-
céntricas. Construir dinamicamente as circunferéncias tangentes simultaneamente a g e c.
7.2.1.1 Resolugao do Exercicio 1.

A Figura 7.6 mostra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 7.6: Construgdo geométrica inicial para o Exercicio 1. Versao interativa aqui.

1. Tracar areta f perpendicular a g e passando pelo centro C' de c¢. Marcar o ponto D = gN f.

2. Esbogar um ponto A € ¢ tal que ZDAC = 90°. Construir com centro em D a circunfe-
réncia d de raio DA e marcar os pontos magicos P e () na intersecao de d com f. d é

perpendicular com ¢ e g simultaneamente.

3. Os pontos P e () sao chamados magicos porque sao os tinicos onde pode ser colocado o
centro de uma circunferéncia de inversao que transforma c e g em circunferéncias concén-
tricas. Vale que: P = Inv(Q,c) e Q = Inv(P,c). Entendendo a reflexdo relativa a reta
g como uma operacao de inversao relativa a uma circunferéncia de raio infinito pode-se
escrever também: P = Inv(Q, g) e Q = Inv(P,g).

4. A circunferéncia 7, com centro em (), transforma por inversao c¢ e g nas circunferéncias
concéntricas ¢ e ¢, respectivamente (Figura 7.7). O centro comum destas tltimas é o
ponto P’ = Inv(P,1).

5. Uma circunferéncia r que tangencie simultaneamente ¢’ e ¢’ (relativamente facil de cons-
truir) é transformada pela inversdo relativa a i na circunferéncia r’ que tangencia tanto ¢

como ¢ (dificil de construir por outro caminho).
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Figura 7.7: Construgao geométrica final para o Exercicio 1. Versao interativa aqui.

7.3 Problemas resolvidos do Capitulo 7.

7.3.1 Inversao. Circunferéncias concéntricas. Teorema de Pitagoras.
P12 SL IMO 1982.

Problema 26. Quatro circunferéncias diferentes c, c¢1, co € c3 € uma reta l sao dadas em um
plano. A circunferéncia ¢ e a reta | sao disjuntas. As circunferéncias c1, ¢ e c3 sao tangentes

entre si e com c e l. Assumir que o raio de ¢ seja R, determinar a distdncia do centro de ¢ a l.

A IMO 1982 foi realizada na cidade de Budapeste, Hungria. Problema 12 da lista curta,
proposto pela delegacao da Finlandia [7].

7.3.1.1 Resolucao do Problema 26.

A chave para resolver o problema estd em pensar na possibilidade de uma das circunfe-
réncias ¢;, por exemplo c3, ser uma reta paralela com [. A tangéncia entre c3 e [ acontece no
infinito. A construcao inicial é feita no espago inverso e com uma simetria que a circunferéncia
¢y transforma-se na reta c3. Isto facilita as contas.

Seja f uma reta perpendicular a [ que passa pelo centro de ¢, marcar o ponto K = fNl.
Existe um ponto mégico Y € f tal que uma circunferéncia de inversao 7, centrada em Y, mapeia
c e | em duas circunferéncias concéntricas ¢ e I, de centro comum Z e com ¢ no interior de [’

(Exercicio 1). A Figura 7.8 mostra uma construgao geométrica inicial.
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Figura 7.8: Construgao geométrica inicial para o Problema 26. Elementos do espaco inverso
em linhas tracejadas. Versao interativa aqui.

Construir as circunferéncias ¢ tangentes externamente com ¢’ e internamente com /', todas
com o mesmo raio. Construir ¢ de tal forma que ¢;NI’ =Y. Com isso Inv(c}, i) = c3 é uma reta

paralela com [. Aplicando a inversao aos outros elementos obtém-se a imagem da Figura 7.9.

Figura 7.9: Segunda construcao geométrica para o Problema 26. Versao interativa aqui.

Sejam Oy, H e x = O1H o centro da circunferéncia c;, a intersecao das circunferéncias ¢,
e ¢y e a distancia entre os dois pontos anteriores, respectivamente. Como o raio de ¢ ¢ R, no

triangulo retangulo O; HO, pelo Teorema de Pitagoras, vale:

2+ (z — R)? = (v + R)*.
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Segue que z = 4R e a distancia de O até L é OK = 7R.

Na Figura 7.10 sao mostrados simultaneamente todos os elementos das duas construgoes
anteriores. Incluidos os pontos de tangéncia, dois a dois, entre as curvas. Quando permite-se
que as circunferéncias ¢, ¢, e ¢; girem um angulo v em torno do ponto Z suas inversas c;, ¢y

e c3 formam o padrao animado no Passo = 4.

Figura 7.10: Terceira construcao geométrica para o Problema 26. Todos os elementos das duas
construcoes anteriores. Versao interativa aqui.

7.3.2 Inversao. Incirculo e circuncirculo. Colinearidade. P14 SL IMO
1986.

Problema 27. A circunferéncia inscrita no triangulo ABC' € tangente aos lados BC, CA e AB
em D, E e F, respectivamente. X, Y e Z sao pontos médios de EF, FD e DE, respectivamente.
Provar que os centros do circulo inscrito e das circunferéncias circunscritas de XY Z e ABC

sao colineares.

A IMO 1986 foi realizada na cidade de Varsévia, Polonia. Problema 14 da lista curta,
proposto pela delegacao da Irlanda [7].

7.3.2.1 Resolucao do Problema 27.

A Figura 7.11 mostra uma construc¢ao geométrica.
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Figura 7.11: Construcao geométrica para o Problema 27. Versao interativa aqui.

Seja I o centro do incirculo £ do triangulo ABC. Como AF = AF e FX = XFE tem-se

que X F é altura no AAFI, retangulo em E. Utilizando uma das relagdes métricas segue:
IX 1A =IE

Da equacao anterior uma inversao em relacao a k leva o ponto A para a posi¢ao do ponto
X. Analogamente, B para Y e C para Z. Isto é, sendo d e f os circuncirculos dos triangulos
ABC e XY Z, chega-se a:
f=1Inv(d k).

Como o centro de uma circunferéncia é colinear com o centro da sua inversa e o centro

de inversao conclui-se que O (centro de d), J (centro de f) e I sdo colineares.

7.3.3 Teorema da Bissetriz. Tridngulo Pedal. Lei dos Senos. Inver-
sao. P2 IMO 1996.

Problema 28. Seja P um ponto no interior do ANABC' tal que:
/APB — /C = /ZAPC — /B. (7.3.1)

Sejam D e E os incentros dos NAPB e NAPC, respectivamente. Mostrar que AP, BD e CE

sao concorrentes.

A IMO 1996 foi realizada na cidade de Mumbai, India. Problema 11 da lista curta e

escolhido como P2 da competicdo, proposto pela delegagdo do Canada [7].
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7.3.3.1 Primeira resolugao do Problema 28.

A Figura 7.12 mostra uma construgao geométrica inicial.

Figura 7.12: Construcao geométrica inicial para o Problema 28. Versao interativa aqui.

Seja F' = BD N CE. Quer-se mostrar que ' € AP. Como BD e C'E sao bissetrizes, pois

D e E sao incentros, pela forma reciproca do Teorema da Bissetriz, bastara provar que:

AB AF AC
BP FP CP

(7.3.2)

Sejam X, Y e Z os pés das projegoes ortogonais do ponto P nos lados BC, CA e AB,
respectivamente (Figura 7.13). Os quadrilateros AZPY, BZPX e CXPY sao ciclicos, pois a
soma de um par de angulos opostos é 180°.

No quadrilatero C X PY tem-se que:
ZXPY =180° — £C. (7.3.3)
Pelo angulo raso em Z vale que:
LXZY =180° - £LXZB — LY ZA. (7.3.4)
Utilizando agora que BZPX e AZPY sdo inscritiveis e (7.3.4) segue:

/XZY =180° — ZXPB — LY PA. (7.3.5)
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De (7.3.3) e considerando a soma dos angulos em torno ao ponto P tem-se:
LAPB =180° — ZXPB — LYPA+ ZC. (7.3.6)
Da comparacao entre (7.3.5) e (7.3.6) chega-se a:
LXZY = /LAPB — ZC. (7.3.7)
Analogamente demonstra-se que:
LXY 7 = LZAPC — ZB. (7.3.8)
De (7.3.1), (7.3.7) e (7.3.8) obtém-se LXZY = ZXY Z, o AXY Z ¢ isosceles e
XY =XZ. (7.3.9)

Adicionalmente, BP e C'P sao diametros das circunferéncias circunscritas a BZPX e
C X PY, respectivamente. Pela Lei dos Senos aplicada aos AXBZ e AXCY obtém-se:

X7 = BPsen(4£B),

XY = CPsen(ZC).

De (7.3.9) e as duas equagoOes anteriores segue:

BP  sen(£C)
= . 3.1
CP  sen(4B) (7.3.10)
Utilizando mais uma vez a Lei dos Senos, agora no AABC, encontra-se:
sen(£C) AB
= . 311
sen(£B) AC (7.3.11)

Logo, juntando (7.3.10) e (7.3.11) conclui-se:

BP AB
cCP AC’
A equagao anterior é a parte de (7.3.2) que queria-se demonstrar. A Figura 7.13 mostra uma

construgao geométrica.
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Figura 7.13: Construcao geométrica para o Problema 28. Versao interativa aqui.

7.3.3.2 Construgao e resolucao do Problema 28 por inversao.

A localizacao do ponto P foi feita partindo de uma construcao mais simples no espago
inverso. Seja ¢ uma circunferéncia de inversao de centro em A e raio arbitrario r. Sejam
B' = Inv(B,i), C" = Inv(C,i) e P = Inv(P,i).

Constroéi-se a reta mediatriz m dos pontos B’ e C’ e posiciona-se P’ € m, de tal forma
que P esteja no interior do AABC. Ter-se-4 que B'P' = C'P’.

Na inversao de dois pontos, Proposicao 28, obtém-se que:

2

BP =—"__PB
AB-AP"

P - " _pc
AC- AP

Logo, dividindo as duas equacoes anteriores, encontra-se:

BP CP
AB  AC”
Pela forma reciproca do Teorema da Bissetriz o resultado segue. A Figura 7.14 mostra uma

construcao geométrica utilizando inversao.
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Figura 7.14: Construcao geométrica utilizando inversao para o Problema 28. Versao interativa
aqui.

7.3.4 Teorema de Desargues. Incentro e Circuncentro. Inversao. P9
SL IMO 1997.

Problema 29. Seja A1 Ay Az um tridngulo nao isésceles com incentro 1. Seja ¢;, comi = 1,2, 3,
a menor circunferéncia que passa por I e € tangente a A;A;11 e A;Ai s (considera-se a soma
dos indices mddulo 3). Seja B;, com i = 1,2,3, o sequndo ponto de intersecio de cii1 e Ciia.

Provar que os circuncentros dos tridgngulos A1B1I, Ay Byl e A3Bsl sdo colineares.

A TMO 1997 foi realizada na cidade de Mar del Plata, Argentina. Problema 9 da lista

curta, proposto pela delegacao dos Estados Unidos [7].

7.3.4.1 Resolucao do Problema 29.

A Figura 7.15 mostra uma constru¢ao geométrica inicial.
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Figura 7.15: Construcao geométrica inicial para o Problema 29. Versao interativa aqui.

Nesta resolucao, considera-se ¢ = 1,2,3 e a soma de todos os indices modulo 3. Para
construir ¢;, primeiro esboga-se uma perpendicular, passando por I, a bissetriz interna b; (no
vértice A;). A intersecao dessa perpendicular com os dois lados mais proximos determina um
triangulo, do qual ¢; é o incirculo.

Seja ¢ a circunferéncia circunscrita ao AA; A Az (Figura 7.16). Denotam-se por O; os
centros das circunferéncias ¢; e por M; o ponto médio do arco A;,1A;,2 de ¢ que nao contém
A;.

Primeiro, nota-se que a reta O;;10,2 é a mediatriz o; do segmento I B;, e consequente-
mente o circuncentro R; do AA; B;I esta contido em o;. Segundo, sejam M, 1 M; - as retas m;.
Da igualdade das medidas dos segmentos M;1A; = M; 11, pela Proposicao 2.3 em |20], tem-se
que m; é mediatriz dos pontos A; e I. Isto implica que R; estid contido na reta m;. Ou seja,
R; = 011049 N M1 Mis.

No que segue consideram-se os AM;MsMs e ANO10503. Como as retas M0, Ms0s e
M305 sao concorrentes em I, pelo Teorema de Desargues, as intersecoes dos prolongamentos dos
lados correspondentes R;, com i = 1,2, 3, sao colineares. A Figura 7.16 mostra uma construcao

geométrica.
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Figura 7.16: Construcao geométrica para o Problema 29. O ponto Ry € R;Rj3, nao aparece
pela escala. Versao interativa aqui.

7.3.4.2 Resolucao do Problema 29 por inversao.

As circunferéncias circunscritas aos AA;B;I, com i = 1,2,3, serao denotadas por d;.
Sabe-se que, se Ry, Ry e R3 sao os circuncentros dos triangulos Ay B11, Ay Bsl e AsBsl, respec-
3 ’ 3 ) 32234,
tivamente, entao eles sao os centros de dy, ds e ds, que tem o ponto I em comum. Para mostrar
) ) )
que os R; sao colineares bastara provar que as circunferéncias d; tem um segundo ponto J # [

em comum. A Figura 7.17 mostra uma constru¢ao geométrica inicial utilizando inversao.

Figura 7.17: Construgdo geométrica inicial utilizando inversao para o Problema 29. Versao
interativa aqui.

Constroi-se uma circunferéncia de inversao i de raio arbitrario, diferente de zero, e centro

em I. Denota-se por X’ o inverso de X. Como as circunferéncias ¢; passam pelo centro de
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inversao I, suas inversas sao as retas ¢;. Tem-se que B] = ¢, Nc,,, ou ¢; = B} B} ,. As
inversas das retas A;A;;1, sao as circunferéncias AjA; I, de mesmo raio, pois equidistam de
1. A relagao de tangéncia entre retas e circunferéncias é preservada apds a inversao.

Seja P; o centro da circunferéncia A] A} ,I. Devido a igualdade dos raios, nota-se que
P,P1 || B;B;,,. Logo, o AP, P,P; & homotético com o AB{B,B5. A Figura 7.18 mostra uma
construcao geométrica somente dos elementos ap6s inversao.

Figura 7.18: Construcao geométrica somente dos elementos apos inversao para o Problema 29.
Versao interativa aqui.

Como Aj e I sdo as intersegoes das circunferéncias AjA; I e AjA; o1, tem-se que Aj e I sdo
simétricos em relagdo ao segmento P; 1 P;o. Com isto, o0 AA| AL AL também é homotético com
o AB| B B). Consequentemente, A} B{, A,B) e A;BY sdo concorrentes no centro de homotetia
J'. Ou seja, as circunferéncias A;B;I, com ¢ = 1,2, 3, passam pelo ponto J = Inv(J',i) # 1. A

Figura 7.19 mostra uma construcao geométrica com todos os elementos apresentados.
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Figura 7.19: Construcao geométrica utilizando inversao para o Problema 29. Versao interativa
aqui.

7.3.5 Topologia. Inversao. P8 SL IMO 1999.

Problema 30. Uma circunferéncia é chamada “Separadora” para um conjunto de cinco pontos
num plano se passa por trés deles, um quarto ponto estd no seu interior e o quinto no exterior.
Provar que todo conjunto de cinco pontos, que nao tenha trés colineares nem quatro conciclicos,

tem exatamente quatro Separadoras.

A TMO 1999 foi realizada na cidade de Bucareste, Roménia. Problema 8 da lista curta,

proposto pela delegacdo do Japao |7].

7.3.5.1 Resolucao do Problema 30.

Sejam A, B, C, D e E os pontos e uma circunferéncia de inversao ¢ com centro em FE.
Sejam A’, B', C'" e D’ os inversos respeito a i. Uma circunferéncia Separadora que passa por
E transforma-se numa reta, passando por dois pontos dentre A’, B/, C' e D', e de forma que
separa os outros dois inversos, um em cada lado da reta. Uma Separadora que nao passa por E
transforma-se em outra circunferéncia, passando por trés pontos inversos e com o quarto ponto
inverso no seu interior.

Seja M’ a envoltoria convexa de A’, B, C" e D'. Ha dois casos: i) M’ é um quadrilatero
ou ii) M’ é um triangulo com o quarto ponto no interior.

i) M’ & um quadrilatero, por exemplo A’B'C'D’. Neste caso duas das circunferéncias
Separadoras (p e ¢) sao inversas das diagonais A'C" e B'D’. Se LA" + ZC" < 180° as outras
duas Separadoras (k e r) sdo as inversas das circunferéncias A'B'C" e A'D'C". Caso contrario,
de B'A'D' ¢ B'C'D’. As inversas das outras 6 circunferéncias e retas utilizando A’, B’, C', D’

e F nao sao Separadoras. A Figura 7.20 mostra uma construcdo geométrica neste caso.
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Figura 7.20: Construgao geométrica do Problema 30. Caso i) M’ é um quadrilatero e ZA" +
/(" < 180°. Versao interativa aqui.

ii) M’ é um tridngulo, por exemplo, A'B'C" com D’ no interior. Neste caso as circunfe-
réncias Separadoras sdo as inversas «, 3, v e ¢ das retas D'A’, D'B’, D'C" e da circunferéncia
A’B'C’. Nenhuma outra reta ou circunferéncia satisfaz as condi¢oes do problema. A Figura 7.21

mostra uma construcao geométrica neste caso.

Figura 7.21: Construgao geométrica para o Problema 30. Caso ii) M’ é o triangulo A’B’'C”’ com
D’ no interior. Versao interativa aqui.
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7.4 Comentarios finais do Capitulo 7.

Foram discutidos em detalhe cinco problemas propostos para a Olimpiada Internacional
de Matematica. As demonstracoes envolvidas nas solucoes foram complementadas pela dispo-
nibilizagao dos respectivos links das figuras interativas no GeoGebra. Adicionalmente, foram
utilizados os conceitos bésicos relativos aos Teoremas de Desargues, da Bissetriz e Pitagoras,
Incentro e Circuncentro, Colinearidade, Triangulo Pedal, Lei dos Senos e elementos de Topolo-

gia.
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