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Resumo

VIANA, E. S. Equações diferenciais funcionais com memória dependendo
do estado. 2024. 62p. Dissertação (Mestrado em Ciências - Matemática) Faculdade de
Filosofia Ciências e Letras de Ribeirão Preto, Universidade de São Paulo, Ribeirão Preto,
2024.

Esta dissertação apresenta estudos sobre a teoria de equações diferenciais com me-
mória dependente do estado e a teoria de semigrupos lineares limitados. Simplifica os
resultados de existência e unicidade para problemas de equações diferenciais com memória
explícita. Além disso, usa o Teorema da Contração para estudar a existência e unicidade
de soluções para equações neutras explícitas com memória dependente do estado.

Palavras-chave: Equações diferenciais com memória; Existência e unicidade de solução;
Semigrupos de operadores lineares limitados.



Abstract

VIANA, E. S. Functional differential equations with state-dependent delay.
2024. 62p. Dissertação (Mestrado em Ciências - Matemática) Faculdade de Filosofia
Ciências e Letras de Ribeirão Preto, Universidade de São Paulo, Ribeirão Preto, 2024.

This dissertation presents studies on the theory of differential equations with state-
dependent delay and the theory of bounded linear semigroups. It simplifies the existence
and uniqueness results for differential equation problems with explicit delay. Additio-
nally, it uses the Contraction Theorem to study the existence and uniqueness of solutions
for explicit neutral equations with state-dependent delay.

Keywords: Delay differential equations; Existence and uniqueness of solution; Semi-
groups of bounded linear operators.
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Introdução
A teoria de equações diferenciais com memória dependendo do estado desempenha um

papel crucial em diversos campos científicos e práticos, tais como biologia e eletrodinâ-
mica. Esta teoria tem suas raízes no trabalho [2] de Driver sobre uma classe de equações
diferenciais explícitas do tipo neutra com memória dependendo do estado (equações com
termos da forma u′(σ(t, u(t))), u′

σ(t,u(t)), · · · , etc), que surgem na teoria de eletrodinâmica.
O próprio início dessa teoria remonta a uma palestra proferida por Rodney Driver

durante o Congresso “International Symposium on Nonlinear Differential Equations and
Nonlinear Mechanics” em 1963. Na palestra, Driver discutiu uma equação diferencial
funcional do tipo neutra, deduzida a partir do estudo de um problema em eletrodinâmica.
Esse problema estava relacionado com uma equação diferencial do tipo neutra da seguinte
forma: {

x′(t) = f(t, x(σ1(t, x(t))), x
′(σ2(t, x(t)))), t ∈ [0, a],

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−p, 0]

onde f ∈ C([0, a]× Rn × Rn : Rn), σ1, σ2 ∈ C([0, a]× Rn : [−p, a]) e φ ∈ C([−p, 0] : Rn).
A distinção fundamental entre a teoria de equações com memória dependendo do es-

tado e outras teorias de equações com memória reside no termo σi(t, x(t)). No entanto,
essa diferença não se limita apenas à forma das equações ou ao tipo de atraso conside-
rado, ela tem implicações teóricas significativas que impulsionam o desenvolvimento desta
teoria.

Apesar dos primeiros avanços nesta área (veja também [3], [4]) terem se concentrado
principalmente em equações neutras com memória dependendo do estado, a literatura
subsequente expandiu-se para incluir problemas não neutros, o que é especialmente evi-
dente nos casos de equações diferenciais abstratas modeladas em espaços de dimensão
não finita e de equações diferenciais parciais.

No que segue, apresentaremos um resumo dos capítulos presentes nesta dissertação.
A estrutura deste trabalho é composta por cinco capítulos distintos, conforme detalhado
a seguir:

No Capítulo 1, apresentamos alguns resultados básicos sobre a teoria qualitativa das
equações diferenciais ordinárias sem memória em espaços de dimensão finita. Abrangemos
elementos essenciais dessa teoria, focando nos resultados de existência e unicidade de
soluções e continuação de solução para equações diferenciais ordinários da forma{

x′(t) = f(t, x(t)), t ∈ [0, a],

x(0) = x0 ∈ Rn.

No Capítulo 2, apresentaremos o conceito de equação diferencial com memória e um
estudo sobre existência e unicidade de solução para equações funcionais com memória.
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SUMÁRIO 3

No Capítulo 3, apresentamos os estudos acerca do artigo [3] sobre existência e uni-
cidade de soluções para uma classe de equações neutras com argumento dependendo do
estado, representadas na forma:

x′(t) = f(t, x(t), x(g(t, x(t))), x′(h(t, x(t)))),

x(0) = x0 ∈ R
x′(0) = z0 ∈ R.

No Capítulo 4, apresentamos os conceitos básicos da teoria de semigrupos lineares
limitados.

No Capítulo 5, apresentamos os estudos acerca do artigo [6] sobre equações diferen-
ciais funcionais neutras explícitas com memória dependendo do estado, representadas na
forma:

u′(t) = Au(t) + F

(
t, u(t),

∫ t

0

K(t, τ)u′(σ(τ, u(τ)))dτ

)
, t ∈ [0, a],

u|[−p,0]
= φ ∈ C([−p, 0];X).

Para este problema propomos a utilização do Teorema de Contração para o estudo de
existência e unicidade de solução.

Para finalizar está introdução, observamos que o objetivo deste trabalho visou explorar
questões fundamentais da teoria de equações com memória dependendo do estado, com
foco nos artigos

1. Grimm, L. J. Existence and contínuous dependence for a class of nonlinear neutral-
differential equations. Proc. Amer. Math. Soc. 29 (1971), 467-473. ([3] na
Bibliografia).

2. Hernandez, Eduardo. On explicit abstract neutral differential equations with state-
dependent delay. Proceedings of the American Mathematical Society 151.03 (2023):
1119-1133. ([6] na Bibliografia).



1 Estudo da teoria qualitativa de equações di-
ferenciais ordinárias

No presente capítulo apresentaremos o estudo de alguns tópicos básicos da teoria
qualitativa de equações diferenciais ordinárias em espaços de dimensão finita.

1.1 Elementos básicos da teoria qualitativa de equações
diferenciais ordinárias

Nesta seção, abordaremos o estudo de alguns resultados básicos sobre existência e
unicidade de soluções e existência de soluções maximais em relação as condições inicias
do problema {

x′(t) = f(t, x(t)), t ∈ [0, a],

x(0) = x0 ∈ Rn.

Para tais estudos, utilizamos o livro do Hale [5].

1.1.1 Existência de soluções via Teoremas de Peano e Schauder

Seja t um escalar, D um conjunto aberto em Rn+1, f : D → Rn uma função contínua
e seja x′ = dx

dt
. Uma equação diferencial é uma relação da forma

x′(t) = f(t, x(t)) ou x′ = f(t, x). (1.1)

Dizemos que x(·) é uma solução de (1.1) em um intervalo I ⊂ R se x(·) é uma função
continuamente diferenciável definida em I, (t, x(t)) ∈ D, para todo t ∈ I e x(·) satisfaz
(1.1) em I. Nos referimos a f como um campo vetorial em D.

Exemplo 1.1.1 Seja D = R2, f(t, x) = x2. A função − 1

t+ c
, onde c é um número

real arbitrário e c ̸= 0, é uma solução de x′ = x2 para t ∈ (−c,∞) se c > 0, e para
t ∈ (−∞,−c) se c < 0.

Exemplo 1.1.2 Seja D = R2, f(t, x) =
√
x para x ≥ 0 e f(t, x) = 0 para x < 0. A

função ϕ(t) =
(t− c)2

4
, t ≥ c, é a solução de x′ =

√
x, x ≥ 0. Note que, x = 0 é também

uma solução.
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Seja (t0, x0) ∈ D. Um problema de valor inicial (PVI) para a equação (1.1)
consiste em encontrar um intervalo I contendo t0 e uma solução x(·) de (1.1) satisfazendo
x(t0) = x0. Escrevemos este problema simbolicamente como{

x′ = f(t, x), t ∈ I

x(t0) = x0, .
(1.2)

Se existe um intervalo I contendo t0 e um x(·) satisfazendo (1.2), nos referimos a ele
como uma solução de (1.1) passando pelo (t0, x0).

Para o PVI, x′ = x2, x(0) = −c, com c sendo um número real, o exemplo 1.1.1 mostra
que o intervalo I pode depender de c, mas pode não ser toda a reta.

O PVI x′ =
√
x, x ≥ 0, x(0) = 0, tem solução x = 0 em R. A função

x(t) =


(t− c)2

4
, t ≥ c ≥ 0,

0, t ≤ c,

é também uma solução. Portanto, não precisa haver uma única solução de (1.2) para
toda função f contínua.

Como o objetivo deste capítulo é discutir a existência, unicidade e continuidade de
soluções em um dado momento inicial, primeiro notemos que, se considerarmos equações
vetoriais, torna-se desnecessário considerar equações de ordem n.

De fato, se y é um escalar, y(j) denota djy
dtj

e

y(n) = F (t, y, y′, . . . , y(n−1)),

y(j)(t0) = xj+1,0, j = 0, 1, . . . , n− 1,

então, deixando x = (y, y(1), . . . , y(n−1)), f = (x2, . . . , xn, F ), obtemos o problema equi-
valente {

x′ = f(t, x),

x(t0) = x0 = (x10, . . . , xn0).

Além disso, equações diferenciais com valores complexos com a variável real t, estão
incluídas na discussão de (1.1), pois podemos obter um sistema real tomando a parte real
e imaginária.

Lema 1.1.1 O problema x′ = f(t, x), x(t0) = x0, t ∈ I é equivalente a equação integral

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(τ, x(τ))dτ (1.3)

desde que f(·) seja contínua.

Para provar o próximo teorema usamos o famoso resultado do Teorema do Ponto Fixo
de Schauder.
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Teorema 1.1.1 (Teorema do ponto fixo de Schauder) Seja C um subconjunto fe-
chado, limitado e convexo de um espaço de Banach X e seja f : C → C uma aplicação
compacta e contínua, então f tem um ponto fixo em C.

Teorema 1.1.2 (Teorema de Peano) [Existência] Se f é contínua em D, então para
cada (t0, x0) ∈ D, existe ao menos uma solução de (1.1) passando pelo ponto (t0, x0).

Demonstração: Suponhamos que α, β sejam números positivos escolhidos de forma
que o retângulo fechado B(α, β, t0, x0) = B(α, β) = {(t, x) : t ∈ Iα, |x − x0| ≤ β},
Iα = Iα(t0) = {t : |t− t0| ≤ α}, pertence a D. Seja M = sup{|f(t, x)|, (t, x) ∈ B(α, β)}.
Escolha ᾱ, β̄ de forma que 0 < ᾱ ≤ α, 0 < β̄ ≤ β, Mᾱ ≤ β̄ e definamos o conjunto
A = A(ᾱ, β̄) de funções ϕ em C(Iᾱ,Rn) que satisfazem ϕ(t0) = x0, |ϕ(t)− x0| ≤ β̄ para
todos os t em Iᾱ. É simples ver que o conjunto A é convexo, fechado e limitado.

Para ϕ ∈ A, definamos a função Γϕ por

Γϕ(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, ϕ(s))ds, t ∈ Iᾱ.

Pelo Lema 1.1.1, encontrar pontos fixos de Γ é equivalente a resolver o PVI (1.1). No
que segue, usamos o teorema do ponto fixo de Schauder para provar a existência de um
ponto fixo de Γ em A.

Obviamente, Γϕ ∈ C(Iᾱ,Rn) e Γϕ(t0) = x0 se ϕ ∈ A. Além disso, para t em Iᾱ,

|Γϕ(t)− x0| ≤
∫ t

t0

|f(s, ϕ(s))|ds ≤ M |t− t0| ≤ Mᾱ ≤ β̄,

pois, B(ᾱ, β̄) ⊂ B(α, β). Portanto, Γ : A → A. Além disso,

|Γϕ(t)− Γϕ(t̄)| ≤
∫ t

t̄

|f(s, ϕ(s))|ds ≤ M |t− t̄|,

se t, t̄ ∈ Iᾱ, o que implica que o conjunto Γ(A) é um compacto equicontínuo de funções
e, como Γ(A) é limitado, do anterior segue que Γ(A) é compacto em C(Iᾱ,Rn).

Finalmente, para qualquer ϕ, ϕ̄ ∈ A, segue da continuidade uniforme de f(·) em
B(α, β) que para qualquer ε > 0 existe um δ > 0 tal que

|Γϕ(t)− Γϕ̄(t)| ≤
∫ t

t0

|f(s, ϕ(s))− f(s, ϕ̄(s))|ds ≤ εᾱ, ∀t ∈ Iᾱ,

se |ϕ(s)− ϕ̄(s)| ≤ δ para todo s ∈ Iᾱ. Isto prova que Γ é uma função contínua.
Do anterior, se verifica as condições do Teorema de Schauder o que permite afirmar

que existe um ponto fixo de A. Isso completa a prova do teorema.
Do teorema anterior, obtemos o seguinte resultado.

Corolário 1.1.1 Se U é um conjunto compacto de D, U ⊂ V e um conjunto aberto
em D com o fecho V de V em D, então existe α > 0 tal que, para algum valor inicial
(t0, x0) ∈ U , existe uma solução de (1.1) através de (t0, x0) que existe ao menos no
intervalo t0 − α ≤ t ≤ t0 + α.
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1.1.1.1 Continuação de soluções

Definição 1.1.1 Se ϕ é uma solução da equação diferencial em um intervalo I, dizemos
que ϕ̂ é uma continuação de ϕ, se ϕ̂ é definida em um intervalo Î o qual contém I, ϕ̂
coincide com ϕ em I e ϕ̂ satisfaz a equação diferencial em Î. Uma solução ϕ é maximal
se não existe continuação de ϕ.

Lema 1.1.2 Se D é um conjunto aberto em Rn+1, f : D → Rn é contínua e limitada
em D, então alguma solução ϕ(·) de (1.1) definida no intervalo (a, b) é tal que ϕ(a + 0)
e ϕ(b − 0) existem. Se f(b, ϕ(b − 0)) é, ou pode ser definida de modo que f(t, x) seja
contínua em (b, ϕ(b − 0)), então ϕ(t) é uma solução de (1.1) em (a, b]. O procedimento
se aplica ao ponto de extremidade esquerdo a.

Demonstração: Primeiro mostraremos que os limites de ϕ(a + 0) e ϕ(b − 0) existem.
Para t0 ∈ (a, b),

ϕ(t) = ϕ(t0) +

∫ t

t0

f(s, ϕ(s))ds, a < t < b,

e para a < t1 ≤ t2 < 0, vemos que

|ϕ(t2)− ϕ(t1)| ≤
∫ t2

t1

|f(s, ϕ(s))|ds ≤ M(t2 − t1),

onde M é um limitante de f(·) em D. Do anterior, segue que (ϕ(t2)−ϕ(t1)) → 0, quando
t1, t2 → a+ 0, o que implica que ϕ(a+ 0) existe. Analogamente, mostra-se que ϕ(b− 0)
existe.

A última conclusão do lema é óbvia a partir da equação integral para ϕ.

Teorema 1.1.3 Se D é um conjunto aberto em Rn+1, f : D → Rn é contínua e limitada
e ϕ(·) é uma solução de (1.1) em algum intervalo, então há uma continuação de ϕ para
um intervalo maximal de existência. Além disso, se (a, b) é um intervalo máximo de
existência de uma solução x(·) de (1.1), então (t, x(t)) tende para a fronteira de D quando
t → a e t → b.

Demonstração: Suponhamos que x(·) é uma solução de (1.1) em um intervalo I. Se I
não é um intervalo máximo de existência, então x(·) pode ser estendido para um intervalo
contendo I. Portanto, assumimos que I é fechado em uma extremidade, digamos à direita.
Primeiro mostremos que x(·) pode ser estendido para o intervalo de existência maximal
a direita e, portanto, I = [a, b] e que x não tem extensão sobre [a,∞). A prova para a
extensão a esquerda é muito semelhante.

Suponha que U é um conjunto compacto de D, U ⊂ V , um conjunto aberto em D
com o fecho V de V em D. Pelo Corolário 1.1.1 para algum valor inicial em U há uma
solução de (1.1) existente sobre o intervalo de comprimento α dependendo apenas de U, V
e o limite de f em V . Assim, se x(t), a ≤ t ≤ b, pertencer a U , então há uma extensão de
x no intervalo [a, b+ a]. Como U é compacto, podemos continuar este processo um finito
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número de vezes para concluir que há uma extensão de x(t) para um intervalo [a, bU ] tal
que (bU , x(bU)) não pertence a U .

Agora, escolha uma sequência Vn de conjuntos abertos em D tal que
⋃∞

n=1 Vn = D,
V n fechado, limitado, V n ⊂ Vn+1 para n = 1, 2, · · · . Para cada Vn, existe uma sequência
monótona crescente {bn} construída como anteriormente para que a solução x(t) de (1.1)
em [a, b] tenha uma extensão para o intervalo [a, bn] e (bn, x(bn)) não esteja em V n. Como
os bn são limitados, temos ω = limn→∞ bn. É claro que x foi estendido para o intervalo
[a, ω) e não pode ser estendido mais, pois a sequência (bk, x(bk)) é ilimitada ou tem um
ponto limite na fronteira do domínio de definição da f .

Se ω = ∞, a última afirmação do teorema é trivial. Suponha que ω é finito, U ⊂ D
é compacto e existe uma sequência (tk, x(tk)), y ∈ Rn, (ω, y) ∈ U , tal que tk → w,
x(tk) → y quando k → ∞. O fato de que f é limitada em uma vizinhança de (ω, y)
implica que x é uniformemente contínuo em [a, ω) e x(t) → y quando t → ω. Assim, há
uma extensão de x para o intervalo [a, ω + α]. Como ω + α > ω, isto é uma contradição
e mostra que há um tU tal que (t, x(t)) não está em U para tU < t < ω. Como U é um
conjunto compacto arbitrário, isso prova que (t, x(t)) tende para a fronteira de D. Deste
modo a prova do teorema esta completa.

O teorema de continuação 1.1.3 pode ser usado em exemplos específicos para verificar
se uma solução é definida em um intervalo de tempo grande.

Exemplo 1.1.3 Queremos mostrar que uma solução está definida em um intervalo [t0,∞).
Para isso, é suficiente seguir o seguinte procedimento.

Se a função f(·) é contínua para t ∈ (t1,∞), t1 < t0, |x| < α, e se por algum meio
podemos constatar que uma certa solução x(t) deve sempre satisfazer |x(t)| ≤ β < α para
todos os valores de t ≥ t0 para os quais x(t) está definida, então necessariamente x(t)
está definida em [t0,∞). De fato, escolha qualquer Γ ≥ t0 e γ tal que β < γ < α e defina
o retângulo D1 como D1 = {(t, x) : t0 ≤ t ≤ Γ, |x| ≤ γ}. Então x(t) é limitado em D1 e
o Teorema de Continuação implica que a solução x(·) pode ser continuada até a fronteira
de D1. Mas γ > β implica que x(t) deve alcançar essa fronteira ao alcançar a face do
retângulo definida por t = Γ. Portanto, x(t) existe para t0 ≤ t ≤ Γ. Como Γ é arbitrário,
isso prova a afirmação.

1.1.2 Existência e unicidade de soluções via Teorema de Contra-
ção de Banach

As definições e teoremas nesta seção são importantes na análise de equações diferen-
ciais, pois estabelecem condições sob as quais é possível garantir a existência e unicidade
de soluções para certos tipos de equações diferenciais.

Definição 1.1.2 A função f : D → X é chamada:

1. localmente Lipschitz em relação a sua última variável se para algum conjunto
fechado U ⊂ D existe kU = L > 0 tal que

∥ f(t, u)− f(t, v) ∥ ≤ L ∥ u− v ∥, ∀(t, u), (t, v) ∈ U ;
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2. localmente Lipschitz com relação a ambas as variáveis se para algum conjunto
fechado U ⊂ D existe kU = L > 0 tal que

∥ f(t, u)− f(s, v) ∥ ≤ L(|t− s|+ ∥ u− v ∥), ∀(t, u), (t, v) ∈ U ;

3. Lipschitz em relação a sua última variável se existe L > 0 tal que

∥ f(t, u)− f(t, v) ∥≤ L ∥ u− v ∥, ∀(t, u), (t, v) ∈ D;

4. Lipschitz com relação a ambas as variáveis se existe L > 0 tal que

∥ f(t, u)− f(s, v) ∥≤ L(|t− s|+ ∥ u− v ∥), ∀(t, u), (t, v) ∈ D.

No que segue (X, ∥ · ∥) é um espaço de Banach.

Definição 1.1.3 Seja C ⊆ X. Um ponto fixo de uma fução F : C ⊆ X → C é um
elemento x ∈ C tal que F (x) = x. Além disso, F é uma contração em C se existe
LF ∈ [0, 1) tal que

∥ F (x)− F (y) ∥ ≤ LF ∥ x− y ∥, ∀x, y ∈ C.

Teorema 1.1.4 (Teorema da Contração) Seja C um subconjunto fechado (não va-
zio) de um espaço de Banach X e seja F : C → C uma contração. Então F tem um
único ponto fixo x̄ ∈ C.

Demonstração: Suponha que x = F (x) e que x̃ = F (x̃). Então,

∥ x− x̃ ∥ = ∥ F (x)− F (x̃) ∥≤ LF ∥ x− x̃ ∥,

o que implica que ∥ x− x̃ ∥≤ LF ∥ x− x̃ ∥, de onde segue que ∥ x− x̃ ∥ −LF ∥ x− x̃ ∥= 0.
Como LF < 1, obtemos que x = x̃.

Corolário 1.1.2 Suponha F : X → X é Lipschitz e que existe n ∈ N tal que F n : X → X
é contração. Então F n(·) tem um ponto fixo x0 e x0 é ponto fixo de F .

Demonstração: Se F n é contração, então existe um único x0 ∈ X tal que F n(x0) = x0.
Mostremos que F (x0) = x0. Note que,

F n(F (x0)) = F n+1(x0) = F (F n(x0)) = F (x0),

ou seja, F (x0) é ponto fixo de F n. Mas como F n tem um único ponto fixo x0, segue que,
F (x0) = x0.

Usando o Teorema da Contração, podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 1.1.5 Se f é Lipschitz e Lfa < 1, então o problema{
x′(t) = f(t, x(t)), ∀t ∈ [0, a]

x(0) = x0,
(1.4)

tem uma única solução em [0, a].
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Demonstração: Definamos Γ : C([0, a];X) → C([0, a];X) por

Γx(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds,

temos que para x, y ∈ C([0, a];X) e t ∈ [0, a]

|Γx(t)− Γy(t)| ≤
∫ t

0

|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

≤ Lf

∫ t

0

∥ x(s)− y(s) ∥ ds

≤ Lf ∥ x− y ∥C([0,a];X)

∫ t

0

ds

≤ Lfa ∥ x− y ∥C([0,a];X)

⇒∥ Γx− Γy ∥C([0,a];X) ≤ Lfa ∥ x− y ∥C([0,a];X) . (1.5)

Como Lfa < 1, então Γ tem um único ponto fixo x ∈ C([0, a] : R), ou seja, Γx = x. Do,
anterior e do Teorema 1.1.4 segue que o problema{

x′(t) = f(t, x(t)), ∀t ∈ [0, a]

x(0) = x0

possui uma única solução, que é dada por

x(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds,

em [0, a].

Teorema 1.1.6 Suponha que f é Lipschitz. Então existe uma solução em algum inter-
valo [0, b] com 0 < b ≤ a.

Demonstração: Seja 0 < b ≤ a, tal que Lfb < 1 e Γ : C([0, b];X) → C([0, b];X) a
função definida por

Γx(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds, t ∈ [0, a].

Como f é Lipschitz, segue que ∥ Γx − Γy ∥≤ Lfb ∥ x − y ∥. E como Lfb < 1, isto
é, Γ é contração, argumentando como na prova do Teorema 1.1.5, podemos provar que Γ
possui um único ponto fixo, deste modo, existe uma solução no intervalo [0, b].

Para encontrarmos uma solução no intervalo [0, a] podemos modificar um pouco a
demonstração usando Γn, se f é Lipschitz, usando o seguinte resultado, podemos provar
a existência de solução de Γn(·) em [0, a].

Teorema 1.1.7 Suponha que f é Lipschitz. Então existe uma única solução de (1.4) no
intervalo [0, a].
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Demonstração: Tomemos a aplicação Γ : C([0, a] : R) → C([0, a] : R) que será dada por
Γx(t) = x0 +

∫ t

0
f(s, x(s))ds, então provaremos que existe n ∈ N tal que Γn é contração.

Da prova do Teorema 1.1.5 é simples ver (veja (1.5)), que

|Γx(t)− Γy(t)| ≤ Lf t ∥ x− y ∥C([0,a]), ∀t ∈ [0, a]. (1.6)

Usando (1.6), temos que

|Γ2x(t)− Γ2y(t)| =

∫ t

0

|f(τ,Γx(τ))− f(τ,Γy(τ))|dτ

≤
∫ t

0

Lf |Γx(τ)− Γy(τ)|dτ

≤
∫ t

0

LfLfτ ∥ x− y ∥ dτ

= L2
f ∥ x− y ∥ t2

2
,

o que implica que |Γ2x(t)− Γ2y(t)| ≤ L2
f ∥ x− y ∥C([0,a])

t2

2
, para todo t ∈ [0, a].

Usando isto e procedendo como antes, vemos que

|Γ3x(t)− Γ3y(t)| =

∫ t

0

|f(τ,Γ2x(τ))− f(τ,Γ2y(τ))|dτ

≤
∫ t

0

Lf |Γ2x(τ)− Γ2y(τ)|dτ

≤ Lf

∫ t

0

L2
f

τ 2

2
∥ x− y ∥ dτ

= L3
f ∥ x− y ∥

∫ t

0

τ 2

2
dτ,

o que implica que |Γ3x(t)− Γ3y(t)| ≤ L3
f ∥ x− y ∥C([0,a])

t3

3!
, para todo t ∈ [0, a].

Repetindo o processo n-vezes, temos que

|Γnx(t)− Γny(t)| ≤ Ln
f ∥ x− y ∥ tn

n!

para todo n ∈ N. Segue que ∥ Γnx− Γny ∥C([0,a])≤
Ln
fa

n

n!
∥ x− y ∥.

Como,
Ln
fa

n

n!
→ 0 se n → ∞, existe N ∈ N tal que

LN
f a

N

N !
< 1, o que implica que ΓN

é contração, que ΓN tem um único ponto fixo x e que x é ponto fixo de Γ, pelo Corolário
1.1.2, logo x é solução.

Em geral, é mais comum que uma função f seja localmente Lipschitz. No que se-
gue, queremos obter resultados como os anteriores mas supondo que f possui constante
Lipschitz.
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No próximo teorema, estudaremos a existência e unicidade de solução para o problema{
x′(t) = f(t, x(t)), t ∈ [0, b]

x(0) = x0,
(1.7)

supondo que f é localmente Lipschitz.
Antes de provar o próximo resultado de existência de solução, vamos incluir uma

versão mais fina do Teorema da Contração.

Proposição 1.1.1 (Versão fina do Teorema da Contração) Suponha que X é um
espaço de Banach e que A ⊂ X é fechado. Se F : A → A é uma contração, então existe
a ∈ A tal que F (a) = a. Mais ainda, a é o único elemento de A com está propriedade.

Teorema 1.1.8 Suponha que f é localmente Lipschitz. Então existe b ∈ [0, a] tal que no
intervalo [0, b] existe uma única solução u ∈ C([0, b] : R) de (1.7).

Demonstração: Seja R > supτ∈[0,a] f(τ, x0)| e LR > 0 tal que

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ LR|x− y|, ∀x, y ∈ BR(x0,R), t ∈ [0, a].

Fixemos agora 0 < b ≤ a de modo que LRb < 1 e LRRb+ b supτ∈[0,a] |f(τ, x0)| < R.
Definamos agora o conjunto

S = {u : [0, b] → R : |u(s)− u0| < R,∀s ∈ [0, b]}.

Note que, S ̸= ∅ pois a função u : [0, b] → X definida por u(s) = u0 para todo
s ∈ [0, b] pertence a S.

Definamos agora a função Γ : S → C([0, b] : R), por

Γx(t) = x0 +

∫ t

0

f(τ, x(τ))dτ.

Afirmamos que Γ é uma contração definida de S em S.
Seja u ∈ S. Usando que u ∈ S, para todo t ∈ [0, b] vemos que

|Γu(t)− x0| ≤
∫ t

0

|f(τ, u(τ))|dτ

≤
∫ t

0

|f(τ, u(τ))− f(τ, x0)|dτ +

∫ t

0

|f(τ, x0)|dτ

≤
∫ t

0

LR|u(τ)− x0)|dτ +

∫ t

0

|f(τ, x0)|dτ

≤
∫ t

0

LRRdτ + sup
τ∈[0,a]

|f(τ, x0)|
∫ t

0

dτ

≤ LRRb+ sup
τ∈[0,a]

|f(τ, x0)|b ≤ R
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o que prova que Γu ∈ S. Além do anterior, para u, v ∈ S e t ∈ [0, b] vemos que

|Γu(t)− Γv(t)| ≤
∫ t

0

|f(τ, u(τ))− f(τ, v(τ))|dτ

≤
∫ t

0

LR|u(τ)− v(τ)|dτ

≤
∫ t

0

LR ∥ u− v ∥ dτ

≤ LRb ∥ u− v ∥,

ou seja,

|Γu(t)− Γv(t)| ≤ LRb ∥ u− v ∥, ∀t ∈ [0, b],

o que permite concluir que

∥ Γu− Γv ∥
C([0,b];X)

≤ LRb ∥ u− v ∥C([0,b]), ∀u, v ∈ S.

Assim, segue que Γ : S → S, S é fechado e Γ é contração. Logo, existe u ∈ S
tal que Γu = u, o que implica que Γu(t) = u(t), para todo t ∈ [0, b], de onde segue
que u(t) = x0 +

∫ t

0
f(τ, u(τ))dτ . Logo, u(·) é uma solução e do Teorema 1.1.1 podemos

concluir que u(·) é a única solução em [0, b].



2 Equações diferenciais funcionais
No presente capítulo apresentaremos alguns modelos básicos de equações diferenciais

com memória e alguns resultados sobre existência e unicidade de soluções.

2.1 Equações diferenciais com memória

Vamos começar considerando o seguinte problema diferencial:{
x′(t) = f(t, x(t− r)), t ∈ [0, a],

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−p, 0],
(2.1)

onde a > 0, p ≥ r, φ ∈ C([−p, 0];X) é a “história inicial” e f ∈ C([0, a] × X;X). É
importante notar que, neste cenário, quando t = 0, temos que x(t− r) = x(−r) e quando
t = r, temos que x(t− r) = x(0). Em outras palavras, para obtermos informações sobre
x(·) no intervalo [0, r], precisamos de informações sobre x(·) em pontos anteriores a esse
intervalo, mais especificamente, precisamos de informações de x(·) para t ∈ [−r, 0].

Definição 2.1.1 Equações diferenciais de evolução em que precisamos de informações
anteriores para determinarmos o comportamento do estado em um determinado tempo t,
são chamadas de Equações Diferenciais com Memória.

O problema (2.1) é um dos modelos mais simples da teoria de equações com memória.
Em particular, consideremos o caso como exemplo, onde r = 1, f(t, x) = x e φ(θ) = 1
em [−1, 0], e estabelecemos as condições iniciais como x(θ) = 1 para θ ∈ [−1, 0] e t ≥ 0.
Este caso, tem o problema{

x′(t) = x(t− 1), t ≥ 0,

x(θ) = 1, θ ∈ [−1, 0].
(2.2)

Ao integrar ambos os lados da equação (2.2) de 0 até t (com t > 0), obtemos:

x(t) = x(0) +

∫ t

0

x(τ − 1)dτ. (2.3)

É importante notar que se t ∈ [0, 1], então t − 1 ∈ [−1, 0]. Portanto, podemos
simplificar(2.3), e obter que

x(t) = x(0) +

∫ t

0

x(τ − 1)dτ

= 1 +

∫ t

0

1dτ

= 1 + t.

14
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Assim, a solução para o problema (2.2) no intervalo [0, 1] é dada por

x(t) =

{
1, t ∈ [−1, 0],

t+ 1, t ∈ [0, 1].

Dessa forma, a partir das condições iniciais, conseguimos determinar a solução do
problema no intervalo [0, 1]. Procedendo como antes, para t ∈ [1, 2] temos que t−1 ∈ [0, 1]
e assim

x(t) = x(0) +

∫ t

0

x(τ − 1)dτ

= 1 +

∫ 1

0

x(τ − 1)dτ +

∫ t

1

x(τ − 1)dτ

= x(1) +

∫ t

1

x(τ − 1)dτ

= 2 +

∫ t

1

[1 + (τ − 1)]dτ

= 2 +
t2

2
− 1

2

=
3

2
+

t2

2
.

Deste modo, temos uma solução para o problema (2.2) definida no intervalo [−1, 2],
dada por

x(t) =


1, t ∈ [−1, 0],

t+ 1, t ∈ [0, 1],
t2

2
+ 3

2
, t ∈ [1, 2].

Seguindo com este processo é possível encontrar uma solução para o problema no
intervalo [0,∞).

A seguir, apresentaremos um exemplos de equações com memória que podem ser
formulados na forma (2.1).

Exemplo 2.1.1 Considere a equação{
x′(t) = tex(t−2), t ∈ [0, a]

x(θ) = θ, θ ∈ [−p, 0], p ≥ 1.
(2.4)

Neste caso, podemos representar (2.4) na forma (2.1) definindo f(t, x) = tex, r = 2 e
φ(θ) = θ, para θ ∈ [−1, 0].

Ao analisarmos o exemplo anterior, podemos notar que seguindo os procedimentos
anteriores, é possível encontrar a solução em [−2,∞). No entanto, é importante destacar
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que a complexidade desse processo pode variar consideravelmente dependendo da fun-
ção específica e da “história” inicial que estamos lidando. Nesse contexto, a abordagem
abstrata do problema (2.1), investigando a existência de soluções e suas propriedades
qualitativas, pode se revelar altamente vantajosa.

No que segue, apresentaremos uma solução no intervalo [−p, n] para o modelo de
equações com memória discreta, na forma

x′(t) = f(t, x(t− r)), t ∈ [0, a], (2.5)
x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−p, 0], (2.6)

onde r > 0. Como r é positivo, a existência de soluções para este problema é evidente e
nos fornece uma fórmula para a solução do problema considerando propriedades mínimas
para a função f(·) e a condição inicial φ(·).

Integrando a equação (2.5) no intervalo [0, r], obtemos que

x(t) = φ(0) +

∫ t

0

f(τ, x(τ − r))dτ = φ(0) +

∫ t

0

f(τ, φ(τ − r))dτ, (2.7)

o que nos dá uma fórmula explícita para a solução no intervalo [0, r]. Uma vez conhecida
a solução em [0, r], podemos usar a mesma ideia para obter uma fórmula para a solução
no intervalo [r, 2r]. Especificamente, se x1(·) é a solução do problema no intervalo [0, r],
para t ∈ (r, 2r] temos que

x(t) = φ(0) +

∫ r

0

f(τ, x(τ − r))dτ +

∫ t

r

f(τ, x(τ − r))dτ

= φ(0) +

∫ r

0

f(τ, φ(τ − r))dτ +

∫ t

r

f(τ, x1(τ − r))dτ. (2.8)

Continuando dessa forma, obtemos a existência e unicidade de uma solução definida em
todo o intervalo [−p, n].

A seguir apresentaremos um caso mais geral para equações com memória discreta.

Exemplo 2.1.2 Sejam u1, u2, u3, · · · , un as soluções definidas previamente. Se a função
u : [0, (n+ 1)r] → X é solução do problema, então para t ∈ [nr(n+ 1)r], temos que

u(t) = φ(0) +

∫ t

0

f(τ, u(τ − r))dτ

= φ(0) +

∫ s

0

f(τ, u(τ − r))dτ +

∫ 2s

s

f(τ, u(τ − r))dτ

+ · · ·+
∫ ns

(n−1)s

f(τ, u(τ − r))dτ +

∫ t

ns

f(τ, u(τ − r))dτ

= φ(0) +
n−1∑
i=0

∫ (i+1)s

is

f(τ, u(τ − r))dτ +

∫ t

ns

f(τ, u(τ − r))dτ,

o que implica na existência de solução global para o problema.
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A equação (2.1), é conhecida como Equação Diferencial com Memória Discreta.
Além desse tipo de equações, existe outro grupo de equações que também envolvem memó-
ria, denominadas Equações Diferenciais com Memória Dependendo do Tempo.
Um modelo clássico deste tipo de equações podem ser expressas na maneira abstrata{

x′(t) = f(t, x(t− γ(t))), t ∈ [0, a]

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−p, 0]
(2.9)

onde a > 0, φ ∈ C([−p, 0];X), f ∈ C([0, a]×X;X) e γ(t) > t para todo t ∈ [0, a].
A seguir apresentamos um exemplos de equações com memória dependendo do tempo,

que podem ser descritas na forma (2.9).

Exemplo 2.1.3 Considere a equação{
x′(t) = t sin(x(2t− 3)), t ∈ [0, a]

x(θ) = θ, θ ∈ [−3, 0].
(2.10)

Neste caso, podemos representar (2.10) na forma (2.9) definindo f(t, x) = t sinx,
p = 3, φ(θ) = θ , γ(t) = 3− t e t ≤ 3.

Como segundo modelo de equações com memória, considere o problema de Cauchy
abstrato:

u′(t) = f(t, u(γ(t))), t ∈ [0, a] (2.11)
u(θ) = φ(θ), θ ∈ [−p, 0], (2.12)

onde φ ∈ C([−p, 0];X), f ∈ C([0, a]×X;X) e γ(·) é uma função C([0, a]; [−p, a]) tal que
γ(t) ≤ t para todo t ∈ [0, a].

Em relação ao problema (2.11)-(2.12), podemos distinguir dois casos diferentes. Nos
próximos resultados, estudaremos separadamente os casos γ(0) < 0 e γ(0) = 0.

Proposição 2.1.1 Se f ∈ C([0, a]×X;X), γ ∈ C([0, a]; [0, p]) e γ(0) < 0, então existe
uma única solução u ∈ C([−p, b];X) do problema (2.11)-(2.12) para algum b ∈ (0, a].
Mas ainda, se γ(t) < t para todo t ∈ [0, a], então existe uma única solução do problema
(2.11)-(2.12) definida em todo o intervalo [−p, a].

Demonstração: Seja γ(0) < 0 e defina b1 = sup{s ∈ [0, a] : γ(θ) ≤ 0, ∀ 0 ≤ θ ≤ s}.
É óbvio que b1 > 0. Se u(·) é uma solução da equação, integrando a equação (2.11) em
[0, b1], para t ∈ [0, b1] vemos que

u(t) = φ(0) +

∫ t

0

f(τ, u(γ(τ)))dτ = φ(0) +

∫ t

0

f(τ, φ(γ(τ)))dτ. (2.13)

Dessa forma, obtemos a existência de uma única solução u1 ∈ C([−p, b1];X) do problema
(2.11)-(2.12). Isso demonstra a primeira parte deste resultado.
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Agora, vamos assumir que γ(t) < t para todo t ∈ [0, a]. Se b1 = a, a demonstração
está concluída. Caso contrário, para obter uma solução do problema em algum intervalo
da forma [−p, b1 + δ], estudamos o problema diferencial:

u′(t) = f(t, u(γ(t))), t ∈ [b1, a] (2.14)
u(θ) = u1(θ), θ ∈ [b1 − p, b1]. (2.15)

Como γ(b1) < b1, vemos que b2 = sup{s ∈ [b1, a] : γ(θ) ≤ b1, ∀ b1 ≤ θ ≤ s} é maior que
b1. Procedendo de forma semelhante ao início da demonstração, integrando a equação
(2.14) e usando que γ(t) ≤ b1 para todo t ∈ [b1, b2], podemos deduzir facilmente que a
função u2 ∈ C([b1 − p, b2];X) definida por u2 = u1 em [b1 − p, b1] e

u2(t) = u1(b1) +

∫ t

b1

f(τ, u1(τ))dτ, (2.16)

para t ∈ [b1, b2], é uma solução do problema (2.14)-(2.15) em [b1 − p, b2]. Além disso, se
definimos u : [−p, b2] → X por u(t) = u1(t) se t ∈ [−p, b1] e u(t) = u2(t) se t ∈ [b1, b2],
obtemos uma solução de (2.11)-(2.12) no intervalo [−p, b2]. Como antes, se b2 = a, a
demonstração está concluída. Se b2 < 0, podemos continuar usando a ideia anterior.

A partir do que foi mencionado anteriormente, deduzimos a existência de uma única
solução maximal u : Imax → X do problema diferencial (2.11)-(2.12). Seja bφ = sup Imax.
A seguir, provaremos que bφ = a.

Como a solução maximal está definida em [0, bφ) e γ(bφ) < bφ, para t ∈ [0, bφ) vemos
que

∥ u(t) ∥ ≤ ∥ φ(0) ∥ +

∫ t

0

∥ f(s, u(s)) ∥ ds

≤ ∥ φ(0) ∥ +

∫ t

0

∥ f(s, u(γ(s)))− f(0, φ(0)) ∥ ds+

∫ t

0

∥ f(0, φ(0)) ∥ ds

≤ ∥ φ(0) ∥ +

∫ t

0

[f ]C
Lip

(s+ ∥ u(γ(s)) ∥)ds+ ∥ f(0, φ(0)) ∥ t

≤ ∥ φ(0) ∥ + ∥ f(0, φ(0)) ∥ a+

∫ t

0

[f ]C
Lip

sds+

∫ t

0

[f ]C
Lip

∥ u(γ(s)) ∥ ds

≤ ∥ φ(0) ∥ + ∥ f(0, φ(0)) ∥ a+
a2

2
[f ]C

Lip
+

∫ t

0

[f ]C
Lip

∥ u ∥C([−p,s];X) ds

= α +

∫ t

0

[f ]C
Lip

∥ u ∥C([−p,s];X) ds,

de onde concluímos que:

∥ u ∥C([−p,t];X)≤ α +

∫ t

0

[f ]C
Lip

∥ u ∥C([−p,s];X) ds, ∀t ∈ [0, bφ).

Além disso, da desigualdade de Gronwall, é possível notar que: ∥ u ∥C([−p,t];X)≤ αe
[f ]C

Lip
a

para todo t ∈ [0, bφ), o que implica que as funções u(·) e f(·, u(·)), e consequentemente a
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função u′(·), são limitadas em [0, bφ). Como

[u]C
Lip

([0,bφ)) ≤∥ u′ ∥C([0,bφ);X) e ∥ u(t)− u(s) ∥≤∥ u′ ∥C([0,bφ);X)| t− s |,

podemos concluir que limt→bφ u(t) existe.
Agora, definimos a função ū : [−p, bφ] → X por ū(t) = u(t) para t ∈ [−p, bφ) e

ū(bφ) = limt→bφ u(t). Como a função f(·, ū) é contínua em [−p, bφ], usando o Teorema
da Convergência Limitada, obtemos:

ū(bφ) = φ(0) +

∫ bφ

0

f(s, u(γ(s)))ds,

o que implica que ū é uma solução do problema no intervalo [−p, bφ]. Mais ainda, como
u(·) é uma solução maximal, deduzimos do exposto anteriormente que u = ū e que
Imax = [−p, bφ].

Para finalizar, destacando que γ(bφ) < bφ e argumentando como no início da demons-
tração, podemos provar que existe uma solução para o problema (2.11)-(2.12) em algum
intervalo da forma [−p, bφ,1] onde bφ,1 = sup{s ∈ [bφ, a] : γ(θ) ≤ bφ, ∀bφ ≤ θ ≤ s}. Isso
contradiz o fato de que u(·) é uma solução maximal do problema (2.11)-(2.12). O que
conclui a demonstração.

Os casos em que γ(0) = 0 e γ(t) ≤ t para todo t ∈ [0, a] precisam ser tratados de
maneira diferente. A diferença mais importante é o fato de que não podemos representar a
solução em termos da condição inicial φ(·). No próximo resultado, estudamos a existência
de soluções usando o Teorema da Contração de Banach.

Proposição 2.1.2 Assuma f ∈ C
Lip

([0, a] ×X;X), γ ∈ C([0, a]; [−p, a]) e que γ(t) ≤ t
para todo t ∈ [0, a]. Então existe uma única solução do problema (2.11)-(2.12) em [−p, a].

Demonstração: Seja b ∈ [0, a] tal que [f ]C
Lip

b < 1. Definamos agora o operador
Γ : C([−p, b];X) → S por (Γu)|[−p,0]

= φ e

Γu(t) = φ(0) +

∫ t

0

f(s, u(γ(s))ds, t ∈ [0, b]. (2.17)

Para u, v ∈ C([−p, b];X) e t ∈ [0, b] é fácil ver que

∥ Γu(t)− Γv(t) ∥ ≤
∫ t

0

∥ f(τ, u(γ(τ)))− f(τ, v(γ(τ))) ∥ dτ

≤
∫ t

0

[f ]C
Lip

∥ u(γ(τ)))− v(γ(τ)) ∥ dτ

≤ [f ]C
Lip

b ∥ u− v ∥C([0,b];X),

o que nos permite concluir que existe uma única solução v ∈ C([−p, b];X) do problema
(2.11)-(2.12) no intervalo [−p, b].
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Considere agora o problema

u′(t) = f(t, u(γ(t))), t ∈ [b, 2b] (2.18)
u(θ) = v(θ), θ ∈ [−p, b]. (2.19)

Seguindo um raciocínio semelhante ao início da demonstração, podemos provar que existe
uma única solução w ∈ C([−p, 2b];X) do problema (2.18)-(2.19). Além disso, é fácil
ver que w(·) é uma solução de (2.11)-(2.12) em [−p, 2b]. Continuando dessa maneira,
podemos estabelecer a existência de uma solução definida em [−p, a]. O que conclui a
demonstração.

Também é relevante considerar as Equações com Memória Distribuída. Dentro
desta classe de equações, um modelo bastante estudado é o problema{

x′(t) = f(t, xt), t ∈ [0, a]

x(θ) = φ(θ), θ ∈ [−p, 0],
(2.20)

onde, φ ∈ C([−p, 0];X), xt ∈ C([−p, 0];X) é a função definida por xt(θ) = x(t + θ) e
f ∈ C([0, a]× C([−p, 0];X);X).

Na próxima seção apresentaremos resultados sobre o modelo (2.20).

2.2 Existência de soluções para equações diferenciais
funcionais

Estudaremos agora algumas questões básicas sobre o problema de existência de solu-
ções para uma classe de equações diferenciais funcionais com memória descrita na forma{

u′(t) = f(t, ut), t ∈ [0, a],

u(θ) = φ(θ), θ ∈ [−p, 0],
(2.21)

onde f ∈ C([0, a] × C([−p, 0];X);X), p > 0 e φ ∈ C([−p, 0];X). Este é um modelo
clássico e muito geral da teoria das equações com memória. Nessa equação, a memória
é representada pelo símbolo “ut”, e “ut” é a função definida em C([−p, 0];X) como
ut(θ) = u(t+ θ).

Usando o Teorema da Contração de Banach, podemos enunciar e provar o seguinte
teorema.

Teorema 2.2.1 Se f ∈ C
Lip

([0, a] × C([−p, 0];X);X), então existe uma única solução
u ∈ C([−p, a];X) do problema (2.21).

Demonstração: Existem diferentes provas para este resultado, todas deduzidas das
provas da existência de soluções para o problema sem memória

u′(t) = f(t, u(t)), t ∈ [0, a],

u(0) = u0 ∈ X. (2.22)
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A seguir, usaremos [f ]C
Lip

ao invés de usar [f ]C
Lip

([0,a]×X;X), para representar a cons-
tante de Lipschitz de f(·). Seja 0 < b ≤ a tal que [f ]C

Lip
b < 1 e definamos o espaço

S1 =
{
u ∈ C([−p, b];X) : u|[−p,0]

= φ
}

(2.23)

munido da métrica d(u, v) =∥ u− v ∥
C([0,b];X)

. Definamos a função Γ : S → C([−p, b];X)
por u|[−p,0]

= φ e

Γ1u(t) = φ(0) +

∫ t

0

f(s, us)ds, t ∈ [0, b]. (2.24)

Seja u, v ∈ S. Como u(·) é uma função uniformemente contínua em [−p, b], para ε > 0
existe δ > 0 tal que ∥ u(s) − u(s′) ∥≤ ε para todo s, s′ ∈ [−p, b] tal que |s − s′| ≤ δ.
Usando isso, para t, s ∈ [0, b] tal que |t− s| ≤ δ vemos que

∥ ut − us ∥C([−p,0];X)
= sup

θ∈[−p,0]

∥ u(t+ θ)− u(s+ θ) ∥≤ ε,

o que implica que a função “histórica” t → ut é uma função contínua de [0, b] em
C([−p, 0];X). Este fato é importante, pois implica que a função t → f(t, ut) é contí-
nua, logo integrável e que Γu(·) é uma função bem definida e contínua. Isto implica
que Γ(·) é uma função bem definida. Além do anterior, para mostrar que Γ(·) é uma
contração, para t ∈ [0, b] e u, v ∈ S, observamos que

∥ ut − vt ∥C([−p,0];X)
= sup

s∈[−p,0]

∥ u(t+ s)− v(t+ s) ∥

≤ sup
s∈[−p,t]

∥ u(s)− v(s) ∥

≤ ∥ u− v ∥C([−p,b];X) . (2.25)

Usando esta desigualdade, vemos que

∥ Γ1u(t)− Γ1v(t) ∥ ≤
∫ t

0

∥ f(s, us)− f(s, vs) ∥ ds

≤
∫ t

0

[f ]C
Lip

∥ us − vs ∥ ds

≤
∫ t

0

[f ]C
Lip

∥ u− v ∥
C([−p,b];X)

ds

≤ [f ]C
Lip

b ∥ u− v ∥
C([−p,b];X)

, (2.26)

o que nos permite concluir que

∥ Γ1u− Γ1v ∥
C([−p,b];X)

≤ [f ]C
Lip

b ∥ u− v ∥C([−p,b];X), (2.27)

e que Γ(·) é uma contração. Usando agora o Teorema da Contração de Banach, podemos
concluir que existe uma única solução u1 ∈ C([−p, b];X) do problema (2.21) no intervalo
[−p, b].
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Usando as ideias anteriores, podemos estudar a existência e unicidade de solução para
o problema com memória.

u′(t) = f(t, ut), t ∈ [b, a], (2.28)
ub = u1

b , (2.29)

onde u1
b : [−p, 0] → X é dada por u1(θ) = u1(b+ θ).

Para estudar este problema definimos o espaço

S2 =
{
u ∈ C([b− p, 2b];X) : u|[b−p,b]

= u1
}

(2.30)

munido da métrica d(u, v) =∥ u − v ∥C([p−b,2b];X). Além disso, definimos o operador
Γ2 : S2 → C([b− p, 2b];X) por u|[b−p,b]

= u1 e

Γ2u(t) = u1(b) +

∫ t

b

f(s, us)ds, t ∈ [b, 2b]. (2.31)

Argumentando da mesma forma que no início da prova, para t ∈ [b, 2b] e u, v ∈ S2

podemos mostrar que

∥ Γ2u− Γ2v ∥C([b,2b];X) ≤ [f ]b ∥ u− v ∥C([b,2b];X), (2.32)

o que implica que Γ2 é uma contração e que existe uma única solução u2 ∈ C([b−p, 2b];X)
do problema (2.28)-(2.29), que nos permite obter uma solução do problema (2.21) em
C([−p, 2b];X) definindo u ∈ C([−p, 2b];X) por u(t) = u1(t) para t ∈ [−p, b] e u(t) = u2(t)
por t ∈ [b− p, 2b].

Continuando como antes, podemos mostrar que existe uma única solução para o pro-
blema (2.21) definida no intervalo [−p, a]. Isto permite concluir a demonstração.



3 Equações neutras com argumento dependendo
do estado

Nesta seção serão apresentadas provas mais simplificadas para os resultados do artigo
[3], intitulado “Existência e dependência contínua para uma classe de equações diferenciais
neutras não lineares”.

Neste artigo são apresentados teoremas sobre existência e unicidade de soluções para
equações diferenciais neutras da forma{

x′(t) = f(t, x(t), x(g(t, x)), x′(h(t, x))),

x(0) = x0,
(3.1)

onde f(·), g(·) e h(·) são funções contínuas.

3.1 Existência e unicidade de solução

Nesta seção estudaremos a existência e unicidade de solução para o problema neutro
(3.1). Para começar, usando o Teorema do Ponto Fixo de Schauder (veja o Teorema 1.1.1
no Capítulo 1) estabelecemos a existência de pelo menos uma solução.

Teorema 3.1.1 Suponha que as seguintes condições são satisfeitas:

a) f ∈ C(D : R), sendo D ⊂ R4 aberto tal que

P = {(t, x, y, z) : |t| ≤ α, |x− x0| ≤ β, |y − x0| ≤ β, |z| ≤ M} ⊂ D,

onde α, β e Msão constantes positivas tais que α ≤ β
M

, max{|z0|, sup(µ)∈P |f(µ)|} < M
e z0 ∈ R é tal que z0 = f(0, x0, x0, z0).

b) Existe 0 < Lf < 1 tal que

|f(t, x, y, z1)− f(t, x, y, z2)| ≤ Lf |z1 − z2|,

para todo (t, x, y, z1), (t, x, y, z2) ∈ P .

c) g, h ∈ C([−α, α]× [x0−β, x0+β]); [−α, α]), g(0, x0) = h(0, x0) = 0 e existe constantes
positivas k1, k2 tais que k1 + k2M ≤ 1 e

|h(t1, x1)− h(t2, x2)| ≤ k1|t1 − t2|+ k2|x1 − x2|

para todo (t1, x1), (t2, x2) ∈ [−α, α]× [x0 − β, x0 + β].

Então, existe uma solução u ∈ C([−α, α];R) do problema neutro (3.1).

23
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Demonstração: Seja S o conjunto definido por

S = {u ∈ C([−α, α];R) : u(0) = z0, ∥ u ∥C([−α,α];R)≤ M},

munido da métrica d(u, v) =∥ u − v ∥C([−α,α];R). Por conveniência, no que segue usamos
a notação d(u, v) =∥ u− v ∥α=∥ u− v ∥C([−α,α];R).

Como a função constante z : [−α, α] → R dada por z(t) = z0 é limitada, pois
|z(t)| = |z0| ≤ M para todo t ∈ [−α, α], temos que z ∈ S, o que implica que S ̸= ∅.

Definamos agora a função T : S → C([−α, α];R) dada por

Tz(t) = f
(
t, x0 +

∫ t

0

z(s)ds, x0 +

∫ g(t,x0+
∫ t
0 z(s)ds)

0

z(w)dw, z
(
h
(
t, x0 +

∫ t

0

z(s)ds
)))

.

Note que se z(·) é um ponto fixo de T , então z(t) = Tz(t) de onde vemos que

z(t) = f
(
t, x0 +

∫ t

0

z(s)ds, x0 +

∫ g(t,x0+
∫ t
0 z(s)ds)

0

z(w)dw, z
(
h
(
t, x0 +

∫ t

0

z(s)ds
)))

.

Definindo, u : [−α, α] → R por u(t) = x0 +
∫ t

0
z(τ)dτ , vemos que

u′(t) = z(t)

u(g(t, u(t))) = x0 +

∫ g
(
t,x0+

∫ t
0 z(s)ds

)
0

z(τ)dτ

u′(h(t0, u(t))) = z
(
h
(
t0, x0 +

∫ t

0

z(s)ds
))

= z
(
h
(
t0, u(t)

))
,

o que nos permite concluir que u(·) é uma solução do problema (3.1).Antes de continuar,
vamos introduzir algumas notações.

No que segue Ti : S → C([−α, α];R), i = 1, 2, 3, são as funções definidas por meio da
relação

T (z)(t) = f
(
t, T1z(t), T2z(t), T3z(t)

)
, t ∈ [−α, α],

ou seja,

T1z(t) = x0 +

∫ t

0

z(τ)dτ,

T2z(t) = x0 +

∫ g
(
t,x0+

∫ t
0 z(s)ds

)
0

z(τ)dτ,

T3z(t) = z
(
h
(
t, x0 +

∫ t

0

z(τ)dτ
))
.

Nosso próximo passo é mostrar que T (·) é contínua. Para isto estudaremos a continui-
dade das funções Ti. Seja u ∈ S. No que segue mostraremos a continuidade das funções
Ti em u.
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A continuidade de T1 é óbvia, pois

|T1u(t)− T1v(t)| ≤
∫ t

0

|u(τ)− v(τ)|dτ ≤∥ u− v ∥α α,

de onde temos que

∥ T1u− T1v ∥α ≤ ∥ u− v ∥α α.

Estudemos agora a função T2. Seja ε > 0. Usando que g é uniformemente contínua
em [−α, α]× [x0 − β, x0 + β], podemos fixar 0 < δ < ε tal que

|g(t, x)− g(s, y)| < ε, ∀t, s ∈ [−α, α], ∀x, y ∈ [x0 − β, x0 + β],

tais que |t− s| < δ e |x− y| < δ.
Note agora que para v ∈ S e t ∈ [−α, α] temos quex0 +

∫ t

0

v(τ)dτ − x0

 ≤
∫ t

0

∥ v ∥α dτ

≤ ∥ v ∥α α

≤ Mα ≤ β,

o que implica que

x0 +

∫ t

0

v(τ)dτ ∈ [x0 − β, x0 + β], ∀t ∈ [−α, α], v ∈ S.

Mais ainda, se ∥ u− v ∥α< δ
α
, temos quex0 +

∫ t

0

v(τ)dτ − x0 +

∫ t

0

u(τ)dτ)
 ≤

∫ t

0

|u(τ)− v(τ)|dτ

≤ α ∥ u− v ∥α<
δα

α
≤ δ,

de onde obtemos queg(t, x0 +

∫ t

0

v(τ)dτ
)
− g

(
t, x0 +

∫ t

0

u(τ)dτ
) < ε. (3.2)

Usando (3.2), se ∥ u− v ∥α< δ
α
, para t ∈ [−α, α] temos que

|T2u(t)− T2v(t)| ≤
∫ g(t,x0+

∫ t
0 u(s)ds)

0

u(τ)dτ −
∫ g(t,x0+

∫ t
0 v(s)ds)

0

v(τ)dτ


≤
∫ g(t,x0+

∫ t
0 u(s)ds)

0

|u(τ)− v(τ)|dτ

+
∫ g(t,x0+

∫ t
0 u(s)ds)

0

v(τ)dτ −
∫ g(t,x0+

∫ t
0 v(s)ds)

0

v(τ)dτ
. (3.3)
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Supondo agora que g(t, x0 +
∫ t

0
u(s)ds) ≤ g(t, x0 +

∫ t

0
v(s)ds), segue de (3.3) que

|T2u(t)− T2v(t)| ≤ ∥ u− v ∥α
g(t, x0 +

∫ t

0

u(s)ds)
+

∫ g
(
t,x0+

∫ t
0 v(s)ds

)
g
(
t,x0+

∫ t
0 u(s)ds

) v(τ)dτ


≤ ∥ u− v ∥α α+ ∥ v ∥α
(
g(t, x0 +

∫ t

0

v(s)ds)− g(t, x0 +

∫ t

0

u(s)ds)
)

≤ ∥ u− v ∥α α +Mε. (3.4)

Procedendo da mesma forma, se g(t, x0 +
∫ t

0
u(s)ds) ≥ g(t, x0 +

∫ t

0
v(s)ds), obtemos

que (3.4) também é válida. Do anterior, segue que

∥ T2u− T2v ∥α = sup
t∈[−α,α]

|T2u(t)− T2v(t)| ≤∥ u− v ∥α α +Mε

≤ δ

α
α +Mε ≤ ε+Mε,

o que prova que T2(·) é contínua.
Estudemos agora a função T3(·). Como u(·) é contínua em [−α, α], podemos usar

que u(·) é uniformemente contínua. Seja ε > 0. Pelo anterior existe 0 < δ1 < ε tal que
|u(t)− u(s)| < ε se |t− s| < δ1.

Por outro lado, usando que a função h(·) é Lipschitz, para t ∈ [−α, α] e v ∈ S tal que
∥ u− v ∥α≤ δ1

k2α
, vemos que

h(t, x0 +

∫ t

0

u(τ)dτ
)
− h

(
t, x0 +

∫ t

0

v(τ)dτ
)

≤ k2

∫ t

0

u(τ)dτ −
∫ t

0

v(τ)dτ


≤ k2

∫ t

0

|u(τ)− v(τ)|dτ

≤ k2α ∥ u− v ∥α≤ δ1,

o que implica queu(h(t, x0 +

∫ t

0

u(τ)dτ
))

− u
(
h
(
t, x0 +

∫ t

0

v(τ)dτ
)) < ε,

para todo t ∈ [−α, α] e todo v ∈ S tal que ∥ u− v ∥α≤ δ1
k2α

.
Mais ainda, se ∥ u− v ∥α≤ δ1

k2α
vemos que

∥ u(h(t, x0 +

∫ t

0

v(τ)dτ))− v(h(t, x0 +

∫ t

0

v(τ)dτ) ∥ ≤ ∥ u− v ∥α≤
δ1
k2α

≤ ε

k2α
.
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Do anterior, para t ∈ [−α, α] e ∥ u− v ∥α< δ1
k2α

temos que

∥ T3u(t)− T3v(t) ∥ ≤
u(h(t, x0 +

∫ t

0

u(τ)dτ)
)
− u

(
h(t, x0 +

∫ t

0

v(τ))dτ
)

+
u(h(t, x0 +

∫ t

0

v(τ)dτ)
)
− v

(
h(t, x0 +

∫ t

0

v(τ)dτ)
)

≤ ε+ ∥ u− v ∥α≤ ε+
δ1
k2α

≤ ε+
ε

k2α
,

o que implica que

∥ T3u− T3v ∥α ≤ ε
(
1 +

1

k2α

)
,

e prova que T3(·) é contínua.
Usando o anterior, mostramos que T (·) é contínua. Seja ε > 0. Como f é uniforme-

mente contínua em P , existe δ > 0 tal que

|f(t, x, y, z)− f(t, x̄, ȳ, z̄)| < ε,

para todo (t, x, y, z), (t, x̄, ȳ, z̄) ∈ P , tais que |(t, x, y, z) − (t, x̄, ȳ, z̄)| < δ. Usando agora
a continuidade das funções Ti, i = 1, 2, 3, podemos escolher δ1 > 0 tal que

∥ Tiu− Tiv ∥α< δ se ∥ u− v ∥α≤ δ1.

Do anterior, se ∥ u− v ∥α≤ δ1 vemos que

|Tu(t)− Tv(t)| ≤ |f(t, T1u(t), T2u(t), T3u(t))− f(t, T1v(t), T2v(t), T3v(t))| ≤ ε,

o que implica que ∥ Tu− Tv ∥α< ε. Isto finaliza a prova que T é contínua.
No que segue, mostraremos que existe S0 ⊂ S, convexo, fechado tal que TS0 ⊂ S0 e

TS0 = {Tz : z ∈ S0} é um conjunto equicontínuo de funções.
Seja ε > 0 se z ∈ S, usando que as funções Tiz(·) são contínuas em [−α, α], segue que

a função (Tz) : [−α, α]4 → R, dada por

(Tz)(s, s2, s3, s4) = f(s, T1z(s2), T2z(s3), T3z(s4)), (3.5)

é uniformemente contínua. Logo, existe δε > 0 tal que

|Tz(s1, s2, s3, s4)− Tz(s̄1, s̄2, s̄3, s̄4)| < ε,

se |si − s̄i| < δε para i = 1, 2, 3. Em particular, se |t1 − t2| < δε, obtemos que

|Tz(t1, t1, t1, t)− Tz(t2, t2, t2, t)| < ε,

se |t1 − t2| < δε. Equivalentemente,

|f(t1, T1z(t1), T2z(t1), T3z(t))− f(t2, T1z(t2), T2z(t2), T3z(t))| < ε,
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se |t1 − t2| < δε e t ∈ [−α, α].
Para cada ε > 0, definamos o conjunto Sε ⊂ S por

Sε =

{
z ∈ S : |z(t1)− z(t2)| ≤

ε

(1− Lf )
, ∀t1, t2 ∈ [−α, α], |t1 − t2| ≤ δε

}
.

No que segue, mostraremos que S0 =
⋂

ε>0 Sε é não vazio, convexo, limitado, que
TS0 ⊂ S0 e que {Tz : z ∈ S0} é equicontínuo em cada t ∈ [−α, α].

Para começar, note que a função z(t) = z0 ∈ Sε para todo ε > 0, de modo que S0 ̸= ∅.
Por outro lado, é óbvio que S0 é limitado, pois S é limitado. Mostraremos o resto das
propriedades separadamente.

a) S0 é fechado.

Para mostrar isto é suficiente mostrar que cada Sε é fechado. Suponha que (zn)n é
uma sequência em Sε que converge para z ∈ C([−α, α];R). Para t, s ∈ [−α, α] vemos
que

|z(t)− z(s)| = lim
n→∞

|zn(t)− zn(s)| ≤ lim
n→∞

ε

1− Lf

=
ε

1− Lf

,

o que implica que z ∈ Sε. Portanto, Sε e S0 são fechados.

b) S0 é convexo.

Se u, v ∈ S0, obviamente u, v ∈ Sε para todo ε > 0. Se λ ∈ [0, 1], para ε > 0 e
t, s ∈ [−α, α] temos que

|(λu+ (1− λ)v)(t)− (λu+ (1− λ)v)(s)|
= |λ(u(t)− u(s)) + (1− λ)(v(t)− v(s))|
≤ λ

ε

1− Lf

+ (1− λ)
ε

1− Lf

=
ε

1− Lf

,

o que implica que λu+(1−λ)v ∈ Sε. Do anterior λu+(1−λ)v ∈ Sε para todo ε > 0,
o que mostra que λu+ (1− λ)v ∈ S0 e que S0 é convexo.

c) O compacto {Tz : z ∈ S0} é um conjunto equicontínuo em [−α, α].

Para provar esta propriedade, para t ∈ [−α, α] temos que provar que para todo θ > 0
existe δ > 0 tal que |Tz(t)− Tz(s)| < θ, para todo z ∈ S0 e todo s ∈ [−α, α] tal que
|t− s| < δ.

Pela definição de S0, é claro que S0 é um conjunto equicontínuo de funções. De fato,
para θ > 0 podemos fixar ε > 0 tal que ε

1−Lf
< θ. Logo, se z ∈ S0,

|z(t)− z(s)| <
ε

1− Lf

< θ, se |t− s| < δε.
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Do anterior, se mostramos que TS0 ⊂ S0, teremos que TS0 = {Tz : z ∈ S0} é
equicontínuo. Para mostrar isto é suficiente provar que TSε ⊂ Sε para todo ε > 0 pois

TS0 = T
(
∩ Sε

)
⊆ ∩TSε ⊆ ∩ε>0Sε = S0.

Seja ε > 0. Se z ∈ Sε e t, s ∈ [−α, α] são tais que |t− s| < δε, da definição de δε e a
propriedade Lipschitz de f(·) segue que

|Tz(t)− Tz(s)| = |f(t, T1z(t), T2z(t), T3z(t))− f(s, T1z(s), T2z(s), T3z(s))|
≤ |f(t, T1z(t), T2z(t), T3z(t))− f(s, T1z(s), T2z(s), T3z(t))|

+|f(s, T1z(s), T2z(s), T3z(t))− f(s, T1z(s), T2z(s), T3z(s))|
≤ ε+ Lf |T3z(t)− T3z(s)|

≤ ε+ Lf |z
(
h(t, x0 +

∫ t

0

z(τ)dτ)
)
− z

(
h(s, x0 +

∫ s

0

z(τ)dτ)
)
|. (3.6)

Mais ainda, notando queh(t, x0 +

∫ t

0

z(τ)dτ
)
− h

(
s, x0 +

∫ s

0

z(τ)dτ
)

≤ k1|t− s|+ k2

∫ t

0

z(τ)dτ −
∫ s

0

z(τ)dτ


≤ k1|t− s|+ k2

∫ max{t,s}

min{t,s}
|z(τ)|dτ

≤ k1|t− s|+ k2M |t− s|
≤ (k1 + k2M)|t− s| ≤ |t− s| < δε, (3.7)

da definição de Sε, de (3.6) e (3.7) segue que

|Tz(t)− Tz(s)| ≤ ε+ Lf

( ε

1− Lf

)
=

ε

1− Lf

,

o que implica que Tz ∈ Sε, que TSε ⊂ Sε e que TS0 ⊂ S0. Portanto, TS0 é equicon-
tínuo.

Para finalizar, das propriedades anteriores temos que T : S0 → S0 é um operador
contínuo e que TS0 é limitado e equicontínuo em [−α, α], o que implica pelo Teorema de
Schauder que T (·) tem um ponto fixo z ∈ S0. Pelos comentários iniciais sabemos que z
é uma solução de (3.1). Isto completa a prova.

Para finalizar esta seção, mostraremos o segundo resultado.

Teorema 3.1.2 Além das condições no Teorema 3.1.1, suponha que a função h(·) é
independente da segunda variável e que existem constantes L > 0 e Lg > 0 tais que
Lg(1 +M) < 1, onde M é a constante na prova do Teorema 3.1.1 e

|f(t, x1, y1, z1)− f(t, x2, y2, z2)| ≤ L{|x1 − x2|+ |y1 − y2|}+ Lf |z1 − z2|,
|g(t, x1)− g(t, x2)| ≤ Lg|x1 − x2|,

para todo (t, xi, yi, zi) ∈ P . Então existe 0 < γ0 ≤ α, tal que no intervalo [−γ0, γ0] existe
uma única solução do problema (3.1) tal que z(0) = x0 e z′(0) = z0.
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Demonstração: No que segue, escrevemos h(t) no lugar de h(t, x). Seja z0 tal que
z0 = f(0, x0, x0, z0). Para 0 < γ < α, definamos o conjunto

Sγ = {z ∈ C([−γ, γ];R) :∥ z ∥γ=∥ z ∥C([−γ,γ];R)≤ M}.

Para provar o resultado vamos ter de mostrar que existe γ > 0 tal que o operador
Tγ : Sγ → C([−γ, γ];R) dado por Tγ(z) = Tz(·), onde T (·) é o operador na prova do
Teorema 3.1.1, é uma contração.

Sejam u, z ∈ Sγ e t ∈ [−γ, γ]. Para começar notamos queg(t, x0 +

∫ t

0

z(τ)dτ
) =

g(t, x0 +

∫ t

0

z(τ)dτ
)
− g(0, x0)


≤ Lg(t+Mt) ≤ Lg(1 +M)γ ≤ γ,

o que implica que a função T2z(·) na prova do Teorema 3.1.1 esta bem definida. Mais
ainda, como

|h(t)| = |h(t)− h(0)| < k1t ≤ t,

pois k1 ≤ 1, obtemos que a função T3(·) também está bem definida.
Além do anterior, da prova do Teorema 3.1.1, segue que ∥ Tγu ∥γ≤ M para cada

u ∈ Sγ.
Mais ainda, para t ∈ [−γ, γ] vemos que,

|z(t)− u(t)| =
f(t, T1z(t), T2z(t), T3z(t)

)
− f

(
t, T1u(t), T2u(t), T3u(t)

)
≤ L

(
|T1z(t)− T1u(t)|+ |T2z(t)− T2u(t)|

)
+ Lf |T3z(t)− T3u(t)|

≤ L

∫ t

0

|z(τ)− u(τ)|dτ

+L
∫ g(t,x0+

∫ t
0 z(τ)dτ)

0

z(s)ds−
∫ g(t,x0+

∫ t
0 u(τ)dτ)

0

u(s)ds


+Lf

z(h(t, x0 +

∫ t

0

z(τ)dτ
))

− u
(
h
(
t, x0 +

∫ t

0

u(τ)dτ
))

≤ L

∫ t

0

|z(τ)− u(τ)|dτ

+L
∫ g(t,x0+

∫ t
0 z(τ)dτ)

0

z(s)ds−
∫ g(t,x0+

∫ t
0 z(τ)dτ)

0

u(s)ds


+L
∫ g(t,x0+

∫ t
0 z(τ)dτ)

0

u(s)ds−
∫ g(t,x0+

∫ t
0 u(τ)dτ)

0

u(s)ds


+Lf

z(h(t))− u(h(t))
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logo,

|z(t)− u(t)| ≤ L

∫ t

0

|z(τ)− u(τ)|dτ + L
∫ g(t,x0+

∫ t
0 z(τ)dτ)

0

(z(s)− u(s))ds


+L
∫ g(t,x0+

∫ t
0 z(τ)dτ)

0

u(s)ds−
∫ g(t,x0+

∫ t
0 u(τ)dτ)

0

u(s)ds


+Lf

z(h(t))− u
(
h(t)

). (3.8)

Se usamos a notação λ1(t) = g(t, x0 +
∫ t

0
z(τ)dτ) e λ2(t) = g(t, x0 +

∫ t

0
u(τ)dτ),

lembrando que λ1(t) ≤ γ e que h(t) ≤ t, de (3.8) temos que

|Tz(t)− Tu(t)| ≤ L

∫ t

0

|z(τ)− u(τ)|dτ + L
g(t, x0 +

∫ t

0

z(τ)dτ)
 ∥ z − u ∥γ

+L

∫ max{λ1(t),λ2(t)}

min{λ1(t),λ2(t)}
∥ u ∥γ ds+ Lf ∥ z − u ∥γ

≤ Lγ ∥ z − u ∥γ +LLg(1 +M)γ ∥ z − u ∥γ
+L|λ1(t)− λ2(t)| ∥ u ∥γ +Lf ∥ z − u ∥γ

≤ (Lγ + LLg(1 +M)γ + Lf ) ∥ z − u ∥γ

+L|g(t, x0 +

∫ t

0

z(τ)dτ)− g(t, x0 +

∫ t

0

u(τ)dτ)| ∥ u ∥γ

≤ (Lγ + LLg(1 +M)γ + Lf ) ∥ z − u ∥γ +LLgγ ∥ z − u ∥γ M,

de onde obtemos que

∥ Tγz − Tγu ∥ ≤ (Lγ + LLg(1 +M)γ + Lf + LLgγM) ∥ z − u ∥γ .

Finalmente, escolhendo γ pequeno de modo que

(L+ LLg(1 +M) + LLgM)γ + Lf < 1,

obtemos que Tγ : Sγ → Sγ é uma contração e que existe um único ponto fixo z = Tγz

o que nos permite concluir que u(t) = x0 +
∫ t

0
z(s)ds é a única solução para o problema

(3.1) e u(0) = x0 e u′(0) = z0.



4 Estudo da Teoria de Semigrupo
No presente capítulo apresentaremos tópicos básicos da teoria de semigrupos de ope-

radores lineares limitados. No que segue, (X, ∥ · ∥) é um espaço de Banach.

4.1 Semigrupos uniformemente contínuos de operado-
res lineares limitados

Definição 4.1.1 Uma família de operadores lineares limitados (T (t))t≥0 de X em X, é
um semigrupo de operadores lineares limitados em X se

(i) T (0) = I, (I é o operador identidade em X);

(ii) T (t+ s) = T (t)T (s) para todo t, s ≥ 0 (a propriedade do semigrupo).

Seja (T (t))t≥0 um semigrupo de operadores lineares limitados. O semigrupo é chamado
uniformemente contínuo se

lim
t↓0

∥ T (t)− I ∥L(X)
= 0.

O operador linear A : D(A) ⊂ X → X definido por

Ax = lim
t↓0

T (t)x− x

t
=

d+

dt
T (t)x

∣∣
t=0

para x ∈ D(A), (4.1)

sendo D(A) = {x ∈ X : limt↓0
T (t)x−x

t
existe}, é chamado de gerador infinitesimal de

semigrupos (T (t))t≥0 e D(A) é o domínio de A.

Definição 4.1.2 Seja (T (t))t≥0 um semigrupo de operadores lineares limitados em X.
Dizemos que (T (t))t≥0 é uniformemente contínuo se limt→0(T (t)− I) = 0

A partir das definição 4.1.1 e 4.1.2 é simples provar que lims→t ∥ T (s) − T (t) ∥= 0.
Para provar isto, seja a > 0 e t ∈ [0, a). Como o semigrupo é uniformemente contínuo,
podemos fixar δ > 0, tal que ∥ T (s) − I ∥< 1, para todo s ∈ [0, δ], o que implica que
∥ T (s) ∥≤ 1+ ∥ I ∥= 2.

Seja n ∈ N tal que nδ > a. Neste caso, se s ∈ [0, a) existe k ∈ {0, 1, · · · , n} tal que
s = θ+ kδ para algum θ ∈ [0, δ]. Logo, usando as propriedades do semigrupo, temos que

∥ T (s) ∥ = ∥ T (θ + kδ) ∥=∥ T (θ)T (kδ) ∥
= ∥ T (θ)T k(δ) ∥≤∥ T (s) ∥∥ T (δ) ∥k

≤ 2× 2k = 2k+1, ∀s ∈ [0, a].

Seja t ∈ [0, a) e ε > 0. Usando que lims↓0(T (s)− I) = 0 podemos fixar 0 < δε < t− a
tal que ∥ T (s)− I ∥< ε

1+2k+1 se s ∈ [0, δε].

32
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Do anterior, para s ∈ [t− δε, t+ δε] vemos que como 0 < s < t, temos que

∥ T (s)− T (t) ∥ = ∥ T (s)− T (t− s)T (s) ∥
≤ ∥ T (s)(I − T (t− s)) ∥
≤ ∥ T (s) ∥∥ I − T (t− s) ∥
≤ 2k+1 ε

1 + 2k+1

≤ ε.

Da mesma forma, podemos mostrar que

∥ T (t)− T (s) ∥≤ ε, se | t− s |< δε e s ∈ [t, t+ δε].

Do anterior, obtemos que ∥ T (t)−T (s) ∥< ε se 0 <| t−s |< δε, o que prova que a função
s → T (s) é contínua em t. Portanto, lims→t ∥ T (t)− T (s) ∥= 0.

Teorema 4.1.1 Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uni-
formemente contínuo se, e somente, se A é um operador linear limitado.

Demonstração: (⇐) Suponha que A : X → X é um operador linear limitado em X.
Para todo t ≥ 0 definamos o operador T (t) dado por

T (t) = etA =
∞∑
n=0

(tA)n

n!
. (4.2)

O lado direito de (4.2) converge em norma para todo t ≥ 0 e define, para cada t,
um operador linear limitado. É claro que T (0) = I e um cálculo direto com a série de
potência mostra que T (t+ s) = T (t)T (s).

Para t > 0 vemos que

∥ T (t)− I ∥ = ∥
∞∑
i=0

Aiti

i!
− I ∥

= ∥ A

∞∑
i=0

Ai−1ti

i!
∥

≤ ∥ A ∥
∞∑
i=0

∥ Ai−1ti ∥
i!

≤ ∥ A ∥ t

∞∑
i=0

∥ Ai−1ti−1 ∥
(i− 1)!

≤ ∥ A ∥ t
∞∑
i=0

ti

i!
∥ A ∥i

≤ ∥ A ∥ tet∥A∥ (4.3)
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o que implica que limt↓0 ∥ T (t)− I ∥= 0. Do anterior, para t > 0 temos que

∥ T (t)− I

t
− A ∥≤∥ A ∥∥ T (t)− I ∥, (4.4)

o qual implica que (T (t))t≥0 é um semigrupo uniformemente contínuo de operadores
lineares limitados em X e que A é gerador infinitesimal.

(⇒) Seja (T (t))t≥0 um semigrupo uniformemente contínuo de operadores lineares li-
mitados em X. Fixe ρ > 0, pequeno o suficiente, tal que ∥ I − 1

ρ

∫ ρ

0
T (s)ds ∥< 1. Isto

implica que 1
ρ

∫ ρ

0
T (s)ds é invertível e, portanto,

∫ ρ

0
T (s)ds é invertível. Agora,

1

h
(T (h)− I)

∫ ρ

0

T (s)ds =
1

h

( ∫ ρ

0

T (s+ h)ds−
∫ ρ

0

T (s)ds
)

=
1

h

( ∫ ρ+h

ρ

T (s)ds−
∫ h

0

T (s)ds
)

e portanto,

1

h
(T (h)− I) =

(1
h

∫ ρ+h

ρ

T (s)ds− 1

h

∫ h

0

T (s)ds
)( ∫ ρ

0

T (s)ds
)−1

. (4.5)

Deixando h ↓ 0 em (4.5) mostra que
1

h
(T (h)− I) converge em norma e, portanto, forte-

mente para o operador linear limitado (T (ρ) − I)(
∫ ρ

0
T (s)ds)−1 que é o gerador infinite-

simal de (T (t))t≥0.
Da definição 4.1.1 fica claro que um semigrupo (T (t))t≥0 tem um único gerador in-

finitesimal. Se (T (t))t≥0 for uniformemente contínuo, seu gerador infinitesimal é um
operador linear limitado. Por outro lado, todo operador linear limitado A é um gerador
infinitesimal de um semigrupo uniformemente contínuo (T (t))t≥0. E este semigrupo é
único.

Teorema 4.1.2 Sejam (T (t))t≥0 e (S(t))t≥0 semigrupos uniformemente contínuos de
operadores lineares limitados. Se

lim
t↓0

T (t)− I

t
= A = lim

t↓0

S(t)− I

t
(4.6)

então T (t) = S(t) para todo t ≥ 0.

Demonstração: Mostremos que para T > 0, S(t) = T (t) para todo 0 ≤ t ≤ T . Seja
T > 0. Como as funções t →∥ T (t) ∥ e t →∥ S(t) ∥ são contínuas em [0, T ], temos que
existe uma constante C > 0 tal que ∥ T (t) ∥≤ C e ∥ S(s) ∥≤ C para todo s ∈ [0, T ].
Seja ε > 0. Usando (4.6) vemos que existe δ > 0 tal que

1

h
∥ T (h)− S(h) ∥< ε

TC
para todo 0 ≤ h ≤ δ. (4.7)
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Seja 0 ≤ t ≤ T e fixemos n ∈ N tal que n ≥ 1 tal que t
n
< δ. Da propriedade do

semigrupo e (4.7) segue que

∥ T (t)− S(t) ∥

=

∥∥∥∥T(n t

n

)
− S

(
n
t

n

)∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
n−1∑
k=0

T
(
(n− k)

t

n

)
S
(kt
n

)
−

n−1∑
k=0

T
(
(n− k − 1)

t

n

)
S
(
(k + 1)

t

n

)∥∥∥∥∥
≤

n−1∑
k=0

∥∥∥∥T((n− k)
t

n

)
S
(kt
n

)
− T

(
(n− k − 1)

t

n

)
S
(
(k + 1)

t

n

)∥∥∥∥
≤

n−1∑
k=0

∥∥∥∥T((n− k − 1)
t

n

)
T
( t

n

)
S
(kt
n

)
− T

(
(n− k − 1)

t

n

)
S
( t

n

)
S
(kt
n

)∥∥∥∥
≤

n−1∑
k=0

∥∥∥∥T((n− k − 1)
t

n

)∥∥∥∥∥∥∥∥T( t

n

)
− S

( t

n

)∥∥∥∥∥∥∥∥S(ktn )∥∥∥∥
≤

n−1∑
k=0

t

n

ε

TC
C = n

t

n

ε

T
≤ ε,

o que prova que T (t) = S(t) para todo 0 ≤ t ≤ T . Isto completa a prova.

Corolário 4.1.1 Seja (T (t))t≥0 um semigrupo uniformemente contínuo de operadores
lineares limitados em X. Então

(a) Existe uma constante ω ≥ 0 tal que ∥ T (t) ∥≤ eωt para todo t ≥ 0.

(b) Existe um único operador linear limitado A tal que T (t) = etA.

(c) O operador A no item (b) é o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0.

(d) A função t → T (t) é diferenciável e

dT (t)

dt
= AT (t) = T (t)A. (4.8)

Demonstração: Todas as afirmações advêm do item (b).

(b) Como (T (t))t≥0 é um semigrupo uniformemente contínuo, seu gerador infinitesimal
A é um operador linear limitado (veja Teorema 4.1.1). Assim, definindo S(t) = etA,
temos que (S(t))t≥0 é uniformemente contínuo e A é seu gerador infinitesimal. Então,
usando o Teorema 4.1.2, obtemos que T (t) = S(t) para todo t ≥ 0. Assim, T (t) = etA

e A é o gerador infinitesimal de (T (t))t≥0.

(a) Note que,

∥ T (t) ∥=
∥∥etA∥∥ ≤

∞∑
n=0

∥∥∥∥tnAn

n!

∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=0

tn

n!
∥ A ∥n= e∥A∥t.
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(c) Suponha que T (t) = eAt, para t ≥ 0. Neste caso,

T (t)− I =
∞∑
i=0

Aiti

i!
− I =

∞∑
i=0

Aiti

i!

= At+
A2t2

2!
+

A3t3

3!
+ · · ·+ Antn

n!
+ · · · ,

logo,

T (t)− I

t
= A+ t

(A2t

2!
+

A3t2

3!
+ · · ·+ Antt−1

n!
+ · · ·

)
e ∥∥∥∥T (t)− I

t
− A

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥t(A2t

2!
+

A3t2

3!
+ · · ·+ Antn−1

n!
+ · · ·

)∥∥∥∥
≤ t ∥ A ∥

(∥ A ∥ t

2!
+

∥ A ∥2 t2

3!
+ · · ·+ ∥ A ∥n−1 tn−1

n!
+ · · ·

)
.

Usando que tk ≤ tk−1 se t ∈ [0, 1], vemos que para 0 < t < 1∥∥∥∥T (t)− I

t
− A

∥∥∥∥ ≤ t ∥ A ∥
(
∥ A ∥ t+

∥ A ∥2 t2

2!
+ · · ·+ ∥ A ∥n tn

n!
+ · · ·

)
≤ t ∥ A ∥ e∥A∥t

o que implica que limt→∞
T (t)−I

t
= A, o que permite inferir que

∥∥∥T (t)−I
t

− A
∥∥∥ → 0 se

t → 0 e que A é o gerador de (T (t))t≥0.

(d) Para h > 0, temos que∥∥∥∥T (t+ h)− T (t)

h
− T (t)A

∥∥∥∥ ≤ ∥ T (t) ∥
∥∥∥∥T (h)− I

h
− A

∥∥∥∥
≤ e∥A∥t

∥∥∥∥T (h)− I

h
− A

∥∥∥∥ .
Como

d+

dt
T (t)


t<0

= A, segue que limh→∞ =
∥∥∥T (h)−I

h
− A

∥∥∥ = 0, o que implica que
d+

dt
T (t) = T (t)A.
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Por outro lado, para 0 < h ≤ t vemos que∥∥∥∥T (t)− T (t− h)

h
− T (t)A

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥T (t− h+ h)− T (t− h)

h
− T (t)A

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥T (t− h)T (h)− T (t− h)

h
− T (t− h+ h)A

∥∥∥∥
≤ ∥ T (t− h) ∥

∥∥∥∥T (h)− I

h
− T (h)A

∥∥∥∥
≤ e∥A∥(t−h)

∥∥∥∥T (h)− I

h
− T (h)A

∥∥∥∥
≤ e∥A∥t

∥∥∥∥T (h)− I

h
− T (h)A

∥∥∥∥
≤ e∥A∥t

(∥∥∥∥T (h)− I

h
− A

∥∥∥∥+ ∥ A− T (h)A ∥
)

≤ e∥A∥t
∥∥∥∥T (h)− I

h
− A

∥∥∥∥+ e∥A∥t ∥ I − T (h) ∥∥ A ∥,

o que implica que
d−

dt
T (t) = T (t)A para t > 0. Do anterior,

d

dt
T (t) = T (t)A, para

todo t ≥ 0. Logo, vemos que AT (t) = T (t)A e mudando os limites anteriores, temos
que

T (h+ t)− T (t)− hAT (t) = T (h)T (t)− T (t)− hAT (t) = (T (h)− I − hA)T (t).

Do anterior, vemos que

lim
h→0

T (t+ h)− T (t)

h
− AT (t) = lim

h→0

(T (h)− I

h
− A

)
T (t) = 0,

o que implica que
d

dt
T (t) = AT (t) para todo t ≥ 0.

4.2 Semigrupos fortemente contínuos de operadores li-
neares

Definição 4.2.1 Um semigrupo (T (t))t≥0, de operadores lineares limitados em X é um
semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares se

lim
t↓0

T (t)x = x, ∀x ∈ X. (4.9)

Um semigrupo fortemente contínuo de operadores lineares limitados em X será cha-
mado de semigrupo de classe C0 ou simplesmente de C0-semigrupo.

Teorema 4.2.1 Seja (T (t))t≥0 um C0-semigrupo. Então existem constantes ω ≥ 0 e
M ≥ 1 tais que

∥ T (t) ∥≤ Meωt para todo t ≥ 0. (4.10)



38 CAPÍTULO 4. ESTUDO DA TEORIA DE SEMIGRUPO

Demonstração: Mostremos primeiro que existe η > 0 tal que {T (t) : t ∈ [0, η]} é
limitado. Se isto é falso, então existe uma sequência {tn}n tal que tn ≥ 0, para todo
n ∈ N, limn→∞ tn = 0 e ∥ T (tn) ∥≥ n, para todo n ∈ N.

Do Teorema da Limitação Uniforme (veja [1], Teorema 2.2) segue que para qual-
quer x ∈ X, o conjunto {T (tn)x : n ∈ N} não é limitado, o que é um absurdo pois
limn→∞ T (tn)x = x. Do anterior, podemos fixar M ≥ 1 tal que ∥ T (t) ∥≤ M para todo
t ∈ [0, η].

Seja ω = 1
η
ln(M) ≥ 0. Se t ∈ (0,∞), existe n ∈ N e δ ∈ [0, η] tal que t = nη + δ , de

onde segue que

∥ T (t) ∥=∥ T (δ)T (η)n ∥≤ Mn+1 ≤ MM
1
η = Meωt,

o que completa a prova.

Corolário 4.2.1 Se (T (t))t≥0 é um C0-semigrupo, então para todo x ∈ X, t → T (t)x é
uma função contínua de R+

0 em X.

Demonstração: Seja t > 0. Para 0 < h < t vemos que

∥ T (t+ h)x− T (t)x ∥ ≤ ∥ T (t) ∥∥ T (h)x− x ∥
≤ Meωt ∥ T (h)x− x ∥,

e que

∥ T (t− h)x− T (t)x ∥ ≤ ∥ T (t− h) ∥∥ x− T (h)x ∥
≤ Meωt ∥ x− T (h)x ∥,

o que implica que limh↓0 T (t−h)x = T (t)x = limh↓0 T (t+h)x, o que prova que s 7→ T (s)x
é contínua em t e que s → T (s)x é contínua em [0,∞] pois t é arbitrário.

Teorema 4.2.2 Seja (T (t))t ≥ 0 um C0-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Então

(a) Para x ∈ X,

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x. (4.11)

(b) Para x ∈ X,
∫ t

0

T (s)xds ∈ D(A) e

A
( ∫ t

0

T (s)xds
)
= T (t)x− x. (4.12)

(c) Para x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) e

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax. (4.13)
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(d) Para x ∈ D(A), ∫ t

s

T (τ)Axdτ =

∫ t

s

AT (τ)xdτ. (4.14)

Demonstração:

(a) A propriedade em (a) segue diretamente da continuidade de t → T (t)x. De fato,
para ε > 0, fixamos δ > 0 tal que ∥ T (s)x− T (t)x ∥≤ ε se 0 <| t− s |< δ.

Do anterior, para h → 0 e 0 < h < δ vemos que∥∥∥∥1h
∫ t+h

0

T (s)xds− T (t)x

∥∥∥∥ =
1

h

∫ t+h

t

∥ T (s)x− T (t)x ∥ ds

≤ 1

h

∫ t+h

t

εds ≤ ε

h
(t+ h− t) = ε,

portanto,

lim
h↓0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x.

(b) Seja x ∈ X. Para h > 0 temos que

T (h)− I

h

∫ t

0

T (s)xds =
1

h

∫ t

0

(T (s+ h)x− T (s)x)ds

=
1

h

[ ∫ t

0

T (s+ h)xds−
∫ t

0

T (s)xds
]

=
1

h

[ ∫ t+h

h

T (s)xds−
∫ t

0

T (s)xds
]

=
1

h

∫ t+h

t

T (s)xds− 1

h

∫ h

0

T (s)xds.

Usando agora (a), vemos que

lim
h→0

T (h)− I

h

∫ t

0

T (s)xds = lim
h→0

(1
h

∫ t+h

t

T (s)xds− 1

h

∫ h

0

T (s)xds
)

= T (t)x− x

o que implica que
∫ t

0

T (s)xds ∈ D(A), o que prova (b).

(c) Seja x ∈ D(A). Para h > 0, note que(T (h)− I

h

)
T (t)x = T (t)

(T (h)− I

h

)
x, (4.15)
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o que permite concluir que

lim
h→0

(T (h)− I

h

)
T (t)x = T (t)Ax, (4.16)

pois T (t) é contínuo. Isto prova que T (t)x ∈ D(A) e que AT (t)x = T (t)Ax. Mais
ainda, como (T (h)− I

h

)
T (t)x = T (t+ h)

(x− T (t)x

h

)
,

do anterior segue que
d+

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax. Além do anterior, é simples ver

que

lim
h↓0

[T (t)x− T (t− h)x

h
− T (t)Ax

]
= lim

h↓0
T (t− h)

[T (h)x− x

h
− Ax

]
+ lim

h↓0
(T (t− h)Ax− T (t)Ax). (4.17)

Pelo Corolário 4.2.1 segue que o segundo termo da direita de 4.17 converge para
zero. Além disso, usando o Teorema 4.2.1 e que x ∈ D(A), vemos que o primeiro
termo da direita em 4.17 também converge para zero, o que permite concluir que
d

dt
T (t)x = T (t)Ax.

(d) É obtida pela integração de (4.13) de s à t.

Corolário 4.2.2 Se A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))t≥0, então o
domínio de A, é denso em X e A é um operador linear fechado.

Demonstração: Para todo x ∈ X e xt =
1

t

∫ t

0

T (s)xds. Pelo item (b) do Teorema 4.2.2

sabemos que, xt ∈ D(A) para todo t > 0 e por (a) do mesmo teorema, temos que xt → x
quando t ↓ 0. O que implica que o fecho de A é igual a X. A linearidade de A é evidente.

Para provar que A é fechado, suponha que (xn)n é uma sequência em D(A) e que
xn → x e Axn → y, quando n → ∞. Por (d) do Teorema 4.2.2 temos

T (t)xn − xn =

∫ t

0

T (s)Axnds. (4.18)

Como T (s)Axn → T (s)y uniformemente para s ∈ [0, t], logo
∫ t

0

Axnds →
∫ t

0

T (s)Axnds

quando n → ∞, o que implica que

T (t)x− x = lim
n→∞

[T (t)xn − xn] = lim
n→∞

∫ t

0

T (s)Axnds =

∫ t

0

T (s)yds.
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Do anterior, por (a) do Teorema 4.2.2 vemos que

lim
t→0

[T (t)x− x] = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

T (s)yds = y

o que implica, pela definição de A, que x ∈ D(A) e que Ax = y. Isto prova que A é
fechado.

Teorema 4.2.3 Seja (T (t))t≥0 e (S(t))t≥0, C0-semigrupos de operadores lineares limita-
dos com gerador infinitesimal A e B respectivamente. Se A = B então T (t) = S(t) para
t ≥ 0.

Demonstração: Seja x ∈ D(A) = D(B). Do Teorema 4.2.2 item (c), segue que a função
s 7→ T (t− s)S(s)x é diferenciável e que

d

ds
T (t− s)S(s)x = −AT (t− s)S(s)x+ T (t− s)BS(s)x

= −T (t− s)AS(s)x+ T (t− s)BS(s)x

= 0.

Portanto, s 7→ T (t − s)S(s)x é constante e em particular os valores s = 0 e s = t são
os mesmos, ou seja, T (t)x = S(t)x. Isto é verdade para todo x ∈ D(A) e como, pelo
Corolário 4.2.2, D(A) é denso em X e T (t), S(t) são limitados, T (t)x = S(t)x para todo
x ∈ X.



5 Existência e unicidade de solução para equa-
ções neutras explícitas com memória depen-
dendo do estado

Neste capítulo estudaremos a existência e unicidade de solução para uma classe de
equações diferenciais do tipo neutra explicita da forma

u′(t) = Au(t) + F

(
t, u(t),

∫ t

0

K(t, τ)u′(σ(τ, u(τ)))dτ

)
, t ∈ [0, a], (5.1)

u|[−p,0]
= φ ∈ C([−p, 0];X), (5.2)

onde temos que X é um espaço de Banach, A : X → X é um operador linear limitado
e gerador de um C0-semigrupo compacto de operadores lineares limitados (eAt)t≥0 em
X, {K(t, s) : t, s ∈ [0, a]} é uma família de operadores lineares limitados de X em X,
F ∈ C([0, a]×X ×X;X) e σ ∈ CLip([0, a]×X); [−p, a]).

Antes de apresentar as demonstrações de existência e unicidade de solução, vamos
definir algumas propriedades que serão utilizadas nas provas.

Condição 1 Lα: α ∈ (0, 1], K : {(t, s) : t, s ∈ [0, a]} → L(X) é uma função tal que

(a) K(t, ·) ∈ L
1

(1−α) ([0, t],L(X)) para todo t ∈ [0, a] e

Θ(0, b) = sup
s∈[0,b]

( ∫ s

0

∥ K(s, τ) ∥
1

1−α dτ
)(1−α)

< ∞, ∀ b ∈ [0, a].

Notação 1 Sejam u, v ∈ C([−p, b];X) com 0 < b ≤ a. Assuma que u′(σ(·, u(·))) per-
tence a C([0, b];X) e que φ′ ∈ C([−p, 0];X). Usaremos os símbolos vσ, (u′)σ

K,u
e F σu para

as funções vσ, (u′)σ
K,u

e F σu : [0, b] → X dadas por vσ(t) = v(σ(t, v(t))),

(u′)σ
K,u

(t) =

∫ t

0

K(t, s)u′(σ(s, u(s)))ds e F σu(t) = F (t, u(t), (u′)σ
K,u

(t)).

Se σ(t, u(t)) < 0 para todo t ∈ [0, b] e u|[−p,0]
= φ, usaremos a notação (φ′)σ

K,u
em

lugar (u′)σ
K,u

. Observamos que neste caso (φ′)σ
K,u

(t) =
∫ t

0
K(t, s)φ′(σ(s, u(s)))ds, para

todo t ∈ [0, b]

O próximo conceito foi introduzido em [7] e vamos utilizá-lo em nossas demonstrações.

Definição 5.0.1 Uma função F ∈ C([c, d] × Y1;Y2) é Lq-Lipschitz (F ∈ Lq
Lip

([c, d] ×
Y1;Y2)), se existe [F ](·,·) ∈ Lq([c, d]2;R+) e uma função não decrescente KF : R+ → R+

tal que [F ](t,·) ∈ Lq([c, t];R+) para todo t ≥ c e

∥ F (t, x1)− F (s, x2) ∥Y2≤ KF (max
i=1,2

{∥ xi ∥Y1})[F ](t,s)(| t− s | + ∥ x1 − x2 ∥Y1),

para xi ∈ Y1e c ≤ s ≤ t ≤ d.

42
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5.1 Existência e unicidade de solução

Nesta seção estudaremos a existência e unicidade de solução para o problema (5.1)-
(5.2). Para iniciar, dos resultados das seções anteriores lembramos que uma função u ∈
C([−p, b];X) é solução de (5.1)-(5.2) em [−p, b] se u|[−p,0]

= φ, u(·) é diferenciável em
{σ(s, u(s)) : s ∈ [0, b]} ∪ [0, b] e

u(t) = eAtφ(0) +

∫ t

0

eA(t−s)F σu(s)ds, ∀ t ∈ [0, b]. (5.3)

Para estabelecer os resultados desta seção, usaremos a seguinte condição.

Condição 2 LF,σ: F ∈ Lq
Lip

([0, a] × X × X;X) para algum q ≥ 1 e vamos ter que
σ ∈ C

Lip
([0, a]×X; [−p, a]) e σ(t, x) ≤ t para todo (t, x) ∈ [0, a]×X.

Estamos agora em condições de estabelecer o primeiro resultado de existência de
solução para (5.1)-(5.2).

Teorema 5.1.1 Assuma que as condições LF,σ e Lα são satisfeitas, que σ(0, φ(0)) < 0
e que φ ∈ C1([−p, 0];X). Então existe uma solução u ∈ C([−p, b];X) de (5.1)-(5.2) em
[−p, b] para algum b ∈ (0, a].

Demonstração: Usando que σ(·) é uma função contínua e que σ(0, φ(0)) < 0, fixamos
r1 > 0 e 0 < b1 ≤ a tal que | σ(s, x) − σ(0, φ(0)) |< |σ(0,φ(0))|

2
para todo s ∈ [0, b1] e

x ∈ Br1
(φ(0), X). Seja ρ = r1 + (1 + Θ(0, a)aα) ∥ φ ∥C1([−p,0];X), onde Θ(0, a) é definido

em Condição 1. Selecionamos agora 0 < b < b1 tal que

∥ eA(·)φ(0)− φ(0) ∥
C([0,b];X)

+C0 ∥ F (·, φ(0), 0) ∥
C([0,b];X)

b

+C0KF (ρ) ∥ [F ](·,·) ∥L1([0,b]) ρ ≤ r1. (5.4)

Seja S(b) := {u ∈ C([−p, b];X) :∥ u(·)− φ(0) ∥
C([0,b];X)

≤ r1, u|[−p,0]
= φ} munido com

a métrica d(u, v) =∥ u − v ∥
C([0,b];X)

e Γ : S(b) → C([−p, b];X) o operador definido por
Γu(θ) = φ(θ) para −p ≤ θ ≤ 0 e

Γu(t) = eAtφ(0) +

∫ t

0

eA(t−s)F (s, u(s), (φ′)σ
K,u

(s))ds, para t ∈ [0, b], (5.5)

onde (φ′)σ
K,u

(s)) é a função definida em Notação 1. No que segue mostraremos que Γ(·)
é completamente contínuo de S(b) em S(b).

Seja u ∈ S(b). Pela definição de S(b) e a escolha de r1, temos que σ(s, u(s)) < 0 para
todo s ∈ [0, b], o que implica que φ′(σ(s, u(s))) está bem definido. Usando este fato, a
definição de Θ(0, b), e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, para s ∈ [0, b] vemos que
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∥ u(s) ∥ + ∥ (φ′)σ
K,u

(s)) ∥ ≤ ∥ u(s) ∥ + ∥
∫ s

0

K(s, τ)φ′(σ(τ, u(τ)))dτ ∥

≤ ∥ u(s) ∥ + ∥ φ′ ∥
C([−p,0]:X)

∫ s

0

∥ K(s, τ) ∥ dτ

≤ ∥ u(s) ∥

+ ∥ φ′ ∥
C([−p,0]:X)

( ∫ s

0

∥ K(s, τ) ∥
1

1−α dτ
)(1−α)( ∫ s

0

1
1
αdτ

)α
≤ ∥ u(s) ∥ + ∥ φ′ ∥

C([−p,0]:X)
Θ(0, b)bα

≤ ∥ u(s) ∥ + ∥ φ′ ∥
C([−p,0]:X)

Θ(0, b)bα

≤ ∥ u(s)− φ(0) ∥ + ∥ φ(0) ∥ +Θ(0, b)bα ∥ φ′ ∥
C([−p,0])

≤ r1+ ∥ φ ∥
C([−p,0])

+Θ(0, b)bα ∥ φ′ ∥
C([−p,0])

≤ ρ.

Usando esta estimativa e as propriedades da função F (·), para t ∈ [0, b] temos que

∥ Γu(t)− φ(0) ∥ ≤ ∥ eAtφ(0) +

∫ t

0

eA(t−s)(F (s, u(s), (φ′)
K,u

(s))ds− φ(0) ∥

≤ ∥ eAtφ(0)− φ(0) ∥ + ∥
∫ t

0

eA(t−s)(F (s, u(s), (φ′)σ
K,u

(s))ds ∥

≤ ∥ eAtφ(0)− φ(0) ∥ +

∫ t

0

∥ eA(t−s)F (s, φ(0), 0) ∥ ds

+

∫ t

0

∥ eA(t−s)(F (s, u(s), (φ′)σ
K,u

(s))− F (s, φ(0), 0)) ∥ ds

≤ ∥ eA(·)φ(0)− φ(0) ∥
C([0,b];X)

+C0F (·, φ(0), 0) ∥
C([0,b];X)

b

+C0

∫ t

0

∥ F (s, u(s), (φ′)σ
K,u

(s))− F (s, φ(0), 0)) ∥ ds

≤ ∥ eA(·)φ(0)− φ(0) ∥
C([0,b];X)

+C0 ∥ F (·, φ(0), 0) ∥
C([0,b];X)

b

+C0

∫ t

0

[F ](s,s)KF (ρ)(∥ u(s)− φ(0) ∥ + ∥ (φ′)σ
K,u

(s) ∥)ds

≤ ∥ eA(·)φ(0)− φ(0) ∥
C([0,b];X)

+C0 ∥ F (·, φ(0), 0) ∥
C([0,b];X)

b

+C0KF (ρ) ∥ [F ](·,·) ∥L1([0,b]) ρ ≤ r1,

o que mostra que Γu ∈ S(b) e que Γ(S(b)) ⊂ S(b).
Da definição de S(b) é claro que S(b) é um subconjunto limitado de C([0, b];X). De

fato, para u ∈ S(b) e t ∈ [0, b] temos que

| u(t) | ≤ | u(t)− φ(0) | + | φ(0) |≤ r1+ ∥ φ(0) ∥,

o que implica que ∥ u ∥
C([0,b];X)

≤ r1+ ∥ φ(0) ∥.
Mostraremos agora que o conjunto {Γu : u ∈ S(b)} é equicontínuo em [0, b], ou seja,

que para t ≥ 0 e ε > 0 existe δ > 0 tal que

∥ Γu(t+ h)− Γu(t) ∥< ε, ∀u ∈ S(b) se 0 <| h |< δ.
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Seja t ∈ [0, b) e ε > 0. Para u ∈ S(b) e 0 < h < b tal que t+ h ∈ [0, b] temos que

∥ Γu(t+ h)− Γu(t) ∥
≤ ∥ eA(t+h)φ(0)− eAtφ(0) ∥

+ ∥
∫ t+h

0

eA(t+h−s)F (s, u(s), (φ′)σ
K,u

(s))ds−
∫ t

0

eA(t−s)F (s, u(s), (φ′)σ
K,u

(s))ds ∥

≤ ∥ eA(t+h)φ(0)− eAtφ(0) ∥ + ∥
∫ t+h

t

eA(t+h−s)F (s, u(s), (φ′)σ
K,u

(s))ds ∥

+ ∥
∫ t

0

eA(t+h−s)F (s, u(s), (φ′)σ
K,u

(s))ds−
∫ t

0

eA(t−s)F (s, u(s), (φ′)σ
K,u

(s))ds ∥

≤ ∥ eA(t+h)φ(0)− eAtφ(0) ∥ + ∥
∫ t+h

t

eA(t+h−s)F (s, u(s), (φ′)σ
K,u

(s))ds ∥

+ ∥
∫ t

0

(eA(t+h−s) − eA(t−s))F (s, u(s), (φ′)σ
K,u

(s))ds ∥

≤ ∥ (eAh − I)eAtφ(0) ∥ +

∫ t+h

t

∥ eA(t+h−s)F (s, u(s), (φ′)σ
K,u

(s)) ∥ ds

+

∫ t

0

∥ (eA(t−s)(eAh − I))F (s, u(s), (φ′)σ
K,u

(s)) ∥ ds

≤ ∥ eAh − I ∥∥ eAtφ(0) ∥ +C0 ∥ F (·, φ(0), 0) ∥
C([0,b];X)

h

+C0

∫ t+h

t

[F ](s,s)KF (ρ)(∥ u(s)− φ(0) ∥ + ∥ (φ′)σ
K,u

(s) ∥)ds

+ ∥ eAh − I ∥ C0 ∥ F (·, φ(0), 0) ∥
C([0,b];X)

t

+ ∥ eAh − I ∥ C0

∫ t

0

[F ](s,s)KF (ρ)(∥ u(s)− φ(0) ∥ + ∥ (φ′)σ
K,u

(s) ∥)ds

≤ ∥ eAh − I ∥ C0 ∥ φ(0) ∥ +C0 ∥ F (·, φ(0), 0) ∥
C([0,b];X)

h

+C0KF (ρ) ∥ [F ](·,·) ∥L1([t,t+h])
ρ

+ ∥ eAh − I ∥ (C0 ∥ F (·, φ(0), 0) ∥
C([0,b];X)

t+ C0KF (ρ) ∥ [F ](·,·) ∥L1([t,t+h])
ρ)

≤ ∥ eAh − I ∥ C0

(
∥ φ ∥

C([−p,0])
+ ∥ F (·, φ(0), 0) ∥

C([0,b];X)
h
)

+C0KF (ρ) ∥ [F ](·,·) ∥L1([t,t+h])
ρ

∥ eAh − I ∥
(
C0 ∥ F (·, φ(0), 0) ∥

C([0,b];X)
h+ C0KF (ρ) ∥ [F ](·,·) ∥L1([t,t+h])

ρ
)
. (5.6)

Como ∥ eAh − I ∥→ 0 se h ↓ 0 e ∥ [F ](·,·) ∥L1([t,t+h])
→ 0 quando h ↓ 0, existe δ > 0,

independente de u ∈ S(b), tal que ∥ Γu(t + h) − Γu(t) ∥< ε se 0 < h < δ. Procedendo
de maneira análoga, podemos provar que para t ∈ (0, b], existe 0 < δ < t tal que
∥ Γu(t − h) − Γu(t) ∥< ε se 0 < h < δ. Do anterior, segue que {Γu : u ∈ S(b)} é
equicontínuo em cada t ∈ [0, b].
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No que segue, mostremos que S(b) é convexo. Seja u, v ∈ S(b) e λ ∈ [0, 1], note que

| (λu+ (1− λ)v)(t)− φ(0) | ≤ | (λu+ (1− λ)v)(t)− φ(0)− λφ(0) + λφ(0) |
≤ | λ(u(t)− φ(0)) + (1− λ)(v(t)− φ(0)) |
≤ λ ∥ u(·)− φ(0) ∥ +(1− λ) ∥ v(·)− φ(0) ∥
≤ λr1 + (1− λ)r1

≤ r1,

donde segue que o conjunto S(b) é convexo.
Proveremos agora que o operador Γ é contínuo. Seja u ∈ S(b) e ε > 0. Como φ′ é

uniformemente contínua em [−p, b], existe δ > 0 tal que

| φ′(t)− φ′(s) |< ε se 0 <| t− s |< δ e t, s ∈ [−p, 0].

Usando agora que σ(·) é Lipschitz, podemos fixar 0 < δ1 < min{δ, ε} tal que

∥ σ(τ, u(τ))− σ(τ, v(τ)) ∥< δ, se ∥ u− v ∥
C([0,b];X)

≤ δ1.

Usando o anterior, para v ∈ S(b) com ∥ u− v ∥
C([0,b];X)≤ δ1 temos que,

∥ Γu(t)− Γv(t) ∥

≤ ∥
∫ t

0

eA(t−s)(F (s, u(s), (φ′)σ
K,u

(s))− F (s, v(s), (φ′)σ
K,v

(s)))ds ∥

≤ C0

( ∫ t

0

∥ F (s, u(s), (φ′)σ
K,u

(s))− F (s, v(s), (φ′)σ
K,v

(s)) ∥ ds
)

≤ C0

( ∫ t

0

[F ](s,s)KF (ρ)(∥ u(s)− v(s) ∥ + ∥ (φ′)σ
K,u

(s)− (φ′)σ
K,v

(s) ∥)ds
)

≤ C0

∫ t

0

[F ](s,s)KF (ρ) ∥ u(s)− v(s) ∥ ds

+C0

∫ t

0

[F ](s,s)KF (ρ) ∥ (φ′)σ
K,u

(s)− (φ′)σ
K,v

(s) ∥ ds

≤ C0

∫ t

0

[F ](s,s)KF (ρ) ∥ u− v ∥
C([0,b];X)

ds

+C0

∫ t

0

[F ](s,s)KF (ρ)
( ∫ s

0

∥ K(s, τ) ∥∥ φ′(σ(τ, u(τ)))− φ′(σ(τ, v(τ))) ∥ dτ
)
ds

≤ C0

∫ t

0

[F ](s,s)KF (ρ) ∥ u− v ∥
C([0,b];X)

ds+ C0KF (ρ)

∫ t

0

[F ](s,s)
( ∫ s

0

∥ K(s, τ) ∥ εdτ
)
ds

≤ C0

∫ t

0

[F ](s,s)KF (ρ) ∥ u− v ∥
C([0,b];X)

ds+ C0KF (ρ)

∫ t

0

[F ](s,s)εΘ(0, b)bαds

≤ C0KF (ρ) ∥ [F ](·,·) ∥L1([0,b])
∥ u− v ∥

C([0,b];X)
+C0KF (ρ) ∥ [F ](·,·) ∥L1([0,b])

Θ(0, b)bαε

≤ C0KF (ρ) ∥ [F ](·,·) ∥L1([0,b])
(δ1 +Θ(0, b)bαε)

≤ C0KF (ρ) ∥ [F ](·,·) ∥L1([0,b])
(1 + Θ(0, b)bα)ε,
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o que prova que Γ : S(b) → S(b) é uma função contínua em u ∈ S(b). Como u é arbitrário
segue que Γ é contínua em S(b).

Para completar a prova que Γ(·) é completamente contínuo, no que segue vamos a
provar que para cada t ∈ [0, b], o conjunto {Γu(t) : u ∈ S(b)} é relativamente compacto
em X.

Seja t ∈ (0, a]. Para 0 < ε < min{t, a− t} e u ∈ S(b) vemos que

Γu(t) = eAtφ(0) +

∫ t

0

eA(t−τ)F σu(τ)dτ

= eAtφ(0) +

∫ t−ε

0

eA(t−ε−τ)eAεF σu(τ)dτ +

∫ t

t−ε

eA(t−τ)F σu(τ)dτ

= eAtφ(0) + eAε

∫ t

0

eA(t−ε−τ)F σu(τ)dτ +

∫ t

t−ε

eA(t−τ)F σu(τ)dτ.

Da estimativa (5.4) é simples notar que∫ t

0

∥ eA(t−ε−τ)F σu(τ) ∥ dτ ≤ C0KF (ρ) ∥ [F ](·,·) ∥L1([0,b]) ρ = µ1∫ t

t−ε

∥ eA(t−τ)F σu(τ) ∥ dτ ≤ C0KF (ρ) ∥ [F ](·,·) ∥L1([t−ε,t]) ρ = µ2(ε).

Usando o anterior, segue que

Γu(t) ∈ {eAtφ(0)}+ eAεBµ1(0;X) +Bµ2(ε)(0;X),

de onde obtemos que{
Γu(t) : u ∈ S(b)

}
⊂ {eAtφ(0)}+ eAεBµ1(0;X) +Bµ2(ε)(0;X).

Como o semigrupo de operadores (eAt)t≥0 é compacto, logo {eAtφ(0)}+ eAεBµ1(0;X)
é compacto em X. Como consequência das observações anteriores, temos que para cada
ε > 0 existe um conjunto compacto Kε e um conjunto Cε com diâmetro menor ou igual
a µ2(ε) tal que

{Γu(t) : u ∈ S(b)} ⊂ Kε + Cε. (5.7)

Como o diametro dos conjuntos Cε converge para zero quando ε → 0, de (5.7) obtemos
que {Γu : u ∈ S(b)} é compacto em X, para todo t ∈ (0, b]. Além do anterior, é obvio que
o conjunto {Γu(0) : u ∈ S(b)} compacto em X. Portanto, o conjunto {Γu(t) : u ∈ S(b)}
relativamente compacto em X para cada t ∈ [0, b].

Deste modo, como o operador Γ(·) é contínuo, o conjunto S(b) é limitado, fechado,
convexo, {Γu(t) : u ∈ S(b)} é equicontínuo e {Γu(t) : u ∈ S(b)} é relativamente compacto
para todo t ∈ [0, b], podemos aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Schauder, o que implica
que existe uma solução u ∈ S(b) do problema (5.3). Para finalizar, do Corolário 4.1.1
obtemos que u é uma solução do problema diferencial (5.1)-(5.2).
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Proposição 5.1.1 Suponha que as condições do Teorema 5.1.1 são satisfeitas, que u(·) é
a solução em Teorema 5.1.1 e que φ′ ∈ CLip([−p, 0];X). Se v ∈ C([0, c];X) é uma solução
de (5.1)-(5.2) tal que σ(s, v(s)) ≤ 0 para todo s ∈ [0, c], então u = v em [−p,min{b, c}].

Demonstração: Seja b1 = min{b, c}. Da demonstração do Teorema 5.1.1 sabemos
que σ(s, u(s)) ≤ 0 para todo s ∈ [0, b1]. Do anterior, vemos que para s ∈ [0, b1],
u′(σ(s, u(s))) = φ′(σ(s, u(s))) e que v′(σ(s, v(s))) = φ′(σ(s, v(s))) para todo s ∈ [0, b1].

Seja ρ o número definido na prova do Teorema 5.1.1 e η = ρ+ ∥ v ∥
C([−p,c];X)

. Então
para t ∈ [0, c], vemos que

∥ u(t)− v(t) ∥

= ∥
∫ t

0

eA(t−s)(F σu(s)− F σv(s))ds ∥

≤ C0

∫ t

0

∥ F (s, u(s), (u′)σ
K,u

(s))− F (s, v(s), (u′)σ
K,v

(s)) ∥ ds

≤ C0

∫ t

0

KF (η)[F ](s,s)(∥ u(s)− v(s) ∥ + ∥ (u′)σK,u(s)− (v′)σK,v(s) ∥)ds

≤ C0

∫ t

0

KF (η)[F ](s,s) ∥ u(s)− v(s) ∥ ds

+C0

∫ t

0

KF (η)[F ](s,s)
( ∫ s

0

∥ K(s, τ)[φ′(σ(τ, u(τ)))− φ′(σ(τ, v(τ)))] ∥ dτ
)

≤ C0

∫ t

0

KF (η)[F ](s,s) ∥ u(s)− v(s) ∥ ds

+C0

∫ t

0

KF (η)[F ](s,s)
( ∫ s

0

∥ K(s, τ) ∥∥ φ′(σ(τ, u(τ)))− φ′(σ(τ, v(τ))) ∥ dτ
)

≤ C0

∫ t

0

KF (η)[F ](s,s) ∥ u(s)− v(s) ∥ ds

+C0

∫ t

0

KF (η)[F ](s,s)[φ
′]

CLip([−p,0];X)
[σ]C

Lip
∥ u− v ∥

C([0,s];X)

( ∫ s

0

∥ K(s, τ) ∥ dτ
)

≤ C0KF (η)

∫ t

0

[F ](s,s) ∥ u− v ∥
C([0,b];X)

ds

+C0KF (η)

∫ t

0

[F ](s,s)[φ
′]

CLip([−p,0];X)
[σ]C

Lip
∥ u− v ∥

C([0,s];X)
Υ(0, b)bαds

≤ C0KF (η)

∫ t

0

[F ](s,s)(1 + Υ(0, b)bα[φ′]
CLip([−p,0];X)

[σ]C
Lip

) ∥ u− v ∥
C([0,s];X)

ds,

o que implica que, pela desigualdade de Gronwall u = v em [0, b1].

5.2 Existência de solução via Teorema da Contração

Nesta seção vamos provar que o problema (5.1)-(5.2) tem uma única solução usando
o Teorema da Contração de Banach.
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Teorema 5.2.1 Suponha que as condições LF,σ e Lα são satisfeitas, que σ(0, φ(0)) < 0 e
que φ′ ∈ CLip([−p, 0];X). Então existe uma única solução u ∈ C1([−p, b];X) do problema
(5.1)-(5.2) para algum 0 < b < a.

Demonstração: Sejam ρ, r1 e 0 < b ≤ a definidos como na prova do Teorema 5.1.1.
Além da condição (5.4), vamos supor que “b” é tal que

C0 ∥ [F ](·,·) ∥L1(0,b) KF (ρ)(1 + [φ′]
Lip

[σ]
Lip

Θ(0, b)bα) ∥ u− v ∥C([0,b];X)< 1.

Sejam S(b) e Γ : S(b) → C([−p, b];X) definidos como na prova do Teorema 5.1.1.
Procedendo como na prova mencionada, vemos que Γ(S(b)) ⊂ S(b). Para provar que Γ(·)
é uma contração, para u, v ∈ S(b) e t ∈ [0, b], note que

∥ Γu(t)− Γv(t) ∥

≤ ∥
∫ t

0

eA(t−s)(F (s, u(s), (φ′)σ
K,u

(s))− F (s, v(s), (φ′)σ
K,v

(s)))ds ∥

≤ C0

( ∫ t

0

∥ F (s, u(s), (φ′)σ
K,u

(s))− F (s, v(s), (φ′)σ
K,v

(s))
)
∥ ds)

≤ C0

∫ t

0

[F ](s,s)KF (ρ) ∥ u− v ∥
C([0,b];X)

ds

+C0

∫ t

0

[F ](s,s)KF (ρ)
( ∫ s

0

∥ K(s, τ) ∥∥ φ′(σ(τ, u(τ)))− φ′(σ(τ, v(τ))) ∥ dτ
)
ds

≤ C0

∫ t

0

[F ](s,s)KF (ρ) ∥ u− v ∥
C([0,b];X)

ds

+C0KF (ρ)

∫ t

0

[F ](s,s)
(
[φ′]

Lip
[σ]

Lip
∥ u− v ∥

C([0,b];X)

∫ s

0

∥ K(s, τ) ∥ dτ
)
ds

≤ C0

∫ t

0

[F ](s,s)KF (ρ) ∥ u− v ∥
C([0,b];X)

ds

+C0KF (ρ)

∫ t

0

[F ](s,s)
(
[φ′]

Lip
[σ]

Lip
∥ u− v ∥

C([0,b];X)
Θ(0, b)bα

)
ds

≤ C0 ∥ [F ](·,·) ∥L1(0,b) KF (ρ) ∥ u− v ∥
C([0,b];X)

+C0KF (ρ)[φ
′]

Lip
[σ]

Lip
∥ u− v ∥

C([0,b];X)
Θ(0, b)bα ∥ [F ](·,·) ∥L1(0,b)

≤ C0 ∥ [F ](·,·) ∥L1(0,b) KF (ρ)
(
1 + [φ′]

Lip
[σ]

Lip
Θ(0, b)bα

)
∥ u− v ∥

C([0,b];X)

≤ C0 ∥ [F ](·,·) ∥L1(0,b) KF (ρ)
(
1 + [φ′]

Lip
[σ]

Lip
Θ(0, b)bα

)
∥ u− v ∥

C([0,b];X)
.

Isto prova que Γ(·) é uma contração em S(b) e que Γ(·) possui um único ponto fixo
u ∈ S(b). Como o operador A é limitado e F (·, u(·), (φ′)K,u(·)) é contínua, segue do
anterior que u(·) é a única solução de (5.1)-(5.2) em [−p, b].
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5.3 Exemplo

Nesta seção usaremos o Teorema 5.2.1 para estudar a existência de soluções para o
problema diferencial

u′(t, ξ) = βu(t, ξ) + u(t, ξ)[1−
∫ t

0

ϱ(t, s)u′(ζ(τ, u(τ)), ξ)dτ ], t ∈ [0, a], (5.8)

u(τ, ξ) = φ(τ, ξ), τ ∈ [−p, 0], (5.9)

para ξ ∈ [c, d] ⊂ R e t ∈ [0, a], onde β ∈ R, ϱ ∈ Cα([0, a] × [0, a];R) para algum
α ∈ (0, 1) e que ζ ∈ CLip([0, a] × X; [−p, a]) é tal que ζ(t, x) ≤ t para todo t ∈ [0, a] e
x ∈ X = C([c, d];R).

Para representar o problema (5.8)-(5.9) na forma abstrata (5.1)-(5.2), vamos definir
A : X → X, F : [0, a] × X × X → X, σ : [0, a] × X → [−p, a] e K(t, s) : X → X por
Ax(ξ) = αx(ξ), F (t, x, y)(ξ) = x(ξ)[1− y(ξ)], σ(t, x) = ζ(t, x) e K(t, s)x(ξ) = ϱ(t, s)x(ξ).

Das definições anteriores é simples ver que A é um operador contínuo, que ∥ A ∥≤| β |
e que (obviamente) σ ∈ CLip([0, a] × X; [−p, a]). Além do anterior, para t, s ∈ [0, a] e
x ∈ X tal que ∥ x ∥≤ 1, temos que

∥ K(t, τ)x−K(s, τ)x ∥ = sup
ξ∈[c,d]

| [K(t, τ)x](ξ)− [K(s, τ)x(ξ)] |

= sup
ξ∈[c,d]

| [ϱ(t, τ)− ϱ(s, τ)]x(ξ) |

= sup
ξ∈[c,d]

[ϱ]Cα([0,a]×[0,a];R) | t− s |α| x(ξ) |

= [ϱ]Cα([0,a]×[0,a];R) | t− s |α∥ x ∥,

o que implica que

∥ K(t, τ)−K(s, τ) ∥L(X)
≤ [ϱ]Cα([0,a]×[0,a];R) | t− s |α, ∀ t, s ∈ [0, a].

Além do anterior, para t, s ∈ [0, a] vemos que

∥ K(s, τ) ∥L(X)
= sup

∥x∥≤1

∥ K(s, τ)x ∥

= sup
∥x∥≤1

(
sup
ξ∈[c,d]

| ϱ(s, τ)x(ξ) |
)

= | ϱ(s, τ) | sup
∥x∥≤1

(
sup
ξ∈[c,d]

| x(ξ) |
)

= | ϱ(s, τ) | sup
∥x∥≤1

∥ x ∥,

o que permite concluir que ∥ K(s, τ) ∥
L(X)

≤| ϱ(s, τ) | e que( ∫ s

0

∥ K(s, τ) ∥
1

1−α

L(X)
dτ

)1−α ≤
( ∫ s

0

| ϱ(s, τ) |
1

1−α dτ
)1−α

≤ ∥ ϱ ∥Cα([0,a]×[0,a];R)
( ∫ s

0

dτ
)1−α

≤ ∥ ϱ ∥Cα([0,a]×[0,a];R) s
1−α

≤ ∥ ϱ ∥Cα([0,a]×[0,a];R) a
1−α.
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Das desigualdades anteriores é simples ver que a condição Lα é satisfeita. Por outro lado,
em relação a função F (·), para t, s ∈ [0, a] e u, v, w, z ∈ Br(0, X) vemos que

| F (t, u, w)(ξ)− F (t, v, z)(ξ) | ≤ | u(ξ)[1− w(ξ)]− v(ξ)[1− z(ξ)] |
≤ | u(ξ)− v(ξ) | + | v(ξ)z(ξ)− u(ξ)w(ξ) |
≤ | u(ξ)v(ξ) | + | v(ξ)w(ξ)− u(ξ)w(ξ) |

+ | v(ξ)z(ξ)− v(ξ)w(ξ) |
≤ ∥ u− v ∥ + ∥ v − u ∥∥ w ∥ + ∥ z − w ∥∥ v ∥
≤ ∥ u− v ∥ (1− ∥ w ∥)+ ∥ z − w ∥∥ v ∥
≤ (∥ u− v ∥ + ∥ w − z ∥)(1+ ∥ w ∥ + ∥ v ∥).

o que implica que

∥ F (t, u, w)− F (s, v, z) ∥≤ (∥ u− v ∥ + ∥ w − z ∥)(1 + 2r). (5.10)

Das obervações anteriores, segue que as condições LF,σ e Lα são satisfeitas e que
(eAt)t≥0 é um semigrupo uniformemente contínuo, isto nos permite estudar o problema
(5.8)-(5.9) usando o Teorema 5.2.1. Do citado teorema, obtemos o seguinte resultado.

Proposição 5.3.1 Assuma que φ ∈ C1([−p, 0];X), que φ′ ∈ CLip([−p, 0];X) e que
ζ(0, φ(0)) < 0. Então existe uma uma única solução u ∈ C1([−p, b];X) do problema
(5.8)-(5.9) em [−p, b] para algum 0 < b ≤ a.
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