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Resumo

VIANA, V.F. Analise de Fourier e aplicagoes em equacgoes diferenciais par-
ciais de evolugao. 2023. 87 p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias Matematicas)
Faculdade de Filosofia Ciéncias e Letras de Ribeirao Preto, Universidade de Sao Paulo,
Ribeirao Preto, 2023.

Sejam 0 > 0 e uy € LP, p > 1. Considere o seguinte problema de Cauchy, que en-
volve uma equacao de evolugao

Utt—f‘(—A)aU:O, zeR” t>0
u(0,z) =0
u (0, 2) = up(x).

O objetivo deste trabalho é estudar estimativas LP — L7 para as solucoes do problema de
Cauchy acima, tanto para frequéncias baixas quanto altas. No caso em que 0 <o < 1
ou o > 1, seguiremos |5, no qual os autores mostram que a solugao u para o problema
de Cauchy satisfaz as seguintes estimativas

n(1 1

lult, Ve < #7567 ||y, ¥E>0,

para todo 1 < p < ¢ < o satisfazendo

(1) el () )

Para ¢ = 1, seguindo ideias contidas em [5] e em [16], faremos uma demonstracao
alternativa para estimativas feitas em [12], isto é, se I < p<g< we

(e G-l

1_1

lult, o < "G Jua | o),

entao

uniformemente para t > 0.
As provas desses resultados utilizam algumas ferramentas de Anéalise de Fourier, as
quais serao abordadas nos primeiros dois capitulos.

Palavras chave: Estimativas LP — L7, Equacgoes diferenciais parciais de evolugao,
Analise de Fourier.



Abstract

VIANA, V.F. Fourier Analysis and its applications in evolution partial dif-
ferential equations. 2023. 87 p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias Matematicas)
Faculdade de Filosofia Ciéncias e Letras de Ribeirao Preto, Universidade de Sao Paulo,
Ribeirao Preto, 2023.

Let 0 > 0 and u; € LP, p > 1. Consider the following Cauchy problem, which contains
an evolution equation

Utt—f‘(—A)aU:O, zeR” t>0
u(0,z) =0
(0, 2) = up(x).

The goal of this work is to study LP — L% estimates for the solutions of the Cauchy
problem above, for low and high frequencies. In the case where 0 < o < 1 or o > 1,
we will follow [5], where the authors show that the solution u for the Cauchy problem
satisfies the following estimates

n(1 1

fult, Ve < 75670 ||y, Ve >0,

for every 1 < p < ¢ < o0 satisfying

(1) el () )

For o = 1, following ideas in [5] and [16], we will do an alternative demonstration for
estimates in [12], that is, if 1 < p < ¢ < o and

(e G-l

(11
u(t, )| pagn) < t' G Q)||U1HLP(R")7

then

uniformly for ¢ > 0.
The proofs of these results use some tools of Fourier Analysis, which will be approchead
in the first two chapters.

Keywords: LP — L7 Estimates, Evolution partial differential equations, Fourier Analy-
sis.
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Introducao

Considere a equacao diferencial parcial linear

Di"u + Z Aj(t,z, D)D" Fu = f(t,z),

J=1

em que os A; = A;(t,z,D,) = ip=0 A, i(t,z, D,) sdo operadores diferenciais parciais
lineares de ordem jp, para um inteiro fixop > 1, e 0s A, = A, (¢, z, D,) sdo operadores
de ordem k. A parte principal desse operador diferencial, no sentido de Petrovsky, é
definido por

D"+ Y Ajjplt,x, Dy) D

7=1

O operador diferencial parcial linear

D"+ Y Aj(t,x, D)D"

j=1

¢ chamado de operador de p-evolugao se o simbolo principal no sentido de Petrovsky;,

isto é
m

T Y At &7,
j=1

(o simbolo principal é obtido a partir da parte principal trocando-se D; por 7 ¢ D,,
por &) tem apenas raizes reais distintas 71 = 71 (¢,2,&), ..., Tm = T (t, 2, €).

A teoria de equacoes de evolucao tem se desenvolvido bastante nos ltimos anos devido
a sua relacao com Analise Harmonica e problemas de Fisica Matematica. Na literatura,
podem-se encontrar varios resultados sobre o comportamento assintético para solucoes
do seguinte problema de Cauchy:

{ g + (—A)u + bug + mPu = f(t,z),RT x R, (1)

u(0, ) = ugp(x) , ur(0, ) = uy (), reR",

em que 0 >0, b>0em = 0 sao constantes. No livro texto [4], dentre outras coisas,
os autores discutem resultados obtidos desde o final do século passado para o modelo
, apresentando as diferentes técnicas para determinar o comportamento de solugoes
dependendo da escolha dos coeficientes b, m e do parametro o > 0.
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Em particular, este modelo inclui a equagdo de onda livre ([14] e [17]),
uy — Au =0,

a equacao de onda com dissipacao ([11]),
uy — Au + buy = 0, b>0

a equagcao de Klein-Gordon (|10]),
wy — Au + mPu = 0, m >0

e a equacao de placas com ou sem dissipacao (|4] e [2]),
g + N2+ buy = 0, b= 0.

Varios autores estudaram estimativas de energia para solucoes do problema de Cau-
chy para (veja [4] e as referéncias citadas para os principais resultados), porém a
obtencao de estimativas dispersivas do tipo L! — L® para o modelo depende da
escolha do parametro o e dos coeficientes b, m e pode trazer grandes dificuldades.

Neste trabalho, vamos, num primento momento, estudar o método da fase esta-
cionaria para obter estimativas LP — L7 para o seguinte problema de Cauchy

uy + (—A)7u = 0,RT x R,
U,(O,l‘) =0,ut(0,x)=u1(x), reR",
para o >0e o # 1. O lema de Littman sera central nessa demonstracao.
Posteriormente, analisaremos a equacao da onda livre, isto é, ¢ = 1 no problema

de Cauchy acima. Nesse sentido, o objetivo é obter, usando técnicas de [16], uma
demonstragao alternativa para as estimativas feitas em [14] e [17].

13



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacos L?

Um espago de medida é um conjunto X munido de uma o-algebra 91, formada por
subconjuntos de X, e de uma fungao p, definida em 9 e tomando valores em [0, o0],

que satisfaz pu() =0e
T (U Bj) = > u(By),

Jj=1 Jj=1

para qualquer sequéncia {B;} de elementos disjuntos de 2. A funcdo p é chamada
medida em X, e os elementos da o-algebra 9 sao chamados conjuntos mensuraveis.
Os espacgos de medida deste trabalho serao sempre completos, isto é, se A € B, B € N,
e u(B) =0, entao A € M.

Um espago de medida X é chamado o-finito se existe uma sequéncia de subconjuntos
mensuraveis de X, {X,}, de forma que

o0
X:Ux“

n=1

e u(X,) < o, para qualquer n.

Uma funcao a valores reais f, definida num espaco de medida X, é chamada men-
surdvel se o conjunto {x € X : f(x) > A} é mensurdvel para qualquer nimero real
A. Uma funcao a valores complexos é mensuravel se, e somente se, suas partes real e
imagindria sao mensuraveis.

Uma funcao simples é uma combinacgao linear finita de fungoes caracteristicas de
subconjuntos mensuraveis de X (esses subconjuntos podem ter medida infinita). Uma
funcao é finitamente simples se se escreve da forma

N

Z CjXBjs

j=1

em que N < o0, ¢; € C e a sequéncia {B,} é formada por conjuntos mensuraveis e
disjuntos tais que p(Bj) < oo, para todo j. Se N = o0, essa fungao é chamada conta-
velmente simples.

A importancia das funcoes simples centra-se no fato de que toda funcao mensuravel
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nao negativa é o limite pontual de uma sequéncia crescente de fungoes simples. Se o
espaco ¢ o-finito, essas fungoes simples podem ser escolhidas de forma a serem finita-
mente simples.

Para 1 < p < oo, LP(X, p) representa o conjunto de todas as fungoes a valores com-
plexos p-mensuraveis em X cujo médulo elevado a poténcia p é integravel. J& L* (X, u)
¢ o conjunto das fungoes complexas py-mensuraveis f definidas em X tais que, para al-
gum B > 0, u({x : |f(z)] > B}) = 0. Duas fungoes em LP(X,pu), 1 < p < o0, sdo
consideradas iguais se elas sao iguais q.t.p.

Vale observar que, se 1 < p < o0, 0 espaco das funcoes finitamente simples é denso
em LP(X, ). Quando nao houver chance de ambiguidade, escreveremos siplesmente L7,
em vez de LP(X, p). A notacao LP(R™) refere-se ao espaco de medida LP(R",|.|), em
que |.| denota a medida de Lebesgue n-dimensional. Também representamos a medida
de Lebesgue por dx.

Se X é um espaco topoldgico, um conjunto de Borel é um conjunto que pode ser for-
mado a partir de abertos (ou de fechados) por meio de unides enumerdveis, intersegoes
enumeraveis e complementos relativos. Os conjuntos de Borel formam uma o-algebra,
chamada o-algebra de Borel de X, que é a menor o-algebra que contém todos os abertos
(ou, equivalentemente, todos os fechados) de X. As medidas definidas na o-algebra de
Borel sao chamadas medidas de Borel.

Para 1 < p < o0, definimos a norma LP de uma funcao da seguinte maneira

1
e = ( [ 1Paut))"
X
E, para p = o0,

1 le e = esssup [f| = mf{B > 0 = u({z - [f(x)] > B}) = 0}.

Equivalentemente, podemos definir

| Fllzex ) = inf{e > 0 2 [f(2)] < cq.t.p}.

Em alguns momentos, por conveniéncia, escreveremos ||.||, para representar a norma
[ lze, 1 < p < o0

Observacao 1. Se f € L®, entio |f(z)| < ||f|lz= q.t-p. De fato, pela defini¢ao
da norma ||.||p», eziste uma sequéncia {C,} tal que C,, —> ||f||L~ e, para cada n,
|f(x)] < C, q.t.p. Assim, para cadan, |f(z)| < C,, para v € X — E,, em que E, ¢ X
e (E,) = 0. Definamos E = J_, E,,. Logo, u(E) =0 e |f(z)] < C,, para qualquer
n exe X — FE. Dessa forma, seque que

[F@) <|[[fllze, x€ X - E.

Isto €,
|f(@)] < || flle= q.t.p.

Para 1 < p < o a desigualdade triangular é também chamada desigualdade de
Minkowski, isto é, dados f, g € L”, temos

f + glle < [[f1lee + llglle-

15



Além disso, como ||f||zr = 0 implica que f = 0 u — gq.t.p, segue que os espagos LP sao
vetoriais e normados. Na verdade, para 1 < p < oo, LP é espago de Banach.
Para 1 < p < o0, o expoente conjugado p’ é definido por

1 1

-+ - = ].

p P
Agora enunciaremos alguns resultados sobre teoria da medida e integracao que serao

utilizados ao longo do texto. Maiores detalhes e as demonstracoes dos trés primeiros
resultados podem ser encontrados no capitulo 2 de [6].

Teorema 2. (da Convergéncia Mondtona) Seja {f,} uma sequéncia de fungoes em L'
que satisfaz:

i) i<fo<...<fu<for1<...qtpemX;
i) sup,, § fn < .

Entao fn(x) converge q.t.p em X para um valor finito, que representaremos por f(x).
A fungio f pertence a L' e ||f, — f]l1 — 0

Teorema 3. (da Convergéncia Dominada) Seja {f,} uma sequéncia de fun¢oes em L
que satisfaz:

i) fule) — f(x) g.tp em X;
ii) existe uma func¢ao g € L' tal que, para todo n, |f(x)| < g(x) q.t.p em X.
Entao fe L' el|f, — f|l1 — 0.
Lema 4. (de Fatou) Seja {f,} uma sequéncia de fungoes em L' que satisfaz:
i) para todo n, f, =0 q.t.p;
i) sup, § f < .

E, para quase todo ponto x € X, definamos f(x) = lim, . fo(z) < +0. Entdao f e L
e Sf < hmn—»oogfn-

Teorema 5. (Desigualdade de Hélder) Suponha que f € LP e ge LP, 1 < p < 0.
Entio f.ge L' e

J 9 < 111Nl

Demonstragao. Capitulo 4 de [1]. O

Teorema 6. (Desigualdade de Hélder generalizada) Sejam fi, ..., fr fungdes tais que
fielP, 1<i<k, e

p o
Entao o produto f = f1... fre LP e

Iflle < [ filzen - | frloee

16



Demonstrag¢ao. Consideremos, inicialmente, o caso p = o0, isto é, p; = ... = p, = 0.
Faremos a demonstragao por indugao sobre k. Para k = 2, pela Observagao [1]

[f (@) = [A@) ()] < | fileel f2l e g-tp.

Isso implica que
[flze < [ filleel foll e

Suponha que o resultado seja valido para k funcgoes nas hipoteses acima. Sejam

fi,--, feer funcoes tais que fe P, 1 <i<k+1, e
1 1 1
-—=—4...+ < 1.
P DN Pr+1
Assim,

|fi(@) o fo(@) fraa (@) = | fi(@) - Sl [fema (@) < U fo-- Srllze | frra ] 2o,
pela Observacao (1l Logo, pela hipétese de inducao,

[fi-o frelloe < | fioo- felpoe | fesaloe < | fillze - | frsal e

Agora, demonstremos o caso p < c0. Observe que

fie P —|fiPeL. (1.1)
e que, para 1 < j < k,
1
Z—=—:p]/p- (1.2)
=1 i
Seja k = 2. Temos
1 1 1
- 4+ — ==,
pr P2 P
Multiplicando ambos os lados da igualdade anterior por p, segue que
1 1
N + == 1.
p p

Por |) %, % > 1. Por 1' e pela desigualdade de Holder, temos

LAl Ll < AP e [ f2l? (e
p P

= ([1ar) ([ 1)

i
Como a fungao t — t» é crescente em [0, +00), temos

[f1f2llp < [ frllpn 2 ]ps -

Isso termina a demonstracao para k = 2. Suponha que o resultado seja valido para
k > 2. Sejam p;, p € (0, +00] tais que

k+1

Z_:_

,Llpl

17



Seja
k
2

11 1
—=—+

popr o Drer
Multiplicando por p a igualdade anterior, segue que

~3|H

Dessa forma,

1
Pk+1 °
p

Por , p—*, b ’““ > 1. Por 1) Holder e pela hipétese de inducao,

+

’ts|"§§|>—t

[ (T A P T P

= <J|f1...fkp* pi* f\fkﬂ\pk“)pkil
= |fi o felpl fesallp,., -

Isso implica que
J 181 el < Uil Ul PV il

Portanto

[ Trvallp < Ufillpr - [kl
[l

Corolario 7. Se fe L?P n L9, com 1 < p < q < o, entao f € L" para todo r tal que
ps<r<gqe
Il < 1A 01" ece [0, 1],

Teorema 8. (Fubini) Sejam (X, 24, 1) e (Y,9M, \) espacos de medida o-finitos. Seja f
uma fungao p x A-mensurdvel definida em X xY. Se 0 < f < o0 e se

x) =J fzd\, z € X,
%

¢@)=J;ﬂﬂu7y6K

entao ¢ € p-mensurdvel, 1 é A\-mensurdvel e

JX sl JXXY fal > A) = JY par

em que, para cada x € X fixado, f, € uma fungao definida em 'Y dada por f.(y) =
f(z,y). Analogamente, para cada y € Y fixado, f¥ é uma funcao definida em X dada

por f¥(z) = f(z,y).
Demonstragao. Capitulo 8 de [15]. O
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Teorema 9. Sejam (X, 7) um espago topolégico e (X, M, u) um espaco de medida em
que (i € positiva em abertos de T. Se f e g sao fungoes continuas definidas em X tais

que f = g q.t.p., entdo f = g.

Demonstracao. Seja E = {xr e X : f(zx) # g(x)}. Suponha que E # (. Assim, existe
xg € E. Como

E=X-{reX: f(z)=g()}
=X—{reX : (f-g)(zx)=0}
=X —(f—g9) {0}

e (f — g)~*{0} é fechado, segue que E é aberto. Dessa forma, existe uma vizinhanga
aberta U de x( tal que U < E. Além disso,

0 < u(U) < p(E),

o que contradiz pu(FE) = 0. O

1.2 Convolucao

Embora as definicoes deste trabalho sejam feitas, em quase sua totalidade, em
espagcos euclidianos e espacos de funcgoes, a nocao de convolucao pode ser definida em
espacos de medida com estrutura de grupo. Na verdade, os grupos topolégicos sao
o ambiente mais natural para se desenvolver a teoria de convolucao. Nesse sentido,
faremos uma breve apresentagao dessas estruturas e, em seguida, enunciaremos alguns
resultaldos de convolucao que serao utilizados futuramente.

1.2.1 Grupos topologicos

Um grupo topoldgico GG é um espago topoldgico Hausdorff que também é um grupo,
de forma que as operagoes (z,y) — z.y e x — z~ ' sdo continuas. Dados A e B
subconjuntos de G, definimos AB = {a.b : ae A,be Bfe A ={a™! : ae A}.

Observagao 10. Note que (AB)™' = B~'A~1. Com efeito,

re(AB)! —
r=(ab)', acA beB <=
r=>bla! acA beB —
reB 1A

Todo grupo topolégico GG possui uma base aberta em torno da identidade e, que é
formada por vizinhangas isométricas, isto é, conjuntos abertos U que satisfazem U =
Ut

Um grupo topoldgico é localmente compacto se existe um aberto U contendo a
identidade e tal que U é compacto. Logo, qualquer ponto do grupo tem uma vizinhanca
aberta cujo fecho é compacto pois, se U é uma vizinhanca aberta de e com fecho
compacto, entdo aU = {a.u : u € U} é uma vizinhanca aberta de a € G com fecho
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compacto.

Seja G um grupo localmente compacto. Sabe-se que G possui uma medida A,
definida nos conjuntos de Borel, que é diferente de zero nos abertos nao vazios, finita
nos compactos e invariante a esquerda, ou seja, A\(tA) = A(A), para todo conjunto
mensuravel A € G et € G. Veja [9], capitulo 16, para a existéncia da medida de Haar.
Uma medida como essa é chamada medida de Haar (invariante a esquerda) em G.
Vale observar que a medida de Haar é tinica a menos de multiplicacao por constantes.
Se (G é abeliano, entao, a menos de multiplicacdo por constante, as medidas de Haar
invariantes a esquerda sao iguais as medidas de Haar invariantes a direita de G.

Um grupo localmente compacto e dado pela uniao enumeravel de compactos é um
espaco de medida o-finito.

Exemplo 11. O espaco R™, com a topologia usual e a adi¢do usual de n-uplas, € um
espaco de medida de Haar.

Exemplo 12. Seja G = R* = R — {0}, em que a operagao de grupo é a multiplicagdo
usual. A medida A = % ¢ uma medida de Haar. De fato, claramente \ € uma medida,
a qual € positiva nos abertos ndao vazios e finita nos compactos. Resta mostrar que \ €

imvariante por translacao. Para isso, observe que

[ ot

para qualquer f € LY(G,u) et € G (basta realizar a mudanw de variavel w = tx e
analisar os casost <0 et > 0). Assim, dado A = G mensurdvel, temos

dx dx dx
/\tAZJX x—zjx W—IJX r)— = AA),
( ) " tA( >|£L‘| " A( >|£L'| " A( )|ZL‘| ( )
para qualquer t € G.

No resto desta secao, GG sera um grupo localmente compacto com uma medida de
Haar invariante a esquerda A. Assumiremos também que G é uniao enumeravel de
compactos e, portanto, o par (G, A) constitui um espago de medida o—finito.

Observagao 13. A invariancia a esquerda de )\ € equivalente ao fato de que, para todo
t € G e para toda fung¢ao mensuravel e nao negativa f em G, temos

fftx )dA(z ff YA (z (1.3)

Note que a equacao ¢ uma generalizagao do Exemplo (@

Além disso vale também para f € LY(G). De fato, basta tomar uma sequéncia { f,}
de fungoes mensurdveis e nao negativas (por exemplo, as fungoes finitamente simples,
que constituem um espago denso em LP, para p < o) de forma que | f, — f|pr — 0.
Isso implica que, para qualquert € G,

n—o0

f f(tz)d\(z) = lim | f,(tz)d\(z)
G G
= lim fn(> Az)

n—0o0

- Lf(x)dA(-r)



Definigao 14. Sejam f,g € LY(G). Definimos a convolugdio f = g por

ff gy~ 2)dA(y) (1.4)

Se G = R" com a adicao usual, entdo y~' = —y, e a integral acima é escrita da

seguinte forma:
(f xg)(z) = . FW)gle —y)dy.

Mostraremos agora que a convolucao estd bem definida. Pelo Teorema [g]

[ [ 1wt s -

[ [ 1rwotr e -
[ w1 [ty @i -

L W) L 19(2) [dA(z)dA(y) =

If e gl < o,

ou seja,
| ¢ a@ara <o
Logo, (f = g) esta definido q.t.p.

Observagao 15. Se fizermos a mudancga de varidveis z = x~ 'y, teremos vz = y e

2= (a7 ly) =y o, Assim,

(F-a)@) = | F@alsaaxw) = | rez)alane)
pois A € invaritante a esquerda.
Exemplo 16. Seja f: R — R, dada por

1, selz|]<1

J(@) = {O, se |x| > 1.

Dessa forma, temos

f fy y)dy = f ldy,
[-1,1]n[z—1,z+1]
po1S

1, sex—1<y<z+1
fle—y) = o
0, caso contrdrio.
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Portanto

2 — x|, selz| <2

" —{2-1, se0<z<?2

24+x, se—2<zx<0 {
0, se |z| = 2.

Observe que f = f € uma funcao mais suave que f. De forma similar, podemos mostrar
que f = f = f € mais suave que f = f.

Sejam f, g € L'(G). Por um cédlculo semelhante Aquele que mostra que a convolucao
estd bem definida, mostramos que
1f*gler < [ fle gl e

Isto é, a convolucao de duas funcoes integraveis é também uma fungao integravel, com
norma L' menor ou igual ao produto das normas L' de f e de g.

Duas desigualdades com convolugao

A seguir, enunciaremos as desigualdes de Minkowski e de Young, que serao ampla-
mente utilizadas ao longo do texto e que podem ser encontradas em [7].

Teorema 17. (Desigualdade de Minkowski) Seja 1 < p < . Para f € LP(G) e
ge LYG), f =g existe A\-q.t.p e satisfaz

lg fllze) < gl flee@-
Teorema 18. (Desigualdade de Young) Sejam p,q,r tais que 1 < p,q,r < 0 e

1 1 1

Shl= -

q p T
Entdo para qualquer f € LP(G) e qualquer g € L"(G) que satisfaz (9|~ = |9]z-@)
(9(x) = g(—x)), f =g existe A\-q.t.p e satisfaz

If * 9llLaa) < lglir@) | fllze@)-

1.3 Interpolacao de Riesz-Thorin

O resultado que sera estudado nesta secao é uma das principais ferramentas utili-
zadas para obter estimativas de operadores. Ele sera exaustivamente usado nas segoes
seguintes. Sua importancia se deve ao fato de que as estimativas de operadores em dois
pontos do plano ]l) X % garantem, na verdade, estimativas para o todo o segmento de

reta que os une.

Teorema 19. (Interpolagdo de Riesz-Thorin) Sejam (X, u) e (Y,v) dois espagos de
medida o-finita. Seja T um operador linear definido no conjunto das funcoes finita-
mente simples em X e tomando valores no conjunto de fungoes mensurdveis definidas
em Y. Sejam po,p1,qo e q1 tais que 1 < po, p1,qo, 1 < 0O e suponha que

T (oo < Mol[f]] o,
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T < Myl[f]] e,

para todas as funcgoes finitamente simples definidas em X. Entao, para 0 < 6 < 1,
temos

1T ze < Mg=" M| f]] 10,

para todas as fungoes finitamente simples em X, em que

1 1—-06 0 1 1-6 0
= + — e — = + —.
b Po b1 q qo0 q1

Consequentemente, quando p < oo, por densidade, T possui uma unica extensao limi-
tada de LP(X, ) para L1(Y,v).

Antes de demonstrarmos o teorema, precisaremos de alguns resultados.

Teorema 20. (Principio do Mdédulo Mdximo) Sejam U aberto e conexo de C e f
holomorfa em U. Se existir um disco D(a,r) < U tal que

[f(2)] < [f(a)],
para qualquer z € D(a,r), entdo f € constante em U.

Corolario 21. Seja U aberto e limitado de C. Seja f : U — C continua em U e
holomorfa em U. Entao

max{|f(2)| : z€ U} = max{|f(z)| : z € dU}.

Lema 22. (Das Trés Retas de Hadamart) Seja F' uma fungdo complexa analitica na
faiza aberta S = {z € C : 0 < Re(z) < 1} e continua e limitada no fecho de S tal que
|F(2)| < Bo, quando Re(z) =0, e |F(z)| < By, quando Re(z) = 1. Entdo
|F(2)] < By’ By,
para Re(z) =0, 0<6 < 1.
Demonstracao. Considere as fungoes analiticas em S
F(z)
= Brn
o Di

22—
Gn(z) =G(z)e ™ 1,
em que z € S e n € N. Mostraremos que G é limitada em S. Analisaremos, separada-
mente, os casos Re(z) =0,0 < Re(z) < 1e Re(z) = 1.

(i) Re(z) =0e z=1y
Temos

|By~*Bi| = |By By
= Bo| By || BY|
_ BoyefilnBé’Heilnle”

= By.
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(i) 0 < Re(z) <lez=uxz+1y
Como F' é limitada em S, existe m > 0 tal que |F(z)| < m, para qualquer z
satisfazendo 0 < Re(z) < 1. Note que

-z Pz —x pT|pR—i i —z px Bi\=
BBl = By Bi1B, 1B = By *Bi = By( 3 )

Se g—; = 1, entdo | B} *B?| = By. Se g—; > 1, (g—;) > 1. Logo, |By *B}| > By.

T 1
Finalmente, se 0 < g—(l) < 1, (g—;) > <g—é> . Isso implica que |Bé_zBﬂ =

B() (g—é > Bog—é = Bj.
Logo, se 0 < Re(z) < 1, temos

’BéizBﬂ = min{Bo, Bl}

E, portanto,

F)l _  om

G(2)] < < — :
G(=) |BY™*B7| ~ min{By, B}

(ili) Re(z) =1lez=1+1y
Temos . .
By *Bi| = |By Y| Bi|BY| = B

Dessa forma, |G(2)| < B—i =1

Isso mostra que G é limitada em S por uma constante M. Logo, como 0 < z < 1,

12727Lzy7y2) 22-1 2

_qy2 _
|Gn(x + iy)] <M|e( n | = Me™ e " < Men,

o que implica que G, (x + iy) —> 0 quando |y| — 0.
Assim, existe y(n) > 0 tal que |G, (x + iy)| < 1 sempre que |y| = y(n), para qualquer
z € [0,1]. Além disso, observe que G ¢ limitada por 1 nas duas retas que formam a
fronteira de S. Pelo Principio do Médulo Méximo, concluimos que |G, (2)] < 1 para
todo z no retangulo [0,1] x [~y(n),y(n)]. Logo, |Gn(2)| < 1, para qualquer z € S.
Fazendo n — o0, chegamos a conclusdo de que |G(z)| < 1 para qualquer z € S. Seja
z = 0 + it. Temos

|F(0+it)| < By °BY,

parald<f<letelR. H

Dados p, q €]1, +o[, com % + % = 1, entao o Teorema de Representacao de Riesz
afirma que o mapa
LY X, M, 1) 59— ay € LP(X, M, 1), (1.5)

em que

ag(f) = L fodp, fe IP(X, M, p),

¢ uma isometria linear. Se ¢ = 1 e p = +00, o mapa ([1.5)) ¢ uma imersao isométrica,
mas nao é sobrejetor. Se, por outro lado, ¢ = +00 e p = 1, o mapa (|1.5)) é uma isometria
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linear no caso em que (X, 9, ) é o—finito.
Nas hipoteses do Teorema [19] seja

o LYY, v) — LY (Y,v)*; fr— ay

tal que as(g) = SY gfdv. Pelo Teorema da Representacao de Riesz, a é uma isometria
linear e, portanto,

loegll g = f]za-

Assim, arg(g) = §, T'( g(y)dv(y), em que g € LY (Y, v). Como a é isometria, temos

1T fllze = llry]7 o
= sup{lars(g)| : g€ L7, |g| <1}

= s | Tt g 17 1al <1},

Demonstragao. (Teorema Seja

m
1o
k=1

uma funcao finitamente simples em X, em que ap € R, a; > 0 e os conjuntos Ay
sao subconjuntos de X dois a dois disjuntos com p-medida finita. Pelo Teorema de
Representacao de Riesz, temos

|Tf||e = sup ‘J )g(y)dv(y )‘ . g finitamente simples, ||g| s < 1}

Seja
n
g= Z bie" x g,
j=1
funcao finitamente simples, em que b; € R, b; > 0 e os conjuntos B; sao subconjuntos

dois a dois disjuntos de Y com v-medida finita.
Sejam P(z) = 2(1—2) + Lz e Q(z) = &(1 — 2) + Lz Para z na faixa fechada
1 0 1

Po

S ={2€C :0< Re(z) <1}, defina

Observe que
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(
:q'[u—e)(l—%) +9<1_%>]
[

1 1
:q/(l_—) :q/_l:1
4q q
Assim, fy = f e g9 = g. Por linearidade, temos

F(z) = L T(.)(9)g: (4)dv(y)
[ (X arPemnn)w) (EbQ ¢, ) () ()

_ Z Z a,]:(z)b?(z)emkeiﬂj J T(XAk)(y)XBj (y)dy(y).
k=1j=1 Y

Pela desigualdade de Holder,

| e e (vt = 170 L

1T Ocai) oo X8, | o
MO”XAk HLPO HXBj ”qu)
Q0

NN

A

?

pois p(Ag), v(B;) < .

Isso implica que §,, T'(xa,)(y)xs, (y)dv(y) é absolutamente convergente e, portanto,
convergente. Como ay,b; > 0, F' é analitica em S.

Agora, mostraremos que

Illro = 115, te R

De fato, consideremos dois casos.

(i) po <o

Note que P(it) = E(1 —it) + Lit = 2 — ufp(— - p—1> Dessa forma,

| fur ()] = ‘ Z akP(it)eiakXAk (:v)‘
k=1

P _ 11
- ‘Z p<p0 pl) iak

xa (@)
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se v € A; (se ¢ Ay, para nenhum k, entdo fi(z) = 0), pois os conjuntos Ay sao

disjuntos.
Por outro lado |f(x)| = |a| = a;. Logo, |fiu(x)| = |f(z)|*0, para qualquer x.
Assim,
alwro = (| Ve@)Pdua))”
X
- [([ 1r@Pau) ]
X
=[£Iz
(ii) po = oo

Neste caso P(it) = p%z't. Logo, obtemos, para qualquer z,
[fulw)| = | 2 A (@) < 1.

P
Portanto | fit| = = 1, o que implica que || fi|r= = || f]}%. Analogamente, como os
conjuntos B; sao disjuntos,

/
q

lgiel L = N9l

inclusive quando ¢y = 1.

Pela desigualdade de Holder e pelas hipoteses do teorema, temos

Pt = | | Twatny
< fy IT(F) (9) 90 (9) Ao ()

|T fit oo ng'tHng
Mo fit] ro HgitHLq{)

/

< Mol F1 9l

3 (1.6)
<

De forma anéloga, concluimos que

Fivalon = 1£135 ¢

’
q_

lgv-itll oy = g}

L L

Essas igualdades também sao validas nos casos p; = o0 e ¢; = 1.
Dessa forma,

F(1+it)] < L T (1) ()9 ()l ()

IT fiyit| Lo ”91+itHLq3

<
< Mi| figiel pen Hgl+it”Lq'1

< M| fI3 b9l
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Agora, observamos que F' é analitica na faixa aberta S e continua no seu fecho. Além
disso F' é limitada em S (por uma constante que depende de f e g). Logo, pelo Lema

22
o\ ANEA
F:) < (MollfIE ol ) (MilF Iz gl )

— My~ M| £ lgl

em que Re(z) = 0. Como P(0) = Q(0) = 1, F() = §, T(f)gdv. Isso implica que

sup {‘J T(f)(y)g(y)du‘ . g finitamente simples, |g| ;s < 1} < MM fl e
g Y

Logo
ITflze < M= MY\ £ 2.
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Capitulo 2

A Transformada de Fourier

2.1 O Espaco de Schwartz

A derivada parcial de uma funcao f em R"™ em relacao a j-ésima variavel sera
denotada por 0;f, e a derivada parcial de ordem m em relacao a j-ésima varidvel serd
denotada por 07" f. Um multi-indice @ ¢ é um vetor de R™ cujas coordenadas sao inteiros
nao negativos. Se o = (ay, -+, @,) é um multi-indice, entdo 0% f representa a derivada
oft - 0% f. Além disso, o tamanho de « é definido por |a| = a3 + -+ + «, e indica a
ordem total de derivacao de 0*f. O espaco de fungoes infinitamente diferenciaveis com
suporte compacto em R™ serd representado por C°. Para x € R" e v = (v, -+, )
multi-indice, definimos z® = x{* - - 2.

n

Proposicao 23. Dados x € R" e a multi-indice,
2] < Cp ol
para alguma constante C, o que depende de n e de .
Demonstragao. Considere a funcao ¢ : "1 — R dada por
o,y an) = |agt -],

Note que ¢ é continua. Como S* ! ¢ um compacto de R™, ¢ possui um valor maximo,
que sera denotado por C,, ,. Assim,

2% < Cpoy Vo eS"h

Agora seja x € R" —S" 1, 2 # 0. Dessa forma, e Sn=1 e, portanto,

&)
) (o)

|£Ca| < Cn,a|x|a1+‘..+an =

< Cn,a <

< Cpay =

)

|z%] < Cma\xl‘o".
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Na proposigao acima, a desigualdade contraria nao é vélida em geral. No entanto,

temos a seguinte proposicao.
Proposicao 24. Para k€ Z* e x € R", existe Cy, . tal que

2" < Coge Y, 12”):
181=k

Demonstragao. Defina a funcao continua 1 : S~ — R dada por ¢ (z) = 2161k |28

Ela possui um minimo, que ¢ diferente de zero pois a funcao nao se anula. Seja ﬁ tal
n,

minimo. Assim, para qualquer x € S*~1,

1
2P = o
181=F ok
Para x € R" — [S"1 U {0}], & € S, Logo,

el

B=k ’
27 1

I ST

e 1717 G

1 1

27| = <

Sl G

[of < Cuge D |2

1=k

Uma desigualdade relacionada é a seguinte

(L+ [z <261+ Cog) D] 12”).

|BI<k

De fato, como Z?:o (?) = 2" segue da Proposicao [24| que

k
AR AN
j=1

k
<2 4+28)Co; ) 1

j=1 |Bl=3
— ok 4 oF Z Cn,|5“xﬁ|
18|<k
<21+ Cop) Y 127
1Bl<k
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e

Definicao 25. Uma funcao f a valores complexos, definida em R™ e de classe C*, ¢
chamada de funcao de Schwartz se, para quaisquer multi-indices o e 3,

pas(f) = sup [2%0° f(x)] < 0.

zeR™

O espago formado por essas funcoes, chamado espago de Schwartz, serd denotado por

S(R™)

Observagao 26. De forma alternativa, podemos caracterizar o espago de Schwartz da
sequinte maneira. Uma fungao f € C* pertence a S(R™) se, e somente se, para todo
inteiro positivo N e para todo multi-indice o, existe uma constante Cy, n > 0 tal que

[(0°f) ()] < Can(1 + |2|)~.

Com efeito, se f € S(R™), Cop = SUP,cgn |220° f(2)| < 00, para quaisquer multi-indices
a,. Dessa forma, dado x € R", |z°0°f(x)| < Cap. Portanto, para todo inteiro
positivo N,

(1+ [z)Ne? f(2)] < 2¥(1 + Cow) D) |271107 f(2)]

[vI<N

<2V(1+ Cun) D Crp = Chn.

lylsN
Logo,
07 f(2)] < Con(1+ ).
Agora, mostraremos a reciproca. Sejam « e [ multi-indices e x € R"™. Pela Proposi¢ao
(23, temos
@70 f ()| = [a”[|0° f ()]
< Cogla?l]0° f(2)]
< Cop(1+ |20 f(2))
< Cup(1+ |2])?1Co (1 + )~
= CnpCaal

Isso mostra que f € S(R™).

Exemplo 27. Un exemplo simples de uma fun¢ao em S(R) é a Gaussiana definida
por f(z) = e . E fdcil verificar que as derivadas de f sio da forma P(z)e ", em
que P € um polinomio. Isso mostra que f € S(R). Na verdade, se a é um nimero
postivo, e € S(R). Por outro lado, a fun¢io e”1*! ndo pertence a S(R), pois ndo é
diferencidvel na origem, embora decresca rapidamente no infinito.

Proposicao 28. Sejam f,g € S(R™). Entao f.g,f g € S(R™). Além disso, para
qualquer multi-indice o,

(f=g)=(0"f)xg=f=("9).
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Definigao 29. Seja f € S(R™) e considere a sequéncia {fi}r = S(R™). Dizemos que a
sequéncia converge para f em S(R™) se, para quaisquer multi-indices a e 3,

pas(fi = 1) = sup [¢°(0(fi = ))(@)| — 0, quandok — .
x€ER™
Definigao 30. Seja X um espago vetorial sobre K(R ou C). Uma fungio p: X — R
¢ chamada seminorma em X se satisfaz as sequintes propriedades:

1. p € nao negativa,
2. SedeKexe X, p(Ax) = |Ap(x) (em particular p(0) =0);

3. Sex,ye X, p(z +y) < plz) + p(y).

Proposigao 31. Dados multi-indices o € 5 a fun¢ao pap: S(R") — R € uma semi-
norma.

Observagao 32. Se uma seminorma p, definida no espaco X, € positiva definida, isto

€,

p(r)=0=2=0,VreX,
entdo p € uma norma.

Definicao 33. Um espaco localmente convexo € um espaco vetorial X munido de uma
familia de seminormas definidas em X.

Agora, construiremos, a partir das seminormas p, g, a topologia do espago S(R")
que é compativel com a nogao de convergéncia da Definicao [29]
Uma subbase A em torno da origem é dada pelos conjuntos

{f €8 paplf) <r},

em que «, sao multi-indices e r € Q7. Usando as propriedades de seminormas,
podemos mostrar que os conjuntos de A sdo convexos. Essa subbase gera uma base
em torno da origem, que é a colecao de intersecoes finitas de elementos de A. Como a
intersecao de conjuntos convexos é um conjunto convexo, a topologia que definimos ao
redor da origem é localmente convexa. Observe que, pelo fato de S(R™) ser um espago
vetorial, é suficiente definir a topologia ao redor da origem. De fato, dado f € S(R"),
B é uma vizinhanca da origem se, e somente se, f + B é uma vizinhanca de f.
Nessa topologia, as operagoes

(f,9) — f+g (a.f)—af; fr—0"f

sao continuas, para quaisquer a € C, « e § multi-indices e f, g € S(R"). Dessa forma,
S(R™) é um espago vetorial topoldgico localmente convexo. Além disso, a fungao

0

_ i_Pilf—9)
fg_Z L+ p;i(f — 9)

em que p; é uma enumeragao de todas as seminormas p, 5, ¢ uma métrica que gera a
topologia definida anteriormente. Logo, o espaco S(R") é metrizavel. Como (S(R"), d)
é completo, dizemos que S(R™) é um Espaco de Fréchet, isto é, metrizavel, completo e
localmente convexo.
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Proposicao 34. S(R") < LP(R"), 1 < p < o0.

Demonstragao. Se p = o, seja f € S(R"). Para quaiquer multi-indices «, 8 e para
qualquer z € R", existe uma constante C' > 0 tal que |z*0°f(z)] < C. Escolha
a=p=1(0,...,0). Assim |f(x)| < C e, portanto, f € L.

Se p < o0, pela Observagao 26 temos

em que N > %. Assim,

Isso mostra que f € LP(R™). O
Proposicao 35. Sejam f e S(R") e {fx} = S(R™). Se fr — f em S, entao fr, — f

em LP, para todo p € [1,00]. Além disso, existe uma constante C,,,, > 0 tal que

HaﬂfHLP < Cpn Z pa,s(f)-

<[]+

Demonstracao. Para p < oo, temos
1

@5l = ([0’ do

<[| o @r@rass | e s@pld i)
2| <1 21 (2.2)
< [oupoaly? + sup la 1 f(@)P | ol V]
|z|=1

lz|=1

< Cpn (o) + sup 251107 £ (2) ).

|z|=1
Defina m = [”Tfl] + 1. Sabemos que
2" < o D [27).
181=k

Assim,

sup |z|™10° f ()] < sup Cpm Y 220" f ()]

< Cn,m Z pa,ﬁ(f)'

|al<m

(2.3)

Das equagoes (2.2) e (2.3]), conclui-se que
10°flee < D0 paslf).

Jof<[21]41

Agora, se p = o0, temos |0° f(x)| < pos(f), para qualquer x € R™. Logo, ||0° ]~ <
pos(f)- O
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Proposicao 36. C°(R") ¢é denso em S(R™).

Demonstracao. Sejam f € S(R") et e CP(R"™) talquey(z) = 1,se x| <1le0 <y < 1.
Para n € N, defina

Yal2) = v (=) € G (RY).

Fixados a e f multi-indices, temos

C(¢,B) = max sup |"Y(z)| < .

TSP zeRn
Para v < 3,
1 x
2l - M ah) (2
0 %(17) — phl ((/ ¢)(n)
Entao

sup |07y, (z)] < %0(1/1:5)
Rn n

Pela regra de Leibniz, temos

P(fin)) = Y (f) (6 F) (@) (@) (@),

v<B

em que (5) = ('ji) o (5:) Assim

i) = Y (f) (@7 @) @) @) + (0 ) (@)a(2).

Y<B;7#0

Isso implica que

107 (fion) () — (07 f) ()] =
(Z ()@@ + @ N - )| <

2 (D)ewnm @ nw]+ @@ - ] <

11
Y<B;v#0 v n

Lews) X (D)@ e 1@ @ - 1l

Y<B;7#0
Se |z| < n, ¥,(z) = 1. Para |z| > n,

(07 f)(@) (¢ () — 1)| < (1 + sup !w(w)\)wl(ﬁﬁf)(x)!

< 1+ D@ (o).

Logo,
sup |20 (fbn — f)(2)] <

zeR™
p

211+ e @ N + 205 Y, (7

n
<8

)|w“(55‘”f)(:c)| .0,

n—->~a0
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pois
(1 + |z|) (% f)(x) e S e

> (i)xa(aﬁ—v Hz)es.

v<p

]

2.2 A Transformada de Fourier de funcoes em S(R")

As funcoes de Schwartz, em razao de seu rapido decaimento no infinito, sdo apropri-
adas para as defini¢oes que envolvem integrais. Nesse sentido, definiremos, inicialmente,
a transformada de Fourier como um operador S(R") — S(R") e, dessa maneira, po-
deremos derivar uma série de propriedades uteis sem nos preocupar com problemas de
convergencia. E importante dizer, entretanto, que poderiamos definir a transformada
de Fourier em outros espacos, como L! e L2.

Defini¢ao 37. Dada f € S(R™), definimos

~

f&) =] fla)e " d.
-

Chamamos f de transformada de Fourier de f.

E também usual denotar a transformada de Fourier de uma funcio f € S(R") por
§(f), em que § : S(R") — S(R™) ¢ definida por

~

S()E) = f(&) = . f(z)e ™ da.

~ 22
Exemplo 38. Se f(t) = e~ definida em R e para a > 0, entio f() = \/ée’ﬂ.
Portanto, a transformada de Fourier de uma Gaussiana é também uma Gaussiana.
Com efeito, observe inicialmente que a func¢do definida na reta

Q0
g(S) _ f 6_(ﬁt+is)2dt
—Q0
¢ constante. De fato, dado s € R, temos
0 9
g'(s) = f —2i(v/at + is)e” Vet gt
-0

= J‘OO Li(e—(ﬁt+is)2)dt =0
adt '

o) =90 = [ et =1,

Logo,
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. o0 42
pois §~_e™" = /m.
. a2
Agora, calcularemos a transformada de Fourier de t — e~ em R.

f e—at2 . e—itTdt _ J 6—(at2+7jtr)dt
R R

- J e~ WVartaz) L G’ gy
R

2
2
= e_zaf e dt
R

™2
= —e 4(::,7
a

Observacao 39. Da definicao de transformada de Fourier e do Teorema de Fubini (veja
o Teorema[§), seque que, se f € S(R") e g € S(R™), entio a fungio h € S(R"*™),
definida por

h(flfl, co o Tny Tntls - - - awn+m) = f(xla s >xn)g<mn+la s 7xn+m)7
€ tal que h= fﬁ
Exemplo 40. E fdcil mostrar, utilizando o Fxemplo e a Observacao que, se

_le?

f(x) = e para x € R", entdo f(f) =4/ (g)ne ia .

Vamos agora demonstrar algumas propriedades da transformada de Fourier. Sejam
f uma fungao mensuravel definida em R", z € R” e a > 0. Definamos a translagao (por
um vetor y € R™), a dilatagao e a reflexao de f, respectivamente, por:

(T f)(x) = f(z —y);
(0°f) = f(ax);
fz) = f(~).
Definicao 41. Dados € > 0 e uma funcdo g, definida em R™, denotamos por g. a
sequinte fungao

n

ge(x) = € "g(e™'x).

Proposigao 42. Dadas f,g € S(R™), y e R", be C, a multi-indice e t > 0, temos
(1) | Fle < | £l
2) f+g="Ff+3;
(3) bf =bf;
) F=F
(5) TVf(€) = e €V (€);

(6) (e f(2))(€) = T()(&):
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(7) (8 f) =t 0" F = ()i
(8) (2 f)(€) = (i€)*F(€);

~ ~

(9) (*F)(&) = ((—iz)* f(2))(&);
(10) fe S;

(11) T+g=1-7.

Demonstragao. (1) Dado £ € R, temos que

ol =| [ f@esae] < | 1f@ds = 17l

Logo, R
[l < 1 f ]2

As propriedades (2) — (4) seguem diretamente das definigoes.

(5) Fazendo a mudanga de varidveis w = x — y, temos

i) = J;nﬁyf)(rv)e‘”fdx
- JP flao —y)e ™ dn

R

= J f(w)efi(ww)-sdw

Rn

=e %Y [ flw)e ™ dw
R
= S f(6).
(6) Temos
@IS = | e rpa)e i
- f(x)e*iz-(ify)dx
Rn

~

= f(€—-y)
= (1Y 1)(€).

(7) Fazendo a mudanga de varidveis tx = w, obtemos
(1)) = | flw)e™du
=t f(w)e_iw’%dw
Rn
-1(3)

=175t f(€)
= ()u(6)-
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(8) Integrando por partes, chega-se a

(0 F7(€) = f (0 f)(x)e e

n

— )l [ f@er(e e
JR"

— ()l [ f@)e o iz - €)da
JR™

— ()l (i) fa)etdn

— e | flaetas

/\Rn
— (i) f(¢).
(9) Seja a = e;. Como
(3?(6’”'5) = %(e” &) = —ixje s

segue que, quando h — 0,
67ix-(§+hej) — e—img

- — (—iz;)e ™ — 0. (2.4)

Além disso, a fungao em (12.4)) é limitada por C|z|, para quaisquer h, &, h # 0. De
fato, para todo &, existe § > 0 de forma que, se 0 < |h| < d, entao

le—ir(éﬁ-hq) _ e—ix{

; — (—izj)e ™ < ||,

Agora, se |h| = 0 e x é diferente de zero, existe C' > 0 tal que

< Ozl

<>:|>—t

il =
Logo,

e—ix-(f-‘rhe]-) _ e—imf
h

2 ~
— (—iz;)e "t \h] + || < 2Cz| + |z| < Clz|.  (2.5)
Observe ainda que, como f € S, a funcao © — xf(x) pertence a S e, portanto,

a L*(R"). Dessa forma C|z| ¢ integravel na medida f(z)dz. Pelo teorema da
convergencia dominada, quando h — 0,

‘SRn fz:v (&+hey) dr — S]Rn

f(z)e ™ tdx . i
- - Jn(—mj)f(x)e Sdr| — 0. (2.6)

Isso mostra o que querfamos, no caso em que a = ¢;. Por indu¢ao, mostra-se o
resultado para os outros multi-indices a.
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(10) Dado um multi-indice 3, usando (1), (8) e (9), temos

162 F)(€) = = € (i) f(2)) (€)=
= [1(i&)* ((—iz)” f () (&) | L=
= |(2*((—ix)” f())) ] =
< 02" f(2)) s

< oo,
pois f € S(R™).

(11) Pelo teorema de Fubini,
fxg(@) =] [frg(z)e ™ da
]Rn
= J flx—y)gly)e ™ dyda
n RTL

~ | | 1= gttt iy
n Rn
J J fa—y)e @ VEdy ey

— f(¢

Proposicao 43. O operador §: S — S € continuo.

Demonstragao. Sejam {fx}y < S e f € S de forma que fr — f em S, ou seja,
0% (fr(x) — f(x)) —> 0 uniformemente, para quaisquer « e 3 multi-indices. Logo, de
forma andloga ao que foi feito (10), temos

1€20P(Fu(©) = )i < 02 (fiula) — F(2))1n
_ f 16927 (fi(z) — f(2)))|da
) f (14 Jal)
N T
n+1 1
< sup |(1 4 [al)" 8 le) = S @] | o

— 0, k — +0o0.

022" (fulw) — f()))|da

Isso implica que f“&ﬁ(ﬁc(f) —]?(5)) — 0 uniformemente. Portanto, fk — fem S. O
Agora, definiremos a transformada de Fourier inversa.

Proposicao 44. A transformada de Fourier § € continuamente inversivel e

1

-1 T) = € € ™).
5O = g | 0l oe SEY
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Demonstracdo. Sejam 0 < e <1 e
¢e(x) = d1(ex),
em que ¢(x) = e~ Pelo Exemplo q@l(ﬁ) = (27)2 ¢1(€) e entdo, fazendo ex = y
519 = | oy
= J e ") (ex)dx
=< | ety

e R™

Assim, dada i € S(R™), segue, por Fubini, que

0O (e - [ el f €Y (y)dydg

n

_ f G (€ (y)dedy

JR"

- | ot

- | vl ade
=B et 26 (D) e

En R

(-

= (2m)2 | ¥z + ey)di(y)dy

Rn

Observe que

~

|6e(€)e™ S (€)| < |9(€)] € LER™)

[U(x + ey)du(y)] < sup [P(2)] [1(y)] € Ly,

zeR™

Além disso, quando € —> 0, temos ¢.(§) — 1 e ¥(x + ey) —> (). Logo, aplicando
o teorema da convergéncia dominada ao lado esquerdo de (2.7)), tem-se

iy [ 6.(€)e<0()dg = [ D). (2.8)

Aplicando novamente o teorema da convergéncia dominada ao lado direito de ([2.7)),
chega-se a

(2r) limy f bz + ey)r(y)dy = (2m)F( j o(y)dy = 2n)p(z),  (2.9)
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pois
- [ ¥ -

Logo, comparando (2.8)) e (2.9)), temos

1 i€
6o) = o | e eiepa

A demonstracao de que F~! é continua é andloga & demonstracao da continuidade de

5. ]
Corolario 45. A transformada de Fourier § : S(R") — S(R™) é um homeomorfismo.

Também ¢é usual representar a transformada de Fourier inversa de uma fungao f € S
por f ou f

Teorema 46. Sejam f, g e h fungoes de S(R™). Valem:
(1) §gn F(2)9 = fou f(@)g(x)da;
(2) (Identidade de Parseval) S, f(z)h(z)dx = (2%)” Sn f(ﬁ)%df;

(3) (Identidade de Plancherel) | f| L2 = ﬁ”?”[g = | fllz2;

(1) §en F@)R(@)da = §g Fa)hi(x)da.

Demonstragao. (1) Pela defini¢ao de transformada de Fourier e por Fubini, temos
S@ita)ds = | s f o(y)eVdyde
J flx e " Ydydx
n Rn
f 9(y) f (x)e™"dxdy
-| T

(2) Observe que

Assim

ThQ

1 -~
o=

s

Além disso, é facil ver que, se f € S, 7 = f Agora, seja g = h. Entéo

~
~
~
A~

=h= (2m)"

Q)
|
D‘)I)

= (2m)"h.
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Logo, por (1), temos

2m)" Jgn

(3) A identidade de Plancherel é uma aplicacdo da Identidade de Parseval.

efeito

Il = | V@)

= | f)f(z)de

F(&)2de

n

(FAT=S

|
o
N [ =
=
—

1
(2m)"

Analogamente, mostra-se que | f|rz = [ £z

(4) Seja h = g. Usando (1), temos

@@y = | f@)ids

Com

O

Na observagao a seguir, como feito em [7], na se¢ao 2.2.4, definiremos a transformada

de Fourier de fungoes em L!'(R") e em L?(R™).

Observagao 47. Podemos definir a transformada de Fourier de fungées em L'(R™)

como na Definig¢io[37, isto €,
f&) =1 flx)e ™ dz,
R

que € convergente.
Proposicao @ sao satisfeitas. Definimos também, se f e L',

1

flr) = es
f) = e | €75
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e as propriedades andlogas sao vdlidas. O problema com essa defini¢ao € que se f € L
ndo podemos garantir que f € L'. Com efeito, qualquer funcao cuja transformada de
Fourier estd em L' deve ser igual a uma func¢ao continua q.t.p., pois I (F(f)) = f
q.t.p.. Dessa forma, a funcao f(x) = x[—1,1)(x) pertence a L', mas sua transformada
de Fourier ndo pertence a L.

Se f e L*(R"), a integral na definicio da transformada de Fourier ndo converge
absolutamente. No entanto, pela identidade de Parseval, a transformada de Fourier
¢ uma isometria de L?> em L' n L?, que é um subespaco denso de L?. Dessa forma,
ewiste uma tnica extensio da transformada de Fourier em L?. Dada uma sequéncia
fv € LY n L? que converge para f € L?, temos

Ifv — ()2 — 0, quando N — .

Em particular, a sequéncia de funcoes fn(x) = f(x)X|z<n € tal que

~

fu =]  r@e .10

converge para F(f)(§) em L? para N — o, pois fy € L? e, por Holder, fy € L'. Se
feL'n L% a integral converge pontualmente para f(§). Além disso, existe uma
subsequéncia de fy que converge pontualmente q.t.p. para F(f). Consequentemente,

para f € L' n L?, f e §(f) coincidem q.t.p. De forma andloga, existe a transformada
de Fourier inversa § 1 : L?> — L? evale 3 o F(f) =FoF Hf) = f.

Agora, estenderemos a defini¢ao da transformada de Fourier para LP(R™), 1 <p <
2. Dada wma fungao f e LP, 1 < p <2, sejam f1 € L' e fo € L? tais que f = fi + fa
(podemos tomar, por exemplo, fi = fx|f=1 € f2 = fx|p<1). Assim, [ = fi + fo. E
claro que a definicao de f nao depende da escolha de fi e de fs.

Proposicao 48. (Desigualdade de Hausdorff-Young). Seja f € LP(R™), 1 < p < 2.
Entao

[l = 1]z

Demonstragao. Pelo item (1) da Proposicao [42| e pela identidade de Parseval, respecti-
vamente, temos

[flee < [ fler e [ fle2 = 2m)" [ f] >
Pelo Teorema [19| (Interpolacao de Riesz-Thorin)

1l < (27)" ) £z

Definicao 49. Se b > 0, o operador Laplaciano fraciondrio € definido por

(—A)F = F(€* ).

2.3 O espaco das distribuicoes temperadas

s

Definicao 50. O espaco dual (ou seja, de funcionais lineares e continuos) de S(R™) é
denotado por S'(R™), e seus elementos sio chamados distribui¢ées temperadas.
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A agdo de uma distribui¢ao temperada u em uma fungao f € S(R"™) pode ser repre-
sentada das seguintes maneiras:

u(f) = Cu, f).
A seguir, demonstraremos uma caracterizacao util do espago de distribui¢oes tempera-
das.

Proposicao 51. Um funcional linear u, definido em S(R™), € uma distribui¢cdo tem-
perada se, e somente se, existem C' > 0 e inteiros nao negativos k e m tais que

[, HI<C D pas(f),

lal<m
|BI<k

para qualquer f € S(R™).

Demonstracao. Suponha que u seja continuo e que a desigualdade seja falsa. Portanto,
para quaisquer j € N e 7, wy multi-indices, existe ¢; € S(R") tal que

[ é) >3 Y5 paplds) =3 Y, sup |a"07¢;(x)].
lal<lol lal<[yo] TR

|Bl<wol |Bl<]wol

Seja wj = K;?W Assim,

sup |00 g;(a)] < ) sup 0%y, (@)

zeR™ lal<|ol reR™
|B]<|wol
1
< m sup |2707¢;(2)]
* I Jal< o) T
|BI<wol
1
< —.
J
Isso mostra que 27°0*“°1); — 0 uniformemente. Portanto ¢; — 0 em S(R™). Entre-
tanto, |(u,v;)| = 1, o que implica que {u,1;) ndo converge para 0. Isso contradiz a
continuidade de wu.
A outra implicacao é trivial. O

Exemplo 52. Muitas fun¢oes podem ser vistas como distribui¢oes temperadas por meio
da identificacao f —— Ly, em que

Li(¢) = | o(z)f(z)dz,
Rn
para ¢ € S(R™).
Nesse sentido, as fungoes em LP, 1 < p < o0, sao distribuicoes temperadas. De fato,

seja {¢;} = S(R™) tal que ¢; — ¢ em S(R™). Mostraremos que L¢(¢p;) — L;i(¢).

Com efeito, temos

L0(65) = Ls(@)] = | | F(@)(g3(a) — ()] <
[ 15@6@) = 6(@)lde — 0. se j—
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Exemplo 53. Toda funcdio g que satisfaz |g(z)] < C(1 + |z|)*, para algum nimero k,
¢ uma distribuicao temperada. De fato, observe que, para ¢ € S(R™) e m > n + k,

L@) = || gt

<C | (@ +[a))o(x)]de

R’I’L

O e fal) o)

< sup(l + |z|)™|p(x |J 1+ |z)*™dx
< o,
po1S
m>n+k= | (1+z))f™de <o
R’)’L

6 € S(R") = sup(1 +[a))"[o(z)] < .

Agora, mostraremos que L, € continuo. Seja {¢;} < S(R") tal que ¢p; — ¢ em S(R™).
Usando a desigualdade , temos

| Lg(¢5) = Ly(0)] < fﬂ l9(x)[|¢;(x) — ¢(x)|dx

<C | (14 |2)*|¢;(z) - ¢(x)|de

Jrn

= CJ:Rn(l + |2 A+ )™ (65(2) — d(x))]de

<C| (@42 2"+ Cum) Y 17| 1(@5(2) = é())]dz — 0,

n
JR 18l<m

se j —> 0.

Agora, definiremos algumas ferramentas da analise harmonica no contexto do espaco
de distribuicoes temperadas. A importancia dessas distribuicoes esta relacionada ao fato
de que todo operador limitado e invariante por translacao, de L,(R") para L,(R"), é
dado por convolugao com uma distribuicao temperada. Isso serd demonstrado posteri-
ormente.

Defini¢ao 54. Sejam u e S'(R™) e o um multi-indice. Definimos, para f € S(R"),
(0%, ) = (—=1)1°lCu, 0* f). (2.11)

Seu € uma funcao, as derivadas de u, de acordo com , sao chamadas de derivadas
distribucionais.

A motivagao para a definicao acima é estender a definicao de derivadas de funcgoes,
de forma a manter vélida a derivagao por partes, isto é, dadas f, g € S(R"),

| @p@stais = 07 | e @
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Com efeito, suponha que u € §'(R") seja uma fungao. Ou seja, existe uma fungao g tal
que u = Lg. Queremos, portanto, que

<aau7 f> = <aaLgﬂ f> = <L5°‘g7 f>
Assim

(@, £ = (Lswg,
- | gt sy

= () | gla)o (s

= (=1)*KLy,0°f)
= (=1)*Ku, o).

Defini¢ao 55. Seja u € §'(R™). Definimos a transformada de Fourier, U, e a inversa,

w, por R
(u, f)=Cu, f)e
Q. f) = . ),

feSERY.

Exemplo 56. Defina 6y : C*(R") — R por

(0o, ¢y = ¢(0).
E fdcil ver que §y € C*(R") < S'(R™). Além disso, dada f € S, temos

(B0, f) = <6o, f>

z)dr = (1, f).

Il
%%kﬁ

Portanto, 5/;) =1.
Mais geralmente,

(0%60) (x) = (iz)~.

Com efeito, para f € S, temos
(@60), f) = €0°60, f)

- ()Pl
= (=)o, ((—iz)* f(x)) )
= (=D)l((=ix)* f())(0)
= (0! [ (i) plads
- | s = i), p.

Isso mostra que (0%0o) pode ser identificado com (ix)®.
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Definigao 57. Sejam t € R", a > 0 e f € S(R"). A transla¢do T'u, a dilata¢io §°u e
a reflexao u de uma distribuicdo temperada sao definidas por

<Ttu> f> = <u7 Titf>§

(8%u, fy = (u,a™"§a f;
(a, £y = (u, f.

Observagao 58. As definicoes acima sao motivadas pela ideia de que uma distribui¢ao
temperada generaliza o conceito de funcdao e pelas sequintes identidades, em que f e g
sao fungoes em S(R™):

JRng x—tdx—fng(a;+t)f(x)dx;

[ tepsients = [ _gwranstatayin
fné(x)f(x)dx - [ s

Proposicao 59. As operacoes de transformada de Fourier, transformada inversa de

Fourier, derivagdo, translagao, dilatacao e reflexdo sao aplicagoes continuas de S'(R™)
para S'(R™).

Observagao 60. Sejam f,g ¢ h em S. Note que
[ o= [ ([ rwae ) s

;n (J Mo — 2)g(2)dz) f(x)da

P g ( J hiz = 2)f(x)da ) dz

U [ s ([ bwrte - )
J g9(z J w)f(z —w)dwdz

n

=Lg (2)dz

- | s@b s

= (1" ]
(=1)"

R
~

J
v

Isso motiva a defini¢ao a seguir.

Definicao 61. Sejam ue S’ e h e S. Definimos a convolugao h = u por

(hoxu, fy = Cuhox f),
em que f e S(R™).
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Exemplo 62. Sejam u = 9d,, e f € S. Temos
(f = 8ag, 1y = (g, 2 )
= (f = h)(20)
= f(z — xo)h(z)dz,

Rn
para todo h € S. Isso mostra que f*0,, pode ser identificado com a fun¢ao x — f(x—1x0).

Definicao 63. Os elementos do espaco dual (C°(R™))" sao chamados distribuicoes.
Para facilitar a notagao, representaremos esse espago por D'(R™).

Observe que C°(R™) < S(R") implica que S'(R™) < D'(R").

Definigao 64. Dizemos que uma distribui¢cao u em D'(R™) coincide com a fun¢ao h
no aberto € se

= [ s
para toda f € C(£2).

Teorema 65. Seue S epeS, entao ¢ *u € uma fungao C* e

~

(¢ u)(z) = <u, 7°¢),
r e R™.

Demonstragao. Seja ¢ € S(R™). Temos

(b u ) = Cu, §x 1))
=u( | 3t~ ti)

—u( [ @d6w)
- | e

(2.12)

A dltima igualdade serd justificada posteriormente. Esse célculo mostra que ¢ = u pode
ser identificada com (u, 7)), isto é

~

(¢ xu)(z) = (u, 7°¢).

Mostraremos agora que ¢ * u pertence a C*. Como u é continua e

T—hej 7-$~ _TxN ~ e
( z) ¢) — a]Tx¢ = Tmaj¢ em 87

quando h — 0, segue que

T 2 @) (TN, 03y
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Isso mostra que N
(¢ = u)(x) = Cu, 7°(0;9)),
que é continuo. Por inducdo, podemos mostrar que ¢ = u € C!, para qualquer multi-
indice 7.
Agora, justifiquemos a ultima igualdade de (2.12)). Essa identidade entre integrais se

deve a continuidade de u e ao fato (veja [7], secdo 2.3.3) de que as somas de Riemann
da integral

| ooy

de fato convergem para ela na topologia de §. Isto é, para N = 1,2,..., considere a
parti¢ao de [N, N]" em (2N?)" cubos @, de lado ., € seja y,, 0 centro de cada Q.
Para quaisquer multi-indices a e f3,

lim sup |Dy(z)| =0,

N—o0 reRn
em que

(2N2)n

Dy(o) = 3} a"023(e ~ y) ()@l ~ | "023(e ~ y)o(u)dy

m=1
Da continuidade de u,
(aN?)"

3 0l = gm0 Qnl — (| 9 —)iwdy).

Mas
(2N?)n

Z (S = Y )0 ()| Qo
sao as somas parciais de
)y
Logo,
G Byl)dy = ul |36~ y)ly)dy).
]

Proposicao 66. Sejam u, v e u; distribuicoes temperadas, f; e f fungoes de Schwartz,
yeR" be C, a multi-indice e a > 0. Temos:

(1) uw+v=1+7;

(3) Se fj — f em S, entdofj—>fem8. Se uj — u em S', entao w; — u em

S
(4) (TYu) = eV,
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(5) (e™Yu) = 7v4;
(6) (6°u) = (W) = a0 '0;
(7) (0%u) = (i€)*a;
(8) 0% = ((—iz)*u);
(9) (@) = u;
(10) fru= f;
(11) (Leibniz) 07 (fu) = 330 (05 F)(0] " u);
(12) (Leibniz) 0*(fu) = 35 o+ 25— (5)) -+ (57) (@7 f) (0 u);

(18) Se uy e u pertencem a LP(R™) e up —> u em LP, 1 < p < 0, entdo up, —> u em
S'(R™). Logo, convergéncia em S implica convergéncia em LP, que, por sua vez,
implica convergéncia em S'(R™).

A demonstragao dos itens anteriores é andloga a da Proposigao 42}

Definigao 67. (Espagos de Sobolev) Sejam 1 < p < o0 e m € N. Os espagos de Sobolev
H™P(R™) sao definidos por

H™(R") = {f € LR") = |[flmme = Y 105 f]e < 0},

|al<m
Se p = 2, também usamos a notagio H™(R™).

Definigao 68. (Espacos de Sobolev Fraciondrios) Seja s € R. Os espagos de Sobolev
fraciondrios H*(R™) sdo definidos por

HYR") = {f € S'(R") : f ¢é fungio e |f|

s < OO}7

em que R
[ £ Ve = 160" f 2

e (&) denota os colchetes japoneses, ou seja, (€)* =1+ |£|%.

2.4 Multiplicadores de Fourier

Antes de obtermos estimativas para solugoes de problemas de Cauchy envolvendo
equacoes de evolucao, faz-se necessario conhecermos os multiplicadores de Fourier. Es-
ses espacos sao essenciais na obtencao de estimativas LP — L9,

Definicao 69. Um espaco vetorial X de fungcoes mensurdveis definidas em R™ € dito
fechado por translagoes se, dada f € X, 7%(f) € X, para qualquer z € R". Sejam X eY
espacos vetoriais de funcoes mensurdveis definidas em R™ fechado por translagoes. Se
T ¢ um operador de X paraY, dizemos que T comuta com translacoes ou € invariante
por translacoes se

para toda f € X e todo z € R™.
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Exemplo 70. Seja X um espaco de funcoes fechado por translagoes. Seja T um ope-
rador convolucao definido em X, isto €, dada f € X,

T(f) = f g,
para alguma fungao g, desde que a convolucdo esteja bem definida. Observe que
T(fxg) =71(f)* g, VY.
De fato, fazendo a mudanca de varidveis w = y + z na integral abaizo, temos
T(fxg)(@) = (fg)(z —y)
S ECICETEEE

= ff(w —y)g(z — w)dw

=fvwmw—wa
— (7(f) * 9)(x).

Portanto
T(T(f)) =T((f)),

ou seja, T € invariante por translacoes. O proxima teorema enuncia a reciproca desse
resultado para uma classe importante de operadores, que serd usada frequentemente ao
longo do texto.

Teorema 71. Sejam 1 < p,q < 0 e T um operador linear e limitado de LP(R™) para
LY(R™) que comuta com translagoes. Entao existe uma inica distribui¢ao temperada w
tal que

T(f) = f=w qtp,
para toda f € S.

Para prova o teorema acima, precisaremos dos seguintes resultados

Lema 72. Nas hipoteses do Teorema e para f € S(R™), as derivadas distribucionais
de T(f) sao funcgoes de L7 que satisfazem

O*(T(f)) = (=17 (@), (2.13)

para todo multi-indice o.

Lema 73. Sejam 1 < ¢ < o e h € LY(R"). Se todas as derivadas distribucionais
0%h estao em L9, entao h € igual a uma funcao continua em quase toda parte, que
representaremos por H, e

|H(0)]

N

Cog >, 10%R]La. (2.14)

|a|<n+1

Agora, demonstraremos o teorema.
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Demonstragao. (Teorema Seja f € S(R™). Pelos Lemas |72 e , existe uma funcgao

continua H tal que T'(f) = H q.t.p. e

|H<0)| < Cn,q Z H(?O‘T(f)HLq.

|a|<n+1

Seja u funcional definido em S tal que

Cu, f) = H(0) = T(£)(0).
Observe que, se a e b sao nimeros complexos,

(u,af +bgy =T(af + bg)(0)
T(af)(0) + T(bg)(0)
aT'(f)(0) + bT(g)(0)
— aH(0) + S(0)

alu, f + 0w, g),

(2.15)

em que T(f) = H e T(g) = S q.t.p. Isso mostra que u é linear. Outrossim, u esta
bem definido. Com efeito, suponha que exista outra funcao continua G' de forma que
G =T(f) g.t.p.. Assim, G = H g.t.p. Como H e G sdo continuas, segue do Teorema [9]

que H = G e, portanto, H(0) = G(0).
Por (2.13)), (2.14) e pelo fato de T ser limitado, temos

[, )] = [H(0)]
<Cuy 3 1T

|a|<n+1

Cog ) 1T F) 1o

lo|<n+1

< CoglTlprare Y, 10 flo

la|<n+1

< Cogl Tl Y} Con Y

lalsn+1 lyI<[2H]+1

< CAqHTHLpHLq Z p'y,a(f)a

lyl<[®H]+1
|a|<n+1

N

em que a pentdltima desigualdade é consequéncia da Proposigao 35 Logo, pela Pro-
posigao 51} segue que u € §’. Definimos w = @ e afirmamos que, para todo x € R,

lu, 77 f) = H(x).

(2.16)

Inicialmente, assumiremos a validade de (2.16) para provar que T'(f) = f+w, f € S.
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Pelo Teorema [65| e como T' é invariante por translagoes, dada f € S(R™), temos
(f »w)(@) = Cw, 7" f)
= <777 Tzf>
= (u, 7" )

= <u’ T_zf>
~ H()

=T(f)(x) g-t.p.

Isso mostra que f*w = T'(f), como querfamos. Agora, mostraremos a unicidade de w.
Suponha que exista w’ tal que f=w = f=w', f€S. Assim

(f=w)(z) = (f =) (z), Vo e R

Em particular,
(f = w)(0) = (f =w)(0).

Dessa forma, se w’' =7 e f€ S,

u, 770f) = v, 7)) =

(u, ) =<v, f) =
Uu=1v<
w=w.

Voltemos para a igualdade (2.16)). Sejam f € (R™) e x € R". Seja H, a func¢ao continua
do Lema [73| tal que H, = T'(7~*f). Provaremos que H,(0) = H(z). De fato,
Hy(y) = T(m ") (y)
=7 "T(f)y)
=T(f)(x +y)
= H(x +y)
=7 "H(y),

em que T(f)(z +y) = H(z +y) ¢.t.p. em y. Portanto, as fungoes continuas H, e 77*H
sao iguais q.t.p.. Logo, H,(y) = 7*H(y), para qualquer y € R”. Em particular

H,(0) = 77°H(0) = H(x).

Assim,
H(z) = Hy(0) = T(77"f)(0) = {u, 77 ),
o que prova (2.16]). ]
A seguir, demonstraremos os Lemas [12] e
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Demonstragao. (Lema Sejam o = e; e ¢ € S(R™). Observe que, pela Defini¢ao
e pelo fato de T' comutar com translagao, temos

[T R =g, Lot o)

1 —he; 1
— E<T(f),7 ¢) — h<T(f)’ ¢)
= LT(f).6) — 1 (T(f). 6

1 he; o l
Thei £y —
Gy At A
- [otwr (=) g
Portanto,
e.) — The; —
[ rtwPtt = (g gy @an

O que queremos ¢ fazer h — 0 em ambos os lados de (2.17)).
Pela regra da cadeia, chegamos a

Ll 0;0(y + hte;)dt = Ll %[—¢(y +hthej)]dt

Py + hej) — d(y)
: .

Usando agora a Observacao [26| com ¢’ M > n, temos, para |h| < %,

‘qﬁ(y + hej) — ¢(y)

1
J < [ 10,00 + htea

JO
! Cydt
Jo (L + |y + hte;|)M
! Cydt
Jo (L+ 1yl =M
Cu
(lyl + 5)M
< Cu
(Jy| +1)M

<

<

(2.18)

Como

(C)? o
gn (Jy| + e Y == =T

e T(f) € L, segue, pela desigualdade de Holder, que

T W)ICh (lyl + D)™
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é integravel. Dessa forma, o integrando no lado esquerdo da igualdade (2.17) é limi-
tado por |T(f)(y)|Ch(Jy| + 1)™™ e converge para para T'(f)(y) Jgﬁ( ) O teorema da
convergencia dominada implica que a integral no lado esquerdo de (| converge para

| rwaswa.

quando h — 0.
Se feS(R™),

(Theff)(.z) —fly) _ Ll 0;f(y + hte;)dt,

he;
que converge pontualmente para 0; f(y), se h — 0. Temos também que %}ly)_ﬂy) é
limitado por C};(1 + |y[)~* para || < %, como foi feito em (2.18). Logo, pelo teorema
da convergéncia dominada,
rhef — f
h

quando h — 0. Observe que, por hipétese, T' é limitado e, portanto, continuo de LP
para L?. Assim,

— 0;f em LP,

rhef— f .
(T oty em 1
quando h —> 0. Observe também que ¢ € S(R") c L7 . Usando Holder, temos
Thej o
¢<y>T(L)<y>d@, [ otT@ ] -
R

( he]f f

’R"

o(y) T
o[r(” ’*ﬂf f)
)-

ol | (=L he]f Y _ren|

T(0,)(y) |dy] <

T(0;/)(y)||dy <

_)07

quando h — 0.
Isso mostra que

ot (") s — | owr@nea

R

quando h — 0. Dessa forma, por (2.17)), faazendo h —, obtemos

[ rthw@owa - | swrenwa

Portanto,
T(f), 050) = {T(0;f), ) <
—(05(T(f)), ¢) = <T(0;[). ¢,
para qualquer ¢ € S(R™). Logo,
0;(T(f)) = =T(0;f)-

Isso prova o resultado para o = e;. O caso geral segue por indugao sobre |a/. [
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Demonstragao. (Lema Seja R > 1. Fixe uma funcao ¢p € C° que € igual a 1 na
bola de centro na origem e raio R, e zero se |z| = 2R. Como ¢r € C° < S < LP, para
qualquer p > 1 e h € L9, concluimos, por Holder, que ¢r - h € L'(R™). Mostraremos

que ¢p-he L.
Por (2.1)), para k = n + 1, temos

L< Gl +[€)0D > (). (2.19)

|a|<n+1

Multiplicando 1} por |m(§)| e usando as propriedades (1) e (8) da Proposicao
2] temos

|6r - h(E)] < Cul1+ 1) 3 [(i€)0r - h(€))|

al<n+1
Col1 + [g])~ 0+ Z (0 (6 - W) (E)]
Co(1 + [€]) =+ Z 3@ (6n-W)lie gt
CALHEY D S 10 n Wl (2:20)
al<n+1
< Cu(2" R, (1 + [¢]) 0D | > 10°(@n- D)l
< Cor(L+ [€)~0+Y | > bl
al<n+1

A dltima desigualdade acima decorre do fato de que todas as derivadas de ¢r sao
limitadas por constantes que dependem de R e pela regra de Leibniz (Proposigao

(12)).

Integrando
[6r - h(E)] < Cor(L+ 16N~ X0 0] L
lo|<n+1
com relagao a &, temos
l6r Rl <Cur Y. 6% < o0, (2.21)

la|<n+1

o que mostra que ¢p-h € L'. Como ¢r-h e ¢g-h estdo em L', vale a inversao da
transformada de Fourier, isto €,

dr-h=(br-h) qtp.

Isso mostra que ¢g - h é igual ¢.t.p. a uma funcao continua. Além disso, do fato de que
¢r = 1 na bola aberta B(0, R), concluimos que h é igual ¢.t.p. a uma fungao continua
nessa bola. Da arbitrariedade de R > 0, segue que h é igual ¢.t.p. a uma fungao continua
em R" que denotaremos por H. Finalmente, a desigualdade é uma consequéncia

de (2.21) com R = 1. O
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Definicao 74. O espaco de distribuicoes temperadas T tais que
|7+ ufpe < Clufe, uweS,
em que C' é uma constante, serd denotado por L.

Pelo Teorema [71], o estudo dos operadores de LP para L? limitados e invariantes por
translagao é essencialmente equivalente ao estudo do espago L.

Definigao 75. O espago das transformadas de Fourier dos elementos de LY serd deno-
tado por M. Os elementos de M sao chamados de multiplicadores de Fourier de tipo

(,q).

Observe que m € Ml < m = f, para algum T € L{. < T = m, para algum T € L.
Assim m € M < |§7'(m) * ullpe < Cluls, u € S, para algum C' > 0. Além disso,
como § e § ! sdo homeomorfismos e F(F1(m) = u) = mF(u), segue que

§H(m) » u = FH (mF(u)).

Nesse sentido, podemos definir em M a seguinte norma

Im[las = sup{|F " (mF(u)) e : we S, |ulz =1}

Se p = ¢, denotaremos Ml = MP por M,.
Os fatos abaixo a respeito do espago M}, cujas demonstragoes podem ser vistas em [§],
serao frequentemente utilizados ao longo do texto.

(1) Ml ={0},se 1 <q<p<o0;

(2) M 1 para 1 < p < q < w0;

(3) M,

(4) M.

(5) ||m1m2||Mp Ima||ag, |2 ar,, para quaisquer mq, my € My;
(6)

6) Se m € M, é uma funcao e t € R, [m(t&)|a, = [|m(§)| s, -
Para a demonstragao do resultado abaixo, veja o Teorema 1.2 de [16].

Lema 76. (Desigualdade de Bernstein) Se a € L*(R") e N > %, existe uma constante
C > 0 tal que
@, < Clal* |DY a3y
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2.5 Integrais Oscilatérias

As integrais oscilatérias desempenham um papel de grande importancia na Analise
Harmonica e na Teoria de Equacgoes Diferenciais Parciais. Um exemplo de integral os-
cilatéria ja definido é a transformada de Fourier. O objetivo desta secao é introduzir
a nova ferramenta e mostrar suas utilidade na obtencao de estimativas. Ao final, pro-
varemos um resultado, conhecido como lema de Littman, que nos fornece estimativas
L® — L* para solugoes de problemas de Cauchy que envolvem equagoes de evolugao.
Considere a integral abaixo

I(\) = f ) 2@ (z)d, (2.22)

em que ¢ é uma funcao real C'°, ¥ é uma funcao complexa C'® com suporte compacto e
A é um numero real. A funcao ¢ é chamada fase, e ¢, amplitude. Estamos interessados
em estudar o comportamento de (2.22)) para A grande.

Proposicao 77. Suponha que |Vo(x)| = ¢ > 0, para todo x € supp(v)). Entao, para
todo inteiro N = 0, existe cy > 0 tal que

II(N)] < enA™Y,
quando X > 0.

Demonstracao. Consideremos os seguintes campos de vetores

L) = 5 okl = -V

Ik

1 & 1
———)\Z ——av‘(af),
em que a = (a,...,a,) = W e f é uma fungao C'*. Observe que

<L<f>7 g> = <f7 W(g)>,
para f € CP(R") e g € C*(R™). De fato,

Wlg)) = | fl@)W(g)(x)de

|
—
=R
IS
<7
S|
1=
o
Eal
8
‘Q)
<
&
Y
K



Pelas hipdteses, a; e suas derivadas parciais sao limitadas no suporte de ¥. Além disso,

temos '
’L

M) &1 g 09
z)\qS _ z)\¢>

Portanto LY (e¢*?)()\) = e”‘d’, para qualquer inteiro nao negativo N. Assim,

I(\) = f L(e™®)pdx
= (LN (™), 4y
= (™ W ()
R f e PWN () da.
Logo,
[T)] < exA™, (2.23)
para qualquer \ > 0. O

Agora, provaremos dois resultados para dimensao n = 1, em que podemos simplificar
as hipdteses. Nesse contexto, considere a integral

b
LA = f €@ g, (2.24)

em que a e b sdo reais positivos. Em (2.24), a funcao amplitude é ¥(x) = X(ap)(T) -
Assumiremos que ¢ é de classe C? e que ¢’ ¢ mondtona (crescente ou decrescente) em
[a,b], com |¢'(z)| = 1 no intervalo [a, b].

Proposigao 78. No contexto acima, |I[;(\)] < cA™', A >0, com ¢ = 3.

Demonstra¢ao. Suponha que ¢ > 0 em [a,b]. O caso ¢/ < 0 segue de forma anédloga
por meio de conjugacao complexa. Temos

1 df 1d/f
L =ga ¢ W= _5£<$>

Logo,

b b

. ) 1 70

Li(\) = J L(e?)dx = J MW (1)dx + [ ire ] . (2.25)
a a Z)\(Zﬁ’ a

Agora apareceram os termos de fronteira, uma vez que nao existe uma fungao 1 que se

anula nos extremos.

Analisaremos separadamente cada um dos termos do lado direito da tltima igualdade

de (2.25). . 1 1 2
Heiwz’)@']a < ‘Mqﬁ’(b)’ * ‘M(b’(a)‘ <3 (2.26)

€
f WD)ldz = + f (%)’d : (2.27)

29



Note que, como ¢' é mondtona em [a, b], 2 (i> nao muda de sinal em [a,b]. Assim,

) dx &
por (2.20) e (2.27), segue que

(@)l =|[ ()] -

a a

1 1
_ <1,
¢'(b)  ¢'(a)

pois |¢'(z)] =1 e ¢ > 0.
Dessa forma,

LA <

>l

O

Observacao 79. Se, na proposicao anterior, tivéssemos assumido como hipdtese que
|¢'(x)| = p (em vez de |¢/(x)] = 1), teriamos chegado a |I;(\)] < c(Au)™'. Basta
substituir ¢ por % e\ por Ap.

Corolario 80. Sejam ¢ como na Proposicio e 1 de classe C*. Considere também
que a integral oscilatoria I(N\) € dada por . Nessas condicoes,

b
101 < 30 ()] + | 10/@)lde)
Demonstragio. Seja J(z) = §7 ¢ du. Integrando por partes, temos

b b
j MW () = (B (D) — f ()Y i

“ a dzx

Pela Proposigao , |J(z)| < 3\71, para qualquer z. Assim

001 <337 (o) + [ wlae)

O

Proposigao 81. Seja ¢ de classe C? no intervalo [a,b] e assuma que |¢"(z)| = 1 nesse
intervalo. Seja I dada por . Temos

L) <A 2, A>0e =38 (2.28)

Demonstra¢ao. Suponha que ¢”(z) = 1 em [a,b]. Novamente, o caso ¢"(r) < —1
segue por conjugacao complexa. Como ¢” > 1, ¢/ é estritamente crescente e, portanto,
injetora. Assim, ¢ tem, no maximo, um ponto critico em [a,b]. Seja xy um ponto
critico de ¢ e divida o intervalo [a, b] em trés subintervalos: [a, zq — d], [z0 — J, T + 0]
e [xo + 6,b] em que 0 é um ntmero positivo apropriado. Observe que, trivialmente,
a contribuigao do intervalo [zo — d, o + 0] para a integral I; é 2§. Agora, afirmamos
que ¢'(z) = § para x € [zg + J,b]. Com efeito, pelo Teorema do Valor Médio, existe
c € (zo, 0 + 0) tal que

_ (w0 +0) — ¢'(x0)
)

¢"(c) < ¢z +6) = 3¢"(c),
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pois ¢(xg) = 0 e d > 0. Como ¢"(c) = 1, segue que ¢'(xo + 0) = J. Do fato de
que ¢ é estritamente crescente, concluimos que ¢'(z) > (5 para x € [zg + J,b]. Pela
Observagao (79, a integral I; contribui, no maximo, com 2 em [y + ,b]. De maneira
andloga, podemos mostrar que ¢'(z) < —0 para x € [a, o — §|. Novamente usando a
Observacao , a integral I; contribui com, no maximo, % em [a,xo—0]. Dessa forma,

I, ¢ majorado por 26 + 3. Escolhendo ¢ = 1, chegamos a (2.28). O

O corolario abaixo leva em consideracao a amplitude 1. Suporemos que v é de
classe C'! no intervalo [a, b].

Corolario 82. Suponha que ¢ satisfaca as hipdteses da proposi¢ao anterior. Entdo

b
f 6i>\¢(z)¢(:p)dx‘ < %)\—%’

em que ¢ = 8( [0/ (@)|dz + [:(0)]).
Demonstragao. Seja J(x) = SZ e?Wdy. Integrando por partes, temos

b
[ 90t01te = o000 - J I %tz = J0p00) - f 7).

Pela Proposicao , para qualquer z € [a,b], |J(z)| < 8\~2. Assim

b
f 6M¢(r)w($)dx‘ < CM_%-

a

Exemplo 83. Considere a funcao de Bessel
1 2

Jm(r> _ % O eirsin(x)efimxdx.

D=

Mostraremos que Jp,(r) = O(r~2).
Observe que, nesse caso, X = r, ¢(x) = sin(x) e P(xr) = e ™. Como ¢"(z) =

—sin(z), temos

@) = sin(o)] > 2 = ze |2, 20) o[22, 1)

Pelo Coroldrio

3m i
QL 4 eirsin(r —zmmdx + 2i 4 eir sin(w)e—im:pdx _ O(T’_%)
T )= T
4

Agora, como ¢'(x) = cos(x) e

eoste)] = L2 e e [0, 7] o[22 5] O [, 21,



seque, pelo Coroldrio [80, que

57

1 (5 1 [+ . I ;
- e sin(z) zmxdaj 4+ ezrsm(x) —medx 4+ — 6” sm(z)e—lmxdaj — O(r_l)7
2m Jo 21 Jax 2m

se r —> . Do fato de que O(r7') < O(r*%), para r — o0, seque o resultado, isto €
Jn(r) = O(r72), 1 — .

Voltemos as condicoes do inicio desta secao, ou seja, ¢ e ¥ sao de classe C'° e

1 possui suporte compacto. A matriz Hessiana de ¢, dada por afi;i k} , Sera
J 1<j,k<n
representada por V2¢. No préximo resultado, a principal hipétese seré
det{V2¢} # 0 no suporte de 1. (2.29)
Proposicao 84. Suponha . Entao
) J MW (z)dz — O(N3), para A — . (2.30)

Demonstracao. Assumiremos que o suporte de v é suficientemente pequeno. Em par-
ticular, esta contido na bola de raio € e centrada na origem, a qual depende de ¢. Uma
vez provada a estimativa (2.30)) para essa fungao v, podemos obter (2.30) no caso em

que v é mais geral por meio de uma soma finita das primeiras estimativas. Temos

f . J M= ) () dady.

Faremos a seguinte mudanca de variaveis y = x + u. Dessa forma, a integral dupla
acima se torna

Jn J ANy (4, ) dard, (2.31)

em que ¥(z,u) = Y(z + u)(r) é uma fungdo C* com suporte compacto. Afirmamos
que o suporte de 1) esta contido na bola de raio 2¢ centrada na origem. De fato,

suppY(z,u) = {u : P(x +upp(x) # 0}
={u : Y(x+u) # 0}
={y—z : P(y) # 0},

Assim,
up € supp(x,u) < Bs(ug) n{y —x : Y(y) # 0} # &, para qualquer 6 > 0.
Seja yo — x pertecente a intersegao anterior. Temos
lul < Ju—(yo— )| + |yo — x| < 0 + 2e.

Da arbitrariedade de ¢, segue a afirmacao.
Portanto, [I(A)[* = (5. Jx(u)du, em que

Ty () = f e+ =0) (1 )

62



Afirmamos que
| Ja(u)| < ex(Mu])™Y, (2.32)

para qualquer N inteiro nao negativo. A demonstracao desse fato é semelhante ao que
foi feito na prova da Proposicao Lembremos que

L(f) = a- V] ¢ W(g) =~V - (ag).

Neste caso,

Ve rw) - d) _ b
Va(d(z +u) — (@) [b*
em que b =V, (¢(z +u) — ¢(x)). Note que

6] = [Va(d(z +u) = o(2))] ~ |ul, (2.33)

se |u| < 2¢3. Com efeito, observe que a estimativa |b] < |u| segue da suavidade de ¢.
Para a estimativa por baixo, usaremos o Teorema de Taylor, segundo o qual

Va(p(z +u) — ¢(x)) = Vé(x).u+ O(|ul?).

A hipétese implica que a transformacao linear V2¢ é invertivel. Dessa forma,
defina a fungao h : S"°! — R, dada por h(u) = |V?¢(z).u|. Como h é continua e S*~*
é compacto, existe ¢ > 0 tal que |h(u)| = ¢, para qualquer x € S*~1. Assim, dado u # 0,
de forma que |u| < 263, segue-se que V2¢(z) # 0, pos V2¢(x) é invertivel. Concluimos
que

‘V%(:c)(i)’ > c e |V2o(x).u| = clul.

lu

Portanto, se € é suficientemente pequeno,

6] = V(b2 +u) — o(2))]
= |Vod(@)u+ O(Juf?)]
> |[V2¢(@).ul — |O(Jul)
= clu| — O(|ul).

Isso implica que |b| = |u].

Podemos também provar que |02b] < ¢, |ul, para qualquer multi-indice «. Logo, usando

(2.33)), chega-se a
10%a) < cqlul ™. (2.34)

Dessa forma, temos
(W (W, u)| < en(Aul)™, (2.35)

para qualquer inteiro nao negativo N. Logo

Ty(u) = J LN (o066 (1 o)y — J S0 N (4 (g 10) ),

n

e, portanto, por ([2.35))
[ Ta(u)] < en(Alul) ™,
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o que prova ((2.32)).
Finalmente, fazendo N =0e N =n + 1 em (2.32)), temos

IT(\)]? < fRn |y (u)|du < j ; |y (u)|du +J |y (u)|du

X Jul>%

Cn+1 1
< COJ ldu + N+l J Tﬂdu
lul<+ lul=2 |ul

A

<C_6+ C/N JOO 1 pn—l

Aty et
<eA .
O
Observacao 85. i) A conclusao da proposi¢do acima exige apenas que as fungoes

a e v sejam de classe C"*1. Além disso, na estimativa |[I(\)| < AN"%, a cons-
tante A depende apenas das normas C™* de a e de v, do limitante inferior de
| det{V?¢}| e do diametro do suporte de 1.

it) Eziste uma versdo da Proposi¢do em que assumimos que o posto da Hessiana
de ¢ € maior ou igual a m, com 0 < m < n no suporte de 1. Nesse caso, a
conclusao €

m

I(A\) = O\ 2), quando A\ — .

Agora, utilizaremos a Proposicao para demonstrar o Lema de Littman, o qual
sera fundamental nas estimativas para frequéncias grandes.

Lema 86 (Littman I). Consideremos a integral oscilatdria abaizo, para T = 79, em que
To € um niumero positivo grande.

3_1(6_”(’5(5)@[1(5))(23) — LJ ! @ETAO) ) (£)dE.
(2m)™ Jgn
A fungdao amplitude 1 = (§) pertence a CF(R™) com suporte em {{ € R™ : |€] € [%, 2]}.
A fungao ¢ = ¢(§) € C* em uma vizinhanga do suporte de 1. Além disso, o posto da
Hessiana V2¢(€) satisfaz a hipétese rankV2¢(E) = n no suporte de 1. Entdo

F e ™OY(€)) = O(r73), quando T —> .
Demonstracdo. Para cada x € R" fixado, considere

Ir.a) = L) = | o 0) e - [ o0 (e

n R

em que ®(z,§) = 0,(€) = 17§ — ().
Observe que V2®,(£) = —V?¢(€) e, portanto, por hipdtese,

det V?®,(&) # 0.

Além disso, como, para 1 < j < n e u suficientemente pequeno,

0 ¢ d¢
8_§j(q)‘”(£ +u) = ®,(8)) = a—gj(ﬁ) 3
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podemos concluir que a norma C™*! de

a = v&(q)x(g + u) B (I):c(g))
|V§<(I)x(€ + u) - (Dm(g))P

nao depende de x. Dessa forma, pela Proposicao [84)

n

I.(1) =0(r"2), para T —> 0.

Portanto ]
i(z-E—T¢(€)) -5
e w(é)‘ <C7t72, para T =T,
’(277')” fR”
em que 7y ¢ suficientemente grande. O]

Usando o segundo item da Observagao [85], podemos obter uma segunda versao do
lema de Littman, que pode ser encontrada em [13], Lema 2.1:

Lema 87 (Littman II). Consideremos a integral oscilatéria abaizo, para T = Ty, em
que To € um numero positivo grande.

3'71(671'711)(5)2/)(5))(1;) _ (271T)n JRH ei(m.&m(é))w(f)dé

A fungao amplitude 1 = (€) pertence a CF(R™) com suporte em {{ e R™ : |¢] € [5,2]}.
A fungio ¢ = ¢(§) € C* em uma vizinhanga do suporte de . Além disso, o posto
da Hessiana V2¢(E) satisfaz a hipdtese rankNV2¢(E) > Kk no suporte de v, em que
0 <k <n. Entao

F e ™OY(€)) = O(r73), quando T — .
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Capitulo 3

Problema de Cauchy para uma

equacao de evolucao e estimativas
P _ I

Considere o problema de Cauchy abaixo

u + (—A)7u = 0, (t,x) e RT x R, (3.1)
u(O,x) =0,ut(0,$)=u1(x), :EER”, ‘

e suponha que exista uma solucao u com a regularidade necessaria. Aplicando a trans-
formada de Fourier a uy + (—A)u = 0 e usando a Definigao 49| temos

S(utt + (-A)UU) =0.
Isso implica que
Gy + |€)*a = 0.

Aplicando também a transformada as condigoes iniciais de (3.1)), temos, para cada
¢ € R” fixo, a seguinte equacao diferencial ordindria na variavel ¢

att + |§|2"ﬁ = 0
2(0,€) =0 (3.2)
u(0,€) = ui(§).
A solugao geral de (3.2)) é dada por
u(t,€) = A(t,€) = C1 (&)™ + Cy(€)e ™,
em que C1(&) e Cy(€) sao constantes que dependem de &.
Usando as condigoes iniciais, temos
U (§) ( ielr il
v(t, &) = ——=(e —e :
Portanto a solucao u pode ser escrita como
1 (U(€)  ielrr el
u(t,r) =§ 1(+ lel™t _ g ilél t) x).
(t,2) e )) @)
Ou ainda

ut,z) = 5 (m(ﬂ&\“)@m(s)) (@).
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Teorema 88. Seja 1 € H*"7(R"™), com s > 0 en > 1. Entao o problema de Cauchy
uy + (—A)u =0, u(0,2) =0, w(0,z) = (x)

possui uma unica solu¢ao
ue C([0,T], H*(R™)) n C*([0,T], H*~7 (R™)).

Demonstragao. Como ¢ € H*77, segue que F() € L*>*77, isto é, (£)* 7F(¢) € L?. Ob-
serve também que, se |£| < € e t € [0,T], pelo limite fundamental, temos | sin(|£]|7t)] <
|€]7t < [£]7T. Por outro lado, |sin(|£]7t)| < 1, para || =€, t € [0,T]. Dessa forma

sin(|€]7¢) Cle, TE()(E©]

R BT @

SW)(&)] <

Logo
Elo(t, )] < Cle, T)IE [ (E)]

Isso implica que v € L*((0,T), L*»*). Da mesma maneira, podemos obter
o e L*((0,T), L°7).

Resta mostrar que

ve C([0,T], L**) n C*([0,T], L**°).

A propriedade v € C([0,T], L**) é consequéncia do seguinte limite

lim [[v(ts,.) — v(ts, )| g2e = 0,

t1—t2

que sera demonstrado a seguir.

Temos
Jim | o, €) — ot )P =
a o 2
lim coS (M) sin <‘£‘ 1 - tZ)) 120 [F(W)(E)P(E)* de.
ti—ts Jpn 2 2 [3

Seja K < R™ uma bola suficientemente grande ao redor da origem com raio R. Assim

tﬁm%mwﬁngmcwm—myWW@@yw

2 2 §[27
:Lm%@@;@%m&WZ%ﬂQM@g%w%
+JnKm%gﬂ%i@>m(MM2—m>ﬂmgfwgwﬁ
Observe que
L;m(m“g+@)w(fﬂg—@)”“QﬁW@W%
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< [ B swierera

(tr — t2)?
< | s

< Cr(ts — t2)*|[5(@)[72.,

para [t; — to| < €(R).
Além disso, temos

[ o (S 10 g (7= OO
[F () (§)P)*
= fn K €] &
IS ()175.5
= J"K €] T %
< €(R),

em que limg o €(R) = 0.
Logo
lim ||v(ty,.) — v(ta, . )|[z2s =0

t1—to

Isso mostra que v € C([0,T], L**) e, portanto, u € C([0,T], H*). Usando a mesma
argumentagao, temos que v € C*([0,T], L**77), o que implica que u € C*([0,T], H*~).
O

O teorema anterior implica que o problema de Cauchy é H*(R™) bem posto, para s > o.

Observacao 89. (Homogeneidade) Observe, inicialmente, que se f e g sao fungoes em
S(R™) tais que

g(x) = f(tox),
entao, pelo item (7) da Proposi¢ao tem-se

it

q\s

9(8) =

Q\H|m

)

Assim, para cada t > 0 e cada o > 0, sejam

mal€) = S

mo(§) = m1(§) = —=—

Se mg, € Mg, para algum o > 0, entao

sl = sup 18 (MeaOFE)@las _
T eges LE
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= o Sezzgsmléli\ ) F(€)dE] 1a

NP
sl (NSl
7Tz
HE (B2 F( ) ) (=)
7T
£t 5 (B () ) @)
()5 1 oo
e (1) 157 (52000 e
ol

1,ﬂ<l,l>
t oA g g,

em que g(z) = f(tvx).

Tendo em vista a observagao anterior, para obter estimativas L — L9 para a solugao
do problema (3.1), podemos supor, por homogeneidade, que ¢t = 1. Seja x € C tal
que x(&) = 1, para [§] < 1, x(£) = 0se [¢] = 1, e x(&) € [0,1]. Assim, mostraremos

N in(|€|°) N
que, para frequéncias pequenas, X(Qsin(€” ¢ Mi, 1 < p<q< o, e, para frequéncias

3
grandes, % eMl,emquel<p<g<we

£ 3-1) o2 D)

Isto é, provaremos o seguinte teorema:

Teorema 90. Seja o >0 e o # 1. Seu; € LP, entao a solugao u para o problema de
Cauchy satisfaz a sequinte estimativa

lu(t, Ve < €756 ||y, VE>0, (3.3)

para todo 1 < p < q < w0 satisfazendo

PG G0) Gl

Para demonstrar esse teorema, analisaremos, separadamente, frequéncias pequenas
e grandes.

69



3.1 Frequéncias pequenas

Nesta parte, provaremos dois resultados diferentes para as estimativas de frequéncias
baixas, sendo o segundo mais forte que o primeiro, de forma a seguir a ordem natural em
que foi construido este projeto. Num primeiro momento, utilizaremos fortemente um re-
sultado devido a Mikhlin e Hormander para demonstrar que m,(§) = %ﬁ('w e M,
para 1 < p < ¢ < oco. Em seguida, usando técnicas diferentes, provaremos um resultado

. in(|£]7) . .
mais forte que garante que % € M, para quaisquer p e g que satisfazem p < q.

Proposicao 91. Para 1 < p <2< q < w0, temos

x([€) sin([€]7) _ g
19 8
Demonstracao. Seja r tal que
1 1 1 1 1
rqd ¥ p oq

Observe que, para r < o0, temos

Hx(|€|)|zi|ral(|€|") e (J (|€|)|21|21(|€|) dg) |
(ﬂq x(1€]) sg:(s)ld“ L|>1 w d5>
(o P )
< 1.

De fato, dado € > 0, existe § > 0 de forma que, se 0 < [£| < J, entao

_Sijgﬁ'“) et
Logo,
sin(lé|”) [ ) - < sin(|¢|7)[" sin([¢]7)[" )
d¢) = e 1RA d
(ngl e | de G “JMQ e | %

1
< J (E + 1)Td£ + J TFiro
€]<d s<lel<1 €|
< C.
Se r = o0, como % ¢ limitado, temos
()|
’f| Lo (Rn)
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Agora, dada uma funcao ¢ € S, pela desigualdade de Hausdorff-Young e de Holder,
concluimos que

sin(|€]° )) . sin(|¢€]7)  ~
o () -, <[P -2,
_|[snd€n|| oy
~ |€|(7 I ||¢||LF
< |[¥]]z»
Isso mostra que
X(€) sin(€r) _ 1,
19 P
paral < p<2<g <o O

A seguir, enunciamos o lema que sera usado na préxima proposicao.

Lema 92. (Mikhlin-Hérmander) Sejam 1 <p < w0 e
k =max {[n(1/p— 1/2)] + 1, [n/2] + 1}.
Suponha que m € C*(R™ {0}) e
mie)| < Clel™, 181 < k.

Entao m € M,.
Proposicao 93. Para 1 < g < o temos

x(€)sin(l) _ 1,
€7 "

Demonstracao. Sejam « um multi-indice e £ # 0. Usando as regras da cadeia e de
Leibniz, é facil ver que

gl

C’k§?k|§|_"_(”+2k), se n é par

Bl
Il
=}

T ,
D) CR&F g ot se m € impar
\ k=0

Logo, para qualquer n € N, existe uma constante C,, tal que
|FIEI7] < Culg] 7™

Agora usamos repetidas vezes para obter uma constante C,, de forma que
|0°[€]77] < Cale]7771,

Analogamente, mostra-se que, para 0 < [{| < R, existe uma constante C, g tal que

0°sin(|€]7) < Co gl€]7 71 (3.5)
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Logo, para 0 < [¢| < R, pela regra da cadeia, temos

o (D)) = ol sinli)
=3 (8 (5t eisingeny,

B<a
B + 677/ + n —0 : [
=X (M) (e singery,
Bty=a 1 n
Dessa forma,
Sin(\fl")> ‘ (ﬁl + 71) ( n + %) -
()< 2 (1) 17 Gsinlgl)
|§| Bty=a 61 ﬁn
+ n + n o— o—
< ) (5 g %) (6 . )0705R|£| o Je[=
Bty=a ! n
_ Z (ﬁl + ’Yl) <Bn + ’Yn) C.,Clp. g€~ +18D
Bty=a ﬁl ﬁn
+ n Tt Tn
_ Z (516 71) <5 5 7 )C’ Corlel o]
Bty=a ! "
< Co ¢
Portanto . .
o (MEDE) gy gg
para qualquer o multi-indice. Pelo lema de Mikhlin-Hérmander (lema [92)), temos o
resultado desejado. O

Assim, interpolando as proposu;oes ! e % concluimos que W € M], para
l<p<g< .
Como dito no inicio desta subsecao, o resultado provado anteriormente nao é o melhor
possivel, isto é, podemos utilizar outras técnicas para mostrar o resultado para 1 < p <
q < 0. Isso sera feito na sequeéncia.
Observe que

sin(z) Z (—1)ka2k
=2 oo € R — {0},
x = 2k + 1)!

com raio de convergéncia r = o. Entao, redefinindo a funcao na origem, vemos que

Sm(x) ¢ uma funcao analitica. Deﬁnmdo x = [£]7, temos

(1) _ o GV g (COHE ey
e T ATk A 2k + 1)! ’

¢eR™.  (3.6)

Se 0 € N, entao (3.6 define uma fungao analitica de vérias variaveis. Logo, %

CP(R™) < S(R™), desde que o € N. Portanto, pela desigualdade de Young, para ¢ > 1,
p < qeoeN, temos

15 Hme (&)} * Gllze < IFHmo ()} 2 I6]20,
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para qualquer ¢ € S(R™).
Agora, se 0 > 0, usando derivacao termo a termo, (3.4) e (3.6)), chega-se a

|ogmo ()] < ClEPo g #0.

Além disso, é facil ver que

n .
et = — Z % Og, €' <. (3.7)
=1

Seja a um multi-indice. Integrando por partes || vezes e usando (3.7), podemos
escrever

5 e = m) (3 1) [ e sopmaterte 59

Se 20 > 1, consideremos |a| =n + 1. Assim
5 )@ < Clal ™| JePr g < Ol
supp(x)

Agora, mostraremos que § '{m,} € L", parar > 1. De fato, como F'{m,} é limitada,
F Hm,} e L”.

Para r € [1,00), temos

J B omed@rde = | oo+ | mo) e

z|>1
<O+ czf ) g
|z|>1

< w,

pois 7(n + 1) > n. Logo, § '{my} € L" se, r € [1,0).
Portanto, se 20 > 1, ¢ > 1 e p < ¢, temos

187 H{mo ()} * Slle < IFHma ()L I6]2e, Vo e SR).

Observe que, nas demonstragoes acima, nao contemplamos o caso 0 < 20 < 1. Para
fazer isso, precisamos utilizar integragao por partes uma vez a mais em

J ) e 0gmy (€)dE

e, em seguida, estimar trés integrais, das quais uma é integral de superficie.
Assim, sejam 0 < 20 < 1 e |a| = n. Para z € R" — {0}, temos

ﬁﬁw@m@@: é“@%@&*f e g ma (§)dS

|§l<le| 1 |€|>|ff\*1

ZLZ'J

- crogmal€)ie — 3, f 0 €408, (€)de
l€|<|z| 1 |€]> x|t

= [?
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Estimaremos, separadamente, as integrais acima.
Para estimar a primeira integral, basta utilizar coordenadas radiais. Com efeito,

j ) |e”'fa§ma<§>|ds<cfl e
<|z|-1 £l<|z|t
201|I|_20.

Agora, integrando por partes,

[ aesigmatne -
€[> fa|

_ f €40 08 Mo (€)dE + J e Eogme (E)ni(§)du(€)
l€]> 2|~ €]=]x| 1

Portanto,
J e Eégmg(f)df =
€]> |1
et =Y [ e am €€
]Zi 1 Jigi> o)1 ¢ Z o2 Jigmag
Logo,
‘ J eix.fagm(,(g)dg\ <
[€]>]z]~1
o] j el | L lEme©lae) <
&> x|t ¢|=|z|
e L G R e I R 7}
&>z 1 ¢]=]=|~1
Note que

f P du(e)
|€]=]z|~1

¢ uma integral de superficie. Calculemo-la.
Se n =1, temos

' 1 d, ...d
wEm! = —— (il
J§|>|oc|1 eim(O)de x J|x|1 d¢ (e )dgmv(g)dg
1

1 ) d2
) ‘5< ‘f 6+ [ )
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Logo,

o ed 1d 1t
e —m (O)dE| < —|—m,(|Jz|™)| + — )|d
C oot . C [ 202
< gl e g [ e
e C ! o
= Clale | e
7] ||~ 1
Clz| 2, se 20 <1
C(lz|7% + |z| " 1log(|z])), se 20 =1.

Agora, se n > 1, seja

M={¢eR": [¢| = |2|7"}.
Sejam M™ e M~, respectivamente, os hemisférios superior e inferior de M. Assim, se
YT é uma parametrizacio de M e f(£) = |£[** ", temos, usando o Exemplo

fw ) = | @

_L|<|:c|—1 f (y))\/lxl 2 - |y|2dy

— J ‘x’—ZU-&-nLdy
lyl<lzl-! 2|72 — |y|?
1

_ ‘x’20+n1f dy
yl<lzl— A/ 272 = |y[?

1
_ 02 |$|72cr+n71 J

p<lal=t /|7 7% = p?

< 02|$|—2a+n—1|x|2—nf 1
p<lal=1 A/|2|72 — p?

n—2

P dp

dp

< 02|$‘—20+1
Além disso,

f@ave) = | F(eave)

Isso implica que

‘l"*l fﬂ . ’£|207nd1/(€) < ‘era' (3.10)
Finalmente, usando de novo coordenadas radiais,
’x|1f |(3£]8?m0(§)‘d§ < ’x|1f |£‘2o'7n—1d£
&[> x|~ |zt <[g] <1
_ | Gyl se 20 <1
B { Ca|z| ' log(|z]), se 20 = 1. (3.11)

Cslx|™27, se 20 <1
Cslz|~1¢, se 20 =1,
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em que 0 < e < 1.

Dessa forma, por (38), (B9), (B-10) e (3-1T), temos

) || 20, se 20 <1
’5 {ma}( )| ~{ |x|—n—2aJr |:L,|77L71+6’ se 20 = 17

em que 0 < e < 1.
Isso mostra que §'{m,} € L", para qualquer r > 1. Logo, se 0 >0, ¢ > 1e p < ¢,
temos

187 Hmo} = Sllee < |57 Hmo}er [OlLe, Vo e SR).
3.2 Frequéncias grandes

Utilizaremos o lema de Littman I (Lema para obter estimativas L* — L® para
integrais oscilatdrias. Para isso, escolhemos 0 < ¢ € C§° (R) com suporte em {x : % <
|z| < 2}. Definimos ¢ (z) := ¢(27%x), para k inteiro, e assumimos que

Zgbk(x) =1, x #0.

(Para a existéncia de uma func¢ao como essa, veja [8]).
Seja n = 27%¢ (e, portanto, dn = 27*"d¢). Assim

5 (S =2 )

>1
Seja p(n) = |n|?. Entao x = rank H,(n) = {n, 7

Logo, o lema de Littman implica que

‘3—1 (€¢2’v0|n|v ¢(‘77’))
n|” L (Rm)

—1 ei|§a¢k(‘€‘))
H3< e )l

Dessa forma, pela desigualdade de Young (Teorema [18]), temos

HS ¢k<|£|) 1))HLoo(Rn) = Hgil(m(g)¢k(|£‘)) * UIHLOO(Rn)
< |5 (IEN) ey e | 21
<

CQk(niai%) | \ul ‘ |L1(Rn),

Qk(n—a)

para k inteiro.
Portanto

< Ok,

em que m(€) = (1 — x(|¢])) S
Defina

my(§) = or([€])m ().
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Pela definigao de norma nos espagos M},

no

el < C2H0%), (313)
Agora, usando o fato de que M, = L* e fazendo n = 27%¢, obtemos

mallag = [l
f{C : [du(lE)-m(©)] < C gy, € R
inf{C ¢ [$(27F|e).m(€)] < C q.bp, € R

=inf{C : [o(|n]).m(2"n)| < C ¢.tp, neR"} (3.14)
=27 mf{C : |¢(]n])| < C ¢.t.p, neR"}

= 27M|¢| 1=

< 027k,

pois supp(¢) < {£ € R™ % < [¢] < 2}.
Usando (3.13)), (3.14)) e o teorema da interpolagao de Riesz-Thorin (L?— L? e L' — L®),

Il ygsg < €247+ (o)), (3.15)
1 1
para —- + o~ = 1. 1

Por dualidade, é suficiente provar o teorema para - + % > 1.
Note que, fazendo a mudanca 1 = 27%¢, temos

sl = [ foutlehme) P
~ | 1otz Hehmie P
=2 [ Jollalym('n) Py
.
e X(2[nl) |2
f;<n|<1 ¢

1 —
——1d
()| 4
_ 2nk . 22kcrf X(2k|77|) 2
%<|77|<1
< 2nk . 2—2k0"

1—
Sl

Logo,
Il e < 2% - 27F.

1

Além disso, se F(u) = ﬂ, é facil mostrar que |DM F(u)| < Cyu~!. Portanto, como

m(§) = (1 —x(|E))F (&7 ) pela regra da cadeia, temos
[DYm(9)] < Cyle/M

o que implica que

1D myl[72 < Cﬁvj €PN ge < O N mo=E),

2k71<|§|<2k+1
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Aplicando a desigualdade de Bernstein para N > 7, temos
1-5% 5N o(n—
el s, < llmol |7 2| DNy |2 < G287, (3.16)

Usando (3.15)), (3.16]) e novamente o teorema de interpolagao de Riesz-Thorin (LP° — L%
e L' — L', concluimos que

il s < CoF o+ (1) (2= (1-0) ko (5 -1)0

= o2+ —o(3+3))

I

emqueO<9<1,%:1p;f+ee%:1q;09+9'
Portanto, para frequéncias grandes e kg fixado, usando a decomposicao diddica ¢ (|¢]) =
H(27FIE]), k = 1, com supp(dr) S {€€ : 2F1 < |¢| < 281} temos

Imllag < C D lmllagg,
k>=ko

que ¢é convergente, pois

1 o-1 (1 1)
-+ —olz+—-]<0.
p q 2 n

Dessa forma, estd demonstrado o Teorema
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Capitulo 4

Equacao da onda

Agora, considere o problema de Cauchy abaixo

uyg — Au =0, (t,z) e R* x R™,
U(O,J}) :O7Ut(0,$) =g<l’), reR"™.

Sejam m(€) = (1 — x(|€]) - €= e mi(€) = d(€]) - m(€). Em [12], o autor demonstra

1€l
que

(i) me M se, e somente se, | <p<g< e

O R (G R I B

(ii) me M, 1 < p < o0, se, e somente se, 2 < (3 —n)p;

i) me M{, 1< q< o, se, e somente se, (n —1)g < 2;
1 q

(iv) m e M} = M2 se, e somente se, n = 1 oun = 2.

A seguir, faremos uma demonstragao alternativa para uma versao fraca desse resultado.
Poderiamos tentar reproduzir a demonstragao da secao anterior no caso o = 1 do pro-
blema . Para frequéncias pequenas, nao haveria problema algum. Isto é, podemos
mostrar, de forma andloga ao que foi feito na secao anterior, que W € M, para
1 < p < q < w. No entanto, para frequéncias grandes, nao obteriamos estimativas
6timas. Vejamos.

Pelo lema de Littman II (87), temos

[ are < oMt

Além disso, como My = L%,

Interpolando, chegamos a



para pio + qio =1.
Pela desigualdade de Bernstein, para N > 7,

n

(2)
Hmka\/h < 2 ’ .

Entretanto, as estimativas em [14] e [17] implicam que deveriamos obter

()
[malan < 2 :

Provaremos agora o principal resultado desta secdo. Antes de provarmos o teorema,
precisamos do seguinte lema.

Lema 94. Se 0 < < 1, seja

B6) - (1 - x(eDyie U7 e

Entao, temos:

be L.(|x] #1), (4.1)
b(x) = bi(x) + C(sgn(1 — [z))[1 = [«|]" 7 (1 + o(1)), |z — 1, (4.2)

em que by € L*, e
b(x) = O(|z|™™), |a| — oo, (4.3)

para qualquer N.
A demostragao do resultado anterior pode ser encontrada na pagina 346 de [16].

Teorema 95. Seja u; € LP(R™). Sel<p<g<we

B R | R

entao o problema de Cauchy

utt—Auz(), zeR" t>0
u(0,2) = 0 (4.5)
(0, 2) = up(x).

satisfaz as sequintes estimativas LP — L1

1_1

||u(t, ‘)HLQ(R") b3 tlfn(” ")||U1||L9(Rn),

uniformemente para t > 0.
Observagao 96. Para n = 1, usando a formula de D’Alembert

1 x+t

u(t,r) = —J uy(s)ds,

2 z—t

conclui-se que
1
[t M= < Slualza.

Antes de demonstrarmos esse resultado, observemos as imagens abaixo, que repre-

sentam as regioes do plano 113 X é em que valem as estimativas obtidas em [12] e as do
Teorema [95]

80



Figura 4.1: Estimativas LP — L9 em [12] e no Teorema [95 para n = 1.

1 1
0 1 0 1

Figura 4.2: Estimativas em [12], n = 2. Figura 4.3: Teorema[95] para n = 2.

A4

Figura 4.4: Estimativas em [12], n =3 Figura 4.5: Teorema [95 para n = 3

Demonstracao. (Teorema Faremos a demonstragao para é + % > 1. Por dualidade,
conclui-se o resultado também para % + % < 1. Pelo lema de Littman, temos

n—1
||| i < 2877

Além disso, como My = L*,
Ml < 27",

Logo, pelo Teorema de Interpolacao de Riesz-Thorin,

(o).
][y < 2\ (4.6)
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emque}%=%9+9,qi0=1;29e0<9<1.
Agora, note que, para 0 < < 1,

mi(€) = 627 EN)(1 — x(€))I¢]e’
= {p(2Flehl2re = (- X(|g|))|§|<n21”> ei|£}2k<nzl+51>

Mostraremos, inicialmente, que
n—1
SEHENIT T €
Como M,, é invariante por homotetia para qualquer p > 1, basta mostrar que
~ : n-ls_
a(e) = o(leh)lel™= 7 e My,
Pela desigualdade de Bernstein, se N > 7, existe uma constante C' tal que
~ ~ 11— ~ n_
lalan < Clal,. > [DYal7y
Como supp(¢) = {£ e R™ : 1 <[] <2}, é claro que, para N > %2, @, DNa e L2
Agora, resta mostrar que
2oy ‘(%+5> il
b(&) = (1 — x(I¢])¢] e'tle M.
Pelo Lema @, como 0 < § < 1, temos os seguintes casos:
(i) Se 1 — ¢ < |z| < 1+ 4, para algum &' > 0,
b(x) = bi(x) + Csgn(1 — |z))]1 — ||| (1 + o(1)),

em que by € L®.
Dessa forma

~ 1
J |b(z)|dx < J ]bl(a:)\dychC’f 5
1-8'<|z|<1+6" 1-8'<|z|<1+8" 1-8'<|z| <148’ 11— |z]|

~ 1

<Ci+ CJ — gy
1-§'<r<1+4’ ’1 - 77|17(S

~ 1

<Cy+C dr < oo,

1-§'<r<1+¢’ |1 - T|1_6
pois 0 <1 —4 < 1. Com isso, para 1 — ¢ < |z| < 1 + &', concluimos que b € L.

(ii) Se |x| > M, para algum M > 0,

b(x) = O(|z[~7),
para N > n. Assim,
J 1b(z)|dar — J O(le|™)dz < <= N > n.
M<|z|<ow0 M<|z|<o0

Isso mostra que, para |z| > M, be L.
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(i) Finalmente, se 1 + ¢ < |z] < M,
bxx € L, pois b € L., para qualquer compacto K < R" em que xg(z) =

locy
1 sexe K
0 sex¢ K.
Logo,

f |b(x)|dz < oo,
146/ <|z|<M

o que mostra que b e L', se 1 + &' < |z| < M.
Portanto b € L', se § < 1. Isso implica, pela definicao dos espacos M}, que b e My, se
0 < 1. Dessa forma

k(”—‘l+6—1>
Imya, <C2°\ 7 :

(4.7)
Interpolando (4.6) e , chega-se a
k| 2t 571> 1-6 k("—ﬂfﬂyg
[y <2 (s5t001) P\ )’ (4.8)
para%:1—9+p%e$:1_9+(%

Observe que 11) + é =2—20+ (pio + L) =2 — . Portanto 6 = 2 — % — %. Além disso,

q0
9 —1-1 Assim,

Po q
(n +(5—1>(—+——1>+(n+1)__w(2____>:
? L P2 P g
n—1 11 1 (n +3) 1 1
1)+ D(1--)- (2----)=
(2 +0 (p+q >+(n+) p : e
1 1 n n 1 1
_ S T _
5<p+q >+p 2 2 ¢
1 n 1 (n+1)
Sl=4+=—-1)+=——=—
<p q > p q 2
Portanto
kz[é(l 1—1)+£_l_(”+1):|
I ppe <2 L\ PTa
Como

a0
Imlag < ) el < o0,
k=ko
desde que 5(% + é — 1) + % — é — ("—;1) < 0, para 0 suficientemente pequeno, temos o
resultado desejado.
[
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Apeéendice A
Integral de Superficie

Definicao 97. Um subconjunto M < R™ € uma hipersuperficie de classe C* e dimensdo
n — 1 se, para todo xq € M, existem € > 0, um aberto D < R™ contendo a origem e um
difeomorfismo de classe C* 1) : D — B(xg, €) tais que (D n{x, = 0}) = B(xg,e)nM.

Exemplo 98. Sejam V < R"! aberto contendo a origem e g : V — R de classe
C*. Entio M = {(y,9(y)) : y€ V} é uma hipersuperficie de classe C*. De fato, dado
(Yo, 9(v0)) € M, defina ¢ : V —{yo} x R— V x R por

U(y,2) = (Y + Yo, 9(y + Yo) — 2).

Entao i € um difeomorfismo e

Y((V —{yo}) x{0}) = {(y + %0, 9(y +v0)) : yeV —{no}} = M

Proposicao 99. (Superficies parametrizadas) Sejam k =1 e D < R™ aberto contendo
a origem. Se ¥ € C*(D,R") satisfaz

1. ¥: D — M = 3(D) é um homeomorfismo;
2. Y (y) : R"1 — R™ € injetor para todo y € D;

entio M ¢ uma hipersuperficie de classe C* em R"™. Além disso, se f € C'W < R?, R™),
0e W, entdao f e C*(W,R") se, e somente se, Lo f e C*(W, D).

Chamaremos M de superficie parametrizada de classe C* ¢ ¥ : D — M de uma
parametrizacao de M.

Demonstrag¢ao. Veja o capitulo 26 de [3]. ]

Definigao 100. Sejam ¥ : D <« R*! — M < R" uma hipersuperficie de R" e
feCo(M,R). Entdo a integral de superficie de f sobre M, SM fdo, € definida por

| o= | soswlae [0 5] i

- L fo 2(y) det [2’(y) e, X(y) %n(y)”d%

em que n(y) € R™ € um vetor unitdrio normal a Im(¥'(y)), para todo y € D.
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Exemplo 101. Sejam V < R*! aberto contendo a origem e g : V — R uma funcao
de classe C*. Seja M = {(y,9(y));y € V}. Calculemos do da parametriza¢io ¥ :
V. — M, definida por $(y) = (y,9(y))-
FE possivel verificar que

(Vg(y), 1)

) = vV 1+ Vg(y)l?

¢ normal e M em X(y), isto é, n(y) - pX(y) = 0, para qualquer k = 1,....n — 1.
Portanto,

do = |det[0,%, ..., 0,2, n]|dy
T

d
V1+[Vg(y)? Vg
1 I, 4 0 ]
— det d
«/1+|Vg(y)|2‘ ¢ [Vg —1-1|Vgl )y

_ L (14 |Va(y)P)dy

V14 Vg(y)l?
=+/1+|Vg(y)*.

Logo

JM fdo = fv FEWIVI+ [Vg(y)Pdy

Exemplo 102. No exemplo anterior, se definirmos V. = B(0,7) < R"! g(y) =
A2 —|y|2 e M = S ou seja, M é o hemisfério superior da esfera centrada na

T+ 7
origem de raio r de R", S"~1  teremos

-y
Vg(y) = —
) 9(y)
e
lyl? r
do = 4|1+ dy = dy.
*(y) 9(y)
Portanto,
,
f fd0=f Fly, V1?2 = Y1) —m—==5dy.
spt lyl<r 2 — |y
Analogamente,

T
Lnl fdo = y fy, =12 = y]?) ——=dy
r_ yI<r

r? — |y|?

Teorema 103. (Coordenadas radiais em R") Se f é uma fungdo mensurdvel definida
em R", nao-negativa ou integravel, entao

o f(z)dz = Loo Lj}l f(:l:)da(%)dn

em que S € a esfera centrada na origem de raio v, e do é a medida de superficie.
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Corolario 104. Se f ¢ uma funcao mensurdvel definida em R™, ndo- negativa ou
integravel, tal que f(x) = g(|z|), para alguma funcdo g definida em (0, 0), entdo

. f(z)dz = o(S™1) JOO r"g(r)dr,

0
em que o(S" 1) € a drea da esfera unitdria S"' < R".

Proposicao 105. (Integracao por partes) Sejam Q@ < R™ uma variedade diferencidvel
com fronteira C*, n : Q0 — R"™ o vetor normal a Q e f,g € C*(Q,R) de forma que

f (7119l + 1211 9] + /] 2sglydm + f Fgnildo < o,
Q oQ

entao

f f(x)aig(x)dm = — j of@g(@dm + | f@)g(e)ni(e)do(z).
Q Q o0
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