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Adalberto Bergamasco, Éder Ritis e Tiago Picon. Para não ser injusto, deixo aqui o
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period. It’s been dropped off Lord knows where,
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that it died ages ago, or that it never existed - and
yet I am certain it’s always there, and very much
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Resumo

VIANA, V.F. Análise de Fourier e aplicações em equações diferenciais par-
ciais de evolução. 2023. 87 p. Dissertação (Mestrado em Ciências Matemáticas)
Faculdade de Filosofia Ciências e Letras de Ribeirão Preto, Universidade de São Paulo,
Ribeirão Preto, 2023.

Sejam σ ą 0 e u1 P Lp, p ě 1. Considere o seguinte problema de Cauchy, que en-
volve uma equação de evolução

$

&

%

utt ` p´∆qσu “ 0, x P Rn t ą 0
up0, xq “ 0
utp0, xq “ u1pxq.

O objetivo deste trabalho é estudar estimativas Lp´Lq para as soluções do problema de
Cauchy acima, tanto para frequências baixas quanto altas. No caso em que 0 ă σ ă 1
ou σ ą 1, seguiremos [5], no qual os autores mostram que a solução u para o problema
de Cauchy satisfaz as seguintes estimativas

}upt, ¨q}Lq À t1´n
σ p 1

p
´ 1

q q }u1||LppRnq, @t ą 0,

para todo 1 ď p ď q ď 8 satisfazendo

n

σ

ˆ

1

p
´

1

q

˙

` nmax

"ˆ

1

2
´

1

p

˙

,

ˆ

1

q
´

1

2

˙*

ă 1.

Para σ “ 1, seguindo ideias contidas em [5] e em [16], faremos uma demonstração
alternativa para estimativas feitas em [12], isto é, se 1 ď p ď q ď 8 e

n

ˆ

1

p
´

1

q

˙

` pn ´ 1qmax

"ˆ

1

2
´

1

p

˙

,

ˆ

1

q
´

1

2

˙*

ă 1

então
||upt, ¨q||LqpRnq À t1´np 1

p
´ 1

q q||u1||LppRnq,

uniformemente para t ą 0.
As provas desses resultados utilizam algumas ferramentas de Análise de Fourier, as
quais serão abordadas nos primeiros dois caṕıtulos.

Palavras chave: Estimativas Lp ´ Lq, Equações diferenciais parciais de evolução,
Análise de Fourier.
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Abstract

VIANA, V.F. Fourier Analysis and its applications in evolution partial dif-
ferential equations. 2023. 87 p. Dissertação (Mestrado em Ciências Matemáticas)
Faculdade de Filosofia Ciências e Letras de Ribeirão Preto, Universidade de São Paulo,
Ribeirão Preto, 2023.

Let σ ą 0 and u1 P Lp, p ě 1. Consider the following Cauchy problem, which contains
an evolution equation

$

&

%

utt ` p´∆qσu “ 0, x P Rn t ą 0
up0, xq “ 0
utp0, xq “ u1pxq.

The goal of this work is to study Lp ´ Lq estimates for the solutions of the Cauchy
problem above, for low and high frequencies. In the case where 0 ă σ ă 1 or σ ą 1,
we will follow [5], where the authors show that the solution u for the Cauchy problem
satisfies the following estimates

}upt, ¨q}Lq À t1´n
σ p 1

p
´ 1

q q }u1||LppRnq, @t ą 0,

for every 1 ď p ď q ď 8 satisfying

n

σ

ˆ

1

p
´

1

q

˙

` nmax

"ˆ

1

2
´

1

p

˙

,

ˆ

1

q
´

1

2

˙*

ă 1.

For σ “ 1, following ideas in [5] and [16], we will do an alternative demonstration for
estimates in [12], that is, if 1 ď p ď q ď 8 and

n

ˆ

1

p
´

1

q

˙

` pn ´ 1qmax

"ˆ

1

2
´

1

p

˙

,

ˆ

1

q
´

1

2

˙*

ă 1

then
||upt, ¨q||LqpRnq À t1´np 1

p
´ 1

q q||u1||LppRnq,

uniformly for t ą 0.
The proofs of these results use some tools of Fourier Analysis, which will be approchead
in the first two chapters.

Keywords: Lp´Lq Estimates, Evolution partial differential equations, Fourier Analy-
sis.
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2.5 Integrais Oscilatórias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3 Problema de Cauchy para uma equação de evolução e estimativas
Lp ´ Lq 66
3.1 Frequências pequenas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.2 Frequências grandes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4 Equação da onda 79

A Integral de Superf́ıcie 84



Lista de Figuras

4.1 Estimativas Lp ´ Lq em [12] e no Teorema 95, para n “ 1. . . . . . . . 81
4.2 Estimativas em [12], n “ 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
4.3 Teorema 95, para n “ 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
4.4 Estimativas em [12], n “ 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
4.5 Teorema 95, para n “ 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

11



Introdução

Considere a equação diferencial parcial linear

Dm
t u `

m
ÿ

j“1

Ajpt, x,DxqDm´j
t u “ fpt, xq,

em que os Aj “ Ajpt, x,Dxq “
řjp
k“0Aj,kpt, x,Dxq são operadores diferenciais parciais

lineares de ordem jp, para um inteiro fixo p ě 1, e os Aj,k “ Aj,kpt, x,Dxq são operadores
de ordem k. A parte principal desse operador diferencial, no sentido de Petrovsky, é
definido por

Dm
t `

m
ÿ

j“1

Aj,jppt, x,DxqDm´j
t .

O operador diferencial parcial linear

Dm
t `

m
ÿ

j“1

Ajpt, x,DxqDm´j
t

é chamado de operador de p-evolução se o śımbolo principal no sentido de Petrovsky,
isto é

τm `

m
ÿ

j“1

Aj,jppt, x, ξqτm´j,

(o śımbolo principal é obtido a partir da parte principal trocando-se Dt por τ e Dxk

por ξk) tem apenas ráızes reais distintas τ1 “ τ1pt, x, ξq, . . . , τm “ τmpt, x, ξq.
A teoria de equações de evolução tem se desenvolvido bastante nos últimos anos devido
a sua relação com Análise Harmônica e problemas de F́ısica Matemática. Na literatura,
podem-se encontrar vários resultados sobre o comportamento assintótico para soluções
do seguinte problema de Cauchy:

#

utt ` p´∆qσu ` but ` m2u “ fpt, xq,R` ˆ Rn ,

up0, xq “ u0pxq , utp0, xq “ u1pxq, x P Rn ,
(1)

em que σ ą 0, b ě 0 e m ě 0 são constantes. No livro texto [4], dentre outras coisas,
os autores discutem resultados obtidos desde o final do século passado para o modelo
(1), apresentando as diferentes técnicas para determinar o comportamento de soluções
dependendo da escolha dos coeficientes b,m e do parâmetro σ ą 0.

12



Em particular, este modelo inclui a equação de onda livre ([14] e [17]),

utt ´ △u “ 0,

a equação de onda com dissipação ([11]),

utt ´ △u ` but “ 0, b ą 0

a equação de Klein-Gordon ([10]),

utt ´ △u ` m2u “ 0, m ą 0

e a equação de placas com ou sem dissipação ([4] e [2]),

utt ` △2u ` but “ 0, b ě 0.

Vários autores estudaram estimativas de energia para soluções do problema de Cau-
chy para (1) (veja [4] e as referências citadas para os principais resultados), porém a
obtenção de estimativas dispersivas do tipo L1 ´ L8 para o modelo (1) depende da
escolha do parâmetro σ e dos coeficientes b,m e pode trazer grandes dificuldades.

Neste trabalho, vamos, num primento momento, estudar o método da fase esta-
cionária para obter estimativas Lp ´ Lq para o seguinte problema de Cauchy

#

utt ` p´∆qσu “ 0,R` ˆ Rn ,

up0, xq “ 0 , utp0, xq “ u1pxq, x P Rn ,

para σ ą 0 e σ ‰ 1. O lema de Littman será central nessa demonstração.
Posteriormente, analisaremos a equação da onda livre, isto é, σ “ 1 no problema

de Cauchy acima. Nesse sentido, o objetivo é obter, usando técnicas de [16], uma
demonstração alternativa para as estimativas feitas em [14] e [17].

13



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Espaços Lp

Um espaço de medida é um conjunto X munido de uma σ-álgebra M, formada por
subconjuntos de X, e de uma função µ, definida em M e tomando valores em r0,8s,
que satisfaz µpHq “ 0 e

µ

˜

8
ď

j“1

Bj

¸

“

8
ÿ

j“1

µpBjq,

para qualquer sequência tBju de elementos disjuntos de M. A função µ é chamada
medida em X, e os elementos da σ-álgebra M são chamados conjuntos mensuráveis.
Os espaços de medida deste trabalho serão sempre completos, isto é, se A Ď B, B P M,
e µpBq “ 0, então A P M.

Um espaço de medidaX é chamado σ-finito se existe uma sequência de subconjuntos
mensuráveis de X, tXnu, de forma que

X “

8
ď

n“1

Xn,

e µpXnq ă 8, para qualquer n.
Uma função a valores reais f , definida num espaço de medida X, é chamada men-

surável se o conjunto tx P X : fpxq ą λu é mensurável para qualquer número real
λ. Uma função a valores complexos é mensurável se, e somente se, suas partes real e
imaginária são mensuráveis.

Uma função simples é uma combinação linear finita de funções caracteŕısticas de
subconjuntos mensuráveis de X (esses subconjuntos podem ter medida infinita). Uma
função é finitamente simples se se escreve da forma

N
ÿ

j“1

cjχBj
,

em que N ă 8, cj P C e a sequência tBju é formada por conjuntos mensuráveis e
disjuntos tais que µpBjq ă 8, para todo j. Se N “ 8, essa função é chamada conta-
velmente simples.

A importância das funções simples centra-se no fato de que toda função mensurável

14



não negativa é o limite pontual de uma sequência crescente de funções simples. Se o
espaço é σ-finito, essas funções simples podem ser escolhidas de forma a serem finita-
mente simples.

Para 1 ď p ă 8, LppX,µq representa o conjunto de todas as funções a valores com-
plexos µ-mensuráveis em X cujo módulo elevado a potência p é integrável. Já L8pX,µq

é o conjunto das funções complexas µ-mensuráveis f definidas em X tais que, para al-
gum B ą 0, µptx : |fpxq| ą Buq “ 0. Duas funções em LppX,µq, 1 ď p ă 8, são
consideradas iguais se elas são iguais q.t.p.

Vale observar que, se 1 ď p ă 8, o espaço das funções finitamente simples é denso
em LppX,µq. Quando não houver chance de ambiguidade, escreveremos siplesmente Lp,
em vez de LppX,µq. A notação LppRnq refere-se ao espaço de medida LppRn, |.|q, em
que |.| denota a medida de Lebesgue n-dimensional. Também representamos a medida
de Lebesgue por dx.

Se X é um espaço topológico, um conjunto de Borel é um conjunto que pode ser for-
mado a partir de abertos (ou de fechados) por meio de uniões enumeráveis, interseções
enumeráveis e complementos relativos. Os conjuntos de Borel formam uma σ-álgebra,
chamada σ-álgebra de Borel de X, que é a menor σ-álgebra que contém todos os abertos
(ou, equivalentemente, todos os fechados) de X. As medidas definidas na σ-álgebra de
Borel são chamadas medidas de Borel.

Para 1 ď p ă 8, definimos a norma Lp de uma função da seguinte maneira

||f ||LppX,µq “

ˆ
ż

X

|f |
pdµpxq

˙
1
p

.

E, para p “ 8,

||f ||L8pX,µq “ ess sup |f | “ inftB ą 0 : µptx : |fpxq| ą Buq “ 0u.

Equivalentemente, podemos definir

||f ||L8pX,µq “ inftc ą 0 : |fpxq| ď c q.t.pu.

Em alguns momentos, por conveniência, escreveremos ||.||p para representar a norma
||.||Lp , 1 ď p ď 8.

Observação 1. Se f P L8, então |fpxq| ď ||f ||L8 q.t.p. De fato, pela definição
da norma ||.||L8, existe uma sequência tCnu tal que Cn ÝÑ ||f ||L8 e, para cada n,
|fpxq| ď Cn q.t.p. Assim, para cada n, |fpxq| ď Cn, para x P X ´ En, em que En Ă X
e µpEnq “ 0. Definamos E “

Ť8

n“1En. Logo, µpEq “ 0 e |fpxq| ď Cn, para qualquer
n e x P X ´ E. Dessa forma, segue que

|fpxq| ď ||f ||L8 , x P X ´ E.

Isto é,
|fpxq| ď ||f ||L8 q.t.p.

Para 1 ď p ď 8 a desigualdade triangular é também chamada desigualdade de
Minkowski, isto é, dados f, g P Lp, temos

||f ` g||Lp ď ||f ||Lp ` ||g||Lp .
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Além disso, como ||f ||Lp “ 0 implica que f “ 0 µ ´ q.t.p, segue que os espaços Lp são
vetoriais e normados. Na verdade, para 1 ď p ď 8, Lp é espaço de Banach.

Para 1 ď p ď 8, o expoente conjugado p1 é definido por

1

p
`

1

p1
“ 1.

Agora enunciaremos alguns resultados sobre teoria da medida e integração que serão
utilizados ao longo do texto. Maiores detalhes e as demonstrações dos três primeiros
resultados podem ser encontrados no caṕıtulo 2 de [6].

Teorema 2. (da Convergência Monótona) Seja tfnu uma sequência de funções em L1

que satisfaz:

i) f1 ď f2 ď . . . ď fn ď fn`1 ď . . . q.t.p em X;

ii) supn
ş

fn ă 8.

Então fnpxq converge q.t.p em X para um valor finito, que representaremos por fpxq.
A função f pertence a L1 e ||fn ´ f ||1 ÝÑ 0

Teorema 3. (da Convergência Dominada) Seja tfnu uma sequência de funções em L1

que satisfaz:

i) fnpxq ÝÑ fpxq q.t.p em X;

ii) existe uma função g P L1 tal que, para todo n, |fpxq| ď gpxq q.t.p em X.

Então f P L1 e ||fn ´ f ||1 ÝÑ 0.

Lema 4. (de Fatou) Seja tfnu uma sequência de funções em L1 que satisfaz:

i) para todo n, fn ě 0 q.t.p;

ii) supn
ş

fn ă 8.

E, para quase todo ponto x P X, definamos fpxq “ limnÑ8 fnpxq ď `8. Então f P L1

e
ş

f ď limnÑ8

ş

fn.

Teorema 5. (Desigualdade de Hölder) Suponha que f P Lp e g P Lp
1

, 1 ď p ď 8.
Então f.g P L1 e

ż

|f.g| ď ||f ||p.||g||p1 .

Demonstração. Caṕıtulo 4 de [1].

Teorema 6. (Desigualdade de Hölder generalizada) Sejam f1, . . . , fk funções tais que
fi P Lpi, 1 ď i ď k, e

1

p
“

1

p1
` . . . `

1

pk
ď 1.

Então o produto f
.
“ f1 . . . fk P Lp e

}f}Lp ď }f1}Lp1 . . . }fk}Lpk .
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Demonstração. Consideremos, inicialmente, o caso p “ 8, isto é, p1 “ . . . “ pk “ 8.
Faremos a demonstração por indução sobre k. Para k “ 2, pela Observação 1,

|fpxq| “ |f1pxq||f2pxq| ď }f1}L8}f2}L8 q.t.p.

Isso implica que
}f}L8 ď }f1}L8}f2}L8 .

Suponha que o resultado seja válido para k funções nas hipóteses acima. Sejam
f1, . . . , fk`1 funções tais que fi P Lpi , 1 ď i ď k ` 1, e

1

p
“

1

p1
` . . . `

1

pk`1

ď 1.

Assim,

|f1pxq . . . fkpxqfk`1pxq| “ |f1pxq . . . fk| |fk`1pxq| ď }f1 . . . fk}L8 }fk`1}L8 ,

pela Observação 1. Logo, pela hipótese de indução,

}f1 . . . fk`1}L8 ď }f1 . . . fk}L8}fk`1}L8 ď }f1}L8 . . . }fk`1}L8 .

Agora, demonstremos o caso p ă 8. Observe que

fi P Lpi ðñ |fi|
p

P L
pi
p . (1.1)

e que, para 1 ď j ď k,

0 ď
1

pj
ď

k
ÿ

i“1

1

pi
“

1

p
ùñ pj ě p. (1.2)

Seja k “ 2. Temos
1

p1
`

1

p2
“

1

p
.

Multiplicando ambos os lados da igualdade anterior por p, segue que

1
p1
p

`
1
p2
p

“ 1.

Por (1.2), p1
p
, p2
p

ě 1. Por (1.1) e pela desigualdade de Hölder, temos

ż

|f1|
p

|f2|
p

ď } |f1|
p

} p1
p

} |f2|
p

} p2
p

“

´

ż

|f1|
p1

¯

p
p1

´

ż

|f2|
p2

¯

p
p2 .

Como a função t ÞÑ t
1
p é crescente em r0,`8q, temos

}f1f2}p ď }f1}p1}f2}p2 .

Isso termina a demonstração para k “ 2. Suponha que o resultado seja válido para
k ą 2. Sejam pi, p P p0,`8s tais que

k`1
ÿ

i“1

1

pi
“

1

p
.
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Seja

1

p˚
“

k
ÿ

i“1

1

pi
.

Dessa forma,
1

p
“

1

p˚
`

1

pk`1

.

Multiplicando por p a igualdade anterior, segue que

1
p˚

p

`
1

pk`1

p

.

Por (1.2), p˚

p
, pk`1

p
ě 1. Por (1.1), Hölder e pela hipótese de indução,

ż

|f1 . . . fk|
p
|fk`1|

p
ď } |f1 . . . fk|

p
} p˚

p
} |fk`1|

p
} pk`1

p

“

´

ż

|f1 . . . fk|
p˚

¯
p
p˚

´

ż

|fk`1|
pk`1

¯
p

pk`1

“ }f1 . . . fk}
p
p˚}fk`1}

p
pk`1

.

Isso implica que
ż

|f1 . . . fk`1|
p

ď p}f1}p1 . . . }fk}pkq
p
}fk`1}

p
pk`1

Portanto
}f1 . . . fk`1}p ď }f1}p1 . . . }fk`1}pk .

Corolário 7. Se f P Lp X Lq, com 1 ď p ď q ď 8, então f P Lr para todo r tal que
p ď r ď q, e

}f}r ď }f}
α
p }f}

1´α
q , α P r0, 1s.

Teorema 8. (Fubini) Sejam pX,A, µq e pY,M, λq espaços de medida σ-finitos. Seja f
uma função µ ˆ λ-mensurável definida em X ˆ Y . Se 0 ď f ď 8 e se

ϕpxq “

ż

Y

fxdλ, x P X,

ψpyq “

ż

X

f ydµ, y P Y,

então ϕ é µ-mensurável, ψ é λ-mensurável e
ż

X

ϕdµ “

ż

XˆY

fdpµ ˆ λq “

ż

Y

ψdλ,

em que, para cada x P X fixado, fx é uma função definida em Y dada por fxpyq “

fpx, yq. Analogamente, para cada y P Y fixado, f y é uma função definida em X dada
por f ypxq “ fpx, yq.

Demonstração. Caṕıtulo 8 de [15].
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Teorema 9. Sejam pX, τq um espaço topológico e pX,M, µq um espaço de medida em
que µ é positiva em abertos de τ . Se f e g são funções cont́ınuas definidas em X tais
que f “ g q.t.p., então f “ g.

Demonstração. Seja E “ tx P X : fpxq ‰ gpxqu. Suponha que E ‰ H. Assim, existe
x0 P E. Como

E “ X ´ tx P X : fpxq “ gpxqu

“ X ´ tx P X : pf ´ gqpxq “ 0u

“ X ´ pf ´ gq
´1

t0u

e pf ´ gq´1t0u é fechado, segue que E é aberto. Dessa forma, existe uma vizinhança
aberta U de x0 tal que U Ă E. Além disso,

0 ă µpUq ď µpEq,

o que contradiz µpEq “ 0.

1.2 Convolução

Embora as definições deste trabalho sejam feitas, em quase sua totalidade, em
espaços euclidianos e espaços de funções, a noção de convolução pode ser definida em
espaços de medida com estrutura de grupo. Na verdade, os grupos topológicos são
o ambiente mais natural para se desenvolver a teoria de convolução. Nesse sentido,
faremos uma breve apresentação dessas estruturas e, em seguida, enunciaremos alguns
resultaldos de convolução que serão utilizados futuramente.

1.2.1 Grupos topológicos

Um grupo topológico G é um espaço topológico Hausdorff que também é um grupo,
de forma que as operações px, yq ÞÑ x.y e x ÞÑ x´1 são cont́ınuas. Dados A e B
subconjuntos de G, definimos AB “ ta.b : a P A, b P Bu e A´1 “ ta´1 : a P Au.

Observação 10. Note que pABq´1 “ B´1A´1. Com efeito,

x P pABq
´1

ðñ

x “ pa.bq´1, a P A, b P B ðñ

x “ b´1.a´1, a P A, b P B ðñ

x P B´1A´1.

Todo grupo topológico G possui uma base aberta em torno da identidade e, que é
formada por vizinhanças isométricas, isto é, conjuntos abertos U que satisfazem U “

U´1.
Um grupo topológico é localmente compacto se existe um aberto U contendo a

identidade e tal que U é compacto. Logo, qualquer ponto do grupo tem uma vizinhança
aberta cujo fecho é compacto pois, se U é uma vizinhança aberta de e com fecho
compacto, então aU “ ta.u : u P Uu é uma vizinhança aberta de a P G com fecho
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compacto.
Seja G um grupo localmente compacto. Sabe-se que G possui uma medida λ,

definida nos conjuntos de Borel, que é diferente de zero nos abertos não vazios, finita
nos compactos e invariante à esquerda, ou seja, λptAq “ λpAq, para todo conjunto
mensurável A Ď G e t P G. Veja [9], caṕıtulo 16, para a existência da medida de Haar.
Uma medida como essa é chamada medida de Haar (invariante à esquerda) em G.
Vale observar que a medida de Haar é única a menos de multiplicação por constantes.
Se G é abeliano, então, a menos de multiplicação por constante, as medidas de Haar
invariantes à esquerda são iguais às medidas de Haar invariantes à direita de G.

Um grupo localmente compacto e dado pela união enumerável de compactos é um
espaço de medida σ-finito.

Exemplo 11. O espaço Rn, com a topologia usual e a adição usual de n-uplas, é um
espaço de medida de Haar.

Exemplo 12. Seja G “ R˚ “ R ´ t0u, em que a operação de grupo é a multiplicação
usual. A medida λ “ dx

|x|
é uma medida de Haar. De fato, claramente λ é uma medida,

a qual é positiva nos abertos não vazios e finita nos compactos. Resta mostrar que λ é
invariante por translação. Para isso, observe que

ż

R
fptxq

dx

|x|
“

ż

R
fpxq

dx

|x|
,

para qualquer f P L1pG, µq e t P G (basta realizar a mudança de variável w “ tx e
analisar os casos t ă 0 e t ą 0). Assim, dado A Ď G mensurável, temos

λptAq “

ż

R
χtApxq

dx

|x|
“

ż

R
χAptxq

dx

|x|
“

ż

R
χApxq

dx

|x|
“ λpAq,

para qualquer t P G.

No resto desta seção, G será um grupo localmente compacto com uma medida de
Haar invariante à esquerda λ. Assumiremos também que G é união enumerável de
compactos e, portanto, o par pG, λq constitui um espaço de medida σ´finito.

Observação 13. A invariancia à esquerda de λ é equivalente ao fato de que, para todo
t P G e para toda função mensurável e não negativa f em G, temos

ż

G

fptxqdλpxq “

ż

G

fpxqdλpxq (1.3)

Note que a equação (1.3) é uma generalização do Exemplo (12).
Além disso (1.3) vale também para f P L1pGq. De fato, basta tomar uma sequência tfnu

de funções mensuráveis e não negativas (por exemplo, as funções finitamente simples,
que constituem um espaço denso em Lp, para p ă 8) de forma que }fn ´ f}L1 ÝÑ 0.
Isso implica que, para qualquer t P G,

ż

G

fptxqdλpxq “ lim
nÑ8

ż

G

fnptxqdλpxq

“ lim
nÑ8

ż

G

fnpxqdλpxq

“

ż

G

fpxqdλpxq.
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Definição 14. Sejam f, g P L1pGq. Definimos a convolução f ˚ g por

pf ˚ gqpxq “

ż

G

fpyqgpy´1xqdλpyq (1.4)

Se G “ Rn com a adição usual, então y´1 “ ´y, e a integral acima é escrita da
seguinte forma:

pf ˚ gqpxq “

ż

Rn

fpyqgpx ´ yqdy.

Mostraremos agora que a convolução está bem definida. Pelo Teorema 8,

ż

G

ż

G

|fpyq||gpy´1xq|dλpyqdλpxq “

ż

G

ż

G

|fpyq||gpy´1xq|dλpxqdλpyq “

ż

G

|fpyq|

ż

G

|gpy´1xq|dλpxqdλpyq “

ż

G

|fpyq|

ż

G

|gpxq|dλpxqdλpyq “

}f}L1pGq}g}L1pGq ă 8,

ou seja,
ż

G

pf ˚ gqpxqdλpxq ă 8.

Logo, pf ˚ gq está definido q.t.p.

Observação 15. Se fizermos a mudança de variáveis z “ x´1y, teremos xz “ y e
z´1 “ px´1yq´1 “ y´1x. Assim,

pf ˚ gqpxq “

ż

G

fpyqgpy´1xqdλpyq “

ż

G

fpxzqgpz´1
qdλpzq,

pois λ é invariante à esquerda.

Exemplo 16. Seja f : R ÝÑ R, dada por

fpxq “

#

1, se |x| ď 1

0, se |x| ą 1.

Dessa forma, temos

pf ˚ fqpxq “

ż

R
fpyqfpx ´ yqdy “

ż

r´1,1sXrx´1,x`1s

1dy,

pois

fpx ´ yq “

#

1, se x ´ 1 ď y ď x ` 1

0, caso contrário.
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Portanto

pf ˚ fqpxq “

$

’

&

’

%

2 ` x, se ´2 ă x ă 0

2 ´ x, se 0 ď x ă 2

0, se |x| ě 2.

“

#

2 ´ |x|, se |x| ă 2

0, se |x| ě 2.

Observe que f ˚ f é uma função mais suave que f . De forma similar, podemos mostrar
que f ˚ f ˚ f é mais suave que f ˚ f .

Sejam f, g P L1pGq. Por um cálculo semelhante àquele que mostra que a convolução
está bem definida, mostramos que

}f ˚ g}L1 ď }f}L1pGq}g}L1pGq.

Isto é, a convolução de duas funções integráveis é também uma função integrável, com
norma L1 menor ou igual ao produto das normas L1 de f e de g.

Duas desigualdades com convolução

A seguir, enunciaremos as desigualdes de Minkowski e de Young, que serão ampla-
mente utilizadas ao longo do texto e que podem ser encontradas em [7].

Teorema 17. (Desigualdade de Minkowski) Seja 1 ď p ď 8. Para f P LppGq e
g P L1pGq, f ˚ g existe λ-q.t.p e satisfaz

}g ˚ f}LppGq ď }g}L1pGq}f}LppGq.

Teorema 18. (Desigualdade de Young) Sejam p, q, r tais que 1 ď p, q, r ď 8 e

1

q
` 1 “

1

p
`

1

r
.

Então para qualquer f P LppGq e qualquer g P LrpGq que satisfaz }g}LrpGq “ }rg}LrpGq

prgpxq “ gp´xqq, f ˚ g existe λ-q.t.p e satisfaz

}f ˚ g}LqpGq ď }g}LrpGq}f}LppGq.

1.3 Interpolação de Riesz-Thorin

O resultado que será estudado nesta seção é uma das principais ferramentas utili-
zadas para obter estimativas de operadores. Ele será exaustivamente usado nas seções
seguintes. Sua importância se deve ao fato de que as estimativas de operadores em dois
pontos do plano 1

p
ˆ 1

q
garantem, na verdade, estimativas para o todo o segmento de

reta que os une.

Teorema 19. (Interpolação de Riesz-Thorin) Sejam pX,µq e pY, νq dois espaços de
medida σ-finita. Seja T um operador linear definido no conjunto das funções finita-
mente simples em X e tomando valores no conjunto de funções mensuráveis definidas
em Y . Sejam p0, p1, q0 e q1 tais que 1 ď p0, p1, q0, q1 ď 8 e suponha que

||T pfq||Lq0 ď M0||f ||Lp0 ,
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||T pfq||Lq1 ď M1||f ||Lp1 ,

para todas as funções finitamente simples definidas em X. Então, para 0 ă θ ă 1,
temos

||T pfq||Lq ď M1´θ
0 M θ

1 ||f ||Lp ,

para todas as funções finitamente simples em X, em que

1

p
“

1 ´ θ

p0
`

θ

p1
e

1

q
“

1 ´ θ

q0
`
θ

q1
.

Consequentemente, quando p ă 8, por densidade, T possui uma única extensão limi-
tada de LppX,µq para LqpY, νq.

Antes de demonstrarmos o teorema, precisaremos de alguns resultados.

Teorema 20. (Prinćıpio do Módulo Máximo) Sejam U aberto e conexo de C e f
holomorfa em U . Se existir um disco Dpa, rq Ă U tal que

|fpzq| ď |fpaq|,

para qualquer z P Dpa, rq, então f é constante em U .

Corolário 21. Seja U aberto e limitado de C. Seja f : U Ñ C cont́ınua em U e
holomorfa em U . Então

maxt|fpzq| : z P Uu “ maxt|fpzq| : z P BUu.

Lema 22. (Das Três Retas de Hadamart) Seja F uma função complexa anaĺıtica na
faixa aberta S “ tz P C : 0 ă Repzq ă 1u e cont́ınua e limitada no fecho de S tal que
|F pzq| ď B0, quando Repzq “ 0, e |F pzq| ď B1, quando Repzq “ 1. Então

|F pzq| ď B1´θ
0 Bθ

1 ,

para Repzq “ θ, 0 ď θ ď 1.

Demonstração. Considere as funções anaĺıticas em S

Gpzq “
F pzq

B1´z
0 Bz

1

Gnpzq “ Gpzqe
z2´1

n ,

em que z P S e n P N. Mostraremos que G é limitada em S. Analisaremos, separada-
mente, os casos Repzq “ 0, 0 ă Repzq ă 1 e Repzq “ 1.

(i) Repzq “ 0 e z “ iy
Temos

|B1´z
0 Bz

1 | “ |B1´iy
0 Biy

1 |

“ B0|B´iy
0 ||Biy

1 |

“ B0|e
´i lnBy

0 ||ei lnB
y
1 |

“ B0.

Assim, |Gpzq| “

ˇ

ˇ

ˇ

F pzq

B1´z
0 Bz

1

ˇ

ˇ

ˇ
ď B0

B0
“ 1.
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(ii) 0 ă Repzq ă 1 e z “ x ` iy
Como F é limitada em S, existe m ą 0 tal que |F pzq| ď m, para qualquer z
satisfazendo 0 ă Repzq ă 1. Note que

|B1´z
0 Bz

1 | “ B1´x
0 Bx

1 |B´iy
0 ||Biy

1 | “ B1´x
0 Bx

1 “ B0

´B1

B0

¯x

Se B1

B0
“ 1, então |B1´z

0 Bz
1 | “ B0. Se B1

B0
ą 1,

´

B1

B0

¯x

ą 1. Logo, |B1´z
0 Bz

1 | ą B0.

Finalmente, se 0 ă B1

B0
ă 1,

´

B1

B0

¯x

ą

´

B1

B0

¯1

. Isso implica que |B1´z
0 Bz

1 | “

B0

´

B1

B0

¯x

ą B0
B1

B0
“ B1.

Logo, se 0 ă Repzq ă 1, temos

|B1´z
0 Bz

1 | ě mintB0, B1u.

E, portanto,

|Gpzq| ď
|F pzq|

|B1´z
0 Bz

1 |
ď

m

mintB0, B1u
.

(iii) Repzq “ 1 e z “ 1 ` iy
Temos

|B1´z
0 Bz

1 | “ |B´iy
0 |B1|B

iy
1 | “ B1

Dessa forma, |Gpzq| ď B1

B1
“ 1.

Isso mostra que G é limitada em S por uma constante M . Logo, como 0 ď x ď 1,

|Gnpx ` iyq| ď M |e
px2´2ixy´y2q

n | “ Me
´y2

n e
x2´1

n ď Me
´y2

n ,

o que implica que Gnpx ` iyq ÝÑ 0 quando |y| ÝÑ 8.
Assim, existe ypnq ą 0 tal que |Gnpx ` iyq| ď 1 sempre que |y| ě ypnq, para qualquer
x P r0, 1s. Além disso, observe que G é limitada por 1 nas duas retas que formam a
fronteira de S. Pelo Prinćıpio do Módulo Máximo, conclúımos que |Gnpzq| ď 1 para
todo z no retângulo r0, 1s ˆ r´ypnq, ypnqs. Logo, |Gnpzq| ď 1, para qualquer z P S.
Fazendo n ÝÑ 8, chegamos a conclusão de que |Gpzq| ď 1 para qualquer z P S. Seja
z “ θ ` it. Temos

|F pθ ` itq| ď B1´θ
0 Bθ

1 ,

para 0 ď θ ď 1 e t P R.

Dados p, q Ps1,`8r, com 1
p

` 1
q

“ 1, então o Teorema de Representação de Riesz
afirma que o mapa

LqpX,M, µq Q g ÞÝÑ αg P LppX,M, µq
˚, (1.5)

em que

αgpfq “

ż

X

fgdµ, f P LppX,M, µq,

é uma isometria linear. Se q “ 1 e p “ `8, o mapa (1.5) é uma imersão isométrica,
mas não é sobrejetor. Se, por outro lado, q “ `8 e p “ 1, o mapa (1.5) é uma isometria
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linear no caso em que pX,M, µq é σ´finito.
Nas hipóteses do Teorema 19, seja

α : LqpY, νq ÝÑ Lq
1

pY, νq
˚; f ÞÝÑ αf

tal que αf pgq “
ş

Y
gfdν. Pelo Teorema da Representação de Riesz, α é uma isometria

linear e, portanto,
}αf}

Lq1 ˚ “ }f}Lq .

Assim, αTf pgq “
ş

Y
T pfqpyqgpyqdνpyq, em que g P Lq

1

pY, νq. Como α é isometria, temos

}Tf}Lq “ }αTf}
˚

Lq1

“ supt|αTf pgq| : g P Lq
1

, }g} ď 1u

“ sup
!

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Y

T pfqpyqgpyqdνpyq

ˇ

ˇ

ˇ
: g P Lq

1

, }g} ď 1
)

.

Demonstração. (Teorema 19) Seja

f “

m
ÿ

k“1

ake
iαkχAk

uma função finitamente simples em X, em que ak P R, ak ą 0 e os conjuntos Ak
são subconjuntos de X dois a dois disjuntos com µ-medida finita. Pelo Teorema de
Representação de Riesz, temos

}Tf}Lq “ sup
!

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Y

T pfqpyqgpyqdνpyq

ˇ

ˇ

ˇ
: g finitamente simples, }g}Lq1 ď 1

)

Seja

g “

n
ÿ

j“1

bje
iβjχBj

função finitamente simples, em que bj P R, bj ą 0 e os conjuntos Bj são subconjuntos
dois a dois disjuntos de Y com ν-medida finita.
Sejam P pzq “

p
p0

p1 ´ zq `
p
p1
z e Qpzq “

q1

q1
0
p1 ´ zq `

q1

q1
1
z. Para z na faixa fechada

S “ tz P C : 0 ď Repzq ď 1u, defina

fz “

m
ÿ

k“1

a
P pzq

k eiαkχAk
; gz “

n
ÿ

j“1

b
Qpzq

j eiβjχBj
e

F pzq “

ż

Y

T pfzqpyqgzpyqdνpyq.

Observe que

P pθq “
p

p0
p1 ´ θq `

pθ

p1
“ p

´1 ´ θ

p0
`

θ

p1

¯

“ p.
1

p
“ 1 e
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Qpθq “
q1

q1
0

p1 ´ θq `
q1θ

q1
1

“ q1
´1 ´ θ

q1
0

`
θ

q1
1

¯

“ q1
”

p1 ´ θq

´

1 ´
1

q0

¯

` θ
´

1 ´
1

q1

¯ı

“ q1
”

1 ´

´1 ´ θ

q0
`
θ

q1

¯ı

“ q1
´

1 ´
1

q

¯

“ q1 1

q1
“ 1.

Assim, fθ “ f e gθ “ g. Por linearidade, temos

F pzq “

ż

Y

T pfzqpyqgzpyqdνpyq

“

ż

Y

T
´

m
ÿ

k“1

a
P pzq

k eiαkχAk

¯

pyq

´

n
ÿ

j“1

b
Qpzq

j eiβjχBj

¯

pyqdνpyq

“

m
ÿ

k“1

n
ÿ

j“1

a
P pzq

k b
Qpzq

j eiαkeiβj
ż

Y

T pχAk
qpyqχBj

pyqdνpyq.

Pela desigualdade de Hölder,
ż

Y

|T pχAk
qpyqχBj

pyqdνpyq| “ }T pχAk
qχBj

}L1

ď }T pχAk
q}Lq0 }χBj

}
Lq1

0

ď M0}χAk
}Lp0 }χBj

}
Lq1

0

ă 8,

pois µpAkq, νpBjq ă 8.
Isso implica que

ş

Y
T pχAk

qpyqχBj
pyqdνpyq é absolutamente convergente e, portanto,

convergente. Como ak, bj ą 0, F é anaĺıtica em S.
Agora, mostraremos que

}fit}Lp0 “ }f}

p
p0
Lp , t P R.

De fato, consideremos dois casos.

(i) p0 ă 8

Note que P pitq “
p
p0

p1 ´ itq `
p
p1
it “

p
p0

´ itp
´

1
p0

´ 1
p1

¯

. Dessa forma,

|fitpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

m
ÿ

k“1

a
P pitq
k eiαkχAk

pxq

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

m
ÿ

k“1

a

p
p0

´itp

´

1
p0

´ 1
p1

¯

k eiαkχAk
pxq

ˇ

ˇ

ˇ

“ |a

p
p0

´itp

´

1
p0

´ 1
p1

¯

l |

“ a
p
p0
l ,
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se x P Al (se R Ak, para nenhum k, então fitpxq “ 0), pois os conjuntos Ak são
disjuntos.

Por outro lado |fpxq| “ |al| “ al. Logo, |fitpxq| “ |fpxq|
p
p0 , para qualquer x.

Assim,

}fit}Lp0 “

´

ż

X

|fitpxq|
p0dµpxq

¯
1
p0

“

”´

ż

X

|fpxq|
pdµpxq

¯
1
p
ı

p
p0

“ }f}

p
p0
Lp .

(ii) p0 “ 8

Neste caso P pitq “
p
p1
it. Logo, obtemos, para qualquer x,

|fitpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

m
ÿ

k“1

a
p
p1
it

k eiαkχAk
pxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď 1.

Portanto }fit}L8 “ 1, o que implica que }fit}L8 “ }f}

p
p0
Lp . Analogamente, como os

conjuntos Bj são disjuntos,

}git}Lq1
0

“ }g}

q1

q1
0

Lq1 ,

inclusive quando q0 “ 1.

Pela desigualdade de Hölder e pelas hipóteses do teorema, temos

|F pitq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Y

T pfitqpyqgitpyqdνpyq

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Y

|T pfitqpyqgitpyqdνpyq|

ď }Tfit}Lq0 }git}Lq1
0

ď M0}fit}Lp0 }git}Lq1
0

ď M0}f}

p
p0
Lp}g}

q1

q1
1

Lq 1

(1.6)

De forma análoga, conclúımos que

}f1`it}Lp1 “ }f}

p
p1
Lp e

}g1`it}Lq1
1

“ }g}

q1

q1
1

Lq1 .

Essas igualdades também são válidas nos casos p1 “ 8 e q1 “ 1.
Dessa forma,

|F p1 ` itq| ď

ż

Y

|T pf1`itqpyqg1`itpyq|dνpyq

ď }Tf1`it}Lq1 }g1`it}Lq1
1

ď M1}f1`it}Lp1 }g1`it}Lq1
1

ď M1}f}

p
p1
Lp}g}

q1

q1
1

Lq1 .
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Agora, observamos que F é anaĺıtica na faixa aberta S e cont́ınua no seu fecho. Além
disso F é limitada em S (por uma constante que depende de f e g). Logo, pelo Lema
22,

|F pzq| ď

´

M0}f}

p
p0
Lp}g}

q1

q1
0

Lq1

¯1´θ

¨

´

M1}f}

p
p1
Lp}g}

q1

q1
1

Lq1

¯θ

“ M1´θ
0 M θ

1 }f}Lp}g}Lq1 ,

em que Repzq “ θ. Como P pθq “ Qpθq “ 1, F pθq “
ş

Y
T pfqgdν. Isso implica que

sup
g

!ˇ

ˇ

ˇ

ż

Y

T pfqpyqgpyqdν
ˇ

ˇ

ˇ
: g finitamente simples, }g}Lq1 ď 1

)

ď M1´θ
0 M θ

1 }f}Lp .

Logo
}Tf}Lq ď M1´θ

0 M θ
1 }f}Lp .
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Caṕıtulo 2

A Transformada de Fourier

2.1 O Espaço de Schwartz

A derivada parcial de uma função f em Rn em relação à j-ésima variável será
denotada por Bjf , e a derivada parcial de ordem m em relação à j-ésima variável será
denotada por Bmj f . Um multi-́ındice α é é um vetor de Rn cujas coordenadas são inteiros
não negativos. Se α “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq é um multi-́ındice, então Bαf representa a derivada
B
α1
1 ¨ ¨ ¨ Bαn

n f . Além disso, o tamanho de α é definido por |α| “ α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αn e indica a
ordem total de derivação de Bαf . O espaço de funções infinitamente diferenciáveis com
suporte compacto em Rn será representado por C8

0 . Para x P Rn e α “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq

multi-́ındice, definimos xα “ xα1
1 ¨ ¨ ¨ xαn

n .

Proposição 23. Dados x P Rn e α multi-́ındice,

|xα| ď Cn,α|x|
|α|,

para alguma constante Cn,α que depende de n e de α.

Demonstração. Considere a função φ : Sn´1 ÝÑ R dada por

φpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ |xα1
1 ¨ ¨ ¨ xαn

n |.

Note que φ é cont́ınua. Como Sn´1 é um compacto de Rn, φ possui um valor máximo,
que será denotado por Cn,α. Assim,

|xα| ď Cn,α, @x P Sn´1.

Agora seja x P Rn ´ Sn´1, x ‰ 0. Dessa forma, x
|x|

P Sn´1 e, portanto,

ˇ

ˇ

ˇ

´ x

|x|

¯αˇ

ˇ

ˇ
ď Cn,α ô

ˇ

ˇ

ˇ

´ x1
|x1|

¯α1

. . .
´ xn

|xn|

¯αn
ˇ

ˇ

ˇ
ď Cn,α, ô

|xα| ď Cn,α|x|
α1`...`αn ô

|xα| ď Cn,α|x|
|α|.

29



Na proposição acima, a desigualdade contrária não é válida em geral. No entanto,
temos a seguinte proposição.

Proposição 24. Para k P Z` e x P Rn, existe Cn,k tal que

|x|
k

ď Cn,k
ÿ

|β|“k

|xβ|.

Demonstração. Defina a função cont́ınua ψ : Sn´1 ÝÑ R dada por ψpxq “
ř

|β|“k |xβ|.

Ela possui um mı́nimo, que é diferente de zero pois a função não se anula. Seja 1
Cn,k

tal

mı́nimo. Assim, para qualquer x P Sn´1,
ÿ

|β|“k

|xβ| ě
1

Cn,k
.

Para x P Rn ´ rSn´1 Y t0us, x
|x|

P Sn´1. Logo,

ÿ

|β|“k

ˇ

ˇ

ˇ

´ x

|x|

¯βˇ

ˇ

ˇ
ě

1

Cn,k
ô

ÿ

|β|“k

|xβ|

|x||β|
ě

1

Cn,k
ô

1

|x|k

ÿ

|β|“k

|xβ| ě
1

Cn,k
ô

|x|
k

ď Cn,k
ÿ

|β|“k

|xβ|.

Uma desigualdade relacionada é a seguinte

p1 ` |x|q
k

ď 2kp1 ` Cn,kq
ÿ

|β|ďk

|xβ|. (2.1)

De fato, como
řn
j“0

`

n
j

˘

“ 2n, segue da Proposição 24 que

p1 ` |x|q
k

“

k
ÿ

j“0

ˆ

k

j

˙

|x|
j

ď 2k
k

ÿ

j“0

|x|
j

“ 2k ` 2k
k

ÿ

j“1

|x|
j

ď 2k ` 2k
k

ÿ

j“1

Cn,j
ÿ

|β|“j

|xβ|

“ 2k ` 2k
ÿ

|β|ďk

Cn,|β||x
β
|

ď 2kp1 ` Cn,kq
ÿ

|β|ďk

|xβ|.
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Definição 25. Uma função f a valores complexos, definida em Rn e de classe C8, é
chamada de função de Schwartz se, para quaisquer multi-́ındices α e β,

ρα,βpfq :“ sup
xPRn

|xαB
βfpxq| ă 8.

O espaço formado por essas funções, chamado espaço de Schwartz, será denotado por
SpRnq

Observação 26. De forma alternativa, podemos caracterizar o espaço de Schwartz da
seguinte maneira. Uma função f P C8 pertence a SpRnq se, e somente se, para todo
inteiro positivo N e para todo multi-́ındice α, existe uma constante Cα,N ą 0 tal que

|pB
αfqpxq| ď Cα,Np1 ` |x|q

´N .

Com efeito, se f P SpRnq, Cα,β
.
“ supxPRn |xαBβfpxq| ă 8, para quaisquer multi-́ındices

α, β. Dessa forma, dado x P Rn, |xαBβfpxq| ď Cα,β. Portanto, para todo inteiro
positivo N ,

p1 ` |x|q
N

|B
βfpxq| ď 2Np1 ` Cn,Nq

ÿ

|γ|ďN

|xγ||B
βfpxq|

ď 2Np1 ` Cn,Nq
ÿ

|γ|ďN

Cγ,β
.
“ Cβ,N .

Logo,
|B
βfpxq| ď Cβ,Np1 ` |x|q

´N .

Agora, mostraremos a rećıproca. Sejam α e β multi-́ındices e x P Rn. Pela Proposição
23, temos

|xβB
αfpxq| “ |xβ||B

αfpxq|

ď Cn,β|x|
|β|

|B
αfpxq|

ď Cn,βp1 ` |x|q
|β|

|B
αfpxq|

ď Cn,βp1 ` |x|q
|β|Cα,|β|p1 ` |x|q

´|β|

“ Cn,βCα,|α|.

Isso mostra que f P SpRnq.

Exemplo 27. Um exemplo simples de uma função em SpRq é a Gaussiana definida
por fpxq “ e´x2. É fácil verificar que as derivadas de f são da forma P pxqe´x2, em
que P é um polinômio. Isso mostra que f P SpRq. Na verdade, se a é um número
postivo, e´ax2 P SpRq. Por outro lado, a função e´|x| não pertence a SpRq, pois não é
diferenciável na origem, embora decresça rapidamente no infinito.

Proposição 28. Sejam f, g P SpRnq. Então f.g, f ˚ g P SpRnq. Além disso, para
qualquer multi-́ındice α,

B
α
pf ˚ gq “ pB

αfq ˚ g “ f ˚ pB
αgq.
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Definição 29. Seja f P SpRnq e considere a sequência tfkuk Ă SpRnq. Dizemos que a
sequência converge para f em SpRnq se, para quaisquer multi-́ındices α e β,

ρα,βpfk ´ fq “ sup
xPRn

|xαpB
β
pfk ´ fqqpxq| ÝÑ 0, quando k ÝÑ 8.

Definição 30. Seja X um espaço vetorial sobre KpR ou Cq. Uma função ρ : X ÝÑ R
é chamada seminorma em X se satisfaz as seguintes propriedades:

1. ρ é não negativa;

2. Se λ P K e x P X, ρpλxq “ |λ|ρpxq (em particular ρp0q “ 0);

3. Se x, y P X, ρpx ` yq ď ρpxq ` ρpyq.

Proposição 31. Dados multi-́ındices α e β a função ρα,β : SpRnq ÝÑ R é uma semi-
norma.

Observação 32. Se uma seminorma ρ, definida no espaço X, é positiva definida, isto
é,

ρpxq “ 0 ùñ x “ 0, @x P X,

então ρ é uma norma.

Definição 33. Um espaço localmente convexo é um espaço vetorial X munido de uma
famı́lia de seminormas definidas em X.

Agora, construiremos, a partir das seminormas ρα,β, a topologia do espaço SpRnq

que é compat́ıvel com a noção de convergência da Definição 29.
Uma subbase A em torno da origem é dada pelos conjuntos

tf P S : ρα,βpfq ă ru,

em que α, β são multi-́ındices e r P Q`. Usando as propriedades de seminormas,
podemos mostrar que os conjuntos de A são convexos. Essa subbase gera uma base
em torno da origem, que é a coleção de interseções finitas de elementos de A. Como a
interseção de conjuntos convexos é um conjunto convexo, a topologia que definimos ao
redor da origem é localmente convexa. Observe que, pelo fato de SpRnq ser um espaço
vetorial, é suficiente definir a topologia ao redor da origem. De fato, dado f P SpRnq,
B é uma vizinhança da origem se, e somente se, f ` B é uma vizinhança de f .

Nessa topologia, as operações

pf, gq ÞÝÑ f ` g; pa, fq ÞÝÑ af ; f ÞÝÑ B
αf

são cont́ınuas, para quaisquer a P C, α e β multi-́ındices e f, g P SpRnq. Dessa forma,
SpRnq é um espaço vetorial topológico localmente convexo. Além disso, a função

dpf, gq “

8
ÿ

j“1

2´j ρjpf ´ gq

1 ` ρjpf ´ gq
,

em que ρj é uma enumeração de todas as seminormas ρα,β, é uma métrica que gera a
topologia definida anteriormente. Logo, o espaço SpRnq é metrizável. Como pSpRnq, dq

é completo, dizemos que SpRnq é um Espaço de Fréchet, isto é, metrizável, completo e
localmente convexo.
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Proposição 34. SpRnq Ď LppRnq, 1 ď p ď 8.

Demonstração. Se p “ 8, seja f P SpRnq. Para quaiquer multi-́ındices α, β e para
qualquer x P Rn, existe uma constante C ą 0 tal que |xαBβfpxq| ď C. Escolha
α “ β “ p0, . . . , 0q. Assim |fpxq| ď C e, portanto, f P L8.
Se p ă 8, pela Observação 26, temos

|fpxq| ď C
´ 1

1 ` |x|

¯N

,

em que N ą n
p
. Assim,

ż

Rn

|fpxq|
pdx ď C

ż

Rn

1

p1 ` |x|qNp
dx. ă 8

Isso mostra que f P LppRnq.

Proposição 35. Sejam f P SpRnq e tfku Ă SpRnq. Se fk ÝÑ f em S, então fk ÝÑ f
em Lp, para todo p P r1,8s. Além disso, existe uma constante Cp,n ą 0 tal que

}B
βf}Lp ď Cp,n

ÿ

|α|ďrn`1
p

s`1

ρα,βpfq.

Demonstração. Para p ă 8, temos

}B
βf}Lp “

´

ż

|B
βfpxq|

p
¯

1
p
dx

ď

”

ż

|x|ď1

|B
βfpxq|

pdx `

ż

|x|ě1

|x|
n`1

|B
βfpxq|

p
|x|

´pn`1qdx
ı

1
p

ď

”

vnρ0,βpfq
p

` sup
|x|ě1

|x|
n`1

|B
βfpxq|

p

ż

|x|ě1

|x|
´pn`1qdx

ı
1
p

ď Cp,n

´

ρ0,βpfq ` sup
|x|ě1

|x|
rn`1

p
s`1

|B
βfpxq|

¯

.

(2.2)

Defina m “ rn`1
p

s ` 1. Sabemos que

|x|
k

ď Cn,k
ÿ

|β|“k

|xβ|.

Assim,

sup
|x|ě1

|x|
m

|B
βfpxq| ď sup

|x|ě1

Cn,m
ÿ

|α|“m

|xαB
βfpxq|

ď Cn,m
ÿ

|α|ďm

ρα,βpfq.
(2.3)

Das equações (2.2) e (2.3), conclui-se que

}B
βf}Lp ď

ÿ

|α|ďrn`1
p

s`1

ρα,βpfq.

Agora, se p “ 8, temos |Bβfpxq| ď ρ0,βpfq, para qualquer x P Rn. Logo, }Bβf}L8 ď

ρ0,βpfq.
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Proposição 36. C8
0 pRnq é denso em SpRnq.

Demonstração. Sejam f P SpRnq e ψ P C8
0 pRnq tal que ψpxq “ 1, se |x| ď 1 e 0 ď ψ ď 1.

Para n P N, defina
ψnpxq “ ψ

`x

n

˘

P C8
0 pRn

q.

Fixados α e β multi-́ındices, temos

Cpψ, βq
.
“ max

γďβ
sup
xPRn

|B
γψpxq| ă 8.

Para γ ď β,

B
γψnpxq “

1

n|γ|
pB
γψq

`x

n

˘

.

Então

sup
Rn

|B
γψnpxq| ď

1

n|γ|
Cpψ, βq.

Pela regra de Leibniz, temos

B
β
pfψnqpxq “

ÿ

γďβ

ˆ

β

γ

˙

pB
β´γfqpxqpB

γψnqpxq,

em que
`

β
γ

˘

“
`

β1
γ1

˘

. . .
`

βn
γn

˘

. Assim

B
β
pfψnq “

ÿ

γďβ; γ‰0

ˆ

β

γ

˙

pB
β´γfqpxqpB

γψnqpxq ` pB
βfqpxqψnpxq.

Isso implica que
|B
β
pfψnqpxq ´ pB

βfqpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

´

ÿ

γďβ; γ‰0

ˆ

β

γ

˙

pB
β´γfqpxqpB

γψnqpxq ` pB
βfqpxqpψnpxq ´ 1q

¯ˇ

ˇ

ˇ
ď

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

γďβ; γ‰0

ˆ

β

γ

˙

Cpψ, βq
1

n|γ|
pB
β´γfqpxq

ˇ

ˇ

ˇ
` |pB

βfqpxqpψnpxq ´ 1q

ˇ

ˇ

ˇ
ď

1

n
Cpψ, βq

ÿ

γďβ; γ‰0

ˆ

β

γ

˙

|pB
β´γfqpxq| ` |pB

βfpxqpψnpxq ´ 1q|.

Se |x| ď n, ψnpxq “ 1. Para |x| ą n,

|pB
βfqpxqpψnpxq ´ 1q| ď p1 ` sup

xPRn

|ψpxq|q
1 ` |x|

n
|pB

βfqpxq|

ď
2

n
p1 ` |x|q|pB

βfqpxq|.

Logo,
sup
xPRn

|xαB
β
pfψn ´ fqpxq| ď

2

n
|p1 ` |x|qxαpB

βfqpxq| `
1

n
Cpψ, βq

ÿ

γďβ

ˆ

β

γ

˙

|xαpB
β´γfqpxq| ÝÑ 0

nÝÑ8
,
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pois
xαp1 ` |x|qpB

βfqpxq P S e

ÿ

γďβ

ˆ

β

γ

˙

xαpB
β´γfqpxq P S.

2.2 A Transformada de Fourier de funções em SpRnq

As funções de Schwartz, em razão de seu rápido decaimento no infinito, são apropri-
adas para as definições que envolvem integrais. Nesse sentido, definiremos, inicialmente,
a transformada de Fourier como um operador SpRnq ÝÑ SpRnq e, dessa maneira, po-
deremos derivar uma série de propriedades úteis sem nos preocupar com problemas de
convergência. É importante dizer, entretanto, que podeŕıamos definir a transformada
de Fourier em outros espaços, como L1 e L2.

Definição 37. Dada f P SpRnq, definimos

pfpξq “

ż

Rn

fpxqe´ix¨ξdx.

Chamamos pf de transformada de Fourier de f .

É também usual denotar a transformada de Fourier de uma função f P SpRnq por
Fpfq, em que F : SpRnq ÝÑ SpRnq é definida por

Fpfqpξq “ pfpξq “

ż

Rn

fpxqe´ix¨ξdx.

Exemplo 38. Se fptq “ e´at2, definida em R e para a ą 0, então pfpτq “
a

π
a
e´ τ2

4a .
Portanto, a transformada de Fourier de uma Gaussiana é também uma Gaussiana.
Com efeito, observe inicialmente que a função definida na reta

gpsq “

ż 8

´8

e´p
?
at`isq2dt

é constante. De fato, dado s P R, temos

g1
psq “

ż 8

´8

´2ip
?
at ` isqe´p

?
at`isq2dt

“

ż 8

´8

i
?
a

d

dt
pe´p

?
at`isq2

qdt “ 0.

Logo,

gpsq “ gp0q “

ż 8

´8

e´at2dt “

c

π

a
,
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pois
ş8

´8
e´t2 “

?
π.

Agora, calcularemos a transformada de Fourier de t ÞÑ e´at2 em R.
ż

R
e´at2

¨ e´itτdt “

ż

R
e´pat2`itτqdt

“

ż

R
e

´p
?
at` iτ

2
?
a

q2

¨ e
p iτ
2

?
a

q2

dt

“ e´ τ2

4a

ż

R
e´at2dt

“

c

π

a
e´ τ2

4a ,

Observação 39. Da definição de transformada de Fourier e do Teorema de Fubini (veja
o Teorema 8), segue que, se f P SpRnq e g P SpRmq, então a função h P SpRn`mq,
definida por

hpx1, . . . xn, xn`1, . . . , xn`mq “ fpx1, . . . , xnqgpxn`1, . . . , xn`mq,

é tal que ph “ pfpg.

Exemplo 40. É fácil mostrar, utilizando o Exemplo 38 e a Observação 39, que, se

fpxq “ e´a|x|2, para x P Rn, então pfpξq “

c

´

π
a

¯n

e´
|ξ|2

4a .

Vamos agora demonstrar algumas propriedades da transformada de Fourier. Sejam
f uma função mensurável definida em Rn, x P Rn e a ą 0. Definamos a translação (por
um vetor y P Rnq, a dilatação e a reflexão de f , respectivamente, por:

pτ yfqpxq “ fpx ´ yq;

pδafq “ fpaxq;

rfpxq “ fp´xq.

Definição 41. Dados ϵ ą 0 e uma função g, definida em Rn, denotamos por gϵ a
seguinte função

gϵpxq “ ϵ´ngpϵ´1xq.

Proposição 42. Dadas f, g P SpRnq, y P Rn, b P C, α multi-́ındice e t ą 0, temos

(1) } pf}L8 ď }f}L1;

(2) zf ` g “ pf ` pg;

(3) xbf “ b pf ;

(4)
p

rf “
r

pf ;

(5) yτ yfpξq “ e´iξ¨y
pfpξq;

(6) peix¨yfpxqqppξq “ τ yp pfqpξq;
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(7) pδtfqp “ t´nδt
´1

pf “ p pfqt;

(8) pBαfqppξq “ piξqα pfpξq;

(9) pBα pfqpξq “ pp´ixqαfpxqqppξq;

(10) pf P S;

(11) zf ˚ g “ pf ¨ pg.

Demonstração. (1) Dado ξ P Rn, temos que

| pfpξq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

fpxqe´ix¨ξdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď

ż

Rn

|fpxq|dx “ }f}L1 .

Logo,
} pf}L8 ď }f}L1 .

As propriedades p2q ´ p4q seguem diretamente das definições.

(5) Fazendo a mudança de variáveis w “ x ´ y, temos

yτ yfpξq “

ż

Rn

pτ yfqpxqe´ix¨ξdx

“

ż

Rn

fpx ´ yqe´ix¨ξdx

“

ż

Rn

fpwqe´ipw`yq¨ξdw

“ e´iξ¨y

ż

Rn

fpwqe´iw¨ξdw

“ e´iξ¨y
pfpξq.

(6) Temos

peix¨yfpxqq
p

pξq “

ż

Rn

eix¨yfpxqe´ix¨ξdx

“

ż

Rn

fpxqe´ix¨pξ´yqdx

“ pfpξ ´ yq

“ pτ y pfqpξq.

(7) Fazendo a mudança de variáveis tx “ w, obtemos

pδtfq
p

pξq “

ż

Rn

fptxqe´ix¨ξdx

“ t´n
ż

Rn

fpwqe´iw¨
ξ
t dw

“ t´n pf
´ξ

t

¯

“ t´nδt
´1

pfpξq

“ p pfqtpξq.
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(8) Integrando por partes, chega-se a

pB
αfq

p

pξq “

ż

Rn

pB
αfqpxqe´ix¨ξdx

“ p´1q
|α|

ż

Rn

fpxqB
α
pe´ix¨ξ

qdx

“ p´1q
|α|

ż

Rn

fpxqe´ix¨ξ
B
α
p´ix ¨ ξqdx

“ p´1q
|α|

ż

Rn

p´iξq
αfpxqe´ix¨ξdx

“ piξq
α

ż

Rn

fpxqe´ix¨ξdx

“ piξq
α

pfpξq.

(9) Seja α “ ej. Como

B
α
ξ pe´ix¨ξ

q “
B

Bξj
pe´ix¨ξ

q “ ´ixje
´ix¨ξ,

segue que, quando h ÝÑ 0,

e´ix¨pξ`hejq ´ e´ix¨ξ

h
´ p´ixjqe

´ixξ
ÝÑ 0. (2.4)

Além disso, a função em (2.4) é limitada por C|x|, para quaisquer h, ξ, h ‰ 0. De
fato, para todo ξ, existe δ ą 0 de forma que, se 0 ă |h| ă δ, então

ˇ

ˇ

ˇ

e´ixpξ`hejq ´ e´ix¨ξ

h
´ p´ixjqe

´ix¨ξ
ˇ

ˇ

ˇ
ă |x|.

Agora, se |h| ě δ e x é diferente de zero, existe C ą 0 tal que

1

|h|
ď

1

δ
ď C|x|.

Logo,

ˇ

ˇ

ˇ

e´ix¨pξ`hejq ´ e´ix¨ξ

h
´ p´ixjqe

´ixξ
ˇ

ˇ

ˇ
ď

2

|h|
` |x| ď 2C|x| ` |x| ď rC|x|. (2.5)

Observe ainda que, como f P S, a função x Ñ xfpxq pertence a S e, portanto,

a L1pRnq. Dessa forma rC|x| é integrável na medida fpxqdx. Pelo teorema da
convergência dominada, quando h ÝÑ 0,

ˇ

ˇ

ˇ

ş

Rn fpxqe´ix¨pξ`hejqdx ´
ş

Rn fpxqe´ix¨ξdx

h
´

ż

Rn

p´ixjqfpxqe´ix¨ξdx
ˇ

ˇ

ˇ
ÝÑ 0. (2.6)

Isso mostra o que queŕıamos, no caso em que α “ ej. Por indução, mostra-se o
resultado para os outros multi-́ındices α.
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(10) Dado um multi-́ındice β, usando p1q, p8q e p9q, temos

}ξαpB
β

pfqpξq}L8 “ }ξαpp´ixq
βfpxqq

p

pξq}L8

“ }piξq
α
pp´ixq

βfpxqq
p

pξq}L8

“ }pB
α
pp´ixq

βfpxqqq
p

}L8

ď }B
α
pxβfpxqq}L1

ă 8,

pois f P SpRnq.

(11) Pelo teorema de Fubini,

zf ˚ gpξq “

ż

Rn

f ˚ gpxqe´ix¨ξdx

“

ż

Rn

ż

Rn

fpx ´ yqgpyqe´ix¨ξdydx

“

ż

Rn

ż

Rn

fpx ´ yqgpyqe´ipx´yq¨ξe´iy¨ξdydx

“

ż

Rn

gpyq

ż

Rn

fpx ´ yqe´ipx´yq¨ξdx e´iy¨ξdy

“ pfpξqpgpξq.

Proposição 43. O operador F : S ÝÑ S é cont́ınuo.

Demonstração. Sejam tfkuk Ă S e f P S de forma que fk ÝÑ f em S, ou seja,
xαBβpfkpxq ´ fpxqq ÝÑ 0 uniformemente, para quaisquer α e β multi-́ındices. Logo, de
forma análoga ao que foi feito p10q, temos

}ξαB
β
p pfkpξq ´ pfpξqq}L8 ď }B

α
x pxβpfkpxq ´ fpxqq}L1

“

ż

Rn

|B
α
x pxβpfkpxq ´ fpxqqq|dx

“

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

p1 ` |x|qn`1

p1 ` |x|qn`1
B
α
x pxβpfkpxq ´ fpxqqq

ˇ

ˇ

ˇ
dx

ď sup
xPRn

|p1 ` |x|q
n`1

B
α
x pxβpfkpxq ´ fpxqqq|

ż

Rn

1

p1 ` |x|qn`1
dx

ÝÑ 0, k ÝÑ `8.

Isso implica que ξαBβp pfkpξq´ pfpξqq ÝÑ 0 uniformemente. Portanto, pfk ÝÑ pf em S.

Agora, definiremos a transformada de Fourier inversa.

Proposição 44. A transformada de Fourier F é continuamente inverśıvel e

F´1
pϕqpxq “

1

p2πqn

ż

Rn

eix¨ξϕpξqdξ, ϕ P SpRn
q.
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Demonstração. Sejam 0 ă ϵ ă 1 e

ϕϵpxq “ ϕ1pϵxq,

em que ϕ1pxq “ e´
|x|2

2 . Pelo Exemplo 40, pϕ1pξq “ p2πq
n
2 ϕ1pξq e então, fazendo ϵx “ y

pϕϵpξq “

ż

Rn

e´ix¨ξϕϵpxqdx

“

ż

Rn

e´ix¨ξϕ1pϵxqdx

“
1

ϵn

ż

Rn

e´iy¨
ξ
ϵϕ1pyqdy

“
1

ϵn
pϕ1

´ξ

ϵ

¯

“
1

ϵn
p2πq

n
2 ϕ1

´ξ

ϵ

¯

.

Assim, dada ψ P SpRnq, segue, por Fubini, que

ż

Rn

ϕϵpξqeix¨ξ
pψpξqdξ “

ż

Rn

ϕϵpξqeix¨ξ

ż

Rn

e´iy¨ξψpyqdydξ

“

ż

Rn

ż

Rn

eipx´yq¨ξϕϵpξqψpyqdξdy

“

ż

Rn

pϕϵpy ´ xqψpyqdy

“

ż

Rn

ψpx ` zq pϕϵpzqdz

“
p2πq

n
2

ϵn

ż

Rn

ψpx ` zqϕ1

´z

ϵ

¯

dz

“ p2πq
n
2

ż

Rn

ψpx ` ϵyqϕ1pyqdy.

(2.7)

Observe que
|ϕϵpξqeix¨ξ

pψpξq| ď | pψpξq| P L1
ξpRn

q

e
|ψpx ` ϵyqϕ1pyq| ď sup

xPRn

|ψpxq| |ϕ1pyq| P L1
y.

Além disso, quando ϵ ÝÑ 0, temos ϕϵpξq ÝÑ 1 e ψpx ` ϵyq ÝÑ ψpxq. Logo, aplicando
o teorema da convergência dominada ao lado esquerdo de (2.7), tem-se

lim
ϵÑ0

ż

ϕϵpξqeix¨ξ
pψpξqdξ “

ż

eix¨ξ
pψpξqdξ. (2.8)

Aplicando novamente o teorema da convergência dominada ao lado direito de (2.7),
chega-se a

p2πq
n
2 lim
ϵÑ0

ż

ψpx ` ϵyqϕ1pyqdy “ p2πq
n
2ψpxq

ż

ϕ1pyqdy “ p2πq
nψpxq, (2.9)
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pois
ż

Rn

ϕ1pyq “

ż

Rn

e´
|x|2

2 “ p2πq
n
2 .

Logo, comparando (2.8) e (2.9), temos

ψpxq “
1

p2πqn

ż

Rn

eix¨ξ
pψpξqdξ.

A demonstração de que F´1 é cont́ınua é análoga à demonstração da continuidade de
F.

Corolário 45. A transformada de Fourier F : SpRnq ÝÑ SpRnq é um homeomorfismo.

Também é usual representar a transformada de Fourier inversa de uma função f P S
por fq ou qf .

Teorema 46. Sejam f , g e h funções de SpRnq. Valem:

(1)
ş

Rn fpxqpgpxqdx “
ş

Rn
pfpxqgpxqdx;

(2) (Identidade de Parseval)
ş

Rn fpxqhpxqdx “ 1
p2πqn

ş

Rn
pfpξqphpξqdξ;

(3) (Identidade de Plancherel) }f}L2 “ 1
p2πqn

} pf}L2 “ }fq}L2;

(4)
ş

Rn fpxqhpxqdx “
ş

Rn
pfpxqhqpxqdx.

Demonstração. (1) Pela definição de transformada de Fourier e por Fubini, temos

ż

Rn

fpxqpgpxqdx “

ż

Rn

fpxq

ż

Rn

gpyqe´ix¨ydydx

“

ż

Rn

ż

Rn

fpxqgpyqe´ix¨ydydx

“

ż

Rn

gpyq

ż

Rn

fpxqe´ix¨ydxdy

“

ż

Rn

gpyq pfpyqdy.

(2) Observe que
1

p2πqn
pfpξq “

1

p2πqn

ż

Rn

fpxqe´ix¨ξdx “ qfp´ξq.

Assim
1

p2πqn
pf “

r

qf.

Além disso, é fácil ver que, se f P S, pf “
r

pf . Agora, seja g “ ph. Então

pg “
p

ph “
r

p

ph “ p2πq
n

r

r

q

ph “ p2πq
nh.
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Logo, por (1), temos
ż

Rn

fpxqhpxq “
1

p2πqn

ż

Rn

fpxqpgpxq

“
1

p2πqn

ż

Rn

pfpxqgpxqdx

“
1

p2πqn

ż

Rn

pfpxqphpxqdx

“
1

p2πqn

ż

Rn

pfpξqphpξqdξ.

(3) A identidade de Plancherel é uma aplicação da Identidade de Parseval. Com
efeito

}f}L2 “

ż

Rn

|fpxq|
2dx

“

ż

Rn

fpxqfpxqdx

“
1

p2πqn

ż

Rn

pfpξq pfpξqdξ

“
1

p2πqn

ż

Rn

| pfpξq|
2dξ

“
1

p2πqn
} pf}L2 .

Analogamente, mostra-se que } qf}L2 “ }f}L2 .

(4) Seja h “ pg. Usando (1), temos
ż

Rn

fpxqhpxqdx “

ż

Rn

fpxqpgpxqdx

“

ż

Rn

pfpxqgpxqdx

“

ż

Rn

pfpxqqhpxqdx.

Na observação a seguir, como feito em [7], na seção 2.2.4, definiremos a transformada
de Fourier de funções em L1pRnq e em L2pRnq.

Observação 47. Podemos definir a transformada de Fourier de funções em L1pRnq

como na Definição 37, isto é,

pfpξq “

ż

Rn

fpxqe´ix¨ξdx,

que é convergente. Se f e g são integráveis, as propriedades p1q ´ p8q e p11q, da
Proposição 42, são satisfeitas. Definimos também, se f P L1,

qfpxq “
1

p2πqn

ż

Rn

fpξqeix¨ξdξ,
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e as propriedades análogas são válidas. O problema com essa definição é que se f P L1,
não podemos garantir que pf P L1. Com efeito, qualquer função cuja transformada de
Fourier está em L1 deve ser igual a uma função cont́ınua q.t.p., pois F´1pFpfqq “ f
q.t.p.. Dessa forma, a função fpxq “ χr´1,1spxq pertence a L1, mas sua transformada
de Fourier não pertence a L1.

Se f P L2pRnq, a integral na definição da transformada de Fourier não converge
absolutamente. No entanto, pela identidade de Parseval, a transformada de Fourier
é uma isometria de L2 em L1 X L2, que é um subespaço denso de L2. Dessa forma,
existe uma única extensão da transformada de Fourier em L2. Dada uma sequência
fN P L1 X L2 que converge para f P L2, temos

} pfN ´ Fpfq}L2 ÝÑ 0, quando N Ñ 8.

Em particular, a sequência de funções fNpxq “ fpxqχ|x|ďN é tal que

pfNpξq “

ż

|x|ďN

fpxqe´ix¨ξdx (2.10)

converge para Fpfqpξq em L2 para N Ñ 8, pois fN P L2 e, por Hölder, fN P L1. Se

f P L1 X L2, a integral 2.10 converge pontualmente para pfpξq. Além disso, existe uma
subsequência de fN que converge pontualmente q.t.p. para Fpfq. Consequentemente,

para f P L1 X L2, pf e Fpfq coincidem q.t.p. De forma análoga, existe a transformada
de Fourier inversa F´1 : L2 ÝÑ L2 e vale F´1 ˝ Fpfq “ F ˝ F´1pfq “ f .

Agora, estenderemos a definição da transformada de Fourier para LppRnq, 1 ă p ă

2. Dada uma função f P Lp, 1 ă p ă 2, sejam f1 P L1 e f2 P L2 tais que f “ f1 ` f2
(podemos tomar, por exemplo, f1 “ fχ|f |ą1 e f2 “ fχ|f |ď1). Assim, pf “ pf1 ` pf2. É

claro que a definição de pf não depende da escolha de f1 e de f2.

Proposição 48. (Desigualdade de Hausdorff-Young). Seja f P LppRnq, 1 ď p ď 2.
Então

} pf}Lp1 À }f}Lp .

Demonstração. Pelo item p1q da Proposição 42 e pela identidade de Parseval, respecti-
vamente, temos

} pf}L8 ď }f}L1 e } pf}L2 “ p2πq
n
}f}L2 .

Pelo Teorema 19 (Interpolação de Riesz-Thorin)

} pf}Lp1 ď p2πq
n
}f}Lp .

Definição 49. Se b ě 0, o operador Laplaciano fracionário é definido por

p´∆q
bf “ F´1

p|ξ|
2b

pfq.

2.3 O espaço das distribuições temperadas

Definição 50. O espaço dual (ou seja, de funcionais lineares e cont́ınuos) de SpRnq é
denotado por S 1pRnq, e seus elementos são chamados distribuições temperadas.
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A ação de uma distribuição temperada u em uma função f P SpRnq pode ser repre-
sentada das seguintes maneiras:

upfq “ xu, fy.

A seguir, demonstraremos uma caracterização útil do espaço de distribuições tempera-
das.

Proposição 51. Um funcional linear u, definido em SpRnq, é uma distribuição tem-
perada se, e somente se, existem C ą 0 e inteiros não negativos k e m tais que

|xu, fy| ď C
ÿ

|α|ďm
|β|ďk

ρα,βpfq,

para qualquer f P SpRnq.

Demonstração. Suponha que u seja cont́ınuo e que a desigualdade seja falsa. Portanto,
para quaisquer j P N e γ0, ω0 multi-́ındices, existe ϕj P SpRnq tal que

|xu, ϕjy| ą j
ÿ

|α|ď|γ0|

|β|ď|ω0|

ρα,βpϕjq “ j
ÿ

|α|ď|γ0|

|β|ď|ω0|

sup
xPRn

|xαB
βϕjpxq|.

Seja ψj “
ϕj

|xu,ϕjy|
. Assim,

sup
xPRn

|xγ0B
ω0ψjpxq| ď

ÿ

|α|ď|γ0|

|β|ď|ω0|

sup
xPRn

|xαB
βψjpxq|

ď
1

|xu, ϕjy|

ÿ

|α|ď|γ0|

|β|ď|ω0|

sup
xPRn

|xαB
βϕjpxq|

ă
1

j
.

Isso mostra que xγ0Bω0ψj ÝÑ 0 uniformemente. Portanto ψj ÝÑ 0 em SpRnq. Entre-
tanto, |xu, ψjy| “ 1, o que implica que xu, ψjy não converge para 0. Isso contradiz a
continuidade de u.
A outra implicação é trivial.

Exemplo 52. Muitas funções podem ser vistas como distribuições temperadas por meio
da identificação f ÞÝÑ Lf , em que

Lf pϕq “

ż

Rn

ϕpxqfpxqdx,

para ϕ P SpRnq.
Nesse sentido, as funções em Lp, 1 ď p ď 8, são distribuições temperadas. De fato,
seja tϕju Ă SpRnq tal que ϕj ÝÑ ϕ em SpRnq. Mostraremos que Lf pϕjq ÝÑ Ljpϕq.
Com efeito, temos

|Lf pϕjq ´ Lf pϕq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

fpxqpϕjpxq ´ ϕpxqqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď

ż

Rn

|fpxq||ϕjpxq ´ ϕpxq|dx ÝÑ 0, se j ÝÑ 8.
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Exemplo 53. Toda função g que satisfaz |gpxq| ď Cp1 ` |x|qk, para algum número k,
é uma distribuição temperada. De fato, observe que, para ϕ P SpRnq e m ą n ` k,

|Lgpϕq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

gpxqϕpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ

ď C

ż

Rn

p1 ` |x|q
k
|ϕpxq|dx

“ C

ż

Rn

p1 ` |x|q
k´m

p1 ` |x|q
m

|ϕpxq|dx

ď sup
xPRn

p1 ` |x|q
m

|ϕpxq|

ż

Rn

p1 ` |x|q
k´mdx

ă 8,

pois

m ą n ` k ñ

ż

Rn

p1 ` |x|q
k´mdx ă 8

e
ϕ P SpRn

q ñ sup
Rn

p1 ` |x|q
m

|ϕpxq| ă 8.

Agora, mostraremos que Lg é cont́ınuo. Seja tϕju Ă SpRnq tal que ϕj ÝÑ ϕ em SpRnq.
Usando a desigualdade (2.1), temos

|Lgpϕjq ´ Lgpϕq| ď

ż

Rn

|gpxq| |ϕjpxq ´ ϕpxq|dx

ď C

ż

Rn

p1 ` |x|q
k
|ϕjpxq ´ ϕpxq|dx

“ C

ż

Rn

p1 ` |x|q
k´m

|p1 ` |x|q
m

pϕjpxq ´ ϕpxqq|dx

ď C

ż

Rn

p1 ` |x|q
k´m 2mp1 ` Cn,mq

ÿ

|β|ďm

|xβ| |pϕjpxq ´ ϕpxqq|dx ÝÑ 0,

se j ÝÑ 8.

Agora, definiremos algumas ferramentas da análise harmônica no contexto do espaço
de distribuições temperadas. A importância dessas distribuições está relacionada ao fato
de que todo operador limitado e invariante por translação, de LppRnq para LqpRnq, é
dado por convolução com uma distribuição temperada. Isso será demonstrado posteri-
ormente.

Definição 54. Sejam u P S 1pRnq e α um multi-́ındice. Definimos, para f P SpRnq,

xB
αu, fy “ p´1q

|α|
xu, Bαfy. (2.11)

Se u é uma função, as derivadas de u, de acordo com (2.11), são chamadas de derivadas
distribucionais.

A motivação para a definição acima é estender a definição de derivadas de funções,
de forma a manter válida a derivação por partes, isto é, dadas f, g P SpRnq,

ż

Rn

pB
αfqpxqgpxqdx “ p´1q

|α|

ż

Rn

fpxqpB
αgqpxqdx.
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Com efeito, suponha que u P S 1pRnq seja uma função. Ou seja, existe uma função g tal
que u “ Lg. Queremos, portanto, que

xB
αu, fy “ xB

αLg, fy “ xLBαg, fy.

Assim

xB
αu, fy “ xLBαg, fy

“

ż

Rn

B
αgpxqfpxqdx

“ p´1q
|α|

ż

Rn

gpxqB
αfpxqdx

“ p´1q
|α|

xLg, B
αfy

“ p´1q
|α|

xu, Bαfy.

Definição 55. Seja u P S 1pRnq. Definimos a transformada de Fourier, pu, e a inversa,
qu, por

xpu, fy “ xu, pfy e

xqu, fy “ xu, qfy,

f P SpRnq.

Exemplo 56. Defina δ0 : C
8pRnq ÝÑ R por

xδ0, ϕy “ ϕp0q.

É fácil ver que δ0 P C8pRnq Ď S 1pRnq. Além disso, dada f P S, temos

x pδ0, fy “ xδ0, pfy

“ pfp0q

“

ż

Rn

fpxqdx

“

ż

Rn

1 ¨ fpxqdx “ x1, fy.

Portanto, pδ0 “ 1.
Mais geralmente,

pB
αδ0q

p

pxq “ pixq
α.

Com efeito, para f P S, temos

xpB
αδ0q

p, fy “ xB
αδ0, pfy

“ p´1q
|α|

xδ0, B
α

pfy

“ p´1q
|α|

xδ0, pp´ixq
αfpxqq

p

y

“ p´1q
|α|

pp´ixq
αfpxqq

p

p0q

“ p´1q
|α|

ż

Rn

p´ixq
αfpxqdx

“

ż

Rn

pixq
αfpxqdx “ xpixq

α, fy.

Isso mostra que pBαδ0q
p pode ser identificado com pixqα.
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Definição 57. Sejam t P Rn, a ą 0 e f P SpRnq. A translação τ tu, a dilatação δau e
a reflexão ũ de uma distribuição temperada são definidas por

xτ tu, fy “ xu, τ´tfy;

xδau, fy “ xu, a´nδ
1
afy;

xũ, fy “ xu, f̃y.

Observação 58. As definições acima são motivadas pela ideia de que uma distribuição
temperada generaliza o conceito de função e pelas seguintes identidades, em que f e g
são funções em SpRnq:

ż

Rn

gpxqfpx ´ tqdx “

ż

Rn

gpx ` tqfpxqdx;

ż

Rn

gpaxqfpxqdx “

ż

Rn

gpxqa´nfpa´1xqdx;

ż

Rn

g̃pxqfpxqdx “

ż

Rn

gpxqf̃pxqdx.

Proposição 59. As operações de transformada de Fourier, transformada inversa de
Fourier, derivação, translação, dilatação e reflexão são aplicações cont́ınuas de S 1pRnq

para S 1pRnq.

Observação 60. Sejam f, g e h em S. Note que

ż

Rn

ph ˚ gqpxqfpxqdx “

ż

Rn

´

ż

Rn

hpyqgpx ´ yqdy
¯

fpxqdx

“ p´1q
n

ż

Rn

´

ż

Rn

hpx ´ zqgpzqdz
¯

fpxqdx

“ p´1q
n

ż

Rn

gpzq

´

ż

Rn

hpx ´ zqfpxqdx
¯

dz

“ p´1q
n

ż

Rn

gpzq

´

ż

Rn

hp´wqfpz ´ wqp´1q
ndw

¯

dz

“

ż

Rn

gpzq

ż

Rn

h̃pwqfpz ´ wqdw dz

“

ż

Rn

gpzqph̃ ˚ fqpzqdz

“

ż

Rn

gpxqph̃ ˚ fqpxqdx.

Isso motiva a definição a seguir.

Definição 61. Sejam u P S 1 e h P S. Definimos a convolução h ˚ u por

xh ˚ u, fy “ xu, h̃ ˚ fy,

em que f P SpRnq.
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Exemplo 62. Sejam u “ δx0 e f P S. Temos

xf ˚ δx0 , hy “ xδx0 ,
rf ˚ hy

“ p rf ˚ hqpx0q

“

ż

Rn

fpx ´ x0qhpxqdx,

para todo h P S. Isso mostra que f˚δx0 pode ser identificado com a função x ÞÑ fpx´x0q.

Definição 63. Os elementos do espaço dual pC8
0 pRnqq1 são chamados distribuições.

Para facilitar a notação, representaremos esse espaço por D1pRnq.

Observe que C8
0 pRnq Ď SpRnq implica que S 1pRnq Ď D1pRnq.

Definição 64. Dizemos que uma distribuição u em D1pRnq coincide com a função h
no aberto Ω se

xu, fy “

ż

Rn

fpxqhpxqdx,

para toda f P C8
0 pΩq.

Teorema 65. Se u P S 1 e ϕ P S, então ϕ ˚ u é uma função C8 e

pϕ ˚ uqpxq “ xu, τxrϕy,

x P Rn.

Demonstração. Seja ψ P SpRnq. Temos

xϕ ˚ u, ψy “ xu, rϕ ˚ ψy

“ u
´

ż

Rn

rϕp¨ ´ yqψpyqdy
¯

“ u
´

ż

Rn

pτ yrϕqp¨qψpyqdy
¯

“

ż

Rn

xu, τ yrϕyψpyqdy.

(2.12)

A última igualdade será justificada posteriormente. Esse cálculo mostra que ϕ ˚ u pode
ser identificada com xu, τ p¨q

rϕy, isto é

pϕ ˚ uqpxq “ xu, τxrϕy.

Mostraremos agora que ϕ ˚ u pertence a C8. Como u é cont́ınua e

τ´hejpτxrϕq ´ τxrϕq

h
ÝÑ Bjτ

x
rϕ “ τxBj

rϕ em S,

quando h ÝÑ 0, segue que

τ´hejpϕ ˚ uqpxq ´ pϕ ˚ uqpxq

h
“ u

´τ´hejpτxrϕq ´ τxrϕ

h

¯

ÝÑ xu, τxpBj
rϕqy.
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Isso mostra que
Bjpϕ ˚ uqpxq “ xu, τxpBj

rϕqy,

que é cont́ınuo. Por indução, podemos mostrar que ϕ ˚ u P C|γ|, para qualquer multi-
ı́ndice γ.
Agora, justifiquemos a última igualdade de (2.12). Essa identidade entre integrais se
deve à continuidade de u e ao fato (veja [7], seção 2.3.3) de que as somas de Riemann
da integral

ż

Rn

pτ yrϕqp¨qψpyqdy

de fato convergem para ela na topologia de S. Isto é, para N “ 1, 2, . . ., considere a
partição de r´N,N sn em p2N2qn cubos Qm de lado 1

N
, e seja ym o centro de cada Qm.

Para quaisquer multi-́ındices α e β,

lim
NÑ8

sup
xPRn

|DNpxq| “ 0,

em que

DNpxq “

p2N2qn
ÿ

m“1

xαB
β
x

rϕpx ´ ymqψpymq|Qm| ´

ż

Rn

xαB
β
x

rϕpx ´ yqψpyqdy.

Da continuidade de u,

p2N2qn
ÿ

m“1

xu, rϕp¨ ´ ymqyψpymq|Qm| ÝÑ u
´

ż

Rn

rϕp¨ ´ yqψpyqdy
¯

.

Mas
p2N2qn

ÿ

m“1

xu, rϕp¨ ´ ymqyψpymq|Qm|

são as somas parciais de
ż

Rn

xu, τ yrϕyψpyqdy.

Logo,
ż

Rn

xu, τ yrϕyψpyqdy “ u
´

ż

Rn

rϕp¨ ´ yqψpyqdy
¯

.

Proposição 66. Sejam u, v e uj distribuições temperadas, fj e f funções de Schwartz,
y P Rn, b P C, α multi-́ındice e a ą 0. Temos:

(1) zu ` v “ pu ` pv;

(2) pbu “ bpu;

(3) Se fj ÝÑ f em S, então pfj ÝÑ pf em S. Se uj ÝÑ u em S 1, então puj ÝÑ pu em
S 1;

(4) pτ yuqp “ e´iξ¨y
pu;
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(5) peix¨yuqp “ τ ypu;

(6) pδauqp “ ppuqa “ a´nδa
´1

pu;

(7) pBαuqp “ piξqαpu;

(8) Bαpu “ pp´ixqαuqp;

(9) ppuqq “ u;

(10) zf ˚ u “ pfpu;

(11) (Leibniz) Bmj pfuq “
řm
k“0pBkj fqpB

m´k
j uq;

(12) (Leibniz) Bαpfuq “
řα1

γ1“0 . . .
řαn

γn“0

`

α1

γ1

˘

. . .
`

αn

γn

˘

pBγfqpBα´γuq;

(13) Se uk e u pertencem a LppRnq e uk ÝÑ u em Lp, 1 ď p ď 8, então uk ÝÑ u em
S 1pRnq. Logo, convergência em S implica convergência em Lp, que, por sua vez,
implica convergência em S 1pRnq.

A demonstração dos itens anteriores é análoga à da Proposição 42.

Definição 67. (Espaços de Sobolev) Sejam 1 ď p ď 8 e m P N. Os espaços de Sobolev
Hm,ppRnq são definidos por

Hm,p
pRn

q
.
“ tf P LppRn

q : }f}Hm,p
.
“

ÿ

|α|ďm

}B
α
xf}Lp ă 8u.

Se p “ 2, também usamos a notação HmpRnq.

Definição 68. (Espaços de Sobolev Fracionários) Seja s P R. Os espaços de Sobolev
fracionários HspRnq são definidos por

Hs
pRn

q
.
“ tf P S 1

pRn
q : pf é função e }f}Hs ă 8u,

em que
}f}Hs

.
“ }xξy

s
pf}L2

e xξy denota os colchetes japoneses, ou seja, xξy2
.
“ 1 ` |ξ|2.

2.4 Multiplicadores de Fourier

Antes de obtermos estimativas para soluções de problemas de Cauchy envolvendo
equações de evolução, faz-se necessário conhecermos os multiplicadores de Fourier. Es-
ses espaços são essenciais na obtenção de estimativas Lp ´ Lq.

Definição 69. Um espaço vetorial X de funções mensuráveis definidas em Rn é dito
fechado por translações se, dada f P X, τ zpfq P X, para qualquer z P Rn. Sejam X e Y
espaços vetoriais de funções mensuráveis definidas em Rn fechado por translações. Se
T é um operador de X para Y , dizemos que T comuta com translações ou é invariante
por translações se

T pτ zpfqq “ τ zpT pfqq,

para toda f P X e todo z P Rn.
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Exemplo 70. Seja X um espaço de funções fechado por translações. Seja T um ope-
rador convolução definido em X, isto é, dada f P X,

T pfq “ f ˚ g,

para alguma função g, desde que a convolução esteja bem definida. Observe que

τ ypf ˚ gq “ τ ypfq ˚ g, @y.

De fato, fazendo a mudança de variáveis w “ y ` z na integral abaixo, temos

τ ypf ˚ gqpxq “ pf ˚ gqpx ´ yq

“

ż

fpzqgpx ´ y ´ zqdz

“

ż

fpw ´ yqgpx ´ wqdw

“

ż

pτ yfqgpx ´ wqdw

“ pτ ypfq ˚ gqpxq.

Portanto
τ ypT pfqq “ T pτ ypfqq,

ou seja, T é invariante por translações. O próxima teorema enuncia a rećıproca desse
resultado para uma classe importante de operadores, que será usada frequentemente ao
longo do texto.

Teorema 71. Sejam 1 ď p, q ď 8 e T um operador linear e limitado de LppRnq para
LqpRnq que comuta com translações. Então existe uma única distribuição temperada w
tal que

T pfq “ f ˚ w qtp,

para toda f P S.

Para prova o teorema acima, precisaremos dos seguintes resultados

Lema 72. Nas hipóteses do Teorema 71 e para f P SpRnq, as derivadas distribucionais
de T pfq são funções de Lq que satisfazem

B
α
pT pfqq “ p´1q

|α|T pB
αfq, (2.13)

para todo multi-́ındice α.

Lema 73. Sejam 1 ď q ď 8 e h P LqpRnq. Se todas as derivadas distribucionais
Bαh estão em Lq, então h é igual a uma função cont́ınua em quase toda parte, que
representaremos por H, e

|Hp0q| ď Cn,q
ÿ

|α|ďn`1

}B
αh}Lq . (2.14)

Agora, demonstraremos o teorema.
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Demonstração. (Teorema 71) Seja f P SpRnq. Pelos Lemas 72 e 73, existe uma função
cont́ınua H tal que T pfq “ H q.t.p. e

|Hp0q| ď Cn,q
ÿ

|α|ďn`1

}B
αT pfq}Lq . (2.15)

Seja u funcional definido em S tal que

xu, fy “ Hp0q “ T pfqp0q.

Observe que, se a e b são números complexos,

xu, af ` bgy “ T paf ` bgqp0q

“ T pafqp0q ` T pbgqp0q

“ aT pfqp0q ` bT pgqp0q

“ aHp0q ` Sp0q

“ axu, fy ` bxu, gy,

em que T pfq “ H e T pgq “ S q.t.p. Isso mostra que u é linear. Outrossim, u está
bem definido. Com efeito, suponha que exista outra funçao cont́ınua G de forma que
G “ T pfq q.t.p.. Assim, G “ H q.t.p. Como H e G são cont́ınuas, segue do Teorema 9
que H “ G e, portanto, Hp0q “ Gp0q.
Por (2.13), (2.14) e pelo fato de T ser limitado, temos

|xu, fy| “ |Hp0q|

ď Cn,q
ÿ

|α|ďn`1

}B
αT pfq}Lq

ď Cn,q
ÿ

|α|ďn`1

}T pB
αfq}Lq

ď Cn,q}T }LpÑLq

ÿ

|α|ďn`1

}B
αf}Lp

ď Cn,q}T }LpÑLq

ÿ

|α|ďn`1

Cp,n
ÿ

|γ|ďrn`1
p

s`1

ργ,αpfq

ď C 1
n,q}T }LpÑLq

ÿ

|γ|ďrn`1
p

s`1

|α|ďn`1

ργ,αpfq,

em que a penúltima desigualdade é consequência da Proposição 35. Logo, pela Pro-
posição 51, segue que u P S 1. Definimos w “ ru e afirmamos que, para todo x P Rn,

xu, τ´xfy “ Hpxq. (2.16)

Inicialmente, assumiremos a validade de (2.16) para provar que T pfq “ f ˚ w, f P S.
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Pelo Teorema 65 e como T é invariante por translações, dada f P SpRnq, temos

pf ˚ wqpxq “ xw, τx rfy

“ xru, τx rfy

“ xu,
Ć

τx rfy

“ xu, τ´xfy

“ Hpxq

“ T pfqpxq q.t.p.

Isso mostra que f ˚w “ T pfq, como queŕıamos. Agora, mostraremos a unicidade de w.
Suponha que exista w1 tal que f ˚ w “ f ˚ w1, f P S. Assim

pf ˚ wqpxq “ pf ˚ w1
qpxq, @x P Rn.

Em particular,
pf ˚ wqp0q “ pf ˚ w1

qp0q.

Dessa forma, se w1 “ rv e f P S,

xu, τ´0fy “ xv, τ´0fy ô

xu, fy “ xv, fy ô

u “ v ô

w “ w1.

Voltemos para a igualdade (2.16). Sejam f P pRnq e x P Rn. Seja Hx a função cont́ınua
do Lema 73 tal que Hx “ T pτ´xfq. Provaremos que Hxp0q “ Hpxq. De fato,

Hxpyq “ T pτ´xfqpyq

“ τ´xT pfqpyq

“ T pfqpx ` yq

“ Hpx ` yq

“ τ´xHpyq,

em que T pfqpx` yq “ Hpx` yq q.t.p. em y. Portanto, as funções cont́ınuas Hx e τ´xH
são iguais q.t.p.. Logo, Hxpyq “ τ´xHpyq, para qualquer y P Rn. Em particular

Hxp0q “ τ´xHp0q “ Hpxq.

Assim,
Hpxq “ Hxp0q “ T pτ´xfqp0q “ xu, τ´xfy,

o que prova (2.16).

A seguir, demonstraremos os Lemas 72 e 73.
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Demonstração. (Lema 72) Sejam α “ ej e ϕ P SpRnq. Observe que, pela Definição 57
e pelo fato de T comutar com translação, temos

ż

T pfqpyq
ϕpy ` hejq ´ ϕpyq

h
dy “

1

h
xT pfq, τ´hejϕ ´ ϕy

“
1

h
xT pfq, τ´hejϕy ´

1

h
xT pfq, ϕy

“
1

h
xτhejT pfq, ϕy ´

1

h
xT pfq, ϕy

“
1

h
xT pτhejfq, ϕy ´

1

h
xT pfq, ϕy

“ xT
”

pτhejfq ´ f

h

ı

, ϕy

“

ż

ϕpyqT
´τhejpfq ´ f

h

¯

pyqdy.

Portanto,

ż

Rn

T pfqpyq
ϕpy ` hejq ´ ϕpyq

h
“

ż

Rn

ϕpyqT
´τhejpfq ´ f

h

¯

pyqdy (2.17)

O que queremos é fazer h ÝÑ 0 em ambos os lados de (2.17).
Pela regra da cadeia, chegamos a

ż 1

0

Bjϕpy ` htejqdt “

ż 1

0

d

dt

”ϕpy ` thejq

h

ı

dt

“
ϕpy ` hejq ´ ϕpyq

h
.

Usando agora a Observação 26 com q1M ą n, temos, para |h| ă 1
2
,

ˇ

ˇ

ˇ

ϕpy ` hejq ´ ϕpyq

h

ˇ

ˇ

ˇ
ď

ż 1

0

|Bjϕpy ` htejq|dt

ď

ż 1

0

CMdt

p1 ` |y ` htej|qM

ď

ż 1

0

CMdt

p1 ` |y| ´ 1
2
qM

“
CM

p|y| ` 1
2
qM

ď
C 1
M

p|y| ` 1qM
.

(2.18)

Como
ż

Rn

pC 1
Mqq

1

p|y| ` 1qMq1 dy ă 8 ô Mq1
ą n

e T pfq P Lq, segue, pela desigualdade de Hölder, que

|T pfqpyq|C 1
Mp|y| ` 1q

´M
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é integrável. Dessa forma, o integrando no lado esquerdo da igualdade (2.17) é limi-
tado por |T pfqpyq|C 1

Mp|y| ` 1q´M e converge para para T pfqpyqBjϕpyq. O teorema da
convergência dominada implica que a integral no lado esquerdo de (2.17) converge para

ż

Rn

T pfqpyqBjϕpyqdy,

quando h ÝÑ 0.
Se f P SpRnq,

pτhejfqpyq ´ fpyq

h
“

ż 1

0

Bjfpy ` htejqdt,

que converge pontualmente para Bjfpyq, se h ÝÑ 0. Temos também que pτhej fqpyq´fpyq

h
é

limitado por C 1
Mp1` |y|q´M para |h| ă 1

2
, como foi feito em (2.18). Logo, pelo teorema

da convergência dominada,

τhejf ´ f

h
ÝÑ Bjf em Lp,

quando h ÝÑ 0. Observe que, por hipótese, T é limitado e, portanto, cont́ınuo de Lp

para Lq. Assim,

T
´τhejf ´ f

h

¯

ÝÑ T pBjfq em Lq,

quando h ÝÑ 0. Observe também que ϕ P SpRnq Ă Lq
1

. Usando Hölder, temos

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

ϕpyqT
´τhejf ´ f

h

¯

pyqdy ´

ż

Rn

ϕpyqT pBjfqpyqdy
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Rn

ϕpyq

”

T
´τhejf ´ f

h

¯

pyq ´ T pBjfqpyq

ı

dy
ˇ

ˇ

ˇ
ď

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ
ϕpyq

”

T
´τhejf ´ f

h

¯

pyq ´ T pBjfqpyq

ı
ˇ

ˇ

ˇ
dy ď

}ϕ}Lq1

›

›

›
T

´τhejf ´ f

h

¯

´ T pBjfq

›

›

›

Lq
ÝÑ 0,

quando h ÝÑ 0.
Isso mostra que

ż

Rn

ϕpyqT
´τhejf ´ f

h

¯

pyqdy ÝÑ

ż

Rn

ϕpyqT pBjfqpyqdy,

quando h ÝÑ 0. Dessa forma, por (2.17), faazendo h ÝÑ, obtemos
ż

Rn

T pfqpyqpBjϕqpyqdy “

ż

Rn

ϕpyqT pBjfqpyqdy.

Portanto,
xT pfq, Bjϕy “ xT pBjfq, ϕy ô

´xBjpT pfqq, ϕy “ xT pBjfq, ϕy,

para qualquer ϕ P SpRnq. Logo,

BjpT pfqq “ ´T pBjfq.

Isso prova o resultado para α “ ej. O caso geral segue por indução sobre |α|.
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Demonstração. (Lema 73) Seja R ě 1. Fixe uma função ϕR P C8
0 que é igual a 1 na

bola de centro na origem e raio R, e zero se |x| ě 2R. Como ϕR P C8
0 Ă S Ă Lp, para

qualquer p ě 1 e h P Lq, conclúımos, por Hölder, que ϕR ¨ h P L1pRnq. Mostraremos

que {ϕR ¨ h P L1.
Por (2.1), para k “ n ` 1, temos

1 ď Cnp1 ` |ξ|q
´pn`1q

ÿ

|α|ďn`1

|piξq
α
|. (2.19)

Multiplicando (2.19) por |{ϕR ¨ hpξq| e usando as propriedades (1) e (8) da Proposição
42, temos

|{ϕR ¨ hpξq| ď Cnp1 ` |ξ|q
´pn`1q

ÿ

|α|ďn`1

|piξq
α

{ϕR ¨ hpξq|

ď Cnp1 ` |ξ|q
´pn`1q

ÿ

|α|ďn`1

|FpB
α
pϕR ¨ hqqpξq|

ď Cnp1 ` |ξ|q
´pn`1q

ÿ

|α|ďn`1

}FpB
α
pϕR ¨ hqq}L8 q.t.p.

ď Cnp1 ` |ξ|q
´pn`1q

ÿ

|α|ďn`1

}B
α
pϕR ¨ hq}L1

ď Cnp2nRnvnq
1
q1 p1 ` |ξ|q

´pn`1q
ÿ

|α|ďn`1

}B
α
pϕR ¨ hq}Lq

ď Cn,Rp1 ` |ξ|q
´pn`1q

ÿ

|α|ďn`1

}B
αh}Lq .

(2.20)

A última desigualdade acima decorre do fato de que todas as derivadas de ϕR são
limitadas por constantes que dependem de R e pela regra de Leibniz (Proposição 66
(12)).
Integrando

|{ϕR ¨ hpξq| ď Cn,Rp1 ` |ξ|q
´pn`1q

ÿ

|α|ďn`1

}B
αh}Lq

com relação a ξ, temos

}{ϕR ¨ h}L1 ď rCn,R
ÿ

|α|ďn`1

}B
αh}Lq ă 8, (2.21)

o que mostra que {ϕR ¨ h P L1. Como ϕR ¨ h e {ϕR ¨ h estão em L1, vale a inversão da
transformada de Fourier, isto é,

ϕR ¨ h “ p{ϕR ¨ hq
q q.t.p.

Isso mostra que ϕR ¨ h é igual q.t.p. a uma função cont́ınua. Além disso, do fato de que
ϕR “ 1 na bola aberta Bp0, Rq, conclúımos que h é igual q.t.p. a uma função cont́ınua
nessa bola. Da arbitrariedade de R ą 0, segue que h é igual q.t.p. a uma função cont́ınua
em Rn, que denotaremos por H. Finalmente, a desigualdade (2.14) é uma consequência
de (2.21) com R “ 1.
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Definição 74. O espaço de distribuições temperadas T tais que

}T ˚ u}Lq ď C}u}Lp , u P S,

em que C é uma constante, será denotado por Lqp.

Pelo Teorema 71, o estudo dos operadores de Lp para Lq limitados e invariantes por
translação é essencialmente equivalente ao estudo do espaço Lqp.

Definição 75. O espaço das transformadas de Fourier dos elementos de Lqp será deno-
tado por M q

p . Os elementos de M q
p são chamados de multiplicadores de Fourier de tipo

pp, qq.

Observe que m P M q
p ô m “ pT , para algum T P Lqp. ô T “ qm, para algum T P Lqp.

Assim m P M q
p ô }F´1pmq ˚ u}Lq ď C}u}Lp , u P S, para algum C ą 0. Além disso,

como F e F´1 são homeomorfismos e FpF´1pmq ˚ uq “ mFpuq, segue que

F´1
pmq ˚ u “ F´1

pmFpuqq.

Nesse sentido, podemos definir em M q
p a seguinte norma

}m}Mq
p

.
“ supt}F´1

pmFpuqq}Lq : u P S, }u}Lp “ 1u.

Se p “ q, denotaremos M q
p “ Mp

p por Mp.
Os fatos abaixo a respeito do espaço M q

p , cujas demonstrações podem ser vistas em [8],
serão frequentemente utilizados ao longo do texto.

(1) M q
p “ t0u, se 1 ď q ă p ă 8;

(2) Mp1

q1 “ M q
p , para 1 ă p ď q ă 8;

(3) Mp “ Mp1 ;

(4) M2 “ L8;

(5) }m1m2}Mp ď }m1}Mp}m2}Mp , para quaisquer m1,m2 P Mp;

(6) Se m P Mp é uma função e t P R, }mptξq}Mp “ }mpξq}Mp .

Para a demonstração do resultado abaixo, veja o Teorema 1.2 de [16].

Lema 76. (Desigualdade de Bernstein) Se a P L2pRnq e N ą n
2
, existe uma constante

C ą 0 tal que

}pa}M1 ď C}pa}
1´ n

2N

L2 }DN
pa}

n
2N

L2 .
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2.5 Integrais Oscilatórias

As integrais oscilatórias desempenham um papel de grande importância na Análise
Harmônica e na Teoria de Equações Diferenciais Parciais. Um exemplo de integral os-
cilatória já definido é a transformada de Fourier. O objetivo desta seção é introduzir
a nova ferramenta e mostrar suas utilidade na obtenção de estimativas. Ao final, pro-
varemos um resultado, conhecido como lema de Littman, que nos fornece estimativas
L8 ´ L8 para soluções de problemas de Cauchy que envolvem equações de evolução.
Considere a integral abaixo

Ipλq “

ż

Rn

eiλϕpxqψpxqdx, (2.22)

em que ϕ é uma função real C8, ψ é uma função complexa C8 com suporte compacto e
λ é um número real. A função ϕ é chamada fase, e ψ, amplitude. Estamos interessados
em estudar o comportamento de (2.22) para λ grande.

Proposição 77. Suponha que |∇ϕpxq| ě c ą 0, para todo x P supppψq. Então, para
todo inteiro N ě 0, existe cN ą 0 tal que

|Ipλq| ď cNλ
´N ,

quando λ ą 0.

Demonstração. Consideremos os seguintes campos de vetores

Lpfq “
1

iλ

n
ÿ

k“1

ak
Bf

Bxk
“

1

iλ
a ¨ ∇f

e

W pfq “ ´
1

iλ

n
ÿ

k“1

Bpakfq

Bxk
“ ´

1

iλ
∇ ¨ pafq,

em que a “ pa1, . . . , anq “
∇ϕ

|∇ϕ|2
e f é uma função C8. Observe que

xLpfq, gy “ xf,W pgqy,

para f P C8pRnq e g P C8
0 pRnq. De fato,

xf,W pgqy “

ż

Rn

fpxqW pgqpxqdx

“ ´
1

iλ

ż

Rn

fpxq

n
ÿ

k“1

Bpakgq

Bxk
pxqdx

“ ´
1

iλ

n
ÿ

k“1

ż

Rn

fpxq
Bpakgq

Bxk
pxqdx

“
1

iλ

n
ÿ

k“1

ż

Rn

akpxqgpxq
Bf

Bxk
pxqdx

“

ż

Rn

gpxq
1

iλ

n
ÿ

k“1

akpxq
Bf

Bxk
pxqdx

“

ż

Rn

gpxqLpfqpxqdx

“ xLpfq, gy.
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Pelas hipóteses, aj e suas derivadas parciais são limitadas no suporte de ψ. Além disso,
temos

Lpeiλϕq “
1

iλ

n
ÿ

k“1

ak
Bpeiλϕq

Bxk
“

n
ÿ

k“1

1

|∇ϕ|2

Bϕ

Bxk

Bϕ

Bxk
eiλϕ “ eiλϕ.

Portanto LNpeiλϕqpλq “ eiλϕ, para qualquer inteiro não negativo N . Assim,

Ipλq “

ż

Rn

Lpeiλϕqψdx

“ xLNpeiλϕq, ψy

“ xeiλϕ,WN
pψqy

“

ż

Rn

eiλϕWN
pψqdx.

Logo,
|Ipλq| ď cNλ

´N , (2.23)

para qualquer λ ą 0.

Agora, provaremos dois resultados para dimensão n “ 1, em que podemos simplificar
as hipóteses. Nesse contexto, considere a integral

I1pλq “

ż b

a

eiλϕpxqdx, (2.24)

em que a e b são reais positivos. Em (2.24), a função amplitude é ψpxq “ χpa,bqpxq .
Assumiremos que ψ é de classe C2 e que ϕ1 é monótona (crescente ou decrescente) em
ra, bs, com |ϕ1pxq| ě 1 no intervalo ra, bs.

Proposição 78. No contexto acima, |I1pλq| ď cλ´1, λ ą 0, com c “ 3.

Demonstração. Suponha que ϕ1 ą 0 em ra, bs. O caso ϕ1 ă 0 segue de forma análoga
por meio de conjugação complexa. Temos

Lpfq “
1

iλϕ1

df

dx
e W pfq “ ´

1

iλ

d

dx

´ f

ϕ1

¯

Logo,

I1pλq “

ż b

a

Lpeiλϕqdx “

ż b

a

eiλϕW p1qdx `

”

eiλϕ
1

iλϕ1

ıb

a
. (2.25)

Agora apareceram os termos de fronteira, uma vez que não existe uma função ψ que se
anula nos extremos.
Analisaremos separadamente cada um dos termos do lado direito da última igualdade
de (2.25).

ˇ

ˇ

ˇ

”

eiλϕ
1

iλϕ1

ıb

a

ˇ

ˇ

ˇ
ď

ˇ

ˇ

ˇ

1

iλϕ1pbq

ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ

1

iλϕ1paq

ˇ

ˇ

ˇ
ď

2

λ
(2.26)

e
ż b

a

|W p1q|dx “
1

λ

ż b

a

ˇ

ˇ

ˇ

d

dx

´ 1

ϕ1

¯
ˇ

ˇ

ˇ
dx. (2.27)
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Note que, como ϕ1 é monótona em ra, bs, d
dx

´

1
ϕ1

¯

não muda de sinal em ra, bs. Assim,

por (2.26) e (2.27), segue que

ż b

a

ˇ

ˇ

ˇ

d

dx

´ 1

ϕ1

¯

dx
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

d

dx

´ 1

ϕ1

¯

dx
ˇ

ˇ

ˇ
“

ˇ

ˇ

ˇ

1

ϕ1pbq
´

1

ϕ1paq

ˇ

ˇ

ˇ
ď 1,

pois |ϕ1pxq| ě 1 e ϕ1 ą 0.
Dessa forma,

|I1pλq| ď
3

λ
.

Observação 79. Se, na proposição anterior, tivéssemos assumido como hipótese que
|ϕ1pxq| ě µ (em vez de |ϕ1pxq| ě 1), teŕıamos chegado a |I1pλq| ď cpλµq´1. Basta
substituir ϕ por ϕ

µ
e λ por λµ.

Corolário 80. Sejam ϕ como na Proposição 78 e ψ de classe C1. Considere também
que a integral oscilatória Ipλq é dada por 2.22. Nessas condições,

|Ipλq| ď 3λ´1
´

|ψpbq| `

ż b

a

|ψ1
pxq|dx

¯

.

Demonstração. Seja Jpxq “
şx

a
eiλϕpuqdu. Integrando por partes, temos

ż b

a

eiλϕpxqψpxq “ Jpbqψpbq ´

ż b

a

Jpxq
dψ

dx
dx.

Pela Proposição 79, |Jpxq| ď 3λ´1, para qualquer x. Assim

|Ipλq| ď 3λ´1
´

|ψpbq| `

ż b

a

|ψ1
pxq|dx

¯

Proposição 81. Seja ϕ de classe C2 no intervalo ra, bs e assuma que |ϕ2pxq| ě 1 nesse
intervalo. Seja I1 dada por (2.24). Temos

|I1pλq| ď c1λ´ 1
2 , λ ą 0 e c1

“ 8. (2.28)

Demonstração. Suponha que ϕ2pxq ě 1 em ra, bs. Novamente, o caso ϕ2pxq ď ´1
segue por conjugação complexa. Como ϕ2 ě 1, ϕ1 é estritamente crescente e, portanto,
injetora. Assim, ϕ tem, no máximo, um ponto cŕıtico em ra, bs. Seja x0 um ponto
cŕıtico de ϕ e divida o intervalo ra, bs em três subintervalos: ra, x0 ´ δs, rx0 ´ δ, x0 ` δs
e rx0 ` δ, bs em que δ é um número positivo apropriado. Observe que, trivialmente,
a contribuição do intervalo rx0 ´ δ, x0 ` δs para a integral I1 é 2δ. Agora, afirmamos
que ϕ1pxq ě δ para x P rx0 ` δ, bs. Com efeito, pelo Teorema do Valor Médio, existe
c P px0, x0 ` δq tal que

ϕ2
pcq “

ϕ1px0 ` δq ´ ϕ1px0q

δ
ô ϕ1

px0 ` δq “ δϕ2
pcq,
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pois ϕpx0q “ 0 e δ ą 0. Como ϕ2pcq ě 1, segue que ϕ1px0 ` δq ě δ. Do fato de
que ϕ1 é estritamente crescente, conclúımos que ϕ1pxq ě δ para x P rx0 ` δ, bs. Pela
Observação 79, a integral I1 contribui, no máximo, com 3

δλ
em rx0 ` δ, bs. De maneira

análoga, podemos mostrar que ϕ1pxq ď ´δ para x P ra, x0 ´ δs. Novamente usando a
Observação 79, a integral I1 contribui com, no máximo, 3

δλ
em ra, x0 ´ δs. Dessa forma,

I1 é majorado por 2δ ` 6
δλ
. Escolhendo δ “ 1, chegamos a (2.28).

O corolário abaixo leva em consideração a amplitude ψ. Suporemos que ψ é de
classe C1 no intervalo ra, bs.

Corolário 82. Suponha que ϕ satisfaça as hipóteses da proposição anterior. Então

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

eiλϕpxqψpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď cψλ

´ 1
2 ,

em que cψ “ 8
´

şb

a
|ψ1pxq|dx ` |ψpbq|

¯

.

Demonstração. Seja Jpxq “
şx

a
eiλϕpuqdu. Integrando por partes, temos

ż b

a

eiλϕpxqψpxqdx “ rJpxq.ψpxqs
b
a ´

ż b

a

Jpxq
dψ

dx
dx “ Jpbqψpbq ´

ż b

a

Jpxq
dψ

dx
dx.

Pela Proposição 81, para qualquer x P ra, bs, |Jpxq| ď 8λ´ 1
2 . Assim

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

eiλϕpxqψpxqdx
ˇ

ˇ

ˇ
ď cψλ

´ 1
2 .

Exemplo 83. Considere a função de Bessel

Jmprq “
1

2π

ż 2π

0

eir sinpxqe´imxdx.

Mostraremos que Jmprq “ Opr´ 1
2 q.

Observe que, nesse caso, λ “ r, ϕpxq “ sinpxq e ψpxq “ 1
2π
e´imx. Como ϕ2pxq “

´ sinpxq, temos

|ϕ2
pxq| “ | sinpxq| ě

?
2

2
ô x P

”π

4
,
3π

4

ı

Y

”5π

4
,
7π

4

ı

.

Pelo Corolário 82,

1

2π

ż 3π
4

π
4

eir sinpxqe´imxdx `
1

2π

ż 7π
4

5π
4

eir sinpxqe´imxdx “ Opr´ 1
2 q.

Agora, como ϕ1pxq “ cospxq e

| cospxq| ě

?
2

2
ô x P

”

0,
π

4

ı

Y

”3π

4
,
5π

4

ı

Y

”7π

4
, 2π

ı

,
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segue, pelo Corolário 80, que

1

2π

ż π
4

0

eir sinpxqe´imxdx `
1

2π

ż 5π
4

3π
4

eir sinpxqe´imxdx `
1

2π

ż 2π

7π
4

eir sinpxqe´imxdx “ Opr´1
q,

se r ÝÑ 8. Do fato de que Opr´1q Ă Opr´ 1
2 q, para r ÝÑ 8, segue o resultado, isto é

Jmprq “ Opr´ 1
2 q, r ÝÑ 8.

Voltemos às condições do ińıcio desta seção, ou seja, ϕ e ψ são de classe C8 e

ψ possui suporte compacto. A matriz Hessiana de ϕ, dada por
!

B2ϕ
BxjBxk

)

1ďj,kďn
, será

representada por ∇2ϕ. No próximo resultado, a principal hipótese será

dett∇2ϕu ‰ 0 no suporte de ψ. (2.29)

Proposição 84. Suponha (2.29). Então

Ipλq “

ż

Rn

eiλϕpxqψpxqdx “ Opλ´n
2 q, para λ ÝÑ 8. (2.30)

Demonstração. Assumiremos que o suporte de ψ é suficientemente pequeno. Em par-
ticular, está contido na bola de raio ϵ e centrada na origem, a qual depende de ϕ. Uma
vez provada a estimativa (2.30) para essa função ψ, podemos obter (2.30) no caso em
que ψ é mais geral por meio de uma soma finita das primeiras estimativas. Temos

IpλqIpλq “

ż

Rn

ż

Rn

eiλrϕpyq´ϕpxqsψpyqψpxqdxdy.

Faremos a seguinte mudança de variáveis y “ x ` u. Dessa forma, a integral dupla
acima se torna

ż

Rn

ż

Rn

eiλrϕpx`uq´ϕpxqsψpx, uqdxdu, (2.31)

em que ψpx, uq “ ψpx ` uqψpxq é uma função C8 com suporte compacto. Afirmamos
que o suporte de ψ está contido na bola de raio 2ϵ centrada na origem. De fato,

suppψpx, uq “ tu : ψpx ` uqψpxq ‰ 0u

“ tu : ψpx ` uq ‰ 0u

“ ty ´ x : ψpyq ‰ 0u.

Assim,

u0 P suppψpx, uq ô Bδpu0q X ty ´ x : ψpyq ‰ 0u ‰ H, para qualquer δ ą 0.

Seja y0 ´ x pertecente à interseção anterior. Temos

|u| ď |u ´ py0 ´ xq| ` |y0 ´ x| ă δ ` 2ϵ.

Da arbitrariedade de δ, segue a afirmação.
Portanto, |Ipλq|2 “

ş

Rn Jλpuqdu, em que

Jλpuq “

ż

Rn

eiλrϕpx`uq´ϕpxqsψpx, uqdx.
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Afirmamos que
|Jλpuq| ď cNpλ|u|q

´N , (2.32)

para qualquer N inteiro não negativo. A demonstração desse fato é semelhante ao que
foi feito na prova da Proposição 77. Lembremos que

Lpfq “
1

iλ
a ¨ ∇f e W pgq “ ´

1

iλ
∇ ¨ pagq.

Neste caso,

a “
∇xpϕpx ` uq ´ ϕpxqq

|∇xpϕpx ` uq ´ ϕpxqq|2
“

b

|b|2
,

em que b “ ∇xpϕpx ` uq ´ ϕpxqq. Note que

|b| “ |∇xpϕpx ` uq ´ ϕpxqq| « |u|, (2.33)

se |u| ď 2ϵ3. Com efeito, observe que a estimativa |b| À |u| segue da suavidade de ϕ.
Para a estimativa por baixo, usaremos o Teorema de Taylor, segundo o qual

∇xpϕpx ` uq ´ ϕpxqq “ ∇2ϕpxq.u ` Op|u|
2
q.

A hipótese (2.29) implica que a transformação linear ∇2ϕ é invert́ıvel. Dessa forma,
defina a função h : Sn´1 ÝÑ R, dada por hpuq “ |∇2ϕpxq.u|. Como h é cont́ınua e Sn´1

é compacto, existe c ą 0 tal que |hpuq| ě c, para qualquer x P Sn´1. Assim, dado u ‰ 0,
de forma que |u| ď 2ϵ3, segue-se que ∇2ϕpxq ‰ 0, pos ∇2ϕpxq é invert́ıvel. Conclúımos
que

ˇ

ˇ

ˇ
∇2ϕpxq

´ u

|u|

¯ˇ

ˇ

ˇ
ě c ô |∇2ϕpxq.u| ě c|u|.

Portanto, se ϵ é suficientemente pequeno,

|b| “ |∇xpϕpx ` uq ´ ϕpxqq|

“ |∇xϕpxq.u ` Op|u|
2
q|

ě |∇2ϕpxq.u| ´ |Op|u|
2
q

ě c|u| ´ Op|u|q.

Isso implica que |b| Á |u|.
Podemos também provar que |Bαx b| ď cα|u|, para qualquer multi-́ındice α. Logo, usando
(2.33), chega-se a

|B
α
xa| ď cα|u|

´1. (2.34)

Dessa forma, temos
|WN

pψpx, uqq| ď cNpλ|u|q
´N , (2.35)

para qualquer inteiro não negativo N . Logo

Jλpuq “

ż

Rn

LNpeiλrϕpx`uq´ϕpxqs
qψpx, uqdx “

ż

Rn

eiλrϕpx`uq´ϕpxqsWN
pψpx, uqqdx,

e, portanto, por (2.35)
|Jλpuq| ď cNpλ|u|q

´N ,
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o que prova (2.32).
Finalmente, fazendo N “ 0 e N “ n ` 1 em (2.32), temos

|Ipλq|
2

ď

ż

Rn

|Jλpuq|du ď

ż

|u|ď 1
λ

|Jλpuq|du `

ż

|u|ě 1
λ

|Jλpuq|du

ď c0

ż

|u|ď 1
λ

1du `
cn`1

λn`1

ż

|u|ě 1
λ

1

|u|n`1
du

ď
c1
0

λn
`

c1
N

λn`1

ż 8

1
λ

1

ρn`1
ρn´1

ď cλ´n.

Observação 85. i) A conclusão da proposição acima exige apenas que as funções
a e ψ sejam de classe Cn`1. Além disso, na estimativa |Ipλq| ď Aλ´n

2 , a cons-
tante A depende apenas das normas Cn`1 de a e de ψ, do limitante inferior de
| dett∇2ϕu| e do diâmetro do suporte de ψ.

ii) Existe uma versão da Proposição 84 em que assumimos que o posto da Hessiana
de ϕ é maior ou igual a m, com 0 ă m ď n no suporte de ψ. Nesse caso, a
conclusão é

Ipλq “ Opλ´m
2 q, quando λ Ñ 8.

Agora, utilizaremos a Proposição 84 para demonstrar o Lema de Littman, o qual
será fundamental nas estimativas para frequências grandes.

Lema 86 (Littman I). Consideremos a integral oscilatória abaixo, para τ ě τ0, em que
τ0 é um número positivo grande.

F´1
`

e´iτϕpξqψpξq
˘

pxq “
1

p2πqn

ż

Rn

eipx.ξ´τϕpξqqψpξqdξ.

A função amplitude ψ “ ψpξq pertence a C8
0 pRnq com suporte em tξ P Rn : |ξ| P r1

2
, 2su.

A função ϕ “ ϕpξq é C8 em uma vizinhança do suporte de ψ. Além disso, o posto da
Hessiana ∇2ϕpξq satisfaz a hipótese rank∇2ϕpξq “ n no suporte de ψ. Então

F´1
pe´iτϕpξqψpξqq “ Opτ´n

2 q, quando τ ÝÑ 8.

Demonstração. Para cada x P Rn fixado, considere

Ipτ, xq “ Ixpτq “

ż

Rn

e
iτ

´

1
τ
x¨ξ´ϕpξq

¯

ψpξqdξ “

ż

Rn

eiτΦxpξqψpξqdξ,

em que Φpx, ξq “ Φxpξq “ 1
τ
x ¨ ξ ´ ϕpξq.

Observe que ∇2Φxpξq “ ´∇2ϕpξq e, portanto, por hipótese,

det∇2Φxpξq ‰ 0.

Além disso, como, para 1 ď j ď n e u suficientemente pequeno,

B

Bξj
pΦxpξ ` uq ´ Φxpξqq “

Bϕ

Bξj
pξq ´

Bϕ

Bξj
pξ ` uq,
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podemos concluir que a norma Cn`1 de

a “
∇ξpΦxpξ ` uq ´ Φxpξqq

|∇ξpΦxpξ ` uq ´ Φxpξqq|2

não depende de x. Dessa forma, pela Proposição 84,

Ixpτq “ Opτ´n
2 q, para τ ÝÑ 8.

Portanto
ˇ

ˇ

ˇ

1

p2πqn

ż

Rn

eipx¨ξ´τϕpξqqψpξq

ˇ

ˇ

ˇ
ď Cτ´n

2 , para τ ě τ0,

em que τ0 é suficientemente grande.

Usando o segundo item da Observação 85, podemos obter uma segunda versão do
lema de Littman, que pode ser encontrada em [13], Lema 2.1:

Lema 87 (Littman II). Consideremos a integral oscilatória abaixo, para τ ě τ0, em
que τ0 é um número positivo grande.

F´1
`

e´iτϕpξqψpξq
˘

pxq “
1

p2πqn

ż

Rn

eipx.ξ´τϕpξqqψpξqdξ.

A função amplitude ψ “ ψpξq pertence a C8
0 pRnq com suporte em tξ P Rn : |ξ| P r1

2
, 2su.

A função ϕ “ ϕpξq é C8 em uma vizinhança do suporte de ψ. Além disso, o posto
da Hessiana ∇2ϕpξq satisfaz a hipótese rank∇2ϕpξq ě κ no suporte de ψ, em que
0 ă κ ď n. Então

F´1
pe´iτϕpξqψpξqq “ Opτ´κ

2 q, quando τ ÝÑ 8.
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Caṕıtulo 3

Problema de Cauchy para uma
equação de evolução e estimativas
Lp ´ Lq

Considere o problema de Cauchy abaixo
#

utt ` p´∆qσu “ 0, pt, xq P R` ˆ Rn ,

up0, xq “ 0 , utp0, xq “ u1pxq, x P Rn ,
(3.1)

e suponha que exista uma solução u com a regularidade necessária. Aplicando a trans-
formada de Fourier a utt ` p´∆qσu “ 0 e usando a Definição 49, temos

Fputt ` p´∆q
σuq “ 0.

Isso implica que
ûtt ` |ξ|

2σû “ 0.

Aplicando também a transformada às condições iniciais de (3.1), temos, para cada
ξ P Rn fixo, a seguinte equação diferencial ordinária na variável t

$

&

%

putt ` |ξ|2σpu “ 0
pup0, ξq “ 0
putp0, ξq “ pu1pξq.

(3.2)

A solução geral de (3.2) é dada por

vpt, ξq
.
“ pupt, ξq “ C1pξqei|ξ|σt

` C2pξqe´i|ξ|σt,

em que C1pξq e C2pξq são constantes que dependem de ξ.
Usando as condições iniciais, temos

vpt, ξq “
û1pξq

2i|ξ|σ
pei|ξ|σt

´ e´i|ξ|σt
q.

Portanto a solução u pode ser escrita como

upt, xq “ F´1

ˆ

û1pξq

2i|ξ|σ
pei|ξ|σt

´ e´i|ξ|σt
q

˙

pxq.

Ou ainda

upt, xq “ F´1

ˆ

sinpt|ξ|
σ
q
1

|ξ|σ
û1pξq

˙

pxq.
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Teorema 88. Seja ψ P Hs´σpRnq, com s ě σ e n ě 1. Então o problema de Cauchy

utt ` p´∆q
σu “ 0, up0, xq “ 0, utp0, xq “ ψpxq

possui uma única solução

u P Cpr0, T s, Hs
pRn

qq X C1
pr0, T s, Hs´σ

pRn
qq.

Demonstração. Como ψ P Hs´σ, segue que Fpψq P L2,s´σ, isto é, xξys´σFpψq P L2. Ob-
serve também que, se |ξ| ă ϵ e t P r0, T s, pelo limite fundamental, temos | sinp|ξ|σtq| ď

|ξ|σt ď |ξ|σT . Por outro lado, | sinp|ξ|σtq| ď 1, para |ξ| ě ϵ, t P r0, T s. Dessa forma

|vpt, ξq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinp|ξ|σtq

|ξ|σ
Fpψqpξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
Cpϵ, T q|Fpψqpξq|

xξyσ
.

Logo
xξy

s
|vpt, ξq| ď Cpϵ, T qxξy

s´σ
|Fpψqpξq|.

Isso implica que v P L8pp0, T q, L2,sq. Da mesma maneira, podemos obter

Btv P L8
pp0, T q, Ls´σ

q.

Resta mostrar que
v P Cpr0, T s, L2,s

q X C1
pr0, T s, L2,s´σ

q.

A propriedade v P Cpr0, T s, L2,sq é consequência do seguinte limite

lim
t1Ñt2

||vpt1, .q ´ vpt2, .q||L2,s “ 0,

que será demonstrado a seguir.
Temos

lim
t1Ñt2

ż

Rn

|vpt1, ξq ´ vpt2, ξq|
2
xξy

2sdξ “

lim
t1Ñt2

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cos

ˆ

|ξ|σpt1 ` t2q

2

˙

sin

ˆ

|ξ|σpt1 ´ t2q

2

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
1

|ξ|2σ
|Fpψqpξq|

2
xξy

2sdξ.

Seja K Ă Rn uma bola suficientemente grande ao redor da origem com raio R. Assim

ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cos

ˆ

|ξ|σpt1 ` t2q

2

˙

sin

ˆ

|ξ|σpt1 ´ t2q

2

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
|Fpψqpξq|2

|ξ|2σ
xξy

2sdξ

“

ż

K

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cos

ˆ

|ξ|σpt1 ` t2q

2

˙

sin

ˆ

|ξ|σpt1 ´ t2q

2

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
|Fpψqpξq|2

|ξ|2σ
xξy

2sdξ

`

ż

Rn´K

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cos

ˆ

|ξ|σpt1 ` t2q

2

˙

sin

ˆ

|ξ|σpt1 ´ t2q

2

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
|Fpψqpξq|2

|ξ|2σ
xξy

2sdξ

Observe que

ż

K

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cos

ˆ

|ξ|σpt1 ` t2q

2

˙

sin

ˆ

|ξ|σpt1 ´ t2q

2

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
|Fpψqpξq|2

|ξ|2σ
xξy

2sdξ
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ď

ż

K

pt1 ´ t2q
2

4
|Fpψqpξq|

2
xξy

2sdξ

ď

ż

K

pt1 ´ t2q2

4
||Fpψq||

2
L2,sdξ

ď CRpt1 ´ t2q
2
||Fpψq||

2
L2,s ,

para |t1 ´ t2| ă ϵpRq.
Além disso, temos

ż

Rn´K

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cos

ˆ

|ξ|σpt1 ` t2q

2

˙

sin

ˆ

|ξ|σpt1 ´ t2q

2

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
|Fpψqpξq|2

|ξ|2σ
xξy

2sdξ

ď

ż

Rn´K

|Fpψqpξq|2xξy2s

|ξ|2σ
dξ

ď

ż

Rn´K

||Fpψq||2L2,s

|ξ|2σ
dξ

ď rϵpRq,

em que limRÑ8 rϵpRq “ 0.
Logo

lim
t1Ñt2

||vpt1, .q ´ vpt2, .q||L2,s “ 0

Isso mostra que v P Cpr0, T s, L2,sq e, portanto, u P Cpr0, T s, Hsq. Usando a mesma
argumentação, temos que v P C1pr0, T s, L2,s´σq, o que implica que u P C1pr0, T s, Hs´σq.

O teorema anterior implica que o problema de Cauchy é HspRnq bem posto, para s ě σ.

Observação 89. (Homogeneidade) Observe, inicialmente, que se f e g são funções em
SpRnq tais que

gpxq “ fpt
1
σxq,

então, pelo item p7q da Proposição 42, tem-se

pgpξq “ t´
n
σ pf

´ ξ

t
1
σ

¯

Assim, para cada t ą 0 e cada σ ą 0, sejam

mt,σpξq “
sinpt|ξ|σq

|ξ|σ

e

mσpξq “ m1,σpξq “
sinp|ξ|σq

|ξ|σ
.

Se mσ P M q
p , para algum σ ą 0, então

}mt,σ}Mq
p

“ sup
0‰fPS

}F´1pmt,σpξq pfpξqqpxq}Lq

}f}Lp

“
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} 1
p2πqn

ş

eix¨ξ sinpt|ξ|σq

|ξ|σ
pfpξqdξ}Lq

}f}Lp

“

} 1
p2πqn

ş

eipt
´ 1

σ xq¨η sinp|η|σq

t´1|η|σ
pf
´

η

t
1
σ

¯

t´
n
σ dη}Lq

}f}Lp

“

t}F´1
´

sinp|η|σq

|η|σ
t´

n
σ pf

´

η

t
1
σ

¯¯

pt´
1
σxq}Lq

}f}Lp

“

t´
n
pσ ¨ t ¨ t

n
qσ }F´1

´

sinp|η|σq

|η|σ
t´

n
σ pf

´

η

t
1
σ

¯¯

pxq}Lq

pt
1
σ q

´n
p }f}Lp

“

t
1´n

σ

´

1
p

´ 1
q

¯

}F´1
´

sinp|η|σq

|η|σ
pgpηq

¯

}Lq

}g}Lp

“

t
1´n

σ

´

1
p

´ 1
q

¯

}mσ}Mq
p
,

em que gpxq “ fpt
1
σxq.

Tendo em vista a observação anterior, para obter estimativas Lp´Lq para a solução
do problema (3.1), podemos supor, por homogeneidade, que t “ 1. Seja χ P C8

o tal
que χpξq “ 1, para |ξ| ď 1

2
, χpξq “ 0 se |ξ| ě 1, e χpξq P r0, 1s. Assim, mostraremos

que, para frequências pequenas, χpξq sinp|ξ|σq

|ξ|σ
P M q

p , 1 ď p ď q ď 8, e, para frequências

grandes, p1´χpξqq sinp|ξ|σq

|ξ|σ
P M q

p , em que 1 ď p ď q ď 8 e

n

σ

ˆ

1

p
´

1

q

˙

` nmax

"ˆ

1

2
´

1

p

˙

,

ˆ

1

q
´

1

2

˙*

ă 1.

Isto é, provaremos o seguinte teorema:

Teorema 90. Seja σ ą 0 e σ ‰ 1. Se u1 P Lp, então a solução u para o problema de
Cauchy (3.1) satisfaz a seguinte estimativa

}upt, ¨q}Lq À t1´n
σ p 1

p
´ 1

q q }u1||LppRnq, @t ą 0, (3.3)

para todo 1 ď p ď q ď 8 satisfazendo

n

σ

ˆ

1

p
´

1

q

˙

` nmax

"ˆ

1

2
´

1

p

˙

,

ˆ

1

q
´

1

2

˙*

ă 1.

Para demonstrar esse teorema, analisaremos, separadamente, frequências pequenas
e grandes.
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3.1 Frequências pequenas

Nesta parte, provaremos dois resultados diferentes para as estimativas de frequências
baixas, sendo o segundo mais forte que o primeiro, de forma a seguir a ordem natural em
que foi constrúıdo este projeto. Num primeiro momento, utilizaremos fortemente um re-

sultado devido a Mikhlin e Hörmander para demonstrar que mσpξq
.
“

χp|ξ|q sinp|ξ|σq

|ξ|σ
P M q

p ,
para 1 ă p ď q ă 8. Em seguida, usando técnicas diferentes, provaremos um resultado

mais forte que garante que χp|ξ|q sinp|ξ|σq

|ξ|σ
P M q

p , para quaisquer p e q que satisfazem p ď q.

Proposição 91. Para 1 ď p ď 2 ď q ď 8, temos

χp|ξ|q sinp|ξ|σq

|ξ|σ
P M q

p

Demonstração. Seja r tal que

1

r
“

1

q1
´

1

p1
“

1

p
´

1

q
.

Observe que, para r ă 8, temos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

χp|ξ|q sinp|ξ|σq

|ξ|σ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

LrpRnq

“

ˆ
ż

Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

χp|ξ|q sinp|ξ|σq

|ξ|σ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r

dξ

˙
1
r

“

ˆ
ż

|ξ|ď1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

χp|ξ|q sinp|ξ|σq

|ξ|σ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r

dξ `

ż

|ξ|ě1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

χp|ξ|q sinp|ξ|σq

|ξ|σ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r

dξ

˙
1
r

“

ˆ
ż

|ξ|ď1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinp|ξ|σq

|ξ|σ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r

dξ

˙
1
r

À 1.

De fato, dado ϵ ą 0, existe δ ą 0 de forma que, se 0 ă |ξ| ă δ, então

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinp|ξ|σq

|ξ|σ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ϵ ` 1.

Logo,

ˆ
ż

|ξ|ď1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinp|ξ|σq

|ξ|σ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r

dξ

˙
1
r

“

ˆ
ż

|ξ|ăδ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinp|ξ|σq

|ξ|σ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r

dξ `

ż

δď|ξ|ă1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinp|ξ|σq

|ξ|σ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r

dξ

˙
1
r

ď

ż

|ξ|ăδ

pϵ ` 1q
rdξ `

ż

δď|ξ|ă1

1

|ξ|rσ

ď C.

Se r “ 8, como χp|ξ|q sinp|ξ|σq

|ξ|σ
é limitado, temos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinp|ξ|σq

|ξ|σ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L8pRnq

À 1.
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Agora, dada uma função ψ P S, pela desigualdade de Hausdorff-Young e de Hölder,
conclúımos que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F´1

ˆ

sinp|ξ|σq

|ξ|σ

˙

˚ ψ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Lq

À

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinp|ξ|σq

|ξ|σ
. pψpξq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Lq1

À

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinp|ξ|σq

|ξ|σ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Lr

|| pψ||Lp1

À ||ψ||Lp

Isso mostra que
χp|ξ|q sinp|ξ|σq

|ξ|σ
P M q

p ,

para 1 ď p ď 2 ď q ď 8.

A seguir, enunciamos o lema que será usado na próxima proposição.

Lema 92. (Mikhlin-Hörmander) Sejam 1 ă p ă 8 e

k “ max trnp1{p ´ 1{2qs ` 1, rn{2s ` 1u.

Suponha que m P CkpRnz t0uq e
ˇ

ˇ

ˇ
B
β
ξmpξq

ˇ

ˇ

ˇ
ď C |ξ|

´|β|, |β| ď k.

Então m P Mp.

Proposição 93. Para 1 ă q ă 8 temos

χp|ξ|q sinp|ξ|σq

|ξ|σ
P M q

q .

Demonstração. Sejam α um mult́ı-́ındice e ξ ‰ 0. Usando as regras da cadeia e de
Leibniz, é fácil ver que

B
n
j |ξ|

´σ
“

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

n
2

ř

k“0

Ckξ
2k
j |ξ|´σ´pn`2kq, se n é par

n´1
2

ř

k“0

ĂCkξ
2k`1
j |ξ|´σ´pn`1`2kq, se n é ímpar

(3.4)

Logo, para qualquer n P N, existe uma constante Cn tal que

|B
n
j |ξ|

´σ
| ď Cn|ξ|

´σ´n.

Agora usamos (3.4) repetidas vezes para obter uma constante Cα de forma que

|B
α
|ξ|

´σ
| ď Cα|ξ|

´σ´|α|.

Analogamente, mostra-se que, para 0 ă |ξ| ď R, existe uma constante Cα,R tal que

B
α sinp|ξ|

σ
q ď Cα,R|ξ|

σ´|α|. (3.5)
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Logo, para 0 ă |ξ| ď R, pela regra da cadeia, temos

B
α

ˆ

sinp|ξ|σ

|ξ|σ
q

˙

“ B
α
p|ξ|

´σ sinp|ξ|
σ
qq

“
ÿ

βďα

ˆ

α1

β1

˙

. . .

ˆ

αn
βn

˙

B
α´β

p|ξ|
´σ

qB
β
psinp|ξ|

σ
qq.

“
ÿ

β`γ“α

ˆ

β1 ` γ1
β1

˙

. . .

ˆ

βn ` γn
βn

˙

B
γ
p|ξ|

´σ
qB
β
psinp|ξ|

σ
qq.

Dessa forma,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B
α

ˆ

sinp|ξ|σq

|ξ|σ

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

β`γ“α

ˆ

β1 ` γ1
β1

˙

. . .

ˆ

βn ` γn
βn

˙

|B
γ
p|ξ|

´σ
q| |B

β
psinp|ξ|

σ
qq|

ď
ÿ

β`γ“α

ˆ

β1 ` γ1
β1

˙

. . .

ˆ

βn ` γn
βn

˙

CγCβ,R|ξ|
´σ´|γ|

|ξ|
σ´|β|

“
ÿ

β`γ“α

ˆ

β1 ` γ1
β1

˙

. . .

ˆ

βn ` γn
βn

˙

CγCβ,R|ξ|
´p|γ|`|β|q

“
ÿ

β`γ“α

ˆ

β1 ` γ1
β1

˙

. . .

ˆ

βn ` γn
βn

˙

CγCβ,R|ξ|
´|α|

ď rCα,R|ξ|
´|α|.

Portanto
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B
α

ˆ

χp|ξ|q sinp|ξ|σq

|ξ|σ

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď rCα,R|ξ|
´|α|,

para qualquer α multi-́ındice. Pelo lema de Mikhlin-Hörmander (lema 92), temos o
resultado desejado.

Assim, interpolando as proposições 91 e 93, conclúımos que χp|ξ|q sinp|ξ|σq

|ξ|σ
P M q

p , para
1 ă p ď q ă 8.
Como dito no ińıcio desta subseção, o resultado provado anteriormente não é o melhor
posśıvel, isto é, podemos utilizar outras técnicas para mostrar o resultado para 1 ď p ď

q ď 8. Isso será feito na sequência.
Observe que

sinpxq

x
“

ÿ

kě0

p´1qkx2k

p2k ` 1q!
, x P R ´ t0u,

com raio de convergência r “ 8. Então, redefinindo a função na origem, vemos que
sinpxq

x
é uma função anaĺıtica. Definindo x “ |ξ|σ, temos

sinp|ξ|σq

|ξ|σ
“

ÿ

kě0

p´1qk|ξ|2σk

p2k ` 1q!
“

ÿ

kě0

p´1qktξ21 ` ¨ ¨ ¨ ` ξ2nuσk

p2k ` 1q!
, ξ P Rn. (3.6)

Se σ P N, então (3.6) define uma função anaĺıtica de várias variáveis. Logo, χp|ξ|q sinp|ξ|σq

|ξ|σ
P

C8
0 pRnq Ď SpRnq, desde que σ P N. Portanto, pela desigualdade de Young, para q ě 1,

p ď q e σ P N, temos

}F´1
tmσpξqu ˚ ϕ}Lq ď }F´1

tmσpξqu}Lr}ϕ}Lp ,
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para qualquer ϕ P SpRnq.
Agora, se σ ą 0, usando derivação termo a termo, (3.4) e (3.6), chega-se a

|B
α
ξmσpξq| ď C|ξ|

2σ´|α|, ξ ‰ 0.

Além disso, é fácil ver que

eix¨ξ
“ ´

n
ÿ

j“1

ixj
|x|2

Bξje
ix¨ξ. (3.7)

Seja α um multi-́ındice. Integrando por partes |α| vezes e usando (3.7), podemos
escrever

F´1
tmσupxq “ p2πq

´n
´

n
ÿ

j“1

ixj
|x|2

¯|α|
ż

Rn

eix¨ξ
B
α
ξmσpξqdξ. (3.8)

Se 2σ ą 1, consideremos |α| “ n ` 1. Assim

|F´1
tmσupxq| ď C|x|

´n´1

ż

supppχq

|ξ|
2σ´n´1dξ ď C|x|

´n´1.

Agora, mostraremos que F´1tmσu P Lr, para r ě 1. De fato, como F´1tmσu é limitada,

F´1
tmσu P L8.

Para r P r1,8q, temos

ż

Rn

|F´1
tmσupxq|

rdx “

ż

|x|ď1

|F´1
tmσupxq|

rdx `

ż

|x|ą1

|F´1
tmσupxq|

rdx

ď C1 ` C2

ż

|x|ą1

|x|
´rpn`1qdx

ă 8,

pois rpn ` 1q ą n. Logo, F´1tmσu P Lr se, r P r1,8q.
Portanto, se 2σ ą 1, q ě 1 e p ď q, temos

}F´1
tmσpξqu ˚ ϕ}Lq ď }F´1

tmσpξqu}Lr }ϕ}Lp , @ϕ P SpRn
q.

Observe que, nas demonstrações acima, não contemplamos o caso 0 ă 2σ ď 1. Para
fazer isso, precisamos utilizar integração por partes uma vez a mais em

ż

Rn

eix¨ξ
B
α
ξmσpξqdξ

e, em seguida, estimar três integrais, das quais uma é integral de superf́ıcie.
Assim, sejam 0 ă 2σ ă 1 e |α| “ n. Para x P Rn ´ t0u, temos

ż

Rn

eix¨ξ
B
α
ξmσpξqdξ “

ż

|ξ|ď|x|´1

eix¨ξ
B
α
ξmσpξqdξ `

ż

|ξ|ą|x|´1

eix¨ξ
B
α
ξmσpξqdξ

“

ż

|ξ|ď|x|´1

eix¨ξ
B
α
ξmσpξqdξ ´

n
ÿ

j“1

ixj
|x|2

ż

|ξ|ą|x|´1

Bξje
ix¨ξ

B
α
ξmσpξqdξ
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Estimaremos, separadamente, as integrais acima.
Para estimar a primeira integral, basta utilizar coordenadas radiais. Com efeito,

ż

|ξ|ď|x|´1

|eix¨ξ
B
α
ξmσpξq|dξ ď C

ż

|ξ|ď|x|´1

|ξ|
2σ´ndξ

“ C1|x|
´2σ.

(3.9)

Agora, integrando por partes,

ż

|ξ|ą|x|´1

Bξje
ix¨ξ

B
α
ξmσpξqdξ “

´

ż

|ξ|ą|x|´1

eix¨ξ
BξjB

α
ξmσpξqdξ `

ż

|ξ|“|x|´1

eix¨ξ
B
α
ξmσpξqnipξqdνpξq

Portanto,
ż

|ξ|ą|x|´1

eix¨ξ
B
α
ξmσpξqdξ “

n
ÿ

j“1

ixj
|x|2

ż

|ξ|ą|x|´1

eix¨ξ
BξjB

α
ξmσpξqdξ ´

n
ÿ

j“1

ixj
|x|2

ż

|ξ|“|x|´1

eix¨ξ
B
α
ξmσpξqnipξqdνpξq

Logo,
ˇ

ˇ

ˇ

ż

|ξ|ą|x|´1

eix¨ξ
B
α
ξmσpξqdξ

ˇ

ˇ

ˇ
ď

|x|
´1

ż

|ξ|ą|x|´1

|BξjB
α
ξmσpξq|dξ ` |x|

´1

ż

|ξ|“|x|´1

|B
α
ξmσpξq|dνpξq ď

|x|
´1

ż

|ξ|ą|x|´1

|BξjB
α
ξmσpξq|dξ ` |x|

´1

ż

|ξ|“|x|´1

|ξ|
2σ´ndνpξq.

Note que
ż

|ξ|“|x|´1

|ξ|
2σ´ndνpξq

é uma integral de superf́ıcie. Calculemo-la.
Se n “ 1, temos

ż

|ξ|ą|x|´1

eix¨ξm1
σpξqdξ “ ´

1

x

ż 1

|x|´1

d

dξ
peix¨ξ

q
d

dξ
mσpξqdξ

“ ´
1

x

´

´

ż 1

|x|´1

eix¨ξ d
2

dξ2
mσpξq ` reix¨ξ 1

dξ
mσpξqs

ξ“1
ξ“|x|´1

¯

“
1

x
eix¨|x|´1 d

dξ
mσp|x|

´1
q `

1

x

ż 1

|x|´1

eix¨ξ d
2

dξ2
mσpξq.
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Logo,

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

|x|´1

eix¨ξ d

dξ
mσpξqdξ

ˇ

ˇ

ˇ
ď

1

|x|

ˇ

ˇ

ˇ

d

dξ
mσp|x|

´1
q

ˇ

ˇ

ˇ
`

1

|x|

ż 1

|x|´1

ˇ

ˇ

ˇ

d2

dξ2
mσpξq

ˇ

ˇ

ˇ
dξ

ď
C

|x|
p|x|

´1
q
2σ´1

`
C

|x|

ż 1

|x|´1

|ξ|
2σ´2dξ

“ C|x|
´2σ

`
C

|x|

ż 1

|x|´1

|ξ|
2σ´2dξ

ď

"

rC|x|´2σ, se 2σ ă 1
Cp|x|´2σ ` |x|´1 logp|x|qq, se 2σ “ 1.

Agora, se n ą 1, seja
M “ tξ P Rn : |ξ| “ |x|

´1
u.

Sejam M` e M´, respectivamente, os hemisférios superior e inferior de M . Assim, se
Σ` é uma parametrização de M` e fpξq “ |ξ|2σ´n, temos, usando o Exemplo 102,

ż

M`

|ξ|
2σ´ndνpξq “

ż

M`

fpξqdνpξq

“

ż

|y|ă|x|´1

fpΣ`
pyqq

|x|´1

a

|x|´2 ´ |y|2
dy

“

ż

|y|ă|x|´1

|x|
´2σ`n |x|´1

a

|x|´2 ´ |y|2
dy

“ |x|
´2σ`n´1

ż

|y|ă|x|´1

1
a

|x|´2 ´ |y|2
dy

“ C2|x|
´2σ`n´1

ż

ρă|x|´1

1
a

|x|´2 ´ ρ2
ρn´2dρ

ď C2|x|
´2σ`n´1

|x|
2´n

ż

ρă|x|´1

1
a

|x|´2 ´ ρ2
dρ

ď ĂC2|x|
´2σ`1

Além disso,
ż

M´

fpξqdνpξq “

ż

M`

fpξqdνpξq.

Isso implica que

|x|
´1

ż

|ξ|“|x|´1

|ξ|
2σ´ndνpξq À |x|

´2σ. (3.10)

Finalmente, usando de novo coordenadas radiais,

|x|
´1

ż

|ξ|ą|x|´1

|BξjB
α
ξmσpξq|dξ ď |x|

´1

ż

|x|´1ă|ξ|ă1

|ξ|
2σ´n´1dξ

“

"

C3|x|´2σ, se 2σ ă 1
C3|x|´1 logp|x|q, se 2σ “ 1.

ď

"

C3|x|´2σ, se 2σ ă 1
C3|x|´1`ϵ, se 2σ “ 1,

(3.11)
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em que 0 ă ϵ ă 1.
Dessa forma, por (3.8), (3.9), (3.10) e (3.11), temos

|F´1
tmσupxq| À

"

|x|´n´2σ, se 2σ ă 1
|x|´n´2σ ` |x|´n´1`ϵ, se 2σ “ 1,

em que 0 ă ϵ ă 1.
Isso mostra que F´1tmσu P Lr, para qualquer r ě 1. Logo, se σ ą 0, q ě 1 e p ď q,
temos

}F´1
tmσu ˚ ϕ}Lq ď }F´1

tmσu}Lr }ϕ}Lp , @ϕ P SpRn
q.

3.2 Frequências grandes

Utilizaremos o lema de Littman I (Lema 86) para obter estimativas L8 ´ L8 para
integrais oscilatórias. Para isso, escolhemos 0 ď ϕ P C8

0 pRq com suporte em tx : 1
2

ă

|x| ă 2u. Definimos ϕkpxq :“ ϕp2´kxq, para k inteiro, e assumimos que

8
ÿ

´8

ϕkpxq “ 1, x ‰ 0.

(Para a existência de uma função como essa, veja [8]).
Seja η

.
“ 2´kξ (e, portanto, dη “ 2´kndξ). Assim

›

›

›
F´1

´

ei|ξ|σ ϕkp|ξ|q

|ξ|σ

¯
›

›

›

L8
“ 2kpn´σq

›

›

›
F´1

´

ei2
σk|η|σ ϕp|η|q

|η|σ

¯
›

›

›

L8
.

Seja ρpηq “ |η|σ. Então κ
.
“ rankHρpηq “

#

n, σ ą 1

n ´ 1, σ “ 1
.

Logo, o lema de Littman implica que

2kpn´σq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F´1

ˆ

ei2
kσ |η|σ ϕp|η|q

|η|σ

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L8pRnq

À 2kpn´σq
p2kσq

´n
2 “ 2kpn´σ´nσ

2
q. (3.12)

para k inteiro.
Portanto

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F´1

ˆ

ei|ξ|σ ϕkp|ξ|q

|ξ|σ

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L8

ď C2kpn´σ´nσ
2

q.

Dessa forma, pela desigualdade de Young (Teorema 18), temos

ˇ

ˇ

ˇ

ˇF´1
pmpξqϕkp|ξ|qFpu1qq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

L8pRnq
“ }F´1

pmpξqϕkp|ξ|qq ˚ u1}L8pRnq

ď }F´1
pmpξqϕkp|ξ|qq}L8pRnq}u1}L1pRnq

ď C2kpn´σ´nσ
2

q
||u1||L1pRnq,

em que mpξq “ p1 ´ χp|ξ|qq e
i|ξ|σ

|ξ|σ
.

Defina
mkpξq

.
“ ϕkp|ξ|qmpξq.
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Pela definição de norma nos espaços M q
p ,

||mk||M8
1

ď C2kpn´σ´nσ
2 q. (3.13)

Agora, usando o fato de que M2 “ L8 e fazendo η “ 2´kξ, obtemos

||mk||M2
2

“ ||mk||L8

“ inftC : |ϕkp|ξ|q.mpξq| ď C q.t.p, ξ P Rn
u

“ inftC : |ϕp2´k
|ξ|q.mpξq| ď C q.t.p, ξ P Rn

u

“ inftC : |ϕp|η|q.mp2kηq| ď C q.t.p, η P Rn
u

“ 2´kσ inftC : |ϕp|η|q| ď C q.t.p, η P Rn
u

“ 2´kσ
||ϕ||L8

ď C2´kσ,

(3.14)

pois supppϕq Ď tξ P Rn : 1
2

ď |ξ| ď 2u.
Usando (3.13), (3.14) e o teorema da interpolação de Riesz-Thorin (L2 ´L2 e L1 ´L8),

||mk||Mq0
p0

ď C2
kp´σ`

´

1
p0

´ 1
2

¯

pnp2´σqqq
, (3.15)

para 1
p0

` 1
q0

“ 1.

Por dualidade, é suficiente provar o teorema (90) para 1
p

` 1
q

ě 1.

Note que, fazendo a mudança η “ 2´kξ, temos

}mk}
2
L2 “

ż

Rn

|ϕkp|ξ|qmpξq|
2dξ

“

ż

Rn

|ϕp2´k
|ξ|qmpξq|

2dξ

“ 2nk
ż

Rn

|ϕp|η|qmp2kηq|
2dη

“ 2nk
ż

1
2

ă|η|ă1

ˇ

ˇ

ˇ
ϕp|η|q

1 ´ χp2k|η|q

2kσ|η|σ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dη

“ 2nk ¨ 2´2kσ

ż

1
2

ă|η|ă1

ˇ

ˇ

ˇ
ϕp|η|q

1 ´ χp2k|η|q

|η|σ

ˇ

ˇ

ˇ

2

dη

À 2nk ¨ 2´2kσ.

Logo,

}mk}L2 À 2
nk
2 ¨ 2´kσ.

Além disso, se F puq “ eiu

u
, é fácil mostrar que |DMF puq| ď CMu

´1. Portanto, como
mpξq “ p1 ´ χp|ξ|qqF p|ξ|σq, pela regra da cadeia, temos

|DNmpξq| ď C 1
N |ξ|

Npσ´1q´1,

o que implica que

||DNmk||
2
L2 ď C 1

N

ż

2k´1ď|ξ|ď2k`1

|ξ|
2Npσ´1q´2σ dξ ď C2

N2
2kpNpσ´1q´σ´n

2
q.
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Aplicando a desigualdade de Bernstein para N ą n
2
, temos

||mk||M1 ď ||mk||
p1´ n

2N
q

L2 ||DNmk||
n
2N

L2 ď C2kσpn
2

´1q. (3.16)

Usando (3.15), (3.16) e novamente o teorema de interpolação de Riesz-Thorin (Lp0 ´Lq0

e L1 ´ L1), conclúımos que

||mk||Mq
p

ď C2
kp´σ`

´

1
p0

´ 1
2

¯

pnp2´σqqqp1´θq
2kσpn

2
´1qθ

“ C2knp 1
p

`σ´1
q

´σp 1
2

` 1
nqq,

em que 0 ă θ ă 1, 1
p

“ 1´θ
p0

` θ e 1
q

“ 1´θ
q0

` θ.

Portanto, para frequências grandes e k0 fixado, usando a decomposição diádica ϕkp|ξ|q “

ϕp2´k|ξ|q, k ě 1, com supppϕkq Ď tξ P : 2k´1 ď |ξ| ď 2k`1u, temos

||m||Mq
p

ď C
ÿ

kěk0

||mk||Mq
p
,

que é convergente, pois

n

σ

ˆ

1

p
´

1

q

˙

` n

ˆ

1

q
´

1

2

˙

ă 1 ô

1

p
´

1

q
` σ

ˆ

1

q
´

1

2

˙

ă
σ

n
ô

1

p
`
σ ´ 1

q
´
σ

2
ă
σ

n
ô

1

p
`
σ ´ 1

q
´ σ

ˆ

1

2
`

1

n

˙

ă 0.

Dessa forma, está demonstrado o Teorema (90)
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Caṕıtulo 4

Equação da onda

Agora, considere o problema de Cauchy abaixo

#

utt ´ ∆u “ 0, pt, xq P R` ˆ Rn ,

up0, xq “ 0 , utp0, xq “ gpxq, x P Rn .

Sejam mpξq “ p1 ´ χp|ξ|qq ¨ e
i|ξ|

|ξ|
e mkpξq “ ϕkp|ξ|q ¨ mpξq. Em [12], o autor demonstra

que

(i) m P M q
p se, e somente se, 1 ă p ď q ă 8 e

n
´1

p
´

1

q

¯

` pn ´ 1qmax
!´1

2
´

1

p

¯

,
´1

q
´

1

2

¯)

ď 1;

(ii) m P M8
p , 1 ă p ă 8, se, e somente se, 2 ă p3 ´ nqp;

(iii) m P M q
1 , 1 ă q ă 8, se, e somente se, pn ´ 1qq ă 2;

(iv) m P M1
1 “ M8

8 se, e somente se, n “ 1 ou n “ 2.

A seguir, faremos uma demonstração alternativa para uma versão fraca desse resultado.
Podeŕıamos tentar reproduzir a demonstração da seção anterior no caso σ “ 1 do pro-
blema (3.1). Para frequências pequenas, não haveria problema algum. Isto é, podemos

mostrar, de forma análoga ao que foi feito na seção anterior, que χp|ξ|q sinp|ξ|q

|ξ|
P M q

p , para
1 ď p ď q ď 8. No entanto, para frequências grandes, não obteŕıamos estimativas
ótimas. Vejamos.
Pelo lema de Littman II (87), temos

}mk}M8
1

À 2
kpn´1q

2 .

Além disso, como M2 “ L8,

}mk}M2 À 2´k.

Interpolando, chegamos a

}mk}Mq0
p0

À 2
k

´

n`1
p0

´n`3
2

¯

,
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para 1
p0

` 1
q0

“ 1.
Pela desigualdade de Bernstein, para N ą n

2
,

}mk}M1 À 2
k

´

n
2

´1

¯

.

Entretanto, as estimativas em [14] e [17] implicam que deveŕıamos obter

}mk}M1 À 2
k

´

n´1
2

´1

¯

.

Provaremos agora o principal resultado desta seção. Antes de provarmos o teorema,
precisamos do seguinte lema.

Lema 94. Se 0 ă δ ă 1, seja

pbpξq “ p1 ´ χp|ξ|qq|ξ|
´

´

n´1
2

`δ

¯

ei|ξ|.

Então, temos:
b P L8

locp|x| ‰ 1q, (4.1)

bpxq “ b1pxq ` Cpsgnp1 ´ |x|qq|1 ´ |x||
δ´´1

p1 ` op1qq, |x| Ñ 1, (4.2)

em que b1 P L8, e
bpxq “ Op|x|

´N
q, |x| Ñ 8, (4.3)

para qualquer N .

A demostração do resultado anterior pode ser encontrada na página 346 de [16].

Teorema 95. Seja u1 P LppRnq. Se 1 ď p ď q ď 8 e

n

ˆ

1

p
´

1

q

˙

` pn ´ 1qmax

"ˆ

1

2
´

1

p

˙

,

ˆ

1

q
´

1

2

˙*

ă 1 (4.4)

então o problema de Cauchy
$

&

%

utt ´ ∆u “ 0, x P Rn t ą 0
up0, xq “ 0
utp0, xq “ u1pxq.

(4.5)

satisfaz as seguintes estimativas Lp ´ Lq

||upt, ¨q||LqpRnq À t1´np 1
p

´ 1
q q||u1||LppRnq,

uniformemente para t ą 0.

Observação 96. Para n “ 1, usando a fórmula de D’Alembert

upt, xq “
1

2

ż x`t

x´t

u1psqds,

conclui-se que

}upt, ¨q}L8 ď
1

2
}u1}L1 .

Antes de demonstrarmos esse resultado, observemos as imagens abaixo, que repre-
sentam as regiões do plano 1

p
ˆ 1

q
em que valem as estimativas obtidas em [12] e as do

Teorema 95.
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1

1

0

Figura 4.1: Estimativas Lp ´ Lq em [12] e no Teorema 95, para n “ 1.

1

1

0

Figura 4.2: Estimativas em [12], n “ 2.

1

1

0

Figura 4.3: Teorema 95, para n “ 2.

1

1

0

Figura 4.4: Estimativas em [12], n “ 3

1

1

0

Figura 4.5: Teorema 95, para n “ 3

Demonstração. (Teorema 95) Faremos a demonstração para 1
p

` 1
q

ě 1. Por dualidade,

conclui-se o resultado também para 1
p

` 1
q

ă 1. Pelo lema de Littman, temos

||mk||M8
1

À 2k
n´1
2 .

Além disso, como M2 “ L8,
||mk||M2 À 2´k.

Logo, pelo Teorema de Interpolação de Riesz-Thorin,

||m||Mq0
p0

À 2
k

´

n`1
p0

´n`3
2

¯

,
(4.6)
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em que 1
p0

“ 1´θ
2

` θ, 1
q0

“ 1´θ
2

e 0 ă θ ă 1.
Agora, note que, para 0 ă δ ă 1,

mkpξq “ ϕp2´k
|ξ|qp1 ´ χp|ξ|qq|ξ|

´1ei|ξ|

“ tϕp2´k
|ξ|q|2´kξ|

n´1
2

`δ´1
u tp1 ´ χp|ξ|qq|ξ|

´

´

n´1
2

`δ

¯

ei|ξ|
u2
k

´

n´1
2

`δ´1

¯

Mostraremos, inicialmente, que

ϕp2´k
|ξ|q|2´kξ|

n´1
2

`δ´1
P M1.

Como Mp é invariante por homotetia para qualquer p ě 1, basta mostrar que

papξq
.
“ ϕp|ξ|q|ξ|

n´1
2

`δ´1
P M1.

Pela desigualdade de Bernstein, se N ą n
2
, existe uma constante C tal que

}pa}M1 ď C}pa}
1´ n

2N

L2 }DN
pa}

n
2N

L2 .

Como supppϕq Ď tξ P Rn : 1
2

ă |ξ| ă 2u, é claro que, para N ą n
2
, pa,DN

pa P L2.
Agora, resta mostrar que

pbpξq
.
“ p1 ´ χp|ξ|qq|ξ|

´

´

n´1
2

`δ

¯

ei|ξ|
P M1.

Pelo Lema 94, como 0 ă δ ă 1, temos os seguintes casos:

(i) Se 1 ´ δ1 ă |x| ă 1 ` δ1, para algum δ1 ą 0,

bpxq “ b1pxq ` Csgnp1 ´ |x|q|1 ´ |x||
δ´1

p1 ` op1qq,

em que b1 P L8.
Dessa forma

ż

1´δ1ă|x|ă1`δ1

|bpxq|dx ď

ż

1´δ1ă|x|ă1`δ1

|b1pxq|dx ` rC

ż

1´δ1ă|x|ă1`δ1

1

|1 ´ |x||1´δ
dx

ď C1 ` rC

ż

1´δ1ără1`δ1

1

|1 ´ r|1´δ
rn´1dr

ď C1 ` rC

ż

1´δ1ără1`δ1

1

|1 ´ r|1´δ
dr ă 8,

pois 0 ă 1 ´ δ ă 1. Com isso, para 1 ´ δ1 ă |x| ă 1 ` δ1, conclúımos que b P L1.

(ii) Se |x| ą M , para algum M ą 0,

bpxq “ Op|x|
´N

q,

para N ą n. Assim,
ż

Mă|x|ă8

|bpxq|dx “

ż

Mă|x|ă8

Op|x|
´N

qdx ă 8 ô N ą n.

Isso mostra que, para |x| ą M , b P L1.

82



(iii) Finalmente, se 1 ` δ1 ď |x| ď M ,
bχK P L8, pois b P L8

loc, para qualquer compacto K Ď Rn, em que χKpxq “
#

1 se x P K

0 se x R K.

Logo,
ż

1`δ1ď|x|ďM

|bpxq|dx ă 8,

o que mostra que b P L1, se 1 ` δ1 ď |x| ď M .

Portanto b P L1, se δ ă 1. Isso implica, pela definição dos espaços M q
p , que

pb P M1, se
δ ă 1. Dessa forma

}mk}M1 ď C2
k

´

n´1
2

`δ´1

¯

. (4.7)

Interpolando (4.6) e (4.7), chega-se a

}mk}Mq
p

À 2
k

´

n´1
2

`δ´1

¯

p1´θq

2
k

´

n`1
p0

´n`3
2

¯

θ
, (4.8)

para 1
p

“ 1 ´ θ ` θ
p0

e 1
q

“ 1 ´ θ ` θ
q0
.

Observe que 1
p

` 1
q

“ 2 ´ 2θ `

´

1
p0

` 1
q0

¯

“ 2 ´ θ. Portanto θ “ 2 ´ 1
p

´ 1
q
. Além disso,

θ
p0

“ 1 ´ 1
q
. Assim,

´n ´ 1

2
` δ ´ 1

¯´1

p
`

1

q
´ 1

¯

` pn ` 1q
θ

p0
´

pn ` 3q

2

´

2 ´
1

p
´

1

q

¯

“

´n ´ 1

2
` δ ´ 1

¯´1

p
`

1

q
´ 1

¯

` pn ` 1q

´

1 ´
1

q

¯

´
pn ` 3q

2

´

2 ´
1

p
´

1

q

¯

“

δ
´1

p
`

1

q
´ 1

¯

`
n

p
´
n

2
´

1

2
´

1

q
“

δ
´1

p
`

1

q
´ 1

¯

`
n

p
´

1

q
´

pn ` 1q

2
.

Portanto

}mk}Mq
p

À 2
k

”

δ

´

1
p

` 1
q

´1

¯

`n
p

´ 1
q

´
pn`1q

2

ı

.

Como

}m}Mq
p

ď

8
ÿ

k“k0

}mk} ă 8,

desde que δ
´

1
p

` 1
q

´ 1
¯

` n
p

´ 1
q

´
pn`1q

2
ă 0, para δ suficientemente pequeno, temos o

resultado desejado.
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Apêndice A

Integral de Superf́ıcie

Definição 97. Um subconjuntoM Ă Rn é uma hipersuperf́ıcie de classe Ck e dimensão
n´ 1 se, para todo x0 P M , existem ϵ ą 0, um aberto D Ă Rn contendo a origem e um
difeomorfismo de classe Ck ψ : D ÝÑ Bpx0, ϵq tais que ψpDXtxn “ 0uq “ Bpx0, ϵqXM .

Exemplo 98. Sejam V Ă Rn´1 aberto contendo a origem e g : V ÝÑ R de classe
Ck. Então M “ tpy, gpyqq : y P V u é uma hipersuperf́ıcie de classe Ck. De fato, dado
py0, gpy0qq P M , defina ψ : V ´ ty0u ˆ R ÝÑ V ˆ R por

ψpy, zq
.
“ py ` y0, gpy ` y0q ´ zq.

Então ψ é um difeomorfismo e

ψppV ´ ty0uq ˆ t0uq “ tpy ` y0, gpy ` y0qq : y P V ´ ty0uu “ M

Proposição 99. (Superf́ıcies parametrizadas) Sejam k ě 1 e D Ă Rn aberto contendo
a origem. Se Σ P CkpD,Rnq satisfaz

1. Σ : D ÝÑ M “ ΣpDq é um homeomorfismo;

2. Σ1pyq : Rn´1 ÝÑ Rn é injetor para todo y P D;

entãoM é uma hipersuperf́ıcie de classe Ck em Rn. Além disso, se f P CpW Ă Rd,Rnq,
0 P W , então f P CkpW,Rnq se, e somente se, Σ´1 ˝ f P CkpW,Dq.
Chamaremos M de superf́ıcie parametrizada de classe Ck e Σ : D ÝÑ M de uma
parametrização de M .

Demonstração. Veja o caṕıtulo 26 de [3].

Definição 100. Sejam Σ : D Ă Rn´1 ÝÑ M Ă Rn uma hipersuperf́ıcie de Rn e
f P C0pM,Rq. Então a integral de superf́ıcie de f sobre M ,

ş

M
fdσ, é definida por

ż

M

fdσ “

ż

D

f ˝ Σpyq

ˇ

ˇ

ˇ
det

”

BΣ

By1
pyq, . . . ,

BΣ

Byn´1

pyq, npyq

ı
ˇ

ˇ

ˇ
dy

“

ż

D

f ˝ Σpyq

ˇ

ˇ

ˇ
det

”

Σ1
pyq ¨ e1, . . . ,Σ

1
pyq ¨ en, npyq

ı
ˇ

ˇ

ˇ
dy,

em que npyq P Rn é um vetor unitário normal a ImpΣ1pyqq, para todo y P D.
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Exemplo 101. Sejam V Ă Rn´1 aberto contendo a origem e g : V ÝÑ R uma função
de classe Ck. Seja M “ tpy, gpyqq ; y P V u. Calculemos dσ da parametrização Σ :
V ÝÑ M , definida por Σpyq “ py, gpyqq.
É posśıvel verificar que

npyq “
p∇gpyq,´1q

a

1 ` |∇gpyq|2

é normal e M em Σpyq, isto é, npyq ¨ BkΣpyq “ 0, para qualquer k “ 1, . . . , n ´ 1.
Portanto,

dσ “ | detrB1Σ, . . . , BnΣ, ns|dy

“
1

a

1 ` |∇gpyq|2

ˇ

ˇ

ˇ
det

„

In´1 p∇gqT

∇g ´1

ȷ

ˇ

ˇ

ˇ
dy

“
1

a

1 ` |∇gpyq|2

ˇ

ˇ

ˇ
det

„

In´1 0
∇g ´1 ´ |∇g|2

ȷ

ˇ

ˇ

ˇ
dy

“
1

a

1 ` |∇gpyq|2
p1 ` |∇gpyq|

2
qdy

“
a

1 ` |∇gpyq|2.

Logo
ż

M

fdσ “

ż

V

fpΣpyqq
a

1 ` |∇gpyq|2dy

Exemplo 102. No exemplo anterior, se definirmos V “ Bp0, rq Ă Rn´1, gpyq “
a

r2 ´ |y|2 e M “ Sn´1
r`

, ou seja, M é o hemisfério superior da esfera centrada na
origem de raio r de Rn, Sn´1

r , teremos

∇gpyq “
´y

gpyq

e

dσ “

d

1 `
|y|2

g2pyq
dy “

r

gpyq
dy.

Portanto,
ż

Sn´1
r`

fdσ “

ż

|y|ăr

fpy,
a

r2 ´ |y|2q
r

a

r2 ´ |y|2
dy.

Analogamente,
ż

Sn´1
r´

fdσ “

ż

|y|ăr

fpy,´
a

r2 ´ |y|2q
r

a

r2 ´ |y|2
dy

Teorema 103. (Coordenadas radiais em Rn) Se f é uma função mensurável definida
em Rn, não-negativa ou integrável, então

ż

Rn

fpxqdx “

ż 8

0

ż

Sn´1
r

fpxqdσ
´x

r

¯

dr,

em que Sn´1
r é a esfera centrada na origem de raio r, e dσ é a medida de superf́ıcie.
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Corolário 104. Se f é uma função mensurável definida em Rn, não- negativa ou
integrável, tal que fpxq “ gp|x|q, para alguma função g definida em p0,8q, então

ż

Rn

fpxqdx “ σpSn´1
q

ż 8

0

rn´1gprqdr,

em que σpSn´1q é a área da esfera unitária Sn´1 Ă Rn.

Proposição 105. (Integração por partes) Sejam Ω Ă Rn uma variedade diferenciável
com fronteira C2, n : BΩ ÝÑ Rn o vetor normal a Ω e f, g P C1pΩ,Rq de forma que

ż

Ω

t|f | |g| ` |Bif | |g| ` |f | |Big|udm `

ż

BΩ

|fgni|dσ ă 8,

então
ż

Ω

fpxqBigpxqdm “ ´

ż

Ω

Bifpxqgpxqdm `

ż

BΩ

fpxqgpxqnipxqdσpxq.
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