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RESUMO

PENTEADO, M. S. Explosão canard e oscilação de relaxamento em sistemas
rápido-lento suaves por partes. 2023. 97 p. Dissertação (Mestrado em Ciências –
Matemática) – Faculdade de Filosofia Ciências e Letras de Ribeirão Preto, Universidade
de São Paulo, Ribeirão Preto, 2023.

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo geométrico dos fenômenos da explosão
canard e oscilação de relaxamento no contexto de sistemas dinâmicos rápido-lento suaves
por partes. Inicialmente, são introduzidas algumas noções sobre sistemas com duas escalas
de tempo e, também, sobre sistemas suaves por partes, além de uma breve apresentação
da Teoria Geométrica das Perturbações Singulares, com base nos Teoremas de Fenichel
aplicados à sistemas rápido-lento. Posteriormente, é realizada uma discussão do fenômeno
de oscilação de relaxamento para sistemas suaves e, na sequência, para o caso suave por
partes. Por fim, é apresentado o fenômeno da explosão canard para sistemas suaves e para
sistemas de Liénard contínuos suaves por partes.

Palavras-chave: Explosão canard, Oscilação de relaxamento, Sistemas de Filippov,
Sistemas rápido-lento, Teoria de Fenichel.





ABSTRACT

PENTEADO, M. S. Canard explosion and relaxation oscillation in piecewise smo-
oth fast-slow systems. 2023. 97 p. Dissertação (Mestrado em Ciências – Matemática) –
Faculdade de Filosofia Ciências e Letras de Ribeirão Preto, Universidade de São Paulo,
Ribeirão Preto, 2023.

The aim of this work is to present a geometric study of the relaxation oscillation and canard
explosion phenomena in the context of piecewise smooth fast-slow dynamical systems.
Initially, some notions about systems with two time scales and about piecewise smooth
systems are introduced, besides a brief presentation of the Geometric Singular Perturbation
Theory, based on Fenichel’s Theorems applied to fast-slow systems. Subsequently, a
discussion of the relaxation oscillation phenomenon for smooth systems is carried out
and, next, for the piecewise smooth case. Finally, the canard explosion phenomenon is
presented for smooth systems and for piecewise smooth continuous Liénard systems.

Keywords: Canard explosion, Fast-slow systems, Fenichel theory, Filippov systems,
Relaxation oscillations.
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INTRODUÇÃO

No final do século XVII, Isaac Newton e Gottfried Leibniz desenvolveram métodos
do Cálculo Diferencial e Integral, possibilitando assim o início do estudo das Equações
Diferenciais Ordinárias (EDOs). Essa área do conhecimento desempenha um importante
papel na pesquisa científica, pois muitos fenômenos naturais como, por exemplo, a evolução
de populações, variações climáticas, reações químicas, entre outros, podem ser estudados
por meio de modelos matemáticos que envolvem EDOs. Sendo assim, uma compreensão
das propriedades locais, globais e assintóticas das soluções dessas equações auxilia num
melhor entendimento de tais fenômenos naturais.

Ao se estudar algum fenômeno que é modelado por uma EDO, pode-se estar
interessado em encontrar soluções que satisfaçam a equação ou determinadas condições
iniciais, ou o interesse pode residir em entender o comportamento dessas soluções, isto
é, quais condições e parâmetros influenciarão o comportamento das soluções da EDO.
Embora seja possível resolver muitas EDOs e obter explicitamente suas soluções, é muito
maior a quantidade de equações que não podem ser resolvidas dessa maneira, ou sequer
serem resolvidas. Após perceber essa dificuldade e juntamente com a publicação do artigo
“Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle” (POINCARE, 1882),
em 1881, o matemático francês Henry Poincaré unificou a teoria das EDOs e contribuiu
grandemente com uma nova forma de pensamento da área, que posteriormente passou
a ser conhecida como Teoria Qualitativa das Equações Diferenciais Ordinárias. A ideia
central dessa teoria é tentar entender o comportamento das soluções de uma EDO sem
necessariamente conhecê-las de forma explícita.

Com relação ao estudo de sistemas dinâmicos suaves, tal teoria encontra-se já
bem desenvolvida. Todavia, muitos dos fenômenos naturais são modelados por funções
que apresentam uma perda de suavidade. Sistemas nessa forma são conhecidos como
sistemas suaves por partes. Graças à contribuição do matemático A. F. Filippov, que
estabeleceu métodos de resolução para esses sistemas diferenciais em (FILIPPOV, 1988),
posteriormente adotados como um dos possíveis padrões de estudos para sistemas suaves
por partes, a convenção apresentada por ele é comumente tomada como base e tais sistemas
também são ditos sistemas de Filippov.

Outra característica que alguns fenômenos naturais apresentam é a possibilidade de
evoluírem em diferentes escalas de tempo. Exemplos de sistemas dinâmicos com múltiplas
escalas de tempo surgem, por exemplo, na teoria de controle (ESTEBAN; GORDILLO;
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ARACIL, 2013), em modelos de cadeia alimentar com duas ou mais espécies (HEK, 2010),
em sistemas epidemiológicos (LI et al., 2014), em estudos climáticos (ROBERTS; SAHA,
2017), dentre outros.

Vale destacar que sistemas multi-escalas aparecem naturalmente na teoria de siste-
mas dinâmicos suaves por partes, como mostrado em (LLIBRE; TEIXEIRA; SILVA, 2008).
Mais precisamente, depois de aplicar o método de regularização de sistemas descontínuos
desenvolvido por Sotomayor e Teixeira em (SOTOMAYOR; TEIXEIRA, 1998), seguido
por um “blow-up” global, um sistema com duas escalas de tempo é obtido. Além disso,
mostra-se que a dinâmica do campo vetorial deslizante (para uma definição, veja a Seção
1.2) associado ao sistema suave por partes é equivalente à dinâmica do problema reduzido
(para uma definição, veja a Seção 1.1) associado ao sistema multi-escala.

O objetivo deste trabalho é apresentar noções iniciais sobre sistemas dinâmicos
com duas escalas de tempo (rápida e lenta), além de uma análise geométrica sobre dois
fenômenos bem conhecidos na teoria de sistemas rápido-lento, o fenômeno de oscilação de
relaxamento e o fenômeno da explosão canard. O primeiro fenômeno é caracterizado por
um tipo especial de movimento periódico (ciclo limite) consistindo de longos períodos de
movimento quase estático intercalados por curtos períodos de uma rápida transição. Já a
explosão canard é um fenômeno caracterizado pelo nascimento de ciclos limites, por meio
de uma bifurcação de Hopf, que sofrem um crescimento muito rápido em sua amplitude.
Essa transição de ciclos pequenos para ciclos de maior amplitude ocorre em um intervalo
exponencialmente pequeno do parâmetro de bifurcação, por isso o fenômeno recebe o nome
de explosão.

No contexto de sistemas rápido-lento suaves, o estudo sobre oscilações de relaxa-
mento, que começou com van der Pol em 1926 no artigo (POL, 1926), tem uma história
mais longa do que o estudo sobre explosão canard, o qual foi descoberto e analisado em
1981 por um grupo de matemáticos franceses no artigo (BENOIT et al., 1981).

Mais recentemente, esses dois fenômenos começaram a ser analisados também no
contexto de sistemas dinâmicos rápido-lento suaves por partes, tanto contínuos quanto
descontínuos, e alguns progressos foram feitos desde então. Por exemplo, em (ROBERTS;
GLENDINNING, 2014) os autores analisam esses fenômenos no contexto de sistemas de
van der Pol (contínuos) suaves por partes. Já em (ROBERTS, 2016), os resultados obtidos
em (ROBERTS; GLENDINNING, 2014) são generalizados ao considerar o contexto de
sistemas de Liénard (contínuos) suaves por partes. Ainda, um cenário um pouco mais
simples onde esses dois fenômenos foram (e continuam sendo) analisados, é no contexto de
sistemas rápido-lento lineares por partes, sendo (DESROCHES et al., 2013), (DESROCHES
et al., 2016) e (ROTSTEIN; COOMBES; GHEORGHE, 2012) as principais referências.

O artigo (CARDIN, 2022) apresenta uma análise geométrica do fenômeno de
oscilação de relaxamento, exibindo condições que garantem sua existência e, também, um
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estudo da regularização de oscilações de relaxamento de costura. Diferente das referências
(ROBERTS; GLENDINNING, 2014), (ROBERTS, 2016) e (HOGAN, 2003), nos quais
a estrutura suave por partes do sistema ocorre apenas na componente rápida do campo
de vetores rápido-lento, em (CARDIN, 2022) os sistemas rápido-lento suave por partes
considerados são gerais.

Como veremos, a análise feita nos artigos (ROBERTS; GLENDINNING, 2014),
(ROBERTS, 2016) e (CARDIN, 2022) utiliza ferramentas da assim chamada Teoria
Geométrica das Perturbações Singulares.

O presente trabalho está distribuído da seguinte forma.

No Capítulo 1, primeiramente, apresentamos noções básicas a respeito de sistemas
rápido-lento, como as definições dos fluxos rápido e lento e de uma variedade crítica,
e introduzimos os conceitos iniciais da teoria de sistemas suaves por partes, tais como
as definições de pontos regulares, singulares e de tangência, trajetória local e órbitas
periódicas, com base na convenção de Filippov (FILIPPOV, 1988).

Na sequência, no Capítulo 2, abordamos alguns elementos da Teoria Geométrica
das Perturbações Singulares (TGPS) como, por exemplo, a noção de normal hiperbolicidade
e os Teoremas de Fenichel sobre a persistência de variedades compactas normalmente
hiperbólicas. Além disso, discutimos o comportamento do fluxo lento, definimos pontos
singulares e regulares, no contexto de sistemas rápido-lento, e órbitas singulares.

Já no Capítulo 3, fazemos uma breve apresentação da famosa equação de van der
Pol, a fim de ilustrar o fenômeno de oscilação de relaxamento, introduzido neste mesmo
capítulo. Considerando sistemas planares, apresentamos um resultado que fornece condições
para a existência de uma oscilação de relaxamento em sistemas suaves e finalizamos o
capítulo com uma versão análoga desse resultado para sistemas suaves por partes, tendo por
base o artigo (CARDIN, 2022), além de exemplos que ilustram a existência das oscilações
de relaxamento de costura nesse tipo de sistema.

No Capítulo 4, apresentamos o fenômeno da explosão canard. Inicialmente, discuti-
mos o comportamento de um sistema rápido-lento próximo à uma singularidade dobrada,
além de dois resultados importantes para a análise do fenômeno, os quais fornecem condi-
ções para ocorrência de um canard maximal e de uma bifurcação de Hopf. Na sequência,
enunciamos o resultado que garante o fenômeno da explosão canard em sistemas suaves.
Na parte final do capítulo, embasados nos artigos (ROBERTS; GLENDINNING, 2014) e
(ROBERTS, 2016), estendemos a discussão desse fenômeno para o caso de sistemas de
Liénard (contínuos) suaves por partes, fornecendo condições que garantem a ocorrência do
fenômeno em um assim chamado “corner” sobre a variedade de não-suavidade do sistema.

Por último, no Capítulo 5, a fim de ilustrar áreas do conhecimento em que os
conceitos e resultados discutidos nos capítulos anteriores possam ser úteis, apresentamos
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dois exemplos. O primeiro, presente em (CARDIN, 2022), mostra a existência de uma
oscilação de relaxamento de costura para um sistema rápido-lento suave por partes obtido
por meio de um oscilador suave-descontínuo, muito utilizado na engenharia. Já o segundo
exemplo, apresentado em (ROBERTS; GLENDINNING, 2014), aborda um modelo de
circulação “thermohaline” de Stommel, presente em alguns estudos climáticos.
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CAPÍTULO

1
PRELIMINARES

O objetivo principal deste capítulo é apresentar noções elementares sobre sistemas
rápido-lento e sistemas dinâmicos suaves por partes. A primeira seção introduz os sistemas
rápido-lento e foi baseada no Capítulo 1 de (KUEHN, 2015). Já a segunda seção, aborda
algumas noções envolvendo sistemas suaves por partes, tomando por base a convenção de
Filippov (FILIPPOV, 1988).

1.1 Sistemas rápido-lento

Nesta seção, apresentamos conceitos iniciais sobre sistemas dinâmicos com múlti-
plas escalas de tempo, mais precisamente, sobre os chamados sistemas rápido-lento que
apresentam duas escalas de tempo diferentes, uma rápida e uma lenta.

Essa noção de separação em escalas de tempo diferentes é uma característica
que pode ser observada em várias situações naturais, desde pequenas reações químicas,
partículas em fluídos, modelos de neurônios, até casos de maior amplitude como, por
exemplo, incêndios florestais, sistemas climáticos, ecologia, entre outros. De forma geral,
se os parâmetros físicos envolvidos no sistema apresentam a mesma ordem de magnitude,
então o sistema possui duas escalas de tempo, agora se os parâmetros apresentam ordens de
magnitude diferentes, o sistema dinâmico poderá envolver três ou mais escalas de tempo.

A próxima definição apresenta formalmente o conceito de um sistema com duas
escalas de tempo.

Definição 1.1. Um sistema (𝑚, 𝑛)-rápido-lento é um sistema de equações diferenciais
ordinárias que apresenta a forma

𝜀𝑑x
𝑑𝜏

= 𝜀ẋ = 𝑓(x, y, 𝜀),
𝑑y
𝑑𝜏

= ẏ = 𝑔(x, y, 𝜀),
(1.1)
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com 𝑓 : 𝑈 × 𝐼 → R𝑚 e 𝑔 : 𝑈 × 𝐼 → R𝑛, sendo 𝑈 um aberto de R𝑚 × R𝑛 e 𝐼 um intervalo
da forma (0, 𝜀0], com 𝜀0 positivo e suficientemente pequeno (0 < 𝜀0 ≪ 1). Definindo uma
nova variável independente 𝑡 := 𝜏/𝜀, obtêm-se o seguinte sistema equivalente

𝑑x
𝑑𝑡

= x′ = 𝑓(x, y, 𝜀),
𝑑y
𝑑𝑡

= y′ = 𝜀𝑔(x, y, 𝜀).
(1.2)

Diz-se que 𝑡 é a escala de tempo rápido (ou apenas, tempo rápido) e 𝜏 a escala de
tempo lento (ou apenas, tempo lento). Assim, o sistema (1.1) é o sistema lento e
(1.2) o sistema rápido. A variável x é dita variável rápida, y a variável lenta e 𝜀 o
parâmetro de perturbação singular.

Observamos que em muitos exemplos teóricos e modelos matemáticos de problemas
reais envolvendo sistemas rápido-lento, as funções 𝑓 e 𝑔 podem ser independentes do
parâmetro 𝜀, possibilitando assim a escrita dos sistemas (1.1) e (1.2) com 𝑓(x, y) e 𝑔(x, y).

Como a formulação de um sistema rápido-lento envolve dois sistemas equivalentes,
um em cada escala de tempo, a fim de tentar entender a dinâmica do sistema (1.1) (ou
(1.2)) para 𝜀 > 0 suficientemente pequeno, é natural tentar entender as dinâmicas limites
(𝜀 → 0) em cada uma das escalas de tempo.

Definição 1.2. A equação diferencial-algébrica obtida fazendo 𝜀 → 0 no sistema (1.1),

0 = 𝑓(x, y, 0),
ẏ = 𝑔(x, y, 0),

(1.3)

é chamada de subsistema lento (ou problema reduzido), e o fluxo gerado por (1.3) é
chamado de fluxo lento (ou fluxo reduzido).

Observação 1.1. Note que a equação (1.3) é uma EDO com uma restrição algébrica,
𝑓(x, y, 0) = 0. Isso significa que as condições iniciais x(0) = x0 e y(0) = y0 devem
satisfazer a restrição para que existam soluções da EDO dada por ẏ = 𝑔(x, y, 0).

Definição 1.3. O sistema parametrizado de EDOs obtido fazendo 𝜀 → 0 no sistema (1.2),

x′ = 𝑓(x, y, 0),
y′ = 0,

(1.4)

é chamado de subsistema rápido (ou problema de camadas), e o fluxo gerado por
(1.4) é chamado de fluxo rápido. Para cada y fixado, obtemos uma “camada” do sistema
(1.4).

Observação 1.2. Lembramos que um fluxo é qualquer família de transformações 𝜙𝑡 :
R𝑛 → R𝑛, com 𝑡 ∈ R, tal que 𝜙0 = 𝐼𝑑 e 𝜙𝑡+𝑠 = 𝜙𝑡 ∘ 𝜙𝑠, para 𝑡, 𝑠 ∈ R.
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A fim de distinguir os problemas limites (1.3) e (1.4) do sistema rápido-lento, é
comum encontrar na literatura a nomenclatura de sistema completo para os sistemas
(1.1) e (1.2).

A ideia no estudo de um sistema rápido-lento é aproximar as curvas soluções
por segmentos de órbitas dos problemas reduzido e de camada. Mais especificamente,
próximo ao conjunto descrito pela equação algébrica 𝑓(x, y, 0) = 0, uma trajetória do
sistema completo é dada aproximadamente pelo fluxo lento, já suficientemente longe do
conjunto {𝑓(x, y, 0) = 0}, espera-se que o movimento lento das variáveis y seja irrelevante
e, assim, pode-se aproximar as trajetórias pelo fluxo rápido. Fica claro que o conjunto
{(x, y) ∈ R𝑚 × R𝑛 : 𝑓(x, y, 0) = 0} desempenha um papel especial na teoria. Isso motiva
a próxima definição.

Definição 1.4. O conjunto 𝑆 = {(x, y) ∈ 𝑈 : 𝑓(x, y, 0) = 0} é dito o conjunto crítico
do sistema rápido-lento, ou variedade crítica no caso em que 𝑆 é uma subvariedade de
R𝑚 × R𝑛.

Observação 1.3. No decorrer do nosso estudo, estaremos interessados nos casos em que
𝑆 é uma variedade suficientemente suave. Sendo assim, usaremos a notação “conjunto
crítico” apenas quando essa hipótese não for verdadeira.

A seguir, apresentamos um resultado que estabelece uma relação entre pontos
críticos do fluxo rápido e pontos da variedade crítica 𝑆, e um exemplo que ilustra as ideias
e conceitos apresentados nesta seção.

Proposição 1.1. Pontos críticos do fluxo rápido estão em correspondência um a um com
pontos no conjunto 𝑆.

Demonstração: Primeiramente, vamos fixar y0 qualquer e tomar por hipótese que x0 é um
ponto crítico de

x′ = 𝑓(x, y0, 0).

Logo, 𝑓(x0, y0, 0) = 0 e, consequentemente, (x0, y0) ∈ 𝑆. Agora, tomando por hipótese
que (x0, y0) ∈ 𝑆, então 𝑓(x0, y0, 0) = 0. Assim, x0 é um ponto crítico de x′ = 𝑓(x, y0, 0).

Exemplo 1.1. Vamos considerar o sistema (1, 1)-rápido-lento dado por

𝜀�̇� = 𝑦 − 𝑥3

3 + 𝑥,

�̇� = −𝑥.
(1.5)

Note que, tomando 𝜀 = 0, a variedade crítica 𝑆 é dada por

𝑆 =
ß

(𝑥, 𝑦) ∈ R × R : 𝑦 = 𝑥3

3 − 𝑥

™
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a qual é, de fato, uma variedade suave, uma vez que é o gráfico de uma função suave
como ilustra a Figura 1. O fluxo lento �̇� = −𝑥 é restrito a 𝑆 e, analisando o sinal de 𝑥,
obtemos a direção para qual ele aponta, conforme ilustrado pelas setas simples na Figura
1. De acordo com as ideias apresentadas, o fluxo rápido é dado por camadas horizontais
parametrizadas por diferentes valores de 𝑦 no sistema

𝑥′ = 𝑦 − 𝑥3

3 − 𝑥,

𝑦′ = 0,

representado por setas duplas na Figura 1. ♢

Figura 1 – Representação dos fluxos rápido e lento para o Exemplo 1.1.

-2 -1 0 1 2

-1

0

1

𝑆

𝑥

𝑦

Fonte: Elaborada pelo autor.

O sistema rápido-lento (1.5), ilustrado no exemplo anterior, é obtido através da
famosa equação de van der Pol. Dada a importância dessa equação para a área de estudos
e para a compreensão dos fenômenos de oscilação de relaxamento e explosão canard, no
Capítulo 3 faremos uma análise mais aprofundada desse sistema.

1.2 Sistemas suaves por partes
Na natureza, muitos fenômenos podem ser modelados por meio de equações dife-

renciais ordinárias (EDOs) contínuas e, dessa forma, estudados utilizando as ferramentas
matemáticas já desenvolvidas, por exemplo, da Teoria Qualitativa das EDOs. Entretanto,
existem muitas situações em que os modelos matemáticos obtidos são descritos por funções
não-suaves (descontínuas, não-diferenciáveis, etc). O objetivo desta seção é introduzir
alguns dos conceitos básicos sobre a teoria desenvolvida para sistemas que apresentam
uma perda de suavidade.

A seguir, apresentamos os conceitos iniciais da teoria de sistemas suaves por partes
tomando por base a chamada convenção de Filippov, presente em (FILIPPOV, 1988). Vale
destacar que essa convenção é apenas uma das possíveis abordagens existentes para o estudo
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da continuação das soluções de sistemas suaves por partes. Outras abordagens conhecidas
são o Método de Ya. Tsypkin, o Método de Y. Neimark, o Método de M. Aizerman e Ye.
Pyatnitskii, o Método de V. Yakubovich e o Método de Controle Equivalente. Para mais
detalhes veja, por exemplo, (UTKIN, 2022).

Sejam 𝑋 e 𝑌 campos de vetores suaves definidos em um aberto conexo 𝑈 ⊂ R𝑛

contendo a origem. Vamos considerar 𝑓 : 𝑈 → R uma função de classe 𝐶𝑘, com 𝑘 > 1,
que possui 0 como valor regular, isto é, não existem pontos críticos de 𝑓 no nível 0. Logo,
Σ = 𝑓−1(0) é uma subvariedade de codimensão 1 em 𝑈 que o divide em outros dois
conjuntos abertos dados por

Σ+ = {x ∈ 𝑈 : 𝑓(x) > 0} e Σ− = {x ∈ 𝑈 : 𝑓(x) < 0}.

Dessa forma, é possível definir um campo de vetores suave por partes dado por

𝑍(x) =
{

𝑋(x), x ∈ Σ+,

𝑌 (x), x ∈ Σ−,
(1.6)

e associá-lo ao sistema de equações diferenciais ordinárias suave por partes

x′ = 𝑍(x). (1.7)

Tais sistemas também são chamados de sistemas de Filippov.

Usaremos a notação 𝑍 = (𝑋, 𝑌 )𝑓 para nos referirmos ao campo definido em (1.6).
Assumiremos também que os campos 𝑋 e 𝑌 são de classe 𝐶𝑘 nos fechos de Σ+ e Σ− (Σ+

e Σ−), respectivamente.

Primeiro, vamos definir a trajetória local através de um ponto 𝑝 ∈ 𝑈 , ou seja,
apresentar uma definição para o fluxo 𝜙𝑍(𝑡, 𝑝) do sistema (1.7). Se 𝑝 ∈ Σ+ (respectivamente,
𝑝 ∈ Σ−), sua trajetória local é dada pela trajetória do campo 𝑋 (respectivamente, 𝑌 ). No
entanto, quando 𝑝 ∈ Σ, usaremos a conveção de Filippov para a trajetória local através do
ponto 𝑝.

Em Σ, distinguimos as três regiões disjuntas a seguir:

∘ Região de Costura: Σ𝑐 = {𝑝 ∈ Σ : 𝑋𝑓(𝑝) · 𝑌 𝑓(𝑝) > 0},

∘ Região de Deslize: Σ𝑑 = {𝑝 ∈ Σ : 𝑋𝑓(𝑝) < 0 e 𝑌 𝑓(𝑝) > 0},

∘ Região de Escape: Σ𝑒 = {𝑝 ∈ Σ : 𝑋𝑓(𝑝) > 0 e 𝑌 𝑓(𝑝) < 0},

onde 𝑋𝑓(𝑝) = 𝑋(𝑝) · grad𝑓(𝑝) é a derivada de Lie de 𝑓 referente ao campo 𝑋 no ponto 𝑝.
Essas regiões estão ilustradas na Figura 2.
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Figura 2 – Regiões em Σ: Σ𝑐 em (a) e (b), Σ𝑑 em (c), e Σ𝑒 em (d).
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Σ−
Σ+

Σ−
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Σ−
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Fonte: Retirada do artigo (CARDIN, 2022).

Se 𝑝 ∈ Σ𝑐, as trajetórias de 𝑋 e 𝑌 alcançando 𝑝 podem ser unidas continuamente
formando uma trajetória que cruza Σ. Se 𝑝 ∈ Σ𝑑 ∪ Σ𝑒, as trajetórias de 𝑋 e 𝑌 alcançando
𝑝 podem ser unidas continuamente às trajetórias do chamado campo de vetores deslizante,
o qual é dado por uma combinação linear convexa dos campos 𝑋 e 𝑌 . Mais precisamente,
dado 𝑝 ∈ Σ𝑑 ∪ Σ𝑒, vamos considerar a reta 𝑟 que liga os pontos 𝑝 + 𝑋(𝑝) e 𝑝 + 𝑌 (𝑝), e 𝑞

que é o único ponto de intersecção da reta 𝑟 com o hiperplano tangente a Σ em 𝑝, 𝑇𝑝Σ.
Isto é, esse campo denota o único vetor tangente a Σ contido no cone gerado por 𝑋(𝑝) e
𝑌 (𝑝), veja a Figura 3. Formalmente, temos a seguinte definição.

Definição 1.5. Sejam 𝑍 = (𝑋, 𝑌 )𝑓 , com a subvariedade de descontinuidade Σ, e 𝑝 ∈ Σ
um ponto na região de deslize ou de escape. Define-se o campo vetorial deslizante
associado ao campo de vetores suave por partes 𝑍 em 𝑝, denotado por 𝑍𝑠(𝑝), como

𝑍𝑠(𝑝) = (1 − 𝛼)𝑌 (𝑝) + 𝛼𝑋(𝑝), (1.8)

onde 𝛼 = 𝑌 𝑓(𝑝)/(𝑌 𝑓(𝑝) − 𝑋𝑓(𝑝)).

Figura 3 – Combinação convexa dos campos 𝑋 e 𝑌 e o campo deslizante 𝑍𝑠(𝑝).

Σ

𝑝

𝑞

𝑝 + 𝑌 (𝑝)

𝑝 + 𝑋(𝑝)

𝑟

𝑇𝑝Σ

𝑍𝑠(𝑝)

Fonte: Elaborada pelo autor.

A seguir, apresentamos a noção de ponto regular e singular de um sistema de
Filippov.
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Definição 1.6. Um ponto 𝑝 ∈ Σ é dito um ponto regular do sistema (1.7) se:

a) 𝑝 pertence a região de costura;

b) 𝑝 pertence ou a região de deslize ou de escape e det[𝑋, 𝑌 ](𝑝) ̸= 0. Isso significa que
os vetores 𝑋(𝑝) e 𝑌 (𝑝) são linearmente independentes.

Definição 1.7. Considere um sistema de Filippov (1.7) e seja 𝑝 ∈ Σ. Define-se:

a) 𝑝 é um ponto de tangência se 𝑋𝑓(𝑝) = 0 ou 𝑌 𝑓(𝑝) = 0;

b) 𝑟 é a ordem de contato da trajetória Γ𝑋 de 𝑋 com Σ no ponto 𝑝 se 𝑋 𝑖𝑓(𝑝) = 0
para todo 𝑖 = 1, ..., 𝑟 − 1 e 𝑋𝑟𝑓(𝑝) ̸= 0. Definição análoga vale para o campo 𝑌 . Se 𝑟

é par e 𝑋𝑟𝑓(𝑝) < 0 (ou se 𝑌 𝑟𝑓(𝑝) > 0), o ponto 𝑝 é dito uma tangência invisível.
Se 𝑟 é ímpar ou se 𝑟 é par e 𝑋𝑟𝑓(𝑝) > 0 (ou se 𝑌 𝑟𝑓(𝑝) < 0), o ponto 𝑝 é dito uma
tangência visível;

c) Se 𝑝 é uma tangência invisível para ambos os campos 𝑋 e 𝑌 , 𝑝 é dito um ponto de
tangência singular;

d) Se 𝑝 não é um ponto de tangência singular, 𝑝 é dito um ponto de tangência
regular.

Definição 1.8. Define-se as singularidades do sistema de Filippov (1.7) como:

a) 𝑝 ∈ Σ± tal que 𝑝 é um ponto crítico de 𝑋 ou 𝑌 , ou seja, 𝑋(𝑝) = 0 ou 𝑌 (𝑝) = 0,
respectivamente;

b) 𝑝 ∈ Σ𝑑 ∪ Σ𝑒 tal que 𝑝 é um ponto crítico do campo deslizante, isto é, 𝑍𝑠(𝑝) = 0;

c) 𝑝 ∈ 𝜕Σ𝑐 ∪ 𝜕Σ𝑑 ∪ 𝜕Σ𝑒, ou seja, os pontos de tangência de 𝑍.

Definição 1.9. Define-se a trajetória local de um campo de vetores de Filippov (1.7)
passando por um ponto 𝑝 como:

a) Se 𝑝 ∈ Σ+ e 𝑋(𝑝) ̸= 0, a trajetória é dada por 𝜙𝑍(𝑡, 𝑝) = 𝜙𝑋(𝑡, 𝑝), para 𝑡 ∈ 𝐼 ⊂ R.
Analogamente, se 𝑝 ∈ Σ− e 𝑌 (𝑝) ̸= 0, a trajetória é dada por 𝜙𝑍(𝑡, 𝑝) = 𝜙𝑌 (𝑡, 𝑝),
para 𝑡 ∈ 𝐼 ⊂ R.

b) Se 𝑝 ∈ Σ𝑐, existem duas possibilidades:

1) Se 𝑋𝑓(𝑝) > 0 e 𝑌 𝑓(𝑝) > 0, ao tomar a origem do tempo em 𝑝, a trajetória é
dada por

𝜙𝑍(𝑡, 𝑝) =
{

𝜙𝑋(𝑡, 𝑝), 𝑡 ∈ 𝐼 ∩ {𝑡 ⩾ 0},

𝜙𝑌 (𝑡, 𝑝), 𝑡 ∈ 𝐼 ∩ {𝑡 ⩽ 0}.



28 Capítulo 1. Preliminares

2) Se 𝑋𝑓(𝑝) < 0 e 𝑌 𝑓(𝑝) < 0, ao tomar a origem do tempo em 𝑝, a trajetória é
dada por

𝜙𝑍(𝑡, 𝑝) =
{

𝜙𝑌 (𝑡, 𝑝), 𝑡 ∈ 𝐼 ∩ {𝑡 ⩾ 0},

𝜙𝑋(𝑡, 𝑝), 𝑡 ∈ 𝐼 ∩ {𝑡 ⩽ 0}.

c) Se 𝑝 ∈ Σ𝑒, tomando a origem do tempo em 𝑝, a trajetória é definida como 𝜙𝑍(𝑡, 𝑝) =
𝜙𝑍𝑠(𝑡, 𝑝) para 𝑡 ∈ 𝐼 ∩ {𝑡 ⩽ 0} e 𝜙𝑍(𝑡, 𝑝) é ou 𝜙𝑋(𝑡, 𝑝) ou 𝜙𝑌 (𝑡, 𝑝) ou 𝜙𝑍𝑠(𝑡, 𝑝) para
𝑡 ∈ 𝐼 ∩ {𝑡 ⩾ 0}. Se 𝑝 ∈ Σ𝑑, a definição é a mesma, mas invertendo o tempo.

d) Se 𝑝 é um ponto de tangência regular, ao tomar a origem do tempo em 𝑝, a trajetória é
dada por 𝜙𝑍(𝑡, 𝑝) = 𝜙1(𝑡, 𝑝) para 𝑡 ∈ 𝐼 ∩{𝑡 ⩽ 0} e 𝜙𝑍 = 𝜙2(𝑡, 𝑝) para 𝑡 ∈ 𝐼 ∩{𝑡 ⩾ 0},
onde cada 𝜙1, 𝜙2 é ou 𝜙𝑋 ou 𝜙𝑌 ou 𝜙𝑍𝑠 .

e) Se 𝑝 não se enquadra em nenhum dos itens acima, a trajetória é dada por 𝜙𝑍(𝑡, 𝑝) = 𝑝

para todo 𝑡 ∈ R. Estão incluídos neste caso os pontos críticos dos campos 𝑋 e 𝑌 e
do campo deslizante 𝑍𝑠, além dos pontos de tangência singular.

Figura 4 – Algumas singularidades de sistemas de Filippov no caso planar: (𝑎) dobra visível
com relação à 𝑋, (𝑏) dobra invisível com relação à 𝑋, (𝑐), (𝑑), (𝑒) e (𝑓) equilíbrio do
campo deslizante com (𝑐) e (𝑑) selas, (𝑒) nó estável e (𝑓) nó instável.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Definição 1.10. O conjunto 𝛾(𝑝) = {𝜙𝑍(𝑡, 𝑝) : 𝑡 ∈ 𝐼} é dito uma órbita local de um
ponto 𝑝 ∈ 𝑈 .

Definição 1.11. Uma órbita regular maximal de 𝑍 é definida como uma curva suave
por partes 𝛾 tal que:

a) 𝛾 ∩ Σ+ e 𝛾 ∩ Σ− são uniões de órbitas dos campos suaves 𝑋 e 𝑌 , respectivamente;

b) a intersecção 𝛾 ∩ Σ é constituída apenas por pontos na região de costura e pontos de
tangência regulares em 𝜕Σ𝑐;
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c) 𝛾 é maximal com respeito a essas condições.

Além disso, uma órbita regular nunca atinge as regiões de escape ou deslize.

Definição 1.12. Uma curva suave 𝛾 ⊂ Σ𝑑 ∪ Σ𝑒 que é uma órbita maximal do campo de
vetores 𝑍𝑠 é dita uma órbita deslizante maximal.

Na sequência, apresentamos um exemplo de sistema de Filippov planar para ilustrar
algumas noções apresentadas nesta seção.

Exemplo 1.2. Vamos considerar o campo de vetores suave por partes dado por

𝑍(𝑥, 𝑦) =
{

(1, 𝑥2) se 𝑦 > 0,

(1, 1) se 𝑦 < 0.
(1.9)

Sejam 𝑝 = (0, 0) e Σ = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 0}. Realizando os cálculos das derivadas de Lie
referente aos campos 𝑋 e 𝑌 nos pontos de Σ, temos que

𝑋𝑓(𝑥, 0) = (1, 𝑥2) · (0, 1) = 𝑥2,

𝑋2𝑓(𝑥, 0) = 𝑋(𝑋𝑓) = (1, 𝑥2) · (2𝑥, 0) = 2𝑥,

𝑋3𝑓(𝑥, 0) = 𝑋(𝑋2𝑓) = (1, 𝑥2) · (2, 0) = 2,

𝑌 𝑓(𝑥, 0) = (1, 1) · (0, 1) = 1.

Note que 𝑋𝑓(𝑥, 0) · 𝑌 𝑓(𝑥, 0) = 𝑥2 > 0 para todo 𝑥 ̸= 0, o que implica que Σ − {𝑝} é a
região de costura Σ𝑐 e 𝑝 ∈ 𝜕Σ𝑐. Além disso, 𝑋𝑓(𝑝) · 𝑌 𝑓(𝑝) = 0, implicando que 𝑝 é o único
ponto de tangência de 𝑍. Este exemplo ilustra um ponto de cúspide. Note que a órbita
passando pelo ponto 𝑝 é ilustrada pela curva em vermelho na Figura 5. ♢

Figura 5 – Retrato de fase do Exemplo 1.2.

Σ
𝑝

Fonte: Elaborada pelo autor.

A seguir, apresentamos os conceitos de órbitas periódicas para sistemas de Filippov.
Quando estudamos sistemas suaves por partes, além das órbitas periódicas de 𝑋 e 𝑌

contidas em Σ+ e Σ−, respectivamente, temos também outros tipos de órbitas periódicas
que intersectam Σ.
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Definição 1.13. Seja 𝛾 = {𝜙𝑍(𝑡, 𝑝) : 𝑡 ∈ R} uma órbita regular que pertence a Σ+∪Σ−∪Σ𝑐

tal que 𝜙𝑍(𝑡 + 𝑇, 𝑝) = 𝜙𝑍(𝑡, 𝑝), para algum 𝑇 > 0. Diz-se que 𝛾 é uma órbita periódica
regular e, neste caso, 𝑇 é dito o período de 𝛾 quando é o menor valor que satisfaz a
condição acima.

Definição 1.14. Se 𝛾 é uma órbita periódica regular e ∅ ≠ 𝛾 ∩ Σ ⊂ Σ𝑐, diz-se que 𝛾 é
uma órbita periódica de costura. Quando 𝛾 ⊂ Σ+ ∪ Σ−, diz-se que 𝛾 é uma órbita
periódica padrão.

Definição 1.15. Seja 𝛾 uma órbita periódica regular. Se existe uma vizinhança 𝑉 de 𝛾 tal
que a órbita que passa por 𝑞, 𝛾(𝑞), não é uma órbita periódica regular, para todo 𝑞 ∈ 𝑉 ,
diz-se que 𝛾 é um ciclo limite. Isso significa que 𝛾 é uma órbita periódica regular isolada.

Definição 1.16. Uma órbita periódica do campo deslizante 𝑍𝑠 é dita uma órbita
periódica deslizante.

Observamos que as órbitas periódicas deslizantes estão contidas na união das regiões
de deslize e escape. Quando consideramos sistemas de Filippov planares, a órbita periódica
deslizante aparece se a subvariedade de descontinuidade Σ é homeomorfa a um círculo e,
além disso, Σ = Σ𝑑 ou Σ = Σ𝑒, conforme ilustrado na Figura 6.

De acordo com as definições 1.11 e 1.12, é possível ver que não existem órbitas
periódicas compostas por movimentos regulares e deslizantes ao mesmo tempo, ou seja,
compostas por pontos de Σ+ ∪ Σ− e pontos de Σ𝑑 ∪ Σ𝑒, simultaneamente. A fim de
caracterizar esses tipos de movimentos, apresentamos as próximas definições.

Definição 1.17. Define-se um ciclo periódico como o fecho de um conjunto finito de
pedaços de órbitas 𝛾1, · · · , 𝛾𝑛 tais que 𝛾2𝑘 são pedaços de órbitas deslizantes e 𝛾2𝑘−1 são
órbitas regulares maximais. Além disso, os pontos de partida e chegada de 𝛾2𝑘−1 pertencem
a 𝛾2𝑘−2 e 𝛾2𝑘, respectivamente. O período do ciclo é definido como a soma dos tempos
necessários em cada pedaço de órbita 𝛾𝑖, onde 𝑖 = 1, · · · , 𝑛.

Figura 6 – Σ = Σ𝑑 à esquerda e um ciclo periódico à direita.

Σ

Σ

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Na literatura, também é possível encontrarmos o nome poli-ciclos (“polycycles”)
ao invés de ciclos periódicos para a definição anterior.

Definição 1.18. Define-se um pseudociclo como o fecho de um conjunto de órbitas
regulares 𝛾1, · · · , 𝛾𝑛 tais que as extremidades de qualquer 𝛾𝑖 coincide com uma extremidade
de 𝛾𝑖−1 e outra de 𝛾𝑖+1 (inclusive entre 𝛾1 e 𝛾𝑛) formando assim uma curva homeomorfa a
S1 = R/Z.

Embora tenhamos apresentado alguns tipos de movimentos periódicos para sistemas
de Filippov, o estudo desenvolvido no Capítulo 3 sobre movimentos períodicos em sistemas
rápido-lento suaves por partes irá considerar apenas o caso de órbitas periódicas de costura.





33

CAPÍTULO

2
TEORIA GEOMÉTRICA DAS

PERTURBAÇÕES SINGULARES

Durante a década de 1970, o matemático americano Neil Harvey Fenichel dedicou-se
ao estudo de variedades invariantes gerais e contribuiu com a introdução da chamada
Teoria Geométrica das Perturbações Singulares (TGPS). Nesse período, Fenichel apre-
sentou seus resultados por meio das publicações dos artigos (FENICHEL, 1971/1972),
(FENICHEL, 1973/74) e (FENICHEL, 1977) que, mais tarde, culminaram na publicação
de (FENICHEL, 1979), artigo no qual ele aplicou sua teoria à sistemas rápido-lento. Graças
à sua contribuição, essa abordagem é conhecida atualmente como teoria de Fenichel. É
importante destacar que a TGPS se baseia em elementos da teoria geométrica e qualitativa
de sistemas dinâmicos, não abrangendo apenas os resultados apresentados por Fenichel.
Além disso, ela apresenta uma gama muito mais ampla de técnicas geométricas como,
por exemplo, o “exchange lemma” e o método “blow-up” que não serão discutidos neste
trabalho.

Com isso em mente, o objetivo deste capítulo é apresentar as definições e resultados
elementares da TGPS para o caso de sistemas rápido-lento. Mais detalhes sobre a teoria
geral desenvolvida por Fenichel, assim como as demontrações omitidas no decorrer do
capítulo, podem ser encontrados nos artigos supracitados, no Capítulo 2 de (KUEHN,
2015) e, também, em (CARDIN; TEIXEIRA, 2017).

2.1 Teoremas de Fenichel

Inicialmente, vamos considerar um sistema (𝑚, 𝑛)-rápido-lento geral dado por

𝜀𝑑x
𝑑𝜏

= 𝜀ẋ = 𝑓(x, y, 𝜀),
𝑑y
𝑑𝜏

= ẏ = 𝑔(x, y, 𝜀),
(2.1)
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com (x, y) ∈ 𝑈 ⊆ R𝑚 × R𝑛 e 0 < 𝜀 ≪ 1 um parâmetro de perturbação singular
suficientemente pequeno. Além disso, vamos assumir que as funções 𝑓 : 𝑈 × 𝐼 → R𝑚 e
𝑔 : 𝑈 × 𝐼 → R𝑛, com 𝐼 um intervalo da forma (0, 𝜀0], são suficientemente suaves.

Reescrevendo o sistema (2.1) com relação à escala de tempo rápido 𝑡 := 𝜏/𝜀,
obtemos o sistema equivalente

𝑑x
𝑑𝑡

= x′ = 𝑓(x, y, 𝜀),
𝑑y
𝑑𝑡

= y′ = 𝜀𝑔(x, y, 𝜀).
(2.2)

Os problemas limites são, respectivamente, o problema reduzido (ou subsistema lento)

0 = 𝑓(x, y, 0),
ẏ = 𝑔(x, y, 0),

(2.3)

e o problema de camadas (ou subsistema rápido)

x′ = 𝑓(x, y, 0),
y′ = 0.

(2.4)

Além disso, o conjunto 𝑆 = {(x, y) ∈ 𝑈 : 𝑓(x, y, 0) = 0} é a variedade crítica do sistema
(2.1) (ou (2.2)).

Definição 2.1. Um subconjunto 𝑆0 ⊂ 𝑆 é dito normalmente hiperbólico se a matriz
de ordem 𝑚, 𝐷x𝑓(𝑝, 0), das derivadas parciais de primeira ordem de 𝑓 com relação às
variáveis rápidas, não possui autovalores com parte real nula, para todo 𝑝 ∈ 𝑆0.

O próximo resultado apresenta uma relação entre pontos normalmente hiperbólicos
da variedade crítica e pontos críticos do subsistema rápido.

Proposição 2.1. Um subconjunto 𝑆0 ⊂ 𝑆 é normalmente hiperbólico se, e somente se,
para cada 𝑝 = (x*, y*) ∈ 𝑆0, x* é um ponto crítico hiperbólico de x′ = 𝑓(x, y*, 0).

Demonstração: Se 𝑆0 é normalmente hiperbólico, a matriz 𝐷x𝑓(𝑝, 0) não possui
autovalores com parte real nula, para todo 𝑝 = (x*, y*) ∈ 𝑆0. Logo, x* é um ponto crítico
hiperbólico da equação x′ = 𝑓(x, y*, 0). Agora, se x* é um ponto crítico hiperbólico
da equação x′ = 𝑓(x, y*, 0), então 𝑓(x*, y*, 0) = 0 e a matriz Jacobiana 𝐷x𝑓(x*, y*, 0)
não possui autovalores com parte real nula. Portanto, 𝑝 = (x*, y*) ∈ 𝑆0 é normalmente
hiperbólico.

Por meio de uma análise dos pontos críticos do subsistema rápido contidos em 𝑆0,
é possível determinar a dinâmica próxima à subvariedade crítica, isto é, se 𝑆0 apresenta
um comportamento estável ou instável. Como essa é uma notação usada para os pontos
críticos ou conjuntos invariantes do sistema completo (𝜀 > 0), a fim de evitar confusões,
introduzimos a seguinte definição.
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Definição 2.2. Um subconjunto normalmente hiperbólico 𝑆0 ⊂ 𝑆 é dito um conjunto
atrator se todos os autovalores de 𝐷x𝑓(𝑝, 0) possuem parte real negativa, com 𝑝 ∈ 𝑆0. Por
outro lado, 𝑆0 é dito um conjunto repulsor se todos os autovalores de 𝐷x𝑓(𝑝, 0) possuem
parte real positiva, com 𝑝 ∈ 𝑆0. Se 𝑆0 é normalmente hiperbólico e não é nem um conjunto
atrator e nem um conjunto repulsor, diz-se que 𝑆0 é do tipo sela.

Outra noção importante para o entendimento da TGPS é a possibilidade de
mensurar a distância entre dois conjuntos, o que motiva a próxima definição.

Definição 2.3. Sejam 𝐴, 𝐵 ⊂ R𝑚+𝑛 conjuntos compactos e não-vazios. A distância de
Hausdorff entre 𝐴 e 𝐵 é definida como

𝑑𝐻(𝐴, 𝐵) := max
ß

sup
𝑎∈𝐴

inf
𝑏∈𝐵

‖𝑎 − 𝑏‖, sup
𝑏∈𝐵

inf
𝑎∈𝐴

‖𝑎 − 𝑏‖
™

.

A seguir, apresentamos os principais resultados da teoria de Fenichel. Tal teoria
estabelece condições que garantem a existência de variedades lentas invariantes do sistema
(2.1) próximo às partes normalmente hiperbólicas da variedade crítica 𝑆. Isto é, uma
variedade compacta 𝑆0 ⊂ 𝑆 normalmente hiperbólica persiste como uma variedade lenta
localmente invariante 𝑆𝜀 de (2.1) para 𝜀 > 0 suficientemente pequeno. Além disso, a
restrição de (2.1) a 𝑆𝜀 é uma pequena perturbação do problema reduzido (2.3).

Teorema 2.1 (1∘ Teorema de Fenichel). Suponha que 𝑆0 ⊆ 𝑆 é uma subvariedade
compacta normalmente hiperbólica (possivelmente com fronteira) do sistema (2.1), com
𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑟 e 𝑟 < ∞. Então, para 𝜀 > 0 suficientemente pequeno, existe uma variedade
localmente invariante 𝑆𝜀 difeomorfa a 𝑆0. A variedade 𝑆𝜀 possui distância de Hausdorff
𝒪(𝜀) de 𝑆0, 𝑆𝜀 é 𝐶𝑟-suave e, além disso, o fluxo do sistema (2.1) sobre 𝑆𝜀 converge para o
fluxo lento do problema reduzido (2.3) quando 𝜀 → 0.

Observação 2.1. espaço

i) A invariância local de 𝑆𝜀 significa que trajetórias do sistema (2.1) podem entrar
ou sair dela apenas por suas fronteiras. Além disso, não vale que 𝑆𝜀 é globalmente
invariante;

ii) Tanto no Teorema 2.1 como no decorrer do texto, quando os símbolos 𝒪 ou 𝑜

aparecem, estamos nos referindo a notação de Landau. Assim,

∘ 𝛿1(𝜀) = 𝒪(𝛿2(𝜀)), para 𝜀 → 0, significa que a ordem de 𝛿1 não é menor do que a
ordem de 𝛿2 se existe uma constante 𝑘 > 0 tal que ‖ 𝛿1(𝜀) ‖⩽ 𝑘 ‖ 𝛿2(𝜀) ‖ para
𝜀 → 0;

∘ 𝛿1(𝜀) = 𝑜(𝛿2(𝜀)), para 𝜀 → 0, significa que a ordem de 𝛿1 é maior do que a
ordem de 𝛿2 se lim

𝜀→0
𝛿1(𝜀)
𝛿2(𝜀) = 0.
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iii) As funções 𝛿1 e 𝛿2 devem ser funções de ordem, isto é, contínuas, positivas (ou
negativas) no intervalo (0, 𝜀0], com 𝜀0 um parâmetro positivo pequeno, e os limites
lim
𝜀→0

𝛿𝑖(𝜀), com 𝑖 = 1, 2, devem existir.

Definição 2.4. Uma variedade 𝑆𝜀, como a obtida no 1∘ Teorema de Fenichel, é dita uma
variedade lenta ou uma variedade de Fenichel.

Em geral, a variedade 𝑆𝜀 não é única, pode existir uma família de variedades lentas,
as quais se encontram a uma distância de Hausdorff 𝒪(𝑒−𝐾/𝜀) umas das outras, para algum
𝐾 > 0 com 𝐾 = 𝒪(1). Além disso, dizer que 𝑆𝜀 tem distância de Hausdorff 𝒪(𝜀) de 𝑆0,
significa que existe uma constante 𝐶 > 0 tal que 𝑑𝐻(𝑆𝜀, 𝑆0) ⩽ 𝐶𝜀.

Sob a condição de normal hiperbolicidade, segue que a matriz (𝐷x𝑓)(𝑝, 0) é invertível
para qualquer x ∈ 𝑆0, logo o Teorema da Função Implícita (veja, por exemplo, página 164
de (LIMA, 1999)) garante que, localmente, a equação 𝑓(x, y, 0) = 0 pode ser resolvida
para x em função de y. Supondo que 𝑆0 = {(x, y) ∈ 𝑈 : x = ℎ0(y)} é dada globalmente
como um gráfico, teremos que 𝑆𝜀 será descrita por uma pequena perturbação ℎ𝜀 de ℎ0, ou
seja, 𝑆𝜀 = {(x, y) ∈ R𝑚+𝑛 : x = ℎ𝜀(y)}. Neste caso, pode-se ver claramente que o fluxo do
sistema (1.1) em 𝑆𝜀

ẏ = 𝑔(ℎ𝜀(y), y, 𝜀)

converge, quando 𝜀 → 0, para o fluxo lento sobre 𝑆0, o qual é dado por ẏ = 𝑔(ℎ0(y), y, 0).

Agora, observe que, se 𝑆0 ⊆ 𝑆 é normalmente hiperbólica, então cada 𝑝0 ∈ 𝑆0 é um
ponto crítico hiperbólico do problema de camadas (2.4). Assim, pelo Teorema da Variedade
Estável (veja, por exemplo, página 107 de (PERKO, 2001)), 𝑝0 possui variedades locais
estável e instável dadas por 𝑊 𝑠(𝑝0) e 𝑊 𝑢(𝑝0), respectivamente. Define-se as variedades
locais estável e instável de 𝑆0, respectivamente, por

𝑊 𝑠(𝑆0) =
⋃︁

𝑝0∈𝑆0

𝑊 𝑠(𝑝0) e 𝑊 𝑢(𝑆0) =
⋃︁

𝑝0∈𝑆0

𝑊 𝑢(𝑝0).

Suponhamos que essas variedades tenham dimensões 𝑚𝑠 e 𝑚𝑢, respectivamente, tais que
𝑚𝑠 + 𝑚𝑢 = 𝑚, ou seja, que a matriz (𝐷x𝑓)(𝑝0, 0), para 𝑝0 ∈ 𝑆0, tem 𝑚𝑠 autovalores com
parte real negativa e 𝑚𝑢 autovalores com parte real positiva. O próximo resultado garante
que as variedades 𝑊 𝑠(𝑆0) e 𝑊 𝑢(𝑆0) persistem para 𝜀 > 0 suficientemente pequeno.

Teorema 2.2 (2∘ Teorema de Fenichel). Sob as hipóteses do Teorema 2.1, para 𝜀 > 0
suficientemente pequeno, existem variedades locais estável e instável, 𝑊 𝑠(𝑆𝜀) e 𝑊 𝑢(𝑆𝜀),
difeomorfas a 𝑊 𝑠(𝑆0) e 𝑊 𝑢(𝑆0), respectivamente. Elas estão 𝒪(𝜀) próximas de 𝑊 𝑠(𝑆0) e
𝑊 𝑢(𝑆0), respectivamente, e além disso, são 𝐶𝑟-suaves para qualquer 𝑟 < ∞ e localmente
invariantes com relação ao fluxo do sistema (2.1).

As variedades 𝑊 𝑠(𝑆𝜀) e 𝑊 𝑢(𝑆𝜀) têm dimensões 𝑚𝑠 + 𝑛 e 𝑚𝑢 + 𝑛, respectivamente.
Assim, a variedade lenta 𝑆𝜀 apresenta as mesmas propriedades de estabilidade, com relação



2.1. Teoremas de Fenichel 37

às variáveis rápidas, que a variedade 𝑆0 (é um conjunto normalmente hiperbólico atrator,
repulsor ou do tipo sela).

A seguir, enunciamos o 3∘ Teorema de Fenichel, o qual estuda a persistência das
variedades estável e instável individuais 𝑊 𝑠(𝑝0) e 𝑊 𝑢(𝑝0), respectivamente.

Teorema 2.3 (3∘ Teorema de Fenichel). Sob as hipóteses do Teorema 2.1, para cada
𝑝𝜀 ∈ 𝑆𝜀, com 𝜀 > 0 suficientemente pequeno, existem variedades 𝑊 𝑠(𝑝𝜀) ⊂ 𝑊 𝑠(𝑆𝜀) e
𝑊 𝑢(𝑝𝜀) ⊂ 𝑊 𝑢(𝑆𝜀) difeomorfas a 𝑊 𝑠(𝑝0) e 𝑊 𝑢(𝑝0), respectivamente. Elas estão 𝒪(𝜀)
próximas de 𝑊 𝑠(𝑝0) e 𝑊 𝑢(𝑝0), respectivamente, e além disso, são 𝐶𝑟-suaves para qualquer
𝑟 < ∞ e as famílias {𝑊 𝑠(𝑝𝜀) : 𝑝𝜀 ∈ 𝑆𝜀} e {𝑊 𝑢(𝑝𝜀) : 𝑝𝜀 ∈ 𝑆𝜀} são invariantes no seguinte
sentido

𝑊 𝑠(𝑝𝜀) · 𝑡 ⊂ 𝑊 𝑠(𝑝𝜀 · 𝑡) e 𝑊 𝑢(𝑝𝜀) · 𝑡 ⊂ 𝑊 𝑢(𝑝𝜀 · 𝑡)

para todo 𝑡 ⩾ 0 e para todo 𝑡 ⩽ 0, respectivamente.

Observação 2.2. A notação 𝑝𝜀 · 𝑡 é utilizada para denotar a trajetória que passa por 𝑝𝜀

após o tempo 𝑡, já 𝑊 𝑠(𝑝𝜀) · 𝑡 e 𝑊 𝑢(𝑝𝜀) · 𝑡 são utilizadas para denotar a aplicação do fluxo
aos conjuntos 𝑊 𝑠(𝑝𝜀) e 𝑊 𝑢(𝑝𝜀) também após o tempo 𝑡.

A seguir, apresentamos exemplos que ilustram algumas das conclusões dos Teoremas
de Fenichel.

Exemplo 2.1. Vamos considerar o seguinte sistema (1, 1)-rápido-lento

𝑥′ = 𝑦2 − 𝑥,

𝑦′ = −𝜀𝑦.
(2.5)

Primeiramente, note que a variedade crítica é dada por 𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 = 𝑦2}, o qual
é um conjunto normalmente hiperbólico e atrator, uma vez que 𝐷𝑥𝑓(𝑝, 0) = 𝜕

𝜕𝑥
(𝑦2 − 𝑥) =

−1 < 0 para todo 𝑝 ∈ 𝑆. Agora, observe que o sistema (2.5) pode ser resolvido de forma
explícita com solução dada por

(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) =
Åï

𝑥(0) − 𝑦(0)2

1 − 2𝜀

ò
e−𝑡 + 𝑦(0)2

1 − 2𝜀
e−2𝜀𝑡, 𝑦(0)e−𝜀𝑡

ã
. (2.6)

Se tomamos condições iniciais (𝑥(0), 𝑦(0)) tais que 𝑥(0) = 𝑦(0)2

1−2𝜀
, então a solução (2.6)

evolui apenas na escala de tempo lento 𝜏 = 𝜀𝑡:

(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) =
Å

𝑦(0)2

1 − 2𝜀
e−2𝜀𝑡, 𝑦(0)e−𝜀𝑡

ã
.

Em particular, note que 𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡)2

1−2𝜀
para todo 𝑡 ⩾ 0. Assim, a variedade de Fenichel é

dada por
𝑆𝜀 =

ß
(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 = 𝑦2

1 − 2𝜀

™
.

♢
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Figura 7 – Variedade crítica 𝑆, variedade lenta 𝑆𝜀 (para 𝜀 = 0.2) e 𝛾(𝑡) uma trajetória do sistema
(2.5).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.2. Vamos considerar o sistema (1, 1)-rápido-lento dado por

𝜀�̇� = 𝑦 − 𝑥,

�̇� = 1.
(2.7)

Note que a variedade crítica é dada por 𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 𝑥} e para o sistema (2.7),
é fácil obter a forma explícita da solução:

(𝑥(𝜏), 𝑦(𝜏)) = (𝑦(0) + 𝜏 − 𝜀 + (𝑥(0) − 𝑦(0) + 𝜀)e−𝜏/𝜀, 𝑦(0) + 𝜏).

Tomando condições iniciais (𝑥(0), 𝑦(0)) tais que 𝑥(0)−𝑦(0)+𝜀 = 0, temos que 𝑥(𝜏)−𝑦(𝜏)+
𝜀 = 0, para todo 𝜏 ∈ R, e a solução acima evolui apenas na escala de tempo lento. Logo, a
curva dada por 𝑆𝜀 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 𝑥 + 𝜀} é uma variedade lenta. Além disso, note
que 𝑑𝐻(𝑆, 𝑆𝜀) = 𝜀. Essas observações refletem as afirmações do 1∘ Teorema de Fenichel
que garantem a existência de uma variedade lenta localmente invariante difeomorfa a
𝑆, que está a uma distância de Hausdorff 𝒪(𝜀) de 𝑆 e, também, que a variedade lenta
possui as mesmas propriedades de estabilidade de 𝑆, isto é, um conjunto normalmente
hiperbólico atrator (2∘ Teorema de Fenichel). Por último, note que se tomamos condições
iniciais (𝑥(0), 𝑦(0)) tais que 𝑥(0) − 𝑦(0) + 𝜀 = e−𝑘/𝜀 para algum 𝑘 > 0 fixo, com 𝑘 = 𝒪(1),
as diferentes variedades lentas estão dentro de uma faixa de tamanho 𝒪(e−𝑘/𝜀). ♢

2.2 Fluxo lento
Na seção anterior, estudamos o comportamento do sistema completo próximo à

variedade crítica 𝑆. Agora, nesta seção, apresentamos noções para o estudo do fluxo lento
que ocorre sobre 𝑆. Para isso, introduzimos uma diferenciação para os pontos sobre 𝑆.

Definição 2.5. Seja 𝑆 uma variedade crítica. Os pontos do conjunto

𝑆𝑠 = {𝑝 ∈ 𝑆 : (𝐷x𝑓)(𝑝, 0) não é invertível }
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são ditos pontos singulares (rápido-lento), já os pontos do conjunto 𝑆𝑟 := 𝑆 − 𝑆𝑠 são
ditos regulares (rápido-lento).

Exemplo 2.3. Vamos considerar 𝑝* ∈ 𝑆 e supor que a parte linear do subsistema rápido
é dada por

(𝐷𝑥𝑓)(𝑝*, 0) =
(

0 −1
1 0

)
.

Note que a matriz inversa de (𝐷𝑥𝑓)(𝑝*, 0) é dada por

(𝐷𝑥𝑓)−1(𝑝*, 0) =
(

0 1
−1 0

)
,

o que implica que 𝑝* é um ponto regular de acordo com a Definição 2.5. Porém, para os
pontos 𝑝* ∈ 𝑆, a matriz (𝐷𝑥𝑓)(𝑝*, 0) possui um par de autovalores complexos com parte
real nula dados por ±𝑖. Logo, o conjunto 𝑆 não é normalmente hiperbólico. ♢

Esse exemplo mostra que a condição de regularidade é mais “fraca” do que a de
normal hiperbolicidade. Por outro lado, se 𝑝 ∈ 𝑆𝑠, a matriz (𝐷x𝑓)(𝑝, 0) não é invertível,
logo det[(𝐷x𝑓)(𝑝, 0)] = 0 e, assim, 0 é um autovalor de multiplicidade pelo menos 1 da
matriz (𝐷x𝑓)(𝑝, 0) e, consequentemente, 𝑆 não é normalmente hiperbólico em 𝑝. Agora,
se 𝑝 ∈ 𝑆 é um ponto normalmente hiperbólico, então 𝑝 não é um ponto singular.

Outro aspecto importante é com relação à representação local de 𝑆. Na seção
anterior, vimos que quando 𝑝 ∈ 𝑆 é normalmente hiperbólico, pelo Teorema da Função
Implícita, 𝑆 pode ser escrita localmente para x em função de y. Note que isso continua
válido no caso em que 𝑝 ∈ 𝑆 é um ponto regular (mesmo 𝑝 não sendo normalmente
hiperbólico). Ou seja, existe uma função ℎ : R𝑛 → R𝑚 que descreve 𝑆 próximo a 𝑝 como o
gráfico x = ℎ(y) e 𝑓(ℎ(y), y, 0) = 0 é válido próximo de 𝑝. Isso reduz o subsistema lento
(2.3) à forma

ẏ = 𝑔(ℎ(y), y, 0). (2.8)

Embora seja interessante conseguirmos parametrizar o subsistema lento, sua for-
mulação como em (2.8) não representa um campo vetorial em R𝑚+𝑛, o que impossibilita
uma comparação direta entre o limite singular (𝜀 → 0) e o sistema completo (0 < 𝜀 ≪ 1).
Como sabemos que o subsistema lento deve ser tangente à variedade crítica, esse não é
um grande problema, uma vez que podemos incorporá-lo em R𝑚+𝑛. O próximo resultado
mostra que, quando necessário, é possível obter uma expressão adequada para o fluxo
lento.

Proposição 2.2. Se 𝑆 é uma variedade suave e 𝑝 = (x0, y0) ∈ 𝑆𝑟 é tal que 𝐷x𝑓(𝑝, 0)
possui posto máximo, então existe uma vizinhança 𝑉 ⊂ 𝑆 de 𝑝 tal que o subsistema lento,
para 𝜀 = 0, em 𝑉 é dado por

ẋ = −𝐷x𝑓(𝑞, 0)−1 · 𝐷y𝑓(𝑞, 0) · 𝑔(𝑞, 0),
ẏ = 𝑔(𝑞, 0),

(2.9)
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para todo 𝑞 ∈ 𝑉 .

Demonstração: Pela continuidade do determinante, é possível encontrar uma vizinhança
de 𝑝, digamos 𝑉 ⊂ 𝑆, tal que 𝐷x𝑓(𝑞, 0) é invertível para todo 𝑞 ∈ 𝑉 . Note que, derivando
implicitamente 0 = 𝑓(x, y, 0) com relação a 𝜏 , obtemos

(𝐷x𝑓)(𝑞, 0)ẋ + (𝐷y𝑓)(𝑞, 0)ẏ = (𝐷x𝑓)(𝑞, 0)ẋ + (𝐷y𝑓)(𝑞, 0)𝑔(𝑞, 0) = 0.

Para concluir o resultado basta uma manipulação adequada da igualdade acima.

Vale destacar que, em geral, não é uma tarefa fácil encontrar expressões para o
fluxo lento, como as descritas acima, para problemas mais complexos ou de dimensões
maiores, uma vez que é necessário lidar com soluções de sistemas de equações não-lineares
0 = 𝑓(x, y, 0). Como o objetivo deste trabalho é estudar sistemas rápido-lento planares,
isso não será um problema.

2.3 Singularidades
Nas seções anteriores, apresentamos ideias e resultados em que a variedade crítica

consistia de pontos regulares ou que era um conjunto normalmente hiperbólico. Entretanto,
quando essas suposições não são válidas, isto é, nos pontos de 𝑆 em que a regularidade e a
normal hiperbolicidade são perdidas, a dinâmica do sistema completo próxima a eles pode
ser mais complexa. Nesta seção, apresentamos alguns exemplos de pontos singulares e de
órbitas singulares.

Na sequência, suponha que 𝑝 ∈ 𝑆 é um ponto singular no sentido da Definição 2.5.
O caso mais simples em que a matriz (𝐷x𝑓)(𝑝, 0) não possui posto máximo é quando ela
possui 0 como um autovalor de multiplicidade 1, ou seja, quando ela possui posto 𝑚 − 1.
Formalmente, introduzimos a próxima definição.

Definição 2.6. Um ponto 𝑝 ∈ 𝑆 é dito um ponto de dobra se (𝐷x𝑓)(𝑝, 0) possui posto
𝑚 − 1. Além disso, o ponto de dobra é dito não-degenerado se para vetores 𝑣 e 𝑤 nos
espaços nulos esquerdo e direito, respectivamente, de (𝐷x𝑓)(𝑝, 0) as condições abaixo são
satisfeitas:

𝑤 · [(𝐷xx𝑓)(𝑝, 0) · (𝑣, 𝑣)] ̸= 0 e 𝑤 · [(𝐷y𝑓)(𝑝, 0)] ̸= 0.

Outra característica importante dos pontos singulares é que eles são pontos naturais
de transição do subsistema lento para o subsistema rápido ou vice-versa. Como veremos, a
ideia é considerar concatenações de segmentos de trajetórias dos fluxos rápido e lento para
o estudo da dinâmica do sistema completo.

Definição 2.7. Uma trajetória singular (ou órbita singular) é uma imagem homeo-
morfa 𝛾0(𝑡) de um intervalo real (𝑎, 𝑏), com 𝑎 < 𝑏, tal que:
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𝑎) o intervalo é particionado como 𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑚 = 𝑏;

𝑏) a imagem de cada subintervalo 𝛾0(𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗) é uma trajetória ou do subsistema rápido
ou do subsistema lento;

𝑐) a imagem 𝛾0(𝑎, 𝑏) tem uma orientação consistente com as orientações em cada
subintervalo (𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗) induzidas pelos fluxos rápido e lento.

Órbitas singulares também podem ser chamadas de órbitas candidatas, como
definido em (KUEHN, 2015), ou ainda conjunto limite periódico, como descrito em
(DUMORTIER; ROUSSARIE, 1996), quando é um limite possível (com relação a distância
de Hausdorff) de uma sequência de ciclos limites.

Exemplo 2.4. Vamos considerar o sistema (1, 1)-rápido-lento dado por

𝑥′ = 𝑦 − 𝑥2,

𝑦′ = 𝜀𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜀).
(2.10)

A variedade crítica é dada pelo conjunto 𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 𝑥2}. Note que o ponto
𝑞 = (0, 0) não é regular e nem normalmente hiperbólico. De fato, a matriz (𝐷𝑥𝑓)(𝑞, 0) não
é invertível e possui 0 como autovalor uma vez que

(𝐷𝑥𝑓)(𝑞, 0) = −2𝑥|𝑞 = 0.

Além disso, temos que

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2 (𝑞, 0) = −2 ̸= 0 e (𝐷𝑦𝑓)(𝑞, 0) = 1 ̸= 0,

satisfazendo as condições de não-degenerecência da Definição 2.6. Por último, note que o
subsistema rápido de (2.10) é

𝑥′ = 𝑦 − 𝑥2,

𝑦′ = 0.

Logo, 𝑦 ∈ R é um parâmetro e a equação 𝑥′ = 𝑦 − 𝑥2 está na forma normal para uma
bifurcação do tipo dobra em 𝑦 = 0. A Figura 8 ilustra o comportamento dos subsistemas
rápido e lento próximos ao ponto 𝑞. As setas duplas e as setas simples indicam as direções
dos fluxos rápido e lento, respectivamente, enquanto que 𝛾(𝑡) representa uma possível
órbita singular. ♢

O Exemplo 2.4, além de ilustrar a Definição 2.6, também faz uma alusão à forma
normal da bifurcação dobra (também conhecida como bifurcação sela-nó). Veja o Exemplo
1 da seção 4.2 de (PERKO, 2001) ou, ainda, o capítulo 4 da mesma referência para mais
detalhes sobre a Teoria das Bifurcações.
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Figura 8 – Representação dos fluxos rápido e lento do Exemplo 2.4.

𝑆𝑎𝑆𝑟

𝑞
𝛾(𝑡)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.5. Vamos considerar o sistema (1, 1)-rápido-lento dado por

𝑥′ = 𝑥(𝑦 − 𝑥),
𝑦′ = 𝜀𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜀).

(2.11)

O conjunto crítico 𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 = 0 ou 𝑦 = 𝑥} é uma variedade exceto em (0, 0).
Observe que o subsistema rápido de (2.11) é

𝑥′ = 𝑥(𝑦 − 𝑥),
𝑦′ = 0.

Logo, 𝑦 ∈ R é um parâmetro e a equação 𝑥′ = 𝑥(𝑦 − 𝑥) está na forma normal para uma
bifurcação transcrítica em 𝑦 = 0. A Figura 9 ilustra o comportamento dos fluxos rápido
e lento para o sistema (2.11). As setas duplas e as setas simples indicam as direções dos
fluxos rápido e lento, respectivamente, enquanto que 𝛾(𝑡) representa uma possível órbita
singular. ♢

Figura 9 – Representação do fluxo rápido (setas duplas) e do fluxo lento (setas únicas) obtidos
no limite singular para o sistema 2.11.

𝑆𝑟

𝑆𝑎

𝛾(𝑡)

Fonte: Elaborada pelo autor.

O próximo exemplo ilustra o caso da bifurcação de Hopf para o subsistema rápido.
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Exemplo 2.6. Vamos considerar o sistema (2, 1)-rápido-lento dado por

𝑥′
1 = 𝑦𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥1(𝑥2

1 + 𝑥2
2) = 𝑓1(x, 𝑦),

𝑥′
2 = 𝑥1 + 𝑦𝑥2 − 𝑥2(𝑥2

1 + 𝑥2
2) = 𝑓2(x, 𝑦)

𝑦′ = 𝜀𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜀),
(2.12)

onde x := (𝑥1, 𝑥2) e 𝑓 := (𝑓1, 𝑓2). A variedade crítica é 𝑆 = {(x, 𝑦) ∈ R3 : 𝑥1 = 𝑥2 = 0},
ou seja, o eixo 𝑦. Note que

𝐷x𝑓 |𝑆 =
(

𝜕𝑓1
𝜕𝑥1

𝜕𝑓1
𝜕𝑥2

𝜕𝑓2
𝜕𝑥1

𝜕𝑓2
𝜕𝑥2

)
=
(

𝑦 −1
1 𝑦

)
.

Logo, todos os pontos da variedade crítica são regulares e 𝑆 é um conjunto normalmente
hiperbólico, com excessão da origem uma vez que 𝐷x𝑓 possui um par de autovalores
complexos ±𝑖 para 𝑦 = 0. O subsistema rápido de (2.12) é dado por

𝑥′
1 = 𝑦𝑥1 − 𝑥2 − 𝑥1(𝑥2

1 + 𝑥2
2),

𝑥′
2 = 𝑥1 + 𝑦𝑥2 − 𝑥2(𝑥2

1 + 𝑥2
2)

𝑦′ = 0.

Assim, 𝑦 ∈ R é um parâmetro e temos que (𝑥′
1, 𝑥′

2) está na forma normal de uma bifurcação
de Hopf. ♢
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CAPÍTULO

3
OSCILAÇÃO DE RELAXAMENTO

Este capítulo é destinado ao estudo de um tipo especial de movimento periódico
conhecido como oscilação de relaxamento, tanto no contexto de sistemas rápido-lento
suaves como no contexto em que o sistema é suave por partes. Inicialmente, apresentamos
a famosa equação de van der Pol e as principais ideias sobre o fenômeno de oscilação de
relaxamento, além de um resultado para o caso suave planar. Posteriormente, na Seção
3.3, apresentamos um resultado análogo para o caso de sistemas rápido-lento suaves por
partes, presente em (CARDIN, 2022).

3.1 A equação de van der Pol

Balthasar van der Pol foi um físico holandês pioneiro no estudo e desenvolvimento
da rádio-comunicação muito renomado, tanto que em 1927, após estabelecer a primeira
comunicação radiotelefônica entre a Holanda e as Índias Orientais Holandesas, foi no-
meado Cavaleiro da Ordem de Orange-Nassau, honra concedida à cidadãos que merecem
o reconhecimento da sociedade holandesa. Além da sua contribuição à área da rádio-
comunicação, van der Pol é reconhecido pela apresentação da famosa equação que leva seu
nome, dada por

𝑥′′ + 𝜇(𝑥2 − 1)𝑥′ + 𝑥 = 0, (3.1)

por meio do artigo (POL, 1926) publicado em 1926. Essa equação é um caso particular
das equações diferenciais de segunda ordem obtidas por Liénard, Andronov e van der Pol,
conhecidas como equações de Liénard.

Supomos que o parâmetro 𝜇 é suficientemente grande (𝜇 ≫ 1). A equação de van
der Pol pode ser transformada em um sistema rápido-lento. Para isso, tomamos 𝑡 = 𝜇𝜏

e trocamos 𝑥′ por �̇�
𝜇

e 𝑥′′ por �̈�
𝜇2 , onde 𝑥′ e �̇� denotam a derivada em relação à 𝑡 e 𝜏 ,

respectivamente. Usando a chamada transformação de Liénard 𝑦 := �̇�
𝜇2 + 𝑥3

3 − 𝑥, temos que
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�̇� = −𝑥 e, consequentemente, a equação (3.1) pode ser transformada no seguinte sistema
rápido-lento de primeira ordem

𝜀�̇� = 𝑦 − 𝑥3

3 + 𝑥,

�̇� = −𝑥,
(3.2)

onde 𝜀 = 1/𝜇2.

Se na equação de van der Pol consideramos um termo de força constante, represen-
tado por 𝑎 > 0, obtemos a seguinte equação:

𝑥′′ + 𝜇(𝑥2 − 1)𝑥′ + 𝑥 = 𝑎. (3.3)

Usando a mesma estratégia anterior, podemos escrever a equação (3.3) como um sistema
(1, 1)-rápido-lento dado por

𝜀�̇� = 𝑦 − 𝑥3

3 + 𝑥,

�̇� = 𝑎 − 𝑥.
(3.4)

Essa equação desempenhou um importante papel no estudo de múltiplas escalas de tempo
e no estudo do chamado fenômeno da explosão canard, o qual nos aprofundaremos no
Capítulo 4.

A seguir, usaremos o sistema (3.2) para ilustrar o fenômeno de oscilação de relaxa-
mento, além de ilustrar algumas das ideias estudadas nos capítulos anteriores.

A equação de van der Pol é o modelo mais utilizado na abordagem do fenômeno
de oscilação de relaxamento e, geralmente, os créditos do ínicio do estudo desse tipo de
oscilação são dados a van der Pol. De fato, sua contribuição para o desenvolvimento dos
estudos sobre comportamentos auto-oscilantes sustentados não-lineares é gigantesca e
inegável, sendo possível destacar seu papel na distinção deste tipo particular de oscilação,
a qual difere das oscilações senoidais, e na forma como tais fenômenos deveriam ser
investigados. No entanto, é preciso salientar que a aparição dessas oscilações já havia sido
observada em trabalhos anteriores ao de van der Pol, veja (GINOUX; LETELLIER, 2012)
por exemplo.

Exemplo 3.1. Vamos considerar o sistema (3.2). A variedade crítica é dada por 𝑆 =
{(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 𝑥3

3 −𝑥}. De acordo com a Definição 2.6, 𝐴+ = (1, −2/3) e 𝐴− = (−1, 2/3)
são pontos de dobra não-degenerados de 𝑆, uma vez que 𝐷𝑥𝑓(𝐴±, 0) = 0, 𝐷𝑥𝑥𝑓(𝐴±, 0) =
−2 ̸= 0 e 𝐷𝑦𝑓(𝐴±, 0) = 1 ̸= 0. Além disso, os pontos 𝐴± dividem 𝑆 em três partes
normalmente hiperbólicas, 𝑆𝑎− = 𝑆 ∩ {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 < −1}, 𝑆𝑟 = 𝑆 ∩ {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 :
−1 < 𝑥 < 1} e 𝑆𝑎+ = 𝑆 ∩ {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 > 1}, sendo 𝑆𝑎± conjuntos atratores e 𝑆𝑟 um
conjunto repulsor. Agora, observe que os subsistemas rápido e lento, obtidos por meio do
limite singular 𝜀 → 0, são dados por

𝑥′ = 𝑦 − 𝑥3

3 + 𝑥,

𝑦′ = 0,
e 0 = 𝑦 − 𝑥3

3 + 𝑥,

�̇� = −𝑥,
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respectivamente. Podemos também parametrizar o fluxo lento usando a variável 𝑥. De
fato, se derivamos 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦 − 𝑥3/3 + 𝑥 com relação a 𝜏 , obtemos

𝜕𝑓

𝜕𝑥
�̇� + 𝜕𝑓

𝜕𝑦
�̇� = (1 − 𝑥2)�̇� + �̇� = 0.

Logo, como �̇� = −𝑥 no subsistema lento, o fluxo lento pode ser dado explicitamente por

�̇� = 𝑥

1 − 𝑥2 ,

o qual possui um ponto crítico instável na origem e não está definido nos pontos 𝐴±.
Observe ainda que o subsitema rápido pode ter 1, 2 ou 3 pontos críticos em cada camada
dependendo dos valores que 𝑦 assume. De fato, para |𝑦| > 2/3 há apenas um ponto crítico
estável; para |𝑦| < 2/3 há 3 pontos críticos em cada camada e o ramo 𝑆𝑟 consiste de
pontos críticos instáveis; para |𝑦| = 2/3 cada camada possui dois pontos críticos. Com
base nessas observações, os fluxos rápido (setas duplas) e lento (setas simples) são como
os indicados na Figura 10.

Seja 𝛾0 a órbita singular fechada definida como a união de trajetórias do subsistema
rápido ligando os pontos 𝐴∓ e 𝐵± = (±2, ±2/3), respectivamente, e dos pedaços de 𝑆

ligando os pontos 𝐵± e 𝐴±, respectivamente. Como veremos abaixo no Teorema 3.1, 𝛾0

perturba como um ciclo limite estável 𝛾𝜀 do sistema (3.2), para 0 < 𝜀 ≪ 1, veja a Figura
10. Além disso, 𝛾𝜀 → 𝛾0 na distância de Hausdorff conforme 𝜀 → 0. ♢

Figura 10 – Representação dos fluxos rápido e lento obtidos no limite singular do Exemplo 3.1, da
órbita singular 𝛾0, do ciclo limite 𝛾𝜀 e das dobras e partes normalmente hiperbólicas
de 𝑆.

𝑆𝑟

𝑆𝑎+

𝑆𝑎−

𝐴−

𝐴+

𝛾0

𝐵+

𝐵−

𝛾𝜀

(0, 0)

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2 Oscilação de relaxamento em sistemas suaves
Nesta seção, introduzimos as oscilações de relaxamento e um resultado que garante

sua existência para sistemas suaves planares, apresentado em (KRUPA; SZMOLYAN,
2001b).
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Definição 3.1. Uma família contínua de soluções periódicas 𝛾𝜀 de um sistema rápido-lento
é dita uma oscilação de relaxamento se ela converge, com relação a distância de
Hausdorff, no limite singular 𝜀 → 0 para uma órbita singular 𝛾0.

Definição 3.2. Um ponto 𝑝 ∈ 𝑆 no qual segmentos dos fluxos rápido e lento são
concatenados é dito um ponto de salto (“jump point”) se o fluxo rápido é direcionado
para longe da variedade crítica 𝑆. Quando o fluxo rápido é direcionado para 𝑆, então 𝑝 é
dito um ponto de descida (“drop point”).

A Definição 3.1 contempla o caso mostrado no Exemplo 3.1, mas ela também abrange
outros tipos de oscilações que ocorrem em sistemas rápido-lento que, tradicionalmente,
não são chamados de oscilações de relaxamento. Logo, a próxima definição surge com o
intuito de especificar um pouco mais o fenômeno no qual estamos interessados.

Definição 3.3. Uma família contínua de soluções periódicas 𝛾𝜀 de um sistema rápido-lento
é dita uma oscilação de relaxamento simples se ela converge, com relação a distância
de Hausdorff, no limite singular 𝜀 → 0 para uma órbita singular 𝛾0 e, além disso, os saltos
ocorrem apenas em pontos de dobra genéricos e os pontos de descida são normalmente
hiperbólicos.

Nesta seção, focaremos no caso planar, ou seja, consideramos sistemas (1, 1)-rápido-
lento

𝑥′ = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝜀),
𝑦′ = 𝜀𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜀),

(3.5)

onde (𝑥, 𝑦) ∈ R2. Nosso intuito é explorar um resultado que nos garante a existência de
uma oscilação de relaxamento simples para o sistema (3.5). Para isso, vamos fazer as
seguintes suposições:

(𝐴1) A variedade crítica 𝑆 é “S-shaped” (em forma de 𝑆), isto é, pode ser escrita como
𝑦 = ℎ(𝑥) com ℎ : R → R uma função com dois pontos críticos, um máximo local
𝐴+ = (𝑥𝑀 , 𝑦𝑀) e um mínimo local 𝐴− = (𝑥𝑚, 𝑦𝑚), ambos dobras não-degeneradas.
Sem perda de generalidade, podemos transladar o ponto 𝐴− para a origem. Neste
caso, obtemos as seguintes partes da variedade crítica

𝑆𝑎− = 𝑆 ∩ {𝑥 < 0}, 𝑆𝑟 = 𝑆 ∩ {0 < 𝑥 < 𝑥𝑀}, 𝑆𝑎+ = 𝑆 ∩ {𝑥𝑀 < 𝑥};

(𝐴2) Os ramos 𝑆𝑎± são conjuntos atratores e o ramo 𝑆𝑟 é um conjunto repulsor, todos
normalmente hiperbólicos;

(𝐴3) Os pontos de dobra de 𝑆 são genéricos, isto é, 𝜕2𝑓
𝜕𝑥2 , 𝜕𝑓

𝜕𝑦
e 𝑔 não se anulam em 𝐴±;

(𝐴4) O fluxo lento em 𝑆𝑎− aponta para a direita (�̇� > 0) e, em 𝑆𝑎+, aponta para a
esquerda (�̇� < 0).
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A Figura 11 ilustra os fluxos rápido e lento sob as suposições acima e, também,
a órbita singular 𝛾0 definida como a união de trajetórias do subsistema rápido ligando
os pontos 𝐴± e 𝐵∓, respectivamente, e dos pedaços de 𝑆 ligando os pontos 𝐵± e 𝐴±,
respectivamente.

Teorema 3.1. Seja 𝑈 uma pequena vizinhança tubular de 𝛾0. Se as condições (𝐴1) −
(𝐴4) são válidas, então existe um único ciclo limite 𝛾𝜀 ⊂ 𝑈 , para cada 𝜀 > 0 fixado e
suficientemente pequeno. O ciclo limite é estável, com expoente característico limitado
acima por −𝐾/𝜀, para alguma constante 𝐾 > 0. Além disso, 𝛾𝜀 converge para 𝛾0 com
relação a distância de Hausdorff conforme 𝜀 → 0.

Figura 11 – Representação de um cenário que satisfaz as condições (𝐴1) − (𝐴4) e do ciclo limite
𝛾𝜀, curva fechada em laranja.

𝐴−

𝑆

𝐴+

𝛾𝜀

𝛾0

Δ

𝐵+

𝐵−

Fonte: Elaborada pelo autor.

Antes de demonstrar o Teorema 3.1, apresentamos um resultado que caracteriza o
comportamento da dinâmica do sistema (3.5) próximo à uma dobra genérica, para mais
detalhes e para uma demonstração, veja (KRUPA; SZMOLYAN, 2001a) e a seção 7.4
de (KUEHN, 2015). Vamos definir duas seções, uma transversal ao ramo 𝑆𝑎 dada por
Δ𝑖𝑛 := {(𝑥, 𝜌2) ∈ 𝑈 : 𝑥 ∈ 𝐽𝑖𝑛} e uma transversal ao fluxo rápido dada por Δ𝑜𝑢𝑡 := {(𝜌, 𝑦) ∈
𝑈 : 𝑦 ∈ 𝐽𝑜𝑢𝑡}, onde 𝜌 é um número real positivo pequeno e 𝐽𝑖𝑛, 𝐽𝑜𝑢𝑡 são intervalos reais,
veja Figura 12. Além disso, definimos 𝜋 : Δ𝑖𝑛 → Δ𝑜𝑢𝑡 como a função de transição para o
fluxo do sistema (3.5).

Lema 3.1. Sob as hipóteses (𝐴1) − (𝐴4), existe 𝜀0 > 0 tal que, para 𝜀 ∈ (0, 𝜀0], são válidas
as afirmações:

i) A variedade 𝑆𝑎
𝜀 passa por Δ𝑜𝑢𝑡 em um ponto (𝜌, ℎ(𝜀)), onde ℎ(𝜀) = 𝒪(𝜀2/3).

ii) A função de transição 𝜋 é uma contração com taxa de contração 𝒪(𝑒−𝑐/𝜀), onde 𝑐 é
uma constante positiva.
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Figura 12 – Variedade crítica, variedades lentas e seções transversais próximas à uma dobra.

Fonte: Retirada do artigo (KRUPA; SZMOLYAN, 2001a).

Demonstração (Teorema 3.1): De acordo com a teoria de Fenichel, existem variedades
lentas 𝑆𝑎±

𝜀 que estão 𝒪(𝜀) próximas de 𝑆𝑎±, respectivamente. Já pelo Lema 3.1, próximo
à uma dobra genérica, as variedade lentas podem ser continuadas além dos pontos de
dobra e, assim, seguirem próximas à uma camada do fluxo rápido até chegarem à uma
vizinhança da outra variedade lenta. Vamos considerar uma seção Δ, como na Figura
11, e assumir que 𝜀 > 0 é suficientemente pequeno. Analisando duas trajetórias 𝛾1,2

𝜀 que
começam em Δ, segue que, inicialmente, 𝛾1,2

𝜀 serão atraídas para 𝑆𝑎−
𝜀 e, ao passarem

próximas do ponto de dobra 𝐴−, irão se contrair exponencialmente uma em direção a
outra e seguirem próximas à uma camada do fluxo rápido até atingirem uma vizinhança da
variedade lenta 𝑆𝑎+

𝜀 . Analogamente, 𝛾1,2
𝜀 são atraídas para 𝑆𝑎+

𝜀 , passam próximas a dobra
em 𝐴+, seguem próximas à uma camada do fluxo rápido, até atingirem uma vizinhança
de 𝑆𝑎−

𝜀 , e retornam a Δ após serem atraídas por 𝑆𝑎−
𝜀 .

Portanto, analisando a aplicação de primeiro retorno Π : Δ → Δ, temos que Π é
uma contração (com taxa exponencial 𝒪(𝑒−1/𝜀)) e, pelo Teorema do Ponto Fixo (veja, por
exemplo, página 31 de (BARREIRA; VALLS, 2012)), Π possui um único ponto fixo, que
corresponde a um ciclo limite 𝛾𝜀. Como a contração é exponencial próxima do ciclo limite,
seu multiplicador característico é limitado acima por −𝐾/𝜀 para alguma constante 𝐾 > 0.
Além disso, segue da teoria de Fenichel e do Lema 3.1 que, no limite singular (𝜀 → 0),
𝛾𝜀 → 𝛾0 na distância de Hausdorff.

3.3 Oscilação de relaxamento em sistemas suaves por
partes

Nesta seção, retomando os conceitos estudados na Seção 1.2 sobre sistemas suaves
por partes, apresentamos condições que garantem a existência de uma oscilação de relaxa-
mento simples para o sistema (3.5) no caso em que 𝑓 e 𝑔 são funções suaves por partes
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dadas por

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝜀) =
{

𝑓−(𝑥, 𝑦, 𝜀) se ℎ(𝑥, 𝑦) < 0,

𝑓+(𝑥, 𝑦, 𝜀) se ℎ(𝑥, 𝑦) > 0,
(3.6)

e

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜀) =
{

𝑔−(𝑥, 𝑦, 𝜀) se ℎ(𝑥, 𝑦) < 0,

𝑔+(𝑥, 𝑦, 𝜀) se ℎ(𝑥, 𝑦) > 0,
(3.7)

onde ℎ : R2 → R é uma função suave que possui 0 como um valor regular e 𝑓−, 𝑓+, 𝑔− e
𝑔+ são funções suficientemente suaves em suas componentes. Logo, podemos considerar o
sistema (1, 1)-rápido-lento dado por

(𝑥′, 𝑦′) =
{

(𝑓−(𝑥, 𝑦, 𝜀), 𝜀𝑔−(𝑥, 𝑦, 𝜀)) se ℎ(𝑥, 𝑦) < 0,

(𝑓+(𝑥, 𝑦, 𝜀), 𝜀𝑔+(𝑥, 𝑦, 𝜀)) se ℎ(𝑥, 𝑦) > 0,
(3.8)

na escala de tempo rápido. Equivalentemente, considerando a escala de tempo lento, o
sistema pode ser dador por

(𝜀�̇�, �̇�) =
{

(𝑓−(𝑥, 𝑦, 𝜀), 𝑔−(𝑥, 𝑦, 𝜀)) se ℎ(𝑥, 𝑦) < 0,

(𝑓+(𝑥, 𝑦, 𝜀), 𝑔+(𝑥, 𝑦, 𝜀)) se ℎ(𝑥, 𝑦) > 0.
(3.9)

A não-suavidade (ou mesmo descontinuidade) dos sistemas (3.8) e (3.9) ocorre no conjunto

Σ = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : ℎ(𝑥, 𝑦) = 0}.

Assim como no caso suave, podemos considerar os problemas de camada e reduzido dados,
respectivamente, por

(𝑥′, 𝑦′) =
{

(𝑓−(𝑥, 𝑦, 0), 0) se ℎ(𝑥, 𝑦) < 0,

(𝑓+(𝑥, 𝑦, 0), 0) se ℎ(𝑥, 𝑦) > 0,
(3.10)

e

(0, �̇�) =
{

(𝑓−(𝑥, 𝑦, 𝜀), 𝑔−(𝑥, 𝑦, 𝜀)) se ℎ(𝑥, 𝑦) < 0,

(𝑓+(𝑥, 𝑦, 𝜀), 𝑔+(𝑥, 𝑦, 𝜀)) se ℎ(𝑥, 𝑦) > 0.
(3.11)

Na sequência, apresentamos um resultado análogo ao Teorema 3.1, presente em
(CARDIN, 2022). Para isso, vamos assumir as seguintes hipóteses:

(𝐵1) 𝑓−, 𝑓+, 𝑔− e 𝑔+ são funções suficientemente suaves em seus argumentos.

(𝐵2) A variedade crítica 𝑆 pode ser escrita na forma 𝑦 = 𝜙(𝑥), onde a função 𝜙 : R → R
é suave por partes e contínua, com dois pontos críticos nos quais a derivada se anula,
um mínimo local 𝑥𝑚 e um máximo local 𝑥𝑀 , ambos dobras não-degeneradas. A
função contínua 𝜙 é diferenciável exceto, possivelmente, na abcissa dos pontos em
𝑆 ∩ Σ, os quais podem ser pontos críticos de 𝜙 onde a derivada 𝜙′ não existe. Sem
perda de generalidade, assumiremos que 𝑥𝑀 < 𝑥𝑚.
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(𝐵3) Suponha que as retas 𝑦 = 𝑦𝑀 := 𝜙(𝑥𝑀) e 𝑦 = 𝑦𝑚 := 𝜙(𝑥𝑚), passando pelos pontos
𝐴 := (𝑥𝑀 , 𝑦𝑀) e 𝐵 := (𝑥𝑚, 𝑦𝑚), intersectam o gráfico de 𝜙 nos pontos 𝐶 ̸= 𝐴 e
𝐷 ̸= 𝐵, respectivamente.

De acordo com (𝐵3), temos que a variedade crítica 𝑆 pode ser decomposta como

𝑆 = 𝑆𝑙 ∪ {𝐴} ∪ 𝑆𝑚 ∪ {𝐵} ∪ 𝑆𝑟,

onde
𝑆𝑙 = {(𝑥, 𝜙(𝑥)) ∈ R2 : 𝑥 < 𝑥𝑀},

𝑆𝑚 = {(𝑥, 𝜙(𝑥)) ∈ R2 : 𝑥𝑀 < 𝑥 < 𝑥𝑚},

𝑆𝑟 = {(𝑥, 𝜙(𝑥)) ∈ R2 : 𝑥 > 𝑥𝑚}.

Além disso, os ramos 𝑆𝑙, 𝑆𝑚 e 𝑆𝑟 podem ter partes que se encontram em ambos os lados
de Σ. A parte de 𝑆𝑖, para 𝑖 ∈ {𝑙, 𝑚, 𝑟}, em Σ− = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : ℎ(𝑥, 𝑦) < 0} e em
Σ+ = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : ℎ(𝑥, 𝑦) > 0}, será denotada por 𝑆−

𝑖 e 𝑆+
𝑖 , respectivamente.

(𝐵4) Os pontos de dobra 𝐴 e 𝐵 são genéricos, isto é, (𝜕2𝑓/𝜕𝑥2), (𝜕𝑓/𝜕𝑦) e 𝑔 não se
anulam em (𝐴, 0) e (𝐵, 0).

(𝐵5) (𝜕𝑓/𝜕𝑥)(𝑥, 𝑦, 0) < 0 para (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝑙 ∪ 𝑆𝑟 e (𝜕𝑓/𝜕𝑥)(𝑥, 𝑦, 0) > 0 para (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝑚.
Isso significa que, para o problema de camada (3.10), os ramos 𝑆𝑙 e 𝑆𝑟 são atratores
enquanto que o ramo 𝑆𝑚 é repulsor.

(𝐵6) 𝑔(𝑥, 𝑦, 0) > 0 para (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝑙 e 𝑔(𝑥, 𝑦, 0) < 0 para (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝑟. Também, assuma
que existem pontos 𝑥− e 𝑥+, com 𝑥𝑀 < 𝑥− < 𝑥+ < 𝑥𝑚, tais que 𝑔(𝑥, 𝑦, 0) < 0 para
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 com 𝑥+ < 𝑥 < 𝑥𝑚 e 𝑔(𝑥, 𝑦, 0) > 0 para (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 com 𝑥𝑀 < 𝑥 < 𝑥−.

Antes de apresentar a última hipótese, definimos uma trajetória singular de
costura Γ como a união das trajetórias de (3.10) que ligam o ponto 𝐴 ao ponto 𝐶 e 𝐵 ao
ponto 𝐷, com as partes de 𝑆 que juntam 𝐷 e 𝐴, e 𝐶 e 𝐵, veja a Figura 13.

(𝐵7) Γ e Σ se intersectam transversalmente apenas numa quantidade finita de pontos de
costura do sistema (3.8), isto é, Γ ∩ Σ ⊂ Σ𝑐. Além disso, se 𝑆 ∩ Γ ∩ Σ ̸= ∅, assuma
que 𝑆 é normalmente hiperbólica em qualquer ponto em 𝑆 ∩ Γ ∩ Σ, ou seja, os pontos
de dobra de 𝑆 não pertencem a 𝑆 ∩ Γ ∩ Σ.

O próximo resultado estabelece a existência de uma oscilação de relaxamento de
costura para o sistema rápido-lento suave por partes (3.8).

Teorema 3.2. Seja 𝑉 uma pequena vizinhança tubular de Γ e assuma que o sistema (3.8)
satisfaz as hipóteses (𝐵1) − (𝐵7). Então, para cada 𝜀 > 0 suficientemente pequeno, existe
um único ciclo limite de costura Γ𝜀 ⊂ 𝑉 que se aproxima de Γ na distância de Hausdorff
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conforme 𝜀 → 0. Além disso, Γ𝜀 é estável, com expoente característico limitado acima por
−𝐾/𝜀 para alguma constante 𝐾 > 0.

Figura 13 – Esboço da dinâmica rápida e lenta sob as hipóteses (𝐵1) − (𝐵7). A curva fechada
em vermelho representa a trajetória singular de costura Γ, enquanto que as curvas
em azul e preto representam, respectivamente, a variedade de descontinuidade Σ e a
variedade crítica 𝑆.

𝐴
𝐶

𝑆 Σ

𝐵𝐷 Δ6 Δ5 Γ

Δ4

𝑦

𝑥
Δ1

Δ2 Δ3

𝑥𝑀 𝑥− 𝑥+ 𝑥𝑚

Fonte: Retirada do artigo (CARDIN, 2022).

Observação 3.1. A região tubular 𝑉 citada no Teorema 3.2 é fixada e independe de 𝜀.

Demonstração: Seja Γ ∩ Σ = {𝑃1, 𝑃2, ..., 𝑃𝑛}, com 𝑃𝑗 = (𝑥𝑗, 𝑦𝑗), para 𝑗 = 1, ..., 𝑛. Em
cada ponto 𝑃𝑗, vamos considerar uma seção transversal adequada Δ𝑗 ⊂ Σ (assim como
ilustrado na Figura 13). De acordo com (𝐵7), cada ponto 𝑃𝑗 é de costura e, dessa forma,
por argumentos de continuidade relacionados à derivada de Lie e tomando uma seção
transversal Δ𝑗 menor caso seja necessário, podemos assumir que todos os pontos em Δ𝑗

também são pontos de costura do sistema (3.8), para todo 𝜀 > 0 suficientemente pequeno.

Pelas hipóteses do Teorema 3.2, é possível definir funções de transição 𝜋𝑗 : Δ𝑗 →
Δ𝑗+1, com 𝑗 = 1, ..., 𝑛 − 1, e 𝜋𝑛 : Δ𝑛 → Δ1. A seguir, faremos uma análise dos diferentes
tipos de funções de transição que podem ocorrer. Note que um ponto 𝑃𝑗 de Γ ∩ Σ pode
pertencer à 𝑆𝑙 ∪ 𝐴𝐶 ∪ 𝑆𝑟 ∪ 𝐵𝐷, mas temos que 𝑃𝑗 ̸= 𝐴 e 𝑃𝑗 ≠ 𝐵, de acordo com
(𝐵7). Logo, obtemos os seguintes casos: (i) 𝑃𝑗, 𝑃𝑗+1 ∈ 𝑆𝑙, (ii) 𝑃𝑗 ∈ 𝑆𝑙 e 𝑃𝑗+1 ∈ 𝐴𝐶, (iii)
𝑃𝑗, 𝑃𝑗+1 ∈ 𝐴𝐶 e (iv) 𝑃𝑗 ∈ 𝐴𝐶 e 𝑃𝑗+1 ∈ 𝑆𝑟. As análises das funções de transição para
as outras possibilidades são análogas. Por exemplo, se 𝑃𝑗, 𝑃𝑗+1 ∈ 𝑆𝑟, a análise é similar
ao caso (i); se 𝑃𝑗 ∈ 𝑆𝑟 e 𝑃𝑗+1 ∈ 𝐵𝐷, a análise é similar ao caso (ii); se 𝑃𝑗, 𝑃𝑗+1 ∈ 𝐵𝐷 é
análogo ao caso (iii) e se 𝑃𝑗 ∈ 𝐵𝐷 e 𝑃𝑗+1 ∈ 𝑆𝑙 a análise é similar ao caso (iv). Observe
que é possível a existência de outras situações como, por exemplo, se 𝑃𝑗 ∈ 𝑆𝑙 e 𝑃𝑗+1 ∈ 𝑆𝑟.
Em tais situações, basta notar que a função de transição é dada por uma composição de
funções nas formas analisadas.

Pela teoria de Fenichel, segue que (subvariedades compactas adequadas de) 𝑆−
𝑙 , 𝑆+

𝑙 , 𝑆−
𝑟

e 𝑆+
𝑟 perturbam as variedades lentas 𝑆−

𝑙,𝜀, 𝑆+
𝑙,𝜀, 𝑆−

𝑟,𝜀 e 𝑆+
𝑟,𝜀, respectivamente. Além disso, pelo
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Lema 3.1, a variedade lenta persistente 𝑆+
𝑙,𝜀 (respectivamente, 𝑆−

𝑟,𝜀) continua além do
ponto de dobra 𝐴 (respectivamente, 𝐵) e segue próxima à uma camada do sistema
𝑥′ = 𝑓+(𝑥, 𝑦, 0), 𝑦′ = 0 (respectivamente, 𝑥′ = 𝑓−(𝑥, 𝑦, 0), 𝑦′ = 0).

Sejam 𝑝𝑗, 𝑞𝑗 ∈ Δ𝑗 e 𝛾𝑝𝑗 ,𝜀 e 𝛾𝑞𝑗 ,𝜀 as órbitas do sistema (3.8) começando em 𝑝𝑗 e 𝑞𝑗,
respectivamente, para 0 < 𝜀 ≪ 1. Assim:

(i) Como 𝑝𝑗 e 𝑞𝑗 são pontos de costura, as órbitas 𝛾𝑝𝑗 ,𝜀 e 𝛾𝑞𝑗 ,𝜀 entram em Σ+ = {(𝑥, 𝑦) ∈
R2 : ℎ(𝑥, 𝑦) > 0} (ou, respectivamente, em Σ− = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : ℎ(𝑥, 𝑦) < 0}) e,
pelo 1∘ Teorema de Fenichel, são atraídas para 𝑆+

𝑙,𝜀 (ou, respectivamente, para 𝑆−
𝑙,𝜀)

contraindo exponencialmente uma em direção a outra até intersectarem Δ𝑗+1. Neste
caso, para 𝜀 > 0 suficientemente pequeno, a função de transição 𝜋𝑗 é uma contração
com taxa de contração limitada acima por 𝑒−𝐾𝑗/𝜀 para alguma constante 𝐾𝑗 > 0;

(ii) Novamente, como 𝑝𝑗 e 𝑞𝑗 são pontos de costura, as órbitas 𝛾𝑝𝑗 ,𝜀 e 𝛾𝑞𝑗 ,𝜀 entram em
Σ+ (ou, respectivamente, em Σ−) e, pelo 1∘ Teorema de Fenichel, são atraídas para
𝑆+

𝑙,𝜀 (ou, respectivamente, para 𝑆−
𝑙,𝜀). Pelo Lema 3.1, 𝛾𝑝𝑗 ,𝜀 e 𝛾𝑞𝑗 ,𝜀 passam próximas

ao ponto de dobra 𝐴 contraindo exponencialmente uma em direção a outra até
intersectarem Δ𝑗+1. Para 𝜀 > 0 suficientemente pequeno, a função de transição 𝜋𝑗

também é uma contração com o taxa de contração limitada acima por 𝑒−𝐾𝑗/𝜀 para
alguma constante 𝐾𝑗 > 0;

(iii) Como 𝑝𝑗 e 𝑞𝑗 são pontos de costura, as órbitas 𝛾𝑝𝑗 ,𝜀 e 𝛾𝑞𝑗 ,𝜀 entram em Σ+ (ou, respecti-
vamente, em Σ−) e seguem próximas à uma camada do sistema 𝑥′ = 𝑓+(𝑥, 𝑦, 0), 𝑦′ = 0
(ou, respectivamente, 𝑥′ = 𝑓−(𝑥, 𝑦, 0), 𝑦′ = 0) até intersectarem Δ𝑗+1. Uma vez que
o fluxo do problema de camadas é trivial e conhecido explicitamente, pela teoria de
perturbação regular, temos que as trajetórias, para 𝜀 > 0 pequeno o suficiente, estão
𝒪(𝜀)-próximas de suas contrapartes 𝜀 = 0 na seção de saída. Neste caso, para 𝜀 > 0
suficientemente pequeno, segue pelo Teorema do Fluxo Tubular (veja, por exemplo,
página 51 de (BARREIRA; VALLS, 2012)) que a função de transição 𝜋𝑗 pode estar,
no máximo, expandindo algebricamente;

(iv) Por último, como 𝑝𝑗 e 𝑞𝑗 são pontos de costura, as órbitas 𝛾𝑝𝑗 ,𝜀 e 𝛾𝑞𝑗 ,𝜀 entram em
Σ+ (ou, respectivamente, em Σ−) e seguem próximas à uma camada do sistema
𝑥′ = 𝑓+(𝑥, 𝑦, 0), 𝑦′ = 0 (ou, respectivamente, 𝑥′ = 𝑓−(𝑥, 𝑦, 0), 𝑦′ = 0) até que
cheguem nas proximidades da variedade lenta 𝑆+

𝑟,𝜀 (ou, respectivamente, 𝑆−
𝑟,𝜀). Pelo

1∘ Teorema de Fenichel, elas são atraídas para 𝑆+
𝑟,𝜀 (ou, respectivamente, para 𝑆−

𝑟,𝜀)
contraindo exponencialmente uma em direção a outra até intersectarem Δ𝑗+1. Neste
caso, para 𝜀 > 0 suficientemente pequeno, a função de transição 𝜋𝑗 é uma contração
com taxa de contração limitada acima por 𝑒−𝐾𝑗/𝜀 para alguma constante 𝐾𝑗 > 0.
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Para concluir a demonstração, note que qualquer escolha da função de transição
𝜋 : Δ𝑗 → Δ𝑗 será dada por uma composição de funções de transição 𝜋𝑗 como as estudadas
em cada caso, sendo que ao menos uma irá contrair exponencialmente e as demais podem
estar, no máximo, expandindo algebricamente. Assim, a função 𝜋 é uma contração com
taxa de contração limitada acima por 𝑒−𝐾/𝜀 para alguma constante 𝐾 > 0. O Teorema do
Ponto Fixo nos garante então que 𝜋 possui um único ponto fixo, o qual corresponde a um
ciclo limite de costura Γ𝜀 (estável) com expoente característico limitado acima por −𝐾/𝜀.
Pela teoria de Fenichel e pelo Lema 3.1, concluímos que Γ𝜀 → Γ na distância de Hausdorff
conforme 𝜀 → 0.

A seguir, apresentamos alguns exemplos que ilustram o Teorema 3.2.

Exemplo 3.2. Vamos considerar o seguinte sistema rápido-lento suave por partes

(𝑥′, 𝑦′) =
{

(𝑦 + 𝑥 − 𝑥3

3 , −2𝜀𝑥) se 𝑦 < 0,

(𝑦 + 3𝑥 − 𝑥3, −𝜀𝑥) se 𝑦 > 0.
(3.12)

De acordo com as notações apresentadas anteriormente, temos que

𝑓−(𝑥, 𝑦, 𝜀) = 𝑦 + 𝑥 − 𝑥3/3, 𝑓+(𝑥, 𝑦, 𝜀) = 𝑦 + 3𝑥 − 𝑥3,

𝑔−(𝑥, 𝑦, 𝜀) = −2𝑥, 𝑔+(𝑥, 𝑦, 𝜀) = −𝑥,

com ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑦. Logo,

𝜕𝑓−

𝜕𝑥
= 1 − 𝑥2,

𝜕𝑓+

𝜕𝑥
= 3 − 3𝑥2,

𝜕𝑔−

𝜕𝑥
= −2,

𝜕𝑔+

𝜕𝑥
= −1,

𝜕𝑓−

𝜕𝑦
= 1,

𝜕𝑓+

𝜕𝑦
= 1,

𝜕2𝑓−

𝜕𝑥2 = −2𝑥,
𝜕2𝑓+

𝜕𝑥2 = −6𝑥.

Observe que todos os pontos sobre Σ = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 0}, com exceção da origem, são
pontos de costura do sistema (3.12). De fato,

(𝑋+
𝜀 ℎ) · (𝑋−

𝜀 ℎ) = < 𝑋+
𝜀 , ∇ℎ > · < 𝑋−

𝜀 , ∇ℎ >

= < (𝑦 + 𝑥 − 𝑥3

3 , −2𝜀), (0, 1) > · < (𝑦 + 3𝑥 − 𝑥3, −𝜀𝑥), (0, 1) >

= (−2𝜀𝑥) · (−𝜀𝑥) = 2𝜀2𝑥2,

que é positivo para todo (𝑥, 0) ∈ Σ com 𝑥 ̸= 0. Além disso, as hipóteses (𝐵1) − (𝐵7) são
válidas. De fato, observe que a variedade crítica 𝑆 é dada por 𝑦 = 𝜙(𝑥), com

𝜙(𝑥) =
{

𝑥3

3 − 𝑥 se 𝑥 ∈ (−∞,
√

3) ∪ (0,
√

3),
𝑥3 − 3𝑥 se 𝑥 ∈ [−

√
3, 0] ∪ [

√
3, +∞),

as constantes 𝑥𝑀 = −1, 𝑦𝑀 = 2, 𝑥𝑚 = 1, 𝑦𝑚 = −2/3, 𝑥− = 0, 𝑥+ = 0, e os pontos
𝐴 = (−1, 2) e 𝐵 = (1, −2/3) são dobras genéricas de 𝑆, uma vez que (𝜕2𝑓/𝜕𝑥2), (𝜕𝑓/𝜕𝑦)
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e 𝑔 não se anulam em 𝐴 e 𝐵. Assim, as condições (𝐵1), (𝐵2), (𝐵3) e (𝐵4) são satisfeitas.
Já a condição (𝐵5) é válida pois

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦, 0) =

{
1 − 𝑥2 se 𝑦 < 0,

3 − 3𝑥2 se 𝑦 > 0,

é negativa em 𝑆𝑙 ∪ 𝑆𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 : 𝑥 < −1} ∪ {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 : 𝑥 > 1} e positiva em
𝑆𝑚 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 : −1 < 𝑥 < 1}. A condição (𝐵6) é satisfeita pois

𝑔(𝑥, 𝑦, 0) =
{

−2𝑥 se 𝑦 < 0,

−𝑥 se 𝑦 > 0,

é positiva em 𝑆𝑙, negativa em 𝑆𝑟 e, além disso, 𝑔(𝑥, 𝑦, 0) < 0 para (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆, com
0 < 𝑥 < 1, e 𝑔(𝑥, 𝑦, 0) > 0 para (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆, com −1 < 𝑥 < 0. Por último, vamos considerar
Γ a trajetória singular de costura como ilustrado na Figura 14 e 𝑉 uma pequena vizinhança
tubular de Γ. Note que Γ ∩ Σ = {(−

√
3, 0), (

√
3, 0)}, donde é possível concluir que (𝐵7)

é satisfeita. Portanto, pelo Teorema 3.2, para 𝜀 > 0 suficientemente pequeno, o sistema
(3.12) possui um único ciclo limte de costura estável Γ𝜀 ⊂ 𝑉 tal que Γ𝜀 → Γ na distância
de Hausdorff conforme 𝜀 → 0, veja a Figura 14. ♢

Figura 14 – Ilustração da convergência dos ciclos limites de costura Γ𝜀 para Γ, conforme 𝜀 → 0,
para o Exemplo 3.12. A curva vermelha representa a trajetória singular de costura
Γ, enquanto que as curvas laranja, azul e verde, representam o ciclos Γ𝜀 para
𝜀 = 1/10, 𝜀 = 5/100 e 𝜀 = 1/100, respectivamente. Além disso, Σ e 𝑆 representam,
respectivamente, as variedades de descontinuidade e crítica.

𝑆

𝑥

𝑦

Γ

Σ

Fonte: Retirada do artigo (CARDIN, 2022).

Exemplo 3.3. Vamos considerar o sistema de Liénard rápido-lento suave por partes

(𝑥′, 𝑦′) =
{

(𝑦 + 4𝑥 + 𝑥2, 𝜀(−𝑥 − 1)) se 𝑥 < 0,

(𝑦 + 2𝑥 − 𝑥2, 𝜀(−𝑥 + 1
2)) se 𝑥 > 0.

(3.13)

Usando as notações vistas anteriormente, temos que

𝑓−(𝑥, 𝑦, 𝜀) = 𝑦 + 4𝑥 + 𝑥2, 𝑓+(𝑥, 𝑦, 𝜀) = 𝑦 + 2𝑥 − 𝑥2,
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𝑔−(𝑥, 𝑦, 𝜀) = −𝑥 − 1, 𝑔+(𝑥, 𝑦, 𝜀) = −𝑥 + 1
2 ,

com ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑥. Logo,

𝜕𝑓−

𝜕𝑥
= 4 + 2𝑥,

𝜕𝑓+

𝜕𝑥
= 2 − 2𝑥,

𝜕𝑔−

𝜕𝑥
= −1,

𝜕𝑔+

𝜕𝑥
= −1,

𝜕𝑓−

𝜕𝑦
= 1,

𝜕𝑓+

𝜕𝑦
= 1,

𝜕2𝑓−

𝜕𝑥2 = 2,
𝜕2𝑓+

𝜕𝑥2 = −2.

Observe que os pontos de Σ = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 = 0}, com exceção da origem, são pontos
de costura do sistema (3.13) uma vez que

(𝑋+
𝜀 ℎ) · (𝑋−

𝜀 ℎ) = < 𝑋+
𝜀 , ∇ℎ > · < 𝑋−

𝜀 , ∇ℎ >

= (𝑦 + 4𝑥 + 𝑥2) · (𝑦 + 2𝑥 − 𝑥2)
= 𝑦2 + 2𝑥𝑦 − 𝑦𝑥2 + 4𝑥𝑦 + 8𝑥2 − 4𝑥3 + 𝑥2𝑦 + 2𝑥3 − 𝑥4

é sempre positivo para os pontos (0, 𝑦) ∈ Σ com 𝑦 ̸= 0. A variedade crítica 𝑆 é dada por
𝑦 = 𝜙(𝑥), com

𝜙(𝑥) =
{

−𝑥2 − 4𝑥 se 𝑥 ∈ (−∞, 0),
𝑥2 − 2𝑥 se 𝑥 ∈ [0, +∞).

Temos ainda 𝑥𝑚 = 1, 𝑥𝑀 = −2, 𝑦𝑚 = −1, 𝑦𝑀 = 4, 𝑥− = −1 e 𝑥+ = 1/2, com 𝐴 = (−2, 4)
e 𝐵 = (1, −1) dobras genéricas de 𝑆 uma vez que (𝜕2𝑓/𝜕𝑥2), (𝜕𝑓/𝜕𝑦) e 𝑔 não se anulam
em 𝐴 e 𝐵. Logo, as condições (𝐵1) − (𝐵4) são satisfeitas. A condição (𝐵5) é válida pois

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦, 0) =

{
4 + 2𝑥 se 𝑥 < 0,

2 − 2𝑥 se 𝑥 > 0,

é negativa em 𝑆𝑙 ∪ 𝑆𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 : 𝑥 < −2} ∪ {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 : 𝑥 > 1} e positiva em
𝑆𝑚 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 : −2 < 𝑥 < 1}. Já a condição (𝐵6) é verificada pois

𝑔(𝑥, 𝑦, 0) =
{

−𝑥 − 1 se 𝑥 < 0,

−𝑥 + 1
2 se 𝑥 > 0,

é positiva em 𝑆𝑙 e negativa em 𝑆𝑟, além de que 𝑔(𝑥, 𝑦, 0) < 0 para (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆, com
1/2 < 𝑥 < 1, e 𝑔(𝑥, 𝑦, 0) > 0 para (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆, com −2 < 𝑥 < −1.

Agora, vamos considerar a órbita singular de costura Γ como ilustrado na Figura 15
e 𝑉 uma pequena vizinhança tubular de Γ. Note que Γ e Σ se intersectam transversalmente
em (0, −1) e (0, 4), os quais são pontos de costura de (3.13), o que garante que a condição
(𝐵7) é satisfeita. Portanto, pelo Teorema 3.2, para 𝜀 > 0 suficientemente pequeno, o sistema
(3.13) possui um único ciclo limite de costura Γ𝜀 ⊂ 𝑉 estável tal que Γ𝜀 → Γ na distância
de Hausdorff conforme 𝜀 → 0, veja a Figura 15. ♢
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Figura 15 – Ilustração da convergência dos ciclos limites de costura Γ𝜀 para Γ, conforme 𝜀 → 0,
para o Exemplo 3.13. A curva vermelha representa a trajetória singular de costura
Γ, enquanto que as curvas laranja, azul e verde, representam o ciclos Γ𝜀 para
𝜀 = 1/10, 𝜀 = 5/100 e 𝜀 = 1/100, respectivamente. Além disso, Σ e 𝑆 representam,
respectivamente, as variedades de descontinuidade e crítica.

𝑆

𝑥

𝑦

Γ

Σ
Fonte: Retirada do artigo (CARDIN, 2022).

Exemplo 3.4. Vamos considerar o sistema rápido-lento suave por partes dado por

(𝑥′, 𝑦′) =
{ Ä

𝑦 − 𝑥3 + 5𝑥2

2 + 𝑥 − 5
2 , 𝜀(−𝑥)

ä
se 𝑦 − 𝑥2 + 1 < 0,

(𝑦 + 𝑥2 − 1, 𝜀(2 − 𝑥)) se 𝑦 − 𝑥2 + 1 > 0.
(3.14)

Considerando as notações vistas, temos que

𝑓−(𝑥, 𝑦, 𝜀) = 𝑦 − 𝑥3 + 5𝑥2

2 + 𝑥 − 5
2 , 𝑓+(𝑥, 𝑦, 𝜀) = 𝑦 + 𝑥2 − 1,

𝑔−(𝑥, 𝑦, 𝜀) = −𝑥, 𝑔+(𝑥, 𝑦, 𝜀) = 2 − 𝑥,

com ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑦 − 𝑥2 + 1. Logo,

𝜕𝑓−

𝜕𝑥
= 1 + 5𝑥 − 3𝑥2,

𝜕𝑓+

𝜕𝑥
= 2𝑥,

𝜕𝑔−

𝜕𝑥
= −1,

𝜕𝑔+

𝜕𝑥
= −1,

𝜕𝑓−

𝜕𝑦
= 1,

𝜕𝑓+

𝜕𝑦
= 1,

𝜕2𝑓−

𝜕𝑥2 = 5 − 6𝑥,
𝜕2𝑓+

𝜕𝑥2 = 2.

A variedade de descontinuidade é dada por Σ = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 𝑥2 − 1} e a variedade
crítica 𝑆 é dada por 𝑦 = 𝜙(𝑥), com

𝜙(𝑥) =
{

𝑥3 − 5𝑥2

2 − 𝑥 + 5
2 se 𝑥 ∈ (−∞, −1) ∪ (1, +∞),

1 − 𝑥2 se 𝑥 ∈ [−1, 1],

e os pontos 𝐴 = (0, 1) e 𝐵 = ((5 +
√

37)/6, ((5 +
√

37)/6)3 − 5((5 +
√

37)/6)2/2 − ((5 +
√

37)/6) + 5/2) ≈ (1.84713, −1.57465) são dobras genéricas ((𝜕2𝑓/𝜕𝑥2), (𝜕𝑓/𝜕𝑦) e 𝑔 não
se anulam em 𝐴 e 𝐵). Assim, as condições (𝐵1) − (𝐵4) são válidas. A condição (𝐵5) é
válida pois

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦, 0) =

{
1 + 5𝑥 − 3𝑥2 se 𝑦 − 𝑥2 + 1 < 0,

2𝑥 se 𝑦 − 𝑥2 + 1 > 0,
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é negativa em 𝑆𝑙 ∪ 𝑆𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 : 𝑥 < 0} ∪ {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 : 𝑥 > (5 +
√

37)/6} e positiva
em 𝑆𝑚 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 : 0 < 𝑥 < (5 +

√
37)/6}. Já a condição (𝐵6) é verificada pois

𝑔(𝑥, 𝑦, 0) =
{

−𝑥 se 𝑦 − 𝑥2 + 1 < 0,

2 − 𝑥 se 𝑦 − 𝑥2 + 1 > 0,

é positiva em 𝑆𝑙 e negativa em 𝑆𝑟, além de que 𝑔(𝑥, 𝑦, 0) < 0 para (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆, com
1 < 𝑥 < (5 +

√
37)/6, e 𝑔(𝑥, 𝑦, 0) > 0 para (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆, com 0 < 𝑥 < 1.

Para finalizar, vamos considerar Γ a órbita singular de costura como na Figura 16 e
uma pequena vizinhança tubular 𝑉 de Γ. Note que Σ e Γ se intersectam transversalmente
nos pontos (−1, 0) e (

√
2, 1), os quais são de costura uma vez que

(𝑋+
𝜀 ℎ) · (𝑋−

𝜀 ℎ) = 3𝜀2 > 0 em (-1,0)
(𝑋+

𝜀 ℎ) · (𝑋−
𝜀 ℎ) = (−4

√
2 + 2𝜀 −

√
2𝜀) · (4 − 7

√
2 −

√
2𝜀) > 0 em (

√
2, 1),

satisfazendo a condição (𝐵7). Portanto, pelo Teorema 3.2, para 𝜀 > 0 suficientemente
pequeno, o sistema (3.14) possui um único ciclo limite de costura Γ𝜀 ⊂ 𝑉 estável tal que
Γ𝜀 → Γ na distância de Hausdorff conforme 𝜀 → 0, veja a Figura 16. ♢

Figura 16 – Ilustração da convergência dos ciclos limites de costura Γ𝜀 para Γ, conforme 𝜀 → 0,
para o Exemplo 3.14. A curva vermelha representa a trajetória singular de costura
Γ, enquanto que as curvas laranja, azul e verde, representam o ciclos Γ𝜀 para
𝜀 = 1/10, 𝜀 = 5/100 e 𝜀 = 1/100, respectivamente. Além disso, Σ e 𝑆 representam,
respectivamente, as variedades de descontinuidade e crítica.

𝑆

𝑥

𝑦

Γ
Σ

Fonte: Retirada do artigo (CARDIN, 2022).
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CAPÍTULO

4
EXPLOSÃO CANARD

Neste capítulo, continuaremos a análise do comportamento de sistemas rápido-lento
próximo aos pontos da variedade crítica onde a condição de normal hiperbolicidade é
perdida. Além disso, focaremos no estudo do fenômeno conhecido como explosão canard.
Primeiramente, baseados nas seções iniciais do Capítulo 8 de (KUEHN, 2015), introduzimos
algumas noções sobre trajetórias canard e bifurcação de Hopf singular que nos possibilitam
estudar o fenômeno. Na Seção 4.4, apresentamos estudos iniciais sobre esse fenômeno
no contexto de sistemas rápido-lento suaves por partes, mais precisamente, em sistemas
de Liénard nos quais a não-suavidade ocorre apenas na componente rápida do sistema,
considerando os artigos (ROBERTS; GLENDINNING, 2014) e (ROBERTS, 2016).

No caso do estudo apresentado ao longo deste capítulo, a abordagem é realizada
com base em ferramentas da TGPS. Vale destacar que foram Durmotier e Roussarie,
por meio do artigo (DUMORTIER; ROUSSARIE, 1996), que forneceram uma explicação
geométrica e uma prova do fenômeno da explosão canard ocorrendo na equação

𝜀�̈� + (𝑥2 + 𝑥)�̇� + 𝑥 = 𝑎

usando folheações por variedades centrais e o método “blow-up”. Posteriormente, o método
foi também utilizado no estudo de outros problemas de perturbação singular como, por
exemplo, em (KRUPA; SZMOLYAN, 2001a).

4.1 Singularidades dobradas

Vamos considerar a família a um parâmetro 𝜆 ∈ R de sistemas (1, 1)-rápido-lento
suficientemente suaves dada por

𝑥′ = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀),
𝑦′ = 𝜀𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀).

(4.1)
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Além disso, assumiremos que a variedade crítica 𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝜆, 0) = 0} é
descrita localmente como um gráfico 𝑦 = ℎ(𝑥) e que 𝑝 = (𝑥0, 𝑦0) é um ponto de dobra
não-degenerado do sistema (4.1), para todo 𝜆 ∈ R. Nos capítulos anteriores, estudamos o
caso em que 𝑝 era genérico, isto é, 𝑔(𝑝, 𝜆, 0) ̸= 0. Neste caso, o fluxo lento

�̇� = 𝑔(𝑥, ℎ(𝑥), 𝜆, 0)
ℎ′(𝑥) (4.2)

é singular em 𝑝, uma vez que ℎ′(𝑥0) = 0.

A partir de agora, estaremos interessados no caso não-genérico. Ou seja, vamos
supor que, para um valor isolado de 𝜆0, 𝑔(𝑝, 𝜆0, 0) = 0. Neste caso, dizemos que 𝑝 é uma
singularidade dobrada em 𝜆0 do sistema (4.1). Formalmente, temos a seguinte definição.

Definição 4.1. O ponto de dobra 𝑝 é dito uma singularidade dobrada em 𝜆0 se satisfaz
as condições a seguir

𝑓(𝑝, 𝜆0, 0) = 0, 𝑓𝑥(𝑝, 𝜆0, 0) = 0, 𝑓𝑥𝑥(𝑝, 𝜆0, 0) ̸= 0, 𝑓𝑦(𝑝, 𝜆0, 0, ) ̸= 0 e 𝑔(𝑝, 𝜆0, 0) = 0. (4.3)

Observação 4.1. //

(𝑖) O nome “singularidade dobrada” surge do fato de que o ponto 𝑝 é uma singularidade
em duas situações diferentes. Mais especificamente, 𝑔(𝑝, 𝜆0, 0) = 0 implica que a
origem é um ponto crítico (ou singular) do sistema (4.1) e, também, do fluxo lento;

(𝑖𝑖) Em uma singularidade dobrada, o fluxo lento pode estar bem definido para 𝜆0. De
fato, isso ocorre se os zeros no numerador e denominador de (4.2) se cancelam,
evitando dessa forma possíveis indefinições para a fórmula dada;

(𝑖𝑖𝑖) Na continuação, sem perda de generalidade, vamos assumir que o ponto de dobra
é 𝑝 = (0, 0) e que 𝜆0 = 0. Além disso, assumiremos também que 𝑓𝑥𝑥(𝑝, 0, 0) > 0 e
𝑓𝑦(𝑝, 0, 0) < 0.

Definição 4.2. Uma singularidade dobrada de (4.1) é dita genérica se

𝑔𝑥(𝑝, 0, 0) ̸= 0 e 𝑔𝜆(𝑝, 0, 0) ̸= 0. (4.4)

A condição 𝑔𝑥(𝑝, 0, 0) ̸= 0 implica que a variedade crítica 𝑆 e {𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜆, 0) = 0} se
intersectam transversalmente. Já 𝑔𝜆(𝑝, 0, 0) ̸= 0 implica que o ponto de interseção entre 𝑆

e {𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜆, 0) = 0} passa por 𝑝 com velocidade não-nula quando 𝜆 varia próximo a 𝜆0 = 0.
Em outras palavras, o ponto de interseção não “estaciona” em 𝑝 quando 𝜆 passa por 0.

Localmente, próximo à uma singularidade dobrada genérica, a variedade crítica
pode ser representada por uma parábola, sendo o ramo direito 𝑆𝑟 um conjunto normalmente
hiperbólico repulsor e o ramo esquerdo 𝑆𝑎 um conjunto normalmente hiperbólico atrator.
Para uma ilustração, veja as Figuras 17 e 18 relacionadas ao próximo exemplo.
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Exemplo 4.1. Vamos considerar o sistema

𝑥′ = −𝑦 + 𝑥2,

𝑦′ = 𝜀(𝑥 − 𝜆).

Observe que as condições (4.3) e (4.4) são satisfeitas para 𝑝 = (0, 0). De fato,

𝑓(𝑝, 0, 0) = 0, 𝑓𝑥(𝑝, 0, 0) = (2𝑥)|𝑝 = 0, 𝑓𝑥𝑥(𝑝, 0, 0) = 2,

𝑓𝑦(𝑝, 0, 0) = −1, 𝑔𝑥(𝑝, 0, 0) = 1, 𝑔𝜆(𝑝, 0, 0) = −1.

Logo, 𝑝 é uma singularidade dobrada genérica para 𝜆 = 0. ♢

Figura 17 – Configuração dos fluxos rápido e lento próximo à singularidade dobrada genérica do
Exemplo 4.1 para diferentes valores de 𝜆.

𝑝

𝜆 = −0.5

(𝑎)

𝑆𝑎 𝑆𝑟
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𝑆𝑎 𝑆𝑟

𝑝

(𝑐)

𝜆 = 0.5
𝑆𝑎 𝑆𝑟

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como vimos no Capítulo 2, a Teoria de Fenichel garante que os ramos esquerdo e
direito, 𝑆𝑎 e 𝑆𝑟, perturbam as variedades lentas 𝑆𝑎

𝜀 e 𝑆𝑟
𝜀 , respectivamente. Como veremos

a seguir, existem valores “especiais” de 𝜆 e 𝜀 para os quais as variedades lentas 𝑆𝑎
𝜀 e 𝑆𝑟

𝜀 se
conectam.

Figura 18 – Configuração próximo à singularidade dobrada do Exemplo 4.1. A parte (𝑎) é o
limite singular, 𝜀 = 0, sendo a órbita em roxo um candidato a canard maximal que
conecta 𝑆𝑎 e 𝑆𝑟 e a curva em cinza a variedade crítica 𝑆. As partes (𝑏) e (𝑐) ilustram
as variedades lentas atratora 𝑆𝑎

𝜀 e repulsora 𝑆𝑟
𝜀 , para 𝜀 = 0.01 e 𝜆 = ±0.15.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Sob as condições (4.3) e com 𝑓𝑥𝑥(𝑝, 0, 0) > 0 e 𝑓𝑦(𝑝, 0, 0) < 0, é possível transformar
o sistema (4.1) para a forma normal

𝑥′ = −𝑦ℎ1(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀) + 𝑥2ℎ2(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀) + 𝜀ℎ3(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀),
𝑦′ = 𝜀(±𝑥ℎ4(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀) − 𝜆ℎ5(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀) + 𝑦ℎ6(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀)),

(4.5)

onde ℎ3 = 𝒪(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀), ℎ𝑗 = 1 + 𝒪(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀), 𝑗 = 1, 2, 4, 5. Assumimos, sem perda de
generalidade, que o sinal em frente ao termo 𝑥ℎ4 é positivo (neste caso, o fluxo lento é
como ilustrado na Figura 17). Sejam:

𝑎1 = 𝜕ℎ3
𝜕𝑥

(0), 𝑎2 = 𝜕ℎ1
𝜕𝑥

(0), 𝑎3 = 𝜕ℎ2
𝜕𝑥

(0), 𝑎4 = 𝜕ℎ4
𝜕𝑥

(0),

𝑎5 = ℎ6(0) e 𝐴 = −𝑎2 + 3𝑎3 − 2𝑎4 + 2𝑎5.

(4.6)

Para 𝑗 = 𝑎, 𝑟, sejam Δ𝑗 uma seção transversal horinzontal a 𝑆𝑗 próximo ao ponto de dobra,
como na Figura 18 (𝑎), e 𝜋 : Δ𝑎 → Δ𝑟 a aplicação de transição para o fluxo. Além disso,
definimos 𝑞𝑗,𝜀 = Δ𝑗 ∩ 𝑆𝑗

𝜀 , com 𝑗 = 𝑎, 𝑟.

O próximo resultado, presente em (KRUPA; SZMOLYAN, 2001a), garante a cone-
xão das variedades lentas atratora e repulsora do sistema (4.1) próximo à uma singularidade
dobrada. Salientamos que esse teorema é uma extensão de um resultado presente em (DU-
MORTIER; ROUSSARIE, 1996). Mais precisamente, no artigo de Dumortier e Roussarie,
a abordagem é feita para o caso particular da equação de van der Pol.

Teorema 4.1. Considere o sistema (4.1) com uma singularidade dobrada genérica e
assuma que o fluxo lento (4.2) conecta 𝑆𝑎 e 𝑆𝑟. Então, existem 𝜀0 > 0 e uma função
suave 𝜆 = 𝜆𝑐(

√
𝜀) definida no intervalo [0, 𝜀0] tal que, para 𝜀 ∈ (0, 𝜀0], valem as seguintes

propriedades:

𝑖) 𝜋(𝑞𝑎,𝜀) = 𝑞𝑟,𝜀 se, e somente se, 𝜆 = 𝜆𝑐(
√

𝜀);

𝑖𝑖) A função 𝜆𝑐 tem a expansão

𝜆𝑐(
√

𝜀) = −
Å

𝑎1 + 𝑎5

2 + 𝐴

8

ã
𝜀 + 𝒪(𝜀 3

2 );

𝑖𝑖) A função de transição 𝜋 é definida apenas para 𝜆 em um intervalo ao redor de 𝜆𝑐(
√

𝜀)
de largura 𝒪(𝑒−𝑘

𝜀 ), para algum 𝑘 > 0;

𝑖𝑣) 𝜕
𝜕𝜆

(𝜋(𝑞𝑎,𝜀) − 𝑞𝑟,𝜀)
∣∣∣
𝜆=𝜆𝑐(

√
𝜀)

> 0.

Observação 4.2. 𝑒𝑠𝑝𝑎𝑐𝑜

(𝑖) A demonstração do Teorema 4.1 envolve ferramentas do assim chamado método
“blow-up”, que foge do nosso escopo. No entanto, ela pode ser encontrada tanto
no artigo (KRUPA; SZMOLYAN, 2001a) como também na seção 8.1 de (KUEHN,
2015);



4.1. Singularidades dobradas 65

(𝑖𝑖) No enunciado do Teorema 4.1, a notação
√

𝜀 em 𝜆𝑐(
√

𝜀) é para enfatizar o fato de
que a expansão obtida é baseada em uma sequência assintótica {𝜀𝑘/2}∞

𝑘=0 e que 𝜆𝑐 é
suave como função de

√
𝜀.

Definição 4.3. Uma solução situada em 𝑆𝑎
𝜀 ∩ 𝑆𝑟

𝜀 é dita um canard maximal. Já um
canard é uma solução que permanece a uma distância 𝒪(𝜀) de 𝑆𝑟

𝜀 por um longo período
de tempo na escala de tempo lento 𝜏 = 𝜀𝑡.

Vale destacar que identificar numericamente esse tipo de solução é muito difícil,
uma vez que essas soluções ocorrem em regiões exponencialmente pequenas no espaço de
parâmetros. Além disso, a ocorrência de canards maximais é algo bastante inesperado,
mas o resultado garante que próximo à uma singularidade dobrada, essas soluções (canard
e canard maximal) vão ocorrer. Por conta disso, a terminologia ponto canard também é
usada na literatura para se referir à singularidades dobradas. Outro nome que também pode
ser encontrado na literatura para pontos canard é singularidade removível (“removable
singularity”).

Exemplo 4.2. Vamos considerar novamente o sistema (1, 1)-rápido-lento obtido pela
equação de van der Pol com um termo de força constante 𝑎

𝑥′ = 𝑦 −
Ä

𝑥3

3 − 𝑥
ä

,

𝑦′ = 𝜀(𝑎 − 𝑥).
(4.7)

Note que 𝑝 = (1, −2/3) é um ponto de dobra e, além disso, se tomamos 𝑋 = 𝑥 − 1 e
𝑌 = 𝑦 + 2/3, 𝑝 é transladado para origem. Logo, (4.7) torna-se

𝑋 ′ = 𝑌 − 𝑋2 (1 + 𝑋
3
)

,

𝑌 ′ = 𝜀(𝑎 − 𝑋 − 1).
(4.8)

Se invertemos o tempo, isto é, 𝑡 ↦→ −𝑡, e tomamos 𝜆 := 𝑎 − 1, o sistema (4.8) pode ser
escrito como

𝑋 ′ = −𝑌 + 𝑋2 (1 + 𝑋
3
)

,

𝑌 ′ = 𝜀(𝑋 − 𝜆).
(4.9)

Note que (4.9) está na forma normal (4.5), com

ℎ1 = −1, ℎ2 = 1 + 𝑋/3, ℎ3 = ℎ6 = 0, ℎ4 = ℎ5 = 1.

Dessa forma,
𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎4 = 𝑎5 = 0, 𝑎3 = 1/3 e 𝐴 = 1.

Portanto, pelo Teorema 4.1, existe um canard maximal sobre uma curva 𝜆𝑐 no espaço de
parâmetros (𝜀, 𝜆) com expansão

𝜆𝑐(
√

𝜀) = −
Å

𝑎1 + 𝑎5

2 + 𝐴

8

ã
𝜀 + 𝒪(𝜀 3

2 ) = −𝜀

8 + 𝒪(𝜀 3
2 ).

♢



66 Capítulo 4. Explosão Canard

4.2 Bifurcação de Hopf singular em R2

Na sequência do estudo, vamos continuar analisando o comportamento do sistema
(4.1) próximo a uma singularidade dobrada. Como na seção anterior, assumiremos que
a variedade crítica 𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝜆, 0) = 0} é descrita localmente como um
gráfico 𝑦 = ℎ(𝑥) e que 𝑝 = (0, ℎ(0)) = (0, 0) é um ponto de dobra não-degenerado do
sistema (4.1), para todo 𝜆 ∈ R. Além disso, também vamos considerar a forma normal
(4.5) e os 𝑎𝑖 e 𝐴 definidos em (4.6), para 𝑖 = 1, ..., 5.

O próximo resultado, apresentado em (KRUPA; SZMOLYAN, 2001b), garante a
ocorrência de uma bifurcação de Hopf conforme o equilíbrio do sistema (4.1) passa por
um ponto canard. Ou seja, garante a mudança de estabilidade do equilíbrio, assim como a
criação de uma pequena órbita periódica, que neste caso chamaremos de ciclos Hopf.

Teorema 4.2. Considere o sistema (4.1) com uma singularidade dobrada genérica e a
forma normal (4.5). Então, existem 𝜀0 > 0 e 𝜆0 > 0 tais que, para 0 < 𝜀 < 𝜀0 e |𝜆| < 𝜆0,
o sistema (4.1) tem precisamente um ponto crítico 𝑝𝜀,𝜆 com 𝑝𝜀,𝜆 → 𝑝 = (0, 0) quando
(𝜀, 𝜆) → (0, 0). Além disso, existe uma curva 𝜆 = 𝜆𝐻(

√
𝜀) de bifurcações de Hopf tal que

𝑝𝜀,𝜆 é estável para 𝜆 < 𝜆𝐻(
√

𝜀), instável para 𝜆 > 𝜆𝐻(
√

𝜀) e

𝜆𝐻(
√

𝜀) = −
(𝑎1 + 𝑎5

2

)
𝜀 + 𝒪(𝜀 3

2 ).

A bifurcação de Hopf é não-degenerada se 𝐴 ̸= 0. Ela é supercrítica se 𝐴 < 0 e subcrítica
se 𝐴 > 0, onde 𝐴 é dado em (4.6).

Assim como no Teorema 4.1, a demonstração do Teorema 4.2 é feita por meio de
ferramentas do método “blow-up”. Para mais detalhes, veja a Seção 8.2 de (KUEHN, 2015)
ou o artigo (KRUPA; SZMOLYAN, 2001b).

A constante 𝐴 que aparece no Teorema 4.2 está relacionada com o primeiro
coeficiente de Lyapunov 𝑙1 em uma bifurcação de Hopf. Na literatura, é possível encontrar
várias convenções diferentes para o cálculo desse coeficiente, entretanto, independente
da escolha, a relação será dada por 𝑙1 = 𝜌𝐴, onde 𝜌 > 0. Assim, 𝐴 > 0 ⇒ 𝑙1 > 0 e
𝐴 < 0 ⇒ 𝑙1 < 0, donde segue a parte final do Teorema 4.2. Para mais detalhes, veja a
Seção 8.3 de (KUEHN, 2015).

A bifurcação garantida pelo Teorema 4.2 também pode ser chamada bifurcação de
Hopf singular, pois os autovalores são ditos singulares, de acordo com a definição a seguir.

Definição 4.4. Suponha que um sistema com múltiplas escalas de tempo apresente uma
bifurcação de Hopf conforme o parâmetro 𝜆 varia. Considere o sistema na variedade
central bidimensional. Então, diz-se que uma bifurcação de Hopf singular ocorre se a
linearização possui um par de autovalores singulares no ponto de bifurcação 𝜆 = 𝜆𝐻 ,



4.2. Bifurcação de Hopf singular em R2 67

isto é,
𝜎(𝜆, 𝜀) = 𝛼(𝜆, 𝜀) + 𝑖𝛽(𝜆, 𝜀),

tal que 𝛼(𝜆𝐻 , 𝜀) = 0, 𝛼𝜆(𝜆𝐻 , 𝜀) ̸= 0, com

lim
𝜀→0

|𝛽(𝜆𝐻 , 𝜀)| = ∞, na escala de tempo lento 𝜏,

e
lim
𝜀→0

𝛽(𝜆𝐻 , 𝜀) = 0, na escala de tempo rápido 𝑡.

Em outras palavras, uma bifurcação de Hopf singular ocorre quando os autovalores se
tornam singulares conforme 𝜀 → 0.

Exemplo 4.3. Vamos considerar novamente o sistema

𝑥′ = −𝑦 + 𝑥2,

𝑦′ = 𝜀(𝑥 − 𝜆).

Note que o sistema está na forma normal 4.5, onde 𝑎𝑖 = 0, para 𝑖 = 1, ..., 5, implicando
𝐴 = 0, e que 𝑝𝜆 = (𝜆, 𝜆2) é o seu único ponto crítico. Logo, pelo Teorema 4.2, o sistema
apresenta uma bifurcação de Hopf. Além disso, observe que a linearização

𝐷𝑥(𝑝𝜆) =
(

2𝜆 −1
𝜀 0

)

tem autovalores 𝜆 ±
√

𝜆2 − 𝜀. Para 𝜆 = 0, os autovalores de 𝐷𝑥(0, 0) são ±𝑖
√

𝜀 e para
(𝜆, 𝜀) na região 𝜆2 − 𝜀 < 0, temos que:

• se 𝜆 < 0 ⇒ 𝑝𝜆 é um foco estável, pois tr(𝐷𝑥) = 2𝜆 < 0;

• se 𝜆 > 0 ⇒ 𝑝𝜆 é um foco instável, pois tr(𝐷𝑥) = 2𝜆 > 0.

Assim, é possível identificar a mudança de estabilidade de 𝑝0 = (0, 0) conforme 𝜆 passa
por 0. Por último, note que, quando 𝜀 → 0, os autovalores ±𝑖

√
𝜀 → 0. Alternativamente,

considerando a escala de tempo lento 𝜏 = 𝜀𝑡, para o sistema

𝜀�̇� = −𝑦 + 𝑥2,

�̇� = 𝑥 − 𝜆,

os autovalores para 𝜆 = 0 de 𝐷𝑥(0, 0) são ±𝑖
√

1/𝜀, os quais tendem ao infinito quando
𝜀 → 0. Ou seja, os autovalores são singulares e, consequentemente, a bifurcação de Hopf é
singular. ♢

Exemplo 4.4. Vamos considerar o sistema

𝑥′ = −𝑦 + 𝑥2 − 𝑥3,

𝑦′ = 𝜀(𝑥 + 𝑦 − 𝜆).
(4.10)
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A variedade crítica é 𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 𝑥2 −𝑥3} com pontos de dobra não-degenerados
𝑝 = (0, 0) e 𝑞 = (2/3, 4/27). De fato, note que

𝑓(𝑝, 0, 0) = 0, 𝑓𝑥(𝑝, 0, 0) = 0, 𝑓𝑥𝑥(𝑝, 0, 0) = 2, 𝑓𝑦(𝑝, 0, 0) = −1,

𝑓(𝑞, 0, 0) = 0, 𝑓𝑥(𝑞, 0, 0) = 0, 𝑓𝑥𝑥(𝑞, 0, 0) = 2, 𝑓𝑦(𝑞, 0, 0) = −1.

Entretanto, apenas 𝑝 é uma singularidade dobrada genérica para 𝜆 = 0. De fato, note que

𝑔(𝑝, 0, 0) = 0, 𝑔𝑥(𝑝, 0, 0) = 1, 𝑔𝜆(𝑝, 0, 0) = −1

𝑔(𝑞, 0, 0) = 22
27 ̸= 0, 𝑔𝑥(𝑞, 0, 0) = 1, 𝑔𝜆(𝑞, 0, 0) = −1.

De acordo com a forma normal (4.5), temos que

ℎ1 = ℎ4 = ℎ5 = ℎ6 = 1, ℎ2 = 1 − 𝑥, ℎ3 = 0,

e consequentemente,

𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎4 = 0, 𝑎3 = −1, 𝑎5 = 1, 𝐴 = −1.

Portanto, pelo Teorema 4.2, o sistema (4.10) apresenta uma bifurcação Hopf singular
supercrítica para valores de 𝜆 sobre a curva

𝜆𝐻(
√

𝜀) = −𝜀

2 + 𝒪(𝜀3/2)

e, pelo Teorema 4.1, um canard maximal ocorre para valores de 𝜆 sobre a curva

𝜆𝑐(
√

𝜀) = −3
8𝜀 + 𝒪(𝜀3/2).

♢

Para esse exemplo, é muito difícil constatar a ocorrência de uma bifurcação de Hopf
por meio do cálculo dos equilíbrios, da parte linear e dos autovalores, mas pelo resultado,
podemos concluir isso de forma imediata.

4.3 Explosão canard em sistemas suaves

Vamos considerar a família a um parâmetro 𝜆 ∈ R de sistemas (1, 1)-rápido-lento
suficientemente suaves dada por

𝑥′ = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀),
𝑦′ = 𝜀𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀).

(4.11)

Suponha que:
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(𝐶1) A variedade crítica 𝑆 de (4.11) é uma curva suave 𝑦 = ℎ(𝑥) “S-shaped” com duas
dobras não-degeneradas, 𝑝− e 𝑝+, e

𝑆 = 𝑆𝑎− ∪ {𝑝−} ∪ 𝑆𝑟 ∪ {𝑝+} ∪ 𝑆𝑎+,

onde 𝑆𝑎± são conjuntos normalmente hiperbólicos atratores e 𝑆𝑟 é um conjunto
normalmente hiperbólico repulsor;

(𝐶2) 𝑝− e 𝑝+ são, respectivamente, pontos de máximo e mínimo locais de ℎ. Sem perda
de generalidade, podemos assumir que 𝑝+ = (0, 0). Para 𝜆 = 𝜆𝑐, assumiremos que 𝑝+

é uma singularidade dobrada genérica, enquanto 𝑝− é uma dobra genérica. Ou seja,
para 𝜆 ∈ R, temos que

𝑓𝑥(𝑝±, 𝜆, 0) = 0, 𝑓𝑥𝑥(𝑝±, 𝜆, 0) ̸= 0, 𝑓𝑦(𝑝±, 𝜆, 0) ̸= 0,

𝑔(𝑝+, 𝜆𝑐, 0) = 0, 𝑔(𝑝−, 𝜆𝑐, 0) ̸= 0, 𝑔𝑥(𝑝+, 𝜆𝑐, 0) ̸= 0, 𝑔𝜆(𝑝+, 𝜆𝑐, 0) ̸= 0.

(𝐶3) Para 𝜆 = 𝜆𝑐, o fluxo lento satisfaz �̇� < 0 sobre 𝑆𝑟 ∪ 𝑆𝑎+ e �̇� > 0 sobre 𝑆𝑎−.

Observe que, sob as suposições (𝐶1)− (𝐶3), é possível aplicar os Teoremas 4.1 e 4.2.
Depois da bifurcação de Hopf singular, as órbitas periódicas são pequenas (ciclos Hopf).
Como veremos no Teorema 4.3, quando 𝜆 alcança o valor do canard maximal 𝜆 = 𝜆𝑐,
um crescimento muito rápido das órbitas periódicas ocorre levando a uma oscilação de
relaxamento. Além disso, as órbitas periódicas de “tamanho intermediário” são obtidas
como perturbações dos chamados ciclos canard singulares para 𝜀 = 0. Formalmente, temos
a seguinte definição.

Definição 4.5. Sob as condições (𝐶1) − (𝐶3), define-se a seguinte família contínua 𝛾(𝑠),
𝑠 ∈ [0, 2𝑠*], de ciclos canards singulares:

𝑎) 𝛾(0) é a singularidade dobrada 𝑝+, 𝛾(2𝑠*) é uma órbita singular;

𝑏) 𝛾(𝑠) para 𝑠 ∈ (0, 𝑠*] consiste de órbitas singulares com segmentos lentos em 𝑆𝑎+ e
𝑆𝑟 (ou 𝑆𝑎− e 𝑆𝑟) com apenas um ponto de salto; essas órbitas singulares são ditas
canards sem cabeça;

𝑐) 𝛾(𝑠) para 𝑠 ∈ (𝑠*, 2𝑠*) consiste de órbitas singulares com segmentos lentos em 𝑆𝑎±

e 𝑆𝑟 e um salto rápido de 𝑆𝑟 para 𝑆𝑎− (ou para 𝑆𝑎+), essas órbitas singulares são
ditas canards com cabeça.

Observação 4.3. Uma das justificativas para que as órbitas vistas anteriormente recebam
o nome de canard é que, usando um pouco de imaginação, podemos desenhar patas, um
olho e algumas penas à ilustração de um canard com cabeça e teremos um desenho que
lembra um pato (tradução para o português da palavra em francês canard), veja a Figura
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20. Outra explicação é com relação ao surgimento de canards maximais. Como a variedade
lenta é repulsora, o surgimento de um canard maximal é bastante inesperado. Já na língua
francesa, a palavra canard pode significar “notícias falsas”, daí um dos usos.

Figura 19 – Representação dos ciclos canard singulares. O item 𝑎) da Definição 4.5 está ilustrado
no item (𝑎), os canards sem cabeça, maximal e com cabeça estão em (𝑏), (𝑐) e (𝑑),
respectivamente.

𝑆
𝛾(0)

𝛾(2𝑠*)(𝑎)

𝑆

𝛾(𝑠)

(𝑏)

𝑆

𝛾(𝑠)(𝑐)

𝑆

𝛾(𝑠)(𝑑)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 20 – Desenho de um pato a partir de um canard com cabeça.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O próximo resultado, presente em (KRUPA; SZMOLYAN, 2001b), mostra que a
transição de ciclos pequenos para ciclos grandes ocorre quase que instantaneamente (de
fato, em um intervalo do parâmetro exponencialmente pequeno). Por isso, nos referimos a
essa transição como fenômeno da explosão canard.
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Teorema 4.3. Assuma as hipóteses (𝐶1) − (𝐶3). Então, para 0 < 𝜀 ≪ 1, existe uma
família suave de órbitas periódicas (chamados ciclos canard)

𝑠 ↦→ (𝜆(𝑠,
√

𝜀), 𝛾(𝑠,
√

𝜀)), 𝑠 ∈ [0, 2𝑠*],

crescendo de uma amplitude que é 𝒪(𝜀) para uma oscilação de relaxamento dentro de um
intervalo do parâmetro 𝜆 exponencialmente pequeno

|𝜆(𝑠,
√

𝜀) − 𝜆𝑐(
√

𝜀)| = 𝒪(𝑒−𝑘/𝜀)

para algum 𝑘 > 0, conforme 𝜀 → 0, 𝜆𝑐(
√

𝜀) o valor do canard maximal. Além disso,
𝛾(𝑠,

√
𝜀) → 𝛾(𝑠, 0) = 𝛾(𝑠) quando 𝜀 → 0 na distância de Hausdorff.

Exemplo 4.5. O exemplo clássico para o estudo da explosão canard é o sistema obtido
pela equação de van der Pol com um termo de força constante 𝑎

𝑥′ = 𝑦 −
Ä

𝑥3

3 − 𝑥
ä

,

𝑦′ = 𝜀(𝑎 − 𝑥).

Como vimos no Exemplo 4.2, o ponto 𝑝+ = (1, −2/3) é uma dobra. Além disso, observe que
a variedade crítica 𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 𝑥3/3 − 𝑥} é “S-shaped”, o ponto 𝑝− = (−1, 2/3)
também é uma dobra e, para 𝑎 = 1, 𝑝− é genérica enquanto que 𝑝+ é uma singularidade
dobrada. Logo, os Teoremas 4.1 e 4.2 podem ser aplicados e transladando 𝑝+ para a origem
(a bifurcação ocorre para 𝜆 = 0 onde 𝜆 := 𝑎 − 1), obtemos

𝜆𝑐(
√

𝜀) = −𝜀

8 + 𝒪(𝜀 3
2 )

e
𝜆𝐻(

√
𝜀) = 0 + 𝒪(𝜀 3

2 ) ≈ 0.

Já pelo Teorema 4.3, temos que

𝜆𝑠𝑐(𝑠,
√

𝜀) = 𝜆𝑐(
√

𝜀) + 𝒪(𝑒−𝑘/𝜀) e 𝜆𝑜𝑟(𝑠,
√

𝜀) = 𝜆𝑐(
√

𝜀) − 𝒪(𝑒−𝑘/𝜀)

são as curvas onde a explosão canard começa e termina, respectivamente. Neste caso, o
subscrito “𝑠𝑐” é para representar a curva onde os pequenos ciclos começam e “𝑜𝑟” a curva
de oscilações de relaxamento, veja a Figura 22. ♢

4.4 Explosão canard em sistemas suaves por partes
Como mencionado na Introdução, o fenômeno da explosão canard foi descoberto

e analisado por um grupo de matemáticos franceses em 1981 no artigo (BENOIT et al.,
1981). Recentemente, esse fenômeno começou a ser estudado também no contexto de
sistemas rápido-lento suaves por partes, inicialmente para sistemas lineares por partes nos
artigos (ROTSTEIN; COOMBES; GHEORGHE, 2012) e (DESROCHES et al., 2013).
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Figura 21 – Órbitas periódicas obtidas para diferentes valores de 𝜆 na equação de van der Pol
com um termo de força constante, neste caso para 𝜀 = 0.05. A curva em vermelho
representa os pequenos ciclos gerados pela bifurcação de Hopf, as curvas em verde
representam perturbações dos canards sem cabeça (início da explosão canard), as
curvas em azul representam perturbações dos canards com cabeça, e a curva em
laranja representa uma oscilação de relaxamento (fim da explosão canard).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 22 – Esboço das curvas 𝜆𝐻 , 𝜆𝑠𝑐, 𝜆𝑐 e 𝜆𝑜𝑟 para a equação de van der Pol com um termo
de força constante, após a translação.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O foco desta seção é apresentar alguns resultados contidos em outros dois artigos
que vieram na continuação do estudo do fenômeno da explosão canard, nos quais os
sistemas rápido-lento suaves por partes considerados são não-lineares. Primeiramente, na
Subseção 4.4.1, apresentamos os estudos desenvolvidos em (ROBERTS; GLENDINNING,
2014), o qual estende os resultados dos artigos (ROTSTEIN; COOMBES; GHEORGHE,
2012) e (DESROCHES et al., 2013) para sistemas de van der Pol (contínuos) suaves
por partes. Na sequência, na Subseção 4.4.2, apresentamos os estudos desenvolvidos em
(ROBERTS, 2016), os quais ampliam ainda mais a análise do fenômeno para sistemas de
Liénard (contínuos) suaves por partes.
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4.4.1 Sistemas de van der Pol suaves por partes

Nesta subseção, vamos analisar sistemas rápido-lento suaves por partes nos quais
um dos extremos da variedade crítica 𝑆 pertence ao conjunto de não-suavidade do sistema,
o qual chamamos de “corner”. Mais especificamente, iremos supor que a variedade crítica
possui dois extremos, sendo um uma dobra suave e o outro uma dobra não-suave (um
“corner”). Neste caso, dizemos que 𝑆 é “2-shaped”. No “corner”, a bifurcação e a dinâmica
local podem ser completamente diferentes do que ocorre em uma dobra suave. Como
veremos, o principal resultado desta subseção fornece condições que garantem a existência
de uma bifurcação não-suave do tipo Hopf e a ocorrência do fenômeno da explosão canard
para sistemas de van der Pol (contínuos) suaves por partes da forma

𝑥′ = −𝑦 + 𝐹 (𝑥),
𝑦′ = 𝜀(𝑥 − 𝜆),

(4.12)

onde

𝐹 (𝑥) =
{

𝑓−(𝑥) se 𝑥 ⩽ 0,

𝑓+(𝑥) se 𝑥 ⩾ 0.

Assumimos que 𝑓± ∈ 𝐶𝑘, 𝑘 ⩾ 1, 𝑓−(0) = 𝑓+(0) = 0, 𝑓 ′
−(0) < 0, 𝑓 ′

+(0) > 0, e que 𝑓+ possui
um máximo local em 𝑥𝑀 > 0. A variedade crítica

𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 𝐹 (𝑥)}

apresenta uma dobra suave em 𝑥𝑀 e um “corner” ao longo da variedade de não-suavidade

Σ = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 = 0}.

Figura 23 – Variedade crítica 𝑆 “2-shaped” e a variedade de não-suavidade Σ.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que a variedade crítica pode ser dividida em três ramos normalmente
hiperbólicos, dados por

𝑆𝑙 = {(𝑥, 𝐹 (𝑥)) ∈ R2 : 𝑥 < 0} = {(𝑥, 𝑓−(𝑥)) ∈ R2 : 𝑥 < 0},

𝑆𝑚 = {(𝑥, 𝐹 (𝑥)) ∈ R2 : 0 < 𝑥 < 𝑥𝑀} = {(𝑥, 𝑓+(𝑥)) ∈ R2 : 0 < 𝑥 < 𝑥𝑀},

𝑆𝑟 = {(𝑥, 𝐹 (𝑥)) ∈ R2 : 𝑥𝑀 < 𝑥} = {(𝑥, 𝑓+(𝑥)) ∈ R2 : 𝑥𝑀 < 𝑥}.
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Para estudar o comportamento do sistema suave por partes, vamos utilizar um
sistema auxiliar, o qual chamamos de sistema sombra (“shadow system”). A ideia é
considerar um sistema suave que, em um dos semiplanos, coincide com o sistema suave por
partes e no outro semiplano é possível comparar as trajetórias de ambos os sistemas. Mais
precisamente, como 𝑓 ′

+(0) existe, 𝑓+(𝑥) pode ser estendida para o semiplano esquerdo
e, ao menos localmente, temos que 𝑓+(𝑥) ⩽ 𝑓−(𝑥), para 𝑥 < 0. Assim, assumindo que
𝑓+(𝑥) ⩽ 𝑓−(𝑥) para todo 𝑥 < 0, definimos o sistema sombra como

𝑥′ = −𝑦 + 𝑓+(𝑥),
𝑦′ = 𝜀(𝑥 − 𝜆).

(4.13)

O próximo resultado diz como é possível realizar a comparação entre trajetórias do sistema
(4.12) e trajetórias do sistema sombra (4.13).

Lema 4.1. Considere a trajetória 𝛾𝑛(𝑡) = (𝑥𝑛(𝑡), 𝑦𝑛(𝑡)) de (4.12) que cruza o eixo 𝑦

entrando no semiplano esquerdo em 𝛾𝑛(0) = (0, 𝑦𝑐). Também considere a trajetória análoga
𝛾𝑠 do sistema sombra (4.13). Então, a distância da origem à 𝛾𝑛 é limitada pela distância
da origem à 𝛾𝑠.

Corolário 4.1. Considere a trajetória 𝛾𝑛(𝑡) = (𝑥𝑛(𝑡), 𝑦𝑛(𝑡)) de (4.12) que cruza o eixo 𝑦

entrando no semiplano esquerdo em 𝛾𝑛(0) = (0, 𝑦𝑐). Também considere a trajetória análoga
𝛾𝑠 do sistema

𝑥′ = −𝑦 + 𝐹 (𝑥),
𝑦′ = 𝜀(𝑥 − 𝜆),

(4.14)

onde

𝐹 (𝑥) =
{

𝑓−(𝑥) se 𝑥 ⩽ 0,

𝑓+(𝑥) se 𝑥 ⩾ 0,

com 𝑓 ′
−(0) > 𝑓 ′

−(0). Então, a distância radial da origem à 𝛾𝑛 é limitada pela distância
radial da origem à 𝛾𝑠.

As demontrações do Lema 4.1 e do Corolário 4.1 podem ser encontradas em
(ROBERTS; GLENDINNING, 2014).

O primeiro resultado desta subseção estuda a dinâmica local próxima à dobra
suave em 𝑥𝑀 . Ele nos garante a existência de uma bifurcação de Hopf suave e analisa o
comportamento dos ciclos gerados por ela, conforme o parâmetro 𝜆 passa pelo valor de
bifurcação.

Teorema 4.4. No sistema (4.12), para 0 < 𝜀 ≪ 1 fixo, assuma que 𝑓−(0) = 𝑓+(0) = 0,
𝑓 ′

+(0) > 0 e 𝑓 ′
−(0) < 0. Então, o sistema (4.12) exibe uma bifurcação de Hopf no ponto

crítico 𝑝𝜆 = (𝜆, 𝑓+(𝜆)) quando 𝜆 = 𝑥𝑀 . Além disso:

(i) Se a bifurcação de Hopf é supercrítica, então ciclos canard são gerados.
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(ii) Se a bifurcação de Hopf é subcrítica, então oscilações de relaxamento são geradas.

Demonstração: Primeiramente, observe que o sistema (4.12), para 𝑥 ⩾ 0, pode ser escrito
na forma normal (4.5) e, também, que o ponto (𝑥𝑀 , 𝐹 (𝑥𝑀)) = (𝑥𝑀 , 𝑓+(𝑥𝑀)) é uma
singularidade dobrada genérica de (4.12). Logo, pelo Teorema 4.2, o sistema (4.12) exibe
uma bifurcação de Hopf quando 𝜆 = 𝑥𝑀 . Essa bifurcação é “suave” e, por isso, para
estudar sua criticidade é possível usar, por exemplo, o resultado citado anteriormente ou a
teoria sobre bifurcações de Hopf encontrada na literatura. Agora, suponha que a bifurcação
é supercrítica. Seja Γ𝑛(𝜆) a família de órbitas periódicas estáveis no sistema suave por
partes e Γ𝑠(𝜆) a família para o sistema sombra. Para algum valor 𝜆𝐺(𝜀), o sistema (4.12)
exibe uma bifurcação grazing onde a órbita periódica estável é tangente à variedade de
não-suavidade Σ em 𝑥 = 0. Se Γ𝑠(𝜆) ⊂ {𝑥 > 0}, o que acontece para todo 𝜆𝐺 ⩽ 𝜆 < 𝑥𝑀 ,
então Γ𝑛 = Γ𝑠.

Depois da bifurcação grazing, isto é, para 𝜆 < 𝜆𝐺, a órbita Γ𝑠 cruza o eixo 𝑦

transversalmente. Sejam 𝑦𝑐 > 0 a coordenada 𝑦 desse cruzamento e 𝑦𝑑 < 0 a coordenada 𝑦

na qual Γ𝑠 retorna para o semiplano direito. Também, vamos definir 𝛾𝑛 como a trajetória
de (4.12) passando por (0, 𝑦𝑑). Sem perda de generalidade, assumiremos que 𝛾𝑛(0) = (0, 𝑦𝑑).
Logo, existe um tempo 𝑡𝑐 > 0 tal que 𝛾𝑛(𝑡𝑐) = (0, 𝑦𝑐) e, para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑐], 𝛾𝑛 coincide
com Γ𝑠. De acordo com o Lema (4.1), para todo 𝑡 > 𝑡𝑐, 𝛾𝑛 deve estar contida no interior
de Γ𝑠. Em particular, existe um par (𝑡𝑑, 𝑦*

𝑑) com 𝑡𝑑 > 𝑡𝑐 e 𝑦*
𝑑 > 𝑦𝑑 tal que 𝛾𝑛(𝑡𝑑) = (0, 𝑦*

𝑑).
Seja 𝑉 o conjunto delimitado pela curva fechada

𝜕𝑉 = {𝛾𝑛(𝑡) : 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑡𝑑} ∪ {(0, 𝑦) : 𝑦𝑑 < 𝑦 < 𝑦*
𝑑}.

Neste caso, o campo de vetores em (4.12) ou é tangente ou aponta para o interior de 𝜕𝑉 ,
como ilustrado pela Figura 24. Além disso, o ponto crítico 𝑝𝜆 ∈ 𝑉 é instável, uma vez que
os autovalores

𝜇±(𝜆) = 𝑓 ′
+(𝜆) ±

√
[𝑓 ′

+(𝜆)]2 − 4𝜀

2
da parte linear do sistema (4.12) em 𝑝𝜆 possuem parte real positiva (Re(𝜇±) > 0), para
todo 𝜆 > 0. Logo, pelo Teorema 1 de (BUZZI; CARVALHO; EUZEBIO, 2018) (que é
uma versão do Teorema de Poincaré-Bendixson para sistemas suaves por partes), podemos
garantir a existência de uma órbita periódica estável no interior de 𝑉, uma vez que o
conjunto 𝜔-limite seria um pseudociclo, o que prova (𝑖).

Para o caso em que a bifurcação é subcrítica, a demonstração é análoga ao caso
supercrítico, a diferença é que pode não haver nenhuma órbita periódica Γ𝑠(𝜆) que esteja
contida interamente no semiplano direito.

Corolário 4.2. Assuma que o sistema sombra (4.13) exibe ciclos canard, isto é, satisfaz
as condições (𝐴1) − (𝐴4) vistas na Seção 3.2. Então, as órbitas Γ𝑛(𝜆) são limitadas pelas
órbitas canard estáveis do sistema sombra.
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Figura 24 – Conjunto 𝑉 positivamente invariante, construído como descrito pela demonstração
do Teorema 4.4. A curva fechada em laranja representa 𝜕𝑉 , enquanto que a curva
fechada tracejada é a órbita periódica do sistema sombra.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Observação 4.4. Como veremos na próxima subseção, bifurcações de Hopf que levam
um sistema a apresentar uma explosão canard não precisam acontecer necessariamente
em um ponto de dobra da variedade crítica. Entretanto, nesta primeira situação, como
{𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀) = 0} é uma reta vertical, a bifurcação ocorre justamente quando essa reta
intersecta a variedade crítica no ponto de dobra.

Na sequência, estudaremos a dinâmica local do sistema (4.12) próxima ao “corner”.
O próximo resultado garante a existência ou de uma bifurcação “Hopf-like” ou de uma
super-explosão. Esse último termo é usado para descrever a transição instantânea de
um equilíbrio estável para uma oscilação de relaxamento estável, sem passar pelos ciclos
canard como ocorre em uma explosão canard. Este fenômeno foi analisado inicialmente em
(DESROCHES et al., 2013), e vale destacar que é um efeito da não-suavidade do sistema,
não podendo ser encontrado no caso suave.

Teorema 4.5. Assuma que 𝑓−(0) = 𝑓+(0) = 0, 𝑓 ′
+(0) > 0 e 𝑓 ′

−(0) < 0. Então, o sistema
(4.12) exibe uma bifurcação para 𝜆 = 0 no qual uma órbita periódica estável Γ𝑛(𝜆) existe
para 0 < 𝜆 < 𝑥𝑀 . Existe um 𝜀0 tal que, para todo 0 < 𝜀 < 𝜀0 fixo, a natureza da bifurcação
é descrita por:

(i) Se 0 < 𝑓 ′
+(0) < 2

√
𝜀, o sistema (4.12) exibe uma bifurcação “Hopf-like” para 𝜆 = 0.

A bifurcação é subcrítica se |𝑓 ′
−(0)| < 𝑓 ′

+(0) e supercrítica se 𝑓 ′
+(0) < |𝑓 ′

−(0)|;

(ii) Se 𝑓 ′
+(0) ⩾ 2

√
𝜀, a bifurcação em 𝜆 = 0 é uma super-explosão. O sistema possui uma

órbita periódica estável Γ𝑛(𝜆) que é uma oscilação de relaxamento. Se |𝑓 ′
−(0)| ⩾

2
√

𝜀, a bifurcação é supercrítica, pois não aparecem órbitas periódicas para 𝜆 < 0.
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Entretanto, se |𝑓 ′
−(0)| < 2

√
𝜀, a bifurcação é subcrítica, pois uma órbita periódica

estável e um equilíbrio estável coexistem para algum 𝜆 < 0.

Demonstração: Primeiramente, observe que o sistema (4.12) sempre possui um único ponto
crítico 𝑝𝜆 = (𝜆, 𝐹 (𝜆)), o qual possui autovalores correspondentes dados por

𝜇±(𝜆) =


𝑓 ′

−(𝜆)±
√

[𝑓 ′
−(𝜆)]2−4𝜀

2 se 𝜆 < 0,
𝑓 ′

+(𝜆)±
√

[𝑓 ′
+(𝜆)]2−4𝜀

2 se 𝜆 > 0.
(4.15)

Se 0 < 𝜆 < 𝑥𝑀 , segue que 𝑓 ′
+(𝜆) > 0 e, desta forma, ambos autovalores possuem parte

real positiva (Re(𝜇±) > 0), implicando que o ponto crítico 𝑝𝜆 é instável. Neste caso, para
demonstrar a existência de uma órbita periódica estável Γ𝑛(𝜆), basta mostrar que existe
um conjunto positivamente invariante contendo 𝑝𝜆. Vamos considerar o conjunto 𝑊 como
ilustrado na Figura 25. Escolhendo qualquer ponto (�̂�, 0) com �̂� < 0, a fronteira 𝜕𝑊 é
composta de seis segmentos 𝑙𝑗, com 𝑗 = 1, 2, ..., 6, dados por

𝑙1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 𝑚1(𝑥 − �̂�) onde 𝑚1 < 0 é 𝒪(1), �̂� ⩽ 𝑥 ⩽ 𝜆},

𝑙2 = {(𝑥, 𝑦1) ∈ R2 : 𝑦1 = 𝑚1(𝜆 − �̂�), 𝜆 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑥2 = 𝑓−1
+ (𝑦1) + 1},

𝑙3 = {(𝑥2, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥2 = (𝑓−1
+ (𝑦1) + 1), 𝑦1 < 𝑦 < 𝑦3 = 𝑓+(𝑥𝑀)},

𝑙4 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 𝑚4(𝑥 − 𝑥2) + 𝑦3 onde 𝑚4 > 𝑔(�̂�)−𝑦3
𝜆−𝑥2

é 𝒪(1), 𝜆 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑥2},

𝑙5 = {(𝑥, 𝑦5) ∈ R2 : 𝑦5 = 𝑚4(𝜆 − 𝑥2) + 𝑦3, �̂� < 𝑥 < 𝜆},

𝑙6 = {(�̂�, 𝑦) ∈ R2 : 0 < 𝑦 < 𝑦5}.

Figura 25 – Conjunto 𝑊 positivamente invariante, construído com base nos segmentos 𝑙𝑗 , com
𝑗 = 1, ..., 6.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que os valores tomados na construção dos segmentos 𝑙1, ..., 𝑙6 são escolhidos
de modo que o campo vetorial aponte para o interior de 𝜕𝑊 , ou seja, 𝑊 é um conjunto
positivamente invariante. Assim, pelo Teorema 1 de (BUZZI; CARVALHO; EUZEBIO,
2018), segue que existe uma órbita periódica estável Γ𝑛(𝜆) em 𝑊 , para 0 < 𝜆 < 𝑥𝑀 .
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A órbita Γ𝑛(𝜆) é criada por meio da bifurcação em 𝜆 = 0 e irá diferir em amplitude
dependendo de 𝑓 ′

+(0).

Vamos considerar o caso em que 0 < 𝑓 ′
+(0) < 2

√
𝜀. Se também supomos que

|𝑓 ′
−(0)| < 2

√
𝜀, então a bifurcação em 𝜆 = 0 é “Hopf-like” (ou Hopf não-suave), assim

como descrita por (SIMPSON; MEISS, 2007). De fato, na notação usada nessa referência,
temos que

𝜇𝐿 = |𝑓 ′
−(0)|
2 ,

𝜇𝑅 = 𝑓 ′
+(0)
2 ,

𝜔𝐿 =
√

4𝜀−[𝑓 ′
−(0)]2

2 ,

𝜔𝑅 =
√

4𝜀−[𝑓 ′
+(0)]2

2 ,

e
Λ = 𝜇𝐿

𝜔𝐿
− 𝜇𝑅

𝜔𝑅
.

Além disso, a bifurcação “Hopf-like” é subcrítica se Λ < 0 e supercrítica se Λ > 0. Logo,

Λ < 0 ⇔ 𝜇𝐿

𝜔𝐿
< 𝜇𝑅

𝜔𝑅

⇔ 𝜇𝐿𝜔𝑅 < 𝜇𝑅𝜔𝐿

⇔ |𝑓 ′
−(0)| ·

√
4𝜀 − [𝑓 ′

+(0)]2 < 𝑓 ′
+(0) ·

√
4𝜀 − [𝑓 ′

−(0)]2

⇔ [𝑓 ′
−(0)]2 · (4𝜀 − [𝑓 ′

+(0)]2) < [𝑓 ′
+(0)]2 · (4𝜀 − [𝑓 ′

−(0)]2)
⇔ 4𝜀 · [𝑓 ′

−(0)]2 − [𝑓 ′
−(0)]2 · [𝑓 ′

+(0)]2 < 4𝜀 · [𝑓 ′
+(0)]2 − [𝑓 ′

+(0)]2 · [𝑓 ′
−(0)]2

⇔ [𝑓 ′
−(0)]2 < [𝑓 ′

+(0)]2.

Assim, o sistema (4.12) exibe uma bifurcação “Hopf-like” subcrítica quando |𝑓 ′
−(0)| < 𝑓 ′

+(0)
e uma bifurcação “Hopf-like” supercrítica quando |𝑓 ′

−(0)| > 𝑓 ′
+(0). O Corolário 4.1 também

garante a existência de ciclos canard para o caso em que |𝑓 ′
−(0)| ⩾ 2

√
𝜀. A bifurcação

neste caso é de um nó estável (uma vez que os autovalores serão reais e negativos) para
um foco instável. Os ciclos canard no sistema com um nó estarão contidos nos ciclos para
o sistema com uma bifurcação “Hopf-like”. Isso finaliza a demonstração do item (𝑖).

Agora, vamos considerar o caso em que 𝑓 ′
+(0) ⩾ 2

√
𝜀. Neste caso, para 0 < 𝜆 < 𝑥𝑀 ,

o equilíbrio 𝑝𝜆 é um nó instável. Sejam 𝜇2 ⩾ 𝜇1 > 0 os autovalores instáveis forte e fraco,
respectivamente, correspondentes à 𝑝𝜆 e 𝑣𝑖 os autovetores associados à 𝜇𝑖, para 𝑖 = 1, 2.
Então, para 𝑖 = 1, 2, temos que

𝑓 ′
+(𝜆)𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 = 𝜇𝑖𝑥𝑖,

𝜀𝑥𝑖 = 𝜇𝑖𝑦𝑖.

Isso implica que a inclinação do autovetor 𝑣2 é 𝜀/𝜇2. Logo, como 𝜇2 depende de 𝜀, temos
que 𝜇2 → 𝑓 ′

+(𝜆) ̸= 0 conforme 𝜀 → 0 e, consequentemente, (𝜀/𝜇2) → 0 conforme 𝜀 → 0.
Assim, existe 𝜀0 tal que, para todo 0 < 𝜀 < 𝜀0, a trajetória instável forte deve alcançar
a região 𝑥 > 𝑥𝑀 do espaço de fase, ser atraída para variedade lenta atratora 𝑆𝑟

𝜀 , passar
próximo ao ponto (𝑥𝑀 , 𝑓+(𝑥𝑀 )) e seguir próxima à uma camada do fluxo rápido até atingir
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a variedade de não-suavidade Σ = {𝑥 = 0}. Como o campo vetorial de (4.12) aponta para
o semiplano esquerdo ao longo do eixo 𝑦, para 𝑦 > 0, a trajetória instável forte seguirá
aproximadamente uma camada do fluxo rápido, sendo atraída para variedade lenta 𝑆𝑙

𝜀

e retornando para o semiplano direito em algum ponto de Σ com 𝑦 < 0. Essa trajetória
deverá continuar para baixo e para direita, seguindo o fluxo rápido, até atingir a reta
𝑥 = 𝜆 em algum ponto (𝜆, 𝑦), com 𝑦 < 𝑓+(𝜆). Seja 𝑉 a região delimitada pela trajetória
descrita anteriormente e o segmento de reta ao longo da reta 𝑥 = 𝜆 que conecta 𝑦 e
𝑓+(𝜆). Assim, o conjunto 𝑊 ∖ 𝑉 é positivamente invariante com um equilíbrio instável e,
consequentemente, pelo Teorema 1 de (BUZZI; CARVALHO; EUZEBIO, 2018), existe
uma órbita periódica estável Γ𝑛(𝜆) em 𝑊 ∖ 𝑉 que deve ser uma oscilação de relaxamento.
Para essa situação, a bifurcação será uma super-explosão, veja as Figuras 26 (𝑎) e 27.

Figura 26 – Conjuntos 𝑊 ∖ 𝑉 , em (𝑎), e 𝑊 ∖ 𝑉 ′, em (𝑏), como descritos na demonstração do
Teorema 4.5 para 𝜆 = 0.05 e 𝜆 = −0.05, respectivamente.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Vamos supor que |𝑓 ′
−(0)| ⩾ 2

√
𝜀. Então, para 𝜆 < 0, o equilíbrio 𝑝𝜆 é um nó

estável. Além disso, esse equilíbrio é o atrator global do sistema, uma vez que a trajetória
estável forte para 𝑝𝜆 limita as trajetórias acima do nó estável no semiplano esquerdo.
Como nenhuma órbita periódica estável pode coexistir com 𝑝𝜆, dizemos que a bifurcação é
supercrítica.
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Agora, vamos supor que |𝑓 ′
−(0)| < 2

√
𝜀. Então, para 𝜆 < 0, o equilíbrio 𝑝𝜆 é um

foco estável e, tomando |𝜆| suficientemente pequeno, existe um 𝛽 ∈ (𝑔(𝜆), ℎ(𝑥𝑀)) tal
que a trajetória passando por (0, 𝛽) espirala ao redor de 𝑝𝜆 e entra no semiplano direito
abaixo de (0, 0). A dinâmica no semiplano direito é governada por um nó instável no
sistema sombra (4.13). Assim, após entrar no semiplano direito, a trajetória através de
(0, 𝛽) deve seguir próxima à uma camada do fluxo rápido até ser atraída para 𝑆𝑟

𝜀 , passar
próximo ao ponto (𝑥𝑀 , 𝑓+(𝑥𝑀 )), seguir próxima à uma camada do fluxo rápido até atingir
a variedade de não-suavidade Σ e entrar novamente no semiplano esquerdo em (0, 𝛽′), com
𝛽′ > 𝛽. Seja 𝑉 ′ a região delimitada por essa trajetória e pelo segmento de reta sobre o
eixo 𝑦 conectando (0, 𝛽) e (0, 𝛽′). Observe que 𝑉 ′ é um conjunto negativamente invariante.
Assim, 𝑊 ∖ 𝑉 ′ é um conjunto positivamente invariante que não possui equilíbrios estáveis.
Portanto, deve haver uma órbita periódica estável Γ𝑛(𝜆) em 𝑊 ∖ 𝑉 ′. Como um equilíbrio
estável e uma órbita periódica estável coexistem para 𝜆 < 0, dizemos que esse fenômeno é
uma super-explosão subcrítica. Isso finaliza a prova do item (𝑖𝑖).

Figura 27 – Ilustração de uma órbita periódica obtida após uma super-explosão. Neste caso, foi
usado o sistema (4.12) com 𝑓−(𝑥) = (𝑥 − 1)2 − 1 e 𝑓+(𝑥) = −(𝑥 + 1)2(𝑥 − 1.5) − 1.5,
𝜀 = 0.2 e 𝜆 = 0.001.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Um sistema rápido-lento suave por partes é dito “Z-shaped” se a variedade crítica
𝑆 apresenta dois “corners”, isto é, a função 𝐹 não é diferenciável nos dois extremos, em 0
e 𝑥𝑀 .

Corolário 4.3. Considere o sistema “Z-shaped”

𝑥′ = −𝑦 + 𝐹 (𝑥),
𝑦′ = 𝜀(𝑥 − 𝜆),

(4.16)

onde

𝐹 (𝑥) =


𝑓−(𝑥) se 𝑥 ⩽ 0,

𝑓𝑚(𝑥) se 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑥𝑀 ,

𝑓+(𝑥) se 𝑥𝑀 ⩽ 𝑥,
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com 𝑓−, 𝑓𝑚, 𝑓+ ∈ 𝐶𝑘 𝑘 ⩾ 1, 𝑓−(0) = 𝑓𝑚(0) = 0, 𝑓+(𝑥𝑀) = 𝑓𝑚(𝑥𝑀), 𝑓 ′
−(0) < 0, 𝑓 ′

𝑚(𝑥) > 0
para todo 0 < 𝑥 < 𝑥𝑀 , e 𝑓 ′

+(𝑥𝑀) < 0. Então, o sistema (4.16) exibe uma bifurcação para
𝜆 = 0 na qual uma órbita periódica estável Γ𝑛(𝜆) existe para 0 < 𝜆 < 𝑥𝑀 .

Além disso, existe um 𝜀0 tal que, para todo 0 < 𝜀 < 𝜀0 fixo, a natureza da bifurcação
é descrita por:

(i) Se 0 < 𝑓 ′
𝑚(0) < 2

√
𝜀, então ciclos canard Γ𝑛(𝜆) surgem de uma bifurcação “Hopf-like”

quando 𝜆 cresce a partir de 𝜆 = 0. A bifurcação é supercrítica se 𝑓 ′
𝑚(0) < |𝑓 ′

−(0)| e
subcrítica se 𝑓 ′

𝑚(0) > |𝑓 ′
−(0)|;

(ii) Se 𝑓 ′
𝑚(0) > 2

√
𝜀, a bifurcação em 𝜆 = 0 é uma super-explosão. O sistema possui

uma órbita periódica estável Γ𝑛(𝜆) que é uma oscilação de relaxamento. Se |𝑓 ′
−(0)| ⩾

2
√

𝜀, a bifurcação é supercrítica, pois não aparecem órbitas periódicas para 𝜆 < 0.
Entretanto, se |𝑓 ′

−(0)| < 2
√

𝜀, a bifurcação é subcrítica, pois uma órbita periódica
estável e um equilíbrio estável coexistem para algum 𝜆 < 0.

Demonstração: Para demonstrar este corolário, basta seguir o mesmos passos da demons-
tração do Teorema 4.5 usando o sistema (4.12) como o sistema sombra.

Aplicando o Lema 4.1 ao Teorema 4.5, obtemos o seguinte resultado.

Corolário 4.4. Para um 𝜀 > 0 fixo, assuma que o sistema sombra (4.13) satifaz as
suposições (𝐴1) − (𝐴4) da seção 3.2 para um ponto canard em (𝑥𝑚, 𝑓+(𝑥𝑚)), com 𝑥𝑚 < 0.
Também assuma que 0 < 𝑓 ′

+(0) < 2
√

𝜀 no sistema suave por partes (4.12). Então, para
𝜆 ∈ (0, 𝑥𝑀 ) fixo, Γ𝑛(𝜆) é limitada pela órbita periódica Γ𝑠 do sistema sombra. Além disso,
se o parâmetro de criticidade 𝐴 < 0 e |𝑥𝑚| < 𝜆𝑠𝑐(

√
𝜀), então as órbitas periódicas Γ𝑛(𝜆)

criadas pela bifurcação “Hopf-like” são ciclos canard e o sistema (4.12) apresentará uma
explosão canard.

Exemplo 4.6. Vamos considerar o sistema

𝑥′ = −𝑦 + 𝐹 (𝑥),
𝑦′ = 𝜀(𝑥 − 𝜆),

(4.17)

onde

𝐹 (𝑥) =
{

(𝑥 − 1)2 − 1 se 𝑥 ⩽ 0,

−𝑥3 + 23
10𝑥2 + 8

25𝑥 se 𝑥 ⩾ 0.

Primeiramente, observe que o sistema (4.17), para 𝑥 > 0, pode ser escrito na forma
normal (4.5). Além disso, para 𝜆𝐻 = 1.6, o ponto de máximo de 𝑓+, 𝑝 = (1.6, 2.304),
é uma singularidade dobrada genérica do sistema. Logo, pelo Teorema 4.2, o sistema
(4.17) exibe uma bifurcação de Hopf supercrítica no valor de bifurcação 𝜆𝐻 = 1.6, uma
vez que 𝐴 = −0.375. Assim, pelo Teorema 4.4, ciclos canard são gerados para valores
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suficientemente menores do que 𝜆𝐻 . A Figura 28 ilustra um ciclo canard do sistema (4.17)
para 𝜀 = 0.2 gerada pela bifurcação na dobra suave, curva fechada em laranja.

Agora, fazendo a análise do “corner” que ocorre em (0, 0), é possível ver que
𝑓−(0) = 𝑓+(0) = 0, 𝑓 ′

−(0) < 0, 0 < 𝑓 ′
+(0) < 2

√
𝜀 (estamos considerando 𝜀 = 0.2 fixo) e

𝑓 ′
+(0) < |𝑓 ′

−(0)|. Assim, pelo Teorema 4.5, o sistema (4.17) exibe uma bifurcação “Hopf-like”
supercrítica para 𝜆 = 0. A Figura 28 ilustra um ciclo canard do sistema (4.17) gerada pela
bifuração no “corner”, curva fechada em verde. ♢

Figura 28 – Ciclos canard suaves por partes do sistema (4.17), para 𝜀 = 0.2. As curvas fechadas
em preto representam os pequenos ciclos gerados após as bifurcações de Hopf e
“Hopf-like” na singularidade dobrada e no “corner”, respectivamente. A curva em
laranja é um canard com cabeça obtido após a explosão na singularidade dobrada,
enquanto que a curva em verde é um canard com cabeça obtido após a explosão no
“corner”.

-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

-1

1

2

3

4

Σ

𝑆

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.4.2 Sistemas de Liénard suaves por partes

Na subseção anterior, o estudo do fenômeno da explosão canard foi realizado para
sistemas de van der Pol (contínuos) suaves por partes. Nesta subseção, vamos estender essa
análise considerando agora sistemas de Liénard (contínuos) suaves por partes da forma

�̇� = −𝑦 + 𝐹 (𝑥),
�̇� = 𝜀𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀),

(4.18)

onde

𝐹 (𝑥) =
{

𝑓−(𝑥) se 𝑥 ⩽ 0,

𝑓+(𝑥) se 𝑥 ⩾ 0,

com 𝑓−, 𝑓+ ∈ 𝐶𝑘, 𝑘 ⩾ 3, tais que 𝑓−(0) = 𝑓+(0) = 0, 𝑓 ′
−(0) ⩽ 0 e 𝑓 ′

+(0) ⩾ 0, no
entanto 𝐹 não pode ser 𝐶1 em 𝑥 = 0, isto é, 𝑓 ′

−(0) = 0 e 𝑓 ′
+(0) = 0 não pode acontecer

simultaneamente. Também vamos assumir que 𝑓+ possui um máximo local em 𝑥𝑀 . Como
assumimos que 𝐹 não é diferenciável em 0, segue que a variedade crítica

𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 𝐹 (𝑥)}
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é “2-shaped” com uma dobra suave em 𝑥𝑀 e um “corner” em 𝑥 = 0 como na Figura 23.

Além disso, 𝑆 pode ser dividida nos ramos

𝑆𝑙 = {(𝑥, 𝑓−(𝑥)) ∈ R2 : 𝑥 < 0},

𝑆𝑚 = {(𝑥, 𝑓+(𝑥)) ∈ R2 : 0 < 𝑥 < 𝑥𝑀},

𝑆𝑟 = {(𝑥, 𝑓+(𝑥)) ∈ R2 : 𝑥 > 𝑥𝑀},

os quais são conjuntos normalmente hiperbólicos com 𝑆𝑙 e 𝑆𝑟 atratores e 𝑆𝑚 repulsor. Já
o conjunto

Σ = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 = 0}

é a variedade de não-suavidade.

Como destacado na Observação 4.4, bifurcações de Hopf que levam à uma explosão
canard não precisam acontecer necessariamente em uma dobra da variedade crítica. O
próximo resultado ilustra esse fato, garantindo a existência de uma bifurcação de Hopf
para valores do parâmetro 𝜆 próximos à 𝑥𝑀 . Isso ocorre pois não estamos mais supondo
que {𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀) = 0} seja uma reta vertical, como feito para o sistema de van der Pol
suave por partes (4.12) onde 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀) = 𝑥 − 𝜆.

Figura 29 – Exemplo de um conjunto {𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀) = 0}, curva em vermelho, que não é uma
reta vertical e intersecta a variedade crítica transversalmente em uma vizinhança
do ponto de dobra. A curva fechada tracejada é a órbita periódica estável Γ𝑠 do
sistema sombra, enquanto que a curva fechada sólida é a órbita periódica estável Γ𝑛

do sistema suave por partes.

Fonte: Retirada do artigo (ROBERTS, 2016).

Teorema 4.6. Seja 0 < 𝜀 ≪ 1 suficientemente pequeno e fixo, e suponha que o parâmetro 𝜆

indica a coordenada 𝑥 do único ponto de interseção transversal dos conjuntos {𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀) =
0} e {𝑦 = 𝐹 (𝑥)}. Se

𝑔𝑥(𝑥𝑀 , 𝐹 (𝑥𝑀), 𝑥𝑀 , 𝜀) > 0,

então o sistema (4.18) exibe uma bifurcação de Hopf para algum 𝜆𝑀 em uma vizinhança
de 𝑥𝑀 .
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(𝑖) Se a bifurcação de Hopf é supercrítica, então ciclos canard estáveis são produzidos;

(𝑖𝑖) Se a bifurcação de Hopf é subcrítica, então oscilações de relaxamento estáveis são
produzidas. Além disso, órbitas canard instáveis existem para valores de 𝜆 em um raio
𝒪(𝜀) antes da bifurcação, e as órbitas canard são destruídas através da bifurcação.

A demonstração desse resultado é análoga à do Teorema 4.4, veja (ROBERTS,
2016) para mais detalhes. A ideia é analisar a mudança de estabilidade do único ponto
crítico do sistema e verificar a ocorrência de uma bifurcação de Hopf. Após isso, a estratégia
adotada é utilizar o sistema sombra, garantindo a limitação da órbita do sistema suave por
partes e construindo um conjunto positivamente invariante a fim de aplicar o Teorema 1
de (BUZZI; CARVALHO; EUZEBIO, 2018). Entretanto, neste caso considera-se o sistema
sombra dado por

�̇� = −𝑦 + 𝑓+(𝑥),
�̇� = 𝜀𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀).

(4.19)

Para realizar a comparação entre as trajetórias dos sistemas (4.18) e (4.19), usa-se o
próximo resultado.

Lema 4.2. Considere a trajetória 𝛾𝑛(𝑡) = (𝑥𝑛(𝑡), 𝑦𝑛(𝑡)) de (4.18) que cruza o eixo 𝑦

entrando no semiplano esquerdo em 𝛾𝑛(0) = (0, 𝑦𝑐). Também considere a trajetória análoga
𝛾𝑠 do sistema sombra (4.19), com 𝑓+(𝑥) < 𝑓−(𝑥) para 𝑥 < 0. Então, a distância radial da
origem à 𝛾𝑛 é limitada pela distância radial da origem à 𝛾𝑠.

Corolário 4.5. Considere a trajetória 𝛾𝑛(𝑡) = (𝑥𝑛(𝑡), 𝑦𝑛(𝑡)) de (4.18) que cruza o eixo 𝑦

entrando no semiplano esquerdo em 𝛾𝑛(0) = (0, 𝑦𝑐). Também considere a trajetória análoga
𝛾𝑠 do sistema

𝑥′ = −𝑦 + 𝐹 (𝑥),
𝑦′ = 𝜀𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜀),

(4.20)

onde

𝐹 (𝑥) =
{

𝑓−(𝑥) se 𝑥 ⩽ 0,

𝑓+(𝑥) se 𝑥 ⩾ 0,

com 𝑓 ′
−(0) > 𝑓 ′

−(0). Então, a distância radial da origem à 𝛾𝑛 é limitada pela distância
radial da origem à 𝛾𝑠.

As demontrações do Lema 4.2 e do Corolário 4.5 podem ser encontradas em
(ROBERTS, 2016). Além disso, o Lema 4.2 é uma generalização do Lema 4.1 e garante
que uma dinâmica do fluxo lento mais geral não mudará a análise global.

Combinando o Lema 4.2 e o Teorema 4.6, obtemos o próximo resultado, que garante
a limitação das órbitas periódicas do sistema (4.18) criadas pela bifurcação de Hopf, veja
Figura 29.



4.4. Explosão canard em sistemas suaves por partes 85

Corolário 4.6. Sejam Γ𝑠 órbitas periódicas criadas pela bifurcação de Hopf próximo de
𝑥𝑀 no sistema sombra (4.19) e Γ𝑛 órbitas periódicas criadas pela bifurcação de Hopf no
sistema (4.18). Então, Γ𝑛 é limitada por Γ𝑠.

Assim como no Teorema 4.6, a dinâmica lenta local mais complexa possibilita
que a bifurcação não ocorra apenas no “corner”, mas também em uma vizinhança da
origem. O próximo resultado garante a existência ou de uma bifurcação de Hopf (suave ou
“Hopf-like”) ou de uma super-explosão em uma vizinhança da origem.

Teorema 4.7. Dado um sistema na forma (4.18) com 𝑓−, 𝑓+ ∈ 𝐶𝑘, 𝑘 ⩾ 3, 𝑓−(0) =
𝑓+(0) = 0, 𝑓 ′

−(0) < 0 e 𝑓 ′
+(0) > 0, suponha que

𝑔𝑥(0, 0, 0, 𝜀) > max{−𝑓 ′
+(0)𝑔𝑦(0, 0, 0, 𝜀), −𝑓 ′

−(0)𝑔𝑦(0, 0, 0, 𝜀)}.

Então, para 𝜀 suficientemente pequeno e fixo, existe um 𝜆0 em uma vizinhança de 0 tal
que uma órbita periódica estável Γ𝑛(𝜆) é criada através de uma bifurcação quando 𝜆 = 𝜆0.
Sejam 𝛼± = 𝑓 ′

±(0) + 𝜀𝑔𝑦(0, 0, 𝜆0, 𝜀) e 𝛽± = [𝜀𝑔𝑦(0, 0, 𝜆0, 𝜀) − 𝑓 ′
±(0)]2 − 4𝜀𝑔𝑥(0, 0, 𝜆0, 𝜀). A

bifurcação é descrita da seguinte forma:

(𝑖) Se 𝛼− > 0, então a bifurcação é Hopf (suave) e 𝜆0 < 0;

(𝑖𝑖) Se 𝛼+ < 0, então a bifurcação é Hopf (suave) e 𝜆0 > 0;

(𝑖𝑖𝑖) Se 𝑓 ′
−(0) ⩽ −𝜀𝑔𝑦(0, 0, 𝜆0, 𝜀) ⩽ 𝑓 ′

+(0) (isto é, ±𝛼± ⩾ 0), então a bifurcação é não-suave
e 𝜆0 = 0.

(𝑎) Se 𝛽+ < 0 e 𝛽− < 0, então há uma bifurcação “Hopf-like”. Seja

Λ = 𝛼+√
−𝛽+

− −𝛼−√
−𝛽−

.

Então a bifurcação é supercrítica se Λ < 0 e subcrítica se Λ > 0.

(𝑏) Se 𝛽+ < 0 e 𝛽− ⩾ 0, então a bifurcação é “nonsmooth Hopf-like” supercrítica
que cria órbitas periódicas de pequena amplitude;

(𝑐) Se 𝛽+ ⩾ 0, então a bifurcação é uma super-explosão. A bifurcação é subcrítica
se 𝛽− < 0 e supercrítica se 𝛽− ⩾ 0.

Observação 4.5. Vale destacar que, diferentemente do caso de van der Pol suave por
partes, no qual uma bifurcação de Hopf ocorre no “corner” somente se 𝑔𝑦 = 0, o item
(𝑖𝑖𝑖) do Teorema 4.7 mostra que mesmo quando 𝑔𝑦 ̸= 0, uma bifurcação “Hopf-like” pode
ocorrer no “corner”.

A demonstração do Teorema 4.7 em detalhes pode ser encontrada em (ROBERTS,
2016). Para demonstrar os itens (𝑖) e (𝑖𝑖), basta verificar a ocorrência de uma bifurcação
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de Hopf (suave), como encontra-se na literatura. Já no item (𝑖𝑖𝑖) − (𝑎), é possível verificar
a ocorrência de uma bifurcação que gera uma órbita periódica e que o ponto crítico passa
de um foco estável para um foco instável, conforme 𝜆 aumenta passando por 0. Assim,
neste caso, temos uma bifurcação “Hopf-like” como descrita em (SIMPSON; MEISS, 2007),
onde a criticidade da bifurcação será dada pelo parâmetro Λ.

No item (𝑖𝑖𝑖)−(𝑏), o autor de (ROBERTS, 2016) chama a bifurcação de “nonsmooth
Hopf-like” a fim de diferenciar a bifurcação discutida em (SIMPSON; MEISS, 2007), uma
vez que é possível constatar a transição do ponto crítico que sai de um nó estável (não
mais de um foco) para um foco instável. Para demonstrar esse item, constrói-se um
sistema sombra suave por partes que satisfaz as hipóteses de (𝑖𝑖𝑖) − (𝑏) e, como para
𝜆 > 0 suficientemente pequeno ele admite uma órbita periódica estável, pode-se aplicar
o Corolário 4.5, garantindo a limitação das órbitas do sistema pelas órbitas do sistema
sombra suave por partes. É possível construir assim um conjunto positivamente invariante
contendo o ponto crítico instável em seu interior e então, pelo Teorema 1 de (BUZZI;
CARVALHO; EUZEBIO, 2018), existe uma órbita periódica estável.

Por último, para demonstrar o item (𝑖𝑖𝑖) − (𝑐), a ideia é análoga ao caso (𝑖𝑖) do
Teorema 4.5. Mais precisamente, no caso supercrítico é possível construir um conjunto
𝑊 ∖ 𝑉 positivamente invariante seguindo os mesmos passos do caso supercrítico de van
der Pol, veja Figura 30 (𝑎). Assim, não existe nenhum ponto crítico estável no interior
desse conjunto e, pelo Teorema 1 de (BUZZI; CARVALHO; EUZEBIO, 2018), a existência
de uma órbita periódica estável é garantida. Além disso, é possível verificar que o ponto
crítico passa de um nó estável para um nó instável. Já no caso subcrítico, é possível
construir um conjunto 𝑊 ∖ 𝑉 ′ positivamente invariante seguindo os mesmos passos do
caso subcrítico de van der Pol, veja Figura 30 (𝑏) e, assim, garantir a existência de uma
órbita periódica estável no interior desse conjunto. Neste caso, é possível verificar que um
ponto crítico estável e uma órbita periódica estável coexistem para 𝜆 < 0. O que finaliza a
demonstração.

Figura 30 – Ilustração dos conjuntos 𝑊 ∖ 𝑉 e 𝑊 ∖ 𝑉 ′ necessários para a demonstração do item
(𝑖𝑖𝑖) − (𝑐) do Teorema 4.7.

(𝑎) (𝑏)

Fonte: Retirada do artigo (ROBERTS, 2016).
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Como aplicação do Lema 4.2, obtemos o próximo resultado, o qual caracteriza a
amplitude das órbitas periódicas criadas pela bifurcação do Teorema 4.7.

Corolário 4.7. Sejam 𝜀, 𝜆 > 0 fixos e Γ𝑛 uma órbita periódica estável do sistema (4.18)
criada pela bifurcação de Hopf descrita no Teorema 4.7. Além disso, assuma que o sistema
sombra (4.19) possui uma órbita periódica estável Γ𝑠. Então, Γ𝑛 é limitada por Γ𝑠.
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CAPÍTULO

5
EXEMPLOS DE APLICAÇÕES

Nos capítulos anteriores, foram apresentados vários conceitos e resultados envol-
vendo sistemas rápido-lento suaves e suaves por partes. Embora alguns exemplos tenham
sido abordados, nenhum mostra de fato uma aplicação da teoria em outra área de conhe-
cimento. O intuito deste capítulo é fornecer algumas possibilidades de aplicações para o
que foi apresentado anteriormente e, também, servir como motivação a quem queira se
aprofundar mais no assunto ou que se interesse por alguma das áreas de aplicações.

O primeiro exemplo, presente em (CARDIN, 2022), ilustra a existência de uma
oscilação de relaxamento de costura para um oscilador suave-descontínuo bastante utilizado
na engenharia.

Exemplo 5.1. Vamos considerar a equação de Liénard descontínua

𝑥′′ + (𝑐 + 𝑑𝑥2)𝑥′ + 𝑥 − sign(𝑥) = 0, (5.1)

onde 𝑐, 𝑑 ∈ R. Essa equação é o caso limite (𝛼 → 0+) do oscilador suave-descontínuo dado
por

𝑥′′ + (𝑐 + 𝑑𝑥2)𝑥′ + 𝑥

Å
1 − 1√

𝑥2 + 𝛼2

ã
= 0. (5.2)

Observe que o parâmetro 𝛼 determina a suavidade de (5.2). Mais precisamente, quando
𝛼 > 0, (5.2) é suave, no entando o caso limite (5.1) é apenas suave por partes (descontínuo).
A equação (5.2) é um modelo para uma ponte em arco com amortecimento viscoso não-
linear, veja a referência [25] de (CARDIN, 2022) para uma descrição do modelo físico.

Vamos assumir que 𝑐 = 𝜇𝑎 e 𝑑 = 𝜇3𝑏, com 𝜇 um parâmetro real suficientemente
grande e 𝑎, 𝑏 ∈ R− {0} parâmetros arbitrários mas fixos. As equações (5.1) e (5.2) podem
ser transformadas, respectivamente, nos sistemas rápido-lento de Liénard

(𝑥′, 𝑦′) = (𝑦−𝑎𝑥−𝑏𝑥3, 𝜀(sign(𝑥)−𝑥)) =
{

(𝑦 − 𝑎𝑥 − 𝑏𝑥3, 𝜀(−1 − 𝑥)) se 𝑥 < 0,

(𝑦 − 𝑎𝑥 − 𝑏𝑥3, 𝜀(1 − 𝑥)) se 𝑥 > 0,
(5.3)
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e
(𝑥′, 𝑦′) =

Å
𝑦 − 𝑎𝑥 − 𝑏𝑥3, 𝜀𝑥

Å 1√
𝑥2 + 𝛼2

− 1
ãã

, (5.4)

onde 0 < 𝜀 ≪ 1.

Usando as notações vistas na Seção 3.3, temos que

𝑓−(𝑥, 𝑦, 𝜀) = 𝑓+(𝑥, 𝑦, 𝜀) = 𝑦 − 𝑎𝑥 − 𝑏𝑥3, 𝑔−(𝑥, 𝑦, 𝜀) = −1 − 𝑥, 𝑔+(𝑥, 𝑦, 𝜀) = 1 − 𝑥.

Logo,
𝜕𝑓−

𝜕𝑥
= 𝜕𝑓+

𝜕𝑥
= −𝑎 − 3𝑏𝑥2,

𝜕2𝑓−

𝜕𝑥2 = 𝜕2𝑓+

𝜕𝑥2 = −6𝑏𝑥,
𝜕𝑓−

𝜕𝑦
= 𝜕𝑓+

𝜕𝑦
= 1.

Além disso, ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑥.

Assumiremos também que 𝑎 e 𝑏 satisfazem

𝑎 < 0, 𝑏 > 0 e 𝑎 < −3𝑏. (5.5)

Assim, as hipóteses (𝐵1) − (𝐵7) são válidas. De fato, se 𝑎 e 𝑏 satisfazem (5.5), então a
variedade crítica 𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑦 = 𝜙(𝑥) := 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥3} é “S-shaped”. As constantes 𝑥𝑚,
𝑥𝑀 , 𝑦𝑚, 𝑦𝑀 , 𝑥− e 𝑥+ assumem os valores 𝑘, −𝑘, −(2𝑎/3)𝑘, −1 e 1, respectivamente, com
𝑘 =

√
−𝑎/(3𝑏). Além disso, os pontos 𝐴 = (𝑥𝑀 , 𝑦𝑀) = (−𝑘, −(2𝑎/3)𝑘) e 𝐵 = (𝑥𝑚, 𝑦𝑚) =

(𝑘, (2𝑎/3)𝑘) são dobras genéricas de 𝑆 uma vez que (𝜕2𝑓/𝜕𝑥2), (𝜕𝑓/𝜕𝑦) e 𝑔 não se anulam
em 𝐴 e 𝐵, o que verifica (𝐵1) − (𝐵4). A hipótese (𝐵5) também é válida uma vez que
(𝜕𝑓/𝜕𝑥)(𝑥, 𝑦, 0) = −𝑎 − 3𝑏𝑥2 é negativa em 𝑆𝑙 ∪ 𝑆𝑟 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 : 𝑥 < −𝑘} ∪ {(𝑥, 𝑦) ∈
𝑆 : 𝑥 > 𝑘} e positiva em 𝑆𝑚 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 : −𝑘 < 𝑥 < 𝑘}. A condição (𝐵6) é válida pois

𝑔(𝑥, 𝑦, 0) =
{

−1 − 𝑥 se 𝑥 < 0,

1 − 𝑥 se 𝑥 > 0,

é positiva em 𝑆𝑙 e negativa em 𝑆𝑟. Também, 𝑔(𝑥, 𝑦, 0) < 0 para (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 com 1 < 𝑥 < 𝑘

e 𝑔(𝑥, 𝑦, 0) > 0 para (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 com −𝑘 < 𝑥 < −1.

Por último, considerando uma trajetória singular de costura Γ, como ilustrado na
Figura 31, e uma pequena vizinhança tubular 𝑉 de Γ, temos que Γ e Σ se intersectam
transversalmente em (0, −(2𝑎/3)𝑘) e (0, (2𝑎/3)𝑘), os quais são pontos de costura de (5.3),
verificando (𝐵7). Assim, pelo Teorema 3.2, para 𝜀 > 0 suficientemente pequeno, o sistema
(5.3) possui um único ciclo limite de costura estável Γ𝜀 ⊂ 𝑉 tal que Γ𝜀 → Γ na distância
de Hausdorff conforme 𝜀 → 0, veja Figura 31. ♢

A fim de ilustrar algumas das ideias apresentadas na Seção 4.4 e, também, uma área
na qual o conhecimento sobre órbitas canard em “corners” pode ser aplicado, consideramos
o próximo exemplo, presente em (ROBERTS; GLENDINNING, 2014).

Exemplo 5.2. Este exemplo ilustra uma variação do modelo de circulação “thermohaline”
de Stommel, veja as referências [20] e [21] de (ROBERTS; GLENDINNING, 2014). O
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Figura 31 – Ilustração da convergência dos ciclos limites de costura Γ𝜀 para Γ, conforme 𝜀 → 0,
para o Exemplo 5.1, para 𝑎 = −3/2 e 𝑏 = 1/3. A curva vermelha representa
a trajetória singular de costura Γ, enquanto que as curvas laranja, azul e verde,
representam o ciclos Γ𝜀 para 𝜀 = 1/10, 𝜀 = 5/100 e 𝜀 = 1/100, respectivamente.
Além disso, Σ e 𝑆 representam, respectivamente, as variedades de descontinuidade e
crítica.

Σ

𝑆

Γ

Fonte: Retirada do artigo (CARDIN, 2022).

modelo original de Stommel, elaborado em 1961, contém uma curva de bifurcação “2-
shaped” produzindo duas bifurcações sela-nó, uma no “corner” e outra na dobra suave.
É possível transformar esse modelo em um sistema rápido-lento suave por partes como
(4.12). Para isso, é necessário incorporar um parâmetro no modelo que se comporta como
uma variável lenta.

Como citado no artigo em questão, é possível mostrar que o modelo de Stommel
adimensional pode ser reduzido para o seguinte sistema suave por partes

�̇� = 𝜇 − 𝑦 − 𝐾|1 − 𝑦|𝑦, (5.6)

o qual tem equilíbrios em

𝜇 =
{

(1 + 𝐾)𝑦 − 𝐾𝑦2 para 𝑦 < 1,

(1 − 𝐾)𝑦 + 𝐾𝑦2 para 𝑦 > 1.
(5.7)

A natureza do sistema depende do parâmetro 𝐾, veja Figura 32.

Se 0 ⩽ 𝐾 < 1, então (𝑑𝜇/𝑑𝑦) > 0 para todo 𝑦 em um vizinhança de 1, exceto para
𝑦 = 1, onde a derivada é descontínua. Logo, para 𝐾 < 1, a curva do equilíbrio 𝜇 = 𝜇(𝑦) é
monótona e crescente, e o sistema (5.6) possui um único equilíbrio, o qual é globalmente
atrator. É importante ressaltar que uma solução do sistema corresponde a um único estado
de circulação estável (ou seja, direção e força). Por outro lado, se 𝐾 > 1, o sistema exibe
dois equilíbrios estáveis para uma faixa de valores de 𝜇. Além disso, 𝜇(𝑦) é ainda monótona
e crescente para 𝑦 > 1 e possui um máximo local em 𝑦 = (1 + 𝐾)/(2𝐾) < 1. Observe que,
para

1 < 𝜇 <
(1 + 𝐾)2

4𝐾
,
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o sistema (5.6) possui três equilíbrios, sendo os equilíbrios de fora estáveis e o equilíbrio
do meio instável.

Figura 32 – Equilíbrios de (5.6) para diferentes valores de 𝜇 com 𝐾 < 1 e 𝐾 > 1.

Fonte: Retirada do artigo (ROBERTS; GLENDINNING, 2014).

É tomado por hipótese que o laço de histerese (“hysteresis loop”), que aparece
implicitamente na Figura 32, é importante para entender a variabilidade nos dados
paleoclimáticos, especificamente no que diz respeito a eventos de aquecimento rápido no
Atlântico Norte (veja as referências [2], [6] e [18] de (ROBERTS; GLENDINNING, 2014)).
O diagrama de bifurcação sugere que 𝜇 é a chave para gerar um comportamento oscilatório
(quando 𝐾 > 1), então 𝜇 é incluído como uma variável dinâmica e assume-se que 𝜇 evolui
de acordo com a formação média de nuvens de longo prazo e que 𝑦 afeta esse processo de
forma negativa. Além disso, como 𝜇 é um parâmetro do sistema físico, supõe-se que ele
evolua em uma escala de tempo maior que 𝑦. Assim, faz sentido considerar o sistema

𝑦′ = 𝜇 − 𝑦 − 𝐾|1 − 𝑦|𝑦,

𝜇′ = 𝜀(𝜆 − 𝑦),
(5.8)

onde 𝐾 > 1.

Note que a variedade crítica 𝑆 de (5.8) é precisamente o conjunto de equilíbrio de
(5.6) mostrado na Figura 32 (𝑏). Conforme 𝜆 diminui passando por 1, o sistema exibe uma
bifurcação “Hopf-like” como descrita no Teorema 4.5. Isto é, se 𝐾 < 1 + 2

√
𝜀, ciclos canard

aparecem no corner. Entretanto, se 𝐾 > 1 + 2
√

𝜀, o sistema sofre uma super-exlosão. Em
ambos os casos, a inclinação do ramo estável direito é maior que 1, então a bifurcação é
supercrítica.

No contexto do modelo oceânico (5.8), um equilíbrio estável indica um estado de
circulação estável (direção e força). Para 𝑦 < 1, o oceano transporta água em direção
aos polos ao longo da superfície (às vezes chamada de circulação “positiva”), já para
𝑦 > 1, a água é transportada do polo para o equador ao longo da superfície (chamada
de circulação “negativa”). Quando 𝜆 diminui passando por 1, a bifurcação que ocorre
indica uma mudança no sistema de um estado de circulação negativo estável para uma
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circulação reversa periódica. Se os ciclos canard são criados pela bifurcação, então, próximo
ao ponto de bifurcação em 𝜆 = 1, a circulação oscilará entre os estados de circulação
fraca em cada direção. Agora, se a bifurcação é uma super-explosão, a circulação oscilará
entre uma circulação negativa fraca (na direção do equador) e uma circulação positiva
forte (na direção dos polos). Assim, imediatamente após a bifurcação, a oscilação de
relaxamento criada pela super-explosão é uma reminiscência do loop de histerese desejado,
diferentemente dos ciclos canard sem cabeça que não alcançarão o ramo estável esquerdo
da variedade crítica correspondente a uma forte circulação em direção aos polos. ♢

O artigo (ROBERTS; SAHA, 2017) também aborda o modelo de circulação “ther-
mohaline” de Stommel, se aprofundando ainda mais na análise.
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