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Resumo

Nesta dissertacao introduzimos uma nova classe de equagoes integro-diferenciais
com retardo dependendo do estado, motivada por recentes estudos na teoria de crescimento
econdmico. Para tais equagoes, apresentamos resultados sobre existéncia, unicidade e

aproximacoes numéricas de solugoes.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais com Retardo Dependendo do Estado, Modelo de

Solow, Aproximagao de Solucao de Equacao Diferencial.






Abstract

This dissertation introduces a new class of integral-differential equations with state
dependent delay, motivated by recent studies in the theory of economic growth. For such

equations, we present results about the existence, uniqueness and numerical approaches of

solutions.

Keywords: Differential Equations with State Dependent Delay, Solow’s Model, Approxi-
mation of Differential Equation Solution.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é o estudo da existéncia, unicidade e aproximacao
numérica de solugoes de modelos de equagoes integro-diferenciais com retardo dependendo

do estado descritos na forma

K(t) = sf(k(t)) — k() /tpns(f(k(a(ﬂk(ﬂ))))g(t—T) dr, t €[04,
k() = (), tel-p0]

(1)

em que s é uma constante entre (0,1), f(-), ns(+), o(-), g(-) e ¢(-) sdo fungoes adequadas.

O Problema (1) é motivado por recentes estudos sobre a teoria de crescimento
econdmico, em particular pelo modelo de Solow com popula¢do enddgena apresentado
por exemplo por Fanti e Manfredi (2003), Stamova e Stamov (2013) e Stamova e Stamov
(2016) e é estudado nesta dissertagao sob dois aspectos: o da teoria matematica, o qual
busca condigoes para existéncia e unicidade de solugoes, e o dos métodos numéricos para

obtencao de aproximagoes para a solucao.

Para entender a aplicagdo econémica envolvida no Modelo (1) proposto nesta
dissertagao, partimos do estudo do modelo basico de Solow, o qual ilustra a importancia
do capital fisico na diferenca dos niveis de renda per capita entre os paises. Esse modelo
foi introduzido pelo economista Robert Solow (1956) e considera uma fungao de producao
Y(t) = F(K(t), L(t)), a qual descreve como o trabalho L(-) e o capital K(-) se combinam
para gerar o produto Y (), e uma equagdo de acumulagio de capital por trabalhador,
dada por k' (t) = sf(k(t)) — (6 + n)k(t), em que k(-) é o capital por trabalhador, f(-) é o
produto por trabalhador, s é a fracao do produto poupado, d é a constante da depreciagao

do capital e n é a taxa de crescimento populacional.

Para considerar de forma mais realista a quantidade disponivel de oferta de trabalho,
os economistas Fanti e Manfredi (2003) perceberam que seria necessario estudar os
comportamentos demograficos passados, devido ao intervalo de anos entre o nascimento e
a entrada na forga de trabalho dos individuos. Para modelar esse comportamento, eles
usaram a teoria matematica de equagoes diferenciais com retardo distribuido para estudar

a equacao

R(e) = sf ) = ([ n(0r)gte = 7)) ko),
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onde ng(f(k(7))) representa a fertilidade relacionada a renda passada e o termo g(t —7) é
o nucleo de atraso correspondente, o qual é um ponderador médio para eventos mais ou

menos importantes do passado.

Com o intuito de complementar os estudos de Fanti e Manfredi, introduzimos
o Modelo de Solow integro-diferencial com retardo dependendo do estado apresentado
em (1). Esta modelagem é interessante, pois além de considerar o retardo dependendo
do estado o(7, k(7)) no termo da renda na funcao n,(-), mantém a ideia de uma fungao

ponderadora g(-).

A teoria de equagoes diferenciais com retardo dependendo de estado é um campo
de intensa pesquisa devido as diversas aplicagoes e ao fato de que a teoria qualitativa é

bastante diferente e mais complexa do que as usuais em equagoes diferenciais com retardo.

Para estabelecer e comprovar nossos resultados do Modelo (1), adaptamos o método
de Picard para trabalhar com funcoes Lipschitz. E uma alternativa vidvel porque o método
de Picard é apropriado para estudar a aproximacgao de solugdes usando o método numérico
e pelo fato de que fungoes da forma u — u(o(+,u(-))) ndo sdo Lipschitz em espagos de
fungoes continuas, pois os argumentos nos termos u(o(t, u(t))) e v(o(t,v(t))) podem ser
diferentes. Em relacdo a ultima observacao, notamos que se u(-) e o(-) sdo Lipschitz,

temos que

[u(a (- ul-)) —v(e( o) loqoar < (1+ Loltloy, (—pam) = vllo(-pam),

onde L, denota a constante de Lipschitz da fun¢ao o, o que sugere que o método de Picard
pode ser usado. Este resultado pode ser encontrado no Artigo (HERNANDEZ; PIERRI;
WU, 2016).

Para a construcao e estudo da convergéncia dos métodos numéricos, utilizamos

sequéncias de fungdes de aproximagoes continuas no intervalo [0, a],com base no estudo
apresentado no Artigo (HERNANDEZ; ROLNIK; MANSO), submetido para publicagao.

Além disso, introduzimos um modelo abstrato mais geral que o Problema (1),
para o qual realizamos um estudo sobre existéncia e unicidade local e global de solugoes
usando o Teorema do Ponto Fixo de Banach, Teorema 1.5. Especificamente, estudamos o

problema integro-diferencial

W(t) = Fi(u) + Fo(uy) /too Fs(u(o(r,u(1))))g(t — 1) dr, t€|0,al,
u(t) = @(t)a te (_0070]7 pe B= CU((—OO,O];X),

(2)

onde (X, | - ||) é um espaco de Banach, B é o espago formado por todas as fungoes
uniformemente continuas limitadas definidas de (—o0, 0] em X, Fi(-), Fy(-), F3(-), o(-),

g(+) e w(+) sdo fungoes adequadas.

E importante destacar que neste trabalho apresentamos resultados inéditos sobre a

existéncia e unicidade de solugoes para os Problemas (1) e (2) bem como a construgao de
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um metédo numérico que aproxima a solugado do Problema (1) e o desenvolvimento de um

programa no software MatLab.
Este texto estd organizado em trés capitulos, descritos brevemente a seguir.

O Capitulo 1 engloba os topicos estudados que serviram como base para esta
dissertacao e esta dividido em quatro segoes: a secao 1.1 é um conjunto de defini¢oes
e resultados preliminares; a secao 1.2 trata das equacgoes diferenciais ordinarias e com
retardamento para as quais apresentamos os estudos de dois teoremas importantes para o
estudo de existéncia de solucoes de equacoes diferenciais, Teorema de Picard e Teorema
do Ponto Fixo de Banach, juntamente com suas demonstragdes e exemplos; a se¢do 1.3 é
destinada a construcao de métodos numeéricos e estudo da convergéncia para a solucao de
seus respectivos problemas; e a se¢ao 1.4 aborda as teorias do modelo basico de Solow e

do modelo de Solow com populagao enddgena.

No Capitulo 2 apresentamos a metodologia dos estudos deste trabalho, dando
énfase aos principais trabalho estudados e explicando como eles foram essenciais para

chegarmos nos Modelos (1) e (2).

No Capitulo 3 apresentamos os resultados dessa dissertagao. Na secdo 3.1 estabele-
cemos e provamos um resultado sobre a existéncia e unicidade de solugoes do Problema
(1) adaptando o método das iteradas de Picard do Teorema (3.3). Em seguida, introduzi-
mos um método numérico que permite aproximar as fungoes destas iteradas de Picard
e provamos sua convergéncia, Teorema (3.5), e terminamos a se¢do apresentando um
exemplo numérico relacionando a aproximagao de solugoes do problema (1). Na segao
3.2 introduzimos o problema (2) e apresentamos resultados relacionados a existéncia e
unicidade local e global de solugoes. A existéncia e unicidade local de solugbes para (2) é
provada no Teorema 3.9 usando o principio da contracao de Banach. A existéncia global

de solugoes definidas em todo o intervalo [—p, a] é apresentada no Corolario 3.10.

No Capitulo 4 apresentamos as conclugoes deste trabalho e no Apéndice A mos-
tramos o cédigo do programa no MatLab desenvolvido para esta dissertacao e usado no

exemplo numérico.






Embasamento Teoérico

Este capitulo tem por objetivo apresentar as notacgoes e resultados tedricos vincula-
dos a teoria de equacoes com retardamento, analise numérica e crescimento econémico

que embasaram este trabalho.

1.1 Definicoes, notacoes e resultados preli-

minares

Comecamos definindo os espagos e as normas. O médulo em R é denotado por
| - |, como usual. C([a,b];R) denota o espago das fung¢oes continuas definidas de [a, b]
em R munido da norma do supremo ||ul|c(ja k) = SUPseiay |u(s)] ¢ C([a, b]; R) denota o
espago das fungdes continuas com a primeira derivada continua definidas de [a, b] em R.
Usamos a notacao Cp;,([a, b]; R) para o espago formado por todas as fungdes Lipschitz
de [a,b] em R, munido da norma || - |, (abir) = || - lo(asi®) + [+ ]ory(apr), em que

[€]Crip(lablR) = SUDy yela b, totr W, e a definicao de funcao Lipschitz como a seguir.

Defini¢ao 1.1 (Fungao Lipschitz) (KREYSZIG, 1989) Uma fungao f : [a,b] — R é

dita ser Lipschitz se existir uma constante positiva Ly tal que
|f(t) — f(t2)| < Lylts —taf, Vti,ts € [a,b].
A constante Ly € chamada de constante de Lipschitz da fungdo f(-).

Também precisamos da definicao de funcao Lipschitz em duas varidveis como a

seguir.

Definicao 1.2 (KREYSZIG, 1989) Uma fungio f : [a,b] x R — R ¢é dita ser Lipschitz

em duas varidveis se existir uma constante positiva Ly tal que

’f(tl,l'l) — f(t2,$2)| S Lf('tl - t2| + ’SCl - 1'2‘), th,tg € [a,b] (& \V/Z'l,l'g € R.
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A seguir, apresentamos alguns teoremas e lemas usados neste trabalho. O primeiro
¢ o Teorema da Convergéncia Dominada, que é usado nas demonstragdes dos teoremas de

existéncia de solugoes.

Teorema 1.3 (Teorema da Convergéncia Dominada) (BARTLE, 1995) Suponha
que (up)nen seja uma sequéncia de fungoes em C(la,b];R) que converge pontualmente a
uma fungao x(-) e exista uma fungao integrdvel g : [a,b] — R tal que |u,(t)] < |g(t)| para
todo t € [a,b] e todo n € N. Entao, x(-) € integravel e

b
lim [ |un(s) —z(s)|ds = 0.

n—oo a

Usamos o proximo lema para demonstrar a unicidade da solugdo nos principais

teoremas do nosso trabalho.

Lema 1.4 (Desigualdade de Gronwall) (HALE, 1980) Se o é uma constante real e
B,¢ € C([a,b];]0,00)), B(t) >0, sdo fungédes reais tais que

(1) < oz—l—/:ﬁ(s)qﬁ(s) ds, a<t<bh,

entao

o(t) < <exp/:/8(s)ds> a, a<t<hbh.

O Teorema do ponto Fixo de Banach é de extrema importancia no estudo da

existéncia e unicidade de solugoes na teoria geral de equacoes diferenciais com retardamento.

Teorema 1.5 (Teorema do Ponto Fixo de Banach) (KREYSZIG, 1989) Suponha
que X seja um espagco métrico completo, que ' C X seja fechado e que T : F' — F seja
uma contragdo. FEntdo, existe um unico x € F tal que Tx = x, ou seja, T possui um unico

ponto fizo em F.

O seguinte lema permite trabalhar com func¢oes Lipschitz. Devido a sua importancia,

apresentamos uma curta demonstragao.

Lema 1.6 (HERNANDEZ; PIERRI; WU, 2016) Suponha v € Cp;p([—p,al;R), v €
C([=p.aliR) e 0 € CLip([—p, a] X R;[=p, a]). Entdo u(o(-,u("))) € CLip([0,a];R) e

[u(o(ul))]ev,oar) < [Ulop,(—par) Lo (1 + [Ulc,(0.ar)-
Mais ainda,

[u(o (- ul(-)) —vloeC,vONle@ar < 1+ Lo[uloy,(—pam) v = vllc(—par),

onde L, denota a constante de Lipschitz da funcao o.
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Prova: Para t,s € [0,a], t # s, temos que

[u(o(t, u(t))) —|ulo(s,u(s) < [Wen,(—par) Lo ([t = s+ |u(t) — u(s)])
< [uleg,(—par Lo (1 + [U]cy,q0am) [t — s,
de onde segue que
[u(o(,u()lew,oam < (Yo, (-par) Lo (1 + [ulcg,, (o.am))-

Além disso, para s € [0, al, temos que

u(o(s, u(s))) = v(a(s, v(s)))]
< lulo(s, u(s))) —ulo(s, v(s)| + |ula(s, v(s))) = v(a(s,v(s)))]
< [ulews,(-pam Loluls) —v(s)| + sup [u(r) —v(7)|

TE[—p,a]
S [U]Cup([fp,a];R)LU Sl[lop} |U(7') - U(T)| + HU - UHC([fp,a];]R)
T7€(0,a
< (U [ufep, (Fpar Lo)l[u = vllc(-pam),

o que implica que
[u(o (- u(-))) = vleC v llewar < (1+ Loluloy,(-pam)llu = vlc(-paz)-

Usamos o Teorema do Valor Médio para provar que a funcdo Cobb-Douglas é

localmente Lipschitz.

Teorema 1.7 (Teorema do Valor Médio) (BURDEN; FAIRES, 2010) Suponha que
f :]a,b] = R € uma funcao continua em |a,b] e diferenciqvel em (a,b). Entdo eziste

¢ € (a,b) tal que f'(c) = W

Para o estudo dos métodos numeéricos precisamos definir o que é um método
numérico continuo e o significado de convergéncia para ele. Iniciamos definindo a malha
numeérica, isto é, a posicao discreta na qual as variaveis sao calculadas. Escolhendo um
nimero natural M para ser o nimero de subintervalos e dividindo o intervalo [0, a] em M

subintervalos de comprimento hy; = “—A_JO, definimos a malha como sendo

Ay = {t; €[0,a]: t; =ihy, i=0,1,..., M}. (1.1)

A solucao numérica de uma equagao diferencial é um conjunto de pontos discretos
{v0,v1,---,ynm} tal que y; = z(t;) para cada t; € Ay, sendo z(t) a solugdo exata da equagao

diferencial para t € [0, al.

Ja para equagdes diferenciais com retardamento a solucao discreta nao é suficiente,
pois precisamos de solugdes que nao estao no conjunto {yo,y1, Y2, .., ys}. Devido a isso,

apresentamos a seguinte definicao.
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Definicao 1.8 (Método Numérico Continuo) (ENRIGHT; HAYASHI, 1998) Um
método numérico € dito ser continuo se sua solugao for uma fungdo continua y(-) em
0, a] obtida pela interpolag¢io polinomial sobre as aprorimagoes {yo,y1,--.,Yynm} satisfaz

y(t;)) =y e y(tiv1) = yiy1 para cadai=0,1,..., M — 1.

Definicao 1.9 (Método numérico convergente) (ENRIGHT; HAYASHI, 1998) Um

método numérico € dito ser convergente se a solu¢do numeérica continua associada satisfaz

ly — zllcqo.air) = 0, quando hp — 0.

Também usamos um lema importante nos estudos de convergéncia dos métodos

numéricos. Devido a sua importancia, apresentamos a demonstracao.

Lema 1.10 (HERNANDEZ; ROLNIK; MANSO) Para n, M € N, com n e M diferentes
de zero, t, € Ay ei € {1,2,..., M}, temos que

i—1 tn+1 i—1 k1—1 kn—1 tn+1
n < 7 1 .
D TR LD DI DELLED D s NVl

k1=0ky=0  kp41=0

Prova: Observamos que, para n € N
Stp o= hy[1"+2"+3" 4+ (i —1)"]
k=0
i1
= Ry Y K™ (1.2)
k=1

Para estudar a soma em (1.2), vamos expandir o termo (k + 1)"™! usando binémio

de Newton. Notamos que

n+1 1 1 1 n+1 1
(k_'_1>n+1 — Z <n+ )kn+1p 1P = (ng_ )kn+1+ <’I’L—1|- )kn+z (TL;— >kn+lp

p

p=0 p=2
(n+1)! (n+1)! (angy T | _
kn+1 k" kn—i—l p
TCES N TP +p§;

k,n-‘rl k,n + Til < >kn+1—p.

Aplicando a soma para k variando de 1 a ¢ — 1 em ambos os lados da equacao

acima, temos que

i—1 i—1 1—1 n+1
Z(k + 1>n+1 — Z kn+1 Z k" + Z Z < )knJrlp.

Observando que o termo .5 Z”+1 (”;1) k1= > 0, podemos concluir que
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1)§:k” < S[(/ﬂ—l—l)"ﬂ R < o1 <t
k=1
o que implica que
i gt
;k" < W (1.3)
De (1.2) e (1.3), obtemos que
i—1 i—1 e+l g+l
2t = M LK S MG S G D (14)

Agora, usando (1.4) e observando que ty, = k,hys, concluimos que

i—1 kl—l n 1— 1 kn—l i—1 k?l 1 n 1— 1 i—1 kl 1 n 1— 1 tk;
)P DRLEED DD DR N DID DELEED DY Z Z D
k1=0 ko=0 kn=0 knp+1=0 k1=0 ko=0 kn,=0 =0 ko= kn,=0

i—1 ki—1 kp—2—1 t2 i—1 k1—1 kn—3—1 t3

S EY TR XYoL g
=0 ko= kn—1=0 k1=0 k2=0 kp—2=0
I RS S AR
pon! iy T onthl (n+Dhy T (n+ IR
e a demonstracao esta completa. [ ]

1.2 Equacoes diferenciais: teoria matema-

tica e exemplos

Equacoes diferenciais podem ser usadas para modelar situagdoes do mundo real,
tendo um papel relevante na interacdo da matematica com outras ciéncias. Estd presente
nas ciéncias sociais ao modelar o crescimento econémico, bem como nas ciéncias biologicas
ao modelar o crescimento de populagoes. Dois motivos para o uso dessas equacgoes é
que, primeiro, é possivel fazer previsoes do comportamento de processos naturais em
diversas circunstancias e, segundo, é relativamente mais simples fazer simulacgoes ao variar

parametros do modelo em um amplo intervalo do que em um ambiente experimental
(BOYCE; DIPRIMA, 2015).

Iniciamos esta segdo com o estudo de equagoes diferenciais ordinarias (EDO)
dando énfase ao Teorema de Picard e sua demonstracao, pois este teorema adicionado
de algumas hipoteses nos permite demonstrar a existéncia e unicidade de solugoes de
equagoes diferenciais com retardamento (EDR) e, consequentemente, construir um método

numérico simples e intuitivo para aproximar solugoes.
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1.2.1 Equacoes diferenciais ordinarias
Considere o Problema de Valor Inicial (PVI)

{x'<t> = f(t,z(t), te(0,a],
z(0) = o,

onde f € C([0,a] x R;R).

Definicao 1.11 (HALE, 1980) Uma fungao x € C([0,a];R) € dita solugio de (1.5) se
r € CY([0,a];R), z(0) = x¢ e 2/(t) = f(t,z(t)) para todo t € [0, al.

Lema 1.12 (HALE, 1980) Uma fungio x € C([0, a];R) € solugiao de (1.5) se, e somente

se, x(-) € solugao da equagao integral
t
x(t) = o +/ f(s,x(s))ds, t€]0,al.
0

No seguinte teorema adaptamos o famoso método das iteradas de Picard que nos

permite obter a existéncia e unicidade de solugoes do Problema (1.5).

Teorema 1.13 (Teorema de Picard) (BOYCE; DIPRIMA, 2015) Suponha que f(-)
seja Lipschitz com constante de Lipschitz Ly e que f(-) seja limitada. Seja (u,)nen a

sequéncia de fungoes em C([0,al; R) definida por ug(t) = xo para t € [0,a] e

Unt1(t) = xo + /Otf(s,un(s)) ds, parat € [0,a].

Entao, a sequéncia (up)nen converge uniformemente em [0,a] para uma solugio x €
C([0,a];R) do Problema (1.5). Mais ainda, x(-) € a unica solu¢io de (1.5).

Prova: Para cada n € N, podemos reescrever u,(-) da seguinte forma

n—1

un(t) = o+ Y [uira(t) —ui(t)], tel0,al. (1.6)

=0

Como a funcao f(-) é limitada, definimos My = sup{|f(¢,z)|: (t,z) € [0,a] x R}.

Além disso, notamos que

IA

2ol + [ 1765, un()] ds

S |l’0| +MfCL,

|1 (t))]

0 que prova que a sequéncia (u;);en € limitada uniformemente em C([0, a]; R).
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Mostramos a seguir que a série 37" [u;1(-) — u;(-)] é convergente em C([0, a; R).

Para comegar, observamos que
t
[tn11(t) —un(t)] < Lf/ |un(s) —un—1(s)|ds, neN, tel0,al (1.7)
0
De (1.7), temos que

t S
lnir () — un(t)] < Lff/o/o (e 1(51) — Un_o(s1)| dsr ds

t s S1
=< L?/ // [tn—2(82) — Un_3(s2)| dsy dsy ds

0o Jo Jo
< L:’L/ / / |u1(Sp_1) — wo(Sp_1)| dSp_1 -+ dsy ds
= f/ / / / f(8n,un(sn))| dspdsp—y -+ dsy ds
< [ [ [ / dov s, s sy ds

gl n qnt!

< LMy < My 1.8
= P o < f(n+1)!’ (1.8)

de onde obtemos que

n—1 3
3 )= w0 < 3 () - wlo)l < S0 < aggetse

=0

Pelo teste M de Weierstrass, a série >.7°, [u;11(t) — u;(t)] converge uniformemente
para t € [0,a] para alguma funcao 1» € C([0,a];R). Logo, aplicando o limite em (1.6),
temos que
T () = w0+ i (®) — (0] = 2 +o(0) = 2(0),
=0
de onde obtemos que (u,)nen converge para uma funcao = € C([0,a];R). Mais ainda,

usando o Teorema da Convergéncia Dominada, Teorema 1.3, e o fato de que as fungoes

u,(+) sdo limitadas, temos que

t
lm u,41(t) = xo+ lHm [ f(s,un(s))ds

n—oo n—oo 0
t
= SCQ+/ f(s, lim uy,(s))ds,
0 n—oo
de onde obtemos que

z(t) = x0+/0tf(s,a:(s))ds

Pelo Lema 1.12, a sequéncia de fungoes (u,),en converge uniformemente para uma

solucdo = € C([0,al; R) do PVI (1.5).
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Para finalizar, provamos a unicidade de z(-). Suponha que & € C([0,al;R) seja

solugao de (1.5). Neste caso, para t € [0,a] temos que

o) =50 = | [ .oy — [ fls,3(5) ds

t

IA
h
~
=
»
~—
|
=
>
o
»

Tomando a norma do supremo em ambos os lados, temos que

t
lz = Zll ooz < Lf/O 1z = Zlleqoam ds,

e pelo Lema de Gronwall 1.4, segue que z(t) = Z(t), o que conclui a demonstragao. [

Observamos que se f(-) nao for limitada, podemos trabalhar de maneira similar e

teremos resultados de existéncia de solugdo em um intervalo [0, 5], com 0 < b < a.

1.2.2 Equacgoes diferenciais com retardamento

O PVI (1.5) pode ser usado, por exemplo, para modelar o crescimento populacional
em que 2/(t) é a variagdo da populagdo em um determinado tempo e f(¢,z(¢)) é uma
funcao que depende deste tempo e do tamanho da populagao no mesmo instante. Embora
seja desejavel encaixar a maioria dos problemas reais nas condigoes do PVI (1.5), o qual ja
tem uma teoria bem fundamentada de existéncia e unicidade de solugao, isso nem sempre
¢é possivel, pois assumir que a taxa de variacdo do estado em cada instante ¢ depende

somente do que esta acontecendo naquele momento pode ser inconsistente com a realidade.

Como um exemplo simples e atual, um investidor decide investir ou nao em uma
determinada agao avaliando o historico de informagoes passadas da empresa, a qual impacta
diretamente nos precos das agoes com o passar do tempo, ou seja, ele precisa ter acesso a
este periodo de informagdes e analisar se o risco vale a pena. Para modelar um problema

como este, fazemos uso de equagoes diferenciais com retardamento.

A seguir, estudamos os trés casos mais famosos de equagoes diferenciais com
retardamento, sendo eles retardamento discreto, continuo e dependendo do estado.
1.2.2.1 Equacgoes com retardamento discreto

Iniciamos este estudo com um exemplo do cotidiano de uma pessoa tentando regular

a temperatura da dgua durante o banho.
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Exemplo 1.14 (KOLMANOVSKII; MYSHKIS, 1999) Uma pessoa gostaria de tomar
banho com a temperatura da dgua igual a Ty. Esta temperatura estd relacionada com a
temperatura atual do corpo da pessoa, no sentido de que se ela praticou esportes desejaria
uma dgua mais fria e se estd nevando desejaria uma dgua mais quente. Em outras palavras,
a tazxa de rotagdo do registro para mais quente ou mais frio é proporcional a temperatura

T, desejada, com coeficiente k.

Assumindo que a variacio AT da temperatura da dgua seja proporcional a varia¢ao
A« do angulo rotacionado do registro, com coeficiente K, que T,,(t) € a temperatura da
agua na saida do chuveiro no instante t e que h € o tempo constante do percurso da dgua
entre sair do chuveiro e atingir a pessoa, podemos concluir que no instante t a pessoa sente

a temperatura da dgua que saiu do chuveiro no instante t — h.

Com isso, € possivel encontrar a equacao diferencial da variagdio da temperatura da
dgua na saida do chuveiro T, (t) = —K k[T,(t — h) — Ty, a qual depende da temperatura
da agua em um tempo passado, neste caso a quantidade discreta de menos h unidades de

tempo.

Considere o problema de equagoes diferenciais com retardamento discreto da forma

{a:’(t) = f(t,z(t—r)), t€(0,a], (1.9)
x(t) = ¢(t), tel[-r0],

onde f € C([0,a] x R;R), p € C([-r,0;R) e r > 0.

Defini¢ao 1.15 Uma fungio © € C([—p, al;R) € dita solugdo de (1.9) se x € C*([0, a]; R),
x=p em[-10] e (t) = f(t,z(t —r)) para todo t € [0, al.

Agora, apresentamos uma técnica de resolucao conhecida como Método do Passo-
a-Passo, presente no Livro (ONUCHIC, 1971).

Para determinar a solugdo x(-) do problema (1.9), vamos dividir o intervalo [—r, a]
em intervalos da forma [(n — 1)r,nr] com n € N e supor, por simplicidade, que mr = a,

para algum m € N.

Quando t € [0,7] o argumento t — r € [—7,0]. Isso nos permite definir a solugao

x1(+) que satisfaz o problema

{ #(t) = flt,p(t—r)), telor],

Portanto,

z1(t) = ¢(0) + /Otf(T,(p(T —r))dr, parat € [0,7].
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Quando ¢ € [r,2r] o argumento t —r € [0,7]. Da mesma forma, definimos a solugao

x9(+) que satisfaz o problema

{x;(w = f(t,a(t —7)), t€[r,2r]

x1(r).

&

o
3
|

Portanto,
zo(t) = x1(r) + /rt flr,z(r — 7)) dr,
= (0)+ /Or flryp(r—r))dr + /Tt f(r,x(r —r))dr, parat € [r,2r].

Supondo conhecida a solugao em [(n — 2)r, (n — 1)r], a qual definimos por x,_1(-),

conseguimos determinar a solugao x,(-) em [(n — 1)r, nr| que satisfaz o problema

{ w(t) = fltana(t—1)), t€[(n—1)rnr,
ro((n—1)71) = zpq1((n—1)r).

Logo,
t
zp(t) = zpa((n—1)r) + o) f(ryxp (T —1r))dr, parat € [(n—1)r,nr].
n—1)r
Assim, escrevemos a solugdo z(-) em [—r,a] do Problema (1.9) por
n=1 (k+1)r ¢
o) = ¢(O)+ Y [ f(ra(r =) dr + @ =)
k=0 T n—1L)r
parat € [(n— 1)r,nr], n =1,...,m e definindo ¢ = zy em [—7,0].

Esse método nem sempre é simples de ser aplicado, principalmente se o retardo for
de outra natureza. Nestes casos, uma alternativa é usar métodos numéricos para obter

solucoes aproximadas. Abordaremos esse assunto na Sec¢ao 1.3.

1.2.2.2 Equacgoes com retardamento continuo

Nesta parte, apresentamos alguns estudos basicos sobre a existéncia de solugoes
de equagoes diferenciais com retardamento. As defini¢cbes e resultados seguintes sao
apresentadas no Livro (ONUCHIC, 1971) e na dissertagdo de mestrado (ESTEVAM,
2012).

Primeiro precisamos conhecer o espaco em que vamos trabalhar. Sejam p < oo e

0 < H. Definimos o espago Cy = {¢ € C([—p,0;R) : |[¥||c < H}.

Definicao 1.16 Sejam 0 < a < oo, € C([—p,a];R) et € [0,a). Definimos a fungio
x; € C([—p,0];R) como x,(6) = x(t + 6) para —p < 0 < 0. A fungio x,(-) é chamada

historia de x(-) no tempo t.
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Lema 1.17 Se © € C([—p,a|;R), entdao a fungio F : [0,a] — C(|—p,0];R) dada por

F(t) = x4 € continua.

Prova: Como z(-) é continua em [—p, a], segue que z(-) é uniformemente continua em
[—p, a]. Assim, para € > 0 existe 6 > 0 tal que |z(t) — z(s)| < e se |t — s| < 0.
Do anterior, para t, s € [0,a] com |t — s| < §, vemos que
|z —xs] < sup |w(t+6) —a(s+0)] < e
0e[—p,0]

pois |(t 4+ 0) — (s + )| < 0 para todo 6 € [—p,0]. ]

Definigao 1.18 Seja f(t,1)) uma aplicagcao de [0,00) x Cy em R. A equagdo
d'(t) = f(t,2) (1.10)

é chamada de equagdo diferencial com retardamento (EDR).

Observamos que para p = 0 uma equacao diferencial com retardamento se reduz a

uma equacao diferencial ordinaria. A seguir, apresentamos alguns exemplos.

Exemplo 1.19 A equagao diferencial com retardo constante z'(t) = g(t,x(t — r)) pode
ser reescrita como o'(t) = f(t,x:), definindo f :[0,a] x C([—r,0];R) — R por f(t,¢) =
g<t7 w<_r)) :

Exemplo 1.20 A equagio x'(t) = g(t,x(t — v(t,x(t)))), onde v € C([0,a] x R;R) é uma
classe de equagoes diferenciais com retardo dependendo do tempo e do estado. FEsta equagdo
pode ser reescrita como x'(t) = f(t,x¢), com f(t,¢) = g(t,v(—(t,1(0)))).

Exemplo 1.21 A equagao integro-diferencial z'(t) = fgpg(t,ﬁ,x(t +0))df, comp >0,
pode ser reescrita como x'(t) = f(t,2y), onde f(t,¢) = Epg(t,e,w(Q)) df.

Exemplo 1.22 Além dos exemplos apresentados acima, Smith (2011) apresenta o conceito
de retardo distribuido como
t r

/ x(s)g(t —s)ds = / z(t—2)g(z)dz, 0<r < oo,

t—r 0
o qual reflete a média ponderada dos atrasos x(t — z). Os termos com retardo distribuidos
podem contribuir para uma modelagem mais realista para certos problemas, pois usam uma
densidade de distribuicao para atribuir pesos aos eventos mais importantes no passado.
FEssa densidade de distribuicao g(-) € conhecida como Kernel, ou nicleo, e muitos artigos
usam a distribuicio Erlang ' para fazer suas estimacoes, como no trabalho de Fanti e
Manfredi (2003).

1

kzk—le—[ﬁm

A funcéo de densidade de probabilidade é dada por g(z) = Erlangy g(z) = =G para z, 3 > 0.
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A Definicao 1.18 nos motiva a estudar problemas da forma

{x’(t) = f(t,z), t€]0,a], (1.11)

z(t) = ¢(t), tel=p0]

onde f € C([0,a] x Cy;R) e p € Cy.

Defini¢ao 1.23 Uma func¢io x € C([—p,al;R) é dita ser solucio de (1.11) se x €
CH[0,a);R), x = ¢ em [—p,0] e 2/(t) = f(t,z;) para todo t € [0, al.

Lema 1.24 Uma fungao x € C([—p,a];R) é solugio do Problema (1.11) se, e somente

se, x = em [—p,0] e x(-) € solugio da equagao integral
t
o(t) = gD(O)—F/O fs,2s) ds, t € [0,d]. (1.12)

Prova: Suponha que z(-) seja solugdo de (1.11). Integrando a equagao diferencial de

(1.11) entre 0 e ¢, temos que

o que implica que
¢
z(t) = ¢(0) —i—/o f(s,xs) ds,
para todo t € [0,a] e z = ¢ em [—p,0].

Suponha agora que z(-) seja solugao de (1.12). Entdo, pela continuidade da fungao
f(-) e da z(-) podemos derivar ambos os lados em relagao a t. Aplicando o Teorema

Fundamental do Calculo, obtemos que

d
Z'(t) = %/Of(s,xs) ds = [f(t,x),

para todo t € [0,a] e x = ¢ em [—p, 0], o que completa a demonstragao. [

No proximo teorema, usamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach, Teorema 1.5,
para provar a existéncia e unicidade de solugoes para o Problema (1.11) e para simplificar

os calculos escrevemos || - [|¢ no lugar de || - ||o(—pr)-

Teorema 1.25 (Existéncia e Unicidade de Solugées) Se f € C([0,a] x Cy;R) €
Lipschitz, entao existe 0 < b < a e uma unica solugio v € C([—p,b];R) do problema
(1.11).

Prova: Seja Hi > |l¢llc + bLgHy + bsup,coy |f(7,0)| e fixemos b > 0 de modo que
bLf < 1.
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Seja F(b) = {u € C(=p.biR) : ulleqpum < Hi e u = p em [—p,0])
munido da métrica d(u,v) = ||u(s) — v(s)|lc(j-ps:r), onde escolhemos H; de modo que

lelle < Hy < H.

Como F(b) C C([—p,b];R) e C([—p,b];R) é um conjunto completo, se mostrarmos
que F(b) é um conjunto fechado podemos concluir que F(b) também é um conjunto
completo. Para isso, seja (x,),eny uma sequéncia em F'(b), isto é, (x,)nen € C([—p, b]; R),

lznlle < Hy e z, = ¢ em [—p, 0] e suponha que x = lim,,_,, =,,. Entao,
lelle = |l lim aallc = lim [oalc.
Como ||z,||c < H; para qualquer n, entdao lim,, .« ||z,||c < H;. Portanto, ||z||c < H;.
Para mostrar que z(t) = ¢(t) para todo t € [—p, 0], notamos que

x(t) = lim x,(t) = lim p(t) = ¢(t).

n—oo n—o0

Com isso, temos que x € F'(b). Logo, F'(b) ¢ um conjunto fechado.

Definimos agora a aplicagao T : F'(b) — C([—p,b];R) que a cada = € F(b) associa
uma fungao Tz : [—p,b] — R como

(T2)(t) = ¢(0) +/ (s,25) ds, te[0,b],
(Tz)(t) = (t), t€[-p 0]

No que segue da prova, mostramos que F'(b) é um espago completo e que T'(+) é

uma contragao em F(b). Para t € [0,b], temos que

(@Ol < O]+ [ 1fsa)lds < 1)+ [ 17(s.w)]ds
< liglle + [5G 22) = 75,0 +17(s, 0)) ds

b
I¢llc+ Ly [ llwlids +b sup |f(r,0)]
0 T7€[0,b]

< |l¢llc+bLsHy +b 81[10%]|f(7',0)\.
7€|0,

IN

Assim, ||Tz|c < H; para todo t € [0,b]. E como |[(Tz)|lc = ||¢llc < H; para todo
t € [—p,0], segue que Tx € F(b), o que prova que T(F (b)) C F(b).

Por outro lado, para x,y € F(b) e t € [0,b], vemos que
(@2)0) = @O < [ 172.) — (5.9l ds

Ly [ s vl ds

b
Ly [ sup fe(t) - y(t)|ds

0 te[—p,b
< bLsllz = ylleq-poir);

IA

IN
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o que implica que
[Tz = Tylleq-—pem < 0Lfllz = ylloqpom: (1.13)

Como bLy < 1, obtemos de (1.13) que 7'(-) é uma contracdo em F(b) e que possui
um tnico ponto fixo x € F(b). A fun¢do x(-) ¢ a tnica solugdo do Problema (1.12) em
[—p, b], e pelo Lema 1.24 implica que x(-) é a tnica solu¢ao do Problema (1.11) em [—p, b].
u

1.2.2.3 Equacgoes com retardamento dependendo do estado

Até agora, estudamos duas maneiras de demonstracao de existéncia e unicidade de
solucoes. A primeira pelo método das iteradas de Picard, Teorema 1.13, no caso de uma
EDO e a segunda usando o Teorema do Ponto Fixo de Banach, Teorema 1.5, no caso de
EDR. No que segue, propomos o estudo de existéncia e unicidade para um problema com

retardo dependendo do estado adaptando o método das iteradas de Picard.

Considere o problema

ft,x(o(t,z(t)))), te€]0,ad],
p(t), te[-p0]

onde f € C([0,a] x R;R), 0 € C([0,a] x R;[—p,a]) e ¢ € C([-p,0]; R).

(1.14)

—_——
8 =
— —~
~
S— S—
| |

Defini¢ao 1.26 Uma funcio x € C([—p, al; R) € dita solugdo de (1.14) se x € C*([0, a]; R),
x = em [—p,0] e 2/(t) = f(t,x(c(t,z(t)))) para todo t € [0, al.

Lema 1.27 Uma funcio x € C([—p,a];R) € solu¢io do Problema (1.14) se, e somente

se, x = em [—p,0] e x(-) € solugio da equagao integral
() = go(O)—l—/Otf(s,x(a(s,x(s)))) ds, t € 0,a] (1.15)

Prova: A prova é similar a do Lema 1.24. |

O estudo da existéncia de solugoes Lipschitz é determinado por questoes relacionadas
a teoria de equagoes com retardo dependendo do estado. Em relagao a isto, notamos que as
fungoes da forma u — wu(o(+,u(+))) ndo sao do tipo Lipschitz no espago usual das fungoes
continuas, pois os argumentos nos termos u(o(t,u(t))) e v(o(t,v(t))) podem ser diferentes.
Isso nao permite o uso do principio da contracao, o que tem importantes implicagoes na
teoria de equagoes com retardo dependendo do estado. Para desenvolver nossos estudos
sobre existéncia e unicidade de solugoes, trabalhamos com fung¢oes do tipo Lipschitz, que

satisfazem as condi¢oes do Lema 1.6.
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Portanto, no proximo resultado usamos o método das iteradas Picard para estabele-
cer a existéncia e unicidade de (1.14). Neste caso, a aplicagdo do método é mais complexa
do que na prova do Teorema 1.13, pois cada uma das componentes das iteradas de Picard

deve ser Lipschitz e temos que provar que a sequéncia converge para uma funcao Lipschitz.

Teorema 1.28 Suponha que as fungoes f(-), () e p(+) sao Lipschitz, com constantes de
Lipschitz Ly, L, e L, respectivamente e que f(-) seja limitada. Seja (u,)nen a sequéncia
de fungoes em C([—p,al;R) definida por u, = ¢ em [—p,0] e n € N, uo(t) = ¢(0) para
te0,a] e
t
Un+1(t) = p(0) +/ f(s,un(o(s,un(s)))) ds, parat € [0,a] en € N.
0

Entao, a sequéncia (unp)nen converge uniformemente em [—p,a] para uma solugio x €

CLip([—p, al; R) do problema (1.14). Mais ainda, x(-) é a Unica solug¢do em [—p, a).

Prova: Inicialmente, provamos que as fungoes u, () sao uniformemente Lipschitz. Para
isto, introduzimos a constante My = sup{|f(t,z)|: (t,z) € [-p,a] x R} e consideramos

trés casos.

1. Parat, r € [0,a] com r < t, temos que
i (6) = w0 = | [ 5w, un()))ds = [ 7G5, unlo(s, un(s)))) ds|

[ 1wl ts, ()] ds
S Mf(t — 7").

IA

2. Parar € [-p,0] et € [0,al, temos que
|%H@—%HM|=}wm+£%@wmwmam»@—wm

’/Otf(s,un(O(s,un(s)))) ds ‘ + |p(0) — ()|
< Myt Lo(—r)
< (Mp+Ly)(t—r).

IN

3. Para t, r € [—p,0] com r < t, temos que
Un1(t) — uns1(r)] = [o(t) —@(r)] < Lyt —r).

Com isso, segue que cada fungao wu,(-) é Lipschitz com constante de Lipschitz
My = My + L.

Agora introduzimos as fungoes z,, Z, € C([—p, a];R), dadas por z,(t) = Z,(t) =0
para t € [=p,0], z,(t) = |unt1(t) —un(t)| € Zu(t) = sup,e o 2n(s) para t € [0,a]. Além do
anterior, considerando a prova do Teorema 1.13, reescrevemos cada fungoo w,(-) na forma

n—1

un(t) = @(0) + 3 [tms1(t) —um(t)], ¢ €[0,a].

m=0
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No que segue, provamos que > [ty 1(-) — um(+)] é convergente em C([—p, a; R).

Usando o Lema 1.6, para t € [0, a] temos que

rna @] = [inss(t) = s ()
— | [ Fstmna(ots s ds = [ (s, un(o(s. () ds|
< [ 15t 05 1 (90) = (5.t (5, ()] ds
< Ly [ (s, (5)) = (s, (5)) | s
< L +MeL) [ 12& i1 (7) — (7)) ds

t
< Li(l+ ML) [ Za(s)ds,
0
de onde obtemos que
t
Zoin(t) < D/ Z,(s)ds, Vte[0,d],
0

onde D = Ls(1+ M,L,). Usando esta desigualdade, vemos que

t s
Zna(t) < D2/O/Ozn_1(sl)dslds
t s s
S D3/ / /1Zn_2(82) dSQdSl ds
o Jo Jo
< D”“/ / / / o(sn) dsydsy,_1 -+ - dsyds
i tn—i—l
< (@)D" e
(Da>n+1
< Zo(@)m-

Da desigualdade anterior e do teste M de Weierstrass, segue que a série Yo% o Z,(+)
¢ uniformemente convergente em [0, a], o que por sua vez implica que a série >0 2, ()

também é uniformemente convergente no intervalo [0, a]. Agora, notamos que

Jim ,(6) = Jim [600) + 5= trat) = (8] = 200)+ 3= [neat) = (0,

o que implica que (u,)nen converge uniformemente para t € [0, a]. Mais ainda, do Teorema

da Convergéncia Dominada, Teorema 1.3, e o fato de que as fungoes u,(+) sao limitadas,
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temos que

z(t) = lim upqq(t)

n—oo

= Jim [o0) + [ £l s

= 0+ [ (sl (o (s, Jim () ds

= w0+ [ Sls.0(o(s,2(5)) ds

o que prova que z(+) é uma solugao da equagao (1.15), e, portanto, é solu¢do do Problema

(1.14).
Para finalizar, provamos que x(-) é Lipschitz e que x(-) é a tinica solu¢ao em [—p, a].

Para t, s € [0, a] vemos que

lx(t) —z(s)| = lm |u,(t) — un(s)] < lim M, [t —s| = Myt — s,

n—oo
o que prova que z(-) é Lipschitz.

Suponha agora que Z(+) seja solugdo em [—p, a]. Usando o Lema 1.6, para t € [0, a]

vemos que
()~ 70 < [ 17, 2(ols,2(5) ~ F5,7(o(s, 7)) ds
< Ly [ Jalo(s. 2(5))) — #ols, 7(5))] ds
< L1+ LoMy) [ e = Elepam ds,

o que implica que
t
|2 = Zlloqpam < Lp(l+ LoMs) /0 2 = Zllc(—p.sm) ds-

A unicidade segue agora da desigualdade de Gronwall, Lema 1.4. A prova estd

completa. [ ]

Como visto em EDO, observamos que se f(-) nao for limitada, podemos trabalhar
de maneira similar e teremos resultados de existéncia de solu¢do em um intervalo [0, ],

com 0 <b<a.

1.3 Aproximacao numérica de solucoes

Nesta secao iniciamos a discussao sobre um método numérico baseado na sequéncia
das iteradas Picard para obter uma aproximacao de solucdo de equacoes diferenciais.
O objetivo é criar uma sequéncia de funcgoes algébricas que possa ser implementada

computacionalmente.
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A seguir, deduzimos o método e provamos sua convergéncia para os casos de
equagoes diferenciais ordinarias e equagoes diferenciais com retardamento dependendo do
estado. Notamos que todos os resultados estabelecidos e demonstrados nesta se¢ao foram
baseados em resultados do Artigo (HERNANDEZ; ROLNIK; MANSO).

1.3.1 Para equacgoes diferenciais ordinarias

Para iniciar esta subsegdo, usamos a malha como em (1.1), repetida aqui

Ay = {t;€[0,a] | t; =ihy, i=0,1,..., M}.

A maioria dos métodos numéricos para resolver o PVI (1.5) é obtida a partir da

integracao numérica da EDO de t; a t;,1, ou seja,

wltinn) = a(ts) + /tt f(s,2(s)) ds,

seguida de uma aproximacao para a integral. Uma aproximacao bem simples, introduzida
por Leonhard Euler (1707 — 1783) é

x(tiy1) =~ x(t;) + har f(t;, (L)), (1.16)

a partir da qual definimos a solu¢do numérica {yo,y1, y2, - - .,y } dada por

o= T _ (1.17)
Yivr1 = yz+th(tzay'L); Z:O,l,...,M—l.

Para a construcdo de um método numérico a partir da sequéncia (u;);en definida

no Teorema 1.13, para cada ponto t; € Ay, reescrevemos u;1(t;) como

t; i—l1 tit+1
wa(t) = a0t [ flsue)ds = wo+ Y [T flsus) ds,
k=0 "k

e estimamos as integrais usando a mesma ideia do método de Euler, como

i—1 i—1

tk+1
wa(t) & wo+ > [ St ds & 3o+ har 3 F (b (),
k=0 "k k=0
de onde constuimos a sequéncia (®}');ey dada por @} (t;) = zg e
i—1
k=0

para todo t;, com¢=0,1,--- . M —1e 5 >0.

Para construir uma sequéncia de fungoes continuas, usamos a interpolacao linear

em cada dois pontos consecutivos obtidos em (1.18). Com isso, obtemos o segmento de
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reta que une os pontos (%;, @%1(@)) e (tiy1, @%1(@“)). Notamos que para t € [t;, t;11]

temos que
DN (tigr) — ®H, (1)

O (1) — D (t) = P (t —t).
i+1 7
Usando (1.18), vemos que
hat f(ti, @} (t:))
oM, (1) = O () + vl )
i—1
= w0+ har D fte, @71 (1)) + f (s @37 (1)) (¢ — 1),

k=0
de onde segue a proxima defini¢ao.

jen em C((0, al;R) por @Y () = xg

Definigao 1.29 Definimos a sequéncia de fungoes (®;

O (t) = 0 + hu S Flt, @Y (t0) + f(ts @Y ()t — 1), (1.19)
k=0

para todo t € [t;,t;1q1], 1 =0,1,--- .M —1 e j > 0. Chamamos esta defini¢ao de Método
de Aproximacao para EDO.

A partir dessa defini¢do, nosso objetivo é estudar se o termo @%1(-) estd proximo
o suficiente de u;j11(-) quando M — oo (h — 0) mesmo com o actimulo de erro ao longo

dos termos causado pela substituicao das integrais pela soma e pelo uso de interpolagao.

Antes de enunciar e demonstrar o teorema de convergéncia, vamos estudar algumas
propriedades das sequéncias (u;)jen € (@;‘4 )jen. Para isso, vamos considerar que as mesmas

hipoteses do Teorema 1.13 sejam validas nesta subsegao.

A fim de reduzir as notagoes nos calculos, vamos escrever os termos da sequéncia

(@5

' )jen apenas por ®;(-) e hyy apenas por h.

Notamos que para t € [t;,t;11] temos que
i—1
@1 ()] < Jwol + 2 Y [f (e, ©(t))| + 1 f (8, 5(8))|(E — i)
k=0

L;
S ’$0‘+thE+Mf(t_tz)
< lzo| + My a,

0 que prova que a sequéncia (®;);en € limitada uniformemente em C([t;,t;11];R) e,

consequentemente, em C(]0, a]; R).

Além disso, temos que as funcoes u;(-) sdo Lipschitz com constantes iguais a My,

pois para si, 2 € [0,a] com s; > s9, temos que

uals) — ()l < [ 1 ug(s)lds < My(s = s2)

52

Com isso, podemos enunciar o seguinte teorema de convergéncia.
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Teorema 1.30 Sejam f(-) e (u;)jen como no Teorema 1.13. Entao ||u;—®M || (o,am) — 0
quando M — oo (h — 0) para cada 7 > 0. Mais ainda, (@éw)jeN converge para a solu¢ao

x(+) do Problema (1.5) quando j — oo e M — 0.

Prova: De acordo com a Definigao 1.9, definimos r; : [0, a] — R por r;(t) = |u;(t) —D;(t)]
como a fun¢ao que mensura o erro para cada t € [0, a] na itera¢ao j. Queremos mostrar

que r; — 0 quando o tamanho do passo h — 0.

Vamos iniciar a andlise do erro para os pontos da malha. Notamos que

rat) = | [ fs o) ds = 1Y fte5(00)
= | [ Fug(s))ds -

k=0 "tk k=0

i—1

Z/tkﬂ F(t, @;(th)) ds|

123

Para s € [ty, tg11], podemos estimar

[uj(s) — @5(te)| < uy(s) —w;(te)| + |u;(tr) — @;(t)]
S Mf’S—tk|+Tj(tk)
S th —|— Tj(tk).

Entao, obtemos que

i—1
(h(l + Mf) + Tj(ik)) ds S th Z Tj(fk) + h&l,

k=0 "tk k=0
em que ¢y = Lg(1 4 My)a. Com isso, encontramos uma limitagdo para o erro nos pontos
da malha para cada j > 0. Mais ainda, como h6; é independente de j e de i, notamos

que a seguinte relagao é verdadeira

m—1 i—1
Tj—l—l(tm) S thZTj<tk)+h01 S thZTj<tk)+h017 VmSZ
k=0 k=0

Nesta proxima etapa da demonstracao, queremos encontrar uma limitacao para o
erro quando ¢ varia em intervalos da forma [ty, tx.1]. Da Definigdo 1.29 com t € [tg, tgi1],
temos que

k—1
Dja(t) = wo+h Y fltr, Pite,)) + f(tr, @5(t))(t = th),
k1 =0

e podemos reescrever a sequéncia das iteradas de Picard definida no Teorema 1.13 por

k—1 tkl+1 t
upn(t) = w0+ 30 [ fls,ug(s)) ds + [ f(sus(s)) ds.
k1=0 tkl tk
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Para t € [ty, tg41], temos que

k-1

) < |5 [ Heus(s) ds—h Y fit, B(0)

k1=0 tkl k1=0

+ [ 1 ug(s)) ds + £t @) (0~ 1)
< rialte) + (= ) (IFCuO)le + I 25()lle)

k—1
S th Z Tj(tkl) —+ h91 + Qth,
k1=0

onde 0, = 6; + 2M;. Logo, para k 4+ 1 < i, vemos que

i—1
riea(t) < Lgh Y ri(te) + hos.
k1=0

Com isso e usando o Lema 1.10, temos que

i—1
ria(t) < hLp )0 ri(te) +hoe
k1=0
i—1 ki—1
< hLp Y (hLp > rioa(te,) + hos) + ho,
k1=0 ko=0
i—1 k1—1
< BPLE Y Y rioalte,) + h6a[Lyst; 4 1]
k1=0 k2=0
i—1 k1—1ko—1
< BLEY Y rya(tyy) +h92[L2 i +Lfti+1}
k1=0 k2=0 k3=0
' o im1 ki—lhkg—1 ki1
< h]+1 L“}+l Z Z Z ce Z r0<tkj+1)

k1=0 kg=0k3=0  kj411=0
4 ot
J v = v ce .
+h 0 [Lfﬂ L Gy T Lt t 1].

Observamos que 7¢(t) = |Po(t) — ug(t)| = |xo — xo| = 0 para todo t € [0, a]. Assim,

TjJrl(t) S heg Z S heg €Lfti S heg €Lfa, (120)
o que implica que rj41(t) = 0 quando h — 0, para todo t € [tg, tx4+1]. Como o limitante
independe de k, temos que 7;.1(t) — 0 para todo t € [0,a]. Além disso, como a limitacao

independe de j, podemos concluir que ®; — u; para todo j € N.

Para demonstrar que o método numérico pode gerar uma solugdo convergente para
a solugao do Problema (1.5), podemos afirmar que dado € > 0 existem j., M. € N tais que
|3 — x| c(o,air) < € para todo M > M, e todo j > je.
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Notamos que, pela demonstracdo do Teorema 1.13 e pela desigualdade (1.8),
conseguimos obter j. tal que ||u;, — z||¢(o,qr) < 5- Jé pela demonstracao deste teorema e

pela desigualdade (1.20), conseguimos calcular M, tal que ||<I>j‘/[ — uj,

C(]0,a];R) S % L0g07

€ €
C([Ova};R)JF||Uje—$\|0([0,a];m) < §+§ < e

Isso conclui a prova. |

H(I)?fe - xHC([O,a};R) < chj.‘fe — uj,

1.3.2 Para equacoes diferenciais com retardamento

dependendo do estado

Para a construgao de um método numérico a partir da sequéncia (u;) ey definida no
Teorema 1.28, tomamos os pontos discretos como em (1.1) e usamos o mesmo procedimento

da subsecao anterior. Para t = t;, observamos que

wra(t) = ¢(0)+ [ fls,us(ols,us(s)) ds

= O+ X [ fsuolsui(s)) ds

k=0 "tk

PO+ 3 [ s ulottn,us(60) s,
k=0""k

Q

de onde obtemos

i—1
ujy1(t;) = ©(0) + ha Z f(te,uj(o(ty,ui(ty)))), parai=0,1,2,---, M.
k=0
Diferentemente do caso anterior, aqui nao podemos definir (I>§W (1) a partir da
aproximagao de u;(+), pois o(tx, u;(t;)) pode ndo ser um ponto da malha. Por isso,

precisamos encontrar uma aproximagao para essas fungoes em todo o dominio [0, al.

Usando a técnica de interpolacao linear nos pontos (¢;, wjy1(t;)) € (tiv1, ujs1(tis1))

com t € [t;, t;41], notamos que

L

liv1 — t hy

Ujr (bigr) —uja () 1 hay EZ: [tk ui(o(te, uj(te))))
k=0

- hM;zf<tk,uj<a<tk,uj<tk>>>>
~ F(ts (ot u(t)).

Substituindo na férmula da equacao da reta, vemos que

i—1

uja(t) = »(0) + thZ;f(tkyuj(a(tk,uj(tk)))) + (= 1) [t ui (o (s, u;(t:)))),

para t € [t;,t;11],1=0,1,2,..., M — 1, de onde segue a préxima defini¢ao.
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Defini¢ao 1.31 Definimos a sequéncia de fungies (P)');en em C([—p, al;R) por ®f" = ug
em [—p, a], @}, (t) = w4 (t) parat € [-p,0] e j >0, e

oM (1) = +hMZf try @3 (0 (tr, @1 (1)) + (¢ — £) f(ti, @} (o (t:, @} (1)),

para t € [t;,t;1q], 1=0,1,2,...,.M —1 e j > 0. Chamamos esta defini¢io de Método de

aproximacao para FDR.

No que segue, consideramos que as hipdteses do Teorema 1.28 e das defini¢des intro-
duzidas durante a prova sejam validas e notamos que as sequéncias (u;);jen € (@;W )jen s8o
limitadas em C([—p, a]; R) pela constante ||¢||c(—p,a;r) + My a (0s célculos sao semelhantes

aos feitos para o caso de EDO).

Agora, introduzimos e provamos o teorema principal desta subsecdo. A fim de

reduzir os calculos, escrevemos ®;(-) no lugar de ®}(-), h no lugar de hyy e || - | no lugar

de || - ||C([—p,a};R)'

Teorema 1.32 Sejam f(:), o(-) e (u;)jen como no Teorema 1.28. Entdo |lu; — Y| — 0

quando M — oo (h — 0) para cada j > 0. Mais ainda, (&Y

i )jen converge para a solugdo

x(+) do Problema (1.14) quando j — 0o e M — oo.

Prova: De acordo com a Definigao 1.9, definimos as fungoes r;, R; : [—p, a] — R dadas
por 7 = R; = 0 em [—p, 0], r;(t) = |u;(t) — ©;(t)] e R;(t) = [|7jllc(—pam) para t € [0,a].
Da definigao de ®y(-) segue que rg = Ry = 0 para todo t € [—p, a]. Assim,

i—1

rat) < 3 [ s o5, uy(5)) £t By(o(te, B5(6)] ds
= Lf;i/t:k (s = tl + Jus(o (s, u5(5))) — @5(0 (b, B (8))]) ds.

Notamos que, para s € [ty, tx. 1] podemos estimar

luj(o(s,u;(s))) — (o (t, ®;(tx)))|

< ujlo(s,ui(s)) = ui(o(te, ©5(te))] + |uj(o(tr, 5(tk))) — 2j(o(te, D;(tk)))]
< MaLo([s — tu] + [uj(s) — @;(tk)]) + rj(o(te, ©5(tk)))

< MsLoh+ MaLo(Juj(s) — wi(te)| + [u;(tr) — @5(t)]) + Rj(o(tr, ®5(tk)))
< (MyLy 4+ M3Ly)h + MyL,ri(ty) + R;(ty)

< (MyL, + M3Ly)h+ (1 4+ MyL, ) Rj(ty).

Entao,
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ri (t) (h+ (MaLy + M Lo)h + (14 MaLo) R (tr)) ds

VAN
iy
iMI
—

1—1
< Ly(1+ ML, + M;Ly)ah + Ly(1 4 MsL,)h > R;(ty,)
k=0

i—1
< Ch)_ Rj;(tk) + hb:,
k=0
onde C = L¢(1 + MyL,) e 0; = Lg(1 + MyL,(1 + Ms))a. Mais ainda, como h#; ¢é

independente de j e de i, é facil ver que

m—1 i—1
risi(tm) < ChY Rij(ty) + hoy < ChY Rj(te) + héy, ¥Vm <. (1.21)
k=0 k=0

Agora, para k+ 1 < i et € [ty, tg1], temos que

i) + [ 17500, () ds + (0 = 1)1 (1, 500, 25 11))
vt ) (=) (LFCoui(o(us (O lle + 117G @50 (-, 25())))lle)
Ch Z R;(ty,) + hby + 2M;h

IN

7i41(t)

IN

<
k1=0
i—1

< Ch Y Rj(t,) + hbs, (1.22)
k‘1:0

onde 0y = 6 + 2M;. De (1.21) e (1.22), temos que

i—1
RjJr]_(ti) = sup Tj+1(t) § Ch Z R]<tk1) +h92
te[—p,ts] k1=0
Usando esta relacao e o Lema 1.10, obtemos
i—1
Rii(t:) < Ch Y Rj(ty,) + hos
k=0
k1—1
<oy (cn > Riafte) + hoz) + hol
k1=0 ko=
i—1 ki—1
< 2y Z Rj-1(tr,) + W2 | Ct; + 1]
k1=0 ko=

i—1 k1—1ko—1

< Y Y Y R, tk5)+h02[02 Ly Cti+1].

k1=0 k2=0 k3=0

Continuando desta forma, e lembrando que Ry(t) = 0, temos que

T [Cot)p
Rii(t;) < hezz[ ]

| S h92 €Ca7
p=0 P

o que implica que R;11(t;) = 0 quando h — 0, para todo j € N.

Além disso, dado ¢ > 0 existem j., M, € N tais que ||(I>§W — z||e(o,ar) < € para
todo M > M, e todo 5 > j.. ]



47

1.4 Modelo de crecimento economico

O crescimento econoémico busca responder perguntas chaves da macroeconomia
como porque alguns paises sao mais ricos do que outros e porque a economia de alguns

paises se desenvolve rapidamente ou nao, o que faz com que esse tema seja relevante e
atual (WEIL, 2009).

Podemos analisar o desenvolvimento de um pais ao longo da sua histéria ou
comparar o crescimento econdémico de diferentes paises. Para isso, utilizamos o Produto
Interno Bruto (PIB), o qual é a uma medida de valor de todos os bens e servigos produzidos
no pafs em um ano. E conveniente usar o PIB neste caso, pois ele é uma medida aproximada
do padrao de vida de um pais mesmo que apresente algumas desvantagens como o fato de
seu calculo poder variar de pais para pais e nao considerar muitos aspectos do bem-estar

econdmico em sua medigdo (WEIL, 2009).

Além disso, existe uma relacdo direta entre o crescimento econémico e o nivel de
renda de um pais. Um pais com alto e constante nivel de crescimento terd um aumento
consideravel na renda e as diferencas nas taxas médias de crescimento entre paises se
traduzem, ao longo do tempo, em diferencas nos niveis relativos da renda deste pais
(WEIL, 2009).

Como um exemplo, vamos considerar dois paises sendo um mais rico que o outro.
Consideramos, como hipdteses, que eles tém praticamente a mesma populagdo e que
quanto mais capital por trabalhador maior é a quantidade de produtos produzidos. Para
um pais ser mais rico do que o outro, ja temos indicios que a quantidade de capital por
trabalhador é diferente entre esses paises. A principal fonte dessa diferenca é a quatidade
poupada da renda que impacta na taxa de investimento em novas tecnologias, capitais
fisicos e capitais humanos (conhecimentos advindos de estudos e experiéncias passadas).
Além disso, temos que considerar a produtividade total dos bens, que nada mais é do
que a acao conjunta de niveis tecnologicos com a eficiéncia dos trabalhadores. Com isso,
é possivel indicar trés possiveis fontes da probreza relativa de um pais: menor taxa de

investimento, tecnologia inferior e menor eficiéncia no trabalho (WEIL, 2009).

Assim, temos a macroeconomia como o campo de estudo das forcas que influenciam
a economia como um todo. Os modelos econémicos sao usados como representagoes
simplificadas da realidade e estabelecem a relagdo entre varidveis endégenas (as quais
o modelo tenta explicar) e exdgenas (as quais o modelo pressupoe como dadas), com o
objetivo de estudar como as variaveis exdgenas afetam as enddgenas e como a variagao de

uma das varidveis econdmicas afeta o modelo como um todo (JONES, 2000).
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1.4.1 O modelo basico de Solow

O modelo de Solow foi pensado e estruturado para ilustrar a importancia do capital
fisico na diferenca dos niveis de renda per capita entre paises. Para isso, ele foi modelado
em torno de uma funcao de producao, a qual descreve como o trabalho e o capital se

combinam para gerar o produto (WEIL, 2009).

A seguir veremos que, pelas propriedades da funcao de producao, é possivel deduzir
que o produto per capita é uma fungdo apenas do capital per capita (o termo “per capita”

siginifica “por cada individuo”).

Antes de partirmos para as hipoteses e desenvolvimento do modelo de Solow, é
interessante entender o que é o conceito de capital e porque ele é bastante relevante na

teoria macroecondémica.

Capital é o nome que a economia deu para “ferramentas”. Sao os objetos fisicos
que substituem o trabalho humano ou que ampliam a capacidade produtiva. Além
das maquinas, o capital inclui fabricas, veiculos, computadores, prédios, entre outros.
Basicamente, a pratica de qualquer trabalho requer o uso de algum capital e geralmente
um trabalhador com mais capital produz mais do que um trabalhador com menos capital.
Levando isso em consideragao, as diferencas de capital por trabalhador entre paises sao

consideradas como uma explicacao inicial e natural para a diferenca do PIB entre paises
(WEIL, 2009).

O capital possui quatro caracteristicas principais: é produtivo, é produzido, pode
ganhar algum retorno e se desgasta. A primeira caracteristica é auto-explicativa. A
segunda diz respeito a producao do capital, que esta intrinsecamente relacionado ao
investimento. A terceira é facil explicar com um exemplo: os taxistas alugam um taxi e o
salario no final do més paga o aluguel e suas outras despesas. Por fim, o termo econdémico
para o processo de desgaste é depreciacdo. A depreciagdao acontecerd ao usar o capital ou

pelo préprio tempo (por exemplo enferrujar ou aprodrecer) (WEIL, 2009).

Agora abordaremos as hipdteses do modelo basico de Solow. No que segue, t é
uma variavel que representa unidades de tempo. As hipdteses H.1 - H.7 sdo encontradas
no Artigo (SOLOW, 1956). As hipéteses adicionais H.8 - H.11 podem ser encontradas
nos Livros (WEIL, 2009) e (JONES, 2000).

H.1: Trata-se de uma economia com apenas um produto, cuja taxa de producao é Y'(-).
Em outras palavras, os paises produzem e consomem um unico bem, sendo conveniente

pensar nesse produto como unidades do PIB de um palis.

H.2: A economia é fechada (comércio com o exterior nao é considerado), isso implica que

a renda total da populagao é equivalente ao produto Y'(+).

H.3: Parte do produto é consumido e o restante é poupando e investido. A fracao do
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produto poupado s € (0,1) é constante e exégena e a taxa de poupanca é definida como
sY (+).

H.4: O estoque de capital da popula¢ao K (-) é definido como a acumulagao de mercadorias.

H.5: A variacao do estoque de capital K'(-) estd diretamente relacionada com a taxa de

poupanga, definida por K'(t) = sY ().

H.6: O produto Y(+) é produzido por dois fatores de produgao, o capital K (-) e o trabalho
L(-), o que implica na fungao de produgao Y (t) = F(K(t), L(t)).

H.7: A funcao de producao apresenta retornos constantes de escala, isto é, se os insumos
sao duplicados o produto também é duplicado. Matematicamente, dizemos que F(-) é uma
fungao homogénea de grau 1, em que para qualquer constante p a relagao F(uK (t), pL(t)) =
pF(K(t), L(t)) é satisfeita.

H.8: A variagdo do estoque de capital diminui com a depreciacdo do capital. A taxa de

depreciagdo 0 é constante e exbgena. Assim K'(t) = sY (t) — dK (t).

H.9: A quantidade de trabalhadores é dada pela expressao L(t) = Lye™, em que Ly é o
nimero de trabalhadores no tempo t = 0 e n é a taxa de crescimento populacional. O
parametro n é constante e exdgeno ao modelo.

H.10: A funcédo de producao exibe um produto marginal decrescente. Matematicamente,

OF(K,L) _ OF(K,L)
0K oL

os produtos marginais do capital e do trabalho sao calculados por

respectivamente ou, em termos de capital per capita, por %.

(&

H.11: Nao ha melhorias na produtividade (inovagao tecnoldgica e efetividade por parte
do trabalhador nao sao considerados). Sendo assim, a fun¢ao de produgao permanece a

mesma durante todo o tempo.

Pelas hipdteses acima, podemos encontrar uma func¢ao de producao f(-) expressa em

termos de unidades de trabalho. Se definirmos y(t) = % como produto por trabalhador

e k(t) = £ como capital por trabalhador, a funcdo de producao se torna

- Y (t) P (K (t) L(t))

o) o) — L kD = SkE). (1.23)

y(t) = )

Para reescrever a equagdo de acumulacao de capital K'(t) = sY(t) — 0K (t) em
termos per capita, os macroeconomistas manipulam as fungoes k(-) e L(-) primeiro

aplicando a funcao logaritmo e depois derivando a expressao em relagdo ao tempo. Para a

fungao k(t) = %, vemos que
k() = fg((f)) o nk(t) = In K(t) — In L(t) = ]Z;(%) _ f{g)) _ i(%) ,

e para a funcao L(t) = Lge™, vemos que

L'(t) _
L(t)

L(t)=Loe™ = InL(t)=InLy+nt =
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Usando as relagoes anteriores, temos que

];;((:)) - f(g)) = K1) = (’;;((tt)) +n)K (1)
= sY(t) = 0K(t) = (Z(%) +n)K(t) = s?(?)— = IZ;((;)) +n
= K(t) = szgk(t) — (5 +n)k(t)
= K(t) = sy(t) — (6 + n)k(t). (1.24)

A equagao (1.24) é chamada de acumulagao de capital por trabalhador. Isso

completa a dedugao do modelo de Solow.

Um dos principais exemplos de fun¢ao de produgao é a do tipo Cobb-Douglas
Y(t) = F(K(t),L(t)) = K(t)"L(t)'™, (1.25)

onde a € (0,1) é um pardmetro fixo. Substituindo em (1.23), temos que y(t) = k*(t).
Isso quer dizer que com mais capital por trabalhador as empresas geram mais produto
por trabalhador e que estes retornos de capital por trabalhador sdo crescentes a taxas

decrescentes, por causa do parametro o (JONES, 2000).

1.4.2 Modelo de Solow com populacao endégena

Esta subsecao tem como objetivo apresentar a inclusao da taxa de crescimento
populacional no modelo de Solow. Esse processo é conhecido como endogeneizar uma

variavel, a qual é pressuposta exdgena anteriormente.

A relacao malthusiana entre fertilidade e renda foi uma das motivacoes para que
economistas como Luciano Fanti e Piero Manfredi propusessem o estudo do modelo de
Solow com populagao enddégena, desenvolvido no Artigo (FANTIT; MANFREDI, 2003).

A Teoria Malthusiana relaciona a taxa de reproducao dos humanos com o nivel de
riqueza ou pobreza dada a quantidade limitada de recursos disponiveis, sendo a terra o
principal recurso daquela época (1798). Se tem recursos em abundéncia, a tendéncia é
que a taxa de natalidade seja alta até o ponto que os recursos se tornem escassos e toda a
populagao empobreca. Essa pobreza limitaria o crescimento populacional e, eventualmente,

a sociedade alcangaria um nivel de renda compativel com a populagao (WEIL, 2009).

A variac¢ao do crescimento populacional esta diretamente relacionada com a taxa de
oferta de trabalho, por isso, com o intuito de estudar de forma mais realista a quantidade
disponivel de oferta de trabalho, é necessario levar em consideragao os comportamentos
demograficos passados devido ao intervalo de anos entre o nascimento e a entrada na forca
de trabalho dos individuos (FANTI; MANFREDI, 2003).
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Para modelar essa ideia, os economistas Fanti e Manfredi (2003) usaram a teoria
matematica de equacoes diferenciais com retardo distribuido e supuseram duas novas

hipéteses ao modelo, sendo elas apresentadas a seguir.
H.12: A taxa de depreciagao do capital d é igual a zero.

H.13: A taxa da variacao da oferta de trabalho n, é endégena ao modelo e esté relacionada

a fertilidade passada, portanto, aos niveis de renda passados.

Pela hipé6tese H.12, a equagao (1.24) se torna
K (t) = sf(k(t)) — ngk(t).

Se a taxa de variagao da oferta de trabalho fosse escrita em func¢ao do nivel atual
de renda per capita, ela seria ns(t) = ns(f(k(t))). Porém, pela hipétese H.13, Fanti e
Manfredi (2003) interpretaram que a inclusao de um atraso distribuido no termo da renda

modelaria de forma mais real a situagao, chegando na equagao integro-diferencial

R0 = s ) — ([ nalFe)gte = ) ) ko), (1.2

onde o termo ng(f(k(7))) captura a fertilidade relacionada & renda passada e o termo
g(t — 7) é o nicleo de atraso correspondente, o qual é um ponderador médio para eventos
mais ou menos importantes do passado. A funcao g(-) geralmente é suposta como uma
distribuicdo Erlang de probabilidade, a qual ja foi apresentada no rodapé do Exemplo
1.22.

Se existisse um padrao constante de r anos na entrada da forca de trabalho, a
melhor forma de modelar o problema seria usando equacoes diferenciais com retardo
constante, da forma k'(t) = sf(k(t)) — ns(f(k(t — r)))k(t). Por exemplo, se todos os
induviduos que nasceram ha 18 anos entrassem na forca de trabalho hoje, a constante r
seria igual a 18. Entretanto, esse padrao nao existe e ao supor sua existéncia teriamos
que desconsiderar, por exemplo, o grupo de profissionais que fazem especializacao, cursos

técnicos, graduacgao, pos-graduagao, entre outros.

Outra forma de modelar este problema é fazendo o uso de equacoes diferenciais
com retardo dependendo do estado, visto que, de fato a H.13 diz que a entrada na forca
de trabalho hoje depende de um tempo no passado e também da renda nesse tempo.
Um possivel modelo seria da forma k'(t) = sf(k(t)) — ns(f(k(o(t,k(t)))))k(t), em que
o(t,k(t)) < t é uma funcao que relaciona o tempo e o estado atual do capital a um
tempo especifico no passado. Em outras palavras, se chamarmos esse tempo de t*, o
valor do capital k(t*) seria o fator influenciador na taxa de natalidade n,(f(k(t*))). E
importante observar que a cada instante do tempo ¢, a funcdo o(t, k(t)) pode remeter
a diferentes t* do passado, pemitindo incluir no modelo uma espécie de memoria de

acontecimentos passados. Dessa forma, situagoes que estao ocorrendo no presente podem



92

ter crescimento populacional semelhante a acontecimentos na histéria da humanidade

como guerras, pandemias ou periodos de paz e alta producgao de alimentos.

Com o intuito de complementar os estudos de Fanti e Manfredi do Artigo (FANTTI;
MANFREDI, 2003), porém agora com uma nova vertente, pretendemos estudar o modelo

de Solow integro-diferencial com retardo dependendo do estado

KO = sf60) =0 [ ko Kot = nan teloal o

k(t) = ¢(t), te[-p0],

o qual, além de considerar um retardo interessante no termo da renda na funcao n,
mantém a ideia de uma func¢ao ponderadora g para eventos mais ou menos importantes

do passado.



Metodologia

Para obter os resultados deste trabalho, fizemos um estudo tedrico sobre equacoes
diferenciais, métodos numéricos e modelos de crescimento econdmico. A seguir, citamos as
principais referéncias estudadas e como contribuiram para o estudo dos modelos propostos

no capitulo de Resultados.

Em equacgoes diferenciais, estudamos dois teoremas de existéncia e unicidade de
solugoes. No caso de EDOs estudamos o Teorema de Picard presente no Livro Equacoes
Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de Contorno, (BOYCE; DIPRIMA,
2015), o qual foi adaptado para provar a existéncia e unicidade de solug¢oes de problemas
de equagoes diferenciais com retardo dependendo do estado e na parte do estudo da
convergéncia dos métodos numéricos. Além disso, usamos outra adptacao desse teorema
para provar a existéncia e unicidade de solugoes para o modelo proposto desta dissertagao.
No caso de EDRs a principal referéncia é o Livro Equacoes Diferenciais com Retardamento,
(ONUCHIC, 1971), onde estudamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach, o qual também
foi adaptado para provar a existéncia e unicidade de solu¢des para a generalizagao do

modelo proposto.

Na construgao e estudo da convergéncia dos métodos numéricos, estudamos o
Artigo “Existence and numerical approximation of solutions of neutral differential equations
with state-dependent delay”, (HERNANDEZ; ROLNIK; MANSO). Este artigo aborda
sequéncias de fungoes de aproximacoes continuas em um intervalo fechado, o que ainda

nao esta difundido na literatura e tem bastante relevancia neste trabalho.

Os estudos de modelos de crescimento econdmico, em especial o Modelo Basico
de Solow, foram baseados nos Livros “Economic Growth” (WEIL, 2009) e Introducao a
Teoria do Crescimento Econémico (JONES, 2000) e no Artigo “A Contribution to the
Theory of Economic Growth” (SOLOW, 1956). O modelo que motivou os estudos dessa
dissertacao esta presente no Artigo “The solow’s model with endogenous population: a
neoclassical growth cycle model”, dos economistas Fanti e Manfredi (2003), o qual inclui a

taxa de crescimento populacional no modelo de Solow.
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Com esta base de estudos tedricos, estabelecemos resultados inéditos na literatura

matematica, apresentados na proxima se¢ao.



Resultados

Neste capitulo, estabelecemos um resultado de existéncia e unicidade para o modelo
de equagoes do tipo Solow com retardo dependendo do estado pelo método das iteradas de
Picard, constuimos uma sequéncia numérica continua que converge para a solucao desse
modelo e apresentamos um exemplo. Além disso, estabelecemos um resultado de existéncia
e unicidade para o modelo abstrato que generaliza o modelo apresentado primeiramente

usando o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

3.1 Existéncia e unicidade da solucao via ite-

radas de Picard

Nesta secao estudamos a existéncia, unicidade e aproximacao numérica de solugoes

para o modelo diferencial do tipo Solow com retardo dependendo do estado

{x’(t) = S 0) ~2tt) [ afGotratrot )i teoa,

w(t) = ¢(t), tel-p0]

onde s € (0,1), n € Cprp(R;R), f € CLip(R;R), 0 € Crip([—p,a] x R;[—p,al]), g €
C([0,p+a);RT) e ¢ € CrLip([—p, 0; R).

Para iniciar nossos estudos, introduzimos o seguinte conceito de solugao.

Defini¢ao 3.1 Uma funcio x € C([—p,a];R) € dita ser solugio do Problema (3.1) se
z € CY([0,a];R), z = ¢ em [—p,0] e para todo t € [0, a]



96

Lema 3.2 Uma funcio x € C([—p,a];R) é solugio do Problema (3.1) se, e somente se,
z(t) = p(t) para t € [—p,0] e x(-) € solugao da equagdio integral
0

o(t) = o0+ [ [s(0) = 2(0) [ (S (lotr,a(m)))g(0 — 7) dr]db, ¢ € 0,a]. (3.2

—-p

Prova: Suponha que z(+) seja solucao de (3.1). Integrando entre 0 e ¢, vemos que

0

o(t) = 2(0)+ [ [s5(@(0) ~ 2(0) [ n(f(alolr2()))g(0 — ) dr]do

= )+ [ [s50) —20) [ n(falolr, ()o@~ ) dr]ds.

—-p

0

Como x = ¢ em [—p, 0], segue do anterior que z(-) é solucao de (3.2).

Suponha agora que z(-) seja solucao de (3.2). Como as fungoes 7n(-), f(-), g(-) sdo
continuas, pelo Teorema Fundamental do Calculo, vemos que
d t 0
(1) = % [ [s£a®)=20) [ n(f@(o(ra(m)g(® - 7)dr]ds

—-p

= sfal) =2 [ 0l olralr))glt =) dr. Ve [0,

Além disso, como x = ¢ em [—p, 0], obtemos que z(-) é solucdo de (3.1). A prova estd

completa. -

Estabelecemos e provamos agora o principal resultado desta se¢ao sobre a existéncia

e unicidade de solucao para o Problema (3.1).

Teorema 3.3 Suponha que n(-), f(-), o(-) e ©(-) sejam Lipschitz, com constantes de
Lipschitz iquais a L,, Ly, L, e L, respectivamente e n(-) uma fungao limitada em R. Seja
(Un)nen @ sequéncia de fungoes em C([—p,al;R) definida por u, = ¢ em [—p,0] en € N,
up(t) = ¢(0) para t € [0,a] e
t 0
i (t) = 9(0) + [ [sf(ua0)) = ua(®) [ n(7(ma(o(r,ua(7)))g(0 ~7) dr]db,

para t € [0,a] e n € N. FEntdo, a sequéncia (u,)nen converge uniformemente em
C([-p,a],R) para uma solucio © € Cr;y([—p,al;R) do Problema (3.1). Mais ainda,

x(+) € a unica solugao em Cr;,([—p,al, R).

Prova: Para comegar, notamos que u,(t) = ©(0) + Y723 [uj1(t) — u;(t)] para todo
t €10,a] en € N. Para provar que a série de fungdes 322 [u;41(+) —u;(+)] é convergente em
C([—p, al; R), introduzimos as fungoes z,, Z,, : [—p, a] — R definidas por z,(t) = Z,(t) =0
para t € [—=p,0], 2,(t) = [unt1(t) — un(t)] € Z,(t) = supse_py 2n(s) para t € [0,a]. Além

disso, para simplificar os célculos, definimos as fungoes Gy, : [0,a] — R por

0
Gn(0) :/ N(f (un(o (7, un(7)))))g(0 — 7) dr, (3-3)

—-p
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e mostramos sua limitagdo. Como 7(-) é limitada em R, chamamos sua limitacao de
||77||C(R;R) e definimos a constante

t
Cy, = sup lg(t — )| dr, 6 €]0,al.
tel0,a] Y —p

Observamos que

t
C, = max s)| su dr
g Jpax lg( )Ite[o% »
= ”gHC([O,p—i—a];Rﬂ sup (t—l—p)
t€(0,a]
= llgllcqo,prar+(p +a).
Portanto, |Ga(6)] < Mo := [nllcqs l9llcqo.pra)(p + ) para todo 0 € [0,d].

Para iniciar nossos estudos sobre a convergéncia da série, mostramos que a sequéncia
(Un)nen € limitada em Cp;,y([—p,al;R). No que segue, escrevemos | - |[|¢ no lugar de

| - lle=p,am)- Usando que HUOHC([_;,,Q];R) = |l¢lle(—poir), Para t € [0,a] e n € N temos que

] < O]+ [ 1 (u(®)) ~ uo(6)Go(6)| d6
< Jello + [ (617 (wo(8)) — FO) + sLFO)] + [uo(®)] [Go(@)]) @0
< Jello + (sLs + M) [ fuo(@)] 0+ sIf O], (3.4

o que implica que
i@ < lelle(i +(sLy + Ma)t) + | fO)l.
Procedendo como acima e usando a estimativa (3.4), vemos que
)] < lpllc + 5Ly + M) [l (@)]d6+ sl 70)le
< Nello + (sLy + Mg) [ (Ielle(1+ (sLy + Mc)) + 5| F(0)]6) do -+ s| F(0)

< Nello(1+ (sLy + M)t + (sLy + Ma) S ) + sl O)](t + (sLy + Me) ).

Continuando assim, inferimos que

n n tp
lun(W)] < lelle Z(SLf+MG) +8\f [ D (sLy + Me)"™'
p=0 p=1 p:
s|f(0)] (sL;+Mg)
< L (st Ma)a 3.5
< (Iellc + st+MG)€ , (35)

para todon € N et € [0,al], o que prova que (u,)nen é limitada em C([—p, a]; R).

Para estimar [u,]o,,, (—p.a:r), definimos os nimeros My = sup,,cy ||tn|lo((—pair) ©
My = | f()lle=rn,mm), Visto que a funcao f(-) é continua e as fungoes u,(-) sao limitadas.

Vamos considerar trés casos.
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1. Set, r € [0,a] com r < t, temos que

)~ )] < [ 61O+ I 0] 1G] d
< (SMf+M1Mg)(t—7’).

2. Ser € [—p,0]ete]0,a], temos que

[tn 1 () = unia (1)) = |0(0) + /Ot[sfwn(e))—unw)Gn(end@—w(m)

< [l ®)] + OGO d6 -+ [6(0) - o(r)
< (sMy+ M;Mg)t + L,(—)

< (sMy+ M,Mg+ L,) (t —r).

3. Set,r € [—p,0] comr <t, temos que

[Up1(t) — una(r)] = |o(t) —@(r)] < L,(t—r).
Das desigualdades anteriores vemos que supneN[un]Cup([_p’a];R) < My := sMy+ M Mg+ L.

Estudamos agora a convergéncia das séries de fungoes 30,50 Z;(1) e Y50 2i(-).

Usando as desigualdades estabelecidas acima, temos que
i) < | [ [570ni18) = s (0)Gusa(6) — (5 (ua(6) — ual0)Gn(6))] a0
< [ [0 a (@) = £ O] + i1 (6)Gonss(9)) — ua (6)Ga(6)]] 0
[ 52 5b08) = s O]+ s ()G (8)) — ()G (0)
+ [t (0) G 1(6) = 1 (6)Grn(6)]] O

[ [52520(8) + 20(8)1Gua @) + ua (6)] G (6) — Go(6)]] 6

IN

IN

< [ [SLpza(0) + 20(0) M + My |G (6) — Ga(6)]do. (3.6)
Em relac¢ao ao termo |G,41(0) — G,,(0)|, usando o Lema 1.6 temos que
Goia0) = Ga®)] < [ 11 (a7t 7)) = 1 a0 (r)D) 96— 7

gLan/

i [tn41(0 (T, Un 41 (7)) = un(0 (7, un(7)))| (0 = 7)[dT

0

<L, Lf(l + My Lo )|[tny1 — unHCLip([—pﬁ};R) / l9(0 — 7)|dT
-p

<L, Ly (1+ M, LU)Cg Zn(0).

Usando esta desigualdade em (3.6), segue que

Zn+1(t) < /

0

t

(5L y2(0) + 20 (0) Mg + C1 Z,(0)] do),
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onde Cy = ML, L¢(1+ M, L,)C,. Além disso, pela defini¢ao do Z,, temos que

Zualt) < [ 5L Za(0) + Za(0)Ma + C1Zu(8)]d6 < a / " 2.(0) db,

onde a = sL¢ + Mg + C,. Como a ultima desigualdade ¢é valida para todo n € N, temos

que
t S1
Zn+1(t) S 012/0 /0 Zn—l(sl) dSl do
t S1 D)
S CYS /0 /0 /0 Zn,Q(SQ) d82 dSl df
t rs1 S2 Sn,
< oz"“/ / / / Zo(8p) dsy -+ dsg dsy df
0 JO 0 0
t rs1 S2 Sn,
< Zo(a)a"+1// / / dsy, -+ dsg dsy df
0 JO 0 0
thrl (Oé a)TLJrl
n+1
< Zp(a)a T < Zp(a) CEEk (3.7)

Como lim,,_, Zp(a) % = 0, a série Y.0° ; Zo(a) % é convergente, o que
implica que a série Y00 4 Z,11(+) é convergente em C([—p,a];R). Mais ainda, a série
>0 o[tnra(r) —tns1(+)] converge uniformemente em [—p, a] para uma funcao ¢» € C([—p, al :
R), o que implica que (u,)nen converge uniformemente para a funcao z(-) = ¢(0) + ¢(+)

em [—p, a]. Do anterior,

t

dim w1 (t) = ¢(0) 4 lim | sf(u,(0))db

n—oo Jo

t 4
= Jim [Cun(0) [ n(f (a0 (7, ua()))g(60 = 7) dr df

n—00
—-p

= p(0)+ [l (6)) do

[t @) [ (i o, Jin wa(7))))g(6 — 7)dr o,

0 N0

o que implica que
0

o(t) = 9l0)+ [ sf@@)do = [ 2(0) [ n(falotr,alr)g(O ) dr . (38)

-p

Do Lema 3.2 e da equagao (3.8), concluimos que existe uma solu¢ao z(-) €
C([=p, a];R) do Problema (3.1). Mais ainda, essa solucao é Lipschitz, pois para t, s € [0, a

observamos que

lz(t) —z(s)| < lim |u,(t) —u,(s)] < M|t — s,

n—o0

o que mostra que = € CLi,([—p, a]; R).
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Para mostrar a unicidade de solugao, suponha que z € C([—p,al;R) seja uma

solugdo de (3.1) em [—p, a]. Notamos que

0

n(f(x(o(r,2(7))))g(0 — 7) dr|d6

(o7 ()0 — ) dr]as)

o) =20 = | [ [s@) - 2(6) [

_ /Ot [Sf(;z(e))—a—;(e)/p
[ sl ) — £ do
| [ 20) [ atstetottr))oo — 7)dr o

t 0
— [[20) [ n(f(@(o(r,5(r)g(60 — ) drdb .

—-Pp

IN

Para tratar o segundo termo, usamos um argumento semelhante ao usado na

estimativa de 2,11, Z,+1. Neste caso, somamos e subtraimos o termo

/ 50 [ " (f o (r2(r))))g(6 — 7) dr db.

—-p

Com isso e definindo |Z(-)| < C5, conseguimos obter a relacao

t
|z = Z||lo(-pgmr) < 042/0 | = Z[|c(-payr) dO,

onde ay = sLp + [|nllc@m Cy + CaLy Ly (1 + My Lo )Cy.

A unicidade segue agora da desigualdade de Gronwall, Lema 1.4. A prova esta

completa. =

3.1.1 Aproximacao numérica de solucgoes

O objetivo desta segao é construir uma sequéncia de fungoes (®;);en que aproximam

os termos da sequéncia (u;);jen definida no Teorema 3.3.

Para comecar, vamos construir duas malhas de pontos discretos: uma com pontos
discretos no intervalo [—p, 0] e outra com pontos discretos no intervalo [0, a]. Queremos que

as duas malhas tenham o mesmo espacamento entre os pontos. Para isso, escolhemos um

numero natural N, de forma que exista um N7 € N, sendo Ny, Ny #£ 0, tais que N% = Niz

e indexamos ambas por um ntmero inteiro M >0. Assim, definimos hy; = MLNI = N

para M > 1. Observamos que ¢ possivel obter Ni e Ny se £ ¢ um ntimero racional.

Para cada M € N*, definimos os conjuntos

Al = {tze[—p,()] tl:—p—F(Z—MNl)hM,Z:—MNl,—MN1+1,,O},
AQ = {tiE[O,a]: tZ:ZhM,Z:O,l,,MNQ}
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O raciocinio é analogo aos usados nas aproximagcoes feitas para os casos anteriores,
porém neste caso precisamos aproximar duas integrais. Para t = t; € A, reescrevemos
as fungoes u,(-) definidas no Teorema 3.3 de forma conveniente e prosseguimos com as
seguintes aproximacoes

walt) = O+ [ [s70us(0) - ) [

—-Pp

0

n(f (u;(o(,u;(r))))g(0 — 7) dr|do

tk+1 0
- /tk F(us(0)) = s (6) [ n(f (uy(o(m.us())g(60 — 7) dr] do

Q

o(0) +th[sf wi(te)) = us(te) | :n(f(uj(a(ﬂuj(f)))))g(tk—T)df}

i—1

P(0) + hor D [s £ (u(te)) = ws(te) b SR ot (0)))g (b — )]

k=0 l=—M Ny

Q

Para lidar com o retardo dependendo do estado é necessario que tenhamos aproxi-
magoes que sejam continuas em todo o dominio [0, a]. Para isso, como nos casos anteriores,
usamos a técnica de interpolagdo linear nos pontos (¢;, w;41(t:)) € (i1, ujr1(tiv1)), com

t € (t;,ti11), que tem como coeficiente angular do segmento de reta

U1 (tiv1) —uja () N — . , o
P ~ s f(ui(t) —ui(ti) hae - D2 n(f(ui(o(t,ui(t))))g(t — t),
+1 i I=—MN,
de onde obtemos que
i—1 k-1
wipa(t) & @(0) +har D [sf(ui(t)) —ui(te) har - n(f (ot ui(0)))g(te — t)]
k=0 l=—MN;
+ (= t)[sf (ws(t:) = w;(t:) hs i n(f (g (o (t2, 5 (80))))g (b = 1) (3.9)
I=—MN,
Esta aproximagao é vélida no intervalo fechado [¢;,t;11], para cada i = 0,1,2,..., M Ny —1.

Com isso, definimos a seguir uma nova sequéncia (@;‘4

<I>§-VI () é uma aproximacao para as fungdes u;(-) definidas no Teorema 3.3.

)jen em que cada termo

Definicao 3.4 (Método de aproximagao para o Problema (3.1)) Seja (®});en @
sequéncia em C([—p,a);R) dada por ®) = uy em [—p, al, CID%I = u;+1 em [—p,0] para
todo 7 >0 e

oM (1) = so<o>+hM;z[sf<<1>§-”<tk>>—@%tk)é;-”(tk)}

+ (=) [sF(®Y (1)) — @) (8)GY (8:),

para [t;,t;ivq1], 1=0,1,2,... MNy—1, M € N* e j >0, onde G;” : Ay — R € a funcio
definida por

w—1

CM(ty) = har Y n(f(@M (ot DM (1)))))g(tw — t).

l=—MN;
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Como P} () = ug(+), a funcio ®(-) acumula, por construcao, apenas o erro da
aproximacao das integrais pelos somatorios nos pontos da malha e o erro da interpolacao
linear para os pontos fora da malha. A funcao ®/(-), entretanto, acumula também o erro
vindo do primeiro termo, visto que ®M(-) ~ u;(-), e isso segue acontecendo para todos os
préximos termos da sequéncia (<I>§W )jer. Em outras palavras, o erro se propaga ao longo
dos termos da sequéncia. Isso nos motiva a estudar se o termo CID%FI() estd préoximo o

suficiente de u;41(+) quando hy, — 0 (M — o0).

Para os estudos desta se¢ao, assumimos que as hipoteses do Teorema 3.3 sao validas
e usamos as notacoes definidas na sua prova. Além disso, a fim de reduzir as notacoes nos

célculos, omitimos o indice M em ®}(-), éﬁw() e hy.

Usando que a funcao n(-) é limitada e que g(-) é uma fungao continua definida em

um intervalo fechado, vemos que

|Gi(tm)] < hlmi: n(f(®5(o(t, @) g(Em — 1)l

—yS
MNy—1
< h Y Anlle@m lgllcgoprars
I=—M N,
< |Inlleemllgllcqoprazsh(MNy + MN,)

p a
< lnlleemlgloqopann (3757 MN + M)

< |nlleemllgllcqoprart) (@ + a),

para todo t,, € Ay e M > 1. Notamos que limitagdo encontrada acima é a mesma das
fungoes G, (-) definidas em (3.3). Entdo, |G;(t,)] < Mg para todo t,, € Ay e M > 1.

Mostramos agora que a sequéncia (®M

7 )jen € limitada em C([—p,a];R). Para

t € [ti,tit1], notamos que

@:(8)] < el + hz (517 (@o(t)) = FO)] + 5| (0)] + [@o(t)] |Golti)])
+ (t = 1) (£ (@o(t:) = F(O)] + s F(0)] + Do (t:)] [Gio(t:)])
< ||90HC+hl§|@0(tk)|(3Lf+MG)+S|f(0)|tz‘
+ (t = 1:)|o(t:)|(sLy + Mg) + 5| F(O)|(t — t:)
< lello + (sLy + MG>(h:§) [@o(te)| + [@o(t)|(t — t:)) + s|F(O)[¢. (3.10)
Como [|Pollc((—palr) = l€llc(-pojr), temos que

[@1(D)] < llello(X+ (sLy + Me)t) + s[f(O)]2. (3.11)
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Usando o Lema 1.10 e as desigualdades (3.10) e (3.11), temos que

0] < Nl + (5L + Ma) (0 3 93(00) + 12206 = 1) + LSOl

i—1

lllc + (sLy + Ma)h kg (Iele(X+ (sLy + M) ti) + s|£(0)[t)

IN

+ (sLy + Mg) (llelle(1 + (sLy + Mg) t:) + s| F(O)[t:) (t — t:) + 5| F(O)]t
< flplle(1+ (sLy+ M)t £ — 1) + (5L + M) (% + t(t — 1))

+slFO)(t+ (sLy + MG)(tj +H(t —1:))).

Usando agora que t? + 2t;(t —t;) < (t; + (t — t;))? = 12, vemos que

02| < llpllo(1+ (sLy + Ma)t + (sLy + M) )+s|f( >|<t+<st+MG>g>

2

Continuando deste forma, para j € N e t € [t;, t;41] podemos inferir que
L (SLf + Mg)p tp
2,0 < lelle ) !Z

p=0 p!

S|f(0)| (st+Mg)a
(HQOHC * sLy+ MG)e

SLf + Mg)p 1 tP

IA

Y

o que prova que (®;);eny € limitada em C([t;,ti41];R), e, portanto, em C([—p,a];R).
Além disso, observamos que as funcoes @;(-) sdo limitadas pela mesma expressao (3.5)

que limita as fungoes wu,(-), dessa forma, no que segue desta prova usamos que M; =
SUP,eN ”(I)jHC([—p,a};R)'

Podemos agora apresentar e provar o principal resultado desta secao.

Teorema 3.5 Sejamn(-), f(), o(-), ©(-) e (u;)jen como no Teorema 3.3 € g € Cri,([0, p+
al; RY) com constante de Lipschitz Ly. Entao |luj — Y || c(—pair) — 0 quando M — oo

(har — 0) para cada j € N. Mais ainda, (9

7' )jen converge para a solugdo x(-) do Problema

(3.1) quando j — 0o e M — 0.

Prova: Para estudar a convergéncia do n-ésimo termo da sequéncia (@j” )jen para o
n-ésimo termo da sequéncia (u;)jen quando hy, — 0, introduzimos as fungoes r;, R; :
[—p,a] — R, dadas por rj(t) = R;(t) = 0 para t € [—p,0], r;(t) = |u;(t) — ®;(t)] e
Rj(t) = sup, ¢ _p4 7j(s) para t € [0,a]. Da defini¢do de ®¢(-), vemos que 7(-) = Ro(-) =0
m [—p, al.

No que segue, reescrevemos as fungoes u;(+) definidas no Teorema 3.3 para t € [0, a

de forma convenientemente. Vemos que

i (t) = 9(0) + 3 /;+ [5£(u;(0)) — w,(6)G;(6)] db + / 5 (15(68)) — uy (9)G(0)] db.

2
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Primeiro fazemos a andlise para os pontos da malha t = t; € A,. Assim,

i~
riyi(ti) < Z/
k=0"tk

< Z L (sl u0)) = F@i0)] + ws(6)G,(6) ~ 5(1)G (1)) do

sF(ui(0)) — u; ()G (0) — s F(®;(tx)) + @5 (1) G (1) dO

IN

=1 ot
S [ sLglus(6) - @t do
k=0 "tk

- Zi/ttw (|Uj(9) —,(te)| |G (0)] + P, (tx)] |G () — Gj(tk)\) do

k=0""k

- i/t:H sLy(|uj(0) — u;(tr)] + |uj(ty) — ®;(t)]) df
+ li /ttw (|uj(9) — O ()| |G5(0)] + |, (te)| |G(0) — éj(tk)D do
k=0""k

IN

=1 o
Z/t 8Lf<M2h+7"j(tk))d9
k=0""k

+ S /t’““ <(M2h +7(te)) Me + My |G;(6) — éj(tk)o do. (3.12)
k=0 "tk

Agora, precisamos analisar o termo |G;(0) — G;(t;.)| separadamente. Veja que

N ‘ _ ] /tzt“rl n(f (u;(o(7,u;(7)))))g(0 — 7) dT+/:77(f(uj(0(T, u;j(7)))))g(0 — 7)dr
- ;M /tlml n(f(@;(o(t, ®;(t)))g(ts — 1) dr|
< . /tlml n(f(uj(o(r,u;(7)))g(0 — 7) — n(f(P;(a(t;, ®;(11)))))g(tr — tl)’ dr

+ Inlle@r) 9llcqoprars) h-

Ao somar e subtrair o termo n(f(®,(o(t;, ®;(t))))g(6 — 7), vemos que

|G5(0) = G (t)]

k—1

tiy1
< ¥ /t

l=—M Ny

0(f (o (r,u5(r))))) = 0 (@50t ®;(0))))| lg(0 — 7)| dr

k—1 far

+ > / In(f(P;(o(t, ®;()))] g0 — 7) — g(te — ;)| d7
l=—MN; ”t

+ nlle@r) [19llcqoprarty b

E—1 tin
< LyLgllglleqoprarsy D /tl uj(o(7,u;(7))) — (o (ts, ®;(4)))| dr
|=—MN

+Hnllemr) Ly 2 H(M Ny + M Na) + [[nllc@r) |9]lcqop+ramt) h-
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Podemos estimar o termo |u;(o(7,u;(7))) — @;(o(t;, ®;(t)))|, com 7 € [t;, t111].

Notamos que

[uj(o(7,u; (7)) — (0 (ti, @5 (1))

< ui(o(r,u;(7))) — wi(o(t, @5(0))] + [uj(o(t, @5(t))) — (ot @5(4)))]
< MyLo(|7 =t + [ui(7) — @5(80)]) + (o (t, ®5(11)))
< MyLoh + My Lo(Juy(7T) — uy(t)| + [u;(t) — @5(4)]) + Rj(o(t, ®5(4)))
< (MyLy + M3Ly)h + MyL,7i(ty) + R;(t1)
< MyL,(1+ My)h+ (14 MyL,)R;(t).

Portanto,

|G](9) — é](tk” S Cle(tk) + Co h, (313)

onde ¢; = LanHgHC([O,p-&-a];R*)(l + MyLy)(p + a) e cg = Lan||g||C([0,p+a];R+)M2LJ(1 +
Ms)(p + a) + 2 |[nllewr)Lg(@ + a) + ||nllcwr) [|9]lc(optair)- Usando (3.13) em (3.12),
temos que

ti
ra(t) < Z/ " SLy(Mah + R;(ty)) df

Z /tt - [(MQh + Ri(ty)) Mg + My (1 R;(tx) + c2 h)] df

i—1
< ah) Rj(ty)+Bh,
k=0

onde aw = sLy + Mg + Micy e = (sLfMy + MyMe + Mice)a. Mais ainda, percebendo

que « e 3 sdo independente de j and ¢, para qualquer m = 0,1,...,7 — 1 podemos concluir
que
m—1 i—1
sup  Toy1(t) < ah > Ri(ty)+B8h < ah) Ri(ty) + Bh (3.14)
t€[tm tmt1] k=0 k=0

Agora, faremos a andlise para pontos continuos t € [tg, tx41], com k+ 1 < 1.

they+1

do

sf(u;(9)) = u;(0)G5(0) — sf(@5(th,)) — @j(th,) G (tr,)

) < Y |

k1=0 tkl

+Akmmw—ww@@wm@—m@@ﬁm—%wﬁmm

it + [ (17O +as(0)]165(0)]) 49

+ (8 — 1) (| F(®5(80))] + 105 (t)] 1G5 ()] )
Tj+1(tk) + (SMf + MlMg) (t — tk) + (SMf + MlMg> (t — tk)

i—1
O!hZR](tk> +Bh+2(SMf +M1Mc)h
k=0
i—1
ahd R(tk) + Boh (3.15)
k=0

IN

IN

IN

IN
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em que By = B+ 2(sMy+ M Mg). De (3.14) e (3.15), temos que
i—1

Riji(t;) = sup () < ah > Rij(ty)+ Boh

te[—p,ti] k1=0

Usando essa desigualdade e o Lema 1.10, temos que

i—1
Rj_:,_l(ti) S ah Z Rj(tkl)—Fﬁgh
klf
k1—1
< «ah Z [ah ZRJ 1(tg,) + B2 ]+52h
k1=0
i—1 k1—1
< a®h* 3 Y Rja(t,) + Bah(tia +1)
k1=0 ko=0
i—1 k1—1 ko—1
< 2 Y Y [@h > Rj,z(tk3)+52h] + By h(tia+ 1)
k1=0 ko=0 k3=0

i—1 k1—1ko—1

< ah3ZZZRJ2tk3 + B2 h ( a—i—ta+1)

k1=0 ko=0 k3=0

Continuando desta maneira e lembrando que Ry(t) = 0, temos que

Rji(ti) < Boh Z [t,-pc!u]p < Bahe*, (3.16)

p=0

o que implica que R;{1(¢;) = 0 quando h — 0, para todo i = 1,..., M e para cada j € N.
Isso significa que R;41(t) = 0 quando h — 0 para todo t € [—p, &] e que ®; — u;, quando
h — 0 para cada j € N.

Para demonstrar que o método numérico converge para a solucao do Problema
(3.1), podemos afirmar que dado e > 0 existem j, M, € N tais que [|[®} — 2| coair) < €,
para todo M > M, e todo 7 > j..

Notamos que, pela demonstracao do Teorema 3.3 e pela desigualdade (3.7), conse-

guimos obter jc tal que |luj, — z||cqoqr) < §-

Ja pela demonstragao deste teorema e pela desigualdade (3.16), conseguimos

calcular M, tal que [|®Y< — u;, ||lc(o.qm) < & Logo,

€ €
1257 = zlleqoam < 1295 = willeqoam + lu — zloq@azr < gtg Se
Isso conclui a prova. [ |

3.1.2 Exemplo

Nesta secao, estudamos o seguinte exemplo do Problema (3.1)

Z(t) = 0.2x(t) —x(t) /_tl sin (:L‘(T — M) 110) i(t — e 2 dr e [0,1],

z(t) = |cos(t)], t € [—1,0], (3.17)
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2]
EE=E

emque s =0.2,p=1,a=1 e as fungdes f(z) =z, n(t) = sin(t/10), o(r,2) =7 —
g(t) = fte 2" e p(t) = | cos(t)].

E ficil ver que as funcdes satisfazem as hipéteses do Teorema 3.3, pois f €
CpB;R), n € Crp(R;R), 0 € Crp([-1,1] x R;[-1,1]), g € C([0,2;RT) e ¢ €
CrLip([—1,0];R) sao Lipschitz, com constantes de Lipschitz L; = 1, L, = 1, L, = 1,

L,=1e L, =7 ea funcdo n(-) ¢ limitada.

Assim, pelo Teorema 3.3, a sequéncia de Picard (u,),eny em C([—1,1];R) dada por
un(t) = |cos(t)| para t € [-1,0) e n € N, up(t) = 1 para t € [0,1] e
! o un(T)[ y 11 ~L(6-7)
Un+1<t) == 1+A [02 Un(e) —un(9> [1 S1n <Un<7—_’un(7-)‘_|_1) 1*())1(0—7‘)6 2 dT:| d&,

para t € [0, 1] é convergente para a solu¢ao do Problema (3.17) e ela é tinica em [—1, 1].

Para calcular uma aproximacao para a solu¢ao usando o método numérico definido
em 3.4, comecamos escolhendo uma precisao de € e, a partir desse ¢, calculamos o niimero
de termos da sequéncia de Picard j. necessario para alcancar tal precisao. Tomando

¢ = 107! e usando as notacoes da prova do Teorema 3.3, calculamos as seguintes constantes

t t
C, = sup lg(t — 7)| dT = max |g(s)| sup dr = g(2) x 2 = 0.368;
tef0,1] 7/ —1 5€[0,2] tef0,1] 7/ -1
Mg = 2[nllcwm llglleq2r+) = 0.368;
My = sup||unllcq11r) = 270368 — 1 765:
neN
My = |[f()lleq-1.756,.756)r) = 1.765;

M, = 0.2M;+ M, Mg + L, = 2.003;
Cl = ManLf<1 + M2 LJ)OH = 195,
a = 0.2L;+ Mg+ C; = 2.518.

Além dos célculos anteriores, precisamos estimar Zy(a) que aparece na desigualdade

(3.7). Para isso, estimamos primeiramente zo(t) = |ui(t) — uo(t)|. Notamos que

t 4 . U\ T 1 1 _l(g—r
2(t) = ’/0 {0'2_/1SIH(UO(T_W‘()(T§])—1‘—1>1()) 1(9—7)6 3 (0 )dT} dQ‘

¢ t oo 1 1 _lg—r
< 0.2/0 d6+/0 /_1’81n(u0(7—m>O)H4(9—7-)e 5(0—7)
< 0.2t—|—/0t/910.184d7d0

t2
< 026+ 0.184(5 + 1)

< 0.568,

dr do

visto que a fungao zo(-) atinge o maximo em t = 1. Assim, Zy(a) = Zy(1) = 0.568. Com
isso, podemos calcular o nimero j. pela relacao (3.7)

n 2.518™
(va) <  0.05 518

Zola) (n)!  — % RS

< 0.088,
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de onde obtemos n = 8 e tomamos, portanto, j. = 8.

Além disso, precisamos calcular o nimero de subintervalos M,. Para isso, utilizamos
a desigualdade (3.16) definida na prova do Teorema 3.5. Usando as notagoes da prova do

Teorema 3.5, calculamos as constantes

a = 2L;Lyllgllcqozr)(1 + MaLy) = 1.105;

& = 2LoLslglleqoasn MaLo(l + Ma) + Al Ly + Inllc@allglogoam = 3395
a = 02Ly+ Mg+ Myc; = 2.518;

B = 0.2L;My+ MyMg + Myes = 7.135;

By = B+2(0.2M; + M;Mg) = 9.14.

Usando o anterior e a desigualdade (3.16), vemos que

B he®™ < = 0,05 & h < 44x107%

DO ™

Como M, > %, obtemos que M, = 2280.

Neste trabalho desenvolvemos um programa computacional usando o software
MatLab. O codigo fonte é apresentado no Apéndice A. Usando este programa, geramos
um grafico para a aproximagao da solu¢do do Exemplo (3.17) com j. = 8 e M, = 2280

calculados acima, o qual pode ser visto na Figura 1.

Na Figura 2 apresentamos o grafico das iteradas da sequéncia do método numérico
com M = 2280 fixo e j variando e na Figura 3 apresentamos o grafico das iteradas da
sequéncia do método numérico com j = 8 fixo e M variando, para visualizar a convergéncia
do método numérico para a solugdo do Problema (3.17). Observamos que nao imprimimos
a funcao histéria nesses graficos a fim de ampliar a visibilidade das iteradas do método

numeérico.

09
08 [~
07

06 [~

Figura 1 — Grafico com M, = 2280 e com j. = 8
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Figura 3 — Grafico com j = 8 fixo, com M variando
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3.2 Existéncia e unicidade da solucao via Te-

orema da Contracao

Nesta secao estudamos um modelo abstrato e com retardo infinito que permite
generalizar os resultados sobre existéncia e unicidade de solugoes do problema diferencial

(3.1). Especificamente, estudamos o problema

W(t) = Fiw)+ Faw) [ tooFg(u(J(T,u(T))))g(t—T) dr, t € [0,a),
U’(t) = Qo(wv le (_OO’O]’ ¥ €B= CU((_OO’O];X>a

(3.18)

onde (X, | - ||) é um espaco de Banach, B é o espago formado por todas as fungdes
uniformemente continuas limitadas definidas de (—o0, 0] em X, munido da norma uniforme
denotada por | - s, tal que [[¢lls = supse oy [£(O). Fr € C(B;X) para i = 1.2,
F; € C(X;X), 0 € C((—00,a] X X;(—00,a]), g € C([0,00);RT) e uy : (—00,0] - X, a
histéria de u(-) no tempo ¢, é a fungao definida por u.(0) = u(t + ).

Notamos que, para I C R, usamos a notagao Cr;,(I; X) como o espago formado
por todas as fungoes Lipschitz definidas de I em X, munido da norma || - ||, :x) =

I Newx) + [ lew,u:x)-

Definicao 3.6 Uma fun¢io uw € C((—o0,al; X) € dita ser solugio de (3.18) se u €
CY([0,a]; X), u= ¢ em (—00,0] e para todo t € [0, a]

u'(t) = Fy(ug) + Fo(uy) /too Fs(u(o(r,u(T))))g(t — 7) dr.

Para provar os resultados desta secao, precisamos dos seguintes lemas. O primeiro

¢ uma adaptagao do Lema 1.6.

Lema 3.7 Suponha que u,v € C((—00,b]; X), 0 < b < a, uy = vy, up € Crip((—00,0]; X),
U,y € CLip([0,0]; X) e 0 € Crip((—00,b] x X;(—00,b]). Entio u € Crip((—00,b]; X),

[0,b]

u(o (-, ul()) € Crip((—00,b]; X) e

[w( )]y ((—oopix) < maX{[UO]Cup((—oo,o];X)y[U\[o,bl]CLip([o,b};X)}a
[U(U( ( )))]CLZP X)
< ulep (—ooblix )(1+[ 1L (—00,6]x X)s(— 00,01 (U] €y (—00.85) )

[uo (- ul-))) = v(a (- v()) oo

< (14 [0)og, ((—ooblx X)s(—o0 bl [U] Cpip (—oo): ) [ — V| c(0.61:)

O segundo lema é uma adaptagdo do Lema 1.17. A prova é semelhante ao anterior e
notamos que a continuidade da fungéo ¢ — u,; é provada usando que u(-) é uniformemente

continua em (—o0, b].
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Lema 3.8 Suponha que u,v € C((—o00,b]; X), 0 < b < a tais que uy = vy € B e que
f € CLyp(B; X). Entao, as fungoes t — u, et — f(uy) sdo continuas e

1f(ue) = f)ll < [flew,mx)llu— v, qou:x)-

Para provar nosso principal resultado desta secao, introduzimos a seguinte condicao.

Condicao Hp, ,: As fungoes Fi(-), i = 1,2,3 e o(-) sdo Lipschitz e o(t,z) <t para todo
0<t<aezxelX.

Por conveniéncia, no que segue usamos as notagoes [F]c,,, e [0]c,,, no lugar de
IFillewx), @ = 1,2, [Fslecx) € [0lcwp((—osax Xi(-ooa)- Além disso, para u € Cpip(1; X)
com I C R, escrevemos simplesmente [u]c,, ao invés de [u]c,, (r;x). Adotamos uma

nomenclatura semelhante para a norma de outros espagos de fung¢oes continuas.

Teorema 3.9 Assuma que a condi¢io Hp,, € verificada, p € B e g € L*([0,00); RT).
Entdo, existe uma unica solugio u € Cpp((—00,b]; X) do Problema (3.18) em [0,b] para

algum b > 0.

Prova: Sejam Ay = [5° g(0) df, Ay = supg< 18 N Es(p(a(r, ()90 —T)dr e R >0
tal que
R > |[Fi(@)ll + [[F2(@) A2 + [eleg, (—so0)- (3.19)

Seja Fs, = F3(¢(0(0,¢(0)))). Fixamos agora 0 < b < a tal que

((F]ep, B0 + [ (@) []) + (Faley, 70 + [[F2(0) ) As
+([Floy, B + [ (@) ) ([Fs]oy,, [0lor, RO+ R)b + [ Fs o) lglloqoapd < R, (3.20)
[Filey,b+ (A2 + ([Bley, lole,, RO+ R+ [ Fsell) lgllcqo.an) [F2lcy,b°
+([Faleg, B+ [ Fa(@))[Fsley, (1 + [oley, R)AL - < 1. (3.21)

Seja S(b) o espago
S(b) = {ue C((=o0,b; X) - up = ¢ e [uley,(—obix) < B},

munido da métrica d(u,v) = ||[u — v|cqoyx) € I' : S(b) = C((—00,b]; X) a fungao dada
por (T'u)p = ¢ em (—00,0] e

Tu(t) = (0) + /OtFl(us)dSnL /Oth(us)F(u)(s) ds, t € [0,b],

Flu(t) Fgu(t)

onde, por conveniéncia, usamos a notagao F'(u) para a fungao F'(u) : [0,b] — X dada por

F)t)= [ Fyulo(r,u(r)g(t — ) dr.

—0o0
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No que segue, provamos que I' é uma contragdo em S(b). Para comegar, para

u,v € S(b) e 1 = 1,2, notamos que

1 (s )|

IA

1Ei(us) = Fi(@)| + [ Fi(o)
[Filcw, lus — el + 1E ()]
< [Flow,[uplo,s + [1E@)],

IA

de onde obtemos que

I (ue)lleqopxy < [Filoy, B+ [|Fi(p)l, para i=1,2.

Por outro lado, notando que Fj3(u(o(s,u(s)))) = F3(e(o(s,¢(s)))) para s < 0,

vemos que

| [ Bl u@)gs—ndrl < [ 1B e)lgs -1 dr
< swp [ IRt sDlo0 - 1) dr
< Ay

Além do anterior, para s € [0, b] temos que

[Es(u(o (s, u(s))Il < [[Fs(ulo(s,uls)))) = Fs(u(o (0, u(0)I + [[F5(u(a (0, u(0))))]
< [Fsley, lulo(s, u(s)) = ul(@(0,u(0))] + [ Fsll
< [Fslog,[ulo,lo(s,uls)) = a(0,u(0)] + | Fsel
< [Fsloy, Blolew, (s + [ulop,s) + [ Faell,

o que implica que

|Bs(ulo(s, u()I < [File, oloy, RO+ R)s + || Frgll, 0< s <b,
Das desigualdades anteriores, para s € [0, b] temos que
IF@E)I = 1| [ Fulo(r,u(m)g(s = 7)dr]
/ IIBs(elo(rp(r)gls =)l dr + [ I Fy(ulo(r ur)g(s =) dr

< Ao+ ([Fsloy, [0lop, B+ R)b + [[Fs o)) [|9llcoanb

IN

Provamos a seguir que [['u]c,,,((—co:x) < R. Usando as estimativas anteriores,
para t,h € [0,b] com ¢t + h € [0,b], vemos que

t+h t+h
IPu(t+ 1) =Tu@®)] < [ IR@)lds+ [ [Buw)F)s)] ds
< NF (o) loqossoh + 1Fa(ue) loqoso lF @) logomxh
< ([Fy]oy, RO+ I1F (©))h + ([Faloy, R+ | Fa(e) ) Ash
+ ([Baloy, Bb + | (@)D ([Bslog, [olen, RO+ R)b + [ Fs o) glleqo.abh
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e, portanto,

[Culey,qoux) < ([Filog, B0+ [[E1(@)]]) + ([Faley, b + [ Fa(@)[) A2
+ ([F2]oy,, B0 + | Fa(@) ) ([Fsley, (0], B+ R)b + | Fs o) llglloqoapd < R,

o que mostra que [I'u]c,, (04:x) < R. Mais ainda, usando que [¢]c;, ((-co0:x) < R, pelo

)

Lema 3.7, obtemos que [I'u]c,,, (—oopix) < R

Mostramos agora que I'(-) é uma contragao. Pela defini¢do de I'y(-) e pelo Lema

3.8 é facil ver que
T2 (u)(£) = T1(w)(B)]] < /Ot 1F1(us) = Fi(vo)llds < [Fey,blu —vllogomx),
o que implica que
101 (w) = Th()lleqoerx)y < [Filew,bllu = vlleqopx)-
Além do anterior, para I'y temos que

[T () (t) = Ta(v) (1)
< /OIIFz(us)—Fg(vs)ll IIF(U)(S)||dS+/O [ (vs) || 1 (w)(s) = F(v)(s)]| ds

t
< IF@leqon || IFa(u) = Fa(u,)] ds

IRl [ 1P ~ Fo)(s)
< (A2 + ([F3]CLip [O-}CLipR<]‘ + R)b + ||F314P||)>||g||c([07a])[FQ]CLipb2||u - UHC([()J?];X)
+ ([Fle, Bb + HFz(SO)H)/O [ F(u)(s) — F(v)(s)]| ds. (3.22)

Em relagao ao termo integral no lado direito de (3.22), do Lema 3.7 segue que
[F(u)(s) = F(v)(s)l| < /_Oo [1E5(u(o (T, u(7)))) — Fs(v(o (7, v(7))))llg(s — ) dr

< [ [Blo, lulo(ru(m) = vlo(r.o(r)lg(s = ) dr

—00

< /_OO[FB]cLip(l + ooy, [ule,) e — vlleqopx)g(s — ) dr

< [Bslow, (1 + [o]oy, R)llu — U||C([o,b];X>/0 g(r)dr,  (3.23)
de onde obtemos que
1F(u) = F(v)lleqoux) < [Fslew, (14 [0le, R)Au = vllegopx)- (3.24)
Usando (3.23) e (3.24) em (3.22), inferimos que
t
IT2(w) = P2(v)llcqopx) < /0 [ F2(us) F(u)(s) — Fa(vs) F(v)(s)]] ds

< (Ao ([Bsley, lolen, R+ R)b+ [1Fsgll) llgllooan) [Faloy,bllu = vleqosix)
+ ([Balop, Bb + [ Fa (@) ) [Fsloy,, (1 + [o]ey, R)Mbllu = vllcgos:x)- (3.25)



74

Finalmente, de (3.25) e (3.21) obtemos que I'(-) é uma contragao em S(b), o que

prova que existe uma tnica solucdo u € Cr,((—o0, b]; X). [

O proximo resultado sobre a existéncia global e unicidade da solugao segue direta-

mente da prova do Teorema 3.9.

Corolario 3.10 Suponha que as condicoes do Teorema 3.9 sejam vdlidas e assuma que
existe R > 0 tal que as desigualdades (3.19), (3.20) e (3.21) sao verificadas com “a” no

lugar de “b”. Entdo, existe uma dnica solugio u € Cp;p(—00,al; X) do Problema (3.18).

Para terminar esta secao, usamos o Teorema 3.9 para estudar a existéncia e

unicidade de solugoes para o problema diferencial com retardo dependendo do estado

K(t) = sf(k(t) — k(1) /too ns(f(k(o(r,k(7)))))g(t — 7)dr, t€[0,a],

ke = p€B=Cy((—o0,0];R))

(3.26)

o qual considera p = oo no Problema (3.1).

Proposigao 3.11 Se as funcgoes f(-) e ns(-) sao Lipschitz, ¢ € Cp;p((—00,0];R) € li-
mitada, 0 € Cr;p((—o00,a] x B;(—o00,a]), o(t,z) < t para todot < a ez € R e
g € L'([0,00);R), entao existe uma unica solugio u € Cri((—oc,b];R) do Problema

(3.26) para algum b > 0.

Para completar nossas observagoes sobre o Problema (3.26), em seguida, considera-

mos o caso especial onde ng(t) =t para todot e f : R — R é a fungdo dada por f(s) = s*

() = ska(t)—k:(t)/jook;a(a(r,k;(T)))g(t—T)dT, te0,dl,

ko = ¢ € Cy((—o0,0);R),

(3.27)

com s, € (0,1). Este modelo é particularmente interessante porque a fun¢ao de producao
por trabalhador f(-) é uma fungao do tipo fungdo Cobb-Douglas, que é amplamente
utilizada pelos economistas e, do ponto de matemaético, traz uma complica¢gdo por ser

apenas localmente Lipschitz em (0, co).

Assim, a prova da préxima proposicao segue da prova do Teorema 3.9 com algumas
modificagoes e a introducao de uma suposicdo extra para a condigao inicial ¢(+), para ser

possivel lidar com a fungao Cobb-Douglas.

Proposicao 3.12 Suponha que as condicoes da Proposicio 3.11 sao verificados e que
existe v > 0 tal que ¢(0) > v para todo 6 < 0. Entao existe uma solug¢do inica solugdo
u € CLip((—o00,b]; RY) do Problema (3.27) para algum b > 0.
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Prova: Como apontado acima, a prova segue da prova do Teorema 3.9 com algumas
modificagoes. Sejam € > 0 e n, > 0 tais que 3 + € < ¢(#) < n, para todo § < 0. Pelo
Teorema do Valor Médio, Teorema 1.7, é facil ver que a funcao f(s) = s* é Lipschitz em

[Z +¢€,00) com constante de Lipschitz (e 4 3)*1.

Para usar os argumentos da prova do Teorema 3.9, definimos as fungoes F; : B — C,
i=1,2e Fy:R — C por Fiyp = s¢p*(0), Forp = 1(0) e F3(s) = s°.

Escolhemos agora R > 0 tal que a desigualdade (3.19) é satisfeita. Também
escolhemos 0 < b < a tal que as desigualdades (3.20) e (3.21) sdo satisfeitas com [Fi]¢,,, =
s(e+ )Y [Fle,, = 1 e [Fle,, = (e+3)*!. Além das condigoes acima para b,

também assumimos que 7 + € < ¢(0) — Rb < ny,

0(0) > —+e+ntAb e p(0) < ng— (sn® +n2TTA)b. (3.28)

DO |2

Seja S(b) o espago

+e <u(t) <ns VYV t<b},

S(b) = {u € C((—00,b;R) : up = ¢ e [u]c,,, (~opr) < R, %

dotado de métrica d(u,v) = |[u — v||c@qopr) € I' : S(b) = C((—00,b]; X) definido como na
prova do Teorema 3.9.

Para mostra que I'(-) é uma contragao em S(b), para u € S(b) e t € [0, b] notamos
que |u(t) — ¢(0)] < Rb, o que implica que u(t) € (¢(0) — Rb,p(0) + Rb) C (2 + €,n,).
Usando este fato e observando que 3 + € < ¢(0) < ny para todo 6 < 0, notamos que

Tu(t) = ¢(0)+ s/t u®(T)dT — /tu(T) /T u*(o(s,u(s)))g(t — s)dsdr

0 0 —00
t T
o(0) = [ n, [ nig(t—r)ydr
0 —00
> 90(0)_”?“/\15,

v

o que implica que I'u(t) > % + . Argumentando de forma semelhante, obtemos

T

t t
Tu(t) = 4,0(0)+s/ ua(T)dT—/ u(T)/ u*(o(s,u(s)))g(t — s)dsdr
0 0 —o0
< ©(0) + snb + n2tbA,
o que mostra que I'u(t) < n, para todo t € [0,b]. Além disso, observando que 2 + € <
¢(0) < n, para todo § < 0, obtemos que 7 + ¢ < I'u(f) < n, para todo 6 <beu e S(b).

A partir das observagoes acima e argumentando como na prova do Teorema 3.9
podemos provar que [['u]c,, (—oopir) < 1 € que I'(+) é uma contracdo em S(b), o que nos

permite concluir a prova. ]






Conclusao

Este trabalho apresenta um tema atual e o estudo realizado contribui para o

desenvolvimento de pesquisas nas trés areas do conhecimento envolvidas.

Na matemaética pura, contribui para a compreensao de modelos diferenciais com
retardo dependendo do estado trazendo dois novos teoremas, sendo que o primeiro apresenta
condigoes suficientes para existéncia e unicidade de solugoes do problema concreto do
modelo de crescimento econdémico de Solow com retardo dependendo do estado e o segundo

estuda um modelo mais geral e abstrato e com retardo infinito.

Na analise numeérica, apresenta um método baseado nas iteradas de Picard, que
além de possuir uma férmula simples de ser implementada computacionalmente, apresenta
apenas uma hipotese adicional, além das que ja foram impostas para garantir a existéncia
e unicidade do problema diferencial, e pode ser estendido para incluir modificacoes e

melhorias no modelo para resolver problemas cada vez mais realistas.

Na economia, apresenta a evolucao dos modelos de crescimento econdémico, desde o
trabalho inicial do economista Robert Solow até os trabalhos mais atuais dos economistas
Luciano Fanti e Pietro Manfredi, propondo uma modificacao que tenha algum significado
pratico. A principal contribuicao é a inclusao do retardo dependendo do estado no termo
da renda dentro da funcao que representa a natalidade. A partir dessa modificacgao,
decorreu todo o estudo, finalizando com o exemplo que apresenta uma solu¢do numeérica

do problema.

Para continuidade deste trabalho, deixamos como proposta uma interpretagao mais

aprofundada do modelo econémico proposto bem como da solu¢do numérica.
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Cédigo no MatLab

Aqui apresentamos o codigo no programa MatLab desenvolvido para resolver o
Problema (3.1). Para validar o programa, foi preciso testar varios problemas cuja solugao é

conhecida. Por isso, criamos um programa que resolve o seguinte modelo integro-diferencial

{x/(t) = fl(t,x(t))+fg(t,x(t))/tt_pfg(t,T,x(T),x(U(T,JJ(T))))g(t—T)dT, =

) = o), telto-pto)y
(A1)

Observamos que se f5(t, 7, 2(7),x(o (7, 2(7)))) = n(f(x(o(7,2(7))))), fo(t,z(t)) = —x(t),
fi(t,z(t)) = sf(x(t)) e to = 0 temos exatamente o Problema (3.1).

De (A.1) e para t € [t;,1;11], obtemos o método numérico

D q(t) = go(to)-i-hlgfl(tkaq)j(tk))

+ h li fo(te, @;(tx)) Z_: fa(te, t, @5(t0), @j(0(t, @5(11)))) gt — 1)
k=0 |[=—MN1
+ (t—t:) fr(ts, ®;(t:))

+ (t =) falts, ®5(t:))h S fa(tisti, @5(t), @5(o (i, @5(t)))) g(ti — ) (A-2)

I=—MN1

Para implementar um programa mais efeciente, reescrevemos o método (A.2) usando

a recorréncia das funcoes (®;);en, por
Pia(t) = Pia(tion) +h fr(tioa, @i(ti1))

+ h foltioa, @(tia)) Y fa(tion, i, 0(th), o(o (b, 0(t))) g(tioa — 1)

I=—N1

+ R fa(tioy, @5(ti-1)) hgfs(ti—htl, D;(t1), @j(o(ts, ®5(t1)))) g(ti-1 — ). (A.3)

O Cédigo 1 apresenta um arquivo com as entradas do Problema (3.17). O Cédigo

2 aplica o método numérico (A.3).
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Os dados de entrada do Cdédigo 2 sao MN1, MN2, num_iteradas, em que as duas
primeiras sao informacoes da malha e a terceira é o indice do ultimo termo da sequéncia
numérica que queremos calcular. Este c6digo retorna dois vetores de comprimento M N2+1
que correspondem aos pontos discretos em [ty,ts] e a aproximagao numérica obtida apds

num_iteradas iteragoes de (A.3).

Cédigo 1 - Dados do Exemplo (3.17)

—

function [p,t0,tf,fl,£f2,£3,sigma,g, varphi]=exemplo

2 p=1;

3 t0 = 0;

4 tf = 1;

5 f1 = @Q(t,x) 0.2xx;

6 f2 = @Q(t,x) -x;

7 f3 = @(t,tau,x,y) sin(y/10);

8 sigma = @ (tau,x) tau —-abs(x)/ (abs (x)+1);
9 g = @(t) (1/4)txexp((-1/2)+t);

10 varphi = @(t) abs(cos(t));

11 end

Cédigo 2 - Programa Picard Numérico

1 function [vt,sol]=metodo_picard_numerico (MN1l,MN2,num_iteradas)

2 [p,t0,tf,fl,£f2,£3,sigma, g, varphi]=exemplo;

3 h=(tf-t0)/MN2;

4 vt=tO:h:tf;

5 Phi=zeros (num_iteradas+1,MN2+1) ;

6 Phi(l,:)=varphi(tO0);

7 Phi(:,1)=varphi(t0);

8 for j=2:num_iteradas+1

9 somaf3=0;

10 for L=0:MN1-1

11 tau=t0-p +h«*L;

12 somaf3= somaf3 +
f3(vt(l),tau,varphi(tau),varphi (sigma (tau, varphi (tau))))
*g (vt (1l)-tau);

13 end

14 Phi(j,2)=Phi(j, 1)+ hxfl(vt(1l),Phi(j-1,1))+

(h~2)xf2 (vt (1) ,Phi(j-1,1))rsomaf3;

15 end

16 for j=2:num_iteradas+1l

17 somaf3=0;

18 for L=0:MN1

19 tau=t0-p +h«*L;

20 somaf3= somaf3 +
f3(vt(2),tau,varphi(tau),varphi (sigma (tau, varphi (tau))))
*g (vt (2)-tau);
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21
22

23
24
25
26
27
28
29

30
31
32
33
34
35
36
37
38

39
40

41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61

end
Phi(j,3)=Phi(j,2)+ hxfl (vt (2),Phi(j-1,2))+
(h"~2)xf2 (vt (2),Phi(j-1,2)) *somaf3;
end
for j=2:num_iteradas+1
for i=4:MN2+1
somaf3=0;
for L=0:MN1
tau=t0-p +hx*L;

somaf3= somaf3 +

f3(vt(i-1),tau,varphi (tau), varphi (sigma (tau, varphi (tau))))

*g (vt (i-1)-tau);
end
for L=2:1-2
arg=sigma (vt (L),Phi(j-1,L));
if arg < t0
phiarg=varphi (arg) ;
else
phiarg=calculaphiarg(j-1,arqg,vt,Phi, varphi);
end

somaf3= somaf3 +

£3 (vt (1-1),vt (L), Phi (§-1,L),phiarg) *g (vt (i-1)-vt (L)) ;

end
Phi(j,1)=Phi(j,i-1)+ h*fl(vt(i-1),Phi(j-1,i-1))+
(h~2)xf2 (vt (1i-1),Phi(j-1,1i-1)) *somaf3;
end
end
sol=Phi (num_iteradas+1, :);
end
function aux=calculaphiarg(termo,t_delay,t,Phi,varphi)
if (t_delay<t (1))
aux= varphi (t_delay);
else
k=1;
while t_delay>t (k)
inf=k;
sup=k+1;
k=k+1;
end
if t_delay-t(inf)<0.0001
aux=Phi (termo, inf) ;

else

aux=interpl ([t (inf),t (sup) ], [Phi(termo, inf),Phi (termo, sup)],t_delay)

end
end

end
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