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Resumo

Rodrigues, P. J. Urnas interagentes em grafos finitos. 2023. 59f. Dissertagao
(Mestrado). Faculdade de Filosofia, Ciéncia e Letras de Ribeirao Preto - Universidade de
Sao Paulo, Ribeirao Preto, 2023.

Nesta dissertagao consideramos um modelo de urnas interagentes, onde a interacao
é em parte definida pela estrutura de um grafo finito. Nosso trabalho surge como uma
generalizacdo de um modelo proposto independentemente por Benaim et al. (2015) e
van der Hofstad et al. (2016). Nestes artigos, uma urna é colocada nos vértices de um
grafo finito G = (F, V). Em cada etapa, uma bola ¢ colocada em cada aresta (u,v) € V.
A bola adicionada na aresta (u,v) pode ir para qualquer um dos vértices incidentes u ou
v com probabilidade proporcional ao niimero atual de bolas em u e v. Nesta dissertacao
consideramos uma generalizacao deste processo ao incluir a interacao de bolas de duas
cores. A probabilidade de que uma bola de uma determinada cor seja colocada na urna
do vértice u, por exemplo, é uma fungao decrescente do niimero de bolas da cor oposta em
u. O objetivo principal deste trabalho consiste no estudo das propriedades assintoticas
da ocupagao dos vértices de G por ambas as cores. Nossa abordagem ¢é baseada no
tratamento de sistemas dinamicos para processos de aproximacao estocastica. O modelo
aqui descrito é motivado por aplicagoes relacionadas aos processos de tomada de decisao
e ao comportamento coletivo de agentes econémicos heterogéneos definidos em grafos.
Nestes termos, o processo definido pela ocupacao dos vértices de GG por cada cor serve como
ferramenta para modelar a competicao entre duas populagdes por um bem ou tecnologia

disponivel no mercado.

Palavras-chave: Urnas interagentes, processo estocéstico, processo com reforgo, processo

de aproximacao estocéstica, estabilidade, competicao econdmica.



Abstract

Rodrigues, P. J. Interacting urns in finite graphs. 2023. 59f. Dissertation (Masters
degree). Faculdade de Filosofia, Ciéncia e Letras de Ribeirao Preto - Universidade de Sao

Paulo, Ribeirao Preto, 2023.

We consider a model of interacting urns in which the interaction depends on the
geometry of a finite graph. Our work arises as a generalization of a model proposed
independently by Benaim et al. (2015) and van der Hofstad et al. (2016). In these articles,
a urn is placed on the vertices of a finite graph G = (E, V). At each time step, a ball
is placed on each edge of the graph. The ball added at edge (u,v) € V goes to any of
the incident vertices u and v with probability proportional to the actual number of balls
at u and v. Here we consider a generalization of this process, consisting in the extension
that includes the interaction of balls of two colors. The probability that a ball of a given
color goes to any one vertex in (u,v) is a decreasing function of the number of balls of
the opposite color in that vertex. The main objective of this work consists in the study of
the asymptotic properties of the vertex occupation by both colors. Our approach is based
on the dynamical system treatment of stochastic approximation processes. The model
described here is motivated by applications related to decision-making processes and the
collective behavior of heterogeneous economic agents defined on graphs. In these terms,
the stochastic process defined by the vertex occupation by each color serves as a tool to
model the competition between two populations for a good or technology available on the

market.

Keywords: Interacting urns, stochastic process, reinforced process, stochastic approxi-

mations, stability, economic competition.
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Capitulo 1

Introducao

Processos com refor¢o dependentes do caminho modelados por esquemas de urnas tem
sido considerados em diversos campos tais como fisica, quimica, sociologia e economia
Mahmoud (2008); Pemantle (2007). Tais processos sao importantes para tentar entender
situacoes de competicao e concorréncia econémica, onde firmas, tecnologias ou produtos
competem para difusao em um mercado especifico. A competicao envolve a interacao
entre populacoes de agentes heterogéneos, com diferencas e peculiaridades entre si, que
incorporam tecnologias diferentes, expectativas diferentes e, muitas vezes, exibindo com-
portamentos diferentes. Além disso, é frequente o caso de que a aprendizagem organi-
zacional esteja associada a varios tipos de externalidades e retornos crescentes Dosi and
Kaniovski (1994); Arthur et al. (1988). O tempo todo, agentes econoémicos sao expostos a
uma variedade imensa de bens, tecnologias e servigos e os mesmos precisam escolher qual
deles adquirir ou adotar de acordo com suas preferéncias e racionalidade, assim como ques-
toes emocionais, dificilmente consideradas em um contexto mais amplo. Uma visao mais
aprofundada do assunto pode ser encontrada em Jackson (2008), Skyrms and Pemantle
(2000).

E 6bvio que, uma dinamica de difusdio e competicao entre agentes heterogéneos
implicam que a histoéria conta. Véarios resultados sao possiveis e o aciimulo de microdeci-
soes “seleciona” um dos possiveis resultados de longo prazo. Em outras palavras, o que vai
acontecer no futuro depende do passado, do “caminho”, e pode ser totalmente aleatorio,
pelo menos no inicio. Com o tempo, o processo se auto-reforca cada vez mais “perdendo”
aleatoriedade, assim como uma dindmica de urnas com refor¢o. A dindmica de urna com
reforco converge assintoticamente para um dos possiveis resultados. Esta propriedade
assintotica permite explicar o efeito do “lock-in” econémico em uma das tecnologias ou
produtos (néo necessariamente os “melhores”) disponiveis no mercado Arthur (1989); Dosi
and Nelson (1994); Dosi et al. (2019). No entanto, todos nés vivemos em um tempo finito
e estamos interessados em entender o comportamento deste processo em um periodo finito

consideravel de tempo.

Diante disto, considerando este reforgo, padroes de escolhas sao observados de
tal forma que, os agentes prefiram escolher aqueles bens ou servigos que conhecem em
detrimento de algo desconhecido, muitas vezes regidos por um comportamento coletivo

de tomada de decisdo Guel (2012). Esse comportamento coletivo, na qual individuos
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consideram quantos ja participaram de uma agao é bastante observado no mundo real, e

ele seré considerado durante o estudo deste projeto.

Um esquema de urnas que se encaixa perfeitamente a esta ideia de refor¢o sao
as Urnas de Polya-Eggenberger, ver Mahmoud (2008). Em 1923, Polya e Eggenberger
formularam um processo dependente do caminho conhecido hoje em dia como a ‘Urna
de Polya’ o qual possui uma propriedade notavel. Suponhamos que exista uma urna
de capacidade infinita na qual sao adicionadas bolas de duas cores - brancas e azuis.
Iniciando com uma bola branca e uma azul na urna, uma bola é adicionada a cada vez,

indefinidamente, de acordo com a seguinte regra:

1. uma bola é escolhida da urna ao acaso e sua cor é observada

2. se a bola escolhida em 1. é branca, s bolas brancas sao colocadas dentro da urna;

caso contrario sao adicionadas s bolas azuis

Este processo tem incrementos que sao dependentes do caminho - a probabilidade de que a
bola adicionada na iteragao n+1 seja branca ¢ igual & proporcao de bolas brancas no passo
n. Podemos entdo perguntar: a proporgao de bolas brancas (ou azuis) vagam indefinida-
mente entre zero e um, ou opera uma lei forte, de modo que a proporc¢ao se estabelega até
um limite, fazendo com que uma estrutura surja? E se houver uma proporgao limite fixa,
qual seria ela? Poélya mostrou (Poélya, 1930) que se s = 2 a propor¢ao de bolas brancas
converge quase certamente a um limite X, mas X é uma variavel aleatoria uniformemente
distribuida entre 0 e 1. Mais geralmente, a proporcao limite depende criticamente da con-
figuragao inicial de bolas na urna. Sejam A(n) e B(n), respectivamente o ntumero de bolas
azuis e brancas no passo n, n € N. Polya mostrou que X (n) = B(n)/(A(0) + B(0) + sn)
converge em distribuigao a uma variavel aleatoéria X com densidade beta(B(0)/s, A(0)/s).

A densidade uniforme corresponde ao caso B(0) = A(0) =1e s =2.

Recentemente, Benaim et al. (2015) e van der Hofstad et al. (2016), de forma inde-
pendente, consideraram um modelo de urnas as quais interagem a depender da estrutura
imposta por um grafo. O modelo é o seguinte: seja G = (F, V) um grafo finito, conexo,
nao direcionado e tal que |E| = N e |[V| = d. Suponhamos que cada vértice v € V' possui
uma urna com U, (0) > 1 bolas. Em cada instante n > 1 é colocada uma bola em cada um
dos elos de G. Denotamos por (u, v) o elo incidente aos vértices u e v, e por U;(n) o niimero
de bolas no instante n em cada vértice ¢ = v, u. Seja §, = {o(U,(k);1 <k <njveV)}
a menor sigma-algebra gerada pelo processo descrito pelo niimero de bolas nos vértices
de G até o instante n. A probabilidade de que a bola no elo (v, u) seja adicionada & urna

U, no instante n + 1 é dada pela expressao

Uy(n)®
U, (n)* + U,(n)™’

IF’(U é escolhido dentre {u,v} em n+1 | Sn) =
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onde a > 0. A depender de « e da estrutura de G, Benaim et al. (2015) e van der Hofstad
et al. (2016) obtiveram resultados sobre a convergéncia quase certa da propor¢ao de bolas

em cada vértice.

Benaim et al. (2015) tem por motivagao a competi¢ao entre empresas pela comer-
cializagao de seus produtos em um mercado: imagine que temos 3 companhias denotadas
M, A e G e que cada companhia vende dois produtos, M vende OS e SE, A vende OS
e SP e G vende SE e SP. Cada par de companhias competem por um tnico produto.
Uma questao natural neste caso é qual companhia vende mais produtos no longo prazo.
Pode-se ver facilmente que a relacao de interagao entre as trés empresas forma um grafo
triangular: um vértice representa uma empresa e uma aresta representa um produto. Sob
outras simplificagoes, o modelo descreve a evolugao a longo prazo de tal competicao. Por
outro lado, van der Hofstad et al. (2016) propoe modelar a formagao e refor¢o de cone-
x0es entre neurdnios por meio do modelo de urnas. Estima-se que ao nascer, um cérebro
humano possua dezenas de bilhoes de neuronios com milhares de sinapses (conexdes) por
neurénio. Acredita-se que por volta dos 2 primeiros anos o niimero de sinapses por neuro-
nio aumenta com os “caminhos” se tornando cada vez mais suaves e fortes através de um
processo chamado mielinizacao. Posteriormente, por questoes ambientais ou fatores de
aprendizado, a poda sinaptica ocorre: o cérebro remove conexoes que raramente ou nunca
sao usadas e reforga aqueles que sao estimuladas. O seguinte modelo simplista porém
significativo pode ser considerado: um sinal entra no cérebro em algum neurdnio alea-
toriamente escolhido e é transmitido para um tnico neurénio vizinho com probabilidade
dependendo da eficiéncia relativa das sinapses conectando os neurénios e, ao fazé-lo, a

eficiéncia da sinapse é melhorada/reforgada.

Modelos de urnas interagentes sao atualmente de grande interesse. Além das
referencias Benaim et al. (2015) e van der Hofstad et al. (2016), diversos modelos e
aplicagoes podem ser encontrados em Aletti and Ghiglietti (2017), Crimaldi et al. (2020),
Kaur and Sahasrabudhe (2022), Costa and Jordan (2022), Launay (2012), Launay and
Limic (2012), Laruelle and Pages (2019), e Ruszel and Thacker (2022).

1.1 O modelo de duas cores

Apresentamos nesta segao a generaliza¢ao do modelo introduzido por Benaim et al. (2015)
a urnas com duas cores. O modelo resultante é inédito e sua introdugao é uma das

contribuigoes deste trabalho.

Suponhamos que cada vértice v € V' possui uma urna com B, (0) > 1 bolas brancas
e A,(0) > 1 bolas azuis. No instante n > 1 é colocada uma bola de cada cor em cada

um dos elos de G. Seja (v,u) € E, e B;(n), A;(n) o nimero de bolas brancas e azuis no
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instante n em cada vértice ¢ = v,u. Seja §, = {0(By(k), A,(k);1 <k <njv e V)}a
menor sigma-algebra gerada pelo processo descrito pelo nimero de bolas de cada cor nos

vértices de G até o instante n. Consideramos agora os eventos

B(u,v,n+1) = {a bola branca do elo (u,v) va para o vértice v em n + 1}, (1.1)

A(u,v,n+ 1) = {a bola azul do elo (u,v) va para o vértice v em n + 1}. (1.2)

Analogamente, utilizamos B(v,u,n + 1) e A(v,u,n + 1) para denotar respectivamente o
movimento das bolas brancas e azuis no sentido contrario, ou seja do vértice v ao vértice
u. Suponhamos que Ny = 3¢ | B;(0) = Zle A;(0), Ny € N, seja o ntimero inicial total
de bolas brancas e azuis no sistema. Assim, a proporc¢ao de bolas brancas e bolas azuis

no vértice v no instante n é dada respectivamente pelas variaveis aleatorias

By(n) Ay(n)

Xy(n) = Not Nn' Yy(n) = Not Nn' (1.3)
Dada sigma-algebra §,,, a probabilidade dos eventos (1.1) e (1.2) ¢ definida por
o—aYa(n)
P(B(u,v,n+1) | §n) = e—aYu(n) | o—aYa(n) (14)

e—aXU (n)

6704Xv (n) + efoqu(n)

P(A(u,v,n+ 1) | Sn) =

onde o € R representa um parametro de nosso modelo. A probabilidade da bola branca
ser colocada no vértice u é dada por P(B(v,u,n+1) | §») =1 = P(B(u,v,n+ 1) | §n).
Analogamente para a bola azul temos P(A(v,u,n+1) | §,) =1 —P(A(u,v,n+1) | Fp).

Diferentemente do modelo estudado em Benaim et al. (2015) e van der Hofstad
et al. (2016), no qual as bolas de uma mesma cor competem pelos vértices de GG, o modelo
descrito aqui descreve a competi¢do (o > 0) ou cooperagao (a < 0) entre bolas de cores
diferentes. Ressaltamos que esta generalizacao nao é trivial pois ela considera o estudo
de dois processos com reforco interagentes. A interagao aqui é definida de forma explicita

pelas probabilidades de transigao descritas em (1.4):

P;. Se a > 0, a probabilidade de que as bolas de uma determinada cor sejam colocadas
em uma urna qualquer decresce exponencialmente com o ntimero de bolas das outra
cor nessa urna. Valores de o maiores que zero potencializam a repulsao entre cores

opostas.

P,. Se a < 0, a probabilidade de que as bolas de uma determinada cor sejam colocadas
em uma urna qualquer cresce exponencialmente com o niimero de bolas da outra

cor. Valores de o mais negativos potencializam a atragao de cores opostas.
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P;. No caso o = 0 nao existe interagdo nenhuma; as bolas colocadas no elo (u,v)
possuem em qualquer instante probabilidade igual a % de ir a qualquer uma das

urnas nos vértices u e v.

Observacao 1. As probabilidades de transicao das bolas de uma determinada cor em
(1.4) sao definidas em fungao da proporgao de bolas da outra cor. Esta distin¢do entre

cores é uma ilusao pois como é mostrado pelas identidades
—aYy(n) e—a(l_Xv("))

e e Xv (n)

e—aYu(n) + e—aYu(n) - e—a(1-Xu(n)) + e—a(l1-Xu(n)) eaXv(n) + eaXu(n)’

a informagao codificada por ambas as cores é equivalente. A escolha em (1.4) apenas

permite chegarmos a uma interpretagao interessante.

Nesta dissertacao apresentamos resultados relativos ao comportamento limite da
proporc¢ao de bolas brancas e bolas azuis em cada um dos vértices do grafo subjacente G,

considerando ambas as versoes cooperativa e competitiva do modelo. Sejam
X(n)=(Xi(n),..., Xq(n)) e Y(n)=(Yi(n),...,Yqs(n))

respectivamente as proporgoes do niimeros de bolas brancas e azuis nos vértices de G no
instante n. Seja

Z={Z(n)} ={(X(n),Y(n))}, neN (1.5)
o processo conjunto descrito pela ocupacao dos vértices de GG pelas bolas brancas e azuis.
Suporemos, sem fazer maiores referencias sobre o assunto, que Z esta definido num espago
de probabilidade adequado (2,8, P). Observamos que ambos os processos X (n) e Y (n)
assumem valores no d — 1-simplice A = {(z1,...,24) € R?: Zgzl T, = Lz, > 0,0 =

1,...,d}. O processo conjunto Z(n) assume valores no espaco produto 2 = A x A.

Na secao 1.3 deste capitulo apresentamos as ferramentas utilizadas ao longo desta
dissertacao para analisarmos o processo Z. Todos os resultados seguintes, apresentados
nos Capitulos 2-4, sao inéditos. No Capitulo 2 apresentamos resultados relativamente
gerais, validos para qualquer grafo GG conexo, finito e nao direcionado. Resultados para
dois grafos especificos, o grafo completo de trés vértices (N = d = 3) e uma estrela de
dois elos (N = 3, d = 2) sdo descritos no Capitulo 3. Estes resultados incluem tanto a
caracterizagao dos possiveis limites para Z assim como a convergéncia deste processo a
estes pontos com probabilidade positiva em fun¢ao do parametro de refor¢o a. Simulagoes

do processo Z nos grafos triangular e estrela sao apresentados no Capitulo 4.

1.2 Objetivo geral

O objetivo principal deste projeto consiste em descrever o comportamento assintotico do

processo Z em grafos em geral. Toda a teoria desenvolvida no Capitulo 2 foi desenvolvida
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seguindo este objetivo.

1.2.1 Objetivos especificos

Este trabalho tem como objetivos especificos descrever o comportamento assintotico do
processo Z em dois grafos relativamente pequenos: triangular e estrela. Além disso, tam-
bém apresenta simulagoes computacionais para analisar e comparar os resultados obtidos

deste comportamento.

1.3 Referencial Teé6rico

1.3.1 Aproximagoes estocasticas

Um passo importante para o estudo das propriedades assintoticas do processo Z =
{Z(n)}n>0, consiste em observar que este pode ser representado como uma aproxima-
¢ao estocéstica. Esta representacao ¢ fundamental para a abordagem baseada na teoria
dos sistemas dinamicos utilizada no decorrer desta dissertagao. Nesta secao apresentamos

brevemente os elementos desta abordagem.

Introduzimos a seguir a nog¢ao de um processo de aproximacgao estocastica e pos-

teriormente, no Capitulo 2, mostraremos que Z de fato admite esta representacao.

Definicao 1. Uma aproximacgao estocastica com valores em R™ é um processo W =

{W(n)},>0, cujos incrementos satisfazem a recursao
W(n+1) = W(n) = mHW(n),{(n)), (1.6)

onde H : R™ x R™ — R™ é uma fungao mensuravel, {{(n)},>0 € R™ é uma sequéncia de
variaveis aleatorias e {7y, }n>0 ¢ uma de sequéncia monotona decrescente de nimeros nao

negativos.
A nocao de mensurabilidade na Definicao 1 é determinada pelas medidas de pro-

babilidade p,, correspondentes as leis das variaveis aleatorias &(n), n > 0.

1.3.2 Abordagem dinamica

A abordagem dindmica é um método introduzido por Kushner (1977), Ljung (1977) e

Kushner and Clark (1978) para analisar processos de aproximagao estocéstica tais como
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aqueles descritos pela equagao (1.6). Esta perspectiva considera as recursoes do tipo (2.1),

re-escrevendo H como

H(W(n),&(n)) = F(W(n)) + Un,

onde F': R™ — R™ é um campo vetorial e U,, € R™ ¢é uma variavel aleatéria. Sob uma
condigao de regularidade para a sequéncia U, explicitada no Teorema 1 da préoxima segao,
a andlise ao longo prazo do processo W (n) pode ser realizada por meio de uma Equagao

Diferencial Ordinaria (EDO) auténoma da forma

d
—w(t) = F(w(t)). (1.7)

1.3.3 O teorema do conjunto limite

Nesta secao apresentamos um resultado importante, o qual essencialmente indica que,
sob certas condigoes, os pontos de acumulagao do processo W = {W(n)},>o estdo quase
certamente contidos no conjunto conhecido como o conjunto recorrente em cadeia'! das
solugoes da EDO definida em (1.7). O conjunto recorrente em cadeia contém aqueles pon-
tos que podem surgir no longo prazo se a dindmica deterministica definida por (1.7) esta
sujeita a pequenas pertubagoes que ocorrem em momentos isolados no tempo. Faremos
uso de varios objetos da teoria dos sistemas dindmicos para definirmos corretamente estes
conjuntos. A maior parte das defini¢goes apresentadas a seguir podem ser encontradas em
textos introdutorios tais como Hirsch et al. (2013) e outros relativamente mais avanga-
dos como Robinson (1999). A defini¢ao de conjunto recorrente em cadeia na Defini¢ao 4

corresponde a apresentada em Benaim (1996) e Benaim (1999).

Definicao 2. Um semi-fluxo em R™ é um mapa continuo ¢ : R, x R™ — R™ tal que
¢o ¢ a identidade em R™ e ¢y s = ¢; 0 ¢ para quaisquer t,s > 0. Com o objetivo de
simplificar a notagao escrevemos ¢;(w) em lugar de ¢(t,w). Um conjunto A C R™ ¢é
dito positivamente invariante se ¢;(A) C A para todo ¢t > 0. Seja F' um campo vetorial
Lipschitz continuo em R™. O semi-fluxo induzido por F' é o tnico mapa ® = {¢;} tal
que: 1. ¢o(wo) = wy para cada wy € R™, e 2. L¢,(wy) = F(¢¢(wo)) para todo ¢ > 0.

Definigao 3. Um ponto w € R™ é um equilibrio de ® se ¢;(w) = w. O conjuntos dos
equilibrios de ®, induzidos pelo campo vetorial F' é o conjunto E = {w € R™ : F(w) = 0}.
Seja JF(w) a matriz Jacobiana do campo vetorial F' no ponto w € R™ e seja o(JF(w)) C
C, o conjunto dos autovalores de JF'(w). Um equilibrio w é dito hiperbolico se todos os
autovalores de JF(w) possuem partes reais diferentes de zero. Um equilibrio hiperbolico
w ¢ dito linearmente estéavel se o(JF(w)) s6 possui autovalores com partes reais negativas;

caso contrario w é chamado de linearmente instavel.

L chain recurrent set
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Observagao 2. Um equilibrio w, é dito estavel (Lyapunov estavel) se para qualquer

e > 0, existe 6 > 0 tal que
[go(w) —wll <& = [[or(w) —wl <€ VE=0.
O equilibrio w, é assinoticamente estavel se além de ser estavel, existe § > 0 tal que
lgo(w) —w.ll <& = lim [[gy(w) —w.]| =0.

A estabilidade assintotica decorre da nocao de estabilidade linear definida em 3. De
fato, suponhamos que w, seja um equilibrio hiperbélico linearmente estéavel. Neste caso,
segundo o Teorema 5.1 da pagina 153 em Robinson (1999), existe uma vizinhanga f C R™
de w, e constantes C' > 1, ( > 0, tais que para qualquer condic¢ao inicial w € U e todo
t >0,

H¢t(w) — Wy
A constante ¢ é tal que —( é um limitante superior da parte real dos autovalores \ €
o(JF(wy)), isto € Re(A) < —¢ < 0. Assim, dado € > 0, para verificar a estabilidade

assintotica de wy, é suficiente escolher § de forma que {w € R™ : ||¢y(w) — w,||} C U.

< Ce | golw) — w.

Defini¢ao 4. Sejam 6 > 0, T' > 0. Uma (4, T)-pseudo orbita de x € R™ até y € R™ é
uma sequéncia finita de orbitas parciais {¢:(y;) : 0 <t <t;,i=0,...,k—1,¢ > T do

semi-fluxo ® = {¢;}+>0 tal que

||3/0—$H<57 “¢tz<yl>_yz+lH<57 22077]{;_17 € Y =Y.

Um ponto w € R™ é dito recorrente em cadeia se para cada 6 > 0 e T > 0 existe
uma (9, T)-pseudo orbita de w em w. O conjunto dos pontos recorrentes em cadeia do

semi-fluxo ® ¢ denotado por R(P).

E relativamente simples mostrar que o conjunto recorrente em cadeia R(P) é

fechado, positivamente invariante pelo semi-fluxo ® e tal que £ C R(P).

Definicao 5. Seja £({WW(n)}) o conjunto limite das trajetérias do processo estocastico
W = {W(n)},so. Isto ¢, para cada ponto w € €, o valor de £({W(n)}) em w ¢ dado
pelo conjunto dos pontos w € R™ tais que limg_,, W (ny,w) = w, para alguma sequéncia

estritamente crescente de nimeros inteiros {n }ren-

Estas defini¢goes permitem enunciar o seguinte teorema, o qual fornece a relacao
entre o comportamento limite do processo {W(n)},>¢ com o comportamento assintotico

do semi-fluxo ® determinado pelo campo vetorial F' em (1.7).

Teorema 1. Seja W = {W(n)},>0 um processo de aproximagao estocdstica com repre-
sentacao

W(n+1)—W(n) =7 (F(Wn))+U,).

Sob as condigoes
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1. {W(n)}n>o € (quase certamente) limitado,

2. llmn_>oo TYn = 0, ZTLZO Tn = OO, € ZTLZO ’YTQL < 00,
3. para cada T > 0, quase certamente

Z%Uk

)-o

o conjunto limite £({W(n)}) € quase certamente conezo e esta quase certamente contido

lim
n—=00 {r: 0<Tr Tn<T}

ondeto=0eT, = p_ O’yk,

em R(P), onde ® é o semi-fluxo induzido pelo campo vetorial F definido em (1.7).

Demonstragio. A demonstracao decorre do Teorema 1.2 em Benaim (1996). O



Capitulo 2

Aprozimacoes estocdsticas

Iniciamos este Capitulo mostrando que o processo Z = {Z(n)} pode ser representado
como uma aproximacao estocastica. Isto por sua vez permite identificar o campo vetorial
do nosso modelo. Neste Capitulo apresentamos também alguns resultados intermediarios,
necessarios na analise dos exemplos do Capitulo 3: a convergéncia com probabilidade
positiva aos equilibrios estaveis de F', e a nao convergéncia aos equilibrios instaveis per-
tencentes ao interior de ). Os resultados apresentados neste Capitulo sao relativamente

gerais pois valem para qualquer grafo nao direcionado, conexo e finito.

2.1 Representacao por uma aproximacao esto-
castica

O seguinte resultado mostra que o processo Z = {Z(n)} >0, definido por (1.5), é uma

aproximacao estocastica.

Lema 1. Seja G = (E, V') um grafo finito conexo nao direcionado com |E| = N e |V| = d.
Seja Z(n) = Xi(n),..., Xa(n),Y1(n),...,Ya(n)), onde para cada v € V

X = 22 v =
O processo Z = {Z(n)} nz0y, n € N, satisfaz a recursio
Z(n+1) = Z(n) =y, H(Z(n),&(n)), (2.1)
onde
Yo =1/(No/N +(n+1)),  H(Z(n),&(n)) = =Z(n) +&(n), (2.2)
E(n) = (€ (n),.... & (n), & (n), ... (n)) (2.3)

€ o vetor da fracao do niumero de bolas de cada cor adicionadas em cada um dos vértices

de G no instante n + 1.

Demonstragio. Sejam u e v dois vértices de G tais que (u,v) € E. Seja B(u,v,n + 1)

o evento no qual a bola branca do elo (u,v) va para o vértice v no instante n + 1, e
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A(u,v,n+1) o evento no qual a bola azul va para o vértice v. Definimos agora para cada

elo (u,v) € E as variaveis Bernoulli,

(Sveu(n + 1) = ]-{B(u,v,n—i-l)}a Uv%u(n + 1) = ]-{A(u,v,n—l—l)}-

Observamos que ambas 0, (17 + 1) € 0, (n + 1) sdo variaveis aleatorias independentes.
Sejam C?(n+1) e CY(n+1) respectivamente o niamero de bolas brancas e azuis adicionadas

ao vértice v no tempo n + 1, isto é,

Con+1) = dpu(n+1), Yn+1) =) opcu(n+1). (2.4)

u~v u~v
Dadov e V, >, denota a soma sob todos os vértices u tais que (u,v) € E.

Estas defini¢oes permitem escrever o incremento no niumero de bolas brancas no

vértice v no instante n + 1 da seguinte forma

B,(n) 4+ C%(n+1) B,(n)
No+(n+1)N  Ny+nN
—NX,(n)+C%n+1)
No+ (n+1)N

1 1 .
No/N + (n+1) ( — X+ HCin+ 1)>'

X,(n+1) - X,(n) =

Analogamente para o incremento do ntimero de bolas azuis temos

1

Yoln+ 1) =Y) = o 7

( —Y,(n) + %ogm + 1)).

O processo Z(n) portanto satisfaz (2.1) com v, = 1/(Ng/N + (n+1)) e

() = wCln+ 1), €)= 1:CYn + 1) (2.5

2.2 Abordagem dinamica

Nesta segdo desenvolvemos uma expressao alternativa para H em (2.2), a qual permite
obter uma féormula explicita para o campo vetorial F' de nosso modelo. Seja T%) o espaco
tangente de ), isto ¢ T = {a € R>?| S

z € 9 com coordenadas (x1,...,2Zq,y1,...yq) € cada v € V, sejam 7% 7¥ : P — R

=0,i € {x,y}} Para qualquer ponto

Ul'L)

definidas por

) oo (n)

x _ Yy —
Ty (Z> B Z e~y (n) + e—ayu(n)’ o (Z) o Z e—axu(n) 1 eg—amu(n)’ (26>

un~v U~ v
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Lema 2. Seja Z = {Z(n)} >0y 0 processo em (1.5), definido no grafo G = (E,V) nao

direcionado, conezo, e tal que |V| =d, |E| = N. Z admite a representa¢ao
Z(n+1) = Z(n) = 3 (F(Z(0)) + U ),

onde F' : ) — T € um campo vetorial com fungoes de coordenadas

Fi(z) =~ wol(a), FYE) =~y + o) 2.7
Uy = &(n) ~ E[g(n) | 5], 2.9

Demonstragao. A prova consiste em separar £(n) em duas componentes: o valor esperado

e uma parte conhecida como o “ruido”. Partindo do Lema 1, escrevemos

Z(n+1) = Z(n) = w{ (= 2(n) + E[e0) | 5] ) + () —E[gm) [8a]) ). (29)

Para o processo {X(n)},>0, correspondente a ocupagao relativa dos vértices pelas bolas

brancas, de (1.4), (2.3) e (2.4) obtemos

E[¢(n) |§.] = ZE Speu(n +1) | &)

1
=< > P(B(u,v,n+1) | Fn) (2.10)
—oYa(n)
:—Z:eayv +anu()

Analogamente, para o processo {Y(n)}nzo temos

E[Y(n)|Fn] = ZEomnH\sn}

u~v

1
- NZP(A(u,v,n—Fl) | ) (2.11)
e —aXy(n)
N Z e—aXv(n) + e~ aXu(n)'

A demonstragao do lema segue de (2.9) ao considerar as expressoes para E[¢%(n) | §,] e
E[¢Y(n) | §,] junto & aquelas para U, em (2.8) e F*, FY em (2.7). O

O seguinte lema mostra que Z satisfaz as condi¢oes do Teorema 1.

Lema 3. O processo Z = {Z(n)}n>o satisfaz a condigoes (i) — (i11) do Teorema 1.

Demonstragao. A condicdo (¢) do Teorema 1 é imediata. A condigao (ii) decorre da forma

para v, especificada no Lema 1. O resto da prova consiste em mostrar que {Z(n)} satisfaz

(ii).
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Para qualquer n € N, seja M(n) = > 7_,7Ux 0 vetor com coordenadas M(n) =
(ME(n), ..., M5(n), M{(n),...,M4(n)). O processo {M(n),n > 0} ¢ um martingal a
respeito do filtro {§,41,n > 0}, isto &,

EM(n+1) [ Far] = D Uk + Yt ElUns1 | Fnia] = M(n).
k=0

No caso em que N = d, é possivel obter o seguinte limitante superior

E[|[M(n+1) = M| Sns1] = Y E[|Unral?] T

< w(z S dint 1))2

v=1ie{z,y}

< (’Yn+12d)2-

Sejam v € V e i € {x,y} quaisquer porém dados e fixos. Utilizando a decomposi-
¢ao de Doob para o sub-martingal {(M{(n))?},>; (Durrett, 2010, Teorema 5.2.10), seja

{A!(n)},>1 a sequéncia crescente e previsivel definida por
Ay(n+1) = (My(n))* — Jy(n),
onde {J'(n)} ¢ um martingal e A’ (1) = 0. A sequéncia {A’(n)} satisfaze
Al(n+2) — Al(n+1) = E[M!(n + 1)?| §osa] — Mi(n)*

Por outro lado, segundo a férmula da variéncia condicional para o incremento M!(n +
1) — M!(n) (Durrett, 2010, Teorema 5.4.7) segue

(2

E[Mj(n+ 12| §us1] = Mi(n)? = B[ (Mi(n + 1) = Mi(n))*

Funa).

Assim, para qualquer inteiro positivo n,

Ai(n+2) = SB[ (Milh +1) = M(K)* | aea| < (207320

k=0 k=0
Utilizando a forma para 7, em (2.2) e considerando o limite n — oo, da tltima desi-
gualdade obtemos A,, < oo quase certamente. De acordo ao Teorema 5.4.9 em Durrett
(2010), isto implica na convergéncia quase certa do martingal M’(n) a um limite finito
e portanto mostra que M!(n) é quase certamente uma sequéncia Cauchy. Concluimos

portanto que

k-1
S sup || 2 o] = i sup 40 = 1) = Mo = )] =0

ocorre quase certamente. Isto mostra que o processo Z(n) satisfaz a condi¢ao (iiz) do

Teorema 1.

]
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O seguinte resultado é consequéncia do Lema 3 e do Teorema 1.

Teorema 2. £({Z(n)}), o conjunto limite do processo Z = {Z(n)},>o definido em (1.5),
¢ quase certamente conexo e esta contido em R(P), sendo ® o semi-fluro induzido pelo
campo vetorial F : Y — TY definido por (2.7).

2.2.1 Convergéncia com probabilidade positiva

Apresentamos nesta secao um resultado o qual permite caracterizar em certa medida a
convergéncia do processo {Z(n)},>0. Este resultado é vélido para qualquer grafo G finito
nao direcionado e diz a respeito da convergéncia com probabilidade positiva do processo

estocastico {Z(n)},>0 aos equilibrios linearmente estaveis do campo vetorial F'.

Teorema 3. Seja a > 0 e 2z, €Y um equilibrio linearmente estdvel do campo vetorial F
em (2.7). Neste caso
P( lim Z(n) = =) >0.
A demonstracao fara uso de duas defini¢coes e de um lema apresentados a seguir.
As Definigoes 6 e 7 foram tomadas de Benaim (1999).

Defini¢ao 6. O conjunto A C 2 é um atrator do semi-fluxo ® = {¢;};>¢ se as seguintes

condicoes sao satisfeitas

1. A é nao vazio, compacto e invariante pelo semi-fluxo @, isto é, ¢;(A) C A, Vt > 0;
2. A possui uma vizinhanga U C 9) tal que dist(¢;(z), A) — 0 quando t — oo unifor-

memente para z € U,

onde dist(p, A) = inf,ea ||[p — al|. A bacia de A, b(A), é o conjunto aberto, invariante pelo
semi-fluxo @, constituido pelos pontos z € ) tais que dist(¢;(z), A) — 0 quando t — oo.

O seguinte lema, adaptado ao nosso caso de um Teorema em Hirsch and Smale
(1974), estabelece que os equilibrios linearmente estéveis do campo vetorial F' sdo con-

juntos atratores.

Lema 4 (Hirsch and Smale (1974), Teorema (b), p. 181). Seja z, um ponto de equilibrio
linearmente estdvel do campo vetorial F' definido em (2.7). O conjunto A = {z.} € um

atrator para o semi-fluro ® induzido por F'.

Sejam 79 = 0e 7, = > r_, Yk, 7 > 1, onde y; é definido por (2.2). Seja Z = {Z(t)},
t € [0,00) um processo estocastico a tempo continuo, linear por partes determinado pela

interpolagao linear do processo {Z(n)},>0, isto é

Z(ty +5) = Z(n) +SZ(n—|— )= 2(n)

0<s<7%41, n=0.
Tn+1 — Tn
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Definicao 7. Um ponto a € %) é dito atingivel pelo processo Z se para cada t > 0 e

qualquer vizinhanga aberta A de a em ),
IP’(EISZ}S:Z(S)EA) >0

Denotamos por Atg(Z) o conjunto de todos os pontos atingiveis por Z, ou seja,

Atg {a € 9) : a é atingivel por Z}
Seja z qualquer ponto em ) com coordenadas (z1, %2, ..., %4, Y1,Y2,---,Yq). De
agora em diante utilizamos a notacao sugestiva z = ((:El,xg, o), (Y1, Y2, - - ,yd)).

Esta notagao é utilizada na seguinte definigao e no Capitulo 3.

Definigao 8. Para qualquer z € 9), seja Per(z) o conjunto das permutagdes das coorde-

nadas de z tais que a posigao relativa entre as coordenadas x, e y, sejam preservadas, isto

é, Per(z) = {((:L’g,xl,xg, o)y (Y2, 91, U3, - - )), ((xl,:cg,a:Q,...), (yl,yg,yQ,...)),...}.

Demonstrag¢ao do Teorema 3. Seja z, um equilibrio linearmente estével de F. Fazendo
abuso da notacao, z, seré utilizado no decorrer da demonstragao para denotar um elemento
qualquer do conjunto Per(z.). Seja A = {z.} o atrator de z,. Uma vez verificada a
condicao Atg(Z )N b(A) # (), a conclusao do teorema segue do Teorema 7.3 em Benaim
(1999). Esta tltima condigao estabelece que bacia do equilibrio z, é atingivel pelo processo

Z. Neste sentido, observamos que é suficiente mostrar que

Atg(Z)[)b(A) #0 (2.12)

pois lim,, . 7, = 0. O conjunto Atg(Z) esta constituido pelos pontos em ) atingiveis pelo
processo Z. Isto é, se a € Atg(Z), entao para cada k € N e qualquer vizinhanga aberta
A de a, tem-se P(3n >k : Z(n) € A) > 0. Nestes termos, o resto da demonstragao

consiste em verificar (2.12).

Seja Be(z:) ={2€9Q:z. <)+, veViie{r,yt}t,ee=(ef, ..., €5, €, ..,
e’) € TY), com |e| suficientemente pequeno de forma que B(z.) C b(A). Seja k > 0 fixo.
Suponhamos que z(k) ¢ b(A) e que z(k + m) € B.(z.) para algum m > 0. Neste caso
existe § € T tal que 0| < |e| e 2/ (k+m) = (2!). + d%. Assim, o ntimero de bolas da cor

¢ adicionadas a urna no vértice v durante os instantes k +1, k+2, ..., k+m é

N} = ((z)« +0,) (No + (k +m)N) — 2, (k)(No + kN).

Para uma determinada realizagao do processo z(n), sejam k+1 < k’(1) < k! (2) <

. < kI(N?) < k + m os instantes nos quais sdo adicionadas bolas da cor i ao vértice v,

e seja K! = {k'(j) : 1 < j < N!}. Dado z(k), a probabilidade da trajetéria especifica
determinada pelos instantes K!, para todo i € {z,y} ev eV, é

exp(—az, (L~ 1))
Fie, = H H Z exp(—azd"i (0 — 1)) + exp(—azdi({ — 1)) >0

7,0 EEIC?’ i ~
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A probabilidade de atingir o ponto z(k +m) = z, + ¢ desde z(k), denotada Ps, é obtida
ao somarmos sobre todas as possiveis trajetorias determinadas por N, v € V', i € {x,y}.

Se denotamos esta tltima soma por Z{ki (1),... ki (Ni)} e ki » b€ImOos

Py=>" > Py: > 0.

50 {kE(1),k5 (NE)} €KY

Isto permite concluir que P(z(k+m) € b(A)) > P5 > 0, e, portanto, que Atg(Z) Nb(A) #
0. O

2.2.2 Nao convergéncia para equilibrios instaveis

O seguinte resultado mostra que o processo {Z(n)},>o ndo converge aos equilibrios line-
armente instaveis do campo vetorial F' subjacente, quando estes pertencem ao interior de

). Este tipo de resultado foi desenvolvido pela primeira vez em Pemantle (1990).

Teorema 4. Seja o > 0 e seja z, € Y° um equilibrio linearmente instdvel. Neste caso,

]P’(Ji_}n;o Z(n) = z) = 0.
Demonstra¢ao. Observamos primeiro que os equilibrios de F' ocorrem no interior de ).
De fato, se F(z,) = 0 entdo z, = m(z,) > 0. A conclusao do teorema neste caso decorre
do Teorema 1 em Pemantle (1990), sempre e quando seja satisfeita a seguinte condigao
adicional. Seja B(z,) uma vizinhanga de z, em ) e ¢ uma constante positiva tal que para

cada n > 0 e tudo z € B(z,),

E[{z?, U,)* ‘ Z(n) = z} > ¢ (2.13)

onde ¥ € T, TY, = {z eTY : Zw|zf)| = 1}, e para qualquer numero w, wt =
max{w, 0}.

O resto da demonstragao consiste em verificar a validade de (2.13) para qual-
quer equilibrio instavel z,. Os argumentos utilizados estao baseados na demonstragao do
Lemma 9 em Rosales et al. (2022).

Para cada v = z, vy, seja
v ={veV: ¥, > paratodowv € V}.

Seja A o evento definido por

2

A= {Céi(n+ )= Cin+1), Vo “Z}

=1
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A denota o evento no qual a urna que recebe o maior nimero de bolas da cor 7 no instante

n + 1 ¢é aquela que esta no vértice v’. Escrevemos primeiro
]E[(q?, U,)" ] Z(n) = z} > E[(z?, U,)" ‘ Z(n) =z, A]]P’(A | Z(n) = 2),

uma vez que a distribuigao de U, estd unicamente determinada por Z(n) de acordo a (2.8)
e a variavel aleatoria (J,U,)" é ndo negativa. Dado o evento Z(n) = z, os movimentos
das bolas em elos distintos sao independentes, logo de (2.5), (2.10), (2.11) e (2.6) obtemos

P(A| Z(n) =2z2) =7mr(2)mh(2).

VT

Por outro lado, da definigdo de U,, em (2.8), condicionando por {4, Z(n) = z}, temos

(U = pE4(n) + EIEL(n) | A, Z(n) = 2] = 166(m) + u(2)
> (Bt + 7 ()

onde 4, i = 1se v =v"ed,, =0sev #v'. Sob o evento {4, Z(n) = z}, temos portanto

que
9,U,) > = % Z 9 (8y — mh(2))
_ %(Zﬁ = ;(19i7fl(2)>>
_ %(;mvaxﬁ; = ;wz,w@(z»)

A segunda desigualdade segue uma vez que 0 < min;, 74(z) < 7’,(z) < 1 para todo .
A terceira desigualdade vale pois para cada i, max, ¥’ > (J°)" e também pois para cada
i, . & uma medida de probabilidade, e portanto ;max, 9" — ((9°)*, 7*(z)) > 0 para todo
. Para concluir a demonstracao, resta estabelecer um limitante inferior para a expressao

>o{(0) 7, 7 (2)). Desenvolvendo o produto interno obtemos,

D AW w(2) = ZW@(Z)(?%)*

i
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> minm(z) Y (V)

_ . ) 1
> min(z) max(9))” > min(z)-—.
7,V 2,V 1,V 4d

A dltima desigualdade ¢ justificada ao observarmos que max;,(9:)~ > 1/(4d). De fato,

como ¥ € Ty, tem-se 1 = 3, |J;| e portanto

== Y (e e

iv ic{zy) o=l v=1
d
= D D W) <2-2max(v).
ie{z,y} v=1

O limitante inferior em (2.13) é portanto satisfeito ao escolhermos

I
c= m(n&nm(z)) : O



Capitulo 3

Grafos de 3 vértices

Este capitulo descreve os resultados obtidos para o processo Z = {Z(n)} apresentado no
Capitulo 1 em duas situacoes diferentes: quando o grafo subjacente é o grafo completo
de 3 vértices e quando o grafo é uma estrela de 3 vértices. Em cada um destes casos é

considerado o modelo cooperativo e o modelo competitivo.

3.1 Grafo triangular

No decorrer desta secao, G representa o grafo completo de trés vértices, isto é, o grafo
definido por d = N = 3.

3.1.1 Modelo competitivo

Estudamos primeiramente a dinamica competitiva. O seguinte teorema resume os resul-

tados neste caso.

Teorema 5. Seja G o grafo completo de trés vértices. Sejam (ay) e (az) em ) definidos

por
(G:3:3): (G 33)) (a1)
Per((z,5,1—2—1%),(1—-2—1,+2)), z€(0,%) (as)
O processo Z(n) converge com probabilidade positiva a qualquer um dos pontos em (ay)
ou (as) a depender de o da sequinte forma
(a1) se a €10,4)
(az) se o € (4,00)
No limite o — oo, Z(n) converge com probabilidade positiva a um dos elementos de

Per((2,1,0),(0.2.2)).

A demonstragao do Teorema 5 sera feita através dos lemas 5 e 6 apresentados a
seguir. Estes lemas analisam a dinamica deterministica definida pela EDO 2.7. A conexao

com o processo estocéstico Z(n) sera feita no final, utilizando os Teoremas 3 e 4.
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Lema 5. Para cada o € [0,00) existe um tunico equilibrio da forma (ay). Para cada
a € (4,00) existe um tnico equilibrio do tipo (a3). Para cada o € (4,00), existe um inico

equilibrio do tipo (a3) definido por
Per((u,v,v), (a, b, b)), u= % +d(a), a= % — ¥ a). (a3)

onde ¥ € uma funcao estritamente crescente. No limite o — oo, 0s equilibrios sao da

forma

)

) existe para qualquer a € [0,00). Em efeito, ao avaliar

MIH

Per((5, 0, 5). (5,0: ) UPer((3,5: ) (0. 5,

Demonstracao. O equilibrio (a

a
F(z) em z = ((3,5.3), (3,3, 3)), resulta de imediato que o sistema F(z) = 0 ¢ de fato

satisfeito.

Para analisarmos os equilibrios do tipo (as), é suficiente considerar um dos ele-

11

mentos do conjunto Per(( , :1,), 1—x— 3) (1 —T— 3,3, x)), por exemplo

((3a-e-2). 0= 12)) =

Consideramos a seguinte parametrizagao para as coordenadas do pontos (3.1),

1 1
B':(x,—,l—a:——)zA—Hfﬁ, t € (0,1]
3 3
11
B: (1—x—§§x>:A+tﬁ, tel-1,0)

onde A é o ponto com coordenadas (3, 3 3) ev = (—%, 0, 3) é o vetor diretor dareta /1 € A
apresentada na Figura 1. As retas /5 e {3 apresentadas nesta figura estao constituidas

pelos outros elementos de Per(B’ , B).

Podemos reescrever B’ e B parametricamente em fungao de ¢ € (0, 1] como

—1—|—1t _1 _1 1t
1'1—3 37 l‘2—3, 1'3—3 37 (32)
_1 1t _1 —1+1t ’
yl—g 3b y2—3, y3—3 3t

Suponhamos agora que z = ((xl, T, x3), (Y1, Y2, yg)) € ) seja um equilibrio do tipo (as),
ou seja, que F'(z) = 0. Da igualdade F¥(z) = 0 obtemos

1 e Y3 e Y3
T3 = —( — — + — — )
3\e 3 f e~ e~ Y3 + e AY2

Em termos da parametrizagao (3.2) isto equivale a escrever

1 1t_1(
3 3 3\gal+in) 4 e—alz—3t)

e~z +gt) e~z +3t)
T o ea@,))

Assim, de forma simplificada, a condicao de equilibrio é

1 —t=ga(t), (3.3)
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<
N

Figura 1 — Retas {1, {5, {3 com um equilibrio (B’, B) do tipo (az), e retas rq, o, € r3 com
um equilibrio (C’,C') do tipo (as3) representados no 2-simplice.

onde g,(t) € a fungao g, : [—1,1] — R definida por

. 1
ga()_ 1+€ta/3 + 1+62ta/3'

Os equilibrios do tipo (ay) correspondem aos pontos ¢ tais que a reta 1 — ¢ intercepta o

(3.4)

grafico de g,(t). Exemplos disto sao apresentados na Figura 2 para diferentes valores de

Q.

Mostramos agora que para cada a > 4, existe uma tnica solugao de (3.3) respec-
tivamente nos casos quando ¢t € (0,1] e t € [~1,0). E relativamente simples verificar que
a funcao g, é estritamente decrescente, continua e com valor igual a 1 em ¢ = 0 para
qualquer valor de . Segue disto tltimo que para qualquer a > 0, 1 — ¢ = g,(t) = 1
quando ¢ = 0. Por outro lado g&(t)! _g = —a/4, portanto g, possui derivada menor do
que —1, o coeficiente angular da reta 1 — ¢, em t = 0 quando o > 4. Por outro lado,
como g, (1) > 0, da continuidade e monotonicidade de g, concluimos que existe uma tnica
solugao de (3.3) quando t € (0,1] pois em t = 1, a reta 1 — ¢ possui valor menor do que
ga(1). No caso t € [—1,0), é suficiente observar que g,(t) < 1 —t quando t = —1. Existe
portanto um tunico equilibrio do tipo (ay) para cada a € (4,00). Observamos agora que
Ja € convexa se t € (0,1) e concava se t € (—1,0). Como g(’x(t)|t:0 > —1 quando « < 4,

temos que (3.3) nao possui solugdo em t € (—1,1)\{0} neste caso.

Analisamos agora a existéncia e unicidade dos equilibrios do tipo (as). E su-
ficiente considerar um dos elementos do conjunto Per((u,v,v), (a,b, b)), por exemplo

((u, v,v), (a,b, b)) Utilizamos a seguinte parametrizacao
C": (u,v,v) =A+to, te(0,1],
C:(a,b,b)=A+tv, te[-1,0).

onde A(3, 3, 3) e U = (—3, 3, &) ¢ o vetor diretor da reta r; € A apresentada na Figura 1.

As retas 1y e 13 est@ao constituidas pelos outros equilibrios do tipo (ag). Assim, podemos
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2 _|
4 _|
galt) 1 h(t) 0 |
-4 _|
0 _|
I I I I I I
-1 0 1 -1 0 1

Figura 2 — Esquerda: graficos das fungoes g, (t) e 1 —t para diversos valores de a. Direita:
graficos de h(t) e at para diversos valores de a.. Os circulos amarelos em cada
um dos graficos correspondem ao valor de t em que g,(t) = 1 —t e h(t) = at.

reescrever C’ e C' em funcao de ¢ como

1 125 1 1t
U=12, = -+ — V=Ty=1T3=—- — =
1 3 3 2 3 3 6 ) (3 5)
L 1t b L + 1t .
a = = - — — = = = - —U.
Y1 37 3% Y2 = Y3 3756
Se z é um equilibrio, entdo F(z) = 0, logo por exemplo Fy(z) = 0, isto é

1 e~ Y2 e~ Y2
V=T = | — — + — —
3 e ay2 + e ay1 e ay2 _l_ e ays

e usando (3.5),

1 1t 1 < 1 ) n 1

3 6  3\1+4e2) 6
Obtemos assim a condi¢ao de equilibrio em termos do parametro t,

at t+1
) ( ) 3.6
s ~ "1 ¢ (3.6)

Seja h(t) a fun¢ao h : (—1,1) — R definida pela expressao ao lado direito da igualdade
(3.6). Observamos que h ¢é igual ao dobro do arcotangente hiperbolico de ¢. Nestes
termos, para cada «, o equilibrio do tipo (a3) é determinado pelo valor de t tal que a
reta "‘—t intercepta o grafico de h(t). Exemplos disto sao apresentados na Figura 2 para
dlferentes valores de av. Observamos primeiro que para qualquer o > 0, %t = h(t)emt = 0.
Suponhamos que « > 4. Mostraremos que neste caso (3.6) possui uma tunica solu¢ao em

€ (0,1). O caso t € (—1,0) segue utilizando um argumento anélogo pois h(—t) = h(t).
A funcao h é continua, estritamente crescente e tal que lim, ;- h(t) = co. A existéncia de
uma solugao a (3.6) em (0, 1) segue portanto do Teorema do Valor Intermediario. De fato,

como h é continua e assume todos os valores de 0 a oo em (0, 1), pelo Teorema do Valor
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Intermediério, para cada o > 0, existe ¢ tal que h(t) = at/2. O valor de t que satisfaz
h(t) = at é unico pois h é estritamente crescente. Uma expansdo de segunda ordem de
h em t = 0 fornece h(t) = 2t + O(t)?, logo at/2 < h(t). Concluimos disto que (3.6) nao

possui solucao em ¢ se a < 4.

Resta demonstrar a tltima afirmacao feita pelo lema. Da defini¢ao de g, em (3.4)
temos que para qualquer ¢ € [0, 1], lim, o go(t) = 0. A tnica solu¢do da equagao (3.3)
neste caso ¢ quando ¢t = 1. A substitui¢do de ¢ = 1 em (3.2) mostra que os equilibrios
do campo quando o — oo pertencem ao conjunto Per((%, 0, %), (%, 0, %)) Analogamente,
quando a — 00, a unica solugao de (3.6) é quando t = 1. Substituindo ¢t = 1 em (3.5)

mostra que no limite a — oo, F possui equilibrios no conjunto Per((%, %, %), (0, %, %)) O

Lema 6. O equilibrio (a1) € linearmente estdvel se o € (0,4) e linearmente instdvel se
a € (4,00). O equilibrio (ay) € linearmente estdvel se a € (4,00). O equilibrio (a3) é

linearmente instdvel se a € [4, 00].

Demonstragao. Para qualquer equilibrio z, € E, a demonstragao consiste em analisar o
espectro o(JF(z,)) (Definigao 3). De maneira geral, a matriz Jacobiana JF em z € ) ¢é
determinada pelas seguintes derivadas parciais,

OF:(z) _ OF(2)

O, s =1 veV
a];iiZ) - a];if) =0, ief{r,y}, woeV:iw#u
B _Smeme -1, vev
PE) _ Qe () ), eV
82—;’ = S (2), W eV :iwAy
) _ ryopm o), e Viwt

onde 7 é dado por (2.6). Analisamos a seguir o(JF(z,)), sendo z, qualquer um dos pontos
(a1), (a2) e (as).

A matriz Jacobiana para o equilibrio do tipo (a;) possui polindémio caracteristico
1

5 (LT (0F = 16(1+1)%)°. (3.7)

Assim, salvo multiplicidade algébrica, os autovalores sao —1, —1 — /4, e —1 + /4.
Portanto o equilibrio (a;) ¢ linearmente estavel se @ € [0,4) e linearmente instavel se

a > 4.

Para os equilibrios do tipo (as) a matriz Jacobiana possui autovalores

e} ta 2 ta 2 a ta 2
S, i—( h(—) 2 h(—) )—1, 42 h(—) ~1
D sec 6 + 2Zsec 3 4sec G



Capitulo 3. Grafos de 3 vértices 36

onde t € [—1,1] é o parametro utilizado na parametriza¢ao para o equilibrio (as) definida
em (3.2). E relativamente simples verificar que o autovalor %sech(%")2 — 1 é maior do
que os autovalores restantes, para qualquer ¢ € [—1,1] e todo @ > 0. A estabilidade do
equilibrio (as2) decorre portanto do sinal deste autovalor. Seja A, : [—1,1] — R a fungao
t— %sech(%‘)2 — 1. Como a funcao A, € par, é suficiente analisar seu comportamento
no intervalo (0, 1]. Para cada o > 0, a fungao A, é monotona decrescente e continua em
t € (0,1]. Em t = 0 temos que A\,(0) = —1 + a/4, logo A\,(0) > 0 se a > 4. Quando
o > 4, \,(t) possui uma tnica raiz em (0, 1] igual a Sarcosh(y/@/2). Seja 1, : (0,1] — R,
t — tanh(2)+1. E relativamente simples verificar que 1,(0) = k4(0) e 14(t) > ko(t) para
todo a > 0 et € (0,1]. Um desenvolvimento de Taylor em torno de ¢t = 0 para 7, resulta
em 1+ at/4 —a3t3/192 + O(t*). Assim, ao considerar a solugao de (3.4), substituindo k,

pela série para k, e resolvendo para t resulta

4/3/a—1
-2t

Para a € (4, 6], este ultimo valor esta a direita da raiz do autovalor A\, (¢). Isto mostra que

t

o equilibrio (as) ¢ linearmente estavel quando v € (4, 6]. Um argumento similar utilizando

a série de 1, em t = % permite estabelecer a estabilidade de (az) quando o > 6.

Estudamos por ultimo os equilibrios do tipo (a3). Os autovalores da matriz Jaco-
biana do campo vetorial neste caso sao

ta\ 2 ta\ 2
-1, -1, :I:%sech(%) -1, e £ %<2+sech<za> ) —1.

O autovalor definido pela tltima expressao a direita com sinal positivo é uniformemente
maior ou igual aos outros autovalores para todo @ > 0. Baseamos portanto a analise da
estabilidade do equilfbrio (a3) na fun¢do A\, : (0,1) — R, definida por t — a/12(2 +
sech ((tav) /4)2) — 1. Esta func@o é continua e monotona decrescente em ¢ € (0,1) para
todo @ > 0, e quando a = 6, Ag(1) > 0. Isto mostra que os equilibrios do tipo (a3) sdo
linearmente instéveis quando o > 6. Passamos agora ao caso a € (4,6). Para cada o €
(4,6), Ao possui uma tnica raiz em (0,1) igual a ¢,(a) = 4arcosh(y/a/(6 — a)/v/2)/a.
Seja h a fungao definida na demonstragao do Lema 5. Para ¢ € (0, 1), o Theorema 2.3 em
Dhaigude et al. (2021) fornece o limitante inferior 3/(3 — %) < h(t)/t. A substitui¢ao de
h(t) por este limitante em (3.6) e a resolugao da equagao resultante em termos de t resulta
em t.(a) = v/3(a — 4)/a. E relativamente simples verificar que ¢.(a) < t,(a) para todo
a € (4,6). Isto mostra que os equilibrios em (a3) também sdo instaveis quando « € (4, 6)

e conclui portanto a demonstracao.

]

Demonstragao do Teorema 5. A demonstragao segue ao aplicar os Teoremas 3 e 4. O

primeiro garante a convergéncia de Z(n) com probabilidade positiva a qualquer equilibrio
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estavel de F. O Teorema 4 permite descartar a convergéncia de Z(n) aos equilibrios
instaveis de F'. S6 resta por ser identificados os equilibrios de F' em funcao de a, o qual

é feito nos Lemas 5 e 6. O

3.1.2 Modelo cooperativo

Abordamos nesta se¢ao o modelo cooperativo no grafo completo de trés vértices. Neste

caso, para v € V e a > 0, campo vetorial F' possui componentes

Fv (Z) = —T, + N Z eozyv(n) + eayu(n)
) u~v eaxv(n) (38)
Y — .
Fv (Z) - Yv + N Z eaxv(n) + 6aa:u(n)

u~v
Observamos que segundo 1.4, o modelo cooperativo esta definido por expressoes contendo
exponenciais e~ e a < 0. Para simplificar a exposi¢ao, nesta secao reescrevemos estes
termos simplesmente como e** com a > 0. Esta convencao também sera utilizada no

decorrer desta segao para os exponentes de 7w em (2.6).

O seguinte teorema resume os resultados obtidos a respeito do comportamento

assintotico do processo Z(n) neste caso.

Teorema 6. Seja G o grafo completo de trés vértices e F' o campo vetorial definido pelo

modelo cooperativo em (3.8). Sejam (by) e (be) em Q) definidos por

Per((m,%,l—x—%),(m,%, —z—13)), z€(0,3) (b2)

O processo Z(n) converge com probabilidade positiva ao ponto (by) ou a qualquer um dos

pontos em (by), dependendo de o da sequinte maneira

(b1) se a€[0,4),
(b2) se a € (4,00).

No limite o — oo, Z(n) converge com probabilidade positiva a um dos elementos de
Per((3.3:0), (3.5,0))-

A demonstragao do teorema sera feita utilizando os Lemas 7 e 8. O primeiro destes
Lemas mostra a existéncia dos equilibrios da forma (b;) e (b2) em func¢do do parametro

de reforgo a. O lema 8 caracteriza a estabilidade destes equilibrios.

Lema 7. O equilibrio (b)) existe para qualquer o > 0. Para cada « € (4,00) existe um

unico equilibrio do tipo (by). No limite a« — 00, o0s equilibrios sao da forma Per((2 i 0)

373
(5:5:0)-



Capitulo 3. Grafos de 3 vértices 38

Figura 3 — Retas /1, {5, 3 descritas na demonstracao do Lema 7, contidas no espago de
fase A\ definido pelo 2-simplice. sA retas /1, {5 e {3 representam o equilibrio
(B', B) do tipo (b2).

Demonstrag¢ao. De maneira analoga ao considerado na demonstracao da existéncia dos
equilibrios no caso competitivo, denotamos qualquer ponto z € ) por z = ((xl,x2,x3),
(y1, yQ,yg)). Observamos que agora, no caso cooperativo, as coordenadas de ® em cada
simplice A sdo iguais. Assim, os pontos da forma (b;) podem ser descritos por z =
((yl,yg,yg), (yl,yQ,yg)). Se y; = y, utilizando um argumento similar ao descrito na

demonstracao do Lema 5, os pontos do tipo (bs) podem ser representados como

1 1
B:B’:<y,—,1—y——> — A+ti, te[-1,1]
3 3
onde A é o ponto com coordenadas (%, %, %) ev = (—%, 0, %) é o vetor diretor dareta /1 C A

apresentada na Figura 3. As retas {5 e /3 apresentadas na Figura 3 estao constituidas
pelos outros elementos de Per(B’ , B). Reescrevemos B’ e B parametricamente em funcao
de t € (0, 1] como

1 1

:———t —
hn 3 37 Y2

1

W =

1
37
Suponhamos agora que z = ((yl,yg,yg), (yl,yg,yg)) seja um equilibrio do tipo (by), ou
seja, que F'(z) = 0. De (3.8), a igualdade F§(z) = 0 resulta em

1 eay3 eay3
Ys =5\ =% + .
Y3 4 Y1 eYys 4 Y2

Em termos da parametrizagao (3.9) isto equivale a escrever

1
4 t==
3+3 3 i

11 ( e(3131) ea(3+50) )

ez t3t) 4 a(3—30)  alztst) 4 pal3)

Assim, de forma simplificada, a condi¢ao de equilibrio é

1+t = ka(t), (3.10)
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onde k,(t) é a funcdo k, : [—1,1] — R definida por

1 1
14 ete/3 T 1 4+ e—2ta/3’

ka(t) (3.11)

Os equilibrios do tipo (by) correspondem aos pontos t tais que a reta 1 + ¢ intercepta o
grafico de k,(t).

Mostramos agora que para cada a > 4, existe uma tunica solugao de (3.10) respec-
tivamente nos casos quando t € (0,1] et € [—1,0). Note que, para t = 0, é obtido o ponto
B =B = (%, %, %), ou seja, o equilibrio (b;). E relativamente simples verificar que a
funcao k, é estritamente crescente, continua e com valor igual a 1 em t = 0 para qualquer
valor de a. Segue disto que para qualquer o > 0, 1 +¢ = k,(f) = 1 quando t = 0. Isto é
suficiente para mostrar que o equilibrio do tipo (b;) existe para qualquer o > 0. Por outro
lado k;(t)! o = /4, portanto k, possui derivada maior do que 1, o coeficiente angular
dareta 1+t, em t = 0 quando a > 4. Como k(1) > 0, da continuidade e monotonicidade
de k, concluimos que existe uma tnica soluc¢ao de (3.10) quando ¢ € (0, 1] pois em t = 1,
a reta 1 + ¢ possui valor maior do que k,(1). No caso t € [—1,0) o raciocinio é analogo.
Existe portanto um tnico equilibrio do tipo (by) para cada a € (4,00). Observamos agora,
que k, é concava set € (0,1) e convexase t € (—1,0). Quando o < 4, como k;(t)}tzo <1,

temos que (3.10) ndo possui solu¢ao em ¢t € (—1,1)\{0}.

Resta demonstrar a tltima afirmagao do lema. Da definigao de k, em (3.11) temos
que para qualquer t € (0, 1], lim, o ko (t) = 2. A tnica solugao da equagao (3.10) neste
caso ¢ quando t = 1. No caso t € [—1,0), temos lim,_, ka(t) = 0, logo a tnica solugdo
de (3.10) ¢ obtida quando t = —1. A substitui¢do de t = —1 ou t =1 em (3.9) conclui a

demonstracao. O

Lema 8. O equilibrio (b)

¢ linearmente estdvel se o € (0,4) e linearmente instdvel se
a € (4,00). O equilibrio (by) € linearmente estdvel se a € (4, 00).

Demonstragao. A estabilidade de um equilibrio z, € ) é determinada pela espectro da
matriz Jacobiana de F' em z,. Para qualquer ponto z € %), a matriz Jacobiana é deter-

minada pelas seguintes derivadas parciais,

0F;(z)  OFY(z)

9o~ ou = -1, veV
B L)) + 1), vev
) L) (ra(e) + ) vev
a%iz) = S (2), ww eV iw Ay
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OFy(2)  a | _
Bz, 37rv(z)7rw(z), w,v eV iw#wv.

Analisamos a seguir o espectro da matriz Jacobiana resultante para cada um dos
equilibrios (by) e (by).

A matriz Jacobiana para o equilibrio do tipo (b;) possui polindémio caracteristico
idéntico a aquele apresentado em (3.7), no caso competitivo. Os seus autovalores, salvo
multiplicidade algébrica, sdo portanto —1, —1 — /4, e —1 + «/4. Disto concluimos que

equilibrio (b;) é linearmente estavel se o € [0,4) e linearmente instavel se a > 4.

Para os equilibrios do tipo (by) a matriz Jacobiana possui autovalores

ta 2 ta 2 ta 2
, j:g<sech<—a> —|—2sech<—a> )—1, j:gsech<—a) -1

-1
12 6 3 4 6

—1

?

onde t € [—1,1] é o parametro utilizado na parameterizagao para o equilibrio (by) definida
em (3.9). Observamos que neste caso, temos os mesmos autovalores do equilibrio (az)
descritos na demonstragdo do Lema 5. Assim, os pontos do tipo (by) sdo linearmente

estaveis quando «a € (4, 00). O

Observagao 3. O modelo cooperativo nao possui o equilibrio (a3), presente no caso com-
petitivo. Isso é facil de mostrar analiticamente realizando um desenvolvimento analogo

ao do caso competitivo utilizando a seguinte parametrizagao para (B, B')

1L S L
y1f3 3b 3/2*3 3" 93*3 3"
Se z é um equilibrio, entdo F(z) = 0, logo por exemplo F§(z) = 0, isto é

1 eayQ eayQ
To = = + 5
3 eYY2 4 eyl ez 4 eYs

e, portanto,

l_lt_1_1<;)
3 6 6 3\1+4ete/2)

Temos assim a seguinte condi¢ao de equilibrio parametrizada por t ¢

at 1—1¢
2 on()
2 1+t

Esta identidade difere da condigao (3.6) obtida no caso competitivo. Agora, cada lado da
igualdade acima possui sinais diferentes nos intervalos [—1,0) e (0, —1]. S6 existe portanto

uma solugdo em t = 0. Esta tltima corresponde de fato ao equilibrio (b;).

Demonstracao do Teorema 6. As afirmagoes feitas pelo teorema seguem do Teorema 3 e
dos Lemas 7 e 8. O
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Figura 4 — Reta ¢ com um equilibrio (B, B’), representados no 2-simplice A. O ponto

A(}l, %, }L) representa o ponto médio do segmento /.

3.2 Estrela de 3 vértices

Nesta secao estudaremos a dindmica de competicao e cooperagao desta vez em um grafo
estrela. Uma estrela é o grafo bipartido completo Ky, equivalentemente, uma arvore
com 1 vértice interno e k folhas. Especificamente, nesta secao consideramos o modelo

resultante para a estrela de trés vértices, isto é, o grafo K o.

Denotamos o vértice interno de Ko por 2. Os vértices que constituem as folhas
serao denotados por 1 e 3. Para qualquer o € R, de acordo com (2.7), as componentes

do campo F' para os vértices v = 1, 2, 3 sao dadas pelas expressoes

(1 eren)
Yt 5 Tan ) 4 pram)’ v=13
Fg(z) = oy (n)
Yt 3 Z crar,(n) 4 gEazy(n)’ v=2
(3.12)
( 1 eFayu(n)
T 5 T 1 oanm)’ v=1,3
ng(z) = oy (n)
ety Z etayu(n) 4 etayu(n)’ v=2
L U~
O modelo competitivo é obtido quando o simbolo + é substituido por ‘—’. O caso coope-

rativo corresponde a substituigao por ‘+’.

Cabe destacar que diferentemente do grafo triangular descrito na Secao 3.1, as
componentes do campo vetorial no grafo estrela nao sao simétricas. Isto decorre da
geometria do grafo estrelar: dois vértices possuem uma tnica aresta incidente mas o no

interno possui duas.
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3.2.1 Modelo competitivo

O seguinte teorema resume as propriedades assintéticas do processo Z quando é consi-
derada a dindmica competitiva sobre grafo estrela em fun¢ao do parametro de reforgo
a > 0.

Teorema 7. Seja G o grafo com d = 3 e N = 2, correspondente a estrela K2, e seja

F o campo vetorial em (3.12) no caso competitivo. Sejam (cy), (c2) e (c3) €Y definidos

por
(339 (3:3:3) se a=0 (c1)
((a:, 1—2x,2),(x,1— 2x,:z:)), x € (}l, %) se a>0. (co)
€ (5:3) v € (0,3)
((z,1—2z,2),(y,1 —2y,y)) ou se a>4In2. (c3)

ve(0.3), ye(53)
O processo Z(n) converge com probabilidade positiva ao ponto (¢1) se v = 0. Sex € (le %)
ea € (0,8), Z(n) converge para (c2). Para o suficientemente grande, Z(n) converge com
probabilidade positiva para um dos pontos de (c3).

No limite o« — 00, Z(n) converge com probabilidade positiva ao ponto
((3.0,3). (0, 1,0)).

Para a demonstragao do Teorema 7 faremos uso dos Lemas 9 e 10.

Lema 9. Seja F' o campo vetorial em (3.12) no caso competitivo. Dependendo de o, F

possui 0s sequintes equilibrios
((l’, - 2£C, x)a (*1'7
((x71_2x7x)7<y71_2y7y)) ou 860&>41n2

((1 O,%),(O,l,O)) e ((l 0,3), (3, ,%)), no limite o« — oo.

2

Para a € (0,00) existe um unico valor de x e y.

Demonstracao. Seja z = (B, B") um equilibrio do tipo (¢3). Ouseja, z é tal que F'(z) = 0e
tal que B e B’ s@o os pontos com coordenadas (x,1—2z,x) e (y, 1 —2y, y) respectivamente.
Das condigoes F7(z) =0, v =1,2,3, em (3.12), obtém-se

1 1

r = §m (313)
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Analogamente, as condi¢oes FY(z) =0, v =1,2,3 em (3.12), fornecem

1 1

Dado a > 0, seja ¢, : [0, %} — R a funcao definida por t — 1/(26_0‘(1_3” + 2). Assim, as

relagoes (3.13) e (3.14) podem ser reescritas em termos de ¢, como

T=waly) e y=par)

Logo, a condigao que caracteriza os equilibrios do tipo (c3) e pode ser descrita em termos
de uma tnica variavel como
1
T =pa0p.(T), T€ [O, 5} (3.15)
Note que (3.15) também é satisfeita pelos equilibrios (cs), pois para estes tltimos vale a

identidade = = @, (z).

Segundo (3.15), os equilibrios sao caracterizados pelos pontos fixos de ¢, © ¢, em

[O, %] ou equivalentemente pelas raizes da funcao 1,(z) = ¢ © pa(z) — x. Utilizando 7,,

mostraremos a seguir o seguinte:

I) (3.15) possui uma tnica solu¢do em [}1, %} se 0 <a<4ln2,
1) (3.15) possui uma tunica solugdo em cada um dos intervalos [O, l), [}1, %], e (%, %}
quando o > 41n 2.

Com este objetivo analisamos separadamente o comportamento de 7, quando = € {O 111

No caso z = i temos

(1) 1 d (@) i 3
aOPal-)=—"—, n = — — |.
Pa®Paly 2 + 2k(a) sendo may = exp “ 2(e=/* +1)

Da expressdo para k, resulta simples observar que x(4In2) = €% = 1, logo @42 ©

%041112(%) = i e assim n41n2(;11) = 0. Por outro lado, k é crescente monotonamente com «,

logo k() > 0 se a« > 41n2. na(i) é decrescente monotonamente com «, logo na(i) <0
quando @ > 41In2 e na(}l) > 0 quando a < 4In2. No caso x = % resulta

<1> B 1 1
T\3) T 24 2een 3
Desta expressao obtém-se 7]41112(%) = (0. Como 7704(%) é crescente com «, concluimos que

na(%) <0sea<4In2e na(%) > (0sea>4In2. No caso xz = % temos

1 1

1 . 3a
N (5) = m — 5, sendo H(C() = exp (— o+ —>,

2(e*/2 4+ 1)

logo na(%) é negativa para tudo o > 0. Por ultimo, para o caso x = 0, temos que

0= fa( e

140372 S"
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do qual é imediato verificar que 7,(0) > 0 para todo @ > 0. A existéncia de pelo

1
>
Intermediério pois 7, ¢ continua, 7,(0) > 0, e 74(5) < 0. A unicidade desta raiz decorre

menos uma raiz da funcao 7, em [O } quando a > 41n 2, segue do Teorema do Valor

do fato de 7, ser concava para acima, i.e. 7% (x) > 0, quando x € [0, ﬂ Para mostrarmos
¥
é estritamente decrescente e na(}l) > (. Para analisar a situacao no intervalo [i, %],
}1) e na(%) possuem sinais opostos para qualquer a > 0, salvo em
a = 41n2, onde ambas sao iguais a zero. Pelo Teorema do Valor Intermediario, n, possui

11

portanto pelo menos uma raiz em [Z, 5} se a > 0. Uma anélise analoga a aquela descrita
11

, %] mostra que 7,(z) apresenta uma tnica raiz em [5,1] se @ > 4In2 e

nenhuma quando a < 41n2. Isto conclui a demonstracdo dos itens I;) e I5).

que 7, Nao possui raiz em [0 } quando a < 41n2, é suficiente observar que 7,(z)

observamos que na(

para x € [0

Sejam p € [%, %) ea € (O, —41n ((1 — 2@)/@)). No caso em que o = %, isto é,
quando oo = 41In2; de (3.13) resulta

>1<:,> <1
X — —.
3 y=17

Mais geralmente, se o > %, ou seja quando o > 41n2, de (3.13) tem-se

a+1In((1—-20)/0
<3a ) <£

T> 0=y <

Este altimo resultado, junto ao estudo da raizes de 7,, mostra que F' possui um equilibrio

do tipo (c3) com x € (%, %), Yy € (0, }l) quando a > 41In2. Note que, devido a simetria

de x e y descritas pelas equagoes (3.13) e (3.14), também mostramos que F' possui um

equilibrio do tipo (¢3) com z € (O,i), Yy € (%,%) quando o > 4In2. Assuma agora

que (c3) € um equilibrio do campo vetorial F, isto ¢, z = (z',2?) tal que F(z) = 0 e

1 222:@71_295@) para x € [i,%

mostra que para cada «, r é uma raiz de

]. Um argumento semelhante ao descrito para (cs)

ro(z) = @o(z) — .

Para analizar a unicidade desta raiz, basta observar que para qualquer a > 0, r,(z) é

estritamente decrescente e tal que roé(%) >0e Ta(%) < 0. A aplicagdo do Teorema do

Valor Intermediario agora nos da o resultado desejado.

Para a conclusao da demonstragao, podemos verificar que se a = 0, das equacoes
(3.13) e (3.14) temos z = y = 1

4
Também, no limite &« — oo temos para o equilibrio do tipo (¢;), considerando a equagao

(3.13) que limy 0o = % e por consequéncia y = 0, o que corresponde ao equilibrio

((%, 0, %), (0, 1, O)) Para o equilibrio (cg), se @ — 00, limgy 00 T = %, que corresponde ao
equilfbrio ((3,0,1),(3,0,3)). O

21 Y 9 21 Y 9

o que corresponde ao equilibrio ((}l, %, }1), (;11, %, }1))



Capitulo 3. Grafos de 3 vértices 45

Observagao 4. A existéncia do equilibrio do tipo (¢3) com z € [O, }J U [%, %}, é mostrada
no Lema 9 quando o > 41In2. O limitante para « é obtido ao considerar os pontos de
teste % e % E possivel que (c3) j& ocorra para valores de o menores do que 4In2 = 2.773,
mas o valor exato onde isto ocorre é dificil de se determinar analiticamente. Calculos
numéricos realizados com MATHEMATICA (Wolfram Research, 2022) sugerem que o valor

é a~ 2.745.

Lema 10. Existe o, > 0 suficientemente grande tal que se o > «,, entdo o equilibrio
(c3) € linearmente estdvel. O equilibrio (cy) € linearmente estdvel se o < § e linearmente
instdvel se a > 3.08. Quando o — oo ((%,O, %), (O, 1,0)) ¢ estdvel e ((%, 0, %), (%,O, %))
€ instdvel.

Demonstragao. A estabilidade de um equilibrio z, € ) é determinada pela espectro da
matriz Jacobiana de F' em z,. Para qualquer ponto z € ), a matriz Jacobiana é deter-

minada pelas seguintes derivadas parciais,

0F;(z)  OFY(2) _ 4 ve {1.2,3}

O, B an
8gii2) _ agiiz) =0, ie{ry), wove{l,23}, w#v
3giz> _ —%ﬂi(Z)(l —7i(2)  ve{l,3}, ije{ny}, i#]
%jﬁz) _ %mi(Z)(l —mi(2),  wwe{l,2.3), whv ije{ny}, i4j
3%(;) = —ami()(1-7i(2), ez} P4

Estas derivadas sao facilmente verificadas ao considerarmos um exemplo. De (3.13) obte-

mos ) ’
e v

x - _ - -

Fl (Z) = -+ 9 e—ov 1 o—aw:’

Derivando a respeito de y; resulta

OFF(z) 1d e v a e o a e 2
= __(f) = TS a1 o —oun + _<f>
oy 2 dy; \e~w1 4 e—ov2 Qe ;e—ay2 2 \eg—ay1 | g—oy2
o o, . 2
— oM () + 5(”1 (Z)) .
No equilibrio z, tem-se F(z,) = 0, portanto z, = 7(z,), e assim da tltima equagao acima
e da forma das coordenadas de (c3) resulta
OF}(z) a a , o« a

+ + 1 — )
=——u+ i =——rv+ 2" =——x(l —x).
oy, 2"t T g™ 27 " 2 2

O espectro da matriz Jacobiana do campo vetorial em z, esté constituido pelos autovalores

—1, -1, —lf+aya(l-2)y(l-y), -1+ ga\/x(l —2)y(1 —y). (3.16)
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Munidos do resultado estabelecido pelo Lema 9, suponhamos sem perda de generalidade
que y € [0, %) quando « é suficientemente grande. Assim, da equacao (3.13), no limite
quando a — oo resulta z — %, e portanto, de (3.14) obtém-se y — 0. Segue assim de
(3.17) que todos os autovalores sao iguais a -1 no limite quando o — oo . Assim, para
« suficientemente grande, os autovalores estao contidos no interior de uma circunferéncia
em C com didmetro 1 e centro —%. Isto estabelece a afirmacao feita pelo lema a respeito

da estabilidade dos equilibrios do tipo (c3).

O espectro da matriz Jacobiana do campo vetorial z, para o equilibrio (¢y) possui

os autovalores

a 3o
-1, -1, -1+ -1+ . 3.17
7 ’ 4(1 + cosh[a — 3za])’ 4(1 + cosh[a — 3za]) (8.17)
Seja Aq : [3,3] — R a fungao
3
T =1+ -

4(1 + cosh[a — 3za])’

E relativamente simples verificar que A, é maior que os autovalores restantes para todo

a > 0. A estabilidade do equilibrio (¢;) depende portanto do sinal de \,. Para cada

11

a > 0, a fungao A\, é mondtona crescente e continua em = € [7,z]. Quando o > %, Aa

473
possui uma tGnica rafz em [, 5] igual a 5 — arccosh[(—4 + 3a)]/(3c). Isto mostra que
Ao < 0se a < %, logo (cy) € estavel se a < %. No entanto, neste caso em especifico,

nao podemos garantir que (c3) é instavel se o > %. Desenvolvendo A, para x = i, que
¢ o limitante inferior de z, temos como raiz o = 3.08. Realizando a mesma anélise de
Ao Para r = % que é o limitante superior de x, temos como raiz a = % Desta forma
podemos garantir apenas que (c) é instavel se a > 3.08. Se % > a > 3.08, dependendo
do lugar onde se encontre o valor de x definido pela condi¢ao de equilibrio, o mesmo pode

ser estavel ou instavel.

Por fim, podemos verificar facilmente que se @ — oo, ((%, 0, %), (O, 1, 0)) comporta-
se como um equilibrio do tipo (¢3), 0o que também confirma sua estabilidade se o > a,
suficientemente grande. O equilibrio ((%, 0, %), (%, 0, %)) ¢ do tipo (¢2) e, portanto, instével
quando o — ©0. O

Demonstracao do Teorema 7. As afirmacoes feitas no teorema seguem dos Teoremas 3 e

4 junto aos Lemas 9 e 10. O]

3.2.2 Modelo cooperativo

O seguinte teorema fornece uma descri¢ao dos equilibrios do campo vetorial F' no caso do

grafo estrela cooperativo em funcao do parametro de reforco a > 0.
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Teorema 8. Seja G a estrela Ky 5 e F' o campo vetorial em (3.12), na versao cooperativa.

Sejam (dv), (da) e (d3) €Y os seguintes pontos

(539 G5 ) (ch)
((9(:, 1—2x,2),(z,1— 2x,x)), x € (0, %) U (%, %) (dy)
((0,1,0),(0,1,0)),  ((3,0.3), (3.0,3)) (ds)

Se a = 0 entao Z converge com probabilidade positiva ao ponto (dy). Para qualquer
1
1
suficientemente grande Z converge com probabilidade positiva ao ponto da forma (ds)
11
372
dos pontos em ds.

a > 0, Z converge com probabilidade positiva ao ponto (dy) com x € (0 ) Para o

com x € ( ) No limite o — o0, Z converge com probabilidade positiva a qualquer um

A demonstracao do Teorema 8 sera feita considerando os Lemas 11 e 12 apresen-

tados a continuacao.

Lema 11. A depender de «, o campo vetorial F' em (3.12) na versao cooperativa possui

0s sequintes equilibrios:

(dy) se a = 0.
o (dy) comz € (0,%) se > 0.

e se « € suficientemente grande, existem dois equilibrios do tipo (d3) com x = x1 e

T = To lais que x1,Ty € (%, %)

(d3) no limite a — oo.

Demonstracao. E imediato verificar que (dy) é um equilibrio do campo vetorial F' no caso
cooperativo quando o« = 0. Para os pontos z, da forma (ds), a condigao de equilibrio
F(z.) =0, com F dado por (3.12), leva a consideragao da seguinte equac¢ao em uma unica

variavel z,
1

r = m, (318)

ou equivalentemente

(3.19)

a(l —3z) :1n<1_2x>.

2

1} — R, respectivamente as fungoes a esquerda e a direita de (3.19).

]
A depender de «, a reta ¢, (z) intercepta g(z) em um, dois ou trés pontos. Exemplos da

Sejam £, e g : [O

primeira e da terceira situagao sao apresentados na Figura 5. E imediato verificar que g é

estritamente decrescente e tal que g assume todos os valores em [0, 00) quando z € [O, }L] )

Do Teorema do Valor Intermediario temos que existe uma tunica solugao a (3.19) para
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Figura 5 — Grafico das fungoes £, e g em (3.19). As duas retas ¢, correspondem aos casos
62 (§ 66,8-

cada a > 0. Isto é suficiente para mostrar a existéncia do equilibrio (dy) em (0, 1) quando

a > 0.

Passamos agora a analise dos equilibrios da forma (dy) com x5 € (%, %) Ob-
servamos primeiro que g é concava para baixo e assume todos os valores em (—o0,0) se
S (%, %) Quando « é suficientemente grande, a reta £, corta em no maximo dois pontos
21 € T9 o grafico de g, mas isto s6 ocorre quando ambos x1 e x5 € (%, %

l, < 0.

) pois neste caso

Resta por ser considerado o comportamento dos equilibrios no caso em que o« — oc.
Se x € (O, i), do lado direito de (3.18) obtemos que x = 0 quando o« — oo. Se z € (%7 %)
de (3.18) obtemos que x = % quando o — oo. Isto é suficiente para mostrar a forma dos

equilibrios do tipo (d3). O

Lema 12. O equilibrio (dy) € linearmente estdvel quando o = 0. O equilibrio (dy) €
linearmente estdvel se a > ., onde a, > 0 € suficientemente grande. Os equilibrios em

(d3) sao linearmente estdveis quando o — 0.

Demonstragao. Todos os autovalores da matriz Jacobiana de F' no ponto determinado
por (di), quando o = 0, sdo iguais a —1. Isto mostra a primeira afirmagao feita pelo

lema.
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Para o equilibrio do tipo (dy), observamos primeiro que os autovalores da matriz

Jacobiana de F' sao dominados pelo autovalor

3a

- 1
4 4 4cosh(a — 3zar)

Aa()

A funga@o A\, (z) possui um méximo global para x € [0,1] e todo a > 0 em x = % Também,

Aa(3) <0sea<$. Sea> % entao A\y(x) ¢ positiva no intervalo [z;, z,] onde

1 1 1 1 1 1
b D0 1), r= b s Lceon(bga- 1)) (32
Ti = 3 — garccos 4(3a ) x 3+3aarccos 4(304 4) (3.20)

Mostramos agora que (ds) com z € (0, %) é linearmente estavel para qualquer

a > 0. Para isto basta mostrar que o valor de x que satisfaz (3.19) esta a esquerda do

intervalo (3.20) quando o > 3. Observamos que (d») ¢ estével se o < §. Utilizando as

cotas em Topsge (2007) obtemos a desigualdade

1
g(xz) =In(1 — 2z) — In(2z) < -2z — <1 _ 2_>
x
Ao resolvermos em z a igualdade ¢, (z) = —2x — (1 — 1/(2x)) obtemos o valor ¥
. l+a—V5—da+a?
= _
2(3a — 2)

Observamos agora que T < x; o qual implica que = < x;.

Utilizando um argumento similar mostramos que (d) com = € (3,1) ¢ estavel

para « suficientemente grande. Consideramos primeiro a desigualdade

— 2z —1).
o 22— 1)

Logo, ao resolvermos ¢, (z) = —2z(1 — 2z) — (2 — 1) a respeito de x, obtemos = > x4
sempre e quando « for suficientemente grande; de fato quando o > 10+ 4+/5. Isto mostra

que x > x4 para todo « suficientemente grande.

No limite o« = o0 o intervalo [z;, z,] se reduz ao ponto {3}. Sendo assim, a dltima

afirmacao feita pelo lema segue do Lema 11. O

Demonstracao do Teorema 8. As afirmacoes feitas no teorema seguem dos Teoremas 3 e

4 junto aos Lemas 11 e 12. O



Capitulo 4

Stmulacoes

Neste capitulo temos por objetivo alinhar os resultados obtidos no Capitulo 3 com si-
mulacoes computacionais. Varios dos resultados analiticos descritos no Capitulo 3 foram
motivados por simulagoes, e nesse sentido em alguns casos as simulagoes de fato precede-
ram a teoria. O objetivo aqui consiste em mostrar como as simulagaos e a teoria estao de

acordo.

As simulagoes do processo da ocupacao das urnas por parte das bolas brancas e
azuis foram realizadas na linguagem R (R Core Team, 2020). O codigo fonte dos scripts

utilizados para realizar todas as simulacoes e figuras deste capitulo podem ser obtidas em
https://github.com/paulorodrigues29/Simulacoes-Mestrado

Nesse site também disponibilizamos diversos notebooks de MATHEMATICA empregados
na demonstragao de alguns dos lemas do Capitulo 3 tanto para o grafo tridngular quanto

para a estrela.

Com o objetivo de simplificar a apresentacao, as figuras incluidas neste capitulo
apenas mostram a evolu¢ado da ocupagdo dos vértices por uma tunica cor, X(n). As

simulagoes sao sobrepostas sobre as solugoes da EDO

S =FE), e,
sendo F' o campo vetorial definido pelas fungdes de coordenada em (2.7). As solugoes
¢1(20), obtidas ao escolher diversos pontos iniciais zy € ), foram determinadas nume-
ricamente com a fungao ode() da livraria deSolve, Soetaert et al. (2010). Ambas, as
simulagoes e as solugoes para uma cor sao apresentadas no espaco de fase constituido pelo
2-simplice, isto ¢ no conjunto A = {(zy, 29, 23) € R® : 2; > 0,32 | x; = 1}. Para tal
representacao, os pontos (x1, zo, x3) do 2-simplice foram identificados com um tridngulo
em R? ao utilizar a transformacao ternaria 7' : A — R? definida por (zy, 29, z3) —
((2x2 +x3)/2, z3v/3 / 2). Cada figura também apresenta as posi¢oes dos equilibrios, obti-
das ao resolver numericamente os pontos fixos de diversas fungoes descritas no Capitulo 3.
Com este objetivo foi utilizada a funcao uniroot.all() da livraria rootSolve, Soetaert
(2009). As figuras apresentadas a seguir mostram os resultados obtidos para cada um dos

grafos na versao competitiva e cooperativa para varios valores do parametro de reforgo.
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4.1 Modelo Triangular Competitivo

A Figura 6 apresenta resultados relativos a teoria descrita na Se¢ao 3.1.1. Os pontos

amarelos correspondem a resolugao numeérica da equagao (3.3).

a=1 a=3
a=25 a="17
a=9 a =20

Figura 6 — simulagoes para diferentes o no modelo tridngular competitivo
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4.2 Modelo Triangular Cooperativo

A Figura 7 apresenta resultados relativos a teoria descrita na Se¢ao 3.1.2. Os pontos

amarelos correspondem a resolu¢ao numeérica da equagao (3.10).

AN AN
Com s

a=9 a =20

Figura 7 — simulagoes para diferentes o no modelo triangular cooperativo.
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4.3 Modelo Estrela Competitivo

A Figura 8 apresenta resultados relativos a teoria descrita na Se¢ao 3.2.1. Os pontos

amarelos sao caracterizados pelas solugoes da equagao (3.15).

s

B S

a="17 a =20

Figura 8 — simulagoes para diferentes o no modelo estrela competitivo.
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4.4 Modelo Estrela Cooperativo

A Figura 9 apresenta resultados relativos a teoria descrita na Se¢ao 3.2.2. Os pontos

amarelos sao caracterizados pelas solugoes da equagao (3.18).

a=20 a=1
a=3 a=2>5

Figura 9 — simulagoes para diferentes o no modelo estrela cooperativo.
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Conclusoes e perspectivas futuras

O trabalho apresentado nesta dissertacao considerou um modelo de urnas interagentes a
depender da geometria determinada por um grafo finito. Especificamente, foi desenvolvido
um modelo o qual generaliza Benaim et al. (2015) e van der Hofstad et al. (2016) a urnas
com duas cores. O modelo proposto aqui permite estudar duas dindmicas diferentes:
a competicao e a cooperagao entre as cores. Mostramos que para qualquer uma destas
dinamicas, a fracao de bolas de cada cor em cada urna converge com probabilidade positiva
a uma medida de probabilidade determinada pelos equilibrios de uma equagao diferencial

ordinéria.

Foram considerados dois grafos de 3 vértices com duas cores, explorando situacoes
distintas de cooperacdo e competicdo. E interessante notar a diferenca dos modelos estre-
lar e triangular neste trabalho, visto que, pela simples diferenca de um elo (ligagao) entre
vértices nos dois modelos, equilibrios diferentes sao apresentados, bem como diferentes

convergencias.

Para continuidade deste trabalho podera ser interessante considerar modelos defini-
dos por probabilidades de transigao diferentes das consideradas em (1.4) com o proposito
de incluir outras dinamicas com repulsdo/atracdo a depender dos vértices de GG. Por
exemplo, a probabilidade

(2— Ay(n))"

(2= Au(n))* + (2 = Au(n))*’

fornece um outro modelo com competigao entre cores opostas. Mais geralmente, para os

]P’(B(u,v,n+ 1) | Sn) =

vertices u e v do elo (u,v), a competi¢ao pode ser estabelecida por uma probabilidade

P(B(u,v,n+1) | §n) = f(As(n), Au(n)),

onde f : N? — [0,1] é estritamente decrescente a respeito de A,(n). Vale ressaltar
que a dinamica descrita pelo processo da ocupacao dos vértices por cada cor pode ser
relativamente complexa a depender da escolha de f. Dependendo dessa escolha, situagoes
interessantes podem ser abordadas, tais como a definicao de campos vetoriais F' que
admitam uma funcao de Lyapunov. Neste caso é possivel estabelecer a convergéncia
quase certa de Z(n). Se o conjunto dos equilibrios £ = {z € 9 : F(2) = 0} esta formado
por pontos isolados, da Proposigao 6.4 em Benaim (1999) segue que Z(n) converge quase

certamente a um destes pontos.
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Além da convergéncia com probabilidade positiva de Z(n) a um dos equilibrios
de F', existem outras questoes interessantes para o modelo descrito nesta dissertacao
tais como limites distribucionais, grandes desvios, etc. Nenhum destes assuntos foram
considerados neste trabalho, mas podem em principio ser desenvolvidos utilizando a teoria

das aproximagoes estocasticas.
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