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There are some oddities in the

perspective with which we see the world.

Douglas Adams



Resumo

GALERA, E. F. Fisica da psicofisica 85 p. Dissertacao (Mestrado) - Faculdade de
Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirao Preto, Universidade de Sao Paulo, Ribeirao Preto,
2019.

Interagimos com o ambiente e uns aos outros através de nossos sentidos. Os estimulos
que carregam informagcoes podem variar em ordens de magnitude e ainda assim, somos
capazes de percebe-los e processa-los de forma automatica, diferentemente de equipamen-
tos eletronicos, digitais ou analdgicos, que necessitam de ajustes de escala para detectar
estimulos em diversas ordens de grandeza. Por exemplo, conseguimos escutar desde o
som de um alfinete caindo no chao quanto o motor de um aviao a jato enquanto decola,
sem precisarmos ajustar a escala de nossos ouvidos. De acordo com a Psicofisica, o que
torna possivel nossa flexibilidade ao lidar com alguns tipos de estimulos fisicos é uma
relacao nao linear entre o estimulo e nossa resposta, conhecida como lei de poténcia de
Stevens. Estudamos, neste projeto, uma rede bidimensional em camadas de neuronios
simplificados do tipo integra-dispara estocéasticos. Para isso, partimos de uma analise de
campo médio, validamos os resultados analiticos através de simulagoes do modelo em uma
rede tipo grafo completo e em uma rede com topologia dindmica (annealed). Em seguida,
caracterizamos o comportamento do modelo em uma rede bidimensional medindo seus
expoentes criticos relevantes. Mostramos que este sistema produz a Lei de Stevens da
Psicofisica como um fenomeno emergente onde a resposta do sistema a estimulos exter-
nos ¢ maxima e obedece uma lei de poténcia no ponto critico de uma transicao de fase.
Assim, no espirito da Fisica Estatistica, temos um modelo microscopico que explica uma
lei macroscopica. Mostramos também a importancia da topologia da rede e como a sua

resposta melhora quando estendemos o modelo para duas camadas de elementos.

Palavras-chave: 1. sistemas criticos 2. psicofisica






Abstract

GALERA, E. F. Physics of psychophysics 85 p. Dissertation (M.Sc) - Faculdade
de Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirao Preto, Universidade de Sao Paulo, Ribeirao
Preto, 2019.

We interact between our self’s and the environment through our senses. The sti-
mulus, which carry information, can usually spam many orders of magnitude, even so
we are capable of sensing and processing them in an automated fashion. Contrary to
electronic devices, digital or analog, that need their scales adjusted to detect a wide range
of stimulus intensity. For instance, we can hear the sound a falling pin makes when it
hits the ground as well as the engine of a jet plane while it’s taking off, without having
to adjust the scale of your ears. According to psychophysics, our flexibility in dealing
with some types of physical stimulus comes from a non-linear relation between stimulus
and response, known as Stevens power law. In this project we studied a two dimensional
layered network of stochastic integrate and fire neurons. For such, we begin with a mean
field analysis, validation of the analytical results where made through simulations of the
neuron model in a complete network and in a network with dynamical topology (annealed).
A characterization of the model in a two dimensional network was made by measuring
the critical point of the system as well as it’s relevant critical exponents. We showed that
the system, network plus neuron model, produces the Stevens power law as an emergent
phenomenon, where the system’s response to external stimulus is maximum and obeys a
power law at the critical point of a phase transition. In the light of Statistical Physics, we
have a microscopic model which explains a macroscopic law. We also show the importance
of the network’s topology to the response and how it can be further enhanced extending

the model to two layers of elements.

Key-words: 1. critical systems 2. psychophysics
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Capitulo 1

Introducao

Neuronios sao as unidades bésicas de processamento do sistema nervoso. Sao elemen-
tos altamente nao lineares cuja funcao bésica consiste em integrar sinais, seja de outros
neuronios ou estimulos externos. Estes integradores, quando colocados para interagir em
grandes nimeros uns com os outros, apresentam propriedades coletivas emergentes: o
comportamento resultante do sistema nao é uma simples superposicao linear dos elemen-
tos basicos, neste caso, neuronios.

Propriedades coletivas emergentes sao fenomenos presentes em diversas areas, e nor-
malmente sao estudadas através de ferramentas de fisica estatistica e teoria de sistemas
dinamicos. Sua aplicacao para se compreender a dinamica de sistemas cerebrais ¢ ainda
relativamente recente [1], 2].

Em um trabalho seminal de 1982, Hopfield [3] mostrou que propriedades computa-
cionais coletivas naturalmente emergem em uma rede de neurénios binérios (apenas dois
estados, disparo ou siléncio). No caso, a rede apresenta estados coletivos de meméria
(representada por estados atratores da rede) e a caracteristica de recuperar memorias a
partir de informacoes parciais.

Em 1987, Bak, Tang e Wiesenfeld [4] propuseram que sistemas dinamicos com muitos
graus de liberdade naturalmente se auto organizam em estados criticos (self-organized crit-
tcality ou . O modelo de pilha de areia introduzido por eles se tornou um paradigma
para aplicagoes nas mais diversas dreas de pesquisa onde sinais de criticalidade (avalanches
invariantes de escala, relagoes de escala entre expoentes criticos etc.) se fazem presente.

Tao cedo quanto 1991, fisicos tentaram aplicar o conceito de [SOC]| para redes neu-
ronais. Miranda & Herrmann propoe um modelo de rede neural inspirado em Hopfield
na forma de uma pilha de areia frustrada, com sinapses inibitérias e excitatérias [5].
Em um resumo estendido surpreendentemente moderno (neurénios mais complexos que
integra-e-dispara) Makarenkov & Kirillov apresentam o trabalho Self-organized criticality
in neural networks [6]. Isto ocorre doze anos antes das primeiras evidéncias experimentais
de avalanches neuronais [7].

Em 1995, Herz & Hopfield [§] notaram que modelos de elementos integra-dispara



usados para modelagem de terremotos sao matematicamente equivalentes a modelos de
neuronios de redes neuronais. Conjecturaram se haveria a possibilidade de SOC aparecer
em tais redes, mas nao desenvolveram tal conjectura. Também em 1995, Usher et al.
[9] propuseram um modelo com SOC para explicar ruido 1/f neuronal. Este talvez seja
o primeiro modelo consistente de avalanches neuronais, proposto em uma época em que
nao havia nenhuma evideéncia experimental de que tais avalanches existissem em tecidos
biol6gicos. Ainda em 1995, Bottani [10] também mostrou que redes de elementos acoplados
por pulsos, similares a redes neuronais, poderiam apresentar comportamento tipo SOC.
A relagao entre sincronizacao e SOC em redes neuronais também foi estudada por Chen
et al. em 1995 [I1]. Tais comportamentos também foram examinados e revistos por Pérez
et al. em 1996 [12]. Bak & Chialvo mostraram que uma rede de neurénios guiada por
reforgo negativo das sinapses apresenta SOC, devido a isso o sistema é capaz de aprendes
e se adaptar de maneira muito eficiente [13] [14].

Podemos encarar tais modelos iniciais como grandes sucessos em predicao em biologia
a partir de modelos tedricos de Fisica Estatistica. Infelizmente, tais trabalhos foram
ignorados na época.

A ideia do cérebro critico encontrou suporte experimental em 2003 com o trabalho
de Beggs & Plenz [7] que mediram a atividade neural em culturas de cértex de ratos,
mostraram que as avalanches de atividade neural seguem uma lei de poténcia, carac-
teristica de fenomenos criticos. Para algumas revisoes literarias [1, (15, [16]. Apesar de néao
haver um consenso na academia sobre a ideia do cérebro critico [I7], podemos dizer que
ela é uma ideia que vale a pena ser explorada [18, [19] 20} 21].

O cérebro humano possui bilhdes de neurdnios e cada um deles pode fazer milhares
de conexoes. Esse sistema altamente complexo nos d4 a habilidade de interagirmos com
nosso ambiente. Dentro da psicologia a area que estuda essa interagao chama-se psicofisica.
A psicofisica usualmente faz uma abordagem top-down para descrever a interagao entre
estimulo e representacao. Ou seja, algum tipo de estimulo é apresentado ao sujeito, uma
resposta é coletada e uma inferéncia sobre a representacao interna do estimulo é feita.
Nessa abordagem o que ocorre com o estimulo a nivel de interacao entre neurdnios é
deixada como uma caixa preta.

Copelli e colegas [22] mostraram que as leis de Stevens e Weber-Fechnner na psicofisica
podem ser interpretadas como funcoes de transferéncia de um meio excitavel, no caso os
autores mostraram que conectar elementos excitaveis faz com que a resposta do sistema
siga uma fungao logaritmica (lei de Weber-Fechnner) em alguns casos e uma fungao de
poténcia (lei de Stevens) para outros. Em 2006 Kinouchi & Copelli [19] propéem um
modelo mecanistico para as leis psicofisicas usando ideias da Fisica e Estatistica. Os

autores mostraram que um sistema de elementos excitaveis e interagentes proximo de



uma transicao de fase de segunda ordem consegue responder a estimulos de maneira muito
eficiente e ainda, a resposta deste sistema segue uma lei de poténcia similar a lei de Stevens
na psicofisica. A abordagem da mecanica estatistica do tipo botton-up, exatamente oposta
a psicofisica, preocupando-se com as bases neuronais das leis psicofisicas. Neste caso o
sistema é bem definido e sua resposta a estimulos externos é estudado usando-se simulagoes
computacionais.

Neste projetos estudamos uma rede bidimensional (com uma ou duas camadas) com
neuronios integra e dispara estocasticos. O modelo de neuronio utilizado foi proposto
inicialmente por Gerstner [23], estudado com mais rigor por Galves e Locherbach [24] e
simplificado por Brochini et al. [25]. Utilizamos uma linha de estudo similar a [26], 27]
para investigar como este modelo de neuronio se comporta em uma rede bidimensional
em camadas.

Inicialmente utilizamos uma aproximagao de campo médio para obter resultados analiticos.
Com a aproximacao de campo médio conseguimos avaliar que tipo de transicao de fase
esse modelo apresenta, quais os parametros que controlam essa transi¢ao e a qual classe
de universalidade este modelo pertence. Para validar os resultados analiticos realizamos
simulagoes com nerdnios estocasticos em duas topologias diferentes, uma rede completa e
uma rede bidimensional (com uma e duas camadas). Estudando a transi¢do de fase ab-
sorvente, determinamos como uma rede bidimensional de neuronios estocasticos se com-
porta medindo o ponto critico desse sistema e seus expoentes criticos relevantes.

Com o sistema bidimensional bem caracterizado acoplamos duas redes bidimensionais
para formar um sistema em camadas e realizamos uma espécie de experimento psicofisico,
onde estimulamos a primeira camada do sistema e coletamos respostas da primeira e
segunda camadas nos trés regimes conhecidos, subcritico, critico e supercritico. Neste
caso, obtemos as leis de Stevens, os expoentes psicofisicos de Stevens e a faixa dinamica
de trabalho de tais sistemas. Encontramos que a rede quadrada com duas camadas pode
ter uma faixa dinamica de mais de 40dB em contraste com 20dB de uma rede aleatoria.
Isso acontece porque o expoente de Stevens da rede quadrada em camadas é bem menor
que o da rede aleatoria.

Vale observar que nesta dissertacao nao estudaremos o processo de auto-organizacao
da rede para a regiao critica como é feito em [28] 29, [30, 26| 31], 27], que envolve a trans-
formacao de parametros do modelo em varidaveis dinamicas adaptativas lentas. Nossos
resultados se referem ao modelo estatico, sem dinamica nas sinapses ou nos ganhos neu-
ronais. Devido a problemas delicados na caracteriza¢ao do modelo estatico (determinagao
de ponto de transi¢ao e expoentes criticos), tipicos de topologias d-dimensionais, o modelo

com sinapses dinamicas sera estudado em outra oportunidade.



Capitulo 2

Fundamentos tedricos e simulacoes

2.1 O modelo de neuronio

Neuronios sao as células fundamentais do sistema nervoso. Sao responsaveis por receber
estimulos do ambiente e pela forma como respondemos a eles. Mais do que isso, a interacao
entre neuronios permite que muitas espécies de animais sejam capazes de interacoes entre
individuos que vao além da mera sobrevivéncia devido a respostas a um ambiente impre-
visivel, muitos animais apresentam comportamento social. A unidade fundamental que
permite essa gama de funcionalidade do sistema nervoso é o neuronio.

Um neuronio consiste em basicamente trés partes, dendritos, corpo celular e axonio. Os
dendritos sao normalmente responsaveis por receber sinais de outros neuronios, eles tem
um papel fundamental em integrar os sinais recebidos. O axonio € a estrutura responsavel
por gerar e transmitir um sinal de um neuronios aos dendritos de muitos outros. No corpo
celular de um neuronio estao estruturas responsaveis por manté-lo vivo e permitir seu
funcionamento adequado, como o nicleo e estruturas capazes se sintetizar proteinas.

Neuronios enviam e recebem sinais uns dos outros através de potenciais de acao. A
diferenca de potencial entre o meio intracelular e o meio extracelular de um neuronio
¢ mantida relativamente fixa, devido a diferentes concentragoes ionicas entre os meios
(alta concentracao de sédio e baixa concentragao de potédssio no meio extracelular, baixa
concentragao de sédio e alta concentragao de potdssio no meio intracelular). Um potencial
de acao consiste em um fluxo abrupto de ions através da membrana mediado por canais
ionicos seletivos sensiveis a diferenca de potencial entre os meios, desse fluxo resulta
uma mudanca igualmente abrupta na diferenca de potencial entre os meios, que é o que
chamamos de potencial de acao. Até onde sabemos o processamento e transmissao de
informacao no sistema nervoso ocorre através do potencial de acao [32].

Em neurociéncia tedrica existem modelos biologicamente motivados que tentam si-
mular o comportamento do neuronio através de complexas equacoes diferenciais inspiradas
na dinamica de canais i0nicos, porém tais modelos sao computacionalmente custosos e

possuem muitos parametros para serem estudados. Os modelos conhecidos como integra



e dispara sao consideravelmente mais simples e facil de simular, apesar de sua simplicidade
sao excelentes para o estudo de propriedades coletivas emergentes [33].

Utilizamos um modelo de neur6nio proposto por Gerstner em 1992 [23], eneralixado
por Galves e Locherbach [24] e simplificado por Brochini et al., que chamaremos de modelo
[25] 26]. O modelo GL consiste em um mapa de tempo discreto [34], inspirado em
neurénios integra-e-dispara com vazamento (Leaky Integrate-and-Fire ou LIF) [35, 30],

onde o potencial de membrana de cada neuronio evolui na forma:

Vit + 1] = ) ) (2.1)

JEK;
Se um neurénio dispara, sinalizado por X;[t] = 1, seu potencial de membrana vai
para 0, um valor arbitrdrio de reset. Caso o neurdnio nao dispare X;[t] = 0, o poten-

cial de membrana seque a segunda equacao de . O modelo incorpora um termo de
vazamento através de u, onde p € [0, 1], esse termo controla quanto o neurénio perde
de potencial a cada passo de tempo, além de poder ser considerado como um termo de
memoria do neuronio sobre seus estados anteriores, ele controla também como o poten-
cial de membrana decai para o valor assimptoético de potencial 0 na auséncia total de
estimulos.

A somatoéria da segunda equacao determina como cada neurdnio interage com
os outros. K; é o conjunto de neurdnios que se conectam com o neurénio i e Xj[t] é o
estado do neuronio j que se conecta com i. O peso da sinapse entre os neuronios i e j é
representado por w;;. O termo |K;| normaliza a atividade que ¢ soma da rede baseado no
numero de elementos com quem ¢ se conecta, ou seja é o nimero absoluto de elementos
que interagem com i. O ultimo termo I;[t] representa estimulos externos adicionados ao
elemento .

O estado de cada neurénio, disparo ou siléncio, é definido pela variavel X;[t], onde
X;[t] € {0,1}, é essa varidvel também que diferencia o modelo GL de outros modelos
integra e dispara. Aqui um neurénio disparar ou nao é um evento probabilistico, assim
o modelo torna-se intrinsecamente estocdstico, sem a necessidade de incorporar ruidos
externos para tal finalidade. Sem mais demora, a probabilidade de um neurénio disparar

¢ dada por,
P(Xi[t] =1 | X;[t — 1] =0) = &(Vi[t]) 22)
PXi[t|=1|X;t—1=1)=0

note que um periodo refratario, de um passo de tempo, ja é incorporado neste modelo.
A fungao ®(V') deve ser monotonicamente crescente com apenas um maximo na primeira

derivada e deve possuir limites ®(—o0) = 0 ¢ ¢(+00) = 1 [25]. Durante este projeto
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usamos P descrito pela equagao , onde Vp é um valor limite tal que para qualquer
potencial de membrana menor que Vr a chance do neuronio disparar é zero. O parametro
I', chamado de ganho neuronal, controla como a equacao sai de zero e possivelmente
estd ligado com o seguimento inicial do axonio [25], figura . O uso desta funcao
simplifica os resultados analiticos para o caso de campo médio que sera discutido no

proéximo capitulo.

IV =Vp)

14TV = V)
A funcao © em ¢ a fungao de Heaviside deslocada, comumente conhecida como

funcao degrau, equagao ([2.4)).

o(V) oV —Vr) (2.3)

0 ifV<O0
o) = (2.4)
1 ifV>0

084 — =10
r=2.0
079 — =05
0.6 1

0.5 A

0.4 4

(V)

0.3 A

0.2 4

0.1 -

0.0 4

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Figura 2.1: Fungao ®(V') para diversos valores de I" e Vr = 0.5.

2.2 Redes de neuronios

Redes sao estruturas abstratas usadas para representar objetos e a relagoes entre eles,
tal representagao é feita através de nds e arestas, figura (2.2]). Sistemas neurais sdo
compostos por muitos neuronios que interagem entre si e apresentam comportamentos,

a nivel de sistema, que sao irredutiveis ao elemento mais bésico, fenomeno conhecido



como complexidade emergente. Uma maneira de representar sistemas neurais é através
de redes, neste trabalho consideramos cada neuronio como sendo um né na rede e cada
aresta como uma sinapse entre dois neuronios. Note que neste caso, como na figura ,
estamos considerando uma rede nao direcionada, ou seja, uma sinapse entre um elemento
7 e outro j manda tanto sinal de ¢ para j quanto de j para . A transmissao de sinal entre
dois neurdnios € instantanea e nao fazemos distingao entre sinapses quimicas ou elétricas.
Isso se reflete na equacao da seguinte maneira, o peso de uma sinapse entre dois
neuronios quaisquer w;; € simétrico w;; = wj; e se um neuronio j conectado a ¢ dispara, %
soma o disparo de 7 no mesmo passo de tempo. O modelo também nao leva em conta a
plasticidade sinaptica, o valor de w;; é fixo. Apesar dessas simplificagoes afastarem nosso
modelo de um sistema neural biolégico, o comportamento do sistema como um todo,
rede mais neuronios, apresenta caracteristicas que podem auxiliar na compreensao de um

sistema real.

Figura 2.2: Exemplo de uma rede, nds em vermelho e arestas em azul.

Quando tratamos de redes, a forma como os objetos interagem, ou seja, a distribuicao
de arestas entre os nos é definida pela topologia da rede. Neste projeto consideramos treés

tipo diferentes de topologias.

2.2.1 Rede completa

Na topologia de rede completa temos que cada elemento da rede se conecta com todos os
outros elementos, figura (2.3)).

Em nosso modelo de neuronio isso significa que, na somatéria da segunda equacao



Figura 2.3: Exemplo de uma rede completa, cada né estd conectado a todos os outros noés.
(2.1) o conjunto de elementos K fica definido como, supondo uma rede com N neurénios,

K;={1,2,3,--- N} — {i}, (2.5)

a equagao (2.5)) denota um conjunto definido por todos os indices de neurénios menos
o indice do neuronio ¢, cada neurénio tem N — 1 sinapses. A topologia de rede completa
¢ importante pois permite testar os resultados analiticos obtidos através da aproximacao

de campo médio, que sera descrito no préximo capitulo.

2.2.2 Rede annealed

A topologia annealed é um caso particular da topologia de rede completa. Neste caso,
estamos lidando com uma rede dinamica, onde cada neuronio ainda se conecta com todos
os outros elementos, igual a rede completa, mas a cada passo de tempo apenas um ntimero
fixo |K;| < N — 1 de conexdes estao ativas, figura[2.4]

Em termos do modelo GL, equacao , isso significa que o conjunto de conexoes de
cada neur6nio possui um tamanho |K;| fixo e as conexoes variam aleatoriamente com o

tempo. Matematicamente temos que,

Kilt] = {j1, jo, -+ Jikal (2.6)

note que, a equacao ([2.6) representa apenas o conjunto de conexoes da rede completa
ativas no passo de tempo ¢, isso implica que ¢ ¢ K;[t] e que o neur6nio i nao se conecta

duas vezes ou mais ao mesmo neuronio j no mesmo passo de tempo t.



t+1

Figura 2.4: Exemplo de uma rede annealed. Note que, neste exemplo, a cada passo de tempo

apenas quatro conexoes aleatérias do elemento de indice i estdo ativas (conexdes ativas em

vermelho).

Gerar um conjunto {ji, ja2, - - , jix,|} & cada passo de tempo para cada neuronio da rede
pode ser computacionalmente custoso, propomos o uso de uma adaptagao do algoritimo
de embaralhamento de Fisher €& Yates [37]. O algoritimo abaixo descreve o processo de
gerar um conjunto K;[t] com |K;| elementos tinicos para um passo de tempo.

int modKi < input /* modKi < N —1%*/

mnt k <+ 0

lista elementosl < {0,1,2,--- ,i—1,i4+1,--- /N —1} /*lista de elementos tinicos*/

lista conn < {0}
int head < indice do ultimo elemento da lista elementosl
int idx < 0
for k =1 to modKi do
idz <— RandomInt(0, head)
conn < inserir elementosl [idz]

(elementosl[idx|, elementosl|head]) < (elementosl|head], elementosl[idx])
— — head
end for
O algoritmo considera indices de neuronios indo de 0 a N — 1, isso ocorre pois muitas
linguagens de programacao enumeram listas e vetores de 0 a N — 1, onde N é o tamanho

do vetor. Carregar um offset de 1 durante as simulagoes pode ser desastroso.

2.2.3 Rede bidimensional

A topologia de rede bidimensional difere das duas anteriores devido a relevancia de sua

estrutura espacial. Por exemplo, imagine que vocé estd em uma cidade inteiramente



estruturada em quarteiroes, que possa ser representada por uma matriz N x M. Caso
queira ir de um lado a outro da cidade, pelo menor caminho possivel, vocé passaria por
LM metros, onde L é o comprimento de um quarteirao e M o nimero de quarteiroes de
um lado ao outro da cidade.

Agora imagine que vocé tem a sua disposicao um gerador de portais para qualquer
lugar da cidade (caso da rede completa) ou um gerador de portais dinamico que abre e
fecha portais aleatoriamente ao longo do tempo (caso da rede annealed). No primeiro caso
a menor distancia entre um lado e outro da cidade é apenas L e no segundo a distancia
média estda entre L < d < LM, dependendo do nimero de portais gerados em uma
janela de tempo. Note que tanto na rede completa quanto na rede annealed a estrutura
da cidade nao importa, ja no caso da rede bidimensional existe uma escala de espaco e
tempo, respectivamente o tamanho do quarteirao e o tempo que se leva para anda-lo.

Essa escala de tempo e espago é muito importante, pois em algumas situacoes, dois
eventos que ocorrem a uma distancia maior que o comprimento de um quarteirao estarao
correlacionados. Isso mostra a presenca de escalas no sistema que diferem da escala
estrutural da cidade.

Podemos definir formalmente a rede bidimensional de neuronios GL como uma matriz
I x J de I linhas e J colunas onde cada elemento de indice ij dessa matriz representa um
neuronio e se conecta com seus quatro vizinhos mais proximos. Assim, a equagao

pode ser redefinida,

Vilt+1] = . 2.7
kEKij
onde o conjunto K;; ¢ definido como,
Kij={(i+1,7); (i = 1,5); (4,5 + 1); (4,5 — 1)}. (2.8)

Um exemplo de uma rede bidimensional pode ser visto na figura .

Note que na figura os neuronios das bordas e quinas da rede nao possuem um
padrao de conexao definido pela equacao , esse tipo de defeito na estrutura da rede
introduz efeitos de borda que alteram os resultados de simulacoes. Para eliminar o efeito
de bordas, introduzimos condicoes periddicas de contorno na equacao . Assim, dado
um neurdnio 75 da rede bidimensional se (i+1,7) 3 — (iF1,j) e (i,j£1) 3 — (i,jFJ).
Dessa maneira todos os neurénios possuem quatro conexoes e a estrutura bidimensional
da rede é preservada nas bordas e quinas.

O sistema bidimensional de neuronios GL pode ser estendido para um modelo em

camadas. Considere um novo indice o € NT para designar camadas, é possivel introduzir
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Figura 2.5: Exemplo de uma rede bidimensional com 25 elementos

interacao entre elas através do input do modelo, assim para cada camada a equacgao ([2.7])

fica,

0 if X7 (1] =1

VS + TG + o X7 + e 3 weX{lt] i X[

Vot+1] = (2.9)

0

onde o novo conjunto K7, ¢ a interagao entre os quatro vizinhos mais préximos do elemento
1j dentro da mesma camada, definido na equacao . O novo termo aX fj' ¢ uma conexao
entre os elementos ij das camadas o e o', o parametro « é a intensidade da conexao
entre camadas. Dessa forma podemos acoplar muitas camadas sem alterar a estrutura

bidimensional individual de cada uma.

2.3 Fisica Estatistica

A fisica estatistica consiste em uma abordagem probabilistica para descrever propriedades
macroscopicas de sistemas com muitos graus de liberdade [38]. Esta drea fundamental
da fisica explica as propriedades macroscépicas de sistemas através de seus microestados.
Por exemplo, como surge pressao, densidade e calor especifico em um gas a partir de uma
colecao de moléculas?

Sistemas com muitos graus de liberdade sao aqueles constituidos por muitos elementos
interagentes. Por exemplo, um gés ideal formado por muitas particulas de tipos diferentes

ou nao, que interagem entre si devido de repulsao gerando choques elésticos. Neste caso
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cada particula possui trés coordenadas espaciais e trés coordenadas de momentos lineares,
e sua energia puramente cinética (translacional). Se as particulas sdo moléculas, poder-
emos ter também coordenadas angulares e interatomicas, ou seja, estados rotacionais,
vibracionais e energia potencia interna.

Outo exemplo é um pedaco de matéria com propriedades magnéticas. Neste caso os
atomos nao podem caminhar livremente pelo material, mas cada um possui um spin que
pode apontar para diversas direcoes e estd sujeito a interagoes com outros spins, mediadas
por efeitos quanticos conhecidos como exchange interactions [39)].

Finalmente, mais proximo de nosso estudo, podemos ter uma rede de neurénios onde
cada neuronio pode emitir um potencial de acao ou ficar em siléncio dependendo da in-
teracao com outros neuronios da rede. Todos esses casos sao sistemas macroscopicos
constituidos por elementos microscépicos que interagem entre si e dao origem a compor-
tamentos coletivos, desde médias triviais no gés ideal (pressao, temperatura) até genuinos
fenomenos nao-lineares (transigdes de fase).

Na descricao dos sistemas acima, e todos os outros com muitos graus de liberdade, sao
essenciais as ideias de micro e macro estados. Um microestado é definido pelo conjunto
dos estados de todos os graus de liberdade individuais. Por exemplo, no caso de um ma-
terial magnético onde cada atomo do material pode ter spin 0 = 1, podemos definir um
microestado através dos spins de todos os dtomos que compoe a amostra {oy, 09, -+ ,0x}.
Ja um macroestado é alguma quantidade observavel macroscopicamente, no caso do ma-
terial magnético, a magnetizagao média. Note que um macroestado pode estar associado
a muitos microestados diferentes, desde que a quantidade média observavel, e outros
vinculos observados, seja preservada.

Praticamente todos os sistemas que ocorrem na natureza sao sistemas abertos acopla-
dos a reservatorios externos, tal que trocas de energia, particulas e outras quantidades
conservadas entre reservatorio e sistema levam a correntes através do sistema que guiam
a evolucao temporal do mesmo. Tais correntes se manifestam a nivel microscopico como
uma quebra de balanco detalhado, significando que entre dois microestados adjacentes
existe uma corrente de probabilidade diferente de zero [40]. A quebra de balango detal-
hado define a diferenca entre sistemas em equilibrio e sistemas fora de equilibrio. No
primeiro caso, nao existe quebra de balanco detalhado e todos os microestados acessiveis
sao equiprovéveis (hipdtese ergddica), ja no segundo caso, os microestados acessiveis nao
sao equiprovaveis e dependem do tempo, que se torna um importante grau de liberdade.

Ambos sistemas, em equilibrio e fora de equilibrio, podem ser descritos por variaveis ou
observéveis (macroestados), tais varidveis descrevem o comportamento do sistema como
um todo e caracterizam as transicoes de fases dos mesmos. Uma fase pode ser definida

como a regiao no espaco onde todas as varidveis macroscopicas que descrevem o sistema
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sao essencialmente uniformes. Quando o sistema passa de uma fase a outra ha uma
quebra de uniformidade, caracterizada pela descontinuidade de algumas variaveis e suas
derivadas. Nem todas as variaveis que descrevem o sistema apresentam uma quebra de
uniformidade: aquelas que apresentam chamamos de parametros de ordem e as variaveis
que controlam esse processo damos o nome de parametros de controle.

As transicoes de fase podem ser agrupadas essencialmente em dois tipos, transicoes
de primeira ordem, caracterizada por uma descontinuidade de algum parametro de or-
dem (e regiao de coexisténcia de fases em torno do ponto de transi¢ao) e transigoes de
segunda ordem, onde o parametro de ordem varia continuamente entre as duas fases,
mas suas derivadas apresentam algum tipo de descontinuidade, figura . Embora essa
classificagdo nao seja rigorosa e esteja um pouco datada [40], no nosso estudo ela ainda
é util pois apenas esses tipos de transicao ocorrem em nosso modelo. Uma classificacao
mais atualizada pode ser encontrada em [41]. Nesta classificagao transigoes de segunda
ordem sao caracterizadas pela divergéncia da susceptibilidade, comprimento de correlacao
infinito e decaimento de correlagoes na forma de leis de poténcias.

Diversos sistemas fisicos que apresentam transicoes de segunda ordem podem ser
agrupados por compartilharem propriedades de simetria. Esse tipo de agrupamento ¢é a
defini¢ao de classe de universalidade [40]. E esperado que sistemas pertencentes a mesma
classe de universalidade apresentem o mesmo comportamento critico. Ou seja, proximo ao
ponto critico da transi¢ao alguns parametros de ordem e grandezas relacionadas (suscep-
tibilidade, comprimentos de correlacao etc.) podem ser aproximados por leis de potencia
do tipo x® onde os diversos expoentes « sao 0os mesmos para os sistemas pertencentes a
uma mesma classe, mesmo que os detalhes da dinamica microscopica sejam diferentes.

Tanto sistemas em equilibrio quanto fora de equilibrio podem apresentar fenomenos
criticos, no entanto apenas sistemas em equilibrio possuem um formalismo que permite
descrever o comportamento de variaveis do sistema através de seus microestados. Sistemas
fora do equilibrio ainda ndo possuem um formalismo canonico [40], no entanto podemos
usar alguns resultados do formalismo de sistemas em equilibrio para auxiliar na descrigao
de sistemas fora de equilibrio.

O ponto fundamental na descricao de sistemas em equilibrio é a hipdtese ergddica.
Assumi-la significa aceitar que todos os microestados acessiveis de um sistema sao
equiprovaveis. A provabilidade de que o sistema esteja em um microestado {o} é dada

através da estatistica de Boltzmann,

_E({o})
Po X € kBT (2.10)

onde E({c}) é uma fungao de energia, kg é a constante de Boltzmann e T é a temperatura.

A equacdo (2.10) vem diretamente da termodinamica, e ela pode ser generalizada para
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Figura 2.6: Exemplo do comportamento esperado nos dois tipos de transigoes de fase, note
que este exemplo nao representa nenhum modelo fisico, é apenas um esquema ilustrativo, os
parametros de ordem e de controle (p e x respectivamente) sao ficticios. A) Transi¢ao de primeira
ordem, é possivel observar claramente uma descontinuidade no ponto de transicao, marcado por
pontos vermelhos. Esse tipo de descontinuidade marca a quebra de uniformidade. B) Transic¢ao
de segunda ordem, é possivel notar uma mudanca de comportamento no parametro de ordem no
ponto vermelho, porém agora essa mudanca ocorre de maneira continua, o ponto de transicao
neste caso é chamado de ponto critico. As figuras C) e D) mostram o comportamento das

derivadas do parametro de ordem p.
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qualquer sistema em equilibrio [42], porém usaremos a notagao usual de termodinamica.

A equagao (2.10) pode ser estendida para se obter o valor médio das variaveis de um

sistema em equilibrio da seguinte maneira.

(2.11)

A quantidade (X) representa o valor médio da varidvel X. Definimos a fungao particao
a partir do denominador da equagao (2.11]) como:

_E({o})
Z=Y et . (2.12)

Usando a funcao particao o valor médio de uma variavel fica:

(2.13)

Observando a equacao , se a funcao de energia depende de alguma maneira direta
ou indireta de X,, é possivel ver que o valor médio (X) estd relacionado com alguma
derivada parcial da funcao particao.

Em particular, para sistemas em equilibrio, um estado de equilibrio pode ser definido

como o minimo de uma fun¢ao de energia, usualmente a energia livre de Gibbs,
G(N,T;J) = —kgTIn Z (2.14)

onde N é o ntmero de particulas, T" a temperatura, J é um vetor onde cada elemento

representa uma forca generalizada externa aplicada ao sistema e Z a funcao particao de
Gibbs, definida por:
~ JZ-B({o})
Z(NT; D)= Y e FaT | (2.15)
{o}{=}
Cada elemento J; de .J possui um deslocamento correspondente z;. Os pares J; e
x; correspondem a pares de estimulo e resposta onde os deslocamentos sao variaveis do
sistema que variam em resposta a uma forca generalizada aplicada .J;. Assim, é possivel

determinar o valor das varidveis do sistema através das equagoes (2.14) e (2.15)):

g - olnZ
" oJ; = Kpl oJ;

z; = (2.16)

A equacao ([2.16]) estabelece uma relagao direta entre varidveis do sistema z; e os

microestados do sistema em equilibrio em questao através da energia livre de Gibbs.
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Vamos supor um sistema em equilibrio que apresente comportamento critico. Se uma
forca generalizada de apenas um componente é aplicada no sistema J — J, tal que essa
forca possua apenas um deslocamento correspondente X, teremos:

oG

(X)(T,7) =~

(2.17)

Neste caso a transicao de segunda ordem se dda com uma descontinuidade na primeira
derivada de (X) ou na segunda derivada da energia livre de Gibbs. Das equagoes (12.16])

e (2.17) temos que:

X)) &G o (0InZ
aJ 9 _KBTE( a.J ) (2.18)
X)) 0 (102
ot = KT o> (EW) (2.19)
HX) 1922 102\°
7 s zaﬁ—(zaﬁ ' (220)

Analisando termo a termo a equagao (2.20)), vemos que o primeiro termo a esquerda
corresponde a definicao de susceptibilidade. Os dois termos entre colchetes estao rela-

cionados respectivamente com o segundo e primeiro momento da distribuicao de X,

1972 (X?)
Z0J2  (KpT)? (2.21)

102\> (X)?
(357) =i -

Assim, é possivel reescrever a equagao (2.20)), com o auxilio das (2.21)) e como:

0X) _ 1y 2
7 = e LX) — 07, (2.23)

Podemos introduzir as variaveis intensivas p e x:

p= <:7>V(_> : (2.24)
X = %% . (2.25)

A equagao para susceptibilidade (2.23) em termos das novas varidveis (2.24) e (2.25)),

fica:
xzégmﬂ—@ﬂ. (2.26)

A variavel p pode ser usada como parametro de ordem, e nela é possivel ver a transicao
de segunda ordem. A susceptibilidade, de acordo com as equagoes (2.26)) e (2.25)), mostra
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a descontinuidade da transi¢ao e é simplesmente uma medida da flutuacao (variancia) de

p.
Podemos definir formalmente um expoente critico como:

A= T 220 (2.27)
™—0 InT

onde p representa uma parametro de ordem hipotético e 7 representa o parametro de

controle reduzido:

 To-T

T TC

(2.28)

Normalmente representamos a relagdo entre o parametro de ordem e seu expoente
na regiao critica por p(\) ~ 7, no entanto a relagdo p(\) = Ar* é raramente valida.
Geralmente existem temos de correcao de forma que uma representacao mais apropriada

seria:

p(7) = ATﬁ(l +BrY 4. ) (2.29)

Usando a definicao do expoente critico e a equacao é possivel obter A = .
Os termos de correcao na equagao podem ser desconsiderados se o parametro de
controle esta suficientemente préximo do ponto critico. Assim, suficientemente proximo
do ponto critico T' ~ T, e na auséncia de qualquer forga (campo) externa J = 0, temos

que p deve se comportar como:
p(1,0) ~ |7]7, (2.30)
onde [ é o expoente critico associado a p(7,J = 0). Outros expoentes criticos e seus

respectivos parametros de ordem sao:

X(7,0) ~ || (2.31)

§(7,0) ~ [, (2.32)

onde £ é o comprimento de correlagao no sistema.

Da literatura sabemos que existem relagoes bem definidas para alguns expoentes de sis-
temas criticos em equilibrio, como as relacoes de Rushbrooke, Widom, Fisher e Josephson
[40], no entanto elas nao necessariamente sdo vélidas para sistemas fora de equilibrio.

As equacoes e mostram o comportamento da susceptibilidade e compri-
mento de correlacao na regiao critica. As equagoes a mostram o comporta-

mento esperado de uma transicao de segunda ordem quando T — T¢,

p—0 (2.33)

17



X — 00 (2.34)

£ — 0. (2.35)

A divergéncia do comprimento de correlacao e da susceptibilidade mostram uma
auséncia de escala caracteristica do sistema durante a transicao.

O laborioso trabalho de descrever transigoes de fase de segunda ordem em sistemas em
equilibrio parece em vao quando tratamos de sistemas fora de equilibrio. Tais sistemas
nao obedecem ao balanco detalhado e portanto nao é possivel assumir a hipdtese ergddica.
Isso significa que nao é possivel definir a energia livre de Gibbs. No entanto, podemos
extrair caracteristicas comuns entre os dois tipos de sistemas.

Tanto sistemas em equilibrio quanto fora de equilibrio podem apresentar transicoes de
primeira e segunda ordem, e ser agrupados em classes de universalidade. Os parametros
de ordem p, x e £ devem se comportar da mesma maneira para transicoes de segunda

ordem em sistemas fora de equilibrio. Os parametros de ordem p e , como definidos nas

equagoes ([2.24), (2.25) e (2.26), sao facilmente medidos em simulagoes de sistemas fora

do equilibrio.

Uma descri¢ao analitica dos parametros de ordem p e y em sistemas fora de equilibrio
s6 é possivel conhecendo uma equa¢ao mestra que descreva a evolugao temporal da dis-
tribuicao de probabilidade de microestados. As vezes é possivel obter uma equacao de
Langevin para algum parametro diretamente [40].

Transicoes de fase de segunda ordem em sistemas fora de equilibrio ocorrem normal-
mente entre duas fases, uma ativa e uma absorvente (ou vicuo) da qual o sistema nao
consegue sair caso caia nela. Este tipo de transicao também recebe o nome de transicoes
de fase absorventes (do inglés, absorbing phase transitions). A classe de universalidade
mais comum para este tipo de transic¢do é a classe [DP}, do inglés Directed Percolation.

A classe [DP] é a mais importante nos sistemas que apresentam transi¢oes de fase
absorventes. Janssen & Grassberger formularam uma conjectura para verificar se um

sistema pertence a ela [43] 44]. Um sistema pertence a classe DP se:
1. a transicao for caracterizada por um unico parametro de ordem nao negativo p,

2. o sistema apresentar uma transicao continua entre uma fase ativa p > 0 e um estado

de absorcao p = 0 tnico,
3. a dinamica dos elementos que constitui o sistema for de curto alcance,

4. o sistema nao possuir caracteristicas especiais como, simetrias nao convencionais,

leis de conservagao, ou quenched randomness (parametros aleatérios que nao variam
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no tempo).

Na rede de neuronios GL, o parametro de ordem p é dado pela soma de todos os

neuronios ativos no tempo t,

1
plt] = = D Xilt] (2.36)
ou em um formalismo mais familiar para mecanica estatistica,
+oo
ot = [ e pv)lHav. (237

onde p(V)[t]dV é a fracdo de neurdnios com potencial de membrana no intervalo [V, V +
dV] no tempo t e ®(V) é a probabilidade de um neurénio disparar com potencial de
membrana V', equacao (12.3)).

A priori podemos ver que, para qualquer topologia, a rede de neuronios GL satisfaz
parcialmente o segundo item da conjectura de Janssen e Grassberger e completamente o
primeiro e terceiro. Note que na equagao , considerando um sistema sem estimulo
externo [;[t] = 0, se o potencial de membrana de todos o elementos é zero, a rede de
neuronios GL estara em um estado absorvente e serd impossivel sair dele sem a adigao de
algum estimulo. As equagoes e definem um parametro de ordem tnico e nao
negativo, o parametro y é apenas a variancia de p. A dinamica de elementos do modelo
GL levam em conta apenas interagoes entre elementos diretamente conectados ou seja,
interagoes de curto alcance.

Logo, podemos trabalhar com a hipétese de que o sistema considerado neste trabalho,
rede quadrada com neuronios GL, pertence a classe de universalidade DP. Veremos no

capitulo sobre a aproximacgao de campo médio que isso é de fato verdade.

2.4 Leis de poténcia e Psicofisica

A psicofisica é a area da psicologia que tem como objetivo quantificar a experiéncia da
percepcao entendendo a relagao que ha entre o estimulo fisico, representacao interna e
resposta neural. Com tal finalidade, a psicofisica faz uso de técnicas de escalonamento
para medir intensidades percebidas, magnitudes de estimulos fisicos diferentes ou ainda,
a relacao entre diferentes tipos de estimulos no espaco da percepcao como funcao de
variagoes dos estimulos fisicos [45]. Na psicofisica neural, busca-se estudar os correlatos
neuronais dessas grandezas macroscopicas, ou seja, nosso trabalho estd dentro do campo
da psicofisica neural [46], 47].

Todo estimulo sensorial possui uma representacao interna em nosso cérebro. O ob-

jetivo das técnicas de escalonamento na psicofisica consiste em encontrar uma relacao
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entre propriedades do estimulo fisico e qualidades ou intensidades perceptuais. Experi-
mentos em psicofisica normalmente envolvem a variagao de um estimulo fisico em uma
ou mais dimensoes e medir a resposta do sujeito [46]. A relagdo entre estimulo e re-
sposta é utilizada para inferir sobre a representacao interna do estimulo. Por exemplo,
supondo que o estimulo em questao seja o som, uma variagao unidimensional seria variar
apenas uma dimensao do estimulo, como a intensidade ou a frequéncia. J4 uma variacao
multidimensional poderia ser uma combinacao entre intensidade e frequéncia ao mesmo
tempo. A resposta de sujeitos pode ser medida de diferentes maneiras, como estimagao de
magnitude, produgao de magnitude, julgamentos de similaridade e dissimilaridade, entre
outros [46].

Em psicofisica, é muito comum experimentos que variam estimulos ao longo de uma
unica dimensao. Escalonamento deste tipo de experimento tem como funcao medir alguma
quantidade subjetiva, induzida pela mudanca do estimulo fisico. As formas mais comuns
de se medir respostas devido a variagoes unidimensionais de estimulos sao estimativas de
magnitude e producgao de magnitude. No primeiro caso, uma escala é apresentada ao
sujeito junto com os estimulos correspondentes aos extremos da escala, normalmente 0 e
10. O sujeito deve entao classificar novos estimulos apresentados a ele baseado na escala
sugerida.

No caso de producao de magnitude, o sujeito é apresentado de inicio aos dois estimulos
extremos, e ele deve entao classificar qual dos novos estimulos apresentados satisfaz alguma
caracteristica pré-definida. Por exemplo, um sujeito é apresentado a dois estimulos de
luminosidade de intensidades diferentes, ele deve entao dizer qual dos novos estimulos
representa uma intensidade média entre os extremos.

Producao de magnitude e estimativa de magnitude possuem uma relacao funcional
bem conhecida entre variacao de estimulo e resposta. A relacao mais conhecida deste tipo

de experimento ¢ chamada de lei de poténcia de Stevens:

S(I) o I™ (2.38)

Na lei de poténcia de Stevens, o parametro I representa a intensidade do estimulo,
m um expoente ajustado, o um fator de escala e S(I) é a resposta obtida. A equagao
(2.38)) mostra que é possivel ter trés tipos de relagao estimulo-resposta de acordo com o
expoente m. Para m < 1 temos uma escala compressiva: nesta escala quanto maior é o
estimulo maior serd a diferenca entre estimulos necessaria para produzir uma resposta.

O caso oposto ocorre quando m > 1: neste caso, quanto maior o estimulo, menor é
a diferenca entre estimulos necessaria para produzir uma resposta. Para m = 1 temos o

caso linear, onde a diferenca entre estimulos para produzir uma resposta é constante e nao
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dependente da intensidade do estimulo. Exemplos tipicos de estimulos representados com
uma escala compressiva sao intensidade sonora e luminosidade e para escalas expansivas
(m > 1) sabor e estimulos nocivos, como dor [46].

Notemos que a Psicofisica consiste em uma abordagem top-down: estimulos sao apre-
sentados ao sujeito, uma resposta ¢é coletada e uma inferéncia a respeito da representacao
interna ¢ feita. Nesses experimentos classicos, o que ocorre no cérebro no nivel neural é
deixado como uma caixa preta.

Em 2006, Kinouchi e Coppeli [19] mostraram que a sensibilidade e a faixa dinamica
de uma rede de neurdnios formais (automata celulares) interagentes é méxima no ponto
critico de uma transicao de fase de segunda ordem. Os autores usaram a atividade média
da rede p para mapear sua resposta a estimulos aleatdrios que possuem uma distribuicao
de probabilidade tipo Poisson 1 — exp (—rdt), onde r é a taxa com que ocorre um disparo
aleatdrio e 9t um pequeno intervalo de tempo arbitrario (1 ms). No ponto critico, a
atividade média da rede p consegue mapear estimulos muito pequenos e, ao mesmo tempo,
estimulos ordens de magnitude maiores, e segue uma lei na forma de potencia muito similar
a lei de Stevens p(r) oc 7™ com o expoente compressivo m < 1. Um resultado novo é que
também se obtém um nivel de saturagao para essa lei de poténcia, lim, . p(r) = pPmax,
em pleno acordo com os experimentos.

A faixa dinamica de trabalho é uma medida que relaciona o menor estimulo e o maior

estimulo que a rede consegue mapear,

A =10log <@) . (2.39)

To.1

onde A é o valor da faixa dinamica e [rg, 79.9] sd0 os valores da taxa de estimulos que

correspondem a resposta da rede [pg.1, pog]. Os valores p, sdo obtidos através da funcao:

Pz = Po + :B(pma:c - pO) : (2'40)

one os valores py € pPmqr SA0 as menores e maiores respostas possiveis no sistema.

Por exemplo, no estado subcritico, pg = 0, mas no estado supercritico, temos py =
rho(w) > 0. Assim, se considerarmos a variacao total de resposta 0, = pmaz — po do
sistema, o valor pg; equivale a descartar estimulos que evocam uma resposta menor que
10% de 0,. Analogamente, pyg equivale a descartar estimulos que evocam uma resposta
maior que 90% de d,, pois tal estd muito préxima da saturacdo e a resposta da rede nao
discrimina bem a intensidade dos estimulos, ver figura .

A teoria de Kinouchi & Copelli [19] é uma teoria microscopica, mecanistica, da lei
macroscéopica de Stevens, no espirito da Fisica Estatistica. Podemos relacionar o expoente
da lei de Stevens, equagao , diretamente com o comportamento esperado para o

parametro de ordem de um sistema que apresenta estado critico.
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Figura 2.7: Exemplo de como sao selecionados os pontos 191 e rgg9. Os pontos em vermelho

correspondem as coordenadas (9.1, po.1) € (70.9, 0.9)-

Da literatura, sabemos que o parametro de ordem de sistemas termodinamicos préximo
de uma transicao de fase absorvente na presenca de um campo externo deve escalar
com p o< h?/? [40], onde h representa um campo externo pequeno, o o expoente critico
associado ao tamanho médio de clusters e 5 o expoente critico associado ao parametro
de ordem descrito na equagao . Em nosso sistema r faz o papel de campo externo,
assim podemos identificar o expoente m de Stevens em termos dos expoentes [ e o:

m=". (2.41)

Kinouchi & Copelli examinaram uma rede aleatoria de automata celulares com K
vizinhos, obtendo expoentes de campo médio f = 1 e 0 = 2. Neste caso, m = 1/2,
ou seja, obtemos uma lei compressiva com larga faixa dinamica. Em nosso trabalho,
mostraremos que em uma rede bidimensional, m é ainda menor, e se justapormos duas
camadas conectadas por uma fracao de sinapses, o efeito é ainda maior, gerando uma

enorme faixa dinamica.

2.5 Simulacoes

Todas as simulacoes foram realizadas em C++ e analise de dados em Python. Usamos a
atividade média da rede p como parametro de ordem e o peso sinaptico médio w como
parametro de controle.

No capitulo seguinte apresentamos uma aproximacao de campo médio e mostramos
formalmente a razao da escolha dessas variaveis como parametros de ordem e controle.
Mostramos também as condi¢oes para que o modelo GL apresente uma transicao de

fase absorvente. Todas as simulagoes foram realizadas com y = 0, I = 0, Vp = 0

22



e I' = 1.0. Visto que o modelo apresenta vérios parametros explora-los, apenas com
simulagoes, dificilmente traria resultados interessantes.

Em todas as simulagoes estamos interessados essencialmente em medir como o parame-
tro de ordem varia em relacao ao parametro de controle. Com excecao da medida de faixa
dinamica, neste caso estamos interessados em medir como o parametro de ordem varia
em funcao de estimulos externos. Todas as simulagoes duraram 100000 iteragoes. Uma
iteracao consiste na atualizacao dos potenciais de acao do modelo, de acordo com as
equacoes adequadas a topologia em questao, e na atualizagao dos disparos dos neuronios.
Em cada simulacao coletamos dados da atividade da rede para cada iteracao. Para evitar
estados transientes do sistema nas medidas descartamos as 10000 primeiras iteracoes de
cada simulacao.

Definimos as medidas em simulacao da atividade da rede p e susceptibilidade y como,

p=— 5" it (2.42)

Y (plt] = p)* = No*. (2.43)

Nas equagoes (2.42) e (2.43) a medida instantanea da atividade da rede p[t] é obtida
pela equacao (2.36) Cada simulagao foi refeita 10 vezes, assim a medida final de p e Yy,

10
1
p= 3 0t (2.44)
=1
1 10
X = TOZXiioX. (2.45)

Note que p; e x; nas equagoes ([2.44)) e (2.45)) sdo medidas obtidas pelas equacoes ([2.42)

e (2.43)) para uma repeticao de uma simulagao. O erro de cada medida é o desvio parao

para um dado conjunto de simulagoes.

2.5.1 Simulacoes de rede completa

Simulamos uma rede tipo grafo completo de neuronios GL através da equacao de modelo
(2.1) com um conjunto de conexoes definido pela equagao . Em cada simulagao
fizemos uma varredura no parametro de controle controle w entre 0.1 e 2.0 com um
incremento de d§,, = 0.1 para redes com diversos tamanhos diferentes.

Utilizamos as equagoes (2.42)) a (2.45)) para construir gréaficos de py(w) xw e xn(w) X w

para sistemas com tamanhos diferentes, N é o nimero de neuronios do sistema.
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2.5.2 Simulacgoes de rede annealed

Para construir o sistema com topologia annealed de neuronios GL utilizamos a equacao
de modelo ({2.1)) e o conjunto de conexoes definido pela equagao (2.6)). Neste caso em cada
simulacao fizemos uma varredura no parametro de controle w entre 0.25 e 2.0 com um

incremento de 6,, = 0.05 para conjuntos de vizinhos aleatorios de tamanhos diferentes,

iniciamos com |K;| = 2 até |K;| = 64 com um incremento J; = 2, o tamanho do sistema
foi mantido fixo.
Utilizamos a equagcao (2.42)) para construir graficos de py(w) X w para diferentes taman-

hos de conjuntos de conexoes.

2.5.3 Simulacgoes de rede bidimensional

Construimos o sistema bidimensional através da equacao de modelo e do conjunto
de conexoes definido na equagao incluindo condicoes peridédicas de contorno. Carac-
terizamos a rede bidimensional de neuronios GL medindo o ponto critico da transicao de
fase e os expoentes criticos relevantes.

Primeiramente medimos o ponto critico do sistema, para isso realizamos simulacoes
onde em cada uma é feita uma varredura no parametro de controle w entre 0.1 e 2.0 com
um incremento de d,, = 0.1. Com isso identificamos a regiao do parametro de controle
onde ocorre a transigao, we € [1.7,1.8]. Realizamos novas simulagoes dentro do intervalo
obtido, dessa vez utilizamos como incremento ¢,, = 0.01, com isso conseguimos melhorar
a regiao onde ocorre a transigao, we € [1.73,1.75]. Uma ultima bateria de simulagoes foi
feita com um incremento d,, = 0.001 dentro do ultimo intervalo para determinar o ponto
critico we. Todas as varreduras no parametro de controle foram feitas para redes com
diversos tamanhos.

Utilizamos as equagoes a para construir graficos de py(w) xw e xn(w) X w
para sistemas com tamanhos diferentes.

Para medir os expoentes criticos desse sistema utilizamos uma técnica conhecida como
escalonamento de tamanho finito que sera apresentada no capitulo de resultados na sessao
sobre a rede bidimensional. Essencialmente utilizamos os mesmos dados para as curvas
pn(w) X w e xy(w) X w, porém construimos curvas do tipo p, (L) X L e x,(L) x L, onde
L = +/N ¢ o tamanho caracteristico da rede.

2.5.4 Simulacgoes da rede bidimensional em camadas

Utilizamos a equagao de modelo (2.9) e o padrao de conexdes definido na equagao (2.8))

com condigoes de contorno periddicas para formar um sistema bidimensional com duas ca-
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madas. Realizamos uma espécie de experimento psicofisico onde estimulamos os neurénios

da primeira camada do sistema com um processo de Poisson,

P(Xy[t] = 11X, =0) = A(r) =1 — e ™ (2.46)

Onde r é a taxa de disparo que controla a probabilidade de um elemento disparar
devido a equacao (2.46)) e §; é um intervalo muito pequeno em relagao ao tempo de
simulagao, no caso é apenas um passo de tempo. Ou seja, a cada iteracao do sistema cada
neuronio da primeira camada pode disparar devido a dinamica do modelo ou devido a
equacao .

Em cada simulagao realizamos uma varredura da taxa de disparo do processo de Pois-
son r de 107% a 107!, Fizemos a varredura em r para redes com tamanhos e pesos
sinapticos diferentes. Medimos a atividade da rede em cada uma das duas camadas e
utilizamos a equacao em cada camada para construir curvas p ., (r) X 7.

Medimos a faixa dinamica de cada camada através das equacoes e .
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Capitulo 3

Campo médio

O objetivo deste projeto foi investigar como uma rede bidimensional de neurdnios GL
responde a estimulos externos e estender este estudo para um modelo bidimensional em
duas camadas. Para isso é preciso conhecer o sistema em questao. A rede de neurdnios
GL é um sistema fora ou em equilibrio? A qual classe de universalidade ele pertence?
Quais os parametros de ordem e expoentes criticos relevantes? Alterar a topologia da
rede altera alguma das questoes anteriores?

Uma primeira analise pode ser feita observando que, em um dado tempo ¢, se o sistema
se encontra em um microestado {X[t]} = {Xi[t], Xz[t], -, Xn][t]}, no préximo instante
t 4+ 1 os microestados acessiveis nao serao equiprovaveis. Para ilustrar isso, considera o
sistema mais simples possivel, dois neurdnios interagindo. Se em um dado instante de
tempo o sistema se encontra no microestado {X[t]} = {1,0}, os possiveis microestados
acessiveis no préximo instante sdo { X[t + 1]} = {0,1} e {X[t + 1]} = {0,0}. De acordo
com as equagoes e (2.3), na auséncia de estimulo esterno (I;[t] = 0) e considerando
i = 0, as probabilidades de ocorréncia dos dois possiveis microestados sao, respectiva-
mente ®(w2) e 1—P(wy2). Essas probabilidades nao necessariamente sao iguais e portanto
vemos que a rede de dois elementos GL nao esta em equilibrio, o mesmo sera verdade para
uma rede com N elementos.

Seguimos com uma anélise de campo médio onde é possivel obter resultados analiticos
e definir o parametro de ordem e de controle. Apresentamos também as condigoes
necessarias para que o sistema de neuronios GL apresente uma transicao de fase de se-

gunda ordem.

3.1 Aproximacao de campo médio

Considere a equagao (2.1)), a aproximagao de campo médio consiste em fazer alguma aprox-
imacao referente a interacao dos elementos que leve em conta caracteristicas macroscopicas
do sistema [40]. No caso, assumimos que a distribui¢ao de pesos sinapticos {w;;} possui

média w, variancia finita e desconsideramos correlagao entre pares [26]. Isso leva a uma
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aproximacao da somatdéria da equagao ([2.1)),

‘K’ wa j pr[t]> (31)

onde p[t] é a atividade da rede dada pela equacao (2.36]) e |K;| = N — 1.

Com essa aproximagao podemos reescrever a equagao (2.1)),

0 if X;[t] =1
Vit + 1] = ) (3.2)
pVilt] + Lift] +wplt] if Xi[t] =0

Supondo que todos os neuronios da rede ja tenham disparado pelo menos uma vez e
que I;[t] = I para qualquer neurdnio i. Dessa maneira todos os neurénios que disparam
juntos evoluem da mesma forma e possuiram o mesmo potencial de membrana, de acordo
com a equagao . Isso permite que os neuronios sejam agrupados de acordo com sua
idade de disparo ng[t] e por seus potenciais de membrana Uy[t]. O grupo n[t] é a fracao de
todos os neuronios que dispararam entre os tempos t —k — 1 e t — k, ou seja nao disparam
a k passos de tempo. O potencial Ui[t] é o potencial de membrana de todos os neurdnios
do grupo ny[t].

Uma das maneiras de definir o parametro p no sistema GL foi através da equacao
(2.37), note que se todos os neuronios tenham disparado pelo menos uma vez a funcao
p(V)[t] serd composta pelos componentes 7 [t].

Com as equacoes , escrita em termos dos grupos 7x[t] e com as definigdes

de n[t] e Uk[t], encontramos as equagoes que governam a evolugao temporal da atividade

da rede plf]
] = i () 3.3
lt 1] = (1~ S 1)) 4, (3.4
Uilt + 1] = pUs_1[t] + I + wplt]. (3.5)

Em um estado estaciondrio as equagoes (3.3)) a (3.5) ndo dependem mais do tempo e

podem ser simplificadas,
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Uy = 0, (3.6)

U, = ,uUk,1 +I—|—wp, (37)
po= m=> mdU, (3.8)
M = (1= ¢Uk-1)) k1 - (3.9)
(3.10)

As equagoes (3.3) a (3.5)) e (3.8)) a (3.7) podem ser resolvidas numericamente. Dentro

do caso estacionario, apresentamos resultados para uma aproximagao da atividade da rede

p préoxima do ponto critico do sistema e um caso analitico.

3.2 Aproximacao no ponto critico

Para que ocorra uma transicao de fase absorvente o sistema nao pode receber estimulos
externos, isso faria com que ele nunca chagasse no estado absorvente e nao seria possivel
observar a transigao. Consideramos também Vy = 0 na equagao para ¢(V), pois Vr
faz o sistema passar por uma transigdo de primeira ordem [26].

Podemos expandir a equagao (3.8)) com as equagoes e com [ =0,

p=> m1(l— O(Ur-1))®(nUs1 + wp). (3.11)

Note que proximo do ponto critico, como estamos considerando uma transicao entre
um estado absorvente p = 0 e um estado ativo p > 0, o valor de p deve ser préximo de
zero na vizinhanga da transi¢ao. Na equagao (3.7) com I = 0 isso significa que os termos

Uy, serao pequenos. Podemos aproximar a fungao ®(Uy),

I'vy
1+T'Uy
Inserindo a aproximagao de ®(Uy) na equagao (3.11]) temos,

O(Uy) = ~TU, — I'*U}. (3.12)

p=> mo1(1 = TUiy +T2U7 ) (Dpli—y + Twp — T2 (uUs_y + wp)?). (3.13)
k=0
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E possivel reorganizar a equagao 1) em termos da aproximagao (3.12)),

p~Twp(l —Twp) Y m1 + (= 20 pwp — Twp + T?wp?) Y np_1 ®(Up—)

k=t (3.14)

~Tp? Y ko1 Uk ®(Up—r).

k=1

Os termos com potencias de Uy, maiores que 2 e nao agrupaveis para formar a equagao
sao despreziveis.

Da equacao temos que » ;- mk—1 = 1, ou seja a soma de todos os grupos de
neuronios com todas as idades de disparo k£ nao pode ser maior que o niimero de neurénios
da rede. A segunda somatoria da equagao ¢ apenas a definicao de p, equagao (3.8)),
com o indice deslocado.

Descartando todos os termos com potencias em p maiores que 2 a equagao (3.14)) fica,

p~ p(Tw+ p) + p*(—T%w® = 2Dwp — Tw) = Tp® Y " ey U1 @(Ug—1). (3.15)
k=1

Para avaliar o ultimo termo da equagao (3.15)) note que a equacao recursiva (3.7)) pode

ser reescrita como uma série geométrica parcial,

k—1 k
Uy = w,oZuj = ey (3.16)
0 H
J
A somatdria da equacgao (3.15)) fica,
Lk
Zﬁk 1Up1®(Uy—1) Zﬂk 19 (Uk-1) T (3.17)
A equacao (3.17)) pode ser reorganizada,
Z - (k1 _wp i B )(1 k—l)
Nk—1 K—1) 1_,u _1—M Mk—1 k—1 K

k=1
= % (p - ; ?7k—1CI)(Uk—1)Nk71>~

A ultima soma da equacao acima pode ser descartada por possuir apenas termos em

p® e maiores [26],

k—l 2

wp
E (IDU ~ . 3.18
Nie—1 kl 1—,u 1—p ( )
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Juntando as equacoes ((3.18]) e (3.15) temos,

T 2 2
p%p(Fw—i—,u)ijQ(—F?uﬂ—2qu—Fw)_f—wp’
—
T 2 2
p(Tw + pu — 1) + p*(—Tw? — 2Twp — Tw) — —{‘ Y o, (3.19)
—

Da equagao (3.19)) é possivel ver que uma das solugoes é p = 0, essa solugao corresponde

a um estado absorvente. A outra solugao da equacao (3.19),

B I'w+p—1
Tw(Tw+ 2+ 1+ p2/(1— )

A equagao (3.20]) corresponde a um estado ativo. Como estamos considerando uma

p (3.20)

aproximacao na vizinhancga do ponto critico, o valor de p deve ser muito pequeno proximo

dele,

I'wa1-—pu, (3.21)

de forma que, exatamente no ponto critico da transicao de fase absorvente,

lwe =1—p,

we = —+. (3.22)

Da equacao acima temos que we corresponde ao valor critico do peso médio das

sinapses em que ocorre a transicao. Note que as varidveis I' e w sao variaveis adjuntas.

A equacao (3.20) pode ser reescrita,

1 w — Wo
= 3.23
P L+Tw+2u+p2/(1—pn) w (3:23)
Inserindo a aproximagao (3.21)) na equagao (3.23)) temos,
1 _
P v—te (3.24)

T24ptp/(1-p) w
Podemos comparar as solugoes numéricas das equacoes , e com a aprox-
imacao de p préximo do ponto critico, equagao (3.24)), figura (3.1)).
Podemos ver na figura que conforme aumentamos 1 a aproximacao se distancia
mais da solucao numeérica. Apesar disso, suficientemente préximo do ponto critico e para
baixos valores de i a aproximacao ¢ valida, vale a pena observar também que a equacao

(3.22) é excelente para prever o ponto critico no caso da aproximacao de campo médio.

30



0.00

1000 1025 1050 1075 1100 1125 1150 1175 1200
w

(a)

0.00

0600 0625 0650 0675 0700 0725 0750 0775 0.800
w

/

/

/

0200 0225 0250 0275 0300 0325 0350 0375 0.400
w

(b) (c)

Figura 3.1: Curvas geradas com I' = 1.0, I = 0 e Vp = 0. Comparacao entre p obtido através
da solugao numérica (linha cheia) das equagoes - e p dado pela aproximagao na regiao
critica (pontos), equagao ([3.24), para diferentes valores de u. (a) u = 0.1, (b) u = 0.4 e (c)
uw=0.8.

A aproximagao da atividade da rede p nos mostra que, para o caso de campo médio
com I =0 e Vp =0, o sistema passa por uma transicao de fase absorvente. Concluimos
também que o parametro p funciona como parametro de ordem do modelo e que tanto
I' como w podem ser usados como parametro de controle, equacao . Podemos ver
também que o parametro u apenas desloca o ponto critico e nao altera o formato da curva
de p, equacao (3.24)). Durante este trabalho w foi escolhido como parametro de controle.

Voltando a conjectura de Janssen & Grassberger do capitulo anterior, mostramos as
condigoes para que a rede de neuronios GL apresente uma transicao de fase entre um estado
unico absorvente e uma fase ativa flutuante. Mostramos que a transicao é caracterizada
por apenas um parametro de ordem nao negativo. A interacao suposta na aproximacao de
campo médio é de curto alcance, cada neuronio percebe todos os outros como um vizinho
préximo. Nao foi introduzida nenhuma caracteristica especial para a aproximacao, como
simetrias ou leis de conservagao. Podemos concluir que a rede de neuronios GL pertence

a classe de universalidade DP.

3.3 Caso analitico
Para o caso analitico consideramos apenas que p = 0 na equagao (3.7)),

Uk:I—i-wp.

Como ainda estamos no caso estaciondrio, isso significa que a equagao ([2.37)) para p(V')
sera formada por apenas dois picos, 79 e 17; com potenciais de membrana correspondentes
U0:OeU1:I+wp.
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Assim a equacao (3.8]) pode ser escrita como,

p=1m0®(Uo) + m®(Uh), (3.25)

como p = 1y e temos apenas dois grupos de neurénios 7, entdao n; =1 —1ny = 1 — p.
Considerando que ®(Up) = 0,

p=(1—p)®(I+wp), (3.26)

substituindo ®(I 4+ wp) pela equacao (2.3)),

I'(I +wp—Vr)
14T 4+wp—Vr)’

p=(1-p)

2lwp? — (Tw + 20(Vp = I) = 1) p+T'(Vp — I) = 0. (3.27)

Analisando a equagao acima vemos que o estado absorvente, caracterizado por p = 0,
nao ¢ uma solugao, ou seja o sistema nao passa mais por uma transicao de segunda ordem.

O sistema passa por uma transicao de primeira ordem caracterizada pela bifurcacao dada
pelas duas raizes da equacao (3.27)),

L T(w—2Vp—2I) -1+ VA

= 3.28
p T (3.28)
A= (T(w+2Vp — 2I) — 1) + 8T2w(Vp — I).
No caso limite Vi, I — 0 temos que,
4 Tw—1
pt = 2w (3.29)
—:0

O estado absorvente é recuperado com p~. E possivel identificar o ponto critico desse

caso da mesma maneira que foi feita pra equagao (3.21)) e (3.22)),

Tw=1

1
U)C:f

]_ _
ot =240 (3.30)

2w

A equacao (3.30) é um caso particular da equagao (3.24)) com p = 0.
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E possivel ver que tanto a equagao 1) quanto |D posstuem um formato p oc [w|”,

onde |[w| = |(w — we)/w|. O parametro [w| é o parametro de controle reduzido escolhido
para rede de neuronios GL. Observando as equagoes (3.23)) e (3.30)) vamos que o expoente
[ associado a p no ponto critico é 1, que corresponde ao valor esperado para este expoente

em sistemas acima da dimensao critica pertencentes a classe de universalidade DP [40), 43].
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Capitulo 4

Resultados

4.1 Rede de grafo completo

Apresentamos resultados para simulagoes do sistema de neurdnios GL em uma rede de
grafo completo (K = N — 1 vizinhos). Temos abaixo uma amostra do sistema nos trés

regimes, subcritico, critico e supercritico, figura (4.1)).

0.0010

0.0010 0.052

0.0008 0.050
0.0008

0.048
0.0006
0.0006

a o o 0046

0.0004 0.0004 0.044

0.042
0.0002 0.0002 I

0.040

0.0000 0.0000 b
3 200 400 600 800 1000 3 200 400 600 800 1000 3 200 400 600 800 1000

Figura 4.1: Amostras da atividade na rede tipo grafo completo nos trés regimes. (a) subcritico

w = 0.9, (b) critico we = 1.0 e (c) supercritico w = 1.1 .

Note que nos casos subcritico e critico a rede sempre atinge o estado absorvente,
independentemente do estado inicial. Neste caso, seguindo o procedimento usual em
estudos de dinamica de avalanches, um elemento é ativado de maneira aleatéria para
reativar a rede.

Assim, com as equagoes (2.44) a (2.45)), construimos as curvas p X w e xy X w para
os diferentes tamanhos de rede. Podemos comparar as curvas da figura (4.2) com as

curvas analiticas obtidas através das equagoes (3.23]) e (3.30). Vemos da figura (4.3) que a
aproximacao de campo médio é excelente quando tratamos da topologia de rede completa.
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Figura 4.2: Curvas (a) p x w e (b) x X w para diversos tamanhos de rede.
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Figura 4.3: Simulacdo do modelo GL em uma topologia de rede completa com 65536 neurdnios,

equacoes {i e 1) pontos em azul. Caso analitico em vermelho, equacao ()

35



4.2 Rede annealed

Sabemos da literatura que alterar a dimensionalidade de um sistema nao necessariamente
altera sua classe de universalidade, mas abaixo de uma certa dimensao critica os expoentes
criticos mudam [40, 43| 44]. Para a classe DP, a dimensao critica é d. = 4. Sistemas acima
desta dimensao sao bem representados pela aproximacao de campo médio, como é o caso
do modelo GL interagindo em uma rede completa. Sistemas abaixo da dimensao critica
possuem expoentes que normalmente nao podem ser obtidos de forma analitica.

Em uma topologia hiperciibica, como é o caso da rede bidimensional, definido pela
equagao , o numero de primeiros vizinhos é dado pela dimensao da rede. No caso
bidimensional, cada elemento possui £ = 4 conexoes, no caso de uma rede em tres di-
mensoes cada elemento possui k& = 6 conexoes. Supondo que nosso sistema é da classe
DP, concluimos que para redes hipercibicas com d > 4 o sistema GL deve se comportar
de acordo com as equacoes de campo médio.

O que ocorre quando temos um numero fixo de conexdes por neurénio, porém sem a
estrutura espacial de uma rede hipercibica? Este é o caso de uma rede com K sinapses
de longa distancia, que podem ser ligacoes annealed ou quenched. No caso quenched,
as ligacoes de longa distancia sao sorteadas no inicio da simulagao e fixadas. No caso
annealed, que iremos estudar, a cada passo de tempo sorteamos as K ligacoes, com o

cuidado de evitar auto-ligacoes e ligagoes repetidas.

k=20 k=36 — k=52
— k=22 — k=38 — k=54
— k=2 k=140 k=56
i k=26 — k=42 — k=58
12 — k=28 —— k=44 k=60
B — k=30 k=45 — k=62
k=16 — k=31 — k=48 — k=64
0209 — k=18 — k=30 — k=50

0.25 1

W
L
5

0.15 4

plw)

0.10

0.05

0.00

Figura 4.4: Curvas p X w para um sistema de 32768 neuronios para diversos conjuntos k 1D

de tamanhos diferentes.

Note que, na figura (4.4]), as curvas mostram que o sistema ainda apresenta uma

transicao de fase absorvente, porém o ponto critico depende do niimero médio de conexoes
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k que os neuronios fazem.
Obtivemos os pontos criticos para os diferentes valores de k através da segunda
derivada da atividade da rede p em relacao ao peso sinaptico w. A segunda derivada

da atividade apresenta um pico na transigao, ver figura (4.5).

r1.00 0.20 4

F0.75 0.15

als

sl ¥ ]
bo.so £fx Z 010

“Loazs 0.05 4

F10 0.2 4

als

0.0 0.0 4

Figura 4.5: Exemplos de como obter o valor weo(k) através da segunda derivada do parametro

de ordem p para casos de conjuntos de conexoes dinamicas de tamanhos diferentes.

Construimos uma curva we (k) X k para determinar qual é a relagdo funcional entre o
tamanho do conjunto de vizinhos aleatorios e o deslocamento do ponto critico em relacao
ao caso de campo médio, ver figura (4.6]).
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Figura 4.6: Curvas de correcao para o caso da rede annealed com nimero de vizinhos k diferentes,

fitting em vermelho.

Awc(k) = we(k) — we onde o valor we = 1 é o valor do ponto critico no caso de
campo médio. A curva de ajuste, em vermelho, mostra uma relacao do tipo,
b
Awe (k) =a+ T (4.1)
com a =~ 0.0024 e b =~ 1.278.
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Através da equacao (4.1) podemos fazer o colapso de todas das curvas com diferentes

valores de k. Fazemos isso reescalando o eixo da abcissa para cada curva da figura (4.4))

por w/we (k).

0.25 » 4
6 o k=32 . k=38 . k=54 -~
8
1

0.201

0.15 o o

oW
T
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0.05 7

0.00 ] = vom oo commsoum o e oo

T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00
w

Figura 4.7: Colapso de curvas, p x w/wc (k) para diferentes tamanhos de conjuntos de conexdes

aleatorias k.

Podemos observar que o colapso das curvas, figura (4.7)), cai sobre o caso da aprox-

imagao de campo médio onde a atividade da rede p pode ser descrita pela equagao (3.30)).

4.3 Rede bidimensional

A rede bidimensional de neurdnios GL é um sistema que pertence a classe de universal-
idade DP e estd abaixo da dimensao critica. No entanto, este sistema ainda apresenta
uma transicao de fase absorvente nas condicoes descritas na sessao . Tanto os ex-
poentes quando o ponto critico devem mudar em relagao aos resultados da aproximacao
de campo médio. Nao encontramos uma solucao analitica para este sistema, portanto a
caracterizacao da rede bidimensional foi feita apenas através de simulacoes.

Utilizamos as equagoes e para medir p e x com diferentes valores de w.

Dos graficos da figura (4.8) observamos que na regiao de transigdo o comportamento
do sistema depende de seu tamanho. Devido a essa dependéncia, para medir o ponto
critico e os expoentes 3, v e v utilizamos uma técnica conhecida como escalonamento
de tamanho finito, do inglés finite size scaling [40, 48]. Essa técnica consiste em levar
em consideracao o tamanho do sistema para escalonar os parametros de ordem de forma
a lidar com seus valores assimptéticos quando w — we, equagoes e . Os

parametros de ordem reescalonados ficam:

p(W; L) = LG, (L7 [w))

e Y (4.2)
x(w; L) = LvG,(Lv |w])
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Figura 4.8: Curvas para os parametros de ordem p e x, (a) e (b) respectivamente. As linhas

vermelha e cinza foram ajustadas com os expoentes obtidos através das simulagoes. Parametros
I'=1.0,4=0.0,1=00e Vyr=0.0

Na equacao , L = +/N é o tamanho caracteristico de uma rede bidimensional, as
fungoes G, e G, sao as funcoes de escala que dependem de L e do parametro de controle
reduzido w.

E possivel obter as razoes /v e /v das equagoes . Para isso, note a relagao entre
a equacao e a figura . Na figura, cada curva nos graficos representam p(w; L) e
x(w; L) com um L fixo, plotamos os mesmos dados porém agrupando-os pelo valor de w,
ou seja observamos como os parametros de ordem variam em funcao do tamanho da rede

para diferentes valores de w.
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Figura 4.9: Curvas para os parametros de ordem p e x em funcao do tamanho caracteristico da

rede.

Observando a figura (4.9) e as equagoes (4.2)), podemos ver que quando w # 0, con-

forme o tamanho do sistema muda, os valores das fungoes G, e G, também mudam.
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Somente quando w = 0 as fungoes de escala se tornam invariantes com o tamanho do
sistema e os parametros de ordem se comportam como leis de poténcia:
p(0; L) = L™ G, (0) )
x(0;L) = LEG,(0) |

Medimos as razoes /v e v/v e o ponto critico da transi¢ao através das equagoes
(4.3). Para medir individualmente cada expoente partimos do valor de /3 para sistemas
DP bidimensionais obtido na literatura [49]. Para a rede bidimensional de neurénios GL,
temos we = 1.7398 £ 0.0003, 8 = 0.583 £ 0.003, v = 0.380 £ 0.028 e v = 0.758 £ 0.035.
Os erros dados ndo sao erros estatisticos (cuja estimagdo necessitaria de muito maior
trabalho computacional) mas apenas erros do processo de ajuste de curvas. A curva
continua vermelha na figura foi tracada com o expoente [ obtido por S. Lubeck
[49] e a curva correspondente para susceptibilidade foi tragada com o expoente 7 obtido
através de simulagoes.

Uma maneira de confirmar os resultado é através das funcoes de escala G, e Gy,
equagoes . Plotando curvas para diferentes tamanhos de rede com L°/Vp(w; L) e
L="x(w; L) nos eixos y e L'/*|w| nos eixos z podemos verificar a validade dos expoentes
obtidos. Com os expoentes corretos todas as curvas colapsam em uma. O colapso de

dados da figura (4.10) mostra como sio as fungdes G,(LY"[w]) e

G (LMY [w)).
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Figura 4.10: Colapso de dados para as curvas p e x.

4.4 Psicofisica e faixa dinamica de intensidade de estimulos

Nesta sessao apresentamos resultados para um ”experimento” psicofisico com uma abor-

dagem bottom-up. Partimos de uma rede bidimensional com duas camadas de neurdnios
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GL, duas redes N x M acopladas de acordo com a equacao ([2.9)).
Testamos a influéncia da conectividade entre as duas camadas para trés casos, no
primeiro apenas 10% dos elementos da primeira camada se conectam com a segunda, no

segundo caso 25% e no terceiro 50%.

4.4.1 Psicofisica neural na primeira camada

A primeira camada é a que recebe os estimulos, e nela podemos testar qual o efeito do
tamanho da rede NV x M sobre a resposta a estimulos diferentes para os trés regimes deste

sistema, subcritico, critico e supercritico.
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Figura 4.11: Resposta da primeira camada a estimulos externos para diferentes tamanhos de

rede nos trés regimes, (a) subcritico w = 1.6, (b) critico we = 1.74 e (c) supercritico w = 1.9.

Podemos ver dos graficos da figura que o tamanho da rede influencia a resposta
nos casos critico e supercritico. Isso ocorre pois para valores de r muito pequenos a rede
pode ficar muitos passos de tempo sem receber (ou perceber) estimulos. Para ilustrar
isso considere r = 107°, a probabilidade de um elemento da primeira camada disparar
devido ao processo de Poisson (2.46) é P(X;;[t] = 1]X;;[t] = 0) ~ 1075, Assim, para
que em média pelo menos um neurdnio dispare por passo de tempo, a rede deve ter
no minimo 10° neurdnios, ou seja redes pequenas passam muito tempo sem responder a
pequenos estimulos. Esse efeito de redes pequenas (ou efeito de tamanho finito) atrapalha
as medidas.

Podemos ver no segundo grafico da figura que, quando o sistema se encontra
no ponto critico da transi¢ao de fase, a resposta p se assemelha a uma lei de poténcia,
p o r'. Esse regime, similar a uma lei de Stevens aumenta conforme o tamanho da rede
cresce.

Devido ao efeito de tamanho finito descrito acima, o caso onde a resposta da rede
melhor se assemelha a uma lei de poténcia ocorre para um valor ligeiramente acima do
valor de we na transicao de fase. O expoente da curva em vermelho da figura foi
medido através de um ajuste para a fungao p(r) = ar™, m = 0.25440.002 para w = 1.742.
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Figura 4.12: Atividade p da primeira camada em fungao da taxa de estimulos externos r para
uma rede 256 x 256, a curva em vermelho mostra um comportamento de lei de potencia para

resposta da rede.

A curva de resposta para o valor critico de peso sinaptico we = 1.74 possui um expoente
m = 0.265 = 0.008.

Podemos agrupar todas as curvas de resposta da primeira camada, para os diferentes
pesos sindpticos w, e utilizar a medida descrita pela equacao para determinar
a relacao que ha entre w e a resposta da rede para diferentes estimulos. A figura

mostra nitidamente o efeito que o tamanho da rede tem sobre sua sensibilidade a estimulos.
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Figura 4.13: Faixa dindmica da primeira camada para diferentes tamanhos de rede.

4.4.2 Psicofisica neural da segunda camada

A segunda camada recebe o estimulo externo apenas através da primeira camada. Testa-
mos como ela responde a estes estimulos e como a conectividade entre as duas camadas
influencia sua resposta.

E possivel notar, dos gréficos (b) e (c) da figura 1) que a segunda camada também

é afetada pelo efeito de tamanho finito da rede. A resposta da segunda camada no ponto
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Figura 4.14: Resposta da segunda camada a estimulos externos para diferentes tamanhos de

rede nos trés regimes, (a) subcritico w = 1.6, (b) critico we = 1.74 e (c) supercritico w = 1.9.

critico we nao é exatamente uma lei de poténcia, o peso sinaptico w para qual a resposta
mais se assemelha a uma lei de poténcia do tipo p o< ™ é um valor ligeiramente acima de
We.

O efeito do tamanho da segunda camada pode ser mais facilmente visualizado através
da medida da faixa dinamica, equacao . Para redes de tamanhos diferentes, ver
figura (4.15). Comparando as figuras e , vemos que as respostas das duas

camadas sao afetadas devido ao tamanho da rede. Podemos também ver que a faixa

dinamica méaxima da segunda camada é maior para qualquer tamanho de rede.
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Figura 4.15: Faixa dindmica para redes de diferentes tamanhos na segunda camada.
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Figura 4.16: Resposta da segunda camada para diferentes conectividades nos trés regimes, (a)

subcritico w = 1.76, (b) critico w* = 1.75 e (c) supercritico w = 1.9, para uma rede de tamanho

256 x 256.

Veremos agora como a conectividade, entre camadas, altera a resposta da segunda

camada em rela¢do a estimulos apresentados a primeira. Na figura (4.16]), o valor de w

para a qual a resposta da segunda camada segue a lei de poténcia p o< ™ é w* = 1.75.

Este valor é maior que we e w. Os expoentes das curvas continuas em vermelho do
grafico (b) da figura (4.16)) sd@o mioy = 0.0776 £ 0.0003, mose, = 0.0870 £ 0.0004 e
mson, = 0.0942 £+ 0.0006. Apesar da diferenga, nao conseguimos detectar diferengas na

faixa dinamica para um mesmo tamanho de rede, figura (4.17)).
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Figura 4.17: Faixa dinamica da segunda camada para diferentes conectividades e tamanhos fixos.

(a) 32 x 32, (b) 128 x 64 e (c) 256 x 256.

Finalmente, podemos comparar diretamente as respostas da primeira e segunda ca-

mada nos pontos w e w*, ver figura (4.18)).
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10-1

Figura 4.18: Resposta de uma rede formada por duas camadas de tamanho 256 x 256 com 10%

dos elementos da primeira camada conectados com a segunda para os casos em que p X " em

cada camada. Primeira camada (pontos em laranja) e segunda camada (pontos em azul).
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Observamos que os resultados analiticos, obtidos com a aproximacao de campo médio,
concordam com as simulacoes de rede completa. Esta aproximacao serviu como ponto de
partida para o estudo do sistema bidimensional de neurénios GL. Apesar do ponto critico
da transicao e seus expoentes mudarem para o caso bidimensional, conseguimos identificar
os parametros de ordem p e de controle w de maneira analitica, identificamos também
quais as condig¢oes para que este sistema passe por uma transigao de fase absorvente. Até
onde sabemos, este tipo de sistema apresenta transicoes de fase absorvente para qualquer
topologia desde que a conjectura de Janssen & Grassberger [43] seja satisfeita.

Estudamos o caso da rede annealed pois nele a atividade que cada neuronio soma em
um passo de tempo, equacao , ¢ em média o valor da atividade da rede p[t] naquele
instante. Com isso esperavamos que um sistema com a topologia de rede annealed desse
resultados idénticos a aproximacao de campo médio. Suponha um caso em que cada
neuronio faz k = 4 conexoes aleatérias a cada passo de tempo: observando a equagao
do modelo , a somatoria que cada neuronio pode ter, assumindo que todos os pesos
sindpticos w;; sejam iguais, é {0,0.25,0.5,0.75,1}. Em média, os os neurdénios sumam a
atividade da rede, igual ao caso de campo médio.

Nossa suposicao estava parcialmente correta. Como observamos, o expoente critico
B(k) associado ao parametro de ordem p nao se altera em relacao ao valor esperado pela
aproximacao. No entanto, o ponto critico w.(k) depende do nimero de conexdes k que
os neuronios fazem. Encontramos essa dependéncia e conseguimos realizar um colapso de
dados. Para entender porque isso ocorre, imagine que cada neurénio é um observador da
rede. Nesta interpretacao, quando um neuronio soma atividade da rede é equivalente a
dizer que ele faz uma medida da atividade p;; com erro o;; de uma populacao que possui
medida real p. Quanto maior o tamanho da amostra da populacao, mais proximo de
p a medida individual p;; serd, e ainda os erros entre a medidas A, = o,; — 0yj» serao
cada vez menores. E a discrepancia entre as medidas de neuronios, que ocorre devido a
uma amostra pequena, que leva ao deslocamento do ponto critico. O motivo original de se

examinar essa topologia annealed foi para validar os programas utilizados para simulagoes.

46



A dependéncia do ponto critico w.(k) com o nimero de conexdes neste caso é algo novo
que nao esperavamos encontrar, pois o mesmo nao ocorre em modelos com automata
celulares [19] 30].

Quando caracterizamos a rede bidimensional, medimos as razoes /v e v/v e o ponto
critico de maneira indireta através da técnica de escalonamento de tamanho finito. Para
medir individualmente cada expoente partimos do valor de 3 obtido por S. Liibeck [49]
para sistemas bidimensionais. Usamos este valor pois assumimos que a rede bidimensional
de neuronios GL pertence a classe de universalidade DP devido a conjectura de Janssen
& Grassberger. A definicao do parametro de ordem p e seu correspondente expoente (5 é
exatamente a mesma para nosso sistema e para o sistema de Percolagao Direcionada que da
nome a esta classe de universalidade. Observamos, porém, que poderiamos ter utilizado
escalonamento de tamanho finito para medir diretamente o expoente v relacionado ao
comprimento de correlagdo do sistema [40), [50] e através dele poderiamos obter 5 e v de
forma independente.

Com a rede bidimensional completamente caracterizada, acoplamos duas redes bidi-
mensionais com conectividade entre camadas diferentes para estudar como o novo sistema
responde a estimulos externos na forma de um processo de Poisson com taxa r, imitando
fétons ou estimulos chegando em um modelo de retina ou epitélio sensorial com duas ca-
madas de células. Este seria uma espécie de experimento psicofisico com uma abordagem
bottom-up (psicofisica neural), onde partimos de um sistema com elementos neuronais,
topologia de rede e comportamento critico conhecidos.

Observamos que, quando o sistema em camadas se encontra em um regime subcritico,
sua resposta segue uma lei de poténcia p o< " com m ~ 1 para as duas camadas da
rede. Proximo da regiao critica as respostas das duas camadas também seguem uma lei
de poténcia, porém o valor do peso sinaptico € ligeiramente maior que we = 1.74: para a
primeira camada temos w = 1.742 e para a segunda w* = 1.75.

Para a primeira camada, temos m = 0.254 + 0.02. O valor esperado, utilizando a
equagao e os expoentes (3 e o obtidos por S. Liibeck [49], seria m* = 0.268 + 0.012,
de modo que nosso expoente é compativel com DP em duas dimensoes. No caso da
segunda camada, obtivemos my(10%) = 0.0776 £ 0.0003, m2(25%) = 0.0870 + 0.0004 e
ms(50%) = 0.0942 + 0.0006 para as diferentes conectividades entre camadas. De novo,
os erros se referem ao processo de fitting, que em geral sdo pequenos, nao sao erros
estatisticos.

O valor esperado para ms neste caso pode ser obtido observando-se que, para a primeira
camada p; o< ™. A segunda camada recebe estimulos da primeira, entao no caso ideal
poderiamos esperar que a segunda camada possua uma resposta do tipo ps o< (pf*)™ = 15"

com my = m?. Dessa maneira, o valor em condicoes ideais para o expoente da segunda
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camada seria my = m? = 0.071740.0063. Tais valores baixos para o expoente msy é muito
interessante, pois tais expoentes sao fortemente compressivos e podem aproximar em certo
regime a lei de Weber-Fechner S = lim,,, .o Cr™? ~ C'logr para valores intermediarios
de r.

Quanto a perspectivas de trabalhos futuros, pretendemos examinar melhor as pro-
priedades dessa rede na presencga de termo de vazamento p > 0, inputs externos I > 0 e
limiar de disparo V; > 0. Neste caso, encontraremos transicoes de fase de primeira ordem
e nao ¢é claro as consequéncias psicofisicas das mesmas.

Nosso cérebro é capaz de responder de maneira muito rapida e eficiente a mudancas
no ambiente. Essa capacidade de se adaptar é uma caracteristica de sistemas sensoriais,
porém normalmente existe a necessidade de um ajuste fino dos parametros do nosso sis-
tema para que este seja mantido em um estado critico. Especificamente, redes neurais nao
possuem um agente externo que faca esse ajuste, assim pretendemos estudar mecanismos
homeostaticos suficientes para auto-organizar nossa rede no regime critico.

Assim, também pretendemos estudar o comportamento de auto-organizacao na crit-
icalidade da rede na presenca de sinapses adaptativas W;;[t] [28, 29], ganhos neuronais
adaptativos I'[t] [25], 20, 27] e limiares de disparo adaptativos Vz[t] [51]. Também estu-

daremos a psicofisica da faixa dinamica nestes casos de auto-organizacao critica.

48



Capitulo 6

Discussao

Em 2006 Kinouchi & Copelli mostraram que um sistema fora de equilibrio formado por
uma rede aleatéria de elementos excitaveis possui faixa dinamica e sensibilidade maximas
no ponto de uma transicao de fase absorvente. Este trabalho mostrou como um sistema
formado por muitos elementos, que individualmente possuem uma pequena faixa dinamica
e saturam facilmente, consegue responder a estimulos que abrangem muitas ordens de
grandeza. Ou seja, o sistema como um todo apresenta uma grande faixa dinamica e
sensibilidade [19].

O trabalho de Kinouchi & Copelli mostra uma possivel origem para os expoentes com-
pressivos na lei de poténcia de Stevens. Neste trabalho mostramos que o expoente de
resposta depende também da estrutura da rede, nao apenas do regime em que a rede se
encontra. Uma camada de rede bidimensional possui uma faixa dinamica e sensibilidade
maiores que o caso da rede aleatéoria com o mesmo nimero de elementos. Mostramos
também que duas redes bidimensionais interagindo para formar um modelo de camadas
melhora consideravelmente a resposta da rede para a segunda camada em relacao a

primeira. Para ilustrar a importancia do ganho do modelo em camadas considere a figura

[6-1).
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Figura 6.1: Faixa dinamica para uma rede bidimensional simples, curva em azul. Faixa dindmica
para a segunda camada de um sistema bidimensional com duas camadas e conectividade de 10%

dos elementos, curva em laranja.
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A figura mostra a faixa dinamica de um sistema de duas camadas bidimensionais
de mesmo tamanho 64 x 64, 8192 elementos, e a faixa dinamica de um sistema de uma
unica camada de tamanho 256 x 256, 65536 elementos. Quando temos um sistema em
camadas é possivel atingir uma faixa dinamica e sensibilidade maiores para sistemas muito
menores, No €aso 8 vezes menor.

As simulacoes para o modelo em camadas nos mostra que o regime do sistema onde a
resposta da rede segue uma lei de poténcia do tipo p o< r"™ ocorre para valores ligeiramente
maiores que wg, tanto para primeira camada quanto para segunda. Para a primeira
camada isso provavelmente ocorre devido ao tempo de simulacao, a rede bidimensional
possui um periodo transiente excessivamente longo em comparagao com o caso da rede
completa, talvez esse sistema necessite de um tempo maior de exposicao a um estimulo
para que toda a rede possa responder. Ja no caso da segunda camada além do tempo
temos o problema da conectividade. A maneira de conectar camadas foi feita para evitar
de se alterar a topologia da segunda camada, altera-la significa alterar o ponto de transicao
e os expoentes relevantes. Aparentemente a forma como as camadas se conectam altera
a topologia da segunda camada.

O sistema descrito neste trabalho consegue descrever experimentos psicofisicos de
produgao e estimativa de magnitude, para estimulos unidimensionais de intensidade. Con-
seguimos mostrar que redes que operam em regimes subcritico descrevem leis de poténcia
aproximadamente lineares m =~ 1 e redes que operam proximo de uma transicao de fase
absorvente descrevem leis de poténcia compressivas m < 1, neste regime a lei de poténcia
¢é valida para estimulos que variam em muitas ordens de magnitude. No entanto, nao
encontramos um regime capaz de de descrever leis de poténcia expansivas m > 1.

Em seu livro Rdpido e Devagar [52] Daniel Kahneman aborda o problema de como
lidamos com riscos. Segundo Kahneman, nés temos uma tendencia de superestimar even-
tos que tem uma probabilidade pequena ocorrer, como ganhar na loteria, e superestimar
o risco de eventos que tem uma probabilidade muito grande de ocorrer, como trocar uma
aposta quase certa de ganhar muito dinheiro por uma certeza de ganhar uma quantia
inferior. Ao que parece, avaliamos riscos de maneira nao linear, e ainda, somos muito
mais sensiveis a mudancas de probabilidades pequenas do que grandes.

Na psicofisica, uma das maneiras de se medir respostas a estimulos é através da medida
de diferenga minima perceptivel, do inglés just-noticeable difference [JND] Essa medida
representa a variagao minima que um estimulo deve ter para produzir uma variagao de
resposta no sujeito. De maneira similar a producao de magnitude, medidas de JND
seguem uma lei de poténcia em funcao da variacao de estimulos. A andlise de Kahneman
sobre como avaliamos riscos sugere que o risco se comporta como uma medida de JND e a

probabilidade de algo ocorrer seria o estimulo. Em nosso modelo os expoentes dessas leis
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de poténcia estao relacionados com transigoes de fases de sistemas interagentes, talvez a
maneira como lidamos com riscos seja uma evidéencia de que pelo menos partes de nosso

cértex opere proximo de um regime critico.
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Capitulo A
Anexo: Percolacao e o paradoxo de

Fermi

A dois mil anos atras existiam diversas civilizagoes humanas isoladas. Tais civilizagoes,
dotadas de culturas, religioes e costumes distintos, passaram tantos anos sem entrar em
contato com outros grupos de humanos que, de sua perspectiva, era possivel afirmar que
eram os Unicos humanos na terra.

Com o passar do tempo as sociedades humanas foram ficando cada vés mais conec-
tadas. Seja por expansao de impérios, interesses comerciais ou outros, as civilizagoes
estavam cada vez mais cientes umas das outras. A tecnologia e as barreiras ambientais
tiveram uma importancia fundamental na dindmica humana.

A ultima grande barreira que enfrentamos na nossa expansao pelo planeta foram os
oceanos, foi necessario um enorme avancgo tecnoldgico para passarmos por ela.

Atualmente todas as civilizacoes tecnoldgicas estao conectadas e temos acesso a prati-
camente todo o planeta, podemos dizer que vivemos como uma grande sociedade tec-
nolégica. Mesmo assim vivemos agrupados em locais onde as condigoes ambientais sao
favoraveis a nossa espécie, figura .

A colonizacao humana claramente nao foi um simples processo de difusao uniforme,
mas apresentou uma estrutura hierarquica de regioes vazias de véarios tamanhos, similar
a uma estrutura fractal. Esse tipo de colonizagao contradiz o paradoxo de Fermi. Este
paradoxo aborda a aparente contradi¢ao entre a probabilidade alta de surgimento de vida
e a falta de evidencias para vida inteligente fora da terra.

O paradoxo de Fermi é formado por alguns pontos fundamentais: Existem bilhoes de
estrelas em nossa galaxia, alguns bilhoes dessas estrelas sao similares ao nosso sol, dessas
estrelas similares muitas sao bilhoes de anos mais velhas que nosso sistema solar. Com
uma probabilidade alta, muitas dessas estrelas possuem planetas similares ao nosso, se
nosso planeta for um caso tipico, existe uma alta probabilidade de que vida inteligente
tenha surgido. Algumas civilizacoes desses planetas podem ter desenvolvido tecnologia

para viagens inter-esterares, tecnologia essa que estamos desenvolvendo agora. Mesmo
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Figura A.1: Distribuicao de cidades na terra. Note que existem regioes de vérios tamanhos

que nao possuem cidades tecnolégicas. Fonte: NASA/NOAA, url: https://www.nasa.gov/
topics/earth/earthday/gall_earth_night.html

com um desenvolvimento tecnolégico lento, poucos milhoes de anos sao necessarios para
atravessar nossa galaxia.

Pensando no paradoxo de Fermi e em como barreiras ambientais e a tecnologia tem um
papel fundamental em como uma espécie coloniza um ambiente, criamos um modelo de
percolacao por invasao generalizado com o qual propomos uma solucao para o paradoxo
de Fermi.

O modelo consiste em uma rede bidimensional onde cada né representa uma regiao no
espago. Cada né recebe um nimero E;; € [0,1] que representa o quao habitavel é uma
dada regiao no espaco. A intensao deste nimero é representar a dificuldade de se encontrar
um planeta habitével dentro do espaco ij, quanto menor £;; mais ficil é colonizar a regiao
7.

Cada né da rede representa uma area de D x D anos luz e cada um pode estar ocupado
Sij = 1 ou nao ocupado S;; = 0. O processo de colonizagao ocorre entre vizinhos mais

proximos. A probabilidade de que um né ocupado colonize algum vizinho vazio é,

P(Si[t+ 1] = 1| Si[t] = 0) = e s, (A1)

note que o critério de colonizagao BE;; simula um processo de colonizacao inteligente,
nao apenas uma difusao simples. A probabilidade exponencial da equagao (A.1) faz com
que apenas regioes no espaco com barreiras pequenas sejam colonizadas. O parametro

livre [ esta associado com a dificuldade de se colonizar uma regiao.

o4


https://www.nasa.gov/topics/earth/earthday/gall_earth_night.html
https://www.nasa.gov/topics/earth/earthday/gall_earth_night.html

No inicio de cada simulacao apenas o no central da rede estd ocupado, a simulacao
dura até que algum né da borda do sistema seja colonizado.
Podemos ver na figura ((A.2) o efeito que o parametro livre 5 tem sobre o processo de

colonizacao.
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Figura A.2: De cima para baixo, esquerda a direita, processos de colonizacdo com [ =
0,5,10,15,20 e 25. Em t = 0 temos apenas um né colonizado em ¢ = 50,5 = 50 para uma

rede 100 x 100. Note a formacao de clusters de espaco vazio conforme S aumenta.

Publicamos nossos resultados sobre o modelo de percolagao generalizada e uma dis-
cussdo sobre o paradoxo de Fermi [53]. Em resumo, para que o paradoxo de Fermi seja de

fato um paradoxo é necessario assumir que a terra é um lugar tipico. No entanto, talvez
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sejamos tao exdticos quanto um oésis no meio do deserto. Considere a ultima simulagao
da figura (A.2), mesmo que nossa galaxia seja repleta de vida, se estivermos em um local
atipico, dentro de um cluster de espaco vazio, nao iremos encontrar vida inteligente e as
possiveis outras formas de vida também nao iram nos encontrar.

Percolagao por invasao [54] foi o primeiro modelo a apresentar SOC. Este modelo
usa um tipo de dinamica extremal para simular como dois liquidos insoliveis competem
por espaco em um meio poroso, a cada passo de tempo somente um poro é invadido na
interface entre os dois liquidos, aquele que possui a menor resisténcia. Nosso modelo de
percolacao por invasao generalizada cai sobre o modelo original no caso limite § — oo.
No caso de  finito encontramos que o sistema se auto organiza em um estado quisi critico
com formacao de clusteres de diversos os tamanhos quando ¢ — oo, clusteres limitados
pelo tamanho da rede.

Uma importante vantagem de nosso modelo se d4 na formacao de tais clusteres, no
modelo original para que um cluster seja formado é necessario que um dos fluidos apri-
sione o outro na rede, nao deixando que o fluido aprisionado tenha acesso a algum tipo de
escoamento. O aprisionamento de fluido, ou formagao de cluster, nao é algo natural do
modelo original e precisa ser implementado a parte, a interface entre fluidos aprisionados
nao devem participar da dinamica extremal ou os clusteres somem. Modelar o aprisiona-
mento de liquidos dessa maneira ndo é muito realista, em nosso modelo os clusteres (neste
caso de espago vazio, mas o raciocinio é o mesmo para liquidos) sao formados como um
resultado natural da dinamica, mesmo que eles sejam passiveis de um fenémeno de en-
velhecimento que pode diminuir seu tamanho conforme o tempo de simulagao aumente é

ainda uma forma mais realista de formacao de clusteres.
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