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Titulo: Caminhadas Aleatdrias com Memoria Enviesada e suas Aplicacbes em Medicina

Biologia

RESUMO: Atualmente, a fisica vem contribuindo com éreas antes consideradas distantes,
como a medicina, por exemplo, aplicando conceitos fisicos com o objetivo de auxiliar
tratamentos e diagnosticos clinicos (area denominada Fisica Médica). O objetivo deste trabalho
é desenvolver e aplicar modelos de Caminhadas Aleatérias (CA) da mecénica estatistica ao
diagndstico clinico de deméncias causadas por doencas neurodegenerativas, como a doenca de
Alzheimer (DA). Discutimos alguns modelos de CA com correlacao temporal de longo alcance
encontrados na literatura, como o modelo de CA com memoria completa e os modelos com
memodria parcial (danos na memdria antiga e na memdria recente — denominado de modelo do
“Alzheimer Random Walk™). Também, apresentamos e discutimos modelos com outros perfis
de memoria por nos desenvolvidos, sendo eles: 0 modelo de CA com perfil de memaoria mista,
CA com parametro decisério dindmico, CA com interacdo entre os n-ésimos vizinhos e CA
com memoria enviesada. Este Gltimo foi inspirado no fenémeno da ecolalia, um fenédmeno
observado em pacientes autistas e em criancas em fase de aprendizado. Adicionalmente,
propomos um protocolo pré-clinico para a avaliacdo da capacidade de meméria bioldgica para
camundongos, visando a um diagnostico precoce de deméncias, utilizando modelos de

caminhantes aleatorios com memaria.

Palavras-chave: Caminhada Aleatoria, Processo estocastico ndo-Markoviano, Perfis de

memaria, Deméncias



Name: DE LACERDA, Kleython José Coriolano Cavalcanti
Title: Random Walk with Biased Memory and their Applications in Medicine and Biology

ABSTRACT: Currently physics has been contributing to areas that used to be distant, such as
medicine through Medical Physics, applying physical concepts in order to assist in treatments
and clinical diagnoses. To this end, the project aims to apply models of statistical mechanics to
Neurology in order to featuring such models, use them for a possible application in the clinical
diagnosis of cases of dementia caused by neurodegenerative diseases, such as Alzheimer’s
disease (AD). In this work, we discuss some random walk (RW) models with long-range
temporal correlation (non-Markovian Stochastic Process), found in the literature, such as the
model with full memory and the models with partial memory (damage to old and recent memory
- Alzheimer's model). We also present and discuss some random walk models with long-range
temporal correlation with different memory profiles, developed by us, such as the RW model
with mixed memory profile, RW model with dynamic decision parameter and RW model with
interaction between nth neighbors. We propose an experimental protocol for the assessment of
biological memory capacity, for mice, in order to associate the models of statistical mechanics,
with medicine and biology, characterizing groups with dementia.

kewords: Random Walk, non-Markovian Stochastic Process, Memory Profile, Dementia
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(Hustragé@o de como ocorre o0 processo de difusdo, no qual a passagem de
substancias por meio da membrana se d& em resposta ao gradiente de
concentracgdo (a) até se atingir um equilibrio (b).)

A esquerda temos uma representacdo do movimento Browniano (difuséo
normal) e a direita uma representacéo do voo de Lévy (difusdo anémala).
Expoente de Hurst em funcéo do parametro p. A linha tracejada vermelha
representa o resultado analitico e os circulos, resultados obtidos por meio
de simulacdo computacional (10° repeti¢cdes). Podemos notar que p = 3/4
é 0 ponto critico do sistema, onde o mesmo muda de regime: difusdo
normal (H = 0.5) para superdifuséo (H > 0.5).

Representacao do perfil de memaoria do modelo de caminhada aleatéria
descrito por [39].

Expoente de Hurst em fungéo do parametro p, para f = 1/10, 1/4, 1/2, 3/2,
9/10, 95/100. A linha tracejada vermelha representa o caso quando f =1,
ou seja, representa 0 Modelo de memoria completa [38].

Representacao do perfil de memoria do modelo de caminhada aleatéria
descrito por [40].

O expoente de Hurst H como funcéo do parametro de decisao p e da fracdo
f da memoria disponivel para o caminhante. A linha tracejada representa
0 resultado analitico do modelo de CA do Elefante. Os dados
computacionais foram obtidos para um tempo de realizagdo de 10% . No
inset podemos observar o segundo momento < x(t) > para diferentes
escolhas de p e f. Note o surgimento do carater oscilatorio para o caso p
=0.1ef=0.1(Figura retirada da referéncia [40]).

(a) Diagrama de fase completo, mostrando todos os regimes de difusdo
possiveis: | - oscilagbes log-periodicas com superdifusdo (H > 0.5);
OscilacGes log-periodicas com difusdo normal (H = 0.5): Il - com Escape
(0<6<0.5) e III - Evanescente (6 < 0); IV - Difusdo normal sem escape

(6 <0); V - Difusao normal com escape (0 < 6 <0.5) e VI - Superdifuséo



Figura 3.7:

Figura 3.8:

Figura 4.1:

Figura 4.2:
Figura 4.3:
Figura 4.4:

Figura 4.5:

(06=H>0.5). Primeiro momento em func¢ao do tempo para um regime na:
(b) regido III (6 = —0.83); (c) regido II (6 = 0.30) e (d) regido I (6 = 0.64)
(Figura retirada da referéncia [41]).

Representacao da porcentagem de memaria normal com relagéo ao tempo
para os tipos de amnésia anterograda (a) e para a amnésia retrograda (b).
Figura adaptada da referéncia [50].

Expoente de Hurst em fungéo do parametro p para os modelos de memoria
completa ¢ memoria exponencial, para valores de A = (5, 0.9, 2.0, 5.0 ¢
50.0), obtidos por meio de simulagdo computacional com tmax = 107 e 10*
rodadas para a obtencdo de medias. Figura retirada da referéncia [42].
Expoente de Hurst em funcéo do parametro p para os modelos de memoria
completa ¢ memoria mista, para valores de A =5 e 1072, variando A =
t/4 , t/2 e 3t/4 , obtidos por meio de simulagdo computacional com tmax =
10° e 10° rodadas para a obtencdo de médias.

Representacdo das regides com probabilidade p1 e com probabilidade p2 .
Representagdo dos o em fungdo do tempo t.

Diagrama de fase para: a) p2 = 0.0, b) p2=0.6,c) p2=0.75e d) p> = 1.0.
A linha em pontilhado separa a regido difusiva normal (ND), com 6 <0
da 0 <6 <1/2; SD representa a regido superdifusiva (SD), d > 1/2; A curva
traco-ponto delimita a regido com feedback negativo (regido superior) da
regido com feedback positivo (regido inferior); A curva tracejada delimita
as regibes com oscilacfes Log-Periddicas: Evanescente (LPev), & < 0;
normais (LPnp), 0 <6 < 1/2, e superdifusivas (LPsp), 6 > 1/2.

Curvas que caracterizam o comportamento log-periddico associado a
difusdo normal (LPev e LPnp € superdifusdo (LPsp). Observe o carater
evanescente da curva LPev. Os simbolos representam dados
computacionais e as curvas sdo 0s ajustes analiticos obtidos por meio da
equacdo 4.21 com os pardmetros obtidos por meio das equacdes 4.25. As
simulagdes foram calculadas com médias de 108 para a curva LPey (B =
0.55) e 106 para as curvas LPnp (B = 0.45) e LPsp (B = 0.20), com p1 =0.1
e p2 = 1.0. Um fator de normalizagdo Xwm foi utilizado (para se observar
as oscilagbes), igual a amplitude maxima de cada curva. O fitting que

representa a curva LPev foi extrapolada, a fim de mostrar o caréater



Figura 4.6:
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Figura 4.8:
Figura 4.9:

Figura 4.10:

Figura 4.11:

Figura 4.12:

Figura 4.13:

Figura 4.14:

oscilante da curva. Dados computacionais séo dificilmente obtidos para
valores de tempo grande, neste caso.

Diagrama de fase de  versus p para alguns valores de r. A escala de cor
cinza representa a regido de difusao normal (6 < 1/2); a escala de cor entre
o azul e o vermelho representa a regido de superdifusdo classica 6 > 1/2.
Nessa regido, & ¢ o proprio expoente de Hurst [37].

Diagrama de fase do modelo de caminhada aleatoria com processo
decisorio dinamico, secdo 4.2, para p1 = 1.0.

Oscilacdo log-periddica evanescente parao casor =0.2 e p =0.3.
Estimativa do expoente de Hurst em funcdo do pardmetro de deciséo do
sistema, para 0 modelo de memdria completa [38] (linha tracejada
vermelha) e 0 modelo de caminhada aleatoria com interacdo entre dois
caminhantes e memdria completa (linha tracejada preta), obtido de forma
analitica, por meio da equacdo 4.52.

Diagrama de fase que caracteriza todo o sistema, onde a linha tracejada
representa a linha de transicao do sistema (6 = 1/2). A regido em laranja
representa a regido superdifusiva (SD), 6 =H > 1/2, ¢ a regido em branco,
representa a regido de difusdo normal (ND), 0 <6 < 1/2, onde H = 1/2.
Grafico x/t™ versus In(t) para os casos p = 0.7 e f = 0.01(H = 0.879), f =
0.005(H =0.878) e f = 0.001(H = 0.8697).

Expoente de Hurst em fungio do parametro e ? | a partir da equacéo 4.72.
e ®=0.535 ¢ o ponto em que o sistema deixa de ter um comportamento
balistico (H = 1.0); e ® = 0.85 é 0 ponto em que o sistema passa a ter um
comportamento randémico (H = 1/2). Os dados experimentais estdo
ilustrados no gréafico (quadrado vermelho) e foram obtidos com tmaximo =
10° e com 10° execucdes para a realizacio de médias.

In(x) versus In(t) para 0 modelo com interagéo entre 4 vizinhos quaisquer,
para 0 caso em que e 2 = 0.5, para o valor de tmaximo = 400, com 10°
execucOes para calcular médias.

Gréaficos da estimativa do expoente de Hurst (a,c,e,g) e do erro absoluto
(b,d,f,h), em funcdo do numero de médias (MC), para simulagdes do
modelo de memaria completa com tmax = 10* . A linha preta tracejada em

a),c),e),q) representa o valor exato do expoente de Hurst, as linhas em
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Figura 4.17:

Figura5.1:

Figura 5.2:
Figura 5.3:
Figura 5.4:

Figura 5.5:

Figura 5.6:
Figura 5.7:

vermelho representam o calculo pelo método tradicional (3.14) e as linhas
em verde representam a estimativa do expoente de Hurst por meio da
eqacdo 4.87. a) e b) foram simulados para p = 0.8; ¢) e d) foram simulados
para p = 0.85; e) e f) foram simulados para p = 0.90; g) e h) foram
simulados para p = 0.95.

Expoente de Hurst em fungéo do parametro de deciséo do sistema para o
modelo memdria recente 3.2.1, para valores de f = 1/10 (preto), f = 1/4
(vermelho), f = 1/2 (verde), f = 3/4 (laranja), f = 9/10 (ciano) e f = 1 (linha
tracejada azul), obtidos por meio da equagdo 4.91 (linhas continuas) e
simulagbes computacionais (circulos), com tmaximo = 10° e 10° repeticdes
para o célculo da média.

Expoente de Hurst em funcdo do parametro de decisao do sistema, para o
modelo de caminhada aleatdria com perfil de memoria exponencial, para
valores de A =2 (quadrados vermelhos) e A = 5 (circulos pretos), obtidos
por meio da equacao 4.93.

Expoente de Hurst em funcdo do parametro de decisao do sistema, para o

modelo de memoria mista, secdo 3.4, para valoresde A=5¢ A =

N |+

e

)

N

%, obtidos por meio da equacdo 4.96 (quadrados vazios) e obtidos

experimentalmente (circulos), com tmaimo = 10° e 10° rodadas para a
obtencdo de médias.

Principais estruturas envolvidas no processo de memoria. A esquerda,
observa-se detalhadamente a estrutura que contém o hipocampo, corpos
amigdaloides e o corpo do fornix cerebral.

Fluxograma simplificado do processo de aquisicdo da memdria humana.

Fluxograma simplificado do processo de evocacdo da memdria humana.

Processamento amiloidogénico e ndo amiloidogénico da APP por a, e
y-secretases. Representacdo esquematica da APP e de seus fragmentos
proteoliticos sAPPa, SAPPP e AP. (figura adaptada)

Representacao esquematica da formacéo dos emaranhados neurofibrilares
por meio da hiperfosforilagdo da proteina tau. Figura adaptada da
referéncia [93].

Mesa esterotaxica de duas torres da empresa Bonther.

Esquema temporal dos protocolos a serem aplicados aos camundongos



Figura 5.8:
Figura 5.9:
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apresentados no objetivo A - Estudo Pré-clinico: Animais STZ + Salina e
Salina.

Caixa de esquiva ativa EP111 da Insight Ltda.

Arena de campo aberto circular da empresa Bonther.

Espectro obtido a partir do resultado do teste de esquiva e ativa de um
unico camundongo saudavel, em que foi atribuido +1 para sucesso ao

estimulo e —1 para o fracasso e a fuga.



Lista de Tabelas

Tabela5.1  Resultado do teste de esquiva ativa e passiva aplicado a 04 camundongos
saudaveis.

Tabela5.2  Desempenho dos 04 camundongos saudaveis no teste de campo aberto.
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CA-MA
CA-ME
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TEA
I.C.V.
STz
IBGE
DSM-5
HIV
ENF
APP

Lista de Siglas

Doenca de Alzheimer

Caminhada(s) aleatoria(s)

Modelo de memoria recente - falha na memoria antiga
Modelo de memoria antiga - falha na memdria recente
Caminhada aleat6ria com perfil de memoria exponencial
Caminhada aleatdria com perfil de memoria mista: perfil exponencial e retangular
Transtorno do espectro autista

Intracerebroventricular
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Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica

Manual Diagnostico e Estatistico de Transtornos Mentais
Virus da imunodeficiéncia humana

Emaranhados neurofibrilares
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Enunciado do Problema

O namero de possiveis aplicacbes de simulagdes computacionais para a solugdo de problemas
na area da salde é grande. Dentre essas aplicacGes, temos a utilizacdo de modelos
computacionais e matematicos para auxiliar no diagndstico de doencas neurodegenerativas, tal
como a Doenca de Alzheimer (DA) [1-3]. Isso € de grande interesse social pois o diagnostico
prematuro dessa doenca auxilia no tratamento, diminuindo seus efeitos danosos e melhorando
a relacdo entre o individuo e a sociedade. Um sintoma importante observado em pacientes com
doencas neurodegenerativas, é a perda da capacidade de retencdo da memdoria recente [4-6]. Tal

caracteristica pode ser representada por meio de sistemas complexos.

Um sistema complexo €, de maneira geral, um conjunto de partes conectadas que interagem
entre si, exibindo propriedades coletivas emergentes. Tais propriedades emergentes decorrem,
em grande parte, da relacdo de ndo-linearidade (estrutura que apresenta multiplos caminhos e
destinos, desencadeando em multiplos finais). Os sistemas dindmicos ndo lineares [7]
comportam-se como sistemas complexos e, em geral, estdo distantes do equilibrio, por isso,
sistemas difusivos com forte correlagdo temporal (memoria de longo alcance), por exemplo,
podem ser utilizados para modelar danos na memoria biolégica, como 0s que ocorrem em
consequéncia da degeneracdo neuronal que acomete portadores da DA [4-6]. Outro aspecto
caracteristico dos sistemas complexos ¢ a “emergéncia” de um comportamento macroscopico
bastante diferenciado do comportamento microscopico. Tal comportamento €, comumente,

observado em areas como a epidemiologia, por exemplo [8].

As ferramentas utilizadas pela Mecéanica Estatistica sdo adequadas para abordar essas
caracteristicas de sistemas complexos: os aspectos difusivos e as propriedades emergentes
observadas a nivel macroscopico, como resultados das interagbes microscopicas dos

constituintes do sistema.

Os processos difusivos [9] sdo, usualmente, classificados utilizando a lei de escala para a
variancia dos deslocamentos dos elementos do sistema, em func¢éo do tempo, com o célculo do

coeficiente de difusdo da seguinte forma



_(2(0) - (@(®) (LD)

DZ
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em que D ¢é o coeficiente de difusdo do sistema.

Na difusdo normal o sistema, obrigatoriamente, apresenta uma dependéncia linear no

crescimento temporal da variancia, ou seja, a variancia = (x2(t)) — (x(t))? « t7, (n=1).

Logo:
D? o t"1 (1.2)

Cason # 1, a difusao ¢ dita anomala. A difusdo andmala é um processo observado comumente
em movimentos turbulentos de fluidos, por exemplo, e ainda pouco conhecida. Esses processos
difusivos ndo usuais ocorrem quando ndo sdo satisfeitas as condi¢des suficientes e necessarias
do Teorema do Limite Central [10]. Um fato interessante, na difusdo anémala, surge quando é
introduzida ao sistema, correlacdo de longo alcance (ou seja, memdria). Nesses casos, em que
a independéncia dos estados passados com os estados futuros ndo é observada, o processo é

denominado nao-Markoviano.

Subdifusao: 0< n<l1
Difusido Anomala < Superdifusao:1 < n <2 (1.3)
Balistica: n=2

A importéncia desse problema pode ser constatada, a partir do grande nimero de sistemas onde
a difusdo andmala tem sido observada [9]. De fato, ocorréncias desses processos tém sido
relatadas em areas diversas como fisica, quimica, geofisica, biologia e economia [11-14].
Recentemente, a difusdo an6mala tem sido observada em muitos experimentos, como coloides
com auto propulsdo [15], deposicdo de platina em substrato poroso de carbono [16],
nanoparticulas ferrimagnéticas [17], misturas binarias de particulas duras confinadas [18] e

muitos outros.

Uma das abordagens mais comuns de sistemas complexos é feita através das chamadas

Caminhadas Aleatorias (CAs) [19-21]. As CAs vém sendo amplamente utilizadas para



descrever diversos sistemas [22-24]. O modelamento microscopico através de CAs é muito
conveniente porque permite uma descricdo direta dos fendmenos fisicos responsaveis pela
dindmica estocastica inerente ao processo. Solucdes analiticas muito ricas podem ser obtidas
em casos especiais [25-26], gerando superdifusdo e subdifusdo [27-28], como nos modelos
tratados por nosso grupo de pesquisa, veja por exemplo [29]. Esses regimes andmalos séo
obtidos atraves de escolhas adequadas de um pardmetro do modelo.

Nos Ultimos anos, diversos trabalhos [29-33] evidenciaram que o comportamento difusivo dos
processos estocasticos nao-Markovianos €, fortemente, dependente do perfil de memoria
associado a dindmica do processo. No modelo proposto por Cressoni et al. [27], modelo de
memoria antiga: falha na memoria recente (ou Alzheimer random walk — termo cunhado por
Kenkre [34]), foi observado um fendmeno até entdo desconhecido: a persisténcia induzida
amnesticamente, apresentando correcGes log-periddicas ao comportamento de escala tipo lei de
poténcia. Esse tipo de comportamento emergente a partir de uma dindmica estocéstica, resulta

em quebra de simetria e uma consequente transicdo de fase nunca antes observada [31].

De fato, o fendmeno de log-periodicidade (comportamento que trataremos nos préximos
capitulos) é considerado um precursor de eventos raros e catastréficos, como em terremotos e
na quebra da bolsa de valores, por exemplo, mas sempre foi observado de maneira empirica
[35-36]. Até recentemente, acreditdvamos que a log-periodicidade resultava da combinacédo de
um perfil de memoria exclusivamente de longo alcance com um “feedback negativo”. Porém,
os resultados obtidos durante o desenvolvimento deste trabalho de tese de doutorado, [37] vide
secdes a seguir, demonstraram que tais oscilagdes séo observadas em modelos de CA com
memoria completa, apenas com um processo decisorio dinamico, tanto para um perfil de
memoria de longo alcance com feedback negativo, quanto para feedback positivo. Esse efeito

nunca havia sido encontrado em um modelo de primeiros principios com dindmica estocéastica.

Elaboramos novos modelos de caminhadas aleatdrias com memdria enviesada com inspiragdes
biolégicas. Em paralelo, desenvolvemos e caracterizamos testes comportamentais voltados para
0 modelo animal da doenca de Alzheimer induzida por estreptozotocina (STZ), por meio da
infusdo intracerebroventricular (i.c.v.) bilateral, a fim de avaliarmos a capacidade evocativa da
memoria dos camundongos. Tal anélise foi feita mapeando os dados experimentais nas CAs

com memodria enviesada, buscando encontrar os parametros teéricos que melhor se ajustavam
3



aos resultados obtidos experimentalmente. Esse procedimento poderd ser util para o
entendimento da progresséo dos déficits cognitivos em doencas neurodegenerativas, bem como

para o diagnadstico clinico.

1.1. Estrutura da tese

No capitulo 2, introduziremos os conceitos fundamentais para o entendimento desta tese, como

0 problema do caminhante aleatério.

No capitulo 3, apresentaremos, mais detalhadamente, os modelos de caminhada aleatéria
encontrados na literatura, como 0 modelo com memaria completa [38], falhas na memoria [39

- 41] e perfil de memoria exponencial [42].

No capitulo 4, discutiremos os modelos de caminhada aleatéria com memdria inspirados em
fendmenos biologicos, desenvolvidos por nés, como o perfil de memaoria mista, parametro de
decisdo dindmico [37], um possivel modelo de caminhada aleatéria com memdria enviesada
para descrever a ecolalia em pacientes autistas e criancas em fase de aprendizado, o modelo de
CA interagindo com n-ésimos vizinhos e suas aplicagfes, um novo método para estimar o
expoente de Hurst com baixa estatistica e uma solugdo numérica para obter o primeiro momento

de qualquer distribuicédo de probabilidade.

No capitulo 5, exporemos o estudo pré-clinico da doenca de Alzheimer. Detalnamos um
protocolo experimental, desenvolvido por nds, para a avaliacdo da capacidade evocativa da
memoria de camundongos, bem como discutimos alguns dos resultados obtidos na fase da

caracterizagéo deste protocolo (teste piloto).

O capitulo 6 encerra este trabalho com os comentarios finais e as perspectivas futuras, seguido
das copias dos artigos publicado e do certificado de aprovacéo deste trabalho no comité de ética
no uso de animais da Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirdo Preto.

Note que, nos proximos capitulos que, para facilitar o entendimento a respeito de cada modelo
de caminhada aleatoria discutido, as equacdes necessarias apresentadas em topicos iniciais,

serdo novamente retomadas, porém com a numeracao da primeira referéncia.



Conceitos Fundamentais

Nesta secdo, introduziremos conceitos fundamentais para o entendimento desta tese, como

processos difusivos e o problema da caminhada aleatdria.

2.1. Processos difusivos

Na natureza, podemos observar, frequentemente, processos difusivos que estdo presentes em
processos fisicos, quimicos e bioldgicos [43]. Por exemplo, na propagacdo de doencas, em
reacGes quimicas, na propagacdo do calor, em migracdes populacionais, entre outros. Tais
fendmenos enquadram-se na categoria dos sistemas dindmicos e complexos e, em sua maioria,

pertencem a classe de sistemas fora do equilibrio.

O fendbmeno de difusdo (frequentemente chamado de transporte de matéria) consiste em um
movimento aleatorio de particulas de uma regido de maior concentracdo para uma regido de
menor concentracao até se estabelecer um equilibrio [44]. A difusdo € um processo lento, exceto

quando o gradiente de concentragdo for muito elevado, ou as distancias percorridas forem curtas.

A difusdo possui uma importancia fundamental em diversas areas, como por exemplo, em
projetos de catalisadores em inddstria quimica, na quimica e na biologia, nos quais a difuséo é
a principal forma de transporte para materiais necessarios, tais como, aminoécidos no interior
das células, onde a passagem de substancias através da membrana se dad em resposta ao

gradiente de concentracéo.
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Figura 2.1: (llustracdo de como ocorre o processo de difusdo, no qual a passagem de
substancias por meio da membrana se da em resposta ao gradiente de concentracao (a) até se
atingir um equilibrio (b).)

Introduziremos dois conceitos a respeito da difusdo: a difusdo normal (ou usual) e a anémala.
Na difusdo normal o sistema, obrigatoriamente, apresenta uma dependéncia linear no
crescimento temporal da variancia, ou seja, var =< x%(t) > — <x(t)>2 o t", (n=1). Caso n #

1, a difusdo é dita andbmala.

Figura 2.2: A esquerda temos uma representagdo do movimento Browniano (difusdo normal)

e a direita uma representacao do voo de Lévy! (difusdo anémala).

! Voos de Lévy sdo caracterizados pela contrucdo de trajetérias curtas e longas, possuindo predominantemente,
trajetdrias curtas.



2.1.1. Difusdo

Podemos quantificar a rapidez com que o processo de difusdo ocorre, definindo a densidade de
fluxo de particulas, denotada por J, ao longo de um tubo de area de segdo transversal S

constante, como:
J=CHtT (2.1)

onde, C(7,t) é o ndmero de moléculas que se difunde por unidade de volume (concentracéo)

e 7 avelocidade com a qual esta massa de substancia se difunde.

Para processos de difusdo em estado estacionario, a equacdo que correlaciona o fluxo de

particulas ] com o gradiente de concentracdo Vc, ¢ denominada de “Primeira Lei de Fick”, e

¢é definida como:

J=-DVC (2.2)
em que D é um coeficiente intrinseco da substancia e é denominado de coeficiente de difusdo.
O sinal negativo indica que o fluxo ocorre no sentido das concentracbes altas para as

concentragdes baixas.

Consideremos que, em uma superficie hipotética S, ndo exista um ponto no qual a substancia
difusiva é criada ou destruida. Entdo, a equacdo que estabelece a conservacdo da substancia é

conhecida como “Equagdo da Continuidade”e ¢ definida por [44, 45]:

ac . (2.3)
StV =0

Calculando o divergente de J, dado pela equagdo (2.2), e combinando com a equagdo da
continuidade (2.3), podemos obter a equacao que prevé a variagdo temporal da concentragdo a
partir do conhecimento de sua variagdo espacial, denominada de ”Segunda Lei da Difusdo de

Fick”, também conhecida como equagdo de difusdo normal [44, 45]:



o€ _ e (2.4)
dat

Caso, na superficie hipotética S, exista um ponto no qual a substancia difusiva seja criada ou

destruida, a equacdo da continuidade (2.3) é representada por:

aC - > 2
n (2.5)

onde 6 ¢ a densidade da fonte, a qual representa que a substancia difusiva foi destruida quando

0 <0 e criada quando 6 > 0.

Calculando o divergente de J, dado pela equacdo (2.2), e combinando com a equagdo da

continuidade (2.5), podemos obter a equacao de difusdo ndo homogénea, dada por:

% pvc+ s (2.6)
at

2.2. O problema do caminhante aleatério

Uma caminhada aleat6ria é um processo estocastico formada pela sucessdo de passos aleatorio.
O termo foi introduzido em 1905 por Karl Pearson no trabalho intitulado O problema da
caminhada aleatoria” [46]. Tal problema consiste em determinar a probabilidade de encontrar
um caminhante unidimensional (ou seja, podendo se deslocar | unidades, a partir da origem 0
no sentido positivo do eixo (direita), com probabilidade p, ou no sentido negativo do eixo
(esquerda), com probabilidade g = 1-p) na posicdo x=ml depois de ter dado N passos (m inteiro
e-N<m=<N).

Sendo n* e n7, respectivamente, o nimero de passos dados no sentido positivo e negativo do

eixo, a probabilidade de uma determinada sequéncia de N passos é dada por:

®...p)(@q...q) = P q" (2.7)



por outro lado, o nimero de sequéncias desse tipo é dada por:

N! (2.8)
ntin-!

e mais, a probabilidade de, num total de N passos, 0 caminhante ter dado n* passos no sentido
positivo do eixo e n~ passos no sentido negativo do eixo € igual ao numero de combinacges de

N elementos tomados n* a n*,

N o N! + - (2.9)
+\ — —
(™) = (n+)pn " = ntin~! Pt q”
Comon®+n =Nen*—n =m, podemos reescrever a equagdo 2.9, como sendo:
N! N+m N-m
Py(m) = p( 2 )q( 2 ) (2'10)

(57 ()

Note que Pn (M) esta devidamente normalizada e mais, Pn (m) pode ser interpretado como
sendo a probabilidade de encontrar o caminhante na posi¢do x = ml, num dado tempo t = Nt.
Logo, podemos escrever a seguinte recorréncia para a probabilidade de encontrar o caminhante

num dado passo N+1 (é facil verificar que a equacdo 2.9 satisfaz essa afirmacao) [47]:
Pnyi(m) = pPy(m—1) + gqPy(m +1) (2.11)

Subtraindo de ambos os termos Pn (m), considerando o caso particular em quep=q=1/2 e

tomando o limite em que T ¢ | sdo muito pequenos, podemos rescrever a equagao 2.11 na forma

continua;

oP %P (2.12)
ot 0x?

com coeficiente de difusdo D =/, .



2.2.1. Valor esperado e medidas de disperséo

Discutiremos, nesta secdo, sobre o conceito de valor esperado ou valor médio, que, embora

aparente ser algo simples, possui diversas aplicacoes.

Consideremos & uma variavel aleatoria? discreta, que pode assumir N valores. A probabilidade
de ocorréncia de & ¢ descrita por P (&) € [0, 1]. Consideraremos a distribuicdo de

probabilidade normalizada, ou seja:

N (2.13)
> Py =1
i=1
Podemos definir o valor esperado ou médio da variavel aleatoria &, como sendo:
(2.14)

N
E=( =) &PE)
i=1

2.2.2. Propriedades do valor esperado

A seguir, listaremos algumas propriedades fundamentais do valor esperado:
pl. Seja k uma constante real. Entdo, (k) =k.
p2. Seja k uma constante real e § uma variavel aleatoria. Entdo, (k&) = k(¢).
p3. Sejam & e p variaveis aleatorias quaisquer. Entdo, (& + p) = (&) + (p).

p4. Sejam e p variaveis aleatorias quaisquer e k uma constante real. Entdo, (k 4+ & + p) =

k + (&) + (p).
p5. Sejam n variaveis aleatorias &1 , ..., & . ENtd0, (&, +...4&,) = (&)+... +(&).

p6. Sejam & e p variaveis aleatorias independentes. Entdo, (£p) = (£)(p).

10
2Uma variavel aleatéria pode ser entendida como uma funcéo que associa cada elemento do espaco amostral a um

numero, cujo valor depende de fatores aleatérios.



p7. Seja f : R— R uma funcdo convexa® e & uma varidvel aleatoria integravel, ou seja,
(§) < o . Entdo, (f(&)) = f(&)). Tal propriedade é conhecida como Desigualdade de
Jensen [48].

O objetivo de medidas de dispersdo é medir o quao préximo uns dos outros, estdo os valores de
um grupo. A seguir, introduziremos o conceito de desvio médio, desvio quadratico e segundo

momento.

O desvio médio* é definido por:

Ag = [§— ()] (2.15)
Note que:
(A8) =€ =) =€) - =0 (2.16)
O desvio quadratico é dado por:
(A8)? = (5 —(&)? (2.17)

O valor médio do desvio quadratico é denominado segundo momento ou dispersao e é dado
por:
((A%)?) = (&%) — (&)? (2.18)

observa-se que ((A%)?) > 0, significando que, (&%) > (&)>.

A raiz quadrada da dispersdo € chamada de desvio padréo, ou seja:

Jior = Jien - er (219)

11
3Seja | € R, um intervalo. Dizemos que a fungdo f: I — R & convexa se, para todos a,b € let € [0, 1], tem-se
que: f((1—-tya+tb)<(1—-1)f(a)+tf(b).

“4Desvio médio representa a média das distancias entre cada elemento da amostra e seu valor médio.



2.2.3. Aplicagéo no problema da caminhada aleatoria

Calculemos o valor esperado de o caminhante dar um passo no sentido positivo do eixo no

problema da caminhada aleatoria:

N N

N! _
(n*) = Z n* Py(n*) = Z o p" g™ n*

nt=0 nt=0

Note que:

i)
nto+ _ nt
p" n p—ap(p )

e mais, como n” =N —n"*, podemos reescrever a equacéo 2.20 como:

N

N! + d +

(1) = Y e a T p -
b= nt!I(N —nt)! dp )

e mais,
o [ < NI
Y — 7 nt (N-nhH)
(n*) pap[Zon+!(N_n+)!p q
nT=

observe que o termo em colchetes é igual a (p + )N, logo:
(n*) = pi(p + N
dp

Derivando, temos:

(n*) = pN(p + @)N"* = pN

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

12



Este resultado nos mostra que o nimero médio de passos dados no sentido positivo do eixo

(n*) ap6s o caminhante ter dado N passos, e considerando, respectivamente, p e g como sendo

a probabilidade de ele se deslocar no sentido positivo e negativo do eixo € igual a pN.

De maneira analoga,

(n7) =gN(p+ Nt =N

Outra grandeza importante é o0 segundo momento:

A o N,
(@D = > O P = Y — g (@)’
nt=0 nt=0

Note que,
+ o1 0 +
n N2 o _ (+h
p" (n™) —pap[pap(p )]
Logo:
N
+\2\ nt
<(n))—+Zon+,n,q pap[p (p )]
a( o[ M
+ : nt _n~
(o ”—Pap{ ap[zn+!n_!p q B
Portanto,

a
(nH?) = p%[pN(p + N =pN — p’N(N—1)

Por fim, o segundo momento é dado por:

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

13



((An*)?) = ((n*)?) = (n*)*> = Npq

Por meio do segundo momento, podemos obter o desvio padréo:

/((An+)2> = /Npq

(2.32)

(2.33)

14



Modelos de Caminhadas Aleatérias com Memoria:
Revisao Literaria

Diversos modelos de CA vém sendo aplicados a diversas areas, pois, por meio de modelos
simples, somos capazes de descrever fendbmenos que ocorrem na natureza. Um exemplo € a
possibilidade da representacdo de testes clinicos que nos fornecem como respostas variaveis
dicotdmicas (sucesso ou fracasso, por exemplo) por meio de caminhadas aleatorias. Isto €
possivel, pois podemos considerar o resultado do teste como sendo o deslocamento do
caminhante no sentido positivo ou negativo do eixo, por exemplo. Essa representacao
possibilitard a realizacdo de analises estatisticas baseadas nos modelos computacionais, bem
como a verificacdo de modelos que melhor representem o comportamento observado
experimentalmente, que poderdo ser Utieis para um diagndstico clinico e/ ou entendimento de

determinadas doengas, por exemplo.

Neste capitulo, trataremos o caso das caminhadas aleatdrias unidimensionais, nas quais o
caminhante somente podera se deslocar no sentido positivo ou negativo do eixo e cujo passo
no presente depende fortemente de decisfes tomadas no passado (processo estocastico ndo-
Markoviano). Apresentamos 0 modelo de CA encontrados na literatura, como o modelo de

memoria completa [38], falhas na memoria [39 - 41] e perfil de memdria exponencial [42].

3.1. Memoria completa (modelo do elefante)

Neste modelo proposto por Schiitz e Trimper [38], a dindmica de evolucdo do caminhante, no

tempo t+1, é descrita por meio da seguinte equacéo de evolugdo estocastica:

Xev1 = Xe +Veqa (3.1)

onde a variavel estocastica v,,,; assume valores 1 (no qual +1 e -1, representam
respectivamente, o caminhante se deslocando no sentido positivo e negativo do eixo). A
memoria consiste no conjunto de variaveis aleatorias v;, no qual o caminhante acessa a sua

mem@aria por meio da seguinte dindmica:
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(R1) Em t+1, o caminhante escolhe aleatoriamente, um tempo passado t'e[1,t], com
probabilidade 1/t.

(R2) v;,, € definida estocasticamente segundo a seguinte regra:

+v;, , comprobabilidade p (3.2)
—Vvy , comprobabilidade 1 —p

Vit1 = {
no qual a probabilidade p representa o processo de decisdo do sistema. Quando p < 0,5, o
caminhante, predominantemente, faz o oposto do que foi recordado do passado (é dito
reformista) e, por outro lado, quando p > 0,5, predominantemente, tende a fazer a mesma coisa
do que foi recordado do passado (é dito tradicionalista). Quando p = 0,5, o passado ndo
influencia na decisdo do caminhante, tornando-a completamente aleatoria. Em geral, sistemas
bioldgicos tendem a restaurar o sistema a uma condi¢do normal, como resposta oposta a

estimulos externos.

Para o primeiro passo dado em t = 0, o caminhante inicia a sua trajetoria aplicando a seguinte

regra:

(R3) O caminhante inicia a sua caminhada em Xo e se desloca uma unidade no sentido positivo

do eixo com probabilidade g, ou no sentido negativo do eixo, com probabilidade 1 - g, ou seja,

_ {+1 , com probabilidade q (3.3)
V1= 1-1 , comprobabilidade 1 —q

Por meio das defini¢Oes acima, é fcil notar que:

(3.4)

t
Xt == XO + Z Ut/
tr=1
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Considerando m* e m~, respectivamente, como sendo o nimero de passos dados, até t, no
sentido positivo e negativo do eixo, a probabilidade efetiva de o caminhante se deslocar no

sentido positivo Pg}f(x, t) e negativo P,r((X, t) do eixo é dada por:

N mt m- ] (3.5)
Perr(e,t) = |—p+—@0-p)
_ ('m™ mt ] (3.6)
Pirr(x,t) = Pt 7(1 —p)
ondem™+m =t m"-m =Xi-Xoe Pls(x, 1)+ Plrp(x 1) =1.
Logo, podemos reescrevé-las como:
Plr(x,t) = E[f-l_ 1]
_ 1 a(Xe — Xo) (3.8)
Py ity = S -2 =)
Entdo, podemos calcular a velocidade efetiva (ve//), a partir das equagbes 3.7 e 3.8,
a
0D = Py (6 = P (0, 8) = £ (X0) = Xo) (3.9)

onde a =2p - 1, vy = d<x)/dt e da origem a uma equacgéo de recursdo do deslocamento

médio, considerando (x,) = (X,) — X, ,

(reen) = (14 %) (x,) t21  (3.10)
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Os resultados analiticos para o primeiro (x,) e 0 segundo momento de (x:2) foram descritos
por Schutz e Trimper em [38], obtidos de maneira iterativa a partir da equacdo 3.10 e estéo

expostos a seguir, parat » 1:

r'(t+a) I
Fra+ DI T(a+1)

(3.11)

a

(x¢) = (v1)

onde f = 2q—1 (caracteristica dependente do primeiro passo do caminhante) definido no
intervalo [-1, 1]. Quando a < 0, o caminhante é denominado reformista (tende a fazer o oposto
das decisbes que foram recobradas) e, em média, para t — oo, 0 caminhante tende a permanecer
onde comecou [38]. Quando a > 0, o caminhante é denominado tradicionalista (tende a tomar
as mesmas decisfes que foram recobradas) e o deslocamento meédio tende a aumentar

indefinidamente [38]. O caso Markoviano, efetivamente sem memoria, € o = 0.

Para o deslocamento quadratico médio, temos:

t ( I'(t+2e) ) (3.12)

&) =21 \Fer Draa

No limite assintotico (t — o), temos:

t
p <3/4
3—4p
3.13
(x?) =4 tIn(t) p=23/4 (3.13
t4p—2
p>3/4

(4p —3)I'(4p — 2)

Note que 0 ponto p = pc =3/4 é um ponto critico. Quando a > 1/2 (corresponde a p > 3/4), 0
deslocamento quadratico médio aumenta mais forte do que linearmente ~ t?*2 | e 0 caminhante
apresenta um regime superdifusivo. Quando o < 1/2 (corresponde a p < 3/4), 0 deslocamento
quadratico medio aumenta linearmente com o tempo, e 0 caminhante apresenta um regime
localizado. Um fato interessante surge quando 0 < o < 1/2 (corresponde a 1/2 < p < 3/4), em
gue o regime ndo € localizado, porém, o comportamento difusivo é mantido na variancia, devido

ao fato de o deslocamento médio divergir, com expoente o < 1/2, e ser menor do que o
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deslocamento quadratico médio. Quando a = 1/2 (corresponde a p = 3/4), 0 regime €,

marginalmente, superdifusivo.

Um parametro importante utilizado para analisar tipo de difusdo do movimento € o expoente de
Hurst H. Para obter o expoente de Hurst, é necesséario calcular o deslocamento quadratico médio

em funcdo do tempo t. No limite assintético, ¢ — oo:

(x2) ~ t2H (3.14)

Os processos subdifusivo, difusivo normal e superdifusivo, sdo, respectivamente, H <%, H =
Yoe H>Y%,

A figura a seguir ilustra a estimativa do expoente de Hurst em funcdo do parametro de decisédo
do sistema, reproduzido por meio de simulagdo computacional (circulos vazios), com 10°
repeticdes e tmaximo = 10° , € 0 resultado exato (linha tracejada em vermelho), obtido por meio

das equaces 3.13:

0.9 | Ja=

0.8 - @ -

0.6 | @ 7]

05 | DD D D O @ O |

04 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | Il

Figura 3.1: Expoente de Hurst em funcdo do parametro p. A linha tracejada vermelha

representa o resultado analitico e os circulos, resultados obtidos por meio de simulacdo
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computacional (10° repeticdes). Podemos notar que p = 3/4 é o ponto critico do sistema, onde
0 mesmo muda de regime: difusdo normal (H = 0.5) para superdifusdo (H > 0.5).

A probabilidade condicional de encontrar o caminhante em uma dada posi¢cdo x em um dado

tempo t + 1, dadas as condigdes iniciais Xo = 0 em t = 0, é estabelecida por:

PX,t+1|Xp,t = 0) = P (X, )P(X+1,t]|Xp,t = 0) +
Pl (X, OP(X = 1,t]| Xo,t = 0) (3.15)

Substituindo as probabilidades efetivas descritas nas equacdes 3.7 e 3.8,

1 a(Xe — Xo)
P(X,t+1|X,t = 0) = —[1——]P(X+1,t|X0,t = 0)+
2 t
(3.16)
1ra(X: — Xo)
—[—+ I]P(X— 1,t]| X, t = 0)
2 t
Adotando P(X, t|Xo, to) = P(X — Xo, t — to) e subtraindo P(X, t) de ambos os lados, temos:
1 1
PX,t+1)—-PX,t) = =PX+1,t)+ =P(X—-1,t) — P(X,t) —
2 2
(3.17)
X px +1 t) + %P(X—l t)
2t ( ’ 2t ’
Dividindo ambos os lados por h e tomando o limite h — 0, no limite assintdtico (t — o),
oP(x,t) 10°P(x,t) ad[xP(x,t)] t>»> 1 (3.18)

ot 2 Ox? t dx

Esta é a equagdo de Fokker-Plank para o modelo de caminhada aleatoria do Elefante, que

descreve toda a dindmica do sistema.

Diversas alteragfes deste modelo vém sendo desenvolvidas ao longo dos anos, como 0s

desenvolvidos por nds e expostos nesta tese.
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3.2. Caminhada aleatoria com falha na memoria

Com o objetivo de adicionar falha & memaria do modelo de memdria completa [38], tornando-
0 mais realistico, discutiremos nesta secdo dois modelos de caminhadas aleatorias néo-
Markovianas, em que ha uma limitacdo na memoria disponivel ao caminhante: O modelo de
caminhada aleatdria com falha na memoria antiga [39], e 0 modelo de caminhada aleatdria com
falha na memoria recente - modelo do Alzheimer [40] (ou seja, 0 caminhante ndo consegue
acessar a fracdo de memoria referente a memoria recente). Em ambos os modelos, o caminhante
tem acesso, somente, a uma fracdo f da memoria, equivalente a um comprimento de meméria

igualaL =ft.

3.2.1. Memobria recente

Da Silva et al. [39] desenvolveram o modelo de caminhada aleat6ria com falha na meméria
antiga, denominado de modelo de memoria recente (CA-MR). Neste modelo, o caminhante
apresenta uma limitacdo na sua memoria e ndo consegue acessar a fracdo de memoria referente
a memoria antiga, de tal modo que 0 mesmo sé consegue acessar um comprimento de memoria

L = f t referente a memdria recente, conforme ilustrado na figura 3.2, a seguir:

Origem (1-ft t

Figura 3.2: Representacao do perfil de memdria do modelo de caminhada aleato6ria descrito
por [39].

Como no modelo de meméria completa [38], o caminhante também realiza um movimento uni-
dimensional para a direita (sentido positivo do eixo) ou para a esquerda (sentido negativo do
eixo). O tempo ¢é discreto, e a equacdo de evolucdo estocastica, em t + 1, que descreve o
deslocamento do caminhante, é dada por:

Xev1 = Xe +Veqa (3.1)
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onde a variavel estocastica v,,,; assume valores 1 (onde +1 e -1, o caminhante se desloca,
respectivamente, no sentido positivo e negativo do eixo). A memoria consiste no conjunto de
variaveis aleatorias v;,, onde o caminhante acessa a sua memdria por meio da seguinte

dinamica:

(R1) Em t+1, o caminhante escolhe aleatoriamente um tempo passado t'e [(1 — f)t, t], com
probabilidade 1/f t.

(R2) v,,, é definida estocasticamente segundo a seguinte regra:

+vy, , comprobabilidade p (3.2)

Vi1 = {_Vt' , com probabilidade 1 —p

onde a probabilidade p representa o processo de decisdo do sistema, como o definido na se¢éo
3.1.

Para o primeiro passo dado em t = 0, o caminhante inicia a sua trajetoria por meio da seguinte

regra:

(R3) O caminhante inicia a sua caminhada em Xo e se desloca uma unidade no sentido positivo

do eixo com probabilidade g, ou no sentido negativo do eixo, com probabilidade 1 - g, ou seja,

_ {+1 , com probabilidade q (3.3
V1= 1=1 , comprobabilidade 1 —q

Por meio das defini¢Bes acima, é facil notar que:

t

tr=ft
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Considerando m* e m-, respectivamente, como sendo 0 nimero de passos dados, de (1-f) t até
t, no sentido positivo e negativo do eixo, a probabilidade efetiva de o caminhante se deslocar

no sentido positivo Pe’}f(x, t) e negativo P.f(X, t) do eixo é dada por:

. 'm+ (3.20)
Ppet) = |Tp+ -t —p)

P (x.£) = 'm‘ (3.21)
eff(x' ) = _ft ft( P)
ondem"+m =L, m"-m =Xi-Xane Prp(X 1)+ Plrp(x, 1) = 1.
Logo, podemos reescrevé-las, como:
1[a(X: = Xa-p) (3.22)
_ 1 a(Xy — Xa-pt) (3.23)
Ferp(01) = E[l_ ft

Entéo podemos calcular a velocidade efetiva (v,7] °ITy a partir das equacdes 3.22 e 3.23,

Z (X = (Xapyed) (3.24)

Vi) = Ppp (e D) = Paps () =

onde a =2p -1, (v = d<x>/dt e da origem a uma equacdo de recursdo do deslocamento

médio, considerando (x,) = (X,) — X, ,

(xt41) = ( ft) (x:) — 7 <x(1—f)t) t=1 (3.25)
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A fim de analisar o comportamento difusivo do sistema, verificamos, computacionalmente, o

expoente de Hurst para cada parametro p em funcdo de alguns parametros f, conforme exposto

na figura a seguir:

0,9

0,8

0,7

0,6

S L B T
Z e f=1/10 L
] o f=1/4 o
] F=1/2 I
- ] f=3/2 ) L
] e f=3/10 I
] e  f=95/100 , s
3| ERW J -
. e :
i [ ] L
] , ® i
] ‘e :
] * _
—p---oe R *------ L & - e---- @ ¢ -
T T T T 1 T | | T 1
0,1 0,2 03 0,4 0, 0,6 0,7 0,8 0,9 1

1,1

0,2

0,8

0,7

0,6

Figura 3.3: Expoente de Hurst em funcdo do parametro p, para f = 1/10, 1/4, 1/2, 3/2, 9/10,

95/100. A linha tracejada vermelha representa o caso quando f = 1, ou seja, representa o0 Modelo

de memdria completa [38].

3.2.2. Memodria antiga: Modelo do Alzheimer

Apos da Silva et al. [39] caracterizarem o modelo de caminhada aleatéria com falha de memdria

antiga, Cressoni et al. [40] desenvolveram o modelo de caminhada aleatéria com falha na

memoria recente, denominado de modelo do Alzheimer (CA-MA). Neste modelo, o caminhante

apresenta uma limitacdo na sua memaria e ndo consegue acessar a fragdo de memaoria referente

a memoria recente, de tal modo que ele sé consegue acessar um comprimento de memoria L =

f t, referente a sua memoria antiga, conforme ilustrado na figura 3.4, a seguir:
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Origem ft t

Figura 3.4: Representacdo do perfil de memdria do modelo de caminhada aleatéria descrito
por [40].

Assim como no modelo de memoéria completa [38] e no modelo de memoria recente [39], o
caminhante também realiza um movimento unidimensional para a direita (sentido positivo do
eix0) ou para a esquerda (sentido negativo do eixo). O tempo € discreto, e a equacdo de evolucdo

estocastica, em t + 1, que descreve o seu deslocamento, é dada por:
Xeyr = Xe + Ve (3.1)

onde a variavel estocastica v,,; assume valores £1 (onde +1 e -1, o caminhante se desloca,
respectivamente, no sentido positivo e negativo do eixo). A memoria consiste no conjunto de
variaveis aleatorias v;,, em que o caminhante acessa a sua memoria por meio da seguinte

dindmica:

(R1) Em t+1, o caminhante escolhe aleatoriamente um tempo passado t'e [1, ft], com
probabilidade 1/f t.

(R2) v;,, é definida estocasticamente segundo a seguinte regra:

+vy, , comprobabilidade p (3.2)

Verr1 = {_Vt’ , com probabilidade 1 — p

onde a probabilidade p representa o processo de decisao do sistema, como definido na se¢éo
3.1

Para o primeiro passo dado em t = 0, 0 caminhante inicia a sua trajetoria em conformidade a

seguinte regra:
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(R3) O caminhante inicia a sua caminhada em Xo e se desloca uma unidade no sentido positivo
do eixo com probabilidade g, ou no sentido negativo do eixo, com probabilidade 1 - g, ou seja,

_ {+1 , com probabilidade q (3.3)
V1= l-1 , comprobabilidade 1 —q

Por meio das defini¢fes acima, é facil notar que:

ft
Xft = XO + z Ug/ (326)
tr=1

Considerando m* e m~, respectivamente, como sendo o ndmero de passos dados, até ft, no
sentido positivo e negativo do eixo, a probabilidade efetiva de o caminhante se deslocar no

sentido positivo Pg}f(x, t) e negativo Pg.((X, t) do eixo € dada por:

N m* om ] (3.27)
Perr(x,t) = FP"‘F 1-p)

) 'm- + ' (3.28)
Perr(x,t) = FP"‘F(l—P)

ondem™+m =L, m"-m =Xn-Xoe Pl(X, 1)+ Plrp(x, 1) =1.

Logo, podemos reescrevé-las, como:

Php(x,t) = %l—a(xf }t_ ) | 1] (3:29)
b ) = %Il B a(Xf;t— Xo)l (3.30)

Entdo podemos calcular a velocidade efetiva (v://), a partir das equagdes 3.29 e 3.30,
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a

77 () = Xo) (331

LTy = P (o, t) — Popp(x,t) =
onde a =2p -1, (v/)y= d<x)/dt e da& origem a uma equacdo de recursdo do deslocamento
médio, considerando (x,) = (X,) — X, ,

a

ft

t=1 (3.32)

(xe41) = (x) + <xft)

A fim de analisar o comportamento difusivo do sistema, Cressoni et al. [40] estimaram o
expoente de Hurst para cada parametro p em funcdo de alguns parametros f, conforme exposto

na figura a seguir:

] T | T | T T T
L e (=08, p=0.1
s f=0.1,p=0.1
0.9 L e f=0.1,p=09 .
0.8
an i
0.7+
0.6 —
05F—-—
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.5: O expoente de Hurst H como fung@o do parametro de deciséo p e da fracdo f da
memoria disponivel para o caminhante. A linha tracejada representa o resultado analitico do
modelo de memoria completa. Os dados computacionais foram obtidos para um tempo de

realizacio de 10° . No inset podemos observar o segundo momento < x(t) > para diferentes

27



escolhas de p e f. Note o surgimento do carater oscilatorio para o caso p =0.1 e f=0.1 (Figura
retirada da referéncia [40]).

Surpreendentemente, para pequenos valores de p (anti-persisténcia) e f, 0 comportamento deixa
de ser difusivo normal (como é no modelo de meméria completa - f= 1.0 - H = 1/2) e passa a
apresentar um comportamento superdifusivo (H > 1/2) com oscilagdes log-periddicas nos
momentos.

Como solucdo da equacdo 3.31, Ferreira et al. [49] propuseram uma solucdo na forma log-

periddica (x,) = Y; A; t%isin(B;In(t) + C;) , obtendo o seguinte sistema de equacBes

transcendentais lincando B e d:

8 = af%cos(B In(f)) (3.33)

B = af® tsin(B In(f)) (3.34)

Note que o caso B = 0 recai em & = af®! (ou seja, considera como solucgdo da equagio 3.31,
(xt> ~ At5)
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Figura 3.6: (a) Diagrama de fase completo, mostrando todos os regimes de difusdo possiveis:
| - oscilagdes log-periddicas com superdifusdo (H > 0.5); Oscilag¢fes log-periddicas com difusédo
normal (H = 0.5): Il - com Escape (0 < <0.5) e I1I - Evanescente (5 <0); IV - Difusdo normal
sem escape (0 < 0); V - Difusdo normal com escape (0 < <0.5) e VI - Superdifusdo (6 =H >

0.5). Primeiro momento em fun¢do do tempo para um regime na: (b) regido III (6 = —0.83); (¢)
regido II (6 = 0.30) e (d) regido I (6 = 0.64) (Figura retirada da referéncia [41]).

Constata-se, ainda, que tal modelo apresente uma caracteristica semelhante tanto ao observado
em pacientes com a DA, como ao observado em pacientes com amnésia anterograda, o perfil
de memdria, em que ambos o0s pacientes perdem a capacidade de reter novas informacdes

(memoria recente) e passam a acessar apenas, a fracdo referente a memoria antiga, como
podemos observar na representacdo do perfil de memoria, na Figura 3.7 a seguir:
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(a) amnésia anterdgrada (b) amnésia retrégrada

100

100 —

50 — 50

0 o —

Fracao f disponivel da memoria (%)
Fracao f disponivel da meméria (%)

Momento Hoje Momento

Nascimento Tempo — do Trauma Nascimento Tempo — do Trauma

Hoje
Figura 3.7: Representacdo da porcentagem de memoria normal com relacdo ao tempo para 0s

tipos de amnésia anterograda (a) e para a amnésia retrograda (b). Figura adaptada da referéncia
[50].

3.3. Memoria exponencial

Alves et al. [42] introduziram o modelo de caminhada aleatéria com perfil de memdria
exponencial (CA-ME). Neste modelo, 0 caminhante € capaz de acessar toda a sua memoria,
porém, recorda frequentemente os eventos do passado mais recentes, do que eventos do passado
mais distante. Conforme citamos nas sec¢des acima, a equagdo que descreve a evolugdo do

caminhante no tempo t + 1 é dada por:

Xev1 = Xe + Ve (3.1)

onde, a variavel estocastica v, , assume valores £1 (onde +1 e -1, o caminhante se desloca,

respectivamente, no sentido positivo e negativo do eixo).

A memo@ria consiste no conjunto de variaveis aleatérias v,,, onde 0 caminhante acessa a sua

memoria por meio da seguinte dindmica:

(R1) Em t+1, o caminhante escolhe aleatoriamente um tempo passado t'e[1,t], com

probabilidade:

30



Py(t',t) = Aexp l@l (3.35)

no qual A ¢ a constante de normalizagdo e A ¢ uma constante adimensional de decaimento, que

ajusta a forma da distribuicdo exponencial de maneira usual.
(R2) v;,, é definida estocasticamente segundo a seguinte regra:

+v;, , comprobabilidade p (3.2)
—Vvy , comprobabilidade 1 —p

Vit1 = {
onde a probabilidade p representa o processo de decisdo do sistema, igual ao definido na se¢éo
3.1

Para o primeiro passo dado em t = 0, o caminhante inicia a sua trajetoria por meio da seguinte

regra:

(R3) O caminhante inicia a sua caminhada em Xo e se desloca uma unidade no sentido positivo
do eixo com probabilidade g, ou no sentido negativo do eixo, com probabilidade 1 - g, ou seja,

_ {+1 , com probabilidade q (3.3)
V1= 1=1 , comprobabilidade 1 —q

Por meio das defini¢fes acima, é fcil notar que:

‘ (3:4)
Xt == XO + Z Ut,
tr=1

Como, infelizmente, esse modelo ndo tem uma solugdo exata conhecida, Alves et al. [42]
introduziram uma técnica para mapear o0 modelo de memoria exponencial em um modelo de
caminhada aleatoria com perfil de memdaria retangular. A ideia e determinar uma fracao efetiva
de memoria ferf (A) que faga com que o modelo de caminhada aleatoria com perfil de memoria

retangular comporte-se da mesma forma que o modelo de memdria exponencial, para um dado
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L. Logo, os resultados conhecidos e discutidos nas outras se¢des podem ser considerados

equivalentes. Entdo, o comprimento efetivo de meméria L, é definido por:

L - ft Pt t) (3.36)
0 Pmax(t,' t)

onde Pmax(to , t) € o valor maximo de Py (to , t). Inserindo a equacéo 3.35 na equacao 3.36, temos

que:

t
L=fexp
0

considerando L = fefr t, @ equacéo 3.37 pode ser reescrita como:

—A(t — t’)l 5t = (1 - e"1> . (3.37)
t A

1—e2 (3.38)
(59

Considerando m* e m~, respectivamente, como sendo o nimero de passos dados, det - L até t,
no sentido positivo e negativo do eixo, a probabilidade efetiva de o caminhante se deslocar no

sentido positivo P;}f(x, t) e negativo P.;((x, t) do eixo, € dada por:

N mt m- (3.39)
Pgrp(x,t) = ITP + T(l - P)l

_ m~ mt (3.40)
Perr(x,t) = lTP + T(l - P)l

ondem*+m =L, m"-m =X¢-Xewe Ply(x, 1)+ Plrp(x, ) = 1.
Logo, podemos reescrevé-las, como:

1ra(X, — X,_ 41
Plp(x,t) = E[—“( t - 1) | 4 (3.41)
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1 Xe — Xe_p 3.42
Papge) = 51 -] o

Entdo, podemos calcular a velocidade efetiva (ve/7) a partir das equacdes 3.41 e 3.42,

Ve) = Pl (0 = Pary(,8) = (X0 = (X)) (343)

onde a =2p - 1, (v/Iy= d<x>/dt e da origem a uma equacdo de recursdo do deslocamento

médio, considerando (x,) = (X,) — X, ,

A probabilidade condicional de o caminhante estar na posi¢do x no tempo t + 1, dada a posi¢édo

inicial xo em t = 0, & expressa por:

Plp(x, )P(x — 1,t| x,,0)  (3.15)

Substituindo as equacdes 3.42 e 3.43 na equacao 3.15, e tomando o limite do continuo, podemos

obter uma aproximacao da equacéo de Fokker-Planck, como apresentada em [38], ou seja:

OP(x,t) 10°P(x,t) ad[xP(x,t) — x._ P(x,t)] t>» 1 (3.44)
at 2 0x? L 0x

A seguir, podemos observar o comportamento do expoente de Hurst em funcéo do pardmetro
de decisdo do sistema, para alguns valores de constante de decaimento A, para o modelo de

memoria exponencial:
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0.8 A A=5.0
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06+ © = S
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p

Figura 3.8: Expoente de Hurst em funcdo do pardmetro p para 0os modelos de memdria
completa e memoria exponencial, para valores de A = (5, 0.9, 2.0, 5.0 ¢ 50.0), obtidos por meio
de simulagdo computacional com tmax = 107 e 10* rodadas para a obtencdo de médias. Figura

retirada da referéncia [42].
E possivel notar uma transicdo da difusdo normal (H = 1/2) para superdifusdo (H > 1/2) no

ponto critico p = 3/4, contrariando a crengca comum que um modelo de caminhada aleatéria com

perfil de memoria exponencial ndo pode dar origem a superdifuséo.
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A

Modelos de Caminhada Aleatéria com Memoria
Inspirados em Fendmenos Bioldgicos

Neste capitulo, trataremos o caso das caminhadas aleatorias unidimensionais com inspiragdes
bioldgicas, desenvolvidos por n6s, em que o caminhante somente pode se deslocar no sentido
positivo ou negativo do eixo, e cujo passo no presente depende fortemente de decisdes tomadas
no passado (processo estocastico ndo-Markoviano). Apresentamos o modelo de CA com perfil
de memoria mista, parametro de decisdo dindmico [37], CA com memoria enviesada inspirado
no fendmeno da ecolalia, uma solugcdo numérica para obter o primeiro momento de qualquer
distribuicdo de probabilidade, CA interagindo com n-ésimos vizinhos e suas aplicacdes e um

novo método para estimar o expoente de Hurst com baixa estatistica.
4.1. Memaria mista

Sabe-se que as informacBes retidas no cérebro humano, sdo rapidamente perdidas. O
esquecimento é um processo natural que atinge tanto informacdes armazenadas ha memoria de
curto prazo quanto na memdria de longo prazo, do individuo [51 - 54]. Em 1885, o fil6sofo
alemdo Hermann Ebbinghaus apresentou a sua hip6tese sobre a curva do esqucimento, aceita
até os dias de hoje, quantificando a capacidade de reter informacéo ao longo de um periodo de
tempo [55 - 56]. Tal hipdtese sugere que o processo de esquecimento pode ser aproximado por

uma funcdo exponencial [57].

A fim de introduzir tal caracteristica nos modelos de caminhada aleatéria ndo-Markovianos,
propomos 0 modelo de CA com memoria mista: perfil retangular e exponencial (CA-MM), em
que o perfil de memoria com decaimento exponencial € associado a memdria antiga,

representando o processo natural do esquecimento.

Neste modelo, o caminhante é capaz de relembrar, com probabilidade uniforme, uma certa
quantidade B de passos recentes e uma certa quantidade A de passos anteriores com

probabilidade exponencial decrescente, de modo que A + B =t é o nimero total de passos. O
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tempo é discreto, e a equacdo de evolugdo estocéstica, em t + 1, que descreve o deslocamento
do caminhante, é dada por:

Xev1 = Xe + Ve (3.1)

onde a variavel estocastica v, , assume valores +1 (onde +1 e -1, o caminhante se desloca,
respectivamente, no sentido positivo e negativo do eixo). A memdria consiste no conjunto de
varidveis aleatorias v;,, onde o caminhante acessa a sua memdria por meio da seguinte

dinamica:

(R1) Em t+1, o caminhante escolhe aleatoriamente um tempo passado t'e[1,t], com

probabilidade:

K exp [_A(A N t,)/A] t'<A

K , t'>A

P = { 4.1)

onde k= 1/ t_iA+%[1 - exp(—A)]] é a constante de normalizagdo ¢ A é uma constante

adimensional de decaimento, que ajusta a forma da distribuicdo exponencial de maneira usual.
(R2) v;,, é definida estocasticamente segundo a seguinte regra:

+v., , com probabilidade p (3.2)

Verr1 = {_Vt’ , com probabilidade 1 — p

onde a probabilidade p representa o processo de decisdo do sistema, igual ao definido na se¢édo
3.1

Para o primeiro passo dado em t = 0, o caminhante inicia a sua trajetoria por meio da seguinte

regra:

(R3) O caminhante inicia a sua caminhada em Xo e se desloca uma unidade no sentido positivo

do eixo com probabilidade g, ou no sentido negativo do eixo, com probabilidade 1 - g, ou seja,
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_ {+1 , com probabilidade q (3.3)
V1= 1-1 , comprobabilidade 1 —q

Por meio das defini¢Bes acima, é facil notar que:
t
Xt = XO + z Ut’
tr=1

Como, infelizmente, esse modelo ainda ndo tem uma solugédo exata conhecida, Alves et al. [42]

(3.4)

introduziram uma técnica para mapear o0 modelo de memdria exponencial em um modelo de

caminhada aleatdria com perfil de memoria retangular.

A ideia é determinar uma fracdo efetiva de memoria fers (L) que faga com que o modelo de
caminhada aleatdria com perfil de memoria retangular se comporte da mesma forma que o

modelo de memoria exponencial, para um dado A.

Por meio desse mapeamento, é definido um comprimento efetivo de memoria retangular para
o perfil de meméria exponencial que resulta em um tamanho de meméria L, = f* A, onde 0 < f*

< 1 define a fracdo utilizada da memoria retangular efetiva.

A probabilidade de escolher um tempo passado t” dentro do intervalo [A — Ly , A] é dado
simplesmente por 1/L;. O comprimento efetivo total de memdria (retangular (L,.) e exponencial

(L,)), aproximado para o continuo, é dado por:

4 p(tt tpt)t 4.2
2 ( )dt' J ( )dt' (4.2)
A

L' =L,+L,= J
A " 0 Prax(t',t) Prax(t' 1)

onde Pmax (t’, t) € o valor maximo de P(t’, t).

Substituindo a equagéo 4.1 na equacdo 4.2, temos:

A
L = [I (1—exp(—=A) +(t— A)] (4.3)

comA<te 1 #0.
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Verificamos que o mapeamento do modelo de memaria exponencial [42] em um perfil de
memoria retangular, equacdo 4.3, apresenta um desvio maior do que a barra de erro da
simulacdo computacional para alguns valores de A, p € A. Por exemplo, para o caso em que A
=t,A=5¢p=0.95, o expoente de Hurst obtido por meio de simula¢cdes computacionais é H ~
0.75 (vide figura 3.8). Contudo, para essa configuracdo, vemos que o comprimento efetivo de
memoria, utilizando a equagdo 4.3, é dado por L™ = fe*t = (1/A)*t, isto &, ferr ~ 0.2. Para esse
valor de f, 0 modelo de memdria recente apresenta um regime de difusdo normal, ou seja, H =
0.5, diferindo consideravelmente do expoente de Hurst obtido por simulagdes. O desvio desse

mapeamento serd investigado em trabalhos futuros.

Considerando m* e m~, respectivamente, como sendo o nimero de passos dados, até t, no
sentido positivo e negativo do eixo, a probabilidade efetiva do caminhante se deslocar no

sentido positivo Pg}f(x, t) e negativo P.r((X, t) do eixo, € dada por:

N m* m ] (4.4)
Perp(x,t) = |57 p+—-(1—p)
L L L 4
_ m~ mt ] (4.5)
Perr(x,t) = T p+ T 1- P)_
onde m*+m =L, m"-m =X¢-Xere Plp(x, 1)+ Plrp(x, 1) = 1.
Logo, podemos reescrevé-las, como:
1ra(Xe — X pr) (4.6)
Plpx0) = 5| =)
_ 1 a(Xe — Xe_1r) 4.7
R

Entdo, podemos calcular a velocidade efetiva (vZ//) a partir das equagbes 4.6 e 4.7,
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WED) = Pl t) = Ppp(n ) = 72 () = Xeoye)) (4.8)

onde a =2p - 1, (v/Iy= d<x>/dt e da origem a uma equacdo de recursdo do deslocamento

médio, considerando (x,) = (X,) — X, .

A probabilidade condicional de o caminhante estar na posi¢do x no tempo t + 1, dada a posigéo

inicial xo em t = 0, é dada por:
P(x,t +1]x0,0) = Ppr(x,t)P(x + 1, | x0,0) + P p(x,t)P(x — 1, | x,0) (3.15)

Substituindo as equacdes 4.6 e 4.7 na equacao 3.15 e tomando o limite do continuo, podemos
obter uma aproximacao da equacgéo de Fokker-Planck, como apresentada em [38], ou seja:

oP(x,t) lazP(x, N a [(x — x,—)P(x,1)] N
ot 2 ox* L —(t—A) ox t> 1 (4.9)
a 0[(x — x)P(x,0)]
t—A4) ox

A analise quantitativa do comportamento difusivo do movimento aleatdrio, em nosso modelo,

foi obtido estimando o expoente de Hurst H como fun¢do do pardmetro de deciséo p.

A figura 4.1 mostra a estimativa do expoente de Hurst como fungédo do parametro de decisdo p
para 0 modelo de meméria completa (linha tracejada) e para o modelo de memdria mista. Para
tal, as estimativas foram obtidas variando o comprimento dos perfis de memdria exponencial e
retangular (A e B) e também a constante de decaimento da funcdo exponencial (A). Os

resultados foram simulados com t contido no intervalo de [10%, 10°] passos.

De acordo com os resultados, 0 modelo de memdria mista também apresenta um ponto critico
em p = 3/4, conforme observado na literatura. Para A — 0, o modelo se aproxima do modelo de
memoria completa e para A>> 0, 0 modelo se aproxima do modelo de memoria recente, como

podemos observar na figura 4.1 a seguir:
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Figura 4.1: Expoente de Hurst em funcdo do parametro p para os modelos de memdria
completa e memoria mista, para valores de A =5 e 1072, variando A = t/4 , t/2 e 3t/4 , obtidos

por meio de simulagio computacional com tmax = 10° e 10° rodadas para a obtengio de médias.

4.2. Parametro de decisdao dinamico

Nesta secdo, discutiremos um modelo com perfil de memoria retangular, como o modelo de
memoria completa [38], porém, com parametro de decisdo dinamico [37] (ou seja, pode mudar
com o tempo), desenvolvido por nds, e com solucdo analitica para o primeiro momento. Solugédo

exata para processos nao-Markovianos sdo raras [38, 58-60].

Para definirmos o modelo, recobremos o modelo de memdria completa [38], onde o caminhante
descreve um movimento unidimensional, cujo passo pode ser descrito por meio de uma equagao
de evolugdo estocastica, que dependerd da sua posicdo atual (xt) e de um evento ocorrido no
passado (or), escolhido aleatoriamente dentro do intervalo de memoria t* e [1, t] (com t
sendo o “tempo”’da posi¢do atual), no qual o caminhante decidird se tomard a mesma decisao

escolhida em t” (com probabilidade p) ou fard o contrario (com probabilidade 1 — p).

40



Discretizando o tempo entre a posicao inicial ¢ a posi¢do atual em n partes iguais Atn , de tal

forma que:

(4.10)

Observe que o intervalo de tempo At corresponde a Xi — xi-1. A parcela da velocidade efetiva

vi , devido a recordacdo de eventos no intervalo At; , € dada por:

vi = (2p; — 1)2—2 “.10)
onde Axj = Xj — xi-1 = X(t) — x(ti — Atj).
Seja si a probabilidade de ser sorteado no tempo t, o intervalo At;:
At; (4.12)

. . . t
Se todos os intervalos At, forem igualmente espagados, ou seja At = = podemos reescrever a

equacéo 4.12 como sendo:

At (4.13)

Portanto, a velocidade efetiva do caminhante é definida por:

n (4.14)
veff(t +1)= Z SV;

i=1

Substituindo as equacdes 4.11 e 4.13 na equacdo 4.14, temos:

" At Ax, (4.15)
Ueff(t + 1) = ZTaiA—t
i=1

onde, ai = (2pi — 1).
a1



Tomando o limite do continuo n — oo (portanto At — 0), a velocidade média, no tempo t+ 1, é

dada por:

T dt

Ax;)y 10 d{x(t)) (4.16)
E At :?fo a(t,t)

n
1
(Verq) = limy o ?z Ata;
i=1

ou ainda,

(4.17)

dt’

d(x(®)) 1 d(x(t))
dt _?foa(t‘t) de

4.2.1. Aplicagdo: modelo com dois parametros de deciséo

Podemos resolver este problema para o caso de dois parametros de decisdo, ou seja, 0
caminhante tomara a mesma decisdo de t’, em t + 1, com probabilidade p1 , caso t’ esteja entre
[1, Bt] (regido (a) da Figura 4.2), ou, com probabilidade p. , caso t’ esteja entre (Bt, t] (regido
(r) da Figura 4.2).

@ 5, 0 X
Pl P2
| I —>
pt (1-p)t t

Figura 4.2: Representacdo das regides com probabilidade p1 e com probabilidade p; .
Nota-se que este € um caso de probabilidade degrau, ou seja, em uma determinada regido da

memoria o caminhante possui uma probabilidade a1 = (2p1 — 1) e na outra regido, a2 = (2p2 —

1), conforme ilustrado na figura a seguir:

42



0 ] :
pt {
Figura 4.3: Representagdo dos ai em fungéo do tempo t.

Logo, a equacdo 4.17 para esse caso pode ser reescrita como:

t

d(x(®)) 1] ("
dt _?UO

a(x'(t"))dt' + J az(x’(t’))dt’l

Bt

d 1
()ccl(tt)) =~ (@ [(x(BD) — (O] + a;[x(®) ~ (x(BO)]}
dix()) _1
= ?[az(x(t)) — da{x(Bt))]

onde, da = a, —a; € (x(0))=0.

Supondo o termo de ordem mais alta da expansao:

(x(t))~a sin(Bin(t) + C)t?

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

note que, quando B = 0, a equacio 4.21 se reduz a uma lei de poténcia pura, (x(t))~ayt®.
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Derivando (x(t)) em relacdo ao tempo, temos:

d{x (1))
dt

(4.22)

= § a sin(BIn(t) + C)t%~* + a B cos(Bin(t) + C)t®*

Substituindo as equacdes 4.21 e 4.22 na equacao 4.20, temos:

[6 asin(Bin(t) + O)t°~] + [a B cos(Bin(t) + C)t5~1] =
a,[a sin(Bln(t) + O)t°~t] — Aa [B° asin(BIn(B) + Bin(t) + C)t471] (4.23)

Como sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a), temos:

[6 a sin(Bin(t) + C)t®71] + [a B cos(Bin(t) + C)t571] =
a[a sin(Bln(t) + C)t°~t] — Aa[plasin(BIn(B))cos(BIn(t) + C)t°~1]

— da[BPacos(BIn(B))sin(Bin(t) + C)r>-1] 424
Comparando termos semelhantes, temos:
{5 = a, — Aa B% a cos(BIn(p))
B = —dap’ asin(Bin(R)) (4.25)
Deste sistema de equacdes transcendentais podemos obter:
- a, = tan(BIn(pB)) @.26)
(4.27)

B=+ \/ﬁZSAaZ — (6 — ay)?

Note que, se trocarmos B por -B, a Equagéo 4.27 fica inalterada, logo, podemos escolher B >
0.
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Para B ser real, temos que:

|B24a| 2 16 — | (4.28)
|6 —a,| +6In ‘%‘ < In|4c| (4.29)

Da Equacéo 4.27, temos que:
0 < B < |4a|p® (4.30)

Da Equacéo 4.26, temos que:
6 = a, + Bcot(Bln(p)) (4.31)

Por meio do sistema de equacOes transcedentais, equacdo 4.25, obtivemos 0s seguintes

diagramas de fase, capazes de caracterizar o sistema:

45



1,0 % 1,0
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Figura 4.4: Diagrama de fase para: a) p2 = 0.0, b) p2 = 0.6, ¢) p2 =0.75 e d) p. = 1.0. A linha
em pontilhado separa a regido difusiva normal (ND), com 6 <0 da 0 <& < 1/2; SD representa
a regido superdifusiva (SD), & > 1/2; A curva trago-ponto delimita a regido com feedback
negativo (regido superior) da regido com feedback positivo (regido inferior); A curva tracejada
delimita as regifes com oscilacbes Log-Periodicas: Evanescente (LPev), 8 < 0; normais (LPnp),
0 <0 < 1/2, e superdifusivas (LP SD ), 6 > 1/2.

E importante enfatizar que este modelo obedece a relagio H = 25 na regido superdifusiva e, na
linha de transi¢do, 6 = 1/2 e H = 1. O modelo reproduz resultados ja conhecidos para parametros
especificos. Por exemplo, o modelo se reduz ao modelo de memoria completa [38] para a) p1 =

p2 e qualquer B e b) B =1 e qualquer p1 e p2.

Outro resultado interessante observado nesse modelo, é o fato de encontrarmos fortes oscilacfes
log-periddicas nas regides com feedback positivo (pess > 0.5) e negativo (pess < 0.5), onde, até
entdo, as oscilagdes log-periddicas fortes estavam relacionadas, apenas, as regides de feedback
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<xX(t)> /X

negativo. Diniz et al. [61] ja haviam verificado a presenca de pequenas oscilacBes log-
periddicas relacionadas a regides com feedback positivo em modelos de caminhadas aleatorias

ndo-Markovianos, o que reforca o nosso resultado.

Note, ainda, que as areas das regides com feedback negativo e positivo, variam de acordo com
0S parametros pz1, p2 e T, por meio da seguinte equacéo:

Perf = P1B +02(1 — B) (4.32)

A figura 4.5 a seguir, evidencia as oscilacdes log-periddicas, previstas analiticamente, obtidas

por meio de simula¢Ges computacionais.

1 ® p-0.55 p, = ?-é
il . A B=045 .m0
. HE pB=020 LP, \

Int

Figura 4.5: Curvas que caracterizam o comportamento log-periddico associado a difusdo
normal (LPev e LPnp e superdifusdo (LPsp). Observe o carater evanescente da curva LPev . Os
simbolos representam dados computacionais e as curvas sdo 0s ajustes analiticos alcangados
por meio da equacdo 4.21 com os parametros obtidos por meio das equacbes 4.25. As

simulagBes foram calculadas com médias de 10® para a curva LPey (B = 0.55) e 10° para as
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curvas LPnp (B = 0.45) e LPsp (B = 0.20), com p1 = 0.1 e p2 = 1.0. Um fator de normalizacdo
Xwm foi utilizado (para se observar as oscilacdes), igual a amplitude méxima de cada curva. O
fitting que representa a curva LPey foi extrapolado, a fim de mostrar o carater oscilante da curva.

Neste caso, dificilmente, dados computacionais sdo obtidos para valores de tempo grande.

4.3. Caminhada aleatéria com memdria enviesada inspirado no fenbmeno da

ecolalia

A ecolalia pode ser definida como um distdrbio de linguagem com predisposicéo a repeticao
de sons e/ ou palavras [62, 63] e, frequentemente, vem sendo descrita como uma das
caracteristicas importantes do Transtorno do Espectro Autista (TEA) [64 — 66]. Além do TEA,
podemos observar a ecolalia nos processos de desenvolvimento da linguagem de criancas
menores (criancas em fase de aprendizado, por volta dos dois anos de idade) e na desintegracdo

da linguagem em deméncias [67 — 72].

No processo de desenvolvimento da linguagem de criangas, utiliza-se a ecolalia como funcéo
de comunicacdo, em um contexto, até o ponto em que o repertdrio aumenta, a medida que a
crianca se desenvolve e passa a utilizar formas mais complexas e espontanea de comunicacao
[73]. Geralmente, os eventos de ecolalia estdo associados a alguma experiencia
individual, “’deixando de ser uma evocacdo simplesmente direta, mas sim, resultante de
associacOes auditivas-afetivas-visuais-motoras, abandonando o carater de emissdes sem sentido,

passando a ter um significado associado para a crianga” [74].

Em deméncias, a ecolalia pode surgir devido ao fato de o paciente, frequentemente, se esquecer
de determinadas palavras e/ ou termos, podendo resultar em uma interrupgéo repentina da fala,
levando-o, de forma involuntéria, a repetir cada frase falada logo apds o discurso do emissor
[67, 75].

Diversos autores classificam a ecolalia em trés categorias: imediata, tardia ou mitigada [62-64,
71, 73, 76 — 79]. A ecolalia imediata é caracterizada pela repeticdo de sons e/ou palavras
imediatamente apds a emissdo original [62, 78 - 79]; a ecolalia tardia, apds um tempo maior de

producéo do som pelo interlocutor (por exemplo, dialogos de um desenho que assistiu horas ou
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dias antes) [62, 64, 77 - 78]; a ecolalia mitigada é definida como modificagdes da emissao

original no sentido apropriado [62, 76].

O estudo do fendmeno da ecolalia pode ser de grande valia para profissionais da area da saude,
como por exemplo, fonoaudidlogos, pois, se trabalhado corretamente, pode auxiliar no
tratamento de criangas em fase de aprendizado como em autistas.

Com isso, a fim de introduzir tal disturbio em modelos de caminhada aleatéria ndo-
Markovianos, consideremos um modelo de caminhada aleatéria com memdria completa
semelhante ao descrito por de Lacerda et al. [37], com a introducdo de uma regido de
comprimento de memoria L = ft, em que apresentara um comportamento persistente (similar
ao observado em pacientes com ecolalia), caso tal regido seja escolhida pelo caminhante. O
caminhante realiza um movimento unidimensional para a direita (sentido positivo do eixo) ou
para a esquerda (sentido negativo do eixo). O tempo é discreto e a equacdo de evolucdo

estocastica, em t + 1, que descreve o seu deslocamento, é dada por:

Xeyr = Xe + Ve (3.1)

onde a variavel estocastica v;,, assume valores £1 (onde +1 e -1, 0 caminhante se desloca,
respectivamente, no sentido positivo e negativo do eixo). A memoria consiste no conjunto de
variaveis aleatorias v;, em que o0 caminhante acessa a sua memdria por meio da seguinte
dindmica:

Em t + 1, o caminhante escolhe, com probabilidade r, se utilizard a regido persistente de
comprimento de memoria L = ft, onde tomara a mesma decisdao do que foi feito em L, ou, com

probabilidade 1 —r, se realiza a caminhada como descrita em [38].

Portanto, o caminhante escolhe, aleatoriamente, um nimero t’e [1, Bt] com probabilidade r, de

tal modo que

Vi1 = Vo (4.33)
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ou, t' € [Bt, t] com probabilidade 1 —re v,,; € definida estocasticamente segundo a seguinte

regra:

+vy, , comprobabilidade p (3.2)

Verr = {_Vt' , com probabilidade 1 —p

onde a probabilidade p representa o processo de deciséo do sistema, tal como definido na se¢édo
3.1

Para o primeiro passo dado em t = 0, o caminhante inicia a sua trajetoria por meio da seguinte

regra:

(R3) O caminhante inicia a sua caminhada em Xo e se desloca uma unidade no sentido positivo

do eixo com probabilidade g, ou no sentido negativo do eixo, com probabilidade 1 - g, ou seja,

_ {+1 , com probabilidade q (3.3)
V1= -1, comprobabilidade 1 —q

Por meio das defini¢Oes acima, é fcil notar que:

‘ (3:4)
Xt == XO + z Ut,
tr=1

Considerando m* e m~, respectivamente, como sendo o nimero de passos dados até Bt, no
sentido positivo e negativo do eixo, n* e n-, respectivamente, como sendo 0 nimero de passos
dados de (Bt até t, no sentido positivo e negativo do eixo, entdo, a probabilidade efetiva do

caminhante se deslocar no sentido positivo Pg}f(x, t) e negativo Pgr¢(X, t) do eixo, € dada por:

(4.34)

p 3 m* nt n- " "
rCot) = Er+[(1_ﬁ)tp+(1_ﬁ)t( —p)]( -7)

+

p- _m” n- n " " (4.35)
() = Er+[(1_ﬁ)tp+(1_ﬁ)t( —p)]( -7
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onde m*+m =Bt m"-m" = Xgt- Xo,n" +n" = (1-B)t, n" - n" = Xi- Xpre Plpp(X, 1) + Plrp(X,
t)=1.

Entdo, podemos calcular a velocidade efetiva (v/!) a partir das equagbes 4.34 e 4.35,

eIy = d(?;(tt)) _ <>Z;tt>r o _aﬁ)t [(x2) — Gepe)] (1 = ) (4.36)
onde a=2p - 1.
Supondo o termo de ordem mais alta da expans&o:
(x(t))~a sin(Bin(t) + C)t° (4.21)

note que, quando B = 0, a equacio 4.21 se reduz a uma lei de poténcia pura, (x(t))~ayt®.

Derivando (x(t)) em relacdo ao tempo, temos:

d{x(6))
dt

(4.22)

= § asin(BIn(t) + C)t*~ ' + a B cos(BIn(t) + C)to1

Substituindo as equacdes 4.21 e 4.22 na equacao 4.36, temos:

[6 a sin(BIn(t) + €)t51] + [a B cos(Bin(t) + C)t1] =
a(l—r)
1-p

a[sin(Bln(t) + C) — B%sin(BIn(B))cos(BIn(t) + C) — BPcos(BIn(B))sin(Bln(t) + C)]|t5?

+ 7 a[psin(BIn(B))cos(Bin(t) + C) + B tcos(Bin(B))sin(Bin(t) + C)]|t5~*
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Comparando termos semelhantes, temos:

1 —
8§ =rpB% tcos(BIn(p)) + 02(1 — Br)) [1 — B%cos(BIn(B))] (438)
B = rB%1sin(BIn(p)) + % Blsin(Bin(B))

Note, ainda, que podemos mapear o modelo “Parametro de decisdo dinamico - Aplicacéo:

modelo com dois parametros de decisdo”, se¢do 4.2, para o caso a1 = 1.0, tomandor=f e a =

a2 , Na equacao 4.38, ou seja:

{5 = a;8%cos(BIn(B)) + a, — ayBcos(BIn(p))
B = a;B°sin(BIn(B)) + axB°sin(BIn(p)) (4.39)

O diferencial deste modelo é o fato de o caminhante possuir uma memoria completa,
apresentando apenas uma regido com predisposicao a repeticdo (ou seja, regiao persistente com
p = 1), na memdria que é recobrada com probabilidade r, inspirado no que é observado no
fendmeno da ecolalia em criangas no processo de aprendizagem e em individuos com TEA,

sem apresentar danos na memdria, ou seja, a predisposicdo a repeticdo de sons e/ ou palavras.
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r=0.1 r=0.2
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r=04
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0.8 0.8
0.7 0.7
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Figura 4.6: Diagrama de fase de [ versus p para alguns valores de r. A escala de cor cinza
representa a regido de difusdo normal (6 < 1/2); a escala de cor entre o azul e o vermelho

representa a regido de superdifusdo cldssica & > 1/2. Nessa regido, o ¢ o proprio expoente de

Hurst [37].
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Um fato interessante observado neste modelo é o surgimento de regimes superdifusivos
classicos para 0s casos em que 0 caminhante apresenta uma regido persistente, de comprimento
de memoria L = Bt (em relagdo a origem), pequeno, e o restante da memoria t — L, apresentando

um feedback negativo, conforme observado na figura 4.6.

A fim de compararmos o modelo proposto com o0 modelo da se¢éo 4.1, analisamos os diagramas
de fase. No modelo da secdo 4.2, para nenhuma configuracdo de p1 e p2 , € observado
superdifusédo classica em regido com feedback efetivo negativo, diferentemente do observado
no modelo proposto neste trabalho, como podemos notar na figura 4.7 a seguir, em que temos
um diagrama de fase do modelo da secéo 4.2 para o caso em que p1 = 1.0, variando B em fungéo

do parametro decisorio do sistema pa.

P1=1.0
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5

Delta

0.4
0.3
0.2
0.1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
p2

Figura 4.7: Diagrama de fase do modelo de caminhada aleatéria com processo decisorio

dindmico, secdo 4.2, para p1 = 1.0.

Na figura 4.6 podemos notar que ndo foi possivel observar oscilages log-periodicas, mesmo
aceitando umasolucdo do tipo (x(t))~a sin(Bin(t) + €)t%, conforme visto na equacao 4.38. Isso
pode se dar ao fato de o termo log-periddico néo ser o termo dominante, mas sim, o termo de
correcdo. A fim de verificar a existéncia de tais oscilacGes, resolvemos de maneira iterativa o
modelo, parao casor =0.2 e p = 0.3, com expoente delta equivalente a 6 ~ 0.6, e analisamos o
comportamento do primeiro momento (x(t)) normalizado por t® em func&o do In(t), conforme

a figura 4.8, a seguir:
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p=03|r=02|B=0.04]5=0.6
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Figura 4.8: Oscilacdo log-periddica evanescente parao casor=0.2ep =0.3.

Podemos observar uma oscilacdo log-periddica evanescente, em que a amplitude da oscilacdo
diminui com o tempo. Isso justifica o fato de as solu¢Ges com oscilagGes log-periddicas estarem
presente, mas ndo serem observadas, a menos que consideremos corre¢des de ordens superiores
no primeiro momento, que dificulta o calculo e podera ser tratado em trabalhos posteriores. E
importante notar que, para este modelo, o primeiro momento é suficiente para a obtencdo dos

regimes difusivos.

A seguir, descrevemos o procedimento para a obtencdo de uma equacdo de Fokker-Planck
adequada a este modelo. A probabilidade condicional P (X, t + 1|xo , 0) de o caminhante ser
encontrado na posi¢cdo x e em um dado tempo t+1, dado que a caminhada tenha se iniciado em

x 0 no tempo t = 0, pode ser escrita como:

Xget  a(l—7)
Bt (=B
XptT N a(l—r)

gt~ (A-p)t

1
P(x,t+1]|xy,0) = —[1

> (x: — x[;t)] P(x+1,t]x,0)+

(4.40)

1
= [1 + (x, — xﬁt)] P(x—1,t | xo,0)
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Adotando a notagao P (x — xo , t — to) para o propagador P (X, t|Xo, to), subtraindo P (X, t) de
ambos os lados da equacgédo 4.40, dividindo por h e tomando o limite de h — 0, podemos

reescrevé-la como:

OP(x,t) 19°P(x,t) 1 d[xP(x,8)] a(1—7)0[(xe — x5:)P(x,0)]
at 2 ax2 Bt ox C(1-pt ox t> 1

Note que a equacao 4.41 recobra a equacdo de Fokker-Planck descrita em [38], quando p=r=

0, Vae[1,1]equando B=r=1,paraa =1 (ouseja, p=1).

4.4. Caminhada aleatoria com memaria completa interagindo com n-€simos

vizinhos

4.4.1. Parametro de decisdo: parametro p

Este modelo é uma variacdo do modelo de memoria completa, onde o caminhante, também
denominado de elefante, descreve uma caminhada aleatdria unidimensional Xt € Z em uma
rede infinita e é capaz de interagir com seus n-ésimos vizinhos. O caminhante inicia a sua
trajetoria em um ponto especifico Xo no tempo to = 0 e possui memoria completa. Em cada
tempo discreto, o caminhante se desloca uma unidade no sentido positivo do eixo (direita) ou
no sentido negativo do eixo (esquerda), regido por meio de uma equacdo de evolugédo
estocastica, dada por:
Xev1 = Xe + Vs (3.1)

onde a variavel estocastica v;,, assume valores +1 (onde +1 e -1, 0 caminhante se desloca,
respectivamente, no sentido positivo e negativo do eixo). A memdria consiste no conjunto de
variaveis aleatorias v, , onde o caminhante acessa a sua memaria por meio da seguinte

dindmica:

(R1) Em t+1, o caminhante escolhe aleatoriamente n tempos passados t,,...,t, € [1,t], com

probabilidade 1/ t, cada uma.
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(R2) Nos definimos S;,; = v, X, v(t;) como sendo a interagdo dos n-ésimos tempos

passados t,, com o caminhanteemte v,,,; é definido segundo a seguinte regra:

<0, Ver1 = Vo (4.42)
St1 {> 0, { +v;, , comprobabilidade p
Vert = vy, com probabilidade 1 —p

onde a probabilidade p representa o processo de decisdo do sistema, igual ao definido na se¢édo
3.1

Para o primeiro passo dado em t = 0, o caminhante inicia a sua trajetoria de acordo com a

seguinte regra:

(R3) O caminhante inicia a sua caminhada em Xo e se desloca uma unidade no sentido positivo

do eixo com probabilidade g, ou no sentido negativo do eixo, com probabilidade 1 - g, ou seja,

_ {+1 , com probabilidade q (3.3)
V1= -1, comprobabilidade 1 —q

Considerando m* e m~, respectivamente, como sendo o nimero de passos dados até t, no sentido
positivo e negativo do eixo. A probabilidade efetiva do caminhante se deslocar no sentido
positivo P;}f(x, t) e negativo Pg.((X, t) do eixo, considerando a interagdo com os n-ésimos

vizinhos, é dada por:

n—j m j ]
Pt +1) = eff(t)< ) eff<t>2(n . ( ) (%) [+

(4.43)
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B= {0 , senéimpar (4.45)
11, senépar

Logo, podemos calcular a velocidade efetiva v, ,, como sendo:

A —J ]
m+\" n! m*\" m=\/
Verr = a[P:ff(t) <T> Pt Perr “)Zm<7> (T> I
=1 ]
T nl m- n—j mt j .
a[P;ff(t) (T) p+ Pe‘ff(t)Zm(T> <T> PIT
m+t\" n! m*\"" m- 1
[P;ffm (7) ' PM@Zm(T) )|
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onde A = [n—_IJ m+m =t m"-m =X¢-Xon"+n =t,n"-n"=Xi- Xo, Plrp(t) + Plrs(t)

=le PHp(t)- Ply(® = vy

(4.46)



4.4.1.1. Mem0dria completa: Interagdo com dois vizinhos

Considerando n = 2, , em t+1, o caminhante escolhe aleatoriamente dois tempos passados

t;,t, € [1,t], com probabilidade 1/ t, cada um. As equacdes 4.43 e 4.44 podem ser reescritas
como:

+lp err (1) (T) ( _p)l+ (4.47)

_ m*\? _ m?* m
Py (® (7) + 2P,(0) <7> (=)

m+\?
PeJ}f(t+1) = [P;ff(t) (T) p

m 2
Pi(t+1) = [Pe_ff(t) (T) pl + +

Py (® ("‘T) (1-p)
o 2 o (2) ()

note que as probabilidades estdo corretamente normalizadas.

(4.48)

Por meio da equacéo 4.46 podemos obter a velocidade efetiva v;,, do caminhante em t+1:
+ 2

m m—\"
Upy1 = alpg}f(t) <T> — Pgrr(0) (T)

+

Pirs(t) <m7>2 ~ Perr (© <m7>2 ] ~ 2ve Pepr (6) <mT+> (m7—>

ou ainda,

(a+1)
4

(Veg1) + (vp) =

2 4,50
z<;ct> + () ( . (@) )] (4.50)

No limite assintético, t — oo, considerando (v,,;) ~ (v,) = d(x)/dt,
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2d(x)_(a+1)
dt 4

20x) (1 . (@)2 )Ml (4.51)
t t dt

Supondo como solugdo uma lei de poténcia pura {x;)~at®, podemos obter a seguinte solugio
parad, Va < 1:

_ 2(a+1) (4.52)
C8—(a+1)

Quando 6 > 1/2, o expoente de Hurst é o proprio 9, ou seja, 6 = H (regime superdifusivo).

Quando 8 < 1/2, H = 1/2 (regime difusivo normal).

O sistema muda de regime em 6 = 1/2 e por meio da equagao 4.52, podemos observar que isto
ocorre quando o = 3/5 (corresponde a pc = 0.8). No modelo de memoéria completa [38], a

transi¢do ocorre em o = 1/2 (pc = 0.75).

A figura 4.9, a seguir, ilustra a estimativa do expoente de Hurst em funcdo do parametro de
decisdo do sistema, para 0 modelo de memdria completa [38] (linha tracejada vermelha) e o
modelo de caminhada aleatéria com interacdo entre dois caminhantes e memdria completa
(linha tracejada preta), obtido de forma analitica, por meio da equacdo 4.52. Constatamos que
0 ponto de transi¢do (onde o sistema deixa de apresentar o comportamento difusivo normal e
passa a apresentar um comportamento superdifusivo) foi deslocado para a direita (pc = 0.8) em

relacdo ao modelo de memoria completa [38] (pc = 0.75):
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Figura 4.9: Estimativa do expoente de Hurst em funcdo do parametro de decisdo do sistema,
para 0 modelo de memdria completa [38] (linha tracejada vermelha) e 0 modelo de caminhada
aleatéria com interacdo entre dois caminhantes e memoria completa (linha tracejada preta),

obtidos de forma analitica, por meio da equacéo 4.52.
4.4.1.2. Memdria antiga (Modelo do Alzheimer): Interagdo com dois vizinhos

Consideremos agora que o caminhante ndo possua acesso completo a sua memaria, mas sim,
apenas a uma fragdo ft referente a sua memoria antiga (ou seja, a sua memoria recente (1 — )t
fica inacessivel), de tal modo que, em t + 1, ele escolha aleatoriamente dois tempos passados
t;,t, € [1, ft], com probabilidade 1/ ft, cada um. As equacdes 4.43 e 4.44 podem ser reescritas

como:

+ [ngf(t) (%)2 1- p)l +

_ m*\? _ m* m”
o) o) €9

2
Php(t+1) = [Pe?f(t) C’fl—t) P (4.59)
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ff(t)<’;f ) 1-p)|+
t

mT\? m*t\ /m”
P ¢ (1) <F> + 2P ff(t)(ft) <F>

onde m"+m = ft, m" - m™ = Xg - Xo. Note ainda que as probabilidades estdo corretamente

Pr(t+1) = l eff(t)(ft) l (4.54)

normalizadas.

Por meio da equacéo 4.46, podemos obter a velocidade efetiva v;,, do caminhante em t+1:

Pt mt 2 m\"
Utr1 = @ |Pers (D) (ft) Pgre(t) (f_> p+ (4.55)
mt\? m\2
eff<t)< ft> P50 (%) ]—ZUt P:ff(t)< )
ou ainda,
+1)|2 (4.56)
s + o = 2 4 t><1 +(222 ;‘Lf)) )]
No limite assintético, t — oo, considerando (v,,;) ~ (v,) = d(x)/dt,
dlx)  (a+1) [20xz) e\ ) dix) (4.57)
% T4 |t +<1+<7) )7‘
Supondo o termo de ordem mais alta da expansao:
(x(t))~a sin(Bin(t) + C)t? (4.21)

note que, quando B = 0, a equacdo 4.21 se reduz a uma lei de poténcia pura, (x(t))~at?®.

Derivando (x(t)) em relacdo ao tempo, temos:
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d{x (1))
dt

4.22
= § a sin(BIn(t) + C)t%~* + a B cos(Bin(t) + C)t®* (4.22)

Substituindo as equacdes 4.21 e 4.22 na equacao 4.57, temos:

2{[6 a sin(BIn(t) + C)t°~] + [a B cos(BlIn(t) + C)t° ]} =

(@+1), 6-145-1
> la sin(Bin(ft) + C)f°~t°7'] + (4.58)

(a+1)
4

[6 a sin(BIn(t) + C)t®~1 + a B cos(Bln(t) + C)t° 1]}

{[1 + (a®sin®*(BIn(ft) + C)f?°72t26-2)] «

No limite assintético, 22 — 0. Como sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a), a equacio 4.58

pode ser reescrita como:

2{[6 a sin(Bin(t) + C)t°~!] + [a B cos(BIn(t) + C)t°~ ]} =

(@ ;r D) [a [sin(BIn(f))cos(Bin(t) + C) + cos(Bin(f))sin(Bln(t) + C)]f0~ 1571 +
(4.59)
(@ Z D [6 a sin(BIn(t) + C)t®~ + a B cos(BIn(t) + C)t41]}
Comparando termos semelhantes, temos:
5§ = (@t D) [f5‘1cos(Bln(f)) + f]
4 2 (4.60)
B_(a+1)[5_1. BI _l_E] .
=" [ sin(Bin(f)) >
Desse sistema de equacdes transcendentais, podemos obter:
g = tan(BIn(f))
(4.61)
€,
L Aat 1)2f26-2
b= ij B—(a+ D2 o (4.62)
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Ao trocarmos B por -B, a equacéo 4.62 fica inalterada, logo, podemos escolher B > 0.

Por meio do sistema de equacOes transcedentais, equacdo 4.60, obtivemos 0s seguintes

diagramas de fase, capazes de caracterizar o sistema:

1 (TN T N AN NN TR TN NN TR N |
'l].ﬂ—_
- ND
0.6 0<86<0.5
[T. : H:D.E
'l].-ll—_
'I].E—_
o
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p

Figura 4.10: Diagrama de fase que caracteriza todo o sistema, onde a linha tracejada representa
a linha de transigao do sistema (6 = 1/2). A regido em laranja representa a regiao superdifusiva
(SD), 6 =H > 1/2, e a regido em branco, representa a regido de difusdo normal (ND), 0 <d <

1/2, onde H = 1/2.
Note que a solucdo analitica ndo apresentou solugdo para uma regido log-periddica. A fim de

verificar a existéncia de oscilacdes log-periddicas de baixas amplitudes, obtivemos, a partir da

equacdo 4.56, uma equacdo iterativa do sistema:

1 2 t t ?
DI ) — e (1+<(’]‘{t)) )

Por meio da equagdo 4.63, pudemos observar oscilacfes log-periddicas de baixa amplitude, que

+ (x¢-1)

(Xe41) = (4.63)

sdo, dificilmente, notadas por meio do método analitico e computacional, mas estdo presentes.
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Figura 4.11: Grafico x/t™ versus In(t) para os casos p = 0.7 e f = 0.01(H = 0.879), f = 0.005(H
=0.878) e f =0.001(H = 0.8697).

4.4.2. Parametro de decisdo: peso de Boltzmann

Este modelo é uma variacdo do modelo de memoria completa, onde o caminhante, também
denominado de elefante, descreve uma caminhada aleatoria unidimensional Xt € Z em uma
rede infinita e é capaz de interagir com seus n-esimos vizinhos. O caminhante inicia a sua
trajetoria em um ponto especifico Xo no tempo to = 0 e possui memoria completa. Em cada
tempo discreto, o caminhante se desloca uma unidade no sentido positivo do eixo (direita) ou
no sentido negativo do eixo (esquerda), regido por meio de uma equacdo de evolugédo
estocastica, dada por:
Xev1 = Xe +Veqa (3.1)

onde, a variavel estocastica v, , assume valores £1 (onde +1 e -1, o caminhante se desloca,
respectivamente, no sentido positivo e negativo do eixo). A memdria consiste no conjunto de
variaveis aleatorias v, , onde o caminhante acessa a sua memaria por meio da seguinte
dindmica:
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(R1) Em t+1, o caminhante escolhe aleatoriamente n tempos passados t,,...,t, € [1,t], com

probabilidade 1/ t, cada uma.

(R2) Nos definimos S;,; = v, 2=, v(t;) como sendo a interagdo dos n-ésimos tempos

passados t,, com o caminhante emt. v,,, €é definido segundo a seguinte regra:

<0, Vir1 = —Vy
Ses1= 15 ¢ _(+ve , comprobabilidade e™F5t+ (4.64)
>0, Vi - _Bs
-V, , comprobabilidade 1 —e BSt+1

onde o peso de Boltzmann e~#St+1 representa o processo de decisdo do sistema.

Para o primeiro passo dado em t = 0, 0 caminhante inicia a sua trajetoria através da seguinte

regra:

(R3) O caminhante inicia a sua caminhada em Xo e se desloca uma unidade no sentido positivo

do eixo com probabilidade g, ou no sentido negativo do eixo, com probabilidade 1 - g, ou seja,

_ {+1 , com probabilidade q (3.3
V1= -1, comprobabilidade 1 — q

Considerando m* e m-, respectivamente, como sendo 0 nimero de passos dados até t, no sentido
positivo e negativo do eixo. A probabilidade efetiva de o caminhante se deslocar no sentido
positivo P (X, t) e negativo P.¢(x, t) do eixo, respectivamente, considerando a interagéo

com 0s n-ésimos vizinhos, é dada por:
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A . . 1
mo\" n! m\"" (m*\’ ,
Peps(t+1) = lp err (©) (T) e+ P e_ff(t);m(7> <T> o262 | 4
iy mt) 8 + c_n(mt\" ) ~2p(n—2j) |
riy@() a-e e iy () () amemel s

t
BREOY PG B

P (

mt\" +\"—J - '
e =0 () S s () ) .

—\n—j +\J ' ]
eff(t)( ) 1- e_8ﬂ) + Peff(t)Z e ]) i (mT> <mT> (1- e—2ﬁ(n—2])) +
. (4.66)

onde A= |2| m*+m =t m"-m = Xe- Xon* 0= tn" 0= Xe- Xo, P p(0)+ Por(D)

=1le Pff(t) Pe-;‘f(t): Ut.

B = {0 , senéimpar (4.45)
~ 1, senépar
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4.4.2.1. Memdria completa: Interacdo com quatro vizinhos

Considerando n = 4, em t+1, o caminhante escolhe, aleatoriamente, dois tempos passados
t;,t, € [1,t], com probabilidade 1/ t, cada um. As equacdes 4.65 e 4.66 podem ser reescritas

como:

4

a4 ;
Plrt+1) = [ eff(t) ) =8B + 4P (t) (mT) (mT> 48| 1

+ +\3 -
Perr () <n;> (1 - e %) +4Pf, (1) (m ) (mT) (1—e*H)| +

_ m*t\* _ m+*\* m- \2
Perr(t) (T) + 4Pgsr(t) <T> (T>

(4.67)

ony () (%)

Perr(t+1) =

e\ +\3 7
ff(t)< ) =8 + 4P (1) (mT) (mT) e8| +
4 m\3 /m*
) (1= e~%) + 4P} (1) (T) <—> (1—e )|+

t
4+ 4P ff(t)( _)3 <m7+>

Logo, a velocidade efetiva do caminhante vi+1 é dada por:

(4.68)

vt+1=<2e-8ﬁ—1>[ Par (0 (7 _)4—P;f<t>(m7+)4_+
() () - 400 (mT) ™) |+

a0 (5) e () () —rino ()

42e=* — 1)

a0 (mT_)s <m+> 1 (469

vy il ) (’"{)

ou ainda,
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(Vep1) =

(x)[3—e"*(e™*F +2) O\ [1— e B (2 — e*F) 3+e (e +4)
et (o) ety pusticrey

oo P ol

No limite assintdtico, t — oo, a equagdo 4.70 pode ser reescrita como:

8

(x)[3—e " (e *F +2) 34+ e tB(e7*F + 4) 4.71)
(Ut+1>~7 5 ] —(up) l 3

Considerando (v;4¢) = (uv) = d{x)/dt e supondo como solu¢do uma lei de poténcia pura
(xt)~at61

_[12 - 4e™*F(e7*F 1 2)
|11+ e *B(e*B + 4) (4.72)

Note que a relagdo & = H ¢ valida na regido superdifusiva (& > 1/2). A figura a seguir ilustra a
estimativa do expoente de Hurst em funcdo de e ® |, obtidos por meio da equacéo 4.72 (circulo

preto).

Os dados experimentais estdo ilustrados no grafico (quadrado vermelho) e foram obtidos com
tmaximo = 10°% & com 10° execucdes para a realizacdo de médias. Como, por meio da equagéo
4.72, H = 3 apenas na regido superdifusa, valores de & < 1/2 e delta > 1.0 foram truncados,
respectivamente, para H = 1/2 e H = 1.0. Tais truncamentos séo justificaveis conforme o
observado por meio de simula¢des computacionais. Consta-se, ainda, que o sistema apresenta
um comportamento superdifusivo entre e P=0.535 e e P=0.85 . Para valores de e ® menores do
que 0.535, o sistema é balistico (H = 1.0). Para valores de e ? maiores do que 0.85, o sistema é
difusivo normal (H = 0.5).
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Figura 4.12: Expoente de Hurst em funcio do pardmetro e ? | a partir da equacéo 4.72. ¢ P =
0.535 é 0 ponto em que o sistema deixa de ter um comportamento balistico (H = 1.0); e * = 0.85
€ 0 ponto em que o sistema passa a ter um comportamento randémico (H = 1/2). Os dados
experimentais estdo ilustrados no grafico (quadrado vermelho) e foram obtidos com tmaximo =

10° e com 108 execucdes para a realizagio de médias.

Um fato interessante, que podemos destacar € a presenca de uma transicdo de fase de segunda

ordem.

A fim de verificar se 0 modelo analitico representa bem o mesmo comportamento observado
no modelo computacional, analisamos o In(x) em funcgdo do In(t), para o caso em que e 2* = 0.5,
para o valor de tmaximo = 400, com 10° execucdes para calcular médias. Podemos verificar, na
figura a seguir, que o modelo analitico tem 0 mesmo comportamento do modelo computacional,

mesmo com as aproximacgdes tomadas, no limite do continuo:
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i Analitico B
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In(t)

Figura 4.13: In(x) versus In(t) para 0 modelo com interagdo entre 4 vizinhos quaisquer, para o
caso em que e 2P = 0.5, para o valor de tmaximo = 400, com 10° execucdes para calcular médias.

4.5. Novo método para estimar o expoente de Hurst com baixa estatistica

Ao longo da histdria, as inundacGes anuais do rio Nilo, no Egito, evento ciclico natural, tém
sido um importante contecimento, desde a época antiga, pois 0 seu transbordamento é
responsavel por depositar sedimentos que fertilizam o solo, influenciando, quantitativamente,
a colheita, tornando possivel o plantio de grdos como a cevada, o trigo e o linho. O volume das
inundacdes e crucial para a colheita, servindo como escala, porque uma colheita farta é
resultado de uma grande inundagédo, por outro lado, uma colheita escassa resulta de uma

pequena inundagéo [80].

Em 1906, o engenheiro Harold Edwin Hurst foi designado pelo governo Britanico para
desenvolver, no Cairo, um projeto de pesquisa relacionado ao armazenamento de dgua de uma

represa do rio Nilo. Houve a necessidade de estabelecer um plano de controle de vazéo do
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reservatorio, pois, de maneira ideal, ele nunca deveria exceder e nem esvaziar, considerando o
comportamento aleatério da influéncia das dguas da chuva. Em seu modelo, a flutuacéo do nivel

do reservatorio foi medida em torno do seu valor medio, com o passar do tempo [80].

Em 1965, em seu livro intitulado “Long-Term Storage: An Experimental Study” [81], Hurst
propos o coeficiente de Hurst, H, com aplicabilidades em diversas areas, principalmente na
analise de séries temporais com comportamentos naturais, como enchentes e temperaturas, por
exemplo, podendo, assim, encontrar e estabelecer a intensidade da tendéncia, distinguindo as

séries temporais aleatorias das ndo aleatorias.

Usualmente, para estimar o expoente de Hurst de determinados sistemas, a funcédo utilizada é
do tipo lei de poténcia, como a relagdo empirica descrita pelo Hurst [81]. Tais métodos,
utilizados para estimar o expoente de Hurst, séo bem comportados e amplamente utilizados,
porém, necessitam de uma estatistica elevada e um alto tempo de processamento. A fim de
reduzir o tempo de processamento e estimar o expoente de Hurst com baixa estatistica,

desenvolvemos o método descrito a seguir:

Consideremos uma funcdo hipotética f(a). A sua expansdo em série Taylor, em torno do ponto

ao é dada por:

f'(a) Aa + (@) Aa’+...

flao +Aa) = f(ao) +—; 2! (4.73)

onde Aa =(a- ao).
Desprezando os termos de ordem superior a 1, a equacdo 4.73 pode ser reescrita como:
f(ap)Aa ~ f(ay + Aa)Aa — f'(ay)Aa? (4.74)
e mais,
f(ao +8a)? ~ f(ao)? + 2f (ao)f'(ag)Aa + f(ag)*Aa® (4.75)

Substituindo a equacdo 4.74 na equacdo 4.75, temos:
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f(ao +Aa)? ~ f(ag)® + 2f'(ap)[f(ap + Aa)Aa — f'(ap)Aa®] + f'(ap)*Aa’ (4.76)

24a f'(ao)f (ag + Ba)? ~ f(ao + Aa)® — f(ao)* + f'(ao)*Aa’ (4.77)

Manipulando-a, podemos reescrevé-la como sendo:

(f'(ag)f(ag +Aa) )~ A (f(@9)?) 2

4.5.1. Aplicacdo: Caminhada aleatéria com memoria completa

Como vimos na secdo 3.1, o caminhante realiza um movimento unidimensional para a direita
(sentido positivo do eixo) ou para a esquerda (sentido negativo do eixo). O tempo é discreto, e

a equacdo de evolucéo estocéstica, em t + 1, que descreve o seu deslocamento, € dada por:
Xev1 = Xe + Ve (3.1)

onde, a variavel estocastica v;,; assume valores £1 (onde +1 e -1, o caminhante se desloca,
respectivamente, no sentido positivo e negativo do eixo). A memdria consiste no conjunto de
variaveis aleatorias v;,, onde o caminhante acessa a sua memdria por meio da seguinte

dindmica pormenorizada a seguir.

Um parametro importante utilizado para analisar tipo de difusdo do movimento é o expoente de
Hurst H. Para obter o expoente de Hurst, é necessario calcular o deslocamento quadratico médio

em funcéo do tempo t. No limite assintético, ¢t — oo:
(x2) ~t2H (3.14)

Onde os processos sao ditos subdifusivo, difusivo normal e superdifusivo, respectivamente,
quandoH< %, H=%e H>%.

Considerando (f(ag)) = (x:), (f(ap+ Aa)) = (X11), (Vegr) = d<x)/dt e Aa=4t =1, logo,

reescrevendo a equacao 4.78, temos:
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(x)
(Veg1Xp41) ~ T

(xt2+1> (UL?+1> (4.79)
0B 1] 72

Como (v.4,) = 1 e considerando o limite assinttico, é facil notar que:

(xf41) 2H (4.80)
o T

logo,

AP 4.87
(Veg1Xep1) ~ H I<x_tt>l + 5 ( )

Para verificarmos a eficacia desse método, simulamos o modelo da memoria completa,
apresentado na secdo 3.1, e comparamos as estimativas do expoente de Hurst obtidas por meio
das equacgbes 3.14 e 4.87, com o valor exato obtido através da equacdo 3.13, para alguns valores
de paré@metros p, conforme ilustrado na figura 4.13 a seguir. Podemos notar que as estimativas
feita através da equacdo 4.87 convergem muito rapido para o valor exato do expoente de Hurst,

do que a equacdo 3.14, com baixa estatistica.
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Figura 4.14: Gréaficos da estimativa do expoente de Hurst (a,c,e,g) e do erro absoluto (b,d,f,h),

em funcdo do nimero de médias (MC), para simula¢des do modelo de memoria completa com

tmax = 10% . A linha preta tracejada em a),c),e),g) representa o valor exato do expoente de Hurst,

as linhas em vermelho representam o célculo pelo método tradicional (3.14) e as linhas em

verde representam a estimativa do expoente de Hurst por meio da egqacéo 4.87. a) e b) foram

simulados para p = 0.8; ¢) e d) foram simulados para p = 0.85; e) e f) foram simulados para p =

0.90; g) e h) foram simulados para p = 0.95.
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4.6. Solucdo numerica para qualquer distribuicdo de probabilidades

Alguns dos modelos de caminhada aleatoria ndo-Markovianas ainda ndo apresentam uma
solucdo exata conhecida, conforme os discutidos nas secdes 3.3 e 4.1. Por isso, com o intuito
de obtermos uma solu¢do numérica para o primeiro momento de qualquer tipo de distribuicédo

de probabilidade, desenvolvemos o método a seguir.

No limite do continuo, a equacdo 4.17 pode ser generalizada como:

d t d(x(t' 4.88
o) _ [ ottt LIGIPY (4.88)

v P(t,t).

Portanto, para o caso discretizado em que a(t',t) = a, a equacao 4.88 pode ser reescrita como:

t
(erad = (x) = @ ) P(E,8) [0x) = (ey)] (4.89)

tr=1

Note, ainda, que as probabilidades P(in-1, in) devem ser normalizadas em in. Como prova disso,

tomemos o caso balistico na equacdo 4.88 e «a(t',t) = a = 1, logo:

(4.90)

t
aix(@®) L o
— —f_mP(t,t) dt —;P(L,t) -1

Portanto precisamos normalizar a distribuicdo de probabilidades. Discretizando-a, desde o
inicio, pois a defini¢do do continuo s6 ¢ valida para t — oo, logo, pode-se ocorrer a propagacao

de erros desde a origem.
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4.6.1. Aplicacdo: Memoria recente

Vimos na segdo 3.2.1, que P(t’,t”) = P(t) = 1/1t, logo, a equagdo 4.89 pode ser reescrita como:

(Xr41) = (X) +% tZleu) — (x¢r-1)] (4.91)

O expoente de Hurst foi estimado conforme apresentado nas se¢des anterioriores, calculando o
deslocamento quadratico médio em fungdo do tempo t. Podemos notar que a equagdo 4.91
reproduz o resultado numérico e converge mais rapido para o valor do expoente de Hurst,

conforme ilustrado na figura a seguir:

1 1 1 | | 1 | 1 | 1 | 1 1 1 1 1 1
) - Modelo de memaéria completa -
1| f=1/10 Numérico e  Computacional-MC=10° C
]| F=1/4 ——— MNumérico ® Computacional - MC=10° i
0.9 7| f=1/2 Numérico Computacional - MC = 10° N
4| F=3/4 Numérico Computacional - MC = 10° L
1| F=9/10 Mumérico Computacional - MC = 10° B
0,8 - —
T .
0,7 -
06 ] -
0,5 S - C

T T T T | T T T T | T T T T | T T T T

0,6 0,7 0,8 0,9 1
p

Figura 4.15: Expoente de Hurst em funcdo do pardmetro de decisdo do sistema para o modelo
memoria recente 3.2.1, para valores de f = 1/10 (preto), f = 1/4 (vermelho), f = 1/2 (verde), f =
3/4 (laranja), f = 9/10 (ciano) e f = 1 (linha tracejada azul), obtidos por meio da equacéo 3.128
(linhas continuas) e simulagBes computacionais (circulos), com tmaximo = 10° e 10° repeticdes

para o calculo da média.
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4.6.2. Aplicacdo: Memoria exponencial

Na secdo 3.3, vimos que, em t+1, a distribuicdo de probabilidades para 0 modelo de memdria

exponencial é dado por:

PA(t” t) = A exp lﬂl (335)

onde A= 1/ i[l—exp(—?\)] ¢ a constante de normalizagdo e A ¢ uma constante

adimensional de decaimento, que ajusta a forma da distribuicdo exponencial de maneira usual.

Logo, a equacdo 4.17 pode ser reescrita como:

d{x(t)) t —A(t —t)] d{x(t)) ., (4.92)
P aj;) A exp[ : l dt

Discretizando-a, temos:

—A(t—tr)

(Xea1) = (X)) + = ZA(t)e e [xe) — (-1)] (4.93)

onde,

: —A(t—tr)
A(t) = [Ze t ] (4.94)

tr=1

O expoente de Hurst foi estimado conforme apresentado nas se¢des anterioriores, calculando o
deslocamento quadratico médio em funcdo do tempo t. Podemos notar que a equacdo 4.93,
reproduz o resultado numérico e converge mais rapido para o valor do expoente de Hurst,

conforme ilustrado na figura a seguir:
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Figura 4.16: Expoente de Hurst em fungéo do parametro de deciséo do sistema, para 0 modelo
de caminhada aleatéria com perfil de memoria exponencial, para valores de A = 2 (quadrados

vermelhos) e A = 5 (circulos pretos), obtidos por meio da equacao 4.93.
4.6.3. Aplica¢do: Memoria mista

Vimos, na se¢do 4.1, que, em t+1, a distribuicdo de probabilidades para 0 modelo de memdria

exponencial é dado por:

cewp[ A ] e < @1

K ,t= A

P(tt) = {

A . L .
onde x= 1/ t_LA +3 [1-— exp(—l)]] ¢ a constante de normalizacdo ¢ A € uma constante

adimensional de decaimento, que ajusta a forma da distribuicao exponencial de maneira usual.

Logo, a equacdo 4.17 pode ser reescrita como:

d{x(t)) 4 —AA-t)] dx@)) ,  [F dx()) (4.95)
It —aUO Kexp[ 7 l o dt +JAK It dtl
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Discretizando-a, temos:

t

4a-1 —A(A £
) = e+ 5 el T ) — o145 k) — (o)
tr=1

tr=A-1

onde,

-1

(4.97)

A-1
k(t) = [(Z ew> +(t—-4)

tr=1

O expoente de Hurst foi estimado conforme apresentado nas se¢des anterioriores, calculando o
deslocamento quadratico médio em funcdo do tempo t. Podemos notar que a equacgéo 4.96,
reproduz o resultado numérico e converge mais rapido para o valor do expoente de Hurst,

conforme ilustrado na figura a seguir:

| | | | | | |
- ®  \=5|A=t/4-Experimental 10° rodadas L
®  }=5|A=t/2 - Experimental 10° rodadas 0=
7 A=5| A=3t/4 - Experimental 10° rodadas I:IDE =
- 0.9 - O  A=5|A=t/4- Analitico . DDEI L
Lol O h=5[A=t/2-Analitico g8 o i
g A=5 | A=3t/4 - Analitico ¥ O
2 0.8 - O o -
I O O
° gd _® i
- oH |:|EI
e 0.7 — O O —
g | aC O I
IjEI O
& 0.6 — ElD ElD |
g & 0O
4 & DD O L
0.5 | Jai= 3 —
T | T | T | T | T
0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

Parametrop

Figura 4.17: Expoente de Hurst em funcédo do parametro de deciséo do sistema, para 0 modelo

de memoria mista, segdo 4.1, para valores de L =5¢ A = ; e %, obtidos por meio da

t
4
equacio 4.96 (quadrados vazios) e obtidos experimentalmente (circulos), com tmaximo = 10° €
10° rodadas para a obtengéo de médias.
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Caracterizacéo de um Protocolo Experimental Pre-clinico para
a Aplicacéo das Caminhadas Aleatorias na Psicobiologia

5.1. Introducéo

Nesta secdo, descreveremos o desenvolvimento de um protocolo de testes comportamentais
voltados para modelos pré-clinicos da doenga de Alzheimer, induzida pela infusdo
intracerebroventricular (i.c.v.) bilateral da estreptozotocina (STZ). Tal protocolo foi avaliado
por meio de modelos de caminhadas aleatorias com memoria enviesada, com o objetivo de
caracterizar e categorizar grupos de individuos saudaveis e doentes com a donca de Alzheimer.
Dessa forma, buscamos encontrar os pardmetros tedricos dos modelos de CAs que melhor se
ajustam aos resultados obtidos por meio dos testes comportamentais. Tal procedimento podera
ser Gtil para o entendimento da progressdo dos déficits cognitivos em doencas

neurodegenerativas

A seguir, discutiremos conceitos fundamentais para o entendimento do funcionamento da
memdaria humana, a defini¢do do transtorno neurocognitivo maior, bem como as caracteristicas

microscopicas observadas em individuos com a doenca de Alzheimer.
5.1.1. Memoéria humana

O armazenamento de informac0es e fatos adquiridos por meio de situa¢des vividas ou ouvidas
¢ denominado de memodria. Os diversos tipos de memoria existentes, como por exemplo a
memoria episddica e semantica (ambas de longo prazo), apresentam mecanismos de elaboragédo
e estruturas cerebrais envolvidas distintas entre si, como citado por lvan Izquierdo [82]: “Tudo
indica que diferentes memdrias utilizam diferentes vias e processos tanto para a sua aquisi¢ao

COmMO para a sua evocagao”.

O hipocampo (estrutura localizada nos lobos temporais do cérebro humano, considerado a
principal sede da memoria e importante componente do sistema limbico) e a amigdala

cerebelosa (grupos de neurbnios que, juntos, formam uma massa esferoide de substancia
81



cinzenta com cerca de dois centimetros de didmetro e fazem parte do sistema limbico) sdo as

principais estruturas envolvidas no processo de gravagdo e evocagdo da memoria.

Essas estruturas, em conjunto, formam um sistema modulador que influi na decisao do que deve
ser gravado e do que deve ser evocado [82]. Eles estdo interligados entre si e recebem
informacdes de todos os sistemas sensoriais. Podemos observar as principais partes envolvidas

no processo de memoria na figura 5.1 a seguir:

Corpo do Fornix

Corpos Amigdaléides

Hipocampo

Figura 5.1: Principais estruturas envolvidas no processo de memoria. A esquerda, observa-se
detalhadamente a estrutura que contém o hipocampo, corpos amigdaloides e o corpo do fornix

cerebral.

5.1.1.1. Sistema modulador da meméria

Na aquisicdo de uma nova informacéo, esta ativara uma ou mais de uma regido do cortex

cerebral pertencente a sua respectiva modalidade sensorial.

Segudo Izquierdo [82], o hipocampo, entdo, é ativado a fim de distinguir estimulos,
combinac@es de estimulos e ambientes, comparé-los com memorias preexistentes armazenadas
no cérebro e emitir informacao referente a novidade, ou ndo, da situacdo, ou do ambiente, a
outras estruturas. Através do fornix cerebral, o hipocampo ativa neuronios p-endorfinérgicos
localizados no hipotdlamo medial basal. Por sua vez, estes projetam a informacdo ao septum

medial, a amigdala, e a outros nucleos vinculados com a modulacéo dos processos de memoria.
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A fim de entendermos de maneira Idgica e simplificada o processo de aquisi¢do e evocagdo da
memoria, desenvolvemos, com base nas definicGes adotados por lIvan lzquierdo [82], os

seguintes fluxogramas para a aquisicao e evocacdo da memoria.

[ Informacao / Agdo J
Componente Cognitivo associado?

&>

I
[ Cortex Cerebral ]
[ Hipocampo J= l

@ E algo novo? | [ Hipotéllamn ]

4 [ Talamo ]
4" Algo mudou? Sim Amigdala ] l
[ Cortex Cerebral ]

[ Descarta! ]

Figura 5.2: Fluxograma simplificado do processo de aquisicdo da memoria humana. Fonte:

autoria prépria.

Segundo Gray, 1982, conforme referenciado em [82], “o hipocampo intervém no
reconhecimento de determinado estimulo, configuracdo de estimulos, ambiente ou situacdo, se
sdo novos ou ndo, e, portanto, se merecem ou ndo ser memorizados”. Ou seja, dada uma acao
ou informacdo, esta serd armazenada se tiver um componente cognitivo associado e se esta for

algo inédito, caso o contrério, esta informacéo ndo ser4 armazenada.

A amigdala participa dos processos de selecdo como consequéncia de sua funcdo moduladora
da consolidacdo ¢ a PB-endorfina liberada a partir de estimulos nervosos, gerados por
experiéncias novas, incorpora informacéo a tais estimulos. Por exemplo, em um evento muito
marcante, cuja evocagdo € mais facil, ha uma maior produ¢do de p-endorfina. As memorias
adquiridas em estado de alerta e com certa carga emocional ou afetiva sdo lembradas mais

facilmente do que as memdrias de fatos inexpressivos ou adquiridas em estado de sonoléncia.
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Figura 5.3: Fluxograma simplificado do processo de evocacdo da memoria humana. Fonte:

autoria proépria.

A lesdo bilateral da amigdala, a seccdo bilateral da stria terminalis (principal via aferente e
eferente da amigdala) ou a injecdo de blogueadores B-noradrenérgicos na amigdala bloqueiam
o efeito facilitador sobre a consolidagdo da adrenalina, de estimulantes colinérgicos e de
antagonistas da p-endorfina, dados apds o treino [82].

5.1.2. Transtorno neurocognitivo maior

A populacdo idosa vem crescendo consideravelmente nos ultimos anos, tanto no Brasil, quanto
em outros paises, tornando-se um dos grandes desafios que a sociedade brasileira enfrentara.
Segundo dados publicados pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) do ano
de 2012, existia, aproximadamente, uma pessoa de 60 anos ou mais de idade, para cada duas
pessoas com menos de 15 anos de idade. Esse aumento da expectativa de vida é um fator
desejavel, porém, é uma situacdo extremamente preocupante, pois na mesma proporcao, ha um
aumento significativo da ocorréncia de doencas crénicas e incapacitantes, que pioram ao passar
do tempo, e, sem cura, exigem uma atencdo redobrada, como é o caso das deméncias. A
associacdo de Psiquiatria Americana promoveu uma mudanca na nomenclatura das deméncias
por meio do manual diagnostico e estatistico de transtornos mentais (DSM-5) [83], passando a

denominéa-las como: transtorno neurocognitivo maior.

Segundo a definicdo do DSM-5 [83], o0 transtorno neurocognitivo maior, ou deméncia, é uma

sindrome clinica que, geralmente, afetam a memoria, a percepcao e/ou a resolugéo de problemas
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e cuja a intensidade € capaz de interferir no funcionamento social e ocupacional do individuo.
Elas sdo classificadas de acordo com a sua presumivel etiologia: doenca de Alzheimer,
deméncia vascular, deméncia secundaria a outros estados fisicos gerais, deméncia persistente
induzida por substancias, deméncia secundaria a multiplas etiologias ou deméncia sem outra

especificacdo (se a etiologia é indeterminada).

O déficit cognitivo deve abranger modificacdo de memoria associado a mudanga em pelo menos
uma das perturbacdes cognitivas: deterioracdo da funcao da linguagem (afasia), diminuicdo da
capacidade para executar atividades motoras (apesar de, nas capacidades motoras, a fungéo
sensorial e a compreensdo de tarefas requeridas estarem intactas - apraxia), deterioracdo da
capacidade para reconhecer ou identificar objetos, apesar de manterem a funcdo sensorial

intacta (agnosia) ou a perturbacao na capacidade de execucéo.

A idade do inicio do transtorno neurocognitivo maior depende da etiologia, mas é geralmente
tardia, com maior prevaléncia em individuos com idade superior a 85 anos. Embora ocorra com
mais frequéncia em individuos idosos, o transtorno neurocognitivo maior pode acometer
criangas e adolescentes, resultado de estados fisicos gerais, como por exemplo, traumatismo
craniano, tumores cerebrais, infecgdo pelo virus da imunodeficiéncia humana (HIV), enfartes e
adrenoleucodistrofias. O diagndstico pode ndo ser realizavel até a crianga possuir idade entre
0s 4 e 6 anos, pois uma significativa deterioracdo da memoria e de aptiddes cognitivas multiplas,

essencial para o diagnéstico de deméncia, pode ser dificil de documentar [83].

A prevaléncia do transtorno neurocognitivo maior, segundo diversos estudos epidemiolégicos,

aumenta com a idade, como ocorre, por exemplo, na doenca de Alzheimer.

A DA ¢ a principal causa de deméncia responsavel por problemas de meméria, pensamento e
comportamento, sendo responsavel por 50 a 80 por cento dos casos de deméncias no mundo
[84]. E uma doenca neurodegenerativa, caracterizada pela perda progressiva de células neurais,
frequente em individuos com idade superior a 65 anos. Atualmente, ndo existe cura para a DA,
a qual possui um agravamento progressivo até levar a morte. A doenca leva o nome do
psiquiatra e neuropatologista alemado Alois Alzheimer, que a descreveu pela primeira vez em
1906 [85 - 86].
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Inicialmente, as faculdades intelectuais tornam-se menos agucadas, com leves disfuncdes na
memoria episddica. O pensamento passa ser lento, causando um prejuizo na capacidade de
atuacdo no ambito social e econdmico, e a memdria apresenta-se deficiente. Outros sintomas
também sdo comuns referentes a DA, sdo, por exemplo, a agitacao e inquietacao [87 - 88]. Nos
estagios terminais, o quadro clinico dos individuos é, consideravelmente, consistente. A
atividade intelectual encerra; o individuo torna-se décil e acaba por ser reduzido a um estagio
vegetativo [87 - 88]. Segundo Borges [89], a DA pode ser dividida em trés fases de evolucéo,
nas quais 0s pacientes apresentam determinadas caracteristicas comuns: fase inicial,

intermediéria e avancada.

Na fase inicial, o paciente apresenta distracdo, esquecimento crescente, dificuldade de lembrar
palavras e nomes, dificuldade para aprender novas informac6es, desorientacdo em ambientes

familiares, lapsos pequenos, reducéo das atividades sociais dentro e fora de casa.

Na fase intermediaria, o paciente apresenta perda marcante da memoria e da atividade
cognitiva, deterioracdo das habilidades verbais, incapacidade para o convivio social autbnomo,
diminuicdo do contetdo de variacdo da fala e alteragdes comportamentais. Nessa condicao, o
paciente se perde com facilidade, tem tendéncias a fugir ou perambular pela casa e tem inicio a

incontinéncia urinaria.

Na fase avancada, o paciente torna-se monossilabico, com tendéncia a falar menos, até o
momento da mudez, além disso, manifesta maiores distirbios emocionais e comportamentais,
continua delirante, com total incontinéncia fecal e urinaria, quase ndo deambula e apresenta
enrijecimento das articulagbes. A evolucdo € quase certa para o uso de nutricdo enteral ou

gastrotomia, com piora crescente do quadro geral, levando ao ébito.

5.1.2.1. Aspectos microscopicos da doenca de Alzheimer

As caracteristicas histopatol6gicas presentes no parénquima cerebral de pacientes portadores
da DA incluem depositos fibrilares amiloidais no espaco extracelular, associados a uma
variedade de diferentes tipos de placas senis, acimulo de filamentos anormais da proteina tau
e consequente formagdo dos emaranhados neurofibrilares (ENF), perda neuronal e sinaptica,

ativacdo da glia e inflamacdo [90]. O acumulo de placas senis geralmente precede o inicio
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clinico da DA, enquanto nos ENF, ocorre perda neuronal e sinaptica, as quais se relacionam

com & progressao do declinio cognitivo.

De maneira simplificada, a formac&o das placas senis pode ser explicada por meio das vias de
clivagem da glicoproteina integral denominada: proteina percussora amildide (APP). A APP é
uma proteina transmembrana tipo 1, uma das mais abundante do sistema nervoso central,
predominantemente, expressa em neurdnios e concentrada nas sinapses dos neurdnios [90]. De
maneira simplificada, a APP pode sofrer duas vias de clivagem: via ndo amiloidogénica (o-

secretase) e via amiloidogénica (B-secretase).

Extremidade N-terminal

Meio extracelular
A
ﬁ Membrana

sAPPB Meio intracelular

e“)se
Meio extracelular ﬁzc‘i
Ap ¥

Membrana
sAPPa

Meio extracelular

. E

K :

@, :
o/é . . Membrana

o, .

© Ap :

Meio intracelular

Meio intracelular
Meio extracelular

Membrana

Meio intracelular

Fragmento C-terminal

Via amiloidogénica : Via nio amiloidogénica

Figura 5.4: Processamento amiloidogénico e ndo amiloidogénico da APP por a, B e vy-
secretases. Representagdo esquematica da APP e de seus fragmentos proteoliticos sAPPa,

sAPPB e Ap. (figura adaptada da referéncia [91]).

Na via ndo amiloidogénica, a APP ¢ clivada por meio da a-secretase e um fragmento
proteolitico soluvel da APP (sAPPa) ¢ liberado para o meio extracelular. J4 na via
amiloidogénica, a APP ¢ clivada por meio da [3-secretase e um fragmento solGvel proteolitico
da APP (sAPPp) ¢ liberado para o meio extracelular. A proteina & novamente clivada por meio

do complexo enzimatico com atividade y-secretase, liberando ao meio extracelular um
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fragmento neurotéxico de B-Amiloide (AP), podendo levar a formacgdo de placa senis e

resultando em morte celular [90-91].

Em relacdo aos emaranhados neurofibrilares, analises bioquimicas e imunocitoquimicas
mostraram que a proteina tau — proteina responsavel por estabilizar os microtibulos ao longo
do axdnio —em quadros da DA, sofre uma hiperfosforilacéo, tornando-a um polimero insoltvel
filamentoso, 0 que parece desregular a cascata citoplasmatica de fosforilacbes e
desfosforilagfes [90-92]. Estudos apontam que os fragmentos neurotoxicos B-Amildides podem

ser 0 evento ativador da hiperfosforilagdo da proteina tau [92].

Tau ligada Tau solivel Agregados de Emaranhados
ao microtabulo hiperfosforilada Tau soliveis Neurofibrilares

Figura 5.5: Representacdo esquematica da formacéo dos emaranhados neurofibrilares por meio

da hiperfosforilacdo da proteina tau. Figura adaptada da referéncia [93].

5.2. Objetivos

5.2.1. Objetivo geral

Estudar deficits de memdria na DA utilizando o modelo animal da DA induzida por

estreptozotocina (STZ).

5.2.2. Objetivo especifico
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Avaliacdo da memoria e da tomada de decisdo no modelo pré-clinico da DA por meio de testes
comportamentais de esquiva ativa e passiva, campo aberto, reconhecimento de objetos e a
analise volumeétrica de estruturas cerebrais envolvidas no processo de memoria, por meio de

técnicas histologicas.

5.3. Materiais e métodos

5.3.1. Animais

Os camundongos C57BL/6 foram agrupados em caixas de polipropileno (40 x 33 x 18 cm),
com o piso forrado por lascas de madeira (maravalha). Durante todo o periodo do experimento,
os animais foram alojados no biotério do laboratério de neuropsicofarmacologia da Faculdade
de Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirdo Preto, a 25°C + 2°C e ciclo luz/escuro de 12 horas,

com comida e agua ad libitum.

Todos os protocolos experimentais foram conduzidos de acordo com as normas definidas pela
Comissdo de Etica no uso de animais de experimentacdo (CEUA - FFCLRP - USP), sob
processo 2020.1.616.59.3 (vide anexo 2).

5.3.2. Modelo pré-clinico da doenca de Alzheimer induzido por STZ

Utilizamos o modelo pré-clinico da DA (camundongos C57BL/6) induzido pela microinjecdo
intracerebroventricular (ICV) bilateral da STZ [94].

Os animais foram posicionados em decubito ventral em uma placa aquecida no aparato
estereotaxico, conforme ilustrado na figura 5.6, e a cabeca afixada por barras auriculares nos
condutos auditivos e pela barra incisiva na cavidade oral. A temperatura dos animais foi

monitorada durante todo o procedimento cirdrgico e deveria estar entre 37+1°C.

Adicionalmente, foi utilizado solucéo fisioldgica estéril para lubrificagdo ocular a fim de se

evitar o ressecamento da cérnea. Realizamos a tricotomia da regido craniana, antissepsia com
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solucéo de iodo a 2% e anestesia local no escalpo, administrado de forma subcutanea, com
lidocaina.

Foi realizada uma incisdo sagital de aproximadamente 0.5 cm com uma lamina de bisturi
namero 20, seguido de trepanacdo unilateral com broca cirdrgica esterilizada. Um pedaco de

0sso do cranio (2 a 4 mm) foi removido para expor a dura-mater.

Um total de 90 pg de STZ em 3 pL de solugdo salina 0.9% (coordenadas: AP +— 0.3 mm; ML
-1.0 mm; DV: — 2.5 mm; a partir do bregma, atlas de Paxinos and Franklin, 2001) foi
administrado com o auxilio de uma céanula confeccionada a partir de uma agulha hipodérmica
(0,80x40, 21G). As microinjecdes ocorreram na velocidade de 0,4 pl/min e, ap6s o término, a

canula foi mantida imovel por um tempo adicional de dois minutos para evitar refluxo da droga.

Ao final da cirurgia, todos os animais receberam injecdo intramuscular (0,2 ml) de pentabidtico
veterinario para animais de pequeno porte (Forte Dodge Saude Animal LTDA) e foram

mantidos sob aquecimento até recuperacéo total da anestesia.

Figura 5.6: Mesa esterotaxica de duas torres da empresa Bonther.
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5.3.3. Delineamento experimental

e Grupo 1: Analise com 01 més apos a lesdo (n=10 camundongos C57BL/6; n=10
camundongos STZ);

e Grupo 2: Analise com 02 meses ap6s a lesdo (n=10 camundongos C57BL/6; n=10
camundongos STZ);

e Grupo 3: Analise com 03 meses ap6s a lesdo (n=10 camundongos C57BL/6; n=10
camundongos STZ);

Esquiva ativa Pré-teste esquiva ativa + passiva
Memoéria T

antiga

Eutanasia
+

Teste
L Esquiva ativa
caracterizacao motora

Analise Histologica

Campo aberto <
Grupo 1 13 5 35 36-40 41 42 43 dias
Grupo 2 1-3 5 65 66-70 71 72 73
Grupo 3 1-3 5 95 96-100 101 102 103

Figura 5.7: Esquema temporal dos protocolos aplicados aos camundongos apresentados no
objetivo A - Estudo Pré-clinico: Animais STZ + Salina e Salina.

5.3.4. Teste de esquiva ativa e passiva
Submetemos todos 0s animais ao teste de esquiva ativa e passiva [95 - 96] a fim de consolidar

e testar a capacidade de evocacdo da memoria antiga e recente. Para este fim, utilizamos a caixa

de esquiva ativa EP111 da Insight Ltda, com sistema de choque de 0.3mA.
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Figura 5.8: Caixa de esquiva ativa EP111 da Insight Ltda.

Cada camundongo foi submetido a um pré-teste com estimulos individuais (visual e sonoro) e,
em seguida, submetido a um teste, que mesclou os estimulos apresentados nos pré-testes,

conforme detalho a seguir:
5.3.4.1. Pré-teste
5.3.4.1.1. Consolidacdo da memdria antiga (esquiva ativa)

Todos os camundongos do modelo STZ foram submetidos ao teste de esquiva ativa, antes da

cirurgia para a inducdo da DA.

Os camundongos foram submetidos a um bloco diario (aplicado por 03 dias consecutivo e
repetidos 01 més depois) com 60 estimulos sonoros de 10 segundos seguidos de um estimulo
aversivo (choque) de 3 segundos e intervalos de 1 minuto £ 10 %. O camundongo é

condicionado a se esquivar para desativar o estimulo sonoro.
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5.3.4.1.2. Consolidacdo da memoria recente (esquiva passiva)

Todos os camundongos do modelo STZ foram submetidos ao teste de esquiva passiva,
conforme o periodo indicado no delineamento experimental, para a consolidacdo de uma

memdria recente.

Os camundongos foram submetidos a um unico bloco com 60 estimulos luminosos de 10
segundos seguidos de um estimulo aversivo (choque) de 3 segundos e intervalos de 1 minuto +
10 %. O camundongo € condicionado a ficar parado para desativar o estimulo luminoso.

5.3.4.2. Teste

No dia seguinte a aplicacdo do pré-teste descrito no item 5.3.4.1.2, os camundongos foram
submetidos ao teste, composto por um Unico bloco diario com 60 estimulos, no qual foram

mesclados 30 estimulos sonoros e 30 estimulos visuais, distribuidos de forma aleatoria.

5.3.5. Andlise dos Resultados

Com base no modelo de caminhada aleatéria com falha na memoria recente (ARW) [40],

podemos escrever a solucdo exata para o primeiro momento do caminhante, como sendo:

(5.1)

j-
= -x(Uf (k= DI+ 1)
kZ [k -

Seja ry (p,f) a variavel que compara o resultado do teste de esquiva ativa e passiva (xe) com o

resultado analitico exato (X;) e os n espectros computacionais gerados pelo modelo ARW (x;,n).

De tal modo que:

tmaxlmo (x] xj,n) 2 /]

Ztmaxmw(x] _ xe)z /] (5.2)

rn(p f) =
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Verificamos que a escolha do ponto inicial da andlise, ndo interfere nas caracteristicas

intrinsecas p e f do sistema, de tal modo que podemos considerar:

Xe () = Xe (t) — xe(l) +1 (5-3)

As médias foram estimadas da seguinte forma:

— rTl

T = —
n 5.4
(xj,n) ( )

n

poY I
n 5.5
(xj,n) ( )

O desvio padrdo foi definido, entéo, por:

Foram verificados os pares (p, f) que melhores se ajustaram ao resultado obtido no teste de
esquiva ativa e passiva, com base em modelos de caminhada aleatdria com meméria enviesada,
como o modelo ARW [40], a fim de caracterizar os pares (p, f) para cada nivel da doenca. Note
que € esperado se obter diversos pares (p, f) que representem o espectro em analise, com isso,
para a reducdo dessas degenerescéncias, outras analises, como a analise de Fourier, foram

aplicadas.
5.3.6. Teste de Campo Aberto
O teste do campo aberto foi realizado em uma arena circular cercada por paredes de forma que

o0 animal ndo possa fugir. O assoalho foi marcado com pequenos semicirculos, o que permitiu

a quantificacdo da atividade locomotora do animal [97 - 98].
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Figura 5.9: Arena de campo aberto circular da empresa Bonther.

Neste teste, cada camundongo foi posicionado, individualmente, no centro do aparato, podendo
explora-lo, livremente, por dez minutos. Avaliamos dois parametros motores: a frequéncia
locomotora, definida como sendo o nimero de quadrantes cruzados pelo camundongo, com as
quatro patas, e a frequéncia de rearing (levantar), definida como o nimero de vezes que o
camundongo ficou apoiado nas patas traseiras. Este teste foi realizado ao término da aplicacéo

do teste de esquiva ativa e passiva.

5.3.7. Teste de Reconhecimento de Objetos

A fim de analisarmos a capacidade dos camundongos em acessar a memoria declarativa,
fizemos uso do teste de reconhecimento de objetos [99 - 102]. Tal teste se baseiou-se na
tendéncia natural do animal em explorar mais 0 objeto novo em detrimento ao familiar, num

contexto conhecido. Analisamos o seu desempenho ao longo da progressdo da deméncia.

O teste foi dividido em trés fases: Habituacdo, Amostra e Teste. Na fase de habituacéo, o
camundongo pdde explorar toda a caixa (40x40x40 cm) durante quatro dias consecutivos, por
um tempo de 10 minutos. No quinto dia, os animais foram expostos a dois objetos,
simetricamente espacados, idénticos em forma e tamanho (Ol), diferindo apenas por pequenos
detalhes de cor, durante 10 minutos. Apds a fase da amostra, 0 camundongo retornou ao biotério,
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por mais 15 minutos, para entdo, darmos inicio a fase do teste. Na fase do teste, trocamos um
dos objetos apresentado anteriormente por outro de mesmo tamanho, mas com formas
diferentes (ON). Analisamos o tempo de exploracdo nos dois objetos idénticos, apresentados
durante a fase de amostra e, também, o tempo de discriminacao (TD) dos objetos durante a fase

do teste. O tempo de discriminagdo dos objetos é obtido por meio da seguinte equagao:

TD = tempo ON/ (tempo ON + tempo OI) (5.7)

5.3.8. Histologia

Ao término de cada experimento, os camundongos foram perfundidos com solucéo salina a
0,9% (20 ml, temperatura ambiente) seguida por tampdo fosfato (PB) 0,1M contendo
paraformaldeido (PFA) a 4% (20 ml, 4°C). Os encéfalos foram pos-fixados em PFA 4% por 12
horas (4°C) e crioprotegidos em PB 0,1M contendo sacarose a 30% por 48 horas (4°C).

Os encefalos foram congelados e processados em criostato (secgdes de 50 pm).

5.3.9. Andlise do volume cerebral

Cortes coronais foram utilizados para estimar o volume de estruturas cerebrais em um Unico
hemisfério. Todas as se¢bes contendo as regides de interesse foram fotografadas por meio do
microscopio Nikon Eclipse Ti. A area de cada estrutura em cada corte coronal foi estimada
usando o principio de Cavalieri. O contorno das estruturas de interesse foi delimitado por meio
de referéncias do atlas cerebral de camundongos Paxinos and Franklin [103]. Com as &reas das

regides de interesse obtidas, por se¢do, estimamos o volume.

5.4. Resultados

A seguir apresentaremos os resultados do teste piloto, desenvolvido para delimitar o desenho
experimental descrito na se¢do 5.3. Para a caracterizacdo deste protocolo pre-clinico, foram
utilizados 34 camundongos da espécie Mus musculus e raca C57B6/6, saudaveis, com idade

entre 6 e 8 semanas, sendo eles: quatro para a caracterizacdo dos testes comportamentais
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descritos nos itens 5.3.3 — 5.3.7; e 30 para a caracterizagdo do protocolo de cirurgia descrito no
item 5.3.2, e anélises histologicas e volumétricas, descritos respectivamente nos itens 5.3.8 e
5.3.9.

Devido a pandemia do novo coronavirus (Covid-19), a parte experimental deste trabalho foi
afetada, ndo sendo possivel, at¢é o0 momento da redacdo deste, a execucdo dos protocolos

apresentados na se¢do 5.3. Porém, daremos continuidade aos experimentos propostos.

Inicialmente submetemos os camundongos a um teste de esquiva ativa e passiva, no qual todos
foram submetidos a 60 estimulos diarios no pré-teste (quatro dias), seguido de um teste,

mesclando 30 estimulos sonoros e 30 estimulos luminosos escolhidos aleatoriamente.

A tabela a seguir ilustra a taxa média e o desvio padrdo de sucesso (0 camundongo realiza a
tarefa dentro dos dez segundos de estimulo), fracasso (o camundongo n&o realiza a tarefa dentro
dos dez segundo e recebe um estimulo aversivo por trés segundos) e fuga (o camundongo nédo
realiza a tarefa dentro dos dez segundos, porém, dentro dos dez segundos do estimulo aversivo,

ele realiza a tarefa).

Tabela 5.1: Resultado do teste de esquiva ativa e passiva aplicado a 04 camundongos saudaveis.

Dia do Pré-teste Estimulo % Sucesso % Fracasso % Fuga
1° dia Estimulo Sonoro 725+ 7.07 7.50 £ 3.54 20.00 + 3.54
| 2° dia Estimulo Sonoro 95.00 + 3.59 1.00+1.41 4.00+2.12 |
| 3° dia Estimulo Sonoro 96.25 +1.77 0.00 £ 0.00 3.75+£1.77 |
| 4° dia Estimulo Luminoso 73.75+£5.30 16.25 + 8.84 10.00 + 14.14 |

Podemos notar, na tabela acima, que os camundongos foram condicionados a ambos 0s
estimulos, sonoro e luminoso, apresentando uma taxa de sucesso superior a 70%, significando

que o protocolo de esquiva ativa e passiva esta padronizado em nosso laboratdrio.

A fim de verificarmos se houve algum viés nos resultados obtidos no teste de esquiva ativa e

passiva, devido a problemas locomotores (ou seja, verificar se 0 camundongo ndo mudou de
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lado, pois ndo aprendeu a tarefa, ou se foi devido a um problema de mobilidade), aplicamos o

teste de campo aberto.

Quantificamos a frequéncia de rearing (numero de vezes em que o camundongo ficou em pe,
apenas com as duas patas posteriores apoiadas no solo) e a frequéncia locomotora (nimero de

vezes em que os camundongos cruzaram cada quadrante com as quatro patas).
A tabela a seguir ilustra o resultado obtido no teste de campo aberto para os quatro
camundongos do teste piloto e demonstra que 0s animais apresentavam comportamento

locomotor normal conforme estabelecido previamente na literatura [97 - 98, 104].

Tabela 5.2: Desempenho dos 04 camundongos saudaveis no teste de campo aberto.

Medida comportamental de atividade espontanea Sucesso
Frequéncia locomotora 155.67 + 39.88
| 1
Frequéncia de rearing 52.66 + 7.93

Por fim, analisamos o resultado do teste de esquiva ativa e passiva de cada camundongo, a fim
de construirmos espectros, com base no seu desempenho. Ao término da aplicacdo de cada
estimulo, atribuimos valores a cada resultado e acumulamos x(t). Consideramos como +1 o
sucesso no estimulo e —1, o fracasso e a fuga. A seguir ilustramos um espectro obtido por um

camundongo.

98



40 T | T I i T T T

X (t)

10 20 30 40 50 60
Estimulo (t)

Figura 5.10: Espectro obtido a partir do resultado do teste de esquiva e ativa de um Unico
camundongo saudavel, em que foi atribuido +1 para sucesso ao estimulo e —1 para o fracasso e

a fuga.

Com os espectros obtidos, realizamos as analises descritas em "Analise dos resultados” do teste
de esquiva ativa e passiva, a fim de verificar quais parametros p melhor se ajustavam a eles. Os
nossos resultados preliminares mostraram um parédmetro p = 0.95 £ 0.02, o que era esperado,
tendo em vista que os camundongos ndo apresentavam deméncia e deveriam demonstrar um
comportamento persistente, ou sejam p > 1/2. Acreditamos que camundongos com deméncia
apresentam parametro p préximo a 1/2, devido ao dano cognitivo. Podemos notar que 0s

resultados do teste piloto foram bastante promissores.

Ao término dos testes, todos os camundongos foram anestesiados e submetidos a perfusédo
transcardiaca e, em seguida, utilizamo-los para o estabelecimento de técnicas histoldgicas que

foram utilizadas para a caracterizacdo da analise de volumetria cerebral.

Todos os protocolos apresentados na se¢do 5.3 foram padronizados.
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Conclusoes e Perspectivas Futuras

6.1. Consideracdes finais

Nesta tese apresentamos os resultados de modelos de caminhadas aleatérias ndo-Markovianos

encontrados na literatura, bem como, os dos novos modelos produzidos por nos.

Na secéo 4.1, introduzimos um novo modelo de caminhada aleatéria com perfil de memoria
mista. Tal modelo foi uma idealizagdo para representar, de maneira simplificada, caminhadas
aleatdrias com um perfil de memaria que se aproximasse da observada em sistemas biol6gicos,
em que o individuo tem mais capacidade de recordar eventos de um passado recente do que
eventos de um passado distante. O modelo obteve resultados satisfatorios, apresentando uma
transicdo de regime difusivo normal para superdifusivo, no ponto critico p = 3/4, conforme
encontrado na literatura. Também, podemos observar que, para A — 0, o modelo se aproximou
do modelo de memoria completa [38] e quando, A — o0, 0 modelo assemelhou-se do modelo

com falha na memoria antiga [39].

Outro modelo introduzido neste trabalho foi 0 modelo de caminhada aleatoria com perfil de
memoria retangular e parametro de decisdo dinamico [37], descrito na se¢do 4.2. Descrevemos
um modelo computacional e analitico, obtendo assim, diagramas de fase que representam bem
o0 sistema. Um fato interessante observado nesse modelo é a presenca de oscilaces log-
periddicas, mesmo sem falha, propriamente dita, na memdria. Tais oscilagfes foram possiveis
de serem observadas, introduzindo um viés a memdria. O caminhante, ao invés de apresentar o
mesmo parametro de decisdo ao longo de sua caminhada, apresentou mais de um. Outro fato
importante, é a presenca de fortes oscilagfes log-periodicas, também em regides com feedback

positivo (pefr > 0.5).

Na secdo 4.3, descrevemos um modelo de caminhada aleatdria com memoria enviesada
inspirado no fendmeno da ecolalia, comumente observado em pacientes com Transtorno do
Espectro Autista e em criancas em fase de aprendizado. Apresentamos diagramas de fases, com
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base em resultados analiticos, bem como, descrevemos a equacao de Fokker-Planck para este
problema. Esperamos que os resultados expostos nessa se¢do possam contribuir para um melhor
entendimento a respeito do fendmeno da ecolalia. Um fato interessante observado neste modelo
é o surgimento da superdifusdo classica, em uma regido com feedback negativo, em um modelo
de memdria completa, diferentemente do observado em trabalhos anteriores (vide secdo 4.2).
Tal mecanismo pode ser utilizado para a compreensdo do distarbio de linguagem com
predisposicdo a repeticdo de sons e/ou palavras. Outra caracteristica importante constatada
nesse modelo, foi a presenca de oscilacbes log-periodicas. Tais oscilacbes vém sendo
observadas antes de eventos catastréficos, em diversos fenbmenos reais, como rupturas,
terremotos e quebra da bolsa de valores, por exemplo, de modo que o seu surgimento indica
futura ocorréncia de catastrofe. Neste modelo, tais oscilacdes sdo aceitaveis analiticamente,
entretanto, nos diagramas de fase apresentados, figura 4.6, ndo foi possivel identifica-las
diretamente devido ao fato de as oscilagcbes presentes ndo serem o termo dominante, mas

provavelmente, um termo de corregéo.

Na secdo 4.4, foi evidenciado um novo método analitico para calcular o modelo de caminhada
aleatéria com memoria [38 - 42], porém, com interacdo entre oS seus n-ésimo vizinhos.
Apresentamos 0 modelo classico com o parametro de decisdo p e 0 modelo com o parametro
decisorio do sistema, sendo o peso de Boltzmann. O entendimento de tais modelos podera ser

atil no entendimento das propriedades magnéticas de certos materais.

A secdo 4.5 apresenta um novo método para estimar o expoente de Hurst, fazendo uso de baixa
estatistica. Apresentamos uma aplicacdo, utilizando modelos de caminhada aleatéria com
memoria completa [38]. Podemos verificar que, por meio dos resultados ilustrados na se¢éo, as
estimativas do expoente de Hurst feitas pelo método convergem para o valor exato, muito mais
rapido do que o método tradicional. Ha diversos campos e areas que tal método podera ser
aplicado, reduzindo, assim, o numero de amostras que deverdo ser coletadas para estimar o

expoente de Hurst.

Discutimos, também, um novo método numeérico para obter o primeiro momento de qualquer
distribuicdo de probabilidade, vide secdo 4.6. Tal método é eficaz, pois, além do baixo tempo
de processamento, é capaz de obter uma solugdo numeérica para modelos de caminhada aleatoria

com perfis de memdria complexos, para os quais ndo ha solucdo analitica exata, sem a
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necessidade de mapeé-los em modelos com perfis de memoria retangular, conforme discutido

em [42]. Notamos que este método representa bem os modelos discutidos.

Apds um arduo trabalho para desenhar um esquema experimental que pudesse retornar 0s
parametros de interesse, a partir da memoria biolégica, vide Capitulo 5, iniciamos o teste pré-
clinico piloto e verificamos uma eficacia no mapeamento dos modelos de caminhada aleatéria
ndo-Markovianos, nos testes comportamentais aplicados aos camundongos da espécie Mus
musculus e raca C57BL/6 saudaveis. O desenho experimental foi projetado pensando em
acessar a memdria de um passado recente e distante dos roedores a fim de reproduzir o
comportamento observado através dos modelos de caminhada aleatéria. Notamos que 0s
resultados do teste piloto foram bastante promissores, reproduzindo o resultado esperado para
0 grupo de camundongos saudaveis, ou seja, um parametro de decisdo do sistema proximo a

um,p — 1.

6.2. Pespectivas futuras

Podemos observar que esta area € bastante promissora, pois o desenvolvimento e aplicacdo
desses modelos, tendo em vista a simplicidade das equacGes (equag¢fes com poucos parametros),
podem ser aplicados em diversas areas, como na fisica, na biologia, na medicina, na economia,

dentre outras.

Desenvolveremos novos modelos de caminhada aleatéria ndo-Markoviano, inspirado por
sistemas bioldgicos, como a memdria humana, e aplicaremos tais modelos a fim de caracterizar

grupos de camundongos e humanos com deméncias do tipo de Alzheimer e Parkinson.

O trabalho experimental foi afetado por conta da pandemia mundial do Coronavirus (Covid-
19), ndo sendo possivel a realizagdo do teste com os 114 camundongos, previstos nesta tese,
apenas o estudo piloto para a delimitacdo experimental, conforme apresentado na segéo 5.
Porém, daremos continuidade aos experimentos, tendo em vista os resultados promissores que
esperamos encontrar, bem como todos os testes comportamentais apresentados na se¢do 5 . A

priori, analisaremos os dados dos testes comportamentais de camundongos. Em seguida,
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desenharemos um esquema experimental para ser aplicado, por fim, em humanos. Testaremos

também a influéncia de farmacos na progressdo da doenca.
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Al. NogOes de probabilidade

Na natureza, encontramos dois tipos de eventos: deterministicos e ndo-deterministicos
(probabilistico). Dizemos que um evento € deterministico, quando os resultados sao sempre 0s
mesmos sob as mesmas condicdes as quais 0 experimento! seja executado, por exemplo, um
corpo em queda livre. J4 um evento é dito ndo-Deterministico, quando os resultados variam de
uma observagdo para a outra, sujeito a influéncias de fatores casuais que conduzem resultados

incertos, por exemplo, o lancamento de um dado [105-107].

Todos os possiveis resultados? de um determinado experimento é chamado de espago amostral,

0 qual, geralmente, ¢ representado como o conjunto Q.

Por exemplo, se o0 experimento trata de verificar a capacidade de um individuo realizar
operagOes matematica basicas, em que obteremos, como resultado, sucesso (o individuo
responde corretamente) ou fracasso (o individuo responde de forma errénea). Logo, o espago
amostral desse experimento € o conjunto 2 = {sucesso, fracasso}. Outro exemplo muito comum
é 0 experimento de lancar uma moeda e verificar se a face da mesma € cara ou coroa. Nesse

experimento, o espago amostral ¢ o conjunto ) = {cara, coroa}.

r

Uma colegdo parcial de elementos de Q ¢ chamada de subconjunto ¥, com as seguintes

propriedades:
. @ € x.
ii. Se A € x, 0 complemento de A, A, também pertence a y, ou seja, A® € x.
iii. Se A1, Az, ..., Aj € x, entdo U/_, 4; € x.
Dado um espago amostral Q, qualquer subconjunto y desse espago amostral ¢ denominado de

evento. Exemplo, sair nUmero par na face superior, num lancamento de dados, 0 espaco
amostral Q= {1, 2, 3,4, 5, 6} e ypar = {2, 4, 6}.
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1E todo o fendmeno que acontece ou toda acdo que sera feita. Cada experimento poderé ser repetido sob as mesmas
condic¢des indefinidamente; O resultado particular de cada experimento aparecera ao acaso, mas pode-se descrever todas

0s possiveis resultados; Quando o experimento se repetir um grande nimero de vezes aparece uma regularidade.

2Cada resultado do espago amostral é considerado um ponto amostral.



Um dado evento € dito simples, se este é formado por um Unico elemento do espago amostral

Q e composto, quando este ¢ formado por dois ou mais elementos do espagco amostral €2.

Um evento é dito certo quando este sempre ocorre, isto €, em todas as realizacdes da experiéncia,
e dito impossivel® quando os eventos ndo possuem elementos no espago amostral, por exemplo,

ocorrer o numero 10 na face de um dado.

A seguir, algumas operacdes podem ser realizadas com os eventos:

i. Unido: E o evento que consiste na realizacio de pelo menos um dos eventos e na unido
de todos os pontos amostrais dos eventos que a compdem. Denotamos a unido do evento

A1 com o evento Az por: A1 U Ao.

ii. Intersecdo: E o evento que consiste na realizacdo de ambos (um e outro) os eventos, ou
seja, € 0 evento composto pelos pontos amostrais comuns aos eventos que a compdem.

Denotamos a intersec¢do do evento A1 com Az por: A1 N Az .

iii. Complemento: E o conjunto de pontos do espaco amostral que ndo estdo no evento.

Denotamos o complemento do evento A por A°.
Chamaremos de probabilidade, denotado por P, a medida na qual podemos esperar a chance de
ocorréncia de um determinado evento. Ela pode ser utilizada como medida do grau de incerteza

associado a um determinado evento A, ou seja, P(A).

Definigdo: Sendo Q um espago amostral finito, a probabilidade de ocorréncia de um

determinado evento A € Q ocorrer ¢, frequentemente, enunciado por:

numero de eventos favoraveis ao evento A (A1)

P(A) =
A4) namero de eventos do espago amostral (2

e mais, P(A) devera obedecer 0s seguintes axiomas:

a.1. P(A) é sempre um niimero real ndo negativo entre 0 e 1, ou seja, 0<P (A)<1,V A*
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a2. P(p)=0, ou seja, se A é o conjunto vazio @, entdo, P(A)=0.
a3. P(Q)=1, ou seja, se A ¢ todo o espaco amostral , entdo, P(A)=1.
a4. P ¢ aditivo, ou seja, para qualquer sequéncia de eventos mutuamente exclusivos A,
A, ..., Aj, isto é, eventos para os quais AiN Aj= @, quando i # j, temos que: P(U2,4;) =
221 P(A).

Al.1. Propriedades da probabilidade

A seguir, listamos algumas propriedades fundamentais da probabilidade:

pl. Dado um espago amostral , se o complemento do evento A € Q for A®, entdo, P(A)
= 1- P(AY).

p2. Se A ¢ B, entiio, P(A) < P(B).

p3. Se A ¢ B, entdo, P(B-A) = P(B) - P(A).

p4. A probabilidade da unido de dois eventos A e B é calculada como sendo: P(A U B) =

P(A) + P(B) - P(A N B).

p5. Se A, B e C sdo trés eventos quaisquer, entdo, P(A U B U C) = P(A) + P(B) + P(C) -
P(ANB)-P(ANC)-PBNC)+PANBNCQ).

p6. Se A e B forem eventos independentes® , entdo: P(A N B) = P(A)*P(B).
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0 evento é quase certo.

°Na praética, dois eventos sdo independentes quando a ocorréncia de um evento néo influéncia a ocorréncia do outro
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Abstract — The exactly solvable Elephant Random Walk (EEW) model introduced by Schiitz
and Trimper 15 years ago stimulated research that led to many new insights and advances in
understanding anomalous diffusion. Such models have two distinet ingredients i) long-rangs
—possibly complete— memory of the past behavior and ii) a decision-making rule that makes
use of the memory. These models are memory-neutral: the decision-making rule doss not distin-
guish betwsen short-term (or recent) memories and long-term (or old) memories. Here we relax
the condition of memory neutrality, so that memory and decision-making become interconnected.
We mmvestigate the diffusive properties of random walks that evolve according to memory-blased
decision processes and find remarkably rich phass diagrams, including a phase of log-periodic
superdiffusion that may be asscciated with old memory and negative feedback regulating mech-
anizms. COur results overturn the conventional wisdom concerning the origin of log-periedicity in
non-Markovian models. All previously known non-Markovian random walk models that exhibit
log-pericdicitiss in their behavior have incomplete (or damaged) memory of their history. Hers
we show that log-pericdicity can appesr even if the memory 1= complete, so long as there i3 &

memaory blas,

Copyright (@ EPLA, 2020

Introduction. — The applications of random walls
(BW) to the study of diffusion processes benefited from
seminal contributions relating to Brownian Motion [1-7].
Handom walks [8] have been applied to finance [2,9], mo-
bility patterns in biclogy [10,11], polymer physics [12],
path distribution on networks [13], and many other prob-
lems in statistical physics. Random walks characterized by
a mean squared displacement (M3D) growing non-linearly
with time are called anomalous, in contrast to normal
diffusion. The understanding of such processes [14] re-
quires the inclusion of either long-range memory or else
Lévy flight mechanizsms or both. Bandom walks asso-
ciated with long-range memory correlations are nsnally
considered non-Markovian and have been widely n=ed to
model processes associated with a variety of phenomena
where memory plays a role. They are particularly helpful

to describe, for example, the complex phenomenclogy
observed in economics [15], sociclogy [16], biology [17],
physiology [17,18] and physics [19-24], among others (see,
for example, [25-29] and references therein). The study
of anomalous diffusion [14,15,23,25,30-39] has also ben-
efited enormously from the use of stochastic differen-
tial equations [28] such as Langevin equation [40], the
generalized Langevin equation [41-43], the continnous
time random walks [8,19,22 44] and the fractional Folker-
Planck method [31,45]. Anomalous transport types are
classified [22,27 4648] according to the power behavior
of the MSD with time, ie, {z2) — {z)? ~ 27 where
nsually H # 1/2 for anomalous diffusion. The expo-
nemt H in this expression is known as the Hurst expo-
nent: [49], and iz commonly used to define the three most
frequently found types of diffusion, namely, subdiffusion
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for H « 1/2, superdiffusion for H = 1/2 and normal
diffusion for H = 1/2. Other types of diffusion can
alzo be found in the literature, like the ultraslow diffn-
sion [50-53] with a MSD given by (2®) ~ (Int)®, with
k=0

COne particularly convenient random walk model to
study anomalous diffusion is the Elephant Random Wall
(EEW) model [54]. This model includes long-range mem-
ory correlations with access to the full history of previous
EW steps and incorporates a decision process that depends
on a single parameter. The ERW model displaye anoma-
lons diffusion and is exactly soluble, despite being non-
Markovian in nature, yielding readily interpretable and
unambiguous results. According to the model and its vari-
ations (zee below) the diffusive behavior at large times de-
pends greatly on the details of the memory pattern used
to select which parts of the memory can be accessed. Sev-
eral modifications of the EEW have been proposed over
the past years, either in the memory pattern itself or in
the decision-maling process. Changes proposed to the
memory pattern either riporonsly prohibit the use of parts
of the memory [55] or address certain parts of the mem-
ory more often than others [56,57]. The former resembles
damaged memory profiles, since parts of the memory are
made unavailable for future use whereas the latter uses
probability distributions to retrieve memory data. The
decision process, on the other hand, is responsible for ei-
ther accepting (doing the same) or refusing (doing the
opposite) past decisions —see also [58-61] for other ap-
proaches usad in the decision-making process. The pro-
re=s i often unbiased, in the sense that past occurrences
at times t' and t", whenever retrieved from memory, are
treated on an equal footing at decision time. In this pa-
per we propose a dynamic decision-making process that
treats old and recent memories differently. Such hissed
decision mechanism malkes use of two parameters which
are selected according to the section of the memory that
ia being retrieved. The memory pattern it2elf remains in-
tact (non-damaged), like in the original EFW model. The
decision to accept (do the same) or refuse (do the oppo-
site) past behaviors, however, depends on what section of
the memory is being used. Thi=s simple reformulation of
the EEW model produces significantly new results on the
diffusive properties of the walk. Such LP oscillations in
the ERW model with undamaged memory and subjected
only to biased decision processes are quite surprising. In
fact, log-periodicities in EEW models have been associated
gither to memory damage, or to memory retrieval from a
non-uniform probability distribution [55,57,62].

Log-periodic corrections to scaling [63,64] are impor-
tant [B5] due to their relevance as crash precursors and
their association to the breakdown of continuous scale-
imvariance (CSI) symmetry [66-68). The identification
of the main ingredients leading to log-periodic oscilla-
tions iz therefore an important matter and helpful in-
gighta can be provided by the use of simple models with
easily handled and controllable memory. Despite the

non-Markovian character of the model, we are able to
provide an analytic approach to determine the model’s
first moment. Exact solutions for non-Markovian pro-
cesses are rare [54.58 60.T0].

The model. — Consider a discrete one-dimensional
random walker at position X; at time ¢, initially at Xo =0
at time + = 0. The walker then moves a unitary step to
the left or right, with X¢+1 = X + e+1 where o = %1
represents a stochastic variable. The value to be assigned
to Ti4+1 at time ¢ depends on the decision taken previously
at a random time ¢, chosen o prioré from a uniform distri-
bution. The current step direction g,44 at time ¢, chosen
according to the value of a previously used ., sets the
current speod. Without loss of generality, it is assumed
that the first step always goes to the right, i.e., oy = +1.
The position at time ¢ thus follows,

t
X: = E T,

t'=1

Below we describe the model focusing on a biased decision
mechanism and derive an integral form solution for the
walker’s speed.

General solution: model with multiple decision parame-
ters. A general form for o, can be written as

(1)

_ [ +oe, with probability p(t'), o
Tte+1 =9 _g,. with probability 1 — plt"), (2)
which sets the decision mechanism as a binary (accept or
reject) decision procesa. Mote that this represents a fairly
meneral decision process since the acceptation probability
in eq. (2) is characterized by the decision parameter p(t')
which can be a rather general function of ¢'. We can de-
rive a solution for this problem in which p{t') comprises a
discretized set of decision parameters for simplicity’s sake.
The memory iz assumed to be fully accessible and i= di-
vided in N intervals, each of length #;. For each interval
[i = 1,i] we write t; = t;_y + £; and assign a probability
p; to accept an event occurring within the interval. The
discrete sot of decision parameters p;(t') is assumed to be
constant within the i-th interval. Decizions at time ¢+ 1
are then determined based on the actions taken previously
at time ¢' £ (0,t], with ¢" chosen ¢ prior? from a uniform
probability distribution, d.e., 1/t. Therefore the walker
repeats the action taken at t' € (ti—q, 6], with 1 < i < N
with probability p;t").

We shall use the notation n] (n]) as the number of
steps forward (backwards) oceurring in the interval 4. At
current time, the effective probability to walk in the posi-
tive (negative) direction due to the i-th interval i= written
as Pl ; (Flg ), where

+ o T .
P:_ﬂ"_.i_p'lf +|:1 pljf1
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Effective probabilities to go forward or backwards at time
t + 1, respectively, can thus be written as

N
£
Pht+1) =) Pk

i=1
N

Po(t+1) =3

=1

£ -
Epc_ﬂ’,i’

where the (uniform) probability that ¢ is chosen within
the time interval (t;_,,%;], is represented by £;/t. The ef-
fective step probability at time £+ 1 can now be written as

J,ﬂ'l:ﬂ‘fl:l = P}

1]
-

t+1) - Pglt+1)

[

(P~ Pop )

Il
IME
o | =

,.
|
-

i ﬂ'? =Ty
(2}].‘ - 1:' £ .

1 L]

il

M-

-
|

However, since Ax; = n] —n, we can also write

N
£ Ay
Tegr(t + 1) _E ?D'if_;:
where o; = 2p; — 1. Therefore, the average speed at time
t+1 i= given by

diz(t)) o Al
e =0 =) Jas
with £; = At; = G, Taking the continnons time limit
n —+ oo (or At — 0], we can finally write

(vie)) = HEO)

=1 j:.:n:zfj.:ﬂ(:')}d;',

t—1tg

(3)

which describes a memory-driven random walk character-
ized by a discrete set of decision parameters represented
by a(t') initiating at time #y in =(ty). This equation is all
we need to describe the diffusive properties of the wallk.
This is shown in detail below for the case of a model with
two decision paramaeters.

Application: twoe decision parameters model.  Next we
show how to apply eq. (3) focusing on a particular system
composed of two decision parameters, i.e., p1 and pa, with
ay = 2py — 1 and ag = 2p; — 1. As stated above, the
decision parameters are the probabilities to repeat past
actions. Parameter py is used for a memory of length £
and pg for a memory of length £3, such that £ + f3 = &
Specifically, the current step direction o,y is chosen based
on the value of op as

+ﬂ"r’
Tigy — { Oy
»

with probahility py,

with probability 1 — py, (4)

for t' < £, or

+frr:'
J[+1 = { _J‘r1
1

with probability ps.
with probability 1 — pg,

(5)

for ¢' = £. It is important to note that £; (f3) represents
asection of the old (recent) memory. We shall also refer to
the memory fractions used, fe., 5y = £/t and G = fa/1,
with & + Fz = 1.

The model has been formulated with three parameters
in mind, all defined in the interval [0,1], namely (p1,p2)
associated with the decision mechanism, and § = &, di-
rectly related to the memory pattern. In short, we can say
that the decision is either 1) accepted with probability m
(refused with 1 — py) if ' < St or 2) accepted with prob-
ability ps (refused with 1 — ps) if ¢' = 5. Consequently,
the decizsion mechanism distinguishes between long- and
short-term memories, acting differently when these mem-
ory regions are accessed to assist in the decision process,
Thiz iz an important difference between this model and
other ERW-like models we have seen in the literature. It
i alzo important to emphasize that, for the first time, the
decision-making mechanism and the memory pattern are
related.

The decision parameters are associated with some spe-
cific biases towards either accepting or refusing past deci-
sioms. In fact, p; < 1/2 (i = 1,2) indicates tendency to do
the opposite to whatever was done in the past (reformer)
whereas if p; = 1/2 the decisions are more inclined to
repeat past actions (traditionalist). We are keeping this
terminology as introduced in the ERW original paper [54].
When the overall decision mechanismes is reformer-like, we
shall say that the system’s feedback i= negative. Nega-
tive feedback is a regulating mechanizm often responsible
for the stability of complex (mechanical, biological, so-
cial, ete.) systems [71-T3]. The EEW model uses a single
parameter, namely p, in the decision-making process. In
this case, the negative (positive) feedback region is simply
associated with p < 1/2 (p = 1/2). With the memory
selective decision mechanism we are proposing now, the
regions with negative or positive feedback are no longer
immediately identified. Instead, the walk is now charac-
terized by an effective feedback parameter p* = p*(py, pa)
given by p.g = Opy + (1 — F)pz. Some limiting cases are
worth mentioning. For 5 = 1 we can dispose of the param-
ater pp since it will never be used. The resulting model of
perfect full memory is the ERW model [54] which presents
anomalons diffusion according to the values of a parame-
ter p = py > 3/4, normal diffusion for p = py, for p < 3/4,
and a marginal anomalous diffusion for p = 3/4. Like-
wiza, the ERW model is recovered with p=p; if =0 or
if ;1 = pz, in which case we can dispose of 3. Other cases
are emphasized in the figures below.

Taking into account that a(t') iz a step function and
since tg = 0 and »(0) = 0, we can integrate (3) and got

diz(t)}

S = oy - aal{z(80) + enlz(0) ()
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Fig. 1: Previcusly unreported as well as all previously known phases are shown in this phase diagram, of 8 vs. p1 for p2 = 0 (a),
p2 = 06 (b), p2 = 0.75 {c) and pa = 1.0 {d). The separation lines come from solutions of eqs. (10}, (11) and the asymptotic
bahavimiagivenby{:]lw!'i, with H = § for § = 1/2 and H = 12 for § < 1/2, in the superdiffusive and normally diffusive
regimes, respectively. For 3 = 1 we get the ERW model, with superdiffusion for p1 > 3/4 and normal diffusion for pr < 3/4.
The labeling scheme used for the LP regimes is as follows LPev stands for log-periodic evanescent (§ < 0), LPyn for LP with
normal diffusion (0 < § < 1/2) and LPep for LP with superdiffusion (4 = 1/2). The dashed (blue) line delineates the boundary
of the region where log-periodicity occurs. The dash-dotted red line separates negative (left of the line) from pesitive (right of
the line} feedback. Negative feedback also coours for # = 1 and 0 < g < 12 for all pz (not shown). Superdiffusive regimes are
labeled by SD and we distinguish between superdiffusion with LP, labeled as LPspn and superdiffusion wathout LFP, labeled as
5D, where CL stands for classical. Mote how the LP and 3D regimes evolve as po varies from 0 to 1, with log-pericdic phases
starting to appear for pa > 1/2. Even a superdiffusive log-periodic phase emerges for larger values of pa.

This equation can be solved by writing the highest-order
expansion term as

{z(t)) ~ asin[BInft) + ¢]t®, (7

which is reduced to a pure power law, i.e., {z(t)} ~ agt?,
it B = 0. Putting eq. (7) into eq. (6) we get a set of two
transcendental equations, namely,

§ = ag — [/ Aocos[Bln( )], (&)
B = —3°Aesin[B (g, (9)

which can also be written as
B

& — g
B

tan [BIn(5)], (10)

= &,/PAa? — (6 -ag?, (11
where Ao = oz — an.  Equations (10}, (11) lead di-
rectly to B and & and ultimately to the phase diagram.
The phase constant ¢ and the coefficient a in eq. (7)

are adjusted numerically. Note, however, that B and 4
are both non-adjustable parameters, obtained analytically
from eqgs. (10) and (11). Note also that B £ 0 implies
log-periodicity, whereas the value of the time exponent
& characterizes the diffusion type. In fact, az shown be
fore [74], superdiffnsion with H = § is associated with
& = 1/2 while normal diffusion with H = 1/2 follows if
f<1/2

Since eqgs. (8) and (9) are unaffected by a change of sign
of B, we can choose to work with B = 0. Treating B as a
real number we can write

|8 Aa| = |8 —aql,
1 (12)
ln|§ — az|+4ln E| = In|da|,
and from egs. (8), (9) and (10) we also get
0 < B < |Aa|d,
< |Aal* .

§ = ag + Beot[Bln(3)].

20004-p4



Log-periodicity can appear in a non-Markovian random walk ete.

Equations (12) and (13} are used to double-check the com-
puter calculations.

Results and discussion. — It is important to em-
phasize that thi= model obeys the relation H = 24 in
the superdiffusive region and on the transition line where
4§ =1/2 and H = 1. We have carried out computer sim-
ulation tests (mot shown) following the steps shown in
previous work [T4,75] to verify this statement. Figure 1
iz used to discuss the phase diagram (PD)) as a function
of the parameters 3, py and ps. The model reproduces
results already known for special values of the parame-
ters. For example, the current model reduces to the EEW
model [54] for a) pr = pe, any fand b) =1, any p1, pe.
The latter caso (here ps does not affect the results) can
be easily spotted in figs. 1(a)-(d) where the top line, or
3 = 1, exhibits the Trimper-Schiitz (T'8) critical point for
the ERW model at py = 3/4 which separates the normally
diffusive and superdiffusive regimes, In fig. 1{c) the thick
solid black line p; = pz = 3/4 represents the marginally
superdiffusive behavior of the type {z?) ~ tInt at the crit-
ical point p, = 3/4 found for the ERW model [54]. This
critical line is an extension of the TS critical point for the
ERW model characterizing a Trimper-Schiitz critical line
for this more general model.

The richness of the phase diagram can be appreciated
b observing the advent of several new phases as pa gradn-
ally increases from pz = 0in fig. 1(a) to p= = 1 in fig. 1(d).
The LP regions are clearly indicated in figs. 1(b)-(d)
and are neatly separated from the non-LP regions by the
dashed (blue) line. The corresponding values for the time
exponent § are also indicated everywhere. The superdif-
fusive non-log periodic region (SDop) increases while the
normally diffusive region (WD) decreases as p; increases.
A superdiffusive phase with LP behavior (LPgsp) also ap-
pears for large values of po.  Notice the emergence of
three types of log-periodic regimes that can be classi-
fied according to the value of 4: 1) evanescent (LPgy)
with H = 1/2 and § < 0, 2) normally diffusive (LPxp)
with H = 1/2 and 0 < § £ 1/2 and 3) superdiffusive
(LPsp) associated with H = & > 1/2. The (effective)
negative and positive feedback regions are also shown in
figs. 1{a)—(d), with the dot-dashed red lines representing
Peg = Bpy + (1 — F)pa = 1/2. Positive (negative) feed-
back occurs for p.g > 1/2 (p.g < 1/2). We sce that the
effective foedback is negative to the left of the dot-dashed
red line and positive to the right of the dot-dashed red
line. Remarkably, log-periodicity occurs i) mainly within
the (effective) positive feedback regime (p.y > 1/2) and
ii) “always" for strictly negative feedback associated with
old memory (py < 1/2).

Figure 2 shows the LP oscillation types and emphasizes
the differences among them. Symbols represent computer
simulation averages. Analytic fittings are also provided
showing excellent agreement with the numerical data. The
fittings are derived from eq. (T) with the parameters B and
4§ obtained directly from egs. (10) and (11). There are two

Fig. 2: Log-periodic behavior of {z(]) asociated to normal
diffusicn (LPgv and LPxn) and superdiffusion (LPan). Note
the evanescent character of the dotted LPgyv curve. The sym-
bols represent computer simmlation dats and the curves are
analytic fittings using eq. (7} with parameters chtained from
egs. (10) and (11) (see text). MNotice the excellent thecry-
experiment sgreements in all casss. Simulstions were sveraged
using 10° runs for the normally diffusive (LPxp) and superdif-
fusive (LPap) curves and 10° runs for the evanescent (LPgv)
curve. The curves in the main plot were normalized using a
factor Xy equal to the distance betwesn the minimum and
maximum values of each curve for better visualzation. The
analytic fitting curve for LPgv was extended beyond the max-
imum simulated time to expose the evanescent sspect of the
curve for larger values of ¢, where simulation results are more
difficult to conwerge. The insst shows the (LPgpn and LPyp)
LF curves normalized by .

types of log-periodic behavior associated with normal dif-
fusion, labeled as LPyp (0 < 4 € 1/2 and H = 1/2) and
LPgy (§ <= 0 and H = 1/2). The latter is evanescent
a3 can be scen from the dotted line in main figure. Also
shown in the main figure is a log-periodic oscillation asso-
ciated with the superdiffusion regime, labeled as LPsp for
which H = 4 = 1/2. The inset shows the LP curves for
normal diffusion (LPypn) and superdiffusion (LPsn) prop-
erly normalized by £ for better visualization. Notice that
the difference in the period i= associated with normal and
superdiffusion.

Conclusion. — The physical mechanisms behind
log-periodicity has been associated with exponential de-
pendence of the trapping time on the length of the traps
in the context of diffusion on percolating lattices in 3D
with a fixed direction bias [G5,76]. This approach makes
explicit use of memory emphasizing the roles played by
old and recent memory and their association with neg-
ative of positive feedback. Previous studies have shown
that the association of memory damage and negative fead-
back with memory-correlated random walks can lead to
interesting phenomena like log-periodic behavior [55,62].
Broadly speaking, memory damage refers to processes that
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may enhance or impair memory recall. Such memory bi-
ases or selective memory processes are often associated
with cognitive impairment as in psychology and cognitive
science. Here we find that biases in the decision process
alzo lead to log-periodicities, although the memory itself
remains intact. Thus, biases, either associated directly
with the memory or included in the decision process, go
hand in hand with log periodic oscillations. As should
be expected, memory recall and decision process are very
much linked to one another.

Ag for the role played by the negative feedback, lot us
firat note that it has been wverified that strictly positive
feedback can also lead to log-periodicities, but these are
of very small amplitude [57]. Negative feedback, on the
hand, flips speed more efficiently and causes oscillations
of larger amplitudes. Although the overall feedback in the
present model is positive, negative feedback is necessary
to provide speed flippings. Moreover, such negative foed-
back must be assoeiated with old memories, otherwise no
future speed Aippings occur, thereby preventing the emer-
pence of LP. We can provide an argument to understand
the necessary condition for the appearance of log-periodic
oscillations with direction inwversion. First we must con-
gider the role played by memory (old and recent) and feed-
back (negative and positive) in the diffusion at long times.
Lot ns keep in mind that py is associated with old mem-
ories (t' < Ft) whereas ps is associated with recent mem-
ories (t* = 5t). We see that the combination py < 1/2
and pz = 1/2, or the left bottom quarter of figs. 1(bi-{d),
leads to a bunch of interesting log-periodicity phases. No-
tice that old and recent memories are not interchangeable,
becanse py = 1/2 and ps < 1/2, or the top right quarter
of fig. 1(a), shows no evidence of log-periodicities. This
apparent paradox can be easily explained by noticing that
present-time decisions can be systematically reformnlated
in the future if old memories are associated with a negative
feedback. Thisis the behavior characteristic of a reformer,
leading to direction changes allowing the appearance of
log-periodic behavior, as seen in the left bottom quarters
of figs. 1(b)—(d). However, if old memories are associated
with positive feedback, presont time actions are system-
atically reproduced in the future, providing no direction
changes. This is characteristic of a traditionalist behav-
ior which leads to superdiffusion with no log-periodicities.
This is seen in figs. 1{a)-(d) for py > 1/2. The conclu-
sion is simply stated by saying that, in memory-correlated
random walk models, the association of old memories to
negative feedback is a necessary (although not sufficient)
condition for the emergence of log-periodic behavior. The
memory-hiased decision process associated to negative-
feedback old memory then naturally leads to log-periodic
oscillations as shown.

It is important to note that, for this model, the first mo-
ment is already sufficient to obtain the diffusive regimes.
The log-periodic amplitudes for the second moment and
the variance are very small, but they follow the same
oscillation patterns of the first moment. The results

in thi= paper show that log-periodicity can appear sim-
ply as a consequence of a bias discriminating betweon
old and recent memories, even if memory is complete.
The conclusions highlight the role and importance of mem-
ory bias as a mechanism for the emergence of lop-periodic
behavior.
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Universidade de S3o Paulo
Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirdo Preto
Comissao de Etica no Uso de Animais

Campus de Ribeirio Preto

AUTORIZACAO

Certificamos que a proposta infitulada “Caminhadas Aleatdrias com Memoria
Enviesada e suas Aplicagies em Medicina e Biologia”, processo n® 2020.1.616.59.3, sob a
responsabilidade de Kleython José Coriolano Cavalcanti de Lacerda, que envolve manutengdo e
utilizagdo de animais pertencentes ao filo Chordata, subfilo Vertebrata (exceto o homem) para fins de
pesquisa cientifica, encontra-se de acordo com os preceitos da Lei n® 11.794, de 8 de outubro de 20038,
do Decreto ® 6.899, de 15 de julho de 2009, e com as normas editadas pelo Conselho Macional de
Controle da Experimentag3o Animal (CONCEA), e foi aprovada ad referendum da Comissdo de Etica
no Uso de Animais da Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirdo Preto (CEUA - FFCLRP)
em 13/11/2020 e referendado em reunido de 03/12/2020.

Lembramos da obrigatoriedade de apresentacgio do relatorio de atividades, em
modelo da CEUA, para emissdo do certificado, como disposto nas Resolugies Normativas do
CONCEA.

Finalidade ( ) Ensino (X) Pesquisa Cientifica
igéncia do Projeto 171112020 a 1771172021
Espécie/Linhagem Camundongo isogénico/CSTBLG
M® de animais 114
Pesolldade 259 a 359/6 a 8 semanas
SEXRD Macho
Origem Biotério de Criagio

Ribeirao Preto, 15 de dezembro de 2020.
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