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Título: Caminhadas Aleatórias com Memória Enviesada e suas Aplicações em Medicina 

Biologia 

 

 

RESUMO: Atualmente, a física vem contribuindo com áreas antes consideradas distantes, 

como a medicina, por exemplo, aplicando conceitos físicos com o objetivo de auxiliar 

tratamentos e diagnósticos clínicos (área denominada Física Médica). O objetivo deste trabalho 

é desenvolver e aplicar modelos de Caminhadas Aleatórias (CA) da mecânica estatística ao 

diagnóstico clínico de demências causadas por doenças neurodegenerativas, como a doença de 

Alzheimer (DA). Discutimos alguns modelos de CA com correlação temporal de longo alcance 

encontrados na literatura, como o modelo de CA com memória completa e os modelos com 

memória parcial (danos na memória antiga e na memória recente – denominado de modelo do 

“Alzheimer Random Walk”). Também, apresentamos e discutimos modelos com outros perfis 

de memória por nós desenvolvidos, sendo eles: o modelo de CA com perfil de memória mista, 

CA com parâmetro decisório dinâmico, CA com interação entre os n-ésimos vizinhos e CA 

com memória enviesada. Este último foi inspirado no fenômeno da ecolalia, um fenômeno 

observado em pacientes autistas e em crianças em fase de aprendizado. Adicionalmente, 

propomos um protocolo pré-clínico para a avaliação da capacidade de memória biológica para 

camundongos, visando a um diagnóstico precoce de demências, utilizando modelos de 

caminhantes aleatórios com memória. 

 

Palavras-chave: Caminhada Aleatória, Processo estocástico não-Markoviano, Perfis de 

memória, Demências 
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Title: Random Walk with Biased Memory and their Applications in Medicine and Biology 

 

 

ABSTRACT: Currently physics has been contributing to areas that used to be distant, such as 

medicine through Medical Physics, applying physical concepts in order to assist in treatments 

and clinical diagnoses. To this end, the project aims to apply models of statistical mechanics to 

Neurology in order to featuring such models, use them for a possible application in the clinical 

diagnosis of cases of dementia caused by neurodegenerative diseases, such as Alzheimer’s 

disease (AD). In this work, we discuss some random walk (RW) models with long-range 

temporal correlation (non-Markovian Stochastic Process), found in the literature, such as the 

model with full memory and the models with partial memory (damage to old and recent memory 

- Alzheimer's model). We also present and discuss some random walk models with long-range 

temporal correlation with different memory profiles, developed by us, such as the RW model 

with mixed memory profile, RW model with dynamic decision parameter and RW model with 

interaction between nth neighbors. We propose an experimental protocol for the assessment of 

biological memory capacity, for mice, in order to associate the models of statistical mechanics, 

with medicine and biology, characterizing groups with dementia. 
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Figura 2.1: (Ilustração de como ocorre o processo de difusão, no qual a passagem de 

substâncias por meio da membrana se dá em resposta ao gradiente de 

concentração (a) até se atingir um equilíbrio (b).) 

Figura 2.2: A esquerda temos uma representação do movimento Browniano (difusão 

normal) e a direita uma representação do voo de Lévy (difusão anômala). 

Figura 3.1: Expoente de Hurst em função do parâmetro p. A linha tracejada vermelha 

representa o resultado analítico e os círculos, resultados obtidos por meio 

de simulação computacional (106 repetições). Podemos notar que p = 3/4 

é o ponto crítico do sistema, onde o mesmo muda de regime: difusão 

normal (H = 0.5) para superdifusão (H > 0.5). 

Figura 3.2: Representação do perfil de memória do modelo de caminhada aleatória 

descrito por [39]. 

Figura 3.3: Expoente de Hurst em função do parâmetro p, para f = 1/10, 1/4, 1/2, 3/2, 

9/10, 95/100. A linha tracejada vermelha representa o caso quando f = 1, 

ou seja, representa o Modelo de memória completa [38]. 

Figura 3.4: Representação do perfil de memória do modelo de caminhada aleatória 

descrito por [40]. 

Figura 3.5: O expoente de Hurst H como função do parâmetro de decisão p e da fração 

f da memória disponível para o caminhante. A linha tracejada representa 

o resultado analítico do modelo de CA do Elefante. Os dados 

computacionais foram obtidos para um tempo de realização de 103 . No 

inset podemos observar o segundo momento < x2(t) > para diferentes 

escolhas de p e f. Note o surgimento do caráter oscilatório para o caso p 

= 0.1 e f = 0.1 (Figura retirada da referência [40]). 

Figura 3.6: (a) Diagrama de fase completo, mostrando todos os regimes de difusão 

possíveis: I - oscilações log-periódicas com superdifusão (H > 0.5); 

Oscilações log-periódicas com difusão normal (H = 0.5): II - com Escape 

(0 ≤ δ ≤ 0.5) e III - Evanescente (δ < 0); IV - Difusão normal sem escape 

(δ < 0); V - Difusão normal com escape (0 ≤ δ ≤ 0.5) e VI - Superdifusão 
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(δ = H > 0.5). Primeiro momento em função do tempo para um regime na: 

(b) região III (δ = −0.83); (c) região II (δ = 0.30) e (d) região I (δ = 0.64) 

(Figura retirada da referência [41]). 

Figura 3.7: Representação da porcentagem de memória normal com relação ao tempo 

para os tipos de amnésia anterógrada (a) e para a amnésia retrógrada (b). 

Figura adaptada da referência [50]. 

Figura 3.8: Expoente de Hurst em função do parâmetro p para os modelos de memória 

completa e memória exponencial, para valores de λ = (5, 0.9, 2.0, 5.0 e 

50.0), obtidos por meio de simulação computacional com tmax = 107 e 104 

rodadas para a obtenção de médias. Figura retirada da referência [42]. 

Figura 4.1: Expoente de Hurst em função do parâmetro p para os modelos de memória 

completa e memória mista, para valores de λ = 5 e 10−2 , variando A = 

t/4 , t/2 e 3t/4 , obtidos por meio de simulação computacional com tmax = 

106 e 105 rodadas para a obtenção de médias. 

Figura 4.2: Representação das regiões com probabilidade p1 e com probabilidade p2 . 

Figura 4.3: Representação dos αi em função do tempo t. 

Figura 4.4: Diagrama de fase para: a) p2 = 0.0, b) p2 = 0.6, c) p2 = 0.75 e d) p2 = 1.0. 

A linha em pontilhado separa a região difusiva normal (ND), com δ < 0 

da 0 < δ < 1/2; SD representa a região superdifusiva (SD), δ > 1/2; A curva 

traço-ponto delimita a região com feedback negativo (região superior) da 

região com feedback positivo (região inferior); A curva tracejada delimita 

as regiões com oscilações Log-Periódicas: Evanescente (LPEV), δ < 0; 

normais (LPND), 0 < δ ≤ 1/2, e superdifusivas (LPSD), δ > 1/2. 

Figura 4.5: Curvas que caracterizam o comportamento log-periódico associado à 

difusão normal (LPEV e LPND e superdifusão (LPSD). Observe o caráter 

evanescente da curva LPEV. Os símbolos representam dados 

computacionais e as curvas são os ajustes analíticos obtidos por meio da 

equação 4.21 com os parâmetros obtidos por meio das equações 4.25. As 

simulações foram calculadas com médias de 108 para a curva LPEV (β = 

0.55) e 106 para as curvas LPND (β = 0.45) e LPSD (β = 0.20), com p1 = 0.1 

e p2 = 1.0. Um fator de normalização XM foi utilizado (para se observar 

as oscilações), igual à amplitude máxima de cada curva. O fitting que 

representa a curva LPEV foi extrapolada, a fim de mostrar o caráter 



oscilante da curva. Dados computacionais são dificilmente obtidos para 

valores de tempo grande, neste caso. 

Figura 4.6: Diagrama de fase de β versus p para alguns valores de r. A escala de cor 

cinza representa a região de difusão normal (δ ≤ 1/2); a escala de cor entre 

o azul e o vermelho representa a região de superdifusão clássica δ > 1/2. 

Nessa região, δ é o próprio expoente de Hurst [37]. 

Figura 4.7: Diagrama de fase do modelo de caminhada aleatória com processo 

decisório dinâmico, seção 4.2, para p1 = 1.0. 

Figura 4.8: Oscilação log-periódica evanescente para o caso r = 0.2 e p = 0.3. 

Figura 4.9: Estimativa do expoente de Hurst em função do parâmetro de decisão do 

sistema, para o modelo de memória completa [38] (linha tracejada 

vermelha) e o modelo de caminhada aleatória com interação entre dois 

caminhantes e memória completa (linha tracejada preta), obtido de forma 

analítica, por meio da equação 4.52. 

Figura 4.10: Diagrama de fase que caracteriza todo o sistema, onde a linha tracejada 

representa a linha de transição do sistema (δ = 1/2). A região em laranja 

representa a região superdifusiva (SD), δ = H > 1/2, e a região em branco, 

representa a região de difusão normal (ND), 0 < δ < 1/2, onde H = 1/2. 

Figura 4.11: Gráfico x/tH versus ln(t) para os casos p = 0.7 e f = 0.01(H = 0.879), f = 

0.005(H = 0.878) e f = 0.001(H = 0.8697). 

Figura 4.12: Expoente de Hurst em função do parâmetro e−β , a partir da equação 4.72. 

e−β = 0.535 é o ponto em que o sistema deixa de ter um comportamento 

balístico (H = 1.0); e−β = 0.85 é o ponto em que o sistema passa a ter um 

comportamento randômico (H = 1/2). Os dados experimentais estão 

ilustrados no gráfico (quadrado vermelho) e foram obtidos com tmáximo = 

106 e com 106 execuções para a realização de médias.  

Figura 4.13: ln(x) versus ln(t) para o modelo com interação entre 4 vizinhos quaisquer, 

para o caso em que e−2β = 0.5, para o valor de tmáximo = 400, com 106 

execuções para calcular médias. 

Figura 4.14: Gráficos da estimativa do expoente de Hurst (a,c,e,g) e do erro absoluto 

(b,d,f,h), em função do número de médias (MC), para simulações do 

modelo de memória completa com tmax = 104 . A linha preta tracejada em 

a),c),e),g) representa o valor exato do expoente de Hurst, as linhas em 



vermelho representam o cálculo pelo método tradicional (3.14) e as linhas 

em verde representam a estimativa do expoente de Hurst por meio da 

eqação 4.87. a) e b) foram simulados para p = 0.8; c) e d) foram simulados 

para p = 0.85; e) e f) foram simulados para p = 0.90; g) e h) foram 

simulados para p = 0.95. 

Figura 4.15: Expoente de Hurst em função do parâmetro de decisão do sistema para o 

modelo memória recente 3.2.1, para valores de f = 1/10 (preto), f = 1/4 

(vermelho), f = 1/2 (verde), f = 3/4 (laranja), f = 9/10 (ciano) e f = 1 (linha 

tracejada azul), obtidos por meio da equação 4.91 (linhas contínuas) e 

simulações computacionais (círculos), com tmáximo = 106 e 105 repetições 

para o cálculo da média.  

Figura 4.16: Expoente de Hurst em função do parâmetro de decisão do sistema, para o 

modelo de caminhada aleatória com perfil de memória exponencial, para 

valores de λ = 2 (quadrados vermelhos) e λ = 5 (círculos pretos), obtidos 

por meio da equação 4.93. 

Figura 4.17: Expoente de Hurst em função do parâmetro de decisão do sistema, para o 

modelo de memória mista, seção 3.4, para valores de λ = 5 e A =  
t

4
,
t

2
 e 

3𝑡

4
, obtidos por meio da equação 4.96 (quadrados vazios) e obtidos 

experimentalmente (círculos), com tmáximo = 106 e 105 rodadas para a 

obtenção de médias. 

Figura 5.1: Principais estruturas envolvidas no processo de memória. À esquerda, 

observa-se detalhadamente a estrutura que contém o hipocampo, corpos 

amigdaloides e o corpo do fórnix cerebral. 

Figura 5.2: Fluxograma simplificado do processo de aquisição da memória humana. 

Figura 5.3: Fluxograma simplificado do processo de evocação da memória humana. 

Figura 5.4: Processamento amiloidogênico e não amiloidogênico da APP por α, β e 

γ-secretases. Representação esquemática da APP e de seus fragmentos 

proteolíticos sAPPα, sAPPβ e Aβ. (figura adaptada) 

Figura 5.5: Representação esquemática da formação dos emaranhados neurofibrilares 

por meio da hiperfosforilação da proteína tau. Figura adaptada da 

referência [93]. 

Figura 5.6: Mesa esterotáxica de duas torres da empresa Bonther. 

Figura 5.7: Esquema temporal dos protocolos a serem aplicados aos camundongos 



apresentados no objetivo A - Estudo Pré-clinico: Animais STZ + Salina e 

Salina.  

Figura 5.8: Caixa de esquiva ativa EP111 da Insight Ltda. 

Figura 5.9: Arena de campo aberto circular da empresa Bonther. 

Figura 5.10: Espectro obtido a partir do resultado do teste de esquiva e ativa de um 

único camundongo saudável, em que foi atribuído +1 para sucesso ao 

estímulo e −1 para o fracasso e a fuga. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

  

Tabela 5.1 Resultado do teste de esquiva ativa e passiva aplicado à 04 camundongos 

saudáveis. 

Tabela 5.2 Desempenho dos 04 camundongos saudáveis no teste de campo aberto. 
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DA Doença de Alzheimer 

CAs Caminhada(s) aleatória(s) 

CA-MR Modelo de memória recente - falha na memória antiga 
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DSM-5 Manual Diagnóstico e Estatístico de Transtornos Mentais 

HIV Vírus da imunodeficiência humana 

ENF Emaranhados neurofibrilares 

APP Proteína percursora amilóide 
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O número de possíveis aplicações de simulações computacionais para a solução de problemas 

na área da saúde é grande. Dentre essas aplicações, temos a utilização de modelos 

computacionais e matemáticos para auxiliar no diagnóstico de doenças neurodegenerativas, tal 

como a Doença de Alzheimer (DA) [1-3]. Isso é de grande interesse social pois o diagnóstico 

prematuro dessa doença auxilia no tratamento, diminuindo seus efeitos danosos e melhorando 

a relação entre o indivíduo e a sociedade. Um sintoma importante observado em pacientes com 

doenças neurodegenerativas, é a perda da capacidade de retenção da memória recente [4-6]. Tal 

característica pode ser representada por meio de sistemas complexos. 

 

Um sistema complexo é, de maneira geral, um conjunto de partes conectadas que interagem 

entre si, exibindo propriedades coletivas emergentes. Tais propriedades emergentes decorrem, 

em grande parte, da relação de não-linearidade (estrutura que apresenta múltiplos caminhos e 

destinos, desencadeando em múltiplos finais). Os sistemas dinâmicos não lineares [7] 

comportam-se como sistemas complexos e, em geral, estão distantes do equilíbrio, por isso, 

sistemas difusivos com forte correlação temporal (memória de longo alcance), por exemplo, 

podem ser utilizados para modelar danos na memória biológica, como os que ocorrem em 

consequência da degeneração neuronal que acomete portadores da DA [4-6]. Outro aspecto 

característico dos sistemas complexos é a “emergência” de um comportamento macroscópico 

bastante diferenciado do comportamento microscópico. Tal comportamento é, comumente, 

observado em áreas como a epidemiologia, por exemplo [8].  

 

As ferramentas utilizadas pela Mecânica Estatística são adequadas para abordar essas 

características de sistemas complexos: os aspectos difusivos e as propriedades emergentes 

observadas a nível macroscópico, como resultados das interações microscópicas dos 

constituintes do sistema. 

 

Os processos difusivos [9] são, usualmente, classificados utilizando a lei de escala para a 

variância dos deslocamentos dos elementos do sistema, em função do tempo, com o cálculo do 

coeficiente de difusão da seguinte forma  

 

 

 

Enunciado do Problema 
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𝐷² =

〈𝑥2(𝑡)〉 − 〈𝑥(𝑡)〉2

2𝑡
 

(1.1) 

 

em que D é o coeficiente de difusão do sistema. 

 

Na difusão normal o sistema, obrigatoriamente, apresenta uma dependência linear no 

crescimento temporal da variância, ou seja, a 𝑣𝑎𝑟𝑖â𝑛𝑐𝑖𝑎 ≡ 〈𝑥2(𝑡)〉 − 〈𝑥(𝑡)〉2 ∝ 𝑡𝜂, (η=1).  

 

Logo: 

 𝐷² ∝ 𝑡𝜂−1 (1.2) 

 

Caso η ≠ 1, a difusão é dita anômala. A difusão anômala é um processo observado comumente 

em movimentos turbulentos de fluidos, por exemplo, e ainda pouco conhecida. Esses processos 

difusivos não usuais ocorrem quando não são satisfeitas as condições suficientes e necessárias 

do Teorema do Limite Central [10]. Um fato interessante, na difusão anômala, surge quando é 

introduzida ao sistema, correlação de longo alcance (ou seja, memória). Nesses casos, em que 

a independência dos estados passados com os estados futuros não é observada, o processo é 

denominado não-Markoviano. 

 

 

𝐷𝑖𝑓𝑢𝑠ã𝑜 𝐴𝑛ô𝑚𝑎𝑙𝑎 {

𝑆𝑢𝑏𝑑𝑖𝑓𝑢𝑠ã𝑜:     0 <  𝜂 < 1
𝑆𝑢𝑝𝑒𝑟𝑑𝑖𝑓𝑢𝑠ã𝑜: 1 <  𝜂 < 2
𝐵𝑎𝑙í𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎:          𝜂 = 2       

 

 

(1.3) 

 

A importância desse problema pode ser constatada, a partir do grande número de sistemas onde 

a difusão anômala tem sido observada [9]. De fato, ocorrências desses processos têm sido 

relatadas em áreas diversas como física, química, geofísica, biologia e economia [11-14]. 

Recentemente, a difusão anômala tem sido observada em muitos experimentos, como coloides 

com auto propulsão [15], deposição de platina em substrato poroso de carbono [16], 

nanopartículas ferrimagnéticas [17], misturas binárias de partículas duras confinadas [18] e 

muitos outros.  

 

Uma das abordagens mais comuns de sistemas complexos é feita através das chamadas 

Caminhadas Aleatórias (CAs) [19-21]. As CAs vêm sendo amplamente utilizadas para 
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descrever diversos sistemas [22-24]. O modelamento microscópico através de CAs é muito 

conveniente porque permite uma descrição direta dos fenômenos físicos responsáveis pela 

dinâmica estocástica inerente ao processo. Soluções analíticas muito ricas podem ser obtidas 

em casos especiais [25-26], gerando superdifusão e subdifusão [27-28], como nos modelos 

tratados por nosso grupo de pesquisa, veja por exemplo [29]. Esses regimes anômalos são 

obtidos através de escolhas adequadas de um parâmetro do modelo.  

 

Nos últimos anos, diversos trabalhos [29-33] evidenciaram que o comportamento difusivo dos 

processos estocásticos não-Markovianos é, fortemente, dependente do perfil de memória 

associado à dinâmica do processo. No modelo proposto por Cressoni et al. [27], modelo de 

memória antiga: falha na memória recente (ou Alzheimer random walk – termo cunhado por 

Kenkre [34]), foi observado um fenômeno até então desconhecido: a persistência induzida 

amnesticamente, apresentando correções log-periódicas ao comportamento de escala tipo lei de 

potência. Esse tipo de comportamento emergente a partir de uma dinâmica estocástica, resulta 

em quebra de simetria e uma consequente transição de fase nunca antes observada [31].  

 

De fato, o fenômeno de log-periodicidade (comportamento que trataremos nos próximos 

capítulos) é considerado um precursor de eventos raros e catastróficos, como em terremotos e 

na quebra da bolsa de valores, por exemplo, mas sempre foi observado de maneira empírica 

[35-36]. Até recentemente, acreditávamos que a log-periodicidade resultava da combinação de 

um perfil de memória exclusivamente de longo alcance com um “feedback negativo”. Porém, 

os resultados obtidos durante o desenvolvimento deste trabalho de tese de doutorado, [37] vide 

seções a seguir, demonstraram que tais oscilações são observadas em modelos de CA com 

memória completa, apenas com um processo decisório dinâmico, tanto para um perfil de 

memória de longo alcance com feedback negativo, quanto para feedback positivo. Esse efeito 

nunca havia sido encontrado em um modelo de primeiros princípios com dinâmica estocástica.  

 

Elaboramos novos modelos de caminhadas aleatórias com memória enviesada com inspirações 

biológicas. Em paralelo, desenvolvemos e caracterizamos testes comportamentais voltados para 

o modelo animal da doença de Alzheimer induzida por estreptozotocina (STZ), por meio da 

infusão intracerebroventricular (i.c.v.) bilateral, a fim de avaliarmos a capacidade evocativa da 

memória dos camundongos. Tal análise foi feita mapeando os dados experimentais nas CAs 

com memória enviesada, buscando encontrar os parâmetros teóricos que melhor se ajustavam 
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aos resultados obtidos experimentalmente. Esse procedimento poderá ser útil para o 

entendimento da progressão dos déficits cognitivos em doenças neurodegenerativas, bem como 

para o diagnóstico clínico.  

 

1.1. Estrutura da tese 

 

No capítulo 2, introduziremos os conceitos fundamentais para o entendimento desta tese, como 

o problema do caminhante aleatório. 

 

No capítulo 3, apresentaremos, mais detalhadamente, os modelos de caminhada aleatória 

encontrados na literatura, como o modelo com memória completa [38], falhas na memória [39 

- 41] e perfil de memória exponencial [42]. 

 

No capítulo 4, discutiremos os modelos de caminhada aleatória com memória inspirados em 

fenômenos biológicos, desenvolvidos por nós, como o perfil de memória mista, parâmetro de 

decisão dinâmico [37], um possível modelo de caminhada aleatória com memória enviesada 

para descrever a ecolalia em pacientes autistas e crianças em fase de aprendizado, o modelo de 

CA interagindo com n-ésimos vizinhos e suas aplicações, um novo método para estimar o 

expoente de Hurst com baixa estatística e uma solução numérica para obter o primeiro momento 

de qualquer distribuição de probabilidade. 

 

No capítulo 5, exporemos o estudo pré-clinico da doença de Alzheimer. Detalhamos um 

protocolo experimental, desenvolvido por nós, para a avaliação da capacidade evocativa da 

memória de camundongos, bem como discutimos alguns dos resultados obtidos na fase da 

caracterização deste protocolo (teste piloto). 

 

O capítulo 6 encerra este trabalho com os comentários finais e as perspectivas futuras, seguido 

das cópias dos artigos publicado e do certificado de aprovação deste trabalho no comitê de ética 

no uso de animais da Faculdade de Filosofia, Ciências e Letras de Ribeirão Preto. 

 

Note que, nos próximos capítulos que, para facilitar o entendimento a respeito de cada modelo 

de caminhada aleatória discutido, as equações necessárias apresentadas em tópicos iniciais, 

serão novamente retomadas, porém com a numeração da primeira referência. 
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Nesta seção, introduziremos conceitos fundamentais para o entendimento desta tese, como 

processos difusivos e o problema da caminhada aleatória. 

 

2.1. Processos difusivos 

 

Na natureza, podemos observar, frequentemente, processos difusivos que estão presentes em 

processos físicos, químicos e biológicos [43]. Por exemplo, na propagação de doenças, em 

reações químicas, na propagação do calor, em migrações populacionais, entre outros. Tais 

fenômenos enquadram-se na categoria dos sistemas dinâmicos e complexos e, em sua maioria, 

pertencem à classe de sistemas fora do equilíbrio. 

 

O fenômeno de difusão (frequentemente chamado de transporte de matéria) consiste em um 

movimento aleatório de partículas de uma região de maior concentração para uma região de 

menor concentração até se estabelecer um equilíbrio [44]. A difusão é um processo lento, exceto 

quando o gradiente de concentração for muito elevado, ou as distâncias percorridas forem curtas. 

 

A difusão possui uma importância fundamental em diversas áreas, como por exemplo, em 

projetos de catalisadores em indústria química, na química e na biologia, nos quais a difusão é 

a principal forma de transporte para materiais necessários, tais como, aminoácidos no interior 

das células, onde a passagem de substâncias através da membrana se dá em resposta ao 

gradiente de concentração. 

 

 

 

Conceitos Fundamentais 

2 
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Figura 2.1: (Ilustração de como ocorre o processo de difusão, no qual a passagem de 

substâncias por meio da membrana se dá em resposta ao gradiente de concentração (a) até se 

atingir um equilíbrio (b).) 

 

Introduziremos dois conceitos a respeito da difusão: a difusão normal (ou usual) e a anômala. 

Na difusão normal o sistema, obrigatoriamente, apresenta uma dependência linear no 

crescimento temporal da variância, ou seja, var ≡< x2(t) > − < x(t) > ² ∝ t η , (η = 1). Caso η ≠ 

1, a difusão é dita anômala. 

 

Figura 2.2: A esquerda temos uma representação do movimento Browniano (difusão normal) 

e a direita uma representação do voo de Lévy¹ (difusão anômala). 

 

 

 

 

1 Voos de Lévy são caracterizados pela contrução de trajetórias curtas e longas, possuindo predominantemente, 

trajetórias curtas. 
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2.1.1. Difusão 

 

Podemos quantificar a rapidez com que o processo de difusão ocorre, definindo a densidade de 

fluxo de partículas, denotada por 𝐽 , ao longo de um tubo de área de seção transversal S 

constante, como: 

 

 𝐽 =  𝐶(𝑟, 𝑡)𝑖 (2.1) 

 

onde, 𝐶(𝑟, 𝑡) é o número de moléculas que se difunde por unidade de volume (concentração) 

e 𝑖 a velocidade com a qual esta massa de substância se difunde. 

 

Para processos de difusão em estado estacionário, a equação que correlaciona o fluxo de 

partículas 𝐽 com o gradiente de concentração ∇⃗⃗⃗𝐶, é denominada de ”Primeira Lei de Fick”, e 

é definida como: 

 

 𝐽 =  −𝐷 ∇⃗⃗⃗𝐶 (2.2) 

em que D é um coeficiente intrínseco da substância e é denominado de coeficiente de difusão. 

O sinal negativo indica que o fluxo ocorre no sentido das concentrações altas para as 

concentrações baixas. 

 

Consideremos que, em uma superfície hipotética S, não exista um ponto no qual a substância 

difusiva é criada ou destruída. Então, a equação que estabelece a conservação da substância é 

conhecida como ”Equação da Continuidade”e é definida por [44, 45]: 

 

 𝜕𝐶

𝜕𝑡
+ ∇⃗⃗⃗ . 𝐽  =  0 

(2.3) 

 

Calculando o divergente de 𝐽 , dado pela equação (2.2), e combinando com a equação da 

continuidade (2.3), podemos obter a equação que prevê a variação temporal da concentração a 

partir do conhecimento de sua variação espacial, denominada de ”Segunda Lei da Difusão de 

Fick”, também conhecida como equação de difusão normal [44, 45]: 
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 𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝐷 ∇⃗⃗⃗2𝐶 

(2.4) 

 

Caso, na superfície hipotética S, exista um ponto no qual a substância difusiva seja criada ou 

destruída, a equação da continuidade (2.3) é representada por: 

 

 𝜕𝐶

𝜕𝑡
+ ∇⃗⃗⃗ . 𝐽  =  𝛿 

(2.5) 

 

onde δ é a densidade da fonte, a qual representa que a substância difusiva foi destruída quando 

δ < 0 e criada quando δ > 0. 

 

Calculando o divergente de 𝐽 , dado pela equação (2.2), e combinando com a equação da 

continuidade (2.5), podemos obter a equação de difusão não homogênea, dada por: 

 

 𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝐷 ∇⃗⃗⃗2𝐶 +  𝛿 

(2.6) 

 

2.2. O problema do caminhante aleatório 

 

Uma caminhada aleatória é um processo estocástico formada pela sucessão de passos aleatório. 

O termo foi introduzido em 1905 por Karl Pearson no trabalho intitulado ”O problema da 

caminhada aleatória” [46]. Tal problema consiste em determinar a probabilidade de encontrar 

um caminhante unidimensional (ou seja, podendo se deslocar l unidades, a partir da origem 0 

no sentido positivo do eixo (direita), com probabilidade p, ou no sentido negativo do eixo 

(esquerda), com probabilidade q = 1-p) na posição x=ml depois de ter dado N passos (m inteiro 

e -N ≤ m ≤ N). 

 

Sendo n+ e n−, respectivamente, o número de passos dados no sentido positivo e negativo do 

eixo, a probabilidade de uma determinada sequência de N passos é dada por: 

 

 (𝑝. . . 𝑝)(𝑞. . . 𝑞)  =  𝑝𝑛
+
𝑞𝑛

−
 (2.7) 
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por outro lado, o número de sequências desse tipo é dada por: 

 

 𝑁!

𝑛+! 𝑛−!
 

(2.8) 

 

e mais, a probabilidade de, num total de N passos, o caminhante ter dado n+ passos no sentido 

positivo do eixo e n− passos no sentido negativo do eixo é igual ao número de combinações de 

N elementos tomados n+ a n+, 

 

 
PN(n

+)  = (
N

n+
)pn

+
qn

−
 =  

𝑁!

𝑛+! 𝑛−!
 pn

+
qn

−
 

(2.9) 

 

Como n+ + n− = N e n+ − n− = m, podemos reescrever a equação 2.9, como sendo: 

 

 
PN(m)  =  

𝑁!

(
𝑁 +𝑚
2 ) ! (

𝑁 −𝑚
2 ) !

 p(
𝑁+𝑚
2

)q(
𝑁−𝑚
2

)
 

(2.10) 

 

Note que PN (m) está devidamente normalizada e mais, PN (m) pode ser interpretado como 

sendo a probabilidade de encontrar o caminhante na posição x = ml, num dado tempo t = Nτ. 

Logo, podemos escrever a seguinte recorrência para a probabilidade de encontrar o caminhante 

num dado passo N+1 (é fácil verificar que a equação 2.9 satisfaz essa afirmação) [47]: 

 

 PN+1(m)  =  pPN(m − 1) +  qPN(m + 1) (2.11) 

 

Subtraindo de ambos os termos PN (m), considerando o caso particular em que p = q = 1/2 e 

tomando o limite em que τ e l são muito pequenos, podemos rescrever a equação 2.11 na forma 

contínua: 

 

 𝜕𝑃

𝜕𝑡
 ~𝐷

𝜕²𝑃

𝜕𝑥²
 

(2.12) 

 

com coeficiente de difusão D = 𝑙² 2𝜏⁄ . 
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2.2.1. Valor esperado e medidas de dispersão 

 

Discutiremos, nesta seção, sobre o conceito de valor esperado ou valor médio, que, embora 

aparente ser algo simples, possui diversas aplicações. 

 

Consideremos ξ uma variável aleatória² discreta, que pode assumir N valores. A probabilidade 

de ocorrência de ξi é descrita por P (ξi) ∈  [0, 1]. Consideraremos a distribuição de 

probabilidade normalizada, ou seja: 

 

 

∑𝑃(𝜉𝑖) = 1

𝑁

𝑖=1

 

(2.13) 

 

Podemos definir o valor esperado ou médio da variável aleatória ξ, como sendo: 

 

𝜉̅ = 〈𝜉〉 =∑𝜉𝑖 𝑃(𝜉𝑖)

𝑁

𝑖=1

 

 

(2.14) 

2.2.2. Propriedades do valor esperado 

 

A seguir, listaremos algumas propriedades fundamentais do valor esperado: 

 

p1. Seja k uma constante real. Então, 〈𝑘〉 = k. 

 

p2. Seja k uma constante real e ξ uma variável aleatória. Então, 〈𝑘ξ〉 = k〈𝜉〉. 

 

p3. Sejam ξ e ρ variáveis aleatórias quaisquer. Então, 〈𝜉 + 𝜌〉  =  〈𝜉〉 + 〈𝜌〉. 

 

p4. Sejam ξ e ρ variáveis aleatórias quaisquer e k uma constante real. Então, 〈𝑘 + 𝜉 + 𝜌〉 =

 𝑘 + 〈𝜉〉 + 〈𝜌〉. 

 

p5. Sejam n variáveis aleatórias ξ1 , ..., ξn . Então, 〈ξ1 +. . . +ξn〉  =  〈𝜉1〉+. . . +〈𝜉𝑛〉. 

 

p6. Sejam ξ e ρ variáveis aleatórias independentes. Então, 〈𝜉𝜌〉  =  〈𝜉〉〈𝜌〉. 

2 Uma variável aleatória pode ser entendida como uma função que associa cada elemento do espaço amostral a um 

número, cujo valor depende de fatores aleatórios. 
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p7. Seja f : ℝ→ ℝ uma função convexa3 e ξ uma variável aleatória integrável, ou seja, 

〈𝜉〉  ≤ ∞ . Então, 〈𝑓(𝜉)〉 ≥ 𝑓(〈𝜉〉). Tal propriedade é conhecida como Desigualdade de 

Jensen [48]. 

 

O objetivo de medidas de dispersão é medir o quão próximo uns dos outros, estão os valores de 

um grupo. A seguir, introduziremos o conceito de desvio médio, desvio quadrático e segundo 

momento. 

 

O desvio médio4 é definido por: 

 

 ∆ξ = |ξ − 〈𝜉〉| (2.15) 

 

Note que: 

 

 〈∆ξ〉 = 〈ξ − 〈𝜉〉〉  =  〈ξ〉 − 〈ξ〉  =  0 (2.16) 

 

O desvio quadrático é dado por: 

 

 (∆ξ)² = (ξ − 〈𝜉〉)² (2.17) 

 

O valor médio do desvio quadrático é denominado segundo momento ou dispersão e é dado 

por: 

 〈(∆ξ)²〉 = 〈𝜉²〉 − 〈𝜉〉² (2.18) 

 

observa-se que 〈(∆ξ)²〉 ≥  0, significando que, 〈𝜉²〉 ≥ 〈𝜉〉². 

 

A raiz quadrada da dispersão é chamada de desvio padrão, ou seja: 

 

 
√〈(∆ξ)²〉 = √〈𝜉²〉 − 〈𝜉〉² 

(2.19) 

 

 

 

3Seja I ⊆ R, um intervalo. Dizemos que a função f : I → R é convexa se, para todos a,b ∈ I e t ∈ [0, 1], tem-se 

que:  f ( (1 − t) a + tb ) ≤ (1 − t) f (a) + tf (b). 

4Desvio médio representa a média das distâncias entre cada elemento da amostra e seu valor médio. 
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2.2.3. Aplicação no problema da caminhada aleatória 

 

Calculemos o valor esperado de o caminhante dar um passo no sentido positivo do eixo no 

problema da caminhada aleatória: 

 

 
〈n+〉 = ∑ n+ 𝑃𝑁(n

+)

𝑁

n+=0

= ∑
𝑁!

𝑛+! 𝑛−!
 pn

+
qn

−

𝑁

n+=0

n+ 

(2.20) 

 

Note que: 

 

 
pn

+
n+ = p

𝜕

𝜕𝑝
(pn

+
) 

(2.21) 

 

e mais, como n− = N − n+ , podemos reescrever a equação 2.20 como: 

 

 
〈n+〉 = ∑

𝑁!

𝑛+! (𝑁 − 𝑛+)!
 q(N−𝑛

+)

𝑁

n+=0

p
𝜕

𝜕𝑝
(pn

+
) 

(2.22) 

 

e mais, 

 
〈n+〉 = p

𝜕

𝜕𝑝
[∑

𝑁!

𝑛+! (𝑁 − 𝑛+)!
 pn

+
q(N−𝑛

+)

𝑁

n+=0

] 
(2.23) 

 

observe que o termo em colchetes é igual à (p + q)N , logo: 

 

 
〈n+〉 = p

𝜕

𝜕𝑝
(p + q)N 

(2.24) 

 

Derivando, temos: 

 

 〈n+〉 = pN(p + q)N−1 = pN (2.25) 

 



13 

 

Este resultado nos mostra que o número médio de passos dados no sentido positivo do eixo 

〈n+〉 após o caminhante ter dado N passos, e considerando, respectivamente, p e q como sendo 

a probabilidade de ele se deslocar no sentido positivo e negativo do eixo é igual à pN. 

 

De maneira análoga, 

 

 〈n−〉 = qN(p + q)N−1 = qN (2.26) 

 

Outra grandeza importante é o segundo momento: 

 

 
〈(n+)²〉 = ∑ (n+)² 𝑃𝑁(n

+)

𝑁

n+=0

= ∑
𝑁!

𝑛+! 𝑛−!
 pn

+
qn

−

𝑁

n+=0

(n+)² 
(2.27) 

 

Note que, 

 

 
pn

+
(n+)² = p

𝜕

𝜕𝑝
[p

𝜕

𝜕𝑝
(pn

+
)] 

(2.28) 

 

Logo: 

 
〈(n+)²〉 = ∑

𝑁!

𝑛+! 𝑛−!
 qn

−

𝑁

n+=0

p
𝜕

𝜕𝑝
[p

𝜕

𝜕𝑝
(pn

+
)] 

(2.29) 

  

〈(n+)²〉 = p
𝜕

𝜕𝑝
{p

𝜕

𝜕𝑝
[∑

𝑁!

𝑛+! 𝑛−!
 pn

+
qn

−

𝑁

n+=0

]} 

 

 

(2.30) 

 

Portanto, 

 

 
〈(n+)²〉 = p

𝜕

𝜕𝑝
[pN(p + q)N−1] = pN −  p²N(N − 1) 

(2.31) 

 

Por fim, o segundo momento é dado por: 
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 〈(Δn+)²〉 = 〈(n+)²〉 − 〈n+〉² =  Npq (2.32) 

 

Por meio do segundo momento, podemos obter o desvio padrão: 

 

 
√〈(Δn+)²〉 =  √Npq 

(2.33) 
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Diversos modelos de CA vêm sendo aplicados a diversas áreas, pois, por meio de modelos 

simples, somos capazes de descrever fenômenos que ocorrem na natureza. Um exemplo é a 

possibilidade da representação de testes clínicos que nos fornecem como respostas variáveis 

dicotômicas (sucesso ou fracasso, por exemplo) por meio de caminhadas aleatórias. Isto é 

possível, pois podemos considerar o resultado do teste como sendo o deslocamento do 

caminhante no sentido positivo ou negativo do eixo, por exemplo. Essa representação 

possibilitará a realização de análises estatísticas baseadas nos modelos computacionais, bem 

como a verificação de modelos que melhor representem o comportamento observado 

experimentalmente, que poderão ser útieis para um diagnóstico clínico e/ ou entendimento de 

determinadas doenças, por exemplo.  

 

Neste capítulo, trataremos o caso das caminhadas aleatórias unidimensionais, nas quais o 

caminhante somente poderá se deslocar no sentido positivo ou negativo do eixo e cujo passo 

no presente depende fortemente de decisões tomadas no passado (processo estocástico não-

Markoviano). Apresentamos o modelo de CA encontrados na literatura, como o modelo de  

memória completa [38], falhas na memória [39 - 41] e perfil de memória exponencial [42]. 

 

3.1. Memória completa (modelo do elefante) 

 

Neste modelo proposto por Schütz e Trimper [38], a dinâmica de evolução do caminhante, no 

tempo t+1, é descrita por meio da seguinte equação de evolução estocástica: 

 

 𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + 𝜈𝑡+1 (3.1) 

 

onde a variável estocástica 𝜈𝑡+1  assume valores ±1 (no qual +1 e -1, representam 

respectivamente, o caminhante se deslocando no sentido positivo e negativo do eixo). A 

memória consiste no conjunto de variáveis aleatórias 𝜈𝑡′ no qual o caminhante acessa a sua 

memória por meio da seguinte dinâmica: 

 

 

 

Modelos de Caminhadas Aleatórias com Memória: 

Revisão Literária 

3 
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(R1) Em t+1, o caminhante escolhe aleatoriamente, um tempo passado 𝑡′𝜖 [1, 𝑡] , com 

probabilidade 1/t. 

 

(R2) 𝜈𝑡+1 é definida estocasticamente segundo a seguinte regra: 

 

 
𝜈𝑡+1 = {

+𝜈𝑡′   ,    𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑝
−𝜈𝑡′    ,   𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 1 − 𝑝

 
(3.2) 

 

no qual a probabilidade p representa o processo de decisão do sistema. Quando p < 0,5, o 

caminhante, predominantemente, faz o oposto do que foi recordado do passado (é dito 

reformista) e, por outro lado, quando p > 0,5, predominantemente, tende a fazer a mesma coisa 

do que foi recordado do passado (é dito tradicionalista). Quando p = 0,5, o passado não 

influencia na decisão do caminhante, tornando-a completamente aleatória. Em geral, sistemas 

biológicos tendem a restaurar o sistema a uma condição normal, como resposta oposta a 

estímulos externos. 

 

Para o primeiro passo dado em t = 0, o caminhante inicia a sua trajetória aplicando a seguinte 

regra: 

 

(R3) O caminhante inicia a sua caminhada em X0 e se desloca uma unidade no sentido positivo 

do eixo com probabilidade q, ou no sentido negativo do eixo, com probabilidade 1 - q, ou seja, 

 

 
𝜈1 = {

+1   ,    𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑞    
−1   ,   𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 1 − 𝑞

 
(3.3) 

 

Por meio das definições acima, é fácil notar que: 

 

 

𝑋𝑡 = 𝑋𝑜 +∑ 𝜐𝑡′

𝑡

𝑡′=1

 

(3.4) 
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Considerando m+ e m−, respectivamente, como sendo o número de passos dados, até t, no 

sentido positivo e negativo do eixo, a probabilidade efetiva de o caminhante se deslocar no 

sentido positivo 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (x, t) e negativo 𝑃𝑒𝑓𝑓

− (x, t) do eixo é dada por: 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑥, 𝑡)  =  [

𝑚+

𝑡
𝑝 +

𝑚−

𝑡
(1 − 𝑝)] 

(3.5) 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)  =  [

𝑚−

𝑡
𝑝 +

𝑚+

𝑡
(1 − 𝑝)] 

(3.6) 

 

onde m+ + m− = t, m+ - m− = Xt - X0 e 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (x, t) + 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (x, t) = 1. 

 

Logo, podemos reescrevê-las como: 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑥, 𝑡)  =  

1

2
[
𝛼(𝑋𝑡 − 𝑋0)

𝑡
+ 1] 

(3.7) 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)  =  

1

2
[1 −

𝛼(𝑋𝑡 − 𝑋0)

𝑡
] 

(3.8) 

 

Então, podemos calcular a velocidade efetiva 〈𝜈𝑡+1
𝑒𝑓𝑓〉, a partir das equações 3.7 e 3.8, 

 

 〈𝜈𝑡+1
𝑒𝑓𝑓〉 = 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (𝑥, 𝑡) − 𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)  =  

𝛼

𝑡
(〈𝑋𝑡〉 − 𝑋0)  

(3.9) 

 

onde α = 2p - 1, 〈𝜈𝑡+1
𝑒𝑓𝑓〉 = 𝑑

〈𝑥〉
𝑑𝑡⁄  e dá origem à uma equação de recursão do deslocamento 

médio, considerando 〈xt〉 = 〈𝑋𝑡〉 − 𝑋0 , 

 

  〈𝑥𝑡+1〉 =  (1 +
𝛼

𝑡
) 〈𝑥𝑡〉  

t ≥ 1  (3.10) 
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Os resultados analíticos para o primeiro 〈xt〉 e o segundo momento de 〈xt²〉 foram descritos 

por Schütz e Trimper em [38], obtidos de maneira iterativa a partir da equação 3.10 e estão 

expostos a seguir, para t ≫ 1: 

 

 
〈𝑥𝑡〉 = 〈𝜐1〉

𝛤(𝑡 + 𝛼)

𝛤(𝛼 + 1)𝛤(𝑡)
 ~ 

𝛽

𝛤(𝛼 + 1)
𝑡𝛼   

(3.11) 

 

onde β = 2q−1 (característica dependente do primeiro passo do caminhante) definido no 

intervalo [−1, 1]. Quando α < 0, o caminhante é denominado reformista (tende a fazer o oposto 

das decisões que foram recobradas) e, em média, para t → ∞, o caminhante tende a permanecer 

onde começou [38]. Quando α > 0, o caminhante é denominado tradicionalista (tende à tomar 

as mesmas decisões que foram recobradas) e o deslocamento médio tende à aumentar 

indefinidamente [38]. O caso Markoviano, efetivamente sem memória, é α = 0. 

 

Para o deslocamento quadrático médio, temos: 

 

 
〈𝑥𝑡
2〉 =

𝑡

2𝛼 − 1
(

𝛤(𝑡 + 2𝛼)

𝛤(𝑡 + 1)𝛤(2𝛼)
− 1)   

(3.12) 

 

No limite assintótico (t → ∞), temos: 

 

 

〈𝑥𝑡
2〉 =

{
 
 

 
 

𝑡

3 − 4𝑝
                                 𝑝 < 3/4

𝑡 ln(𝑡)                                  𝑝 = 3/4

𝑡4𝑝−2 

(4𝑝 − 3)Γ(4𝑝 − 2)
               𝑝 > 3/4

 

 

(3.13) 

 

Note que o ponto p = pc =3/4 é um ponto crítico. Quando α > 1/2 (corresponde à p > 3/4), o 

deslocamento quadrático médio aumenta mais forte do que linearmente ~ t2p-2 , e o caminhante 

apresenta um regime superdifusivo. Quando α < 1/2 (corresponde à p < 3/4), o deslocamento 

quadrático médio aumenta linearmente com o tempo, e o caminhante apresenta um regime 

localizado. Um fato interessante surge quando 0 ≤ α ≤ 1/2 (corresponde à 1/2 ≤ p ≤ 3/4), em 

que o regime não é localizado, porém, o comportamento difusivo é mantido na variância, devido 

ao fato de o deslocamento médio divergir, com expoente α < 1/2, e ser menor do que o 
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deslocamento quadrático médio. Quando α = 1/2 (corresponde à p = 3/4), o regime é, 

marginalmente, superdifusivo. 

 

Um parâmetro importante utilizado para analisar tipo de difusão do movimento é o expoente de 

Hurst H. Para obter o expoente de Hurst, é necessário calcular o deslocamento quadrático médio 

em função do tempo t. No limite assintótico, t → ∞: 

 

 〈𝑥𝑡
2〉 ~ 𝑡2𝐻 (3.14) 

 

Os processos subdifusivo, difusivo normal e superdifusivo, são, respectivamente, H < ½, H = 

½ e H > ½. 

 

A figura a seguir ilustra a estimativa do expoente de Hurst em função do parâmetro de decisão 

do sistema, reproduzido por meio de simulação computacional (círculos vazios), com 106 

repetições e tmáximo = 106 , e o resultado exato (linha tracejada em vermelho), obtido por meio 

das equações 3.13: 

 

 

Figura 3.1: Expoente de Hurst em função do parâmetro p. A linha tracejada vermelha 

representa o resultado analítico e os círculos, resultados obtidos por meio de simulação 
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computacional (106 repetições). Podemos notar que p = 3/4 é o ponto crítico do sistema, onde 

o mesmo muda de regime: difusão normal (H = 0.5) para superdifusão (H > 0.5). 

 

A probabilidade condicional de encontrar o caminhante em uma dada posição x em um dado 

tempo t + 1, dadas as condições iniciais X0 = 0 em t = 0, é estabelecida por: 

 

 𝑃(𝑋, 𝑡 + 1 | 𝑋0, 𝑡 =  0)  =  𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑋, 𝑡)𝑃(𝑋 + 1, 𝑡 | 𝑋0, 𝑡 =  0) + 

𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑋, 𝑡)𝑃(𝑋 − 1, 𝑡 | 𝑋0, 𝑡 =  0)   

 

(3.15) 

 

Substituindo as probabilidades efetivas descritas nas equações 3.7 e 3.8, 

 

𝑃(𝑋, 𝑡 + 1 | 𝑋0, 𝑡 =  0)  =  
1

2
[1 −

𝛼(𝑋𝑡 − 𝑋0)

𝑡
] 𝑃(𝑋 + 1, 𝑡 | 𝑋0, 𝑡 =  0) + 

1

2
[
𝛼(𝑋𝑡 − 𝑋0)

𝑡
+ 1] 𝑃(𝑋 − 1, 𝑡 | 𝑋0, 𝑡 =  0)   

 

(3.16) 

 

Adotando P(X, t|X0, t0) ≡ P(X − X0 , t − t0) e subtraindo P(X, t) de ambos os lados, temos: 

 

     𝑃(𝑋, 𝑡 + 1) − 𝑃(𝑋, 𝑡)  =  
1

2
𝑃(𝑋 + 1, 𝑡) + 

1

2
𝑃(𝑋 − 1, 𝑡)  −  𝑃(𝑋, 𝑡)  − 

𝛼𝑋

2𝑡
𝑃(𝑋 + 1, 𝑡 )  + 

𝛼𝑋

2𝑡
𝑃(𝑋 − 1, 𝑡 )   

 

(3.17) 

 

Dividindo ambos os lados por h e tomando o limite h → 0, no limite assintótico (t → ∞), 

 

 𝜕𝑃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=
1

2

𝜕²𝑃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥²
−
𝛼

𝑡

𝜕[𝑥𝑃(𝑥, 𝑡)]

𝜕𝑥
 

t ≫ 1 (3.18) 

 

Esta é a equação de Fokker-Plank para o modelo de caminhada aleatória do Elefante, que 

descreve toda a dinâmica do sistema. 

 

Diversas alterações deste modelo vêm sendo desenvolvidas ao longo dos anos, como os 

desenvolvidos por nós e expostos nesta tese. 
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3.2. Caminhada aleatória com falha na memória 

 

Com o objetivo de adicionar falha à memória do modelo de memória completa [38], tornando-

o mais realístico, discutiremos nesta seção dois modelos de caminhadas aleatórias não-

Markovianas, em que há uma limitação na memória disponível ao caminhante: O modelo de 

caminhada aleatória com falha na memória antiga [39], e o modelo de caminhada aleatória com 

falha na memória recente - modelo do Alzheimer [40] (ou seja, o caminhante não consegue 

acessar a fração de memória referente à memória recente). Em ambos os modelos, o caminhante 

tem acesso, somente, a uma fração f da memória, equivalente a um comprimento de memória 

igual à L = f t. 

 

3.2.1. Memória recente 

 

Da Silva et al. [39] desenvolveram o modelo de caminhada aleatória com falha na memória 

antiga, denominado de modelo de memória recente (CA-MR). Neste modelo, o caminhante 

apresenta uma limitação na sua memória e não consegue acessar a fração de memória referente 

à memória antiga, de tal modo que o mesmo só consegue acessar um comprimento de memória 

L = f t referente à memória recente, conforme ilustrado na figura 3.2, a seguir: 

 

 

Figura 3.2: Representação do perfil de memória do modelo de caminhada aleatória descrito 

por [39]. 

 

Como no modelo de memória completa [38], o caminhante também realiza um movimento uni-

dimensional para a direita (sentido positivo do eixo) ou para a esquerda (sentido negativo do 

eixo). O tempo é discreto, e a equação de evolução estocástica, em t + 1, que descreve o 

deslocamento do caminhante, é dada por: 

 

 𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + 𝜈𝑡+1 (3.1) 
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onde a variável estocástica 𝜈𝑡+1  assume valores ±1 (onde +1 e -1, o caminhante se desloca, 

respectivamente, no sentido positivo e negativo do eixo). A memória consiste no conjunto de 

variáveis aleatórias 𝜈𝑡′ , onde o caminhante acessa a sua memória por meio da seguinte 

dinâmica: 

 

(R1) Em t+1, o caminhante escolhe aleatoriamente um tempo passado 𝑡′𝜖 [(1 − 𝑓)𝑡, 𝑡], com 

probabilidade 1/f t. 

 

(R2) 𝜈𝑡+1 é definida estocasticamente segundo a seguinte regra: 

 

 
𝜈𝑡+1 = {

+𝜈𝑡′   ,    𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑝
−𝜈𝑡′    ,   𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 1 − 𝑝

 
(3.2) 

 

onde a probabilidade p representa o processo de decisão do sistema, como o definido na seção 

3.1. 

 

Para o primeiro passo dado em t = 0, o caminhante inicia a sua trajetória por meio da seguinte 

regra: 

 

(R3) O caminhante inicia a sua caminhada em X0 e se desloca uma unidade no sentido positivo 

do eixo com probabilidade q, ou no sentido negativo do eixo, com probabilidade 1 - q, ou seja, 

 

 
𝜈1 = {

+1   ,    𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑞    
−1   ,   𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 1 − 𝑞

 
(3.3) 

 

Por meio das definições acima, é fácil notar que: 

 

 

𝑋𝑡 = 𝑋𝑓𝑡 + ∑ 𝜐𝑡′

𝑡

𝑡′=𝑓𝑡

 

 

(3.19) 
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Considerando m+ e m−, respectivamente, como sendo o número de passos dados, de (1-f) t até 

t, no sentido positivo e negativo do eixo, a probabilidade efetiva de o caminhante se deslocar 

no sentido positivo 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (x, t) e negativo 𝑃𝑒𝑓𝑓

− (x, t) do eixo é dada por: 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑥, 𝑡)  =  [

𝑚+

𝑓𝑡
𝑝 +

𝑚−

𝑓𝑡
(1 − 𝑝)] 

(3.20) 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)  =  [

𝑚−

𝑓𝑡
𝑝 +

𝑚+

𝑓𝑡
(1 − 𝑝)] 

(3.21) 

 

onde m+ + m− = L, m+ - m− = Xt - X(1-f)t e 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (x, t) + 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (x, t) = 1. 

 

Logo, podemos reescrevê-las, como: 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑥, 𝑡)  =  

1

2
[
𝛼(𝑋𝑡 − 𝑋(1−𝑓)𝑡)

𝑓𝑡
+ 1] 

(3.22) 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)  =  

1

2
[1 −

𝛼(𝑋𝑡 − 𝑋(1−𝑓)𝑡)

𝑓𝑡
] 

(3.23) 

 

Então podemos calcular a velocidade efetiva 〈𝜈𝑡+1
𝑒𝑓𝑓〉 a partir das equações 3.22 e 3.23, 

 

 〈𝜈𝑡+1
𝑒𝑓𝑓〉 = 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (𝑥, 𝑡) − 𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)  =  

𝛼

𝑓𝑡
(〈𝑋𝑡〉 − 〈𝑋(1−𝑓)𝑡〉)  

(3.24) 

 

onde α = 2p - 1, 〈𝜈𝑡+1
𝑒𝑓𝑓〉 = 𝑑

〈𝑥〉
𝑑𝑡⁄  e dá origem à uma equação de recursão do deslocamento 

médio, considerando 〈xt〉 = 〈𝑋𝑡〉 − 𝑋0 , 

 

  〈𝑥𝑡+1〉 =  (1 +
𝛼

𝑓𝑡
) 〈𝑥𝑡〉 − 

𝛼

𝑓𝑡
〈𝑥(1−𝑓)𝑡〉 

t ≥ 1  (3.25) 
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A fim de analisar o comportamento difusivo do sistema, verificamos, computacionalmente, o 

expoente de Hurst para cada parâmetro p em função de alguns parâmetros f, conforme exposto 

na figura a seguir: 

 

 

Figura 3.3: Expoente de Hurst em função do parâmetro p, para f = 1/10, 1/4, 1/2, 3/2, 9/10, 

95/100. A linha tracejada vermelha representa o caso quando f = 1, ou seja, representa o Modelo 

de memória completa [38]. 

 

3.2.2. Memória antiga: Modelo do Alzheimer 

 

Após da Silva et al. [39] caracterizarem o modelo de caminhada aleatória com falha de memória 

antiga, Cressoni et al. [40] desenvolveram o modelo de caminhada aleatória com falha na 

memória recente, denominado de modelo do Alzheimer (CA-MA). Neste modelo, o caminhante 

apresenta uma limitação na sua memória e não consegue acessar a fração de memória referente 

à memória recente, de tal modo que ele só consegue acessar um comprimento de memória L = 

f t, referente a sua memória antiga, conforme ilustrado na figura 3.4, a seguir: 
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Figura 3.4: Representação do perfil de memória do modelo de caminhada aleatória descrito 

por [40]. 

 

Assim como no modelo de memória completa [38] e no modelo de memória recente [39], o 

caminhante também realiza um movimento unidimensional para a direita (sentido positivo do 

eixo) ou para a esquerda (sentido negativo do eixo). O tempo é discreto, e a equação de evolução 

estocástica, em t + 1, que descreve o seu deslocamento, é dada por: 

 

 𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + 𝜈𝑡+1 (3.1) 

 

onde a variável estocástica 𝜈𝑡+1  assume valores ±1 (onde +1 e -1, o caminhante se desloca, 

respectivamente, no sentido positivo e negativo do eixo). A memória consiste no conjunto de 

variáveis aleatórias 𝜈𝑡′ , em que o caminhante acessa a sua memória por meio da seguinte 

dinâmica: 

 

(R1) Em t+1, o caminhante escolhe aleatoriamente um tempo passado 𝑡′𝜖 [1, 𝑓𝑡] , com 

probabilidade 1/f t. 

 

(R2) 𝜈𝑡+1 é definida estocasticamente segundo a seguinte regra: 

 

 
𝜈𝑡+1 = {

+𝜈𝑡′   ,    𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑝     
−𝜈𝑡′    ,   𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 1 − 𝑝

 
(3.2) 

 

onde a probabilidade p representa o processo de decisão do sistema, como definido na seção 

3.1. 

 

Para o primeiro passo dado em t = 0, o caminhante inicia a sua trajetória em conformidade à 

seguinte regra: 
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(R3) O caminhante inicia a sua caminhada em X0 e se desloca uma unidade no sentido positivo 

do eixo com probabilidade q, ou no sentido negativo do eixo, com probabilidade 1 - q, ou seja, 

 

 
𝜈1 = {

+1   ,    𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑞    
−1   ,   𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 1 − 𝑞

 
(3.3) 

 

Por meio das definições acima, é fácil notar que: 

 

 

𝑋𝑓𝑡 = 𝑋0 +∑ 𝜐𝑡′

𝑓𝑡

𝑡′=1

 

 

(3.26) 

 

Considerando m+ e m−, respectivamente, como sendo o número de passos dados, até ft, no 

sentido positivo e negativo do eixo, a probabilidade efetiva de o caminhante se deslocar no 

sentido positivo 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (x, t) e negativo 𝑃𝑒𝑓𝑓

− (x, t) do eixo é dada por: 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑥, 𝑡)  =  [

𝑚+

𝑓𝑡
𝑝 +

𝑚−

𝑓𝑡
(1 − 𝑝)] 

(3.27) 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)  =  [

𝑚−

𝑓𝑡
𝑝 +

𝑚+

𝑓𝑡
(1 − 𝑝)] 

(3.28) 

 

onde m+ + m− = L, m+ - m− = Xft - X0 e 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (x, t) + 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (x, t) = 1. 

 

Logo, podemos reescrevê-las, como: 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑥, 𝑡)  =  

1

2
[
𝛼(𝑋𝑓𝑡 − 𝑋0)

𝑓𝑡
+ 1] 

(3.29) 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)  =  

1

2
[1 −

𝛼(𝑋𝑓𝑡 − 𝑋0)

𝑓𝑡
] 

(3.30) 

 

Então podemos calcular a velocidade efetiva 〈𝜈𝑡+1
𝑒𝑓𝑓〉, a partir das equações 3.29 e 3.30, 
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 〈𝜈𝑡+1
𝑒𝑓𝑓〉 = 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (𝑥, 𝑡) − 𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)  =  

𝛼

𝑓𝑡
(〈𝑋𝑓𝑡〉 − 𝑋0)  

(3.31) 

 

onde α = 2p - 1, 〈𝜈𝑡+1
𝑒𝑓𝑓〉 = 𝑑

〈𝑥〉
𝑑𝑡⁄  e dá origem à uma equação de recursão do deslocamento 

médio, considerando 〈xt〉 = 〈𝑋𝑡〉 − 𝑋0 , 

 

  〈𝑥𝑡+1〉 = 〈𝑥𝑡〉 + 
𝛼

𝑓𝑡
〈𝑥𝑓𝑡〉 

t ≥ 1  (3.32) 

 

A fim de analisar o comportamento difusivo do sistema, Cressoni et al. [40] estimaram o 

expoente de Hurst para cada parâmetro p em função de alguns parâmetros f, conforme exposto 

na figura a seguir: 

 

 

 

Figura 3.5: O expoente de Hurst H como função do parâmetro de decisão p e da fração f da 

memória disponível para o caminhante. A linha tracejada representa o resultado analítico do 

modelo de memória completa. Os dados computacionais foram obtidos para um tempo de 

realização de 103 . No inset podemos observar o segundo momento < x2(t) > para diferentes 
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escolhas de p e f. Note o surgimento do caráter oscilatório para o caso p = 0.1 e f = 0.1 (Figura 

retirada da referência [40]). 

 

Surpreendentemente, para pequenos valores de p (anti-persistência) e f, o comportamento deixa 

de ser difusivo normal (como é no modelo de memória completa - f = 1.0 - H = 1/2) e passa a 

apresentar um comportamento superdifusivo (H > 1/2) com oscilações log-periódicas nos 

momentos. 

 

Como solução da equação 3.31, Ferreira et al. [49] propuseram uma solução na forma log-

periódica 〈𝑥𝑡〉 = ∑ 𝐴𝑖𝑖 𝑡𝛿𝑖𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑖𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶𝑖) , obtendo o seguinte sistema de equações 

transcendentais lincando B e δ: 

 

 𝛿 = 𝛼𝑓𝛿−1𝑐𝑜𝑠(𝐵 𝑙𝑛(𝑓)) (3.33) 

 

 𝐵 = 𝛼𝑓𝛿−1𝑠𝑖𝑛(𝐵 𝑙𝑛(𝑓)) (3.34) 

 

Note que o caso B = 0 recai em δ = αfδ−1 (ou seja, considera como solução da equação 3.31,  

〈𝑥𝑡〉 ∼ Atδ). 
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Figura 3.6: (a) Diagrama de fase completo, mostrando todos os regimes de difusão possíveis: 

I - oscilações log-periódicas com superdifusão (H > 0.5); Oscilações log-periódicas com difusão 

normal (H = 0.5): II - com Escape (0 ≤ δ ≤ 0.5) e III - Evanescente (δ < 0); IV - Difusão normal 

sem escape (δ < 0); V - Difusão normal com escape (0 ≤ δ ≤ 0.5) e VI - Superdifusão (δ = H > 

0.5). Primeiro momento em função do tempo para um regime na: (b) região III (δ = −0.83); (c) 

região II (δ = 0.30) e (d) região I (δ = 0.64) (Figura retirada da referência [41]). 

 

Constata-se, ainda, que tal modelo apresente uma característica semelhante tanto ao observado 

em pacientes com a DA, como ao observado em pacientes com amnésia anterógrada, o perfil 

de memória, em que ambos os pacientes perdem a capacidade de reter novas informações 

(memória recente) e passam a acessar apenas, a fração referente à memória antiga, como 

podemos observar na representação do perfil de memória, na Figura 3.7 a seguir: 
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Figura 3.7: Representação da porcentagem de memória normal com relação ao tempo para os 

tipos de amnésia anterógrada (a) e para a amnésia retrógrada (b). Figura adaptada da referência 

[50]. 

 

3.3. Memória exponencial 

 

Alves et al. [42] introduziram o modelo de caminhada aleatória com perfil de memória 

exponencial (CA-ME). Neste modelo, o caminhante é capaz de acessar toda a sua memória, 

porém, recorda frequentemente os eventos do passado mais recentes, do que eventos do passado 

mais distante. Conforme citamos nas seções acima, a equação que descreve a evolução do 

caminhante no tempo t + 1 é dada por: 

 

 𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + 𝜈𝑡+1 (3.1) 

 

onde, a variável estocástica 𝜈𝑡+1 , assume valores ±1 (onde +1 e -1, o caminhante se desloca, 

respectivamente, no sentido positivo e negativo do eixo).  

 

A memória consiste no conjunto de variáveis aleatórias 𝜈𝑡′, onde o caminhante acessa a sua 

memória por meio da seguinte dinâmica: 

 

(R1) Em t+1, o caminhante escolhe aleatoriamente um tempo passado 𝑡′𝜖 [1, 𝑡] , com 

probabilidade: 
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𝑃𝜆(𝑡′, 𝑡)  =  𝐴 𝑒𝑥𝑝 [

−𝜆(𝑡 − 𝑡′)

𝑡
] 

(3.35) 

 

no qual A é a constante de normalização e λ é uma constante adimensional de decaimento, que 

ajusta a forma da distribuição exponencial de maneira usual. 

 

(R2) 𝜈𝑡+1 é definida estocasticamente segundo a seguinte regra: 

 

 
𝜈𝑡+1 = {

+𝜈𝑡′   ,    𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑝
−𝜈𝑡′    ,   𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 1 − 𝑝

 
(3.2) 

 

onde a probabilidade p representa o processo de decisão do sistema, igual ao definido na seção 

3.1. 

 

Para o primeiro passo dado em t = 0, o caminhante inicia a sua trajetória por meio da seguinte 

regra: 

 

(R3) O caminhante inicia a sua caminhada em X0 e se desloca uma unidade no sentido positivo 

do eixo com probabilidade q, ou no sentido negativo do eixo, com probabilidade 1 - q, ou seja, 

 

 
𝜈1 = {

+1   ,    𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑞    
−1   ,   𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 1 − 𝑞

 
(3.3) 

 

Por meio das definições acima, é fácil notar que: 

 

 

𝑋𝑡 = 𝑋0 +∑ 𝜐𝑡′

𝑡

𝑡′=1

 

(3.4) 

 

Como, infelizmente, esse modelo não tem uma solução exata conhecida, Alves et al. [42] 

introduziram uma técnica para mapear o modelo de memória exponencial em um modelo de 

caminhada aleatória com perfil de memória retangular. A ideia é determinar uma fração efetiva 

de memória feff (λ) que faça com que o modelo de caminhada aleatória com perfil de memória 

retangular comporte-se da mesma forma que o modelo de memória exponencial, para um dado 
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λ. Logo, os resultados conhecidos e discutidos nas outras seções podem ser considerados 

equivalentes. Então, o comprimento efetivo de memória L, é definido por: 

 

 
𝐿 =  ∫

𝑃𝜆(𝑡′, 𝑡)

𝑃𝑚𝑎𝑥(𝑡′, 𝑡)
𝑑𝑡′

𝑡

0

 
(3.36) 

 

onde Pmax(t0 , t) é o valor máximo de Pλ(t0 , t). Inserindo a equação 3.35 na equação 3.36, temos 

que: 

 

 
𝐿 =  ∫ 𝑒𝑥𝑝 [

−𝜆(𝑡 − 𝑡′)

𝑡
] 𝑑𝑡′

𝑡

0

 =  (
1 − 𝑒−𝜆

𝜆
) 𝑡 

(3.37) 

 

considerando L = feff t, a equação 3.37 pode ser reescrita como: 

 

 
𝑓𝑒𝑓𝑓 = (

1 − 𝑒−𝜆

𝜆
) 

(3.38) 

 

Considerando m+ e m−, respectivamente, como sendo o número de passos dados, de t - L até t, 

no sentido positivo e negativo do eixo, a probabilidade efetiva de o caminhante se deslocar no 

sentido positivo 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (x, t) e negativo 𝑃𝑒𝑓𝑓

− (x, t) do eixo, é dada por: 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑥, 𝑡)  =  [

𝑚+

𝐿
𝑝 +

𝑚−

𝐿
(1 − 𝑝)] 

(3.39) 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)  =  [

𝑚−

𝐿
𝑝 +

𝑚+

𝐿
(1 − 𝑝)] 

(3.40) 

 

onde m+ + m− = L, m+ - m− = Xt - Xt-L e 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (x, t) + 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (x, t) = 1. 

 

Logo, podemos reescrevê-las, como: 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑥, 𝑡)  =  

1

2
[
𝛼(𝑋𝑡 − 𝑋𝑡−𝐿)

𝐿
+ 1] 

(3.41) 
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𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)  =  

1

2
[1 −

𝛼(𝑋𝑡 − 𝑋𝑡−𝐿)

𝐿
] 

(3.42) 

 

Então, podemos calcular a velocidade efetiva 〈𝜈𝑡+1
𝑒𝑓𝑓〉 a partir das equações 3.41 e 3.42, 

 

 〈𝜈𝑡+1
𝑒𝑓𝑓〉 = 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (𝑥, 𝑡) − 𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)  =  

𝛼

𝐿
(〈𝑋𝑡〉 − 〈𝑋𝑡−𝐿〉)  

(3.43) 

 

onde α = 2p - 1, 〈𝜈𝑡+1
𝑒𝑓𝑓〉 = 𝑑

〈𝑥〉
𝑑𝑡⁄  e dá origem à uma equação de recursão do deslocamento 

médio, considerando 〈xt〉 = 〈𝑋𝑡〉 − 𝑋0 , 

 

A probabilidade condicional de o caminhante estar na posição x no tempo t + 1, dada a posição 

inicial x0 em t = 0, é expressa por: 

 

                     𝑃(𝑥, 𝑡 + 1 | 𝑥0, 0)  =  𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)𝑃(𝑥 + 1, 𝑡 | 𝑥0, 0) + 

𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑥, 𝑡)𝑃(𝑥 − 1, 𝑡 | 𝑥0, 0)   

 

(3.15) 

 

Substituindo as equações 3.42 e 3.43 na equação 3.15, e tomando o limite do contínuo, podemos 

obter uma aproximação da equação de Fokker-Planck, como apresentada em [38], ou seja: 

 

 𝜕𝑃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=
1

2

𝜕²𝑃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥²
−
𝛼

𝐿

𝜕[𝑥𝑃(𝑥, 𝑡)  −  𝑥𝑡−𝐿𝑃(𝑥, 𝑡)]

𝜕𝑥
 

t ≫ 1 (3.44) 

 

A seguir, podemos observar o comportamento do expoente de Hurst em função do parâmetro 

de decisão do sistema, para alguns valores de constante de decaimento λ, para o modelo de 

memória exponencial: 
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Figura 3.8: Expoente de Hurst em função do parâmetro p para os modelos de memória 

completa e memória exponencial, para valores de λ = (5, 0.9, 2.0, 5.0 e 50.0), obtidos por meio 

de simulação computacional com tmax = 107 e 104 rodadas para a obtenção de médias. Figura 

retirada da referência [42]. 

 

É possível notar uma transição da difusão normal (H = 1/2) para superdifusão (H > 1/2) no 

ponto crítico p = 3/4, contrariando a crença comum que um modelo de caminhada aleatória com 

perfil de memória exponencial não pode dar origem a superdifusão. 
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Neste capítulo, trataremos o caso das caminhadas aleatórias unidimensionais com inspirações 

biológicas, desenvolvidos por nós, em que o caminhante somente pode se deslocar no sentido 

positivo ou negativo do eixo, e cujo passo no presente depende fortemente de decisões tomadas 

no passado (processo estocástico não-Markoviano). Apresentamos o modelo de CA com perfil 

de memória mista, parâmetro de decisão dinâmico [37], CA com memória enviesada inspirado 

no fenômeno da ecolalia, uma solução numérica para obter o primeiro momento de qualquer 

distribuição de probabilidade, CA interagindo com n-ésimos vizinhos e suas aplicações e um 

novo método para estimar o expoente de Hurst com baixa estatística. 

 

4.1. Memória mista 

 

Sabe-se que as informações retidas no cérebro humano, são rapidamente perdidas. O 

esquecimento é um processo natural que atinge tanto informações armazenadas na memória de 

curto prazo quanto na memória de longo prazo, do indivíduo [51 - 54]. Em 1885, o filósofo 

alemão Hermann Ebbinghaus apresentou a sua hipótese sobre a curva do esqucimento, aceita 

até os dias de hoje, quantificando a capacidade de reter informação ao longo de um período de 

tempo [55 - 56]. Tal hipótese sugere que o processo de esquecimento pode ser aproximado por 

uma função exponencial [57].  

 

A fim de introduzir tal característica nos modelos de caminhada aleatória não-Markovianos, 

propomos o modelo de CA com memória mista: perfil retangular e exponencial (CA-MM), em 

que o perfil de memória com decaimento exponencial é associado à memória antiga, 

representando o processo natural do esquecimento.  

 

Neste modelo, o caminhante é capaz de relembrar, com probabilidade uniforme, uma certa 

quantidade B de passos recentes e uma certa quantidade A de passos anteriores com 

probabilidade exponencial decrescente, de modo que A + B = t é o número total de passos. O 
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tempo é discreto, e a equação de evolução estocástica, em t + 1, que descreve o deslocamento 

do caminhante, é dada por: 

 

 𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + 𝜈𝑡+1 (3.1) 

 

onde a variável estocástica 𝜈𝑡+1 , assume valores ±1 (onde +1 e -1, o caminhante se desloca, 

respectivamente, no sentido positivo e negativo do eixo). A memória consiste no conjunto de 

variáveis aleatórias 𝜈𝑡′ , onde o caminhante acessa a sua memória por meio da seguinte 

dinâmica: 

 

(R1) Em t+1, o caminhante escolhe aleatoriamente um tempo passado 𝑡′𝜖 [1, 𝑡] , com 

probabilidade: 

 
𝑃(𝑡′, 𝑡)  =  {

𝜅 𝑒𝑥𝑝 [
−𝜆(𝐴 − 𝑡′)

𝐴
⁄ ] , 𝑡′ < 𝐴

𝜅                                 ,        𝑡′ ≥ 𝐴
 

 

(4.1) 

 

onde κ =  1/ [
1

t−A
+
A

λ
[1 − exp(−λ)]] é a constante de normalização e λ é uma constante 

adimensional de decaimento, que ajusta a forma da distribuição exponencial de maneira usual. 

 

(R2) 𝜈𝑡+1 é definida estocasticamente segundo a seguinte regra: 

 

 
𝜈𝑡+1 = {

+𝜈𝑡′   ,    𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑝
−𝜈𝑡′    ,   𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 1 − 𝑝

 
(3.2) 

onde a probabilidade p representa o processo de decisão do sistema, igual ao definido na seção 

3.1. 

 

Para o primeiro passo dado em t = 0, o caminhante inicia a sua trajetória por meio da seguinte 

regra: 

 

(R3) O caminhante inicia a sua caminhada em X0 e se desloca uma unidade no sentido positivo 

do eixo com probabilidade q, ou no sentido negativo do eixo, com probabilidade 1 - q, ou seja, 
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𝜈1 = {

+1   ,    𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑞    
−1   ,   𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 1 − 𝑞

 
(3.3) 

 

Por meio das definições acima, é fácil notar que: 

 

𝑋𝑡 = 𝑋0 +∑ 𝜐𝑡′

𝑡

𝑡′=1

 

(3.4) 

 

Como, infelizmente, esse modelo ainda não tem uma solução exata conhecida, Alves et al. [42] 

introduziram uma técnica para mapear o modelo de memória exponencial em um modelo de 

caminhada aleatória com perfil de memória retangular.  

 

A ideia é determinar uma fração efetiva de memória feff (λ) que faça com que o modelo de 

caminhada aleatória com perfil de memória retangular se comporte da mesma forma que o 

modelo de memória exponencial, para um dado λ. 

 

Por meio desse mapeamento, é definido um comprimento efetivo de memória retangular para 

o perfil de memória exponencial que resulta em um tamanho de memória Lλ = f* A, onde 0 < f*  

< 1 define a fração utilizada da memória retangular efetiva. 

 

A probabilidade de escolher um tempo passado t’ dentro do intervalo [A − Lλ , A] é dado 

simplesmente por 1/Lλ. O comprimento efetivo total de memória (retangular (𝐿𝑟) e exponencial 

(𝐿𝜆)), aproximado para o contínuo, é dado por: 

 

 

onde Pmax (t’ , t) é o valor máximo de P(t’ , t). 

 

Substituindo a equação 4.1 na equação 4.2, temos: 

 

com A < t e 𝜆 ≠ 0. 

 
𝐿∗  =  𝐿𝜆 + 𝐿𝑟 ≡ ∫

𝑃𝜆(𝑡′, 𝑡)

𝑃𝑚𝑎𝑥(𝑡′, 𝑡)
𝑑𝑡′

𝐴

0

+∫
𝑃(𝑡′, 𝑡)

𝑃𝑚𝑎𝑥(𝑡′, 𝑡)
𝑑𝑡′

𝑡

𝐴

 
(4.2) 

 
𝐿∗  = [

𝐴

𝜆
(1 − 𝑒𝑥𝑝(−𝜆)) + (𝑡 − 𝐴)] 

(4.3) 
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Verificamos que o mapeamento do modelo de memória exponencial [42] em um perfil de 

memória retangular, equação 4.3, apresenta um desvio maior do que a barra de erro da 

simulação computacional para alguns valores de λ, p e A. Por exemplo, para o caso em que A 

= t, λ = 5 e p = 0.95, o expoente de Hurst obtido por meio de simulações computacionais é H ~ 

0.75 (vide figura 3.8). Contudo, para essa configuração, vemos que o comprimento efetivo de 

memória, utilizando a equação 4.3, é dado por L* = feff*t ≈ (1/λ)*t, isto é, feff ~ 0.2. Para esse 

valor de f, o modelo de memória recente apresenta um regime de difusão normal, ou seja, H = 

0.5, diferindo consideravelmente do expoente de Hurst obtido por simulações. O desvio desse 

mapeamento será investigado em trabalhos futuros. 

 

Considerando m+ e m−, respectivamente, como sendo o número de passos dados, até t, no 

sentido positivo e negativo do eixo, a probabilidade efetiva do caminhante se deslocar no 

sentido positivo 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (x, t) e negativo 𝑃𝑒𝑓𝑓

− (x, t) do eixo, é dada por: 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑥, 𝑡)  =  [

𝑚+

𝐿∗
𝑝 +

𝑚−

𝐿∗
(1 − 𝑝)] 

(4.4) 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)  =  [

𝑚−

𝐿∗
𝑝 +

𝑚+

𝐿∗
(1 − 𝑝)] 

(4.5) 

 

onde m+ + m− = L, m+ - m− = Xt - Xt-L e 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (x, t) + 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (x, t) = 1. 

 

Logo, podemos reescrevê-las, como: 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑥, 𝑡)  =  

1

2
[
𝛼(𝑋𝑡 − 𝑋𝑡−𝐿∗)

𝐿∗
+ 1] 

(4.6) 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)  =  

1

2
[1 −

𝛼(𝑋𝑡 − 𝑋𝑡−𝐿∗)

𝐿∗
] 

(4.7) 

 

Então, podemos calcular a velocidade efetiva 〈𝜈𝑡+1
𝑒𝑓𝑓〉 a partir das equações 4.6 e 4.7, 
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 〈𝜈𝑡+1
𝑒𝑓𝑓〉 = 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (𝑥, 𝑡) − 𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)  =  

𝛼

𝐿∗
(〈𝑋𝑡〉 − 〈𝑋𝑡−𝐿∗〉)  

(4.8) 

 

onde α = 2p - 1, 〈𝜈𝑡+1
𝑒𝑓𝑓〉 = 𝑑

〈𝑥〉
𝑑𝑡
⁄  e dá origem à uma equação de recursão do deslocamento 

médio, considerando 〈xt〉 = 〈𝑋𝑡〉 − 𝑋0 . 

 

A probabilidade condicional de o caminhante estar na posição x no tempo t + 1, dada a posição 

inicial x0 em t = 0, é dada por: 

 

𝑃(𝑥, 𝑡 + 1 | 𝑥0, 0) = 𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)𝑃(𝑥 + 1, 𝑡 | 𝑥0, 0) + 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (𝑥, 𝑡)𝑃(𝑥 − 1, 𝑡 | 𝑥0, 0)   (3.15) 

 

Substituindo as equações 4.6 e 4.7 na equação 3.15 e tomando o limite do contínuo, podemos 

obter uma aproximação da equação de Fokker-Planck, como apresentada em [38], ou seja: 

 

   
𝜕𝑃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=
1

2

𝜕²𝑃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥²
−

𝛼

𝐿∗ − (𝑡 − 𝐴)

𝜕[(𝑥 − 𝑥𝑡−𝐿)𝑃(𝑥, 𝑡)]

𝜕𝑥
+ 

𝛼

(𝑡 − 𝐴)

𝜕[(𝑥 − 𝑥𝐴)𝑃(𝑥, 𝑡)]

𝜕𝑥
 

 

t ≫ 1 

 

(4.9) 

 

A análise quantitativa do comportamento difusivo do movimento aleatório, em nosso modelo, 

foi obtido estimando o expoente de Hurst H como função do parâmetro de decisão p. 

 

A figura 4.1 mostra a estimativa do expoente de Hurst como função do parâmetro de decisão p 

para o modelo de memória completa (linha tracejada) e para o modelo de memória mista. Para 

tal, as estimativas foram obtidas variando o comprimento dos perfis de memória exponencial e 

retangular (A e B) e também a constante de decaimento da função exponencial (λ). Os 

resultados foram simulados com t contido no intervalo de [103, 106] passos.  

 

De acordo com os resultados, o modelo de memória mista também apresenta um ponto crítico 

em p = 3/4, conforme observado na literatura. Para λ → 0, o modelo se aproxima do modelo de 

memória completa e para λ≫ 0, o modelo se aproxima do modelo de memória recente, como 

podemos observar na figura 4.1 a seguir: 
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Figura 4.1: Expoente de Hurst em função do parâmetro p para os modelos de memória 

completa e memória mista, para valores de λ = 5 e 10−2 , variando A = t/4 , t/2 e 3t/4 , obtidos 

por meio de simulação computacional com tmax = 106 e 105 rodadas para a obtenção de médias. 

 

4.2. Parâmetro de decisão dinâmico 

 

Nesta seção, discutiremos um modelo com perfil de memória retangular, como o modelo de 

memória completa [38], porém, com parâmetro de decisão dinâmico [37] (ou seja, pode mudar 

com o tempo), desenvolvido por nós, e com solução analítica para o primeiro momento. Solução 

exata para processos não-Markovianos são raras [38, 58–60]. 

 

Para definirmos o modelo, recobremos o modelo de memória completa [38], onde o caminhante 

descreve um movimento unidimensional, cujo passo pode ser descrito por meio de uma equação 

de evolução estocástica, que dependerá da sua posição atual (xt) e de um evento ocorrido no 

passado (σt’), escolhido aleatoriamente dentro do intervalo de memória  t’ 𝜖 [1, t] (com t 

sendo o ”tempo”da posição atual), no qual o caminhante decidirá se tomará a mesma decisão 

escolhida em t’ (com probabilidade p) ou fará o contrário (com probabilidade 1 − p). 
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Discretizando o tempo entre a posição inicial e a posição atual em n partes iguais ∆tn , de tal 

forma que: 

 

 
∑∆𝑡𝑖 = 𝑡

𝑛

𝑖=1

 
(4.10) 

 

Observe que o intervalo de tempo ∆ti corresponde à xi − xi−1. A parcela da velocidade efetiva 

νi , devido à recordação de eventos no intervalo ∆ti , é dada por: 

 

 
𝜈𝑖 = (2𝑝𝑖 − 1)

𝛥𝑥𝑖
𝛥𝑡𝑖

 
(4.11) 

 

onde ∆xi = xi − xi−1 = x(t) − x(ti − ∆ti). 

 

Seja si a probabilidade de ser sorteado no tempo t, o intervalo ∆ti: 

 

 
𝑠𝑖 =

𝛥𝑡𝑖
𝑡

 
(4.12) 

 

Se todos os intervalos ∆tn forem igualmente espaçados, ou seja ∆t = 
𝑡

𝑛
, podemos reescrever a 

equação 4.12 como sendo: 

 

 
𝑠 =

𝛥𝑡

𝑡
 

(4.13) 

 

Portanto, a velocidade efetiva do caminhante é definida por: 

 
𝜐𝑒𝑓𝑓(𝑡 + 1) =∑𝑠𝜐𝑖

𝑛

𝑖=1

 
(4.14) 

 

Substituindo as equações 4.11 e 4.13 na equação 4.14, temos: 

 
𝜐𝑒𝑓𝑓(𝑡 + 1) =∑

𝛥𝑡

𝑡
𝛼𝑖
𝛥𝑥𝑖
𝛥𝑡

𝑛

𝑖=1

 
(4.15) 

onde, αi = (2pi − 1). 
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Tomando o limite do contínuo n → ∞ (portanto ∆t → 0), a velocidade média, no tempo t + 1, é 

dada por: 

 

 
〈𝜐𝑡+1〉 = 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞

1

𝑡
∑𝛥𝑡𝛼𝑖

𝛥〈𝑥𝑖〉

𝛥𝑡

𝑛

𝑖=1

=
1

𝑡
∫ 𝛼(𝑡′, 𝑡)

𝑑〈𝑥(𝑡′)〉

𝑑𝑡
𝑑𝑡′

𝑡

0

 
(4.16) 

 

ou ainda, 

 

 𝑑〈𝑥(𝑡)〉

𝑑𝑡
=
1

𝑡
∫ 𝛼(𝑡′, 𝑡)

𝑑〈𝑥(𝑡′)〉

𝑑𝑡
𝑑𝑡′

𝑡

0

 
(4.17) 

 

4.2.1. Aplicação: modelo com dois parâmetros de decisão 

 

Podemos resolver este problema para o caso de dois parâmetros de decisão, ou seja, o 

caminhante tomará a mesma decisão de t’, em t + 1, com probabilidade p1 , caso t’ esteja entre 

[1, βt] (região (a) da Figura 4.2), ou, com probabilidade p2 , caso t’ esteja entre (βt, t] (região 

(r) da Figura 4.2). 

 

 

 

Figura 4.2: Representação das regiões com probabilidade p1 e com probabilidade p2 . 

 

Nota-se que este é um caso de probabilidade degrau, ou seja, em uma determinada região da 

memória o caminhante possui uma probabilidade α1 = (2p1 − 1) e na outra região, α2 = (2p2 − 

1), conforme ilustrado na figura a seguir: 

(1-β)t βt 
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Figura 4.3: Representação dos αi em função do tempo t. 

 

Logo, a equação 4.17 para esse caso pode ser reescrita como: 

 

 𝑑〈𝑥(𝑡)〉

𝑑𝑡
=
1

𝑡
[∫ 𝛼1〈𝑥′(𝑡′)〉𝑑𝑡′

𝛽𝑡

0

+ ∫ 𝛼2〈𝑥′(𝑡′)〉𝑑𝑡′
𝑡

𝛽𝑡

] 
(4.18) 

 

 𝑑〈𝑥(𝑡)〉

𝑑𝑡
=
1

𝑡
{𝛼1[〈𝑥(𝛽𝑡)〉 − 〈𝑥(0)〉]  +  𝛼2[〈𝑥(𝑡)〉 − 〈𝑥(𝛽𝑡)〉]} 

(4.19) 

 

 𝑑〈𝑥(𝑡)〉

𝑑𝑡
=
1

𝑡
[𝛼2〈𝑥(𝑡)〉  −  𝛥𝛼〈𝑥(𝛽𝑡)〉] 

(4.20) 

 

onde, 𝛥𝛼 = 𝛼2 − 𝛼1 e 〈𝑥(0)〉 = 0. 

 

Supondo o termo de ordem mais alta da expansão: 

 

 〈𝑥(𝑡)〉~𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿  (4.21) 

 

note que, quando B = 0, a equação 4.21 se reduz a uma lei de potência pura, 〈𝑥(𝑡)〉~𝑎0𝑡
𝛿 . 

 

 

 

βt 
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Derivando 〈𝑥(𝑡)〉 em relação ao tempo, temos: 

 

 𝑑〈𝑥(𝑡)〉

𝑑𝑡
= 𝛿 𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1 + 𝑎 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1 

(4.22) 

 

Substituindo as equações 4.21 e 4.22 na equação 4.20, temos: 

 

[𝛿 𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1] + [𝑎 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1] =   

𝛼2[𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡
𝛿−1]  −  𝛥𝛼 [𝛽𝛿  𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝛽) + 𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1] 

 

(4.23) 

 

Como sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a), temos: 

 

[𝛿 𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1] + [𝑎 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1] =   

𝛼2[𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡
𝛿−1]  −  𝛥𝛼[𝛽𝛿𝑎𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝛽))𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1] 

− 𝛥𝛼[𝛽𝛿𝑎𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝛽))𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1] 

 

 

(4.24) 

 

Comparando termos semelhantes, temos: 

 

 
{
𝛿 = 𝛼2 −  𝛥𝛼 𝛽

𝛿  𝑎 𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝛽))

𝐵 =  − 𝛥𝛼 𝛽𝛿  𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝛽))
 

 

(4.25) 

 

Deste sistema de equações transcendentais podemos obter: 

 

 𝐵

𝛿 − 𝛼2
= 𝑡𝑎𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝛽)) 

 

(4.26) 

 

 
𝐵 = ± √𝛽2𝛿𝛥𝛼2 − (𝛿 − 𝛼2)2 

(4.27) 

 

Note que, se trocarmos B por -B, a Equação 4.27 fica inalterada, logo, podemos escolher B > 

0.  
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Para B ser real, temos que: 

 

 |𝛽𝛿𝛥𝛼| ≥ |𝛿 − 𝛼2| (4.28) 

 

 
𝑙𝑛|𝛿 − 𝛼2| + 𝛿 𝑙𝑛 |

1

𝛽
| ≤ 𝑙𝑛|𝛥𝛼| 

(4.29) 

 

Da Equação 4.27, temos que: 

 0 < 𝐵 < |𝛥𝛼|𝛽𝛿 (4.30) 

 

Da Equação 4.26, temos que: 

 

 𝛿 = 𝛼2 +  𝐵𝑐𝑜𝑡(𝐵𝑙𝑛(𝛽)) (4.31) 

 

Por meio do sistema de equações transcedentais, equação 4.25, obtivemos os seguintes 

diagramas de fase, capazes de caracterizar o sistema: 
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Figura 4.4: Diagrama de fase para: a) p2 = 0.0, b) p2 = 0.6, c) p2 = 0.75 e d) p2 = 1.0. A linha 

em pontilhado separa a região difusiva normal (ND), com δ < 0 da 0 < δ < 1/2; SD representa 

a região superdifusiva (SD), δ > 1/2; A curva traço-ponto delimita a região com feedback 

negativo (região superior) da região com feedback positivo (região inferior); A curva tracejada 

delimita as regiões com oscilações Log-Periódicas: Evanescente (LPEV), δ < 0; normais (LPND), 

0 < δ ≤ 1/2, e superdifusivas (LP SD ), δ > 1/2. 

 

É importante enfatizar que este modelo obedece a relação H = 2δ na região superdifusiva e, na 

linha de transição, δ = 1/2 e H = 1. O modelo reproduz resultados já conhecidos para parâmetros 

específicos. Por exemplo, o modelo se reduz ao modelo de memória completa [38] para a) p1 = 

p2 e qualquer β e b) β = 1 e qualquer p1 e p2 .  

 

Outro resultado interessante observado nesse modelo, é o fato de encontrarmos fortes oscilações 

log-periódicas nas regiões com feedback positivo (peff > 0.5) e negativo (peff < 0.5), onde, até 

então, as oscilações log-periódicas fortes estavam relacionadas, apenas, às regiões de feedback 
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negativo. Diniz et al. [61] já haviam verificado a presença de pequenas oscilações log-

periódicas relacionadas à regiões com feedback positivo em modelos de caminhadas aleatórias 

não-Markovianos, o que reforça o nosso resultado.  

 

Note, ainda, que as áreas das regiões com feedback negativo e positivo, variam de acordo com 

os parâmetros p1 , p2 e f , por meio da seguinte equação: 

 

 𝑝𝑒𝑓𝑓 = 𝑝1𝛽 + 𝑝2(1 − 𝛽) (4.32) 

 

A figura 4.5 a seguir, evidencia as oscilações log-periódicas, previstas analiticamente, obtidas 

por meio de simulações computacionais. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4.5: Curvas que caracterizam o comportamento log-periódico associado à difusão 

normal (LPEV e LPND e superdifusão (LPSD). Observe o caráter evanescente da curva LPEV . Os 

símbolos representam dados computacionais e as curvas são os ajustes analíticos alcançados 

por meio da equação 4.21 com os parâmetros obtidos por meio das equações 4.25. As 

simulações foram calculadas com médias de 108 para a curva LPEV (β = 0.55) e 106 para as 
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curvas LPND (β = 0.45) e LPSD (β = 0.20), com p1 = 0.1 e p2 = 1.0. Um fator de normalização 

XM foi utilizado (para se observar as oscilações), igual à amplitude máxima de cada curva. O 

fitting que representa a curva LPEV foi extrapolado, a fim de mostrar o caráter oscilante da curva. 

Neste caso, dificilmente, dados computacionais são obtidos para valores de tempo grande. 

 

4.3. Caminhada aleatória com memória enviesada inspirado no fenômeno da 

ecolalia 

 

A ecolalia pode ser definida como um distúrbio de linguagem com predisposição à repetição 

de sons e/ ou palavras [62, 63] e, frequentemente, vem sendo descrita como uma das 

características importantes do Transtorno do Espectro Autista (TEA) [64 – 66]. Além do TEA, 

podemos observar a ecolalia nos processos de desenvolvimento da linguagem de crianças 

menores (crianças em fase de aprendizado, por volta dos dois anos de idade) e na desintegração 

da linguagem em demências [67 – 72]. 

 

No processo de desenvolvimento da linguagem de crianças, utiliza-se a ecolalia como função 

de comunicação, em um contexto, até o ponto em que o repertório aumenta, à medida que a 

criança se desenvolve e passa a utilizar formas mais complexas e espontânea de comunicação 

[73]. Geralmente, os eventos de ecolalia estão associados a alguma experiencia 

individual, ”deixando de ser uma evocação simplesmente direta, mas sim, resultante de 

associações auditivas-afetivas-visuais-motoras, abandonando o caráter de emissões sem sentido, 

passando a ter um significado associado para a criança” [74]. 

 

Em demências, a ecolalia pode surgir devido ao fato de o paciente, frequentemente, se esquecer 

de determinadas palavras e/ ou termos, podendo resultar em uma interrupção repentina da fala, 

levando-o, de forma involuntária, a repetir cada frase falada logo após o discurso do emissor 

[67, 75]. 

 

Diversos autores classificam a ecolalia em três categorias: imediata, tardia ou mitigada [62–64, 

71, 73, 76 – 79]. A ecolalia imediata é caracterizada pela repetição de sons e/ou palavras 

imediatamente após a emissão original [62, 78 - 79]; a ecolalia tardia, após um tempo maior de 

produção do som pelo interlocutor (por exemplo, diálogos de um desenho que assistiu horas ou 
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dias antes) [62, 64, 77 - 78]; a ecolalia mitigada é definida como modificações da emissão 

original no sentido apropriado [62, 76]. 

 

O estudo do fenômeno da ecolalia pode ser de grande valia para profissionais da área da saúde, 

como por exemplo, fonoaudiólogos, pois, se trabalhado corretamente, pode auxiliar no 

tratamento de crianças em fase de aprendizado como em autistas. 

 

Com isso, a fim de introduzir tal distúrbio em modelos de caminhada aleatória não-

Markovianos, consideremos um modelo de caminhada aleatória com memória completa 

semelhante ao descrito por de Lacerda et al. [37], com a introdução de uma região de 

comprimento de memória L = βt, em que apresentará um comportamento persistente (similar 

ao observado em pacientes com ecolalia), caso tal região seja escolhida pelo caminhante. O 

caminhante realiza um movimento unidimensional para a direita (sentido positivo do eixo) ou 

para a esquerda (sentido negativo do eixo). O tempo é discreto e a equação de evolução 

estocástica, em t + 1, que descreve o seu deslocamento, é dada por: 

 

 𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + 𝜈𝑡+1 (3.1) 

 

onde a variável estocástica 𝜈𝑡+1  assume valores ±1 (onde +1 e -1, o caminhante se desloca, 

respectivamente, no sentido positivo e negativo do eixo). A memória consiste no conjunto de 

variáveis aleatórias 𝜈𝑡′  em que o caminhante acessa a sua memória por meio da seguinte 

dinâmica: 

 

Em t + 1, o caminhante escolhe, com probabilidade r, se utilizará a região persistente de 

comprimento de memória L = βt, onde tomará a mesma decisão do que foi feito em L, ou, com 

probabilidade 1 − r, se realiza a caminhada como descrita em [38].  

 

Portanto, o caminhante escolhe, aleatoriamente, um número t’𝜖 [1, βt] com probabilidade r, de 

tal modo que 

 

 𝜈𝑡+1 = 𝜈𝑡′ (4.33) 
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ou, t' 𝜖 [βt, t] com probabilidade 1 − r e 𝜈𝑡+1 é definida estocasticamente segundo a seguinte 

regra: 

 

 
𝜈𝑡+1 = {

+𝜈𝑡′   ,    𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑝
−𝜈𝑡′    ,   𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 1 − 𝑝

 
(3.2) 

 

onde a probabilidade p representa o processo de decisão do sistema, tal como definido na seção 

3.1. 

 

Para o primeiro passo dado em t = 0, o caminhante inicia a sua trajetória por meio da seguinte 

regra: 

 

(R3) O caminhante inicia a sua caminhada em X0 e se desloca uma unidade no sentido positivo 

do eixo com probabilidade q, ou no sentido negativo do eixo, com probabilidade 1 - q, ou seja, 

 

 
𝜈1 = {

+1   ,    𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑞    
−1   ,   𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 1 − 𝑞

 
(3.3) 

 

Por meio das definições acima, é fácil notar que: 

 

 

𝑋𝑡 = 𝑋0 +∑ 𝜐𝑡′

𝑡

𝑡′=1

 

(3.4) 

 

Considerando m+ e m−, respectivamente, como sendo o número de passos dados até βt, no 

sentido positivo e negativo do eixo, n+ e n−, respectivamente, como sendo o número de passos 

dados de βt até t, no sentido positivo e negativo do eixo, então, a probabilidade efetiva do 

caminhante se deslocar no sentido positivo 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (x, t) e negativo 𝑃𝑒𝑓𝑓

− (x, t) do eixo, é dada por: 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑥, 𝑡)  =  

𝑚+

𝛽𝑡
𝑟 + [

𝑛+

(1 − 𝛽)𝑡
𝑝 +

𝑛−

(1 − 𝛽)𝑡
(1 − 𝑝)] (1 − 𝑟) 

(4.34) 

  

𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑥, 𝑡)  =  

𝑚−

𝛽𝑡
𝑟 + [

𝑛−

(1 − 𝛽)𝑡
𝑝 +

𝑛+

(1 − 𝛽)𝑡
(1 − 𝑝)] (1 − 𝑟) 

 

(4.35) 
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onde m+ + m− = βt, m+ - m− = Xβt - X0, n
+ + n− = (1-β)t, n+ - n− = Xt - Xβt e 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (x, t) + 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (x, 

t) = 1. 

 

Então, podemos calcular a velocidade efetiva 〈𝜈𝑡+1
𝑒𝑓𝑓〉 a partir das equações 4.34 e 4.35, 

 

 
〈𝜈𝑡+1
𝑒𝑓𝑓〉 =

𝑑〈𝑥(𝑡)〉

𝑑𝑡
=  
〈𝑥𝛽𝑡〉

𝛽𝑡
𝑟 +

𝛼

(1 − 𝛽)𝑡
[〈𝑥𝑡〉 − 〈𝑥𝛽𝑡〉](1 − 𝑟)  

(4.36) 

 

onde α = 2p - 1. 

 

Supondo o termo de ordem mais alta da expansão: 

 

 〈𝑥(𝑡)〉~𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿  (4.21) 

 

note que, quando B = 0, a equação 4.21 se reduz a uma lei de potência pura, 〈𝑥(𝑡)〉~𝑎0𝑡
𝛿 . 

 

 

Derivando 〈𝑥(𝑡)〉 em relação ao tempo, temos: 

 

 𝑑〈𝑥(𝑡)〉

𝑑𝑡
= 𝛿 𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1 + 𝑎 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1 

(4.22) 

 

Substituindo as equações 4.21 e 4.22 na equação 4.36, temos: 

 

[𝛿 𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1] + [𝑎 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1] =   

α(1 − r)

(1 − β)
 a[𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶) − 𝛽𝛿𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝛽))𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶) − 𝛽𝛿𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝛽))𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)]𝑡𝛿−1  

+ 𝑟 𝑎[𝛽𝛿−1𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝛽))𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶) + 𝛽𝛿−1𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝛽))𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)]𝑡𝛿−1 

 

 

(4.37) 
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Comparando termos semelhantes, temos: 

 

 

{
 
 

 
 𝛿 = 𝑟𝛽𝛿−1𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝛽)) +

α(1 − r)

(1 − β)
[1 − 𝛽𝛿𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝛽))]

𝐵 =  𝑟𝛽𝛿−1𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝛽)) +
α(1 − r)

(1 − β)
𝛽𝛿𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝛽))

 

 

(4.38) 

 

 

Note, ainda, que podemos mapear o modelo “Parâmetro de decisão dinâmico - Aplicação: 

modelo com dois parâmetros de decisão”, seção 4.2, para o caso α1 = 1.0, tomando r = β e α = 

α2 , na equação 4.38, ou seja: 

 

 

 
{
𝛿 = 𝛼1𝛽

𝛿𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝛽)) + 𝛼2 − 𝛼2𝛽
𝛿𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝛽))

𝐵 =  𝛼1𝛽
𝛿𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝛽)) + 𝛼2𝛽

𝛿𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝛽))
 

 

(4.39) 

 

 

O diferencial deste modelo é o fato de o caminhante possuir uma memória completa, 

apresentando apenas uma região com predisposição à repetição (ou seja, região persistente com 

p = 1), na memória que é recobrada com probabilidade r, inspirado no que é observado no 

fenômeno da ecolalia em crianças no processo de aprendizagem e em indivíduos com TEA, 

sem apresentar danos na memória, ou seja, a predisposição à repetição de sons e/ ou palavras. 
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Figura 4.6: Diagrama de fase de β versus p para alguns valores de r. A escala de cor cinza 

representa a região de difusão normal (δ ≤ 1/2); a escala de cor entre o azul e o vermelho 

representa a região de superdifusão clássica δ > 1/2. Nessa região, δ é o próprio expoente de 

Hurst [37]. 
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Um fato interessante observado neste modelo é o surgimento de regimes superdifusivos 

clássicos para os casos em que o caminhante apresenta uma região persistente, de comprimento 

de memória L = βt (em relação à origem), pequeno, e o restante da memória t − L, apresentando 

um feedback negativo, conforme observado na figura 4.6. 

 

A fim de compararmos o modelo proposto com o modelo da seção 4.1, analisamos os diagramas 

de fase. No modelo da seção 4.2, para nenhuma configuração de p1 e p2 , é observado 

superdifusão clássica em região com feedback efetivo negativo, diferentemente do observado 

no modelo proposto neste trabalho, como podemos notar na figura 4.7 a seguir, em que temos 

um diagrama de fase do modelo da seção 4.2 para o caso em que p1 = 1.0, variando β em função 

do parâmetro decisório do sistema p2. 

 

 

Figura 4.7: Diagrama de fase do modelo de caminhada aleatória com processo decisório 

dinâmico, seção 4.2, para p1 = 1.0. 

 

Na figura 4.6 podemos notar que não foi possível observar oscilações log-periódicas, mesmo 

aceitando uma solução do tipo 〈𝑥(𝑡)〉~𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿, conforme visto na equação 4.38. Isso 

pode se dar ao fato de o termo log-periódico não ser o termo dominante, mas sim, o termo de 

correção. A fim de verificar a existência de tais oscilações, resolvemos de maneira iterativa o 

modelo, para o caso r = 0.2 e p = 0.3, com expoente delta equivalente a δ ∼ 0.6, e analisamos o 

comportamento do primeiro momento 〈𝑥(𝑡)〉 normalizado por tδ em função do ln(t), conforme 

a figura 4.8, a seguir: 
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Figura 4.8: Oscilação log-periódica evanescente para o caso r = 0.2 e p = 0.3. 

 

Podemos observar uma oscilação log-periódica evanescente, em que a amplitude da oscilação 

diminui com o tempo. Isso justifica o fato de as soluções com oscilações log-periódicas estarem 

presente, mas não serem observadas, a menos que consideremos correções de ordens superiores 

no primeiro momento, que dificulta o cálculo e poderá ser tratado em trabalhos posteriores. É 

importante notar que, para este modelo, o primeiro momento é suficiente para a obtenção dos 

regimes difusivos. 

 

A seguir, descrevemos o procedimento para a obtenção de uma equação de Fokker-Planck 

adequada a este modelo. A probabilidade condicional P (x, t + 1|x0 , 0) de o caminhante ser 

encontrado na posição x e em um dado tempo t+1, dado que a caminhada tenha se iniciado em 

x 0 no tempo t = 0, pode ser escrita como: 

 

     𝑃(𝑥, 𝑡 + 1 | 𝑥0, 0)  =  
1

2
[1 −

𝑥𝛽𝑡𝑟

𝛽𝑡
−
𝛼(1 − 𝑟)

(1 − 𝛽)𝑡
(𝑥𝑡 − 𝑥𝛽𝑡)] 𝑃(𝑥 + 1, 𝑡 | 𝑥0, 0) + 

1

2
[1 +

𝑥𝛽𝑡𝑟

𝛽𝑡
+
𝛼(1 − 𝑟)

(1 − 𝛽)𝑡
(𝑥𝑡 − 𝑥𝛽𝑡)] 𝑃(𝑥 − 1, 𝑡 | 𝑥0, 0)   

 

(4.40) 

 

p = 0.3 | r = 0.2 | Β = 0.04 | δ = 0.6 
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Adotando a notação P (x − x0 , t − t0) para o propagador P (x, t|x0, t0), subtraindo P (x, t) de 

ambos os lados da equação 4.40, dividindo por h e tomando o limite de h → 0, podemos 

reescrevê-la como: 

 

   
𝜕𝑃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=
1

2

𝜕²𝑃(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥²
−
𝑟

𝛽𝑡

𝜕[ 𝑥𝛽𝑡𝑃(𝑥, 𝑡)]

𝜕𝑥
−
𝛼(1 − 𝑟)

(1 − 𝛽)𝑡

𝜕[(𝑥𝑡  −  𝑥𝛽𝑡)𝑃(𝑥, 𝑡)]

𝜕𝑥
 

 

t ≫ 1 

 

(4.41) 

 

Note que a equação 4.41 recobra a equação de Fokker-Planck descrita em [38], quando β= r= 

0, ∀ α 𝜖 [−1, 1] e quando β = r = 1, para α = 1 (ou seja, p = 1). 

 

4.4. Caminhada aleatória com memória completa interagindo com n-ésimos 

vizinhos 

 

4.4.1. Parâmetro de decisão: parâmetro p 

 

Este modelo é uma variação do modelo de memória completa, onde o caminhante, também 

denominado de elefante, descreve uma caminhada aleatória unidimensional Xt ∈  ℤ em uma 

rede infinita e é capaz de interagir com seus n-ésimos vizinhos. O caminhante inicia a sua 

trajetória em um ponto específico X0 no tempo t0 = 0 e possui memória completa. Em cada 

tempo discreto, o caminhante se desloca uma unidade no sentido positivo do eixo (direita) ou 

no sentido negativo do eixo (esquerda), regido por meio de uma equação de evolução 

estocástica, dada por: 

 𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + 𝜈𝑡+1 (3.1) 

 

onde a variável estocástica 𝜈𝑡+1  assume valores ±1 (onde +1 e -1, o caminhante se desloca, 

respectivamente, no sentido positivo e negativo do eixo). A memória consiste no conjunto de 

variáveis aleatórias 𝜈𝑡′𝑛 , onde o caminhante acessa a sua memória por meio da seguinte 

dinâmica: 

 

(R1) Em t+1, o caminhante escolhe aleatoriamente n tempos passados 𝑡1
′ , . . . , 𝑡𝑛

′  𝜖 [1, 𝑡], com 

probabilidade 1/ t, cada uma. 
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(R2) Nós definimos 𝑆𝑡+1 = 𝜈𝑡 ∑ 𝜐(𝑡𝑖
′)𝑛

𝑖=1  como sendo a interação dos n-ésimos tempos 

passados 𝑡𝑛
′  com o caminhante em t e 𝜈𝑡+1 é definido segundo a seguinte regra: 

 

 

𝑆𝑡+1 = {

≤ 0,   𝜈𝑡+1 = −𝜈𝑡′                                                       

> 0,    𝜈𝑡+1 = {
+𝜈𝑡′   ,    𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑝     
−𝜈𝑡′    ,   𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 1 − 𝑝

  
 

(4.42) 

  

onde a probabilidade p representa o processo de decisão do sistema, igual ao definido na seção 

3.1. 

 

Para o primeiro passo dado em t = 0, o caminhante inicia a sua trajetória de acordo com a 

seguinte regra: 

 

(R3) O caminhante inicia a sua caminhada em X0 e se desloca uma unidade no sentido positivo 

do eixo com probabilidade q, ou no sentido negativo do eixo, com probabilidade 1 - q, ou seja, 

 

 
𝜈1 = {

+1   ,    𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑞    
−1   ,   𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 1 − 𝑞

 
(3.3) 

 

Considerando m+ e m−, respectivamente, como sendo o número de passos dados até t, no sentido 

positivo e negativo do eixo. A probabilidade efetiva do caminhante se deslocar no sentido 

positivo 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (x, t) e negativo 𝑃𝑒𝑓𝑓

− (x, t) do eixo, considerando a interação com os n-ésimos 

vizinhos, é dada por: 

𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡 + 1)  =  [𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (𝑡) (
𝑚+

𝑡
)

𝑛

𝑝 + 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡)∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑗)! 𝑗!
(
𝑚+

𝑡
)

𝑛−𝑗

(
𝑚−

𝑡
)
𝑗

𝑝

𝐴

𝑗=1

] + 

[𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚−

𝑡
)
𝑛

(1 − 𝑝) + 𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡)∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑗)! 𝑗!
(
𝑚−

𝑡
)
𝑛−𝑗

(
𝑚+

𝑡
)

𝑗

(1 − 𝑝)

𝐴

𝑗=1

] + 

[𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

𝑛

+ 𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡)∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑗)! 𝑗!
(
𝑚+

𝑡
)

𝑛−𝑗

(
𝑚−

𝑡
)
𝑗𝐴

𝑗=1

] + 

B
𝑛!

(
𝑛
2) ! (

𝑛
2) !

𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

𝑛
2

(
𝑚−

𝑡
)

𝑛
2

 

 

 

 

 

(4.43) 
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𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡 + 1)  =  [𝑃𝑒𝑓𝑓

− (𝑡) (
𝑚−

𝑡
)
𝑛

𝑝 + 𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡)∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑗)! 𝑗!
(
𝑚−

𝑡
)
𝑛−𝑗

(
𝑚+

𝑡
)

𝑗

𝑝

𝐴

𝑗=1

] + 

[𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

𝑛

(1 − 𝑝) + 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡)∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑗)! 𝑗!
(
𝑚+

𝑡
)

𝑛−𝑗

(
𝑚−

𝑡
)
𝑗

(1 − 𝑝)

𝐴

𝑗=1

] + 

[𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚−

𝑡
)
𝑛

+ 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡)∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑗)! 𝑗!
(
𝑚−

𝑡
)
𝑛−𝑗

(
𝑚+

𝑡
)

𝑗𝐴

𝑗=1

] + 

B
𝑛!

(
𝑛
2) ! (

𝑛
2) !

𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

𝑛
2

(
𝑚−

𝑡
)

𝑛
2

 

 

 

 

 

 

(4.44) 

 

onde A ≡ ⌊
n−1

2
⌋, m+ + m− = t, m+ - m− = Xt - X0, n

+ + n− = t, n+ - n− = Xt - X0 , 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (t) + 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (t) 

= 1 e 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (t) - 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (t) = 𝜐𝑡. 

 

 
𝐵 = {

0   ,    𝑠𝑒 𝑛 é í𝑚𝑝𝑎𝑟    
 1   ,   𝑠𝑒 𝑛 é 𝑝𝑎𝑟         

 
(4.45) 

 

Logo, podemos calcular a velocidade efetiva 𝜐𝑡+1, como sendo: 

 

𝜐𝑡+1  =  𝛼 [𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

𝑛

𝑝 + 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡)∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑗)! 𝑗!
(
𝑚+

𝑡
)

𝑛−𝑗

(
𝑚−

𝑡
)
𝑗

𝑝

𝐴

𝑗=1

] − 

𝛼 [𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚−

𝑡
)
𝑛

𝑝 + 𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡)∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑗)! 𝑗!
(
𝑚−

𝑡
)
𝑛−𝑗

(
𝑚+

𝑡
)

𝑗

𝑝

𝐴

𝑗=1

] + 

[𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

𝑛

+ 𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡)∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑗)! 𝑗!
(
𝑚+

𝑡
)

𝑛−𝑗

(
𝑚−

𝑡
)
𝑗𝐴

𝑗=1

] − 

[𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚−

𝑡
)
𝑛

+ 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡)∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑗)! 𝑗!
(
𝑚−

𝑡
)
𝑛−𝑗

(
𝑚+

𝑡
)

𝑗𝐴

𝑗=1

] − 

υt B
𝑛!

(
𝑛
2) ! (

𝑛
2) !

𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

𝑛
2

(
𝑚−

𝑡
)

𝑛
2

 

 

 

 

 

 

(4.46) 
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4.4.1.1. Memória completa: Interação com dois vizinhos 

 

Considerando n = 2, , em t+1, o caminhante escolhe aleatoriamente dois tempos passados 

𝑡1
′ , 𝑡2

′  𝜖 [1, 𝑡], com probabilidade 1/ t, cada um. As equações 4.43 e 4.44 podem ser reescritas 

como: 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡 + 1)  =  [𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (𝑡) (
𝑚+

𝑡
)

2

𝑝] + [𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚−

𝑡
)
2

(1 − 𝑝)] + 

𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

2

+ 2𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚+

𝑡
) (

𝑚−

𝑡
)  

 

(4.47) 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡 + 1)  =  [𝑃𝑒𝑓𝑓

− (𝑡) (
𝑚−

𝑡
)
2

𝑝] + [𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

2

(1 − 𝑝)] + 

𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚−

𝑡
)
2

+ 2𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚+

𝑡
) (

𝑚−

𝑡
)  

 

(4.48) 

 

note que as probabilidades estão corretamente normalizadas. 

 

Por meio da equação 4.46 podemos obter a velocidade efetiva 𝜐𝑡+1 do caminhante em t+1: 

 

 
𝜐𝑡+1  =  𝛼 [𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (𝑡) (
𝑚+

𝑡
)

2

− 𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚−

𝑡
)
𝑛

] 𝑝 + 

[𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

2

− 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚−

𝑡
)
2

 ] − 2υt 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚+

𝑡
) (

𝑚−

𝑡
)  

 

(4.49) 

 

ou ainda, 

 
〈𝜐𝑡+1〉  +  〈𝜐𝑡〉 =

(𝛼 + 1)

4
[
2〈𝑥𝑡〉

𝑡
+ 〈𝑣𝑡〉 (1 + (

〈𝑥𝑡〉

𝑡
)

2

 )] 
(4.50) 

 

No limite assintótico, t → ∞, considerando 〈𝜐𝑡+1〉  ≈  〈𝜐𝑡〉  =  𝑑〈𝑥〉 𝑑𝑡⁄ , 
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2
𝑑〈𝑥〉

𝑑𝑡
=
(𝛼 + 1)

4
[
2〈𝑥𝑡〉

𝑡
+ (1 + (

〈𝑥𝑡〉

𝑡
)

2

 )
𝑑〈𝑥〉

𝑑𝑡
] 

(4.51) 

 

Supondo como solução uma lei de potência pura 〈𝑥𝑡〉~𝑎𝑡
𝛿 , podemos obter a seguinte solução 

para δ, ∀ α < 1:  

 
𝛿 =  

2(𝛼 + 1)

8 − (𝛼 + 1)
 

(4.52) 

 

Quando δ > 1/2, o expoente de Hurst é o próprio δ, ou seja, δ = H (regime superdifusivo). 

Quando δ ≤ 1/2, H = 1/2 (regime difusivo normal). 

 

O sistema muda de regime em δ = 1/2 e por meio da equação 4.52, podemos observar que isto 

ocorre quando α = 3/5 (corresponde à pc = 0.8). No modelo de memória completa [38], a 

transição ocorre em α = 1/2 (pc = 0.75). 

 

A figura 4.9, a seguir, ilustra a estimativa do expoente de Hurst em função do parâmetro de 

decisão do sistema, para o modelo de memória completa [38] (linha tracejada vermelha) e o 

modelo de caminhada aleatória com interação entre dois caminhantes e memória completa 

(linha tracejada preta), obtido de forma analítica, por meio da equação 4.52. Constatamos que 

o ponto de transição (onde o sistema deixa de apresentar o comportamento difusivo normal e 

passa a apresentar um comportamento superdifusivo) foi deslocado para a direita (pc = 0.8) em 

relação ao modelo de memória completa [38] (pc = 0.75): 
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Figura 4.9: Estimativa do expoente de Hurst em função do parâmetro de decisão do sistema, 

para o modelo de memória completa [38] (linha tracejada vermelha) e o modelo de caminhada 

aleatória com interação entre dois caminhantes e memória completa (linha tracejada preta), 

obtidos de forma analítica, por meio da equação 4.52. 

 

4.4.1.2. Memória antiga (Modelo do Alzheimer): Interação com dois vizinhos  

 

Consideremos agora que o caminhante não possua acesso completo à sua memória, mas sim, 

apenas a uma fração ft referente à sua memória antiga (ou seja, a sua memória recente (1 − f )t 

fica inacessível), de tal modo que, em t + 1, ele escolha aleatoriamente dois tempos passados 

𝑡1
′ , 𝑡2

′  𝜖 [1, 𝑓𝑡], com probabilidade 1/ ft, cada um. As equações 4.43 e 4.44 podem ser reescritas 

como: 

 

 
𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡 + 1)  =  [𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (𝑡) (
𝑚+

𝑓𝑡
)

2

𝑝] + [𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚−

𝑓𝑡
)
2

(1 − 𝑝)] + 

𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚+

𝑓𝑡
)

2

+ 2𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚+

𝑓𝑡
) (

𝑚−

𝑓𝑡
)  

 

(4.53) 
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𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡 + 1)  =  [𝑃𝑒𝑓𝑓

− (𝑡) (
𝑚−

𝑓𝑡
)
2

𝑝] + [𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚+

𝑓𝑡
)

2

(1 − 𝑝)] + 

𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚−

𝑓𝑡
)
2

+ 2𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚+

𝑓𝑡
) (

𝑚−

𝑓𝑡
)  

 

(4.54) 

 

onde m+ + m− = ft, m+ - m− = Xft - X0. Note ainda que as probabilidades estão corretamente 

normalizadas. 

 

Por meio da equação 4.46, podemos obter a velocidade efetiva 𝜐𝑡+1 do caminhante em t+1: 

 

 
𝜐𝑡+1  =  𝛼 [𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (𝑡) (
𝑚+

𝑓𝑡
)

2

− 𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚−

𝑓𝑡
)
𝑛

] 𝑝 + 

[𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚+

𝑓𝑡
)

2

− 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚−

𝑓𝑡
)
2

 ] − 2υt 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚+

𝑓𝑡
) (

𝑚−

𝑓𝑡
)  

 

(4.55) 

 

ou ainda, 

 
〈𝜐𝑡+1〉  +  〈𝜐𝑡〉 =

(𝛼 + 1)

4
[
2〈𝑥𝑓𝑡〉

𝑓𝑡
+ 〈𝑣𝑡〉 (1 + (

〈𝑥𝑓𝑡〉

𝑓𝑡
)

2

 )] 
(4.56) 

 

No limite assintótico, t → ∞, considerando 〈𝜐𝑡+1〉  ≈  〈𝜐𝑡〉  =  𝑑〈𝑥〉 𝑑𝑡⁄ , 

 

 
2
𝑑〈𝑥〉

𝑑𝑡
=
(𝛼 + 1)

4
[
2〈𝑥𝑓𝑡〉

𝑓𝑡
+ (1 + (

〈𝑥𝑓𝑡〉

𝑓𝑡
)

2

 )
𝑑〈𝑥〉

𝑑𝑡
] 

(4.57) 

 

Supondo o termo de ordem mais alta da expansão: 

 

 〈𝑥(𝑡)〉~𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿  (4.21) 

 

note que, quando B = 0, a equação 4.21 se reduz a uma lei de potência pura, 〈𝑥(𝑡)〉~𝑎0𝑡
𝛿 . 

 

Derivando 〈𝑥(𝑡)〉 em relação ao tempo, temos: 
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 𝑑〈𝑥(𝑡)〉

𝑑𝑡
= 𝛿 𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1 + 𝑎 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1 

(4.22) 

 

Substituindo as equações 4.21 e 4.22 na equação 4.57, temos: 

 

2{[𝛿 𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1] + [𝑎 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1]} =   

(𝛼 + 1)

2
[𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑓𝑡) + 𝐶)𝑓𝛿−1𝑡𝛿−1]  + 

(𝛼 + 1)

4
{[1 + (𝑎2𝑠𝑖𝑛²(𝐵𝑙𝑛(𝑓𝑡) + 𝐶)𝑓2𝛿−2𝑡2𝛿−2)] ∗ 

[𝛿 𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1 + 𝑎 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1]} 

 

 

(4.58) 

 

No limite assintótico, t2δ-2 → 0. Como sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a), a equação 4.58 

pode ser reescrita como: 

 

2{[𝛿 𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1] + [𝑎 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1]} =   

(𝛼 + 1)

2
[𝑎 [𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑓))𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶) + 𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝑓))𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)]𝑓𝛿−1𝑡𝛿−1] + 

(𝛼 + 1)

4
[𝛿 𝑎 𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1 + 𝑎 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝑡) + 𝐶)𝑡𝛿−1]} 

 

 

(4.59) 

 

Comparando termos semelhantes, temos: 

 

 

{
𝛿 =

(𝛼 + 1)

4
[𝑓𝛿−1𝑐𝑜𝑠(𝐵𝑙𝑛(𝑓)) +

𝛿

2
]

𝐵 =
(𝛼 + 1)

4
[𝑓𝛿−1𝑠𝑖𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑓)) +

𝐵

2
] 

 

 

(4.60) 

 

Desse sistema de equações transcendentais, podemos obter: 

 

 𝐵

𝛿
= 𝑡𝑎𝑛(𝐵𝑙𝑛(𝑓)) 

 

(4.61) 

e, 

 

𝐵 = ±√
4(𝛼 + 1)2𝑓2𝛿−2

[8 − (𝛼 + 1)]2
 −  𝛿2  

 

(4.62) 
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Ao trocarmos B por -B, a equação 4.62 fica inalterada, logo, podemos escolher B > 0.  

 

Por meio do sistema de equações transcedentais, equação 4.60, obtivemos os seguintes 

diagramas de fase, capazes de caracterizar o sistema: 

 

 

Figura 4.10: Diagrama de fase que caracteriza todo o sistema, onde a linha tracejada representa 

a linha de transição do sistema (δ = 1/2). A região em laranja representa a região superdifusiva 

(SD), δ = H > 1/2, e a região em branco, representa a região de difusão normal (ND), 0 < δ < 

1/2, onde H = 1/2. 

 

Note que a solução analítica não apresentou solução para uma região log-periódica. A fim de 

verificar a existência de oscilações log-periódicas de baixas amplitudes, obtivemos, a partir da 

equação 4.56, uma equação iterativa do sistema: 

 

〈𝑥𝑡+1〉  =
(𝛼 + 1)

4
[
2〈𝑥𝑓𝑡〉

𝑓𝑡
+ [〈𝑥𝑡〉 − 〈𝑥𝑡−1〉] (1 + (

〈𝑥𝑓𝑡〉

𝑓𝑡
)

2

 )] + 〈𝑥𝑡−1〉 
 

(4.63) 

 

Por meio da equação 4.63, pudemos observar oscilações log-periódicas de baixa amplitude, que 

são, dificilmente, notadas por meio do método analítico e computacional, mas estão presentes. 
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Figura 4.11: Gráfico x/tH versus ln(t) para os casos p = 0.7 e f = 0.01(H = 0.879), f = 0.005(H 

= 0.878) e f = 0.001(H = 0.8697). 

 

4.4.2. Parâmetro de decisão: peso de Boltzmann 

 

Este modelo é uma variação do modelo de memória completa, onde o caminhante, também 

denominado de elefante, descreve uma caminhada aleatória unidimensional Xt ∈  ℤ em uma 

rede infinita e é capaz de interagir com seus n-ésimos vizinhos. O caminhante inicia a sua 

trajetória em um ponto específico X0 no tempo t0 = 0 e possui memória completa. Em cada 

tempo discreto, o caminhante se desloca uma unidade no sentido positivo do eixo (direita) ou 

no sentido negativo do eixo (esquerda), regido por meio de uma equação de evolução 

estocástica, dada por: 

 𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + 𝜈𝑡+1 (3.1) 

 

onde, a variável estocástica 𝜈𝑡+1 , assume valores ±1 (onde +1 e -1, o caminhante se desloca, 

respectivamente, no sentido positivo e negativo do eixo). A memória consiste no conjunto de 

variáveis aleatórias 𝜈𝑡′𝑛 , onde o caminhante acessa a sua memória por meio da seguinte 

dinâmica: 
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(R1) Em t+1, o caminhante escolhe aleatoriamente n tempos passados 𝑡1
′ , . . . , 𝑡𝑛

′  𝜖 [1, 𝑡], com 

probabilidade 1/ t, cada uma. 

 

(R2) Nós definimos 𝑆𝑡+1 = 𝜈𝑡 ∑ 𝜐(𝑡𝑖
′)𝑛

𝑖=1  como sendo a interação dos n-ésimos tempos 

passados 𝑡𝑛
′  com o caminhante em t. 𝜈𝑡+1 é definido segundo a seguinte regra: 

 

 

𝑆𝑡+1 = {

≤ 0,   𝜈𝑡+1 = −𝜈𝑡′                                                       

> 0,    𝜈𝑡+1 = {
+𝜈𝑡′   ,    𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑒

−𝛽𝑆𝑡+1      

−𝜈𝑡′    ,   𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 1 − 𝑒
−𝛽𝑆𝑡+1

  
 

 

(4.64) 

  

onde o peso de Boltzmann 𝑒−𝛽𝑆𝑡+1  representa o processo de decisão do sistema. 

 

Para o primeiro passo dado em t = 0, o caminhante inicia a sua trajetória através da seguinte 

regra: 

 

(R3) O caminhante inicia a sua caminhada em X0 e se desloca uma unidade no sentido positivo 

do eixo com probabilidade q, ou no sentido negativo do eixo, com probabilidade 1 - q, ou seja, 

 

 
𝜈1 = {

+1   ,    𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑞    
−1   ,   𝑐𝑜𝑚 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 1 − 𝑞

 
(3.3) 

 

Considerando m+ e m−, respectivamente, como sendo o número de passos dados até t, no sentido 

positivo e negativo do eixo. A probabilidade efetiva de o caminhante se deslocar no sentido 

positivo 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (x, t) e negativo 𝑃𝑒𝑓𝑓

− (x, t) do eixo, respectivamente, considerando a interação 

com os n-ésimos vizinhos, é dada por: 
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𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡 + 1)  = [𝑃𝑒𝑓𝑓

− (𝑡) (
𝑚−

𝑡
)
𝑛

𝑒−8𝛽 + 𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡)∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑗)! 𝑗!
(
𝑚−

𝑡
)
𝑛−𝑗

(
𝑚+

𝑡
)

𝑗

𝑒−2𝛽(𝑛−2𝑗)
𝐴

𝑗=1

] + 

[𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

𝑛

(1 − 𝑒−8𝛽) + 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡)∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑗)! 𝑗!
(
𝑚+

𝑡
)

𝑛−𝑗

(
𝑚−

𝑡
)
𝑗

(1 − 𝑒−2𝛽(𝑛−2𝑗))

𝐴

𝑗=1

] + 

[𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

𝑛

+ 𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡)∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑗)! 𝑗!
(
𝑚+

𝑡
)

𝑛−𝑗

(
𝑚−

𝑡
)
𝑗𝐴

𝑗=1

] + 

B
𝑛!

(
𝑛
2
) ! (

𝑛
2
) !
𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

𝑛
2

(
𝑚−

𝑡
)

𝑛
2
 

 

 

 

 

 

(4.65) 

 

 

 

𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡 + 1)  = [𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (𝑡) (
𝑚+

𝑡
)

𝑛

𝑒−8𝛽 + 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡)∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑗)! 𝑗!
(
𝑚+

𝑡
)

𝑛−𝑗

(
𝑚−

𝑡
)
𝑗

𝑒−2𝛽(𝑛−2𝑗)
𝐴

𝑗=1

] + 

 

[𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚−

𝑡
)
𝑛

(1 − 𝑒−8𝛽) + 𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡)∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑗)! 𝑗!
(
𝑚−

𝑡
)
𝑛−𝑗

(
𝑚+

𝑡
)

𝑗

(1 − 𝑒−2𝛽(𝑛−2𝑗))

𝐴

𝑗=1

] + 

[𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚−

𝑡
)
𝑛

+ 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡)∑

𝑛!

(𝑛 − 𝑗)! 𝑗!
(
𝑚−

𝑡
)
𝑛−𝑗

(
𝑚+

𝑡
)

𝑗𝐴

𝑗=1

] + 

B
𝑛!

(
𝑛
2) ! (

𝑛
2) !

𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

𝑛
2

(
𝑚−

𝑡
)

𝑛
2
 

 

 

 

 

 

(4.66) 

 

onde A ≡ ⌊
n−1

2
⌋, m+ + m− = t, m+ - m− = Xt - X0, n

+ + n− = t, n+ - n− = Xt - X0 , 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (t) + 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (t) 

= 1 e 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (t) - 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (t) = 𝜐𝑡. 

 

 

 
𝐵 = {

0   ,    𝑠𝑒 𝑛 é í𝑚𝑝𝑎𝑟    
 1   ,   𝑠𝑒 𝑛 é 𝑝𝑎𝑟         

 
(4.45) 
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4.4.2.1. Memória completa: Interação com quatro vizinhos 

 

Considerando n = 4, em t+1, o caminhante escolhe, aleatoriamente, dois tempos passados 

𝑡1
′ , 𝑡2

′  𝜖 [1, 𝑡], com probabilidade 1/ t, cada um. As equações 4.65 e 4.66 podem ser reescritas 

como: 

 

𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡 + 1)  = [𝑃𝑒𝑓𝑓

− (𝑡) (
𝑚−

𝑡
)
4

𝑒−8𝛽 +  4𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚−

𝑡
)
3

(
𝑚+

𝑡
) 𝑒−4𝛽] + 

[𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

4

(1 − 𝑒−8𝛽) + 4𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

3

(
𝑚−

𝑡
) (1 − 𝑒−4𝛽)] + 

[𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

4

+  4𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

3

(
𝑚−

𝑡
)  ] + 6𝑃𝑒𝑓𝑓

− (𝑡) (
𝑚+

𝑡
)

2

(
𝑚−

𝑡
)
2

 

 

 

 

(4.67) 

 

 

 

𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡 + 1)  = [𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (𝑡) (
𝑚+

𝑡
)

4

𝑒−8𝛽 +  4𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

3

(
𝑚−

𝑡
) 𝑒−4𝛽] + 

[𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚−

𝑡
)
4

(1 − 𝑒−8𝛽) + 4𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚−

𝑡
)
3

(
𝑚+

𝑡
) (1 − 𝑒−4𝛽)] + 

[𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚−

𝑡
)
4

+  4𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚−

𝑡
)
3

(
𝑚+

𝑡
)  ] + 6𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (𝑡) (
𝑚+

𝑡
)

2

(
𝑚−

𝑡
)
2

 

 

 

 

(4.68) 

 

Logo, a velocidade efetiva do caminhante νt+1 é dada por: 

 

𝜐𝑡+1 = (2𝑒
−8𝛽 − 1) [𝑃𝑒𝑓𝑓

− (𝑡) (
𝑚−

𝑡
)
4

− 𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

4

 ] + 

4(2𝑒−4𝛽 − 1) [𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚−

𝑡
)
3

(
𝑚+

𝑡
) −  4𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (𝑡) (
𝑚+

𝑡
)

3

(
𝑚−

𝑡
) ] + 

[𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

4

+ 4𝑃𝑒𝑓𝑓
− (𝑡) (

𝑚+

𝑡
)

3

(
𝑚−

𝑡
) − 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ (𝑡) (
𝑚−

𝑡
)
4

 −  4𝑃𝑒𝑓𝑓
+ (𝑡) (

𝑚−

𝑡
)
3

(
𝑚+

𝑡
) ] + 

6[𝑃𝑒𝑓𝑓
− − 𝑃𝑒𝑓𝑓

+ ] (
𝑚+

𝑡
)

2

(
𝑚−

𝑡
)
2

 

 

 

 

 

 

(4.69) 

ou ainda, 
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〈𝜐𝑡+1〉 =
〈𝑥〉

𝑡
[
3 − 𝑒−4𝛽(𝑒−4𝛽 + 2)

2
] − (

〈𝑥〉

𝑡
)

3

[
1 − 𝑒−4𝛽(2 − 𝑒−4𝛽)

2
] − 〈𝜐𝑡〉 [

3 + 𝑒−4𝛽(𝑒−4𝛽 + 4)

8
] − 

〈𝜐𝑡〉 (
〈𝑥〉

𝑡
)

2

[
3(𝑒−8𝛽 − 1)

4
] − 〈𝜐𝑡〉 (

〈𝑥〉

𝑡
)

4

[
3 + 𝑒−4𝛽(𝑒−4𝛽 − 4)

8
] 

 

 

(4.70) 

 

No limite assintótico, t → ∞, a equação 4.70 pode ser reescrita como: 

 

〈𝜐𝑡+1〉~
〈𝑥〉

𝑡
[
3 − 𝑒−4𝛽(𝑒−4𝛽 + 2)

2
] − 〈𝜐𝑡〉 [

3 + 𝑒−4𝛽(𝑒−4𝛽 + 4)

8
]                   

(4.71) 

 

Considerando 〈𝜐𝑡+1〉  ≈  〈𝜐𝑡〉  =  𝑑〈𝑥〉 𝑑𝑡⁄  e supondo como solução uma lei de potência pura 

〈𝑥𝑡〉~𝑎𝑡
𝛿 , 

 

 
𝛿 = [

12 − 4𝑒−4𝛽(𝑒−4𝛽 + 2)

11 + 𝑒−4𝛽(𝑒−4𝛽 + 4)
]  

 

(4.72) 

 

Note que a relação δ = H é valida na região superdifusiva (δ > 1/2). A figura a seguir ilustra a 

estimativa do expoente de Hurst em função de e−β , obtidos por meio da equação 4.72 (círculo 

preto).  

 

Os dados experimentais estão ilustrados no gráfico (quadrado vermelho) e foram obtidos com 

tmáximo = 106 e com 106 execuções para a realização de médias. Como, por meio da equação 

4.72, H = δ apenas na região superdifusa, valores de δ < 1/2 e delta > 1.0 foram truncados, 

respectivamente, para H = 1/2 e H = 1.0. Tais truncamentos são justificáveis conforme o 

observado por meio de simulações computacionais. Consta-se, ainda, que o sistema apresenta 

um comportamento superdifusivo entre e−β=0.535 e e−β=0.85 . Para valores de e−β menores do 

que 0.535, o sistema é balístico (H = 1.0). Para valores de e−β maiores do que 0.85, o sistema é 

difusivo normal (H = 0.5). 
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Figura 4.12: Expoente de Hurst em função do parâmetro e−β , a partir da equação 4.72. e−β = 

0.535 é o ponto em que o sistema deixa de ter um comportamento balístico (H = 1.0); e−β = 0.85 

é o ponto em que o sistema passa a ter um comportamento randômico (H = 1/2). Os dados 

experimentais estão ilustrados no gráfico (quadrado vermelho) e foram obtidos com tmáximo = 

106 e com 106 execuções para a realização de médias.  

 

Um fato interessante, que podemos destacar é a presença de uma transição de fase de segunda 

ordem. 

 

A fim de verificar se o modelo analítico representa bem o mesmo comportamento observado 

no modelo computacional, analisamos o ln(x) em função do ln(t), para o caso em que e−2β = 0.5, 

para o valor de tmáximo = 400, com 106 execuções para calcular médias. Podemos verificar, na 

figura a seguir, que o modelo analítico tem o mesmo comportamento do modelo computacional, 

mesmo com as aproximações tomadas, no limite do contínuo: 
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Figura 4.13: ln(x) versus ln(t) para o modelo com interação entre 4 vizinhos quaisquer, para o 

caso em que e−2β = 0.5, para o valor de tmáximo = 400, com 106 execuções para calcular médias. 

 

4.5. Novo método para estimar o expoente de Hurst com baixa estatística 

 

Ao longo da história, as inundações anuais do rio Nilo, no Egito, evento cíclico natural, têm 

sido um importante contecimento, desde a época antiga, pois o seu transbordamento é 

responsável por depositar sedimentos que fertilizam o solo, influenciando, quantitativamente, 

a colheita, tornando possível o plantio de grãos como a cevada, o trigo e o linho. O volume das  

inundações é crucial para a colheita, servindo como escala, porque uma colheita farta é 

resultado de uma grande inundação, por outro lado, uma colheita escassa resulta de uma 

pequena inundação [80]. 

 

Em 1906, o engenheiro Harold Edwin Hurst foi designado pelo governo Britânico para 

desenvolver, no Cairo, um projeto de pesquisa relacionado ao armazenamento de água de uma 

represa do rio Nilo. Houve a necessidade de estabelecer um plano de controle de vazão do 
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reservatório, pois, de maneira ideal, ele nunca deveria exceder e nem esvaziar, considerando o 

comportamento aleatório da influência das águas da chuva. Em seu modelo, a flutuação do nível 

do reservatório foi medida em torno do seu valor médio, com o passar do tempo [80]. 

 

Em 1965, em seu livro intitulado “Long-Term Storage: An Experimental Study” [81], Hurst 

propôs o coeficiente de Hurst, H, com aplicabilidades em diversas áreas, principalmente na 

análise de séries temporais com comportamentos naturais, como enchentes e temperaturas, por 

exemplo, podendo, assim, encontrar e estabelecer a intensidade da tendência, distinguindo as 

séries temporais aleatórias das não aleatórias. 

 

Usualmente, para estimar o expoente de Hurst de determinados sistemas, a função utilizada é 

do tipo lei de potência, como a relação empírica descrita pelo Hurst [81]. Tais métodos, 

utilizados para estimar o expoente de Hurst, são bem comportados e amplamente utilizados, 

porém, necessitam de uma estatística elevada e um alto tempo de processamento. A fim de 

reduzir o tempo de processamento e estimar o expoente de Hurst com baixa estatística, 

desenvolvemos o método descrito a seguir: 

 

Consideremos uma função hipotética f(a). A sua expansão em série Taylor, em torno do ponto 

a0 é dada por: 

 
𝑓(𝑎0 + ∆𝑎)  =  𝑓(𝑎0) +

𝑓′(𝑎0)

1!
∆𝑎 +

𝑓′′(𝑎0)

2!
∆𝑎2+. .. 

 

(4.73) 

onde ∆𝑎 = (a - a0). 

 

Desprezando os termos de ordem superior à 1, a equação 4.73 pode ser reescrita como: 

 

 𝑓(𝑎0)∆𝑎 ~ 𝑓(𝑎0 + ∆𝑎)∆𝑎 − 𝑓′(𝑎0)∆𝑎
2 (4.74) 

 

 e mais, 

 

 𝑓(𝑎0 + ∆𝑎)
2 ~ 𝑓(𝑎0)

2 + 2𝑓(𝑎0)𝑓′(𝑎0)∆𝑎 + 𝑓(𝑎0)
2∆𝑎2 (4.75) 

 

Substituindo a equação 4.74 na equação 4.75, temos: 
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𝑓(𝑎0 + ∆𝑎)
2 ~ 𝑓(𝑎0)

2 + 2𝑓′(𝑎0)[𝑓(𝑎0 + ∆𝑎)∆𝑎 − 𝑓′(𝑎0)∆𝑎
2] + 𝑓′(𝑎0)

2∆𝑎2 (4.76) 

 

2∆𝑎 𝑓′(𝑎0)𝑓(𝑎0 + ∆𝑎)
2 ~ 𝑓(𝑎0 + ∆𝑎)

2 − 𝑓(𝑎0)
2 + 𝑓′(𝑎0)

2∆𝑎2 (4.77) 

 

Manipulando-a, podemos reescrevê-la como sendo: 

 

〈𝑓′(𝑎0)𝑓(𝑎0 + ∆𝑎) 〉 ~ 
〈𝑓(𝑎0)

2〉

2∆𝑎
[
〈𝑓(𝑎0 + ∆𝑎)

2〉

〈𝑓(𝑎0)2〉
− 1] +

〈𝑓′(𝑎0)
2∆𝑎〉

2
 

(4.78) 

 

4.5.1. Aplicação: Caminhada aleatória com memória completa 

 

Como vimos na seção 3.1, o caminhante realiza um movimento unidimensional para a direita 

(sentido positivo do eixo) ou para a esquerda (sentido negativo do eixo). O tempo é discreto, e 

a equação de evolução estocástica, em t + 1, que descreve o seu deslocamento, é dada por: 

 

 𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + 𝜈𝑡+1 (3.1) 

 

onde, a variável estocástica 𝜈𝑡+1  assume valores ±1 (onde +1 e -1, o caminhante se desloca, 

respectivamente, no sentido positivo e negativo do eixo). A memória consiste no conjunto de 

variáveis aleatórias 𝜈𝑡′ , onde o caminhante acessa a sua memória por meio da seguinte 

dinâmica pormenorizada a seguir. 

 

Um parâmetro importante utilizado para analisar tipo de difusão do movimento é o expoente de 

Hurst H. Para obter o expoente de Hurst, é necessário calcular o deslocamento quadrático médio 

em função do tempo t. No limite assintótico, t → ∞: 

 

 〈𝑥𝑡
2〉 ~ 𝑡2𝐻 (3.14) 

 

Onde os processos são ditos subdifusivo, difusivo normal e superdifusivo, respectivamente, 

quando H < ½, H = ½ e H > ½. 

 

Considerando 〈𝑓(𝑎0)〉 = 〈𝑥𝑡〉 , 〈𝑓(𝑎0 + ∆𝑎)〉 = 〈𝑥𝑡+1〉 , 〈𝜐𝑡+1〉 =
𝑑〈𝑥〉

𝑑𝑡⁄  e ∆𝑎 = 𝛥𝑡 = 1 , logo, 

reescrevendo a equação 4.78, temos: 
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〈𝜐𝑡+1𝑥𝑡+1〉 ~ 
〈𝑥𝑡
2〉

2
[
〈𝑥𝑡+1
2 〉

〈𝑥𝑡
2〉

− 1] +
〈𝜐𝑡+1
2 〉

2
 

(4.79) 

 

Como 〈𝜐𝑡+1〉 = ±1 e considerando o limite assintótico, é fácil notar que:  

 

〈𝑥𝑡+1
2 〉

〈𝑥𝑡
2〉
 ~ 1 +

2𝐻

𝑡
 

(4.80) 

 

logo, 

 

〈𝜐𝑡+1𝑥𝑡+1〉 ~ 𝐻 [
〈𝑥𝑡
2〉

𝑡
] +

1

2
 

(4.87) 

 

Para verificarmos a eficácia desse método, simulamos o modelo da memória completa, 

apresentado na seção 3.1, e comparamos as estimativas do expoente de Hurst obtidas por meio 

das equações 3.14 e 4.87, com o valor exato obtido através da equação 3.13, para alguns valores 

de parâmetros p, conforme ilustrado na figura 4.13 a seguir. Podemos notar que as estimativas 

feita através da equação 4.87 convergem muito rápido para o valor exato do expoente de Hurst, 

do que a equação 3.14, com baixa estatística. 
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Figura 4.14: Gráficos da estimativa do expoente de Hurst (a,c,e,g) e do erro absoluto (b,d,f,h), 

em função do número de médias (MC), para simulações do modelo de memória completa com 

tmax = 104 . A linha preta tracejada em a),c),e),g) representa o valor exato do expoente de Hurst, 

as linhas em vermelho representam o cálculo pelo método tradicional (3.14) e as linhas em 

verde representam a estimativa do expoente de Hurst por meio da eqação 4.87. a) e b) foram 

simulados para p = 0.8; c) e d) foram simulados para p = 0.85; e) e f) foram simulados para p = 

0.90; g) e h) foram simulados para p = 0.95. 
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4.6. Solução numérica para qualquer distribuição de probabilidades 

 

Alguns dos modelos de caminhada aleatória não-Markovianas ainda não apresentam uma 

solução exata conhecida, conforme os discutidos nas seções 3.3 e 4.1. Por isso, com o intuito 

de obtermos uma solução numérica para o primeiro momento de qualquer tipo de distribuição 

de probabilidade, desenvolvemos o método a seguir. 

 

 No limite do contínuo, a equação 4.17 pode ser generalizada como: 

 

 𝑑〈𝑥(𝑡)〉

𝑑𝑡
= ∫ 𝛼(𝑡′, 𝑡) 𝑃(𝑡′, 𝑡) 

𝑑〈𝑥(𝑡′)〉

𝑑𝑡
𝑑𝑡′

𝑡

0

 
(4.88) 

 

∀ P(t’,t). 

 

Portanto, para o caso discretizado em que 𝛼(𝑡′, 𝑡) = 𝛼, a equação 4.88 pode ser reescrita como: 

 

 
〈𝑥𝑡+1〉 − 〈𝑥𝑡〉 = 𝛼 ∑ 𝑃(𝑡′, 𝑡)

𝑡

𝑡′=1

[〈𝑥𝑡′〉 − 〈𝑥𝑡′−1〉] 
 

(4.89) 

 

 

Note, ainda, que as probabilidades P(in-1, in) devem ser normalizadas em in. Como prova disso, 

tomemos o caso balístico na equação 4.88 e 𝛼(𝑡′, 𝑡) = 𝛼 =  1, logo: 

 

 𝑑〈𝑥(𝑡)〉

𝑑𝑡
= ∫ 𝑃(𝑡′, 𝑡) 𝑑𝑡′

∞

−∞

=∑𝑃(𝑖, 𝑡)

𝑡

𝑖=1

= 1 

(4.90) 

 

Portanto precisamos normalizar a distribuição de probabilidades. Discretizando-a, desde o 

início, pois a definição do contínuo só é válida para t → ∞, logo, pode-se ocorrer a propagação 

de erros desde a origem. 
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4.6.1. Aplicação: Memória recente 

 

Vimos na seção 3.2.1, que P(t’,t’) = P(t) = 1/ft, logo, a equação 4.89 pode ser reescrita como: 

 

 
〈𝑥𝑡+1〉 = 〈𝑥𝑡〉 +

𝛼

𝑡
 ∑[〈𝑥𝑡′〉 − 〈𝑥𝑡′−1〉]

𝑡

𝑡′=1

 

 

(4.91) 

 

O expoente de Hurst foi estimado conforme apresentado nas seções anterioriores, calculando o 

deslocamento quadrático médio em função do tempo t. Podemos notar que a equação 4.91 

reproduz o resultado numérico e converge mais rápido para o valor do expoente de Hurst, 

conforme ilustrado na figura a seguir: 

 

 

Figura 4.15: Expoente de Hurst em função do parâmetro de decisão do sistema para o modelo 

memória recente 3.2.1, para valores de f = 1/10 (preto), f = 1/4 (vermelho), f = 1/2 (verde), f = 

3/4 (laranja), f = 9/10 (ciano) e f = 1 (linha tracejada azul), obtidos por meio da equação 3.128 

(linhas contínuas) e simulações computacionais (círculos), com tmáximo = 106 e 105 repetições 

para o cálculo da média.  
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4.6.2. Aplicação: Memória exponencial 

 

Na seção 3.3, vimos que, em t+1, a distribuição de probabilidades para o modelo de memória 

exponencial é dado por: 

 

 
𝑃𝜆(𝑡′, 𝑡)  =  𝐴 𝑒𝑥𝑝 [

−𝜆(𝑡 − 𝑡′)

𝑡
] 

(3.35) 

onde A =  1/ [
t

λ
[1 − exp(−λ)]]  é a constante de normalização e λ é uma constante 

adimensional de decaimento, que ajusta a forma da distribuição exponencial de maneira usual. 

 

 Logo, a equação 4.17 pode ser reescrita como: 

 

 𝑑〈𝑥(𝑡)〉

𝑑𝑡
= 𝛼∫ 𝐴 𝑒𝑥𝑝 [

−𝜆(𝑡 − 𝑡′)

𝑡
] 
𝑑〈𝑥(𝑡′)〉

𝑑𝑡
𝑑𝑡′

𝑡

0

 
(4.92) 

 

Discretizando-a, temos: 

 

 
〈𝑥𝑡+1〉 = 〈𝑥𝑡〉 +

𝛼

𝑡
 ∑ 𝐴(𝑡) 𝑒

−𝜆(𝑡−𝑡′)
𝑡 [〈𝑥𝑡′〉 − 〈𝑥𝑡′−1〉]

𝑡

𝑡′=1

 

 

(4.93) 

 

onde, 

 

 

𝐴(𝑡) =  [∑ 𝑒
−𝜆(𝑡−𝑡′)

𝑡

𝑡

𝑡′=1

]

−1

 

 

(4.94) 

 

O expoente de Hurst foi estimado conforme apresentado nas seções anterioriores, calculando o 

deslocamento quadrático médio em função do tempo t. Podemos notar que a equação 4.93, 

reproduz o resultado numérico e converge mais rápido para o valor do expoente de Hurst, 

conforme ilustrado na figura a seguir: 
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Figura 4.16: Expoente de Hurst em função do parâmetro de decisão do sistema, para o modelo 

de caminhada aleatória com perfil de memória exponencial, para valores de λ = 2 (quadrados 

vermelhos) e λ = 5 (círculos pretos), obtidos por meio da equação 4.93. 

 

4.6.3. Aplicação: Memória mista 

 

Vimos, na seção 4.1, que, em t+1, a distribuição de probabilidades para o modelo de memória 

exponencial é dado por: 

 

 
𝑃(𝑡′, 𝑡)  =  {

𝜅 𝑒𝑥𝑝 [
−𝜆(𝐴 − 𝑡′)

𝐴
⁄ ] , 𝑡 < 𝐴

𝜅                                 , 𝑡 ≥ 𝐴
 

(4.1) 

 

onde κ =  1/ [
1

t−A
+
A

λ
[1 − exp(−λ)]] é a constante de normalização e λ é uma constante 

adimensional de decaimento, que ajusta a forma da distribuição exponencial de maneira usual. 

 

Logo, a equação 4.17 pode ser reescrita como: 

 

𝑑〈𝑥(𝑡)〉

𝑑𝑡
= 𝛼 [∫ 𝜅 𝑒𝑥𝑝 [

−𝜆(𝐴 − 𝑡′)

𝐴
] 
𝑑〈𝑥(𝑡′)〉

𝑑𝑡
𝑑𝑡′

𝐴

0

+∫ 𝜅 
𝑑〈𝑥(𝑡′)〉

𝑑𝑡
𝑑𝑡′

𝑡

𝐴

] 
(4.95) 
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Discretizando-a, temos: 

 

〈𝑥𝑡+1〉 = 〈𝑥𝑡〉 +
𝛼

𝑡
 ∑ 𝜅(𝑡)𝑒

[
−𝜆(𝐴−𝑡′)

𝐴
]
[〈𝑥𝑡′〉 − 〈𝑥𝑡′−1〉]

𝐴−1

𝑡′=1

+
𝛼

𝑡
 ∑ 𝜅(𝑡)[〈𝑥𝑡′〉 − 〈𝑥𝑡′−1〉]

𝑡

𝑡′=𝐴−1

 

 

(4.96) 

 

onde, 

 

𝜅(𝑡) =  [(∑ 𝑒
−𝜆(𝑡−𝑡′)

𝑡

𝐴−1

𝑡′=1

) + (𝑡 − 𝐴)]

−1

 

 

(4.97) 

 

O expoente de Hurst foi estimado conforme apresentado nas seções anterioriores, calculando o 

deslocamento quadrático médio em função do tempo t. Podemos notar que a equação 4.96, 

reproduz o resultado numérico e converge mais rápido para o valor do expoente de Hurst, 

conforme ilustrado na figura a seguir: 

 

 

Figura 4.17: Expoente de Hurst em função do parâmetro de decisão do sistema, para o modelo 

de memória mista, seção 4.1, para valores de λ = 5 e A =  
t

4
,
t

2
 e 

3𝑡

4
, obtidos por meio da 

equação 4.96 (quadrados vazios) e obtidos experimentalmente (círculos), com tmáximo = 106 e 

105 rodadas para a obtenção de médias. 
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5.1. Introdução 

 

Nesta seção, descreveremos o desenvolvimento de um protocolo de testes comportamentais 

voltados para modelos pré-clínicos da doença de Alzheimer, induzida pela infusão 

intracerebroventricular (i.c.v.) bilateral da estreptozotocina (STZ). Tal protocolo foi avaliado 

por meio de modelos de caminhadas aleatórias com memória enviesada, com o objetivo de 

caracterizar e categorizar grupos de indivíduos saudáveis e doentes com a donça de Alzheimer. 

Dessa forma, buscamos encontrar os parâmetros teóricos dos modelos de CAs que melhor se 

ajustam aos resultados obtidos por meio dos testes comportamentais. Tal procedimento poderá 

ser útil para o entendimento da progressão dos déficits cognitivos em doenças 

neurodegenerativas 

 

A seguir, discutiremos conceitos fundamentais para o entendimento do funcionamento da 

memória humana, a definição do transtorno neurocognitivo maior, bem como as características 

microscópicas observadas em indivíduos com a doença de Alzheimer. 

 

5.1.1. Memória humana 

 

O armazenamento de informações e fatos adquiridos por meio de situações vividas ou ouvidas 

é denominado de memória. Os diversos tipos de memória existentes, como por exemplo a 

memória episódica e semântica (ambas de longo prazo), apresentam mecanismos de elaboração 

e estruturas cerebrais envolvidas distintas entre si, como citado por Ivan Izquierdo [82]: “Tudo 

indica que diferentes memórias utilizam diferentes vias e processos tanto para a sua aquisição 

como para a sua evocação”. 

 

O hipocampo (estrutura localizada nos lobos temporais do cérebro humano, considerado a 

principal sede da memória e importante componente do sistema límbico) e a amígdala 

cerebelosa (grupos de neurônios que, juntos, formam uma massa esferoide de substância 
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cinzenta com cerca de dois centímetros de diâmetro e fazem parte do sistema límbico) são as 

principais estruturas envolvidas no processo de gravação e evocação da memória.  

 

Essas estruturas, em conjunto, formam um sistema modulador que influi na decisão do que deve 

ser gravado e do que deve ser evocado [82]. Eles estão interligados entre si e recebem 

informações de todos os sistemas sensoriais. Podemos observar as principais partes envolvidas 

no processo de memória na figura 5.1 a seguir: 

 

 

Figura 5.1: Principais estruturas envolvidas no processo de memória. À esquerda, observa-se 

detalhadamente a estrutura que contém o hipocampo, corpos amigdaloides e o corpo do fórnix 

cerebral. 

 

5.1.1.1. Sistema modulador da memória 

 

Na aquisição de uma nova informação, esta ativará uma ou mais de uma região do córtex 

cerebral pertencente à sua respectiva modalidade sensorial.  

 

Segudo Izquierdo [82], o hipocampo, então, é ativado a fim de distinguir estímulos, 

combinações de estímulos e ambientes, compará-los com memórias preexistentes armazenadas 

no cérebro e emitir informação referente à novidade, ou não, da situação, ou do ambiente, a 

outras estruturas. Através do fórnix cerebral, o hipocampo ativa neurônios β-endorfinérgicos 

localizados no hipotálamo medial basal. Por sua vez, estes projetam a informação ao septum 

medial, à amígdala, e a outros núcleos vinculados com a modulação dos processos de memória. 
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A fim de entendermos de maneira lógica e simplificada o processo de aquisição e evocação da 

memória, desenvolvemos, com base nas definições adotados por Ivan Izquierdo [82], os 

seguintes fluxogramas para a aquisição e evocação da memória. 

 

 

Figura 5.2: Fluxograma simplificado do processo de aquisição da memória humana. Fonte: 

autoria própria. 

 

Segundo Gray, 1982, conforme referenciado em [82], “o hipocampo intervém no 

reconhecimento de determinado estímulo, configuração de estímulos, ambiente ou situação, se 

são novos ou não, e, portanto, se merecem ou não ser memorizados”. Ou seja, dada uma ação 

ou informação, esta será armazenada se tiver um componente cognitivo associado e se esta for 

algo inédito, caso o contrário, esta informação não será armazenada. 

 

A amígdala participa dos processos de seleção como consequência de sua função moduladora 

da consolidação e a β-endorfina liberada a partir de estímulos nervosos, gerados por 

experiências novas, incorpora informação a tais estímulos. Por exemplo, em um evento muito 

marcante, cuja evocação é mais fácil, há uma maior produção de β-endorfina. As memórias 

adquiridas em estado de alerta e com certa carga emocional ou afetiva são lembradas mais 

facilmente do que as memórias de fatos inexpressivos ou adquiridas em estado de sonolência. 

Componente Cognitivo associado? 

 

 Não 

Sim 
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Figura 5.3: Fluxograma simplificado do processo de evocação da memória humana. Fonte: 

autoria própria. 

 

A lesão bilateral da amígdala, a secção bilateral da stria terminalis (principal via aferente e 

eferente da amígdala) ou a injeção de bloqueadores β-noradrenérgicos na amígdala bloqueiam 

o efeito facilitador sobre a consolidação da adrenalina, de estimulantes colinérgicos e de 

antagonistas da β-endorfina, dados após o treino [82]. 

 

5.1.2. Transtorno neurocognitivo maior 

 

A população idosa vem crescendo consideravelmente nos últimos anos, tanto no Brasil, quanto 

em outros países, tornando-se um dos grandes desafios que a sociedade brasileira enfrentará. 

Segundo dados publicados pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatística (IBGE) do ano 

de 2012, existia, aproximadamente, uma pessoa de 60 anos ou mais de idade, para cada duas 

pessoas com menos de 15 anos de idade. Esse aumento da expectativa de vida é um fator 

desejável, porém, é uma situação extremamente preocupante, pois na mesma proporção, há um 

aumento significativo da ocorrência de doenças crônicas e incapacitantes, que pioram ao passar 

do tempo, e, sem cura, exigem uma atenção redobrada, como é o caso das demências. A 

associação de Psiquiatria Americana promoveu uma mudança na nomenclatura das demências 

por meio do manual diagnóstico e estatístico de transtornos mentais (DSM-5) [83], passando a 

denominá-las como: transtorno neurocognitivo maior. 

 

Segundo a definição do DSM-5 [83], o transtorno neurocognitivo maior, ou demência, é uma 

síndrome clínica que, geralmente, afetam a memória, a percepção e/ou a resolução de problemas 
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e cuja a intensidade é capaz de interferir no funcionamento social e ocupacional do indivíduo. 

Elas são classificadas de acordo com a sua presumível etiologia: doença de Alzheimer, 

demência vascular, demência secundária a outros estados físicos gerais, demência persistente 

induzida por substâncias, demência secundária a múltiplas etiologias ou demência sem outra 

especificação (se a etiologia é indeterminada). 

 

O déficit cognitivo deve abranger modificação de memória associado à mudança em pelo menos 

uma das perturbações cognitivas: deterioração da função da linguagem (afasia), diminuição da 

capacidade para executar atividades motoras (apesar de, nas capacidades motoras, a função 

sensorial e a compreensão de tarefas requeridas estarem intactas - apraxia), deterioração da 

capacidade para reconhecer ou identificar objetos, apesar de manterem a função sensorial 

intacta (agnosia) ou a perturbação na capacidade de execução. 

 

A idade do início do transtorno neurocognitivo maior depende da etiologia, mas é geralmente 

tardia, com maior prevalência em indivíduos com idade superior a 85 anos. Embora ocorra com 

mais frequência em indivíduos idosos, o transtorno neurocognitivo maior pode acometer 

crianças e adolescentes, resultado de estados físicos gerais, como por exemplo, traumatismo 

craniano, tumores cerebrais, infecção pelo vírus da imunodeficiência humana (HIV), enfartes e 

adrenoleucodistrofias. O diagnóstico pode não ser realizável até a criança possuir idade entre 

os 4 e 6 anos, pois uma significativa deterioração da memória e de aptidões cognitivas múltiplas, 

essencial para o diagnóstico de demência, pode ser difícil de documentar [83]. 

 

A prevalência do transtorno neurocognitivo maior, segundo diversos estudos epidemiológicos, 

aumenta com a idade, como ocorre, por exemplo, na doença de Alzheimer. 

 

A DA é a principal causa de demência responsável por problemas de memória, pensamento e 

comportamento, sendo responsável por 50 a 80 por cento dos casos de demências no mundo 

[84]. É uma doença neurodegenerativa, caracterizada pela perda progressiva de células neurais, 

frequente em indivíduos com idade superior a 65 anos. Atualmente, não existe cura para a DA, 

a qual possui um agravamento progressivo até levar à morte. A doença leva o nome do 

psiquiatra e neuropatologista alemão Alois Alzheimer, que a descreveu pela primeira vez em 

1906 [85 - 86].  
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Inicialmente, as faculdades intelectuais tornam-se menos aguçadas, com leves disfunções na 

memória episódica. O pensamento passa ser lento, causando um prejuízo na capacidade de 

atuação no âmbito social e econômico, e a memória apresenta-se deficiente. Outros sintomas 

também são comuns referentes à DA, são, por exemplo, a agitação e inquietação [87 - 88]. Nos 

estágios terminais, o quadro clínico dos indivíduos é, consideravelmente, consistente. A 

atividade intelectual encerra; o indivíduo torna-se dócil e acaba por ser reduzido a um estágio 

vegetativo [87 - 88]. Segundo Borges [89], a DA pode ser dividida em três fases de evolução, 

nas quais os pacientes apresentam determinadas características comuns: fase inicial, 

intermediária e avançada. 

 

Na fase inicial, o paciente apresenta distração, esquecimento crescente, dificuldade de lembrar 

palavras e nomes, dificuldade para aprender novas informações, desorientação em ambientes 

familiares, lapsos pequenos, redução das atividades sociais dentro e fora de casa. 

 

Na fase intermediária, o paciente apresenta  perda marcante da memória e da atividade 

cognitiva, deterioração das habilidades verbais, incapacidade para o convívio social autônomo, 

diminuição do conteúdo de variação da fala e alterações comportamentais. Nessa condição, o 

paciente se perde com facilidade, tem tendências a fugir ou perambular pela casa e tem início a 

incontinência urinária. 

 

Na fase avançada, o paciente torna-se monossilábico, com tendência a falar menos, até o 

momento da mudez, além disso, manifesta maiores distúrbios emocionais e comportamentais, 

continua delirante, com total incontinência fecal e urinária, quase não deambula e apresenta 

enrijecimento das articulações. A evolução é quase certa para o uso de nutrição enteral ou 

gastrotomia, com piora crescente do quadro geral, levando ao óbito. 

 

5.1.2.1. Aspectos microscópicos da doença de Alzheimer 

 

As características histopatológicas presentes no parênquima cerebral de pacientes portadores 

da DA incluem depósitos fibrilares amiloidais no espaço extracelular, associados a uma 

variedade de diferentes tipos de placas senis, acúmulo de filamentos anormais da proteína tau 

e consequente formação dos emaranhados neurofibrilares (ENF), perda neuronal e sináptica, 

ativação da glia e inflamação [90]. O acúmulo de placas senis geralmente precede o início 
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clínico da DA, enquanto nos ENF, ocorre perda neuronal e sináptica, as quais se relacionam 

com à progressão do declínio cognitivo. 

 

De maneira simplificada, a formação das placas senis pode ser explicada por meio das vias de 

clivagem da glicoproteína integral denominada: proteína percussora amilóide (APP). A APP é 

uma proteína transmembrana tipo 1, uma das mais abundante do sistema nervoso central, 

predominantemente, expressa em neurônios e concentrada nas sinapses dos neurônios [90]. De 

maneira simplificada, a APP pode sofrer duas vias de clivagem: via não amiloidogênica (α-

secretase) e via amiloidogênica (β-secretase). 

 

 

Figura 5.4: Processamento amiloidogênico e não amiloidogênico da APP por α, β e γ-

secretases. Representação esquemática da APP e de seus fragmentos proteolíticos sAPPα, 

sAPPβ e Aβ. (figura adaptada da referência [91]). 

 

Na via não amiloidogênica, a APP é clivada por meio da α-secretase e um fragmento 

proteolítico solúvel da APP (sAPPα) é liberado para o meio extracelular. Já na via 

amiloidogênica, a APP é clivada por meio da β-secretase e um fragmento solúvel proteolítico 

da APP (sAPPβ) é liberado para o meio extracelular. A proteína é novamente clivada por meio 

do complexo enzimático com atividade γ-secretase, liberando ao meio extracelular um 
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fragmento neurotóxico de β-Amilóide (Aβ), podendo levar à formação de placa senis e 

resultando em morte celular [90-91]. 

 

Em relação aos emaranhados neurofibrilares, análises bioquímicas e imunocitoquímicas 

mostraram que a proteína tau – proteína responsável por estabilizar os microtúbulos ao longo 

do axônio – em quadros da DA, sofre uma hiperfosforilação, tornando-a um polímero insolúvel 

filamentoso, o que parece desregular a cascata citoplasmática de fosforilações e 

desfosforilações [90-92]. Estudos apontam que os fragmentos neurotóxicos β-Amilóides podem 

ser o evento ativador da hiperfosforilação da proteína tau [92]. 

 

 

Figura 5.5: Representação esquemática da formação dos emaranhados neurofibrilares por meio 

da hiperfosforilação da proteína tau. Figura adaptada da referência [93]. 

 

5.2. Objetivos 

 

5.2.1. Objetivo geral 

 

Estudar déficits de memória na DA utilizando o modelo animal da DA induzida por 

estreptozotocina (STZ). 

 

5.2.2. Objetivo específico 
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Avaliação da memória e da tomada de decisão no modelo pré-clínico da DA por meio de testes 

comportamentais de esquiva ativa e passiva, campo aberto, reconhecimento de objetos e a 

análise volumétrica de estruturas cerebrais envolvidas no processo de memória, por meio de 

técnicas histológicas.  

 

5.3. Materiais e métodos 

 

5.3.1. Animais 

 

Os camundongos C57BL/6 foram agrupados em caixas de polipropileno (40 x 33 x 18 cm), 

com o piso forrado por lascas de madeira (maravalha). Durante todo o período do experimento, 

os animais foram alojados no biotério do laboratório de neuropsicofarmacologia da Faculdade 

de Filosofia, Ciências e Letras de Ribeirão Preto, a 25ºC ± 2ºC e ciclo luz/escuro de 12 horas, 

com comida e água ad libitum.  

 

Todos os protocolos experimentais foram conduzidos de acordo com as normas definidas pela 

Comissão de Ética no uso de animais de experimentação (CEUA - FFCLRP - USP), sob 

processo 2020.1.616.59.3 (vide anexo 2).  

 

5.3.2. Modelo pré-clínico da doença de Alzheimer induzido por STZ 

 

Utilizamos o modelo pré-clínico da DA (camundongos C57BL/6) induzido pela microinjeção 

intracerebroventricular (ICV) bilateral da STZ [94].  

 

Os animais foram posicionados em decúbito ventral em uma placa aquecida no aparato 

estereotáxico, conforme ilustrado na figura 5.6, e a cabeça afixada por barras auriculares nos 

condutos auditivos e pela barra incisiva na cavidade oral. A temperatura dos animais foi 

monitorada durante todo o procedimento cirúrgico e deveria estar entre 37±1ºC.  

 

Adicionalmente, foi utilizado solução fisiológica estéril para lubrificação ocular a fim de se 

evitar o ressecamento da córnea. Realizamos a tricotomia da região craniana, antissepsia com 
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solução de iodo a 2% e anestesia local no escalpo, administrado de forma subcutânea, com 

lidocaína.  

 

Foi realizada uma incisão sagital de aproximadamente 0.5 cm com uma lâmina de bisturi 

número 20, seguido de trepanação unilateral com broca cirúrgica esterilizada. Um pedaço de 

osso do crânio (2 a 4 mm) foi removido para expor a dura-máter.  

 

Um total de 90 μg de STZ em 3 μL de solução salina 0.9% (coordenadas:  AP +− 0.3 mm; ML 

-1.0 mm; DV: − 2.5 mm; a partir do bregma, atlas de Paxinos and Franklin, 2001) foi 

administrado com o auxílio de uma cânula confeccionada a partir de uma agulha hipodérmica 

(0,80x40, 21G). As microinjeções ocorreram na velocidade de 0,4 µl/min e, após o término, a 

cânula foi mantida imóvel por um tempo adicional de dois minutos para evitar refluxo da droga.  

 

Ao final da cirurgia, todos os animais receberam injeção intramuscular (0,2 ml) de pentabiótico 

veterinário para animais de pequeno porte (Forte Dodge Saúde Animal LTDA) e foram 

mantidos sob aquecimento até recuperação total da anestesia. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 5.6: Mesa esterotáxica de duas torres da empresa Bonther. 
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5.3.3. Delineamento experimental 

 

• Grupo 1: Análise com 01 mês após a lesão (n=10 camundongos C57BL/6; n=10 

camundongos STZ); 

• Grupo 2: Análise com 02 meses após a lesão (n=10 camundongos C57BL/6; n=10 

camundongos STZ); 

• Grupo 3: Análise com 03 meses após a lesão (n=10 camundongos C57BL/6; n=10 

camundongos STZ); 

 

 

 

Figura 5.7: Esquema temporal dos protocolos aplicados aos camundongos apresentados no 

objetivo A - Estudo Pré-clinico: Animais STZ + Salina e Salina.  

 

5.3.4. Teste de esquiva ativa e passiva 

 

Submetemos todos os animais ao teste de esquiva ativa e passiva [95 - 96] a fim de consolidar 

e testar a capacidade de evocação da memória antiga e recente. Para este fim, utilizamos a caixa 

de esquiva ativa EP111 da Insight Ltda, com sistema de choque de 0.3mA.  

 

5.3.4.1.1 5.3.6 5.3.7 5.3.4.1.2 5.3.4.2 5.3.8 + 5.3.9 

Grupo 1 

Grupo 2 

Grupo 3 
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Figura 5.8: Caixa de esquiva ativa EP111 da Insight Ltda. 

 

Cada camundongo foi submetido a um pré-teste com estímulos individuais (visual e sonoro) e, 

em seguida, submetido a um teste, que mesclou os estímulos apresentados nos pré-testes, 

conforme detalho a seguir:         

 

5.3.4.1. Pré-teste 

 

5.3.4.1.1. Consolidação da memória antiga (esquiva ativa) 

 

Todos os camundongos do modelo STZ foram submetidos ao teste de esquiva ativa, antes da 

cirurgia para a indução da DA.  

 

Os camundongos foram submetidos a um bloco diário (aplicado por 03 dias consecutivo e 

repetidos 01 mês depois) com 60 estímulos sonoros de 10 segundos seguidos de um estímulo 

aversivo (choque) de 3 segundos e intervalos de 1 minuto ± 10 %. O camundongo é 

condicionado a se esquivar para desativar o estímulo sonoro. 
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5.3.4.1.2. Consolidação da memória recente (esquiva passiva) 

 

Todos os camundongos do modelo STZ foram submetidos ao teste de esquiva passiva, 

conforme o período indicado no delineamento experimental, para a consolidação de uma 

memória recente.  

 

Os camundongos foram submetidos a um único bloco com 60 estímulos luminosos de 10 

segundos seguidos de um estímulo aversivo (choque) de 3 segundos e intervalos de 1 minuto ± 

10 %. O camundongo é condicionado a ficar parado para desativar o estímulo luminoso.  

 

5.3.4.2. Teste 

 

No dia seguinte à aplicação do pré-teste descrito no item 5.3.4.1.2, os camundongos foram 

submetidos ao teste, composto por um único bloco diário com 60 estímulos, no qual foram 

mesclados 30 estímulos sonoros e 30 estímulos visuais, distribuídos de forma aleatória.  

 

5.3.5. Análise dos Resultados 

 

Com base no modelo de caminhada aleatória com falha na memória recente (ARW) [40], 

podemos escrever a solução exata para o primeiro momento do caminhante, como sendo: 

 

                 𝑥𝑗̅ = 1 +∑
2𝑝 − 1

⌊𝑓(𝑘 − 1)⌋ + 1
𝑥(⌊𝑓(𝑘 − 1)⌋ + 1)

𝑗−1

𝑘=1

 

(5.1) 

 

Seja rn (p,f) a variável que compara o resultado do teste de esquiva ativa e passiva (xe) com o 

resultado analítico exato (𝑥𝑗̅) e os n espectros computacionais gerados pelo modelo ARW (xj,n).  

 

De tal modo que: 

 

                  𝑟𝑛(𝑝, 𝑓) =
∑ (𝑥𝑗̅ − 𝑥𝑗,𝑛)

2
/𝑗

𝑡𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑜
𝑗=1

∑ (𝑥𝑗̅ − 𝑥𝑒)²
𝑡𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑜
𝑗=1 /𝑗

 

 

(5.2) 

 



94 

 

Verificamos que a escolha do ponto inicial da análise, não interfere nas características 

intrínsecas p e f do sistema, de tal modo que podemos considerar: 

 

                𝑥𝑒(𝑡) = 𝑥𝑒(𝑡) − 𝑥𝑒(1) + 1 (5.3) 

 

As médias foram estimadas da seguinte forma: 

 

                𝑟̅ = ∑
𝑟𝑛
𝑛

𝑛

(𝑥𝑗,𝑛)

 
 

(5.4) 

 

                𝑟²̅ = ∑
𝑟𝑛
2

𝑛

𝑛

(𝑥𝑗,𝑛)

 

 

 

(5.5) 

 

O desvio padrão foi definido, então, por: 

 

                𝜎 = √𝑟²̅ − 𝑟̅ ² 

 

(5.6) 

Foram verificados os pares (p, f) que melhores se ajustaram ao resultado obtido no teste de 

esquiva ativa e passiva, com base em modelos de caminhada aleatória com memória enviesada, 

como o modelo ARW [40], a fim de caracterizar os pares (p, f) para cada nível da doença. Note 

que é esperado se obter diversos pares (p, f) que representem o espectro em análise, com isso, 

para a redução dessas degenerescências, outras análises, como a análise de Fourier, foram 

aplicadas. 

 

5.3.6. Teste de Campo Aberto  

 

O teste do campo aberto foi realizado em uma arena circular cercada por paredes de forma que 

o animal não possa fugir. O assoalho foi marcado com pequenos semicírculos, o que permitiu 

a quantificação da atividade locomotora do animal [97 - 98].  
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Figura 5.9: Arena de campo aberto circular da empresa Bonther. 

 

Neste teste, cada camundongo foi posicionado, individualmente, no centro do aparato, podendo 

explorá-lo, livremente, por dez minutos. Avaliamos dois parâmetros motores: a frequência 

locomotora, definida como sendo o número de quadrantes cruzados pelo camundongo, com as 

quatro patas, e a frequência de rearing (levantar), definida como o número de vezes que o 

camundongo ficou apoiado nas patas traseiras. Este teste foi realizado ao término da aplicação 

do teste de esquiva ativa e passiva. 

 

5.3.7. Teste de Reconhecimento de Objetos  

 

A fim de analisarmos a capacidade dos camundongos em acessar a memória declarativa, 

fizemos uso do teste de reconhecimento de objetos [99 - 102]. Tal teste se baseiou-se na 

tendência natural do animal em explorar mais o objeto novo em detrimento ao familiar, num 

contexto conhecido. Analisamos o seu desempenho ao longo da progressão da demência.  

 

O teste foi dividido em três fases: Habituação, Amostra e Teste. Na fase de habituação, o 

camundongo pôde explorar toda a caixa (40x40x40 cm) durante quatro dias consecutivos, por 

um tempo de 10 minutos. No quinto dia, os animais foram expostos a dois objetos, 

simetricamente espaçados, idênticos em forma e tamanho (OI), diferindo apenas por pequenos 

detalhes de cor, durante 10 minutos. Após a fase da amostra, o camundongo retornou ao biotério, 
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por mais 15 minutos, para então, darmos início à fase do teste. Na fase do teste, trocamos um 

dos objetos apresentado anteriormente por outro de mesmo tamanho, mas com formas 

diferentes (ON). Analisamos o tempo de exploração nos dois objetos idênticos, apresentados 

durante a fase de amostra e, também, o tempo de discriminação (TD) dos objetos durante a fase 

do teste. O tempo de discriminação dos objetos é obtido por meio da seguinte equação: 

   

                𝑇𝐷 = 𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜 𝑂𝑁/ (𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜 𝑂𝑁 + 𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜 𝑂𝐼) (5.7) 

 

5.3.8. Histologia  

 

Ao término de cada experimento, os camundongos foram perfundidos com solução salina a  

0,9% (20 ml, temperatura ambiente) seguida por tampão fosfato (PB) 0,1M contendo 

paraformaldeído (PFA) a 4% (20 ml, 4ºC). Os encéfalos foram pós-fixados em PFA 4% por 12 

horas (4ºC) e crioprotegidos em PB 0,1M contendo sacarose a 30% por 48 horas (4ºC).  

 

Os encéfalos foram congelados e processados em criostato (secções de 50 μm). 

 

5.3.9. Análise do volume cerebral 

 

Cortes coronais foram utilizados para estimar o volume de estruturas cerebrais em um único 

hemisfério. Todas as seções contendo as regiões de interesse foram fotografadas por meio do 

microscópio Nikon Eclipse Ti. A área de cada estrutura em cada corte coronal foi estimada 

usando o princípio de Cavalieri. O contorno das estruturas de interesse foi delimitado por meio 

de referências do atlas cerebral de camundongos Paxinos and Franklin [103]. Com as áreas das 

regiões de interesse obtidas, por seção, estimamos o volume. 

 

5.4. Resultados 

 

A seguir apresentaremos os resultados do teste piloto, desenvolvido para delimitar o desenho 

experimental descrito na seção 5.3. Para a caracterização deste protocolo pré-clínico, foram 

utilizados 34 camundongos da espécie Mus musculus e raça C57B6/6, saudáveis, com idade 

entre 6 e 8 semanas, sendo eles: quatro para a caracterização dos testes comportamentais 
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descritos nos itens 5.3.3 – 5.3.7; e 30 para a caracterização do protocolo de cirurgia descrito no 

item 5.3.2, e análises histológicas e volumétricas, descritos respectivamente nos itens 5.3.8 e 

5.3.9. 

 

Devido à pandemia do novo coronavírus (Covid-19), a parte experimental deste trabalho foi 

afetada, não sendo possível, até o momento da redação deste, a execução dos protocolos 

apresentados na seção 5.3. Porém, daremos continuidade aos experimentos propostos. 

 

Inicialmente submetemos os camundongos a um teste de esquiva ativa e passiva, no qual todos 

foram submetidos a 60 estímulos diários no pré-teste (quatro dias), seguido de um teste, 

mesclando 30 estímulos sonoros e 30 estímulos luminosos escolhidos aleatoriamente.  

 

A tabela a seguir ilustra a taxa média e o desvio padrão de sucesso (o camundongo realiza a 

tarefa dentro dos dez segundos de estímulo), fracasso (o camundongo não realiza a tarefa dentro 

dos dez segundo e recebe um estímulo aversivo por três segundos) e fuga (o camundongo não 

realiza a tarefa dentro dos dez segundos, porém, dentro dos dez segundos do estímulo aversivo, 

ele realiza a tarefa). 

 

Tabela 5.1: Resultado do teste de esquiva ativa e passiva aplicado à 04 camundongos saudáveis. 

Dia do Pré-teste Estímulo % Sucesso % Fracasso % Fuga 

1º dia Estímulo Sonoro 72.5 ± 7.07 7.50 ± 3.54 20.00 ± 3.54 

2º dia Estímulo Sonoro 95.00 ± 3.59 1.00 ± 1.41 4.00 ± 2.12 

3º dia Estímulo Sonoro 96.25 ± 1.77 0.00 ± 0.00 3.75 ± 1.77 

4º dia Estímulo Luminoso 73.75 ± 5.30 16.25 ± 8.84 10.00 ± 14.14 

 

 

Podemos notar, na tabela acima, que os camundongos foram condicionados a ambos os 

estímulos, sonoro e luminoso, apresentando uma taxa de sucesso superior a 70%, significando 

que o protocolo de esquiva ativa e passiva está padronizado em nosso laboratório. 

 

A fim de verificarmos se houve algum viés nos resultados obtidos no teste de esquiva ativa e 

passiva, devido a problemas locomotores (ou seja, verificar se o camundongo não mudou de 
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lado, pois não aprendeu a tarefa, ou se foi devido a um problema de mobilidade), aplicamos o 

teste de campo aberto.  

 

Quantificamos a frequência de rearing (número de vezes em que o camundongo ficou em pé, 

apenas com as duas patas posteriores apoiadas no solo) e a frequência locomotora (número de 

vezes em que os camundongos cruzaram cada quadrante com as quatro patas).  

 

A tabela a seguir ilustra o resultado obtido no teste de campo aberto para os quatro 

camundongos do teste piloto e demonstra que os animais apresentavam comportamento 

locomotor normal conforme estabelecido previamente na literatura [97 - 98, 104]. 

 

Tabela 5.2: Desempenho dos 04 camundongos saudáveis no teste de campo aberto. 

Medida comportamental de atividade espontânea Sucesso 

Frequência locomotora 155.67 ± 39.88 

Frequência de rearing 52.66 ± 7.93 

 

Por fim, analisamos o resultado do teste de esquiva ativa e passiva de cada camundongo, a fim 

de construirmos espectros, com base no seu desempenho. Ao término da aplicação de cada 

estímulo, atribuímos valores a cada resultado e acumulamos x(t). Consideramos como +1 o 

sucesso no estímulo e −1, o fracasso e a fuga. A seguir ilustramos um espectro obtido por um 

camundongo. 
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Figura 5.10: Espectro obtido a partir do resultado do teste de esquiva e ativa de um único 

camundongo saudável, em que foi atribuído +1 para sucesso ao estímulo e −1 para o fracasso e 

a fuga. 

 

Com os espectros obtidos, realizamos as análises descritas em "Análise dos resultados" do teste 

de esquiva ativa e passiva, a fim de verificar quais parâmetros p melhor se ajustavam a eles. Os 

nossos resultados preliminares mostraram um parâmetro p̄ = 0.95 ± 0.02, o que era esperado, 

tendo em vista que os camundongos não apresentavam demência e deveriam demonstrar um 

comportamento persistente, ou sejam p > 1/2. Acreditamos que camundongos com demência 

apresentam parâmetro p próximo a 1/2, devido ao dano cognitivo. Podemos notar que os 

resultados do teste piloto foram bastante promissores. 

 

Ao término dos testes, todos os camundongos foram anestesiados e submetidos à perfusão 

transcardíaca e, em seguida, utilizamo-los para o estabelecimento de técnicas histológicas que 

foram utilizadas para a caracterização da análise de volumetria cerebral.  

 

Todos os protocolos apresentados na seção 5.3 foram padronizados. 
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6.1. Considerações finais 

 

Nesta tese apresentamos os resultados de modelos de caminhadas aleatórias não-Markovianos 

encontrados na literatura, bem como, os dos novos modelos produzidos por nós.  

 

Na seção 4.1, introduzimos um novo modelo de caminhada aleatória com perfil de memória 

mista. Tal modelo foi uma idealização para representar, de maneira simplificada, caminhadas 

aleatórias com um perfil de memória que se aproximasse da observada em sistemas biológicos, 

em que o indivíduo tem mais capacidade de recordar eventos de um passado recente do que 

eventos de um passado distante. O modelo obteve resultados satisfatórios, apresentando uma 

transição de regime difusivo normal para superdifusivo, no ponto crítico p = 3/4, conforme 

encontrado na literatura. Também, podemos observar que, para λ → 0, o modelo se aproximou 

do modelo de memória completa [38] e quando, λ → ∞, o modelo assemelhou-se do modelo 

com falha na memória antiga [39]. 

 

Outro modelo introduzido neste trabalho foi o modelo de caminhada aleatória com perfil de 

memória retangular e parâmetro de decisão dinâmico [37], descrito na seção 4.2. Descrevemos 

um modelo computacional e analítico, obtendo assim, diagramas de fase que representam bem 

o sistema. Um fato interessante observado nesse modelo é a presença de oscilações log-

periódicas, mesmo sem falha, propriamente dita, na memória. Tais oscilações foram possíveis 

de serem observadas, introduzindo um viés à memória. O caminhante, ao invés de apresentar o 

mesmo parâmetro de decisão ao longo de sua caminhada, apresentou mais de um. Outro fato 

importante, é a presença de fortes oscilações log-periódicas, também em regiões com feedback 

positivo (peff > 0.5). 

 

Na seção 4.3, descrevemos um modelo de caminhada aleatória com memória enviesada 

inspirado no fenômeno da ecolalia, comumente observado em pacientes com Transtorno do 

Espectro Autista e em crianças em fase de aprendizado. Apresentamos diagramas de fases, com 
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base em resultados analíticos, bem como, descrevemos a equação de Fokker-Planck para este 

problema. Esperamos que os resultados expostos nessa seção possam contribuir para um melhor 

entendimento a respeito do fenômeno da ecolalia. Um fato interessante observado neste modelo 

é o surgimento da superdifusão clássica, em uma região com feedback negativo, em um modelo 

de memória completa, diferentemente do observado em trabalhos anteriores (vide seção 4.2). 

Tal mecanismo pode ser utilizado para a compreensão do distúrbio de linguagem com 

predisposição à repetição de sons e/ou palavras. Outra característica importante constatada 

nesse modelo, foi a presença de oscilações log-periódicas. Tais oscilações vêm sendo 

observadas antes de eventos catastróficos, em diversos fenômenos reais, como rupturas, 

terremotos e quebra da bolsa de valores, por exemplo, de modo que o seu surgimento indica 

futura ocorrência de catástrofe. Neste modelo, tais oscilações são aceitáveis analiticamente, 

entretanto, nos diagramas de fase apresentados, figura 4.6, não foi possível identificá-las 

diretamente devido ao fato de as oscilações presentes não serem o termo dominante, mas 

provavelmente, um termo de correção.  

 

Na seção 4.4, foi evidenciado um novo método analítico para calcular o modelo de caminhada 

aleatória com memória [38 - 42], porém, com interação entre os seus n-ésimo vizinhos. 

Apresentamos o modelo clássico com o parâmetro de decisão p e o modelo com o parâmetro 

decisório do sistema, sendo o peso de Boltzmann. O entendimento de tais modelos poderá ser 

útil no entendimento das propriedades magnéticas de certos materais.    

 

A seção 4.5 apresenta um novo método para estimar o expoente de Hurst, fazendo uso de baixa 

estatística. Apresentamos uma aplicação, utilizando modelos de caminhada aleatória com 

memória completa [38]. Podemos verificar que, por meio dos resultados ilustrados na seção, as 

estimativas do expoente de Hurst feitas pelo método convergem para o valor exato, muito mais 

rápido do que o método tradicional. Há diversos campos e áreas que tal método poderá ser 

aplicado, reduzindo, assim, o número de amostras que deverão ser coletadas para estimar o 

expoente de Hurst. 

 

Discutimos, também, um novo método numérico para obter o primeiro momento de qualquer 

distribuição de probabilidade, vide seção 4.6. Tal método é eficaz, pois, além do baixo tempo 

de processamento, é capaz de obter uma solução numérica para modelos de caminhada aleatória 

com perfis de memória complexos, para os quais não há solução analítica exata, sem a 
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necessidade de mapeá-los em modelos com perfis de memória retangular, conforme discutido 

em [42]. Notamos que este método representa bem os modelos discutidos. 

 

Após um árduo trabalho para desenhar um esquema experimental que pudesse retornar os 

parâmetros de interesse, a partir da memória biológica, vide Capítulo 5, iniciamos o teste pré-

clínico piloto e verificamos uma eficácia no mapeamento dos modelos de caminhada aleatória 

não-Markovianos, nos testes comportamentais aplicados aos camundongos da espécie Mus 

musculus e raça C57BL/6 saudáveis. O desenho experimental foi projetado pensando em 

acessar a memória de um passado recente e distante dos roedores a fim de reproduzir o 

comportamento observado através dos modelos de caminhada aleatória. Notamos que os 

resultados do teste piloto foram bastante promissores, reproduzindo o resultado esperado para 

o grupo de camundongos saudáveis, ou seja, um parâmetro de decisão do sistema próximo a 

um, p → 1. 

 

6.2. Pespectivas futuras 

 

Podemos observar que esta área é bastante promissora, pois o desenvolvimento e aplicação 

desses modelos, tendo em vista a simplicidade das equações (equações com poucos parâmetros), 

podem ser aplicados em diversas áreas, como na física, na biologia, na medicina, na economia, 

dentre outras.  

 

Desenvolveremos novos modelos de caminhada aleatória não-Markoviano, inspirado por 

sistemas biológicos, como a memória humana, e aplicaremos tais modelos a fim de caracterizar 

grupos de camundongos e humanos com demências do tipo de Alzheimer e Parkinson. 

 

O trabalho experimental foi afetado por conta da pandemia mundial do Coronavírus (Covid-

19), não sendo possível a realização do teste com os 114 camundongos, previstos nesta tese, 

apenas o estudo piloto para a delimitação experimental, conforme apresentado na seção 5. 

Porém, daremos continuidade aos experimentos, tendo em vista os resultados promissores que 

esperamos encontrar, bem como todos os testes comportamentais apresentados na seção 5 . A 

priori, analisaremos os dados dos testes comportamentais de camundongos. Em seguida, 
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desenharemos um esquema experimental para ser aplicado, por fim, em humanos. Testaremos 

também a influência de fármacos na progressão da doença. 
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A1. Noções de probabilidade 

 

Na natureza, encontramos dois tipos de eventos: determinísticos e não-determinísticos 

(probabilístico). Dizemos que um evento é determinístico, quando os resultados são sempre os 

mesmos sob as mesmas condições as quais o experimento¹ seja executado, por exemplo, um 

corpo em queda livre. Já um evento é dito não-Determinístico, quando os resultados variam de 

uma observação para a outra, sujeito à influências de fatores casuais que conduzem resultados 

incertos, por exemplo, o lançamento de um dado [105–107]. 

 

Todos os possíveis resultados² de um determinado experimento é chamado de espaço amostral, 

o qual, geralmente, é representado como o conjunto Ω. 

 

Por exemplo, se o experimento trata de verificar a capacidade de um indivíduo realizar 

operações matemática básicas, em que obteremos, como resultado, sucesso (o indivíduo 

responde corretamente) ou fracasso (o indivíduo responde de forma errônea). Logo, o espaço 

amostral desse experimento é o conjunto Ω = {sucesso, fracasso}. Outro exemplo muito comum 

é o experimento de lançar uma moeda e verificar se a face da mesma é cara ou coroa. Nesse 

experimento, o espaço amostral é o conjunto Ω = {cara, coroa}. 

 

Uma coleção parcial de elementos de Ω é chamada de subconjunto χ, com as seguintes 

propriedades: 

 

i. ∅ ∈  χ. 

 

ii. Se A ∈ χ, o complemento de A, Ac, também pertence à χ, ou seja, Ac ∈ χ. 

 

iii. Se A1, A2, ..., Aj ∈  χ, então ⋃ 𝐴𝑖
𝑗
𝑖=1  ∈  χ. 

 

Dado um espaço amostral Ω, qualquer subconjunto χ desse espaço amostral é denominado de 

evento. Exemplo, sair número par na face superior, num lançamento de dados, o espaço 

amostral Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e χpar = {2, 4, 6}. 

¹É todo o fenômeno que acontece ou toda ação que será feita. Cada experimento poderá ser repetido sob as mesmas 

condições indefinidamente; O resultado particular de cada experimento aparecerá ao acaso, mas pode-se descrever todas 

os possíveis resultados; Quando o experimento se repetir um grande número de vezes aparece uma regularidade. 

²Cada resultado do espaço amostral é considerado um ponto amostral. 
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Um dado evento é dito simples, se este é formado por um único elemento do espaço amostral 

Ω e composto, quando este é formado por dois ou mais elementos do espaço amostral Ω. 

 

Um evento é dito certo quando este sempre ocorre, isto é, em todas as realizações da experiência, 

e dito impossível³ quando os eventos não possuem elementos no espaço amostral, por exemplo, 

ocorrer o número 10 na face de um dado. 

 

A seguir, algumas operações podem ser realizadas com os eventos: 

 

i. União: É o evento que consiste na realização de pelo menos um dos eventos e na união 

de todos os pontos amostrais dos eventos que a compõem. Denotamos a união do evento 

A1 com o evento A2 por: A1 U A2. 

 

ii. Interseção: É o evento que consiste na realização de ambos (um e outro) os eventos, ou 

seja, é o evento composto pelos pontos amostrais comuns aos eventos que a compõem. 

Denotamos a interseção do evento A1 com A2 por: A1 ∩ A2 . 

 

iii. Complemento: É o conjunto de pontos do espaço amostral que não estão no evento. 

Denotamos o complemento do evento A por Ac . 

 

Chamaremos de probabilidade, denotado por P, a medida na qual podemos esperar a chance de 

ocorrência de um determinado evento. Ela pode ser utilizada como medida do grau de incerteza 

associado a um determinado evento A, ou seja, P(A). 

 

Definição: Sendo Ω um espaço amostral finito, a probabilidade de ocorrência de um 

determinado evento A ∈ Ω ocorrer é, frequentemente, enunciado por: 

 

 
𝑃(𝐴)  =  

𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟á𝑣𝑒𝑖𝑠 𝑎𝑜 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡𝑜 𝐴

𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑑𝑜 𝑒𝑠𝑝𝑎ç𝑜 𝑎𝑚𝑜𝑠𝑡𝑟𝑎𝑙 𝛺
 

(A1.1) 

 

e mais, P(A) deverá obedecer os seguintes axiomas: 

 

a.1. P(A) é sempre um número real não negativo entre 0 e 1, ou seja, 0≤ P (A)≤ 1, Ɐ A.4 

3A probabilidade de ocorrer um evento impossível é sempre nula, mas, sendo a probabilidade de ocorrer um evento 

igual a zero, nem sempre o evento será impossível 
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a2. P(∅)=0, ou seja, se A é o conjunto vazio ∅, então, P(A)=0. 

 

a3. P(Ω)=1, ou seja, se A é todo o espaço amostral Ω, então, P(A)=1. 

 

a4. P é aditivo, ou seja, para qualquer sequência de eventos mutuamente exclusivos A1, 

A2, ..., Aj , isto é, eventos para os quais Ai ∩ Aj = ∅, quando i ≠ j, temos que: P(⋃ Ai
∞
i=1 ) =

∑ P(Ai)
∞
i=1 . 

 

A1.1. Propriedades da probabilidade 

 

A seguir, listamos algumas propriedades fundamentais da probabilidade: 

 

p1. Dado um espaço amostral Ω, se o complemento do evento A ∈ Ω for Ac , então, P(A) 

= 1 - P(Ac). 

 

p2. Se A C B, então, P(A) ≤ P(B).    

 

p3. Se A C B, então, P(B-A) = P(B) - P(A). 

 

p4. A probabilidade da união de dois eventos A e B é calculada como sendo: P(A U B) = 

P(A) + P(B) - P(A ∩ B). 

 

p5. Se A, B e C são três eventos quaisquer, então, P(A U B U C) = P(A) + P(B) + P(C) - 

P(A ∩ B) - P(A ∩ C) - P(B ∩ C) + P(A ∩ B ∩ C). 

 

p6. Se A e B forem eventos independentes5 , então: P(A ∩ B) = P(A)*P(B). 

 

 

 

 

 

4A probabilidade próxima de zero indica um evento improvável de ocorrer. Quando a probabilidade é próximo de um, 

o evento é quase certo. 

5Na prática, dois eventos são independentes quando a ocorrência de um evento não influência a ocorrência do outro 

evento. 
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