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Resumo

ALCARAS, J. R. Metamateriais aciisticos: campos internos e teoria de espalhamento.
2023. 45 f. Tese (Doutorado - Programa de Pés-Graduacao em Fisica Aplicada & Medicina e
Biologia) - Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirdo Preto, Universidade de Sao Paulo,
Ribeirao Preto, 2023.

As propriedades de meios continuos sao de grande interesse das ciéncias e engenharias por permi-
tirem o desenvolvimento de materiais com propriedades 6timas no desempenho de determinadas
fungoes. Nesse sentido, metamateriais sdo aqueles que, em uma escala microscopica, possuem ge-
ometrias e configuragdes nao encontradas na natureza espontaneamente, porém, em uma escala
macroscopica, apresentam-se como materiais continuos com propriedades fisicas ndo convencionais,
como indices de refragdo negativos e anomalias em coeficientes de absor¢ao. Para propriedades
acusticas, as investigacoes de materiais podem ser conduzidas das mais diversas formas. Entre
elas, destaca-se o uso da teoria de espalhamento como metodologia para tratar da interacdo da
onda acustica com os materiais. Buscando compreender esse tipo de interagdo, bem como fazer
uso de pardmetros da literatura ainda nao aplicados na caracterizagdo de materiais actsticos, essa
tese propoe-se a investigar os campos acusticos no interior de centros espalhadores fluidos e viscoe-
lasticos, e tratar de cenérios aplicéveis para a engenharia de metamateriais. E um estudo de base,
majoritariamente analitico, que se sustenta na proposta de fornecer um arcabouco de trabalho
para desenvolvimentos aplicaveis com diferentes fluidos e materiais viscoeldsticos. Nas investiga-
¢Oes, observaram-se regimes de ressondncias entre as ondas incidentes e os objetos espalhadores
para geometrias esféricas e cilindricas de meios fluidos, o que caracteriza-se pelo armadilhamento
de ntimeros inteiros de comprimentos de onda no interior do objeto. Foram considerados exemplos
de espalhamento simples em cendrios envolvendo fluidos e materiais viscoelasticos, especialmente
os que sao tratados pelo modelo de Kelvin-Voigt, e comparadas as principais diferengas entre esses
meios no que diz respeito a propagacdo de ondas acusticas. Foram definidas e investigadas, prin-
cipalmente, as médias temporais da energia actstica e da densidade de momento de spin actstico
depositados durante a interagdo de ondas planas incidentes nesses materiais. Conclui-se, por esse
estudo, que as grandezas internas ao centro espalhador consideradas podem ser titeis no desenvolvi-
mentos de materiais e metamateriais, e espera-se que, como perspectiva de continuacao do estudo,
as andlises aqui discutidas possam ser investigadas experimentalmente e ainda mais a fundo por
uma perspectiva numérica.

Palavras-chave: 1. Metamateriais acusticos 2. Espalhamento actstico 3. Campos internos
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Abstract

ALCARAS, J. R. Acoustic metamaterials: internal fields and scattering theory. 2023.
45 f. Thesis (Ph.D. - Postgraduate program in Physics Applied to Medicine and Biology) - Faculty
of Philosophy, Sciences and Letters, University of Sdo Paulo, Ribeirao Preto, 2023.

Continuous media properties are of great interest to science and engineering as they allow the
development of materials with optimal properties to perfom certain applications. In this sense,
metamaterials are those that, on a microscopic scale, have geometries and configurations that are
not spontaneously found in nature, however, on a macroscopic scale, present themselves as conti-
nuous materials with unconventional properties, such as negative refractive indices and absorption
coefficients anomalies. For acoustic properties, material investigations can be conducted in many
different ways. Among them, the use of scattering theory stands out as a methodology to deal
with the interaction of the acoustic wave with the materials. Seeking to understand this type of
interaction, as well as making use of literature parameters not yet applied in the characterization of
acoustic materials, this thesis proposes to investigate the acoustic fields inside fluid and viscoelastic
scattering centers, and to deal with applicable scenarios for the metamaterial engineering. It is a
basis study, mostly analytical, which is based on the proposal to provide a working framework for
applicable developments with different fluids and viscoelastic materials. In the investigations, re-
sonance regimes were observed between the incident waves and the scattering objects for spherical
and cylindrical geometries of fluid media, which are characterized by the trapping of integer num-
bers of wavelengths inside the object. Examples of single scattering in scenarios involving fluids
and viscoelastic materials were considered, especially those treated by the Kelvin-Voigt model,
and the main differences between these media were compared with regard to the propagation of
acoustic waves. Mainly, the time averages of acoustic energy and acoustic spin density deposited
during the interaction of incident plane waves on these materials were defined and investigated. It
is concluded from this study that the internal quantities to the scattering center considered can be
useful in the development of materials and metamaterials, and it is expected that, as a perspective
for the continuation of the study, the analyzes discussed here can be investigated experimentally
and even further in depth from a numerical perspective.

Key-words: 1. Acoustic metamaterials 2. Acoustic scattering 3. Internal fields
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Introducao

A manipulagao de ondas pelo uso de materiais é uma tarefa observada na na-
tureza com frequéncia, especialmente para ondas eletromagnéticas: as lentes biologi-
cas presentes nas estruturas visuais de diferentes animais sdo exemplos de materiais
capazes de manipular a luz visivel para convenientes geometrias. Para ondas acis-
ticas, o mesmo pode ser observado em algumas organelas de certos peixes, usadas
com o intuito de focalizar o som para sua ecolocalizagao [1].

Nesse sentido, as pesquisas de novos materiais que possuam propriedades di-
ferentes dos naturais sdo topicos em voga na comunidade cientifica [2-4]. Os meta-
materiais, em especifico, sao materiais artificiais desenvolvidos com a manipluagao
microscopica de estruturas que, no bulk, comportam-se como materiais continuos
com propriedades ndo convencionais [1].

O estudo de ondas manipuldveis por estruturas periddicas iniciou-se ha dé-
cadas [5, 6], e a engenharia de cristais foténicos [7] e fondnicos [8] trouxe luz para
o tratamento de metamateriais nessa manipulacao. Na acustica, em particular,
o primeiro metamaterial constituia-se de esferas envoltas em borracha, buscando
produzir estruturas localmente ressonantes muito abaixo do comprimento da onda
incidente [1, 9].

Nesse estudo, investigamos materiais acisticos que possam, eventualmente,
ser utilizados no desenvolvimento e aplicagdo de metamateriais com diferentes pro-
priedades fisicas, como mddulos de bulk negativos [10] e atenuadores sonoros cons-
truidos a partir de estruturas nao convencionais [11-13]. Além dessas propriedades,
os materiais investigados podem, futuramente, ser usados como controladores aciis-

ticos, como proposto pela Ref. [14]. Para essa investigacao, fazemos o uso da teoria
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de espalhamento como metodologia, em que ondas viajantes sao desviadas de sua
trajetéria inicial [15]. Esse processo de desvio é possivelmente acompanhado pela
absorcao parcial da onda no interior do centro espalhador. Na pratica, é de grande
interesse o entendimento dos materiais usados como espalhadores, para que otimizem

a absorgao ou o espalhamento [16, 17].

Problemas de espalhamento sao usados nas mais diferentes areas da Fisica:
Eletromagnetismo, Actstica, Mecéanicas Clédssica e Quéntica sao alguns dos ramos
que investigam dindmicas de espalhamento [18]. A versatilidade desses problemas,
tanto no caso direto quanto no inverso, da a esse tratamento vastas aplicagoes. O
problema direto é aquele em que prediz-se o comportamento do campo espalhado
pelas configuracoes do campo incidente e da estrutura espalhadora; o problema
inverso trata, como o nome sugere, dos campos incidente e espalhado na predi¢ao

do centro espalhador [19].

Na actstica, o problema direto de espalhamento foi investigado pela primeira
vez na década de 1950 por Anderson [20], tratando do espalhamento do som por
esferas fluidas. A partir dele, espalhadores sélidos [21], cascas - os chamados sistemas
core-shell- elasticas [22, 23], cilindros fluidos [24] e materiais viscoelasticos [25] foram
alguns dos tépicos investigados, além de muitas outras estruturas [26, 27]. Além
desses cenarios, contextos com aplicagoes relevantes foram estudados envolvendo

regimes ressonantes em materiais elasticos [28-30] e viscoelasticos [31].

O tratamento formal de ondas actsticas, nesse contexto, depende da natureza
do meio considerado. Elas comportam-se de formas distintas em fluidos, solidos
elasticos e sélidos rigidos. Em fluidos, as ondas actsticas sao definidas como ondas
de pressdao longitudinais, descritas via um campo escalar [32]. Objetos elasticos
requerem o uso da teoria da elasticidade [15] para a descricdo e formalizagdo de
deformagoes e tensoes no material, para a final obtencao de potenciais que descrevem
a onda acustica. Em so6lidos no geral, as ondas actsticas podem possuir modulos
transversais de vibracao, chamados de ondas de cisalhamento. Em solidos rigidos,
em virtude da estrutura de redes de atomos e estruturas cristalinas, é mais comum e

conveniente o tratamento formal via fonons, isto ¢, quantizagoes da rede cristalina.

No que diz respeito a problemas de espalhamento de ondas actustica, cenarios

chamados “fluido-fluido”, ou seja, aqueles em que os meios circundante e interno
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ao centro espalhador sao fluidos, possuem vastas aplicagoes. Problemas envolvendo
bolhas, como bolhas de dgua imersas em 6leo [33, 34], ou de déleo em dgua [35] sdo
modelaveis por essa dindmica. Além disso, certos silicones emborrachados imersos
em 4gua também sdo trataveis nesse modelo [36, 37], pois nesse cenario, a compo-
nente de cisalhamento das ondas actusticas no silicone é desprezivel se comparada a

componente longitudinal.

E com essa base que intuimos, nessa tese, propor a descri¢ao de materiais usa-
dos em cenarios de espalhamento por grandezas calculdaveis por meio de seus campos
internos, transferidos durante o espalhamento. As grandezas escolhidas aqui sao a
energia transferida e a densidade de momento angular de spin acustico transferido
durante o processo de espalhamento. As investigagoes foram consideradas para di-
ferentes estruturas de espalhamento simples: esfera, cilindro e core-shell fluidos; e
esfera viscoelastica. Com isso, buscamos propriedades dessas grandezas utilizaveis

na otimizacao do isolamento ou propagacao acustica.

Essa monografia esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 2, lidamos
com as defini¢oes das principais grandezas de interesse no estudo, as médias tem-
porais de energia e momento transferidos durante os processos de espalhamento.
Definimos, com base nas equagoes de conservacao e na literatura, as grandezas di-
namicas envolvidas na propagagao actstica e comparamos aos resultados similares
do Eletromagnetismo Cléssico, tragando um paralelo entre os campos dessas areas.
No Capitulo 3, descrevemos cendarios de espalhamento do tipo fluido-fluido, isto é,
em que o centro espalhador e o meio que o circunda sdo ambos fluidos newtonianos.
Lidamos com o formalismo para o tratamento desse problema, com as principais
grandezas usadas nas descrigoes matematicas dos entes fisicos envolvidos na propa-
gacao do som em fluidos e, entao, tratamos do espalhamento simples por uma esfera,
por um cilindro e por uma casca esférica. Calculamos, analiticamente para todos
os casos, a média temporal da energia e da densidade de momento angular de spin
depositadas durante a interagao e investigamos a existéncia de ressondncias para
os dois primeiros com o auxilio de calculos numéricos. O Capitulo 4 preocupa-se
com o estudo da propagacao de ondas acusticas em materiais elasticos e viscoelas-
ticos, definindo as grandezas que sao usadas nesses meios para descrever tensoes

e deformagoes. Calculamos, reproduzindo resultados da literatura, as equacoes de
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Helmholtz para potenciais escalares usados para descrever as ondas acusticas em
meios viscoelasticos, lidando de forma especifica com o modelo de Kelvin-Voigt e
sua versao fracionaria. Por fim, discutimos o que a literatura da area tras no que diz
respeito a quantidade de energia associada a materiais viscoelasticos. O Capitulo 5
conclui o estudo, trazendo luz as principais contribui¢oes desse estudo para a comu-
nidade cientifica da area, bem como as perspectivas que tais resultados possibilitam

para o futuro.



Energia e momento transferidos
em fluidos

Na dindmica de fendmenos de espalhamento de ondas, diversas grandezas
podem ser usadas no estudo da interagdo. Historicamente [20, 21, 38-40], se¢oes
de choque sao usadas para estudar as radiagoes envolvidas no espalhamento, bem
como na predi¢do dos comportamentos das ondas. Elas sdo, no entanto, grandezas
majoritariamente determinadas pelo campo de radiacao espalhado, de modo a nao

serem praticas na caracterizacao direta do centro espalhador.

Com isso em mente, esse capitulo preocupa-se com a definicio formal de
duas grandezas fisicas envolvidas no espalhamento, obtidas por meio do campo de
radiagao transferido no processo de espalhamento de uma onda actstica viajando,
a priori, em um fluido newtoniano, e sendo espalhada por um objeto composto
também por um fluido de mesma natureza. Inicialmente, define-se o formalismo de
ondas acusticas em fluidos a ser usado no estudo, com as variaveis e parametros
envolvidos nos problemas. Entao, tratam-se das grandezas fisicas de interesse nesse
estudo: a primeira delas, a média temporal da energia transferida, ¢ definida usando
o formalismo da dinamica de fluidos; a segunda, a média temporal da densidade de
spin actstico transferido, é trazida para a luz com a definicao das médias temporais
dos momentos angulares transferidos no processo de interagdo. Por fim, traca-se
um paralelo entre Acustica e Eletromagnetismo no que diz respeito as grandezas

consideradas, justificando-se a apari¢ao ou omissao de termos de acordo com a area.

5
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2.1 Formalismo

Considere um fluido denso e compressivel, caracterizado por sua densidade de
massa p e compressibilidade f = 1/B (B é o m6dulo de massa do fluido). Um fluido
¢ dito newtoniano quando seu médulo de massa pode ser expresso por B = pc?, em
que ¢ é a velocidade de uma onda acustica que viaja nele.

Nesse fluido, considere a propagagdo de uma onda actstica de velocidade c.
Nesse cenario, essa onda é descrita por dois campos: um campo de pressao, escalar,
denotado por p(7,t) (aqui, 7 denota o vetor posi¢ao e t é a variavel real usada para
o tempo); e um campo de velocidades, vetorial, denotado por ¢(7,t). Fisicamente,
o campo p(7,t) é a diferenga de pressao induzida no meio pela passagem da frente
de onda, enquanto o campo vetorial ¢(7,t) é a mudanga na velocidade de grupo
média das particulas que constituem o fluido. Formalmente, ao considerar que cada
particula que constitui o fluido tem massa m; e velocidade v;(7,t), em um volume
V suficientemente pequeno para englobar uma colecao de N particulas, mas muito
menor do que o volume total do recipiente ocupado por esse fluido, a velocidade de

grupo U(7,t) é definida por

N
37 ) = ;} ) (2.1)
=1

Leis de conservacao de energia e momento do fluido, bem como as leis da
termodinamica para o processo de propagacao sonora, sao capazes de relacionar os
campos p(7, t) e U(7, t). Para isso, considera-se que o processo de transporte da onda
acustica é, termodinamicamente, adiabatico, isto é, ocorre tao rapidamente que nao

existem trocas de calor com o meio. Isso resulta nas relagoes

. ,0p
V-0 = 557 (2.2a)
ov
Vp = P (2.2b)

Além delas, uma terceira relacdo pode ser produzida ao tomar o divergente
do produto pv, resultando em uma equagao similar ao teorema de Poynting para o
Eletromagnetismo [41],

A [Blp( )" plEt)|”
ot | 2 2
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onde as dependéncias de p e ¥ em 7 e t foram deixadas explicitas para evidenciar que
a Eq. (2.3) é valida para qualquer forma dos campos considerados. O termo dentro
do primeiro colchete é definido como a densidade de energia actstica do campo
(simbolizada por w), enquanto o termo no segundo colchete é a densidade de fluxo

2

de energia, ou ¢ vezes a densidade de momento cinético da onda (simbolizado por

—

IT). Nesse sentido, a Eq. (2.3) é uma espécie de lei de conservagdo de energias na

forma diferencial.

Buscando lidar com aplicagoes realistas, porém de suficiente simplicidade
analitica, a dependéncia temporal das ondas actsticas foi escolhida como harmonica
monocromatica, de frequéncia w. Trata-se de um cenario em que o controle da fonte
emissora permite que uma unica frequéncia de radiagdo seja emitida. Esse processo

transforma os campos de pressao e de velocidade de acordo com as seguintes relagoes:

p(7,t) — Re [p(F)e’M} : (2.4a)

0(F,t) — Re [#(F)e ], (2.4b)

em que “¢”

denota a unidade imaginaria e os campos p(7) e ¥(r) sdo campos com-
plexos usados na descricao da geometria espacial da onda. Essa hipdétese simplifica

as Egs. (2.2) para

em que as dependéncias explicitas de p e U’ no vetor posi¢cdo foram omitidas. Ao
considerar ondas planas (o que faremos em alguns capitulos ao longo desse estudo),
V — ik e w? = k22 = k2/(pf), o que resulta em k x ¥ = 0, resultado caracteristico

para essa geometria de frente de onda.

As principais propriedades dindmicas de campos aciisticos sdo energia, mo-
mento e momento angular. Nas se¢oes seguintes, iremos lidar com cada uma dessas

propriedades, obtendo féormulas usadas para suas determinacoes.
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2.2 Meédia temporal da densidade de energia, (w)

Considerando um campo actstico arbitrario, descrito por p(7,t) e ¥(,t), a

densidade de energia acustica w é, de acordo com a Eq. (2.2),

1 S S
w= g [Blp(F I + p |57, 6)]. (2.6)
Como foi considerado anteriormente, ao lidar com ondas harmonicas mono-

cromaticas de frequéncia angular w, é possivel determinar uma média temporal da

densidade de energia, denotada por (w), calculada por
_ 1 T —iwt 2 — —iwt 2
() = = /O {BRe [p(e=]" + pRe [#(F)e ] }dt.

= ; {5 <Re [p(F)e—i“t]2> +p <Re [U(F)e_wr>} ’

em que os brakets () serao usados, nesse estudo, para denotar a integral referente a

(2.7)

média temporal. Explicitamente, para uma fun¢do f(t), a notacao (f(t)) simboliza

oy == [ s 2.

T

Para o calculo dessas integrais, note que para z,y € C, Re [zy] = Re[z]Re[y] —

Im[z]Im[y]|. Portanto, podemos calcular a parte real da componente de pressao como
Re [p(7)e "] = {Re [p()] cos(wt) + Im [p(i)] sin(wt) )}’
= Re [p(7)]* cos®(wt) + Im [p(7)]” sin® (wt)+ (2.9)
+ 2Re [p(7)] Im [p(7)] cos(wt) sin(wt).
Com isso, tomar a média temporal resulta em
(Re [p@e]") = Re [p()]* (cos* @)+ Im [p(7))* (sin?(wt)) +

+ 2Re [p()] Im [p(7)] {cos(wt) sin(wt))
de modo que as integrais, agora, sao suficientemente simples para serem resolvidas.

Elas produzem (cos?(wt)) = (sin?(wt)) = 1/2 e {cos(wt) sin(wt)) = 0. Portanto,

(Re [pe]") = S 1o (211)
Com a mesma estratégia, obtém-se

<Re [U(f‘)e—iwf}2> _ ; ()2, (2.12)
o que resulta na média temporal da densidade de energia actstica como

(w) = 3 [BIp + o 5] (213)

(2.10)
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2.3 Meédia temporal da densidade de momento cinético, <ﬁ>

Para um campo actstico arbitrario, descrito pelo campo de pressao p(7, 1)

e pelo campo de velocidades ¥(7,t), a densidade de momento cinético, II, vezes o

quadrado da velocidade do som ¢é, de acordo com a Eq. (2.2),

—

ATl = p(7, t)6(7, t). (2.14)

E importante ressaltar que 211 ¢ a densidade de fluxo de energia, de acordo

com a equagao de conservacao, Eq. (2.2). A tomada da média temporal de Il 6

feita, nesse estudo, mediante a consideracdo da dependéncia temporal harmonica

monocromatica dos campos. Com isso, a média temporal da densidade de momento
cinético, denotada por <ﬁ>, é

(1) = 5 [ {Re [pre ] Re [#7e]} . (2.15)

Para o cédlculo dessa integral, devemos separar as partes reais e imagina-

rias das varidveis complexas envolvidas em cada colchete, de acordo com Re [zy] =

Re[z]Re[y] — Im[z]Im[y], para z,y € C. Esse processo produz termos que tém

sin?(wt), cos?(wt) ou sin(wt) cos(wt). Os dois primeiros produzem integrais nao

nulas, enquanto os termos mistos (pela ortogonalidade das fungdes seno e cosseno)

resultam em integrais iguais a zero. Portanto, restam apenas os termos quadrados,

que produzem

(i) = 5 {Re [p(7)] Re ()] [ costt) e+ Tm (7)) T [5(7) : [ sz}

(2.16)
na qual ambas as integrais produzem o mesmo fator 1/2. Portanto,
- 1 s 5 Y
(1) = 5 5 (Re[p(7)] Re ()] + I [p(r)] I [5(7)]} (2.17)
Note que Re [p(7)] = Re [p*(r)], onde p*(r) denota o complexo conjugado de p(7); e
Im [p(7)] = —Im [p*(7)]. Logo, é possivel reescrever a Eq. (2.17) como
T 1 * —/ * —
(1) = 55 {Re [y ()] Re [3(7)] — Im [p" (7] Im [(7)]} (2.18)

que pode ser compactado, produzindo a expressao para a média temporal do mo-

mento cinético acustico em um fluido,

(i) = 2162Re Ip* ()] (2.19)
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2.4 Meédia temporal das densidades de momentos angulares,
(e

Considere a média temporal da densidade de momento cinético, <ﬁ>, de uma
onda acustica harménica monocromatica, viajando em um fluido caracterizado por
sua densidade p, com velocidade c e frequéncia angular w, apresentada na Eq. (2.19).
Para uma onda harmonica de frequéncia angular w, a Eq. (2.5a) permite escrever o
campo de pressao em funcdo do campo de velocidades como

p(F) =

L2

PG ), (2.20)
w

de modo que p*(7) pode ser reescrito na Eq. (2.19), omitindo as dependéncias em 7

para descarregar a notacgao, produzindo

() = ;CzRe [wj (V- 17*)171 , (2.21)
ou, ainda,
(if) = %Im (V- 9)77]. (2.22)

Fazendo, agora, uso da identidade vetorial

Im [V x (0" x0)] =Im [0"(V-0)] = Im [0(V - 0)] + Im [(7- V) 0] — Im [(7* - V) 7]
= 2Im [v" (V - 0)] + 2Im [(v- V) U7]
= 2Im [¢" (V - ¥)] = 2Im [(7" - V) 7],
(2.23)
podemos separar a por¢ao imaginaria da Eq. (2.22) em duas partes,
(if) = %Im (7" V) 7] + ﬁlm IV x (7 x 7)]. (2.24)

(i (i,
As quantidades <ﬁo> e <ﬁs> sao usadas, respectivamente, para calcular as médias

temporais das densidades de momento angular orbital e de spin. A expressao da

média temporal da densidade de momento angular orbital é dada por

@ =7 x <ﬁ> : (2.25)

enquanto a média temporal da densidade de momento angular de spin é

—

(5) = x (IL,). (2.26)
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E 1til, nesse estudo, explicitar (§) em termos dos campos p e . Para isso, fazemos

_ Pl 7% i }
=5, % 21m [V x (0" x )] (2.27)
- ilm [ x ]

2.5 Meédia temporal da densidade de momento candnico,
P)
Fazendo uso de um formalismo proximo ao da mecénica quéntica, é possivel
calcular o valor esperado do operador momento P = —iV para a onda acustica. Isso
produz, para uma onda acistica harmoénica monocromatica de frequéncia angular w,

viajando por um fluido newtoniano de densidade p e compressibilidade [, a média

temporal da densidade de momento canoénico da forma [42]

(B) = Ziulm Bp"Vp + pi - (V)i (2.28)

—

onde as dependéncias de p = p(7) e ¥ = 9(7) foram omitidas para descarregarr a

notagao, e o produto v*- (V)0 = (¢* - V) U é o vetor cujas coordenadas sao calculadas
por [0* - (V)d], = D v;Viv;.
J

Iremos, agora, determinar a relagao entre <}3>, <ﬁ> e (§) em ondas actsticas

(no meio fluido considerado). Para tal, tomamos o rotacional de (S):
V x (8) = LV x Im [ x 7]

2w (2.29)

e usando a identidade vetorial

—

Vx(AxB)=A(V-B)-B(V-A)+(B-V)A-(4A.-V) 5, (2.30)
obtém-se

V)T — (- V) 9. (2.31)

<y

Vo< () = I [ (V- 0) =5 (V- 5°) +

Reescrevendo o divergente do campo de velocidades em termos da pressao pela Eq.

(2.5a), temos

<4
|
B
g
=L

V x (3) = %Im [iwB (pi* + p'0) + (7 - V) (2.32)
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Usando propriedades de nimeros complexos, somos capazes de reescrever os termos

na equacao. Primeiramente, note que
pU* — p*v = 2Re [p U] ; (2.33)

além disso,

(0-V)o* — (0" - V)0 = =2iIm [(¢" - V) 7]. (2.34)
Unindo Egs. (2.33) e (2.34) a Eq. (2.32),
V x (5) = %Im {i [2wBRe (p*7) — 2Im [(7* - V) 7]}, (2.35)
que pode, entdo, ser reescrita pela propriedade Im[iz] = Re[z], para z € C,
V x (3) = %Re{?wﬁRe [p*e] — 2Im [(7* - V) ]} . (2.36)

Note, agora, que todos os argumentos da fungao externa Re da Eq. (2.36) sao reais.

Portanto, nao é necessario tomar a parte real desse argumento, produzindo

V x (3) = % {2wBRe [p*7] — 2Im [(7* - V) 7]}
) (2.37)
= BpRe [p*t] — “Im (5" - V) 1].

Como Bp = ¢™2, o primeiro termo do lado direito da Eq. (2.37) pode ser identificado

como 2 <ﬁ>, produzindo (adicionando e subtraindo 2 <ﬁ> para fins calculatérios):

V x (3 =4 (1) - glm[(ﬁ”“-V)U] — 2 (1)
B (2.38)
=4 (1) - “Im (7" V) 7] - BpRe [p7]

Usando a Eq. (2.5b) para escrever o campo ¥ = (iwp)~'Vp, obtemos

V x (3) = 4 (1) — PIm (77 - V) ] — BpRe [Wpl

w wp

W) = S (o (7 V)7 = BRel V)

4(10) — j}Im [Bp*p + p (77 - V) 1]

=4(1) - 4(P).

Dessa forma, a média temporal da densidade de momento cinético pode ser expressa

como a soma da média temporal da densidade de momento candnico e um quarto

do rotacional da média temporal da densidade de momento de spin,

(i) = (B)+ 1V x (3). (2.40)
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Essa relagao ¢ proxima a do Eletromagnetismo que envolve o vetor de Poynting,
momento candnico e momento total de spin [41], mas naquele caso, o fator que
acompanha o rotacional do spin é 1/2 ao invés de 1/4. Trata-se de um fato direto
da nao contribuicao do campo escalar de pressao no célculo do momento angular de

spin para ondas actsticas.

2.6 Propriedades dinadmicas na forma integral

Nessa secao, utilizamos das férmulas estudadas nas se¢des anteriores para
determinar formas integrais analiticas para as médias temporais das densidades de
momento cinético, momento canonico e momento angular de spin. Para isso, consi-

dere a Eq. (2.27). Como, da Eq. (2.5b), ¥ = (iwp)~'Vp, escrevemos

(5) = Qplwglm V% V). (2.41)

Note que Vp* x Vp =V x (p*Vp), pois V x (Vp) = 0. Portanto,

1
2pw?

(5) = V x Im [p*Vp], (2.42)

o que implica que (5) é um campo solenoidal, o qual (de acordo com o teorema de
Green), possui integral nula num volume tal que p va a zero nas bordas (de maneira
geral, qualquer volume fechado com pressao que decaia suficientemente rapido).

Portanto, em volumes V desse tipo,

/V (8 dV = 0. (2.43)

Isso implica que as formas integrais dos momentos cinético e canonico sao iguais,

/V<ﬁ> dV:/V<}3> av, (2.44)

e, para os momentos angulares integrais,

#x (11 dvz/*x P av, 2.45
forx (i) av = [ () 285
em que <E> =7 X <}3> ¢ a média temporal do momento angular orbital e <]\7[ > =
T X <ﬁ> ¢ a média temporal do momento angular total. Ou seja, em uma onda

acustica que viaja por um fluido newtoniano, nao hé outra componente de momento

angular total que nao seja orbital num volume em que os campos de pressao decaiam
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suficientemente rapido nas suas fronteiras. No entanto, em materiais feitos de forma
a nao anularem o campo de pressao nas bordas, os efeitos do spin acustico podem

nao ser negligenciaveis.

2.7 Comparacoes com o Eletromagnetismo Classico

Com os resultados apresentados até aqui, compilados de diversas referén-
cias [42-45], construimos uma tabela de comparagao entre ondas harmoénicas (de
frequéncia w) actsticas e eletromagnéticas. As ondas actsticas viajam por um fluido
(isotrépico) compressivel e homogéneo descrito por sua compressibilidade 5 e den-
sidade p; as ondas eletromagnéticas viajam em um meio isotropico e homogéneo de
permissividade elétrica € e permeabilidade magnética . Todos os momentos, na
tabela, sdo densidades de momento. As quantidades integrais sdo calculadas em

volumes tais que os campos se esvanecam em suas fronteiras.

Actstica Eletro_r»nagnetismo _
Campos Velocidade ¥, pressio p elétrico F, magnético H
Restricoes Vxio=0 V-EZO,VxﬁZG
Densidade de energia (w) 1 (Blp|* + p|t?) 1 (5|E’|2 + u|ﬁ|2)
Momento candnico <ﬁ> =1Im [Bp*Vp + pv* - (V)7] Im |eE* - (V)E + pH* - (V)H
Momento cinético <ﬁ> s> Re [p ] = <]3> + 1V % (5) | 5:zRe E*x H| = <]3> + 1V x (5)
M. A. de spin (3) s=Im [pv* x 7] +Im eE* x E+pH* x H
M. A. orbital <E> 7 X <ﬁ> 7 X <ﬁ>
Integrais de M. A. de spin [(&)dV =0 [(&) dV #0

Nesse paralelo, note que o campo de velocidades actstico relaciona-se ao
campo elétrico, enquanto o campo de pressao relaciona-se ao campo magnético. As
diferencas mais importantes entre as colunas sao os fatores 1/4 e 1/2 na relagao
entre os momentos, decorrente da nao contribuicao do campo escalar de pressao na
determinacao do momento de spin; além disso, no Eletromagnetismo, a integral da
densidade de momento angular de spin é nao nula no tipo de volume considerado,
enquanto a natureza solenoidal do campo actistico reduz essa integral a zero sempre
que o volume de integracao é tal que o campo de pressao se esvaneca em suas

fronteiras.



Espalhamento fluido-fluido

Uma vez propriamente definidas as grandezas de interesse nesse estudo, a
saber as médias temporais das densidades de energia e momento angular de spin
transferidas durante um processo de espalhamento, resta-nos a seguir com o tra-
tamento dos cenarios de espalhamento. Majoritariamente dois tipos de interagoes
foram estudadas: uma dinamica fluido-fluido, isto é, o centro espalhador e o meio
que o circunda sao ambos fluidos newtonianos; e uma dinamica fluido-viscoelastico,
em que o meio circundante permanece sendo um fluido newtoniano, mas o centro
espalhador é um objeto viscoelastico.

Nesse capitulo, trata-se da primeira das dindmicas. Ela pode ser usada em
problemas que modelam bolhas, como bolhas de dgua em 6leo (ou vice-versa), ou
modelos simplificados de organelas em meios celulares. Além disso, alguns tipos
de silicone emborrachados, quando imersos em agua, também podem ser tratados
nessa dinamica, pois a componente de cisalhamento das ondas de som no silicone é
desprezivel em contraste a componente longitudinal [36, 37].

Esse capitulo inicia-se com a deducao da equagao de onda para o poten-
cial escalar a ser utilizado na descricaio da onda actistica harmoénica considerada.
Posteriormente, descreve-se o problema de espalhamento, com as condi¢oes de con-
torno as quais o potencial deve estar sujeito nas fronteiras do centro espalhador. No
que segue, trata-se o espalhamento por uma esfera, calculando-se analiticamente as
grandezas dinamicas de interesse no estudo. O mesmo segue para um cilindro longo
(se comparado a seu raio). Nesses dois problemas, observa-se um resultado surpre-
endente: a existéncia de ressonancias energéticas (combinagoes entre dimensoes do

centro espalhador e comprimento da onda incidente que otimizam a transferéncia de

15
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energia) em limites de pequenas esferas e cilindros. Comparam-se esferas e cilindros
fluidos pelo uso de grandezas adimensionais, evidenciando a falta de fase entre os
picos de ressonancia observados. Por fim, trata-se do problema core-shell esférico,

isto é, uma casca fluida.

3.1 Potencial escalar: equacao de onda

Lidar com o campo de pressao p e de velocidades ¢ é um privilégio da analise
de cenarios fluidos. Em sélidos elasticos e viscoelasticos, componentes de cisalha-
mento das ondas acisticas tornam o tratamento por essas grandezas impossivel,
havendo a necessidade da mudancga do formalismo para levar em conta as tensoes e
deformagoes do material em questao.

No entanto, é possivel conduzir uma mudanca nas grandezas consideradas,
para que ao tratar de problemas sélidos, outras similares possam ser tratadas. Isso
é feito pela determinagao do potencial escalar ¢(7), usado na descricdo da onda
acustica. No caso de ondas em fluidos, um tnico potencial é necessario para que a
mudanca seja bem sucedida e consigamos calcular uma equagao de Helmholtz para
a qual ¢ seja solugao (resultado da equagdo de onda para dependéncias temporais
harménicas). Veremos, no préximo capitulo, que no caso viscoelastico, sdo neces-
sarios trés potenciais para descrever ondas actsticas. Isso decorre da complexidade
no comportamento do objeto viscoeldstico em contraste ao fluido na passagem da
frente de onda.

Para determinar o potencial escalar ¢, faremos uso de uma expansao em séries
perturbativas em termos de poténcias de um parametro de ordem. Tradicionalmente
[46], escolhe-se o nimero de Mach como grandeza fisica para esse parametro, definido
pela razao M = v/c, em que v é o mdédulo da velocidade de grupo média que as
moléculas do fluido adquirem com a passagem da frente de onda, e ¢ a velocidade
longitudinal da onda acistica. Como v < ¢, M < 1.

Considere, portanto, um fluido newtoniano inicialmente nao perturbado, de
pressao py e densidade pg, o meio pelo qual uma onda actstica viaja. Ao passar pelo
fluido, ela altera a pressao e a densidade para p e p, respectivamente. A hipotese
central desse formalismo ¢ que a passagem da onda seja adiabatica, ou seja, ocorra de

forma tao rapida que nenhuma troca de calor com o meio seja possivel. Nesse sentido,
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¢ possivel supor que as variagdoes p — py € p — po sejam suficientemente pequenas
para que uma aproximacao linear em uma série perturbativa seja suficientemente
eficaz para descrever essas variaveis. Usando o nimero de Mach para essa analise

perturbativa, temos

p—po=Mp"; (3.1a)
p—po=Mp"; (3.1b)
7= MW, (3.1c)

em que os indices (1) denotam a ordem da perturbagao.
Com essa aproximacao, ja somos capazes de expressar um potencial escalar
para descrever os campos. Para isso, considere a equacao de conservacao de momento

antes da aproximacao,
9y (po¥) + Vp +V - (po A7) = 0, (3.2)

na qual YA denota o produto tensorial entre os vetores ¥. Ao realizar a aproximagao
linear, o termo que envolve o produto tensorial passa a ter ordem de M?, podendo

ser desconsiderado em comparacao aos demais, resultando em
pody 7 + Vp) = 0. (3.3)

Note que, ao tomar o rotacional da Eq. (3.3), vemos que a primeira ordem da
aproximacao do campo de velocidades ¢é irrotacional. Isso implica que ele pode ser
escrito como uma fungao escalar ¢ (7, t), produzindo uma relagdo constitutiva da
forma

7 = vy, (3.4)

em que a dependéncia em 7 e t foram omitidas. Esse potencial, por ser constitutivo
do campo de velocidades, é definido como o potencial de velocidade da onda acustica.
A relagao constitutiva de p com 1 é obtida substituindo a Eq. (3.4) na Eq.

(3.3) e comutando os operadores de posicao e tempo. Isso produz
V (o0 +pM) =0, (3.5)

implicando que o termo entre paréntesis ¢ uma constante. Como o primeiro termo

da perturbagao ja ¢ uma diferenca de pressoes, podemos absorver a constante em
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questao para obter a relagao constitutiva de p e 1,

P = —ppdb, (3.6)

em que, novamente, as dependéncias em 7 e t foram omitidas. A equacao de onda
para (7, t) é determinada usando a equagdo de conservacao de massa na forma
diferencial,

Op+V-J, =0, (3.7)

em que jp = pv ¢é a densidade de momento do fluido. Usando as equacoes consti-
tutivas, Eqs. (3.4) e (3.6), na Eq. (3.7), obtém-se a equacao de onda para 1, com
¢ = 0p/0p:

V3 — Tz =0 (3.8)

Com isso, o potencial de velocidade pode ser usado para descrever a onda
acustica. Na pratica, como lidamos aqui com ondas harmonicas no tempo, de

frequéncia angular w, podemos escrever

U(7t) = (e, (3.9)

na qual w = 27f (para a frequéncia linear da onda f) e ¢(r) denota o potencial
escalar que detém a forma estacionaria da onda. Essa sera a fungao potencial usada
para descrever a onda actstica. Substituindo a Eq. (3.9) na Eq. (3.8), vemos que o

potencial p(7) é solugao da equagdo de Helmholtz,
(V2 + k) () = 0, (3.10)

em que k = w/c é o nimero de onda da propagacao em questdo. Essa equagido
possui solugoes bem estabelecidas na literatura [47]. No caso esférico, essas solugoes

podem ser dadas em termos das fungoes reais j, e yy,
p(kr,cosb, ¢) = g:) ZZ:Z [aeme(kr) + bemye(kr)] Y, (cos 0, ¢), (3.11)
ou das combinagoes complexas hgl) e hf),
o(kr,cos b, p) = Z Z [s@m (kr) —{—Cgmhg (kr)} Y, " (cos b, ¢), (3.12)
(=0 m=—¢

nas quais g, bem, Sem € Com 820 0s coeficientes de expansao da onda, determinados

pela geometria da onda escolhida; jy(x) é a fungao de Bessel esférica no argumento
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z; yo(z) é a funcdo de Neumann esférica no argumento z; as fungoes h,gl)(x) e hgz)(x)
sao, respectivamente, as fun¢oes de Hankel esféricas de primeiro e segundo tipo no
argumento x; e Y;"(cos 6, ¢) sdo os harménicos esféricos. Para cilindros longos (sem
a dependéncia em z), trocam-se as fungoes esféricas por cilindricas e os harmoénicos
esféricos por fungoes cosseno, isto é, para as fungoes de Bessel e Neumann,
oo
o(s,¢) = ezo €0 [ApJo(ks) + ByNy(ks)] cos(Lo); (3.13)

e, para as funcoes de Hankel,

[e.e]

(s, 0) => & [SgHél)(k’S) + OngEQ)(k}S)} cos({o); (3.14)
=0

em que os coeficientes foram trocados para Ay, By, Sy e Cy; N(x) denota a fungao de
Neumann cilindrica no argumento x (foi trocada a notagao usual da letra Y para
evitar confusdo com a notagdo dos harménicos esféricos); e ¢, denota o fator de

Neumann (g =1, ¢, =2se £ > 1).

3.2 Problema de espalhamento

A teoria de espalhamento funciona, para esse estudo, como uma metodologia
por meio da qual somos capazes de determinar os campos de radiagao actstica em
diferentes materiais. Isso decorre da estrutura de fendmenos de espalhamento, onde
a caracterizacao dos meios envolvidos e das superficies de contato entre esses meios
sao capazes de fornecer informagcoes acerca das ondas envolvidas no processo.

Nesse sentido, tratar do problema direto de espalhamento simples, isto é,
aquele em que se conhece a natureza da onda incidente e do centro espalhador, bem
como as condi¢oes de contorno satisfeitas pelas ondas, é capaz de determinar com-
pletamente a natureza da onda em todas as regioes do espaco. O termpo “simples”
faz referéncia a existéncia de um tnico centro espalhador, responsavel pela alteragao
na trajetoria da onda viajante inicial. Durante o processo, parte da onda incidente
é redirecionada no meio externo, caracterizando o espalhamento, e parte da onda
é absorvida pelo centro espalhador, caracterizando um processo de absorcao que
ocorre concomitantemente ao espalhamento.

Com isso, diversas grandezas emergem dessa andalise. As de interesse do

campo espalhado, como a poténcia da radiagao espalhada e as se¢oes de choque de
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espalhamento, sdo vastamente analisadas na literatura [48-51], uma vez que medidas
experimentais sao mais naturalmente conduzidas por meio dos campos espalhados,
e estao majoritariamente envolvidas com problemas de espalhamento inverso, aquele
em que a natureza do centro espalhador é determinada pela relacao entre campos
incidente e espalhado. As grandezas que interessam-se nos campos internos ao centro
espalhador, no entanto, sdao pouco investigadas, apesar de poderem ser usadas na
caracterizagdo de materiais escolhidos como centroes espalhadores. Nelas, nosso
interesse prioritario reside em duas propriedades dindmicas dos campos actsticos: a

energia depositada e o momento angular de spin.

Especificamente, a média temporal da energia actstica depositada durante
o processo de espalhamento, cujo meio de determinacao analitico é dado pela Eq.
(2.13) explicitada no capitulo anterior nesse cenario fluido-fluido, pode ser usada
como parametro para caracterizar a interacao entre ondas acusticas e diferentes
geometrias de centros espalhadores. Em particular, nos motivamos a conduzir esse
estudo buscando a existéncia de ressonancias no interior do centro espalhador, isto
é, combinacoes entre o comprimento da onda incidente e das dimensoes do centro
espalhador que maximizem ou minimizem esse depoésito. Essas ressonancias podem
ser vistas como armadilhamentos de multiplos inteiros de comprimentos de onda no

interior do centro espalhador, como ilustrado na figura a seguir.

\

Figura 3.1: Ilustragdo de uma situacao de ressonincia em um cenario de espalhamento envolvendo
fluidos newtonianos, esquematizada com a visualizagdo das frentes de onda representadas pelas
barras continuas. Uma onda incidente, ao penetrar no centro espalhador, pode sofrer armadilha-
mento em seu interior, como ilustrado. Note a diferenga nos comprimentos de onda das ondas
incidente, interna e espalhada.
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Essa propriedade pode ser utilizada na construcao de materiais que busquem
armazenar ou espalhar o som de maneira 6tima. Um exemplo aplicavel seria no uso
de pulsos de ultrassom na destruicao de bolhas de agua geradas como subproduto
da reacao de baterias eletroliticas a base de dleo, que atrapalham seu rendimento.
A determinacao das dimensoes das bolhas seria usada na calibracao da frequéncia
do pulso, otimizando o comprimento de onda do pulso de interacao, para que muita

energia fosse depositada, ocasionando uma eventual ruptura das bolhas e dispersao

do fluido.

A média temporal da densidade de spin acustico depositada, em contrapar-
tida, deve ser usada no intuito da producao de torques nao convencionais no centro
espalhador. Em Actstica, a definicdo de spin se contrasta ao spin eletromagnético
e da Mecanica Quantica, pois esses tltimos relacionam-se a interagoes entre parti-
culas ou ondas e campos magnéticos, enquanto na Actstica, o spin relaciona-se a
giros locais dos campos de velocidade média de grupo das moléculas que compoem

o fluido, como evidenciado pela Eq. (2.27).

Nesse sentido, campos actsticos incidentes que nao possuam momento angu-
lar de spin intrinsecos, como ondas planas, sao esperados nao transferirem nenhum
momento para os campos internos, resultado que sera verificado nas segdes que se-
guem. Ja campos de spin nao nulos, como feixes de Bessel de varias ordens, sdao
capazes de depositar spin e, dessa forma, induzir giros locais. Globalmente, para
um centro espalhador homogéneo, espera-se que o torque induzido por essa trans-
feréncia seja nulo, visto que o campo (§) é um campo solenoidal e, com isso, tem

integral igual a zero em um volume fechado, como mostrado na Eq. (2.43).

No entanto, metamateriais podem ser confeccionados de forma nao homogé-
nea, produzindo regioes que otimizem o armadilhamento da densidade de spin acis-
tico em certas regides e, com isso, serem induzidos a torques globais pela resultante
nao nula da densidade de spin transferido. Esperamos que os resultados apresen-
tados nessa tese sejam tteis para a determinagao analitica dessas quantidades, e
temos por perspectiva de continuagao no estudo justamente tratar de metamateriais

da literatura com o tratamento apresentado aqui.

Formalizando o problema de espalhamento a ser tratado, consideramos um

fluido newtoniano compressivel nao perturbado, caracterizado por sua densidade de
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massa pg e compressibilidade £y, no qual viaja uma frente de onda acustica, harmo-
nica e monocromatica de frequéncia angular w, descrita pelo potencial escalar ¢;, ()
(em que o indice ;, denota a onda incidente). A frequéncia da onda acustica é defi-
nida pela fonte que a emite, e nao é alterada durante o processo de espalhamento.
Com isso, as relagoes constitutivas expressas nas Eqgs. (3.4) e (3.6) permitem cal-
cular p(r,t) e ¥(r,t), de modo que ao lidar com ¢(7), consideramos um problema
independente do tempo e, com isso, analiticamente mais simples de ser resolvido.

Posicionamos um objeto, centralizado na origem dos centros coordenados,
de dimensoes finitas (nesse estudo, consideramos uma esfera de raio a, um cilindro
de raio a e comprimento L > a com eixo do cilindro coincidente ao eixo z das
coordenadas cartesianas, e uma casca esférica de raio interno a e raio externo b).
Esse corpo é tomado como fluido, de densidade p; # po e compressibilidade £ # 5.
A alteracao no tipo de fluido muda a velocidade da onda actstica que penetra no
objeto (e seu nimero de onda, para que w permanega constante). Em seu interior,
a onda acustica passa a ser descrita pelo potencial ¢ (7).

Ao sair do centro espalhador, a onda acustica volta a ter a mesma velocidade
(e nimero de onda) que a onda incidente, mas muda sua forma, em virtude da
interagao com o objeto. Dessa forma, ela passa a ser descrita pelo potencial pg.(7),
em que . refere-se ao termo scattered, do inglés “espalhado”. A completa postulagao
do problema é dada com as condigoes de contorno as quais a onda acustica deve
estar sujeita na superficie do centro espalhador. No cenario da esfera ou do cilindro

longo (com a onda incidindo pela lateral do cilindro) de raio a, temos [52]

_pO(SDzn + (;Dsc)|r:a - _p1w1|r:a; (315&)
0 0
5 (me + (;Osc)r:a - E (()Ol)rza s (315b)

de modo que essas condic¢oes sao adaptaveis ao caso da casca esférica. A importancia
dessas condigoes reside na garantia da continuidade dos campos de pressao e de
velocidade na interface entre os fluidos.

Determinada a forma do campo no interior do centro espalhador, ¢;(7), cal-
culamos a média temporal da energia actstica depositada durante a interagao, bem
como a média temporal do momento angular de spin actstico depositado. Para
isso, integramos a Eq. (2.13) no volume V do centro espalhador, usamos as relagoes

constitutivas para velocidade e pressdo, Egs. (3.4) e (3.6), e separamos a energia
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transferida em uma porgao potencial e uma cinética, expressas por

Wey =B [ K2 ler(®) av: (3.16a)
(Wk) = % ; Vi (7)]* dV- (3.16b)

A solugao dessas integrais depende da geometria do problema. Iremos, por-

tanto, considerar um a um nas préximas secoes.

3.3 Espalhamento por uma esfera

Usando o formalismo descrito na se¢ao anterior, consideramos um fluido new-
toniano nao perturbado, de densidade de massa pg e compressibilidade 3y, como
palco para a viagem de uma onda actstica plana incidente, descrita pelo potencial
escalar ¢1(7), que viaja na diregdo do eixo z. Dispoe-se de uma esfera fluida de
raio a, com densidade p; # py e compressibilidade £, # [y, posicionada de forma a
seu centro coincidir com o centro do sistema cartesiano de coordenadas, conforme

ilustra a figura a seguir.

ido newtoniano

(o, Bo)

Diregdo de
propagacao

—

Ao

Figura 3.2: Diagrama representando o fenémeno de espalhamento simples de uma onda plana,
viajando no sentido crescente do eixo z, por uma esfera em um cenario fluido-fluido. A onda
incidente viaja em um fluido newtoniano caracterizado por sua densidade py e compressibilidade
Bo, com comprimento de onda Ay e encontra, em seu caminho, uma esfera fluida, de raio a, com
densidade p; e compressibilidade 1, pela qual sera espalhada.

Nesse sentido, escolhe-se a geometria plana para a onda incidente pois diver-
sas geometrias de feixe podem ser expressas como superposicoes de ondas planas,
ponderadas por amplitudes convenientes. Pela geometria esférica do problema, a

trinca de coordenadas de posi¢do mais conveniente para os calculos é a dada pelas
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coordenadas esféricas, (r,0,¢), em que r mede a distdncia do ponto ao centro do
sistema coordenado, 6 é o angulo zenital (medido a partir do eixo z até o eixo li-
gando o ponto de interesse ao centro do sistema) e ¢ é o &ngulo azimutal (definido
entre o eixo x positivo e o segmento que liga o centro das coordenadas e a projecao

do ponto de interesse no plano zy), conforme ilustrado pela figura abaixo.

TS (0y,2) =(r,6,¢)

Figura 3.3: Representacao esquematica do sistema de coordenadas esférico.

A consideracao da onda incidente como plana pode ser expressa no potencial

incidente por [21],

@in(kor, cos 0) = Ae™* = A" (20 + 1)(i)" jie(kor) Pe(cos 0), (3.17)
=0

em que a dependéncia com ¢ é anulada pela simetria azimutal do problema esférico,
Py(cos ) sao os polindémios de Legendre de ordem ¢ na varidvel cos, e A € C ¢é a
amplitude da onda.

No centro espalhador, uma esfera fluida de raio a e densidade de massa
p1 # po centrada na origem do sistema de coordenadas, com a onda incidente descrita

pela Eq. (3.17), a onda interna a esfera é

©1(kir,cosf) = A i be(20 + 1) (i) jo (k1) Py(cos 0), (3.18)
=0

em que by sdo os coeficientes de onda parciais internas. A onda espalhada, supoe-se

seu esvanecimento a medida em que r — 00, e que nenhuma parte dela seja refletida,

a chamada condigao de Sommerfeld [53],

lim kor(& — ik’o)(psc = O, (319)

kor—oo

de modo que, com essa hipdtese, a dependéncia radial é convenientemente escolhida

como uma funcao de Hankel esférica do primeiro tipo, hél)(kor). Assim, a onda
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espalhada é escrita como
0se(kor, cos ) = A fj s0(20 + 1) () hY (kor) Pu(cos ), (3.20)
=0
em que sy sao os coeficientes espalhamento das ondas parciais. Resolver o problema
de espalhamento resume-se em explicitar as formas dos coeficientes internos b, e
espalhados s, fazendo uso das condigdes de contorno, as Eqgs. (3.15).

As seguintes notagoes sao adotadas, a fim de simplificar os calculos: pri-
meiramente, definem-se os parametros de tamanho zy e 7 como, respectivamente,
xo = koa e x1 = kja = mxo, com m = cq/cq; além disso, define-se m = (pok1)/(p1ko)-
Para descarregar a notagao, considere que desse ponto em diante no texto, as fun-
¢oes de Hankel tratadas sao do primeiro tipo, para que possa ser feita a omissao do

indice (1) em todas elas. Com isso, as condigoes de contorno das Egs. (3.15) ficam

poje(xo) + poseche(xo) = p1beje(z1); (3.21a)
kogy(xo) + kosehy(xo) = k1beje(z1), (3.21Db)

onde as plicas representam a derivacao das fungoes com relacao as suas unicas va-
riaveis. Resolvendo para os coeficientes de espalhamento, obtemos
- mje(zo)je(z1) — je(z1)J(20)
Je(z)hi(wo) — mjy(x1)he(wo)

Para diferentes valores de ¢, uma analise numérica mostra que, como func¢ao do para-

(3.22)

metro de tamanho zg, |s¢| < 1Vzy > 0, quaisquer que sejam os meios considerados.
Resolvendo para os coeficientes internos, obtemos

by — (m) [ Je(wo) (o) — (o) he(xo)

m/ | Je(z1)hy(x0) — mjy(z1)he(wo)

(3.23)

Em contraste aos coeficientes de espalhamento, a relacao entre as velocidades longi-
tudinais do som ¢ e ¢; é um fator determinante no comportamento dos coeficientes
internos a medida em que xy — 0. Para investigar esse comportamento, analisamos

o limite dos coeficientes internos quando xq — 0, revelando que

| my (1 20+ 1
o, be = (m> (W) [Em/mﬁuﬂ 11 ' (3:24)

Como m = cp/cy, esse limite tem resultados diferentes caso m > 1 ou m < 1. Se
m > 1, ou seja, ¢y > ¢; (a onda viaja mais rapidamente fora do que dentro do meio

espalhador), by — 0 a medida que zo — 0 e £ — 00, e 0 maior valor absoluto dos
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coeficientes internos quando zo — 0 é |bg| = m/m. Em contrapartida, se m < 1,
ou seja, ¢g < ¢; (a onda viaja mais rapidamente no interior do centro espalhador
do que fora dele), o limite converge a valores finitos a medida que zq — 0, e esses
valores crescem a medida que ¢ — co. Essa aparente “divergéncia” nos coeficientes,
no entanto, nao apresenta um problema na convergéncia da série para ¢1(7), ja
que para pequenos argumentos x, a velocidade com que os coeficientes divergem a
medida que ¢ cresce é menor do que a velocidade com que as poténcias de zy vao a
zero (isso é perceptivel pelo tipo da divergéncia na Eq. (3.24)).

Com os coeficientes internos explicitados e analisados, fagamos o célculo da
média temporal da energia acistica depositada no processo de espalhamento, com

o uso da Eq. (3.16). Para a energia potencial, explicitamos, primeiramente,

|12 = |A]? Z Z beb? (204 1)(2n + 1) (1) (—3) " je(k1r) 5, (kyr) Po(cos 0) P (cos §),
o (3.25)
expressao que, ao ser integrada, tera sua forma bastante simplificada, em virtude
da natureza real das fungoes de Bessel esféricas e dos polindmios de Legendre, bem
como da ortogonalidade dos polindémios FP(cos#), expressa por [47]

5@71
(+1/2

/_11 Py(cos0)P,(cosf)d(cosl) = (3.26)

em que 0, ¢ a delta de Kronecker. Calculando, explicitamente, (Wp), obtemos

o W) =t z QO+ Vbl [j2(21) — jer(@)jesslen)] . (327)
em que fy é a frequéncia linear da onda incidente (ou seja, w/(2m)) e 11 = p1c; é a
impedéancia acustica do meio 1. Escolhemos essa forma de representar a energia pois
(4fo (Wp)) / (r1|A]?) é uma grandeza adimensional (para verificar tal fato, perceba
que a amplitude complexa A possui unidades de comprimento ao quadrado dividido
por tempo, observavel pela defini¢io do potencial de velocidade na Eq. (3.4)). A
adimensionalidade dessa forma permite comparar os resultados entre as diferentes
geometrias calculadas no estudo.

Note que, apesar de nao estar explicito na Eq. (3.27), os coeficientes |b,| sao
fungoes de m, m e xg, o que permite analisar a média temporal da energia potencial
depositada durante o espalhamento em funcao de diversas combinagoes de meio e

do pardmetro de tamanho xy (uma vez que x; = mzp). Além disso, é importante



3.3 - FEspalhamento por uma esfera 27

ressaltar a interpretacao fisica dessa grandeza, uma vez que a divisao feita com o
intuito de simplificar os calculos permite, ainda, que interprete-se fisicamente seu
significado. Uma vez que a passagem da frente de onda cesse, a energia potencial
transferida durante o processo de espalhamento pode ser convertida em outros tipos
de energia no sistema, como mecanica ou térmica. Ela funciona como uma espécie de
energia armazenada durante o espalhamento, a ser convertida depois de seu término.

A energia cinética, em contraste a analiticidade de todas as integrais en-
volvidas no caso potencial, possui uma integral em seu resultado que, apesar de
convergente, nao produz uma funcao da fisica matemaética tradicional. De fato,
pode-se fazer o uso de programas computacionais como o Mathematica para lidar
com tal integral e observar que trata-se de uma integral que converge para uma
funcao hipergeométrica. Numericamente, nao ¢ conveniente lidar com essa fungao
ao realizar os calculos para as energias, de modo que uma solu¢do numérica da in-
tegral em questao é mais eficiente. Em virtude disso, denotando essa integral como
I és) (1), em que (S) indica que ela seréd referente ao problema da esfera (do inglés,

sphere), ela tem a forma

z1
1) = [ 20+ i) = 2wju(@)jen ()] da. (3.28)
de modo que a média temporal da energia cinética transferida é

4 0 2019 (x , . .
o S D [ ) = st (329)
1

hlAIQ

O comportamento da integral da Eq. (3.28) para os valores de ¢ = 1,2,3,4, em
fungao do parametro de tamanho z, pode ser observado na figura a seguir. O termo
¢ = 0 foi omitido pois a integral similar a essa para a geometria cilindrica s6 converge
para ¢ > 1, portanto £ = 0 é um caso especifico da esfera, que tem forma analitica

fechada, I.°(z1) = sin?(21) /2.
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I

Figura 3.4: Integral Iés)(mxl) em funcdo do parametro de tamanho zy = kga para £ = 1,2, 3, 4.

Note que, a medida que ¢ cresce, os picos mais altos diminuem. Além disso, |/ és)(mxoﬂ <la
medida em que xg cresce. Para esse cdlculo numérico, foi considerado m = 1522/343, exemplo de
uma esfera de ar imersa no oceano.

A medida que ¢ cresce, os picos mais altos de I Z(S) caem e deslocam-se para
a direita. O programa Mathematica foi usado a fim de observar graficamente os
resultados das Eqgs. (3.27) e (3.29) em fun¢ao do pardmetro de tamanho zy, a
fim de procurar comportamentos ressonantes. Em todos os cendrios observados,
a magnitude da energia potencial verificou-se maior do que a da energia cinética,
especialmente no limite de pequenas esferas. Em um primeiro momento, esse limite
foi utilizado para verificar a acuracia do cdlculo numérico, mas como observamos a
seguir, em alguns casos, um pico de ressonancia é observado, surpreendentemente,
nesse regime.

Primeiramente, consideramos uma bolha de ar (meio 1, p; = 1.205kg/m? e
c1 = 343 m/s) imersa na dgua do mar (meio 0, py = 1024 kg/m? e cy = 1522m/s). A
figura a seguir mostra a média temporal das energias potencial e cinética depositada
durante a interacao em fungao do pardmetro de tamanho xy (também adimensional).
Escolhe-se 25 como pardmetro (ao invés de x1, por exemplo) pois é mais facil, experi-
mentalmente, controlar ky com a frequéncia da onda incidente. As somas numéricas

foram truncadas para £,,,, = 3 + [xf{””) + 4.053:87””)1/ 3], de acordo com referéncias

de somas de segoes de choque [54], em que :cgm”) ¢ o valor méaximo considerado na

andlise (nos graficos mostrados aqui, 2" = 10).
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Figura 3.5: Médias temporais das energias potenciais e cinéticas em funcdo do parametro de
tamanho zy = koa para uma esfera de ar imersa no oceano. A esquerda: limite de pequenas
esferas (também chamado de limite de Rayleigh), 0 < z¢ < 0.1; & direita: regido 0.1 < zy < 10.
Note que, no limite de Rayleigh, a energia potencial é maior do que a energia cinética e que
(Wk) — (Wp) conforme z cresce.

Observando o grafico a direita, note a existéncia de ressonancias tanto para a
energia cinética quanto para a potencial, isto é, existem valores de z (combinagoes
de nimeros de onda da onda incidente e do raio da particula espalhadora) que
maximizam ou minimizam a quantidade de energia depositada. Os picos e vales das
duas energias coincidem, isto é, as esferas que maximizam (ou minimizam) energias
potenciais também maximizam (ou minimizam) energias cinéticas. No gréfico a
esquerda, observa-se a presenca de um desses picos de ressonancia. Note que o
calculo numérico de ambos os graficos foi feito com as séries expressas nas Egs.
(3.27) e (3.29).

Buscando analisar esse limite, calculamos os limites de pequenas esferas des-
sas equagoes, também chamado de limite de Rayleigh. As expressoes sao calculadas

fazendo uso das expressoes assintéticas das fungoes envolvidas, listadas no Apéndice

1. Os calculos produzem

4fo Rayleigh _ 2m°xg [10 1 —a3/3 ’
— = (Wp) "V = — 2 | — ; 3.30
ri|AJ? (We) 3 Im\l—mma3/3)| (3-30a)
4f0 Ravleigh 2m51’5 m 1-— [E2/3 2
— = (W) Vet = 0 | — [ —— 3.30b
1| Al? (Wic) 45 |m \1—mma}/3 ( )

A ressonancia que se destaca no grafico da esquerda pode ser calculada por meio

dos zeros dos denominadoras das Egs. (3.30). Eles sao obtidos, com os pardmetros

xy =1/3/(mm) = 0.014,

0 que encaixa exatamente na divergéncia observada. Além disso, a medida que xg

do caso acima, quando

(3.31)
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cresce, (Wg) — (Wp). Numericamente, verifica-se esse fato ao analisar a razao
(Wp) /| (Wk), que tende a 1 a medida que o — co. Uma justificativa para esse fato
reside em ‘] és) (mxo)‘ — 0 conforme zy — 0o e, com isso,

4 ranae . . .
e W & e D [Fa(o) — i) . (332
=0

uma relagao bastante similar a (Wp) quando £+ 1 = ¢. A convergéncia analitica de
(Wk) a (Wp) envolve, no entanto, uma andlise que ultrapassa as parcelas somadas,
e nao foi feita nesse estudo.

A existéncia desse pico de ressonancia é surpreendente, pois trata-se de um
regime onde o comprimento da onda incidente é muito maior do que a dimensao
do centro espalhador. Portanto, nao esperaria-se que houvesse a possibilidade de
armazenamento da energia por essa esfera. No entanto, essa ressonancia nao é trivi-
almente observada para qualquer combinacao de meios. A fim de ilustrar esse fato,
buscamos outro cendrio exemplo: uma bolha de petréleo (meio 1, p; = 711 kg/m?
e ¢; = 1330m/s) imersa no oceano (meio 0, pg = 1024 kg/m® e ¢y = 1522m/s).
As médias temporais das energias em funcao do pardmetro de tamanho x, estao

dispostas a seguir.
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Figura 3.6: Médias temporais das energias potenciais e cinéticas em fungdo do parametro de
tamanho zy = koa para uma esfera de ar imersa no oceano. A esquerda: limite de pequenas
esferas, 0 < zg < 0.1; & direita: regido 0.1 < zg < 10. Note que, no limite de Rayleigh, a
energia potencial é maior do que a energia cinética e que (Wg) — (Wp) conforme xo cresce.
Diferentemente do exemplo anterior, ndo sao verificados comportamentos ressonantes para essa
combinacao de meios.

Esses dois comportamentos ilustram o que foi observado ao varrer o espago
de parametros pg, p1,co € ¢;. Os dados mostram que bruscas diferencas entre os
meios induziam a presenca de ressonancias, enquanto meios muito similares entre

si nas densidades nao apresentavam armadilhamentos. Outro exemplo considerado
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para validar essas observagoes foi a andlise de uma bolha de dgua (meio 1, p; =
1000 kg/m? e ¢; = 343m/s) em dleo do tipo castor (meio 0, py = 952kg/m? e
co = 1474m/s), atil na aplicagdo de baterias ou motores a base de dleo, onde

alguma falha induz a producao de dgua em seu interior.

%% pou W, K
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Zo Lo

Figura 3.7: Médias temporais das energias potenciais e cinéticas em funcdo do parametro de
tamanho 7, = koa para uma esfera de ar imersa no oceano. A esquerda: limite de pequenas
esferas, 0 < zg < 0.1; a direita: regido 0.1 < xzg < 10. Note que, no limite de Rayleigh, a energia
potencial é maior do que a energia cinética e que (Wk) — (Wp) conforme xz( cresce. Note que,
novamente, como as densidades dos meios sdo muito proximas, hd o surgimento de ressonancias.

Perceba que, nesse ultimo exemplo, as densidades dos dois meios sao muito
proximas, mas as velocidades do som sao bastante distintas entre os eles. Esses
resultados instigam a hipotese aqui proposta, atualmente submetida como resultado
desse estudo para publicagao cientifica em revista internacional, que meios de estados
fisicos diferentes, em que o meio menos denso é o centro espalhador, ha a formagao
de ressonancias. Buscamos analogias desses comportamentos para o caso cilindrico,
tratado na proxima segao.

A transferéncia da média temporal da densidade de spin acustico durante o
processo também foi investigada. A média temporal do spin actstico total deposi-
tado, certamente, é zero, pois a integracao ¢é feita num volume finito, com campos
acusticos bem comportados, em que a natureza solenoidal da densidade de spin
assume um papel importante.

O comportamento do spin total, no entanto, nao necessariamente implica que
a densidade seja nula, isto é, em um primeiro momento, pode-se supor que exista
uma densidade nao nula de spins acusticos que, ao serem integrados no volume
da esfera, resultariam em zero. Para verificar tal hipotese. fizemos uso da Eq.
(2.27), juntamente do campo de velocidades da onda incidente e interna ao centro

espalhador, obtidas pelos potenciais das Eqs. (3.17) e (3.18) e a relagao constitutiva
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da velocidade, Eq. (3.4).

Para a onda incidente plana, (3) = 0, pois trata-se de um produto vetorial
entre dois vetores paralelos. No caso da onda no interior do centro espalhador, em
virtude da relagao constitutiva da velocidade, os mesmos termos da onda incidente
acabam sendo multiplicados e anulados, produzindo também uma densidade de spin
nula no interior do centro espalhador. Esses resultados corroboram a expectativa de
que nao ¢ gerado nenhuma vorticidade com o espalhamento de uma onda plana.

Esses calculos foram também feitos para as geometrias que seguem, e produ-
ziram o mesmo resultado, entdo nao serao discutidos novamente nesse estudo. Uma
discussao valida, levantada na Ref. [42], é a que diz respeito sobre feixes inciden-
tes que ndo sejam planos, como, por exemplo, feixes de Bessel de ordem ¢. Nesses
feixes, o préprio campo possui (§) # 0, algo esperado pela sua geometria espacial.
Certamente, em um problema de espalhamento desse feixe por uma esfera ou outra
geometria de centro espalhador, poderia haver densidade de spin transferido. Essa
analise, em detalhes, é uma perspectiva de trabalho futuro como continuacao do

estudo aqui apresentado.

3.4 Espalhamento por um cilindro

A geometria cilindrica, assim como a esférica, apresenta diversas aplicagoes e
produz resultados tao instigantes quanto a simetria esférica. Longos fios de petrdleo
vazando do fundo do oceano até a superficie podem ser modelados por cilindros
longos de fluidos imersos em outro fluido. Outro cenario onde o espalhamento por
cilindros pode ser util é no uso de revestimentos de borracha usados no isolamento
acustico de submarinos.

Consideramos, assim como no caso anterior, um fluido newtoniano caracte-
rizado por sua densidade pg e compressibilidade 5y quando nao perturbado, em que
viaja uma onda acustica plana, de dependéncia harmoénica monocromatica com o
tempo (frequéncia angular w) viajando na dire¢do crescente do eixo z. Supomos a
existéncia de um cilindro fluido de comprimento L e raio a, com densidade p; # po,
centralizado na origem do sistema de coordenadas, com eixo central coincidente ao

eixo z das coordenadas cartesianas, como ilustra a figura a seguir.
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Diregdo de
propagagao

Figura 3.8: Diagrama representando o fenémeno de espalhamento simples de uma onda plana,
viajando no sentido crescente do eixo x, por um cilindro em um cenario fluido-fluido. A onda
incidente viaja em um fluido newtoniano caracterizado por sua densidade py e compressibilidade
Bo, com comprimento de onda Ay e encontra, em seu caminho, um cilindro fluido, de raio a e
comprimento L > a, com densidade p; e compressibilidade g, pelo qual serd espalhada.

Supoe-se, por simplicidade, que o comprimento L do cilindro seja muito
maior do que o comprimento da onda incidente, Ay, e muito maior do que o raio
do cilindro, a. Nessas condigoes, o problema possui simetria no eixo z e, com isso,
as coordenadas cilindricas s@o as mais convenientes para a sua descricdo. Nessas
coordenadas, considera-se a descrigdo de um ponto P no espago pela trinca (s, ¢, z),
onde s mede a distancia da proje¢do de P no plano xy até a origem, ¢ é o angulo
azimutal (assim como nas coordenadas esféricas) e z mede a altura do ponto em

relacdo ao plano xy, conforme ilustrado.

TS, (0y,2) = (s, ¢,2)

<

Figura 3.9: Representagdo esquematica do sistema de coordenadas cilindrico.

Nessas condigoes, a onda incidente é descrita pelo potencial ¢y, (kos, ¢) dado
por

ko3, 6) = A" ea(~i)! Jolkos) cos(£9), (3.33)

£=0
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em que €, denota o fator de Neumann (g = 1, ¢, = 2 se £ > 1) e Jy(x) ¢é a fungdo
de Bessel (cilindrica), de ordem ¢ na variavel .

A hipotese de que L > a ajuda com a simplicidade do problema: exclui-se,
com ela, a necessidade em lidar com os efeitos de borda provocados pelas tampas
do cilindro. A onda no interior do cilindro espalhador, descrita por ¢;(k;s, ¢), tem

a forma

p1(k1s,0) = A i Byeo(—i)* Jo(kys) cos(Le), (3.34)
=0

em que B, sao os coeficientes internos das ondas parciais. Como ha mudanca de
meios, o nimero de onda ky da onda incidente muda para o niimero de onda k; no
interior do centro espalhador, assim como ocorre no caso esférico. A onda espalhada,
voltando ao meio original, em virtude da condi¢do de Sommerfeld, tem dependéncia
radial dada pelas fungdes de Hankel (cilindricas) do primeiro tipo, Hél)(k‘os), de
modo que i,

pse(kos, @) = A" Speq(—i) HM (kos) cos((6), (3.35)

=0
em que Sy denotam os coeficientes de espalhamento das ondas parciais. Similarmente

ao caso esférico, as condigbes de contorno, Egs. (3.15), determinam completamente
os coeficientes By e Sy. Elas sdo consideradas de modo a ignorar o espalhamento da
onda incidente pelas tampas do cilindro.

Com a notagao similar a esfera (com os pardmetros xg, z1, m e m definidos

na segao anterior), as condigoes de contorno tornam-se

pojg(xo) + poSgHg(ZL‘Q) = plBng($1); (336&)
koJy(0) + koSeHy(0) = k1 BeJj(21), (3.36D)

com as plicas denotando, novamente, as derivadas com relagao a variavel da fungao.

Resolvendo para os coeficientes de espalhamento, obtemos

S, = mJe(zo) Je(z1) — Jo(x1) Jy (o)
Jo(w1)Hy(xo) — mJy(x1) He(wo)

(3.37)

Analogamente ao caso esférico, |Sy| < 1Vzy > 0, qualquer que seja a relagao entre
os meios 0 e 1.

Resolvendo as Eqs. (3.36) para os coeficientes internos, temos

B, = <m> [ Je(wo) Hy(o) — Jy(zo) He(2o) | (3.38)

m ) | Je(w ) Hy(wo) — iJy(w1) Hy(p)
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Nos coeficientes internos, as relagoes entre densidades e velocidades de propagagao
das ondas importam na determinacao de seu comportamento a medida em que
xog — 0. O Apéndice 1 mostra os detalhes nas expansoes das fungoes esféricas e
cilindricas para pequenos e grandes argumentos, auxiliando nos calculos dos limites

de interesse. Para o caso em que ¢ = 0,

) m
mlolgl() By = e (3.39)
e, para £ > 1,
m 1 2
lim Bj=(—)|—)|——|. 3.40
z0s30 ¢ <m) <m£> [ﬁz/m—l— 1] (340)

Caso m > 1, ou seja, ¢y > ¢; (a onda viaja mais rapidamente fora do cilindro), o
limite vai a zero a medida que g — 0 e £ — oo, isto é, a medida que ¢ cresce, os
coeficientes convergem mais rapidamente para zero na origem, e o maior pico de | By|
¢ |Bo| = m/m. Caso m < 1, ou seja, ¢y < ¢; (a onda viaja mais rapidamente dentro
do cilindro), o limite converge a valores finitos quando zo — 0, mas esses valores
crescem a medida que ¢ — co. Analogamente ao caso esférico, esse comportamento
nao causa divergéncias na série para o potencial actstico ;.

A média temporal da energia aciistica, para esse caso, é calculada da mesma
forma que no caso esférico, com as integrais das por¢oes cinética e potencial das
densidades de energia da Eq. (3.16), integradas no volume do cilindro. A parte
potencial é composta por integrais de convergéncia suficientemente simples para

fungoes tradicionais da fisica matematica, produzindo

401

LIAP (Wp) = ﬁ;ioEAqu [Jf(xl) — Jg,l(xl)JgH(a;l)} , (3.41)

A escolha de (4c; (Wp)) /(r1L|A|?) foi, novamente, feita com o intuito de adimensi-
onalizar a grandeza, tornando-a mais facil de ser comparada a energia de esferas.
A média temporal da energia cinética depositada na interagdo tem, em sua
estrutura, uma integral que converge para fun¢des nao convencionais da fisica ma-
tematica. Pela facilidade ao lidar com essa integral numericamente ao invés de nos
preocuparmos com fungoes hipergeométricas, definimos a integral [, éc) (1) (conver-

gente para ¢ > 1) por

Iéc)(xl) = /0:::1 [E (26[1 + 1) Ji(cx) —de; M y(2) oy (2)| da, (3.42)
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de modo que a média temporal da energia cinética depositada é

e 2 geﬂéc)(l’l) 2
(W) =21 ) el Bel* | =5 + Jia (1) = Je(w1) Jesa(21) |, (343)
1

=0

401
7"1L|A’2

) 1O

o que implica que nao existe problema de convergéncia para ¢ = 0 de [, éc , pois
¢ multiplicada por 0 na soma. O comportamento de I éc) (mxg) é mostrado na figura

a seguir, em fun¢do do parametro de tamanho z.

0.35F ' '

0.30F

0.25¢

(©)
I, 0.15]

Figura 3.10: Integral Iéc)(mxo) em func¢do do parametro de tamanho zy = kga para £ = 1,2, 3, 4.

Note que os picos mais altos de I§C) caem a medida que £ cresce. Além disso, |I§C) (z1)| < 1 quando
xg cresce. Foi considerado m = 1522/343, em que trata-se do espalhamento por um cilindro de ar
imerso no oceano.

As combinacoes investigadas aqui foram similares aquelas vistas para esferas.

Inicialmente, uma coluna de ar cilindrica imersa no oceano, assim como no caso

esférico, apresentou padroes de ressonancia, ilustrados na figura a seguir.
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Figura 3.11: Médias temporais das energias potenciais e cinéticas em fungdo do pardmetro de
tamanho xy = koa para um cilindro longo de ar imersa no oceano. A esquerda: limite de cilindros
finos (limite de Rayleigh), 0 < ¢ < 0.1; & direita: regido 0.1 < 2o < 10. Note que, no limite de
Rayleigh, a energia potencial é maior do que a energia cinética e que (Wg) — (Wp) conforme z
cresce.

Observamos que existem combinagoes entre comprimentos da onda incidente

e raio do cilindro que maximizam ou minimizam o armadilhamento de energia nos
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cilindros. Curiosamente, o limite de cilindros finos produz

. 2
4cy Rayleigh 2 2 m ZIZ'% ln(JCo) + 2
pae W = () : 3.44
rL|A|? We) SERCh R madIn(xg) + 2 (3.44a)
4er Rayleigh _ V%5 (fn) x3In(zg) + 2 2
e k)T = — 44D
riL|A|? (W) 8 m/) |mz3n(zo) +2|] ’ (3.44b)

que s6 sao matematicamente validos no intervalo (0,0.002) para essa combinagao de
meios. Isso faz com que o zero do denominador das Eqgs. (3.44) (0.61 nesse exemplo)
localize-se fora dessa regiao de validade. Dessa forma, em cilindros, o primeiro pico
de ressonancia observado nao pode ser obtido analiticamente.

H4, ainda, a convergéncia de (Wg) — (Wp) a medida que zy cresce. Esse
resultado é validado pelo comportamento das integrais |/, éc) (mzo)| < 1 a medida

que xy — oo, de modo que

461

TP (W) rande o, 226@|B@ 2 (2 (1) = Je(w) Jega(a)] (3.45)

relagdo essa bastante similar a (Wp) quando ¢ + 1 = ¢/, alterando-se os indices
dos coeficientes internos. Aqui nao sera feita uma andlise minuciosa por tras dessa
convergencia.

O comportamento ressonante, assim como na geometria esférica, é observado
apenas nos casos em que hé diferencas muito bruscas nas densidades dos meios. O
proximo exemplo ilustra as médias temporais de energias potencial no caso em que
o cilindro espalhador é uma coluna de petrdleo imersa no oceano, em que nao ha

ressonancias dos campos actusticos.
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Figura 3.12: Médias temporais das energias potenciais e cinéticas em fungdo do pardmetro de
tamanho zy = koa para um cilindro longo depetréleo imerso no oceano. A esquerda: limite de
cilindros finos (limite de Rayleigh), 0 < zy < 0.1; & direita: regidgo 0.1 < zp < 10. Note que,
no limite de Rayleigh, a energia potencial é maior do que a energia cinética e que (Wx) — (Wp)
conforme xg cresce. Diferentemente da combinag¢ao de meios anterior, nesse caso nao sao observadas
ressonancias no centro espalhador.

3.5 Comparacao entre esferas e cilindros

Existem semelhangas notaveis entre as féormulas das médias temporais das
energias para esferas, dadas pelas Egs. (3.27) e (3.29), e para os cilindros, das Egs.
(3.41) e (3.43), respectivamente. Especificamente, as férmulas sdo muito parecidas
ao se trocar as funcoes esféricas pelas cilindricas. Isso sugere uma relagao entre as
energias esféricas e cilindricas em suas formas adimensionais.

Buscando verificar tal relacao, consideramos a expressao que relaciona as

fungoes de Bessel esféricas e cilindricas, da Ref. [47],

jila) = [ 3= Tesy ). (3.46)

Ela indica que existe uma diferenca de fase entre as funcoes esféricas e cilindricas.
Espera-se, portanto, que haja uma diferenca de fase entre os picos de ressonancia
das esferas e cilindros, onde uma fung¢ao atinge seu méaximo, a outra deve atingir seu
minimo, e vice-versa (isso se a combinagao linear da série ndo destruir a coeréncia
de fase de cada onda parcial). A figura a seguir mostra essa comparac¢ao para as
médias temporais da energia potencial adimensional para esferas e cilindros, numa

combinagao de meios em que ha a possibilidade de ressonancias.
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Figura 3.13: Comparativo das energias potenciais adimensionais para esfera e cilindro (objetos de
ar imersos na dgua do mar). Note a diferenca de fase entre esferas e cilindros, corroborando o
resultado esperado pela andlise das funcoes de Bessel envolvidas.

3.6 Espalhamento por uma casca esférica

A dltima geometria considerada nesse estudo é aquela onde uma casca esférica
¢ usada como centro espalhador. Nesse caso, podemos considerar aplica¢cbes como
envolucros para capsulas submarinas ou de medicamentos na corrente sanguinea. A
casca em questao é considerada de raio externo b e raio interno a, composta por
dois fluidos: o primeiro, denotado pelo indice 1, ocupa o interior da casca (regiao
0 < r < a), de densidade p1; o segundo, denotado pelo indice 2, ocupa a prépria
casca (regido a < r < b), de densidade py. Por fim, o meio inicial (e o posterior
ao espalhamento), indexado pelo niimero 0, ocupa todo o exterior da casca (regiao

r > b) e tem densidade py. Um diagrama do problema ¢ ilustrado na figura a seguir.
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' Fluido newtoniano
(o, Bo) y

//_

a
Direcdo de b
propagacao (

Figura 3.14: Diagrama representando o fendmeno de espalhamento simples de uma onda plana,
viajando no sentido crescente do eixo z, por uma casca esférica em um cendrio fluido-fluido. A onda
incidente viaja em um fluido newtoniano caracterizado por sua densidade py e compressibilidade
Bo, com comprimento de onda Ag e encontra, em seu caminho, uma casca esférica, de raio interno
a e externo b, com densidade p; e compressibilidade 81 no nuclero, p2 e 82 na casca, pela qual serd
espalhada.

(P2, B2)

—

Ao

A casca estd centralizada na origem do sistema coordenado, e faremos uso
da geometria esférica para a descricdo do problema. Supomos uma onda incidente
plana e monocromatica no tempo, de frequéncia angular w, descrita pelo potencial

escalar @;, (kor, cosf) da forma

in(kor, cos ) = Aetfor = A Z(% + 1)(i)éjg(k0r)Pg(cos 0), (3.47)

(=0
similar a onda incidente no caso da esfera densa. No interior do centro espalhador,
duas ondas sao necessarias na descricao do campo de radiagao acustica, uma para
o nucleo da casca, e outra para a casca em si. Usando os indices propostos, os

potenciais internos podem ser expressos por

o1 (kur cos ) = A3 (26 + 1)(i) bje(kur) Py cos B): (3.48a)
pa(kor,cos ) = Ai(% + 1)(8) [coge(kar) + deye(kar)] Po(cos 0). (3.48b)
(=0

Nessa notacao, os coeficientes by fazem referéncia ao campo no nicleo, enquanto ¢,
e dy fazem referéncia a casca. A onda espalhada, assim como no caso esférico, fica
expressa por

psc(kor, cos ) = AS (20 4 1) (i) soh" (kor) Pa(cos 0), (3.49)
=0
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onde a dependéncia radial foi escolhida, pela condi¢ao de Sommerfeld, como a fun¢ao
de Hankel esférica de primeiro tipo. As condi¢des de contorno, expressas pelas Eqgs.
(3.15), precisam ser adaptadas para as duas interfaces em questdo. Adotando o
indice ; para “fora” e 4 para “dentro”, com o raio r avaliado no raio de cada interface,

elas tornam-se

TPiPf = PP (3.50a)
0 0

Para a interface entre os meios 0 e 2 (meio exterior e meio da casca), com r = b,

—po(Pin + Pse) = —p2pa; (3.51a)

0 0

Para a interface entre os meios 2 e 1 (meio da casca e nicleo da casca), com r = a,

—pap2 = —P1§1; (3.52a)
0 0
5(902) = 5(901) (3~52b)

Aplicando as fungbes ¢ para cada condi¢ao de contorno, obtemos

po [Je(yo) + sehe(yo)] = p2 [eeje(y2) + deye(yo)] ; (3.53a)
ko [Je(yo) + sehip(yo)] = ka2 [ceso(y2) + deyi(y2)] ; (3.53b)
p2 [ceje(x2) + deye(2)] = prbeje(y); (3.53¢)
ko [eegp(w2) + deyy(2)] = Kabegy(z). (3.53d)

Aqui, assim como nos casos esférico e cilindrico, adotamos uma nota¢ao compactada:
xo = koa, r1 = kia, x5 = ksa, yo = kob, y1 = k1b e ys = kob. As plicas denotam
derivadas com relagdo ao argumento das fung¢oes. Podemos construir um sistema

linear para os coeficientes by, ¢y, dy e sy, da forma

0.be — paje(y2)ce — p2ye(y2)de + pohe(yo)se = —poje(yo)
0.0 — k2jy(y2)ce — kayi(y2)de + kohi(yo)se = —koji(yo)
—p1Je(x1)be + paje(x2)ce + paye(x2)de 4+ 0.5, = 0
—kjp(x1)be + kajy(x2)ce + kayp(za)de + 0.5, = 0

(3.54)




42 8 - Espalhamento fluido-fluido

Matricialmente, o sistema é

0 —p2Je(y2)  —p2ye(y2)  pohe(yo) be —poje(Yo)
0 —k2i(y2)  —kayi(y2) kohi(yo) | | co | _ | —kogilyo) (3.55)
—prje(z1)  paje(za)  paye(zo) 0 dy 0
| —kuge(@n)  kage(we)  kayp(we) 0 |ls| | 0 |

E um sistema linear bastante grande, e numericamente custoso de ser calculado.
Aqui, nos resumiremos a explicitar sua solu¢ao analitica, dada mediante as seguintes

definicoes:

A= —paje(ya); (3.56a)

B = —paye(ya); (3.56b)

F = pohe(yo); (3.56¢)

G = —kaji(ya); (3.56d)

H = —kay;(ya); (3.56e)

7 = Kol (o): (3.56f)

L = —puju(); (3.56¢)

M = pajie(z2); (3.56h)

P = paye(x2); (3.561)

Q = —kijg(z1); (3.56])

R = kojy(x2); (3.56k)

S = koyy(xa); (3.561)

T = —poje(yo); (3.56m)

U = —kojiwo). (3.561)

para que o sistema se torne
(0 A B F|[b6]| [T]
0 G H J c U

L M P 0 di "o (357

_QRSO__Sg_ _0_
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Resolvendo o sistema, cada um dos coeficientes tem a seguinte forma:

—JPRT + JMST + FPRU — FMSU

be = FHMQ — BJMQ — FGPQ + AJPQ — FHLR + BJLK + FGLS — AJLS
(3.58a)
JPQT — JLST — FPQU + FLSU
“TFHMQ - BJMQ — FGPQ + AJPQ — FHLR + BJLR + FGLS — AJLS
(3.58b)
0 — —JMQT + JLRT + FMQU — FLRU
FHMQ — BJMQ — FGPQ + AJPQ — FHLR + BJLR + FGLS — AJLS
(3.58¢)
., _ IMQT = GPQT — HLRT + GLST — BMQU + APQU + BLRU — ALSU

FHMQ — BJIMQ — FGPQ + AJPQ — FHLR + BJLK + FGLS — AJLS
(3.58d)

Essas expressoes nao foram analisadas numericamente, mas foram consideradas para
a analise da quantidade de energia depositada. Note, como fato importante, que
todos os coeficientes compartilham dos mesmos denominadores, isto é, as possiveis
ressonancias sao compartilhadas entre os meios envolvidos.

A energia depositada no carogo é dada pelas relacgoes ja calculadas no ntcleo,
dadas nas Eqgs. (3.27) e (3.29), restando, apenas, o cdlculo da média temporal da
energia acustica depositada na casca. Para isso, consideramos o campo actustico o

e calculamos as integrais na casca. Explicitamente, para a energia potencial, temos

W) =221 [ ag [ dteost) [ r2ar - 3 + (2t + 1))

{=0 n=0

X [cpjn(kor) + dyyn (kor)] [coje(kor) 4 deye(kor)] Py (cos 8) Py(cos 0),
(3.59)

em que tanto j,(z) quanto y,(x) sdo fungdes que, ao tomarem argumentos positivos,
produzem imagens reais. A integracdo em ¢ resulta em 27, enquanto a integral em 6,
gracgas a ortogonalidade dos polinomios de Legendre, produz uma delta de Kronecker
vezes 2/(2¢ + 1). Ainda, pela propriedade dos niimeros complexos z,y € C em que

2*y + zy* = 2Re [z*y], podemos reescrever essa expressao como

(Wp) =rk3ps| A? Z (20+1) {|Cg| / 7252 (kor) dr + |dy|? / r2yz (kor) dr+

. (3.60)

+2Re [cidy] /

a

r2jg(kgr)yg(k27’) dr} ,
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em que as integrais envolvidas sao todas analiticas (no sentido de convergirem para

fungoes tradicionais da fisica matemadtica). Elas tém as formas
/ 2?57 (x) dx =

[ (@)
[ iw)ye(a) dz =

Para qualquer par de funcoes ¢ e g,

177 (x) = Gerr(2)jea ()] ; (3.61a)
92 (2) = e (@)yea ()] ; (3.61b)

27e(2)ye(x) = Jer1()ye1 () = Jer(@)yen(2)] . (3.61c)

o o
8 8
I |

R R B,

w

T

/ T e(@)se(x) dv = 7 [200(@)e(w) = Vesa (@)1 () = e (@) (@)], - (3.62)

resultando em

/ab Tzﬁ%ﬂ”) dr :; {bg {jg(kzb) - je+1(k2b)jefl(kzb)} —a []?(kza) - j£+1(k2a)j£fl(k2a)} } )

(3.63a)

/ " 1242 (k) dr —; {0 [07 (Kab) — yes1 (kab)ye 1 (kab)| — @ 97 (kaa) = g (haa)ye-1(kaa) |},
(3.63b)

e, por fim,

/abT Je(kar)ye(kor) dr *{b 270 (K2b)ye(kab) — jer1(k2b)ye—1(k2b) — joe—1(kab)yey1(kab)]

— a® [2jo(kaa)ye(kaa) — jor1(kaa)ye—1(k2a) — je—1(koa)yesr (kaa)]}.
(3.64)

Para exibir o resultado de forma esteticamente mais similar as outras geometrias, a

média temporal da energia cinética é escrita como

4
J;(;QWP —21<:3Z(2€+ 1)x
e ol 0 Relcid) (3:65)
C e|C
{gFjj(kQ,a, b) + %Fyy(k%a,b) + 2’5 S Fy,(ky, a, b)},
em que

= 0 27uChab)yeab) — e ()1 () — s (b (kD)

— a® [2je(koa)ye(kaa) — jor1(kaa)ye—s (k2a) — je—1(k2a)yesr (kaa)]},

que foi escolhida para sintetizar a notacao.

(3.66)

Para o caso da energia cinética, uma das integrais envolvidas nao é analitica,

de modo que a média temporal da energia cinética depositada na casca é expressa
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por
4f0 3 >
—— Wk =2k 20+1
7“2|A|2 " 242:;)< " )X
b
{0 [ e + diar) fihar) + difhar)l s ar - @367

b

e<e+1)/

(e ge(kar) + dyye(kar)] [coge(kar) + doye(kar)) dr} .
a
Esses resultados, expressos aqui analiticamente, sao uma perspectiva de con-
tinuagao desse estudo, numa investigacao numérica em busca de regimes de ressonan-
cia que possam emergir nas cascas. A maior complexidade das férmulas envolvidas

foi o fator limitante para essa geometria.
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Solidos elasticos e viscoelasticos

Solidos, ao serem o meio de transporte de ondas actisticas, contratastam-se
aos fluidos pela presenca de componentes transversais das ondas actisticas, em adi¢ao
a componente longitudinal. Como consequéncia direta, maior robusteza matematica
é envolvida no tratamento analitico dos campos de radiagdo acustica. Por exemplo,
nao é mais possivel associar uma pressao escalar a onda acustica, de modo que a
andlise feita nos capitulos anteriores para potenciais e energias perde parte de sua
aplicabilidade. No entanto, também é possivel descrever os campos no interior de
solidos por meio de potenciais escalares, que diferem dos potenciais em fluidos por
estarem associados aos tensores de tensao e deformacao dos sélidos, em comparagao

aos campos de pressao e velocidade dos fluidos.

Nesse capitulo, introduzimos a propagac¢ao de ondas actisticas em meios elas-
ticos e viscoeldsticos. Usando a teoria da elasticidade [15], definimos grandezas
relevantes nessa andlise, como tensoes e deformagoes em corpos eldsticos (e suas
extensoes a corpos viscoeldsticos). Mostramos, com base na literatura da drea [46],
como os tensores sao capazes de expressar potenciais que satisfazem equacgoes de
Helmholtz para materiais viscoelasticos. Descrevem-se, matematicamente, diversos
modelos viscoelasticos conhecidos e, em particular, analisa-se o modelo de Kelvin-
Voigt fracionario na descricao formal do espalhamento de uma onda actstica por
uma esfera viscoelastica. Por fim, tracam-se paralelos entre as defini¢des de energia

e momento para sélidos dessas naturezas e fluidos, tratados anteriormente.

47
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4.1 Corpos elasticos

A teoria da elasticidade define objetos elasticos como aqueles que, apds sofre-
rem uma deformagio, sdo capazes de retornar ao seu estado inicial (ndo deformado)
[15]. A formalizagdo dos conceitos de tensdo e deformagdo envolve formalismos
matematicos bastante rigorosos, que serao tratados nessa secao.

Consideramos, inicialmente, um corpo elastico antes de ser deformado, loca-
lizado espacialmente em um volume V), cujos pontos em seu interior sao descritos
pelo vetor posigao 7 = (x1,x9,2z3) em algum sistema de coordenadas dado pela
trinca (1,2, r3). A deformagao do objeto leva o ponto previamente localizado por
" para a posicao localizada por 7/ = (2, %, z%), de modo que o vetor deslocamento

¢ definido por

=i =7 (4.1)

e ilustrado na figura a seguir.

y.2) (x',y',2")

=
4

X

Figura 4.1: Diagrama representando o vetor deslocamento @ com relacdo & posicdo de um ponto
no interior de um corpo eldstico antes, 7, e depois, 7', de uma deformacao.

A deformagao implica, de modo geral, na mudanga das distancias entre dois

pontos. Anterior a deformacao, dois pontos suficientemente préximos do corpo que

distavam d/ = \/ dz? + dx3 + dz?, apds a deformacdo, passam a distar df — d¢/ =

\/ do? + da® + do?, onde dz) = dx; + dul, i = 1,2, 3 caracterizam as diferengas nas
i-ésimas coordenadas apds a deformacao. O diferencial du;, do vetor deslocamento,

mede justamente essas deformacgoes. Ele pode ser expresso por

ou;
du; = “day, 4.2

obtivel pela regra da cadeia para uma funcao de multiplas variaveis.
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deformagao

Figura 4.2: Tlustragdo da deformacdo de um corpo elastico e como mudam as distancias que
medem dois pontos antes e depois da deformagdo. A forma tracejada representa o corpo antes
da deformacdo, enquanto a densa representa ele depois. Dois pontos, que antes da deformacéo
distavam d¢ passam a distar d¢’.

Essa expressao permite escrever, explicitamente, a relagao entre a distancia

apos a deformacao, d¢’, e antes da deformacao, df. Para isso, considere

de? = Z da? Z dx; + duz)

4.3)
8u auk ou,, Ou (
= d¢? : dx;d — =) dada;
R R A e
de modo que o tensor de deformacoes, €, ¢ definido como
1 ([ Ou, Uy, Oy, Oy,
ik = = — — 4.4
ik <8xk + 8501 + m 8xk 8@ ) ( )
para que a relacao entre d¢’ e d¢ torne-se
A? = de* + 2 ey, daiday,. (4.5)

ik
O tensor de deformagdes compacta, em si, diversas informacgoes sobre o corpo

elastico. Inicialmente, perceba que
€ik = €k, (46)

isto é, o tensor é simétrico. Além disso, para um espaco vetorial de dimensao finita
N (no caso, dim [R3] = N = 3), ele possui uma representacio matricial quadrada,
de ordem N x N, e, pela simetria da Eq. (4.6), pode ser diagonalizével. Isso significa

que existe um conjunto de autovetores, associados a autovalores e, e .. W)
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para os quais a matriz de €;, é diagonal, da forma

e o0 0 .- 0
0 €@ o ... 0
=10 0 €3 ... 0, (4.7)
0O 0 0 eN)

de modo que, na direcao de seus autovetores,
de? = (142¢M) daf + (14 2¢?) daj + (1+2¢®) daj, (4.8)

isto ¢, o i-ésimo autovalor mede a variacao relativa na distancia entre dois pontos

na direcao do i-ésimo autovalor, pois

da, — da -
% = /1 + 260 ~s €@, (4.9)
T

Outra propriedade do tensor de deformagoes pode ser obtida considerando
pequenas deformacoes, em que o termo composto pelo produto de derivadas da Eq.
(4.4) tem ordem consideravelmente menor do que os termos lineares, isto é, o tensor

de deformacoes escreve-se como

ik = 5 <8xk + a@) . (4.10)

Nesse caso, podemos considerar deformacoes volumétricas e, seguindo os passos

expressos nas Refs. [15, 55], obtemos a variagao absoluta de um volume dV' — dV”’

na deformacao pelo traco de €y,

dV' —dV
dVv

Uma vez generalizada a ideia de deformagoes em corpos elasticos, faz-se ne-

= tr (eir) - (4.11)

cessaria a generalizacdo do conceito de forca, que agird como fonte geradora das
deformagoes. Para isso, consideramos que um corpo elastico é tal que qualquer de-
formacao induz, em seu interior, uma cole¢ao de forgas internas que buscam retornar
o corpo ao seu estado de equilibrio. Essas forcas internas de carater restaurativo
sao de agao proxima, ou seja, agem apenas nas vizinhancas das deformacoes locais.
Define-se como f (7) a for¢a por unidade de volume que atua num ponto do corpo

localizado pelo vetor 7. A forca total em um volume suficientemente pequeno no

interior desse corpo, de volume Vj, é dada pela integral volumétrica de f em V.
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Considerando as forgas de curto alcance, podemos simplificar a andlise da
integral volumétrica por uma integral superficial que delimita o volume de interesse.
Nessa simplificacao, usando o teorema de Gauss, cada componente de f, indexadas

por ¢, deve ser posta na forma de um divergente,

j—y dou (4.12)

L 8xk’

para que a integral no volume V[ torne-se a integral sobre a superficie Sy, que o

envolve, pelo teorema de Gauss,

. 0o, . '
/VO £,dV = /Vg oAV = ]{%;azkdsk, (4.13)

em que dSy é o elemento de superficie na k-ésima direcdo, apontando para fora do

volume fechado.

O tensor oy faz o papel de tensor a partir de cujo divergente determinam-se
as densidades de forgas e, por isso, é definido como tensor de tensoes. Fisicamente,
na representacao matricial de o;;, o elemento na entrada ik corresponde a i-ésima
componente da forca por unidade de area perpendicular ao eixo que aponta na
k-ésima direcao.

Corpos elasticos e viscoelasticos diferem, justamente, pela relacao entre os
tensores de tensao, o, e deformacao, €. Um corpo isotropico elastico possui, por

exemplo, uma lei de Hooke generalizada como essa relacao,
Oi5 = Oijk:éekéa (4-14)

em que Cjjxe € um tensor de quarta ordem, simétrico (pela isotropia), que generaliza
uma constante da mola na lei de Hooke convencional. Ele recebe o nome de tensor
do moédulo da elasticidade. A Eq. (4.14) permite que se determinem potenciais
escalares para a descri¢ao de ondas que viagem harmonicamente no interior de meios
elasticos [56]. Nessa determinagéo, trés equagoes de Helmholtz sdo produzidas: uma
que caracteriza uma porcao longitudinal da onda, associada ao ntimero de onda
longitudinal, kr; e duas que caracterizam as porg¢oes transversais da onda, associadas
aos numeros de onda kg € kgo.

Nesse estudo, nao investigamos em detalhes nenhum exemplo de problemas
de espalhamento por corpos elasticos. No entanto, as defini¢bes presentes nessa
secao foram usadas para o tratamento de modelos viscoelasticos, em particular para

o modelo de Kelvin-Voigt fracionario.
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4.2 Modelos viscoelasticos

De forma similar a corpos elasticos, corpos viscoeldsticos também possuem
a propriedade de retornarem ao seu estado inicial depois de terem sido deformados,
porém esse retorno leva mais tempo do que num corpo puramente elastico, havendo
uma espécie de resisténcia a restauracao. Dai o nome “viscoeldstico”, por possuirem
comportamentos elasticos e viscosos concomitantes em suas dindmicas de deforma-
¢ao. Eles sao encontrados frequentemente na natureza, como em células biologicas
[57-59] e na modelagem de polimeros [60-62].

O tipo de modelo viscoelastico usado na descricao do corpo ¢ escolhido de
acordo com as diferentes combinagdes entre as respostas eldsticas e viscosas. O
modelo de Kelvin-Voigt, por exemplo, destaca-se por sua suficiente simplicidade
matematica e grande aplicabilidade [63, 64]. Esse modelo é produzido ao conside-
rar que entre dois pontos de tensao do corpo, associam-se em paralelo um pistao
(que produz o comportamento viscoso) e uma mola (que produz o comportamento

elastico).

—/5005800 \—

Figura 4.3: Representacdo em forma de circuito mecanico de um sdlido sujeito a uma tensdo o
modelado por Kelvin-Voigt. Nesse modelo, a mola é responsavel pela resposta elastica, enquanto
o pistao é responsavel pela resposta viscosa.

Nele, a tensao o relaciona-se a deformacao € pela equacao tensorial
o = Ce + noke, (4.15)

na qual 7 é a viscosidade do material. Esse modelo capta, com bastante acuracia, o
processo de deformacgao do corpo ao longo do tempo para diversos materiais, mas o
processo de retorno do corpo ao seu estado inicial ndo é descrito eficientemente por

ele [65].
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O modelo de Maxwell, em contraste ao de Kelvin-Voigt, associa entre dois
pontos de tensao no corpo uma mole e um pistao em série, como mostra a figura a

seguir.

o o

O /S000N—0

Figura 4.4: Representacdo em forma de circuito mecanico de um sdlido sujeito a uma tensdo o
no modelo de Maxwell. Nele, assim como com Kelvin-Voigt, a mola é responsavel pela resposta
elastica, enquanto o pistao é responsavel pela resposta viscosa, mas a mudanca na associagao tras
diferencas para os tipos de respostas.

Essa distribuicao produz uma relagao entre tensao e deformagao da forma
o+ noo = Cnoie. (4.16)

Nesse modelo, um material que esteja sujeito a deformagoes constantes relaxa
gradualmente suas tensoes, enquanto aquele que esta sujeito a tensoes constantes
sofre uma rapida deformagao (pela porgao eldstica) e, posteriormente, uma deforma-
¢do mais lenta pela porgao viscosa. Associagoes desse modelo produzem o modelo
de Burgers, em que dois sistemas de Maxwell sao associados em paralelo; e o modelo

de Wiechert, em que existe a associagao em paralelo de N > 2 modelos de Maxwell.

A

k1 N1 (7 () ()

k> yp o

Figura 4.5: Representacdo em forma de circuito mecanico de um sélido sujeito a uma tensao o nos
modelos de Burgers (esquerda) e Wiechert (direita). Note que os modelos de Maxwell e Burgers
sdo casos particulares do modelo de Wiechert.

Por fim, o modelo de Zener (ou modelo linear) combina os modelos de Kelvin
Voigt e Maxwell ao tratar de corpos que sofrem rapidas deformacoes sob tensao

constante, e possuem respostas assintéticas mais lentas do que nos demais modelo.
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Nele, um pistao e uma mola de constante C! em paralelo sdo ligados em série com

uma mola de constante C?, como ilustra a figura a seguir.

— SON——

o o

O— —O

L/ 5055000N—
Cq

Figura 4.6: Representacao em forma de circuito mecanico de um sélido sujeito a uma tensao ¢ no
modelo de Zener.

Nesse estudo, investigamos em mais detalhes o modelo de Kelvin Voigt e
uma variagdo dele, o modelo fracionério, com base nas Refs. [46, 66-68]. Usamos
uma esfera descrita pelo modelo de Kelvin Voigt fracionario como centro espalha-
dor de uma onda actstica que, anteriormente, viajava em um fluido newtoniano e

investigamos como define-se a energia depositada na interagao.

4.3 Modelo de Kelvin-Voigt

No modelo de Kelvin-Voigt, como descrito na secao anterior, a relagao entre
os tensores de tensao e deformacao é dada pela Eq. (4.15). Explicitando os indices

relevantes e adotando B = 7, escreve-se

Oe
0ij = Cijke€re + Bijkéaiz]:e- (4.17)

Os tensores Cjjre € B;jre podem ser reescritos, por serem isotrépicos, de acordo

com a Ref. [], como

Cijit = AebijOre + fe (0050 + 0iedjn) + Ke (b — diedji) (4.18)

Bijke = AN0ij0ke + fin (031050 + 03e0jx) + Ky (0050 — diedijn) 5
em que os indices ., e , sao referentes, respectivamente, a respostas elasticas e viscosas
do meio. Assim, podemos reescrever os termos da Eq. (4.17), com as propriedades

das deltas de Kronecker, como

Tij = NeOij€rk + 2/te€ij + A\0ijOr€rr + 21,05, (4.19)
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na qual as constantes A\ referem-se aos coeficientes longitudinal, enquanto as cons-
tantes p referem-se aos coeficientes de cisalhamento. Em seguida, supoe-se que a
deformacao considerada é pequena o suficiente para que o tensor de deformagoes
possa ser expresso pela Eq. (4.10), e que a equagao de conservagdo de momentos

para um soélido viscoelastico, em componentes,
p10;u; = 0y,05, (4.20)
seja valida para o transporte da onda acustica, obtém-se, vetorialmente,
1070 = (Mo + 1) V (V- @) + 1 V20 4 (N + 1y) V(V - 040) + 1, V20,ti,  (4.21)

reescrita pela relagao Vi =V (V -4) —V x V x 4,

)\e 2 e — e - )\V 2 v R v -
i = Qe 2 G g oy Fe guvar N2 G (g ga— B vxvxan
P1 P1 £1 P1
—_—— —~— — —— ~—

— —c2 —n, 27

(4.22)
Nesse ponto, definem-se as velocidades do som e tempos de relaxacao longitudinais

e de cisalhamento, conforme indicado na Eq. (4.22), produzindo
Ol = iV (V-u) — AV x V X 6 + 1,6tV (V - 04if) — 15c3V X V x Opii.  (4.23)

Considerando a viagem de uma onda harmoénica no tempo, de frequéncia angular
w, o teorema da decomposigao de Hemlholtz [69] permite expressar @ em termos de

um potencial escalar ¢, e um potencial vetor A como
i = (VoL +Vx A)e ™ V- A=0. (4.24)

Essa decomposicao, juntamente da representagao do campo nao divergente A usando

dois potenciais escalares de Debye [70], ¢s1 € ¢g 2
A= ESOS,I +V x Egosg, (4.25)

em que Léo operador momento angular usual, £ = —i’x V. Todos esses resultados
compilados produzem, gracas a comutabilidade dos operadores [55], equagoes de

Helmholtz para os trés potenciais escalares, da forma
(V2 + k) oL = 0; (4.26a)
(V2 +k2) g1 = 0; (4.26b)
(V2 +k2) g2 = 0; (4.26¢)
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mediante a defini¢do

1
ki =———— . j=SouL. (4.27)

Cj \/ 1-— iWTj
Com isso, sao os potenciais ¢r,, g1 € s 2 que descrevem uma onda actstica viajando
em um material viscoeldstico. Esses potenciais sdo usados, de maneira nao trivial,
para calcular o vetor deslocamento imposto pela passagem da frente de onda.
Como reproduzido aqui, esse modelo nao é capaz de refletir uma propriedade
importante do coeficiente de absor¢ao do solido viscoelastico. Na definicao da Eq.
(4.27), hé um termo andlogo ao indice de refracao complexo, que pode ser denotado

por n.(w;), onde j pode ser a componente longitudinal L ou de cisalhamento S:

1
J1 —iwr;

Esse indice de refracao pode ser reescrito como n. = ng + i@, com ng sendo sua

ne (wr;) = (4.28)

porcao real, e & a imaginaria. A porcao imaginaria relaciona-se ao coeficiente de
absorcao adimensional do material, «, calculdvel pelo quadrado da relacao de dis-
persao juntamente com a Eq. (4.28), juntamente da aproximagao conservativa de

pequeneza de Szabo [71], para obter
;= aow, (4.29)

onde o contém as dependéncias do material de ;. Esse resultado, no entanto, nao
reflete a lei de poténcias com a frequéncia, que deve ser satisfeita para materiais
viscoelasticos [71],

a; = opw?, (4.30)

verificada experimentalmente, em que 0 < y < 2, de acordo com o material. Esse
problema pode ser resolvido ao supor que a derivada temporal do modelo de Kelvin-
Voigt possa ser fracionaria, de ordem v, no sentido da derivagao fracionaria de

Caputo [72], que escreve-se para uma func¢ao f(¢) como

S0/ f ()] = (—iw)"F[f(D)], (4.31)
em que §[g(t)] = G(w) denota a transformada de Fourier de uma funcao ¢(t).
Explicitamente,

/_ OO e At = (—iw) F(w). (4.32)
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Essa definicao altera as passagens propostas anteriormente, com redefini¢oes

dos tempos de relaxacao longitudinal e de cisalhamento, da forma

1
)\V 2 v v
L, = <+2H> ; (4.33a)
P16,
py \7
Ts = ; 4.33b
i (ﬂﬂ%) (330)
que, combinadas com
e ™ = (—iw) e ™", (4.34)

resultado da Eq. (4.32) com f(t) = e™™*, produzem as equagoes de Helmholtz

(V2 + k7)o = 0; (4.35a)
(V2 +K2) pun = 0; (4.35b)
(V2 +k2) g2 = 0. (4.35¢)

Essas novas descri¢oes adaptam a relagao de dispersao para

2 _ [W ’ 1

com j, novamente, podendo assumir o papel longitudinal, L., ou de cisalhamento,
S. A nova poténcia v introduzida na relagao de dispersao em virtude da derivagao
fracionaria corrige o resultado para o coeficiente de absor¢ao, para que ele se encaixe

melhor com o resultado empirico,
a; = auw”, (4.37)

com v = y recuperando o resultado esperado.

4.4 Espalhamento por uma esfera viscoelastica

Consideramos uma onda actstica plana, viajando em um fluido newtoniano
descrito por sua densidade p e compressibilidade § quando nao perturbado, de de-
pendéncia harménica no tempo, com frequéncia angular w (os indices para p e 3,
nesse caso, nao sao necessarios, pois esse fluido € o tinico ente que depende desses pa-
rametros). Tratamos, aqui, do espalhamento dessa onda por uma esfera viscoelastica
densa, centralizada na origem do sistema de coordenadas, caracterizada pelas gran-

dezas descritas na se¢ao anterior (velocidades do som longitudinal, de cisalhamento,
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tempos de relaxamento longitudinal e de cisalhamento). Em virtude da geometria
esférica do problema, o formalismo analitico é tratado com maior facilidade fazendo
uso de coordenadas esféricas. A onda incidente, por simplicidade analitica, é con-
siderada muito longe da esfera, ou seja, kr > 1, de modo que podemos expressé-la

pelo potencial

1
Yin(kr,cos b, ¢) ~ . > agm sin (k’r — g;) Y, " (cos b, ¢); (4.38)
r lm

em que o simbolo “~” denota “é assintético a”; a dependéncia radial na fungao seno
decorre do comportamento assintotico da fungao de Bessel esférica para argumentos
grandes (para todas as expansoes, verificar o Apéndice 1); k é o nimero da onda no
meio fluido; as,, s@o os coeficientes que medem as amplitudes das ondas parciais;
e Y,” denotam os harmonicos esféricos. A onda espalhada, na mesma hipotese de
ser suposta muito longe do centro espalhador (kr > 1), é expressa por meio do

potencial

Z'eikr

kr

¢sc<kra COS 07 ¢) ~ = Z iigséaémyvém(cos 97 (b)a (439)
lm

no qual surgem os coeficientes espalhados sy, a serem determinados na solucao do
problema de espalhamento. Para os campos internos ao centro espalhador, trés
potenciais escalares sao necessarios, conforme foi descrito na se¢ao anterior. FEles

possuem as seguintes expressoes:

po(kir,cos0, ) =Y beagmje(kir)Y, (cos b, ¢); (4.40a)
lm

ps1(ksr,cos0,0) = cpapmje(ksr)Y, (cos b, ¢); (4.40b)
lm

ps2(ksr,cos0,0) = deagnje(ksr)Y;™ (cos 0, @), (4.40c)
£m

nas quais os coeficientes by, ¢, e d; sdo coeficientes internos, respectivamente, da onda
longitudinal e das duas ondas de cisalhamento; j, sdo as funcoes de Bessel esféricas;
k1, e ks sdo os nimeros de onda, respectivamente, longitudinal e de cisalhamento.
O problema de espalhamento é completamente determinado pelas condigoes
de contorno. Nesse caso, elas diferem um pouco do caso fluido-fluido, mas possuem
a mesma motivacao: garantir continuidade dos campos nas interfaces, bem como

estabelecer limites para os comportamentos das tensoes e deformacoes induzidos
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pela passagem da frente de onda. Elas sao as seguintes:

wr(0.0,0) = L [00r.0.6) + plr0,0)], (1.41a)
orr(a,0, ) = —ipow [pin(a, 0, 9) + psc(a, 0, 9)]; (4.41b)
org(a,0,¢) =0, (4.41c)
oro(a,0,0) = 0. (4.41d)

A Eq. (4.41a) garante que o deslocamento radial da particula deve ser igual ao
deslocamento radial do fluido na superficie da interface; a Eq. (4.41b) prevé que a
pressao do fluido na superficie de contato deve ser devida unicamente a componente
radial das tensoes da esfera; as Eqs. (4.41c) e (4.41d) sao garantias para que a
particula esférica nao gire com a passagem da frente de onda.

Resolvendo o problema de espalhamento de forma similar ao feito nas Refs.
[46, 55], usam-se as condigoes de contorno para construir um sistema linear para os
coeficientes by, ¢, dy e sy. Com a notagao xy, = kra, rs = ksa e xo = ka, temos, para
a primeira condigao de contorno, Eq. (4.41a),

a1l
a13

=i (22) A ) | s + frndgtan)] b+ T+ iles)] = 2jjlaa)s (442

em que os termos aq1,aa € (i3 8o os coeficientes de sy, by e ¢;, respectivamente,
e [; é uma constante que ird compor o vetor constante a direita da igualdade na
equagao matricial do sistema linear. A segunda condigao de contorno, Eq. (4.41b),

produz

a21

; 2
llfjofshgl) (l’o)] e+ {[2@(6 +1)— x%} je(zr) — 4$LJZ(5€L)} be+
1

@22
N (4.43)
/—’_

z x2
i S]é(xo)
wp1

+ {2000 + 1) [wsjy(2s) — Je(ws)]} e =

@23

de modo que essa torna-se a segunda equacao do sistema linear, com a forma

918y + O@gbg + Quo3cp = 62. (444)
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As condigoes das Egs. (4.41c) e (4.41d), combinadas, implicam em dy = 0V¢ > 0 e

Q32 B3
~~

{2 [je(ar) — gi(@)l} be + {22 (ws) + [23 — 200 + 1) + 2] je(ws) oo =707,

33

(4.45)
produzindo um sistema linear com trés incégnitas e trés equagoes que, matricial-

mente, escreve-se como

Q11 Q12 0g3 S1 51
Qg1 Qg (a3 by | =1 B2 | (4-46)
0 Q32 (33 ] O

ou como uma equagao matricial da forma

—

av = f, (4.47)

em que a matriz a tem seus coeficientes expressos nas Eqs. (4.42), (4.43) e (4.45).

Essa equagao resolve completamente o problema de espalhamento, uma vez
que o sistema possui solu¢ao com a garantia da existéncia da inversa da matriz o.
Apesar de nao trivial, os resultados aqui revisitados da literatura podem ser usados
para o céalculo da energia depositada durante o processo de interacao.

Diferentemente do caso de fluidos, em que as equagoes de conservacao sao
suficientemente simples para serem trabalhadas, o caso viscoeldstico tras consigo
complexidades analiticas que fogem ao escopo desse estudo. No entanto, uma revisao
bibliogréfica no assunto foi conduzida [73-75], e, com base especialmente na Ref.
[73], discute-se a respeito da unicidade e existéncia de um conceito de energia livre
com base nos principios termodinamicos de um sistema viscoeldstico.

Nessa discussdo, Breuer e Onat [74] determinaram que a equagao consti-
tutiva da viscoelasticidade, uma forma modificada da Eq. (4.17) adaptada para
servir a diferentes modelos viscoelasticos, ndo é suficiente para caracterizar com-
pletamente uma energia livre. Para materiais viscoeldsticos lineares (como sdo os
casos dos modelados por Kelvin-Voigt, seja ou nao fraciondrio), existe um problema
de ndo-unicidade nas defini¢oes dessa energia [74, 75]. De forma geral, a energia
armazenada em um material viscoelastico nao pode ser caracterizada apenas com
base em equagoes constitutivas [73].

Com isso, as energias sao caracterizadas, usualmente, por leis integrais que

envolvem tensdes ou deformacoes. Como diferentes modelos viscoelasticos impoem
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diferentes relagoes entre tensoes e deformagoes, tais andlises nao serao conduzidas

aqui. Para detalhes mais técnicos, sugerimos as Refs. [73-77].
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Conclusoes e perspectivas

Nesse estudo, buscamos caracterizar as interacoes entre ondas acusticas e
diferentes tipos de materiais ao analisar seus campos internos em cenérios de es-
palhamento. O objetivo primordial foi o de construir um estudo de base para que
aplicagOes a metamateriais actsticos possam ser desenvolvidas no futuro, estrutura-
das sobre as andlises das energias e momentos depositados em centros espalhadores
discutidos aqui. Inicialmente, formalizamos a proposta ao definir as grandezas de
interesse na descricao da dindmica de ondas actsticas em meios fluidos. Para isso,
fizemos uma vasta revisao bibliografica no que diz respeito a fisica da propagagao
de ondas em fluidos e explicitamos, por meio de principios béasicos de conservagao,
as expressoes analiticas para as médias temporais de diferentes grandezas dinami-
cas, como a densidade de energia, momento cinético, momento canénico e momento
angular de spin. A energia e o momento angular de spin tornaram-se, pela possi-
bilidade de aplicacao e tratamento analitico, os focos do estudo. Um paralelo foi
tragado aos resultados eletromagnéticos da propagacao de ondas, mostrando que
a nao participacgao do campo de pressao ao determinar a densidade de spin acis-
tico causa a alteragdo em um fator 1/2 na expressdao da relacao entre os momentos
da onda. Além disso, notou-se a natureza solenoidal dessa densidade, o que ocasi-
ona spin total nulo em volumes finitos e limitados de fluidos em que a variacao de
pressao va a zero na superficie. Com essa formalizacao, fizemos uso da teoria de
espalhamento como metodologia para determinar as expressoes das ondas actsticas
envolvidas em diferentes geometrias e combinagoes de meios. Ao longo do estudo,
investigamos cenarios fluido-fluido com centro espalhador de geometria esférica, ci-

lindrica e de casca esférica. Para os dois primeiros, fizemos uso de calculos numeéricos

63
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para explicitar a existéncia de regimes de ressonancia no interior do centro espalha-
dor, isto é, a existéncia de combinacoes entre comprimento da onda incidente e
dimensoes do centro espalhador que otimizam a quantidade de energia transferida
na interagao. Verificamos que as ressonancias aconteciam apenas em combinagoes
de meios especificas, em que as densidades entre os meios fossem muito diferentes,
e que a velocidade da onda fosse menor no centro espalhador. Interpretamos esses
resultados de duas formas: a primeira era que a mudanca brusca de meios faria com
que muita energia se dissipasse ao entrar em contato com o centro espalhador; a
segunda, que caso a onda “acelerasse” ao entrar no centro espalhador, ela nao seria
facilmente armazenada em seu interior. Esses resultados mostraram-se presentes

tanto em esferas quanto em cilindros.

Além disso, mostramos, como resultado novo na literatura e, atualmente,
submetido para publicagao cientifica, que existe um pico de ressonéncia no regime
de Rayleigh, um resultado nao esperado por conta da relagao entre as dimensoes do
comprimento da onda incidente e do raio do centro espalhador. No caso da esfera,
fomos capazes de calcular analiticamente o valor da combinacao para a qual ocorre a
ressondncia. Nesse sentido, buscamos aplicagdes como as propostas pela Ref. [78] na
inativacao de estruturas virais com a aplicacao ressonante de ultrassom. Esperamos
também, com esses resultados, ser capazes de fornecer um ponto de partida na
construcao de materiais que otimizem o armazenamento de som, ou seu transporte.
A deposicao de spin também foi investigada para ondas planas, que inerentemente
nao possuem spin associado, e como essa dindmica mudaria para feixes de Bessel,
por exemplo. Com isso, uma primeira perspectiva de estudo decorrente desse aqui
apresentado é a andlise de feixes de Bessel como ondas incidentes nas geometrias de
espalhamento tratadas, buscando a deposicao 6tima da densidade de spin, em busca

de combinagoes ressonantes para essa grandeza.

Para cascas esféricas, em virtude da grande complexidade envolvida nas ex-
pressoes, nos limitamos a resolver o problema analiticamente, sem conduzir andlises
numéricas dos resultados, sendo essa a segunda perspectiva de trabalhos futuros
que esse estudo fornece: uma varredura de combinagoes entre meios e dimensoes do
centro espalhador, feita numericamente, capaz de determinar regimes ressonantes

restritos a casca ou ao nucleo do sistema.
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Por fim, fizemos uma revisao no problema de espalhamento de ondas actsti-
cas viajantes em meios fluidos por uma esfera viscoelastica tratada pelo modelo de
Kelvin-Voigt fracionario. Para isso, definimos as grandezas fisicas de interesse num
problema envolvendo meios elasticos e viscoelasticos, bem como os campos usados
nas descrigoes da onda acistica. Introduzimos e distinguimos diferentes modelos
viscoelasticos, com foco maior no modelo de Kelvin-Voigt, deduzindo de que forma
podemos tratar uma onda actstica nesse meio. Discutimos, ainda, as diferentes
defini¢oes de energia presentes na literatura para materiais viscoelasticos, especi-
almente nos problemas de unicidade de definicio de uma energia livre. Com base
nesses resultados, uma terceira perspectiva proveniente desse estudo é a investigagao
dos coeficientes internos aos materiais viscoelasticos no processo de espalhamento,

uma vez resolvido o sistema aqui revisado.
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Apéndice 1

Limites de pequenos e grandes
centros espalhadores

1.1 Pequenas esferas

As férmulas das fungoes tradicionais para x < 1 sao [47]

x[

' N — 1.1
—z 4 0(20 + 3)2* ! 4 T
(x) ~ =|-- ' 1.1b
Jel) (20 +3)! : " wys) (1.1b)
i(20 — 1)l
h[(.f[,') ~ = AR ) (11C)
(0 +1)(20 —1)!! (+1
hy(z) =~ ( )§+2 ) =— he(z); (1.1d)
x x
1.2 Grandes esferas
Nesse caso, as féormulas das fungoes tradicionais para x > 1 sao [47]
i) T2, (1.23)
, xcos (z —lr/2) — sin (x — {1 /2)
Jo(z) =~ = : (1.2b)
_ sai(z—L7/2)
ho(z) ~ — 5", (1.2¢)
‘:E.
r—1 i(z—4m
hy(x) ~ (xQ ) e/r /2, (1.2d)
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Produzindo a seguinte forma para os coeficientes internos:

m {xoe*i(m*“m — 2sin(zg — 67?/2)}

lim bg ==

2000 maxg cos(mxg — 1 /2) — (1 + m/m) sin(mxzg — €r/2) — ixgsin(mzg — b1 /2)
(1.3)
1.3 Pequenos cilindros
As férmulas das fungoes tradicionais para x < 1 sdo [47]
2 L
Iy = 2 (1.42)
, —xéﬂ +20(0 + 1)zt 1
Jy(z) = 1] ; (1.4Db)
0
Ho(z) ~ = In(x); (1.4c)
T
(¢ —1)! (2)Z
H R —] ,€>0; 1.4d
0= (3) e (L4)
. 200!
HZ( ) ~ 7T[L'Z+17€ > 07 (146)

1.4 Grandes cilindros

As férmulas das fungoes tradicionais para x > 1 sao [47]

Jo(x) ~ \/gcos (x - 6271- - Z) ; (1.5a)
Jy(x) ~ —\/g [(21]:) cos (x—@—Z) + sin (x—@—l)] ; (1.5b)
Hy(x) ~ \/gexp [z (x - g; - Z)] ; (1.5¢)

Hi(z) ~ iG‘Q%mP@‘@‘D} (1.5d)

Elas produzerm a seguinte forma para os coeficientes internos:

_ _(my/m sin (Xo) + i cos (Xp)
lim B, = ( - ) [fnsin (mXo) . 1)] ; (1.6)

F0700 +icos (mXy) + 4‘30557;1(;’(0) (m _

onde Xog = [xg — (¢7)/2 — w/4] e mXy = [mxg — (¢m)/2 — w/4] sdo usados para

descarregar a notagao.
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