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RESUMO

Menesse, G. E. (2022). Criticalidade homeostatica em um modelo de redes neuronais (Disserta-
¢ao de Mestrado). Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirao Preto, Universidade
de Sao Paulo, Ribeirio Preto.

A hipétese do cérebro critico postula que as redes neuronais operariam em um regime de ati-
vidade critica, pois nela, o sistema otimizaria a transmissdo, armazenamento € processamento
de informacao, a faixa dindmica, entre outros. A hipdtese vem ganhando for¢a ao longo dos
anos gracas a acumulagdo de evidéncia experimental. Foi proposto que a criticalidade auto-
organizada (SOC) seria o mecanismo pelo qual estas redes alcancariam o regime critico sem
necessidade de um ajuste externo dos parametros da rede. No entanto, esta proposta apre-
senta problemas. Primeiro, nos diferentes modelos, a criticalidade existe somente no limite de
estimulos externos nulos. Segundo, para sistemas dissipativos, como € o caso das redes neuro-
nais bioldgicas, nao é possivel obter SOC, mas somente uma forma fraca chamada de quase-
criticalidade auto-organizada (SOqC); processo no qual o sistema oscilaria no entorno do ponto
critico. O segundo problema ndo afeta a hipdtese, pois na concepc¢ao atual da mesma, € espe-
rado que as redes neuronais oscilem entre o regime sub-critico e levemente super-critico. No
entanto, o problema relativo a necessidade de campos externos nulos reduz consideravelmente
a plausibilidade da hipétese, pois circuitos neuronais estdo submetidos a estimulos provenien-
tes de outras regides do cérebro e de sistemas sensoriais. Nesta dissertacdo, estudamos um
modelo de neur6nios estocdsticos integra-dispara com vazamento em redes aleatdrias esparsas.
Por meio de trabalho analitico e simulagdes computacionais mostramos que uma solu¢ao aos
problemas citados pode ser obtida por meio de mecanismos homeostaticos locais (dindmica de
retro-alimentacdo local) atuando sobre os pesos sindpticos, o ganho neuronal e o limiar de dis-
paro dos neur6nios. Os resultados indicam que 0 mecanismo proposto opera satisfatoriamente
sempre e quando exista uma separagdo entre as escalas de tempo das dindmicas homeostaticas
e seja realizado um ajuste de cardter local em um hiper-pardmetro do sistema homeostatico. A
inclus@o de neurdnios inibitérios e plasticidade sindptica inibitérias ndo afeta o comportamento
do modelo homeostético. Observamos também que o sistema homeostatico responde com uma
faixa dinamica préxima ao valor 6timo, quando € submetido a variagdes tipo degrau no estimulo
externo, indicando que as vantagens da operacdo quase-critica sdo conservadas.

Palavras chave: hipétese do cérebro critico, quase-criticalidade auto-organizada, redes neuro-

nais, homeostase, adaptacao
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ABSTRACT

Menesse, G. E. (2022). Homeostatic criticality in a neuronal network model (Dissertacdo de
Mestrado). Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Ribeirdo Preto, Universidade de Séo
Paulo, Ribeirao Preto.

The critical brain hypothesis postulates that neuronal networks should operate in a critical
state, because in it, the system would optimize the transmission, storage and processing of
information, sensitivity to external stimuli, among others. This hypothesis has been gaining
strength over the years thanks to the accumulation of experimental evidence. It was proposed
that self-organized criticality (SOC) would be the mechanism by which these networks would
evolve towards criticality without the need for an external adjustment of the network parame-
ters. However, this proposal has some problems. First, in the models, criticality exists only
in the limit of zero effective external drive (stimuli). Second, in dissipative systems, as bio-
logical neuronal networks, SOC is not possible, but only a weak form called self-organized
quasi-criticality (SOqC); process in which the system oscillates around the critical point. The
second problem does not affect the hypothesis, because in its current conception, it is expected
that neuronal networks oscillate between sub-critical and slightly super-critical states. However,
the problem related to the need for zero external fields considerably reduces the plausibility of
the hypothesis, since neuronal circuits are subject to stimuli from other regions of the brain and
from sensory systems. In this dissertation, we study an integrate-fire stochastic neuron model
in sparse random networks. Through analytical approximations and computational simulations,
we show that the solution to the aforementioned problem can be obtained through local home-
ostatic mechanisms (local feedback dynamics) acting on synaptic weights, neuronal gain and
neuron firing threshold. The results indicate that the proposed mechanism operates satisfacto-
rily whenever there is a separation between the time scales of homeostatic dynamics and a local
adjustment is made to a hyper-parameter of the homeostatic system. The inclusion of inhibitory
neurons and inhibitory synaptic plasticity does not affect the behavior of the homeostatic mo-
del. We also observed that the homeostatic system responds with a dynamic range close to the
optimal value, when subjected to external stimulus variations.

Keywords: critical brain hypothesis, self-organized quasi-criticality, neuronal networks, spi-

king neurons, homeostases, adaptation
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Another simile would be an atomic pile of less than critical size: an in-
jected idea is to correspond to a neutron entering the pile from without.
Each such neutron will cause a certain disturbance which eventually
dies away. If, however, the size of the pile is sufficiently increased, the
disturbance caused by such an incoming neutron will very likely go on
and on increasing until the whole pile is destroyed. Is there a corres-
ponding phenomenon for minds, and is there one for machines? There
does seem to be one for the human mind. The majority of them seems
to be subcritical, i.e., to correspond in this analogy to piles of subcritical
size. An idea presented to such a mind will on average give rise to less
than one idea in reply. A smallish proportion are supercritical. An idea
presented to such a mind may give rise to a whole “theory” consisting
of secondary, tertiary and more remote ideas. (...) Adhering to this

analogy we ask, “Can a machine be made to be supercritical?

Alan Turing, 1950

Introducgao

A darea de Neurociéncia computacional é relativamente jovem, sendo o termo usado pela pri-
meira vez em 1985, por Eric L. Schwartz, autor que publicou alguns anos depois um dos pri-
meiros livros sobre o tema (Schwartz, 1993). Atualmente, a drea conta com uma ampla litera-
tura (Gerstner et al., 2014; Kass et al., 2018; Corinto e Torcini, 2019).

Geralmente, esta drea se caracteriza pelo uso de métodos e ferramentas computacionais
para a modelagem de neurdnios e redes neuronais. Isto pode ser realizado em diversos niveis,
desde modelos simples analiticamente tratdveis que permitem modelar sistemas de milhares
de neurdnios, até modelos biofisicos que envolvem dezenas de equacdes diferencias para cada
neur6nio e permitem um alto grau de detalhe dos processos que neles ocorrem.

Quando o objetivo € descrever redes de neurdnios, a op¢ao mais frequente € o uso da Teoria
de Grafos. Cada né (vértice) da rede representa um neurdnio, € as interagdes entre estes sao
representadas por arestas (links). As propriedades de interesse dos neur6nios e suas interacoes
sdo definidas por varidveis discretas e/ou continuas que poderdo ou nio ter dindmicas associa-

das. Os modelos de neurdnios da literatura vao desde automatos celulares (Kinouchi e Copelli,



2006; Costa et al., 2015) e sistemas de tempo discreto (mapas) (Kinouchi e Tragtenberg, 1996;
Kuva et al., 2001; Ibarz et al., 2011) até equacdes diferenciais nao-lineares acopladas (Corinto
e Torcini, 2019). O nivel da modelagem dependera do grau de detalhes dados a cada neurdonio
e sinapses, no entanto, a riqueza de comportamentos ndo depende necessariamente do detalha-
mento introduzido nos sistemas de equacdes que conformam o modelo, pois podem ser obtidos
resultados complexos e interessantes mesmo com modelos simples.

Complexidade gerada a partir de sistemas simples geralmente emerge na forma de fendme-
nos livres de escala, que por sua vez, estdo associados a aparicdo de leis de poténcia, distri-
buicdes cujos expoentes sdo universais (independentes da natureza dos elementos do sistema).
Estas distribui¢cdes geralmente ocorrem quando um sistema se encontra em uma regido critica
(Pruessner, 2012), regido do espaco de parametro do sistema onde ocorre uma transi¢do de
fase. A criticalidade é um candidato para explicar os padrdes estatisticos e dinamicas de relaxa-
mento livres de escala observados em diversos sistemas como terremotos, avalanches de neve e
incéndios florestais (Jensen, 1998).

O cérebro humano € um sistema tremendamente complexo, logo seria plausivel a emergén-
cia de fendmenos aparentemente livres de escala nele, o que por sua vez, poderia indicar que
a criticalidade desempenha algum papel no funcionamento do cérebro. Em particular, se pen-
sarmos na propagacdo de atividade nas redes neuronais do ponto de vista de um processo de
ramificacdo (branching process), percebemos que em um regime subcritico, a atividade decairia
rapidamente apds acdo de um estimulo, logo, informagao ndo poderia ser propagada eficiente-
mente ao longo da rede, enquanto que um regime supercritico implicaria atividade excessiva,
qualquer informacgdo se perderia rapidamente no ruido da rede (Chialvo, 2004; Haldeman e
Beggs, 2005), de modo que seria uma conjectura razodvel supor que a atividade cerebral é
critica.

No entanto a hipétese da criticalidade para explicar a complexidade e os fendmenos livres de
escala tem um problema, como seria possivel que sistemas complexos tenham seus parametros
ajustados tdo finamente no ponto critico?. Pois das inumerdveis combinagdes possiveis para
os valores dos parametros do sistema, as que respondem a critica, representariam sempre um
volume insignificante do volume combinatério total.

Trés décadas atrds, Bak et al. (1987) ajudaram a esclarecer o problema, descobrindo um me-
canismo de simples capaz de promover a emergéncia de fendmenos livres de escala ao levar o

sistema ao ponto critico sem a ingeréncia de a¢do externa sobre o sistema, ou seja, 0s sistemas



complexos poderiam de maneira simples auto-ajustar seus parametros em dire¢do a criticali-
dade. Surge o conceito de auto-organizacao na criticalidade (SOC, self-organized criticality).

Com os avancos da teoria de SOC, surge na década de 1990 a hipétese do cérebro critico
(Miranda e Herrmann, 1991). Na sua concepg¢do atual, sugere que redes de neurdnios, durante
o seu funcionamento normal,transicionam entre regimes de baixissima atividade neuronal (es-
tado silencioso ou subcriticos), regimes com a rede flutuando entre o silencio e a atividade
(estado critico, onde emergem fendmenos livres de escala), e regimes de maior atividade (es-
tados levemente supercriticos). No inicio dos anos 2000, com o descobrimento de avalanches
neuronais (Beggs e Plenz, 2003), a hip6tese ganhou sua primeira evidéncia experimental. A
plausabilidade bioldgica da mesma foi solidificada com os anos, pois foi mostrado que a criti-
calidade traria vantagens no processamento de informacao (Beggs, 2008) e na faixa dindmica
(Kinouchi e Copelli, 2006) de redes neuronais.

A hipoétese do cérebro critico vem ganhando interesse na neurociéncia, principalmente por-
que a criticalidade explicaria vérias propriedades do cérebro, como processamento 6timo de
informacdo ou a emergéncia de avalanches na atividade neuronal. Além do poder explicativo, o
marco de trabalho sugerido pela hip6tese prové novas perspectivas para o estudo de desordens
neuroldgicas como epilepsia e doengas neurodegenerativas (Zimmern, 2020).

No caso de redes de neurénios, terremotos e propagacdo de incéndios em florestas, foi
mostrado que ndo € possivel uma auto-organizacdo perfeita na criticalidade, pois se tratam
de sistemas dissipativos (Bonachela e Mufoz, 2009). No entanto, neste caso € possivel um
processo chamado quase-criticalidade auto-organizada (SOqC) onde a auto-organizagdo leva o
sistema a realizar oscilagdes estocdsticas em torno do ponto critico. Isto €, as redes de neur6nios
nao permaneceriam necessariamente no estado critico, mas realizariam excursoes entre o estado
sub-critico e levemente super-critico, em um regime de equilibrio dindmico (Buendia et al.,
2020).

Em biologia, a tendéncia de um sistema a permanecer em um estado de equilibrio dindmico
é chamado homeostase (Cannon, 1939; Billman, 2020). Mecanismos homeostaticos consistem
em retro-alimentagdes positivas e negativas capazes de regular propriedades do sistema (tempe-
ratura, pressdo arterial, etc.) para manter o funcionamento normal do mesmo. Neste contexto, é
necessario entender quais mecanismos regulam a atividade cerebral para manter o sistema perto
da criticalidade, e como alteracdes nestes mecanismos levariam a comportamentos andomalos

que podem estar relacionados a doengas e desordens neuroldgicos. A literatura atual de SOqC



propde comumente mecanismos vélidos apenas na auséncia de estimulos externos (campo ex-
terno tendendo a zero), limitando consideravelmente o poder explicativo dos modelos, pois
sistemas isolados sdo pouco comuns na natureza.

Mecanismos homeostaticos, que mesmo na presenca de estimulos externos, permitam regu-
lar a atividade de um sistema para levar e manter o sistema no estado quase-critico, ajudariam
a reforcar a plausabilidade da teoria de criticalidade auto-organizada aplicada a sistemas como
o cérebro. Além disso, a generalizacdo desses mecanismos permitiria aplicd-los a outras dreas
como a sociofisica, econofisica ou a ecofisica, onde a auto-organizacao na criticalidade podera
ser de interesse para explicar fenomenos observados nesses contextos.

Nosso trabalho teve como objetivo geral analisar mecanismos homeostdticos para a auto-
organizacdo quase-critica em um modelo de rede neuronal excitatdria-inibitéria com topologia
de rede esparsa. Para isto, foi primeiramente, derivada uma teoria de campo médio em apro-
ximacdo de Bethe-Peirls, o que permitiu conhecer os parametros de controle da rede e a forma
funcional da linha critica. Logo, incluindo os mecanismos homeostatico nos parametros, foi de-
terminado o ponto fixo da rede e realizada uma anélise de estabilidade linear para determinar a
regido de hiper-parametros (parametros do mecanismo homeostatico) onde o mesmo € um atra-
tor. Em seguida, foi definido um indicador de proximidade a criticalidade a partir do estudo de
avalanches na atividade de redes neuronais, o que permitiu descrever as propriedades dos meca-
nismos homeostaticos que garantem a auto-organizacdo quase-critica. Finalmente, foi estudada
a resposta do sistema com criticalidade homeostatica ao receber estimulos externos varidveis
I, determinando a fun¢@o de transferéncia F(Al) e a faixa dindmica da rede com o mecanismo
homeostético. Ao longo do estudo realizado, se dedicou especial aten¢cdo ao entendimento do

papel dos neurdnios inibitérios no modelo estudado.



The living system is stable... it must be in order not to be destroyed,
dissolved or disintegrated by colossal forces, often adverse, which sur-
round it. By an apparent contradiction, it maintains its stability only if
it is excitable and capable of modifying itself according to external sti-
muli and adjusting its response to the stimulation. In a sense, it is stable
because it is modifiable —the slight instability is the necessary condition

for the true stability of the organism

Charles R. Richet, 1900

Criticalidade auto-organizada, homeostase e

redes neuronais

Neste capitulo revemos conceitos e literatura bésica sobre transicdes de fase fora do
equilibrio, criticalidade auto-organizada e quase-criticalidade auto-organizada, me-
canismos homeostaticos, sua relacdo com redes neuronais € uma pequena revisao

sobre modelos de neurdnios integra-dispara.

2.1 Transicoes de fase fora do equilibrio em redes neuronais

Chamamos de fase aos padrdes de organizacdo espacial (distribui¢do espacial) ou temporal
(dindmica) dos elementos de um sistema, por exemplo, a distribui¢ao espacial de moléculas de
um fluido permitem classifica-lo como liquido ou gasoso, sendo estas duas das possiveis fases
do fluido. Logo, o termo transi¢do de fase descreve um processo de mudanca na organizagdo

de um sistema que o leva de uma fase a outra (Solé, 2011). Os fendmenos de transicdo sdao



coletivos, pois resultam das interagdes entre os muitos elementos que conformam o sistema.
A teoria de transi¢des de fase é geral, aplicdvel para qualquer sistema de muitos elementos,
independentemente da natureza dos mesmos. A teoria e igualmente aplicdvel para sistema
de dtomos, moléculas, proteinas, neuronios, seres humanos ou computadores (Stanley, 1971;
Stanley et al., 1996; Solé, 2011).

Para caracterizar a organizacdo espacial ou o regime dindmico de um sistema de muitos
elementos, é necessdrio definir alguma grandeza macroscépica (global) com a qual descrever
o sistema: esta grandeza é chamada de parametro de ordem. O pardmetro de ordem deve ser
sensivel ao valor médio de parametros internos do sistema, que sao chamados de parametros de
controle (Stanley, 1971). Logo, uma transi¢cao de fase acontece quando o parametro de ordem
muda drasticamente seu valor devido a mudanga no parametro de controle. No caso de um
fluido, o parametro de ordem poderia ser a densidade e o de controle a temperatura, a densidade
se mantém alta na fase liquida, mas se a temperatura aumentar pode ocorrer uma transicao de
fase onde a densidade do fluido cai drasticamente passando para o estado gasoso.

Em sistemas no equilibrio termodinamico, a partir do principio de maxima entropia, é pos-
sivel descrever a probabilidade do estado conjunto {x} = {xj,x2,---,xy} dos N elementos do
sistema a partir de uma distribui¢do de probabilidade independente do tempo chamada de dis-
tribui¢do de Boltzmann. A independéncia do tempo nao significa que o sistema se encontra em
um estado estdtico, mas sim que, mesmo que o sistema esteja flutuando em torno a algum valor,
estas flutuacdes sdo pequenas e o estado médio pode ser tratado como estaciondrio (Reif, 1967).

De maneira geral, tanto no equilibrio como fora dele, um sistema é descrito com um con-
junto de possiveis estados X = {x} tal que x € X ocorre com probabilidade P(x), onde para
cada par x,x’ € X, pode ser definida uma probabilidade de transi¢do @ (x — x’). No equili-
brio, os sistemas satisfazem a condicdo de balanco detalhado, isto é, a seguinte relacdo para as

probabilidades € satisfeita,
Px)o (x—x') =P)o (X' —=x). (2.1)

A condicdo pode ser interpretada como: o fluxo de probabilidade de um estado qualquer para
outro sao iguais em ambas dire¢des, logo se cancelam mutuamente, o que nos leva a um fluxo
nulo e com isto, uma distribui¢do estaciondria (independente do tempo) (Sol€, 2011).

Nos sistemas no equilibrio, a partir do fator de normalizacao da distribui¢do de Boltzmann
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A utilidade deste potencial se deve a que todas as propriedades termodindmicas macroscopicas
do sistema podem ser obtidos a partir dele e, mais importante, singularidades em potenciais
como a energia livre sdo os indicadores de uma transicdo de fase em um sistema no equilibrio
(Yeomans, 1992). Ou seja, de certa maneira, a energia livre é fonte de todos os possiveis
parametros de ordem que podem ser definidos para um sistema, facilitando consideravelmente
o estudo das transi¢coes de fase.

Nos sistemas fora do equilibrio, a distribui¢cdo de probabilidade é uma funciao do tempo,
a condicao de balango detalhado € violada e ndo € possivel definir a energia livre da mesma
maneira que nos sistemas no equilibrio. As diferencas entre sistema no equilibro e fora dele,
sdo ainda mais notdrias em sistemas que envolvem estados absorventes (Hinrichsen, 2000). Os
estados absorventes sdo estados nos quais, uma vez nele, o sistema niao consegue sair.

As redes de neurdnios sdo usualmente pensadas como sistemas com estado absorvente: se
todos os neurdnios de uma rede se encontram inativos € nao existirem estimulos externos, o
sistema permanecerd neste estado indefinidamente. Este estado absorvente pode ser um ponto
fixo atrator do sistema (regime silencioso). No entanto, dependendo da for¢a de acoplamento
entre neurdnios (pesos sindpticos) ou de propriedades intrinsecas dos mesmos, o estado absor-
vente pode se tornar instdvel, dando lugar a um novo ponto fixo atrator onde a rede apresenta
atividade auto-sustentada (regime ativo). Esta transicdo de uma fase absorvente para uma fase
ativa € uma transi¢cao de fase fora do equilibrio. Note que neste caso, a transi¢do de fase ndo

ocorre na organizagao espacial do sistema, mas sim na dindmica do mesmo.

2.1.1 Fenomenos criticos e transicoes de fase continuas

Em sistemas onde a primeira derivada da energia livre ou, no caso de sistemas fora do equi-
librio, o proprio parametro de ordem apresenta uma descontinuidade, a transi¢do de fase €
chamada de primeira ordem. No entanto, transi¢cdes de fase onde a primeira derivada da ener-

gia livre ou parametro de ordem sdo continuos na transicdo, sdo chamadas de transi¢do de



fase de segunda ordem ou continuas (sendo o segundo nome o recomendado por autores como
Goldenfeld (2018)), e estdo estreitamente relacionadas com fendmenos chamados criticos. De
fato, transicoes de fase continuas e fendmenos criticos sdo usualmente tratados como sindnimos
(Nishimori e Ortiz, 2011).

Em uma transicao de fase continua, a superficie que define a borda entre uma fase e outra é
chamada de superficie critica. Se o sistema € unidimensional, a superficie critica serd um ponto,
chamado ponto critico (Goldenfeld, 2018). Perto deste ponto, as fases se tornam indistinguiveis
e emergem fendmenos andmalos chamados de fendmenos criticos.

Um fendmeno interessante que aparece na criticalidade (sistema no ponto critico) € a inva-
ridncia de escala. Independente da presenca de interacdes locais caracteristicas em um sistema,
na criticalidade emergem estruturas similares em todas as escalas, ou seja, estruturas do sistema
a uma escala espacial ou temporal r serdo similares as observadas a escalas muito maiores ou
menores que r. Formalmente, se fala de invariancia de escala quando, dada uma grandeza fi-
sica f observada a uma escala x, é vélida a transformacgdo f(rx) — rf(x), onde r > 0. Esta
transformacdo estd associada ao que se conhece como estruturas fractais (Nishimori e Ortiz,
2011).

Outro fendmeno critico importante s@o as flutuagdes no pardmetro de ordem (Stanley, 1971).
No caso de redes neuronais, o parametro de ordem padrdo é a propor¢cdo de neurdnios ativos
na rede p, também chamada de atividade. No regime ativo (regime supercritico), se o sistema
¢ submetido a uma taxa de atividade gerada por um campo externo, por exemplo uma corrente
externa estimulando o disparo nos neur6nios, a atividade é proporcional a taxa s associada ao
campo externo.

p = xph+ O(h?) (24)

No ponto critico a atividade cresce mais rdpido do que o campo externo, geralmente se
tem p o< hl/8 (1/6 < 1), lembrando que 0 < h < 1, pois se trata de uma taxa. Se definirmos
a susceptibilidade da atividade como o coeficiente de primeiro ordem na equacdo 2.4 vemos
que xp = p/h o< pl/8-1, logo, a susceptibilidade diverge conforme 4 — 0 (existe uma singu-
laridade na susceptibilidade), causando grandes flutuacdes na atividade (flutuagdes criticas ou
avalanches neuronais).

O grau da singularidade ou divergéncia do observavel fisico perto do ponto critico € descrito
por exponentes criticos (Nishimori e Ortiz, 2011). Se J for o pardmetro de controle em questio

e J. o valor critico do mesmo, ao definirmos J = (J —J..) /J. como o parimetro de controle



reduzido, veremos que observéveis responderdo proporcionalmente a leis de poténcias como,

Xo ~ 7Y (I=J), [T I<T) (2.5)
p ~ |JF u>1) (2.6)
p o~ | (1=J) 2.7)
G(r) ~ r e S (J#£J,) (2.8)
E ~ [ U=, V7Y (=4 (2.9)
G(r) ~ 2V (j—J) . (2.10)

& e d sdo o comprimento de correlagéo caracteristico e a dimensionalidade espacial do sistema,
G(r) é a funcgdo de correlagdo entre pares a uma distancia r definida como G(r) = (X;Xj1,) —
(X;) (Xi1r) sendo X; o estado (ativo/silencioso) do neurdnio i.

Estes exponentes ndo sdo todos independentes, mas respondem a relagdes muito especificas
entre eles, que sdo chamadas leis de escala (Scaling Laws) (Stanley, 1971). Os valores dos
expoentes e as leis de escala que estes satisfazem caracterizam a classe de universalidade da
transicdo. O numero de classes de universalidade € limitado, logo, a0 menos em principio, €
possivel classificar diferentes fendmenos como membros da mesma classe.

A transicdo observada em diferentes modelos de redes neuronais pertencem tipicamente a
classe de universalidade de percolacdo direcionada (DP) (Chialvo e Bak, 1999; Henkel et al.,
2008) ou classes similares, como a percolacdo direcionada compacta (CDP) (Buendia et al.,

2020).

2.1.2 Percolacao direcionada

A classe de universalidade de percolacdo direcionada € a mais simples que apresenta uma tran-
sicdo de fase fora do equilibrio, sendo o chamado processo de contato o modelo prototipico
desta classe (Marro e Dickman, 1999). No geral, modelos desta classe descrevem processos de
propagacdo de atividade entre elementos de um sistema. Neste contexto, atividade é um termo
genérico, que pode se referir a descarga de energia acumulada em um elemento, a infecao por
uma doenca contagiosa, a disparos (potencial de acdo) de neur6nios, entre outros (Hinrichsen,
2000; Dickman et al., 2006).

Modelos de processo de contato, sdo tipicamente realizados em grafos, onde um sistema é

descrito por elementos (nds) e suas interagdes (links). No processo de contato, em qualquer
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instante de tempo, os nds estdo em um de dois possiveis estados, X; = 1 (ativo) ou X; = 0 (ina-
tivo). A regra dinamica que os nds seguem € a seguinte: no passo de tempo ¢, sdo selecionados

aleatoriamente nds vizinhos de noés ativos:
* Se 0 né selecionado esta inativo, a sua ativa¢ao ocorre a uma taxa A.
* O n6 ativo cujos vizinhos foram selecionados € inativado.

No caso de uma rede com topologia de grafo completo com N nés, ao realizar uma expansao

para N grande € obtido o campo médio, que neste caso é uma equacao determinista:

p()=2Ap(t)[1—p()]—p(t) = (A= 1)p(t) = 2p*(1), (2.11)

N
onde p € a densidade de atividade definida como p = ZXi /N.

Os pontos fixos da equagdo sdo, p;f =0e p; =1— % Por meio de uma andlise de estabi-
lidade observamos a existéncia de uma bifurcagdo transcritica quando A = 1 (bifurcacéo onde
a estabilidade de um par de pontos fixos é trocada). Para valores A < 1, o ponto fixo estdvel
(atrator) € p; = 0, chamado de estado absorvente ou silencioso. Quando A>1, p; =0 se
torna instdvel e o né atrator é p; =1 — % > 0, o regime de atividade auto-sustentada é cha-
mado de estado ativo. Este resultado mostra que (p), é o pardmetro de ordem para a transicao
absorvente-ativo, pois (p), ~ p*, portanto, indicard a fase do sistema (Dickman et al., 2006).

A equacdo 2.11 pode ser integrada, dando:

Apo
= 2.12

sendo A’ = A — 1 e pg > 0 € a densidade de atividade inicial.
No regime absorvente, (A’ <0e A < 1), uma atividade inicial py decairia exponencialmente,

dado o termo com ¢/ no denominador. Definindo A = |A'|= |1 — 1

, vemos que devera existir
um tempo caracteristico de decaimento proporcional a A~! que diverge quando A — 0, ou seja,
o tempo caracteristico diverge quando A — A.. Conforme o sistema se aproxima ao estado

critico (A — 1) vemos que,
Po

= - 2.1
1+ Apot’ @.13)

p(?)

a atividade decai assintoticamente como uma lei de poténcia (decaimento algébrico) p ~ 17!,

ou seja, muito mais lentamente do que no regime absorvente, o que significa que o sistema leva
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muito mais tempo para esquecer a condi¢do inicial. Este fendmeno é chamado de ralentamento
critico (critical slowing down) e € uma caracteristica genérica da criticalidade em qualquer
sistema (Nishimori e Ortiz, 2011).

Além do ralentamento critico, perto do ponto critico vemos que p* ~ A, ou seja, p* o< |A —
Ac \ﬁ, com 3 = 1. Portanto, na aproximagao de campo médio do processo de contato o expoente
critico do parAmetro de ordem é B = 1. O modelo de campo médio fornece um diagrama de
fase qualitativamente correto para qualquer dimensionalidade, no entanto, tanto o ponto critico
como os expoentes criticos s6 sdo quantitativamente corretos para dimensionalidades d > d_,
onde d. € a dimensao critica, que no caso do processo de contato € d. = 4 (Cardy et al., 1996;
Dickman et al., 2006).

Se introduzirmos no sistema um campo externo capaz de gerar atividade em nds inativos a

uma taxa h, a dinamica do campo médio pode ser escrita como (Liibeck e Willmann, 2002),

p(t) = (A —1)p(t)—Ap>(t) +xh, (2.14)

onde x > 0 € uma constante de acoplamento arbitraria. Neste caso, os pontos fixos sdo,

A AN?
= — 4+ — —h. 2.15
) (2&) 7 2.15)
Perto do ponto critico, A — 0. Vemos que

poch!/2= /8

onde como esperado para o ponto critico, a atividade cresce mais rdpido do que a taxa de

ativagdo associada a0 campo externo (5 < 1).

a *
No caso geral, a susceptibilidade ¥ = 8_€1 é,
~1/2
K AN? «
L I el - . 2.1
X=57 [(22) +)Lh] (2.16)

Na proximidade do ponto critico (A < 1),

K [k 1°1/2
%:ﬁ[zh} o pU/3-1 (2.17)
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Figura 2.1: Esquema de diagrama de fase com transicao absorvente/ativa

vemos que a susceptibilidade diverge no limite 27 — 0. Se levarmos primeiro o sistema ao limite
h — 0 e logo, estudarmos a susceptibilidade perto do ponto critico, A — 0, voltamos a observar
uma divergéncia, desta vez com A~!, 0 que mostra que no ponto critico, a resposta do sistema
diverge para perturbacdes (/) infinitesimais.

Transi¢des de fase absorvente-ativo pode ser estudado com experimentos de dispersao de
atividade (Muiioz, 2018) (ver um diagrama de fase esquematico desta transi¢ao na Figura 2.1).
O mesmo consiste estudar a evolucdo da atividade do sistema ativando manualmente um né
aleatério quando o sistema chega no estado absorvente. Ao fazer isto, ocorrem cascatas es-
tocasticas de atividade de diferentes tamanhos e duragdes. Estas cascatas sdo chamadas de
avalanches.

No ponto critico, tamanho e duracdo das avalanches sdo distribuidos em leis de poténcia.
Tamanho s e duragio d das avalanches seguem P(s) ~ s~ *comt=3/2¢e F(d) ~d~ " com 1, =
2 respectivamente (expoentes de campo médio das classes de universalidade tipo percolagcdo
direcionada) (Henkel et al., 2008). Além disso, o tamanho médio (s) das avalanches obedece
(s)(d)o<d oz onde o,v,| e z, sdo outros expoentes criticos. Na criticalidade temos a relagdo

1 Ta—1

entre expoentes ov.z =<1

chamada na literatura de crackling noise relation.

Em teoria da probabilidade, o espalhamento da atividade como o descrito aqui para o campo
médio em um processo de contato, é chamado de processos de ramificagdo (branching process).
A atividade em redes de neur6nios ocorrem como um processo de ramifica¢io, logo € muito co-
mum descrever (de maneira simplificada) as redes de neurdnios biol6gicos nos termos expostos
aqui para o processo de contato (Kinouchi e Copelli, 2006; Larremore et al., 2011). Estes mo-

delos simplificados pertencem a classe de universalidade da percolacao direcionada ou classes
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proximas. As distribui¢des de avalanches em leis de poténcia sdo o principal indicador utilizado
para procurar experimentalmente sinais de criticalidade em redes de neur6nios biolégicos. No
entanto, varias vozes da comunidade de neurociéncia e fisica estatistica chamam a ter cautela
e procurar outros indicadores complementérios (Jensen, 2021; Girardi-Schappo, 2021). Ava-
lanches de atividade em circuitos neuronais sdo chamadas de Avalanches Neuronais (Beggs e

Plenz, 2003).

2.2 Criticalidade auto-organizada e quase criticalidade auto-

organizada.

Na natureza, aparentes leis de poténcia sdo encontradas tanto em sistemas fisicos, bioldgicos,
econdmicos, como em sociais. Sdo exemplos a distribui¢do de energia liberadas por terre-
motos, distribuicdo de tamanho de incéndios florestais, erup¢des vulcanicas, erupgdes solares,
crateras lunares, tamanhos das cidades, padroes de busca espacial em diversas especies (New-
man, 2005) e inclusive na percepcao de intensidade de estimulos dos seres humanos (Stevens,
1957). Dados experimentais nos padrdes de disparo em populacdes neuronais também mostram
comportamento em leis de poténcia(Klaus et al., 2011), como nas avalanches neuronais citadas
anteriormente (Beggs e Plenz, 2003). Mesmo considerando os problemas relacionados a de-
terminacdo da distribuicao adequada para descrever dados empiricos (Buchanan, 2008; Clauset
et al., 2009), leis de poténcia parecem ser mais comuns do que o esperado.

Uma fonte geradora de leis de poténcia nos sistemas €, como visto anteriormente, o regime
critico. No entanto, nos diferentes modelos que apresentam criticalidade, a mesma requer um
valor muito especifico do parametro de controle, como mostrado para o processo de contato
A = A¢, 0 que implica a necessidade de um ajuste muito fino para que a criticalidade ocorra,
isto por sua vez faz menos plausivel que seja ela a fonte das leis de poténcia observada na
natureza.

A pouca plausibilidade da hipétese da criticalidade como geradora das leis de poténcia ob-
servadas na natureza seria superada se existisse algum mecanismo que promovesse a evolucao
dos sistemas para a criticalidade sem requerer um ajuste fino externo de parametros do sistema.
P. Bak e colaboradores, por meio de uma serie de modelos prototipicos, foram os primeiros a
propor um mecanismo ao qual batizaram de Criticalidade Auto-Organizada (Bak et al., 1987;

Bak e Tang, 1989) ou em inglés, Self-organized criticality (SOC).
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O mecanismo para a auto-organizacao na criticalidade funciona da seguinte maneira: (1)
o parametro de controle se torna uma varidvel de estado do sistema, (2) se estabelece uma
dindmica de retroalimentag@o entre a atividade do sistema e o parametro de controle com se-
paracdo nas escalas de tempo das dindmicas. (3) a retroalimentacio na dinamica do parametro
de controle tem liberdade para ser positiva ou negativa dependendo do estado do sistema; a
retroalimentagdo € negativa e atua rapido (fast dissipation) quando o sistema estd na fase ativa,
e é positiva e atua lentamente (slow driving) quando o sistema estd na fase absorvente (estado
absorvente ou silencioso). Com isso, quando o sistema € conservativo e a separacao nas escalas
de tempo entre os processo lento e rdpido € infinita, 0 mecanismo de retroalimentagdo € capaz
de auto-organizar o sistema no ponto critico da transi¢do de fase (absorvente/ativa), obtendo-
se entdo SOC (Dickman et al., 2000). Quando a dindmica ndo € conservativa, o sistema se
auto-organiza na vizinhanga do ponto critico realizando excursdes ao redor dele: se tem o que
¢ chamado de quase-Criticalidade auto-organizada ou Self-organized quasi-Criticality (SOqC)
(Bonachela e Muiioz, 2009; Brochini et al., 2016).

Uma importante diferenca entre SOC e SOqC € o fato de que, no segundo, a razdo entre
drive e dissipacdo atua como um parametro de controle efetivo (Bonachela e Muiioz, 2009;
Buendia et al., 2020). Se a dissipa¢do domina, o sistema se auto-organiza em um regime sub-
critico (Self-organized subcriticality), pelo contrario, se domina o drive, o sistema se mantém
em um regime supercritico (Self-organized supercriticality). A eleicdo de parametros da dina-
mica definem o valor da razao drive/dissipacao, o que por sua vez determina o quao proximo da
criticalidade o sistema orbitard (Buendia et al., 2020). No SOqC, a pureza na escala (scaling)
do tamanho e duracdo das avalanches depende da elei¢do de parametros da dinamica, ou seja, o
comportamento quase-critico depende de um ajuste no sistema. A questdo sobre o significado
de “auto-organizacdo” e a necessidade de ajuste para a emergéncia de SOC foi bem abordado
por Jensen (1998) no capitulo final do seu livro Self-Organized Criticality: Emergent Complex

Behavior in Physical and Biological Systems.

2.2.1 Requerimentos para a Criticalidade auto-organizada

Jensen (1998) explica que a criticalidade auto-organizada € esperada em sistemas de drive lento,
com limiar de ativacdo dominado pela interacdo de seus elementos, em inglés, slowly driven,
interacton-dominated threshold (SDIDT). O termo sistema com limiar dominado por interacao

significa que a dindmica do sistema é dominada pela interagcdo de seus muitos graus de liberdade
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e ndo pela dinamica intrinseca dos graus de liberdade individuais. Estas interacdes devem
contemplar “forcas de friccdo” que determinam um limiar cujo efeito é permitir um grande
numero de configuragdes metaestiveis estaticas. O drive lento por sua vez, permitiria o sistema
relaxar de um estado metaestdvel para outro.

A evolu¢do dinamica de modelos que apresentam SOC ou SOqC é chamada de Dinamica

de Avalanches descritas por Bonachela e Mufioz (2009) da seguinte maneira:

* Driving: Uma entrada de informacgao ou energia no sistema. No caso de neurdnios, temos

uma corrente excitadora externa.

» Ativacao: Todos os sitios que recebem energia, seja por uma entrada externa ou pela
interacdo com sitios vizinhos, acumulam esta energia até que certo limiar € excedido.
Neste ponto, o sitio é declarado como ativo. No caso de neurdnios, tempos um disparo de

um potencial de agdo.

* Relaxacio: O sitio ativo redistribui (total ou parcialmente) a energia acumulada entre
seus vizinhos. A regra de relaxacao local pode ser diferente para cada sistema, o aspecto

importante € que ela pode gerar a ativacdo de outros sitios dando lugar a uma avalanche.

* Dissipacdo: Quando a redistribuicao chega nas bordas do sistema a energia € perdida.
No caso de redes neuronais, a energia acumulada em cada elemento é constantemente

perdida devido ao efeito de vazamento.

* Repouso: Quando ndo sobra nenhum sitio ativo no sistema, a avalanche tem fim, e um

novo estimulo externo é introduzido.

A necessidade de um driving lento ou adiabdtico e a existéncia de um limiar, tem como
consequéncia a separacao de escalas de tempo entre duragdo das avalanches (tempo de vida das
avalanches) e tempo entre perturbacdes consecutivas (tempo entre avalanches). Esta separacao
€ responsdvel pela grande correlagdo espacial e temporal na atividade do sistema, pois todas as
ativacdes que ocorrem durante um mesmo evento de avalanche podem ser conectadas causal-
mente a uma mesma semente. Sendo assim, se definirmos 4 como o drive externo, SOC requer
que & — 0 (Dickman et al., 2000; Bonachela e Muioz, 2009), o que, no limite termodinamico,

d4 lugar a uma separagdo de escalas de tempo tendendo a infinito.
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2.3 Neuronio integra-dispara e redes neuronais

H4 mais de um século, desde a demonstragc@o inequivoca de que o sistema nervoso é composto
por células individuais, gracas ao trabalho pioneiro de Santiago Ramén y Cajal (Ramén y Cajal,
1893), os neurdnios ocupam um papel central no entendimento do cérebro, no que € chamado
de Doutrina do Neurdnio (para uma revisao histérica do desenvolvimento da teoria neuronal ver
Loépez-Muiioz et al. (2006)).

Estas unidades de processamento elementares conectadas entre si em intrincados padrdes
de grande complexidade sdo, por si s6, também intricadas maquinas bio-eletro-quimica cuja
descricdo matemdtica detalhada, em modelos como o de Hodgkin-Huxley (Hodgkin e Huxley,
1952), impossibilita um tratamento analitico dos sistemas neuronais. E neste contexto de busca
por reduzir a complexidade do cérebro a seus mecanismos mais fundamentais que sao propos-
tos modelos simplificados, como o primeiro modelo Integra-dispara ou Integrate-and-fire (IF)
proposto por Lapicque (1907). Mesmo simples, redes utilizando o modelo IF conseguem cap-
turar aspectos relacionados a conexdo e interacao da dinamica com a topologia. Como intuia
o proprio Ramén y Cajal, as conexdes neuronais € a sua complexidade sdo a chave para as
fungdes cerebrais (Ramoén y Cajal, 1923). Se as atividades coletivas nas redes neuronais sao
importantes para o processamento cerebral (como sugere a resiliéncia de funcdes a perda de
células neuronais) entdo modelos simplificados como o IF resultam tdo ou mais tuteis que mo-
delos mais detalhados para esse fim. Ou seja, estamos assumindo que redes neuronais nao sao
delicados chips eletronicos mas sim robustos tecidos vivos.

Um neurdnio tipico pode ser divido em trés componentes funcionais distintos: dendritos,

soma e axonio, que de maneira grosseira podem ser tratados como (Gerstner e Kistler, 2002):

* Dendritos: dispositivo de coleta de estimulos ou informagao proveniente de outros neuro-

nios.

* Soma: unidade central de processamento nao linear de informacdo: se as entradas totais

excedem um certo limiar um sinal de saida é gerado.
* Axonio: dispositivo de saida: leva o sinal de saida para outros neurdnios.

Esta descri¢do simplificada dos neur6nios deixa em evidéncia que os elementos importantes

para a dinamica de avalanchas descrita na se¢do anterior estdo presentes.
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A juncgdo entre dois neurdnios é chamado de sinapse, que podem ser quimicas ou aco-
plamentos elétricos chamados de gap-juctions. O neurdnio que envia o sinal através do seu
axonio € chamado de neur6nio pré-sindptico; o que o recebe através dos seus dendritos € o
pés-sindptico. Uma célula tipica do cértex de um vertebrado tem na ordem de 10* vizinhos
pré-sindpticos. O sinal consiste em um pulso elétrico curto, chamado de potencial de acdo ou
disparo, com amplitude tipica de cerca de 100 mV e duracdo tipica de 1 —2 ms. Dois dispa-
ros consecutivos estdo sempre separados por um tempo de recuperagdo minimo chamado de
periodo refratdrio do neur6nio.

Esta descri¢do grosseira de um neurdnio tipico é capturada no modelo de neurdnio integra-
dispara com vazamento ou Leaky Integrate and Fire (LIF). No modelo, os trés componentes
funcionais: dendritos, soma e axonios, sdo considerados em um sé compartimento pontual
(sem dimensdes espaciais).

A evolugdo do potencial de membrana V;(¢) de um neurdnio i é descrito por um circuito
consistente em um capacitor C em paralelo com um resistor R impulsionado por uma corrente
I;(t), além de ter um comparador (elemento ndo linear) que define o limiar 6, de tal maneira
que quando o potencial V;(¢) = 6, no tempo tl-(f ) (instante de disparo), um pulso pré-sindptico
o(t— tl.(f)) ¢ gerado.

No regime “integrador” (V;(¢) < 6), a dindmica do potencial é descrita por

dvi(t) 1

ar :_R_C<‘/i(t)_VL)+Ii(t)a (2.18)

tendo um tempo caracteristico de decaimento (vazamento), 7; = RC, quando ndo existe corrente
presente (Lapicque, 1907; Cessac, 2008). V., é o potencial basal (estaciondrio). Quando V;(¢) >
0, logo apés 1), o potencial é restaurado, lim, ()50 Vi(th) = Vieser-

De maneira geral, a corrente ;(¢) contempla tanto correntes vindas das sinapses I;(V;,1)
como correntes externas /,(¢) (vindas de elementos que estdo fora da rede considerada). A

corrente sindptica €,
K

() =Y JEY a=(Vi(e),t —1]), (2.19)
J f

o fator Jif ¢ uma medida da eficdcia da sinapse ou peso sindptico. O sinal +[—] indica se a
sinapse € de tipo excitatorio [inibitério]. Se um neurdnio pré-sindptico j dispara no tempo t{ ,0
neurdnio pés-sindptico i sente um pulso de corrente em um transcurso de tempo o™ (V;(t),t — t{ )

(Gerstner e Kistler, 2002; Cessac, 2008).
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A amplitude do pulso de corrente pds-sindptica depende do valor do potencial de membrana
Vi, pois cada agdo potencial pré-sindptica gera uma variacdo na condutancia da membrana pés-
(f )).

sindptica ao longo de certo transcurso de tempo g(f —¢ ;

Existem diferentes possiveis escolhas para a amplitude do pulso de corrente gerado por um
disparo no tempo tj(-f ), mas de maneira geral ela serd proporcional a diferenca entre o potencial

de membrana no instante ¢ e o potencial de reversao,
ot (Vist =17y = —g= (1 1) [Vi(e) — EF] . (2.20)

com a variagdo na condutincia podendo adotar diferentes formas funcionais. O parimetro E;-
€ o potencial de reversdo da sinapse, o nivel dos potenciais de reversdo dependem do tipo de
sinapse, sendo muito maiores que o potencial de repouso para sinapses excitatdrias, tipicamente
Et~0mV,e E- ~ —75 mV no caso inibitério (Gerstner e Kistler, 2002).

Uma escolha tipica para descrever a variacdo da condutincia ao longo do tempo € a expres-

sao (Cessac, 2008):
r _
P

al~

gt~y =0 (2.21)

com @ sendo a funcio de Heaviside e & sendo os tempos caracteristicos do decaimento na
condutividade de sinapses excitatdrios (+) e inibitdrias (-). Este perfil sindptico tem g(0) = 0,
enquanto que tem seu valor maximo no tempo t = 7, retardando suavemente a acao do disparo
sobre o neur6nio pds-sindptico, o que permite definir uma escala de tempo para a acao das
correntes sindpticas sobre os neurdnios pds-sindptico, mesmo quando os disparos pré-sindpticos

sejam instantaneos.

2.3.1 Dinamica de tempo discreto

Cessac (2008) discute o papel das escalas de tempos caracteristicas na dinamica neuronal no
modelo LIF evidenciando alguns problemas, pouco discutidos, no modelo com dindmica de
tempo continuo. Nos casos continuos e nos dados experimentais, a forma do disparo revela
escalas de tempo naturais, como a duracdo do disparo 7 e o periodo refratario. Inclusive, pode-
se definir o tempo de disparo /) como o tempo onde a acdo potencial supera certo limiar, no
entanto, em termos praticos, o tempo de disparo ndo € determinado com precisdo infinita, logo
nao tem sentido falar de um tempo de disparo sem estabelecer uma precisdo 7.

Podemos separar a critica de Cessac (2008) em dois pontos. O primeiro faz referéncia ao
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fato de que os modelos descritos por equagdes diferenciais ordindrias (EDO) t€m escalas de
tempo dt abaixo da qual o modelo perde seu significado, mesmo quando por definicdo de % se
tenha que dr — 0. O segundo ponto € sobre a extracdo de informag¢do do c6digo neural a partir
dos trens de disparo, visualizados em raster plots, pois a discretizacdo define uma resolugao
04 que limita a informacédo contida no raster plot devido a sincronizagdo aparente de disparos
gerados no intervalo [¢,7 4 84].

Com relagdo ao primeiro ponto, o problema no modelo LIF de tempo continuo é causado
pelo fato de que, devido ao reset instantaneo, a duracao de um disparo € T = 0, o que impede
estabelecer uma escala de tempo de integracdo, necessdria para dar significado a EDO, e sa-
tisfazer as suposi¢oes associados aos modelos de condutincias (para mais detalhes, consultar
Cessac (2008)). Com respeito ao segundo ponto, a discretizacdo levanta a pergunta sobre como
a informagao contida no raster plot varia com resolugio 84, € se existe uma resolu¢do minima
por baixo da qual a informagdo ja ndo aumente. No caso dos modelos integra-dispara, devido
ao reset instantaneo, a resolu¢do minima 94 = 0, o que significa que as redes neuronais de
neuronios LIF teriam capacidade informacional infinita, o que claramente ndo pode ser uma
propriedade dos sistemas neuronais biolégicos.

Tendo em mente os pontos expostos por Cessac (2008), fica evidente que € mais vanta-
joso descrever diretamente o modelo LIF de neur6nios acoplados com uma dindmica de tempo
discreta, definindo uma escala de tempo 8 > 0 pequena para o passo de tempo e tendo as atuali-
zagOes dos potenciais de membrana e condutancias feitas a multiplos de 6. A ideia de neurdnios
disparando no tempo f (1) ¢ substituida por neurdnios disparando entre o tempo ¢ ¢ f + 3. Em
sintese, o caso discreto simplifica a analise matemética, melhora o papel do raster plot, e provée
resultados matematicos que nao dependem da escala de tempo da discretizacgao.

O modelo estudado neste trabalho nao utiliza sinapses quimicas com a suas respectivas fun-
¢oes de condutancia varidvel e escalas de tempo, mas sim um acoplamento por pulso, o que
simplifica consideravelmente a dinAmica da rede. No entanto, se fosse usada uma dinamica
continua os problemas discutidos por Cessac com relacdo ao disparo instantdneo apareceriam
também na sinapse pulsada, “instantanea”. Sendo assim, tendo como motivacdo as considera-
¢oes expressadas por Cessac, no modelo estudado nesta dissertagdo utilizamos uma dinadmica

em tempo discreto.
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2.4 Mecanismos homeostaticos em redes neuronais

Desde a antiga Grécia existe um entendimento rudimentar sobre regulacdo e controle das fun-
coes vitais, mas foi Claude Bernard, pai fundador da fisiologia experimental moderna, quem
desenvolveu a ideia de que os organismos vivos sdo caracterizados por manterem estdvel o seu
ambiente interno (Cannon, 1939). Mas o responsavel pela formulacio do conceito de homeos-
tase foi Walter Cannon, que aplicou ideias da teoria de controle para explicar a estabiliza¢do do
ambiente interno dos organismos vivos (Billman, 2020). Na sua obra The Wisdom of the Body
(Cannon, 1939), Cannon descreve como o corpo humano mantém em regime estaciondrio os
niveis de temperatura, pressdo e o conteido no sangue de dgua, sais, actcar, proteinas, célcio,
oxigénio, entre outros, fazendo analogia com processos dinamicos que mantém estaciondrio as
condi¢cdes ambientais da terra (Cannon, 1939). Na definicdo do termo homeostase dada por
Cannon, aparece a ideia de retroalimentag@o negativa, que posteriormente influenciou o desen-
volvimento do campo da cibernética, definida pelo matemético Norbert Wiener como sendo a
teoria de controle e comunicagdo de sistemas capazes de se auto-governar ou auto-regular, ou
seja, sistemas cibernéticos (Wiener, 1961).

Mesmo antes da proposta de Cannon sobre a homeostase ser um processo de auto-regulacao
dindmica, ideias relativas ao aparente paradoxo entre a necessidade de estabilidade por um
lado, mas de capacidade de mudar por outro ja havia sido notada. Em 1900, Charles Richet
escreveu: “‘sistemas vivos, ndo sé precisam manter a sua estabilidade interna, mas também a sua
excitabilidade e capacidade de auto-modificacdo de acordo aos estimulos externos ajustando
sua resposta aos mesmos” (Richet, 1900), deixando em evidéncia que intuicdes hoje em dia
associadas a teorias de sistemas operando na borda de uma transi¢do entre ordem e desordem,
como SOC, ja existiam na comunidade de bidlogos e fisiologistas do inicio do seculo XX.

Em uma visao mais atual, Turner (2017) descreve a homeostase como desequilibrio di-
namico. Um ambiente interno estdvel requer continuo monitoramento e ajuste de maneira a
manter o balanco entre as diferentes for¢as atuando no sistema. A peca chave para entender a
homeostase € a ideia de retroalimentagdo positiva e negativa nos sistemas. S30 0s mecanismos
de retroalimentag@o os que atuam auto-regulando os parametros ambientais internos mantendo-
os em uma faixa pequena de valores. A homeostase € o resultado de uma complexa interagdo
e competi¢cdo entre multiplos mecanismos de retroalimentacio positivos e negativos do sistema

provendo a base para a regulacao fisiologica (Billman, 2020).
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Em sistemas neuronais, no contexto de modelos de redes neuronais, a emergéncia da cri-
ticalidade auto-organizada é explicada por diversos mecanismos, geralmente relacionados a
plasticidade sindptica como spike-timing-depedent plasticity (STDP) (Meisel e Gross, 2009)
e short-term plasticity (STP) (Levina et al., 2007), ou com mecanismos ndo pldsticos como
axonal re-wiring (Bornholdt e Rohl, 2003). Todos estes, sio mecanismos que incluem retroali-
mentacao. Estados passados sao de uma ou outra maneira monitorados para, em funcao deles,
modificar propriedades atuais dos elementos da rede neuronal ou suas conexdes, e assim obter
e manter um determinado estado de operacdo. Logo, podemos pensar neles como mecanismos
homeostaticos.

A auto-organizagdo na criticalidade estd intimamente relacionada a mecanismos de retroa-
limentagdo (Buendia et al., 2020), motivo pelo qual a ideia de homeostase, como serd mostrado
neste trabalho, é natural e compativel com a teoria SOC. Uma revisdo completa dos diferentes
mecanismos para a auto-organizacdo de redes neuronais perto da criticalidade pode ser en-
contrada em Kinouchi et al. (2020). Agora revisaremos brevemente a literatura dos diferentes

mecanismos homeostaticos explorados neste trabalho.

2.4.1 Plasticidade sinaptica de curto termo (STP)

As conexdes sindpticas apresentam depressao sindptica dependente da atividade, o que gera uma
resposta pds-sindptica nao reproduzivel por uma mera soma linear dos estimulos pré-sindpticos
individuais. Evidéncia experimental com neurdnios piramidais neocorticais, incluindo modela-
gem e resultados computacionais sobre a questdo, foram apresentados por Tsodyks e Markram
(1997). O modelo original de Tsodyks e Markram (1997) para descrever o processo consistiu
em um modelo compartimental tipo SIR (suceptivel, infectado e recuperado) para descrever a
variagdo dos “recursos” sindpticos através de diferentes mecanismos biofisicos de depressao
sindptica, como a de-sensibilizacdo de neuroreceptores ou esgotamento de vesiculas sindpticas.

O modelo considera trés estados (compartimentos), que sdo: efetivo, inativo e recuperado.
Cada acao potencial ativa certa fracdo de recursos disponiveis no estado recuperado que logo €

inativada com uma constante temporal de alguns poucos mili-segundos e recuperada com uma
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constante de aproximadamente 1 segundo. O sistema de equagdes utilizado é:

dR 1

- = 2.22

dt Trec ( )

dE E

— = — U RO(t —t 2.23

7 — +Usg RS(t —tap) (2.23)
I = 1—-R—-E (2.24)

onde E (efetivo), I (inativo) e R (recuperado) sao as fragdes de recursos em cada estado. As
constantes temporais de inativagao e recuperacdo sao Tinucr € Tree respectivamente. Potenciais
de acdo chegam no tempo #4p, ativam instantaneamente uma fracdo de recursos disponiveis
no estado recuperado. A corrente pds-sindptica liquida € proporcional a fracdo de recursos no
estado efetivo E. O parametro Usr determina a taxa de depressado sindptica.

Se todos os recursos sdo ativados por um disparo pré-sindptico, este gerard a maxima res-
posta, definida no modelo como a eficiéncia sindptica absoluta Agg. A corrente excitatdria
pOs-sindptica produzida por um trem de disparos pré-sindpticos € descrita de maneira iterativa

como,

Is[n+1] = Is[n] (1 — Usg)e /e 4 AgpUgp (1 — e~/ Trec) (2.25)

At é o tempo entre o n-€simo e o (n+ 1)-ésimo disparo, onde se assume que este € muito maior
que a constante temporal de inativagao.

Em um trabalho posterior, Tsodyks et al. (1998) incluiram um mecanismo de facilitagao
sindptica de curto termo, pois 0 mesmo € importante nas sinapses entre neurdnios piramidais
e interneurdnios inibitdrios. Para isso, consideram que o termo de eficacia sindptica Usg ndo
¢ fixo, mas € incrementado com cada disparo pré-sindptico e decai exponencialmente entre
disparos.

O modelo de Tsodyks et al. (1998) descreveria aspectos como a acumulagdo de fons de cal-
cio devido a chegada dos disparos no terminal pré-sindptico, o que € responsavel pela liberagao
dos neurotransmissores. O esquema cinematico do modelo € o seguinte: o potencial de acdo que
chega no terminal pré-sindptico provoca a abertura de canais de cdlcio, que sdo fechados pos-
teriormente em uma escala de tempo de facilitagdo Tyr,.;;. A fragdo de canais de célcio abertos

determinam o valor da eficacia sindptica Usg. A dindmica de Ugg € descrita por

dU U
dSE = L LU (1—Usg) 8 (t —14p) (2.26)
t Ttacil




23

onde Uy determina o incremento no valor de Ugg com cada disparo.

Os artigos de Tsodyks e Markram (1997) e Tsodyks et al. (1998) influenciaram trabalhos
posteriores relativos ao papel da plasticidade sindptica na auto-organizagdo critica de redes
neuronais. Os modelos propostos nos trabalhos posteriores utilizam a ideia do consumo de
recursos sindpticos para modelar a plasticidade sindptica de curto periodo com uma dinadmica
nos pesos sindpticos (for¢a de acoplamento) J;; (Levina et al., 2007) além de um mecanismo de

facilitagdo sindptica atuando sobre a eficacia sindptica U (Levina et al., 2009),

. l [« j

Jij = ‘L'_J (—UO — ij) — UUJ,-jS (l —l‘sjp) (227)
. I -
Uij = o (Uo=Us) + (1= Us) U8 (1 1) - (2.28)

O parametro importante € a razao U% sendo este o valor de repouso da forca sindptica e repre-
senta a forca maxima que uma sinapse pode alcangar. O modelo mostra que existe um valor
critico de o, no qual se observam avalanches criticas com o expoente esperado para a classe de
percolagdo direcionada, lembrando que isto s6 acontece no limite do estimulos externos nulos

(Levina et al., 2009).

2.4.2 Retro-sinalizacao

Neurdnios pos-sindptico liberam desde o soma e os dendritos, substancias que regulam a forca
ou correntes sindpticas recebidas dos neurdnios pré-sindpticos. Este tipo de processo é chamado
de sinalizacdo retrégrada, devido a que mecanismos pds-sindpticos atuam sobre os botoes pré-
sindpticos, ou seja, o processo inverso a sinaliza¢do quimica usual, por meio do qual o neurénio
pos-sindptico € capaz de alterar algum aspecto da transmissdo sindptica (Regehr et al., 2009).
A retro-sinalizacdo tem um papel fisioldgico importante. Permite aos neurdnios pds-sindpticos

controlarem seus préprios inputs por meio de retroalimentagdo negativa. Atividade elevada na
célula pos-sindptica ativa 0 mecanismo diminuindo a sua atividade por meio da supressdo dos
estimulos provenientes de células pré-sindptica (Regehr et al., 2009). Um exemplo deste meca-
nismo € o utilizado no processo de localizacdo de sons no tronco encefdlico. A retro-sinalizacdo
por meio de liberacdo do neurotransmissor GABA (com efeito inibitdrio, salvo excecoes) regula
o balancgo da atividade de neurdnios excitatdrios e inibitérios. Este balango permite comparar
a intensidade dos sons que vem dos diferentes ouvidos, sendo assim, a retro-sinalizacao € res-

ponsavel pela sensibilidade binaural e € chave para adaptagcao do sistema auditivo a diferentes



situacdes (Magnusson et al., 2008).

A retro-sinaliza¢do tem um papel na plasticidade sindptica associativa, na interacdo entre
sistemas modulatérios, na regulacdo dindmica das propriedades de circuitos neuronais e tam-
bém nos processos de formagdo das conexdes sindpticas (Tao e ming Poo, 2001; Regehr et al.,

2009).

2.4.3 Correntes adaptativas

Correntes adaptativas tém a capacidade de modificar o limiar, ganho e variabilidade dos disparos
neuronais (Ladenbauer et al., 2014). Tipicamente a adaptacao na taxa de disparos dos neurénios
se devem as correntes lentas de K™, seja por canais de K™ dependentes de Na™(Schwindt
et al., 1989), ativados com valores de potencial sub-limiares, ou por canais dependentes de
Ca™ ativados a potencial de membrana super-limiares (Schwindt et al., 1992).

As correntes adaptativas alteram as curvas de resposta IO (input-output) dos neurdnios in-
crementando o intervalo médio entre disparos ou mean interspike interval (ISI). As correntes
sub-limiares aumentam a variabilidade do ISI enquanto que as correntes super-limiares dimi-
nuem a variabilidade (Ladenbauer et al., 2014). Desde o ponto de vista do SOC, as corren-
tes adaptativas atuariam controlando os estimulos efetivos modulando a frequéncia de disparo
(Benda e Herz, 2003), por meio do qual se obteria um campo externo efetivo tendendo a zero,
permitindo a separacdo de escalas de tempo entre duragdo de eventos de avalanches e intervalo

entre avalanches (Girardi-Schappo et al., 2020).



La excelencia intelectual y sus mds nobles expresiones, el genio y el
talento, no dependen de la dimension o del flujo de las neuronas del
cerebro, sino de la abundancia de los apéndices de conexion o, en otras
palabras, de la complejidad de las rutas de asociacion en la distancia

corta y larga

Ramoén y Cajal, 1923

Rede de neurdnios excitatorios-inibitorios

estocasticos integra-dispara com vazamento

Neste capitulo apresentamos o modelo de neur6nios excitatorios-inibitdrios esto-
césticos integra-dispara com vazamento. Por meio de um exame analitico mostra-
mos que resultados anteriores (Girardi-Schappo et al., 2020) sao somente validos
no caso de redes com topologia de grafo completo. Uma descricdo de campo médio
com numero de vizinhos K finito € muito menor que o nimero total N de neuro-
nios na rede (K < N), obtidas por meio de uma aproximacao tipo Bethe-Peierls ou
de aproximagio de Arvore, evidencia o papel assimétrico dos pesos inibitérios e
excitatorios na regulacdo da atividade da rede, levando a comportamentos nao ob-
servados em trabalhos anteriores. Os resultados analiticos foram corroborados por
meio de simulagdes computacionais em redes aleatérias K-regulares. A conclusdo
importante é que, em redes esparsas, a for¢a inibitéria nao é necessariamente um

parametro de controle da transicao de fase absorvente/ativa.
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3.1 Modelo excitatorio/inibitorio

Neuronios do tipo Integra-e-dispara com vazamento (Leaky Integrante-and-Fire ou LIF) tém
sido amplamente usados em Neurociéncia Computacional (Burkitt, 2006a,b). Menos explo-
rados sdo os neurdnios LIF com tempo discreto (Gerstner ¢ van Hemmen, 1992b; Gerstner e
Kistler, 2002), embora apresentem alguma vantagem como o menor custo computacional e de-
finicdo natural da largura do spike (Cessac, 2008, 2011). No nosso caso, usaremos um LIF com
dinamica de tempo discreto, em que o mecanismo de disparo é probabilista em vez de determi-
nista. O cardter estocéstico visa modelar as diversas fontes de ruido que podem afetar o disparo
dos neurdnios bioldgicos.

Os neurdnios estocdsticos a serem usados foram propostos por Costa, Brochini e Kinouchi
(Brochini et al., 2016; Costa et al., 2017) e Kinouchi ef al. (Kinouchi et al., 2019), onde sdo con-
siderados apenas neurdnios excitatdrios. Posteriormente, foram incluidos neurdnios inibitérios
no mesmo modelo (Girardi-Schappo et al., 2020, 2021; Menesse et al., 2022).

Neste modelo, cada neurdnio tem um potencial de membrana V;[¢] que integra os sinais
recebidos de seus K = K + K vizinhos excitatérios e inibitdrios, € eventualmente um estimulo
ou entrada externa ;[t]. A varidvel Booleana X;[t] indica se o neurdnio disparou entre f e 7 + 1.
Usaremos a notagdo [t] para tempo discreto em contraste com () para tempo continuo usado no
capitulo 2.

A evolucio do potencial de membrana é dada por

0 se X;[t] =1,
Vit +1] = (3.1)

MW[I]+Ii[f]+%Z§EJinJE[f]—% f'WinJI[f] se X;[t] =0,

onde K = Kg + Kj € o nimero de vizinhos pré-sindpticos do neur6nio i, sendo Kg o ndmero de
excitatorios pré-sindpticos e Ky os de inibitdrios pré-sindpticos. Note que em uma rede esparsa,
K < N, e a maioria das entradas das matrizes sindpticas sao nulas.

A equagdo (3.1) descreve a evolugdo do potencial de membrana em um unico neurdnio i.
Cada neurdnio evolui de maneira paralela para cada iteracdo {¢ |t € N}. Quando um neur6nio
dispara (X;[t] = 1), seu potencial decai para V;[f + 1] = 0. Caso ele ndo dispare, seu potencial
evolui conforme a segunda equacgdo de (3.1), onde 0 < u < 1 representa um termo de vazamento
(leakage). Sinais (inputs) externos sdo dados por [;]t]. Os somatérios da segunda equagio de

(3.1) sdo a influéncia dada pelas sinapses quando vizinhos j disparam (X;[¢t] = 1).
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O neurdnio estocdstico incorpora um cardter probabilistico em seu mecanismo de disparo.
A probabilidade de um neurénio i disparar em ¢ + 1, ou seja X;[r + 1] = 1, é dada por uma
funcgdo:

P(Xlt+1] = 1Xi[1] = 0,Vi[1]) = B(Vi)[1], (3.2)

que depende apenas do potencial de membrana V. Essa funcdo é chamada fungdo de disparo.
Assim, os neurdnios sdo intrinsecamente estocasticos. Quem introduziu este tipo de neurdnio
foi Gerstner (Gerstner e van Hemmen, 1992a,b).

Brochini et al. (2016) mostraram que, para uma fung¢do ®(V) tipo sigmoide, existe uma
transicdo de fase absorvente/ativa no modelo em questdo. Neste trabalho exploramos duas
funcdes sigmdides, a funcdo linear saturante (Larremore et al., 2014; Brochini et al., 2016;
Girardi-Schappo et al., 2020; Menesse et al., 2022) e a funcdo racional (Costa et al., 2018;

Galera e Kinouchi, 2020). A funcao linear saturante é dada por,
(Vi) =T (Vi = 0) 0 (Vi— )0 (VS =V;) +0 (Vi V) | (3.3)

onde O(X) € a funcdo Heaviside (0 para X <0 e 1 para X > 0), VI-S = 1/T; + 6; é o potencial
de saturacdo. Aqui, 8 é um limiar de disparo que pode depender do tempo. A varidvel I'; € o
ganho da funcdo de disparo (ou ganho neuronal). E a funcdo racional,

Li(Vi—6)

®i(V) =~y ©Vi— ). (3.4)

A Figura 3.1 apresenta uma comparagao das func¢des de disparo para valores'=1e 6 =0.5.
Note que a fungdo linear saturante é uma linearizacdo da funcdo racional perto do limiar de

disparo 6.

3.1.1 Parametros de ordem e controle

No nosso modelo, para definir um paradmetro de ordem, primeiramente definimos a atividade da

rede como a fracdo ou densidade de neurdnios que disparam no tempo ¢:

plr] = %me : (3.5)

O parametro de ordem é definido como a média temporal de p[¢] em uma janela de T passos
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Figura 3.1: Funcao de disparo. Funcdes calculadas comI'=1e 6 =0.5.

de tempo, ou seja,
1 T
() =7 2Pl (3.6)
t

onde ao longo do trabalho € usado 7' = 1000.
Os parametros de controle sdo a média dos ganhos neuronais I', a média dos pesos sindpticos
excitatorios J e inibitérios W, e a média do limiar de disparo 8. No caso mais geral (dinamicas

homeostéticas) essas médias podem depender do tempo:

1 N
L] = 52Tl 3.7
DL o S
Jil = — Jiilt], (3.8)
NKEi:lj:l !
0= ¥ Y wi
Wit = — Wil (3.9)
T
1 N
oft] = N 0it]. (3.10)

Outros pardmetros importantes sdo a média das correntes externas /[t] = ([;]t]) e dos parAmetros
de vazamento p[f] = (W;[t]), sendo esta dltima constante no tempo neste trabalho. Para todas
essas grandezas supdem-se que a variancia € finita de forma que a média € representativa. Esta

suposicao € valida em todas as simulacdes realizadas.
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3.2 Atividade de uma rede aleatéria K-regular

Vamos a desenvolver uma aproximacao para a fracdo p de neurdnios ativos em uma rede ale-
atéria K-regular por meio da qual encontraremos os parametros de controle responsaveis da
transicao de fase do estado absorvente ao estado ativo. Mostraremos que o peso inibitério nao
€ parametro de controle do sistema, salvo no caso de redes com topologia de grafo completo.

Usaremos uma topologia de rede direcionada aleatdria Kj,-regular, ou seja, uma rede alea-
téria onde todos os nds t€ém o mesmo nimero de conexdes entrantes. O procedimento para a
construcdo da rede é o seguinte: para cada neurdnio i, sortearemos sem repeti¢do K vizinhos
entre os N — 1 neurdnios restantes da rede. Ou seja, o ndmero de vizinhos pré-sindpticos (in-
degree) € exatamente K; = K. O niimero de vizinhos p6s-sindpticos (out-degree) € dado por uma
distribui¢do binomial B(n, p) onde o nimero de tentativas de ligacdo é n = K(N — 1) e a proba-
bilidade de ligagdo é p = 1/(N — 1). Vemos que o nimero médio de ligagdes pds-sindpticas é
(Ki) =np =K.

Em trabalhos anteriores (Brochini et al., 2016; Costa et al., 2018; Kinouchi et al., 2019;
Galera e Kinouchi, 2020; Girardi-Schappo et al., 2020), considerando o caso puramente excita-
tério, ou seja, excluindo neurdnios inibitérios, o modelo foi estudado analiticamente utilizando
a teoria de campo médio supondo uma topologia de grafo completo, ou seja, todos os neuro-
nios conectados com todos os outros. Tais estudos encontraram que a atividade estaciondria
¢ sutilmente diferente dependendo da funcdo de disparo utilizada. No caso da funcdo linear

saturante,

TJ—Th-1 N \/(FJ—Fh— 1)? +4T2Jh
N 2T 27 ’

p* (3.11)

onde h = I — 6 representa um campo externo efetivo atuando sobre a rede. No caso da funcdo

racional,

+

2
TJ—2Th—1 [J—2Th—1)"+8I2Jh
_ i\/( ) |

arJ arJ (3.12)

A diferenca é um importante fator 2 no denominador e nos termos com I'>/ que faz com que o
p da funcdo racional nunca chegue ao valor 1/2, enquanto que com a fungéo linear saturante
isso é possivel. Como p > 1/2 é impossivel neste sistema devido ao tempo refratdrio de um
passo de tempo, o que ocorre € uma bifurcacio para ciclo-2 quando V > V.

Posteriormente, por meio de aproximagdes similares (Girardi-Schappo et al., 2021), foi

apresentado um modelo de campo médio mais geral, que inclui inibi¢do. A atividade estaci-
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ondria aproximada obtida para func¢do linear saturante foi,

pt = [(1—u>FW—F_h—(1—u)2} N \/[(1—H)FW—Fh—(1—_u)2]2—4F2Wh(1—u)
(3.13)

onde W = pJ —qW, sendo p e q as propor¢des de neurdnios excitatdrios e inibitdrios existentes

na rede (p + g = 1). Este modelo permite obter a seguinte superficie critica,

I = 1 [qW + M} . (3.14)
p r

Podemos notar que de acordo com este modelo, tanto J, I' e W podem atuar como pardmetros
de controle. Uma conclusao direta deste modelo é que uma rede, inicialmente no estado ativo,
poderia transicionar para o estado absorvente (silencioso) se o peso sindptico inibitério W for
incrementando.

Esses calculos de campo médio sdo vdlidos para casos onde K = N — 1 (grafo completo),
para N — oo. No entanto, resultados obtidos para simulagdes em redes aleatérias com K finitos
ndo sdao bem descritos e comportamentos como a dependéncia da superficie critica com o nu-
mero de vizinhos total e nimero de vizinhos excitatorios (K,Kg), ou o papel da inibi¢do, ndo
podem ser entendidos a partir desta teoria de campo médio. Devido a estas limitagdes, nesta
secdo desenvolveremos um cédlculo de campo médio com K finito por meio da aproximagao de
Bethe-Peierls ou aproximacao tipo arvore.

As simulagdes para obtengdo da atividade estaciondria e diagramas de bifurca¢des computa-
cionais foram realizadas com 10000 passos de tempo, calculando-se a atividade temporal média
apenas nos ultimos 1000 passos: isto € suficiente para descartar o regime transiente na atividade

e ter uma medida representativa do regime estaciondrio.

3.2.1 Aproximacao de Bethe-Peierls

Se consideramos que N > K, o nimero de neurdénios N é muito maior do que o nimero de
vizinhos pré-sindpticos K de cada neurdnio , o nimero de vizinhos interconectados € insignifi-
cante, logo podemos tratar a rede como localmente igual a uma 4rvore, ou seja, os vizinhos de
um neurdnio ndo estdo conectados entre si, o coeficiente de clustering da rede é muito baixo
e portanto ndo existem loops na vizinhanca do mesmo, o que permite assumir independéncia

estatistica para as atividades dos vizinhos e tratar estas como sendo médias do resto da rede
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(aproximacdo de campo médio tipo Bethe-Peirls).
A partir da equacdo de evolugdo temporal do potencial de membrana 3.1, estimamos o

potencial estaciondrio V*, tratando as demais varidveis também como estaciondrias (indepen-
dentes do tempo), obtemos,

| <1 f . § ,>
=K 7 j

percebam que os estados Xf e X}. em verdade ndo sdo fixos, mas podemos considerar que

os somatérios sim. A estimacdo para o potencial de membrana estaciondrio feito aqui nao é
rigorosa, mas mostrou-se suficiente para obter uma aproximacao a linha critica.

Substituindo a equagdo do potencial de membrana 3.15 na fun¢@o de ativagio racional ®(V;)
3.4 para um neurdnio i, considerando o valor fixo do potencial e tomando valores constantes ao
longo darede, J;; =J, W;; =W, I, =T"e 6; = 6 = I (caso onde campo externo efetivo h = 0,
pois estamos interessados na transi¢do de fase continua que requer campo externo efetivo &

nulo) obtemos,

JZXE WZXI

l—uK
D(V*) = ! (JZXE WZX1> : (3.16)
1+—— JZXE WZX’ !
Kg K;
Se tivermos mg € my vizinhos excitatdrios e inibitorios ativos, ou seja, ZX E— =mg € ZX
J J

my, a probabilidade de disparo devido a uma configuragdo {mg,m;} é igual a,

mr —gm
1 IJ w
Onde}/—q?egZT.

Assumindo independéncia entre os estados dos vizinhos, valido numa topologia de arvore,
a probabilidade conjunta P(Mg = mg,M; = m;) de termos {mg,m;} vizinhos pré-sindpticos

ativos € o produto de distribui¢des binomiais:

my

P({mg,m;}) = (f; )p’”E(l — p)Kem (K’) pm(1—p)ki—m. (3.18)

Perceba que aqui fizemos uso da aproximacdo de Bethe-Peirls e de uma visdo frequentista
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da teoria da probabilidade, pois a probabilidade de cada vizinho estar ativo responde com a
atividade (média) p da rede.

Se selecionamos um neur6nio ao acaso, mantendo a visao frequentista da teoria da probabi-
lidade, esperamos encontrar este neurdnio no estado inativo com probabilidade 1 — p. Logo, a
probabilidade de um neurdnio qualquer estar no estado ativo no tempo ¢ + 1, considerando to-
dos os possiveis estados {mg,m;} de vizinhos ativos em um dado instante ¢, pode ser expressa

como,

J

v~ v~

mE™1) B T1—0) By mr]) BX AR H=0. e )

Esta probabilidade € o valor médio do estado X de um neurdnio qualquer. Note que na apro-
ximagao tipo arvore, com K < N — oo, qualquer neurdnio equivale a qualquer outro neurénio
(temos simetria de translagdo), logo p ~ (X). Podemos afirmar que 3.19 é localmente igual a p
(a fracdo total de neurdnios ativos na rede). Com isto, podemos primeiro obter um mapa para a

evolucdo da atividade na rede,

K; Kg
plit=(1-pl) ¥ (K’)p[er(l—p[r])Kfm' y (KE)pmmE(l—p[rDKEmE@(%g,{mE,mI}»

m1:0 ml mE:0 mE
(3.20)
Segundo, a equacao de auto-consisténcia,
p=(1-p) f (K') pri(1—p)ykim KZE (KE)p"’E(l—p)KE‘mE Ve =871 1y — g
mj—0 \'" mp=0 \ME 1+ Y(mE - gml) .
(3.21)

A equagdo 3.21 descreve de maneira aproximada o comportamento esperado para o modelo
comJjj=J,W;;=W,I'i=T¢ 6 =6 =1 quando K < N, no entanto, a expressdo resulta
pouco util analiticamente, requerendo a inclusdo de outras aproximagdes para prover as res-
postas procuradas. A seguir, avaliamos primeiramente o caso puramente excitatério, incluindo
certas aproximacoes que permitiram estudar a equacdo de auto-consisténcia perto da transicdo

absorvente/ativa.

3.2.2 Caso puramente excitatorio K; = 0.

No caso de uma rede puramente excitatdria, a equagdo de auto-consisténcia é,
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KE K
p=>1-p) ) ( E)p“E(l—p>KEmEm—E (3.22)

mg=0 mg 1+YmE .

A probabilidade de disparo (V) devido a mg vizinhos excitatdrios ativos é equivalente a
probabilidade complementar da probabilidade de ndo disparo devido a mesma configuragdo.
Tomemos g = %, como a probabilidade de disparo devido a somente um vizinho ativo e § =
1 — g é a probabilidade de ndo disparar devido a este vizinho. Vamos entdo assumir que a
probabilidade de ndo disparar devido a mg vizinhos serd igual a g"£, ou seja, a probabilidade

de disparar devido a algum dos mg vizinhos é
®(g,mg)=1-g"". (3.23)

Esta suposicdo implica que um disparo sé pode ser gerado devido a um vizinho de cada vez,
como se de eventos mutuamente exclusivos se tratasse. No entanto, neste modelo, isto é ob-
viamente falso, pois podemos ter disparos gerados por efeitos combinados de pares, trios ou n
neuronios vizinhos.

Na Figura 3.2 podemos ver como a aproximagio para ®(V) é vélida para mg pequenos.
Perto da regido critica sabemos que p =~ 07, se a atividade é pequena, teremos sempre um valor
pequeno para mg, o que torna vdlida a aproximacao.

Usando a aproximacao 3.23 em 3.22 obtemos,

Kg
p=(1-p) Y. (M )pmei-pye i gm),

mE:O mE

Simplificando esta equagao,

p=1-p)(1—-(pg+1-p)*)=(1-p)(1-(1-gp)"*) . (3.24)

Para p < 1, podemos expandir p em torno de 0, tomando aproximagdo de segunda ordem,

2 ( Keq* (Kg —1)
P\ 2

—KE61> +p (Keg—1)=0.

Resolvendo encontramos as solugdes p* =0e

2
p= Keq(Keq—q+2)

(Kgqg—1) . (3.25)
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Figura 3.2: Probabilidade de disparo em funcio a mg vizinhos excitatorios ativos. O valor
exato (azul) e a aproximacao (vermelho) sdo mostrados como fun¢do do nimero de vizinhos
ativos, o total de vizinhos € K = 20. A aproximacao € vélida para valores pequenos de vizinhos
ativos.

Este resultado € interessante, pois mostra que modelos com diferentes formas funcionais

para g, associado a ®(V'), terdo pontos criticos diferentes.

1 IJ
Exploramos primeiro o caso racional, neste caso, g = " j__“ : KF 7 lembrando que neste caso
T
K = Kg. Substituindo em 3.25 e simplificando obtemos,
2(K—1 IVJ+K(1— K(1—
K (T (K+1)+2K(1—pu)TJ K—1

Simula¢des realizadas concordam com resultados obtidos para esta aproximag¢do. Na Figura
3.3 vemos que a expressdo analitica obtida para a atividade estacionaria € coerente com 0s
resultados computacionais para valores de atividade baixa e K pequenos (K << N), o que é
esperado dadas as consideracdes feitas para esta aproximacao.

A equagdo 3.26 nos leva a conclusdo de que

. [FJ—(FJ)CF - Ess
(L)

K(1—p)

k1 e o expoente critico B = 1 concorda com a classe de

Logo, a curva critica é (I'J),, =
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Figura 3.3: Diagrama de bifurcaciao simulado (pontos) e analitico (linhas s6lidas). Simula-
¢oes realizadas com N=10000, u =0,0 =1=0,T"=1.

percolagdo direcionada de campo médio. A Figura 3.4 mostra que as curvas criticas encontradas
na aproximagao analitica concorda com resultados obtidos por meio de simulagdes. Na Figura
3.4.a e 3.5.a vemos como conforme o nimero de vizinhos K cresce, o resultado se aproxima
ao comportamento de campo médio em grafo completo (curva sélida) derivado em trabalhos
anteriores (Costa et al., 2017; Kinouchi et al., 2019; Galera e Kinouchi, 2020; Girardi-Schappo
et al., 2020).

Agora, exploremos o modelo quando temos a fun¢do de disparo linear saturante. Conside-

rando o potencial de membrana V no ramo linear 8 <V < VS, vemos que a probabilidade de

disparo devido a somente um vizinho ativo é g = ﬁ% Substituindo em 3.25 obtemos:
o= 2K(1— p)? {FJ—(I—M)} {FJ—(FJ)CF 3.27)
(T2 (K =1)+2K(1—w)TJ] [ (1—p) (LT)e '

Observamos que a curva critica obtida (I'J). = 1 — u é independente de K. As simulagdes
corroboram esta solu¢do analitica: no modelo com funcao de disparo linear saturante, o ponto

critico € independente de K (ver Figura 3.5).
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Figura 3.4: Diagrama de bifurcacao para modelo com funcao de disparo racional. Simula-
¢do da rede de neurdnios estocdsticos puramente excitatdria com topologia aleatoria K-regular.
Simulagdes feitas para: (a) Diferentes valores de K com vazamento y = 0, a linha sélida € o
diagrama analitico obtido em topologia de grafo completo derivado em (Costa et al., 2017;
Kinouchi et al., 2020). (b) Diferentes valores de vazamento com K = 32. (c¢) e (d) Diagramas
de bifurcacdo (a) e (b) com parametro de controle reduzido. Podemos observar o colapso das
diferentes curvas para valores pequenos de atividade, mostrando que os resultados analiticos
obtidos por meio da aproximag¢do de drvore sdo corretos.
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Figura 3.5: Diagrama de bifurcacio para modelo com funcio de disparo linear saturante.
Simulagdo da rede de neur6nios estocdsticos puramente excitatéria com topologia aleatdria K-
regular e N = 10000. Simulagdes feitas para: (a) Diferentes valores de K com vazamento
W =0, a linha sélida € o diagrama analitico obtido em topologia de grafo completo derivado
em (Girardi-Schappo et al., 2021). (b) Diferentes valores de vazamento com K = 32. (c¢) e (d)
Diagramas de bifurcacdo (a) e (b) com parametro de controle reduzido. Podemos observar o
colapso das diferentes curvas para valores pequenos de atividade.
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3.2.3 Caso excitatorio/inibitorio

Para valores pequenos de K¢ e Kj, a equacdo 3.21 (para o caso com fun¢do de disparo racional)
¢ facilmente expandida. Por exemplo, se considerarmos uma rede aleatéria com K = 10 e razdo
entre quantidade de neur6nios excitatérios e inibitorios 8 : 2, temos Kg = 8 e K; = 2. Para
p < 1, podemos expandir a equagdo de auto-consisténcia perto de p* = 0. Resolvendo em
aproximacao de segunda ordem (como feito no caso puramente excitatorio da sub-secio 3.2.2)

encontramos os pontos fixos p* = 0 (regime silencioso ou estado absorvente) e

o Qy+1)(Ty=1)[y(1—g)+1] C (328)
By[137*(1—g) + (16 —3g) + (g — 1) 2y + 1)(2y+3)O(1 — g) + 3]
1 I
onde y = ——J
l-u K
Podemos notar que,
_1 _ 1B
p o [yl 7] = {u] , (3.29)
7 Ye
onde B = 1. A linha critica é (I'J), = <M>, apresentando dependéncia em K. Supondo que
o valor 7, vem de Kg — 1, a expressdo geral da linha critica seria (I'J), = (%) Posterior-

mente, em uma derivacao analitica mais geral com relacdo ao nimero de vizinhos, mostraremos
que esta suposicao € acertada. Um fato importante € que a linha critica € independente dos pe-
sos inibitérios W, comportamento distintos ao observado no modelo de campo médio em grafo
completo (ver 3.14).

O modelo de campo médio de grafo completo derivado em trabalhos anteriores mostra que
a inibicdo atua como parametro de controle da rede. No presente modelo, poderiamos esperar
que o mesmo aconte¢a, ja que na equacdo 3.29 temos o termo [y(1 —g)+ 1]. Sendo assim,
poderiamos intuir que existe um valor g > 1 capaz de levar p* = 0. No entanto, observamos

que para qualquer valor g > 1, o termo que contem a funcdo Heaviside serd 0, o que nos leva a,

YDy =Dyl —g)+1) _ Cy+ DOy —1)
8y(13y+3)(r(1-g)+1) 8y(13y+3)

(3.30)

Assim, a atividade estaciondria € independente de g. Este resultado indica que ndao podemos es-
perar silenciar a atividade da rede aleatéria K-regular apenas incrementando os pesos sindpticos
inibitérios. Nao existe valor g. capaz de promover uma transi¢ao do regime ativo ao silencioso,

e portanto, g, € por consequéncia W, ndo € um parametro de controle do modelo, salvo que o
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tenhamos em topologia de grafo completo.
Estudemos o que ocorre para valores de g < 1 (peso sindptico inibitério menor ao exci-
tatério). Neste caso, conservamos o termo com a funcdo de Heaviside. Trabalhando com a

expressdo 3.28 obtemos

. QRy+1)[y(1—g)+1] B A%
P YOI —g) + Y+ 10) + 25 + 1] W‘”‘G(y’g’( " ) ’
. B
p* ~ G(T,J,W,p) {%} (3.31)

Vemos que a atividade estacionaria p* depende do valor da inibi¢do. Quando J > J, (regime
ativo, p > 0) o peso inibitorio contribui na modula¢do do nivel de atividade da rede. A Figura
3.6 mostra resultados obtidos em simula¢des. Notamos uma clara concordancia com as conclu-
sOes obtidas via raciocinio analitico. Para K < N, a inibicdo ndo consegue silenciar a rede. A
atividade estaciondria tende a ser independente de peso inibitdrio a partir de g > 1. Conforme
K cresce, mantendo N fixo, o comportamento das simulacdes tende lentamente ao observado

no grafo completo (linha sélida).
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0.00

Figura 3.6: Atividade estacionaria p* em funcao da razio g entre pesos inibitorio e exci-
tatorio. Simulacdo do modelo E/I em rede aleatdria K-regular com N = 10000, J =2, ' =1,
0 =1=0e u =0. Curva sélida mostra resultado analitico para grafo completo com funcao de
disparo racional, procedimento similar (Girardi-Schappo et al., 2021). Vemos que para valores
de K < N, por exemplo K = 5, o valor estaciondrio de p € independente de g quando g > 1,
como predito nos resultados analiticos. Conforme K se aproxima a N, 0 comportamento obser-
vado tende ao esperado para o grafo completo.

Seguindo o procedimento de substituir valores especificos de K = {5, 15,20} mantendo a
propor¢ao 8:2 entre excitatorios e inibitérios, expandindo e resolvendo a equagdo 3.21 em apro-
ximagdo de segunda ordem, foi possivel via indug¢do matemética obter a forma de G(I',J, W, u, Kg, K;).

A expressao encontrada foi,

1 ) 2y+1)(y(1—g)+1)
Keg—1) Key[x(v,8,Ke,Kp) +Q(7,8,Ke, K)O (1 —g) + K+ 1]

G(}/,g,KE,K[) == (

onde definimos

x(7.8.Ke. Ki)) = v (1—g)[2(Kg —K;)+1]+y[3(Ke —2K;)+ (1 —g) (K; + 1)+ 1],
QreKe k) = Kile—1)+7 (555 2K ) 476 1) (ke - K.

para simplificar a notacao.
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Figura 3.7: Diagrama de bifurcacdo para diferentes valores médios dos pesos sinapticos
inibitérios W. (a) Simulagdes realizadas com N = 10000, K =8, K; =2, =1leu=0=0 =
I = 0. Vemos como o ponto critico € independente do valor de W como predito analiticamente.
(b) Diagrama de bifurcag¢do com atividade reescalada com G(Kg, Ky, i,I',J,W). O colapso das
curvas para valores pequenos da atividade corroboram a validade do modelo de campo médio
de K finito desenvolvido.
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A solucao 3.31 € vélida para atividades pequenas e K < N, no entanto, podemos obter uma
aproximag@o mais simples trabalhando a equagdo 3.21. Notemos que ®(mg — gm;) = 0 para

mg < gmy. Logo, podemos escrever a soma respeito a mg como,

K, K,
p=(1-p) ). <K1)p’"’(1 —p)km Y. (KE>p’”E(1 —pyfe-me _YmE )
my=0 mp me=[gmy mg 1+ Y(mE - gm])
Vamos re-indexar a somatdéria com relacdo a mg usando mg =mg— [gmy] e K]E =K —
[gm;]. Além disso, sabendo que [gm;] < gm;+ 1, podemos aproximar [gm;] =~ gm;+ (107 1),

0 que nos permite escrever a equagao anterior como:

K K KIE K/ , , . m/
p=(1-p) Z ( 1>pm1(1_p>K1—m1 Z ( E)me—Hgm,](l_p)KE_mE Ymg

/ /o
0\ =0 mp 14 ymg

Agora, pensando em my como um nimero de neurdnios excitatérios “efetivos”, podemos

recorrer a aproximacao feita anteriormente para a funcio de disparo racional. Lembramos que

q= I I ¢ a probabilidade de disparar ao se ter apenas um neurdnio excitatério efetivo ativo
Y

na vizinhanga. Desta maneira, g € a probabilidade de ndo disparar ao ter um vizinho excita-

tério efetivo ativo. Sendo assim, escrevemos a probabilidade de disparo devido a mg vizinhos

. . . —m . ~
excitatdrios efetivos como ®(m};) = 1 — g™e. Com estas considera¢des, obtemos

K (K K (k! o :
p=1-p) Yo (M )pmia-p)im 3, (FE)omlenli po i1 g

m=0 \" my—0 \"E
P(my) P@:HX;meW)
(3.32)
Simplificando P(X = 1|X = 0,m},my),
K,E / , , , , K/E ! ! / /
=0 \"E =0 \"E
= pleml[1—(1-gp)| .
= pleml [1— (1 gp)fe-lem]] (3.33)

Substituindo 3.33 em 3.32, obtemos,
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K

K —m m — | &m
p = (1=p) X (M)omr—pymplen [ (1—gpy¥elen]

m1:O
Ki

KI my K]*l’l’l[ ’ng1—| KI KI my K]*I’n] ’7ng—| KE—[gmﬂ
= (1-p)| X pmi(1—p)ti—miplemit — y" p"i(1—p)ti—mipl&mil (1 —gp) :

mj mj

my=0 my=0

. . ~ _ = 8
Aqui, usamos novamente a aproximacao | gm;| ~ gmy, para escrevera = p8 e b = (—) ,

0 que nos leva a,

[ K; Ki
p = 1-p| X (M) team - ppm—(1-gp) ¥ (K’)<pz‘o>mf<1—p>’f1-mf],

_m1:0 ml m1:O mI
= (1-p) |(pa+1-p)i —(1-qp)* (pb+1-p)*]
= (1-p) [(1=pa)¥ — (1-gp)"* (1 - pb)"] . (3.35)

Note que, se ndo existem vizinhos inibitérios (K; = 0), retornamos para o resultado para o
caso puramente excitatorio ja obtido antes (equacao 3.24 da secdo 3.2.2).
Quando g > 1, depois de substituir podemos expandir 3.35 em torno de p* = 0 em aproxi-

macao de segunda ordem, o que nos leva a

Keq*(Ke —1)

: —K,) +p(1—Kgq) =0. (3.36)

p? <KEC]+

Os termos dependentes de g desapareceram, pois suas contribuicdes sdo dadas por termos

de ordem superior. Resolvendo encontramos a solugdo p* =0 e,

2
Yo Krpg—1) . 37
P K ala(Re — 1) 12— 2K, KF4 7Y G337
IJ
Substituindo g = K(l—_ruj), onde K = Kg + Kj,
K(1-p)
K(1—
bin 2K(1— ) [LJ + K(1 - )] Ly - St
(TJ)2 [Kg(Kg + 1) — 2K;] — 2K (1 — u)TJ (2K; — Kg) — 2K2K; (1 — p)? K[gjﬁ

(3.38)

(3.34)



44

K(1—p) B
I'J———+ rJ—(IJ),
*~G(.J.K.K -0 K-l ) (2T e .
p G( 7‘]7 5 E,[.L) K(1—p) (FJ)L ’ (3 39)
Ke—1
K(1-—
com isto, vemos que 3 = 1 e a linha critica é (I'J), = %, consistente com os resultados
-
encontrados anteriormente.
Quando a fung¢do linear saturante € usada, temos y = K(ff [y> com isto, vemos que,
. rJj_Xk (;{;#)
p* o< —x0n | (3.40)
Kg
Quando K; = 0, temos K% = 1, o que nos leva a uma linha critica independente do nimero de

vizinhos K, compativel com o resultado para o caso puramente excitatdrio visto anteriormente.

3.2.4 Proporcao de inibitorios e transicao de fase

Os resultados analiticos mostrados até aqui indicam que a intensidade da inibi¢do (W ou g =
W /J) ndo joga um papel relevante para a transicdo de fase. No entanto, a propor¢io de neurd-
nios inibitérios ¢ influencia sim, pois a curva critica depende da razdo Kg /K = p ou K;/K = gq.
O diagrama de fase obtido por meio de simulacdes computacionais confirma os resultados ana-
liticos (ver Figura 3.9), os pesos inibitorios modulam a atividade na fase ativa, mas ndo t€m
efeito sobre a linha de transi¢do de fase. O valor critico do produto JI" depende da propor¢ao
de neurdnios excitatorios e inibitérios, logo, mantendo fixo JI" e alterando esta proporcdo €

possivel provocar a transi¢ao da rede do estado inativo (fase absorvente) para o ativo.

3.2.5 Assimetria no efeito das sinapses inibitorias e excitatorias

Os resultados apresentados aqui s@o intuitivos, basta perceber que o efeito que estimulos ex-
citatérios e inibitérios t€ém na rede sdo fundamentalmente diferentes. Quando um estimulo
excitatorio ocorre, este pode ser propagado pela rede, impactando ndo sé os primeiros vizinhos
da fonte do estimulo, mas também, de maneira indireta, segundos, terceiros, até os N-ésimos
vizinhos. No entanto, quando um estimulo inibitério acontece, ele afeta somente os primeiros
vizinhos, estes estimulos ndo podem ser propagados, logo o efeito da inibicao tem sempre um

alcance curto em comparacdo ao efeito da excitacao.
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Figura 3.8: Diagramas de bifurcacio para modelo excitatorio/inibitério com funcao de
disparo racional. Simulacdo da rede de neurdnios estocdsticos excitatério/inibitério com topo-
logia aleatéria K-regular e N = 10000. Simulagdes feitas para: (a) Diferentes valores de K com
vazamento 4t =0, W =0.5e 6 =1 = 0. (b) Diferentes valores de vazamento com K = 10. (c) e
(d) Diagramas de bifurcacgao (a) e (b) com parametro de controle reduzido, podemos observar o
colapso das diferentes curvas para valores pequenos de atividade, mostrando que os resultados
analiticos obtidos por meio da aproximagdo de drvore s@o corretos.

Em topologia de grafo completo, a assimetria nos efeitos de correntes excitatdrias e inibi-
torias € irrelevante, pois todos os neurdnios sao vizinhos uns dos outros. No grafo completo,
excitacdo e inibicao tem efeito global “instantaneo”, ou seja: logo apds o estimulo ocorrer, eles
afetam todos os elementos da rede em simultaneo, o que permite que correntes inibitérias e
excitatdrias sejam compensadas instantaneamente, de maneira que, se a corrente inibitdria for
superior a corrente excitatdria, a atividade da rede cessard e a rede entrard no estado absorvente
(caso o campo externo seja nulo).

Em outras topologias, como a de redes esparsas, o nimero de vizinhos K € finito e muito
menor ao nimero N de elementos existentes na rede. Enquanto a excitagdo pode ser propagada
por toda a rede, a inibi¢do afeta apenas os primeiros vizinho da fonte do estimulo inibitério,

sendo este a causa da assimetria no papel de ambos mecanismos. Como K < N, a probabi-
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Figura 3.9: Diagrama de fase para o modelo em uma rede aleatdria esparsa com K = 10
e N = 10000 com diferentes intensidades nas sinapses inibitérias. (a-d) Sinapses inibitdrias
de W =0 a W =4. O mapa de calor indica a intensidade da atividade estacionaria p* obtidas
nas simulagdes e la linha pontilhada € a curva critica obtida analiticamente.

lidade de que neurdnios inibitdrios e excitatorias ativos tenham o mesmo alvo pds-sindptico
€ pequena. Sendo assim, em um regime de baixa atividade, é muito improvavel que um es-
timulo inibitério compense a excita¢do gerada por um estimulo excitatorio, permitindo a sua

propagacdo independentemente da for¢a dos pesos inibitdrios.

3.3 Psicofisica e faixa dinamica

A Psicofisica procura descrever como as sensagdes estdo relacionadas aos estimulos externos
que chegam no 6rgao sensorial (Fechner et al., 1966). Esta busca levou a leis psicofisicas, as
quais nada mais sdo do que fun¢des de transferéncia que mapeiam os estimulos externos I nas

respostas do sistema sensorial F(I).

Fmaxls
15+ I()S ’
€ a saturagdo e [y o estimulo que provoca uma resposta igual a metade da resposta maxima

Uma das leis psicofisicas mais conhecidas é a funcdo de Hill F(I) = onde Fy,
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Figura 3.10: Representacdo esquematica que mostra como o efeito da inibicao sobre a
atividade depende da topologia da rede. Redes Esparsa: Neur6nios excitatorios sao repre-
sentados como circulos e inibitérios como quadrados. Regido azul mostra processo inibitdrio
sem efeito direto sobre a atividade da rede. Regido amarela mostra a propagacdo de atividade
desencadeada por um disparo excitatorio. Regido verde mostra caso onde a atividade inibitdria
tem efeito sobre a atividade da rede. Grafo Completo: a inibi¢do sempre afeta a atividade da
rede.

(half-maximum response). A expressdo foi publicada originalmente no contexto da bioquimica
(Hill, 1910) mas foi utilizada posteriormente em psicofisica neural. Diferentes fun¢des como a
de Hill ttm em comum uma forma algébrica tal que F(I) < I* sendo s conhecido na literatura
de psicofisica como expoente de Stevens (Stevens e Stevens, 1975). Kinouchi e Copelli (2006)
mostram que leis parecidas com a de Hill, com expoentes s < 1, podem ser explicadas como
propriedades emergentes de redes de elementos excitdveis, como neurdnios, no regime critico.
No regime critico, em modelos que pertencem a classe de percolacdo direcionada (DP), o expo-
ente critico é s = 1/2, mas outros expoentes, inclusive irracionais, podem ser obtidos em redes
regulares de dimensdo d.

Outro aspecto importante do estudo da funcdo de transferéncia em modelos de redes neu-

ronais € a determina¢do da faixa dindmica de resposta, isto €, o intervalo de estimulos para
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o qual a variac@o a resposta da rede é facilmente discernivel (tipicamente se consideram es-
timulos que geram respostas F (/) entre 0.1 e 0.9 da resposta de mdxima) (Kinouchi e Co-
pelli, 2006; Galera e Kinouchi, 2020). A faixa dindmica é definida em decibéis como A(dB) =
10log;y (Io.9/Io.1). Sendo [l 1,1o9] o intervalo de estimulos que gera respostas [Fy 1, Fp.9] onde
Fy = Fy + x (Fpax — Fo). A fung@o de transferéncia empirica é definida como a média empirica
temporal da atividade da rede medida em uma amostra de tamanho 7, isto é F(I) = %Zp[r]
onde p|t] é a atividade da rede. !

Na criticalidade se obtém a faixa dindmica maxima (6tima), portanto, uma das vantagens
que uma rede neuronal teria ao operar no regime critico seria a maximizagao da sensibilidade
a estimulos externos (Kinouchi e Copelli, 2006; Shew et al., 2009). Em um trabalho anterior
Galera e Kinouchi (2020) explorou a faixa dindmica em duas redes quadradas acopladas mos-
trando que, como esperado, ela também é mdxima no regime critico das duas redes. Nesta se¢do
exploramos a fun¢do de transferéncia na rede de neurdnios estocasticos com topologia de rede
esparsa K-regular com fungdes de disparo diferentes (racional e linear saturante) e diferentes
propor¢des de neurdnios inibitérios g. A fungdo de transferéncia foi computada em uma janela
temporal 7" de 5000 passos de tempo.

Na Figura 3.11 vemos que, no regime critico, de maneira aproximada F (I) o< I 1/2 em todos
os casos explorados, independente da propor¢do de inibitérios ou da funcdo de disparo. No
entanto, vemos que a presenca de neurdnios inibitérios t€m um efeito sobre a resposta para
estimulos pequenos a médios (I < 10~!, diminuindo apreciavelmente a atividade da rede.

Com relagdo a faixa dinamica (ver Figura 3.12), observamos que a mesmo € considera-
velmente menor no modelo com a fun¢do de disparo linear saturante. A causa deste compor-
tamento € o termo de saturacdo da funcdo de disparo, pois a mesma satura para valores de
potencial de membrana muito menores que a funcdo racional (ver Figura 3.1). Isto promove a
saturacdo na atividade da rede para niveis de estimulo externo ainda pequenos (I ~ 10~!) em
comparacao ao observado com a fun¢do de disparo racional. Em ambos os casos vemos que a
inibicao reduz drasticamente o valor maximo da faixa dinAmica. No entanto, observa-se que no
regime supercritico (JI" > 1) a faixa dinAmica se mantém quase constante e bastante proximo
ao valor maximo (principalmente no caso racional), indicando que o efeito da inibicdo sobre
a atividade de certa maneira estabiliza a sensibilidade da rede, de tal maneira que mesmo em
regimes supercriticos manteria-se a funcionalidade da mesma. Isto indica que a inibi¢do faci-

litaria excursdes supercriticas dos parametros de controle sem comprometer consideravelmente
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Figura 3.11: Funcao de transferéncia vs corrente externa (/) com diferentes proporcoes de
neuronios inibitorios e para diferentes valores de ganho neuronal I'. Simulacdes em rede
esparsa K-regular com K = 30 e N = 10000. I entre 0.25 e 1.75 e pesos excitatérios igual a
(aJ= K(}(—g”) e()J= % de maneira que o ponto critico requer I'. = 1. Resposta critica
em vermelho. No caso da fracdo de neurdnios inibitérios ¢ = 0.2 o peso sindptico inibitorios
W = 2. O segmento de linha solida indica a funcao / 1/2,
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Figura 3.12: Faixa dinAmica A(dB) vs parimetro de controle com diferentes proporcoes
de neuronios inibitdrios (¢). A faixa dindmica é menor com a funcio linear saturante. Tanto
no caso linear saturante como no racional a presen¢a de neurdnios inibitdrios reduz considera-
velmente a faixa dindmica maxima, mas permite manté-lo mais ou menos constante no regime
supercritico. Simulagdes em rede esparsa K-regular com K = 30 e N = 10000.

a sensibilidade da rede.



Properly understood, homeostasis is life’s fundamental property, what

distinguishes it from non-life. In short, homeostasis is life

J. Scott Turner, 2017

Mecanismo homeostatico em redes de
neurdnios estocasticos integra-dispara com

vazamento

Neste capitulo, propomos uma solucao ao problema da auto-organizagao quase cri-
tica em redes esparsas de neurdnios excitatorios/inibitorios sumbmetidas a estimu-
los externos por meio de um sistema de mecanismos homeostaticos atuando sobre
0s pesos sindpticos, ganho neuronal e limiar de disparo. O mecanismo homeosta-
tico proposto atua na rede gerando adaptacao a estimulos externos, em um processo
andlogo a adaptacdo sensorial. Estudando as propriedades das diferentes dinami-
cas que compdem o sistema homeostitico, mostramos que, no modelo, um fator
importante por trds da auto-organizagdo na quase-criticalidade é a separagao entre
escalas de tempo das dindmicas homeostéticas. Esta conclusido provém da obser-

vacdo de leis de poténcias na distribui¢cdes de tamanho e duracdo das avalanches
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neuronais que obedecem a relacdo de expoentes de acordo as observacdes expe-
rimentais apenas quando se incrementa a separacdo das escalas de tempo. Sendo
assim, mostramos que € possivel obter SOqC, mesmo na presenga de estimulos ex-
ternos, toda vez que a adaptacdo aos estimulos seja lenta em comparagdo com as
escalas temporais intrinsecas da rede neuronal e da plasticidade sindptica, sendo
esta conclusdo independente da presenca ou nido de neurdnios inibitérios. Estu-
dando a resposta do sistema a correntes externas varidveis (tipo degrau), mostramos
que, em concordancia com os demais resultados, a funcdo de resposta da rede e a
faixa dindmica tendem ao comportamento critico, conforme cresce a separagao de

escalas de tempo das dinAmicas homeostaticas.

A ideia de criticalidade auto-organizada (Bak et al., 1987), onde um dado sistema dinamico
tem um ponto critico como um atrator, sem a necessidade de uma imposicao ad-hoc de valores
especificos nos seus parametros, em certo sentido nunca foi realmente alcancada. Os modelos
com maior sucesso apresentam conservacao de massa, como é o caso do modelo de pilha de
areia abeliana (Jensen, 1998; Dickman et al., 1998, 2000). Se pensarmos que um sitio relaxa
quando acumula mais de quatro grios de areia, e se o acoplamento entre vizinhos (grido de
areia comunicado) for escrito como J, entdo SOC apenas ocorre quando fazemos o ajuste fino
J =J.=1/4, ou seja, um grao para cada vizinho ou pelo menos 1/4 dos grios para os vizinhos
(alguns poderiam receber dois graos e outros zero graos). Assim, essa conservacdo de massa
pode ser vista como uma forma de ajuste fino, dado que o numero de graos dissipados na
propagacdo de uma avalanche é imposta como sendo igual a zero. Além disso, os modelos de
SOC requerem uma separagdo infinita de escalas de tempo entre campo externo (driving T;) € 0
tempo caracteristico das avalanches 7,, o que também pode ser visto como uma forma de ajuste
fino do tipo 7,/7; = 0.

Quando consideramos sistemas dissipativos como acontece com terremotos, fogo em flores-
tas e redes de neurdnios, foi encontrado que apenas a auto-organizacao na quase-criticalidade
(SOqC) € possivel (Bonachela e Mufioz, 2009; Buendia et al., 2020). O SOqC ¢é caracteri-
zado por oscilagdes estocasticas em torno do ponto critico. Muitos destes modelos incluem
estimulos (drive) e dissipacdo continuos, alguns dos quais podem ser visto como mecanismos
homeostéticos que dirigem o estado da rede em dire¢do ao ponto critico.

No caso dos modelos corticais, mecanismos para SOqC foram amplamente utilizados para

explicar a observacdo de avalanches neuronais (Beggs e Plenz, 2003; Beggs, 2008; Chialvo,
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2010; Munoz, 2018; Carvalho et al., 2021). O mecanismos mais estudado € o relacionado a
sinapses dindmicas (Levina et al., 2007; Bonachela et al., 2010; Zeraati et al., 2021; Pazzini
et al., 2021), no entanto, ganhos dindmicos (Brochini et al., 2016; Costa et al., 2017; Campos
etal., 2017; Kinouchi et al., 2019) e limiares de disparo (Del Papa et al., 2017; Girardi-Schappo
et al., 2020, 2021; Menesse et al., 2022) também foram estudados, uma revisdo completa dos
mecanismos pode ser encontrada em Kinouchi et al. (2020).

Na auséncia de mecanismos homeostaticos, o regime critico somente pode ser obtido com
um ajuste fino forte e ndo local, por exemplo, todos os pesos de acoplamento sinéptico J;; se-
guindo uma distribuigao P(J;;) tal que a média seja <J,~ j> =J = J. (parametro de controle ajus-
tado no ponto critico). Com um mecanismo homeostatico, esta restricdo ndo € necessdria, pois
poderfamos comegar com qualquer distribui¢do P(J;j|t = 0) e, depois de um transiente (pro-
cesso de auto-organizagdo P(J;j|t)), obtermos a distribuigéo estaciondria P*(J;j|t — o) onde
J' = / P (Jij) JijdJij = tli_>r£1° (Jij) = Je. O mesmo se aplica para qualquer outro parimetro do
sistema, por exemplo o ganho neural e o limiar de disparo. Isto é exatamente o que faremos a se-
guir: proporemos um mecanismo que atua sobre o0s pesos sindpticos (tipo plasticidade sindptica
de curto termo), ganho neural adaptativo e limiar de disparo adaptativo (correntes adaptativas)
para a auto-organizacao na quase-criticalidade da rede neuronal.

Tendo-se demostrado no capitulo 3 que a for¢ca dos pesos sindpticos inibitorios somente jo-
gam um papel na transi¢do de fase em redes de grafo completo, por simplicidade, a andlise e
simulagdes mostradas neste capitulo focam prioritariamente em pesos excitatorios. No entanto,
para completar a andlise, no final deste capitulo sdo mostrados resultados de simulacdes do
processo de auto-organizagdo quase-critica em redes que incluem inibicao e plasticidade sindp-
tica inibitéria, demostrando que os mecanismos homeostédticos propostos aqui, sao validos para

redes excitatorias/inibitdrias.

4.1 Sinapses dinamicas

Levina, Hermann e Geisel (LHG) (Levina et al., 2007, 2009) mostraram que uma rede de neurd-
nios integra-dispara com sinapses depressivas pode levar a rede para a regido critica. Bonachela
et al. (2010) estudaram com profundidade esse sistema e mostraram que o mesmo nao é exata-
mente critico, mas flutua em torno do ponto critico. Esses pesquisadores chamaram esse fend-

meno de quasi-criticalidade auto-organizada (self-organized quasi-criticality ou SOqC). Esse
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fendmeno € bastante geral, pois € caracteristico de sistemas nao conservativos como € o caso
das redes neuronais.

Traduzido para nosso sistema de neurdnios com tempo discreto, a dindmica sindptica tipo
LHG para sinapses de pulso pode ser escrita como (Brochini et al., 2016; Kinouchi et al., 2019;
Girardi-Schappo et al., 2020; Menesse et al., 2022):
! (Auﬁf—uﬂ

Jilt+1) =l + U [ﬂ) —Updijle]X;le], @D

onde A;;(1 — u;)/T[t] € o nivel basal da sinapse, 7; é o tempo de recuperagioe 0 < U; < 1éa
fracdo da forca sindptica deprimida apés o disparo X;[t] € 0,1 do neur6nio pré-sindptico.

O acoplamento com (1 — y;)/I'; é necessdrio, pois como mostrado em trabalhos anterio-
res (Brochini et al., 2016; Girardi-Schappo et al., 2020), o modelo tem uma linha critica em
Je = (1 —u)/T. Este acoplamento introduz uma dependéncia do tempo efetivo de recuperacio
das sinapses com o ganho e o parametro de vazamento. Do ponto de vista bioldgico, este aco-
plamento entre sinapse e excitabilidade neuronal (ganho) poderia ser mediado por sinaliza¢do
retrograda (active dentritic spikes) (Spruston et al., 1995; Gollo et al., 2009)).

Poderiamos também incluir uma equagao semelhante para os pesos inibitorios, no entanto,
como foi mostrado no capitulo anterior, em redes com topologia diferente da de grafo completo,
0s pesos inibitdrios ndo t€m efeito sobre a transi¢cdo, logo por simplicidade tomamos esses pesos

como constantes.

4.2 Ganho neuronal dinamico

Sabemos que neste sistema, o0 ganho neuronal também cumpre o papel de parametro de controle.
Sendo assim, convém definir também um mecanismo homeostatico para o mesmo. Neste caso,
o ganho neural homeostatico foi modelado por uma dindmica LHG (Brochini et al., 2016; Costa

et al., 2017; Kinouchi et al., 2019):
1
Fi[t -+ 1] = Fi[t] —+ ‘C_ (B,' — Fi[l]) — UFF,'[Z‘]X,'[Z] . (42)
T

Notar que para ganhos neuronais temos apenas N equacdes em vez das N(N — 1) equagdes para
sinapses (4.1), o que possibilita a simulacdo de sistemas bem maiores quando considerados os

pesos excitatorios e inibitdrios como constantes.
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4.3 Limiar de disparo adaptativo

Para alcancar a criticalidade, também € necessério que o estimulo efetivo (campo externo efe-
tivo) h tenda a 0. Para sistemas de spins, o campo magnético externo nulo € uma condi¢do
natural, mesmo que isso implique uma operagao de ajuste fino raramente discutida na literatura
de avalanches neuronais (Williams-Garcia et al., 2014; Girardi-Schappo et al., 2020; de Candia
et al., 2021). No entanto, para neur6nios integra-dispara, essa condi¢do ndo € nada natural:
devemos fazer um ajuste fino a fim de obter o limiar 6, = I /(1 — i) com o objetivo de alcan-
car hp =1 — (1 — u)6 = 0 (Girardi-Schappo et al., 2021). Logo, é necessario um mecanismo
homeostético que faca & tender a zero.

Propomos aqui um mecanismo de adapta¢do do limiar de disparo:

Ol +1] = 6,]1] — %Bi[t] + UpOi]X[1] = B[] — %9,- 4bU6XE.  (43)

Notar os sinais trocados em relacdo a dinamica LHG, pois o aumento de 6 tem um efeito
inibitorio. As constantes de depressdo 7Ty e de recuperacdo Uy sdo dadas como multiplos das
constantes de recuperagdo e depressao dos pesos sindpticos, isto porque as relagdes entre estas
constantes sdo importantes para a estabilidade e efetividade do processo de auto-organizagao,

como sera mostrado mais adiante neste texto.

4.4 Atrator da dinamica

Podemos obter um modelo de campo médio tomando diretamente as médias dos mapas associ-

ados a cada varidvel de estado dos neurdnios. Considerando que o parametro de vazamento nao

altera a natureza da transicao, apenas desloca o ponto critico, vamos considerar u = 0. Perceba

que a atividade da rede em um instante ¢, p[f], por defini¢do, é igual a média empirica do es-
N

tado dos neur6nios, ou seja, pt] = ]%/ZXI’ [t]. Considerando que a média empirica se aproxima
i

a média real conforme N — oo, temos que p ~ (X,,), logo ao tomar a média dos termos nos



56

mecanismos homeostaticos temos:

Ji+1] = J[t]+rl] (%[it]—][t]) —ulpl, 4.4)
Cie+1] = T+ (8- T) - Uil @45)
olr+1] — e[r]—alrje[r]wyee[;]p[t], .6)

onde J[t] = (J;;[t]), Tr] = (Ty[r]) e O[t] = (6;[r]). Aqui foi considerado que <%[l}> A m,
o que € valido se a distribui¢do de I tiver desvio-padrao pequeno em relagdo ao valor médio.
Perceba que o estado estaciondrio de 0[t] ndo fica definido pelo sistema de equa¢des homeos-
taticas, pois a varidvel 6 desaparece da expressdo 4.6. Para determind-la devemos conhecer a
expressao para p*, no entanto, as equacdes obtidas no capitulo anterior para o caso excitatorio
puro e excitatorio/inibitério consideram sempre I = 0, ndo sendo uma expressao geral o sufi-
ciente para descrever o comportamento do sistema sob efeito de campos externos. No entanto,
para o caso puramente excitatorio, uma equagdo de campo médio em grafo completo foi obtida

em trabalhos anteriores (Costa et al., 2017). No limite K = N — 1 — o (grafo completo) a

evolucdo da atividade pode ser calculada partindo da expressao:
ple+1)= [ SVINR(VI)aV. @7

onde P, (V[t]) é a densidade de probabilidade de um neurénio estar entre V e V + dV no tempo
t. Esta densidade é igual a P,(V) = p[t]6(V)+ (1 — p[t])6(V[t] — V), pois a propor¢ao p[t| de
neuronios que disparam no tempo ¢ tem o seu potencial levado para o valor de repouso (V = 0),
enquanto que o resto, a propor¢do (1 — p[t]), tem o potencial V[¢]. Substituindo ®(V[t]) e
integrando, aproveitando as propriedades da funcdo delta, para a fun¢cdo & racional obtemos o

mapa,
L[t]) (h[t] + Jt]p[r])
L+ Tt] (he] +J[t]p[t])

ple+1]=(1—plt) (4.8)

No estado estaciondrio, o campo externo efetivo h* =1 — 0%, pode ser obtido a partir de 4.8.

Ao expandir #* em funcdo de p temos,

p*Z

_ 3
i op’), 4.9)

1
(v )

mostrando que existe uma dependéncia em primeira ordem com p.
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Quando u # 0, por meio de raciocinios “frequentistas’” nao rigorosos, como feito no capitulo
anterior, podemos considerar que a atividade p* € igual a probabilidade de selecionar aleatoria-
mente um neurdnio e que este dispare no instante seguinte, o que serd igual a probabilidade de

encontrar o neurdnio inativo multiplicado a probabilidade do neurdnio inativo disparar, isto €,

pr =(1-p) DV . (4.10)

Neste raciocinio, a probabilidade de disparo do neurdnio dependera do valor estacionario

do potencial de membrana, ou seja,

* __ 1 *
1% —I_H(I—Jp ), (4.11)

sendo assim, obtemos a equagdo de auto-consisténcia,

o (" +Jp%)

p*=(1-p") — o~ (4.12)
O que nos leva a uma expressao mais geral para o campo externo estaciondrio,
1—
h=I-0"~p* (W*— F*“>+ﬁ(p2). (4.13)

No estado estaciondrio (J[t + 1] =J[t] =J* T[t+1]=Tt] =T"e O]t + 1] = O[t] = 6%),
por meio de simples manipulacOes algébricas nas equacdes 4.4,4.5 e 4.6 obtemos as demais

componentes do ponto fixo:

1

= — 4.14
p b0, (4.14)
y B
1+ abty Uy
A
J' = (4.16)
(14 -7)
(4.17)
Em redes esparsas, o regime critico requer p. = 0", JT = (Zfi )IK e he — 0. Ou, no caso
puramente excitatério e com K grande, dado que % — 1, JT'= (1 —p). Ao compararmos

estes requerimentos com o ponto fixo vemos que duas condi¢des sdo necessdrias para que o
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sistema alcance um estado quase-critico. Primeiro, ab > 1, o que significa uma grande se-
paracdo de escalas de tempo das dinamicas de J e 0, sendo que a separacdo de escalas de
tempo € uma caracteristica comum em modelos de SOC (Pruessner, 2012). Segundo, para obter
h=0 (p*z) ~ 0 (Girardi-Schappo et al., 2021; de Candia et al., 2021; Menesse et al., 2022)

é necessdrio que A = (4;) ~

R %, ou A = 1 (no caso de sistema puramente excitatério com

K grande). Note que dado estas condi¢des, o primeiro termo de 4.13 desaparece, deixando a
dependéncia correta i ~ p*2 que, no modelo estatico, define o expoente de campo &, = 2 para o
campo médio de uma transicao tipo Percolacdo Direcionada (Henkel et al., 2008; Muiioz et al.,

1999).

4.4.1 Analise de estabilidade

Resultados preliminares obtidos por meio de simulagdo computacional mostraram que a estabi-
lidade do ponto fixo depende dos pardmetros (a,b) que definem a escala de tempo do sistema,
onde a relacdo entre escalas de tempo da dindmica sinédptica e do limiar de disparo € um fator
importante. Para confirmar estes resultados, foi realizado uma anélise de estabilidade linear do

sistema. A matriz Jacobiana do sistema €,

[ —CT*J* (p*—D)+(C+1) T ¥ (p*—1)—C(pn—1)] p*(p—1) (p—1)(J*p+h) (p—1)
(C+1)*(u—1) (C+1)*(u—1) (C+1)*(u—1) (C+1)*(u—1)
7= —uy —puytl-g 0
—Tug 0 —pug+1-— % 0
I bOu, 0 0 bpuj+1— =
(4.18)

onde C = (mﬁjff_e)-l—l).

No caso de um sistema com ®(V) linear saturante, se assumirmos que o sistema tipicamente
se encontra em um regime de tensdo 6 <V < Vi, chegamos no mesmo ponto fixo no limite
ab>1e A =~ 1, mas a Jacobiana € mais simples. No entanto, em nenhum dos casos o sistema
¢ analiticamente tratdvel. Logo, a estabilidade do ponto fixo pode ser estudada definindo os
valores para o diferentes termos da matriz e obtendo numericamente os autovalores de ¢ .

Em sistemas discretos, o ponto fixo € um atrator se 0 modulo do maio autovalor (autovalor
dominante) for menor que a unidade, |A;|< 1. Se a parte imagindria de todos os autovalores é
nula, se trata de um nodo estdvel, no entanto, se existir pelo menos um par conjugado o ponto

fixo é um foco estdvel. No caso de |A;|= 1, temos um ponto Lyapunov estdvel, que é um ponto
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neutro se a parte imagindria de todos os autovalores for nula, ou um centro neutro se tivermos
um par conjugado de modulo 1. E finalmente, se o |A4|> 1, temos um ponto instéavel.

Além disso, o argumento @ dos autovalores proporciona informag¢do sobre oscilagdes do
sistema perto do ponto fixo. Resultados obtidos por meio de simulagcdo mostraram que regimes
estaveis, segundo a andlise de estabilidade, mas onde ocorrem oscilagcdes de maior frequéncia
@ > 0.04 radianos sobre At segundos, t€m oscilagdes estocdsticas de maior amplitude perto do
ponto critico, com excursdes grandes no regime supercritico. Este comportamento gera avalan-
ches que ndo respondem ao esperado para a classe de universalidade de percolagdo direcionada
(Girardi-Schappo et al., 2020, 2021), no entanto, este fato nio foi notado e discutido em traba-
lhos anteriores.

Na figura 4.1 vemos a regido no espaco de parametros a,b onde o ponto fixo € assintotica-
mente estdvel e portanto um atrator da dindmica. O comportamento € 0 mesmo tanto no modelo
com a funcao de disparo racional como com a funcao linear saturante. Conforme a corrente ex-
terna / aumenta, a drea da regido estdvel diminui e a o argumento do autovalor aumenta, logo
ocorrerd um aumento na frequéncia das oscilacdes. A regido adequada para a auto-organizagdo
quase-critica € a de argumentos @ pequenos, pois nela o campo externo efetivo se aproxima a
0 em ordem ¢'(107>) (Figura 4.2). Podemos observar que nio é necessario um ajuste fino nos
parametros a, b, pois para um dado valor de a existe um conjunto de valores b adequados para
obter a auto-organizacdo quase-critica.

O fato da corrente externa alterar apenas ligeiramente o diagrama de estabilidade do ponto
fixo, mostra que o mecanismo homeostitico apresenta robustez, responderd aceitavelmente a
variacOes de corrente da entrada um determinado intervalo de intensidade de corrente, podendo
esta variacdo ser de até 4 ordens de magnitude, como mostrado aqui. No entanto, para garantir
a estabilidade do sistema a diferentes intensidade de corrente, poderia se pensar em um meca-
nismo de adaptag@o na varidvel b ou, em todo caso, no termo de depressdo sindptica Uy, sendo
o segundo ja conhecido na literatura (Tsodyks e Markram, 1997; Levina et al., 2009). Explorar
mecanismos de facilitagdo semelhantes ao associados a U; ficard como objetivo para futuros

trabalhos.
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Figura 4.1: Diagrama de estabilidade do campo médio e diferentes valores de corrente de
entrada (I). Argumento (mapa de calor) e modulo (linhas de contorno) do autovalor dominante
do mapa de campo médio 4-dimensional. Regides coloridas correspondem a sistemas com
ponto fixo estdvel, e regides brancas a dindmicas com ponto fixo instaveis. Correntes (esquerda

para direita) I = [10_4; 1073:1072; 10_1].
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Figura 4.2: Campo externo efetivo em simulacoes com redes aleatérias no modelo com
diferentes valores de a, b e I = 0.1. Avalanches que seguem aproximadamente leis de poténcia,
suficientes para explicar dados experimentais, sdo observadas na regido azul. Também sio
mostradas as linhas de bifurcac@o e transi¢des observadas na andlise de campo médio.
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4.5 Simulagoes

4.5.1 Processo de auto-organizacao quase-critica

Foram feitas simulagdes com dindmica temperada (quenched) do modelo homeostatico pura-
mente excitatorio em redes aleatdrias K-regulares. O objetivo foi comparar os resultados de
campo médio com as simulagdes. Para isso foram obtidos os valores médios de cada varidvel
homeostética ao longo da evolu¢do temporal do sistema.

Com relacdo aos parametros associados a escala temporal de cada dindmica, para as varia-
veis J e I foram utilizadas valores da ordem de 10? ms (77 = 300 e 7 = 100), desta maneira,
o produto JI" evolui a uma taxa relativamente proxima a da dindmica de propagagdo de ativi-
dade da rede. Por outro lado, 7y é algumas ordem de magnitude maior que os demais, pois o
limiar adaptativo 6 € pensado aqui como um mecanismo de regulacdo homeostética de resposta
lenta (a = T /77 > 10°), 0 qual ocorre a escalas de tempo muito maiores que a da dindmica da
atividade da rede.

Condig¢des iniciais para as varidveis homeostaticas foram escolhidas a partir de quatro con-
juntos diferentes de distribui¢cdes. Para uma dada simulagdo, os valores I';[0] provém de uma
distribuic@o constante igual a 0.5 e 1.5, enquanto que 6;[0] foi obtido de distribui¢cdes normais,
uma com média 0.75 e outra com 1.25, ambas com desvio padrdo 0.01, e J;;[0] foi obtido de
uma distribui¢do uniforme no intervalo [0;2].

No modelo estatico foi observado que o pardmetro relevante é o produto JI', motivo pelo
qual se fez uso da varidvel W = JT nas figuras referentes a evolugdo temporal do sistema.

Os resultados das simulagdes sdo apresentados nas Figuras 4.3 e 4.4. Em todos os casos,
as trajetdrias seguidas em simulag@o sdo aproximadamente idénticas as obtidas pelo mapa de
campo médio, partindo de diferentes distribuicdes iniciais, todas as varidveis evoluiram ten-
dendo ao atrator quase critico (levemente subcritico). As oscilagdes estocdsticas em torno do
atrator (Figura 4.4) tém amplitude média aproximadamente igual a 0.01 em W e 10~* em h.
Se observa que no regime estaciondrio, na atividade p se observa a emergéncia de avalanches
neuronais (ver Figura 4.3.b).

As avalanches foram estudadas para sistemas com diferentes valores de separacdo de escala

de tempo entre a dindmica de W e 6 (parAmetro a) e diferentes tamanhos N do sistema.
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Figura 4.3: Auto-organizacio de W|t] = J[t]T[t] e 0[t] partindo de diferentes condicdes ini-
ciais (azul e vermelho). Os valores “alvo” sio 6, =1 =0.1(cuh=1—0=0)e W, = 1. (a)
Séries temporais para 0t] (encima), W [t] (meio) e p|[t] (verde, embaixo). Campo médio (linhas
ponto-traco) e simulacdo rede aleatdria (linhas s6lidas) com K =32 e N = 10000 neurdnios com
fun¢do de disparo @ (V) linear saturante. (b) Avalanches emergem para valor p[t] estaciondrio.
Parametros: 7y =300, 7t =100, U; =Ur=0.01,B=A=1,a=5000¢ b = 0.05.
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Figura 4.4: Espaco de estados. Auto-organizagio vista no plano W x h para quatro diferentes
condig¢des iniciais (tridngulos pretos), corrente de entrada / = 0.1, em uma rede aleatéria com
K =32 e N = 10000 neur6nios. A evolucdo temporal do sistema € indicada por flechas e
o cddigo de cores para o tempo (cores azuladas indicam proximidade as condi¢des iniciais €
avermelhadas proximidade a o estado estaciondrio). Parametros: 7; = 300, 7 = 100, U; =
Ur =0.01,a=5000¢e b =0.05
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Ao longo do processo de auto-organizacao, ja no regime estaciondrio, foram medidos o tamanho

e duracdo de 10° eventos de avalanche. As avalanches foram aqui definidas como a soma

de toda a atividade entre duas visitas consecutivas ao estado absorvente do sistema estatico

(p = 0) (Muiioz et al., 1999). Em outras palavras, somamos os disparos Np[t] de todos os

passos de tempo entre dos instantes subsequentes no qual pt] é igual a zero. Este método nédo

requer a definicdo arbitraria de um limiar de atividade (thresholding), pois faz uso do estado

silencioso da rede, evitando assim os problemas gerados pelo thresholding na estimagdo dos

expoentes (Villegas et al., 2019). Por outro lado, dado que 7 > 0, é possivel que avalanches

surjam separadamente e se juntem (superposicao de avalanches) de modo que o sistema poderd

parecer supercritico. Veremos como tratar esse problema mais tarde.
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Figura 4.5: Leis de poténcia nas distribuicoes de tamanho e duracao de avalanches para
valores crescentes de a e tamanho de rede N. A primeira e segunda linhas mostram a distri-
bui¢do de tamanho e duracgdo, respetivamente. A concordincia com as leis de poténcia (linhas
pontilhadas) esperadas aumenta conforme a cresce. Resultados foram obtidos para simulagdes
temperadas de um grafo aleatério direcionado K-regular com K = 32. Parametros: (a,d) a = 10*
eb=8x10"2,(be)a=10eb=10"2e(c.)h)a=10°eb=1073.

Perto do ponto critico, se espera que o tamanho s das avalanches e a duracdo d estejam
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distribuidas de acordo com a fungdo acumulada complementar F(s) = P(S > s) ~s! T e F(d) =
P(D>d) ~ d' % respetivamente, com expoentes T = 3 /2 e t; = 2 (expoentes para 0 campo
médio da classe de universalidade da percolacdo direcionada) (Henkel et al., 2008; Pruessner,
2012). Foi utilizada a fun¢do acumulada complementar pois elas sdo mais convenientes, ja que
sdo fungdes monotdnicas facilmente calculadas a partir dos dados sem depender de nenhuma

operacdo de binning (Girardi-Schappo et al., 2013).
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Figura 4.6: Escala de tamanho para distribuicio acumulada complementar do tamanho e
duracao de avalanches para a crescente e diferentes valores de N. A primeira linha mostra o
colapso das distribui¢cdes acumuladas complementares F(s), e a segunda linha para distribui¢do
acumulada complementar da duragio F(d). O colapso melhora conforme a cresce. Resultados
foram obtidos para simulagdes temperadas de um grafo aleatério direcionado K-regular com
K = 32. Pardmetros: (a,d)a=10"eb=8x1072, (be)a=10eb=10"2e (c.H) a=10%¢
b=10"3.

Apresentar os expoentes corretos nas distribuicdes de tamanho e duracdo de avalanches nao
€ uma condi¢do suficiente para identificar a criticalidade (Touboul e Destexhe, 2017; Girardi-
Schappo, 2021). Assim, investigamos também a lei de escala entre tamanho médio das avalan-
ches em fungdo a duragio (s) (d) o< d™. A relagdo tedrica mpeory = (4 —1)/(T—1) =256 ¢

satisfeita para sistemas no estado critico. Para comparar os resultados obtidos nas simulagdes,
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definimos o coeficiente de distancia a criticalidade dcc como dcc = |[Mypeory — Mfirteal, Onde
M fisteq € Obtido ajustando uma reta diretamente dos dados de (s) versus d ap6s linearizagdo,
similar ao proposto por Ma et al. (2019). Para calcular o dcc tomamos o valor médio dos m fjsreq
ajustados para diferentes valores de N e trés valores diferentes de pares (a,b).

As distribui¢des do tamanho e duracdo das avalanches sdo apresentadas na Figura 4.5. Na
Figura 4.6 mostramos como a escala de tamanho finito melhora conforme aumenta a separagao
de escala de tempo a.

A Figura 4.7 mostra que a relagdo de expoentes tende a relacdo tedrica esperada conforme a
separacdo de escala aumenta, tanto que para a = 10° a coeficiente dcc < 0.01. Estes resultados
mostram que o mecanismo homeostatico proposto € totalmente capaz de dirigir o sistema para a
criticalidade. Sendo claramente diferente de outras dinamicas propostas na literatura, dado que
estudos prévios levaram o distribui¢des de avalanches pouco claras, ou falham em reproduzir a

lei de escala entre tamanho médio e duracao de avalanches.

Incrementando a (& =a)

v

a=1x10* a=1x10°% a=1x10°
106 (a) 106 (b) 106 (c)
° N=164000 --- Fitted
5 N= 32000 5 2 5 3
10 N oo / 105] — <s> =d # 10 /
N= 8000 . o
104 5 104 . 104 -
A
n 103 103 103
v
102 Mipeory = 2 102 102
101 mﬁfted=1.7810.03 101 Meitted = 1.88 £0.02 101 mﬁfted=1.91010.004
100 dcc=0.22 100 dcc=0.12 100 dcc =0.09
10° 10t 102 103 100 10! 102 103 10° 10! 102 103
d d d

Figura 4.7: Tamanho médio vs duracio das avalanches para valores crescentes de a e tama-
nho da rede N. Média das condig¢des iniciais: 8[0] = 0.09,'[0] = 0.75 com W[0] = 1, corrente
de entrada I = 0.1. (a) ParAmetros a = 10*e b =8 x 1072. () a=10°e b= 1072, (c) a = 10°
eb=103. A relagdo de expoentes ajustada (m i;0q) € 0 coeficiente da distancia a criticalidade
(dCC = ‘mtheory - mfittedD

4.5.3 Escala e quase-criticalidade

Uma fungdo de escala para o tamanho de avalanches é definida como ¥ (s) = g2s*P(s/s.), onde
Se = qlND ¢ o tamanho de corte das avalanches (cutoff size), sendo D a dimensionalidade do

sistema. Em um sistema critico, esta funcdo levaria ao colapso (superposi¢ao) das distribui¢des
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de tamanho das avalanches, sendo o mesmo vélido para a duragdo de avalanches com sua res-
pectiva funcdo de escala. As quantidades g; e g, chamados de coeficientes métricos, ndo sao
universais, variam dependendo da distribuicdo (Pruessner, 2012).

Para que os expoentes do tamanho e duracdo das avalanches estejam bem definidos, os co-
eficientes métricos devem ser independentes do tamanho do sistema N. A falha no colapso dos
dados para valores pequenos de a mostrados na Figura 4.6 indicam que os coeficientes apresen-
tam uma dependéncia (ndo trivial) com N (Menesse et al., 2022). Esta se torna insignificante
conforme a cresce, pois o sistema se aproxima mais e mais ao regime critico. O comportamento
descrito € apoiado pelas equacdes do ponto fixo obtido no campo médio, pelos resultados nu-

méricos da amplitude de # mostrado na Figura 4.2, assim como pelo dcc mostrado em 4.7.

4.5.4 Relacao entre superposicio de avalanches, tamanho do sistema N e

separacao de escalas de tempo das dinimicas homeostaticas

Devemos perceber que a dependéncia com N do coeficiente métrico para a pequenos € esperada
devido a natureza quase-critica do sistema homeostético. Ela pode ser entendida intuitivamente
como fruto da superposi¢do de avalanches.

Para explicar a dependéncia entre superposicdo de avalanches (tempo de separagdo entre
eventos), tamanho do sistema e separacao de escalas de tempo da dinadmica (a), apresentamos
a distribuicdo de campo externo efetivo sobre cada neurdnio /; no instante exato onde ocorre
a transicdio de pt] = 0 para p[r+ 1] > 0 (ver Figura 4.8). Separamos as subpopulacdes de
neurdnios sobre os quais 2 < 0 e &> 0 como N, e N, respetivamente. A probabilidade do
i-ésimo neurdnio disparar quando p[t] = 0 é ®(V;) = I;h; (nesse caso I fica perto de 1), logo
®(V;) = h;. A subpopulacdo N, ¢ a tnica capaz de disparar no instante seguinte de tempo
(t+ 1) pois tem campo externo efetivo #; > 0. Sendo (h) 0 valor médio de / atuando sobre a
subpopulacdo N, o niimero esperado de disparos no tempo  + 1 (f onde p = 0 paraz+ 1 onde
p > 0) serd Ny (h) ,.

Para que a superposi¢do de avalanches seja um evento raro, é necessario que o produto
Ny, (h) » seja muito pequeno. Os dados apresentados na Figura 4.8 mostram que a subpopula-
¢do N, cresce com N (mesmo que a propor¢ao N, /N, diminua), enquanto o valor médio (/) »
¢ quase independente do tamanho do sistema, ou seja, o produto N, (k) p cresce com N. No

entanto, (h) varia com a dinimica do limiar de disparo (0) e portanto depende da separagio

p
de escala de tempo a, diminuindo conforme a cresce. Dito isto, com um valor fixo a, a proba-
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Figura 4.8: Distribui¢do do campo externo efetivo sobre os neurdnios. Distribui¢do de A;[t]
no instante ¢ anterior da transigdo silencio-ativo (p[t] =0 — p[t + 1] > 0). As barras amarelas
indicam a superposicdo com s > 0 (neurdnios com campo externo efetivo positivo sdo capazes
de disparar espontaneamente). N, e N, indicam o tamanho das subpopulagdes com 47 < 0 e
h > 0 respectivamente. Simula¢des com (a) N =4000 e a = 10%; (b) N = 4000 e a = 10°; (¢)

N =32000e a=10* e (d) N = 32000 e a = 10°.
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bilidade de disparos espontaneos cresce com N, em consequéncia, a probabilidade de ocorrer
uma superposicao de avalanches também cresce com N, gerando o comportamento observado
na escala de tamanho finito (finite-size scaling) para N grande e a pequenos (4.6). Em sintese,
conforme a cresce, a separacdo de escalas de tempo imposta por a gera h — 0 o que por sua
vez, tende a eliminar a superposi¢ao de avalanches e melhorar o colapso das distribui¢des como

visto na Figura 4.6.(c).
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Figura 4.9: Proporc¢ao de disparos nao correlacionados no inicio de uma avalanche para
diferentes valores de separacao de escalas de tempo a e tamanho do sistema N. A propor¢do
€ o numero de eventos (avalanches) comecando com dois ou mais disparos nao correlacionados
medidos sobre 50000 eventos.
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Figura 4.10: Tempo médio de separacao entre eventos. Tempo medido em niimero de passos
de tempo. Média tomada sobre 50000 eventos apos descartar o transiente em simulagdes feitas
com rede aleatéria K = 32 e fungdo de disparo linear saturante. Parametros: Ty = 300, 1 =
100, Uy =Ur=0.01,A=B=1,I=6[0]=0.1e J[0] =T[0] = 1.

Na Figura 4.9 mostramos como o nimero de disparos nao correlacionados ao inicio das ava-
lanches cresce com o tamanho do sistema N e diminui com a separagdo de escalas de tempo a.
Disparos ndo correlacionados gerados pelo campo externo efetivo 4 podem ocorrer durante ava-
lanches, mas estes disparos sdo mais dificeis de medir e ndo foram considerados aqui. Evidéncia

complementdria € apresentada nas Figuras 4.10 e 4.11. A primeira mostra como o tempo médio
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de separagdo entre avalanches consecutivas cresce com o incremento de a e decresce como N.

A segunda mostra por meio de um raster plot como o periodo de silencio na atividade cresce

com a separacao de escalas de tempo a.

Neuron Index Neuron Index

Neuron Index

e i e A
T At e et it

.....

br

RGN -

—
[
e

M

1
SR
¥

i S

L

4

H

W kg m e .

10000

20000

I
:

5‘._ HEPW :‘::

Time

e e pm——— ———

T

=E

0T *T

NI xT=¢

) B Opuejuswiaiduj

i
01

(e=

Figura 4.11: Raster plot de 1000 neuronios selecionados aleatoriamente para valores cres-
centes: a = 10*,10° e 10°. Sdo mostrados 5 x 10° passos de tempo apds o transiente. Simu-
lagdes feitas em redes aleatdrias com K = 32 e N = 4000 e fun¢do de disparo linear saturante.
Parmetros: Ty = 300, 7 = 100, Uy =Ur =0.01,A=B=1,1=0[0] =0.1 e J[0] =T[0] = 1.

4.6 Resposta do sistema homeostatico a entradas variaveis

Uma das vantagens de operar no ponto critico € a maximizagdo da faixa dinamica (dynamic

range) a estimulos externos. No trabalho classico de Kinouchi e Copelli (2006) com uma rede

de automata celulares aleatoria, foi mostrada que a faixa dindmico € maximizada na criticali-

dade. As fungdes de transferéncia tipo F(I) o< I com s < 1, compativeis com resultados da

psico-fisica (Stevens e Stevens, 1975), s@o uma propriedade emergente de sistemas de elemen-

tos excitdveis na criticalidade (ver também o caso de duas redes quadradas criticas acopladas
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de neurdnios IF estocdsticos (Galera e Kinouchi, 2020)). No entanto, se o sistema sob a¢do
do mecanismo homeostaticos proposto aqui tende a cancelar os estimulos externos /, como se-
ria possivel manter um nivel 6timo de resposta a eles? Esta questdo foi levantada no trabalho
Menesse et al. (2022).

Aqui apresentamos o resultados de simulagdes feitas em uma rede aleatéria K-regular de
neurdnios estocasticos puramente excitatéria com mecanismos homeostaticos nos pesos sindp-
ticos, ganho neural e limiar de disparo. Foi estudada a resposta da rede a um estimulo externo
I[t] tipo degrau atuando sobre toda a rede. A Figura 4.12 mostra a evolucdo temporal da ati-
vidade p[t], do limiar adaptativo 6 e o campo externo efetivo hlt] = I[t] — O[t]. Observa-se
que, quando tem lugar o incremento brusco da corrente externa /[t], a rede responde instanta-
neamente como faria uma rede sem a acdo do limiar adaptativo, pois a dindmica do mesmo €
lenta. Com isto fica claro que o mecanismo homeostatico ndo afeta a capacidade de resposta
da rede. Podemos ver que ao longo de um tempo de adaptacdo ao novo nivel de corrente ex-
terna o sistema recupera as oscilagdes quase-criticas (mostrado nas figuras inseridas). Quando
a corrente externa diminui (a partir do tempo 5 x 107), a rede fica inicialmente em siléncio
como resposta a esta diminui¢cdo brusca, pois o limiar de disparo permanece alto. Mas com
um decaimento exponencial, o limiar diminui permitindo a retomada das flutuacdes criticas na
rede. O comportamento observado na adaptacio da rede homeostética € similar ao de adaptacao
sensorial.

Adaptacdo sensorial foi documentada em diferentes organismos, sendo as mais evidentes
as que tém lugar nos nossos cinco sentidos: visdo, tato, olfato, gosto e audi¢do. Fadiga nas
respostas de neurdnios individuas sdo comumente utilizadas para explicar a adaptacdo sensorial,
no entanto estas sé sdo capazes de explicar a reducio na resposta do sistema, € ndo o aumento
da mesma, que também acontece em diferentes modalidades de adaptacdo sensorial (Solomon e
Kohn, 2014). No caso da adaptag@o observada no modelo homeostatico, o incremento no limiar
0; de disparo na escala de neurdnios individuais a priori parece apenas provocar a diminui¢ao
da resposta, pois a atividade da rede diminui. No entanto, ao recuperar o regime critico gracas
a adaptacdo, o sistema maximiza o faixa dindmica de resposta (Kinouchi e Copelli, 2006) e
portanto incrementa a sensibilidade da rede a variagdes do estimulo por cima do seu valor
constante.

Caracteristicas da adaptacao sensorial aparecem em diferentes niveis, desde os mecanismos

periféricos associados aos sentidos até as representacdes abstratas geradas pela percepcao dos
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estimulos sensoriais. Na visdo, a exposi¢do prolongada a um estimulo tem efeito sobre a percep-
cdo de estimulos posteriores, ou seja, a percepcao de um objeto depende do contexto temporal
no qual o mesmo € encontrado (Solomon e Kohn, 2014). Dois exemplos conhecidos sdo: ilusdo
de cores ao observar uma imagem em escala de cinzas se o observador for primeiramente ex-
posto ao pseudo-negativo da imagem original; a subjetividade na percepcdo de caracteristicas
femininas ou masculinas em um rosto neutro (andrégeno) dependendo de se o observador foi
exposto anteriormente a rostos masculinos ou femininos (Webster, 2012). Estes efeitos tem-
porais similares na adaptacdo em diferentes modalidades e diferentes niveis de abstracdo leva
a pressupor principios comuns a todos os mecanismos de adaptagdo. No caso do modelo, o
principio € o ajuste de um campo local (corrente adaptativa) contrdrio a0 campo externo por
meio de um mecanismo homeostatico que promove a auto-organiza¢ao quase-critica.

Outra caracteristica da adaptacdo sensorial sdo as diferentes escalas de tempo na qual a
mesma tem lugar, tomando por exemplo a adaptacdo ao brilho ambiente no sistema visual. No
caso da visdo, a escala de tempo da adaptacdo ao passar de um ambiente de baixa luminosidade
a outro de alta luminosidade é da ordem de segundos a no maximo uns poucos minutos, no en-
tanto, a adaptacdo de um ambiente de alta luminosidade a baixa luminosidade (dark adaptation)
€ de vérios minutos a até duas horas (Dowling, 1967). A adaptacio neste caso ocorre nao a nivel
neuronal, mas sim nas células fotossensiveis da retina, cones e bastonetes. No modelo, vemos
este mesmo comportamento na atividade, o tempo de adaptag¢do na transi¢do de um estado de
baixo estimulo ao de alto estimulo (sombra verde escuro) € consideravelmente menor que a tran-
si¢do contraria. Se considerarmos o passo de tempo do modelo como sendo 8¢ = Ims, vemos
que ao longo da resposta ao incremento de estimulos, o limiar de disparo cresce rapidamente
cancelando o excesso de atividade e recuperando a emergéncia de avalanches quase-criticas em
menos de 5 x 10° ms (menos de 500 segundos), no entanto, logo apds a transicao contréria, a
recuperagio de avalanches quase-criticas demora mais de 2 x 107 ms (mais de 2000 segundos),

ou seja, a mesma fenomenologia da observada na adaptacao sensorial.
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Figura 4.12: Resposta do sistema homeostiatico a uma corrente externa variavel. (a) A
atividade de resposta (sombra amarela) ao estimulo € seguida por um processo de adaptacdao
(sombra verde) que recupera o regime quase-critico, onde vemos a emergéncia de avalanches.
Quando o estimulo € anulado o sistema responde inicialmente com um regime silencioso provo-
cado pelo campo externo efetivo negativo (sombra cinza), logo recupera o estado quase-critico.
(b) Dinamica da corrente externa e o limiar de disparo adaptativo. (c) Campo externo adaptativo
tende a 0 conforme avanca o processo de adaptacdo. Simulacdes em rede direcionada aleatéria
K-regular com K = 32 e N = 10000. Parametros: a = 5000, b = 0.05, 7; = 300, U; = 0.01,
T =100,Ur=0.01,A=B=1.
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4.7 Sistema homeostatico com neuronios inibitorios

Por completude, podemos introduzir neurdnios inibitérios W;; e associar aos pesos inibitorios
um mecanismo homeostatico tipo plasticidade sindptica de curto termo como a equacao 4.1. A
dindmica seria:

Wijle + 1] = Wijr] + — (Gt — Wiyle]) — UwWis[r)X;(e] (4.19)

_|_ PR
Tw
A linha critica € invariante com relacdo a intensidade dos pesos inibitérios, logo a dina-
mica das sinapses inibitdrias ndo tem efeito importante no regime quase-critico. O que afeta
a transicdo € a proporcao de neurdnios inibitdrios, isto implica que a média do parametro as-
sociado ao valor de repouso dos pesos excitatérios A = (A;) deve ser ajustado para garantir o
comportamento quase-critico. Neste caso, A ~ % pois foi utilizada a funcdo de disparo
racional.

Os resultados apresentados nas Figuras 4.13 e 4.14 mostram que a inclusdo de neurdnios
inibitdérios ndo afeta o mecanismo homeostatico, o que € facilmente entendido se consideramos
os resultados analiticos do Capitulo 3: a amplitude das correntes inibitérias (pesos sindpticos
inibitérios) ndo € relevante na transicao de fase. A evolucdo das médias dos diferentes varidveis
mostram o mesmo processo de auto-organizacdo quase-critica visto no caso puramente excita-
torio, o que mostra a generalidade do mecanismo. No entanto, aqui fica evidente que a operagao
de ajuste no valor de repouso A requer informacgdo da topologia. No entanto, esta informacgado
ainda € local, pois se o nimero e proporcao de conexdes sindpticas K, K; e Kr fosse varidvel
ao longo da rede, o valor individual de repouso A; contemplaria apenas a informacao local da
topologia K; e Kg;.

Com relacdo as avalanches, realizamos medidas no modelo homeostatico em uma rede es-
parsa de neurdnios excitatérios/inibitdrios e diferentes for¢as de pesos sindpticos inibitdrios,
para separacao de escalas de tempo pequenas (a = 5000 e a = 10000). Diferentemente do reali-
zado na secdo anterior, aqui coletamos apenas 10000 eventos, por limitagdo de tempo e porque
0 objetivo é apenas corroborar o comportamento ja observado na rede puramente excitatdria.
A escala na distribuicao acumulada complementar apresenta a mesma anomalia observada an-
teriormente, independentemente da amplitude da forga sindptica (ver Figuras 4.15 e 4.16). No

entanto, é possivel perceber que a presenca de inibi¢do reduz ligeiramente a sobre-acumulagdo

de eventos grandes, o que indica que a presencga de inibi¢ao tem efeito sobre a superposi¢cao
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Figura 4.13: Auto-organizacio de J[t] - I'[t], W[t], 0[t] partindo de diferentes condicdes ini-
ciais do limiar (azul e vermelho). (a, acima) Limiar adaptativo (a, embaixo) Linhas ponti-
lhadas(s6lidas) sdo o valor médio da for¢a sindptica inibitéria(excitatdria). (b) Avalanches na
atividade da rede. Os valores alvo sdao 6, =1 (ouh=1—0 =0), (J-I'), = % (caso fungdo
de disparo racional) e W = C. Parametros: a = 10000, b = 0.01, t; = 1 = 100,7 = 200,U; =
Ur=001Uy =005B=1,C=2.

de avalanches, ajudando a suprimi-las. Este fato fica mais evidente ao se obter a relagdo entre
expoentes (ver Figura 4.17 e 4.18), onde € possivel observar que com a presencga de inibicdo a

relacdo de expoente ajustada fica mais proxima a critica.
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Figura 4.14: Espaco de estados. Auto-organizagio vista no plano (J-T') X & para quatro dife-
rentes condicdes iniciais (tridngulos pretos), corrente de entrada / = 0.1, em uma rede aleatéria
com K =30 e N = 10000 neurdnios. Propor¢do da populacdo inibitéria foi g = 0.2. A evolugdo
temporal do sistema € indicada por flechas e o cédigo de cores indica o tempo (cores azuladas
indicam proximidade as condi¢des iniciais e avermelhadas proximidade ao estado estaciond-
rio). Pardmetros: 7; = tr = 100, Ty = 200, Uy = Ur = 0.01, Uy = 0.05, C =2, A = 1,
a=10000e b= 0.01
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Figura 4.15: Escala da distribuicao acumulada complementar do tamanho e duraciao de
avalanches no modelo homeostatico excitatério/inibitorio com g = 1/2. Cores avermelhadas
para o caso puramente excitatorio e azuladas para caso excitatério/inibitério com g = 0.2. A
primeira linha mostra o colapso das distribui¢des acumuladas complementares F (s), e a segunda
linha para distribuicdo acumulada da duragdo F(d). O colapso melhora conforme a cresce.
Resultados foram obtidos para simulagdes temperadas de um grafo aleatério direcionado K-
regular com K = 10. Pardmetros: (a,d) a =5 X 103eb=0.1,(bc)a=10*e b=10""1
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Figura 4.16: Escala da distribuicao acumulada complementar do tamanho e duraciao de
avalanches no modelo homeostatico excitatério/inibitério com g = 2. Cores avermelhadas
para o caso puramente excitatorio e azuladas para caso excitatorio/inibitorio com g = 0.2. A
primeira linha mostra o colapso das distribuicdes acumuladas complementares F(s), e a se-
gunda linha para distribuicdo acumulada complementar da duragdo F(d). O colapso melhora
conforme a cresce. Resultados foram obtidos para simulag¢des temperadas de um grafo aleatério
direcionado K-regular com K = 10. Parametros: (a,d) a =5 X 103eb=0.1,(bc)a=10%e

b=10"1
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Figura 4.17: Tamanho médio vs duracao das avalanches para valores crescentes de a e ta-
manho da rede N no modelo homeostatico excitatorio/inibitério com ¢ =0.2 e g =1/2. Co-
res avermelhadas para o caso puramente excitatorio e azuladas para caso excitatério/inibitério

com g = 0.2. Média das condigdes iniciais: 6[0] = 0.1, [0] = 1., W[0] = g% e J[0]

K

~ Kg—1°

Corrente de entrada I = 0.1. (a) ParAmetros Pardmetros: (a,d) a =5 X 100 e b=0.1, (b,c)
a=10"eb=10"1. A relagdo de expoentes ajustada (1 fireq).
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Figura 4.18: Tamanho médio vs duracao das avalanches para valores crescentes de a e ta-
manho da rede N no modelo homeostatico excitatorio/inibitério com ¢ = 0.2 e g = 2. Cores
avermelhadas para o caso puramente excitatério e azuladas para caso excitatério/inibitério com
g =0.2. Média das condigdes iniciais: 6[0] = 0.1, T[0] = 1., W[0] = gz e J[0] = g’ Cor-
rente de entrada / = 0.1. (a) Parametros Paradmetros: (a,d) a =5 x 103 eb=0.1, (bc) a = 10*
eb=10"1 A relagdo de expoentes ajustada (7 firreq)
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4.7.1 Psicofisica no sistema homeostatico

Girardi-Schappo et al. (2020) mostraram, tanto analiticamente como via simulacdes computa-
cionais, que na versdo ndo homeostatica do modelo excitatdrio/inibitorio, a funcdo de resposta
a corrente, definida como p* = F = %Z;T: 1P[t] (onde T é uma janela temporal da ordem de
103 passos de tempo), depende do estimulo efetivo seguindo uma lei de poténcia F o h* com
s =1/6, = 1/2 sendo este o expoente de Stevens-Hill (Stevens, 1957) em concordancia com
Kinouchi e Copelli (2006). No entanto, nio se avaliou se estes resultados sdo vdlidos para o
modelo homeostatico, onde os diferentes pardmetros da rede se tornam varidveis de estado e
flutuam em torno da criticalidade com maior ou menor amplitude.

Tendo em mente que na rede estdtica (sem mecanismos homeostdticos) a proporcdo de
neuronios inibitérios e o tipo de fun¢do de disparo altera o valor 6timo da faixa dindmica sem
modificar o expoente (ver capitulo 3, secdo 3), € interessante entender o efeito da introdugao
de dindmicas nos pardmetros da rede. Foram realizados experimentos computacionais para
determinar a fun¢do de resposta e a faixa dindmica no modelo homeostatico com e sem a pre-
senga de neurdnios inibitdrios e diferentes niveis de pesos sindptico inibitério. O experimento
consistiu em submeter a rede a uma corrente de base ndo nula Iy = 0.1 até a mesma alcancgar
regime quase-critico devido a a¢do dos mecanismos homeostaticos. O limiar de disparo inicial
foi 6;[t = 0] = I e o regime estaciondrio foi alcancado depois de 5 x 10° passos de tempo. Em
seguida, se incrementou a corrente com um degrau A/ e mediu-se a atividade da rede nos instan-
tes seguintes a este incremento para determinar a fungio de transferéncia F (7). O procedimento
foi repetido para diferentes amplitudes do degrau. A janela temporal utilizada para determinar
a func¢ao de transferéncia depois da introdugdo do degrau foi 7 = 1000. Este experimento foi
repetido dez vezes. A fun¢do de transferéncia utilizada € a média desses dez experimentos.

Na Figura 4.19 mostramos a funcdo de transferéncia medida para o modelo homeostatico
com diferentes propor¢des de neurdnios inibitdrios e diferentes fungdes de disparo. Com sepa-
racdo de escalas de tempo pequenas a = 5000 e a = 10000, a curva de resposta da rede para
variagOes da corrente de entrada muda consideravelmente em comparacio ao observado na rede
estdtica. Podemos diferenciar qualitativamente diferentes regides, sendo apenas na regido (III)
que se observa um comportamento que lembra o critico (F(I) o< I 1/2). Isto acontece indepen-
dentemente da funcio de disparo @ utilizada, da presenca ou nao de neur6nios inibitérios e da
forca dos pesos inibitérios. No entanto, observamos que a presenca de inibitérios € 0 aumento

da forga inibitéria tem um leve efeito na regido (III), provocando na rede uma resposta mais
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préxima da critica, fato corroborado ao ajustar aos dados uma lei de poténcia e obter uma esti-
macao para o expoente s, como mostrado na sub-figura central, com a presenca de inibi¢ao, s
fica mais préximo ao expoente critico s = 1/2.

Outro resultado interessante € obtido ao se calcular a faixa dindmica, como mostrado na
Sub-figura esquerda na Figura 4.19. A faixa dindmica 6tima da rede estdtica com a presenca
de 20% de inibitorios era de aproximadamente 15 dB com a & linear saturante e 22 dB com a
® racional. Na rede homeostatica com presenga de neurdnio inibitdrios e plasticidade sindptica
¢ observada faixas dindmicas maiores que esses valores 6timos na rede estitica. Este é um
resultado inesperado, ocasionado provavelmente pelo termo de depressao sindptica inibitéria
do mecanismo homeostético, que reduz o impacto da inibi¢ao sobre a atividade nos regimes de
grande corrente externa.

Conforme a separacdo de escalas de tempo € incrementada, a regido (III) onde a resposta
F(AI) < I cujo expoente s é proximo ao valor critico (s &~ 1/2) aumenta (ver Figura 4.20).
Este resultado indica que assim como observado nas distribuicdes de avalanches, a resposta
do sistema a estimulos externos tende a critica, conforme a separacdo de escalas de tempo das
dinamicas de plasticidade sindptica e limiar adaptativo tende a infinito (% = a — o). Na sub-
figura esquerda inserida na Figura 4.20 vemos que com a separagdo a = 10°, a faixa dindmica

observada € préxima a faixa 6tima para a rede estatica excitatoria.
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Figura 4.19: Funciao de transferéncia vs variacdo na corrente de entrada (A/) no mo-
delo homeostatico com a = 10000. Em vermelho o caso puramente excitatério (g = 0),
em cores azuis o caso excitatdrio/inibitorio com g = 0.2 e diferentes niveis de pesos inibito-
rio (g = C/A estima a forga sindptica relativa). Regides qualitativamente diferentes: (I) Sem
resposta aprecidvel a variagdes em /. (II) Resposta crescente a variagdes em /I, aproximada-
mente proporcional a I, com 1/2 < s < 1. (II) Resposta aproximadamente proporcional a
IF com s ~ 1/2 (Sub-figura central mostra os valores de s ajustados na regido III). (IV) A
entrada satura a rede. Sub-figura a esquerda mostra a faixa dinamica (A(Db)) vs ¢ e diferen-
tes g. Simulagdes em rede direcionada aleatdria K-regular com K = 10, N = 10000. A; e
C; sdo aleatdrios seguindo uma distribuicao normal com média A = Kl—w) (caso linear satu-
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rante) e A = K,g:‘f ) (caso racional) ambos com desvio padrdo 0.1 e C = gA com desvio padrdo

0.1. A corrente externa inicial é Iy = 10~! e 6;[0] = 10~!. ParAmetros: a = 10000, b = 0.1,
T = 100,Tr = 150,TW = 200,U] =Uy =Ur= 0.01, B=1.
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Figura 4.20: Funcao de transferéncia vs variacao na corrente de entrada (A7) no modelo
homeostatico com a = 100000. Como na Figura 4.19, regides qualitativamente diferentes
sdo observadas, mas neste caso vemos o dominio predominante da regidao (III), o que indica
maior proximidade a regime critico. Sub-figura a esquerda mostra a faixa dindmica A(Db) vs
direcionada aleatéria K-regular com K = 10, N = 10000. A; e C; sao
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A corrente externa inicial é Iy = 107! e 6;[0] = 10~!. Pardmetros: a = 100000, b = 0.01,
77 = 100,7r = 150,77 =
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Discussao

5.1 Sobre equacoes de campo médio e o efeito das suposicoes
topologicas

No Capitulo 3, mostramos que o efeito da introdu¢do de neurdnios inibitérios depende da to-
pologia e apresentamos uma explicagcdo intuitiva para este comportamento. Estes resultados,
levantam uma questdo importante sobre o papel das suposicdes topoldgicas feitas nas teorias de
campo médio.

Por simplicidade, muitos modelos sdo estudados derivando equacdes de campo médio que
pressupdem alguma topologia favoravel para simplificagdes analiticas. Muitas vezes isto € feito
sem a devida atencdo no efeito das suposi¢des topolégicas no comportamento da teoria de
campo médio. Por exemplo, é comum ver estudos detalhados com a equacdo de campo médio
do modelo de Wilson-Cowan (Wilson e Cowan, 1972; Chow e Karimipanah, 2020) ou o de
Kuramoto (Kuramoto, 1984), usado para estudos de sincroniza¢cdo. No entanto, mesmo sendo

modelos com teorias de campo médio usadas com muito sucesso, estas ndo necessariamente
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descrevem corretamente a dinamica média em termos qualitativos (Chow e Karimipanah, 2020),
seja por que as correlagdes ignoradas na teoria t€m um papel dominante (Schneidman et al.,
2006; Chow e Karimipanah, 2020) ou porque propriedades qualitativas do sistema sdo afetadas
por efeitos de tamanho finito (Buice e Chow, 2007), ou por outros motivos. Logo, resultados
provenientes destas teorias devem ser usados com prudéncia, ndo s6 quando se trata de explicar
dados reais, mas também para explicar resultados computacionais.

No caso apresentado neste trabalho, fica evidente que a suposi¢do de grafo completo € res-
ponsdvel pela sobre-estimacdo da importancia da intensidade das correntes inibitérias na tran-
sicdo de fase absorvente-ativo, criando artificialmente uma “simetria” no efeito de correntes
excitatorias e inibitdrias que nao existe para topologias mais esparsas.

A dependéncia do papel das correntes inibitérias com a topologia foi notado em trabalhos
anteriores. ?, estudando um modelo integra-dispara em tempo continuo, mostram que em redes
esparsas o incremento de correntes externas inibitorias pode atuar excitando a rede, sendo este
um comportamento totalmente anti-intuitivo, que ndo aparece quando se estuda 0 mesmo mo-
delo em uma rede com topologia de grafo completo. Em outro trabalho, Larremore et al. (2014),
estudando um modelo de automato celular, mostra que em redes esparsas a inibicdo gera um
estado de atividade autossustentada para valores do parametro de controle onde seria esperado
o estado absorvente. Eles, no entanto, ndo comparam o comportamento com 0 mesmo sistema
em grafo completo. Em ambos casos, os autores ndo expdem de maneira intuitiva o impacto da
topologia sobre o papel das correntes inibitdrias. Sendo assim, o caso especifico estudado nesta
dissertagcdo contribui com novas intui¢des na discussdo sobre o papel da topologia na dindmica
das redes neuronais.

Da mesma maneira que o campo médio em grafo completo superestima o papel da intensi-
dade das correntes inibitdérias no modelo utilizado neste trabalho, nada garante que a aproxima-
¢do de campo médio para redes esparsas derivada aqui descreva adequadamente a dindmica de
redes em topologias mais complexas, pois antes que nada, devemos ter em mente que se tratam
de aproximacdes cuja validez (assintética) depende das suposi¢oes feitas.

Propriedades como o tipo de transi¢io existente no modelo, ou os expoentes criticos para
dimensionalidade maior do que d. (dimensionalidade critica) sdo independentes da topologia
(Radicchi et al., 2020). No entanto, alguns dos resultados analiticos obtidos para este modelo
em trabalhos anteriores Girardi-Schappo et al. (2020, 2021), por exemplo a forma funcional da

superficie critica, sdo validos apenas em grafos completos ou, em todo caso, quando K/N ~ 1.
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Assim, € importante ter sempre em mente os pressupostos assumidos na derivacao de uma teoria
de campo médio e conhecer como estes afetam a mesma, antes de usa-la para explicar resultados
computacionais ou dados experimentais.

De maneira geral, a topologia pode afetar drasticamente a dinamica das redes e vice-versa.
Barzel e Biham (2009) mostraram com um modelo dindmico simples, usado para descrever um
processo de reacdo difusio de espécies quimicas, que dependendo da interagdo entre a equagao
dindmica associada aos nds e topologia da rede, uma rede de linear pode atuar como rede de
mundo pequeno em termos funcionais (relativo as correlagdes entre nés e propagacgdes de per-
turbacdo na rede), enquanto que uma rede de mundo pequeno poderia ndo ser funcionalmente
de mundo pequeno. Em um trabalho posterior, os autores propuseram a ideia de que, quando
se tratam de redes, deveria se pensar em classes de universalidade especificas para redes dina-
micas, onde tanto a topologia como a dindmica dos elementos devem ser descritas em conjunto
(Barzel e Barabdsi, 2013). Com relagdo a transi¢do absorvente-ativa e emergéncia de avalanche
em redes, Radicchi et al. (2020) mostram que as distribui¢do de tamanhos e duracdes das ava-
lanches dependem da topologia e dos detalhes do modelo dindmico apenas a pequenas escalas.
Na medida em que a rede cresce, as distribui¢cdes tendem assintoticamente as esperadas para
a classe de universalidade de percolacdo direcionada em campo médio, indicando a robustez

desta classe de universalidade.

5.2 Sobre quase-criticalidade auto-organizada via mecanis-

mos homeostaticos e ajuste fino

No capitulo 4, mostramos que as equacdes dinamicas introduzidas nos diferentes parametros
do modelo promovem a auto-organizagdo quase-critica mesmo na presenga de uma corrente ex-
terna ndo nula /;. Em modelos tipicos de SOC, o campo externo efetivo 4 € imposto como nulo
(Dickman et al., 2000) manualmente, caso contrdrio ndo existiria uma transi¢do absorvente-
ativa. No entanto, os neurdnios em redes neuronais biolégicas, por exemplo neurdnios corti-
cais, sdo constantemente bombardeados por estimulos externos provenientes de diferentes areas.
Logo, ndo € plausivel impor manualmente inputs externos nulos /; = 0. No modelo apresentado,
os limiares adaptativos 6;(¢), interpretados como correntes adaptativas (Benda et al., 2010; La-
denbauer et al., 2014), levam a um campo externo efetivo |h|= (I, — ;) < 10~* sem necessidade

de imposicao manual, o que ndo € apenas um detalhe sem importancia, mas sim um ingrediente
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chave para ter auto-organizacdo verdadeira, nos termos descritos por Dickman et al. (2000).

A quase-criticalidade promovida pelo mecanismo homeostatico tem acoplamento sindptico
excitatério médio J* subcritico, tendendo ao critico, conforme ab — oo, toda vez que a constante
associada ao valor repouso seja A ~ K—KE (caso com funcdo linear saturante em redes esparsas)
ou A~ % (caso com fung¢do de disparo racional em redes esparsas). A sub-criticalidade
apresenta vantagens desde o ponto de vista bioldgico, pois evitaria o risco de incremento des-
controlado da atividade (Priesemann, 2015), comportamento que pode estar vinculado a re-
gimes neuronais disfuncionais como epilepsia. Além disso, desde o ponto da perspectiva do
processamento de informacao, foi mostrado que enquanto a criticalidade é benéfica para tarefas
computacionais complexas, ela pode ser prejudicial na performance em tarefas simples (Cramer
et al., 2020). Sendo assim, a sub-criticalidade dos acoplamentos sindpticos homeostaticos no
modelo, com apenas excursdes pontuais ao regime critico para tarefas particulares, pode ser o
melhor regime de operacdo da rede neuronal.

Mostramos que as correntes adaptativas, como a descrita no modelo homeostético por meio
limiar de disparo adaptativo 6;(¢), podem ser as responsdveis por gerar a separacdo de escalas
de tempo entre duragcdo e separacdo entre avalanches. Este tipo de separacdo é geralmente
imposto artificialmente nos modelos classicos de SOC, mas emerge naturalmente no modelo
proposto quando se tem um valor grande de separagdo entre as escalas de tempo das dinamicas
da plasticidade sindptica e da corrente adaptativa, sendo a segunda muito maior que a primeira.
A importancia de mecanismos de adaptacdo lentos para garantir a criticalidade foi discutido
por Zeraati et al. (2021) em um interessante artigo de revisdo. Nele, os autores sugerem que
plasticidade de longo termo seria o mecanismo ideal para a auto-organizacdo na criticalidade
minimizando as oscilagdes em torno do estado critico. Esta ideia € vdlida no nosso modelo, mas
pensando na corrente adaptativa e ndo na plasticidade sindptica.

ApOs o processo de auto-organizacao, o sistema oscila perto do ponto estdvel (quasi-critico)
com Orbitas de pequena amplitude, minimizando-se as grandes oscilagdes vistas em trabalhos
anteriores (Costa et al., 2017; Kinouchi et al., 2019; Girardi-Schappo et al., 2020). Em par-
ticular, a atividade se aproxima da atividade critica conforme a razdo entre escalas de tempo
a = tg/T; = 19/ 7r cresce. Este efeito esta relacionado a diminui¢io do campo externo efetivo
h. A escala e as leis de poténcia nas distribuicdes das avalanches sdo recuperadas conforme
a — oo e h — 0, pois isto permite suprimir a superposi¢do de avalanches.

Mecanismos para auto-organizac¢do que ajustem redes neuronais com base na interacao ho-
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meostatica (via retroalimentacdo) entre entradas externas e atividade intrinseca ¢ um tema atual
na literatura (ver por exemplo o artigo de Zierenberg et al. (2018)). No entanto, avalanches com
distribuicdo livre de escala e expoentes de campo médio da classe de percolacdo direcionada
que satisfazem a relagdo de escala, somente sdo observados no limite de drive externo nulo
(de Candia et al., 2021). No modelo proposto, tanto os expoentes como a relacdo de escala
emergem naturalmente do mecanismo de adaptagao.

No artigo de revisao feito por (Kinouchi et al., 2020) todos os mecanismos de auto-organiza¢ao
propostos na literatura possuem hiper-parametros a serem ajustados. Assim, com rela¢io ao ine-
vitdvel ajuste no hiper-parimetro de repouso dos pesos sindpticos excitatérios (A ~ f(K,Kg)),
Hernandez-Urbina e Herrmann (2017) discutem que o ajuste fino em hiper-parametros em me-
canismos homeostaticos locais € diferente do ajuste fino em parametros globais, como por
exemplo {J;;,h;} no caso do modelo nido homeostitico.

De qualquer maneira, o desafio de encontrar um mecanismo que nao requeira nenhum tipo
de ajuste ainda ndo foi superado. Conjecturamos que isto é impossivel: a necessidade de h* ~ 0
ird impor condi¢des estritas similares a A =~ 1 sobre qualquer modelo homeostético (Girardi-
Schappo et al., 2021; Menesse et al., 2022). No entanto, talvez a combinacdo de mecanismos
homeostéticos que atuem sobre a estrutura da rede, reconfigurando conexdes, em combinagdo
com mecanismo homeostaticos como os presentados aqui, permitam encontrar novas estratégias

para auto-organizacdo na quase-criticalidade.

5.3 Sobre neuronios inibitorios no modelo de neuronios esto-

casticos integra-dispara com vazamento.

A presenca de neurdnios inibitérios ndo afeta o mecanismo homeostatico, mas muda a linha cri-
tica e portanto o ajuste necessario no parametro A. Introduzir neurdnios inibitdrios € importante
para a plausabilidade biol6gica do modelo, pois muitas propriedades dos sistemas neuronais re-
querem a presenga de inibi¢do, por exemplo, a regulagdo de ritmos corticais (Shu et al., 2003),
regulacdo da atividade motora e aprendizado (Berke et al., 2004). Além disso, mecanismos
homeostédticos em sinapses inibitrias sdo importantes no estabelecimento e manutengdo de
memorias sindpticas (Vogels et al., 2011).

Com relagdo ao regime quase-critico no modelo com inibi¢ao, Lu et al. (2016) mostraram

que a inibi¢do prove robustez ao regime critico, no sentido de que a atividade tipo critica pode



ser mantida a distancias maiores do ponto critico. No modelo estético estudado aqui, quando
medida a faixa dindmica da rede, observamos uma diminui¢ao do valor méximo da faixa dina-
mica devido a presenga de inibicdo. Esta reducdo implica uma perda de sensibilidade da rede,
que por outro lado, leva a uma menor atividade no regime supercritico, o que impede a saturagao
da rede para correntes externas baixas no regime supercritico, reduzindo a taxa de decaimento
da faixa dinamica conforme se avanga no regime supercritico. Sendo assim, podemos conside-
rar que a inibi¢do fornece maior estabilidade na rede durante excursdes ao regime supercritico,
permitindo a mesma conservar a faixa dindmica 6tima, propriedade que aparentemente, ainda
ndo foi descrita na literatura.

Como ja exposto, no modelo estudado, no caso especifico de redes com topologia esparsa, a
linha critica € invariante a intensidade do peso inibitdrio, diferente do observado em topologia
de grafo completo. E devido a isso, a presenca de neuronios inibitérios € o0 mecanismo home-
ostatico utilizado nas sinapses inibitérias (plasticidade de curto termo modificada) ndo tem um
efeito revelante no sistemas homeostatico. No entanto, foi possivel observar indicios de que,
mesmo nao tempo um papel dominante, a inibi¢do contribua em certo grau com o estabeleci-
mento do regime quase-critico, pois a presenca de neurdnios inibitérios diminui a probabilidade
de superposi¢do de avalanches e com isto melhora ligeiramente a escala nas distribui¢des de

avalanches.



Conclusoes e perspectiva

No contexto de fendmenos criticos aplicados a redes neuronais surge a hipétese do cérebro
critico, que postula que as redes neuronais no cérebro operariam perto de uma transicdo de
fase de fora do equilibrio. Diferentes trabalhos tedricos e achados experimentais motivam a
hipétese. No entanto, trabalho tanto tedrico como experimental ainda precisa ser feito para
entender como seria possivel que sistemas complexos como o cérebro sejam capazes de atingir
e manter a sua operagcao no regime critico. Um dos principais candidatos a mecanismo seria a
quase-criticalidade auto-organizada (SOqC) homeostética.

Nos diferentes modelos fisicos, a criticalidade existe apenas em regimes com campos ex-
ternos (drive ou estimulos externos) nulos ou tendendo a zero, o que diminui a plausabilidade
da hipétese do cérebro critico. Uma saida tedrica para este problema, seria a existéncia de me-
canismos com retroalimentacdo de cardter local, ou seja, atuando apenas na vizinhanga de um
elemento da rede (mecanismo homeostatico local), que ajustem de maneira autdnoma proprie-
dades da redes neuronal, permitindo que esta se contraponha ao efeito de drive dos estimulos

externos, dessensibilizando-a aos mesmos, como se de adaptacdo sensorial se tratasse. Com

91



92

isto, o campo externo “‘efetivo” tenderia a zero, permitindo manter um regime quase-critico.
Esse € o ponto central desta dissertacao.

Estudamos um modelo simples de redes neuronais de neurdnios excitatorios/inibitorios es-
tocdsticos integra-dispara com vazamento em redes com topologia esparsa. Nele, propomos me-
canismos homeostéticos locais capazes de promover a auto-organiza¢do na quase-criticalidade
mesmo na presenca de estimulos externos, o que da maior plausabilidade a hip6tese do cérebro
critico, pelo menos do ponto de vista tedrico.

Por meio de um trabalho analitico e simula¢des computacionais, determinamos 0s para-
metros de controle do sistema e a forma funcional aproximada da linha critica. Com isto,
demostramos que resultados encontrados anteriormente, relativos ao papel dos pesos sinapticos
inibitdrios, sdo validos somente em redes com topologia de grafo completo. Este entendimento
permitiu abordar de maneira mais efetiva o estudo de mecanismos homeostéticos para o modelo
em questao.

Estudamos a introdu¢@o de mecanismos homeostaticos locais tipo plasticidade sindptica de
curto termo e correntes adaptativas. O primeiro, com a¢do sobre os pesos sindpticos (forcas
de acoplamento) entre neur6nios, e o segundo, aplicado sobre o limiar de disparo de neur6nios
individuais. Determinamos que para garantir a funcionalidade do mecanismos, é necessario um
mecanismo de retro-sinalizacdo, o que foi feito por meio de um acoplamento entre o ganho
neuronal de neurdnios pds-sindpticos e as conexdes sindpticas que 0s mesmos possuem com
0s seus neurdnios vizinhos pré-sindpticos. Incluimos também uma dinamica similar a plastici-
dade sindptica nos ganhos neuronais, o que demostrou aumentar a robustez geral do processo
homeostitico.

Por meio de uma aproximacao de campo médio em grafo completo, encontramos o ponto
fixo da rede no caso puramente excitatéria, 0 que nos permitiu identificar as condi¢des que
devem ser satisfeitas pelos hiper-parametros do mecanismo homeostitico para garantir que o
ponto fixo esteja préximo a linha critica e seja um atrator da dindmica, de maneira a promo-
ver a auto-organizacao quase-critica. Isto, em combina¢do com um andlise de estabilidade do
ponto fixo, nos permitiu identificar que trés condi¢des sdo necessdrias para o funcionamento
adequado do mecanismo homeostatico: (1) Deve existir uma separacdo nas escalas de tempo
entre a dindmica dos pesos sindpticos (plasticidade sindptica de curto termo) e o limiar adap-
tativo (correntes adaptativas), devendo esta ultima ser muito mais lenta que a outra. (2) Para

garantir a estabilidade do ponto fixo, é necessdrio um ajuste na escala de tempo do decaimento
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do limiar adaptativo (7y) e o no fator de recuperagdo (Uy), este ajuste permite balancear os ter-
mos de retro-alimentacdo positiva e negativa na dinimica do limiar de disparo. (3) E necessario
um ajuste fino no valor médio da constante de repouso do peso sindptico excitatério que requer
informacao da topologia da rede.

Mostramos que, para uma separacao pequena entre as escalas de tempo das dindmicas ho-
meostaticas, ocorre superposi¢cdo de avalanches, o que destroi as leis de poténcia das avalanches
e esconde os expoentes de campo médio tipicos da classe de universalidade de percolacdo dire-
cionada (a qual pertence o sistema). No entanto, conforme a separacao entre escalas de tempo
das dindmicas aumenta, a superposi¢ao de avalanches € suprimida e tanto escala como os expo-
entes esperados sdo recuperados. O critério utilizado para determinar a distancia a criticalidade
foi a relagd@o entre expoentes, o que permitiu observar que o sistema homeostético tende a criti-
calidade conforme a separacdo entre escalas de tempo das dindmicas vai para infinito.

Evidenciamos que a introducao de neurdnios inibitérios nao afeta os resultados observados
na rede puramente excitatoria. O processo de auto-organizacdo na quase-criticalidade segue
sendo efetivo mesmo com a inclusdo de plasticidade sindptica inibitéria. Inclusive, pode ser
observado que neurdnios inibitérios contribuem ligeiramente na supressao de superposicao de
avalanches, melhorando ligeiramente a escala e a relagdo de expoentes em regimes com sepa-
racdo de escalas de tempo menores.

Com relacdo a resposta da rede homeostética a inputs varidveis, estudando a resposta da rede
a degraus de corrente, constatamos que o mecanismo homeostatico altera consideravelmente a
curva de resposta da rede F(I) de tal maneira que esta ndo segue mais uma lei de poténcia da
corrente de entrada como visto na rede estdtica, salvo um comportamento aproximadamente
proporcional a o< [* com s préximo a 1/2 em uma faixa pequena de valores da amplitude da
variagdo da corrente Al. No entanto, com incremento na separacdo de escalas, observamos a
regido onde F(I) o< [ 1/2¢ ampliada, o que indica que conforme a separacdo de escala de tempo
cresce, a curva de resposta se aproxima a curva de resposta critica, em concordancia com o
observado com relacao a distribui¢ao de avalanches.

Em conclusdo, as andlises e simulagdes computacionais realizadas mostram que o meca-
nismo homeostatico proposto € capaz de promover a auto-organizacdo na quase-criticalidade
em uma rede esparsa de neurdnios estocdsticos integra-dispara com vazamento, mesmo na pre-
senca de estimulos externos. Pela simplicidade do mecanismo, postulamos que ele pode ser

generalizado a outros modelos, inclusive além do campo das redes neuronais.
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6.1 Recomendacoes e perspectivas

E fato que a comunidade de cientistas que dedicam esforcos ao estudo da hipétese do cérebro
critico vem crescendo consistentemente ao longo das dltimas duas décadas. Desde o ponto de
vista tedrico, ainda hé trabalho a se fazer, principalmente na constru¢cdo de modelos tedricos
que gerem predicdes testaveis experimentalmente. Com relagdo ao trabalho aqui apresentado,
esforcos futuros devem ser realizados para a geracao de hipdteses testaveis sobre o papel que
possam ter as multiplas escalas de tempo das dinamicas homeostaticas no emergéncia da critica-
lidade no cérebro. Lembrando que muitos destes mecanismos sdo bem conhecidos na literatura
neurocientifica, mas ainda ha muito a ser explorado entre estes e a auto-organizagdo na quase-
criticalidade.

Dado a experi€ncia obtida nesta pesquisa, iremos eXpor pontos que esperemos possam mo-

tivar trabalhos futuros:

Pesos inibitorios, correntes adaptativas e sincronizacao

Durante os trabalhos de simulagdo computacional realizados, indicios de uma maior riqueza
dindmica foram observados. Mas devido ao alcance e tempo limitado desta pesquisa, estes in-
dicios nao foram aprofundados. Um dos comportamentos observados foi o de sincronizagdo
da atividade neuronal. Considerando que, nos ultimos anos, parte da comunidade de tedricos
dedicada a hipétese do cérebro critico vem explorando outras transi¢des de fase (além da tran-
sicdo absorvente/ativa), por exemplo transicdes de sincronizacdo, € recomendavel explorar de
maneira detalhada a riqueza dindmica que a introdugdo de inibicao e mecanismos homeostati-
cos poderiam estar gerando em outras regides do espago de parametros que nio as exploradas

neste trabalho.

Complementacio com mecanismos homeostaticos nao plasticos

Consideramos interessante realizar estudos complementares sobre mecanismos homeostéticos
que atuem sobre as propriedades topoldgicas da rede, pois talvez com a inclusio deles em con-
junto com os estudados nesta dissertacdo, a necessidade de ajuste no valor médio do parametro
de repouso sindptico seja superado, o que permitiria generalizar nossos resultados a outras to-

pologias que ndo a de redes esparsas.
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Topologias complexas

O estudo da interagc@o entre mecanismos homeostaticos e outras topologias também € um tépico
interessante para futuros trabalhos. Aqui, mesmo com uma topologia simples, mostramos que,
comportamentos peculiares emergem, como por exemplo a invariancia da linha critica com o
numero de vizinhos na rede puramente excitatéria quando € usada a fungdo de disparo racional,
ou a independéncia da linha critica dos pesos inibitérios, coisa que nao acontece na rede de grafo
completo. Estes resultados mostram que € plausivel esperar que comportamentos anti-intuitivos

emerjam da interacdo entre dinAmica e topologia.
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