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RESUMO

GONCALVES, S. Mensuracao e gestao de risco nos mercados de capitais: um estudo da
evolucao dos modelos de gerenciamento de risco financeiro. 2021. 73 p. Dissertagao (Mes-
trado — Mestrado Profissional em Matematica, Estatistica e Computacdo Aplicadas a Industria) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2021.

Nas ultimas décadas o sistema financeiro global tem sido impactado por diversas crises que
moldaram a maneira de perceber e mensurar o risco. Neste trabalho, o objetivo € analisar as
teorias e modelos que contribuiram para o desenvolvimento da mensuracdo e gerenciamento de
risco financeiro, contemplando sua evolucao frente as mudancas no ambiente constantemente
modificado por eventos de cauda. Como método foram utilizadas técnicas de pesquisa exploratd-
ria e descritiva. O trabalho permitiu observar que os modelos embora proporcionem certo grau

de acuricia quando aplicados, ainda estdo sujeitos a falhas e imprecisao.

Palavras-chave: Risco financeiros,volatilidade, retorno, crises.






ABSTRACT

GONCALVES, S. Measurement and risk management in the capital markets: a study of
the evolution of financial risk management models. 2021. 73 p. Dissertacdo (Mestrado —
Mestrado Profissional em Matemdtica, Estatistica e Computacio Aplicadas a Industria) — Instituto
de Ciéncias Matemiticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2021.

In the last few decades, the global financial system has been impacted by several crises that have
shaped the way in which risk is perceived and measured. In this work, the objective is to analyze
the theories and models that contributed to the development of the measurement and management
of financial risk, contemplating its evolution in the face of changes in the environment constantly
modified by tail events. As a method, exploratory and descriptive research techniques were used.
The work allowed us to observe that the models, although providing a certain degree of accuracy

when applied, are still subject to flaws and imprecision.

Keywords: Financial risk, volatility, return, crises.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A evoluciao da gestdo de risco estd intimamente relacionada a evolu¢do do mercado finan-
ceiro. O mercado financeiro desempenha um papel importante para o crescimento econdmico do
pafs, possibilitando alocacdo eficiente de recursos entre os agentes econdmicos, consolidando-se
como uma alternativa de destinac@o de capitais para entes econdmicos poupadores (superavi-
tarios) e de captacao para as unidades econdmicas tomadoras de recursos (deficitdrias) (AN-
DREZO; LIMA, 2002). Sendo assim, o mercado financeiro atua como instrumento essencial
para o desenvolvimento econdmico, permitindo o financiamento de investimentos via emissao
(subscricao) de titulos como a¢des, debéntures, entre outros, o que permite as empresas, sejam
elas publicas ou privadas, financiar a implementacdo de projetos e expansao com capital de

terceiros.

Para (LEVINE, 1997) a estrutura proporcionada pelas institui¢des do mercado financeiro
desempenha cinco fun¢des fundamentais. A primeira € de facilitar negociagdes, prover protecao,
permitir a diversificacdo e consequentemente dilui¢cao de riscos; alocar recursos; monitorar
gestores e exercer controle na administragcdo da companhia; agregar poupancas individuais;
facilitar intercAmbio de bens e servicos. Economistas consagrados como (SCHUMPETER, 2013)
destacava que os servigos oferecidos pelos intermediérios financeiros eram essenciais para as
inovagdes tecnologicas. O Prémio Nobel (HICKS ef al., 1969) demonstrou a ideia de que a
Revolucao Industrial foi "obrigada"a esperar pela revolu¢do no mercado financeiro, apenas com
o advento de mercados de capitais € que houva a possibilidade de se financiar investimentos de
longa maturacdo e de capital intensivo com liquidez. Grande parte das inovacdes da primeira
fase da Revolugdo Industrial ja haviam sido inventadas ha algum tempo, entretanto necessitavam
de grande volume de capital de longo prazo para financiar tais projetos. Destaca-se ainda que
o mercado financeiro permite a interveng¢do do governo na economia via emissao de titulos
publicos, seja pela necessidade de financiamento de seus gastos, ou seja pela necessidade de

implementagdo de politica monetéria.
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Com o processo de globalizagdo, acompanhou-se o aumento da demanda por produtos
financeiros juntamente com o aumento da sofisticacdo bancéria e a internacionalizacido das
financas, com isso, novas fontes de risco tem surgindo ao longo do tempo. A partir de entdo,

eventos catastréficos econdmicos passam a ter dimensdes mundiais.

Mais precisamente, a elevacao da instabilidade financeira ocorrida na década de 1980 em
paises desenvolvidos, fez emergir a necessidade de regulamenta¢do nos mercados financeiros.
Entdo, em julho de 1988, os bancos centrais dos paises pertencentes ao grupo do G10, juntamente
com Suica e Luxemburgo, firmaram um acordo em que se comprometiam a tentar gerenciar riscos
e em estabelecer requerimentos minimos de capital a institui¢des bancdrias dos paises membros.
Este compromisso € o conhecido como Acordo de Basiléia. O objetivo especifico do Acordo
foi fomentar a robustez e estabilidade do sistema bancério, e dessa forma evitar que houvesse
um "contdgio'"no sistema financeiro. O meio para se alcancar tal pretensdo foi estabelecer
que as exigéncias de capital préprio dos bancos deveriam perfazer no minimo 8% do total de
ativos da instituicdo, ponderados por seu risco, € em 1992 as medidas foram implantadas nos
paises membros. As autoridades monetdrias brasileiras seguiram a recomendacgao sugeridas pelo
Acordo, e em 1994 a Resolugdo n® 2.099, publicada pelo Banco Central do Brasil estabeleceu
que as instituicdes bancdrias atuante no mercado nacional deveriam constituir um Patriménio
Liquido em valor de no minimo 8% de seus ativos ponderados pelos fatores de risco, decisao

esta, em consonancia com a admitida pelo Bank for International Settlements (BIS).

Entendendo que cada mercado possui suas caracteristicas proprias, em 1995 o Comité de
Basiléia para Supervisao Bancéria propds uma nova medida de alocag@o de capital para o risco
financeiro, possibilitando a ado¢dao de modelos internos, conhecidos como modelos proprietérios.
Ao longo dos anos, com sucessivas crises acontecendo ao redor do mundo, houve a necessidade
de alteracdes significativas na regulamentacio preconizada no Acordo, resultando no langcamento
dos Acordos Basiléia II e Basiléia III. Esta continua revisdo e ajustes da regulacdo de capital de
Basiléia € uma evidéncia do enorme desafio em se estabelecer instrumentos de gerenciamento de

risco que acompanhe a evolug¢ao nos produtos e mercados financeiros.

Diante da importincia da estrutura do mercado de capitais para o desenvolvimento econd-
mico, desenvolveu-se a Teoria das Finangas, um campo de estudos dentro da drea da Economia,
que se preocupa fundamentalmente em analisar o mercado de capitais no que concerne ao seus
modelos e instrumentos de precificacdo de ativos. A esséncia da Teoria das Finangas € o exame da
aloca¢do mais eficiente dos recursos ao longo do tempo em um ambiente de incerteza.Nesse sen-
tido, a Teoria das Financas vem buscando permanentemente o desenvolvimento de instrumentos

de gerenciamento de risco.

O marco inicial da Moderna Teoria das Finangas € atriuido ao cldssico artigo de (MAR-
KOWITZ, 1959), em que € demonstrado o procedimento para elaboracido de uma "fronteria"de
portfolios de maneira que cada uma delas possuisse 0 maior retorno esperado dado um certo nivel

de risco. Sua tese era considerada avancada para época e nao havia capacidade computacional
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para viabilizar sua aplicacdo,pois englobava teoria econdmica, estatistica e matemaética.

Toda esta contextualizacdo histdrica revela o fato evidente de se compreender a geracio
e a dindmica do risco. Assim sendo, a presente dissertacdo tem o objetivo de identificar as
mais significativas contribui¢des ao desenvolvimento do estudo do risco financeiro. Portanto,
este trabalho trata-se de uma pesquisa do tipo exploratdria descritiva de carater qualitativo e
quantitativo. De acordo com (GIL, 2000), a pesquisa exploratdria € desenvolvida com o intuito
de se criar uma visdo geral acerca de determinado fato, por essa caraceteritica, tal objetivo sera
alcancado através do uso de técnicas de pesquisa bibliogréficas e anélise histérico-temporal do
desenvolvimento do estudo do risco financeiro com busca de trabalhos mais citados nas bases
de dados ao que se refere as palavras-chaves risco financeiro, crises econdmicas, volatilidade e

retornos de ativos. Também serdo apresentadas as demonstracdes dos modelos matemaéticos .

Esta abordagem foi escolhida, devido ao fato de um niimero crescente de profissionais
e institui¢des que procuram compreender e aplicar os fundamentos tedricos para as previsoes
econdmicas no comportamento do mercado financeiro, em um ambiente de stress,incerteza e

constantes mudangas .

Neste capitulo, apresentou-se a motivagao e justificativa para o desenvolvimento do
trabalho.

No capitulo 2, definem-se conceitos fundamentais em avaliacdo de riscos financeiros
que auxiliardo na delimitacdo da varidvel foco em andlise de risco que € o retorno dos ativos
financeiros e sua volatilidade incondicional e condicional. Também apresenta-se a conceituagao
formal de risco e suas derivagdes, que embora nem todas sdo objeto de estudo deste trabalho,

exercem influéncia na determinagdo do risco financeiro.

No capitulo 3, descreve-se os principais eventos de crise que propociaram o desenvol-
vimento e aplicacdo de novos intrumentos de gerenciamento de risco, discutindo suas causas,

propagacao e consequéncias.

No capitulo 4, analisa-se as principais contribui¢des para a Teoria das Finacas ao que
concerne o desenvolvimento da gestdo de risco financeiro. E abordada a Teoria Moderna do
Portf6lio, teoria seminal no campo de finang¢as que introduziu o bindmio risco X retorno como
forma de se avaliar o risco total de uma carteira levando em consideracao a correlacdo entre os
retornos dos ativos que a compde. Em seguida, apresenta-se a contribuicao de (TOBIN, 1958) que
a partir do modelo de Markowitz, desenvolveu-lhe uma extensio, a Linha de Mercado de Capitais,
em que € incluido ao modelo ativos livres de riscos. Em seguida, também tendo com base a
teoria de Markowitz, demonstra-se a evolu¢@o da Teoria do Portfélio por meio da contribuicao
do Capital Asset Princing Model (CAPM). Para época, os modelos de Markowitz exigiam uma
capacidade computacional ndo ofertada no periodo, o que fez emergir estudos a respeito da
dinamica do preco de ativos, dentre eles, a reconhecida contribuicao da Hip6tese de Mercados

Eficientes que langou bases para explicar a formacdo dos pregos de ativos. Em seguida, a andlise
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evidencia a contribui¢cdo do modelo de precificacdo de derivativos Black Scholes que surgiu para
atender a necessidade de um mercado financeiro mais sofisticado que demandava minimizacao
de risco dada a grande incerteza que se sobressaia no periodo. A crise dos subprimes em 2001
suscitou debate acerca da acurdcia dos modelos utilizados pelas intitui¢cdes, nesse contexto, o
modelo Value-at-Risk, desenvolvido e implementado na instituicao J.P. Morgan ganha ampla
aceitacdo devido seu poder de resumir em um tnico ndmero, o pior prejuizo financeiro esperado
dado determinado grau de confianga. E por fim, verifica-se as propriedades do Conditional Value
- At - Risk, que veio como uma alternativa ao Value-at-Risk por este ser uma medida de risco

subaditiva.
Para finalizar, no capitulo 5 € apresentada as conclusdes do trabalho.

Por udltimo, apresenta-se as referéncias bibliogréficas.
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CAPITULO

RISCO

De acordo com (BERNSTEIN, 1997), o primeiro a abordar o conceito de risco foi De
Moivre, em sua publicagdo "De Mensura Sortis”, de 1711: "A medida do risco de perda de
uma quantia € o produto do montante colocado em jogo pela probabilidade de perda". Embora
tal defini¢do norteie nosso entendimento de risco até os dias atuais, € (KNIGHT, 2012) que
amplia a visdo sobre o tema ao propor uma distin¢ao entre risco e incerteza. O autor defende o
principio que risco implica conhecimento com probabilidade mensuravel, de outra forma, ¢ um
evento desconhecido ou incerto em sentido restrito. (KEYNES, 2017) adverte que a tentativa
de prever acontecimentos futuros como forma de minimizar risco € uma tarefa precéria “[. .. ]
nosso conhecimento dos fatores que regulardo a renda de um investimento alguns anos mais
tarde €, em geral, muito limitado e, com frequéncia, desprezivel”. Sobre o conceito de incerteza

ele argumenta:

"Se falarmos com franqueza, temos que admitir que as bases do nosso conheci-
mento para calcular a renda provdvel dentro de dez anos de uma estrada de ferro,
uma mina de cobre, uma fébrica de tecidos, a aceitacdo de um produto farmacéutico,
um navio transatlantico ou um imével no centro comercial de Londres pouco signifi-
cam e, as vezes, a nada levam. De fato, aqueles que tentam, com seriedade, fazer um
célculo desta natureza constituem uma pequena minoria, cuja conduta nao chega a
influenciar o mercado". (KEYNES, 2017).

(JORION, 1997) decompde o risco financeiro em:

e Risco de Mercado: proveniente dos movimentos nos niveis ou nas volatilidades verifica-
das nos precos de ativos financeiros. O risco de mercado é frequentemente classificado em
dois diferentes tipos: o risco absoluto mensurado pela perda potencial em moeda corrente;

e o risco relativo que ¢é relacionado a um benckmarket. O controle do risco de mercado
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€ efetuado por meio de controle de limites de nocionais, de exposicao e também pelas
medidas de VaR;

e Risco de crédito: surge quando as contrapartidas ndo desejam ou ndo sdo capazes de
cumprir suas obrigacdes expressas em contrato. O risco pode ser tanto de perda de receitas
ndo realizadas em razdo de contratos ndo liquidados no vencimento, quanto risco de perda
do valor total de uma transagdo (risco do principal). Ressalta-se, portanto, que perdas
oriundas do risco de crédito podem vir a ocorrer mesmo antes da propria inadimpléncia.
O controle do risco de crédito € feito por controle de limites de crédito sobre valores

nocionais, exposi¢des correntes e futuras;

e Risco de liquidez: verificado no instante que uma operagcdo de mercado ndo pode ser
efetuada aos precos de mercado vigentes, devido a elevada dimensao da posi¢cdo quando
confrontada ao volume realizado médio. O risco de liquidez pode ser gerenciado através

de imposi¢do de limites, por meio de diversificacdo ou aproximagdo por medida de VaR;

e Risco operacional: oriundo de erros humanos, defeitos técnicos ou acidentes. O risco

operacional pode ter como consequéncia o risco de crédito e o risco de mercado;

e Risco legal: estio sujeitos a este tipo de risco transagdes que nao podem ser amparadas

pela lei.

Recentemente adota-se mais uma classe de risco, o Risco socioambiental. A defini¢cdo
dessa classe de risco encontra-se na Resolucdo 4327/14 do Banco Central, esclarecendo que se
trata da possibilidade de ocorréncia de perdas das institui¢des financeiras oriundas de choques

socioambientais.

Estes riscos, como veremos, podem ser mitigados pela diversificacdo. Sdo conhecidos na
literatura como uma classe de "risco ndo-sistematico", e sdo gerados por eventos aleatorios que
influenciam no valor do ativo.

H4 também a classe de risco chamada "risco sistematico", que € o tipo de risco que nenhum
mercado pode evitar. Tal risco estd relacionado a choques economicos, crises politicas, epidemias

entre outros eventos de dimensdes globais.

2.1 Séries de tempo financeiras e retorno

Os precos de ativos financeiros coletados ao longo de um periodo formam uma série
de tempo financeira. Entretanto, séries de ativos financeiros sdo altamente correlacionados e a
variancia dos pre¢os sofrem variagdo com o passar do tempo, em outras palavras, os precos dos
ativos financeiros trata-se de varidveis estocdsticas e ndo deterministicas. Por esse motivo, para a
andlise de risco, o nivel de preco ndo carrega o0 mesmo poder de informagdo que uma série de

retorno do ativo.
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Figura 1 — Risco Total de um ativo
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O retorno de um ativo € definido, segundo (MORETTIN, 2017), como uma porcentagem
da mudanca do preco expressa como uma fragdo de um preco inicial. (CAMPBELL et al., 1997)
fornece duas importantes razdes para usar retornos dos ativos ao invés de seus precos. Primeiro,
a maioria dos investidores, o retorno de um instrumento financeiro € um resumo completo e
livre de escalas dentre todas as possiveis escolhas de ativos. Em segundo lugar, séries de retorno
sdo eficientes de lidar quando comparados com séries de pregos, por possuirem fundamentos

estatisticos mais atraentes.

Sendo P; o preco de um ativo no periodo ¢, a posse de tal ativo do periodo -1 a ¢, o ativo

variade P_; a P,.

Supondo que o periodo observado nao houve pagamento de dividendos, entdo o retorno,

ou taxa de retorno discreta de um periodo € definido como:

P—P_ AP
R,:(’P ! 1>: L 2.1)
-1 P

t—1

De acordo com (JORION, 1997), quando trata-se de retornos em horizontes de tempo
mais longo, é conveniente a utilizacdo de taxa de retorno geométrica, ou taxa de retorno continua,
ou simplesmente log-retorno expressa em termos de logaritmo da razdo de prego (sendo o

logaritmo na base e):

P,
rr=In (Pt ) =In(p;) —In(p;—1). (2.2)

t—1
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A varia¢do mais comumente utilizada € a variac@o continua, mas (ALEXANDER, 2005) ressalta
que ha duas perspectivas técnicas distintas. Uma que € a escola de precificacdo de derivativos
que modela a variacdo de preco dos ativos em tempo continuo. Por outro lado, hé a escola de

previsdo estatistica que modela a volatilidade em tempo discreto.

2.1.1 Retorno de um portfélio

O célculo do retorno simples de um portfélio constituido de N ativos € obtido pela média
ponderada dos retornos aritméticos dos ativos que o compdem, em que o peso de cada ativo € a
porcentagem do valor do portifélio investido em tal ativo. Sendo p um portfélio ponderado w;

sobre o ativo i. Logo, o retorno de p no periodo 7 ¢:

N
Rp,t = ZWiRit. (23)
i=1

Figura 2 — Preco de fechamento do indice Ibovespa. Janeiro de 2014 a Dezembro de 2019.
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Para ilustracdo do comportamento das séries financeiras, toma-se o indice IBOVESPA
da data de 02 de janeiro de 2014 a 30 de dezembro de 2019, totalizando 1474 observacoes. As
figuras 2 e 3 representam respectivamente o preco de fechamento e os retornos do indice, ambos

em base diaria.

A tabela 1 traz as principais estatisticas descritivas para a série de retorno do indice.

Verifica-se excesso de curtose na amostra uma vez que o valor € superior a 3 (NETO, 2004),
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Figura 3 — Retornos didrios do indice Ibovespa
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ou seja, a distribuicao possui caudas pesadas. O coeficiente de assimetria negativo indica que a

cauda esquerda da distribuicdo possui maior concentracao de dados.

Tabela 1 — Estatisticas da série de retorno do indice IBOVESPA

Estatistica Valor
Média (x10~%) | 5,31
Minimo -0,09
Maximo 0,064
Varidncia (x107%) | 2,88
Curtose 4,91
Assimetria -0,12
Amostra 1474

2.2 Fatos Estilizados

(AIUBE, 2013) define fatos estilizados dos retornos como regularidades estatisticas

observadas em um grande nimero de séries financeiras de retornos, a partir de estudos empiricos

em diversos mercados.

2.2.0.1 Estacionariedade

De fato, propriedades estatisticas das séries de retornos que possuem a carateristica

de serem invariantes no tempo sdo conhecidas como processo estaciondario. Um processo é
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estritamente estaciondrio se a a distribuicdo conjunta de yy,...,y; € idéntica a distribui¢io
conjunta de yyg, ..., yr+ para todo ¢, em que k € um nimero inteiro positivo.

Para (AIUBE, 2013) uma definicio menos rigorosa de estacionariedade é denominada de
estacionariedade de segunda ordem ou estacionariedade fraca. Um processo € dito estaciondrio
de segunda ordem se a média e a variancia de y; sdo idénticas para qualquer ¢ e a covariancia é
funcdo apenas da defasagem, em outras palavras, E(y;) = i e Cov(y;,y;—x) = Y, como fungio
de k.

Dividindo a amostra da série do indice IBOVESPA em duas subamostras de mesmo
tamanho. A primeira subamostra contempla o periodo de 02 de janeiro de 2014 a 29 de dezembro
de 2016, e a segunda subamostra inicia a partir desta data até o fim do periodo. A média para
primeira subamostra é 4 = 51940 e desvio-padrdo de o = 5352. Para segunda amostra média de
U = 83497 e o = 14299. Tanto a média como o desvio-padrdo das duas subamostras sdo muito
diferentes, o que corrobora a andlise grafica da figura 2.

Quanto a série de retorno, utiliza-se o teste de Dickey-Fuller Aumentado para identificar presenca
de raiz unitdria, para maiores detalhes veja (MUSHTAQ, 2011). Os resultados para as duas

subamostras representados na tabela 2 evidenciam a estacionariedade das séries:

Tabela 2 — Teste Dickey Fuller Aumentado

Subamostra | Estatistica | p-valor
Subamostra 1 -8.8375 0,01
Subamostra 2 -8.6987 0,01

2.2.0.2 Fraca dependéncia linear e dependéncia n3o linear

A série de retorno, de forma geral, possui pouca ou nenhuma autocorrelagdo, mas existe
autocorrelagdo amostral significativa nos quadrados do retorno. Uma andlise mais profunda pode
ser realizada em (HANSEN; LUNDE, 2014).

A figura 4 demonstra a caracteristica de ndo haver autocorrelacdo em todas as defasagens
para a série de retorno do indice IBOVESPA analisada. Quanto aos retornos ao quadrado, a

figura 5 confirma a hipétese de que ha vérias autocorrelagdes diferentes de zero.

(MATIAS; SILVA; VIEIRA, 2005) (CAMPOS, 2007)

2.2.0.3 Caudas pesadas da distribuicdo

A aferi¢do do grau de leptocurtose pode ser realizado através do coeficiente de curtose,
quadrado, (JONDEAU; ROCKINGER, 2003). Curtose de valor igual a 3 sdao esperadas para
distribuigdes i.i.d com distribuicdo normal. Conforme resultado exposto na tabela 1, a série do

indice IBOVESPA corrobora a hipétese de caudas pesadas ao apresentar curtose igual a 4,91.

A figura 6 € um comparativo entre uma estimagao do nucleo dos retornos, representada

pela linha azul, e uma estimac¢do de densidade normal com média e desvio-padrdo iguais a
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Figura 4 — Autocorrelacdes dos retornos
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do retorno, representa pela linha tracejada vermelha. Tipicamente neste tipo de comparagao,
consegue-se observar claramente a dispersd@o dos retornos ao redor do pico zero, conforme
demonstra (JOHANSEN; SORNETTE, 1998), porém as caudas ficam sobrepostas. Para observar
a presenca de caudas pesadas € recomendével a utiliza¢do do grafico quantil-quantil da normal,
((CASTILLO-GUTIERREZ; AGUILERA, 2007)), conforme grafico 7. Na figura, é possivel

observar a existéncia de caudas pesadas pelo fato dos pontos distanciarem da reta (linha vermelha)
nas extremidades.
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Figura 6 — Densidade dos retornos
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2.3 Comportamento heterocedastico condicional

A volatilidade em séries financeiras, como observado em (ANDERSEN; BOLLERSLEYV,
1998), ndo sdo constantes ao longo do tempo. Isto confere aos retornos, um carater heteroscedas-
tico. Periodos de alta volatilidade sdo intercalados por periodos de baixa volatilidade. A variagdo
da volatilidade € facilmente observada na figura 3. Esta propriedade € conhecida na literatura

como agrupamento de volatilidade.
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As caracteristicas de volatilidade sdo encorporadas por modelos heterocedasticos condi-
cionais ARCH (Autorregressive Conditional Heterocedasticity), proposto por (ENGLE, 1982)
e posteriormente extendido por (BOLLERSLEV, 1986) para modelos GARCH (Generalized
Autoregressive Conditional Heterocedasticity). Mais detalhes sobre modelos heterocedasticos

veremos adiante.

2.3.1 Modelo ARCH

(ENGLE, 1982) em seu trabalho seminal, estimou a variancia da inflacdo no Reino Unido.
Como resultado, constatou a existéncia de variancia condicional nas séries de retorno do indice

de precos.

O modelo denominado ARCH (Autoregressive Conditional Heterocedascity), a variancia
da série € no periodo ¢ condicionada por seus valores passados, estabelece dependéncia com

82

e etz,p da seguinte forma:

o =+ g |+ ...+ e, 0
a0>0;a17"‘7ap20 £|IINN(O?GZZ), .

em que Gtz ¢ a variancia condicional de &, 0 uma constante, o o coeficiente relacionado
ag’,,...p.

Um movimento acentuado de preco em #-/ provoca impacto em ¢-p e sobre o dia de hoje,
aumentando a variancia, uma vez que sao impostas restricdes aos parametros para que sejam
positivos. Neste caso ndo importa a dire¢do do movimento de preco, positivo ou negativo, haja

visto na equagdo 2.5 que todos os retornos nao esperados estdo elevados ao quadrado.

2.3.1.1 Propriedades da distribuicdo do modelo ARCH

A estrutura do modelo ARCH é:

0 = O &

(2.5)
62 - (X()—l—(XlOC,zfl,

onde ot > 0,1 > 0,E () =0,Var(ey) = Var(oy—1) =E[0? |],E(&) =0¢ Var(g) =

E[e?] = 1. Sendo que a média incondicional de o; permanece 0 pois:
E((Xt) - GtE(&‘;) - 0

E, a variancia incondicional de o; pode ser encontrada por:
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Var(oy) = E(07) = E(0%e?)

o) x E(&7) pois soduasvariveisiid

E(
E(o;

%) pois Var(g) = 1
— Elap+@a? )
- OCo—FalE(OC,Z_l)

=+ oy Var(oy)
_ (04))
1—0y '

Uma vez que a variincia ndao pode ser negativa, necessariamente tem-se 0 < o < 1.

Sabendo-se que de forma geral os retornos, conforme seus fatos estilizados, apresentam

caudas pesadas:

m% [E (04 —Ez)z]z
E(at) =3E(0?)?, poistg =0
=3E(op+ o0y )
=3E(ag + 20107 +ofoy )

Se ¢ é estaciondrio no quarto momento com mg = E(a;}) = E(0i* |) e E(a?) = Var(oy),

entao:
my = 3(0f + 2090y Var(oy) + oG my)

=30 + 6ap (%) +3almy

p
30
1—oy
(1 — )30 + 303 (2a)
1—oy
303 — 3oy + 603
(1-a)(1-3a7)
305(1—ay)
(1-a)(1-3a7)

20
3 (1+1 ! )+3a12m4

m4—3a12m4 = 30684—

(1—3a Ymy

my =

my =

Sendo positivo o quarto momento de ¢, isso implica que a condi¢do 1 — 30612 > 0 deve

ser satisfeita. Logo, Otl < 3, unindo as duas condicdes, tem-se:
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0<oal<i.

E finalmente, encontra-se a curtose incondicional de o;:

Elo)]  3og(1+oy) (I—a)* 3(1—0af)

= = > 3.
Var(o)2 ~ (1—en)(1-307) & -3

Dessa forma, o excesso de curtose de o; € positivo, possuindo cauda mais pesada em compara-
¢ao a uma distribuicdo normal. Esta caracteristica torna possivel a modelagem e obtencao de

informacdo de valores considerados extremos em uma série gaussiana.

(NEGUERUELA et al., 2016) apresenta algumas limitagdes dos modelos ARCH:

1. A suposic¢do do modelo € que tanto choques positivos quanto negativos impactam de forma
similar na volatilidade, uma vez que o modelo é dependente do quadrado de choques
anteriores. Empiricamente € aceito que ativos financeiros reagem de foram diferente a

choques positivos ou negativos.

2. As defini¢des do modelo ARCH impde que seus parametros satisfacam a um consideravel

numero de restrigoes.

3. O modelo ndo permite identificar a fonte de variagcdes em uma série de tempo financeira.

Sua estrutura apenas fornece uma descri¢do da variancia condicionada.

4. O modelo ARCH tem o viés de superestimar as previsoes de volatilidade, uma vez que

assimila de forma lenta a choques isolados.

O trabalho de Robert Engel foi de reconhecida relevancia para teoria financeira, o que
permitiu estabelecer uma nova disciplina na drea de econometria. Tal contribui¢@o rendeu-lhe o
Prémio Nobel de Economia em 2003. Para detalhes sobre a estimacdao do modelo ARCH veja
(BERA; HIGGINS, 1993).

2.3.2 Modelo GARCH

Apesar da simplicidade do modelo ARCH, é comum em seu uso pratico, sua estimacao
resultar em muitos parametros a fim de descrever de maneira precisa a volatilidade condicional.
Em vista dessa caracteristica, (BOLLERSLEV, 1986) introduziu a generalizacdo do modelo de
ARCH conhecido como GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heterocedascity) com
0 objetivo de obter um modelo mais parcimonioso e sem os problemas de estimacdo encontrados
no modelo ARCH. Seja o modelo GARCH na forma da equagdo 2.5:

1/2
Yt :ht/ &,

) (2.6)
hy = @+ oy, |+ Bhi—1,
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em que @ > 0 e B > 0 para assegurar que i, > 0. O o corresponde a parcela do ARCH,
ao passo que 3 representa o coeficiente da parcela GARCH.
Pode-se observar a equivaléncia do modelo GARCH com o modelo ARCH(eo) ao fazer substi-
tuicdes recursivas do termo /4,1 na equacgao 2.5.

Ao acrescentar y? em ambos os lados da expressio de 4, tem-se:

Vi =@+ ayi + Bhe1 —h + 7,

5 2.7)
=@+ oy, +Bh1 +ut,
onde:
M = ytz —hy.
e
HUi—1 = ytz_1 —hy.
As devidas substitui¢des resultam em,
2 2 2
=0+oy; |+ 1 M—1) T+
Vi Vi1 + B — 1) + e 2.8)

=0+ (o + B)yr_ — Ble—1 + .

Entdao o modelo GARCH pode ser representado como um modelo ARMAC(1, 1) que se
respeitada a condi¢do & + < 1 serd estaciondrio de segunda ordem (ISSLER, 1991).

2.3.2.1 Propriedades da distribuicdo do modelo GARCH

Da mesma maneira como foi procedido com o modelo ARCH, apresenta-se a seguir,
as propriedades da distribuicio do modelo GARCH a partir da abordagem do coeficiente de

curtose.

Em um modelo GARCH(p,g) em que p € a ordem dos retornos ao quadrado e g a ordem

das variancias condicionais passadas, os momentos condicionais de ordem 2k sdo propor¢des de
k.
hy:

E(y*|l—1) = h{E (&),

nota-se também que o coeficiente de curtose da distribuicao condicional é proporcional

ao coeficiente de curtose de &. entdo, o coeficiente de curtose da distribuicdo incondicional é:

o) _E{EQGE-1)} _ E(7)

" Var(yn)y (EGHY {EG?)
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onde ke = E(&) representa o coeficiente de curtose de &;.

Tomando o modelo GARCH(1,1)

=&/ hy, & ~NID(0,1
Yt t t t2 ( ) (2.9)
h =@+ oy, +Pihi—1,

a obten¢@o de k, € fungdo tanto da esperanca do quarto momento incondicional quanto

da esperanca incondicional do retorno.

E(y/) = E(g")E(h3). (2.10)
Aplicando a decomposicio de h?

h =@+ oy} |+ Bih? | +2@ony? |+ 2@ Bk 1 + 201 Biy .

Considerando que:
Vi1 =& h1, E(g) ) =1,

E(y; 1) =E(h_1).

Segue que,

E(h}) =@+ oafE(y}_, + BTE(hf_,) + 2@ E(y7_ ) + 2@BIE (he—1) +20u B E (&1 )*E (h}_,)
=0+ afE(]_) + BLE(hE)) + 2@ (ou + B1)E(vi_,) +20u BLE(h_))
=0°+alE(y! ) +2@(on +B)EGE ) + (20u B+ BDE(R,).

Fazendo a substituicao de

E(y)=EX ) =o/{1—-(au+Bl])},

e tomando o quarto momento do retorno como constante E(y;}) = E(y* ;) = 4 conforme

equacgdo 2.10

0]

Uy = ke {w2 + o g+ 20 (o + By
1— ((xl+B1)

+(ﬁ2+2061[31)g—:} :

Dessa forma,
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1= o> (14 + Pr)
P (1—keo? — B —20u1)(1—au — )’

E finalmente, obtém-se a curtose ky igual a

_ @ (1+a;+Br) (1—ay—pi)?
(1= kead — B2 —20a1B1)(1—a; — 1) >
_ 1—(ay+pBi)? e

1— (a1 +B1)* — o (ke—1)

desde de que respeitada a restricao alzkg <1—(oq+Bi)*+ 0612, ky serd maior que k..
Dada essa condi¢ao, o modelo GARCH(1,1) possuird caudas mais pesadas que a distribui¢ao

do erro &. Seja k;‘ o excesso do coeficiente de curtose de y; e & em relagdo ao coeficente da
Distribui¢ao Normal

60 +ki{1— (o1 +1)*+307}

1— (o +B1)?—20? —kia?
portanto, o excesso de curtose de y; cresce marginalmente com o aumento do excesso de curtose
do erro &.

ki =ky—3=

Para estimagao do modelo GARCH veja (BROOKS; BURKE; PERSAND, 2001).

Tabela 3 — Modelo GARCH para série de retorno do IBOVESPA

Coeficiente Valor

Mu (x10~%) 8,66
Omega (x107%) | 4,36
Alpha 1 (x1072) | 5,22
Beta 1 (x1071) | 9,26
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CAPITULO

CRISES FINANCEIRAS

As crises financeiras sempre foram objeto de estudos nas diversas escolas de pensamento
econdmico desde sua concep¢do como ciéncia, como pode ser visto em (SMITH, 1996) que
atribufa a causa aos "excessos de troca"seguido por um periodo de contracao na oferta. Para
(AMARAL, 2009) um episédio de crise € acompanhado por um sentimento coletivo de medo

que amplia a extensdo e consequéncia de suas reias fundamentagdes.

De acordo com (DORNBUSCH; PARK; CLAESSENS, 2000), o sentimento economico
que antecede uma crise em certo pais, tem o potencial de conduzir os investidores a reestrutura-
rem suas posi¢des, realocando seus portfélios nos mais diversos mercados, sem no entanto, levar
em consideracao divergéncias entre os fundamentos macroecondmicos dos mercados envolvidos.
Essa caracteristica de transmissdo de choques tem o potencial de originar o efeito contigio,
ocasionado por fend6menos irracionais, como por exemplo panico no mercado aciondrio, compor-
tamentos de efeito manada, perda de credibilidade das institui¢cdes, elevacdo da aversdo ao risco,

entre outros impactos.

Segundo (ASCHINGER, 1997), todas as principais crises financeiras foram crises ma-
croecondmicas especulativa, que sdo crises que envolvem muitos atores e se disseminam por

toda economia e desenvolvem-se em uma série de estagios:

1. Deslocamento: O sistema macroecondmico € impactado por um choque exdgeno.

2. Desenvolvimento de um ""boom'': Novos negdcios sao criam oportunidades de investi-
mentos, fazendo com que a produ¢do aumente e consequentemente inicia-se um ciclo de

desenvolvimento.

3. Inicio de especulacio: O expressivo nivel de desenvolvimento € inflado pela expansdo de
crédito bandrio como também pela inovacdo em produtos financeiros. O equilibrio entre

oferta e demanda € deslocado tendo como resultado o aumento de precos.
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4. Especulaciao desestabilizadora: Atraidos pelo aumento de preco, novos investidores
entram em novas posic¢oes, fortalecendo o movimento de alta. O resultado € a intensificagdo

do processo especulativo que leva a formacao de uma "bolha especulativa".

5. Euforia: Netse estdgio, o comportamento do mercado € dominado pela dindmica social e

ndo mais pelos fundamentos macroecondmicos.

6. Panico: O aumento exponencial dos retornos caracteriza o periodo de "boom"e isto traz
a instabilidade dos mercados. Neste momento, as expectativas dos agentes economicos
comecam a deteriorar-se. Informagdes incompletas sao suficientes para investidores desfa-
zerem suas posi¢oes. Movimentos de "manadacausam forte desvaloriza¢des dos papéis. A
bolha especulativa entdo estoura. E finalmente, a crise provoca a convergéncia dos precos

aos valores compativeis com o "valuation"pré-crise.

A seguir, segue um breve resumo das principais crises financeiras e periodos turbulentos.

3.1 Tulipamania

Durante o século X VII, tulipas foram consideradas simbolos de status na sociedade da
holanda. Inicialmente as tulipas foram negociadas somente em mercados a vista na temporada
de verdo, porém a demanda por esse género fora de época propiciou sua comercializacao em
mercados futuros. Movimentos especulativos causaram elevag¢ao exagerada nos valores, passando
de 1.500 guinéus para 7.500 guinéus, fazendo com que a crise irrompesse em janeiro de 1637
ap0ds 0s precos registrarem sua maior alta, culminando em fevereiro do mesmo ano com o colapso

dos precos.

3.2 Crise de 1929

A crise de 1929, segundo (BERNANKE, 2013) foi a combina¢@o de uma crise de super-
producgdo com a formac¢do de uma bolha especulativa. O evento deu fim a um periodo de grande
expansao economica dos estados Unidos. Houve um elevado aumento de produ¢do acompanhado
de crescimento do crédito o que propiciou a explosdo de consumo. Com crédito abundante,
investidores tomaram empréstimos bancdrios para comprar agdes de empresas alimentando mais
0 processo especulativo. Como o consumo interno ndo acompanhou o aumento da produtividade,
verificou-se a presenca de elevado excedente. O dia 28 de outubro de 1929 ficou conhecido como
a "Segunda-Feira Negra", quando foi registrada queda de 12,82% no indice Dow Jones. Tal
queda provocou o crack da Bolsa de Nova lorque e causando uma profunda depressao econdmica

tanto nos Estados Unidos quanto no mundo.



3.3. Crise do petréleo 41

3.3 Crise do petrodleo

A crise do petréleo teve inicio quando estimativas de que o recurso natural renovavel
poderia se esgotar em décadas (MARQUES, 1989). Em funcdo destas anélises, o preco do
petréleo passou por um periodo de fortes oscilacdes a partir da década de 1970, iniciando de
forma definitiva cinco momentos de crise do produto. Em um periodo curto, de cinco meses,
entre outubro do ano de 1973 e marco de 1974, o valor do barril de petréleo registrou alta de
400%, causando impactos significativos nos fluxos de capitais dos Estados Unidos como também

na Europa, além de desestabilizar a economia global.

3.4 Crise de 1987

De acordo com (MALLIARIS; URRUTIA, 1992), a crise de 1987 foi uma crise de euforia
irracional. Apds a recessdo causada pela crise do petrdleo, a economia americana passa por rapido
crescimento, porém, com elevados déficits orcamentdrios e de conta corrente, evidenciando

desequilibrio nos fundamentos macroecondmicos.

O periodo proporcionou uma tendéncia de alta no mercado de a¢des, levando - o a niveis
de superavaliagdo que combinado com a intensificagdo da utilizagdo de derivativos, mostrou se

potencializar os efeitos de alavancagem (GRIECO, 1999).

A especulagdo chega ao seu fim em 16 de outubro de 1987 quando ordens de vendas
antecipadas causaram atraso na abertura do pregdo na Bolsa de Nova Iorque. Em 19 de outubro

o indice Dow Jones desvaloriza 22,6%.

3.5 Crise do México

O estopim foi a crise do déficit de balanca de pagamentos ocorrida a0 mesmo tempo que
uma especulacdo financeira e fuga de capitais. A crise cambial e financeira do México atingiu seu
ponto critico em 1994, e ficou conhecida como "Efeito Tequila"devido sua repercussao mundial
(PENA, 1997).

3.6 Crise asiatica

A crise asiatica de 1997 teve inicio em julho de 1997 na Tailandia quando os investidores
tomaram conhecimento do elevado déficit em conta-corrente do pais em um periodo que sua
divida externa crescia rapidamente (CANUTO, 2000). A bolsa da Tailandia desvalorizou 53%
enquanto sua moeda desvalorizou 41%. Nas Filipinas a desvalorizagcdo cambial foi de 37% e de
36% em seu mercado aciondario. O Banco Central da Malésia na tentativa de conter a maciga

fuga de capitais, elevou a taxa de juros em 50%, o que provocou quena na bolsa de 39%. Na
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Coreia do Sul a crise atinge a Hambo Steel, umas das grandes chaebols coreana que decreta
faléncia, a primeira em dez anos de uma grande empresa do pais. A bolsa de Seul desvaloriza
56% e o uon 35%. Hong Kong, pelo fato de ser um centro financeiro da Asia, foi severamente

atacada por especuladores. Como resultado o indice Hang Seng desvalorizou 46%.

3.7 Crise russa

Uma consequéncia da crise asiatica foi a reducdo do crédito internacional e a queda nos
precos de commodities. Com isso, a Russia passa a ter dificuldades para pagar suas dividas de
curto prazo. Apds tentativas sem sucesso de acalmar o mercado, como elevar suas taxas de juros
de 50% ao ano para 150%, em 17 de agosto de 1998, o governo russo declarou o que ficou
conhecido como "Moratdria Russa"que culminou com a insolvéncia de um grande hedge fund, o
Long Term Capital Management. (PINTO ez al., 2005). O rublo sofreu uma desvalorizagdo real
de 75%.

3.8 Crise brasileira de 1998

Foi a primeira grande crise sofrida pelo bloco do Mercosul. O Brasil adotava no periodo,
o modelo de bandas como ancora cambial. As sucessivas crises do mercado internacional levaram
a fuga de capitais em mercados emergentes, consequéncia disso foi o Brasil ter que abandonar a
indexagao de sua moeda em relacdo ao délar (AVERBUG; GIAMBIAGI, 2000). No auge da
crise o Real chegou a desvalorizar cerca de 80%. O Banco Central elevou a taxa de juros bdsica

de 19% ao ano para cerca de 42,5% ao ano.

3.9 Crise argentina

A crise argentina teve seu periodo de propagacao a partir dos anos de 1990, mas seu
auge foi de 1999 a 2002, segundo (CARRIZOSA; LEIPZIGER; SHAH, 1996). Em 1991, a
estabilidade macroecondmica € alcancada com a Lei da Convertibilidade, em que vinculava o
peso ao ddlar na paridade de 1:1. Ap6s declarar moratdria, o doldr chegou a ser cotado a $3,90
pesos em 25 de marco de 2002.

3.10 Crise do mercado imobilidario americano

Em setembro de 2007, deu inicio a uma crise que tornaria a maior crise enfrentada pelo
mundo desde a Grande Depressao de 1929. Os conhecidos empréstimos hipotecérios podres,
também chamadosde subprime mortage, eram negociados de maneira alavancada. Tal exposicao
ao risco, levou a uma crise de crédito por meio da transferéncia desenfreada de CDS’s (Credit

Defaut Swaps) e CDO’s (Collateralized Debt Obligation) para terceiros, transmitindo assim os
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riscos para as contrapartes (GONTIJO et al., 2008). Um ano depois, em 5 de setembro de 2008 o
banco Lehman Brothers (fundado em 1850) foi a faléncia, levando os indices de mercado ao seu

pior resultado negativo desde o atentado de 11 de setembro de 2001.

3.11 Crise da zona do Euro

A crise da zona do Euro é melhor definoda como uma crise de divida publica europeia,
que devido sua magnetude, foi uma crise financeira que atingiu diversos paises da Zona do
Euro, inviabilizando o pagamento ou a rolagem de sua divida publica. A circulagdo de uma
moeda tinica no bloco criou condic¢des distintas em cada membro. Paises membros do mercado
comum ndo poderiam exercer seus instrumentos tradicionais para efetuar politicas econdmicas,
como a fiscal, monetdria e cambial. Adicionalmente, também nao puderam prosseguir com o
financiamento de seus déficits por meio de emissao de divida publica e tdo pouco conseguiram
elevar sua arrecadacdo. (CHESNALIS, 2013)

3.12 Crise do COVID-19

A crise sanitdria causada pelo virus da COVID-19 transformou-se em uma crise econd-
mica de propor¢des mundiais (ZHANG; HU; JI, 2020). Ao perceberem que as consequéncias
geradas pelo COVID-19 nio ficariam restritas aos arredores da cidade de Wuhan, os mercados
financeiros realizaram uma queda acentuada. No total, mercados aciondrios globais desvalori-
zaram US $ 6 trilhdes entre o periodo de 23 a 28 de fevereiro de 2020, de acordo com a S&P
Dow Jones Indices. No continente asiatico, entre 20 de fevereiro e 19 de margo, o indice Nikkei
da bolsa de Téquio caiu 29% (de 23.479 para 16.552), o indice KOSPI da bolsa da Coreia do
Sul em consonancia caiu 33% (de 2.195 para 1.457). A incerteza e temor chega ao mercado
europeu onde se verifica no mesmo periodo uma desvalorizagdo de 36,9% (de 13.664 para 3.855)
no indice alemao DAX e de 36,4% no indice francés CAC 40. O mesmo ocorreu no principal
indice mundial, S&P 500 que caiu 28% (de 3.373 para 2.409). Nos mercados emergentes, o
capital,como de costume em momentos de grande incerteza, também procurou seguranc¢a durante
o periodo de pandemia, o indice IBOVESPA desvalorizou 40% (de 114.586 para 68.332) e o
indice Nifty da India caiu 31,6%, (de 12.080 para 8.263).
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CAPITULO

DESENVOLVIMENTO DA TEORIA DAS
FINANCAS

O século XX foi marcado por muitas transformacdes no cendrio internacional, em
especial ao fim da Segunda Guerra Mundial. O sistema monetdrio passou do padrdo - ouro que
era relativamente estdvel, com base em moeda completammente conversivel, para um sistema
instavel, com incerteza e volatilidade, em que nao ha nenhum padrao mundial estabelecido. Em
1944, a Conferéncia de Bretton Woods, estabelece um novo padrdao monetério, o délar-ouro.
Este padrdo, sob hegemonia americana, vigorou até o inicio de 1970 quando os Estados Unidos
declaram a inconversibilidade de sua moeda em meio a um contexto de liberdade de capitais e

regime de cambio flutuante.

O conjunto de circunstancias fez emergir a necessidade de desenvolvimento de metodo-
logias que permitissem avaliar o risco ao qual o capital estava incorrendo. O retorno esperado de

determinado ativo ndo era portanto, a inica varidvel a ser maximizada.

4.1 Moderna Teoria do Portfélio

O marco inicial do uso do bindmio risco-retorno como fator de escolha de ativos foi
proposto por MARKOWITZ, 1959), antes disso, o risco era tratado em termos qualitativos. Sua
abordagem estabelece uma estratégia de alocagcdo que objetiva maximizar o retorno dado um
determinado nivel de risco aceitdvel. Este método ficou conhecido como "'média-variancia'
e todo seu arcabougo teérico como Moderna Teoria do Portfélio. Por este trabalho, em 1990,

Markowitz foi laureado com o Prémio Nobel de Economia.

Esta teoria definia a expectativa de retorno como a média histérica do retorno do ativo, e
risco ou volatilidade como o desvio-padrdo do referido retorno, portanto, para Moderna Teoria
do Portfdlio, a selecao de uma portfélio cpndidera os dois primeiros momentos da distribuicao

de retornos (média e variancia). A combinacdo destes dois fatores resultaria em um modelo
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matematico para otimizagao do portfélio. A otimizagdo seria alcangada através da alocagdo de
ativos cuja covariincias fossem nulas, desta maneira os riscos dos ativos seriam dissipados no
portfélio, compondo entdo, uma carteira de minima-variancia dado um retorno esperado. Isso
porqué, o cdlculo do risco de um portfélio com dois ou mais ativos deve considerar ndo apenas a
volatilidade medida pelo desvio-padrdo e a ponderacdo de cada ativo no total do portfélio, mas

também a covariancia.

4.1.0.1 Variancia de um portfdlio

Supondo que o retorno de um portfélio € uma funcao linear da soma dos retornos de
ativos individuais:
Op = WqOy + ... +w,0n, “4.1)

em que Xw; = 1.

Célculo da variancia de um portfélio composto por dois ativos:

GI% = wa?l =+ Ggw% + 2wawpCovy p, 4.2)

onde:

° 61% representa a variancia do portfolio;

062

-~ € a variancia dos retornos do ativo a;

° Gg ¢ a variancia do retorno do ativo b;
e Cov, € a covaridncia entre os retornos doas ativos a € b;
e w, € a proporg¢ao do ativo a;

e w) € a proporc¢ao do ativo b.

Se o portfélio for composto por mais de dois ativos, € esperado que o efeito diversificagao
seja intensificado. O cdlculo da variincia do portfélio pode entdo ser mensurado estendendo a

equacgdo 4.2:

2
p

4.3)

o, = cng + Ggwi + Gczwz +2wowpCovy p+2wqweCovy o +2wpweCovp o+ ... + 2wy 1wpCovy 1.
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De acordo com(ALEXANDER, 2005), é mais conveniente utilizar a notagdo matricial. Seja,
w=(W1,...,w,)” 0s pesos do portfélio e r= (07,...,0;,)’ 0s retornos dos ativos, dessa forma, a

equacdo 4.1 pode ser reescrita:

Gy = WG (4.4)

Seja Vi a matriz de covariancia dos retornos dos ativos. A equacdo 4.3 da variancia de n

ativos pode ser expressa como:

op = w Vgw. 4.5)

Assim, a variancia de um portfélio é uma varidvel quadratica.

4.1.0.2 Otimizacdo do portfélio

A composi¢do 6tima de ativos que minimiza o risco do portfélio seria definida pela
participacao ponderada de cada ativo. Este fato trouxe a tona os beneficios da diversificacao de

ativos. O modelo de média-variancia de Markowitz é descrito a seguir:

N N
Minimizar Z Z O;jwiw;. (4.6)
i=1li=j
sujeito a
N
Z wiri = [l 4.7)
i=1
N
Y wi=1 (4.8)
i=1
w; >0 (4.9)
i=1.23,..N
Onde:

e N= niimero de ativos que compdem o portfélio;

e w; = propor¢do do capital aplicado no ativo i;

0; j = covariancia entre os retornos dos ativos i e j;

7; = valor esperado dos retornos do ativo i;

e u = valor esperado do retorno do portfélio.
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De acordo com a fung¢do objetivo do modelo, equagdo 4.6, um portfélio composto por
dois ou mais ativos, deve apresentar um nivel de risco inferior em relagio ao ativo de menor

risco, com retorno superior ao observado em tal ativo.

Se € possivel combinar ativos para minimizar a variancia, isso implica que para um
determinado nivel de risco, haverd um portfélio com maior retorno esperado quando comparado
com todas as outras combinagdes, e também implica que, haverd um portfélio de menor risco
entre todas as combinagdes, dado um nivel de retorno esperado. O lugar geométrico onde se

localizam estes portfélios, Markowitz denominou de fronteira eficiente.

Figura 8 — Fronteira Eficiente
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esperado - B

v
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A figura 8 ilustra a fronteira eficiente. O portf6lio A representa a escolha com menor risco,
ou seja, o portflio de variancia minima, e satisfaz a preferéncia de um investidor conservador,
enquanto que o portfélio B seria a escolha de um investidor com maior propensdo ao risco. O
ponto C esta situado dentro do conjunto de oportunidades, mas trata-se de um portfélio dominado,
em outras palavras, hd um portfélio entre A e B com o mesmo nivel de risco porém com maior

potencial de retorno, onde todas as possibilidades ativos de riscos.

4.2 Linha de Mercado de Capitais (LMC)

Seguindo a teoria do portfélio, (TOBIN, 1958) desenvolveu a partir do modelo de
(MARKOWITZ, 1959), uma extensao incluindo ativos livres de riscos, como por exemplo titulos
governamentais, com média ry e variancia zero, resultando desta combinag¢do, uma fronteira
eficiente em linha reta, conforme ilustrada na figura 9. A contribui¢do de (TOBIN, 1958) para
o desenvolvimento da teoria do portfélio foi em atribuir um critério de selecao de ativos sem

o conhecimento a priori da preferéncia do investidor quanto ao nivel de risco. Este modelo de
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otimiza¢do foi denominado de teorema da separacao, e lhe rendeu também o Prémio Nobel de

Economia em 1981.

Figura 9 — Fronteira Eficiente com inclusao de ativo livre de risco
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De acordo com (NETO, 2002), admitindo a possibilidade de um investidor captar deter-
minado capital no mercado financeiro a taxa livre de risco, e aportar este capital em titulos com
risco, e retorno superior, o passivo adquirido permite que a posic¢ao se desloque para a direita da
reta, sem que haja entretanto, mudanga em sua inclinagdo. Os portf6lios situados sobre a LMC e
a direita de P* (Portfélio de Mercado) sdo constituidas a partir da tomada de empréstimos a taxa
rf, 40 passo que as carteiras situadas a esquerda de P* emprestam capital a mesma taxa ry. O
portfélio P* é definido como o portfélio de mercado, que consiste em um portfélio formado, em
teoria, pela combinac¢do em propor¢do exata de todos os ativos disponiveis. No Brasil, o portfélio

de mercado € representado pela carteira de agdes da B3 ( Bolsa de Valores de Sao Paulo).

A inclinag¢do da LMC € dada por:

Fm—rf

: (4.10)
Orm

onde:

e 7, € o retorno esperado do mercado;

® O, € orisco do mercado.

O retorno esperado ao longo da LMC é dado pela expressao:

W+<%_W)%, 4.11)

O-rm
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em que o), € o risco do portfolio p.

Figura 10 — Linha de Mercado de Capitais
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4.3 Capital Asset Princing Model (CAPM)

(SHARPE, 1963) e (LINTNER, 1965) desenvolveram independentemente um modelo
de equacdo, com base no postulado por Markowitz, para determinar o retorno esperado de ativos.
O modelo conhecido como Capital Asset Princing (CAPM) foi elaborado tendo como varidvel
dependente o retorno esperado pelo acionista, e a varidvel independente € representada pelo
retorno do portfélio de mercado. A ideia basica do CAPM € de que hd uma relagdo linear entre

risco e retorno. A equacgdo que descreve o CAPM pode ser representada da seguinte maneira:

I_Qi:rf—l—ﬁi(;_’m—rf) 4.12)

A equacdo diz que a taxa esperada de retorno de um ativo € igual a taxa livre de risco
adicionada a um prémio de risco proporcional ao ;. Entdo se o 3; = 1, o retorno esperado tende
a variar na mesma propor¢ao que o retorno esperado do portfélio de mercado. Sendo o f; maior
do que 1, o retorno esperado do ativo tende a ser superior ao retorno do portfélio de mercado. O
mesmo raciocinio vale vale para uma queda do mercado. Portanto, ativos com f3; maior do que 1

adicionam risco ao portfélio. O fB; é calculado pela seguinte férmula:

_ Cov(ri,rm)

Bi= 20 (4.13)

onde Cov(ri,ry) é a covariancia entre os retornos do ativo i e o portfélio de mercado

e 0 62(r,,) é a variancia do mercado. A equacdo 4.12 ¢é ilustrada graficamente na figura 11.
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Pode-se observar que a linha que parte do intercepto r (taxa livre de risco) segue em movimento
ascendente até r,, quando o i = 1. Essa reta é conhecida como linha de mercado de titulos
(SML). Esta linha reflete para cada nivel de beta o retorno exigido pelo mercado, logo, a SML

representa o trade-off entre risco-retorno.

Porém, a linha de mercado de titulos ndo possui um comportamento estavel ao longo do
tempo. Sua inclinacao e intecepto sdo influenciados pelas expectativas de inflagdo e o grau de

aversao de risco do investidor.

Variagdes nas expectativas de inflagdo exerce impacto no prémio de risco que pos sua

vez impacta na determinagdo da taxa livre de risco.

A andlise da SML permite observar as preferéncias do investidor. De forma geral, um
investidor exige maior retorno para maior nivel de risco que serd assumido. Assim, a inclian¢do
da SML reflete o grau de aversdo ao risco. Portanto, quanto maior a inclinagdo da SML, maior

serd o grau de aversao ao risco.

Por sua contribui¢do a Teoria do Portf6lio, Sharpe dividiu o Prémio Nobel de Economia

com Markowitz em 1990.
Figura 11 — Linha de Mercado de Titulos
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O modelo CAPM de forma geral depende de dados histdricos para obter as estimativas
de retorno exigido. No entanto, os betas, obtido de informacdes tanto de ativos quanto de indices
de mercado, correm o risco de ndo refletir eficazmente a variacdo futura dos indices. Consequen-
temente, os retornos exigidos que sdo especificados pelo modelo, podem ser considerados como
aproximacdes pouco precisas. Muito frequentemente, analistas realizam ajustes subjetivos aos

betas estimados histéricamente a fim de que reflitam as expectativas do futuro.
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O CAPM fornece uma referéncia conceitual de grande utilidade para avaliacdo da relagao

entre risco e retorno, fato que auxilia o gestor a alcancar o objetivo de maximizacao de recursos.

4.4 Hipotese de Mercado Eficiente

Observa-se um esfor¢co muito grande, seja na literatura académica ou por praticantes do
mercado, por estabelecer critérios pelos quais pudessem prever o comportamento dos ativos em
diferentes mercados. (FAMA, 1960) propde o conceito conhecido na teoria econdmica como
Hipétese de Mercados Eficientes (HME) para explicar a formac@o dos precos de ativos nos
mercados financeiros, trabalho este que lhe rendeu o Prémio Nobel de Economia em 2013. De
acordo com essa hip6tese, o mercado € dito eficiente quando hd um grande ndmero de investidores
agindo racionalmente. Adicionalmente, o ativo transacionado neste mercado, refletiria de forma
rapida toda e qualquer informacdo disponivel que possa vir a alterar seu preco, dessa forma,

ganhos fora do normal seriam impossiveis de ocorrer.

Para estruturar a Hip6tese de Eficiéncia, (FAMA, 1960) estabelece trés formas de efici-

éncia:

e Forma fraca: Os precos refletem as informagdes puiblicas contidas nos precos passados
dos ativos. Dessa maneira, retornos passados nao sdo tteis em prever retornos futuros.
Essa forma de eficiéncia implica portanto, a impossibilidade de modelagens econométricas
de uma série de retorno utilizando modelos ARIMA de Box e Jenkins, logo, a série gerada
exibiria um comportamento white noise em que verifica-se as autocorrelagdoes de ordem p

sendo estatisticamente nulas;

e Forma semi forte: Afirma que os precos refletem niao apenas o comportamento observado

no passado, mas responde instantaneamente a outras informacdes publicas;

e Forma forte: Um mercado com eficiéncia forte é aquele em que o precos dos ativos

repercute tanto as informagdes publicas quanto as informacdes privilegiadas.

Segundo a Hipdtese de Mercado Eficiente, o processo de retorno de um ativo pode ser
descrito como:

ry = ‘u +£[, gt ~ (O, Gtz), (414)

onde u € a expectativa de r; no periodo t-1, e & reflete o retorno atribuido as noticias
imprevisiveis que ocorrem entre -/ e t. Portanto, & € a inovacdo do processo. (FAN; YAO, 2017)

traz trés diferentes tipos de suposi¢des sobre as inovagdes &:

1. Inovagdes de ruido branco: & sio ruidos branco, denotados como & ~ WN(0, 67).

A notagio & ~ WN(0,07) denota que €|, &,... formam uma processo de ruido branco
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com Eg, = 0 e variancia var(g;) = 6. Sobre estd suposicio, Corr (g, &) = 0 para todo t#

S.

2. Inovacoes de diferenca Martingale: & forma uma sequéncia de diferenca martingal no

sentido que para qualquer .
E (8; | Vr—1,Fr—2, ) =F (8[ ‘ 8?—178f—27 ...) = 0 (4—.15)

Um dos mais frequentes formatos utilizados para inovacoes de diferenca martingais € a
forma:

& = Oy, (4.16)

onde 1n; ~ [ID(0,1), e 0; € um processo de volatilidade predicdvel, conhecido no periodo

t-1, que satisfaz a condi¢do:

E(gt ’ rt_l,rt_z,...) — G[.

3. Inovacoes IID: & sdo independentes e identicamente distribuidas, denotada como & ~
1ID(0,62).

A suposicdo de inovagdes IID € a mais forte. Ela implica que as inovacdes sdo diferencas
martingais. (AIUBE, 2013) traz a seguinte defini¢do para um modelo martingal:
Definicao: Seja { rt}thl um processo descrito pela varidvel aleatéria ry, dizemos que r; €
martingal com relac@o as informagdes por ele gerada se:
1. E(‘FID < oo,
2. r; contém todas as informacdes geradas pelo processo,

3. E(r[’rt_l,rl_z,...) - rl_].

A condig¢do (3) afirma que a previsdo de r; considerando as informagdes em #-7 € o seu
valor em #-1, ou seja, r,—1. Além disso, pode-se afirmar que E (r; —r;—1|r,—1) =0, logo, é comum

chama-lo de diferenca martigal.

Para (GABRIEL; RIBEIRO; RIBEIRO, 2013) uma maneira de verificar se a HME é

consistente com os dados empiricos € através da previsibilidade dos retornos.

4.5 Modelo de precificacao de derivativos Black Scholes

A base fundamental na determinacao do preco de derivativos de acdes foi o trabalho
de (BLACK; SCHOLES, 1973). O modelo desenvolvido por eles é conhecido como modelo
de Black & Scholes. Nesta secdo € demonstrado além do modelo, os principais aspectos dos

derivativos e seu mecanismo operacional.
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4.5.1 Derivativos

Derivativos sdo instrumentos financeiros cujo valor de negociacao derivam (origem do
nome "derivativos") de outros ativos, os ativos-objeto (MCCLINTOCK, 1996).

O surgimento desse tipo de instrumento financeiro teve origem na necessidade dos
investidores em reduzir as incertezas tipicas de certas atividades, como por exemplo, o preco
do milho cultivado hoje mas que serd negociado ap6s sua colheita. Essa caracteristica torna-se
imprescindivel para o moderno controle de risco. Os exemplos mais tipicos de derivativos sdo os
contratos futuros, op¢des e swaps. Opgao € o derivativo sobre agdes. Quanto as opgdes, ha dois

tipos bdsicos:

e call opcao de compra

e put op¢ao de venda

O comprador de uma opg¢ao de compra tem o direito de comprar um determinado ativo em
uma certa data por um preco pré-determinado que € o preco de exercicio da op¢ao. O preco de
uma call varia na mesma direcao que a variagdo do ativo-objeto. Dada esta caracteristica, sua

aquisi¢do visa a protecdo contra alta de preco prevista em um certo horizonte de tempo.

O comprador de uma opcao de venda tem o direito de vender um dado ativo em data
futura por um preco pré-determinado. A fun¢do de uma put como instrumento financeiro é
proteger o investidor de uma queda no preco do ativo. Desse modo, o preco de uma put tem

variagdo inversa ao pre¢o do ativo-objeto.

call e put podem ser divididade em:

e Americanas: permitem ao detentor comprar ou vender um ativo a qualquer momento até

a maturidade do contrato.

e Européias: conferem ao investidor o direito de realizar a compra ou venda de um determi-

nado ativo em uma data acordada entre as partes distintas.

Existem registros historicos de negociagdo de op¢des na que ficou conhecida como "crise
das tulipas"na Holanda, ocorrida no século XVII (KRUGMAN, 1995). No mercado deste género,
ao invés negociar o proprio ativo, sou seja, a tulipa, comercializa-se op¢des de compra para
garantir os estoques, mesmo em um mercado de preco em alta. Por outro lado, os cultivadores,

compravam opcao de venda como protecdo para possiveis queda nos precos.

4.5.2 Precificacao de opcoes

Para que um mercado funcione eficientemente € necessario que os diversos participantes

possam selecionar o nivel desejado de risco para cada transacao, dessa forma, cada investidor
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decide se evita o risco ou o0 assume. A importancia do mercado de opcao advém do fato de que o
agente pode proteger seu lucro, ou limitar uma perda. Para atender a esses anseios, € necessario

que o precos dos derivativos sejam precificados corretamente.

O objetivo da precificacdo de opg¢des € encontrar um valor considerado como o "preco
justo"para as op¢oes. Foi Sdo Tomds de Aquino na Idade Média, quem propagou a ideia de
preco justo, um preco em que nenhuma das partes envolvidas obtém vantagen sobre o outro
(AQUINAS, 1947 [1274]).

(BLACK; SCHOLES, 1973) abordaram o problema da precificacdo de opg¢des partindo
da ética de que, considerando a op¢do um derivativo da a¢do, este instrumento deve ser utilizado
para o propésito de hedge, e que se hd uma forma de implementar sistematicamente hedge com
opcoes, o prego atribuido a elas para esta finalidade € o seu "preco justo". A base desta afirmacdo
contém um argumento de arbitragem: o pre¢o justo da op¢ao € aquele que garante a entrada em
uma posicao hedgeada, ou seja, uma posicao que nao oferece risco de mercado, de forma que o
resultado ao longo do tempo seja sempre zero. Entdo, se o preco de de cotacdo de uma opg¢ao €
diferente deste, torna-se possivel a elaboracdo de uma posic¢ao hedgeada, em outras palavras,

sem riscos € com resultado diferente de zero.

O modelo Black e Scholes supde a elaboracao de um portfélio sem risco, formado por
uma posi¢ao em alocada em ac¢do em conjunto com uma posicao alocada no derivativo. Sendo
assim, nao havendo condi¢des de arbitragem entre mercados o retorno esperado do portfélio

deverd ser a taxa de juro livre de risco (COSTA, 1998).

A 1ideia de se constituir um portfélio sem risco reside no fato de que tanto o preco da
acdo quanto o preco da opcdo sdo sensiveis a mesma fonte de incerteza, a variagdo no preco da

acao.

Segundo (HULL, 2003) em qualquer periodo curto de tempo, o preco de uma opg¢ao de
compra € perfeita e positivamente correlacionado com o preco da acdo; e o preco de uma op¢ao
de venda é perfeita e negativamente correlacionado com o pre¢o da acdo. Em qualquer caso, um
portfélio constituido por acdo e opcao, o ganho ou perda da acdo é compensado pelo ganho ou
perda da opgdo, tornando assim conhecido o retorno do portfélio, em um curto espaco de tempo.

Esta composi¢do € conhecida como delta hedge.

4.5.2.1 Delta Hedge

Para (COSTA, 1998) a esséncia do modelo Black Scholes € o método de hedge. Como
visto anteriormente, o hedge em opcdes € constituido com uma posi¢do no ativo € uma posi¢ao
em op¢oes. A relacdo entre a variacao do preco da acdo e o preco da op¢ao ndo € constante. Tal
relacdo ¢ estabelecida pelo delta (A) de uma opg¢ao. Delta é a medida que diz qual a variagdao no

preco de uma opgdo provocada por uma variacdo infinitesimal no preco da ag@o.

Exemplo, para efetuar o hedge de uma posicdo a vista deve-se vender 1/A sobre esta
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posicdo. assim, o hedge € garantido. Entdo, se uma opcao de compra a ser utilizada para efetuar
0 hedge possui A = 0,5 e a carteira € composta por 500 acdes, deve-se vender 500 / 0,5 = 1.000

unidades de call.

Em um cendrio que a a¢do suba $ 0,50 as posi¢des no mercado a vista terdo variagdo de
$250, enquanto que as posi¢des em opg¢do provocardo uma variagdo na mesma magnitude, 0,5 x
0,5 x 1.000 = $250.

O ganho na a¢do € compensado pela perda na venda de call que € uma posicao passiva.
Entretanto, o valor do delta ndo € constante, quanto mais sobe o valor da a¢do, maior serd o valor

do delta de uma call, exigindo constante balanceamento no portfélio.

4.5.3 Modelo para o ativo

O preco de um ativo ao longo do tempo deve descrever uma trajetdria aleatoria, uma
vez que o desenvolvimento do modelo estd sob a hip6tese de mercados eficiente. Ao assumir a
veracidade da hipdtese, admite-se que o preco do ativo segue uma processo de cadeia de Markov
(BENINTI et al., ). Como consequéncia decorre que o histdrico de cotacdo estd implicito no pre¢o
do ativo que nada revela sobre seu preco futuro e que o preco responde tempestivamente a novas
informacgdes. Assim sendo, o modelo supde que o retorno dos ativos pode ser decomposto em
uma parte deterministica e outra parte estocastica derivava as variagOes aleatdrias inerentes ao

mercado de capitais.

Conjecturando que uma variagao infinitesimal sobre o prego de um ativo em um intervalo
de tempo dt, em que S + dS representa um acréscimo em S, o retorno de um ativo é dado pela
variacao definida no preco vigente de mercado, logo a fracdo deterministica é dada pelo drift
term (BAKSHI; CAO; CHEN, 1997):

pdt, 4.17)

em que | é uma constante.

O incremento aleatério € gerado por:

odX;. (4.18)

As expressoes 4.17 e 4.18 compdem a equagdo diferencial estocastica que descreve o

retorno do ativo em um determinado periodo ¢:

% = odX; + udt. (4.19)
t

Na situacdo em que i € constante e ¢ = 0, o valor do ativo por ser expresso por seu
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crescimento exponencial:

S = Spet =) (4.20)

sendo S_0 o preco do ativo no periodo ¢ = ¢_0 a expressdo 4.20 denota que o retorno do

ativo € deterministico.

Quanto ao elemento aleatdrio, este € dado pelo termo dX, denominado de Processo de
Wiener ou também de Movimento Browniano (MACBETH; MERVILLE, 1979).

4.5.3.1 Processo de Wiener

O chamado processo de Wiener € uma classe de processo estocastico de Markov com
utilizacdo pela fisica para estudar o movimento realizado por uma particula que submete-se a um

montante elevado de choques moleculares.

Este € um processo estocdstico em tempo continuo com trés propriedades fundamentais
(MACBETH; MERVILLE, 1979):

1. E considerado processo de Markov, portanto o valor futuro de um ativo é funcio do preco

corrente, entretanto ndo correlacionado com o histérico de precos passados.

2. As variagdes de preco nao sdo dependentes. Isto significa que a taxa de variabilidade
reaizada em um intervalo de tempo € independente da variacao ocorrida em qualquer outro

periodo de tempo.

3. Os acrécimos seguem uma distribui¢do normal com parametros que dependem sé do

intervalo de tempo, ou seja, sao estaciondrios.

Entao, se z; for um processo de Wiener, isto significa que uma eventual variacio em z,

A;, no intervalo de tempo A;, deve satisfazer as seguintes condi¢des:

1. A relacdo estabelecida entre Az e A, serd dada por A, = &+/A,, onde & ~ N (0,1)

2. O termo aleatdrio & ndo contém correlagio, logo € [€:€] = 0. Entéo tem-se que os valores
de Az para dois periodos de tempo distintos sdo independentes. Dessa maneira, z; segue

um processo de Markov com incrementos independentes.

A condi¢do 1 traz evidéncias que Az ~ N(0,A;) e consequentemente, a variincia de um
processo de Wiener progride linearmente com o horizonte de tempo. O processo de Wiener é,
por isto, um processo nao-estaciondrio e no longo prazo sua variincia tende ao infinito. Por outro
lado, quando A, tende a zero, pode expremir este incremento do processo de Wiener, dz, em

tempo continuo como:
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dZ = 8;\/%.

Dado que & ~ N(0, 1), entdo E(dz) = 0 e Var(dz) = E [ (dz*)] = dt.

A equacio de Black Scholes pressupde que os retornos percentuais dos ativos financeiros
possuem propriedades estatisticas similar ao movimento browniano, que a taxa de oscilagdo e a

volatilidade realizada do mercado sdo constantes.

A resolucdo de equagdes diferenciais estocdsticas nao podem ser efetuadas com técnicas
tradicionais de integracdo, como por exemplo as somas de Riemann. Uma vez que as equagdes
diferenciais estocdsticas contém o elemento da aleatoriedade, entdo, ndo € possivel deixar de lado
as variacOes envolvidas em um processo estocastico. Foi Itd, em 1944, quem realizou um grande

avan¢o em técnicas para solucao de equacdes diferenciais estocdsticas (SHIRYAEV, 1999)

4.5.3.2 Lema de It

O lema de Itd, na matemadtica, € uma identidade empregada no célculo de It6 para
encontrar o diferencial de uma funcio dependente do tempo de um processo estocdstico (ITO,

1951). Este diferencial atua como a contraparte do calculo estocéstico da regra da cadeia.

Supomhando-se que f(S) seja uma funcdo diferencidvel em S. Uma variacdo infinitesimal
em S devido dS provocard também uma variagdo em f. Logo, aplicando a expansdo em série de

Taylor tem-se:

df d*f ,, df
= ds
ds + 2dS2 + 6dS3

Antes de prosseguir com a expansdo da série de Taylor devemos assumir que:

df = ds® +... 4.21)

dx? = dr, (4.22)

e € interessante ressaltar que a equagao 4.19 sera trabalhada em sua forma quadrética:

ds® = (62S+ usdr)’

_ 2 2n Q2 2 (4.23)
= (08dX)"+208720S"dtdX + (uSdt)”~.

Observando o comportamento assintdtico dos termos da equacao 4.23, nota-se que o
primeiro termo tende a ser maior quanto menor for d¢, dessa maneira, os demais termos podem

ser ignorados. Dessa forma temos:

ds? = 628%dx>. (4.24)

Substituindo 4.22 em 4.24 tem-se:

dS? = 028%dt. (4.25)
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Retornando a expansdo de Taylor em 4.21 e substituindo em 4.25

d 1 5, ,d?
df = f(GSdX+uSdt)+ — 0252 fdt

ds 2 ds?

if p f oy (4.26)
=dS—LdX S—L 4+ — 5282 dt.

as“t (“ as " 2 d52>

Chega-se a ao Lema de Itd aplicado a equagdo 4.19 tendo S como varidvel aleatoria.

4.5.4 O Modelo Black Scholes

A formulacdo do modelo de Black e Scholes € feita sob as seguintes hipdteses basicas
(HULL, 2003):

e atrajetoria do preco da acdo corresponde a um modelo lognormal de aprecamento;
e ndo ha custos de transacdo ou impostos;

e ndo ha distribuicao de dividendos durante a vigéncia da opcao;

e ndo ha oportunidade de arbitragem;

e a compra e venda de titulos e a¢des € continua;

e participantes do mercado podem tomar emprestado ou emprestar recursos a mesma taxa

de juro livre de risco;

e ataxa de juro de curto prazo livre de risco € considerada constante.

Tomando u e ¢ constantes na equagdo 4.19, a funcao f € o preco de compra de uma
opg¢ao que por sua vez € sensivel ao preco S e do tempo z. Entdo aplicando o Lema de 1t6 tem -

S€:

of

of 2525 f of
oS

dX+(/.LS—+— +

df =oSss 55 120 S 55 T e

(4.27)

Sendo a ideia do Modelo Black Scholes a elabora¢do de um portfélio sem risco em que a
incerteza estd sobre a trajetdria futura do preco do ativo e do derivativo, o valor do portfélio é

dado por:

1= f—AS. (4.28)

Uma variagao Al no valor do portfélio em um instante de tempo At é:
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dl = df - AdS

Agora, unindo as expressoes 4.19, 4.27 e 4.28, conclui-se que / segue um passeio

aleatorio:

of 5f l 2¢ 8 f of
dl = — —A)—dX — 4= AS)dt. 4.2
OS(Gg ~A) TdX+(WSFe 307 T+ 5 THAS) (4.29)
Tomando A = 5{; elimina-se o termo dX da equacdo 4.29, ou seja, a aleatoriedade:
1 52 f of
dl = | ~0%8* =% dt. 4.30
( 3S2 ot ) (4.30)

Dado que um dos pressupostos do modelo Black Scholes é ha ndo existéncia de custos
de transa¢@o e nem de oportunidade de arbitragem, entdo quando se investe uma quantidade /

em um ativo livre de risco r, o portfolio cresceria #/dt no periodo de tempo dt. Entdo tem-se:

1 5f*  &f
ldt = | 028> = dt. 4.31
’ ( 552 51 ) (4.31)
Substituino 4.28 e tomando A = % em 4.31, tem-se a equacdo Black Scholes para opcdes
europeias:
of 28°f | Of
4 -0 =L 4 rS—L —rV =0. 4.32
5629 55 1S, (*32)

Quando o e r sdo constantes, tem-se a seguinte solu¢do para opg¢des europeias que nao

pagam dividendos:

c=SoN(d)) —Xe "TN(dy), (4.33)

p=Xe "IN(—dy) — SoN(—d), (4.34)

onde

(So/X)+ (r+c%/2)
dy = s , (4.35)
dy = In(So/X) + (r —0*/2)T —d,—oVT. (4.36)
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Nesta expressao, S € o preco do ativo, X € o preco de exercicio da op¢do, 7' € a maturidade
da opgdo, 62 é a taxa de varidncia do retorno da acdo, In é o logaritmo natural, ¢ é o preco da
op¢ao de compra e p € o preco da opgao de venda e r € a taxa de juro livre de risco. A fungao

N(d) € a fun¢ado de probabilidade cumulativa para uma varidvel padronizada normal.

O fator de importancia que resulta do modelo de precificagdo de derivativos € o conhecido
risk-neutral valuation. Este conceito pode ser expresso como: qualquer titulo cujo preco de outros
titulos pode ser aprecado supondo-se que os investidores sdo indiferentes ao risco (HULL, 2003).
Desse modo, as preferéncias de risco dos agentes econdmicos ndo exercem influéncia sobre o
valor do derivativo quando seu prego € expresso como uma funcio do preco do ativo-objeto. De

fato, as equagdes 4.33 e 4.34 ndo incorporam o retorno esperado do ativo, U.

O modelo nao utiliza as caracteristicas de caudas pesadas com agrupamento de volatili-
dade como proposto por (MANDELBROT, 1963).

Em 1997, Scholes e Merton receberam o prémio Nobel de Economia pelo desenvolvi-

mento do modelo de precificagdo.

4.6 Value-At-Risk

O Value-at-Risk (VaR), de acordo com (ALEXANDER, 2005) representou uma mudanca
na maneira como as institui¢des financeiras avaliam o risco. A atratividade do VaR como medida
de risco, segundo (DUFFIE; PAN, 1997) deriva do fato de:

e Corresponder a uma quantia que pode ser perdida com alguma probabilidade escolhida;

e O VaR mensura o risco dos fatores de risco, bem como as sensibilidades dos fatores de
risco;

e Pode ser comparado em diferentes mercados e diferentes exposicoes;

e E uma métrica universal que se aplica a todas as atividades e a todos os tipos de risco;

e Pode ser medido em qualquer nivel, de uma negociacdo ou carteira individual, até uma
unica medida de VaR em toda a empresa, cobrindo todos os riscos na empresa como um
todo.

e Quando agregado (para encontrar o VaR total de carteiras cada vez maiores) ou desagregado
(para isolar os riscos de componentes correspondentes a tipos diferentes de fator de risco)

leva em consideracdo as dependéncias entre os ativos ou carteiras constituintes.

(JORION, 1997) define o VaR como uma medida de risco expressa em unidade monetéria
que representa a maior perda possivel em condi¢cdes normais de mercado, tanto para um ativo

quanto para um portfélio, tendo o intervalo de confianca e janela temporal previamente definidos.
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Para ilustrar como o VaR fornece sua medida de risco suponha-se que um investidor tenha seu
portfolio constituido de acdes. O investidor poderd calcular seu prejuizo maximo esperado em
um dia empregando um intervalo de confianga de 95%. Especificamente, ao fixar um horizonte
de tempo ¢ e um nivel de significancia estatistica de ¢% (0 < & > 1), o VaR € a perda maxima
esperada para um horizonte de tempo ¢ e um nivel de significancia de (1-o)%. Entdo, o VaR
estaria estimando qual o prejuizo maximo esperado que seu portf6lio poderia incorrer em um
horizonte de um dia. Tomando que o VaR hipotético para este investidor resulte em R$10.000,00,
interpreta-se que o prejuizo maximo previsto para um dia é R$10.000,00 calculado a partir de
um intervalo de confianca de 95%, em outras palavras, em 95% do tempo o prejuizo maximo

esperado é de R$10.000,00 e apenas 5% a probabilidade seria de um prejuizo maior.

Conceitua-se estatisticamente, de forma genérica, o VaR de um ativo ou portfélio no
perido t como (LINSMEIER; PEARSON, 2000):

Pr{AIl, < VaR,} = a%, (4.37)

onde AIl; representa a variagdo no ativo ou portfélio de preco IT;.

Para obter a medida do VaR € necessdrio a geraracio de uma distribuicao de probabilidade
dos possiveis retornos dos ativos que compdem o portfélio. Com a distribui¢do, € possivel
determinar o intervalo de confianca e assim obter a medida. (JORION, 1997) resume desta

maneira 0s passos necessarios para sua obtencao:

1. marcar a mercado o portfélio atual (em unidades monetarias);
2. medir a variabilidade dos fatores de risco (volatilidade anual);
3. determinar o horizonte temporal;

4. determinar o nivel de confiancga;

5. reportar a pior perda.

Ha trés abordagens tradicionais para estima¢do do VaR: Nao paramétrica, paramétrica e

por simulagao.

4.6.1 VaR nao paramétrico

A estimacdo do VaR ndo paramétrico, também conhecido por Simulagdo Histérica é
a abordagem considerada a mais direta e intuitiva de se obter o VaR. Pelo fato de ndo supor
nenhuma afirmacgao sobre a distribui¢do de probabilidades de um determinado ativo, essa aborda-
gem ndo-paramétrica compoOe-se essencialmente em determinar o risco financeiro diretamente

da distribuicao empirica dos retornos passados por meio da extracdo do quantil correspondente
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ao nivel de significancia % pré determinado. Assim, a fundamentagdo tedrica da Simulacao
Histdrica reside em utilizar a propria distribuicao empirica dos retornos passados de um portfélio

ou ativo, presumindo que esta incorpora a verdadeira distribui¢do de probabilidades futura.

O processo para realizar uma Simulacao Histdrica inicia com a divisdo de toda a série
dos retornos observados historicamente em um nimero igual de amostras de mesmo tamanho.
Assim sendo, tomando uma série de retornos histéricos de tamanho T com janela temporal
de N, € possivel elaborar T-N+1 amostras, de tal modo que duas amostras subseqiientes tenha
apenas uma observacdo em comum. O proximo passo € selecionar o quantil referente ao nivel
de significancia de % desejado para cada uma das janelas temporais. Assim, de modo a obter
a estimativa do risco de mercado para o proximo dia em um instante qualquer 7, emprega-se o
retorno de um ativo ou portfélio no periodo ¢ e nos N-1 retornos que o antecedem. Portanto, a

Simulagdo Histdrica consiste em extrair percentis de uma amostra de retorno.

A titulo de ilustracdo, o VaR historico da série de retono do IBOVESPA apresentada neste
trabalho, para uma janela que representa os tltimos 252 dias da série, a um nivel de significancia
de 1% representaria um retorno situado entre a segunda e terceira pior perda observada no

periodo selecionado.
VaR(1%) =11,-13,07%.

Um ponto positivo para a abordagem de Simulacdo Histérica € que por se tratar de uma
distribui¢do ndo paramétrica, nao necessita de uma afirmacdo a priori a respeito da distribuicao
dos retornos. Além disso, pode, eventualmente, capturar relacdes nio -lineares como assimetria
e excesso de curtose. A desvantagem € que a abordagem ao assumir que o passado € uma proxy
adequada do futuro, considera todas as observacdes tendo pesos iguais, o que ndo leva em conta
o fato de observacdes distantes conterem informacgdes que ndo sdo relevantes no presente, além

de ignorar os clusters de volatilidade.

4.6.2 VaR Paramétrico

O VaR paramétrico € utilizado quando se tem uma crenca sobre a distribuicdo dos
retornos (DANIELSSON; VRIES, 2000). Para esses casos, 0 VaR € dado pela especificagdo de

f(e):

VaR}
Pr{r, <VaR;} = / f(r)dry = a%. (4.38)

A premissa de que os retornos de ativos financeiros possuem distribuicdo normal é uso
comum entre os profissionais de mercado financeiro. Em situagdes como estd, a funcdo de
distribui¢@o de probabilidade de f(r;) é dada por:

700 = ssexp | - (552 ) (- 1012, 439
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em que u é a média dos retornos e o ¢ seu desvio padrao.
Tomando que a média dos retornos dos ativos € nula, pode - se obter o VaR com a seguinte

expressao;

VaR(a%) = —T1,_1Z| 09,6, (4.40)

em que Zj_ 9, representa o quantil de uma distribuicdo Normal. Dessa forma, uma janela

amostral de T observagdes, o estimador incondicional do desvio-padrao o; é dado por:

A~ A 1 < _
6, =6 ml;(r,—r)% (4.41)
no qual:
F 1i< ) (4.42)
r=— ry—r)". .
T t

t—1

Nota-se que a utilizag@o de volatilidade incondicional para o célculo do VaR nado permite
que as informagdes mais recentes sejam incorporadas com maior propor¢ao a medida que
T aumenta, uma vez que cada observacio exerce 0 mesmo peso, em outras palavras, uma
observacao ocorrida a 180 dias taz a mesma significancia de informacdo quanto a observagao

ocorrida ontem.

Contudo, a hipétese de que os retornos de ativos financeiros sdo independentes e identi-
camente distribuidos ndo sdo examinados empiricamente. Ao invés disso, como visto na se¢ao
2.1 uma caracteristica das séries de retorno € que elas sao séries temporais heterocesddstica e
com dependéncia temporal. Assim sendo, a utilizagdo da variancia condicional no célculo do

VaR mostra-se mais adequada. Modelos de volatilidade condicional foram tratados na secao2.3.

4.6.3 VaR por simulacao

O VaR de um portfélio pode ser estimado através de diversas simulagdes do valor dos
ativos que o compdem. Os cendrios criados independem se originaram de simulacdes de Monte
Carlo ou de simulagdes histéricas. Uma vez que se crie um conjunto de cendrios, € aplicado
sobre eles, célculos estatisticos. Por exemplo,para obter o VaR de 95% do portfolio, € estipulado
o percentil de 5% de perdas ocorridas pela distribuicdo empirica. Sendo a técnica de simulagao,
uma técnica numérica, verifica-se um trade-off entre a quantidade de simulacdes desejadas
e o custo computacional para obté-lo. O VaR dessa forma € obtido em fun¢do do numero de
simulagdes empregado. Pode-se de qualquer forma estimar um intervalo de confianca para o

VaR e aumentar o nimero de simulagdes e assim aumentar a precis@o nos resultados.
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4.7 Conditional Value - at - Risk (CVaR)

O VaR como medida de risco ndo é considerado uma medida de risco coerente por ser
subaditivo (ACERBI, 2002), o que contradiz o principio de diversificagdo da Moderna Teoria do

Portfélio.

A nocdo de medida de risco coerente foi introduzida por (ARTZNER et al., 1999). Uma

medida de risco € definida coerente se atende os seguintes axiomas:

Seja x um espago linear de fun¢des mensuraveis que delimita as varidveis aleatorias X e

Y do espago de probabilidade caracterizado por (Q,'¥, p).

Definicao: p : ¥y — R € uma medida de risco coerente, caso satisfaca as seguintes

propriedades:

1. Monotonicidade: Se os retornos no portfélio X sdo menores que os retornos no portfélio Y,

entdo o risco no portfélio X € maior do que o portfélio Y:

X<Y,p(X)<p(Y),VX,Y € 1.

2. Subaditividade: Este axioma esta relacionado a diversificagdo do portfdlio. De acordo com
seu principio, a medida de risco total do portfélio € menor ou igual a soma dos riscos

individuais dos ativos que compdem o portfélio:
pPX+Y)<p(X)+p(Y) VXY € .

3. Positivamente homogéneo: Se a posi¢dao de um ativo € aumentada no portfélio, o risco do

portfélio aumenta na mesma proporcao:

p(AX) = Ap(X),VX € yeA > 0.

4. Invaridncia por transla¢do: Se adicionar ou subtrair um determinada quantidade | a | a
varidvel X, a medida de risco aumenta ou diminui na magnitude de | a |. Tal situagdo pode

ocorrer ao adicionar ao portfélio titulos de renda fixa ou montantes em dinheiro.

p(X+a)=pX)+a VX € yeacR.

O Conditional Value At Risk (CVaR) é uma medida que indica a perda média que excede
0 VaR, em outras palavra, mensura o quanto elevado €, na média, a perda a que se esta exposto

um determinado ativo ou portfélio.

Matematicamente:

CVaRgy = (1—a)~! / —xp(x)8x. (4.43)

—x>VaR y(x)
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Dada esta caracteristica, 0 CVaR fornece informacdes sobre a distribui¢do da cauda. O
CVaR é considerado uma medida de risco coerente. E empregado para mensurar perdas, e pode
ser definido como o limite superior para a perda maxima aceitavel em problemas de portfélio.
Logo, o CVaR difere do VaR pelo fato de que este informa qual a perda minima incorrida pelo
portfélio nos % piores cendrios, enquanto ele diz a perda média realizada pelo portf6lio nos a%
piores cendrios. Esta diferenga € considerada um avango do CVaR em relagc@o ao VaR (RAYATI;
GOODARZI; RANJBAR, 2019).

Figura 12 — Conditional-Value-At-Risk
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CAPITULO

CONCLUSAO

O amplo desenvolvimento dos mercados financeiros globais em conjunto com a liberali-
zac¢ao financeira tem tornado o sistema econdmico cada vez mais complexo e com um ndmero

de fontes de incerteza cada vez mais elevado, levando a um aumento da volatilidade.

Em vista deste cendrio, a andlise e gerenciamento de risco por parte das instituicoes

financeiras tem ocupado um papel relevante além de estar em um constante processo de evolugao.

Este tema teve seu marco com o trabalho de Markowitz, considerado o fundador da
moderna teoria do portfélio. A partir deste marco foram desenvolvidos modelos com o intuito de
quantificar e analisar o risco de mercado em que os detentores de recursos estavam expostos.
Nesta esteira surgiram modelos como CAPM, linha de mercado de capitais, modelo Balck &
Scholes, Value-At-Risk e Conditional Value-At-Risk.

Neste trabalho procurou-se apresentar de forma concisa tais modelos. A escolha do tema
foi determinada pela auséncia de uma linha de pesquisa sistemadtica dentro do Instituto de Ciéncia
Matematica e Computagdo da USP de Sao Carlos como também dada sua importancia para o

desenvolvimento econdmico.

O trabalho permitiu observar que os modelos embora proporcionem certo grau de acuricia
quando aplicados, ainda estdo sujeitos a falhas e imprecisdo. O objetivo precipuo € mensurar os
riscos financeiros, servindo como um "norte"aos gestores. Todavia, nao devem ser tomados como
verdade absoluta em relacdo ao futuro, haja vista que nas diversas crises ocorridas as perdas
financeiras nao foram evitadas. De fato pode-se verificar que as premissas adotadas pelos diversos
modelos analisados sdo imcompativeis com o mundo real que € conduzido pela incerteza, e o
que se objetiva com sua utilizacdo é a minimizacao dos choques negativos e subsidio a tomada

de decisao.

Outra conclusdo que se desprende deste trabalho € que nao ha uniformidade na mensura-

¢do do risco entre os agentes de mercado. Aplicar uma ou outra metodologia exige conhecimento
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sobre a dindmica do mercado em que se esta sendo analisando e todo seu contexto.
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