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RESUMO

CASSARO, A. G. A impossibilidade das construcoes classicas com régua e compasso, com
aplicacoes no ensino basico. 2023. 159 p. Dissertagao (Mestrado em Ciéncias — Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de
Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

O grande objetivo deste trabalho € fornecer um material completo e autocontido sobre a im-
possibilidade das construgdes classicas com régua e compasso, que possibilite o estudo por
qualquer pessoa que se interesse pelo assunto. Para isso, o trabalho € dividido em duas partes.
Na primeira parte, sdo apresentadas as solu¢des dos problemas de construcdo com régua e
compasso da duplicacdo do cubo e da trissec¢do do angulo, de forma mais simplificada que a
usual, em uma tentativa de tornar a teoria mais acessivel a um professor do ensino basico. De
modo andlogo, na segunda parte, o problema de constru¢do de poligonos regulares com régua e
compasso € resolvido e entdo é explicado porque ndo se pode empregar as mesmas ferramentas
construidas nas solugdes dos trés problemas mencionados para resolver o problema da quadratura
do circulo. Por fim, ap6s essas duas partes, sdo apresentadas algumas ideias para aplicagdes

desses problemas e de suas solucdes no ensino basico.

Palavras-chave: Constru¢es geométricas, Régua e compasso, Duplicacdo do cubo, Trissec¢ao

do angulo, Construcao de poligonos regulares.






ABSTRACT

CASSARQO, A. G. The impossibility of classical straightedge-and-compass constructions,
with applications in basic education. 2023. 159 p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias —
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e
de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

The main goal of this work is to provide a complete and self-contained material on the impossi-
bility of classical straightedge-and-compass constructions that enables anyone interested in the
subject to study it. To achieve this, the work is divided into two parts. In the first part, solutions
to the straightedge-and-compass construction problems of doubling the cube and angle trisection
are presented in a more simplified manner than usual, in an attempt to make the theory more
accessible to a primary school teacher. Similarly, in the second part, the construction problem
of regular polygons with ruler and compass is solved, and then it is explained why the same
tools used in the solutions to the three aforementioned problems cannot be employed to solve the
problem of squaring the circle. Finally, after these two parts, some ideas for applications of these

problems and their solutions in basic education are presented.

Keywords: Geometric constructions, Straightedge and compass, Doubling the cube, Angle

trisection, Constructing regular polygons.
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CAPITULO

INTRODUCAO

De tempos em tempos, matematicos em universidades ao redor do mundo recebem cartas
de entusiastas dizendo que resolveram o problema da trissec¢do do angulo. Ainda chegam cartas
de matematicos amadores onde mostram como dividir um angulo de 60° em trés partes iguais
usando apenas régua e compasso, embora tenha sido demonstrado hd quase duzentos anos que tal
construcao € impossivel. Esse fendbmeno em torno da trissec¢cdo do dngulo provavelmente existe
porque € muito facil enunciar este problema, mas um tanto dificil compreender sua solucao. Isso
faz com que qualquer pessoa consiga compreender qual € a questdo, mesmo que nao seja capaz

de entender que o problema estd resolvido nem tampouco o que diz a sua solugdo.

Assim como a trissec¢do do angulo, € bem simples enunciar todos os problemas que
serdo estudados neste trabalho. Usando apenas uma régua sem marcagdes e um compasso,

busca-se:

1. Construir um cubo com o dobro do volume de um cubo dado (duplicacdo do cubo);
2. Dividir um angulo dado em trés angulos congruentes (trisseccdo do dngulo);
3. Construir um quadrado com a mesma drea de um circulo dado (quadratura do circulo);

4. Construir um poligono regular com um dado nimero de lados.

E do mesmo modo que a trisseccdo do angulo, todos esses problemas t€ém solu¢des extremamente
avancadas. Os trés primeiros sao comumente conhecidos como os trés problemas cldssicos da
geometria grega. Embora a origem dos quatro problemas seja incerta e envolta em lendas e mitos,
eles foram estudados pelos gregos antigos, o que contribuiu para a sua fama nos séculos que
se seguiram, mesmo que nenhum matemaético da Grécia Antiga tenha conseguido resolvé-los
usando apenas régua e compasso. Apesar de comum na Grécia Antiga, a restricao ao uso desses

instrumentos ndo era uma regra de toda a matemaética grega.
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1.1 Por que usar somente régua e compasso?

H4 um mito bem difundido de que a restricdo ao uso de régua e compasso estaria
relacionada a filosofia de Platdo, segundo a qual a régua e o compasso constituiriam instrumentos
ideais, que forneceriam constru¢des com alto grau de perfeicao, em oposicado a ferramentas de
verdade, que realizariam construcdes mecanicas e imperfeitas. Alguém poderia apontar que a
régua e o compasso também sdo ferramentas reais, porém usar uma régua sem marcagdes equivale
a tracar retas e usar um compasso equivale a tracar circulos, figuras geométricas consideradas
superiores na filosofia platdnica. Contudo, nao hé nas obras de Platdo recomendacdes explicitas
impondo o uso de retas e circulos como modelo para a geometria grega nem tampouco proibindo

a utilizacdo de outras ferramentas nas constru¢des geométricas (ROQUE, 2012, p. 160, 161).

Nao conseguindo realizar as construcdes cldssicas com apenas régua e compasso, alguns
dos gregos antigos abordaram esses problemas com outros instrumentos, tais como as conicas,
a quadratriz, a neusis e a espiral de Arquimedes, e vérios outros.! Entdo, se a restri¢io ao uso
da régua e do compasso ndo era uma lei, como se explica o uso exclusivo desses instrumentos
no enunciado dos problemas escrito acima? Embora ndo se tenha uma resposta precisa para
essa pergunta, uma coisa € certa: essa pratica ndo estd ligada a Platdo, como se acreditou no
passado e ainda aparece em alguns livros de matemaética. Tatiana Roque desfaz esse mito em
seu livro Historia da matemdtica (ROQUE, 2012). Outra coisa que se sabe com certeza € que a
restri¢do ao uso de régua e compasso permeia Os Elementos, de Euclides. Nessa obra ndo se fala
literalmente em “régua e compasso” e sim em retas e circulos: todas as construcdes sao feitas
por meio dessas figuras geométricas, definidas abstratamente, embora em nenhum momento essa
pratica seja colocada como uma regra de modo explicito no livro. Roque (2012, p. 160, 161)

€screve:

Euclides ndo afirma explicitamente, em lugar nenhum de sua obra [Os Elementos],
que as construgdes tenham de ser efetuadas com retas e circulos. Simplesmente
elas sdo, de fato, realizadas desse modo. (...) Referimo-nos especificamente aos
Elementos, pois a restri¢do a régua e a0 compasso ndo parece ser importante nem

mesmo em outros escritos de Euclides.

Entdo surge um novo questionamento: Qual foi o motivo do uso exclusivo de régua e
compasso nos Elementos de Euclides? H4 algumas hipéteses que fazem muito sentido e ajudam
a entender até mesmo os provaveis propésitos da obra de Euclides. Uma delas é a simplicidade

das construcdes feitas com esses instrumentos, tal como Roque (2012, p. 161) explica:

As construgdes feitas desse modo sdo mais simples e ndo exigem nenhuma teoria

adicional (como seria o caso das constru¢des por meio de conicas). Desse ponto de

'O leitor pode encontrar excelentes solu¢des com esses instrumentos nas referéncias (KAZARINOFF,

2003) e (ROQUE, 2012).
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vista, a restricao nao seria consequéncia de uma proibi¢ao, mas de uma otimizacgao:
deve-se usar a régua e 0 compasso sempre que possivel para simplificar a solugio

dos problemas de construgao.

Ou seja, essa primeira hipdtese seria uma motivagdo pedagégica de Euclides, de modo a
facilitar a compreensdo dos resultados para abranger um publico amplo e até mesmo convencer

os leitores de que os resultados ali apresentados sdo verdadeiros.

Uma outra hipétese muito plausivel para o uso restrito de régua e compasso nos Elementos
¢ a de que Euclides buscava em sua obra ordenar e sistematizar a geometria, de modo a juntar
todos os resultados basicos da matemadtica desenvolvida até ali de modo organizado. Pensando
assim, o uso exclusivo de retas e circulos teria uma origem prética: sdo as construcdes suficientes

para os resultados apresentados na obra. Roque (2012, p. 163) escreve:

Na época de Euclides, o conjunto dos conhecimentos dos gedmetras ja estava bas-
tante desenvolvido e era necessdrio ordend-lo. Essa ordem implicaria uma gradagdo
da matematica, do nivel mais elementar em dire¢ao ao superior. E Euclides se teria
proposto, nos Elementos, a expor a matemadtica elementar da época, aquela que

demanda somente o emprego da régua e do compasso.

Essa segunda explicacdo € muito interessante e tentadora, pois harmoniza com a sim-
plicidade proposta na primeira hipétese e nos remete ao nome da obra: desse ponto de vista, o
titulo Os Elementos provavelmente quer dizer literalmente “o elementar da matemadtica”. Por

fim, Roque (2012, p. 163) conclui o seguinte sobre as duas hipéteses:

Quer optemos pela motivacdo pedagdgica ou por essa segunda razdo, de cunho
epistemoldgico, parece mais adequado entender a exclusividade da régua e do
compasso nos Elementos como uma restri¢do pragmadtica cujo objetivo poderia ser
apresentar um uso 6timo dos instrumentos mais simples possiveis. Nesse caso, a
mensagem implicita nessa obra seria: eis tudo o que se pode fazer em geometria

com o uso somente da régua e do compasso.

1.2 Problemas impossiveis

Apesar de os gregos antigos terem obtido solugdes com outros instrumentos para os
quatro problemas mencionados anteriormente, ao longo do tempo os matemdticos continuaram
tentando resolver esses problemas de construgdo, pois algumas perguntas permaneciam em
aberto: Como realizar tais constru¢des com apenas régua e compasso? Serd que € realmente
possivel? Eventualmente surgiu a desconfianca de que talvez ndo fosse possivel realizar essas

construgdes com o uso exclusivo de régua e compasso. Fato € que o interesse dos matemaéticos
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em desvendar o mistério envolvendo essas construgdes e o uso de régua e compasso levou a
descobertas incriveis. Além disso, a sua solucao acabou por mostrar conexdes surpreendentes
entre diversas dreas da matematica, o que contribuiu para que a fama desses problemas alcangasse
patamares tao elevados. A questdo teve seu desfecho final somente no século XIX, cerca de dois
mil anos depois dos estudos dos gregos antigos. Mas essa demora imensa se justifica: Todas as

construgoes sao impossiveis!

Entdo surge a pergunta: “Se as construcdes sao impossiveis, como os problemas foram
resolvidos?”. Para entender esse aparente paradoxo, € necessario esclarecer o que significa
resolver esses problemas e o que significa que as constru¢des sao impossiveis. Isso sera feito

através de uma analogia com um exemplo de constru¢ao mais simples.

Esqueca por um momento o uso de régua e compasso e considere o seguinte problema:
Obter um quadrado de lado inteiro cuja drea seja igual a um niimero natural dado.” A restri¢io
aqui ndo € sobre os instrumentos de constru¢do e sim sobre a medida do lado do quadrado,
que deve ser um nimero inteiro. De inicio pode parecer que a analogia ndo se aplica, porém o
objetivo final é comparar a solucio desse problema com as solugdes dos problemas de constru¢ao

com régua e compasso, € nao o seu enunciado.

Em primeiro lugar, € preciso entender o enunciado do problema. Quando se escreve “um
nimero natural dado”, o que se quer dizer é que, para todo nimero natural n, deve-se obter
um quadrado de drea n, cuja medida do lado seja um ndmero inteiro /; além disso, “obter um
quadrado” equivale simplesmente a encontrar o lado deste quadrado. A drea de um quadrado é
dada pelo quadrado da medida de seu lado. Assim, para se obter um quadrado de area n, deve-se

encontrar um ndmero inteiro / que satisfaca a seguinte igualdade:
> =n.

Como a construgdo deve ser feita para cada numero natural n, pode-se comecar a analisar
a situagdo pelo primeiro niimero natural: n = 1. Nesse caso, é fcil ver que [ = 1, pois 12 = 1.
Note que / deve ser positivo, pois se trata da medida de um segmento de reta. Como [ =1 €
um ndmero inteiro, conclui-se que € possivel obter um quadrado de drea 1 como solicitado no
enunciado. Porém a solu¢do do problema ndo pode parar por ai! Seria um erro muito grande
concluir que a construcao sempre € possivel, para todo nimero natural, a partir de apenas um
caso em particular. Seguindo na lista dos nimeros naturais, tem-se n = 2. Para encontrar o

nimero / nesse caso, € necessario resolver a equacao a seguir:

cuja tdnica raiz positiva é v/2. Ou seja, se um quadrado tem drea igual a 2, entdo obrigatoriamente

a medida de seu lado é igual a /2, que claramente nio é um niimero inteiro (pode-se argumentar
2

Uma interessante versdo alternativa deste problema seria a seguinte: Obter um quadrado de lado
racional cuja drea seja igual a um niimero dado. Essa versdo € explorada no capitulo de aplicagcdes no
ensino.
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que 12 =1e 2% =4 e, por isso, v/2 deve ser um nimero maior do que 1 e menor do que 2).?
Logo, ndo existe um quadrado de lado inteiro cuja drea seja igual a 2. Portanto, € impossivel
obter um quadrado de area 2 com a condicdo exigida. A investiga¢ao termina nesse momento,
pois ndo ha mais nada a se fazer. Alguém poderia dizer: “Ainda ha outros nimeros a testar. Por
exemplo, € possivel obter um quadrado de drea 4 exatamente como solicitado.” Porém, como
explicado anteriormente, o problema consiste em obter um quadrado para cada niimero natural
dado. Como € impossivel obter um quadrado no caso em que o nimero dado € 2, entdo € claro
que nio se pode obter em todos os casos. E ficil perceber que hd outros infinitos casos em
que ndo € possivel (e também infinitos casos em que € possivel), mas isso nao importa, pois a
impossibilidade de apenas um mostra que nao se pode atingir o objetivo para todos. Portanto, o

problema esté resolvido e a sua solugdo € a seguinte:

E impossivel obter um quadrado de lado inteiro cuja 4rea seja igual a n, para todo
nimero natural n. Para provar isso, basta exibir um nimero natural n para o qual
€ impossivel obter um quadrado de lado inteiro / e drea n. Tomando n = 2, o lado
do quadrado deveria medir ﬂ que € um nimero maior do que 1, pois 12 =1,
e menor do que 2, pois 22 = 4, o que mostra que v/2 ndo é um niimero inteiro.
Portanto, ¢ impossivel obter um quadrado como solicitado nesse caso, como se

queria demonstrar.

Uma observacdo importante € a seguinte: Se por acaso fosse possivel obter um quadrado
de lado inteiro e drea n para todo natural n, entdo a demonstragdo teria que ser feita para todo
ndmero natural (o que poderia ser feito, por exemplo, através de um procedimento genérico que
servisse para qualquer natural dado). Mas o ponto € que ocorre justamente o contrario: ndo é
possivel obter um quadrado para todo nimero natural e por isso € suficiente exibir apenas um

nimero natural que ndo d4 certo, para garantir uma demonstracao valida.

De modo analogo, quando se escreve “dividir um dngulo dado” no enunciado do problema
da trisseccdo do angulo, o que se quer dizer € que se busca dividir fodos os angulos em trés partes
iguais usando somente régua e compasso. Assim como no caso do problema do quadrado de lado
inteiro, alguém poderia exibir um procedimento particular com régua e compasso para trissectar,
por exemplo, um angulo de 180°. Isso de fato é possivel, mas ndo mostra que € possivel trissectar
todos os angulos. Para provar que qualquer angulo pode ser dividido em trés partes iguais, seria
necessdrio exibir um procedimento geral com régua e compasso para trissectar um angulo de
medida qualquer, o que é impossivel, pois o angulo de 60° ndo pode ser trissectado usando
apenas régua e compasso, como serd mostrado mais adiante. Equivalentemente ao problema do

quadrado de lado inteiro, ao se provar que um angulo de 60° ndo pode ser dividido em trés partes

3 No momento deste argumento fica claro porque se optou pela versdo com “lado inteiro” e ndo “lado

racional”: para se evitar a justificativa mais forte de que /2 ndo é racional. Ou seja, buscou-se um
exemplo que facilitasse a compreensao tanto do aluno como do professor.
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iguais, o problema da trisseccao fica resolvido e sua solu¢do mostra que € impossivel dividir
todos os angulos em trés partes iguais usando somente régua e compasso. Como no problema
do quadrado, existem outros infinitos angulos que nao podem ser divididos (e também infinitos
angulos que podem ser divididos), mas isso ndo importa, pois a impossibilidade de apenas um

mostra que ndo se pode trissectar todos os dngulos com o uso exclusivo de régua e compasso.

A moral da histéria é que o problema do quadrado de lado inteiro proposto acima esta
resolvido e sua solu¢do mostra que € impossivel atingir o objetivo desejado. Uma conclusao
analoga se aplica a duplicacdo do cubo, a trissec¢do do angulo, a quadratura do circulo e a
construcao de poligonos regulares: Os problemas estdo resolvidos e suas solucoes mostram
que é impossivel realizar tais construcoes utilizando somente a régua e o compasso. Com uma
pequena alteragdo, seria sempre possivel obter o quadrado com a drea desejada: basta permitir
que o lado do quadrado tenha como medida qualquer nimero real. De maneira andloga, basta
permitir o uso de outros instrumentos além da régua e do compasso para que se possa trissectar
qualquer angulo, inclusive o angulo de 60°. Com o uso de outros instrumentos, todas as quatro
construcdes geométricas citadas neste trabalho podem ser realizadas, como os gregos antigos

fizeram.

Entretanto, somente com o passar do tempo e com o desenvolvimento de novas ferramen-
tas matematicas € que os problemas de constru¢cdo puderam ser completamente resolvidos. Mais
de 2000 anos depois dos estudos dos gregos antigos, em 1837, Pierre Louis Wantzel provou que,
usando apenas régua e compasso, ¢ impossivel duplicar um cubo de volume igual a 1, trissectar
um angulo de 60° e construir um n-agono regular quando n é divisivel por um primo que nao
é da forma 2% + 1 ou quando 7 é divisivel pelo quadrado de qualquer primo maior do que 2. E,
em 1882, Ferdinand von Lindemann provou que a quadratura do circulo € impossivel através do
uso restrito de régua e compasso (KAZARINOFF, 2003). Ao longo deste trabalho, a maioria
dessas demonstragdes serdo apresentadas em detalhes, mas com esperanca a analogia inicial do
quadrado de lado inteiro ilustrard desde ja e de modo claro o aparente paradoxo das solug¢des
dos quatro problemas de constru¢do. Ao passo que o problema mais simples do quadrado exigiu
apenas operacgdes bdsicas, os quatro problemas de constru¢do com régua e compasso exigirdo um
pouco mais de matemdtica. Neste trabalho, busca-se construir toda a teoria necessdria para as suas
solucdes de modo rigoroso, mas acessivel. No decorrer dos préximos capitulos, serdo provados
todos os resultados necessdrios para apresentar as solu¢des dos problemas de constru¢do com
régua e compasso, porém alguns resultados elementares de geometria e de divisibilidade serdo

assumidos sem demonstracao, pois esse nao € o foco do trabalho.

1.3 Problemas nao resolvidos

Além de as solucdes dos quatro problemas conterem um pouco de matemdtica avangada,

se tratam de provas indiretas, no sentido que ndo apresentam quase nenhuma constru¢do geomé-
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trica concretamente. Pelo contrério, sdo provas abstratas que nem mesmo usam ferramentas da
geometria e sim resultados da dlgebra. Talvez também por isso alguns matematicos amadores ndao
aceitem a solucdo e insistam em perder tempo procurando uma constru¢do geométrica com régua
e compasso para trissectar o angulo de 60°, que seria tdo concreta e direta para todos se ndo fosse
inexistente. Seja qual for o motivo, o fato € que compreender a solu¢do do problema da trisseccao
do dngulo € muito mais dificil do que entender o seu simples enunciado, e a existéncia de pessoas

que ainda tentam trissectar o angulo de 60° e qualquer outro angulo € uma consequéncia disso.

Outro fato que talvez possa confundir matemaéticos amadores € que também hd problemas
nao resolvidos em matematica. Um exemplo famoso € a Conjectura de Goldbach, que afirma
que todo nimero par maior do que 2 € a soma de dois ndmeros primos. Ainda ndo hd uma
demonstracdo de que essa afirmacgdo é verdadeira. Entdo, neste caso ha ainda perguntas sem
respostas: Serd que existe algum nimero par que nao pode ser escrito como a soma de dois
nimeros primos assim como existem angulos que ndo podem ser trissectados usando somente
régua e compasso? Ou serd que realmente vale para todo nimero par maior do que 2? Sera que €
mesmo possivel responder essas perguntas? Ha indicios de que provavelmente ndo seja 0 mesmo
caso da trissec¢do do angulo, onde falha em algum caso, porém o fato é que o problema continua
em aberto. Entdo € importante que se entenda a diferenca: enquanto a Conjectura de Goldbach
€ um problema que nao foi resolvido até o momento da escrita deste trabalho, a trissec¢ao do
angulo € um problema que j4 foi resolvido e que diz que é impossivel trissectar todo angulo com
apenas régua e compasso. Essa diferenca entre problemas ndo resolvidos e problemas resolvidos
na negativa (cujas solugdes mostram que ndo € possivel fazer o que se pretendia) € um ponto

chave do qual os “trissectores de angulo” provavelmente nao t€ém conhecimento.

Deste modo, percebe-se que de fato hd uma dificuldade em compreender por completo
os problemas cldssicos de constru¢ao geométrica, pois € contra-intuitivo que nao seja possivel
de jeito algum criar constru¢des com régua e compasso para dividir todo angulo em trés partes
iguais ou construir um cubo com o dobro do volume de um dado cubo, € menos intuitivo
ainda € o fato de que podemos fazer demonstragdes algébricas de que tais construcdes nao
existem. Alguém poderia pensar que certamente € possivel e, se ninguém conseguiu fazer, é
porque simplesmente se tratam de constru¢des muito dificeis. Sem conhecimento e explanagao,
pode parecer inesperado e frustrante que problemas tao faceis de enunciar tenham soluc¢des tao
dificeis, mas apds um pouco de estudo se vé que na realidade € surpreendente e belo. Com
isso em mente, um dos objetivos deste trabalho € tentar simplificar e esclarecer as solugdes,
com foco no professor de matematica e no processo de ensino-aprendizagem. Ao se dar conta
dessa beleza contra-intuitiva e das surpreendentes conexdes entre dreas aparentemente distantes
da matematica, talvez os professores e alunos se interessem mais por esses problemas. Como

Kazarinoff (2003) escreve em seu livro:

“O capitulo final da histdria desses antigos problemas de construg¢do ainda estd sendo

escrito. E a disseminagdo de suas solugdes e da aritmética requintada que eles envolvem.”
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Espera-se que, através deste trabalho, seja possivel escrever uma pequena secao neste
capitulo final da histéria dos problemas de construcdo, em particular uma se¢do voltada para o
ensino bdsico de matematica. Assim, ao se cumprir o objetivo de apresentar as solu¢des completas
e simplificadas ao professor do ensino basico, se estd concretizando o grande propdsito deste
trabalho, que € a disseminagdo das solu¢des dos problemas cldssicos de constru¢do com régua e
compasso e da dlgebra tao elegante que faz parte das mesmas. Afinal, cada uma dessas solugdes
€ o resultado de um grande esforco intelectual: todas sdo baseadas em séculos de trabalho
e no desenvolvimento de nova matemdtica. Embora enunciadas na negativa (“nao € possivel
realizar tais construcdes”), essas solugdes sdo realizagdes positivas e grandes contribui¢des para

o conhecimento humano.*

4 As tltimas frases deste paragrafo foram inspiradas e adaptadas de uma fala de Oskar Morgenstern

presente no livro Famous problems of geometry and how to solve them, de Benjamin Bold (BOLD,
1982).
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CAPITULO

CONSTRUCAO COM REGUA E COMPASSO

Para iniciar um estudo rigoroso das constru¢gdes geométricas, € necessdrio esclarecer o
que significa constru¢do com régua e compasso no contexto original da geometria euclidiana
plana e entdo traduzir esse significado para o contexto da dlgebra abstrata. Assim, na primeira
secdo deste capitulo serdo estabelecidas as defini¢des e regras basicas das construgdes a serem
estudadas neste trabalho, enquanto que nas demais se¢des serd feita a transicao para o contexto

da geometria analitica, seguida da interpretacdo algébrica dos conceitos e regras iniciais.

2.1 Pontos construtiveis

De modo informal e intuitivo, pode-se pensar que fazer uma construgdo geométrica com
régua e compasso consiste em executar uma sequéncia de construgdes que utilize, a cada nova
etapa, apenas pontos, segmentos € curvas previamente obtidos nas etapas anteriores usando-
se somente régua e compasso. Pensando especificamente nos pontos que podem ser obtidos
com esses instrumentos, é natural pensar que, para gerar novos pontos com régua € compasso,
€ necessario que se utilize pontos previamente obtidos deste modo. Percebe-se assim que a
obtencdo de pontos com régua e compasso € um processo recursivo: pontos anteriormente
obtidos com esses instrumentos podem gerar novos pontos que, por sua vez, podem gerar novos
pontos, e assim sucessivamente. Pensando de trds para frente, o tinico modo de se obter novos
pontos com régua e compasso € usando pontos antes construidos que, por sua vez, precisam ter
sido construidos a partir de pontos preexistentes, e assim por diante até... Até quando? Qual é
o inicio dessa recorréncia? Ela parece ndo ter um inicio. De fato, sem assumir nenhum ponto
“construido a priori”’, ndo existe maneira de iniciar uma construcdo com régua € compasso,
pois ndo hd um modo de iniciar uma construcdo a partir do plano em branco, sem ter pontos
iniciais dados a partir dos quais se possa tracar uma reta com a régua ou uma circunferéncia
com o compasso. Entdo poderia se imaginar que um ponto inicial resolveria o problema, porém

tampouco € possivel tracar uma reta ou uma circunferéncia com esses instrumentos a partir de
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apenas um ponto. Diante disso, percebe-se que € preciso estabelecer dois pontos iniciais a partir
dos quais se podera construir efetivamente novos pontos com régua € compasso. Os “pontos
que podem ser construidos com régua e compasso” serdo chamados logo menos de “pontos
construtiveis”, mas o fato € que os dois pontos iniciais dados sem constru¢cdo devem entrar de
modo axiomatico na defini¢do de “pontos construtiveis”, pois sem eles ndo hd como iniciar

nenhuma construcao.

Assim, através desse raciocinio intuitivo, é necessario que se entenda que o processo de
qualquer constru¢cdo com régua e compasso que se faca € um processo recursivo, que tem inicio
nos dois pontos iniciais dados e, a partir de operacdes permitidas por esses instrumentos, gera
novos pontos que, por sua vez, geram novos pontos, € assim por diante. Tendo em mente este
espirito € que se inicia a formalizagdo da teoria no proximo paragrafo. Antes porém, deve-se
observar que a parte tedrica desenvolvida neste trabalho seguiu a linha principal do que € feito
em Kazarinoff (2003), porém a sequéncia e a forma de apresentar foram, em sua maior parte,
alteradas e suplementadas com novas defini¢des e proposi¢des; além disso, buscou-se detalhar e
explicar todas as afirmacdes e demonstracdes feitas, procurando sempre se introduzir cada nova

ideia com exemplos, de modo a ilustrar a teoria e tentar fornecer um raciocinio 16gico e intuitivo.

Para iniciar a formalizacdo no contexto da geometria euclidiana plana, parte-se de apenas
dois pontos distintos no plano euclidiano, denominados de O e A, que estdo, por defini¢do, a uma
unidade de distancia um do outro. Como os pontos O e A sdo fornecidos sem constru¢ao, mas
sd0 necessdrios para se iniciar qualquer constru¢do geométrica com régua e compasso, sera dito

que eles s@o pontos contrutiveis.

Nesse plano, somente € permitido o uso de:

* uma régua sem marcagoes, com a qual se pode apenas tracar retas;

* um compasso, com o qual se pode apenas tracar circunferéncias.

E importante frisar que a “régua” referida aqui ndo € uma régua usual no sentido que
as pessoas estdo acostumadas, e sim uma régua sem quaisquer marcagdes de medidas que nao

permite, portanto, qualquer comparacao de distancias.

Uma vez estabelecidos os pontos construtiveis iniciais e 0s instrumentos admitidos,
pode-se descrever as operacoes de construgdo permitidas para se realizar uma constru¢do com

régua e compasso:

1. Com a régua pode-se tragar uma reta passando por dois pontos construtiveis;

2. Com o compasso pode-se tragar uma circunferéncia tendo como centro um ponto constru-

tivel e como raio a distancia entre dois pontos construtiveis.
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Além disso, ao se realizar qualquer constru¢ao geométrica com régua e compasso, as

operacdes acima podem ser executadas apenas um ndmero finito de vezes.

Observacao 1 (Tranferéncia de distancias). Com o compasso que se conhece hoje em dia,
¢ possivel transferir distdncias, ou seja, pode-se posicionar as pontas do compasso em dois
pontos distintos do plano, obtendo assim a distancia entre esses pontos, € entdo levantar o
compasso do papel e posicionar sua ponta seca em qualquer outro ponto do plano para tragar
uma circunferéncia que tenha como raio aquela distancia obtida, pois 0 compasso moderno €
ajustdvel e mantém a abertura ao ser retirado da superficie onde suas pontas estdo apoiadas. Por
outro lado, essa transferéncia de distancia nao podia ser feita com o compasso dos gregos antigos,
porque o mesmo se fechava ao ser alcado da superficie onde se fazia a construcio e assim s era
possivel tragar uma circunferéncia posicionando a ponta seca do compasso em um ponto C do
plano e a outra ponta em um ponto distinto P (o centro e o raio da circunferéncia assim tracada
eram, respectivamente, o ponto C e a distancia CP). Deste modo, a segunda operacao tal como
foi enunciada s6 pode ser executada com o compasso moderno. Caso contrdrio, se estivesse
disponivel apenas o compasso dos gregos antigos, tal operacdo deveria ser assim enunciada: Com
0 compasso pode-se tracar uma circunferéncia que tenha como centro um ponto construtivel e
que passe por outro ponto construtivel (diferente de seu centro). Felizmente, pode-se provar! que
tudo o que € feito com a régua e o compasso moderno poderia ser feito com a régua e 0 compasso
dos gregos antigos, o que € muito util, pois as constru¢des geométricas com régua € compasso
podem ser muito encurtadas ao se fazer uso da transferéncia de distancias (KAZARINOFF,
2003).

Deve-se observar também que os tnicos pontos construtiveis definidos até o momento sao
os pontos iniciais O e A. Deste modo, enquanto ndo for feita uma definicdo mais ampla de pontos
construtiveis, as operagdes acima estardo usando apenas os dois pontos iniciais, assim como as
defini¢des que serdo apresentadas a seguir, que basicamente estabelecem como construtiveis

todos aqueles objetos que podem ser obtidos a partir das operacdes permitidas.

Definicao 1 (Segmento construtivel). Um segmento construtivel € um segmento de reta cujas

extremidades s@o pontos construtiveis.

Definicao 2 (Reta construtivel). Uma reta construtivel ¢ uma reta que contém pelo menos dois

pontos construtiveis.

Definicao 3 (Semirreta construtivel). Uma semirreta construtivel € uma semirreta cuja origem &

um ponto construtivel e que contém no minimo outro ponto construtivel (distinto de sua origem).

Definicsio 4 (Angulo construtivel). Um dngulo construtivel é um angulo formado por duas

semirretas construtiveis de mesma origem.

' O leitor pode encontrar uma demonstra¢do na referéncia (KAZARINOFF, 2003).
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Definicao 5 (Circunferéncia construtivel). Uma circunferéncia construtivel € uma circunferéncia

cujo centro é um ponto construtivel e cujo raio € a distancia entre dois pontos construtiveis.

A principio, a definicdo a seguir poderd parecer confusa. Por isso € indispensavel lembrar
que os Unicos pontos construtiveis existentes até o momento sdo os pontos O e A, e que, portanto,
as defini¢des acima usaram somente esses dois pontos iniciais até aqui, como ja foi observado
antes de elas serem enunciadas, mas que vale reforcar porque € uma passagem delicada. Ainda
ndo foi apresentada outra definicdo de pontos construtiveis além dos pontos iniciais, porém
finalmente ha condicdes para isso, desde que se lembre também que o processo de obtencdo de
pontos construidos com régua e compasso (i.e., pontos construtiveis) € um processo recursivo,
ou seja, cada novo ponto construtivel é obtido a partir de pontos construtiveis preexistentes,

como explicado no inicio desta se¢do.

Definicao 6 (Ponto construtivel). Um ponto construtivel é:

(i) O,A;ou
(i) um ponto de interse¢do entre duas retas construtiveis concorrentes; ou
(i11)) um ponto de intersecdo entre uma reta € uma circunferéncia construtiveis; ou

(iv) um ponto de intersecdo entre duas circunferéncias construtiveis distintas.

Os pontos iniciais O e A j4 haviam sido definidos como pontos construtiveis no texto, o
que foi essencial, porém eles foram inclusos nessa defini¢do para unificar e centralizar todas as

defini¢des de ponto construtivel.

A confusdo inicial vem do fato que “pontos construtiveis” foram usados para se definir
retas e circunferéncias construtiveis e essas por sua vez foram utilizadas para se definir “pontos
construtiveis”. Sem a devida explicacdo, tem-se a sensacdo de que algo estd errado! Porém, com
o devido conhecimento, tudo faz sentido. Na realidade, pontos construtiveis preexistentes (que
no inicio eram apenas O e A) foram usados para gerar retas e circunferéncias construtiveis e
€ssas por sua vez geraram novos pontos construtiveis, os quais foram entao usados para gerar

novas retas e circunferéncias, e assim sucessivamente.

Por fim, é possivel resumir uma construgdo com régua e compasso de modo formal.
Inicia-se com apenas dois pontos construtiveis, O e A. A partir deles, pode-se realizar operagdes
de construcdo e assim se obter novos pontos com régua e compasso. Esses novos pontos sao
entdo chamados de pontos construtiveis, pois foram obtidos a partir de pontos construtiveis
preexistentes e de operacdes permitidas. Com isso, o conjunto de pontos contrutiveis é ampliado.
A partir deste conjunto ampliado de pontos, pode-se executar mais operacdes de construcao

e assim se obter novos pontos, € de maneira andloga estes pontos sdo chamados de pontos
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construtiveis. Deste modo, o conjunto de pontos construtiveis € mais uma vez ampliado. Esse
processo pode ser repetido tantas vezes quanto se queira, gerando assim uma infinidade de pontos

construtiveis.

Observacao 2. Uma consequéncia importante da defini¢cao 6 é que, a partir dos pontos cons-
trutiveis iniciais O e A, € possivel obter pontos construtiveis indefinidamente efetuando-se as

operacoes de construcdo permitidas um numero finito de vezes.

Daqui em diante, a caracteristica de algum objeto “poder ser ou ndo construido com

régua e compasso” se traduz como ‘“‘ser ou ndo construtivel”.
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2.2 Sistema de coordenadas cartesiano

Uma vez esclarecido o que exatamente significa construgdo com régua e compasso no
contexto original da geometria euclidiana plana, se faz necesséria a transi¢ao para o terreno da
geometria analitica, que permitird transformar problemas classicos de constru¢do em problemas
algébricos. Para isso, € inserido um sistema de coordenadas cartesiano no plano euclidiano de
modo que o ponto construtivel O fique identificado com a origem (0,0) e o ponto construtivel A

fique identificado com o ponto (1,0).

E natural que o préximo passo seja tentar identificar as coordenadas de outros pontos
construtiveis nesse sistema cartesiano. Apds uma investigacao inicial, ndo é tao dificil perceber
que todos os pontos de coordenadas racionais sdo construtiveis, porém ¢ um pouco trabalhoso
demonstrar este fato de modo rigoroso, e este € o objetivo desta se¢do. Por isso, essa demonstragdao
serd feita passo a passo, tentando sempre que possivel ilustrar cada etapa com exemplos, com o

intuito de tornar o processo mais intuitivo.

No que segue, o simbolo AB ¢ usado para denotar o segmento de reta de extremidades A
e B, enquanto que AB denota a medida do segmento AB; o simbolo zﬁ ¢ usado para denotar a
semirreta de origem A que passa por B, e ;@ denota a reta que passa pelos pontos A e B. Por
outro lado, o simbolo AOB serd usado para denotar tanto o angulo formado pelas semirretas 0_>A
e 0? como a medida desse angulo. Além disso, nesta se¢ao serdao usados os cldssicos casos de

congruéncia de triangulos da geometria euclidiana plana.

Inicialmente serdo feitas as seguintes constru¢des com régua e compasso: a construcao da
mediatriz de um segmento de reta; a construcao de uma reta paralela a outra reta; e a constru¢ao
dos eixos x e y do plano cartesiano. Essas construcdes iniciais serdo uteis em varios momentos
e, além disso, constituem 6timos exemplos para serem feitos com os alunos em uma primeira
aula sobre constru¢des geométricas com régua e compasso. E importante que o professor saiba
distinguir a linguagem formal aqui utilizada da linguagem pratica a ser usada em sala de aula.
Por exemplo, a primeira afirmacdo do lema abaixo pode ser colocada em termos mais simples do

seguinte modo: A mediatriz de um segmento pode ser construida com régua e compasso.

Lema 1. Valem as seguintes afirmacoes:

(i) a mediatriz de um segmento construtivel € uma reta construtivel;

(i1) areta paralela a uma reta construtivel r e que passa por um ponto construtivel P, tal que

P ¢ r, é uma reta construtivel;

(1i1) os eixos x e y sdo retas construtiveis.

Demonstragcdo. A demonstracao serd feita item por item.
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(i) A mediatriz de um segmento de reta € a reta perpendicular ao segmento que passa

pelo ponto médio do mesmo.

Seja entdo CD um segmento de reta construtivel arbitrario. A construcio da mediatriz de

CD apresentada a seguir estd ilustrada na figura 1.

Pela definicdio 1, tem-se que as extremidades C e D do segmento de reta CD sdo pontos
construtiveis. Entdo trace a circunferéncia construtivel % de centro C e raio CD e a circunferéncia
construtivel & de centro D e raio CD. Chame as interse¢des entre ¢ ¢ & de P e Q, que sdo
portanto pontos construtiveis. Por fim, trace a reta r que passa por P e Q. Pela defini¢cdo 2, r é
uma reta construtivel, pois contém pelo menos dois pontos construtiveis. Sera provado que r € a
mediatriz de CD.

Chame de M o ponto de interseciio entre CD e r. O objetivo é provar que M é o ponto
médio de CD e que CMP = 90°. Note que CP e CQ sio raios da circunferéncia ¢ e, portanto,
CP = CQ = CD; analogamente, DP e DQ sao raios da circunferéncia & e, portanto, DP = DQ =
CD. Logo, CP = DP e CQ = DQ, e assim, pelo caso LLL de congruéncia de tridngulos, APCQ
e APDQ sao tridangulos congruentes, pois possuem trés pares de lados congruentes. Segue que
os angulos CPM e DPM sio congruentes, e assim, pelo caso LAL de congruéncia de tridngulos,
ACPM e ADPM sao tridngulos congruentes, pois possuem dois pares de lados congruentes e
os angulos entre esses lados também sdo congruentes. Portanto, CM = DM e CMP = DMP. De
CM = DM, tem-se que M é o ponto médio de CD; e de C/M\P = D/M\P, segue que C{M\P =90°,
pois Cﬁ\/ﬁ” + DMP = 180°. Portanto, r € a mediatriz do segmento CD e, assim sendo, conclui-se

que a mediatriz de CD é uma reta construtivel.

Figura 1 — Construgdo da mediatriz.

(i) Sejam r uma reta construtivel e P um ponto construtivel quaisquer, tais que P ¢ r. O
objetivo € construir com régua e compasso a reta paralela a r que passa por P. Essa construcao é

apresentada a seguir e ilustrada na figura 2.
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Pela definicdo 2, r contém pelo menos dois pontos construtiveis, pois € uma reta constru-
tivel. Sejam entdo C,D € r dois pontos construtiveis. Trace a reta construtivel s que passa pelos
pontos construtiveis C e P, e a circunferéncia construtivel 4 de centro P e raio PC; aretase a
circunferéncia % se intersectam em dois pontos, sendo que um deles é o ponto C e o outro serd
denotado por P, que é portanto um ponto construtivel. O objetivo agora € construir um tridngulo
com lado P’P que seja congruente ao tridangulo APCD de modo que o lado P'P do novo tridngulo
seja correspondente ao lado PC do APCD. Para isso, basta tragar a circunferéncia construtivel
2 de centro P e raio CD e a circunferéncia construtivel & de centro P’ e raio PD; chame de D’ o
ponto de interse¢do entre & e & que esta no semiplano o gerado por s tal que D € o. Por fim,
trace a reta ' que passa por P e D'. Por ser uma interse¢do de duas circunferéncias construtiveis,
o ponto D' é construtivel; por sua vez, a reta ' é construtivel, pois contém pelo menos dois

pontos construtiveis. Serd provado que a reta r’ € paralela a reta r. Para isso, observe que:

e PC = P'P (raio da circunferéncia €);
e CD = PD’ (raio da circunferéncia 2);

e PD = P'D’ (raio da circunferéncia &).

Logo, pelo caso LLL de congruéncia de tridngulos, APCD e AP'PD' sdo tridngulos congruentes.
Segue que os angulos PCD e P'PD sio congruentes. Ou seja, sdo congruentes os angulos que a
reta transversal s forma com as retas r e 7. Portanto, as retas r e ¥’ sdo paralelas e, assim sendo,
conclui-se que € construtivel a reta que € paralela a uma reta construtivel e que passa por um

ponto fora dela.

Figura 2 — Construcgdo da reta paralela.
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(iii) Note que o eixo x contém os pontos construtiveis O = (0,0) e A = (1,0). Portanto,
pela defini¢do 2, o eixo x é uma reta construtivel. Agora trace a circunferéncia construtivel ¢
de centro (0,0) e raio OA = 1. As intersecdes entre a circunferéncia ¢ e o eixo x sdo os pontos
A=(1,0)e A’ = (—1,0). Logo, como a circunferéncia ¢ e o eixo x sdo construtiveis, o ponto
A’ & construtivel. Segue entio que o segmento de reta A’A é construtivel, pois suas extremidades
sdo pontos construtiveis. Por outro lado, o eixo y é a mediatriz do segmento A’A e, portanto, pelo

item (i) acima, o eixo y é uma reta construtivel. [

Com os resultados acima, alguns pontos construtiveis podem ser facilmente identificados.
Por exemplo, tracando a circunferéncia %) de centro (1,0) e raio OA = 1, obtém-se um novo
ponto construtivel, de coordenadas (2,0), que é uma das interse¢des entre %) e o eixo x. Note
que o eixo x é uma reta construtivel, pelo lema 1, e que a circunferéncia %) é construtivel,
pois seu centro é um ponto construtivel e seu raio € a distancia entre dois pontos construtiveis.
Logo, como a circunferéncia 4] e o eixo x sdo construtiveis, segue que o ponto (2,0) é de fato
construtivel. A partir disso, tracando a circunferéncia %, de centro (2,0) e raio 1, obtém-se
de modo andlogo o ponto construtivel (3,0). Repetindo os mesmos passos, conclui-se que sdo
construtiveis os pontos (4,0),(5,0),(6,0) e assim por diante. Essas constru¢des sdo ilustradas

na figura 3.

Figura 3 — Pontos construtiveis da forma (n,0), n € N.

As conclusdes acima sdo formalizadas na proposicao a seguir.

Proposicao 1. Se n € N, entdo o ponto (n,0) é construtivel.

Demonstragdo. Considere o conjunto
X ={n e N|(n,0) é construtivel} C N.

Esse subconjunto dos naturais tem as seguintes propriedades:
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(i) 1 € X, pois (1,0) é construtivel por definigdo.

(ii) Sen € X, entdo n+ 1 € X. De fato, suponha que n € X, i.e., (n,0) é construtivel. Trace a
circunferéncia ¢, de centro (n,0) e raio OA = 1. Essa circunferéncia € construtivel, pois
seu centro é um ponto construtivel e seu raio € a distancia entre dois pontos construtiveis.
Note que (n+ 1,0) é um ponto de intersegdo entre a circunferéncia construtivel €, e o

eixo x. Logo, (n+ 1,0) é construtivel, ou seja, n+ 1 € X.

Pelo Principio da Indugdo Finita, segue de (i) e (ii) que X = N. Portanto, (n,0) é

construtivel, para todo n € N. L]

Uma consequéncia imediata da proposi¢cao 1 € que toda circunferéncia de centro em
um ponto construtivel e raio n € N € construtivel, pois seu raio € a distancia entre os pontos
construtiveis (0,0) e (n,0). Com isso, fica facil estender o resultado acima para todon € Z e

para os pontos andlogos do eixo y.

Proposicao 2. Se n € Z, entdo os pontos (n,0) e (0,7) sdo construtiveis.

Demonstrag¢do. Seja n um ndmero inteiro qualquer. Se n = 0, o ponto (0,0) é construtivel, por
defini¢cdo. Suponha entdo que n # 0 e trace a circunferéncia construtivel ¢’ de centro (0,0) e
raio |n| € N. A circunferéncia % intersecta o eixo x nos pontos (|z|,0) e (—|n|,0), e intersecta
o eixo y nos pontos (0, |n|) e (0, —|n|). Como n = |n| ou n = —|n|, segue que (n,0) é uma das
intersecOes entre 6 e o eixo x, e (0,n) é uma das interse¢des entre € ¢ o eixo y. Portanto, (n,0)

e (0,n) sdo pontos construtiveis. O

A construgdo chave da demonstracao da proposicao 2 estd ilustrada na figura 4.

(0, Inl)

(-Inl, 0) o) (Inl, 0)

(0, -In)

Figura 4 — Pontos construtiveis das formas (n,0) e (0,n), n € Z.

Tendo a proposicao 2 em maos, basta um pequeno passo para mostrar que todos os

pontos de coordenadas inteiras sdo construtiveis.
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Proposicio 3. Se m,n € Z, entdo o ponto (m,n) é construtivel.

Demonstragcdo. Sejam m e n nimeros inteiros quaisquer. Se m = 0 ou n = 0, entdo o ponto
(m,n) é construtivel, pela proposi¢do 2. Suponha entdo que m # 0 e n # 0. Pela proposi¢ao 2,
(m,0) e (0,n) sdo pontos construtiveis. Entdo trace a reta r paralela ao eixo y que passa pelo
ponto (m,0) e trace a reta s paralela ao eixo x que passa pelo ponto (0,7). Pelo lema 1, as retas r
e s sdo construtiveis. Além disso, r e s se intersectam no ponto (m,n). Portanto, pela defini¢do 6,

o ponto (m,n) é construtivel. O

Assim, sdo construtiveis todos os pontos cujas coordenadas sdo nimeros inteiros. Na-
turalmente, o préximo passo € estender o resultado para os nimeros racionais. Isso sera feito

através dos préoximos dois resultados.

Lema 2. Se r € Q, entdo o ponto (r, 1) é construtivel.

Demonstragdo. Seja r um nimero racional qualquer. Se r = 0, o ponto (0, 1) é construtivel, pela
proposi¢do 3. Suponha entdo que r # 0. Logo, existem m,n € Z, m,n # 0, tais que r = “'. Trace
a reta s que passa pelos pontos construtiveis (0,0) e (m,n) e a reta t que passa pelos pontos
construtiveis (0, 1) e (m, 1). Note que s e ¢ sdo retas construtiveis, pois ambas contém no minimo
dois pontos construtiveis. Claramente, uma equagdo de t é y = 1; e como (0,0) e (m,n) sdo

pontos de s, sendo (x,y) um outro ponto qualquer de s, tem-se:

y—0 n—-0
= = my=nx=nx—my=0.
x—0 m—-0

Logo, nx —my = 0 é uma equacdo de s. Assim, para encontrar o ponto de interse¢ao

entre s e ¢, basta resolver o sistema a seguir.

nx—my =20
y=1
o _ o ~ . _ m .
Substituindo y = 1 na primeira equagdo, obtém-se nx —m = 0. Logo, x = 7" e, assim,

(%, 1) € o ponto de intersecdo das retas s e t. Portanto, como as retas s e ¢ sdo construtiveis,

segue que o ponto (r, 1) é construtivel. O

Com o resultado acima, € possivel finalmente se concretizar o objetivo desta sec¢do, que é

mostrar que todos os pontos de coordenadas racionais sao construtiveis.

Teorema 1. Se r,s € QQ, entdo o ponto (r,s) é construtivel.

Demonstracdo. Sejam r e s nimeros racionais quaisquer. Pelo lema 2, os pontos (r,1) e (s, 1

sdo construtiveis. Se s = 0, basta tragar a reta construtivel paralela ao eixo y que passa (r,1); a
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reta tragada intersecta o eixo x no ponto (r,0), que é, portanto, um ponto construtivel. Suponha
entdo que s # 0. Tragando a reta construtivel ¢ paralela ao eixo y que passa por (s, 1) e tomando a
intersecdo entre ¢ e 0 eixo x, obtém-se o ponto construtivel § = (s,0). Trace entéo a circunferéncia
construtivel € de centro (0,0) e raio OS = |s|. Deste modo, o ponto (0,s) é uma das intersecoes
entre € e o0 eixo y e, portanto, (0,s) € um ponto construtivel. Essas construgdes estao ilustradas

na figura 5.

(s, 1) r,1)

(s, 0) 0

(0, s) (r,s)

Figura 5 — Pontos construtiveis da forma (r,s), r,s € Q.

Agora basta tragar a reta s” paralela ao eixo x que passa por (0,s) € a reta r’ paralela
ao eixo y que passa por (r,1). Pelo lema 1, as retas 1’ e s” sdo construtiveis. O ponto (r,s) € a

intersecdo das retas construtiveis 7’ e s” e, portanto, € um ponto construtivel. [

E importante observar que a reciproca do teorema 1 nio é verdadeira: h4 pontos constru-
tiveis cujas coordenadas ndo sdo nimeros racionais. Para obter um contra-exemplo cléssico e
simples, trace a circunferéncia construtivel 4" cujo centro é o ponto construtivel (0,0) e cujo raio
¢ a distancia entre os pontos construtiveis (0,0) e (1,1). Pelo Teorema de Pitdgoras, é facil ver
que o raio de € é v/2; logo, o ponto (1/2,0) é uma das intersecdes entre % e o eixo x e, portanto,

(v/2,0) é um ponto construtivel que ndo tem coordenadas racionais.

A introduc¢do de um sistema de coordenadas cartesiano no plano euclidiano foi o primeiro
passo para se interpretar algebricamente as construgdes com régua e compasso. E a identificacio

das coordenadas de alguns pontos construtiveis foi um primeiro passeio para se ganhar famili-
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aridade neste novo territério, porém com um objetivo especifico, que ficard claro na préxima

secao.
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2.3 Nuameros construtiveis

Uma vez no terreno da geometria analitica, o préximo passo € interpretar as operacoes
permitidas algebricamente. Sabe-se ja que s6 € possivel gerar novos pontos construtiveis a partir
de interse¢des de retas e circunferéncias construtiveis. Entdo surge a pergunta: Como caracterizar
algebricamente as retas e circunferéncias construtiveis? Naturalmente, isso serd feito através
das equacoes das retas e circunferéncias no plano. E serd necessario um novo conceito, que é
definido a seguir e € a chave da solu¢@o dos problemas clédssicos de constru¢@o, como sera visto

adiante.

Definicao 7 (Ndmero construtivel). Um ndmero real serd dito construtivel se for coordenada de

algum ponto construtivel.

Assim, a busca por coordenadas de pontos construtiveis se torna agora uma busca por
niimeros construtiveis, ou seja, neste momento migra-se do plano da geometria para as estruturas
da 4lgebra. Deste modo, surge uma importante pergunta: Quais niimeros sdo construtiveis? Essa
pergunta ndo serd facilmente respondida, porém através de ferramentas algébricas da teoria de
corpos, serd possivel respondé-la por completo. Por enquanto, pode-se apenas dar uma resposta

parcial através dos resultados obtidos na secao anterior.

Teorema 2. Todos 0s nimeros racionais sao construtiveis.

Demonstragcdo. Seja r um nimero racional qualquer. Pelo lema 2, o ponto (r, 1) é construtivel.

Portanto, pela defini¢do 7, r € um niimero construtivel. O]

Além disso, a partir do estudo realizado até o momento, pode-se obter outro resultado
imediato sobre os nimeros construtiveis, que serd util em diversas situacoes e € apresentado a

seguir.

Proposicao 4. A distancia entre dois pontos construtiveis quaisquer € um ndmero construtivel.

Demonstragdo. Sejam P e Q pontos construtiveis quaisquer. Se P = Q, entdo PQ = 0 é um
ndmero construtivel pelo teorema 2. Se P # Q, trace a circunferéncia construtivel 4 de centro
(0,0) e raio PQ. O ponto (PQ,0) é uma das intersegdes entre % e o eixo x e, portanto, é um

ponto construtivel. Segue da definicdo 7 que PQ € um nimero construtivel. [

Através da proposicdo anterior, conclui-se facilmente, por exemplo, que v/2 é um nimero
construtivel, pois € a distincia entre os pontos construtiveis (0,0) e (1, 1) (basta usar o Teorema

de Pitdgoras para calcular a distancia).

O estudo dos niimeros construtiveis fornecerd informagdes essenciais sobre as constru-
¢des com régua e compasso. Acontece que o conjunto dos nimeros construtiveis tem algumas

propriedades muito uteis com relacdo a adi¢ao e a multiplicacao usuais de nimeros reais. E isso
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serd a chave para a aplicacdo das ferramentas algébricas na resolucao dos problemas cldssicos de

construcgdo. Tais propriedades sdo apresentadas nos lemas 3 e 4 a seguir.

Lema 3. Seja a € R um numero construtivel qualquer. Entéo:

(i) os pontos (|al,0), (—l|al,0), (0,|a|) e (0,—|a|) sdo construtiveis;
(ii) |a| é um nimero construtivel;

(ii1) —a é um nimero construtivel.

Demonstracdo. Seja a € R um nimero construtivel qualquer.

(i) Pela defini¢cao 7, a € uma coordenada de algum ponto construtivel; entdo suponha
sem perda de generalidade que exista um ponto construtivel P tal que a € a abscissa de P, 1.e.,
P = (a,b), para algum b € R (se a for a ordenada de algum ponto construtivel, o raciocinio é
andlogo). Trace a reta construtivel r paralela ao eixo y que passa pelo ponto P. A interse¢do entre
re o eixo x é o ponto Q = (a,0), que é portanto construtivel. Agora basta tragar a circunferéncia
construtivel ¢ de centro (0,0) e raio OQ = |a|. A circunferéncia ¢ intersecta o eixo x nos pontos
(lal,0) e (—|a|,0), e intersecta o eixo y nos pontos (0, |a|) e (0,—|a|). Como a circunferéncia €,
0 €iX0 x e 0 eixo y sdo construtiveis, segue que as quatro intersecdes mencionadas sdo pontos

construtiveis.

(ii) Do item (i) acima e da defini¢do 7, é imediato que |a| é um nimero construtivel, pois

¢ uma coordenada do ponto construtivel (|al,0).

(iii) Do item (i), é imediato que |a| e —|a| sdo ndimeros construtiveis, pois sdo coordenadas

de pontos construtiveis. Além disso, como

a, se a>0
ja| =
—a, se a<0

segue que —a = —|a| ou —a = |a|. Portanto, —a é um niimero construtivel. O

A proposicao a seguir fornece uma equivaléncia entre pontos construtiveis e niimeros
construtiveis. Sendo assim, tem uma importancia tedrica grande, que vai muito além da sua

aplicacdo nas demonstragdes dos proximos resultados.

Proposicao 5. Sejam a,b € R. Entdo: a e b sdo nimeros construtiveis se, e somente se, (a,b) é

um ponto construtivel.

Demonstragdo. Sejam a e b nimeros reais quaisquer.
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(<) Suponha que (a,b) é um ponto construtivel. Entdo, pela definicdo 7, a e b sdo

nameros construtiveis.

(=) Reciprocamente, suponha que a e b sdo nimeros construtiveis. Como a = |a| ou
a = —|al, segue do lema 3 que P = (a,0) é um ponto construtivel. Analogamente, como b = |b|

ou b = —|b|, segue que Q = (0,b) é um ponto construtivel.

Se a =0 ou b =0, entdo o ponto (a,b) é igual a Q ou P, respectivamente, e portanto é
construtivel. Suponha entdo que a # 0 e b # 0. Trace a reta r paralela ao eixo y que passa pelo
ponto P e a reta s paralela ao eixo x que passa pelo ponto Q; pela proposicdo 1, as retas r e s sdo

construtiveis. A intersecéo de r e s é o ponto (a,b), que é portanto construtivel. [

Um fato muito importante é que sdo nimeros construtiveis a soma, a diferenga, o produto

e o quociente de nimeros construtiveis. Esse resultado é formalizado através do lema a seguir.

Lema 4. Sejam a,b € R nimeros construtiveis quaisquer. Entdo:

(1) a4+ b é um nimero construtivel;
(i1) a — b é um ntimero construtivel;
(iii) ab é um numero construtivel;

(iv) 7 € um nimero construtivel, se b # 0.

Demonstrag¢do. Sejam a,b € R ndmeros construtiveis quaisquer. Pela proposi¢do 5, P = (a,0) e

QO = (b,0) sao pontos construtiveis.

(i) Se b =0, entdo a + b = a é construtivel. Suponha entdo que b # 0. Trace a circun-
feréncia construtivel 4" de centro P e raio OQ = |b|. As interse¢des entre € e 0 €ixo x sdo 0s
pontos construtiveis R = (a + |b|,0) e S = (a — |b|,0). Como b = |b| ou b = —|b|, segue que
(a+b,0) éigual a R ou S e, portanto, ¢ um ponto construtivel. Logo, pela defini¢do 7, a+ b é

um namero construtivel.

(i1) Como b € construtivel, segue do lema 3 que —b € construtivel. Logo, como a — b =

a+ (—D), segue do item (i) acima que a — b é um niimero construtivel.

(i11) Se a = 0 ou b = 0, entdo ab = 0 € construtivel, pelo teorema 2. Suponha entio que

a # 0e b +# 0. A construgdo descrita a seguir estd ilustrada na figura 6.

Trace a circunferéncia construtivel € de centro (0,0) e raio OP = |a|. Trace a reta
construtivel r que passa pelos pontos construtiveis (0,0) e (1,1). Chame de B o ponto de
intersecdo entre ¢ e r que estd no primeiro quadrante do plano cartesiano. Note que OB é o

raio da circunferéncia € e, portanto, OB = |a|. Além disso, sendo A = (1,0) e C = (|b|,0), trace
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a reta construtivel s paralela a reta construtivel jﬁ que passa pelo ponto C, e chame de D a

intersecdo entre r e s. Pelo Teorema de Tales, segue que:

OB 0D la| OD
— === = D -Z" = 0OD=al|b| = |ab|.

Como O e D sdo pontos construtiveis, segue da proposi¢do 4 que OD = |ab| é um nimero
construtivel. Pelo lema 3, —|ab| também é um nimero construtivel. Além disso, sabe-se que

ab = |ab| ou ab = —|ab|. Portanto, ab é um nimero construtivel.

s B

(1.1

A

Figura 6 — Construcdo do nimero ab.

(iv) Suponha que b # 0. A construgdo descrita a seguir esta ilustrada na figura 7.

Trace a circunferéncia construtivel & de centro (0,0) e raio 1. Trace a reta construtivel r
que passa pelos pontos construtiveis (0,0) e (1,1). Chame de E o ponto de intersecéo entre & e
r que esta no primeiro quadrante do plano cartesiano. Note que OF € o raio da circunferéncia
9 e, portanto, OF = 1. Além disso, sendo A = (1,0) e C = (|b|,0), trace a reta construtivel ¢
paralela a reta construtivel R‘ que passa pelo ponto A, e chame de F' o ponto de intersecdo entre

ret. Pelo Teorema de Tales, segue que:

OF _OE _ OF 1 _ . 1
OA  OC 1 |p| |

Como O e F sdo pontos construtiveis, segue da proposi¢ao 4 que OF = %' ¢ um numero

construtivel. Pelo lema 3, — -~ também é um niimero construtivel. Além disso, sabe-se que

b
% = |i7\ ou i = —ﬁ. Logo, % ¢ um numero construtivel. Portanto, pelo item (iii) acima, segue

que a- 3 = 3 € um nimero construtivel.
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(1.1

Figura 7 — Construg@o do nimero %.

Assim sendo, conclui-se que as quatro operagdes bdsicas entre nimeros construtiveis

resultam em nimeros construtiveis, como se queria demonstrar. 0

No préximo capitulo serd visto que essas propriedades dos nimeros construtiveis terdo
um papel fundamental, pois caracterizardo o conjunto dos nimeros construtiveis como uma
importante estrutura algébrica, que serd o coracdo de todas as aplicagdes de ferramentas algébricas
para a resolucao dos problemas cldssicos de constru¢@o. Por enquanto, tem-se o necessdrio para se
caracterizar algebricamente as retas e circunferéncias construtiveis, que € o objetivo da proxima

e ultima secdo deste capitulo.
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2.4 Retas e circunferéncias construtiveis

A caracterizacao algébrica das retas construtiveis € fornecida pelo teorema a seguir.

Teorema 3. Para cada reta construtivel r ndo paralela ao eixo y, existe um dnico par de nimeros
construtiveis a e b tais que
y=ax+b (2.1)

€ uma equacdo de r; e para cada reta construtivel r paralela ao eixo y, e também para o préprio

eixo y, existe um Unico ndmero construtivel ¢ tal que
x=c (2.2)

¢ uma equacao de r.

Reciprocamente, dados nimeros construtiveis a, b € ¢, a equagdo 2.1 é uma equacdo de
uma unica reta construtivel ndo paralela ao eixo y e a equacdo 2.2 é uma equacio de uma tnica

reta construtivel paralela ao eixo y ou do préprio eixo y.

Demonstragdo. Seja r uma reta construtivel qualquer.

Suponha que r nao € paralela ao eixo y. Da geometria analitica, sabe-se que existem
Unicos a,b € R tais que y = ax+ b € uma equacao da reta r. Basta entdo provar que a e b sdao
nimeros construtiveis. A reta r contém pelo menos dois pontos construtiveis, pois € uma reta
construtivel. Sejam entdo dois pontos construtiveis distintos (x1,y;), (x2,y2) € r. Substituindo

essas coordenadas na equacao da reta, obtém-se o sistema abaixo:

axi+b =y
axy+b=y;

Subtraindo a primeira equacdo da segunda, membro a membro, e isolando-se a incdgnita a,
conclui-se que

Y2 =1

a=——.

X2 — X1
Note que x, —x; # 0, pois a reta r ndo é paralela ao eixo y. Como (x,y;) e (x2,y2) sdo pontos
construtiveis, segue da definicdo 7 que x1, x2, y; € y2 sdo nimeros construtiveis. Portanto, pelo
lema 4, a ¢ um nimero construtivel. Como b = y; — axj, segue de modo andlogo que b também

¢ um numero construtivel.

Suponha agora que r € paralela ao eixo y ou € o préprio eixo y. De modo andlogo, sabe-se
que existe um unico ¢ € R tal que x = ¢ € uma equacdo de r. Basta entdo provar que ¢ € um
ndmero construtivel. Como a reta r € o eixo x sdo construtiveis, segue que o ponto de intersecao

(c,0) entre elas é um ponto construtivel. Portanto, ¢ ¢ um nimero construtivel.

Reciprocamente, sejam a,b, c € R nimeros construtiveis quaisquer.
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Da geometria analitica, sabe-se que y = ax + b é uma equac@o de uma tnica reta r no
plano, tal que r ndo € paralela ao eixo y. Basta entdo provar que r € uma reta construtivel. Para
isso, é suficiente mostrar que r contém pelo menos dois pontos construtiveis. Note que P = (0,b)
e Q = (1,a+ D) sdo pontos de r. Como a e b sdo nimeros construtiveis, segue do lema 4 que
a+ b € um nimero construtivel; portanto, como 0, 1, b e a+ b sdo nimeros construtiveis, segue

da proposi¢do 5 que os pontos P e Q sdo construtiveis.

De modo anédlogo, também sabe-se que x = ¢ € uma equacio de uma tnica reta » no plano,
que € paralela ao eixo y ou € o proprio eixo y. Basta entdo provar que r € uma reta construtivel.
Se r € o eixo y, entdo r € construtivel pela proposicdo 1. Suponha entdo que r ndo € o eixo y.
Note que (c,0) é um ponto construtivel, pela proposi¢do 5, pois ¢ ¢ um nimero construtivel por
hipétese. Assim sendo, r é uma reta paralela ao eixo y que passa pelo ponto construtivel (c,0).

Portanto, pela proposi¢do 1, r € uma reta construtivel. [

De modo andlogo, a caracterizagdo das circunferéncias construtiveis € fornecida pelo

teorema a seguir.

Teorema 4. Para cada circunferéncia construtivel %, existe uma tnica equacdo da forma
(x—a)’+(y—b)*=r 2.3)

onde a, b e r sa0 nimeros construtiveis, e r > 0.

Reciprocamente, dados nimeros construtiveis a, b e r, com r > 0, a equagdo 2.3 ¢ uma

equacgdo de uma unica circunferéncia construtivel.

Demonstragcdo. Seja ¢ uma circunferéncia construtivel qualquer.

Pela defini¢do 5, o centro de 4" € um ponto construtivel e seu raio € a distancia entre dois
pontos construtiveis. Chame o centro de ¢ de (a,b) e seu raio de r, e note que r > 0, pois é a
distancia entre dois pontos. Da geometria analitica, sabe-se que, sendo (x,y) um ponto qualquer
de &,

(x—a)+(—b)*=r (2.4)
¢ uma equagdo de €. Como (a,b) é um ponto construtivel, segue que a e b sdo nimeros
construtiveis. Além disso, r € um nimero construtivel, pela proposicao 4, pois € a distancia entre

dois pontos construtiveis. A unicidade da equagdo 2.4 decorre imediatamente da unicidade do

centro e do raio da circunferéncia .

Reciprocamente, sejam a,b, r € R nlimeros construtiveis quaisquer tais que r > 0.

Da geometria analitica, sabe-se que (x —a)? + (y — b)? = r? é uma equacio de uma dnica

circunferéncia de centro (a,b) e raio r. Chame esta circunferéncia de %
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Como 0, a, b e r sdo ndmeros construtiveis, segue da proposi¢do 5 que (a,b) e (r,0) séo
pontos construtiveis. Logo, r € a distancia entre os pontos construtiveis (0,0) e (r,0). Assim
sendo, o centro da circunferéncia 4" € um ponto construtivel e o raio de % € a distincia entre

dois pontos construtiveis. Portanto, ¥’ é uma circunferéncia construtivel. O]

Observacao 3. O teorema 3 garante a existéncia de uma relacao entre o conjunto de todas as

retas construtiveis e o conjunto de equacdes lineares da forma
Ax+By+C =0,

onde A, B e C sdo nimeros construtiveis.

Analogamente, o teorema 4 garante a existéncia de uma relacio entre o conjunto de todas

as circunferéncias construtiveis e o conjunto de equacdes quadraticas da forma
2 2_ 2
(.X,' - a) + (y - b) =r,

onde a, b e r sAo ndmeros construtiveis, € r > 0.

Essas relacdes constituem um ponto chave para a resolu¢do dos problemas cldssicos de
construgdo, pois traduzem o que pode ser feito geometricamente com régua € compasso para a

linguagem algébrica.

Pela definicdo 6, cada novo ponto construtivel s6 pode ser obtido a partir de pontos

construtiveis preexistentes como resultado exclusivo de:

(1) uma intersecdo entre duas retas construtiveis distintas ou;
(i) uma intersec¢do entre uma reta construtivel e uma circunferéncia construtivel ou;
(ii1)) uma interse¢do entre duas circunferéncias construtiveis distintas.

Portanto, aplicando a caracterizacao algébrica de retas e circunferéncias construtiveis
feita nesta secdo, conclui-se que cada novo ponto construtivel corresponde a uma solu¢do de um
dos sistemas a seguir.

(1) Um sistema de duas equacdes lineares da forma

Aix+Biy+C; =0
Axx+Byy+Cy, =0

onde A;, B; e C; sdo nimeros construtiveis, para i € {1,2}.
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(i1) Um sistema de uma equacdo linear e uma equacao quadratica da forma

Ax+By+C=0
(x—a)+(y—b)?=r

Y

onde A, B, C, a, b e r sao nimeros construtiveis, e r > 0.
(111) Um sistema de duas equacdes quadraticas da forma

(x—a1)*+(y—b1)* =r{
(x—@)+(y—b) =r

Y

onde a;, b; e r; sdo numeros construtiveis, e r; > 0, para i € {1,2}.

Ao se resolver os sistemas de equagdes acima, chega-se em determinadas equacdes
polinomiais, que devem ser resolvidas algebricamente. Deste modo, percebe-se que obter pontos
construtiveis é equivalente a resolver certas equagoes polinomiais. Consequentemente, como
a proposicao 5 fornece uma equivaléncia entre pontos construtiveis e nimeros construtiveis,
deduz-se que obter niimeros construtiveis também é equivalente a resolver certas equagoes

polinomias. Essas conclusdes sdo ilustradas no exemplo a seguir.

Exemplo 1. Pelo teorema 2, todos os nimeros racionais sdao construtiveis. Portanto, o sistema a

seguir € um caso particular do sistema apresentado no item (ii) acima.

y=3x+1

2.
(x—2)*+y*=9 *>

Para resolver o sistema 2.5, pode-se substituir y = 3x+ 1 na segunda equacao do sistema,

o que resulta na equag@o polinomial
(x—2)2+(3x+1)2 =9,
que pode ser reescrita, apds expansao dos quadrados e simplificacdes, como

5x24+x—2=0. (2.6)

Assim, é possivel ver mais concretamente que encontrar os pontos de interse¢do da reta
e da circunferéncia construtiveis do sistema 2.5 é equivalente a obter as solucdes da equacdo

polinomial 2.6.

Aplicando-se a férmula de Bhdskara, é facil ver que as solugdes da equacdo 2.6 sdo:

_—1+\/4ﬁe -1V
10 10

X1 X2
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Como y = 3x-+ 1, os novos pontos construtiveis obtidos a partir do sistema 2.5 sdo:

1441 74341 14T 7—3V41
0 10 © 0 10

Consequentemente, as duas abscissas e as duas ordenadas dos pontos acima constituem

0s novos nimeros construtiveis obtidos a partir do sistema 2.5.

A equivaléncia entre novos pontos construtiveis e solu¢des de equagdes polinomias €
de extrema importancia, pois significa que cada problema de constru¢do com régua e compasso
pode ser transformado em um problema de equacdes polinomiais, que € um assunto central
da dlgebra abstrata, a qual possui um ramo muito rico que resolve por completo a questio da
resolubilidade de equacOes por meio de radicais, que € a Teoria de Galois. Alguns problemas
classicos de constru¢do podem ser resolvidos com ferramentas bésicas da Teoria de Corpos,
enquanto que outros problemas de construcio exigirdo ferramentas mais sofisticadas da Teoria
de Galois. Sabendo disso, ndo € de se espantar que os gregos antigos ndo tenham conseguido
resolver esses problemas de construcao usando somente régua e compasso! Foram necessarios
séculos de desenvolvimento da matematica para que instrumentos adequados fossem descobertos
e assim as solucdes pudessem ser finalmente concluidas. No préximo capitulo, serdo apresentadas

algumas dessas poderosas ferramentas.
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CAPITULO

CARACTERIZACAO DOS NUMEROS
CONSTRUTIVEIS

Quando foi feita a defini¢cdo de nimero construtivel no capitulo anterior, surgiu uma
pergunta muito importante: Quais niimeros sdo construtiveis? Essa questao foi parcialmente
respondida. Basicamente, sabe-se que sdo construtiveis todos os ndmeros racionais e também
a soma, a diferenga, o produto e o quociente de nimeros construtiveis. Porém, o conceito
de nimero construtivel ainda parece uma ideia muito abstrata. Restam perguntas em aberto.
Quais sdo todos os niimeros construtiveis? Como saber se um dado niimero real é ou ndo
um niimero construtivel? Como pode-se representar um niimero construtivel qualquer? Esses
questionamentos indicam a necessidade de uma caracteriza¢do mais concreta do conjunto dos

ndmeros construtiveis.

No final do capitulo anterior, foi visto como se obtém algebricamente os pontos construti-
veis e, por consequéncia, os nimeros construtiveis. Essa interpretacdo algébrica serd a chave para
se construir uma caracterizagdo dos niimeros construtiveis, que € o objetivo deste capitulo, e
constituird o resutado mais importante deste trabalho. Para iniciar essa constru¢ao sdo necessarios

alguns conceitos de dlgebra abstrata, que serdo introduzidos na primeira se¢ao deste capitulo.

3.1 Corpo dos nimeros construtiveis

No lema 4 foi mostrado que sdo nimeros construtiveis a soma, a diferenca, o produto
e o quociente de nimeros construtiveis. Ap6s um pouco de reflexdo, pode-se perceber que o
mesmo vale para o conjunto dos ndmeros racionais: a soma de dois nimeros racionais ¢ um
nimero racional, assim como a diferenca, o produto e o quociente de racionais. Esse fato pode
ser generalizado através de uma estrutura algébrica, e o objetivo dessa generalizacdo € facilitar o
estudo da estrutura formada pelos nimeros construtiveis. De forma generalizada, fica mais facil

fazer manipulacdes com nimeros construtiveis e também pode-se deduzir propriedades desses
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nimeros através de resultados ja conhecidos sobre essa estrutura algébrica.

Na escola, os alunos estdao acostumados a trabalhar com as operacdes de adi¢cao, subtragao,
multiplicacdo e divisdo no conjunto dos nimeros reais. Um conjunto que tem essas quatro
operacdes e as propriedades das mesmas como em R é chamado de corpo. Ou seja, pode-se
pensar em um corpo como uma estrutura parecida com a do conjunto dos nimeros reais com as
quatro operacdes bdsicas. Esse € um jeito simplificado de pensar que ajuda a entender melhor
a definicao formal de corpo apresentada a seguir, desde que se observe que a subtragcdo € na
realidade a “adicdo do oposto” e a divisdo € no fundo a “multiplicacdo pelo inverso”. Por

exemplo,

1
5-2=5+(-2) e 3+4=3 .

Ou seja, pode-se pensar que ha apenas duas operagdes basicas entre nimeros reais, a
adic¢do e a multiplicacdo. Este € o modo como os matemdticos veem as operagdes basicas com
nimeros reais e, apesar de poder parecer um pouco complicado no inicio, este modo de trabalhar

com as operacdes em R facilita o estudo da teoria.

Definicdo 8. Um corpo (F,+,-) é um conjunto nio vazio F dotado de duas operagdes + e -,
chamadas de adi¢cdo e multiplicacdo, respectivamente, que satisfazem as propriedades a seguir,

onde a, b e ¢ sdo elementos quaisquer de F.

1. a+b € F (fechamento da adi¢ao);
2. a+ (b+c) = (a+b) + c (associatividade da adi¢do);
3. Existe um elemento 0 € F tal que a + 0 = a (elemento neutro da adi¢do);

4. Para cada a em F, existe um elemento —a em F tal que a + (—a) = 0 (elemento inverso
da adicdo);

5. a+ b = b+ a (comutatividade da adicao);

6. a-b € F (fechamento da multiplicagdo);

7. a-(b-c) = (a-b)-c (associatividade da multiplicagio);

8. Existe um elemento 1 € F tal que a- 1 = a (elemento neutro da multiplicacio);

. 1 1 )
9. Para cada a # 0 em F, existe um elemento — em F tal que a- — = 1 (elemento inverso da
a a

multiplicacdo);
10. a-b = b-a (comutatividade da multiplicagdo);

11. a-(b+c)=a-b+a-c (distributividade da multiplicagdo com relacédo a adi¢do).
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O elemento inverso da multiplicagiio também é comumente denotado por a~!.

Note também que é usada a notagdo (F,+,-) para um corpo, porque o mesmo é formado
por um conjunto e duas operagdes, € nao apenas um conjunto F. Porém, para facilitar a escrita, é

comum se referir ao corpo (F, +,-) simplesmente por F.

Além disso, também por abreviacdo, muitas vezes se escreve ab ao invés de a - b.

Exemplo 2. Naturalmente, o conjunto dos niimeros reais R, juntamente com as operagdes usuais
de adi¢do e multiplicagdo, é um corpo, que pode ser denotado por (R, +,-) ou simplesmente
R. Outro exemplo muito frequente de corpo é (Q,+,-), formado pelo conjunto dos niimeros
racionais e pelas operacdes usuais dos nimeros reais. De fato, é facil verificar que (Q tem todas

as propriedades de corpo. Lembre-se que
a
@:{E ( a,bGZ,b;&O}.

..a ¢ L . o x
Sejam b e p nimeros racionais quaisquer, isto é, a,b,c,d € Z, b # 0 e d # 0. Entao:

1. Os nimeros ad + bc e bd sio inteiros e bd # 0. Portanto, segue que

a ¢ ad bc ad+bc
b d " bd Thd~ ba %

2. A associatividade da adi¢ao em Q pode ser deduzida diretamente da associatividade da

adi¢do em R, pois todos 0s nimeros racionais sao nimeros reais.

0
3. Existe um nimero 0 = 1 em Q tal que

a_}_O_a-H—b-O_g
b 1 b1 b
a . a (—a)
4. Para cada b em QQ, existe um elemento 5= em Q tal que
a (—a) a+(—a) O
- = :—:O.
b+ b b b

5. A comutatividade da adi¢do em Q pode ser deduzida diretamente da comutatividade da

adi¢do em R, pois todos 0s nimeros racionais sao nimeros reais.

6. Os nimeros ac e bd sdo inteiros e bd # 0. Portanto, segue que

c

ac
a5

SR

7. A associatividade da multiplicacdo em Q pode ser deduzida diretamente da associatividade

da multiplicacdo em R.
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1
8. Existe um ndmero 1 = 1 em Q tal que

-1

Q

a
S

—_| —

SR
S

9. Para cada ?—) = 0 em Q, existe um elemento (g) = —em Q tal que
a

@,

b
a ba

a
b
10. A comutatividade da multiplicacdo em QQ pode ser deduzida diretamente da comutatividade

da multiplicagdo em R.

11. A propriedade distributiva em Q também pode ser deduzida diretamente da propriedade

distributiva em R.

Portanto, pelas propriedades acima, segue da defini¢do 8 que (Q é um corpo.

Observa-se que Q C R e, além disso, (Q,+,-) é um corpo com as mesmas operagoes
de (R,+,-). Isso confere uma relagdo especial entre os dois corpos. Uma vez que R é um
corpo, a adicdo e a multiplicagdo em Q “herdam” a associatividade, a comutatividade e a
distributividade das operacdes em R, como ja foi observado acima, porém h4 ainda outras
propriedades que também sdo herdadas e nao precisariam ter sido feitas para mostrar que Q é
um corpo. Por exemplo, na propriedade 8, bastaria provar que 1 € QQ, pois o fatode que r- 1 =r,
para todo racional r, decorre imediatamente do fato de que r € R e ndo exige, portanto, uma nova
demonstracdo. Essa relacdo especial entre os corpos (Q e R é formalizada através dos conceitos

de subcorpo e extensdo de corpo.

Definicao 9. Seja F um corpo. Se K C F é um corpo com as mesmas operagdes de adicao e
multiplicacdo de F, entdo se diz que K é um subcorpo de F e que F € uma extensdo de corpo de
K.

Assim, pode-se dizer entdo que QQ € um subcorpo de R ou ainda que R € uma extensdo de
corpo de Q. Partindo do conhecimento de que R € corpo, fica mais facil mostrar que Q € corpo
através da demonstracdo de que Q € um subcorpo de R. Na proposicdo a seguir, é traduzido
formalmente o fato de que muitas propriedades sdao herdadas do “corpo maior” e que € necessario
provar um minimo de condi¢des para garantir que um subconjunto de um dado corpo é um

subcorpo.

Proposicao 6. Sejam (F,+,-) um corpo e K # () um subconjunto de F. Entdo K é um subcorpo

de F se, e somente se, valem as afirmagdes a seguir:

(i) sea,be K,entdoa+b € K;
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(i1) sea € K, entdo —a € K
(i) se a,b € K, entdo ab € K;
(iv) 1 €K;

(v) seacKea#0,entdioa ! € K.

Demonstragdo. E claro que, se K é um subcorpo de F, entio K é um corpo e, portanto, é trivial
que valem as condigdes de (1) a (v), pois sdo algumas das propriedades de um corpo. O resultado
importante € que basta as cinco condi¢des acima para garantir que K € um subcorpo de F.
Suponha entdao que o subconjunto ndo vazio K de F, juntamente com as operagdes de adicao e
multiplicagdo de F, satisfacam as condi¢des de (i) a (v) acima. Serd mostrado a seguir que valem

todas as propriedades da definicdo 8. Sejam a, b e c elementos quaisquer de K.

1. a+b € K, pela hipétese (i).
2. a+(b+c)=(a+b)+c,poisa,b,c € F,que é um corpo.

3. Existe um elemento O € F' tal que a4 0 = a, pois F' € um corpo e a € F'. Pela hipotese (i1),
—a € K. Logo, por (i), segue que 0 = a+ (—a) € K. Portanto, existe um elemento 0 € K
tal que a+0 =a.

4. Para cada a em K, existe um elemento —a em F tal que a + (—a) = 0, pois F & corpo e
a € F. Pela hipétese (ii), —a € K. Portanto, para cada a em K, existe um elemento —a € K
tal que a+ (—a) = 0.

5. a+b=>b+a,pois a,b € F, que € um corpo.
6. a-b € K, pela hipotese (ii1).
7. a-(b-c)=(a-b)-c, pois a,b,c € F, que é um corpo.

8. Existe um elemento 1 € F' tal que a-1 = a, pois F € corpo e a € F. Pela hipétese (iv),

1 € K. Portanto, existe um elemento 1 € K talque a-1 =a.

9. Para cada a em K, existe um elemento a~! em F tal que a-a~' = 1, pois F é corpo e

a € F. Pela hipétese (v), a1 € K. Portanto, para cada a em K, existe um elemento a !

emKtalquea-a ' =1.
10. a-b=0b-a, pois a,b € F, que é um corpo.

11. a-(b+c)=a-b+a-c, pois a,b,c € F, que é um corpo.
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Logo, pela definicao 8, segue das propriedades acima que K é um corpo com as mesmas

operagdes de F. Portanto, como K C F, segue da defini¢cdo 9 que K € um subcorpo de F.

]

Com esses conceitos da dlgebra abstrata, ja é possivel iniciar a caracterizacdo dos nimeros
construtiveis. E uma consequéncia imediata dos lemas 3 e 4 que o conjunto de todos os nimeros
contrutiveis juntamente com as operacdes usuais de adi¢do e multiplicacdo em R formam um

corpo. Essa conclusdo € formalizada através do teorema a seguir.

Teorema S. Seja E o conjunto de todos os nimeros construtiveis. Entdo E, juntamente com as

operacoes usuais dos nimeros reais, ¢ um subcorpo de R.

Demonstracdo. Pela definicdo 7 de nimero construtivel, tem-se que E C R. Assim, basta provar
que valem as condi¢des da proposi¢do 6 para as operacdes usuais dos reais em E. As propriedades
(1), (1), (i11) e (v) seguem imediatamente dos lemas 3 e 4. E do teorema 2, segue que 1 € E, pois

1 € um ndmero racional.

Portanto, pela proposi¢do 6, segue que E € um subcorpo de R. 0

Tem-se entdo que £ € um corpo. Mais do que isso: E é uma extensdo de corpo de Q, pois,
como foi visto no capitulo anterior, todos 0os nimeros racionais sdo construtiveis. Essa afirmacao
¢ formalizada através do coroldrio a seguir. Vale ressaltar que, a partir de agora, E € a notacao do

corpo dos nimeros construtiveis.

Corolario 1. O corpo E dos nimeros construtiveis é uma extensdo de corpo de Q.

Demonstracdo. Pelo teorema 2, todos os nimeros racionais sdo construtiveis, i.e., Q C E.

Portanto, E é uma extensdo de corpo de (Q, com as operagdes usuais de R. 0

Talvez seja interessante observar que é conhecido, da teoria de dlgebra abstrata, que todo
subcorpo de R contém Q, o que mostra que QQ € o “menor” corpo contido em R. Entdo, deste
resultado de estruturas algébricas seguiria direto que Q C E. O caminho aqui utilizado para se
chegar em Q C E foi mais construtivo e ndo passou pelo resultado mais tedrico, dispensando

assim a necessidade de abordé-lo e prova-lo detalhadamente.

Entender que E é uma extensao de corpo de Q é o primeiro passo na dire¢do de uma
caracterizacdo de E. Ainda soa como algo muito abstrato falar do corpo E de niimeros cons-
trutiveis, porém, apesar de ndo se ter concretamente os elementos de E, ja se sabe como esses
elementos se comportam com relagdo as operacdes de adi¢do e multiplicacdo. Na secdo seguinte,

serdo dados novos passos em dire¢do a caracterizagdo de E.
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3.2 Extensoes quadraticas do corpo de nimeros racionais

No capitulo anterior, foi provado que a distancia entre dois pontos construtiveis € um
ndmero construtivel e, como exemplo dessa propriedade, foi visto que /2 é um niimero cons-
trutivel, ou seja, v/2 € E. Como E é uma extensédo de corpo de Q, tem-se, por exemplo, que
0s numeros 7 — 5\/5 e —11+ \/E sd0 ndmeros contrutiveis (pois estdo no corpo as somas €
os produtos de elementos do corpo). Mais geralmente, se a e b sdo nimeros racionais, entao
qualquer nimero da forma a + bv/2 é um ndmero construtivel, pois E é corpo e a,b,\/2 € E. O
conjunto dos niimeros da forma a4 bv/2 é um importante exemplo de subconjunto de E. Como
ja era de se esperar, juntamente com as operagdes usuais dos nimeros reais, esse conjunto ¢ um
subcorpo de E. E novamente tem-se mais: o corpo dos nimeros da forma a + bv/2, a,beQ,é
claramente uma extensio de corpo de Q, pois todo ntimero racional é da forma a +0- /2. Essas

afirmacdes serdo formalizadas através da proposicdo a seguir.
Proposicao 7. Considere o seguinte conjunto:

Q(V2) = {a—i—b\/i a,bEQ}.

Entao @(\/E), juntamente com as operagdes usuais de adi¢cdo e multiplicacdo em R, € uma

extensdo de corpo de Q.

Demonstragdo. E claro que Q(+v/2) C R; entdo primeiramente serd provado que Q(v/2) é um
subcorpo de R e para isso basta mostrar que valem as condigdes da proposi¢do 6. Sejam
u,v e @(\/5) elementos arbitrarios, i.e., u = a+bv/2 e v = c +d+/2, onde a,b,c,d € Q.

() u+v=(a+bv2)+(c+dv2) = (a+c)+ (b+d)V2. Como Q é corpo, tem-se que
a+c,b+d € Q. Portanto, u+v € Q(+/2).

(i) —u = —(a+bv2) = (—a) + (—b)v/2. Como Q é subcorpo de R, tem-se que
—a,—b € Q. Portanto, —u € Q(v/2).

(iil) uv = (a +bv2)(c+dV/2) = (ac +2bd) + (ad + bc)/2. Como Q é corpo, tem-se
que ac +2bd, ad + bc € Q. Portanto, uv € Q(v/2).

(iv) Note que 1 = 140-+/2. Como 0,1 € Q, segue que 1 € Q(v/2).

(v) Se u # 0, entdo a e b ndo sdo ambos nulos. Logo, a — b\/§ %0 (sea= b\/i, entao
a=b=0,pois V2 ¢ Q). Assim,

411 a-bV2 a-bV2
a+b\/§ a—i—b\/z a—b\/§ a?—2b%’

u
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0 que pode ser reescrito como:

1 a —b
— 2.
" <a2—2b2)+(a2—2b2>\/_

Portanto, u~! € Q(\/i), pois, como Q € corpo, tem-se que

a —-b
a? —2b2" a2 —2b? €Q

Note que a® — 2b* # 0, pois caso contrario, supondo b # 0, ocorreria:
ad =2 = 5=2 =

o que seria um absurdo, pois /2 é irracional. Note que, se fosse b = 0 e a # 0, bastaria fazer um

processo andlogo e deduzir que

e entdo a conclusio seria a mesma.

Pela proposicao 6, segue das propriedades de (i) a (v) acima que Q(\/E) € um subcorpo
de R. Além disso, € direto que Q C Q(\/i), pois r=r+0-12 ¢ Q(\/i), para todo niimero
racional r. Portanto, Q(+/2) é uma extensio de corpo de Q. U

Deste modo, tem-se agora uma extensao de corpo de (Q, mais concreta do que E, onde
todos os numeros sao construtiveis. E claro que nem todos os nimeros construtiveis estao em
Q(+/2), porém ter uma extensio assim, onde se sabe como sio todos os niimeros, j4 & um avango

importante.

Uma vez que se sabe que v/2 é um niimero construtivel, pode-se mostrar facilmente que
/3 também é um niimero construtivel, pois é a distdncia entre os pontos construtiveis (0,0) e
(\/i, 1) (basta usar o Teorema de Pitdgoras para calcular a distincia). De modo andlogo, pode-se
mostrar que v/4 é um niimero construtivel calculando a distancia entre (0,0) e (v/3,1). E claro
que no caso de v/4 = 2 nido seria necessario este procedimento, porém, incluindo este caso, fica
mais fécil visualizar como esse processo pode ser repetido indefinidamente. Assim fica claro que
todas as raizes quadradas de niimeros naturais sao nimeros construtiveis. E do mesmo modo que
foi obtida a extensdo de corpo Q(1/2), pode-se obter vérias outras, como por exemplo Q(1/3) e
Q(+/5), onde todos os niimeros sio construtiveis. Extensdes desse tipo desempenhario um papel

central na caracterizacdo dos nimeros construtiveis.

Mais geralmente, se x € Q é tal que x > 0 e \/x ¢ Q, entdo o conjunto

QW) = {a+bvx|abe},
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juntamente com as operagdes usuais de R, ¢ uma extensao de corpo de Q. A demonstrac¢do desta
afirmacdo é andloga 4 demonstracio feita para Q(1/2), bastando trocar 2 por x. Porém, ao invés
de se fazer essa demonstragdo, serd provado um resultado mais geral, cuja necessidade ficara

clara na préxima secdo e cuja prova também € andloga a que foi feita para Q(ﬁ)

Teorema 6. Sejam F um subcorpo de R arbitrério e x € F tal que x >0 e /x ¢ F. Entdo
F(V3) = {a+b\/)_c ‘ abe F},

juntamente com as operagoes usuais dos nimeros reais, € uma extensao de corpo de F'.

Demonstracdo. Note que 1/x € R, pois x > 0. Logo, se a,b € F C R, entdo a + b/x € R, pois

R € corpo. Assim, fica claro que F(1/x) C R. Entdo primeiramente serd provado que F(1/x) é

um subcorpo de R e para isso basta mostrar que valem as condi¢des de (i) a (v) da proposi¢ao 6.
Sejam u,v € F(/x) elementos arbitrarios, i.e., u = a+by/x e v=c+d+/x, onde a,b,c,d € F.

D) u+v=(a+byx)+(c+d\/x)=(a+c)+ (b+d)\/x. Como F é corpo, tem-se que
a+c,b+d € F.Portanto, u+v € F(/x).

(i) —u = —(a+b/x) = (—a)+ (—b)/x. Como F é subcorpo de R, tem-se que —a, —b €
F. Portanto, —u € F(/x).

(iii) uv = (a+ by/x)(c +d+/x) = (ac +xbd) + (ad + bc)+/x. Como F é corpo, tem-se
que ac +xbd,ad + bc € F. Portanto, uv € F(;/x).

(iv) Note que 1 =140-y/xe que 0,1 € F, pois F é subcorpo de R. Portanto, 1 € F(+/x).
(v) Se u # 0, entdo a e b ndo sdo ambos nulos. Logo, a — by/x # 0 (se a = b+/x, entdo

a=>b=0, pois \/x ¢ F). Assim,

o 1 .a—b\/)_c:a—b\/)_c
a+byx a+byx a—byx a*—xb*

0 que pode ser reescrito como:

-1 _ a —b
v (az—xb2> - (az—xbz) Vi

Portanto, u~' € F (1/x), pois, como F é corpo, tem-se que

a —-b
a? —xb?’ a? — xb? cF

Note que a? — xb? # 0, pois caso contrario, supondo b # 0, ocorreria:

2 g2 a _
a”=xb :bz_x:>
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0 que seria um absurdo, pois g € F e \/x ¢ F. Note que, se fosse b =0 e a # 0, bastaria fazer

um processo andlogo e deduzir que

I
I
H

Sl -
LL
=[5

e entdo a conclusio seria a mesma.

Pela proposigéo 6, segue das propriedades de (i) a (v) acima que F(1/x) é um subcorpo
de R. Além disso, é direto que F C F(/x), pois a = a+0-+/x € F(y/x), para todo niimero
a € F. Portanto, F(/x) é uma extensdo de corpo de F. O

A formalizagio de que Q(1/x) é uma extensdo de corpo de Q segue imediatamente do

teorema acima, e € explicitada no coroldario a seguir.

Corolario 2. Seja x um nimero racional tal que x > 0 e \/x ¢ Q. Entdo Q(/x), juntamente com

as operagdes usuais em R, € uma extensio de corpo de Q.

Demonstra¢do. Como Q é um subcorpo de R, segue do teorema 6 que Q(+/x), juntamente com

as operagdes usuais dos nimeros reais, € uma extensao de corpo de Q. O

Defini¢io 10. Sejam F um subcorpo de R arbitrério e x € F tal que x > 0 e \/x ¢ F. Entdo, a

extensdo F (/x) é chamada de extensdo quadrdtica de F.

Se x é um ndmero racional tal que x > 0 e \/x ¢ Q, segue da defini¢do acima que a

extenséo Q(1/x) é chamada de extensdo quadrdtica de Q.

As extensdes quadriticas de Q sdo importantes porque, assim como em @(\/E), todos
os ndmeros em Q(+/x) s@o construtiveis. Para provar isso, basta mostrar que /x ¢ um nimero
construtivel. Porém, ao invés de se fazer uma demonstracio apenas para x € (Q, serd apresentado
um resultado mais geral que, tal qual o teorema 6, terd sua necessidade esclarecida na proxima

secao.

Lema 5. Seja a € R tal que a > 0 e a é um nimero construtivel. Entdo /a é um nimero

construtivel.

Demonstragdo. Seja a € R tal que a > 0 e a € um nimero construtivel. Pelo teorema 3, x =0 ¢

uma equacao de uma reta construtivel r. E pelo teorema 4,

( —a;1>2+<y—o>2=<“;1)2 G.1)
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¢ uma equacgdo de uma circunferéncia construtivel %', uma vez que 0, % e % s30 nimeros

construtiveis, pois £ € um corpo e a € E. Logo, as interse¢des entre r € 6 sdo pontos construtiveis.

Para encontrar essas intersecoes, basta substituir x = 0 na equacgdo 3.1, e isolar a incognita y:

»  (a+1 2 a—1 2_a2+2a+1 a2—2a+1_4a_
YT\ 2 2 ) T 4 4 a4 ¢

Assim, y> = a e, portanto, y = \/a ou y = —/a. Ou seja, os pontos de intersegio entre r e
% s@o (0,+/a) e (0,—+/a), que sdo por isso pontos construtiveis. Portanto, y/a é um nimero

construtivel. L]

Assim sendo, se x € E, entdo /x € E. Logo, se a,b € Q C E, entdo a+ b+/x € E, pois
E é um corpo. Portanto, Q(1/x) C E, ou seja, todo nimero de Q(+/x) é um nimero construtivel.
Esse € mais um importante passo em direcdo a caracterizacdo dos ndmeros construtiveis, pois
deste modo obtém-se infinitas extensdes de corpo de (Q onde todos 0s nimeros sdo construtiveis.
Porém, as extensdes quadréticas do corpo de nimeros racionais ainda nao cobrem todos os
nimeros construtiveis. E é facil de provar isso usando o resultado apenas provado. De fato, pelo

lema 5 acima, tem-se, por exemplo, que os nimeros

M,\/4—7\/§e \V1+y1-V5

sdo construtiveis. Por outro lado, estes nimeros nao sio elementos de extensdes quadriticas de
Q. Esses sdo apenas alguns exemplos de nimeros que consistem em resultados de expressdes
numéricas obtidas de nlimeros construtiveis através de repetidas adi¢des, subtra¢des, multiplica-
coes, divisdes e extragcdes de raizes quadradas. Expressdes assim, que envolvem radicais com
qualquer indice e as quatro operagdes bdsicas, sdo conhecidas como expressées radicais; no caso

dos nimeros acima, as expressdes possuem apenas radicais com indice 2.

A conclusdo entdo € que todas as expressodes radicais formadas apenas por raizes quadra-
das resultam em nimeros construtiveis, e iSso por sua vez constitui um subconjunto bem grande
de E. Uma pergunta que surge &: Serd que todos os niimeros construtiveis sao resultados de
expressoes radicais formadas apenas por raizes quadradas? Como ja explicado no capitulo 2, a
obtenc¢do de pontos construtiveis € um processo recorrente, ou seja, se inicia com apenas dois
pontos construtiveis e a partir deles sdo construidos novos pontos construtiveis, a partir dos quais
sdo construidos mais pontos construtiveis, e assim por diante. Tendo isso em mente, na préxima
secdo serdo feitas sucessivas construgdes a partir da situacao inicial de dois pontos contrutiveis
para se analisar os tipos de nimeros construtiveis que podem aparecer. O que se percebera é que
sim, todos os niimeros construtiveis que vdo aparecendo sdo de fato resultados de expressoes

radicais formadas apenas por raizes quadradas.
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3.3 Extensoes quadraticas iteradas do corpo de niimeros

racionais

Vale ressaltar que em todo inicio de se¢do ou capitulo estd sendo feita uma tentativa
de se introduzir o assunto de modo ilustrado, com exemplos e constru¢des, num esforco de
construir explicacdes que podem ser trabalhadas com alunos no ensino bdsico, e entdao as
ideias sao formalizadas através de resultados e demontragdes matemaéticos feitos com rigor e de
modo detalhado, a fim de que o professor do ensino bdsico possa compreender com clareza. A
formalizacao ndo € necessdria ao professor do ensino bdsico que queira aplicar o contetido em
sala, porém a mesma consiste na justificativa tedrica que garante que as afirmacdes exemplificadas

sdo verdadeiras, além se servir, € claro, ao professor que queira se aprofundar no assunto.

Assim sendo, para iniciar esta secdo, serdo feitas algumas constru¢des com régua e
compasso para se analisar concretamente os “primeiros” nimeros construtiveis que podem ser
obtidos a partir dos pontos construtiveis iniciais O e A. O objetivo € que se perceba um padrao

nos tipos de nimeros que aparecem através de alguns exemplos.

Como definido no primeiro capitulo, hd duas operagées de construcdo: tragar uma reta
que passa por dois pontos construtiveis; e tracar uma circunferéncia cujo centro € um ponto
construtivel e cujo raio € igual a distancia entre dois pontos construtiveis. Partindo da situagao
inicial em que se tem apenas os pontos construtiveis O = (0,0) e A = (1,0) no plano, pode-se

pensar do seguinte modo:

0. Se nenhuma operacdo de construgdo for efetuada, tem-se apenas dois nimeros construti-
veis: 0 e 1, que sdo os numeros que aparecem como coordenadas dos pontos construtiveis

O e A fornecidos sem nenhuma construcao.

1. Se apenas uma operac¢ao de construcao for realizada, nenhum novo nimero construtivel
€ obtido. De fato, hé trés operagdes possiveis a partir dos pontos O e A: tragar uma reta
construtivel que passa por O e A; tracar uma circunferéncia construtivel de centro O e
raio OA; ou tracar uma circunferéncia construtivel de centro A e raio OA. Ao se fazer
apenas uma dessas trés operagdes, ndo se obtém nenhuma intersecao e, portanto, nao se
obtém nenhuma nova coordenada. Assim, os Unicos nimeros construtiveis continuam

sendo apenas O e 1.

2. Se apenas duas operacdes de construcdo forem feitas, novos nimeros construtiveis sao
obtidos e é possivel determinar exatamente que nimeros sao esses. Para isso, basta analisar

as possibilidades de pares de operagdes.

* Pode-se tracar a reta construtivel r que passa por O e A, e a circunferéncia construtivel

%) de centro O e raio OA. Encontrar as interse¢des entre r e 6] equivale a resolver o
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sistema abaixo.

y=0
Substituindo y = 0 na segunda equacdo, obtém-se x> = 1. Logo, x =1 ou x = —1.

Portanto, as interse¢des entre r e 6] sdo (1,0) e (—1,0). Deste modo, é obtido um
novo ponto construtivel: (—1,0).

Obs.: Note que tracar primeiro a reta r e depois a circunferéncia 4| é a mesma
possibilidade que tragar primeiro a circunferéncia %] e depois a reta r. Ou seja, a

ordem em que duas operacdes sdo efetuadas ndo altera as intersecdes obtidas.

» Pode-se tragar a reta construtivel r que passa por O e A, e a circunferéncia construtivel
%> de centro A e raio OA. Encontrar as intersegdes entre r e 6> equivale a resolver o

sistema abaixo.
y=0
(x=1)?+y* =1

Substituindo y = 0 na segunda equagao, obtém-se:
x—1?=1 = ¥*-2+1=1 = x(x—2)=0.

Logo, x = 0 ou x = 2. Portanto, as intersecdes entre r e 6, sdo (0,0) e (2,0). Deste

modo, é obtido um novo ponto construtivel: (2,0).

* Pode-se tragar a circunferéncia construtivel %] de centro O e raio OA, e a circunfe-
réncia construtivel %, de centro A e raio OA. Encontrar as interse¢des entre 4| € 6>

equivale a resolver o sistema a seguir.

(x=1)2+y* =1

Subtraindo a primeira equagdo da segunda, membro a membro, obtém-se:
1
x=1)2=x*=0 = -2 +1-x*=0 = 2x=1 = x= X

Substituindo x = % na primeira equacao do sistema, obtém-se:

2
1 5 5 1 > 3
= =1 = =1-- = =—.
(2) iR Y R
Logo, y = @ ouy= —@. Portanto, as intersecdes entre 4] e %> sdo (%, \/T§> e

(%, —\/T§> , que por isso sao pontos construtiveis.

Assim sendo, todos os novos nimeros construtiveis que podem ser obtidos a partir de duas

operacdes de construgao sao:

121\/§ V3
DTN 7"
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3. Se trés operacdes de construcdo forem feitas, varios novos nimeros construtiveis podem ser
obtidos e € possivel determinar todos eles, pois trata-se de um nimero finito de operagdes
com um ndmero finito de pontos construtiveis preexistentes. Porém, neste caso ja se tem
muitas possibilidades e por isso fica invidvel listar todos os novos nimeros construtiveis
obtidos. O mesmo vale para o caso de quatro operacdes de construcdo efetuadas, e também

para cinco operagdes, € assim por diante.

O experimento ainda ndo estd concluido. Por enquanto, dd para notar que todos os
nimeros construtiveis que podem ser obtidos através de duas operagdes ou menos estdo contidos
em Q(\/g), que € uma extensao quadratica de Q. Entretanto, isso ainda no € suficiente para se
perceber um padrado. Por outro lado, foi visto que € invidvel listar todos os nimeros construtiveis

que podem ser obtidos a partir de trés ou mais operacdes de construgao.

Uma solugdo € simplificar o experimento e listar apenas alguns niimeros construtiveis
ap6s cada aumento do nimero de operacdes. Para isso, serd apresentado um exemplo a seguir,
no qual uma sequéncia especifica de operacdes € construida, comecando sem nenhuma operagao,

depois uma, duas, e assim sucessivamente, até seis operacoes.

Exemplo 3. A construcdo da sequéncia de operagdes sera cumulativa, ou seja, cada item
acrescenta uma nova operacdo, sendo que ficam mantidas as operagdes dos itens anteriores,
e isso ficard ainda mais claro com o auxilio de figuras. Vale ressaltar que o objetivo deste
exemplo € analisar os nimeros construtiveis obtidos e tentar perceber um padrdao que auxilie
na compreensao da caracterizacao desses nimeros. Por isso, apds se efetuar cada operacao, as
intersecOes serdo apresentadas sem a exibi¢do dos cdlculos, de modo que o texto ndo fique muito

extenso e nao se perca o objetivo no meio de tantos célculos rotineiros.

0. Sem efetuar nenhuma operacao de construgdo: tem-se apenas os pontos construtiveis
iniciais O = (0,0) e A = (1,0). Portanto, os tinicos nimeros construtiveis nesta etapa sao
Oel.

1. Tragar a reta construtivel r que passa pelos pontos construtiveis O e A.

ApO6s a primeira operagdo de construcao ndo hd nenhuma interse¢do e por isso nao ha
nenhum novo ponto construtivel. Portanto, nenhum novo nimero construtivel € obtido

nesta etapa.

Note que todos os nimeros construtiveis até o final desta etapa sdo racionais.
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2. Tragar a circunferéncia construtivel %} de centro O e raio OA = 1.

Ap6s a segunda operagdo de construgdo, hd intersegdes entre r e 6): A e B = (—1,0).

Portanto, o Gnico nlimero construtivel novo obtido nesta etapa ¢ —1.

Note que todos os nimeros construtiveis obtidos desde a primeira etapa até o final desta

etapa sdo racionais.

3. Tracgar a circunferéncia construtivel %> de centro A e raio OA = 1.

E

Ap0s a terceira operagdo de construg¢do, hd novos pontos construtiveis.

* Intersecdes entre r e 63: O e C = (2,0);

* Intersegdes entre 6] e 6>: D = (%, \/T§> e E = (%, _\/T§>

Portanto, os novos niimeros construtiveis obtidos nesta etapa sao: 2, %, ‘/7§ e —

SIS

Note que todos os nimeros construtiveis obtidos desde a primeira etapa até o final desta

etapa sdao da forma

a+bV3, onde a,beqQ.

4. Tracar a circunferéncia construtivel 43 de centro C e raio OC = 2.
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Ap6s a quarta operagdo de construcao, hd novos pontos construtiveis.

* Intersecdes entre re 63: O e F = (4,0);
* Intersegdes entre 4| e 63: G = <l @) e H= (%,—@).
* Intersegdo entre %3 e 63: O.
Portanto, os novos nimeros construtiveis obtidos nesta etapa sdo: 4, }‘, @ e —@.

Pode-se reescrever o nimero —V415 como \/Tg -v/5. Assim sendo, note que todos os nimeros

construtiveis obtidos desde a primeira etapa até o final desta etapa sao da forma

a+bV/5, onde a,b € Q(\/3).

. Tracar a circunferéncia construtivel ¢4 de centro A e raio OC = 2.

ApOs a quinta operacdo de construcio, hd novos pontos construtiveis.
* Intersegdes entre r e 64: Be I = (3,0).

* Intersecdo entre %] e 64: B.

* Intersegdes entre 63 e 64: J = (%, \/TTS) e K= <%,—@>
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3 VIS V15
Va2

Portanto, os novos nimeros construtiveis obtidos nesta etapa sdo: 3, 5, 5~ e—

V15

Uma vez que o nimero 5= pode ser reescrito como ‘/7§ -v/5, todos os niimeros construti-

veis obtidos desde a primeira etapa até o final desta etapa sdo da forma
a+bV5, onde a,b e @(\/5)

Ou seja, observa-se que esta etapa ndo gerou nenhum “tipo novo de nimero”, num sentido

que ficard ainda mais claro com a préxima e dltima operagdo de constru¢do deste exemplo.

6. Tracar a circunferéncia construtivel %5 de centro / e raio Ol = 3.

—

ApOs a sexta operacdo de construcdo, hd novos pontos construtiveis.

* Intersegdes entre r e 65: O e L = (6,0)
1

0).
* Intersegdes entre 6] e 65: M = (3,@> eN= (%,—@).
* Interse¢do entre %3 e ¢5: O.
* Intersecdo entre 63 e 65: O.

* Intersecdes entre 64 e 65: P = (%, ¥> eQ= (%7 —¥>-

1
6’4 6 6 4 4

3 V35 V3537 37

/5

Note que o nimero % pode ser reescrito como % -v/7. Assim sendo, todos os niimeros

construtiveis obtidos desde a primeira etapa até o final desta etapa sao da forma
a+bV7,

onde os numeros a e b sdo, por sua vez, da forma ¢ +d\/§, ec,de @(\/5)
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Observa-se que, assim como apds a terceira e a quarta operacgoes, esta dltima etapa gerou uma
combinacdo de uma nova raiz quadrada com nimeros da forma de etapas anteriores. E esse é o
padrdo que se buscava: a cada nova operacdo de construcdo, ou se obtém ndmeros construtiveis
que t&ém a mesma forma de nimeros construtiveis de operacdes anteriores ou se obtém nimeros
construtiveis que sdo combinacdes de uma nova raiz quadrada com nimeros da mesma forma de

etapas anteriores.

Observacao 4. A sequéncia escolhida pode ndo parecer arbitrdria: alguém poderia dizer que
ela foi escolhida de propdsito para fornecer os resultados desejados. De fato, a sequéncia foi
escolhida de modo a facilitar os cdlculos e o entendimento do experimento, porém ela pode
ser considerada sim como representativa de uma sequéncia arbitraria de operacdes, como serd
provado até o final deste capitulo. Além disso, vale ressaltar que, para se calcular as interse¢oes
fornecidas acima, basta escrever o sistema correspondente a cada par de operacdes e entdao

resolver o mesmo, tal como foi feito no inicio desta se¢ao.

Através dos experimentos anteriores e do lema 5, € possivel se convencer de que ser um
nimero construtivel € sindbnimo de ser o resultado de uma expressdao com radicais envolvendo

somente raizes quadradas, ou seja, um nimero como, por exemplo:

1 7 9
V2, 5+V/3, 3\/§+§\/ﬁ’ \/5f5+§\/\/?, etc.

O lema e os experimentos estdo longe de provar essa correspondéncia, porém podem
convencer o aluno dessa relagcdo, que é verdadeira e serd provada na ultima secdo deste capitulo.
Pode-se explicar a um aluno que todos os nimeros construtiveis sdo resultados de expressoes
radicais formadas somente por raizes quadradas e, reciprocamente, todos essas expressoes
radicais com raizes quadradas resultam em nimeros construtiveis. Essa € a caracteriza¢do dos
nimeros construtiveis que se tinha por objetivo: a partir de agora, nimero construtivel se torna
sindnimo de expressdo com radicais de indice 2, como os exemplos acima. O proximo passo €
formalizar todas essas ideias e apresentar com rigor a caracterizagdo dos ndmeros construtiveis.
Serd um processo um tanto longo, por isso € importante manter em mente os exemplos concretos

de nimeros construtiveis.

As estruturas algébricas que estdo por trds da caracterizagdo dos nimeros construtiveis

sdo cadeias de extensdes de corpos. Para comegar, seja x; € Q tal que x; > 0 e /x; ¢ Q. Entéo:

Q) = {a+bya|abeql,

juntamente com as operagdes usuais em R, € uma extensdo de corpo de QQ, pelo coroldrio 2.
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Agora seja x € Q(/x7) tal que xo > 0 e \/x2 ¢ Q(y/x1). Entdo:
Qi Vi) = {a+ by | ab e Qv }

juntamente com as operagdes usuais dos reais, € uma extensio de corpo de Q(,/x1), pelo teorema
6.

Procedendo de modo andlogo, seja x3 € Q(/x1,/x2) tal que

x>0 e Vi ¢ QA VD).
Entao:
Qv vz, Vi) = {at by | ab € QYT V) |
é uma extensdo de corpo de Q(,/x1,/x2), pelo teorema 6.

Repetindo o processo acima um numero finito de vezes, pode-se obter vérias extensdes

de corpos da forma

Q(v/X1y+-es1/Xn),n € N.

Note que sdo extensdes sucessivas de Q e sdo formadas por nimeros como aqueles que
aparecem no exemplo 3. Afim de tornar o processo acima mais rigoroso, serd apresentada a
seguir uma defini¢do por inducdo de Q(\/xf, ..., /X,) €, em seguida, um teorema que mostra que

essas estruturas sdo de fato extensdes de corpo umas das outras (e portanto extensdes de corpo

de Q).

Definicao 11. Defina:

() Ex=0Q

(i) Paran € N (n > 1), sejax, € E,_ tal que x, >0 e \/x, ¢ E,_;. Entdo:

Ey = En1(y/%n) = {a-l—b\/x_n

a,b EEn,I}.

Pelo Principio da Indugdo Finita, segue de (i) e (ii) que E, estéd definido para todo n € NU {0}.
Por fim, para cada n € N, defina:

Q(V/x1; s /Xn) = En.

Proposicao 8. Para todo n € N, E,, € uma extensao de corpo de E,,_1.
Demonstragdo. Considere o conjunto
X ={n e N| E, é uma extensdo de corpo de E,_ } C N.

O conjunto X possui as seguintes propriedades:
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(i) Da defini¢do de E,, tem-se que E; = Ey(,/x1) = Q(,/x1), onde x; é um racional tal que
x1 > 0e /x1 ¢ Q. Portanto, pelo coroldrio 2, E; € uma extensdo de corpo de Ep, ou seja,
1 eX.

(i) Suponha agora que n € X, ou seja, E, € uma extensao de corpo de E,_;. Serd provado
que n+ 1 € X. Da hipétese de inducdo, tem-se que E, € um subcorpo de R. Da definic¢do,

Eqi1 = Ey(\/Xs11), onde x, 41 € E, é tal que x,41 > 0 e \/x,11 ¢ E,. Portanto, pelo
teorema 6, E,, | € uma extensao de corpo de E,, ou seja, n+ 1 € X.

Pelo Principio da Inducdo Finita, segue de (i) e (ii) que X = N. Portanto, paratodon € N, E,, é

uma extensao de corpo de E,,_ ;. ]

As extensoes de corpo E, constituem o passo final para se chegar a caracterizacao
dos nimeros construtiveis. E para poder se referir a elas de modo formal e com fundamento

matematico, € apresentada a definicdo a seguir.
Definicdo 12. Para cadan € NU{0}, E, é chamada de extensdo quadrdtica iterada de Q.

Observacio 5. O corpo dos racionais £y = Q e a extensdo quadritica £} = Q(/x7) sdo incluidos

na defini¢do de extensdo quadrdtica iterada para facilitar referéncias futuras.

Vale ressaltar que existem infinitas sequéncias (E,,),,GNU{O} de extensdes quadraticas
iteradas de Q. Isso € fécil de se ver pois, desde que as condi¢des sejam respeitadas, os nimeros x;
podem assumir os mais diversos valores, gerando assim diferentes extensdes quadraticas iteradas
E} e, portanto, diferentes sequéncias de extensdes (E,). Além disso, perceba que cada sequéncia
de extensdes quadrdticas iteradas de (Q € obtida através de uma recorréncia, o que é um reflexo
de a obtenc¢ao de pontos contrutiveis ser um processo recursivo, algo que foi destacado desde o

inicio do capitulo anterior.

Finalmente, tem-se o necessario para formalizar a caracterizacdo dos nimeros cons-
trutiveis como “resultados de expressoes radicais formadas apenas por raizes quadradas”. A
afirmacdo a seguir constitui o teorema 7, que serd enunciado e provado na proxima e dltima

secdo deste capitulo, e é o teorema mais importante deste trabalho.

Todo niimero construtivel é um elemento de alguma extensdo quadrdtica iterada de
Q. Reciprocamente, todo elemento de uma extensdo quadrdtica iterada de Q é um niimero

construtivel.

Assim, pode-se concluir que o corpo E dos nimeros construtiveis € a unido de todas as
extensoes quadraticas iteradas de Q. Essa € a caracterizagao formal que se buscava! Se trata de
algo extremamente nao trivial e constitui a maior conquista desta dissertacao. A demonstracao
do teorema 7 sera feita na proxima secdo, pois envolve uma série de defini¢des e resultados

necessdrios, que ficardo melhor organizados separadamente.
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3.4 Demonstracao da caracterizacao dos numeros cons-

trutiveis

Para iniciar esta se¢ao, serao introduzidas algumas terminologias para facilitar a referén-

cia a determinadas situacgoes.

Defini¢ao 13. Seja K um corpo qualquer. Denomina-se de plano de K o seguinte conjunto:
Z(K) ={(x,y) | x,y €K}.

Definicdo 14. Seja F C E um subcorpo qualquer do corpo de nimeros construtiveis. Fazer uma

operacdo de construcdo a partir do plano de F significa:

(1) tracar uma reta construtivel que passa por dois pontos do plano de F'; ou

(11) tracar uma circunferéncia construtivel cujo centro € um ponto do plano de F e cujo raio é

a distincia entre dois pontos do plano de F'.

Observacao 6. Na definicdo acima, note que todo ponto do plano de F € um ponto construtivel,

pois suas coordenadas sdo nimeros contrutiveis.
Lema 6. Seja FF C E um subcorpo qualquer do corpo de nimeros construtiveis.

(1) Toda reta tragada a partir do plano de F' possui uma equagdo da forma

ax+by+c=0; a,b,ceF.

(i1) Toda circunferéncia tragada a partir do plano de F' possui uma equacdo da forma
X +y +dx+ey+f=0; dye,f€F.

Demonstragdo. Sejam r e ¢ uma reta e uma circunferéncia arbitrarias tragadas a partir do plano
de F.

(i) Suponha que r ndo é paralela ao eixo y, e também nao € o eixo y. Da geometria
analitica, sabe-se que existem unicos p,q € R tais que y = px+ ¢g € uma equacao da reta r. Pela
defini¢ao 14, r passa por dois pontos do plano de F. Tome entdo dois pontos distintos do plano
de F, (x1,y1),(x2,y2) € r. Entdo:

{ pX1+q=y
patq=yr
Subtraindo a primeira equacao da segunda, membro a membro, e isolando-se a incégnita p,

conclui-se que
=N
X2 — X1 .
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Note que x, — x; # 0, pois a reta r ndo é paralela ao eixo y. Como xp, x, y; € y» sdo elementos

de F, segue que p € F, pois F € corpo. Como g = y; — px1, segue de modo analogo que g € F.

Suponha agora que r € paralela ao eixo y ou € o préprio eixo y. De modo andlogo, sabe-se
que existe um unico ¢p € R tal que x = ¢y € uma equagdo de r. Qualquer ponto de r € da forma
(co,y). Em particular, como hd pelo menos um ponto do plano de F em r, a abscissa desse ponto

também € ¢ e, portanto, co € F.

Em ambos os casos, foi obtida uma equacdo para r da forma ax + by + ¢ = 0, onde
a,b,ccF.

(ii) Pela definicdo 14, o centro de % € um ponto do plano de F e seu raio € a distancia
entre dois pontos do plano de F. Chame o centro de % de (a,b) e seu raio de r = PQ, onde

P = (uy,v1) e Q = (uz,vz) sdo pontos do plano de F. Pelo Teorema de Pitdgoras,

12 = (up —up) 2+ (vo —vp)>. (3.2)

Como F é corpo, segue de 3.2 que 7> € F. Note que, apesar de o raio ser um niimero construtivel,
r pode ndo estar no subcorpo F, porém o seu quadrado estard com certeza. Da geometria analitica,

sabe-se que, sendo (x,y) um ponto qualquer de %,
(x—a)’+(y—b)?="r (3.3)
€ uma equagdo de %. Ao se expandir os quadrados, a equagdo 3.3 pode ser reescrita como:
x> —2ax+a*+y* —2by+b* =1~ (3.4)

Definad = —2a,e=—2be f = a?+b*—r%. Como F é corpo, segue que d,e, f € F,poisa, be

r? sdo elementos de F. Deste modo, pode-se reescrever a equagio 3.4 assim:

X +y?+dx+ey+ f=0,

que é, portanto, uma equagao de ¢ da forma que se buscava. [
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Lema 7. Sejam F uma extensdo quadritica iterada de Q e F(\/x1),...,F(y/%n,) extensdes

quadréticas de F', onde m € N. Entdo existe um corpo G tal que:

(1) G é uma extensdo quadratica iterada de Q;

(i) F(\/xx) C G, paratodo k € {1,...,m}.

Observe que, pela defini¢do 10 de extensdo quadrética de F, para cada k € {1,...,m}, tem-se que

xk>Oe\/x_k§§F.

Demonstracdo. Serd feita uma prova por indugdo. Para isso, considere o conjunto a seguir:
X = {n € N| existe uma extensdo quadritica iterada G, de Q tal que F(,/x;) C G,, para todo
i€{l,...,n}} CN. O conjunto X tem as seguintes propriedades.

(I) Sen =1, defina G; = F(/x1). Como F é uma extensdo quadritica iterada de Q, segue da
definicdo 11 que F(,/x1) também é uma extensdo quadratica iterada de Q. Além disso, é
trivial que F (,/x1) C G;. Portanto, 1 € X.

(I) Suponha que n € X, ou seja, existe uma extensdo quadrética iterada G, de Q tal que
F(\/x;) C Gy, paratodo i € {1,...,n}. Serd provado que n+ 1 € X. H4 duas possibilidades
a serem consideradas: (a) \/x,11 € G, ou (b) \/xX,+1 ¢ G,. Cada caso serd analisado

separadamente.

(a) Suponha que \/x,+1 € G,. Como F C F(,/x1) e F(y/x1) C Gy, segue que F C
G,. Logo, se a,b € F C G, entdo a+ b,/x,+1 € Gy, pois G, € corpo. Portanto,
F(\/Xnt1) C G,,. Assim, neste caso basta tomar G, | = G,.

(b) Suponha que /X, 1 ¢ G,. Defina G, 11 = Gu(/Xy11). Como G, é uma extensio
quadratica iterada de Q, segue da defini¢do 11 que G,; também € uma extensio
quadrética iterada de Q. Além disso, para todo i € {1,...,n}, F(y/x;) C Gy, pela
hipétese de indug@o; e € trivial que G, C G,(\/Xu11)- Logo, F(\/X;) € Gu(\/Xnt1)
paratodoi € {1,...,n}. Também € direto que F (/%,11) C Gu(y/Xn11), pois F C G,.
Portanto, F (/X;) C G41, paratodo i € {1,...,n+1}.

Assim, seja qual for o caso, (a) ou (b), existe uma extensdo quadrdtica iterada G, | de Q
tal que F(/x;) C Gy41, paratodo i € {1,...,n+1}. Portanto, n+1 € X.

Pelo Principio da Indugdo Finita, segue das propriedades (I) e (I) acima que X = N.
Portanto, para todo m € N, quaisquer que sejam as extensdes quadraticas F (\/X1), ..., F (\/Xm)
de F, existe um corpo G, que é uma extensao quadratica iterada de Q tal que F(,/Xx) C G, para
todo k € {1,...,m}. O]
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Teorema 7 (Caracteriza¢do dos nimeros construtiveis). Todo nimero construtivel € um elemento
de alguma extensdo quadrética iterada de Q. Reciprocamente, todo elemento de uma extensao

quadritica iterada de (Q é um ndmero construtivel.

Demonstracdo. O teorema envolve uma proposi¢cao e sua reciproca, logo a sua demonstracao é
dividida em duas partes, e serd iniciada pela implicacdo mais ficil, a de que todo elemento de

uma extensdo quadrética iterada de (Q € um nimero construtivel.

(<) Como j4 foi observado, existem infinitas sequéncias (E,) de extensdes quadraticas
iteradas de QQ. Para mostrar entdo que os elementos de qualquer extensdo quadrtica iterada de Q
sdo niimeros construtiveis, fixe uma sequéncia (E,) arbitraria. Serd provado por induc¢do que os

elementos de todo termo dessa sequéncia sao nimeros construtiveis. Para isso, defina:
X = {n € N| todo elemento de E,_; ¢ um nimero construtivel} C N.

O conjunto X possui as propriedades a seguir.

(i) Pelo teorema 2, todo elemento de Ey = (Q € um nimero construtivel. Portanto, 1 € X.

(i) Suponha que n € X, ou seja, todo elemento de E,_; € um nimero construtivel. Serd
provado que n+ 1 € X. Por definicdo, E, = n_l(\/x_n), para algum x, € E,_; tal que
x, > 0e /X, ¢ E,—1. Logo, segue da hipétese de indugio que x, € um nimero construtivel.
Pelo lema 5, tem-se entdo que /X, € um niimero construtivel. Assim, se a,b € E,_| CE,
entdo a +b,/x, € E, pois E € corpo. Portanto, E,, (\/x_n) C E, ou seja, todo elemento de

E,, € um nimero construtivel. Portanto, n+1 € X.

Pelo Principio da Inducdo Finita, segue de (i) e (ii) que X = N. Portanto, para todo
n € NU{0}, os elementos de E, sdo ntimeros construtiveis. Como a sequéncia (E,) foi tomada
de modo arbitrério, segue que todo elemento de qualquer extensiao quadratica iterada de (Q é um

namero construtivel.

(=) Agora serd mostrada a parte mais dificil do teorema e, para provar que todo nimero
contrutivel € um elemento de alguma extensdo quadratica iterada de Q, serd provada uma

afirmacao mais forte:

Para todo n € N, existe um corpo F,, que é uma extensdo quadrdtica iterada de Q tal
que todo niimero construtivel que pode ser obtido em n ou menos operacoes de construcdo estd

em F,.

E interessante observar ja nesse momento que a ideia dessa afirmacgdo estd presente no
que foi feito no inicio da se¢do anterior, ou seja, o que foi oferecido para ilustrar a ideia ao aluno
consiste em casos particulares dessa proposicao mais geral. Essa relacio serd melhor comentada

e explorada ao final da demonstracao do teorema.
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A prova dessa afirmacao mais forte serd feita por indugdo. Para isso, defina o seguinte
conjunto: X = {n € N | existe um corpo F, que é uma extensdo quadrdtica iterada de Q tal que,
se ¢ € um numero contrutivel que pode ser obtido em n ou menos operacdes de constru¢do, entdo

¢ € F,} C N. Este conjunto possui as seguintes propriedades.

(I) Usando o que foi previamente explicado, é facil provar que 1 € X. De fato, no inicio
da secdo anterior foi mostrado que os tinicos nimeros construtiveis que podem ser obtidos em
uma operagao de constru¢do ou menos sdo 0 e 1. Logo, neste caso basta tomar F; = QQ, que é por

definicdo uma extensao quadratica iterada de Q. Assim tem-se que 0, 1 € Fj e, portanto, 1 € X.

Vale observar que se poderia tomar F; como qualquer outra extensdao quadrética iterada
de Q. Por exemplo, se F; = Q(+/2) ou F; = Q(+/5,/7), a condicio também se verifica. Assim,

conclui-se que, se F, = Q(,/x1, ..., /Xm), entdo m pode ser muito maior do que n.

(II) Suponha que n € X. Serd provadoque n+1 € X.

Pela hipdtese de inducdo, existe um corpo F,, que € uma extensao quadratica iterada de
Q tal que todo niimero construtivel que pode ser obtido em n ou menos operagdes de constru¢ao
estd em F,. Isso quer dizer que todos os pontos construtiveis obtidos em n ou menos operacoes
de contrucdo pertencem ao plano de F,. Para se fazer uma sequéncia de n+ 1 operacdes de
construcao, a tltima operacao s pode ser feita a partir desses pontos preexistentes. Como esses
pontos estdo no plano de F,, tem-se que um ponto obtido em n + 1 operacdes de constru¢do pode

ser apenas:

(i) aintersecdo entre duas retas construtiveis concorrentes rj € r», tracadas a partir do plano

de F,; ou

(i) uma intersecdo entre uma reta construtivel » e uma circunferéncia construtivel %, tracadas

a partir do plano de F;;; ou

(iii) uma intersecao entre duas circunferéncias construtiveis distintas %] e %, tracadas a partir

do plano de F;,.

E extremamente importante ressaltar que nio é toda operacio de construcio feita a partir
do plano de F, que esté inclusa nos itens acima, pelo seguinte: apesar de todo ponto construtivel
que pode ser obtido em n ou menos operacdes estar no plano de F;,, nem todo ponto do plano
de F, pode ser obtido em n ou menos operagdes. E mais: F, € infinito, porém a quantidade de
pontos contrutiveis que podem ser obtidos em n ou menos operacdes € finita. Portanto, os itens
acima apenas implicam que todas as operagdes feitas a partir de pontos obtidos em 7n ou menos

operacoes sao feitas a partir de F;,, mas ndo vale a reciproca.

Assim, para se analisar os nimeros construtiveis obtidos com n + 1 operacdes de cons-

trucdo, basta considerar cada um dos trés casos separadamente.
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(i) Pelo lema 6, pode-se tomar as seguintes equagdes para ry € rp, respectivamente:
aix+byy+ci1 =0 e axx+byy+cr =0,

onde a;,b;,c; € F,, parai € {1,2}. Assim, encontrar o ponto de intersecéo entre r| e r, equivale
a resolver o sistema a seguir.
aix+byy+c; =0

3.5)
ar)x+byy+cy; =0

Note que a; e b ndo sdao ambos nulos. Do contrério, se a; = b; = 0, entdo r; ndo seria
uma reta. Suponha entdo, sem perda de generalidade, que b; # 0. Deste modo, pode-se isolar a
incognita y na primeira equagdo do sistema do seguinte modo:

ax—+cq

b (3.6)

y =
No caso em que by = 0, tem-se que a; # 0, o que permite isolar a incégnita x na primeira
equacdo do sistema e entdo fazer o restante dos passos de modo andlogo ao que seré feito a

seguir, bastando para isso inverter os papéis de x e y.

Agora, para encontrar o valor de x, basta substituir 3.6 na segunda equacao do sistema

3.5, e entdo efetuar os calculos abaixo.

b b
arx+ by <_%—]m>+0220 = azx—a;lzx—2—1q+c2:0 =
aby bacy N axby —a1by bica —bacy
> b T hy by by

Note que axb; — a1 by # 0, pois as retas r| e rp sdo concorrentes. Portanto,

_ b1C2 —b2c1 (3 7)
arby —a1by’ ’

Assim, segue de 3.7 e 3.6 que as coordenadas do ponto de interse¢do entre r| € rp Sa0

elementos de F,, pois F, é corpo.

Ao se variar as retas r| e rp, os coeficientes a;, b; € ¢; mudam e, portanto, pode-se
obter diversos valores para x e y. Porém, independente dos valores das coordenadas, todas as
intersecoes entre duas retas tracadas a partir do plano de F,, estardo no proprio plano de F;,. Isso
¢ o suficiente por enquanto, pois a extensao F, | que se busca serd obtida ap6s a conclusdo dos
proximos dois casos, (i) e (iii). Entretanto, se o objetivo fosse concluir cada caso separadamente,
a extensdo quadrdtica iterada de Q do item (i) seria o proprio F,, ou seja, ao se lidar apenas com
retas, ndo sdo gerados nimeros construtiveis fora da extensao em que estdo os coeficientes das

mesmas.

(ii) Pelo lema 6, pode-se tomar as seguintes equagdes para r € ¢, respectivamente:

ax+by+c=0 e x2—|—y2+dx+ey—|—f:0,
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onde a,b,c,d,e, f € F,. Assim, encontrar as intersecdes entre r e ¢ equivale a resolver o sistema
a seguir.

ax+by+c=0

{ Y (3.8)

¥ +y*+dxt+ey+f=0

De modo andlogo ao item anterior, tem-se que a € b nao sdo ambos nulos. Suponha entdo,
sem perda de generalidade, que b # 0. Deste modo, segue da primeira equacio que
ax—+c

y=-21C (3.9)

Substituindo este valor de y na segunda equacdo do sistema 3.8, obtém-se:

2
ax—+c ax—+c
0=x2+(— ) ) +dx+e(— 5 >+f

2ac c? ae

—x2+a—2x2+—x+——|—dx——x—c—e+f
R A Ay b~ b

2 2
a\ » 2ac ae c-  ce
:(14—?))6 —I—(?—Fd—;)xﬁ—(ﬁ—z—F]p)

(b2+a2) ) (2ac—abe+db2> (cz—cbe—i-sz)
= 24 x4 [ ————
b? b? b?

= (a* +b*) x* + (2ac — abe + db*) x+ (> — cbe + fb?)

Defina A = a? + b2, B = 2ac — abe +db* e C = ¢* — cbe + fb?. Assim, a tiltima equagio
pode ser reescrita como:

AxX*+Bx+C =0, (3.10)
onde A,B,C € F,, pois F, é corpo, e A # 0, pois a e b ndo sdo ambos nulos.

A equacdo 3.10 tem solucio real se, e somente se,

s = B?> —4AC > 0.

Como F, é um corpo, tem-se que s € F,,. Assim, se a reta r e a circunferéncia ¢ se

intersectam no plano real, segue que

—B+t./s
=—cR.
M C

X

(3.11)

H4 duas possibilidades: (a) v/s € F;, ou (b) /s ¢ F,. Cada caso serd analisado separada-
mente.

(a) Se +/s € Fy, entdo segue de 3.11 e 3.9 que as coordenadas dos pontos de interse¢éo entre r

e ¢ estdo em Fy, pois F, é corpo.
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(b) Se +/s ¢ F,, entdo segue de 3.11 e 3.9 que as coordenadas dos pontos de interse¢do entre r
e € estdo em Fy(+/s), que é uma extensdo quadratica iterada de Q, uma vez que F, é uma

extensao quadratica iterada de Q, pela hipétese de indugao.

Ao se variar a reta r e a circunferéncia &, os coeficientes a, b, c,d, e, f mudam e, portanto,
pode-se obter diversos valores para s. Porém, hd um niimero finito de pontos construtiveis que
podem ser obtidos em n ou menos operagdes de construcado e, portanto, hd um nimero finito
de retas e circunferéncias que podem ser tracadas a partir destes pontos (apesar de haver um
numero infinito de operacdes que podem ser feitas a partir de F;,). Assim, em particular, pode-se

obter apenas uma quantidade finita de valores para s. Portanto, existem nimeros
S1,52, "'7sp € Fna

tais que s; > 0 e /s; ¢ Fy, paratodo i € {1,..., p}, e cada niimero construtivel resultante de uma
intersecdo entre uma reta e uma circunferéncia tracadas a partir de pontos obtidos em n ou menos

operagOes de construcdo estd em uma das seguintes extensoes quadraticas iteradas de Q:
Fu(\/$1)s Fu(V/52) 5 - Fu(\/Sp)-
Vale ressaltar que até mesmo os ndmeros construtiveis do caso (a) estio em uma das

extensOes acima, pois, por exemplo, F,, C F,(/s1) (qualquer s; serviria para este argumento).

Note que ainda ndo foi obtida uma tnica extensdo quadrética iterada de (Q para se provar
que n+1 € X. O corpo F, 1 serd obtido apds se completar (i), (ii) e (iii), através da unificacdo

de tudo o que estiver feito nos trés itens.

(iii) Pelo lema 6, pode-se tomar as seguintes equagdes para 6| e 6,, respectivamente:
Ay +dixtey+fi=0 e x*+y* +dax+ery+ fr =0,

onde dj,e;, f; € F,, para i € {1,2}. Assim, encontrar as interseg¢des entre 4] e %, equivale a

resolver o sistema a seguir.

P +y +dix+ey+f1=0

(3.12)
P4y +daxtey+ =0
Subtraindo a segunda equacdo da primeira, obtém-se um sistema equivalente:
b =0
ax+by—+c (3.13)

Xty +dxtey+f=0
ondea=d;—dr,b=e;—er,c=f1— fr,d =dr,e =er e f = f, sdo elementos de F,,.

Note que a e b ndo sao ambos nulos. Do contrério, se a = b = 0, entdo ¢ = 0 e, portanto,
dy = dy, ey = ey e f1 = f>, 0 que é um absurdo, pois as circunferéncias ¢ e 6, sdo distintas, por

hipdtese. Logo, o sistema 3.13 € igual ao sistema 3.8, com as mesmas condigdes.
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Portanto, de modo andlogo ao que foi feito em (ii), existem ndmeros
1,12,...,1g € F,,

tais que ; > 0 e \/7; ¢ F,, para j € {1,...,q}, e cada nimero construtivel resultante de uma
intersecdo entre duas circunferéncias tracadas a partir de pontos obtidos em n ou menos operagdes

de construcdo estd em uma das seguintes extensoes quadraticas iteradas de Q:

AN AV AN AN A

Sumarizando o que foi feito em (i), (ii) e (iil), tem-se que cada nimero construtivel
resultante de operagdes de construcao feitas a partir de pontos contrutiveis obtidos em n ou

menos operagdes estd em uma das extensoes quadraticas iteradas de QQ a seguir:

Fa(v/51), Fa(V/52) - Fu(V/5p) s Fa (V1) Fa(V2) - Fn (V1)

Vale ressaltar que isso engloba, inclusive, os nimeros construtiveis obtidos como em (i), pois

F, C F,(y/s1), por exemplo (qualquer s; ou ¢; serviria para se usar o mesmo argumento).

Pelo lema 7, existe um corpo F,. 1, que € uma extensio quadrdtica iterada de Q, tal que

Fn(\/s_,) CFhiyr e Fn(\/l—j) C Fuyt,
paratodoi € {1,...,p} e paratodo j € {1,...,q}.
Note ainda que F;, C F, 11, pois F;, € F,(1/51) € Fu(y/51) € Fa+1 (qualquer s; ou ¢ serviria

para este argumento).

Portanto, todos os nimeros construtiveis obtidos em n 4+ 1 ou menos operacdes de

contrucdo estdo em F,, 1, ouseja,n+1 € X.

Pelo Principio da Inducdo Finita, segue de (I) e (II) que X = N. Portanto, para todo
n € N, existe um corpo F;, que é uma extensao quadratica iterada de Q tal que todo nimero

construtivel que pode ser obtido em n ou menos operacdes de construgdo estd em F,.

Assim, fica provado que todo ntimero construtivel estd em alguma extensdo quadratica

iterada de Q, o que finaliza a demonstracio. 0

Corolario 3. Para cada n € N, existe um corpo F,, que é uma extensdo quadratica iterada de
tal que todo nimero construtivel que pode ser construido em n ou menos operagdes de constru¢io

estdem F;,.

E importante contextualizar que a afirmac¢do desse coroldrio € a generalizagdo do que foi
feito no inicio da sec¢do 3.3. Deve-se observar que, em esséncia, o que foi feito antes do exemplo
3 é mostrar que essa proposicao € vdlida paran =1 e n = 2, e que pode se considerar F1 =Q e

F>, = Q(+/3). Por sua vez, o que foi feito no exemplo 3 em si é ilustrar a afirmagdo acima para
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uma sequéncia especifica de operacdes de construgdo, que acaba resultando em uma extensao
quadrética iterada especifica. E esse mesmo exemplo pode servir para justificar o teorema 7,

como se ilustra a seguir.

Imagine que se estd no caso n = 6, de numeros construtiveis obtidos em 6 ou menos
operagdes de construcao. O exemplo 3 mostra uma sequéncia especifica de 6 operacdes, que
acabam por resultar na extensdo quadrtica iterada Q(v/3,v/5, /7). De modo andlogo, outras
sequéncias de 6 operacdes poderiam resultar em novas extensdes quadraticas iteradas de Q.
Assim, seriam obtidas diversas extensdes quadrdticas iteradas de Q e entdo seria possivel concluir,
sem a necessidade do lema 7 e sem a necessidade de uma tnica extensdo Fg, que cada nimero
construtivel que pode ser obtido em 6 ou menos operacdes de construcao estd em uma extensao
quadrdtica iterada de Q. Por fim, o argumento desse raciocinio informal seria de que o caso
n = 6 ndo tem nada de especial e 0 mesmo aconteceria para 7,8,9 ou qualquer outro nimero de
operagdes de construciao, de modo que todo e qualquer nimero construtivel estaria, portanto, em

alguma extensdo quadritica iterada de Q.
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CAPITULO

DUPLICACAO DO CUBO E TRISSECCAO DO
ANGULO

Neste capitulo serdo resolvidos dois dos problemas de constru¢do: a duplicacdo do cubo
e a trissec¢do do angulo. Uma vez que se sabe que qualquer nimero construtivel estd em alguma
extensdo quadratica iterada de Q, basta alguns pequenos passos para finalizar a solugc@o desses
dois problemas. O trecho restante a ser percorrido precisa ser apresentado de forma igualmente
rigorosa a tudo o que foi feito durante todo o percurso até aqui e isso justifica a necessidade
de um capitulo inteiro para a conclusao dos problemas, porém a ideia final é simples e sera
apresentada de forma resumida na primeira secdo deste capitulo. Além da caracterizacao dos
numeros construtiveis que foi feita no capitulo anterior, serdo necessarios alguns resultados sobre
equacodes cubicas para a formalizacdo das solugdes, que serdo apresentados na segunda secao
deste capitulo. Mas por que ciibicas? Na primeira se¢cdo, também sera feita uma explicacdo
bem didatica sobre o surgimento de equagdes cubicas na resolucdo desses problemas. Vale
ressaltar que os resultados e demonstracdes apresentados neste capitulo sdo inspiradas nas ideias
apresentadas em Kazarinoff (2003), e foram recheadas de maiores explica¢des, modificadas com

ideias proprias e escritas com um pouco mais de rigor.

4.1 Por que cubicas?

Considere um cubo unitario, isto €, um cubo cuja aresta tenha medida igual a 1. O volume
de um cubo € dado pelo cubo de sua aresta. L.ogo, o volume do cubo unitario € igual a 1. Suponha
que seja possivel construir com régua e compasso um novo cubo de aresta a cujo volume seja
igual a 2, ou seja, o dobro do volume do cubo unitdrio. Isso implica que a aresta do cubo é um
segmento de reta construtivel e, portanto, a sua medida a é um niimero construtivel, pois é a
distancia entre dois pontos construtiveis. Além disso, como o volume do cubo de aresta a € igual

a a’, obtém-se a seguinte igualdade: a® = 2.
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Portanto, ao se supor que é possivel duplicar o cubo unitdrio, obtém-se um nimero
construtivel a tal que a® —2 = 0. Em outras palavras, para que seja possivel construir com régua
e compasso um cubo cujo volume € igual a 2, deve existir um numero construtivel que seja raiz
da equacdo cubica

¥ —2=0. 4.1)

E eis que naturalmente aparece uma equacio ctbica ao se explorar a duplicaciao do cubo!
Serd que realmente existe um nimero construtivel que seja raiz dessa equagio? E af que reside o
segredo da solucdo da duplicagdo do cubo: A equacdo (4.1) ndo possui raiz construtivel. Para
provar isso, serd apresentado um teorema que garante que certas equagdes cubicas que ndo
tenham nenhuma raiz racional ndo terdo nenhuma raiz que ¢ um ndmero construtivel. Pode-se
dizer entdo que este teorema € a via principal do trecho restante a ser percorrido. Para acessar essa
via e aplicar o teorema a equacao (4.1), serd necessaria uma proposicao auxiliar que possibilite
mostrar que essa equacao nao tem nenhuma raiz racional. Tendo esse acesso, 0 mapa mental do
caminho a ser completado pode ser facilmente resumido: Basta provar a proposi¢do e o teorema,
e entdo mostrar que a equacao (4.1) ndo tem raiz racional, o que implicard que essa equacao nao
tem nenhuma raiz construtivel e, portanto, ndo existe um nimero construtivel a tal que a’ =2;
deste modo, ficard demonstrado que ndo € possivel construir com régua e compasso um cubo
cujo volume seja igual a 2 e, portanto, é impossivel duplicar o cubo unitério, o que resolve o
problema da duplicacdo do cubo, como foi explicado no primeiro capitulo, pois mostra que nem
todo cubo pode ser duplicado com régua e compasso. Simples assim! Por fim, € preciso dizer que,
para provar o teorema que € a via principal, serdo necessdrios trés lemas sobre equagdes cubicas.

Tudo isso, incluindo teorema, proposi¢ao e lemas, serd apresentado e provado na proxima secao.

Alguém estard se perguntando: E a trissecgdo do dngulo? O caminho a ser percorrido
€ exatamente o mesmo da duplicagdo do cubo! Ao se supor que € possivel dividir um angulo
de 60° com apenas régua e compasso, também se chega em uma determinada equacao cubica
que deveria ter uma raiz construtivel mas que na realidade nao tem, exatamente como ocorre
com a equacdo (4.1). Porém, serd um pouquinho mais trabalhoso chegar na equagao ctbica da
trissec¢ao. Assim sendo, a duplicacdo do cubo foi escolhida nessa sec@o para ilustrar todo o
trajeto restante a ser percorrido de modo simples e resumido, e através desse mesmo caminho os

dois problemas serdo resolvidos.
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4.2 Equacoes cubicas

Uma equacdo cuibica é uma equagao polinomial do 3° grau. Toda equacao cubica (em

uma varidvel) pode ser escrita na seguinte forma:
a3x3 +a2x2+a1x+a0 =0, “4.2)

onde a; € C,i € {0,1,2,3}, e a3 # 0. A equagdo acima é chamada de forma geral da equagio
cubica. Entretanto, € suficiente estudar as equagdes cubicas da forma

4 pt+q=0,

onde p,q € C, pois sempre € possivel eliminar o termo de grau dois através de uma mudanga de
varidvel. Para provar essa afirmagdo, primeiro divida ambos os membros da equacdo (4.2) por
as, obtendo assim a equacao

X +ax®+bx+c=0, (4.3)
. a2 . al . ao . e e - .
onde a = —, b = — e ¢ = —. Depois, faca a substitui¢io x = ¢ + u na equagao acima e
as as as
desenvolva o seu primeiro membro:

X taxt+bx+c=(t+u)+alt+u)’>+b(t+u)+c
=1+ 3t%u+3tu* +u’ +ar® + 2atu -+ au® + bt +bu+ ¢
=4 QButa)* + B+ 2au+b)t+ (® +au’ +bu+c)  (4.4)
Para eliminar o termo do 2° grau na nova varidvel t em (4.4), basta exigir 3u+a = 0, o que

. . a .. £ a
implica em u = —3 Portanto, a mudanca de varidvel adequada € dada por x =t — —. Por fim,

substitua o valor de u em (4.4) e desenvolva:

S ta fbxte=1+ {3 (—9)2+2a (—f) +b} t+ <—c—l>3+a (—9>2+b <—§> +c

3 3 3 3 3
=1+ 0—2—2—02+b t+ —a—3+£—%+c
N 3 3 27 9 3
=1+ —a—2+b t+ 2—03—@“
- 3 27 3
=13 pt+q, (4.5)
onde
. 2—|—b . _2a3 ab
P==7 =57 73 7€

Portanto, de fato a equagio x> + ax® + bx+ ¢ = 0 pode ser reduzida a uma nova equagio

da forma > + pt +¢g = 0, que é mais simples e facilita o estudo das equagdes cibicas.

Renomeando a incégnita e os coeficientes da equacio > + pt + ¢ = 0, tem-se que o

objeto de estudo desta secdo € uma equacdo da seguinte forma:

L Hax+b=0, (4.6)
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onde a,b € C. A equagdo (4.6) é chamada de forma reduzida da equagao cubica. Perceba que
a equagdo x> — 2 = 0 é um caso particular dessa equacio, quando a = 0 e b = —2. Na quarta
secdo deste capitulo serd visto que também surge um outro caso particular da equacgado (4.6) na
solucdo da trissec¢do do angulo. Assim, ao se estudar a forma reduzida de modo geral e nao
apenas a equagio x> — 2 = 0 pontualmente, seriio obtidas ferramentas para se resolver tanto a
duplicacao do cubo como a trissec¢io do angulo (e quem sabe outros problemas de construcdo).
Como o objetivo final é provar uma afirmacao acerca das raizes dessas equacdes cubicas, se faz
necessario conhecer um pouco mais sobre suas raizes e como as mesmas se relacionam com os

nameros construtiveis.

Para ndo se perder no meio de tantos resultados e formalismos que vém a seguir, relembre
do mapa mental, onde dois resultados compdem o trajeto restante a ser percorrido para se chegar
as solugodes da duplicag@o do cubo e da trissec¢do do angulo. O primeiro e mais importante resul-
tado é um teorema que garante que certas equagdes cibicas nao tém nenhuma raiz construtivel.
Este teorema € a via principal do trajeto e serd apelidado de Teorema da Raiz Construtivel, para
facilitar futuras referéncias. O segundo resultado € uma proposi¢ao auxiliar que servird para
mostrar que as equagdes ctibicas da duplicagdo e da trissec¢do ndo possuem raizes racionais, que
¢ uma hip6tese importante do teorema. Esta proposicao constitui, portanto, um acesso para a via
principal, e serd enunciada a seguir, antes do teorema. Vale observar que essa proposicao € na
realidade um caso particular do Teorema das Raizes Racionais, que fornece uma condi¢do para
as raizes racionais de acordo com os coeficientes de uma equagio polinomial qualquer (com

coeficientes inteiros).

Proposicao 9. Considere uma equagdo cubica reduzida com coeficientes inteiros:
x3+a1x—|—ao =0, aj,ay € Z. 4.7

Sejam p,q € Z, q # 0, tais que mdc(p,q) = 1 e — é uma raiz de 4.7. Entao:

SIS

(1) p € um fator de ap; e

(i) g=1oug=—1.

Demonstracdo. Como d € uma raiz de 4.7, segue que
q

3
(2) () s
q q

Multiplicando ambos os membros dessa equacdo por ¢°, obtém-se:

P’ +aipg® +aog’ =0. (4.8)
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Note que todos os termos da igualdade acima sdo nimeros inteiros, pois ap,agp, p,q € Z. A partir

disso, basta olhar para esta igualdade de dois modos diferentes para provar cada item do lema.

(1) Primeiro, reescreva a igualdade 4.8 do seguinte modo:

p(p* +a1q*) = —aoq’.

Logo, p é um fator de agg>. Por hipétese, p ndo tem fator maior do que 1 em comum com g e,

por consequéncia, nfio tem fator comum com ¢°. Portanto, p é um fator de ay.

(i) De modo andlogo ao item anterior, reescreva a igualdade 4.8 assim:

(a1pq+aog’)qg = —p°.

Logo, ¢ é um fator de p> e, por consequéncia, ¢ é um fator de p. Mas, por hipétese, o maior fator

comum entre p e g é 1. Portanto, g =1 oug= —1. [

Vale observar que sempre pode-se supor mdc(p,q) = 1, pois se estd pensando na forma
irredutivel da raiz racional, e toda fracao pode ser simplificada até se obter a forma irredutivel,

onde numerador e denominador ndo t€ém fator comum maior do que 1.

O objetivo agora € enunciar e provar o Teorema da Raiz Construtivel, mas para isso
serdo necessdrios trés lemas, sendo que os dois primeiros, assim como a proposi¢ao anterior,
sdo versoes particulares de resultados mais gerais de dlgebra.Enquanto os lemas sdo resultados
especificos sobre a forma reduzida de uma equacgao cubica, as suas versdes generalizadas se

aplicam a toda equacao polinomial.

Para explicar a motivacao e justificar a apresentacdo das versdes mais simples neste
capitulo, considere como exemplo o Teorema Fundamental da Algebra. Tal teorema diz que toda
equacdo polinomial em uma varidvel possui pelo menos uma raiz complexa e, como corolério,
segue que toda equacdo polinomial de grau n possui exatamente n raizes complexas. Este teorema
¢ extremamente importante para o ensino de dlgebra como um todo, porém € um resultado muito
mais forte do que se necessita neste capitulo. Além disso, € um teorema muito dificil de se
provar a nivel elementar. Tanto € que o mesmo € apresentado nos melhores materiais de ensino
médio do pafs sem demonstracio. No geral, se aceita o Teorema Fundamental da Algebra como
verdadeiro sem justificativa (com o argumento de que sua demonstragdo precisa de ferramentas de
“matematica de nivel superior”) e entdo o coroldrio € demonstrado através de divisdes sucessivas
do polindmio. Naturalmente, o objetivo deste trabalho € fazer o oposto disso e ndo usar nenhuma
afirmac¢do sem demonstracao, exceto € claro resultados elementares, como por exemplo fatos
basicos e conhecidos sobre divisibilidade, polindmios, operacdes com polindmios e equagdes

polinomiais do 2° grau.

Deste modo, ficam claros dois motivos para ndo se apresentar resultados mais gerais

como o Teorema Fundamental da Algebra neste capitulo. O primeiro motivo € que as versoes
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mais simples s@o suficientes para demonstrar tudo o que € necessério para concluir as solugdes da
duplicacdo do cubo e da trissec¢do do angulo. E o segundo motivo é que as versdes particulares
sao mais faceis de se provar e, portanto, mais acessiveis a um professor do ensino basico ou a
um aluno mais curioso. Assim, com inspiracdo no que foi falado no primeiro capitulo sobre as
provaveis motivacoes de Euclides para estruturar Os Elementos, a mensagem implicita neste
capitulo €: Eis tudo o que se precisa para resolver a duplicacdo do cubo e a trissec¢do do angulo

de modo basico e justificado.

Nesse espirito, o primeiro lema mostra a seguir que nem todo mundo precisa do Teorema

Fundamental da Algebra.

Lema 8. Se uma equacdo cubica reduzida tem uma raiz ry, entdo essa equacao tem trés raizes ri,

o € r3, que podem ou ndo serem distintas, e
S rax+b=(x—r)(x—r)(x—r3). 4.9)
Demonstragdo. Seja r; uma raiz da equagdo cubica reduzida
C+ax+b=0, (4.10)
onde a e b sdo nimeros reais. Dividindo o polindmio x> 4+ ax + b por x — r{, obtém-se:
X rax+b=(x—r)(+rx+ri+a)+r+ar +b.
Como r; é raiz de 4.10, segue que rf +ary; 4+ b = 0 e, portanto,
S rax+b=(x—r)(P+rx+r+a). 4.11)
Do ensino bésico, sabe-se que a equacao de segundo grau
x2+r1x+r%+a =0
possui duas raizes r; e r3, que podem ser obtidas pela férmula de Bhdskara, e
XArx+rid+a=(x—r)x—r3). (4.12)
Substituindo 4.12 em 4.11, obtém-se:
O taxt+b=(x—r)(x—r)(x—rs),

de onde segue que r; e r3 sdo raizes de 4.10 (basta substituir x por r> ou r3) e, portanto, a equagao

possui trés raizes, que podem ou ndo serem distintas. [

Ainda no espirito de versdes mais simples de resultados da dlgebra abstrata, o segundo

lema cobre mais um passo em direcdo a via principal do Teorema da Raiz Construtivel.
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Lema 9. Se uma equagdo cubica reduzida tem uma raiz, entdo a soma de todas as suas raizes é

igual a zero.

Demonstragdo. Pelo lema 8, se uma equacdo da forma 4.6 tem uma raiz, entdo essa equagao

tem 3 raizes ry, 12 € r3 e, além disso,
X tax+b=x—r)x—r)(x—r3). (4.13)
Expandindo o segundo membro da igualdade acima, obtém-se:

X 4ax4+b=(x—r))(x* = rnx—rx+rrn)
3

=X — r2x2 — r3x2 + rpr3x — r1x2 +rimXx+rir3x —rimnr;
=2 — (r1+r+n)x2+(rirn+rr+rnr)x—rnrs
Da igualdade de polindmios, segue que

—(r1 +r2—|—r3) =0.

Portanto,
ri+rn+r=0,

ou seja, a soma de todas as raizes € igual a zero, como se queria provar. 0

O terceiro e ultimo lema relaciona equacdes cubicas reduzidas de coeficientes inteiros

com extensdes quadraticas iteradas de QQ.

Lema 10. Considere uma equagao ctibica reduzida com coeficientes inteiros:
CHaxtap=0, aj,ap€Z. (4.14)

Seja a+ b./x,, b # 0, um elemento qualquer de uma extensio quadrdtica iterada de Q tal que
a+b,/x, é umaraiz de 4.14. Entao a — b,/x, também € uma raiz de 4.14.

Demonstracdo. Seja E, = E,_1(,/x,) uma extensdo quadritica iterada de QQ arbitraria. Da
defini¢do 11, tem-se que x, € E;,—1, x, > 0e /X, ¢ E,_. Sejam a e b elementos arbitririos de

E,_ tais que b # 0 e a+ b,/x, € uma raiz da equacdo 4.14. Logo,

(a—l—b\/x_,,)3—l—a1 (a+b+/xy)+ap=0. (4.15)

Expandindo o bindmio do primeiro membro da equagdo e reorganizando os termos, obtém-se:

(a+by/x)® +ay (a+by/x,) +ag
=a + 3a2b\/x_n+ 3ab*x, + b3xn\/x_n+ aja+ ayb/x, + ag
= (a3 +3ab’x, +aja+aop) + (3a2b+b3xn +aib) \/x, (4.16)
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Defina ¢ = a® + 3ab’x, +aja+ag e d = 3a’b+b3x,,+ab. Como ay,a0 € Z C E,_1 e a,b,x, €

E,_1, segue que c e d sdo elementos de E,,_1, pois E,_| € um corpo. Deste modo, segue de 4.15

e 4.16 que
c+d/x, =0. (4.17)
Suponha que d # 0. Entdo, /X, = — 3, 0 que € um absurdo, pois —5 € um elemento de E, |

e, por hipétese, /X, ¢ E,_1. Portanto, d = 0. Segue de 4.17 que ¢ = 0. Agora basta substituir

a — b\/x, no primeiro membro da equacdo 4.14 e efetuar os calculos a seguir.

(a—by/%)> +ar (a—by/x,) +ao

—a— 3a2b\/x_n—|— 3ab’x, — b3xn\/x_n+a1a —ayb\/x, +aop
= (a3 +3ab2xn+a1a+ao) — (3a2b+b3xn+a1b) VX
=c—d\/x,

=0

Portanto, a — b./x, também € raiz de 4.14, como se queria provar. L]

Por fim, a caracterizacao dos numeros construtiveis feita no capitulo anterior e os trés
lemas acima serdo usados para demonstrar o teorema a seguir, que mostra que determinadas

equagdes cuibicas ndo possuem nenhuma raiz que é um niimero construtivel.

Teorema 8 (Teorema da Raiz Construtivel). Considere uma equagdo ctubica reduzida com
coeficientes inteiros:
LHax+ap=0, aj,ao€Z. (4.18)

Suponha que essa equacdo nao tem nenhuma raiz racional. Entdo nenhum nimero construtivel é

uma raiz dessa equacao.

Demonstragcdo. Suponha por absurdo que existe um nimero construtivel que € raiz de 4.18. Ou
seja, pelo teorema 7, existe uma raiz de 4.18 que estd em alguma extensdo quadratica iterada
de Q. Seja n o menor indice tal que E, = E,_1(,/x,) contém uma raiz de 4.18. Note que n # 0,
pois a equagdo 4.18 ndo tem nenhuma raiz racional, por hipétese. Tome entdo uma raiz u € E,

da equacdo 4.18. Logo, existem a,b € E,_ tais que

u=a+b/x,.

Note que b # 0. Caso contrario, se b =0, entdo u = a € E,,_1, o que é um absurdo, pois n é
o menor indice de uma extensdao que contém uma raiz de 4.18, por hipétese. Pelo lema 10, o
ndmero v = a — b, /x,, também é uma raiz de 4.18. Pelo lema 8, existe uma terceira raiz w de

4.18 e, pelo lema 9, tem-se que u+v+w = 0. Logo,

(a+bv/xy)+ (a—b/xy) +w=0.
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Assim, w = —2a. Como E,_ € um corpo, segue que w € E,_1, o que € um absurdo, pois por
hipdtese n € o menor indice de uma extensao quadréitica iterada de Q que contém uma raiz de

4.18. Portanto, nenhum ndmero construtivel € raiz da equacgao 4.18. [

Com a proposicdo 9 e o teorema 8 em maos, pode-se finalmente concluir as solugdes da
duplicagdo do cubo e da trisseccao do angulo, que serdo feitas, respectivamente, nas se¢des 3 e 4

a seguir.
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4.3 Duplicacao do cubo

Através da via principal construida na secdo anterior, o teorema a seguir retoma a
discussdo da primeira se¢do deste capitulo e mostra que € impossivel duplicar o cubo unitério,

concluindo assim o trajeto restante da solucao da duplicagc@o do cubo.

Teorema 9. Nio € possivel fazer a duplicacdo de um cubo de volume igual a 1 usando apenas

régua e compasso.

Demonstragcdo. Suponha por absurdo que € possivel construir com régua e compasso um cubo
cujo volume seja igual a 2. Entdo, pelo que foi explicado na secdo 4.1, pode-se concluir que a
equacao cubica

P—-2=0 (4.19)

tem uma raiz que € um nimero construtivel. Porém, serd provado agora que nenhum nimero

construtivel € raiz desta equacao.

Primeiro, note que 4.19 € uma equacao ctbica reduzida com coeficientes inteiros:
x +aix+ap=0,
onde a; = 0 e ag = —2. Suponha que P ¢ uma raiz de 4.19,onde p,q € Z, q #0e mdc(p,q) = 1.
Pela proposi¢do 9, segue que: I
(i) p é fator de —2, ou seja, p € {—2,—1,1,2};

(i) g=1oug=—1.

Assim, combinando as possibilidades de p e g, obtém-se que:
P
—e{-2,-1,1,2}. (4.20)
q

Ou seja, se a equagdo 4.19 tiver alguma raiz racional, entdo obrigatoriamente deve ser um dos
valores acima. Entdo, agora basta testar se algum desses valores € raiz da equacgado, através da

substituicao de cada um deles na equagao.

(-2 —2=-8-2=—10£40 13-2=1-2=—-1#0
(-1} -2=-1-2=-3#0 2°-2=8-2=6+#0

Logo, nenhum valor de 4.20 € raiz da equacgdo 4.19 e, por consequéncia, esta equagao nao
tem solucdo racional. Pelo teorema 8, nenhum nimero construtivel é raiz da equagdo 4.19, o que
¢ um absurdo. Portanto, ndo € possivel construir um cubo cujo volume seja igual a 2 do modo

desejado, ou seja, € impossivel duplicar o cubo unitdrio usando apenas régua e compasso. [
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~ . P 3 .
Observaciio 7. Perceba que a medida da aresta do cubo de volume 2 é igual a v/2, embora isso
~ . .. . . . , 3 -
ndo tenha sido explicitado. Assim, no fundo o que se queria provar, e foi provado, é que v/2 ndo
¢ um nimero construtivel, ou seja, € impossivel construir com apenas régua € compasso um

segmento de reta cuja medida seja igual a v/2.

O teorema acima conclui a solu¢do do problema da duplicag@o do cubo, como ja explicado
anteriormente, pois a impossibilidade da duplica¢do do cubo unitério prova que nem todo cubo
pode ser duplicado com apenas régua e compasso. Entdo podemos dizer com todas as palavras:
O problema da duplicacdo do cubo estd resolvido sim! E sua solugdo mostra que é impossivel

duplicar todo cubo usando apenas régua e compasso!
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4.4 Trisseccao do angulo

De modo andlogo ao que foi feito na duplicac@o do cubo, para provar que nao se pode
trissectar todo angulo com régua e compasso, basta exibir um dngulo que nao pode ser trissectado.

Isso serd feito através do teorema a seguir.

Teorema 10. Nao é possivel fazer a trissec¢do de um angulo de medida igual a 60° usando

apenas régua e compasso.

Demonstragdo. Considere um angulo cuja medida seja igual a 60°. Suponha por absurdo que
seja possivel dividi-lo em trés angulos de mesma medida usando apenas régua e compasso. Isso
implica que o angulo de 20° € construtivel, ou seja, pela definicao 4, existem semirretas zﬁ e
R ,onde A, B e C sdo pontos construtiveis, tais que lﬁ\c = 20°. Chame de r a reta construtivel
que passa por A e B, e de s a reta construtivel que passa por A e C. Trace a reta construtivel ¢ que
passa por C e é perpendicular a reta s. Chame de D a interse¢@o entre as retas r e ¢, que € portanto

um ponto construtivel. Essas construcdes estao ilustradas na figura 8. Pela figura, é fécil ver que

A
cos20° = —C
AD

7z

Logo, cos20° é um niimero construtivel, pois € o quociente de niimeros construtiveis (AC e AD

-

Figura 8 — Construgao do cosseno do dngulo de 20°.

correspondem a distancias entre pontos construtiveis). Defina entdo o seguinte nimero:
¢ =2co0s20°.

Note que ¢ também € um numero construtivel, pois é o produto de nimeros construtiveis. Além

disso, como 60° = 3 -20°, pela formula do arco triplo tem-se que

c0s60° = 4c0s>20° — 3 cos20°.
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1
Substituindo cos 60° = 7 e cos20° = % na igualdade acima, obtém-se
c\3 c 1
“( ()
2 2 2

A —3c—1=0.

de onde segue que

Portanto, o numero construtivel ¢ € raiz da seguinte equacao cubica:
¥ —3x—1=0, 4.21)

que serd chamada de equacdo de trisseccdo. Entretanto, serd provado agora que essa equacao
ndo tem raiz construtivel, de modo andlogo ao que foi feito para se mostrar a impossibilidade da

duplicagdo do cubo.

Primeiro, note que 4.21 € uma equagdo cubica reduzida com coeficientes inteiros:
% +aix+ag=0,
onde a; = —3 e agp = —1. Suponha que P ¢ uma raiz de 421,onde p,geZ,q#0emdc(p,q) = 1.
Pela proposi¢do 9, segue que: I
(i) péfatorde —1,ouseja,p=1oup=—1;

(i) g=1oug=—1.

Assim, combinando as possibilidades de p e g, obtém-se que:
Pei1,1}. 4.22)
q

Ou seja, se a equacgao de trisseccao tiver alguma raiz racional, entdo obrigatoriamente deve ser
um dos valores acima. Entao, agora basta substituir cada um desses valores na equacao 4.21 para

testar se algum deles € raiz da equacao.

(133 (-1)=1=-143-1=1#0 1°-3-1-1=1-3-1=-3+#0

Logo, nenhum valor de 4.22 € raiz da equacgdo 4.21 e, por consequéncia, esta equagao
ndo tem solugao racional. Pelo teorema 8, nenhum ndmero construtivel € raiz da equacao de
trissec¢do, o que € um absurdo. Portanto, ndo € possivel construir um angulo cuja medida seja
igual a 20° do modo desejado, ou seja, € impossivel trissectar um angulo de 60° usando apenas

régua e compasso. [

Observacao 8. Perceba que foi provado que o nimero cos20° ndo € um nimero construtivel, ou

seja, ndo estd em nenhuma extensdo quadrética iterada de Q.
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O teorema acima conclui a solu¢do do problema da trissec¢do do angulo, como ja
explicado anteriormente, pois a impossibilidade da trissec¢do do dngulo de 60° prova que nem
todo angulo pode ser trissectado com apenas régua e compasso. Entdo também podemos dizer
com todas as palavras: O problema da trisseccdo do dangulo estd resolvido sim! E sua solugcdo
mostra que é impossivel trissectar todo dngulo usando apenas régua e compasso! Vale salientar
novamente que alguns angulos podem ser trissectados com apenas régua e compasso, porém o
que se estad dizendo é que ndo existe um procedimento geral para fazer a trissec¢cdo de um angulo

arbitrario usando somente régua e compasso.
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CAPITULO

ESPACOS VETORIAIS

A partir de agora o objetivo € resolver o problema da constru¢do de poligonos regulares
com apenas régua e compasso. Para isso serd necessdria uma teoria mais refinada e mais dificil
do que a que foi usada para resolver a duplicacdo do cubo e a trissec¢do do angulo. O modo de
apresentar essa teoria segue de perto o que € feito em Kazarinoff (2003), com alguns acréscimos
e adaptacdes pensados com o objetivo de facilitar a compreensdo do professor de matematica do
ensino bdsico. O tdpico inicial nessa dura mas prazerosa (na maioria das vezes) e compensadora
jornada serd o conceito de espaco vetorial, que é uma estrutura algébrica que generaliza alguns
aspectos de certos conjuntos com o objetivo de facilitar o estudo dos mesmos, assim como foi
feito anteriormente quando da introducdo do conceito de corpo. Neste capitulo, serd apresentado
o basico da teoria de espagos vetoriais necessario para resolver o problema da construg¢ao de

poligonos regulares com régua e compasso.

5.1 O que é espaco vetorial?

Nesta secdo, serd apresentada a defini¢do rigorosa de espaco vetorial, seguida de alguns
exemplos que buscam ilustrar o conceito e dar uma ideia do tipo de conjuntos que sao espagos
vetoriais. Basicamente, o espago vetorial é uma estrutura algébrica, ou seja, um conjunto
dotado de operagdes que satisfazem certas propriedades. A ideia ndo € nova. No capitulo 3, foi
apresentada a defini¢do de corpo, que é uma estrutura algébrica que generaliza as propriedades
das quatro operacdes basicas no conjunto dos nimeros reais. Quando foi introduzido o conceito
de corpo, partiu-se dos nimeros reais para primeiro se ter uma ideia concreta do que se buscava
tratar para entdo generalizar o conceito de forma mais abstrata, porque 14 ndo se tinha nenhuma
nog¢ao do que era uma estrutura algébrica e se buscava apresentar uma pela primeira vez. Porém,
agora que ja se tem uma ideia do assunto, serd feita uma abordagem mais direta, como ja
mencionado. Primeiramente serd feita a definicdo de maneira abstrata e s depois serdao exibidos

de modo breve alguns exemplos concretos de espacos vetoriais.
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Definicao 15. Seja F um corpo. Entdo, um conjunto nio vazio V serd dito um espaco vetorial
sobre F quando for dotado de: uma operagdo entre quaisquer dois elementos do préprio conjunto,
chamada de adi¢cdo; e uma operacado entre um elemento qualquer do corpo F e um elemento
qualquer do conjunto V, chamada de multiplicacdo por escalar; operagdes essas que satisfazem
as propriedades a seguir, onde u, v e w sdo elementos arbitrdrios de V, e & e B sdo elementos
arbitrarios de F'.

1. u+v eV (fechamento da adicdo);

2. u+ (v+w) = (u+v)+w (associatividade da adi¢do);

3. Existe um elemento 0 € V tal que u + 0 = u (elemento neutro da adi¢do);

4. Para cada u em V, existe um elemento —u em V tal que u + (—u) = 0 (elemento inverso

da adi¢do);
5. u+v =v+u (comutatividade da adicao);
6. o-u €V (fechamento da multiplicagdo por escalar);
7. o+ (B-u) = (aP)-u (associatividade da multiplica¢do por escalar);

8. 1-u=u, onde 1 é o elemento neutro da multiplicagdo do corpo F' (elemento neutro da

multiplicacdo por escalar);

[V

9. - (u+v) = a-u+ a-v (distributividade da multiplicacdo por escalar com relagéo

adi¢do em V);

o

10. (¢ +pB)-u=a-u+pP-u (distributividade da multiplicagdo por escalar com relagdo
adicdo em F).

No contexto de espacos vetoriais, os elementos de V sdo chamados de vetores e foram
representados em negrito na definicdo acima, enquanto que os elementos de F' sdo chamados de
escalares e foram representados por letras do alfabeto grego. Em particular, o elemento neutro 0
da adi¢do em V € chamado de vetor nulo e o elemento inverso —u da adi¢do em V € chamado de

vetor oposto de u.

E importante diferenciar também as operacdes do corpo F e as operacdes do espaco
vetorial, pois isso foi feito apenas pelo contexto e optou-se por nao usar simbolos distintos para
nao poluir a escrita. Vale destacar que & + f3 e o - B correspondem, respectivamente, & soma e
ao produto de escalares, ou seja, representam as operagdes de adicao e multiplicagdo do corpo
F, pois o e 3 sdo elementos de F'; enquanto que u+ v e o - u correspondem, respectivamente, a
soma de vetores e ao produto de escalar por vetor, ou seja, representam as operacdes de adi¢cdo e

multiplica¢do por escalar do espago vetorial V, pois u e v sdo elementos de V, e o € um elemento
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de F. Deste modo, deve-se atentar quando se trata de uma operacdo em V ou de uma opera¢do em
F, pois podem ser operacdes distintas, mesmo que aqui tenha se escolhido usar o mesmo simbolo
para simplificar a escrita. Além disso, mesmo que ndo se use negrito ou letras do alfabeto grego,
a distin¢do entre uma operagdo em V' e uma operagdo em F ficard clara pelo contexto. E quando
houver ambiguidade, serd esclarecido de qual operacdo se trata. Por fim, assim como é comum

escrever af3 ao invés de « - 3, por abreviagdo, muitas vezes se escreve qu no lugar de o - u.

De modo andlogo, é importante diferenciar o elemento neutro da adi¢do em F e o
elemento neutro da adi¢do em V, apesar de que, neste caso, além do contexto, também foram
usados simbolos “diferentes” (um deles apenas foi escrito em negrito). Mas vale destacar que o
simbolo 0 corresponde ao escalar zero, ou seja, representa o elemento neutro da adi¢io entre
escalares do corpo F; enquanto que o simbolo O corresponde ao vetor nulo, ou seja, representa
o elemento neutro da adicdo entre vetores do espago vetorial V. Deste modo, deve-se atentar
quando se trata do escalar zero ou do vetor nulo, pois podem ser elementos distintos em alguns
espacgos vetoriais. Além disso, analogamente ao que foi dito sobre as opera¢des, mesmo que nao
seja usado o destaque em negrito e os dois elementos sejam representados pelo mesmo simbolo
0, a distincdo entre o escalar zero e o vetor nulo ficard clara pelo contexto. E quando houver

ambiguidade, serd esclarecido de qual elemento neutro se trata.

E fécil provar que o elemento neutro da adi¢io em V é tinico e por isso a sua notagio como
0 e também o seu nome vetor nulo estao bem definidos, no sentido em que nao ha problemas
em identificar um tnico objeto com uma Unica representacao € um unico nome (0 que ndo daria
para fazer com dois objetos distintos e uma tnica representacao). De fato, supondo a existéncia
de outro elemento neutro 0’ € V, obtém-se que 0/ =0'+0=0+0" =0, ou seja, 0’ =0, 0 que
mostra que a suposta existéncia de “outro” elemento neutro da adi¢cao implica no fato de que o

“outro” vetor &, na realidade, o vetor “que ja se tinha”, i.e., existe um tnico vetor nulo.

De modo andlogo, para cada u € V, o elemento inverso da adicdo em V € tnico e por
iSO a sua notacdo como —u e também o seu nome vetor oposto de —u estao bem definidos.
De fato, supondo a existéncia de dois elementos inversos u; € up de u, obtém-se que u; =
up+0=u; + (u+uy) = (uy +u) +up = 0+ up = up, ou seja, u; = up, 0 que mostra que a
suposta existéncia de “dois” elementos inversos da adi¢cao para determinado vetor implica no
fato de que os “dois” vetores sdo, na realidade, o mesmo vetor, i.e., existe um tinico vetor oposto

de u.

Também ¢é fécil provar que o produto do escalar O por qualquer vetor € igual ao vetor
nulo, ou seja, 0-u = 0 para todo u € V; e, de modo analogo, o produto de qualquer escalar pelo

vetor nulo € igual ao vetor nulo, ou seja, ¢ -0 =0 para todo o € F.

H4 varias outras propriedades usadas frequentemente que nao sdo dificeis de provar,
como por exemplo leis de cancelamento e tantas outras. Enfim, o fato é que com os poucos

axiomas de um espaco vetorial se pode deduzir muitas propriedades elementares que sao tao
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comuns e tao rotineiras que as vezes nem se percebe que estdo sendo usadas em espacos vetoriais
especificos que nem mesmo se sabia que eram espagos vetoriais. E essa € uma 6tima deixa para
elencar alguns exemplos concretos de espacos vetoriais que, além de fornecerem uma ideia mais
clara de quais estruturas siao espagos vetoriais, também dardo uma nocao melhor de todas as
propriedades elementares que ja se conhece (mesmo que inconscientemente) e que podem ser
usadas na manipulagdo de escalares e vetores sem a necessidade de se fazer aqui uma lista de

vdarias paginas com todas elas.

Exemplo 4. Existem muitos exemplos de espagos vetoriais frequentes, mas talvez o mais

conhecido seja aquele formado pelos pontos de R:
R? = {(x,y) | x,y € R}.

Juntamente com as operagdes de adi¢do e multiplicacio por escalar definidas, respectivamente,
por (1, 1)+ (x2,32) = (¥1 +x2,31 +2) € &(x,y) = (ax, @), onde @ € R, V = R2 é um espaco
vetorial sobre R, o que ndo é dificil de provar. Note que o vetor nulo de R? é o elemento (0,0),

enquanto que o elemento neutro da adi¢do em R € o numero 0.

Exemplo 5. Seja V = P;(R) o conjunto formado por todos os polindmios de grau menor ou
igual a 1 com coeficientes reais. Juntamente com as operacoes usuais de adi¢do de polindmios
e multiplicacdo de um niimero real por um polindmio, V € um espaco vetorial sobre R, o que

também € fécil de demonstrar. Note que o vetor nulo de P;(R) é o polindmio identicamente nulo
p(x)=0.

Exemplo 6. Um exemplo de espago vetorial bem importante neste trabalho € a extensdo qua-
dratica @(\/ﬁ) Juntamente com as operagdes de adi¢ao e multiplicacdo por escalar definidas,
respectivamente, por (aj 4+ b1v/2) + (az +bav/2) = (a1 +a2) + (b1 +b2)V2 e a(a+bv2) =
aa+ aby/2, onde o € Q, V = Q(+/2) é um espaco vetorial sobre Q. Note que o vetor nulo de
@(\/E) éonuimero 0 =0+0- \/§ ou seja, neste caso o vetor nulo coincide com o elemento
neutro da adi¢do em Q. De modo andlogo, qualquer extensido quadratica de QQ € um espago
vetorial sobre Q. E mais geralmente ainda, se V é uma extensdo quadratica F (1/x) de um corpo
F, entdao V é um espago vetorial sobre F', de onde segue que qualquer extensdo quadrética iterada

E, de Q é um espaco vetorial sobre E,_, para todo nimero natural n.

Ao observar os exemplos acima, fica claro o quao util € a generaliza¢ido do conceito de
espaco vetorial. Com apenas uma estrutura algébrica, € possivel concentrar os estudos na mesma
e deduzir varias propriedades mais facilmente, que poderao ser usadas para todos os exemplos
anteriores e varios outros de uma s vez, e isso evita muita repeticao e cdlculos desnecessarios.
Além disso, o terceiro exemplo j4 d4 um gostinho do porqué ha um interesse particular em

espacos vetoriais neste trabalho.
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5.2 Dependéncia linear e independéncia linear

Nesta secdo sdo apresentados alguns subconjuntos especiais de um espacgo vetorial
necessdrios para desenvolver o conceito de dimensao de um espago vetorial que serd visto na

proxima secao.

Definicao 16. Seja V um espacgo vetorial sobre um corpo F. Um conjunto finito de vetores
{ui,...,un} emV é linearmente dependente sobre F se, e somente se, existem escalares Q, ..., O,

nao todos nulos (i.e., pelo menos um deles € diferente de zero), tais que
oqup + ouy + ... + auyu, =0.

Se ndo existirem tais escalares, o conjunto {uy,...,u,} é linearmente independente sobre F, ou
seja, neste caso, qualquer igualdade otju; + couy + ... + o,u, = 0 implica que todos os escalares

sdo iguais a zero, i.e., Q] = 0 = ... = O = 0.

Por praticidade, serd comum dizer que “os vetores uy, ..., u, sdo linearmente dependentes
(ou independentes) sobre F”” com o significado de que o conjunto {uj,...,u,} é linearmente
dependente (ou independente) sobre F. E por economia, muitas vezes a escrita da expressao
linearmente dependente (ou linearmente independente) sobre F serd abreviada como LD (ou LI)
sobre F. Além disso, quando ndo houver ambiguidade, a expressao “sobre F”’ pode ser omitida
ao se falar em conjuntos linearmente dependentes ou independentes, a menos que seja necessario

especificar sobre qual corpo o espago vetorial estd sendo considerado.

Exemplo 7. Seja V = R? o espaco vetorial sobre R descrito no exemplo 4. O conjunto

{(1,1),(2,2)} é LD sobre R, porque existem os nimeros reais 2 e —1 tais que

Por outro lado, o conjunto {(1,0),(0,1)} é LI sobre R, pois se existem escalares ¢, B € R tais
que
o (170) +B ’ (07 1) = (070)7

entdo (o, B) = (0,0), de onde segue que oo = 3 = 0.

Exemplo 8. SejaV = P;(R) o espaco vetorial sobre R descrito no exemplo 5. O conjunto {x} é
LI sobre R, porque, se a-x = 0, entdo a = 0. O conjunto {1,x} também é LI sobre R, pois se
existem escalares a,b € R tais que

a-14+b-x=0,

entdo segue da igualdade de polindmios que @ = b = 0. Por outro lado, o conjunto {1,x,5x+ 3}

¢ LD sobre R, porque existem os niimeros reais —3, —5 e 1 tais que

(=3)-1+(=5)-x+1-(5x+3) =0.
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Exemplo 9. Seja V = Q(v/2) o espaco vetorial sobre Q descrito no exemplo 6. O conjunto
{1,4/2} é LI sobre Q. De fato, sejam a,b € Q tais que

a-1+b-vV2=0. 5.1

Suponha por absurdo que b # 0. Entdo, isolando v/2 no primeiro membro da igualdade acima,

obtém-se que

a
p
V2 -

o que € um absurdo, porque, como QQ € um corpo, —% € QQ, mas \/5 ndo € um numero racional.
Logo, b = 0. Substituindo » = 0 na igualdade 5.1, segue que a = 0. Portanto, a igualdade
a-14+b-+/2=0implica que a = b = 0, o que mostra que {1,v/2} é LI, pela definicdo.

Para finalizar esta se¢@o, serd provado um teorema que apresenta uma caracterizagio de
dependéncia linear necesséria para as demonstracdes de alguns resultados importantes ao longo

deste e do proximo capitulo. Antes porém, é definido o conceito de combinagdo linear.

Definicao 17. Sejam V um espago vetorial sobre F e uy,...,u, vetores em V. Entdo u € V é uma
combinagdo linear sobre F de uy,...,u, se, e somente se, existem escalares Q, ..., o, € F tais
que

U= 0oquy+...+ oguuy.

Observacao 9. Note que, na definicdo acima, ndo hé exigéncia sobre os escalares serem ndo todos
nulos, ou seja, pode acontecer de todos serem iguais a zero e continua sendo uma combinagdo

linear. Porém, perceba que, se u € uma combinagdo linear de uy, ..., u,, entdo
1-u—oaqu;—...— ogu, =0.

Portanto, como pelo menos o coeficiente de u € diferente de zero, segue da igualdade acima que

o conjunto {u,uy,...,u,} é LD sobre F.

Teorema 11 (Caracterizagdo de Dependéncia Linear). Seja {uy,...,u,} um conjunto finito de
vetores nao nulos em um espago vetorial V sobre F tal que n > 2, ou seja, hd pelo menos dois
vetores no conjunto. Entdo, o conjunto {uy,...,u,} é LD sobre F se, e somente se, existe um

inteiro k, 2 < k < n, tal que u; € uma combinacao linear sobre F de uy,...,u;_i.

Demonstragdo. Por um lado, suponha que existe um inteiro k, 2 < k < n, tal que u; é uma

combinacao linear sobre F de uy,...,u;_1. Ou seja, existem escalares &, ..., 01 € F tais que
Uy = 00U+ ... + Oh—1UE—1.

Logo,
oquy+ ...+ g up_1 —ug =0. (5.2)

Ha dois casos a serem considerados: (i) k < n e (ii) kK = n.



5.2. Dependéncia linear e independéncia linear 105

(1) Se k < n, segue de 5.2 que

ouy + ...+ Og—1Uk—1 —|—(—1) -uk+0-uk+1 +...40-u,=0.

(i) Se k = n, segue de 5.2 que

ouy+ ...+ 0g_1Uk—1+ (—1) ‘u, =0.

Portanto, seja qual for o caso, perceba que existem escalares Qy, ..., @, € F, ndo todos nulos
pois a; = —1, tais que @ u; + ... + ou, = 0, ou seja, o conjunto {uy,...,u,} é LD sobre F, pela

definicao.

Por outro lado, suponha que o conjunto {uy,...,u,} é LD sobre F, ou seja, existem

escalares «y, ..., o, € F, ndo todos nulos, tais que

oup+ ...+ ou, = 0. (5.3)

Seja k < n o maior indice tal que oy # 0. Suponha por absurdo que k = 1, ou seja,
0 = ... = 0, = 0. Logo, segue de 5.3 que aju; =0, o que implica em u; = 0, que € um absurdo,

pois todos os vetores uy, ..., u, sdo ndao nulos, por hipétese. Portanto, 2 < k < n.

Além disso, como 041 = ... = oy, = 0, segue de 5.3 que
ajur + ...+ ogu =0.

Entdo, isolando u; no primeiro membro da igualdade acima, obtém-se:

% 12%) O—1
Uy —=——uy — —upy — ... —
Ol 078 Ol

Ug—1-

o; . . £
Note que —j € F,paratodoi € {l,....k— 1}, pois F é corpo e &y, ...,04 € F. Portanto, uy é

uma combinacdo linear sobre F de uy,...,u;_1, onde 2 < k < n, como se queria demonstrar. [
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5.3 Bases e dimensao

O que foi feito nas se¢des anteriores permite chegar em um conceito chave para a solucio
do problema de construcdo de poligonos regulares com régua e compasso, que € o conceito de
dimensdo de um espaco vetorial. Para definir o que € dimensdo, primeiro é necessario definir o

que é uma base.

Definicao 18. Seja V um espaco vetorial sobre F'. Uma base finita para V é um conjunto finito

B ={uy,...,u,} de vetores em V que satisfaz as duas propriedades a seguir:

(1) Bé LI sobre F; e
(i1) qualquer vetor é uma combinagdo linear sobre F dos elementos de B.

Observacao 10. Neste trabalho, serdo estudados apenas espacos vetoriais com bases finitas, por

isso sera dito apenas base ao invés de base finita.

Note que o conceito de base apresenta duas caracteristicas fundamentais. Por um lado,
€ um conjunto a partir do qual todo elemento de V pode ser obtido. Por outro lado, por ser
um conjunto LI, segue do teorema 11 que nenhum vetor de B é combinacao linear de outros
elementos da base. Assim, esses dois aspectos juntos garantem que a base apresenta a quantidade
minima de vetores necessdria para obter a partir dos mesmos todos os elementos do espago
vetorial V. Essa quantidade minima de vetores que produzem todo o espaco vetorial serd chamada
de dimensdo de V. Ou seja, a dimensdo de um espago vetorial serd igual ao nimero de vetores de
uma base para V, porém, para este conceito ficar bem definido, € necessario assegurar antes que
qualquer base possui o mesmo nimero de elementos. Do contrario, se duas bases distintas para
V possuissem quantidades diferentes de elementos, ndo haveria como definir um tinico nimero

para ser a dimensdo do espaco vetorial V.

O teorema a seguir garante que duas bases quaisquer para V possuem o mesmo nimero
de elementos. E isso implica que, se uma determinada base para V possui n elementos, entao

toda base para V também possui n elementos. A demonstracdo deste teorema serd omitida.

Teorema 12. Seja V um espago vetorial sobre F. Se B = {uy,...,un} ¢ C ={vy,...,v,} sdo bases

para V, entdo m = n, i.e., as duas bases possuem o mesmo nimero de elementos.

Definicao 19. Um espaco vetorial V tem dimensdo finita se, e somente se, possui uma base finita.
Nesse caso, a dimensdo de V € igual ao numero de elementos de uma base para este espago

vetorial.
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Sendo assim, o conceito de dimensdo de um espaco vetorial de dimensao finita estd bem
definido, pois todas as bases possuem o mesmo nimero de elementos, pelo teorema 12. A seguir

sao apresentados alguns exemplos.

Exemplo 10. O conjunto B = {(1,0),(0,1)} é uma base para o espago vetorial R? sobre R. No
exemplo 7 foi provado que B é LI sobre R. Entdo s6 falta mostrar que qualquer vetor de R? é
uma combinagdo linear de (1,0) e (0, 1), mas isso é fécil, pois se (a,b) é um elemento qualquer
de R?, entdo

(a,b) =a-(1,0)+b-(0,1),

onde a,b € R. Portanto, R? é um espago vetorial de dimensio 2.

Exemplo 11. No exemplo 8 foi provado que {x} é um conjunto LI em P;(R), porém nem todo
elemento de P;(R) é uma combinagdo linear de x. Por exemplo, se p(x) = 1, ndo existe nenhum
nimero real a tal que 1 = a-x. Isso mostra que {x} ndo é uma base para P;(R). Por outro lado,

qualquer elemento p(x) = ax+ b de P;(R) é uma combinagdo linear de 1, x e 5x + 3. De fato:
ax+b=a-x+b-14+0-(5x+3).

Porém, foi provado no exemplo 8 que {1,x,5x+ 3} é um conjunto LD em P; (R) e, portanto, ndo

¢ uma base para este espaco vetorial.

Os exemplos dos dois conjuntos {x} e {1,x,5x+ 3} mostram que os conceitos de
independéncia linear e combinagdo linear para qualquer vetor do espaco vetorial ndo vém
sempre acompanhados, ou seja, um pode ocorrer sem que o outro ocorra. Além disso, tais
exemplos mostram que, para ser uma base para o espaco vetorial, um conjunto deve satisfazer
obrigatoriamente os dois requisitos, o que ocorre com o conjunto B = {x,1} em P;(R). De
fato, foi provado no exemplo 8 que B € LI sobre R, e é facil mostrar que qualquer elemento

p(x) = ax+b em P;(R) é uma combinacao linear de x e 1:
ax+b=a-x+b-1,

onde a,b € R. Logo, B = {x,1} é uma base para P; (R), que tem, portanto, dimensao 2.

Exemplo 12. O conjunto B = {1,1/2} é uma base para o espaco vetorial Q(/2) sobre Q. De
fato, no exemplo 9 foi provado que B é LI sobre QQ e, além disso, € facil ver que qualquer
elemento a + bv/2 de Q(+/2) é uma combinagio linear de 1 e v/2:

a+bV2=a-1+b-V2,

onde a,b € Q. Portanto, Q(1/2) é um espago vetorial de dimensao 2.

Ao estudar este ultimo exemplo, surge uma vontade de generalizar a conclusdo acima

para toda extensdo quadratica de Q. Na préxima secdo, serd apresentado algo ainda mais geral:



108 Capitulo 5. Espagos vetoriais

uma base finita para cada extensdo quadratica iterada de (Q vista como um espaco vetorial sobre

Q.
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5.4 Extensoes quadraticas iteradas como espacos vetoriais

sobre os racionais

Uma vez apresentado o bdsico da teoria sobre espagos vetoriais de dimensdo finita
necessdria para este trabalho, é possivel caracterizar toda extensdo quadratica iterada de QQ como
um espago vetorial de dimensao finita. Isso serd feito através do teorema a seguir, que € o objetivo

desta secdo e a conclusao deste capitulo sobre espacos vetoriais.

Teorema 13. Seja E,, uma extensio quadratica iterada de QQ arbitraria, para algum nimero natural

n. Entdo E, € um espaco vetorial sobre Q de dimensao 2".

Demonstracdo. Em primeiro lugar, € trivial que qualquer extensao quadratica iterada E, € um
espaco vetorial sobre (Q, para todo natural n. De fato, a adicdo de vetores em E, e a multiplicacio
por escalar sdo, respectivamente, a adicdo e a multiplicacdo usuais dos nimeros reais, que
claramente sdo operacdes que satisfazem todos os axiomas de espago vetorial, inclusive os
fechamentos das operagdes, visto que u+v € E, e au € E,,, para todos u e v em E,,, e todo & em
Q, pois E;,, é um corpo e Q C E,,.

Em segundo lugar, para mostrar que o espago vetorial £, sobre Q tem dimensao finita

igual a 2" serd feita uma prova por indugdo sobre n. Para isso, defina o seguinte conjunto:
X ={n €N | E, tem dimensdo 2"} C N.

Sera provado que esse subconjunto dos naturais possui as duas propriedades a seguir:

D 1eX;

(II) SeneX,ention+1 € X.

Pelo que foi visto na se¢do anterior, para mostrar que um espago vetorial tem dimensao finita m,

basta exibir uma base finita B para este espago vetorial tal que B tenha m elementos.

(I) Como ja fazem alguns capitulos que as extensdes quadraticas iteradas de (Q foram

apresentadas, vale lembrar que, por definigao,

Ey = Eo(v/) = Q(vaD) = {a+byar | ab e Q).

para algum x; € Q tal que x; > 0e \/x1 ¢ Q. Serd provado que o conjunto finito

B={1,\/x}

€ uma base para E| em duas partes (1) e (ii).
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(1) O conjunto B é LI sobre Q. De fato, sejam a,b € Q tais que
a-1+b-/x;=0. (5.4)

Suponha por absurdo que b # 0. Entio, isolando /x; no primeiro membro da igualdade
acima, obtém-se que
a
\/x_l - _57

o que é um absurdo, porque, como Q é um corpo, —% € Q, mas, pela defini¢do de Ej,
VX1 & Q. Logo, b = 0. Substituindo » = 0 na igualdade 5.4, segue que a = 0. Portanto,
aigualdade a-1+b-,/x; =0 implica que a = b = 0, ou seja, B € LI sobre Q, como se
queria mostrar.

A demonstracio de que B é LI sobre QQ soou familiar, porque isso ja foi feito no exemplo
9 para o caso particular em que x; = 2. Essa repeticdo foi elaborada para que o leitor

tivesse um exemplo concreto mais facil de entender. Deste modo, ao estudar esta parte

mais abstrata, o mundo ndo parece tao estranho e tao distante.

(i) E trivial que qualquer elemento a + b\/x1 de Q(,/x1) é uma combinagdo linear de 1 e /x|
sobre Q:
a+by/xi=a-1+b-\/x,
onde a,b € Q, o que também j4 foi feito no exemplo 12 para o caso particular em que

x1 =2.

Logo, segue de (i) e (ii) que B = { L, /x1 } ¢ uma base para E1. Portanto, o espaco vetorial
E; sobre Q tem dimensio 2, que é igual a 2!, ou seja, 1 € X, o que conclui a demonstragio da

propriedade (I).

(II) Suponha que n € X, ou seja, E, tem dimensdo 2". Serd provado que n+ 1 € X. Pela
definicdo de extensdo quadratica iterada de QQ, tem-se que

Epp1 = En(\/xn—H) = {a+b\/xn+1 ‘ a,b e En} )
para algum x,, 1| € E, tal que x,,41 > 0e \/x,1 ¢ E,. Para a simbologia nao ficar tdo carregada,

Xn+1 serd denotado simplesmente por x.

Da hipétese de indugdo, segue que existe um subconjunto finito A de £, com 2" elementos
que é uma base para o espago vetorial E, sobre Q. Os 2" elementos da base A serdo denotados

assim:
A= {617627“'762”}7

onde ¢; € E,, paratodo i € {1,2,...,2"}. A partir dos elementos de A, defina o seguinte conjunto:

B = {617627"'762”7 elﬁanﬁa"'an”ﬁ} .



5.4. Extensoes quadrdticas iteradas como espacos vetoriais sobre os racionais 111

Perceba que B é um subconjunto finito de E, |, pois E, 1 é corpo, \/x € E,11 e e; € E, CEpyq,
paratodoi € {1,2,...,2"}. Além disso, note que B tem o dobro do nimero de elementos de A,
ou seja, B possui 2-2" = 2""! elementos. Afirma-se: o conjunto B é uma base para o espaco

vetorial E,, | sobre (Q. A demonstracdo dessa afirmacdo serd feita em duas etapas (i) e (ii).

(i) O conjunto B é LI sobre Q. De fato, suponha que existam 2" ! escalares
ai,ay,...,ay, by,by,....byn € Q
tais que
aje] +arer + ... +amem + by (el\/}) +by (62\/}) + ...+ b (ezn\/}) =0. (5.5
Usando as propriedades associativa e distributiva, obtém-se:
(aje) +ager + ... +ameam) + (brey+brer+...+bypean)/x =0. (5.6)
A partir da igualdade acima, defina:
a=aie1+arer+...+amem € b=bie; +brer+...+byern.

Perceba que a e b sdo elementos de E,, pois E, € corpo, ¢; € E, e a;,b; € Q C E,, para

todo i € {1,2,...,2"}. Deste modo, a igualdade 5.6 pode ser reescrita como
a+byx=0, (5.7)

onde a,b € E,. Suponha por absurdo que b # 0. Entéo, isolando /x no primeiro membro

da igualdade acima, obtém-se que
_a
Vi=-%,
0 que € um absurdo, porque, como E, € um corpo, —3 € E,, mas, pela defini¢do de E, 1,
VX = \/Xn+1 & E,. Logo, b = 0. Substituindo » = 0 na igualdade 5.7, segue que a = 0.

Das defini¢des de a e b, tem-se entdo que
aje; +arer+...+amexm =0 e biey+brer+...+bymen = 0.

Como A é uma base para E,, tem-se que A € um conjunto LI sobre Q e, por isso, as duas

igualdades acima implicam, respectivamente, que
al=ay=..=amn=0 e bj=by=...=by=0.
Portanto, a igualdade 5.5 implica que
aj=..=ay = by =..=bu=0,

ou seja, B € LI sobre (Q, como se queria mostrar.

Novamente, note que a processo acima pareceu familiar, porque a parte em que se prova

que a = b =0 é andloga a respectiva parte da etapa (1) da propriedade (I).
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(i) Qualquer elemento de E,, | é uma combinacdo linear sobre (Q dos elementos de B. Para
mostrar isso, seja u = a + by/x um elemento arbitrdrio de E, |, onde a,b € E,. Todo
elemento de E,, ¢ uma combinacio linear sobre (Q dos elementos de A, pois A € uma base

para E,. Sendo assim, existem escalares
ap,az,...,am €Q e by,by,....b;m €Q
tais que
a=aje1+arer+...+amem € b=>bire; +bres+...+byern.
Deste modo, u pode ser reescrito como
u= (aje; +ayes+...+amem) + (bre;+bres+...+bmem)/x.
Usando as propriedades distributiva e associativa, obtém-se:
u=aje;+ares+...+amen + by (e1v/x)+bs(e2v/x) + ...+ by (exny/x),

ou seja, u € uma combinagdo linear sobre (Q dos elementos de B, como se queria provar.

Logo, segue de (1) e (ii) que B é uma base para E,, ;. Portanto, o espago vetorial E, ;|

sobre Q tem dimensio 2", ou seja, n+ 1 € X, o que conclui a demonstracio da propriedade

).

Assim, pelo Principio da Inducdo Finita, segue das propriedades (I) e (II) acima provadas
que X = N. Portanto, qualquer extensdo quadratica iterada E,, de Q é um espacgo vetorial de

dimensao 2", para todo nimero natural n. 0

Observacao 11. Note que o teorema acima foi provado para qualquer extensao quadrética iterada
E, de QQ de indice n natural, ou seja, n > 1. E lembre-se que Ey = Q, por defini¢cdo. O teorema
também vale para n = 0, pois € claro que (Q € um espaco vetorial sobre si mesmo e, além disso,
{1} é uma base para Q. De fato, sea € Qe a-1 =0, entdo a =0, o que mostra que {1} é LI
sobre QQ; além disso, € trivial que qualquer nimero racional a € uma combinacio linear de 1
sobre Q, poisa=a- 1, e a € Q. Portanto, Ey = Q € um espaco vetorial sobre Q de dimensao 1.
Por fim, como 2° = 1, pode-se dizer que E( tem dimensao 29 ou seja, o teorema vale para n = 0,

como se queria demonstrar.

O caso n = 0 poderia ser incluido diretamente no enunciado e na demonstragao do
teorema acima. Porém, foi uma escolha ndo incluir O como primeiro valor de n, porque, enquanto
que € trivial a demonstrag¢do de que {1} é base para Ej, a demonstra¢ao do caso n = 1 no

processo de inducao fornece um representante para o primeiro valor que melhor ilustra a ideia
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da demonstragdo para o caso geral de modo simples e intuitivo. Uma vez que se entende o caso
particular n = 1, a demonstracao do caso mais geral pode ser melhor visualizada e compreendida.
Espera-se que assim, com este passo a passo que comecou 14 atrds no exemplo 6, a conclusao

tenha sido mais natural e aceitdvel e, quem sabe, bonita e elegante aos olhos do leitor.

O teorema apenas provado j4 fornece uma ideia boa do porqué foi necessario apresentar
aqui o conceito de espaco vetorial de dimensao finita, mas o seu propdsito ficard ainda mais
claro ao ser usado para provar um critério para decidir se determinados nimeros reais podem ou
ndo serem numeros construtiveis. Esse critério € o grande objetivo do proximo capitulo e sera
a conclusao final da dlgebra necesséria para resolver os problemas de construcao com régua e

compasso.






115

CAPITULO

CORPOS ALGEBRICOS

Ap6s muito trabalho, este € o capitulo que finaliza toda a teoria de dlgebra necessdria
para a solugdo dos problemas de construgio com régua e compasso. E um capitulo com desfecho
emocionante pois retne todos os conceitos e teoremas construidos ao longo de vérios capitulos
em um belo resultado final. Aqui serdo estudadas extensdes de corpo de (Q mais gerais do que as
extensdes quadréticas iteradas de Q, que sdo as extensoes algébricas de Q. Os nimeros reais
podem ser divididos em dois tipos de nimeros que serao definidos a seguir na primeira se¢ao

deste capitulo: niimeros algébricos e niimeros transcendentes.

6.1 Nuameros algébricos, Fatoracao e Irredutibilidade

Definicao 20. Um numero real u € algébrico se, e somente se, u € uma raiz de alguma equacao
polinomial com coeficientes racionais, isto é, existem nimeros ag,ay,...,a, € Q, a, #0,n > 1,
tais que

ap+aju+...+au* =0.

Um ndamero real u é transcendente se, e somente se, u nao € algébrico.

Um bom exemplo de nimero algébrico é o nimero v/2 e um bom exemplo de nimero
transcendente € o nimero 7. Porém, é uma tarefa um tanto avancada e dificil provar que 7 €
transcendente. E claro que todos os nimeros racionais sao algébricos, mas os nimeros irracionais

podem ser algébricos, como /2, ou transcendentes, como 7.

Mas o que os nimeros algébricos t€ém a ver com os problemas de constru¢cao com régua
e compasso? Primeiro perceba que todo elemento a + by/d de uma extensdo quadratica @(\/c_l )

€ um numero algébrico, pois é uma raiz da equacao

xz—ZaX—bzd—l—a2 =0.
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Também € possivel provar que todo elemento de qualquer extensdo quadratica iterada de Q é
algébrico, mas isso ndo serd usado neste trabalho, entdo ndo hd necessidade de apresentar uma
demonstracdo neste momento. Ou seja, todos os niimeros construtiveis sdo algébricos, o que faz
sentido pois, como foi visto no capitulo 2, os nimeros construtiveis sdo exatamente aqueles que
se originam de equacdes polinomiais cujos coeficientes sdo nimeros construtiveis, ou seja, € um

processo recursivo que tém inicio com ndmeros construtiveis iniciais que sao nimeros racionais.

Porém, o que realmente serd importante para a solu¢io dos problemas de construcdo € a
relacdo existente entre as raizes de certas equacdes polinomiais e os elementos das extensoes
quadraticas iteradas de Q. O interesse nessa relacdo nao € novidade. Basta lembrar do modo
como a relacdo entre as equacgdes cubicas e as extensdes quadraticas iteradas de (Q foi usada
para resolver a duplicagdo do cubo e a trissec¢do do angulo. Inclusive, vale a pena retomar a
equacdo da duplicacdo para fazer uma analogia e fornecer uma motivagao para o estudo que sera
conduzido neste capitulo. Como foi visto, se fosse possivel duplicar o cubo unitario, existiria um

numero construtivel que € raiz da equagio cubica

¥ —2=0.

Um modo de encontrar uma raiz dessa equacdo é tentar fatorar o polindémio x> — 2 em um

produto de polindmios de grau 1 e grau 2 com coeficientes racionais, porque, se uma fatora¢io

assim fosse possivel, existiriam nimeros racionais a,b,c,d,e, com —— > 0, tais que
a

X —2=(ax+b)(cx’ +dx+e), (6.1)

e entdo —— seria uma raiz racional positiva da equacao X —2= 0, ou seja, haveria um nimero

a
construtivel positivo cujo cubo € igual a 2, e assim o problema da duplica¢do do cubo unitério
com régua e compasso estaria resolvido. De modo alternativo, se A = d> — 4ce > 0, as raizes de

cx? 4 dx + e = 0 também sio niimeros construtiveis, pois

_ —d+VA

X
2c
o que também forneceria uma solucdo para duplicar o cubo unitirio com apenas régua e com-

passo.

No entanto, foi provado no capitulo 4 que a equagiio x> — 2 = 0 nio tem raiz racional
e, portanto, o polindmio x> — 2 ndo pode ser fatorado como em 6.1. Entdo, de modo implicito,
essa impossibilidade de fatorar x> — 2 em polindmios com coeficientes racionais foi o segredo
para mostrar que o cubo unitdrio nao pode ser duplicado com régua e compasso. Essa tal
impossibilidade tio fundamental de fatorar x> —2 como em 6.1 é traduzida através do conceito

de irredutibilidade de um polindmio: serd dito que o polindmio x> — 2 é irredutivel sobre Q.

Este exemplo tao proximo e tdo pratico mostra de modo claro como surgem os conceitos

de fatoragdo e irredutibilidade no estudo das constru¢des geométricas com régua € compasso, €
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porque essas ideias sdo fundamentais para a solugdo de tais problemas. Com isso, tem-se uma

forte motivacdo para se mergulhar no estudo desses topicos.

Para comecar, serd dito que um polindmio com coeficientes racionais € um polind-
mio sobre Q. Todos os polindmios que serdo estudados aqui sdo polindmios sobre (Q, entdo

frequentemente essa informacao serd omitida.
Um polindémio d(x) é um divisor (fator) de um polindmio p(x) sobre QQ se, e somente se,

d(x) tem coeficientes racionais e existe um polindmio g(x) sobre Q tal que

d(x)q(x) = p(x).
Nessa mesma situacdo, pode-se dizer também que p(x) € um muiltiplo de d(x).

Um divisor de um polindmio p(x) é um divisor imprdprio se for um nimero racional

a # 0 ou um multiplo ndo nulo ap(x) de p(x), pois, para qualquer polindmio p(x), tem-se que

o |2 =pt) e lapo) S = pto)

a a

onde a € Q e a # 0. Os divisores de p(x) que ndo sdo impréprios sdo chamados de divisores

proprios.

Defini¢ao 21. Um polindmio sobre Q é irredutivel sobre (Q se, e somente se, todos os seus
divisores sdo impréprios. Um polindmio sobre QQ é redutivel sobre Q se, e somente se, possui

divisores proprios.

Definicao 22. Um polindmio € mdnico se, e somente se, o coeficiente do seu termo de maior

grau € igual a 1. Assim, o polindmio
S a1 ta
¢ um polindmio monico de grau n (se n = 0, entdo ag = 1).

Para fornecer uma lista finita de divisores de um polindmio, a convencao adotada € listar
apenas divisores proprios que sejam monicos. Do contrério, haveria infinitos divisores a serem
listados, pois, se d(x) é um divisor de p(x), entdo ad(x) também é um divisor de p(x), onde

acQea#0.

Em seguida serd definido o mdc de dois polindmios sobre QQ arbitrérios.

Definicdo 23. Sejam a(x) e b(x) dois polindmios sobre Q. Um polindmio médnico d(x) é um

mdximo divisor comum de a(x) e b(x) se as duas condi¢des a seguir forem satisfeitas:

(i) d(x) é um divisor de a(x) e de b(x);
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(ii) se c(x) é um divisor de a(x) e de b(x), entdo ¢(x) € um divisor de d(x).

A seguir serdo apresentados trés teoremas sobre divisdo e fatoragdo de polindmios que
correspondem a propriedades conhecidas da divisdo e fatoragdo de nimeros inteiros. Sendo
assim, ndo sdo resultados dificeis de acreditar. Tais teoremas consistem em propriedades basicas

de polindmios e suas demonstracdes serdo omitidas, pois fogem dos objetivos deste trabalho.

Teorema 14 (Algoritmo da divisdo para polindmios). Sejam a(x) e b(x) polindmios arbitrarios,

com b(x) # 0. Entdo existem tnicos polindmios g(x) e r(x) tais que
a(x) = b(x)q(x) +r(x), (6.2)

onde r(x) é o polindmio nulo ou é um polindmio com grau menor do que o grau de b(x).

Os polindmios g(x) e r(x) sdo chamados, respectivamente, de quociente e resto da divisao
de a(x) por b(x).

Teorema 15 (Teorema de Bézout). Sejam a(x) e b(x) polindmios ndo nulos. Entdo existe um

tinico mdc d(x) de a(x) e b(x). Além disso, existem polindmios s(x) e 7(x) tais que
d(x) = s(x)a(x) +1(x)b(x). (6.3)

Teorema 16 (Fatorag@o tnica para polindmios). Todo polinémio ndo nulo p(x) pode ser fatorado
de modo tnico como um produto de um nimero diferente de zero vezes um produto de polindmios

monicos irredutiveis.

Uma vez que se tem o algoritmo da divisao para polindomios, fica facil provar a proposi¢ao
abaixo, conhecida como teste da raiz, porém, como tudo aqui nesta parte de polindmios, a sua

demonstracao serd omitida.

Proposicio 10 (Teste da raiz). Seja p(x) um polindmio ndo nulo. Entdo: p(a) = 0 se, e somente

se, p(x) = (x — a)q(x), para algum polindbmio g(x).

Por fim, para finalizar esta primeira secdo, serd apresentado um critério de irredutibilidade,

que € bem famoso por ser muito fécil de aplicar.

Teorema 17 (Critério de Eisenstein). Seja p(x) um polindmio de grau n > 2 com coeficientes

inteiros. Suponha que existe um nimero primo ¢ tal que

(i) todo coeficiente de p(x) é divisivel por g, exceto o coeficiente de x"; e

(i) o termo constante de p(x) ndo é divisivel por g°.

Entdo p(x) é irredutivel sobre Q.
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Embora o Critério de Eisenstein ndo seja um resultado nada intuitivo e tampouco fécil de
acreditar, a sua demonstrag¢do serd omitida. Em suma, toda a teoria necessdria sobre polindmios
serd aceita e usada livremente, pois seu desenvolvimento e suas demonstracdes fogem dos
objetivos desta dissertacdo. Assim, sem poluir o texto com as demonstracdes dos resultados
sobre polindmios, essa segunda parte do trabalho, rumo a soluciao do problema de construcio de

poligonos regulares, ficard mais curta, o que tornard o caminho mais claro ao leitor.

Como exemplo de aplicacdo do Critério de Eisenstein, vale a pena retomar a equagao
polinomial x> —2 = 0 da duplicacdo do cubo, que foi usada como exemplo no inicio desta
secdo. Considerando o polinémio p(x) = x> —2 e o niimero primo ¢ = 2, é f4cil perceber que: o
coeficiente 1 ndo € divisivel por 2; e o coeficiente —2 € divisivel por 2, mas nao € divisivel por
22 = 4. Portanto, pelo Critério de Eisenstein, o polindmio x> — 2 é irredutivel sobre Q, algo que

jé havia sido mencionado, mas que s6 agora esta definido e provado de modo rigoroso.

Do mesmo modo que a chave para resolver o problema da duplicagio do cubo foi uma
equagdo cubica envolvendo implicitamente um polindmio irredutivel, o segredo para resolver o
problema da construcao de poligonos regulares também serd equagdes polinomiais desse tipo.
Assim sendo, com todas essas definicdes e todos esses resultados sobre polindmios em maos, o
objetivo agora é estudar a rela¢@o entre equagdes polinomiais da forma p(x) = 0, onde p(x) é
um polinémio irredutivel sobre Q, e os elementos das extensdes quadraticas iteradas de Q. Na

secdo a seguir, sao dados os primeiros passos em direcdo a esse objetivo.
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6.2 Corpos algébricos

No inicio da secdo anterior foram definidos os niimeros algébricos e entdo as coisas
caminharam de modo natural em diregdo as equagdes polinomiais da forma p(x) = 0, onde p(x)
¢ um polindmio irredutivel sobre Q. Agora, o primeiro resultado desta secio mostra como 0s

conceitos de numero algébrico e polindmio irredutivel se entrelacam.

Teorema 18. Se um nimero real u € algébrico, entdo existe um unico polindmio mdnico
irredutivel p(x) sobre Q tal que p(u) = 0.
Além disso, se f(x) é um polindmio sobre Q e f(u) =0, entdo f(x) é um miltiplo de

p(x). Reciprocamente, se f(x) é um multiplo de p(x), entdo f(u) = 0.

Demonstracdo. Seja u um nimero real algébrico. Pela defini¢cdo de nimero algébrico, existe
pelo menos um polindmio a(x) sobre @ com grau maior ou igual a 1 tal que a(u) = 0. Pelo

teorema 16, a(x) pode ser fatorado de modo tinico como:

a(x) = ¢ p1(x) - oo pml¥),

onde ¢ € Q, ¢ # 0 e p;(x) € um polindmio mdnico irredutivel, para todo i € {1,...,m}. Como
a(u) =0, segue que
c-pr(u)...-pm(u) =0.
Logo, existe pelo menos um valor de i € {1,...,m} tal que p;(u) = 0, pois ¢ # 0. Ou seja, existe
pelo menos um polindmio ménico irredutivel sobre Q, que serd denotado por p(x), tal que
p(u) =0.
Acima s6 foi provada a existéncia de p(x). Para mostrar que p(x) € tnico, serd necessario

provar antes a segunda parte do teorema, e entdo a mesma serd utilizada para demonstrar a

unicidade.

Suponha que o grau de p(x) é n. Se um polindmio b(x) sobre Q tiver grau menor do que
n, entdo b(u) ndo pode ser zero. De fato, seja b(x) um polindmio sobre Q de grau menor do
que n. Entdo, como p(x) é irredutivel, segue que o mdc de b(x) e p(x) é igual a 1. Logo, pelo

teorema 15, existem polindmios s(x) e 7(x) tais que

1 =s5(x)b(x) +1(x)p(x).

Substituindo x = u na igualdade acima, obtém-se:
1 =s(u)b(u)+t(u)p(u).

Mas como p(u) = 0, segue que
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e portanto b(u) ndo pode ser igual a zero, como se queria mostrar. Com este fato serd possivel

demonstrar a segunda parte do teorema.

Seja f(x) um polindmio sobre Q tal que f(u) = 0. Fazendo a divisdo de f(x) por p(x),

sabe-se pelo teorema 14 que existem dnicos polindmios ¢g(x) e r(x) sobre Q tais que

f(x) = p(x)g(x) + r(x), (6.4)

onde r(x) é o polindmio nulo ou é um polindmio com grau menor do que 7, que é o grau de p(x).

Substituindo x = u na igualdade acima, obtém-se:

Como p(u) =0e f(u) =0, segue que
r(u) =0.

Deste modo, conclui-se que r(x) é obrigatoriamente o polindmio nulo, pois, caso contrério, pelo
que foi provado no paragrafo anterior, r(u) ndo poderia ser igual a zero, pois o grau de r(x) seria

menor do que n. Portanto, substituindo r(x) = 0 em 6.4, segue que

f(x) = p(x)g(x),
ou seja, f(x) é um miltiplo de p(x).

A reciproca € trivial, pois € claro que, se f(x) = p(x)g(x) é um miltiplo de p(x), para

algum polindmio g(x) sobre Q, entdo

f(u) = p(u)q(u) =0-q(u) =0,
ou seja, f(u) =0, como se queria mostrar.

Para finalizar a demonstragdo do teorema, basta provar a unicidade do polindémio p(x).
Para isso, suponha que p*(x) seja outro polindmio mdnico irredutivel sobre Q tal que p*(x) = 0.

Entdo, pelo que foi provado acima, p*(x) é um miltiplo de p(x), i.e.,

para algum polindmio ¢(x) sobre Q. Supondo que g(x) ndo é uma constante, conclui-se que p*(x)
tem divisores préprios, o que é um absurdo, pois p*(x) é irredutivel; logo, g(x) = a, para algum
a € Q. Supondo que a # 1, conclui-se que p*(x) = ap(x) ndo é mdnico, o que é um absurdo;

logo, a = 1. Portanto, p*(x) = p(x), ou seja, p(x) é tnico, como se queria demonstrar. O

Agora serd definido um importante conceito, que constitui um segundo passo em dire¢ao
ao objetivo de estabelecer uma relagcdo entre as raizes de certas equagdes polinomiais e as

extensdes quadraticas iteradas de Q.
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Definicao 24. O grau de um nimero algébrico u € o grau do tnico polindmio mdnico irredutivel

determinado por u, i.e., do polindmio monico irredutivel p(x) tal que p(u) = 0.

Corolario 4. Seja u um nimero algébrico de grau n. Se existem nimeros cg,cy,...,¢,—1 € Q tais

que cotciut...+c, " 1=0,entdocog=c; =... = c,_; = 0.

1

Demonstracdo. Basta definir b(x) = co+cjx+ ...+ ¢,—1x"" ' e entdo perceber que b(x) é um

polindmio sobre Q de grau menor do que n tal que b(u) = 0. Portanto, pelo que foi feito na
demonstragdo do teorema acima, b(x) é identicamente nulo, i.e., co = ¢; = ... = ¢;,—1 = 0, como

se queria mostrar. 0
Com o que foi feito até agora, € possivel mostrar que cada nimero algébrico determina
um corpo de nimeros reais, e isso serd feito através do teorema a seguir.

Teorema 19. Se u € R € um nimero algébrico, entdo o subconjunto de R definido por
F(u) ={f(u)| f(x) é um polindmio sobre Q},
juntamente com as operagdes usuais dos nimeros reais, formam um corpo.

Demonstracdo. Basta provar que .% (1) é um subcorpo de R através das condigdes de (i) a (v) da
proposi¢do 6. Sejam f(u) e g(u) elementos arbitrarios de .7 (u), i.e., f(x) e g(x) sdo polindmios
sobre Q.

(i) f(u)+gu)=(f+g)(u) e (f+g)(x) é um polindmio sobre Q. Logo, a soma de dois
elementos quaisquer de estd em .7 (u).

(i) —f(u) = (—f)(u) e —f(x) é um polindmio sobre Q. Logo, o inverso aditivo de um

elemento qualquer estd em .7 (u).

(i) f(u)g(u) = (fg)(u)e (fg)(x)éum polindmio sobre Q. Logo, o produto de dois elementos

quaisquer estd em .7 (u).
(v) 1=1-u" = h(u), onde h(x) = 1 é um polindmio sobre Q. Logo, 1 € .Z (u).

(v) Suponha que f(u) # 0. Se p(x) é o tinico polindmio mdnico irredutivel tal que p(u) = 0,
entdo, pelo teorema 18, f(x) ndo é um miuiltiplo de p(x) e, portanto, o mdc de f(x) e g(x)

¢ 1. Logo, pelo teorema 15, existem polindmios s(x) e #(x) sobre QQ tais que

1 =s(x)f(x)+1(x)p(x).

Substituindo x = u na igualdade acima, obtém-se

1= s(u)f (u) +1(u) p(u).
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Mas como p(u) = 0, segue que

ie., s(u) = f(u)~!, pela definicdo de inverso multiplicativo. Como s(x) é um polindmio

sobre Q, segue que o inverso multiplicativo de um elemento qualquer estd em % (u).

Pela proposicao 6, segue de (i), (ii), (iii), (iv) e (v) que % (u) é um subcorpo de R e,

portanto, € um corpo com as operacdes usuais dos niimeros reais. O

Com isso, pode-se definir finalmente o conceito que d4 titulo a este capitulo!

Definicdo 25. Serd dito que o corpo % (u) é gerado por u. Além disso, um corpo algébrico é

um corpo gerado por algum numero algébrico.

Antes de caminhar para a ultima secdo deste capitulo € necessario definir mais um

conceito importante, o que serd feito na secio a seguir.
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6.3 Grau de um corpo algébrico

O objetivo desta sec@o € definir um conceito chave para a solu¢do do problema de
construcdo de poligonos regulares, que é o grau de um corpo algébrico. A ideia € simples: o
grau de um corpo algébrico .% (u) serd o grau do niimero algébrico u que o gera. Porém, como
sempre, para que este conceito esteja bem definido, alguns cuidados s@o necessarios, cuidados

esses que comecam com a demonstracao do teorema a seguir.

Teorema 20. Seja u um nimero algébrico de grau n. Entdo, o corpo algébrico .% (1) é um espago

vetorial sobre Q de dimensio n.

Demonstrag¢do. Sejam u um nimero algébrico e p(x) o polindmio monico irredutivel unicamente
determinado por u. Seja n o grau de p(x). E trivial que .% (1) é um espago vetorial sobre Q. De
fato, a adi¢do de vetores em .7 (u) € a adi¢@o usual de nimeros reais e a multiplica¢do por escalar
¢ a multiplicacdo usual de nimeros reais, que claramente sdo operagdes que satisfazem todos os
axiomas de espaco vetorial, inclusive os fechamentos das operacdes, visto que f(u) + g(u) =
(f+g)(u)eaf(u)=(af)(u), a €Q, sdo elementos de .7 (u), porque f(x)+ g(x) e af(x) sdo
polindmios sobre Q.

Para mostrar que .7 (1) tem dimensdo n, serd provado agora que B = { Lu,u?, ... u" ! } é
uma base para .% (u). Ja se tem que B é LI sobre Q, pois, se cg,c1, ..., C,—1 S0 nimeros racionais
tais que

co-l4+ci-u+...4+c,—1 "l = 0,

entdo, pelo corolério 4, co = ¢y = ... = ¢;—1 = 0. Para completar a demonstracao, basta mostrar

que qualquer elemento de .% (1) é uma combinacdo linear sobre Q dos elementos de B.

Seja f(u) um elemento qualquer de .% (1). Como f(x) é um polindmio sobre Q, segue

do teorema 14 que existem tnicos polindmios ¢(x) e r(x) sobre Q tais que

pois p(u) = 0. Como r(x) tem grau menor do que 7, existem nimeros racionais ¢,_1, ..., €1, Co

tais que 7(x) = ¢, 1X* ' +...4+c1 +co e, portanto, r(u) é da forma
r(u) = Co "V cqu+cp.
Logo, de f(u) = r(u) segue que
flu)= Ch V. cru+ co,

ou seja, f(u) é uma combinagdo linear sobre Q dos elementos de B.
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Portanto, B = {1,u,u2, ...,u”‘l} ¢ uma base para .# (u) e, como B tem n elementos,

segue que o espaco vetorial .% (1) sobre Q tem dimenséo n. U

Agora vai ficar claro como o teorema acima vai ajudar nos cuidados necessarios para
que o grau de um corpo algébrico esteja bem definido. Suponha que dois nimeros algébricos
diferentes u e v gerem o mesmo corpo algébrico .# = .Z (u) = .% (v). Neste caso, o grau de .7
que se busca definir rigorosamente serd o grau de u ou o grau de v? Suponha que o grau de u seja

n e o grau de v seja m. Pelo teorema acima, os conjuntos
_ 2 n—1 _ 2 m—1
B—{l,u,u yeens U } e C—{l,v,v,...,v }

sdo bases para o espaco vetorial .7 . Porém, pelo teorema 12, as duas bases tém o mesmo nimero
de elementos. Portanto, n = m, i.e., o grau de u € igual ao grau de v. Isso mostra que € possivel

definir o grau de .% como sendo o grau de u e o grau de v, porque sdo iguais.

Assim, a conclusdo € que, qualquer que seja o nimero algébrico u que gera um corpo
algébrico .# = % (u), o grau de u ndo muda e, portanto, a defini¢do a seguir pode ser enunciada

rigorosamente sem problemas, e o conceito de grau de um corpo algébrico ficard bem definido.

Definicio 26. O grau de um corpo algébrico .% (1) é o grau do nimero algébrico u que o gera.

Com o conceito de grau de um corpo algébrico em maos, pode-se caminhar para a tltima
secdo deste capitulo, que finalizara a teoria de dlgebra necessdaria para a solu¢io dos problemas

de constru¢do com régua e compasso.
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6.4 Extens3ao quadratica iterada como espaco vetorial

sobre um corpo algébrico

Como ja foi comentado na primeira se¢do deste capitulo, todos os nimeros construtiveis
sdo algébricos, mas este fato ndo € necessdrio para este trabalho e entdo ndo serd usado, pois assim
ndo € preciso prova-lo. Entretanto, nem todo nimero algébrico € construtivel, e um exemplo
6bvio é o ndmero v/2, que é uma raiz da equacio x> — 2 = 0 e portanto é algébrico, mas nio é

construtivel, como foi provado no capitulo 4.

O objetivo desta secdo, que € no fundo o grande propdsito deste capitulo, € construir
um critério para decidir se um dado nimero algébrico pode ou ndo ser um nimero construtivel.
Para o desenvolvimento deste critério, os conceitos de extensio quadrética iterada de QQ, corpo
algébrico e espaco vetorial de dimensao finita serdo todos usados em conjunto, o que € algo
extremamente satisfatdrio, pois retne e assim da sentido as trés grandes estruturas construidas
com muito trabalho ao longo de vérios capitulos desta dissertacdo. Além disso, apds arquitetar
tantos conceitos algébricos, esse critério finalmente colocard um ponto final na bela teoria

matemadtica aqui desenhada para resolver os problemas de constru¢do com régua e compasso.

Seja entdo um nuimero algébrico u de grau m. Busca-se decidir se u pode ou ndo ser
construtivel. Para isso, suponha que u € um nimero construtivel. Entdo u estd em alguma extensao
quadrdtica iterada E; de Q. Além disso, como u € algébrico, é claro que u também estd no corpo
algébrico .# (u) gerado por ele. Ou seja, se u é um niimero algébrico construtivel, hd dois grandes

corpos relacionados a ele que o contém: .% (u) e Ej (para algum inteiro k > 0).

Note que, como u € Ey, toda combinagao linear
m—1
Ci—1U + ...+ cru+cop,

onde ¢;,—1,...,c1,c0 € Q, estd em Ey, pois Ej € um corpo e Q C Ey. Ou seja, qualquer elemento

f(u) de Z (u) estd em Ej. Logo, tem-se o seguinte:
Q< F(u) C Ey.

Ja foi visto que .7 (u) e Ej sdo espacos vetoriais sobre Q. Mais ainda, foi provado que a dimensao
de .7 (u) sobre Q é m e a dimensio de Ej sobre Q é 2. Acontece que Ej também pode ser visto
como um espago vetorial sobre % (u), que tem dimensao finita, e isso serd mostrado através do
lema a seguir. Com este lema serd possivel enunciar e provar uma condi¢do necessaria (mas nao
suficiente) para o numero algébrico u ser um niimero construtivel, e essa condi¢do determinara o

critério para decidir se um dado nimero algébrico pode ou ndo ser um nimero construtivel.

Lema 11. Seja u um nimero algébrico e suponha que u € construtivel, i.e., u estd em uma
extensdo quadratica iterada Ej; de Q, para algum inteiro k > 0. Entdo Ej é um espago vetorial

sobre .Z (u) de dimens@o finita.
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Demonstracdo. Sejam u um ndmero algébrico e .% (u) o corpo algébrico gerado por u. Suponha
que u é construtivel. Entdo, pelo teorema 7, u estd em uma extensdo quadratica iterada Ej de Q,

para algum nimero inteiro k > 0.

Pelo teorema 13, sabe-se que Ej, é um espaco vetorial sobre Q de dimensio finita. E facil
ver que E; também é um espaco vetorial sobre .7 (u). A adi¢do de vetores em Ej sobre .7 (u)
continua sendo a mesma de Ej sobre (Q, entdo trivialmente satisfaz os axiomas de espaco vetorial.
J4 a multiplicac¢do por escalar agora é a multiplica¢@o usual de R entre um escalar f(u) € .% (u)
e um vetor v € Ej, que claramente também satisfaz os axiomas de espaco vetorial, inclusive o
fechamento da multiplicac@o por escalar, visto que f(u)-v € Ey, para todo f(u) € .% (u) e todo

v € Ey, pois .Z (u) C E e Ej é um corpo.

Além disso, também pelo teorema 13, sabe-se que a dimensao do espacgo vetorial Ej
sobre Q € igual a 2k, Logo, existe um subconjunto finito A C E}, com 2k elementos, tal que A é

uma base para Ej. Os elementos de A podem ser assim representados:

A={ey,....,exn}.

Como A € uma base para Ej, sobre Q, segue da definicdo de base que A € LI sobre Q e qualquer
elemento de Ej € uma combinagdo linear sobre Q dos elementos de A. H4 duas possibilidades

para o conjunto A:

(I) A éLIsobre . (u); ou

(I) A éLD sobre .7 (u).

E 6bvio que uma coisa ou outra acontece, pela prépria defini¢io de conjuntos linearmente
dependentes e independentes. Os casos (I) e (II) serdao analisados separadamente: o objetivo €

provar que em ambos 0s casos 0 espago vetorial Ej sobre .% (u) tem dimensao finita.

Caso (I): Suponha que A é LI sobre .% (u). Neste caso, basta tomar B = A. Serd provado
que B é uma base para o espaco vetorial Ey sobre .% (u) em duas etapas (i) e (ii).

(i) E trivial que B é LI sobre . (u), pela hipétese do caso ().

(ii) Qualquer elemento de Ej; é combinagdo linear sobre .% (1) dos elementos de B. Para
mostrar isso, considere um elemento arbitrario v € Ej. Todo elemento de Ej é combinacgio
linear sobre Q dos elementos de A, pois A é uma base para Ej sobre Q. Sendo assim,
existem escalares

ap,...,an € Q
tais que

v=aje|+...+ayes.
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Porém, como Q C % (u), segue que a; € % (u), para todo i € {1,...,2%}, ou seja, v €

combinagdo linear sobre .% (1) dos elementos de B, como se queria provar.

Logo, segue de (i) e (ii) que B é uma base para Ey sobre .% (u). Definindo v; = ¢;, para
todoi € {1,....2F}, e n = 2%, tem-se que B = {vy,...,v,} possui n elementos. Portanto, neste

cendrio, o espago vetorial E sobre .7 (u) tem dimensio n = 2¥, o que conclui o primeiro caso.

Caso (I1): Suponha que A é LD sobre .# (u). Como A é LI sobre Q, é claro que existe
pelo menos um vetor ndo nulo e; € A, pois do contrdrio existiriam escalares aj, ...,ax € Q, ndo
todos nulos, tais que

ar-0+...+ay-0=0.

De fato, bastaria tomar a; = 1, para todo i € {1, 2K } Chamando e; de v, perceba que o
subconjunto {v} de A é LI sobre .% (u) pois, se existir a € .% (u) tal que av = 0, entdo segue
das propriedades vistas no inicio do capitulo anterior que o = 0, porque v # 0 e Ej é um espago

vetorial sobre .7 (u).

A conclusdo do pardgrafo anterior é que existe um subconjunto nao vazio de A, i.e., com
pelo menos um elemento de A, que € LI sobre .7 (). Sendo assim, defina n como o maior niimero
inteiro para o qual existe um subconjunto com n elementos de A que sdo LI sobre .% (u). Pelo
que foi apenas mostrado, tem-se que n > 1. Seja B um tal subconjunto de A com n elementos

que é LI sobre .% (u). Os elementos de B serdo denotados assim:
B={vi,...,v,}.
Afirma-se: o conjunto B é uma base para o espaco vetorial E; sobre .% (u). A demonstragio
dessa afirmacdo serd feita em duas etapas (1) e (ii).
(i) O conjunto B é LI sobre .7 (u), fato este que decorre da prépria construgio de B.

(ii) Qualquer elemento de Ej; é combinagdo linear sobre .# (1) dos elementos de B. Para
mostrar isso, seja e; um elemento arbitrario de A tal que e; ¢ B. Tal elemento existe pois,
se todo elemento de A estivesse em B, entdo B seria igual a A, o que € um absurdo, porque
A é LD sobre .% (u), pela hipétese do caso (II), e B € LI sobre .% (u), pela constru¢do do

conjunto B. Perceba entdo que o conjunto

{ej,vl,...,vn}

¢ LD sobre .7 (u), pois n é o maior nimero de elementos de A que formam um conjunto LI
sobre .7 (u). Sendo assim, segue da defini¢do de dependéncia linear que existem escalares

Oj, 0 j, 00, ..., 0 € F (u), ndo todos nulos, tais que

OCjej+061jvl—l—OCzjV2+...+Oanvn:0. (6.5)
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Suponha por absurdo que o;; = 0. Substituindo na igualdade acima, obtém-se:
v +00jvo + ... + 0y jvy = 0.

Como B é LI sobre .7 (u), segue que 01 j = 0 = ... = 04;j = 0. Ou seja,
Oj=01j=0;=..=0; =0,

o que é um absurdo, pois os escalares ndo sao todos nulos. Logo, o; # 0. Deste modo, é

possivel isolar e; no primeiro membro da igualdade 6.5, obtenso assim:

o 0 Oy i
ej:——]vl——]vz—...—ﬂvn. (6.6)
Qj o @
(075 . . 2
Note que —a—]’_ € % (u), para todo i € {1,2,...,n}, pois .Z (u) é corpo e o, € F (u),
para todo i € {1,...,n}. Portanto, qualquer elemento e; € A que ndo esteja em B é uma

combinacdo linear sobre .% (1) dos elementos de B.

Agora considere um elemento arbitrario v € E;. Como A é uma base para E; sobre Q,

existem escalares
al,...,azk - Q

tais que
v=aje|+...+aey. (6.7)

Alguns elementos e; de A estdo em B (foram denotados vy,...,v,) e outros ndo. Porém,
pelo que foi provado acima, sabe-se que cada elemento e; que ndo estd em B pode ser
escrito como uma combinagdo linear sobre .% (1) dos elementos vy, ..., v, de B. Assim, ao
substituir cada e; ¢ B por tal combinacdo linear na igualdade 6.7 e reagrupar os termos,
usando as propriedades distributiva e associativa, obtém-se que v € combinagdo linear sobre
Z (u) dos elementos vy, ...,v, de B, como se queria mostrar, pois todos os coeficientes
envolvidos estardo em .% (1) devido ao fato de que .% (1) é um corpo e a; € Q C . (u),

paratodoi € {1, e 2"}. Ou seja, todo elemento v € Ej € tal que

onde by,....b, € F(u)el <n< 2k (ja foi visto que B ndo pode ser igual a A e por isso 7

é estritamente menor do que 2¥).

Logo, segue de (i) e (ii) que B é uma base para Ej sobre .7 (u). Portanto, neste cendrio, o

espaco vetorial Ej sobre .7 (u) tem dimensio n < 2%, o que conclui o segundo caso.

Assim, seja qual for o caso, a conclusdo é que Ej é um espago vetorial sobre .7 (u) de

dimensao finita, como se queria demonstrar, e, além disso, a sua dimensao € igual a n < 2k O
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Seguindo o raciocinio do inicio desta se¢do, uma vez provado que E; € um espago vetorial
sobre .7 (u) de dimensao finita, é possivel finalmente estabelecer um critério para decidir se o
numero algébrico u pode ou ndo ser um nimero construtivel. O que ocorre € que, se u for um
nimero construtivel, haverd uma condi¢@o necessdria sobre o grau de u, que serd formalizada

através do teorema a seguir.

Teorema 21 (Critério de construtibilidade). Seja u um ntimero algébrico de grau m. Se u for um

nimero construtivel, entdo m serd igual a uma poténcia de base 2.

Demonstragcdo. Seja u um nimero algébrico de grau m, onde m € um nimero inteiro maior ou
igual a 1. Pelo teorema 20, o corpo algébrico .% (u) gerado por u é um espaco vetorial sobre Q

de dimensao m. Seja entdo A = {uy,...,u,, } uma base para .% (u) sobre Q.

Suponha que u € um niimero construtivel. Entdo, pelo teorema 7, u estd em uma extensao
quadritica iterada Ej de Q, para algum nimero inteiro k > 0. Pelo teorema 13, Ej, é um espago

vetorial sobre Q de dimenséo 2.

Por outro lado, pelo lema 11, E; também é um espago vetorial sobre .% (1) de dimensao
n, para algum niimero natural 7 tal que 1 < n < 2*. Seja entdio B = {v1, ...,v,} uma base para Ej
sobre .7 (u).

A partir disso, considere um elemento arbitrario v € Ey. Olhando v como um elemento

do espaco vetorial E; sobre .7 (u), existem escalares by, ...,b, € .7 (u) tais que
v=>bvi+...4+byv,. (6.9)

Por sua vez, cada escalar b;, j € {1,...,n}, pode ser visto como um vetor do espago vetorial

 (u) sobre Q. Entdo, existem escalares ajy,...,a, € Q tais que
bj=ajiuy+ajur+ ...+ ajmity, (6.10)
para todo j € {1,...,n}. Substituindo cada b; em 6.9, obtém-se:
v=(aju; +anuy+ ...+ aymlim) vi + ... + (@nuy + anpua + ... + apmitm) vo.
Usando as propriedades distributiva e associativa, a igualdade acima pode ser reescrita assim:
v=ay (uvi) +ap (uavy) + ... +aim (wmvi) + ... + ant (u1vn) + any (u2vi) + .. + aum (Umvn) -

Perceba que cada produto u;v; ¢ um elemento de Ej, pois E; é um corpo, u; € # (u) C Ex e
vj € Ep, paratodo i € {1,...,m} etodo j € {1,...,n}. Perceba também que a igualdade acima
mostra que qualquer elemento v de E; € combinacdo linear sobre Q dos elementos u;v;, pois
aji € Q,paratodoic {1,...,m} etodo j € {1,...,n}. Além disso, como hd m possibilidades para
u; e n possibilidades para v;, € possivel concluir, pelo Principio Fundamental da Contagem, que

ha um total de mn produtos da forma u;v;. Sendo assim, defina:

C = {uvi,upvi, oy Vi ey U Vi Ud Vg ooy Uy Vi }
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O conjunto C € formado por todos os produtos da forma ;v ; e, portanto, € um conjunto finito
com mn elementos de Ej. Serd provado que C é uma base para o espago vetorial E; sobre Q.
Ja se sabe que todo vetor de E; é combinacao linear sobre Q dos elementos de C. Entdo basta

mostrar que C € LI sobre Q. Para isso, suponha que existam escalares
C115C12y5 ooy Clmy ooy Cnl s Cp2s eees Cnm € Q
tais que
cr1 (urvr) + 1 (uavy) + oo 4 cim (umvi) + ...+ cnt (ur1vn) + e (uv) + ... + Cum (umvy) = 0.
Usando as propriedades associativa e distributiva, a igualdade acima pode ser reescrita assim:
(criuy +crpup + ... + Crmtm) Vi + - + (curut1 + otz + .. + Cmttin) vy = 0.

Note que o coeficiente que acompanha cada v; estd em .% (), pois .% (u) é um corpoe cj; € Q C
F(u), paratodo i € {1,...,m} e todo j € {1,...,n}. Porém, B = {vy,...,v,} é LI sobre .7 (u).
Entao:

cjiuy +cpur+ ...+ Cjmltm = 0,

para todo j € {1,...,n}. Por sua vez, como A = {uy,...,u,, } é LI sobre Q, segue da igualdade
acima que

le :CJQ: :ij:(),

paratodo j € {1,...,n}, ou seja, C é LI sobre Q. Logo, C é uma base para o espago vetorial Ej
sobre Q, como se queria provar. Além disso, C tem mn elementos. Por outro lado, como foi dito

inicio da demonstracio, o espago vetorial E; sobre Q tem dimenséo 2X. Portanto,
__nk
mn = 2", (6.11)

onde m é o grau de u e n é a dimensdo de E sobre .7 (u). Segue da igualdade acima que m é
um divisor de 2. Porém, os tinicos divisores de uma poténcia de base 2 sdo poténcias de base 2.

Portanto, m € igual a uma poténcia de base 2, como se queria demonstrar. 0

Se alguém estiver buscando uma estampa para fazer uma camiseta em homenagem a este

trabalho, com certeza a estampa deve ser a igualdade 6.11:
mn = 2K,

Essa igualdade é e sempre foi a meta deste trabalho. E emocionante e belo chegar neste momento,
sabendo de todo o estudo feito para chegar até aqui. Foram construidos varios conceitos e prova-
dos diversos resultados ao longo de varios capitulos... Para chegar finalmente nessa igualdade!

Seria uma bela camiseta!
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Com este dltimo, grande e belo resultado em maos, podemos gritar aos quatro ventos: O
GRAU DE UM NUMERO ALGEBRICO CONSTRUTIVEL E UMA POTENCIA DE BASE 2!!!
Ou seja, uma condi¢do necessdria para um nimero algébrico ser construtivel é que o seu grau
seja igual a uma poténcia de base 2. Porém, é importante dizer que essa nao € uma condi¢ao
suficiente. Por isso, foi dito desde o inicio que esse seria um critério para decidir se um dado
numero algébrico pode ou ndo ser um nimero construtivel. Funciona assim a receita: 1. Pegue
um numero algébrico e veja o seu grau; 2. Se o grau for uma poténcia de base 2, entdo este
nimero pode ser construtivel, mas isso ndo garante que ele seja construtivel; 3. Se o grau nao for
uma poténcia de base 2, entdo este nimero ndo pode ser construtivel, e isso € garantido, ou seja,

o niimero algébrico com certeza ndo é construtivel.

E o tltimo passo 3 que serd usado no préximo capitulo. Este Critério de Construtibilidade
coloca um ponto final em toda a teoria de dlgebra construida neste trabalho. Com isso, € possivel

finalmente resolver o problema da construgdo de poligonos regulares com régua e compasso.
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CAPITULO

CONSTRUCAO DE POLIGONOS REGULARES

Se n > 2 € um nimero natural, entdo construir um poligono regular com »n lados usando
apenas régua e compasso € equivalente a dividir um circulo em n partes iguais com esses

instrumentos, o que ¢ o mesmo que construir um angulo de medida igual a

360°

n

Se um angulo € construtivel, entdo o seno e o cosseno desse angulo s@o nimeros

construtiveis e, por consequéncia, a tangente desse angulo também é um ndmero construtivel.
360°

Devido a isso, neste capitulo serdo analisados casos em que tg (T) ¢ ou nao um nuimero

construtivel.

Definicao 27 (Poligono construtivel). Um poligono é construtivel se pode ser construido com

apenas régua e compasso.

A defini¢ao acima tem por objetivo facilitar a escrita, pois ao invés de ter que dizer que
determinado poligono regular pode ou ndo ser construido com apenas régua e compasso podera

ser dito simplesmente que determinado poligono regular é ou ndo é construtivel.

7.1 Equacao dos poligonos regulares

Do mesmo modo que as equagdes ctubicas desempenharam um papel central nas solugdes
dos problemas da duplicacdo do cubo e da trissec¢do do angulo, as equacdes polinomiais serdo
essenciais para a solu¢cdo do problema da construcio de poligonos regulares. E de modo andlogo
a equacdo da duplicacdo do cubo e a equagdo da trisseccdo do dangulo, nesta primeira secao

serd apresentada através do lema a seguir a equacdo dos poligonos regulares.
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Lema 12 (Equacdo dos poligonos regulares). Se ¢ > 1 é um niimero inteiro impar, entdo

360° 2-360° (g—1)-360°
tg ,tg yeey g ————
q q q

sdo as raizes da equagdo polinomial a seguir, que serd dita equacdo dos poligonos regulares:

-1 —%xq—%%xﬁ (-1 i 13)!<q 2) 2 24 (1) g =0,

onde cada coeficiente ¢ um nimero inteiro. O polindmio do primeiro membro da equacio acima

x?

serd chamado de C,(x).

Demonstragdo. Seja g > 1 um inteiro impar. Por um lado, pela féormula de De Moivre,
(cosO +isen6)? = cos (q0)+isen(g0).

Por outro lado, pela férmula do binémio de Newton,

(cos +isen8)? =Y (Z) cos? %@ - *sen* 0

= (g) cos? 99 sen 6—1—1(?) cos? 10 sen@

cos? 20 sen’ —i cos? 30 sen’ 0

(4) (4)
i (3) cos?46 sen e+l(g) cos?-50 sen’ 0
(&) cosco sento (1) cos

+(—1)% (Z) cos? @ senke—i—(—l)% i(kj—l) cos?* 19 sen*l g

q—1 q—1

—|—(—1)2< 1 1) cos?0 sen? 'O+ (—1) 7 i(q) cos?96 sen?0.
q— q

Vale lembrar que dois nimeros complexos sdo iguais se, € somente se, suas partes reais

sdo iguais e suas partes imagindrias sao iguais. Assim, segue das igualdades acima que:

q—1

sen (g0) =gcos? 10 sen6 — (Z) cos?3 @ sen® 0+ (Z) cos?> 0 sen’ O —...4+(—1) 2 sen?®.

Dividindo ambos os membros da igualdade acima por cos? 8, obtém-se:

sen(q0) cos? 10 sen® [q\cos? 30 sen’0 [q\cos?0 sen’ O N sen? 6
cos?@ cos? @ 3 cos? 0 5 cos? @ '
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Logo,
sen (¢0) sen 6 q\ sen> 0 q\ sen’ 0 ¢-1 sen? 0
cosi®  TcosB (3) cos’ 6 (5) oo T (=1)= cos?6’
Como a tangente de um angulo é igual a razao entre o seno e o cosseno desse angulo, tem-se:
sen(qf) q\, 3 q\, s ol
e qtgo — (3)tg 0+ (S)tg 0—...+(—1)7 tg?0. (7.1)

Agora perceba que, se 6 € um dos angulos

360° . 360° _ 360° 360°
0- 1 2 ey (@ —1) - ,
q q q q

entdo sen (¢0) = sen (k-360°) =0, paratodo k € {0,1,...,¢g— 1}, e cos 8 # 0. Logo, se 6 é igual
a dos angulos acima, segue que
sen (¢0)

=0. 7.2
cos? 6 (7:2)

Deste modo, denotando x = tg 8, segue de 7.1 e 7.2 que:

gx— (Z)x3+ (Z)xs —...—}-(—l)q%lxq =0.

Colocando x em evidéncia na equacdo acima, obtém-se:

wla= (D (Dt o=t <o

Portanto, tg % =tg 0° é raiz de x = 0, enquanto que
360° 2-360° (g—1)-360°
tg )18 gt ——————
q q q

sao as raizes de

()T (- (qu)xq_3+(—l)q25 (qf4)xq—5+...+ (Z)x“— (‘3]) 244=0,

como se queria demonstrar. Nas aplicagdes futuras, o sinal de cada coeficiente ndo fara diferenca,
mas para deixar a equagdo acima idéntica a do enunciado, basta multiplicar ambos os membros

-1
da mesma por (—1)*Z e entdo obtém-se:

qu—( K 2>xq3+( C[4>xq5—...+(—1)q;3 (Z)x‘u—(—l)%l <Z)x2+(—1)qzlc]:0,
q— q—

onde cada coeficiente € um nimero inteiro, pois € um nimero binomial. [

A equacdo dos poligonos regulares é de extrema importancia e serd usada em alguns
teoremas que serdo apresentados na secio a seguir sobre a ndo construtibilidade de determinados
poligonos regulares e por isso o resultado acima foi chamado de lema. Entretanto, € visivel como

foi trabalhoso obter tal equacdo! Inclusive, € interessante observar que a equagdo da trissec¢do
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também deu trabalho. Apenas a equacdo da duplicacdo foi facil de obter. E claro que, comparada
ao critério de construtibilidade, que levou capitulos para ser construido, a equagao dos poligonos
regulares soa como um passeio no parque. Sem contar que tanto a formula de De Moivre quanto
a formula do binomio de Newton sdo ensinadas no Ensino Médio. Entdo, mesmo que o caso
geral feito aqui seja muito intricado para um aluno do ensino médio, um caso particular para

algum numero impar ¢ especifico € totalmente acessivel e facil de justificar.
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7.2 Construcao de poligonos regulares com régua e com-

passo

Finalmente é chegado o momento! Através do teorema a seguir, serd provado que €
impossivel construir certos poligonos regulares usando somente régua e compasso. Depois de
tudo o que foi visto, a demonstracdo parecera facil, mas tenha em mente que serdo usadas duas
ferramentas poderosas: o gigante critério de construtibilidade e a formosa equacdo dos poligonos
regulares. Entdo, no fundo, todo o trabalho da demonstragcdo do teorema abaixo estd presente nas
demonstracdes dessas duas ferramentas, e todo o restante € apenas um jogo de quebra-cabeca:

basta juntar as pecas!

Teorema 22. Seja p um nimero primo fmpar tal que p ndo é da forma 2" + 1, para algum
nimero inteiro 4 > 0. Entdo ndo é possivel construir um poligono regular com p lados usando

somente régua € compasso.

Demonstracdo. Seja p um nimero primo fmpar tal que p ndo é da forma 2" + 1, para algum

nimero inteiro 4 > 0. Suponha por absurdo que um p-agono regular é construtivel.

Por um lado, segue do argumento feito no inicio deste capitulo que é construtivel o

namero

360°

onde C,(x) € um polindmio sobre QQ de grau p — 1 que tem somente coeficientes inteiros:

Cp(x)Exp_l—( b >xp—3+( P >xp-5_...+(—1)”¥3 (15’>x4+(—1)”§‘ (§>x2+(—1)”£'p.

p—2 p—4

A ideia agora é usar o Critério de Eisenstein para mostrar que o polindmio Cy(x) é
irredutivel sobre Q. Note que, por hipdtese, p € um primo impar, ou seja, p > 3, de onde segue
que p — 1 > 2. Portanto, C,(x) é um polindmio de grau maior ou igual a 2 com coeficientes
inteiros. Resta provar que existe um nimero primo que satisfaz as condicdes (i) e (i) do teorema

17, o que seré feito a seguir para o primo p.

(1) Nao € dificil argumentar que, por p ser um niimero primo, o coeficiente binomial

()=

€ divisivel por p, para todo k tal que 1 < k < p — 1. De fato, como p € primo e todos os

nimeros em k! e (p — k)! sdo menores do que p, segue que nao ha nenhum fator p no
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denominador de (2’) Logo, como p! = p(p—1)! tem um fator p e k!(p —k)! ndo tem fator
D, segue que (‘Z) € divisivel por p, para todo k tal que 1 < k < p — 1. Portanto, todos os
coeficientes de C,(x) sdo divisiveis por p, exceto o coeficiente do termo de maior grau,

xP~1, que é igual a 1 e ndo é divisivel por p.

n—1
(ii) O termo constante de C,(x), que € igual a (=1)"z p, claramente ndo é divisivel por pZ.

Entdo, pelo Critério de Eisenstein, Cp(x) é irredutivel sobre Q. Deste modo, como C,(x)
¢ monico, segue do teorema 18 que C,(x) é o tinico polindmio monico irredutivel sobre Q tal

que Cp(u) = 0. Portanto, o grau de u € igual a p — 1.

Porém, como u € construtivel, segue do Critério de construtibilidade que o grau de u é

uma poténcia de 2. Logo,

p_l:2k7

para algum nimero inteiro £ > 0. Isolando p no primeiro membro da igualdade acima, obtém-se:
p=2"+1,

o que é um absurdo, pois p ndo é dessa forma, por hipétese. Portanto, ndo € possivel construir um

poligono regular com p lados usando somente régua e compasso, como se queria demonstrar.  []

Observacao 12. O teorema acima fornece muitos poligonos regulares que ndo podem ser
construidos com apenas régua e compasso. Por exemplo, ndo se pode construir um heptdgono
regular com régua e compasso, pois p = 7 ndo é da forma 2¥ + 1 ou, em outras palavras, p— 1 =6

nao € uma poténcia de base 2. O mesmo ocorre com 11, 13, 19 e varios outros niimeros primos.

Assim, se pensarmos do mesmo modo que na duplicagdo do cubo e na trissec¢ao do
angulo, o teorema acima ja conclui a solucio do problema da construcio de poligonos regulares,
pois a impossibilidade da constru¢do do heptagono regular prova que nem todo poligono regular
pode ser construido com apenas régua e compasso. E claro que o teorema entregou muito mais
do que seu “equivalente” na duplica¢do do cubo, pois enquanto 14 foi provado que apenas o cubo
unitdrio ndo pode ser duplicado, aqui ja se provou que existem vdarios poligonos regulares que
nao sdo construtiveis. Mas isso ndo importa, porque a impossibilidade de construir apenas um
poligono regular ja € suficiente para mostrar que nao se pode fazer para todos. Entao, assim
como foi dito na duplicacdo do cubo e na trissec¢do do angulo, aqui também podemos dizer
com todas as palavras: O problema da construgdo de poligonos regulares estd resolvido sim!
E sua solugdo mostra que é impossivel construir todo poligono regular usando apenas régua
e compasso! Vale observar que alguns poligonos regulares podem ser construidos com apenas
régua e compasso, porém o que se estd dizendo é que ndo existe um procedimento geral para

fazer a constru¢do de um poligono regular arbitrdrio usando somente régua e compasso.
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A conclusdo do pardgrafo anterior é andloga ao que foi concluido na duplica¢do do cubo
e na trissec¢do do angulo. Mas na realidade, a solu¢do completa do problema da construcdo de
poligonos regulares com régua e compasso vai bem mais além desse desfecho. Assim, ao invés
de parar por aqui como foi feito nas solu¢des dos outros dois problemas de construcao, serdao
dados mais alguns passos em dire¢c@o ao topo da montanha de onde serd possivel ter uma vista
mais ampla da construcdo de poligonos regulares com régua e compasso. O objetivo da préxima

secdo € apresentar uma caracterizagcdo completa dos poligonos regulares construtiveis.
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7.3 Caracterizacao dos poligonos regulares construtiveis

E comum trabalhar na escola a construgio de tridngulos equildteros, quadrados e he-
xagonos regulares com régua e compasso. O aluno mais curioso poderia perguntar: Se ndo é
possivel construir todos, quais poligonos regulares podem ser construidos com apenas régua e
compasso? Essa é uma excelente pergunta e serd respondida até o final desta se¢do. Assim que
0 objetivo a partir de agora € provar uma parte dos resultados que, juntos, dardo uma resposta
completa a esse questionamento, ou seja, fornecerdo uma caracterizacdo dos poligonos regulares
construtiveis. Com efeito, serdo provados todos os resultados necessarios a menos de um grande

teorema, enunciado e provado por Carl Friedrich Gauss.

Ap6s o grande primeiro passo dado através do ultimo teorema, alguém poderia perguntar:
Se os primos impares que ndo sdo da forma 25 + 1 foram um empecilho na construcdo de
poligonos regulares com apenas régua e compasso, o que ocorre quando o primo é da forma
2% 4+ 12 Eis que Gauss provou em sua Disquisitiones Arithmeticae que, se p é um primo da
forma 2X 4 1, para algum inteiro k > 0, entdio o p-dgono regular é construtivel (embora nio
tenha provado que se p nao € dessa forma, entdo o p-adgono regular nao é construtivel). Porém, a

demonstracao de Gauss nao serd feita aqui, pois foge do escopo deste trabalho.

Um fato conhecido da Teoria dos Niimeros é que, se k € um nimero inteiro positivo
e 2¥ 4+ 1 é um nimero primo, entdo k é uma poténcia de base 2, ou seja, o primo é da forma
n . . . ~ .
F, = 2" +1, para algum inteiro n > 0. Os primos dessa forma sio chamados de primos de

Fermat e apenas 5 nimeros primos assim sao conhecidos:

B = 2241 =

F = 2241 =

B = 2241 = 17
B o= 2241 = 257
F = 2241 = 65537

Esses nimeros foram estudados por Pierre de Fermat, que fez a conjectura de que todo nimero
n . . . 5 ~ 2.
da forma 2%" + 1 seria primo. Porém, Leonhard Euler provou em 1732 que 22" + 1 ndo é primo.

N3ao se sabe quantos primos de Fermat existem.

Em suma, no que diz respeito aos p-dgonos regulares, onde p € um nimero primo,
o teorema a seguir € a versdo mais completa do teorema 22, porém este resultado nio sera

demonstrado aqui, como j4 explicado.
Teorema 23. Seja p > 2 um numero primo. Entdo: um p-dgono regular é construtivel se, e
somente se, p € um primo de Fermat.

Ou seja, quando se trata da construg¢@o de poligonos regulares com um nimero primo p

de lados, a condicao de que p seja um primo de Fermat € necessdria e suficiente. Uma curiosidade
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€ que, além de provar que essa condicdo € suficiente, Gauss também enunciou que essa condi¢dao
¢ necessdria, porém nunca publicou uma demonstracdo. Pierre Wantzel provou que a condigdo é

necessaria em 1837.

Deste modo, com o incrivel resultado de Gauss, ficam cobertos todos os p-agonos
regulares onde p é primo. Mas se n ndo € primo, o que ocorre com a construtibilidade dos

n-agonos regulares? Os proximos resultados buscam cobrir os demais poligonos regulares.

Teorema 24. Sejam p um nimero primo fmpar e k£ > 1 um niimero inteiro. Entdo ndo é possivel

construir um poligono regular com p* lados usando somente régua e compasso.

Demonstracdo. Sejam p um nimero primo impar € k > 1 um ndmero inteiro. Suponha por

absurdo que o p*-dgono regular é construtivel, ou seja, o Angulo abaixo é construtivel:

360°
pk

1

Construindo-se com régua e compasso p*~! dngulos com a medida acima, obtém-se que

% ¢ um angulo construtivel, pois

360° ., 360°
p P

Ou seja, o p-agono regular € construtivel. Segue do teorema 22 que p é um primo da forma

2" + 1, para algum inteiro & > 0.

De modo anélogo, é possivel construir com régua e compasso p*—2 angulos de medida
3

o

360°

s assim obter que % € um angulo construtivel, pois
360° ;5 360°
p? Pt
Por um lado, segue do argumento feito no inicio deste capitulo que € construtivel o
nimero
- 360°
u=tg .
P2

Por outro lado, u € um nimero algébrico, pois, pelo lema 12, u é uma raiz da equacao

onde C (x) é um polindmio ménico sobre Q de grau p*> — 1 > 8 que tem somente coeficientes

inteiros. Na realidade, o lema 12 garante muito mais do que isso. Pelo lema, os nimeros

1.360°  2-360°  3-360° (P —1)-360°
2 (g 2 (g 2 7"'7tg—2
p p p p
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sdo as raizes da equacdo polinomial C (x) = 0. Note que, dentre essas raizes, estdo os p — 1

nameros
p-360° 2p-360° 3p-360° (p—1)p-360°
g —5—,1g —1g Ty (g .
p p p p

Cancelando o fator p, os nimeros acima podem ser reescritos assim:

360° 2-360° 3-360° (p—1)-360°
tg g .t etg —

p p p p

(7.3)

Como esses nimeros sdo raizes de C (x) = 0, segue da proposi¢do 10 que

Cp(x) = (x—tg 3600) (x—tg 2'3600) <x—tg w) -0(x), (7.4)
p p P

para algum polindmio Q(x) tal que o grau de Q(x) é igual a

P-1)—(p-1)=p"—p.
Por outro lado, também pelo lema 12, os nimeros de 7.3 sdo as p — 1 raizes da equagao polinomial
Cp(x) =0, onde C,(x) é¢ um polindmio ménico com coeficientes inteiros de grau p — 1 > 2. De
modo andlogo ao que foi feito acima, tem-se que

Cp(x) = (x—tg 3619()0) ( —tg 28600) ( —tg M) . (7.5)

4

Substituindo 7.5 em 7.4, obtém-se:
Cp2(x) = Cp(x)Q(x). (7.6)
Se x = u, a igualdade acima fica assim:
0= Cy(u)Qu).

Porém, como u ndo é um dos niimeros de 7.3, segue que C,,(u) # 0. Logo,

ou seja, o nimero u € uma raiz do polinémio Q(x). Como C2(x) e Cp(x) sdo mdnicos e t€m

coeficientes inteiros, segue de 7.6 que Q(x) também é monico e tem coeficientes inteiros.

Perceba que tudo isso mostra que C,2 (x) é redutivel sobre Q e por isso ele ndo serviria
para o propdésito dessa demonstragdo, como C),(x) serviu na demonstracdo do teorema 22. Devido
a isso, foi construido o polindmio Q(x), que tem as caracteristicas necessdrias para concluir esta

demonstracao.

A ideia agora é usar o Critério de Eisenstein para mostrar que o polindmio Q(x) é
irredutivel sobre Q. Note que, por hipdtese, p € um primo impar, ou seja, p > 3, de onde segue
que p*> — p > 6. Portanto, Q(x) é um polindmio de grau maior ou igual a 2 com coeficientes
inteiros. Resta provar que existe um nimero primo que satisfaz as condicdes (i) e (ii) do teorema

17, o que sera feito a seguir para o primo p.
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®

(i)

O termo de maior grau de Q(x) é xP=p , cujo coeficiente € igual a 1 e, portanto, ndo é
divisivel por p. Para mostrar que todos os coeficientes dos outros termos de Q(x) sdo
divisiveis por p, lembre-se primeiro que, como foi provado na demonstracdo do teorema
22, todos os coeficientes de C), (x) sdo divisiveis por p, exceto o coeficiente de x” -1 que é

igual a 1. Logo, C,(x) pode ser escrito como:
Cp(x) =xP~1 = pb(x), (7.7)

para algum polindmio b(x) com coeficientes inteiros. De modo andlogo, todos os coefici-
T . 2_ L.
entes de C (x) sdo divisiveis por p?, exceto o coeficiente de x* !, que é igual a 1. Logo,

C,2(x) pode ser escrito como:

2

Co(x) =xP""1 = pPa(x), (7.8)

para algum polindmio a(x) com coeficientes inteiros. Além disso, o polindmio ménico

Q(x) de grau p? — p pode ser escrito como:
O(x) = 7" P +¢(x), (7.9)

para algum polindmio c(x) com coeficientes inteiros. Perceba que o que se deseja mostrar
¢ que todos os coeficientes de ¢(x) sdo divisiveis por p. Entdo, substituindo 7.8, 7.7 ¢ 7.9

em 7.6, obtém-se:
P —pta(x) = [xp_l —pb(x)] : [xpz_p +c(x)].
Logo, aplicando a propriedade distributiva, tem-se que:
P —pPa(x) = X +xPLe(x) —pb(x)xpz_p — pb(x)c(x).

Cancelando os termos iguais e isolando o termo x”~ ! ¢(x) em um dos membros da igualdade

acima, obtém-se:
Ple(x) = pb(x)x”Z_” + pb(x)c(x) — pa(x).

Por fim, colocando p em evidéncia no segundo membro da igualdade acima, segue que:
P le(x)=p [b(x)xpzfp +b(x)c(x) — pa(x)|.

Note que todos os coeficientes do polindmio do segundo membro sdo divisiveis por
p. Logo, da igualdade de polindmios segue que todos os coeficientes do polindmio do
primeiro membro sdo divisiveis por p, que sdo exatamente os coeficientes de c¢(x). Portanto,

todos os coeficientes de Q(x) sdo divisiveis por p, exceto o termo de maior grau.

—1
Pelo lema 12, o termo constante de Cp,(x) é (— l)pT p. De modo anélogo, o termo constante
=l P’=p

de Cpp(x) € (—1) 2 p?. Logo, o termo constante de Q(x) é (—1) 2 p, pois por 7.6 o
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produto entre o termo constante de Cp,(x) e o termo constante de Q(x) deve resultar no

termo constante de C» (x), e:

p-1 P’=p (p=D+(r*=p) 4 ol 4

=Dz p- (=) Z p=(-1) "2 p =17 p.

Sendo assim, o termo constante de Q(x) ndo é divisivel por p>.

Entdo, pelo Critério de Eisenstein, segue de (i) e (ii) que o polindbmio Q(x) é irredutivel
sobre Q. Deste modo, como Q(x) € mdnico, segue do teorema 18 que Q(x) é o tinico polindmio

monico irredutivel sobre Q tal que Q(u) = 0. Portanto, o grau de u é igual a p*> — p.

Porém, como u € construtivel, segue do Critério de construtibilidade que o grau de u é

uma poténcia de base 2. Logo,
p*—p=2

para algum numero inteiro k > 0. Colocando p em evidéncia na igualdade acima, obtém-se:
k
pp—1)=2"

Isso implica que p € uma poténcia de 2, o que é um absurdo, pois p € um primo impar. Portanto,
ndo é possivel construir um poligono regular com p* lados usando somente régua e compasso,

como se queria demonstrar. 0

Observacao 13. O teorema acima fornece uma infinidade de poligonos regulares que ndo podem
ser construidos com apenas régua e compasso. Por exemplo, € impossivel construir um enedgono
regular com régua e compasso, pois 9 = 32 ¢ 3 é um primo fmpar. O mesmo ocorre com n-4gonos

regulares, onde n € igual a 52 =25, 3% =27, 7% = 49 e infinitos outros.

O teorema 23 garante que, se p € um primo impar, o p-dgono regular é construtivel se, e
somente se, p € um primo de Fermat; enquanto que o teorema 24 garante que nenhuma poténcia
de um primo impar p ird produzir um p*-agono regular construtivel, onde k > 1 é um niimero
inteiro. Assim, no que diz respeito a construcao de um n-agono regular com régua e compasso,
ja foram resolvidos os casos em que n € um primo impar e também os casos em que n € uma
poténcia cuja base é um primo impar. Mas, com relagcdo ao uinico primo par, o que acontece
quando n é uma poténcia de base 2? Note que o caso n = 2 ndo faz sentido, pois um poligono
tem no minimo 3 lados. Por sua vez, o caso n = 2%, onde k > 1, é trivial. Isso porque a divisdo
de um angulo em duas partes iguais é uma das primeiras constru¢des feitas em sala de aula em
qualquer sequéncia didética sobre constru¢des geométricas com régua e compasso. Inclusive,
fazer a bissec¢ao do angulo €é a motivacao ideal para inserir o problema da trissec¢ao do angulo.
E para construir qualquer 2%-4gono regular, basta efetuar sucessivas bisseccdes. Por exemplo, se
n =4, a constru¢do de um quadrado com régua e compasso € possivel se, € somente se, @ é

um angulo construtivel; e para mostrar isso, basta fazer a bisseccdo do angulo de 360°, obtendo
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assim um angulo de 180°, e entdo fazer a bissec¢do do angulo de 180°, obtendo o dngulo de
90°. Para mostrar de modo rigoroso que o mesmo pode ser feito para 2, para todo inteiro k > 2,
basta fazer um processo de indugao finita. Depois de todas as demonstracdes feitas aqui, pode
ser um excelente exercicio para o leitor usar o Principio de Inducdo Finita para provar o teorema

a seguir, que € apresentado trivialmente sem demonstracao.

Teorema 25. Para todo niimero inteiro k > 2, é possivel construir um poligono regular com 2¢

lados usando somente régua e compasso.

Falta pouco para se chegar ao topo da montanha. Com os teoremas 23, 24 e 25 em maos,
ficam resolvidos todos os casos em que n € um primo ou uma poténcia de primo para a constru¢ao
de um n-4gono regular com apenas régua e compasso. Por fim, com relagdo a um nimero inteiro
n > 3 qualquer, como decidir se € possivel ou ndo construir um n-agono regular no caso geral?
Para responder a essa pergunta, serd necessario o lema a seguir, que constitui o tltimo passo em

direcdo ao resultado final, que € a caracterizacdo dos poligonos regulares construtiveis.

Lema 13. Seja n > 2 um ndmero inteiro tal que n = pg, onde p > 1 e ¢ > 1 s@o inteiros e
mdc(p,q) = 1. Entdo: o n-dgono regular é construtivel se, e somente se, o p-dgono regular e o

g-4gono regular sdo construtiveis.

Demonstragdo. Primeiro suponha que o n-dgono regular € construtivel, ou seja, o angulo abaixo

é construtivel:

360°
pq
Construindo-se com régua e compasso g angulos com a medida acima, obtém-se que 3?TOO ¢ um
angulo construtivel, pois
360°  360°
TR

Ou seja, o p-dgono regular € construtivel. De modo andlogo, conclui-se que o g-dgono regular €

construtivel, como se queria mostrar.

Agora suponha que o p-dgono regular e o g-dgono regular sdo construtiveis, ou seja, 0s

angulos abaixo sdo construtiveis:
360° 360°
e

4 q

Pelo Teorema de Bézout, como mdc(p,q) = 1, existem inteiros a e b tais que

ap+bg=1.

Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por % e cancelando os fatores iguais,

obtém-se:

360° 360°  360°
a- +b- = .
q p pq
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Como % e % sdo angulos construtiveis, segue que a - % eb- % sdo angulos construtiveis

. 21, s . © 7z 7 A z.
e, por sua vez, a soma dos dois ultimos, que € igual a %, também € um angulo construtivel, ou

seja, o n-agono regular € construtivel, como se queria demonstrar. [

O leitor atento ja terd observado que o lema acima é exatamente a cola que estava
faltando para juntar todos os pedacos apresentados até aqui. Todos os teoremas enunciados neste
capitulo, juntamente com o lema anterior, resolvem por completo o problema da construcdo
de poligonos regulares com régua e compasso, fornecendo uma caracterizacdo dos poligonos
regulares construtiveis, que esclarece por completo exatamente quando um poligono regular
pode ou ndo ser construido com apenas régua e compasso e € apresentada através do magnifico

teorema a seguir, que € o ultimo resultado deste trabalho.

Teorema 26 (Teorema de Gauss-Wantzel). Um n-dgono regular € construtivel se, e somente se,

n é um produto de uma poténcia de 2 por primos de Fermat distintos.

Demonstragdo. Sejan > 2 um numero inteiro qualquer. Entdo n pode ser fatorado assim:
n :2]‘opf1 e pim

onde k > 0 é um inteiro, p; > 2 é primo e ¢; > 0 é inteiro, para todo i € {1,...,m} e, além disso,

piFDPjseiFj.

Primeiro suponha que p; é um primo de Fermat e ¢; = 1, para todo i € {1,...,m}. Entdo,

pelo lema 13, segue dos teoremas 23 e 25 que o n-dgono regular € construtivel.

Agora suponha que o n-dgono regular ¢ construtivel. Entdo, pelo lema 13, o p?’-dgono é
construtivel, para todo i € {1,...,m}. Segue do teorema 24 que ¢; = 1 e segue do teorema 23 que

pi é um primo de Fermat, para todo i € {1,...,m}. O

O leitor hé de concordar que hd muito pouco a se dizer depois de tao grandioso resultado.
Mesmo que ndo tenhamos feito todas as demonstragdes ao longo do processo, fizemos uma
enorme parte do trabalho, e isso nos permite admirar com muito prazer e alegria este resultado
final. Além do fato de o teorema acima ser uma solu¢do completa do problema da construcao de
poligonos regulares, que € algo que se buscou por muito tempo, existe a imensa beleza do fato de
que essa caracterizacao se resume em um produto de uma poténcia de 2 e certos nimeros primos.
O engracado é que potenciac@o e nimeros primos sao topicos ensinados no 6° ano do Ensino
Fundamental, ou seja, é possivel responder de modo plenamente compreensivel aquele aluno
mais curioso exatamente quais poligonos regulares podem ser construidos com apenas régua e
compasso, mesmo que seja um aluno do 6° ano! E claro que néo é possivel demonstrar de modo
rigoroso o resultado completo, mas € possivel apresentar exemplos de alguns argumentos ao
longo do processo em diferentes niveis do ensino, como j4 foi falado aqui em alguns momentos e

como, com sorte, se conseguird descrever melhor no proximo e ultimo capitulo desta dissertacao.
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7.4 Quadratura do circulo

Considere um circulo de raio 1. A drea desse circulo, pela féormula A = r, é igual a
7. Entdo, construir com apenas régua e compasso um quadrado de drea igual a 7 implicaria em
construir um segmento de reta cuja medida fosse /7. Por sua vez, se /7 fosse um niimero
construtivel, entdo 7 seria um nimero construtivel. Deste modo, o segredo da solucdo do
problema da quadratura do circulo reside em mostrar que isso € um absurdo, ou seja, que 7 ndo

. . . . . . 3 . ~

¢ um numero construtivel, assim como foi feito com \/i na duplica¢@o do cubo, com cos20°

360°
p

numeros presentes nas solugdes dos trés problemas anteriores sdo todos algébricos, € isso foi

na trissec¢cdo do angulo e com tg na construcao de poligonos regulares. Entretanto, esses
a base para toda a teoria desenvolvida neste trabalho. Tudo o que foi feito pode ser aplicado

apenas para nimeros algébricos! E como ja foi falado, o nlimero 7 nao € algébrico.

E possivel (e um tanto dificil) provar que 7 é um mimero transcendente. Devido a isso,
a estratégia usada aqui para os outros trés problemas ndo serve para resolver a quadratura do
circulo! E € esse o comentario que se buscava fazer sobre esse ultimo problema. Agora fica
claro que s6 seria possivel explicar isso apds toda a teoria vista aqui. Para resolver o problema
da quadratura do circulo neste trabalho, seria necessario desenvolver uma outra teoria, o que
claramente ndo € o objetivo desta dissertacdo. Depois de tudo o que foi feito até este capitulo,
fica claro que o objetivo era desenvolver toda a teoria de nlimeros construtiveis e de nimeros

algébricos para juntar os dois conceitos em um belo e fascinante desfecho.

Foi comentado no capitulo anterior (mas ndo provado) que todos os nimeros construtiveis
sdo algébricos, o que faz todo o sentido e nao € dificil de aceitar, como ja mencionado, pois
os ndmeros construtiveis sdo resultantes de um processo recursivo de sucessivas intersecdes de
retas e circunferéncias que se traduzem em equacdes polinomiais com coeficientes construtiveis,
sendo que os coeficientes iniciais dessa recorréncia sdo numeros racionais. Logo, a estratégia
parece simples: basta provar que 7 é um numero transcendente, pois, pela contrapositiva, se
7 ndo é algébrico, entdo 7 ndo é construtivel! (E claro que para isso também seria necessario

provar a afirmacdo nao demonstrada de que todos os niimeros construtiveis sao algébricos.)

De fato, se sabia desde muito tempo que a demonstrac¢do da transcendéncia de 7 significa-
ria a solucao do problema da quadratura do circulo. Porém, tal demonstra¢do nio € nada simples e
levou muito tempo para ser concretizada. E por isso que, na histéria dos problemas de construgio
com régua e compasso, a quadratura do circulo foi o ultimo dos trés problemas clédssicos a
ser resolvido, assim como estd sendo o dltimo problema a ser mencionado neste trabalho. Foi
somente em 1882 que Ferdinand Lindemann provou que 7 é um nimero transcendente, e é claro
que isso foi muito maior e mais importante do que apenas resolver o problema da quadratura do
circulo, pois teve intimeras outras implicacdes e aplicacdes. Ou seja, 7 ndo € raiz de nenhum

polindmio com coeficientes inteiros. A demonstracdo de Lindemann foi baseada na primeira
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demonstracdo da transcendéncia do ndmero de Euler e,
(o)
1
e~ %o
n=0"""

que foi feita pelo matemaético francés Charles Hermite em 1873.

Desde entdo, varias demonstragdes da transcendéncia de w foram publicadas. Uma
referéncia para uma demonstracao mais simples da transcendéncia de 7 € o livro A transcendéncia

de 1, de Ivan Niven.
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CAPITULO

ALGUMAS APLICACOES NO ENSINO
BASICO

L4 atrés, quando da ideia inicial de fazer um trabalho sobre os problemas classicos de
constru¢ao com régua e compasso, um objetivo era claro: construir de modo simplificado toda a
teoria necessdria para resolver os problemas da duplica¢c@o do cubo, da trisseccao do angulo e da
construcao de poligonos regulares, de modo a fornecer um texto autocontido, completo e com
uma linguagem que fosse o mais acessivel possivel a um professor do ensino basico e, quem
sabe, até mesmo a algum aluno mais interessado. Ou seja, a grande meta era tentar elaborar um
caminho mais simples e menos abstrato que o usual, onde fossem usados mais nocdes e simbolos
do curriculo do ensino bdsico e menos conceitos e notacoes de dlgebra abstrata. Além disso,
também se idealizava um caminho com maior foco nos exemplos concretos € menor énfase
na teoria abstrata, onde fossem apresentados e provados todos os resultados necessarios para
se resolver os problemas de constru¢ao, porém que fossem acompanhados de exemplos que
ilustrassem as ideias de modo concreto. Portanto, dessa perspectiva inicial, a grande aplicacdo no
ensino bdsico seria a entrega de um material completo e acessivel para que o professor pudesse

estudar e entender as solucdes dos problemas de constru¢do com régua e compasso.

Acredita-se que esta aplicagdo foi entregue ao longo deste trabalho, porém uma obser-
vacdo importante se faz necessdria. A primeira parte deste trabalho, que vai do capitulo 1 até o
capitulo 4, e se caracteriza pela caracterizagdo dos niimeros construtiveis e pelas solucdes dos
problemas da duplicacdo do cubo e da trissecgdo do angulo, constitui a parte mais acessivel
deste trabalho. Apesar de acreditar-se que muitos professores possam estudar esta primeira parte
com plena compreensao (e muito esforco e dedicag¢do), o conteido completo desta parte seria
mais adequado para uma formacao de professores, e ndo diretamente para todos os professores
do ensino bdasico. Porém, ao se ignorar as demonstragdes e se concentrar nos exemplos, nos
resultados e nas conclusdes, o material pode ser utilizado e compreendido de maneira ampla e

direta por todos os professores interessados do ensino basico. Assim, a primeira parte fornece
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um material completo para um minicurso de licenciatura ou para uma formacao especifica de
professores ja atuantes no ensino bdsico de matematica. Por outro lado, a segunda parte, que vai
do capitulo 5 ao capitulo 7, e se caracteriza pelo critério de construtibilidade e pela solu¢ao do
problema da construgdo de poligonos regulares, é realmente mais avancada e muito especifica,
direcionada a professores do ensino médio que estejam interessados de verdade no assunto e
tenham maior nivel de estudo e determinag@o para compreeender os topicos mais abstratos que
a constituem. Ainda assim, olhando apenas os exemplos e as conclusdes, € possivel que este

publico-alvo seja ampliado.

Nao se pensava exatamente em sequéncias didaticas ou em um passo a passo especifico
para o professor seguir com seus alunos em sala de aula. Nao, nunca foi esse o sentido de
“aplicagdes no ensino basico” que se buscou neste trabalho. Até mesmo porque a realidade de
cada sala de aula e de cada professor € inica. Uma vez que o professor compreende os problemas
e suas solucdes de modo claro e completo, ele pode aplicar em suas salas de aula como achar
melhor e, neste momento, a criatividade ndo tem limites e as aplicacdes podem variar desde
fatos histéricos e exemplos simples das ideias presentes nas solugdes até mesmo resultados
mais elaborados e demonstragdes. Deste modo, neste capitulo, busca-se fornecer algumas ideias
gerais e sugestdes de possiveis aplicacdes no ensino basico, que de repente possam orientar o
professor a elaborar sequéncias diddticas detalhadas de acordo com a realidade de sua turma,
ideias essas que o professor pode modificar parcial ou completamente. Com esperanga, essas
sugestoes, assim como o texto de todos os capitulos até aqui, inspirardo varias outras ideias,
de modo a enriquecer o ensino de matemadtica e contribuir na disseminagdo das solugdes dos
problemas cldssicos de constru¢do com régua e compasso e da dlgebra requintada que faz parte

das mesmas, que € o grande propdsito deste trabalho.

8.1 Histoéria, lendas e mitos

Os alunos sempre fazem perguntas curiosas, principalmente as criangas. As vezes, na
sala de aula, n6s professores nos deparamos com algumas perguntas inusitadas e outras vezes
com perguntas simples que nos fazem refletir sobre o porqué de nao termos pensado naquilo
antes. Ao enunciar os problemas de constru¢do com régua e compasso em sala de aula, podem
surgir perguntas como “Onde surgiram esses problemas?”’, “Por que podemos usar apenas régua
e compasso?”’ ou ainda “Para que servem essas construgdes?”’, perguntas essas que sao simples
de se formular e dificeis de se responder, assim como os préprios problemas de construcdo que
estudamos neste trabalho. E interessante que o professor saiba responder a essas questdes, néo
apenas pela possibilidade de elas surgirem em sala de aula, mas porque as respostas a esses
questionamentos podem ser uma oportunidade de introduzir o contexto e a histéria dos problemas
de construcao com régua e compasso, € assim envolver os alunos e melhorar sua compreensao,

tornando o assunto mais interessante e enriquecedor. Na introdugdo deste trabalho, buscamos
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contar um pouco sobre a origem dos problemas e sobre a restricao ao uso de régua e compasso.
Sdo questdes dificeis de responder porque a historia ndo fornece teoremas a seu respeito, € sim
hipéteses. E interessante que o professor tenha isso em mente de modo claro, para ndo passar
informacdes erradas aos alunos e diferenciar mitos e lendas dos fatos comprovados. Por isso,
vale a pena ressaltar dois pontos principais sobre a histéria dos problemas de constru¢ao com

régua e compasso.

* A origem dos problemas é incerta: Sdo problemas muito antigos, que estdo envoltos em
lendas e mitos, o que dificulta determinar com certeza como e onde surgiram, mas sabe-se

que sua fama cresceu muito com o estudo desses problemas realizado pelos gregos antigos.

* O motivo da restri¢do ao uso da régua e do compasso também é incerto: Nao era uma
regra presente em toda a geometria dos gregos antigos e na introducao deste trabalho
foram apresentadas algumas hipéteses mais provaveis sobre o uso desses instrumentos em
Os Elementos, de Euclides. Porém € interessante que o professor ndo promova como fato
o mito de que a razdo estd ligada a Platdo, como j4 se acreditou no passado. O professor
pode até contar como sendo um mito e dizer que por um tempo se acreditou erroneamente
na ideia platdnica, pois apesar dos pesares € uma ideia bonita e que pode provocar a
curiosidade dos alunos através de um mistério que se conecta a filosofia e a outras dreas do
conhecimento. Mas € importante que o professor reforce que se trata apenas de um mito e
destaque as hipéteses mais provaveis sobre o uso de régua e compasso. Inclusive, pode
ser um bom momento para o professor falar aos alunos da obra Os Elementos e explicar
os métodos utilizados no livro, indicando as provaveis motivacdes de Euclides ao utilizar

somente retas e circulos nas construcdes ali apresentadas.

Ainda pensando nas perguntas “Onde surgiram esses problemas?” e “Para que servem
essas construcdes?”, o professor pode se valer ainda de outros mitos e lendas para envolver ainda
mais os alunos e agucar a sua curiosidade, mas € interessante que sempre se faca a distingdo do
que € fato historico e do que é lenda. Um exemplo notédvel é contar que o problema da duplicacao

do cubo também € conhecido como problema deliano, como Roque (2012, p. 155) explica:

(...) Com relacdo a duplicacdo do cubo, existe uma lenda segundo a qual em 427
a.E.C. Péricles teria morrido de peste juntamente com um quarto da populacdo de
Atenas. Consternados, os atenienses consultaram o ordculo de Apolo, em Delos,
para saber como enfrentar a doenga. A resposta foi que o altar de Apolo, que possuia
o formato de um cubo, deveria ser duplicado. Prontamente, as dimensdes do altar
foram multiplicadas por 2, mas isso nao afastou a peste. O volume havia sido
multiplicado por 8, e ndo por 2. A partir dessa lenda, o problema que consiste em,
dada a aresta de um cubo, construir s6 com régua e compasso a aresta de um segundo

cubo tendo o dobro do volume do primeiro, ficou conhecido como problema deliano.
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8.2 Ideias para trabalhar alguns aspectos em sala de aula

H4 varios grandes teoremas que os alunos aprendem desde cedo, sem demonstragdo e
sem nem mesmo o rigor matematico da apresentacdo desses resultados. Por exemplo, é ensinado
no 6° ano do Ensino Fundamental que todo nimero pode ser decomposto de modo tnico em
um produto de fatores primos, embora ndo se faca a demonstragdo do Teorema Fundamental
da Aritmética. De modo andlogo, é possivel apresentar alguns resultados deste trabalho em
diferentes etapas do ensino bdsico, sem a necessidade de demonstrd-los, e at€é mesmo sem
o rigor € a pompa com que eles foram apresentados aqui. Por exemplo, pode-se apresentar
exemplos concretos e apresentar versdes simplificadas que podem levar o aluno a entender
a ideia mais geral, mas sem essa necessidade. Assim, o professor ndo precisa apresentar os
detalhes algébricos para seus alunos para que a impossibilidade das construcdes com régua e
compasso esteja presente no processo de ensino-aprendizagem. O interessante é que o professor
entenda ele préprio os pormenores das solugdes dos problemas de constru¢do. Quanto maior for
a compreensdo do professor, melhor ele podera selecionar e apresentar o que for mais adequado
ao seu publico, seja ele formado por alunos do Ensino Fundamental ou do Ensino Médio. A

seguir serdo apresentadas algumas ideias e sugestdes na forma de exemplos.

Exemplo 13 (Apresentacdo dos problemas). Um dos modos mais divertidos de introduzir os
problemas de constru¢do com régua e compasso €, sem duvidas, a constru¢do de um triangulo
equilatero com régua e compasso, que € simples e elegante. O professor pode propor a turma o
seguinte problema, sem especificar as ferramentas de constru¢do: “Vocés conseguem desenhar
um tridngulo equildtero?” Uma boa ideia para propor este problema € dividir os alunos em
grupos e usar a metodologia de ensino-aprendizagem de matemaética através da resolucao de
problemas. Surgirdo os mais diversos processos, desde uso da régua para medir os lados e fazer
aproximagdes até mesmo uso de materiais escolares, como ldpis e canetas, para auxiliar na
construcdo. Neste momento, o professor pode permitir o uso de quaisquer instrumentos para
a construcao. Os alunos podem entdo apresentar suas solugdes na lousa e o professor pode
promover uma discussdo, com o objetivo de se chegar a um consenso entre as diversas ideias
dos alunos. Apds a obtencao desse consenso, o professor pode dizer que usando apenas uma
régua sem marcagoes e um compasso, 0s gregos antigos conseguiam construir um triangulo
equilétero perfeito e também faziam vérias outras construcdes geométricas, sem a tecnologia que
temos hoje em dia. E entdo o professor pode apresentar a constru¢do de um triangulo equilatero
com régua e compasso, que é uma construgdo facil de entender e a0 mesmo tempo tem um
resultado visual elegante, constituindo assim uma excelente porta de entrada ao universo das
construcdes geométricas com régua e compasso em todas as idades. Esta etapa onde o professor
apresenta a construcdo de um triangulo equildtero com régua e compasso constituird uma etapa
de formalizag¢do do conteido, onde o professor explicara as “regras do jogo”, ou seja, o que
se pode fazer com uma régua sem marcacdes (retas) € o que se pode fazer com um compasso

(circulos). Neste momento, o professor também exemplifica através da construcdo do tridngulo
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equildtero porque o triangulo obtido possui todos os lados de mesma medida. Apds esta etapa de
formalizagdo do conteudo, o professor pode promover novos problemas, como por exemplo a
constru¢do de um quadrado ou de um hexdgono regular, a depender, € claro, do publico-alvo em
questdo. Fato € que, em algum momento apds a construgdo do tridngulo equilétero, o professor
pode apresentar o problema mais geral da construcdo de um poligono regular qualquer. E
possivel explicar aos alunos que por muito tempo os matematicos tentaram obter um modo de
construir um n-agono regular qualquer usando somente régua e compasso, e a partir disso contar
a histéria narrada neste trabalho, do modo como for mais adequado ao seu puiblico-alvo, mesmo
que seja apenas contando o lado histdrico e o resultado final. Ou seja, pode ser contado como
Gauss apresentou uma condi¢do suficiente para a constru¢ao de um n-agono regular e como
Wantzel provou que essa condi¢do é também necessdria, e entdo pode ser apresentado o Teorema
de Gauss-Wantzel sem demonstracdo. Para se apresentar este teorema, também pode ser um bom
momento para introduzir o que € um nimero primo de Fermat, que € um conceito simples e facil

de entender e visualizar com exemplos.

Uma vez explicadas as regras do uso de régua e compasso € uma vez que os alunos t€ém
pelo menos um exemplo de constru¢do com estes instrumentos, para apresentar o problema
da trissec¢do do dngulo, o professor pode propor o seguinte problema: “Se eu lhe der um
angulo qualquer, vocé consegue dividir esse dngulo em duas partes iguais usando apenas régua e
compasso?” A introducdo deste problema em sala de aula também pode ser conduzida através
da metodologia de ensino-aprendizagem de matemdtica através da resolu¢do de problemas.
Mas independentemente da metodologia utilizada, apds o professor apresentar a bissec¢ao de
um angulo qualquer com apenas régua e compasso e formalizar o conteido, pode introduzir o
problema da trissec¢do do angulo, e entdo contar a histdria e o desfecho do mesmo, nomeando
como um dos trés problemas cldssicos de construgdo. De modo andlogo, para apresentar o
problema da duplicagdo do cubo, o professor pode propor o seguinte problema: “Se eu lhe der
um quadrado qualquer, vocé€ consegue construir um novo quadrado cuja drea seja o dobro da
area do quadrado inicial?” E assim apresentar a “duplica¢do do quadrado” usando somente régua
e compasso. Isso pode ser um bom ponto de partida para apresentar o problema da duplicacao
do cubo ou problema deliano. Este problema € bem interessante e pode provocar a curiosidade
dos alunos devido a sua histéria envolta em lendas e mitos, e também é um dos trés problemas

classicos de construgao.

Para os trés problemas citados anteriormente, € razodvel imaginar aplicagdes para a
construcdo de um tridngulo equildtero, para a bisseccdo de um angulo e para a duplicacdo
de um quadrado, e por isso estes constituem bons exemplos iniciais para se introduzir os
problemas da constru¢do de poligonos regulares, da trissec¢ao do angulo e da duplicagdo do
cubo, respectivamente. Porém, nao é igualmente razodvel entender a utilidade de se construir
um quadrado que tenha a mesma area que outra figura geométrica. De fato, um dos modos de

entender a importancia deste problema é conhecer como os gregos antigos mediam areas de
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figuras planas. Por exemplo, imagine que os gregos quisessem calcular a drea de um pentdgono.
Para isso, eles ndo associavam um nimero ao pentdgono como fazemos hoje em dia e sim
tentavam obter uma figura plana que fosse mais simples e que tivesse a mesma area que O
pentdgono inicial. E essa figura mais simples era o quadrado. Ou seja, para obter a area de
uma figura plana qualquer, os gregos antigos tentavam encontrar um quadrado que tivesse a
mesma drea que a figura inicial, e esse era o problema de encontrar a quadratura da figura dada.
Uma vez explicado este contexto, fica facil entender o porqué da importancia do problema da
quadratura do circulo, que € o terceiro dos trés problemas clédssicos de construcao. Deste modo,
essa explicacdo pode ser um bom modo de introduzir o problema da quadratura do circulo usando
somente régua e compasso. Neste contexto de “dreas equivalentes”, pode ser feito um paralelo
com a importancia do Teorema de Pitdgoras, que pode ser visto como uma ferramenta para o
calculo de dreas. Roque (2012) apresenta uma demonstragdo do Teorema de Pitagoras que usa a
ideia de ‘““dreas equivalentes” e pode ser trabalhada com um publico-alvo mais avancado para

mostrar a importancia do problema da quadratura de uma figura geométrica.

Exemplo 14 (Problemas impossiveis). No momento de explicar sobre as solugdes dos problemas
de construcao com régua e compasso, surgird a necessidade de explicar que esses problemas
foram resolvidos e que suas solu¢des mostram que € impossivel fazer essas construcdes, o
que pode ser feito através de uma analogia com um exemplo mais simples, como por exemplo
o problema proposto na introducdo deste trabalho: Obter um quadrado de lado inteiro cuja
drea seja igual a um niimero natural dado. Neste caso, a explicacdo pode ser feita como no
primeiro capitulo desta dissertagdo. Como mencionado naquele capitulo, uma interessante versao
alternativa deste problema seria a seguinte: Obter um quadrado de lado racional cuja drea
seja igual a um niimero dado. O enunciado desta versdao € mais simples porque nao apresenta
restricao no ndmero dado e sim apenas a restricdo do quadrado que se deseja construir. Porém, o
ponto de interesse nessa versio é que ela permite trabalhar a irracionalidade de /2. Entdo seria
interessante trabalhar essa versdo em uma etapa onde os alunos ja conhecessem a diferencga entre
ndmeros racionais e irracionais, e soubessem que v/2 nio é racional. Seria muito enriquecedor,

pois constituiria uma aplicacdo do fato de que a raiz quadrada de 2 é um nimero irracional.

Exemplo 15 (Ntmeros construtiveis). Ao falar de constru¢des com régua e compasso, o professor
pode dar uma ideia do que sdo pontos construtiveis como os pontos que sdo obtidos através de
intersecdes de retas e circulos construidos a partir de pontos previamente construidos com régua e
compasso. A partir dai, fica facil definir niimero construtivel como sendo a coordenada de algum
ponto construtivel. E uma 6tima ideia dar alguns exemplos de nimeros construtiveis, fazendo
a construcdo dos mesmos. Inclusive, este ¢ 0 modo mais concreto de introduzir o conceito, €
ja permite fazer o seguinte questionamento na sequéncia: Quais niimeros sdo construtiveis? E
entdo o professor pode fazer a sequéncia de construcdes apresentada no exemplo 3 do capitulo
3, que induzird o aluno a concluir de modo intuitivo que niimero construtivel é sindbnimo de

expressdo com radicais de indice 2. E este fato € suficiente para o entendimento do aluno. E
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claro que ndo se falard em extensdes quadraticas iteradas de Q. Basta que o aluno saiba que
todas as expressoes com radicais de indice 2 sdo nimeros construtiveis e que todos os nimeros

construtiveis sdo expressoes com radicais de indice 2.

Exemplo 16 (Solucdes dos problemas). Com certeza, o problema que tem a solugdo mais simples
de exemplificar é a duplicacdo do cubo. Para duplicar o cubo unitario, € necessario construir
um segmento de reta cuja medida elevada ao cubo seja igual a dois, ou seja, o ndmero v/2 deve
ser um ndmero construtivel. E entdo pode ser explicado de modo informal aos alunos que é
possivel provar que esse nimero ndo € construtivel, pois ndo pode ser escrito através de uma
expressao com radicais de indice 2. Através do exemplo 3 do capitulo 3, talvez seja uma tarefa
facil convencer o aluno de que ndo serd possivel aparecer uma raiz cibica onde, apds vérias
construgdes, apareceram apenas raizes quadradas. Deste modo, o aluno percebera de modo
informal, porém concreto, que ndo € possivel construir um segmento de reta cuja medida seja
igual a v/2, e portanto é impossivel duplicar o cubo unitério. De maneira anloga, é possivel dar
uma ideia da impossibilidade da trissec¢do do angulo, embora neste caso o convencimento sera
um pouco mais dificil, pois o nimero que aparece é cos20°, que d4 um pouco mais de trabalho
argumentar, mesmo que informalmente, que ndo € construtivel, e € menos intuitivo do que a raiz

cubica de 2.

Exemplo 17 (Equagdes ctbicas). Seguindo na linha do exemplo anterior, € possivel aproveitar
a deixa da trissec¢do do angulo para falar da aplicagdo de equacdes cubicas na resolucao dos
problemas de construgio com régua e compasso. E comum os alunos perguntarem sobre equagdes
de grau maior apods estudarem equagdes do 1° e do 2° grau na escola. Entdo pode ser um bom
momento para falar do surgimento de equacdes cibicas, ou seja, equacdes do 3° grau, na resolugao
da duplicacao do cubo e da trissec¢do do angulo. Podem ser apresentados aos alunos os mesmos
desenvolvimentos feitos no capitulo 4 para se obter a equagdo da duplicagdo e a equagdo da
trisseccdo, embora a da trisseccdo possa ser feita apenas para alunos do Ensino Médio, enquanto
que a equacao da duplicacao é mais acessivel. Além de servir como exemplos de equagdes do
3° grau, as equagdes da duplicacdo e da trisseccdo constituem um 6timo exemplo de aplicacio
das equagdes. E interessante contar que os matemdticos tentavam resolver os problemas da
duplicacd@o do cubo e da trissec¢dao do angulo desde o século V a.C. aproximadamente, mais de
dois mil anos atrds, e naquela época ndo se tinha as equacdes como se tem hoje, e s6 apds muito
tempo, com o desenvolvimento do estudo de equagdes, os mateméticos conseguiram resolver
esses problemas de construcio, provando que nao € possivel fazer essas construcdes geométricas,
conforme explicamos neste trabalho. Pode ser um bom momento também para mostrar aos
alunos como geometria e dlgebra se misturam, e nao sdo duas coisas separadas como as apostilas
da escola apresentam. E tudo uma coisa s0, € tudo matemadtica! Para finalizar, para concluir a
apresentacdo informal da solucdo da trissec¢cao do angulo, pode ser explicado aos alunos que
0s matemadticos provaram que a equacdo da trissec¢ao ndo possui nenhuma raiz construtivel e

que daf se deduz que cos20° ndo é um nimero construtivel e que, portanto, é impossivel fazer a
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trissec¢do do angulo de 60°.

Com todos os exemplos apresentados neste capitulo, ja € possivel montar uma narra-
tiva boa e bem ilustrativa, que pode fazer o aluno compreender e aplicar os conhecimentos
matematicos que sdo ensinados na escola e muitas vezes soam muito abstratos. As solugdes
dos problemas de constru¢do com régua e compasso representam aplicacdoes importantes dos
conceitos ensinados na escola, que podem ajudar a dar sentido e significado para o aluno. Destas
ideias podem surgir vérias outras ideias. Uma vez que a gente entende e aprecia, consegue passar
ao aluno muita coisa legal, que pode provocar a curiosidade e fazer o mesmo se interessar mais
por matematica. Além de os problemas de constru¢ao com régua e compasso servirem como
motivacdo para o estudo de matemadtica, ao introduzi-los em sala de aula, o professor estarad
contribuindo para a disseminagdo das solucdes destes problemas, que € algo valioso por si s0,

visto que as mesmas ilustram bem o avan¢o da matemaética ao longo dos séculos.
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8.3 Consideracoes finais

O grande objetivo deste trabalho foi cumprido (e comprido!): construir de modo simplifi-
cado toda a teoria necessdria para resolver os problemas da duplicacido do cubo, da trisseccao
do angulo e da construgdo de poligonos regulares, de modo a fornecer um texto autocontido,
completo e com uma linguagem que fosse o mais acessivel possivel a um professor do ensino
basico e, quem sabe, até mesmo a algum aluno mais interessado. Com mais tempo, eu teria
preenchido mais o texto com algumas demonstra¢des, como por exemplo da parte de polindmios,
e quem sabe até mesmo alguma coisa sobre a parte de Gauss no Teorema de Gauss-Wantzel. E
poderia ter detalhado mais as ideias de apli¢des no ensino basico. Porém este tempo tenderia ao

infinito, assim como o comprimento deste trabalho!

A grande aplicagdo no ensino bdsico € a entrega de um material completo e acessivel
para que o professor possa estudar e entender as solugdes dos problemas de constru¢do com régua
e compasso. Espera-se que as ideias gerais de aplicacdes no ensino basico possam orientar o
professor a elaborar sequéncias didéticas detalhadas de acordo com a realidade de sua turma. Com
esperanga, essas sugestdes, assim como o texto de todos os capitulos até aqui, inspirardo vérias
outras ideias, de modo a enriquecer o ensino de matematica e contribuir na disseminagdo das
solucoes dos problemas cldssicos de construcdo com régua e compasso e da dlgebra requintada

que faz parte das mesmas, que é o grande propdsito deste trabalho.

Na graduacao, esses problemas foram estudados superficialmente como uma aplicagao
de alguns conceitos de dlgebra abstrata. Ao fazer o estudo de modo detalhado e com a visdo de
professor do ensino bdsico, a experiéncia foi completamente diferente e me fez perceber nuances
que eu nao havia notado antes. Eu tive a sensacdo que finalmente entendi as solu¢des destes
problemas. Compreendi quais sdo os pontos principais das mesmas, diferenciando-os do que é

formalizacdo de ideias, e pude ver o que € passivel de simplificacao.

Com a conclusdo do trabalho, eu posso levar muitos tépicos legais de dlgebra abstrata
para a sala de aula, de diversas maneiras e em todos os niveis, como por exemplo o Teorema
de Gauss-Wantzel, que € um resultado a0 mesmo tempo magnifico e simples de ser enunciado.
Sendo assim, o PROFMAT contribuiu imensamente para a minha formagao. Através do mestrado,
veio uma mudanga profunda: a geometria, que muitas vezes é deixada de lado por alguns
professores (ocupando assim um espaco minimo no curriculo), € a nossa melhor aliada para
tornar a matemdatica mais concreta e assim ensinar topicos de dlgebra de maneira mais efetiva. A
geometria pode ser a motivacao e inspira¢ao que faltavam para que os alunos aprendam letras e
equacdes de maneira totalmente descontraida e até mesmo divertida. O professor Alan conclui
esta dissertacdo com uma visdo muito ampliada do que pode ser a matematica em sala de aula e
o que pode ser feito para que os alunos se envolvam mais com essa disciplina, que soa muitas
vezes abstrata e distante da realidade dos alunos. E possivel que mostremos que é justamente o

contrério: a matemaética pode ser muito concreta e estd presente em tudo ao nosso redor.
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