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“[...] o estudo das curvas Fq2-maximais é equivalente ao

das curvas projetivas, geometricamente irredutíveis e não

singulares de grau q+1 contidas em uma variedade hermitiana

não degenerada definida sobre Fq2 em um espaço projetivo sobre Fq2 .”

(KORCHMÁROS; TORRES, 2001, Seção 1)





RESUMO

FARIAS, G. E. J. Caracterização de curvas maximais a partir de mergulhos em variedades
hermitianas. 2022. 76 p. Dissertação (Mestrado em Ciências – Matemática) – Instituto de
Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2022.

Uma curva algébrica projetiva, geometricamente irredutível e não singular definida sobre Fq2

de gênero g será Fq2-maximal se seu número de pontos Fq2-racionais for 1+q2 +2gq, isto é, a
cota superior de Hasse-Weil. Este trabalho detalha a prova do Teorema do Mergulho Natural
e a de sua recíproca, desenvolvidas por Gábor Korchmáros e Fernando Torres. Juntos, os dois
resultados dão uma caracterização geométrica à propriedade definida aritmeticamente.

Palavras-chave: Corpos finitos, Curvas maximais, Variedades hermitianas.





ABSTRACT

FARIAS, G. E. J. Characterization of maximal curves from embeddings in Hermitian
varieties. 2022. 76 p. Dissertação (Mestrado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências
Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2022.

A projective, geometrically irreducible and non-singular algebraic curve defined over Fq2 of
genus g is Fq2-maximal if its number of Fq2-rational points is 1+q2 +2gq, i.e., the Hasse-Weil
upper bound. This work details the proof of both Natural Embedding Theorem and its converse,
developed by Gábor Korchmáros and Fernando Torres. Together, the two results provide a
geometric characterization to the arithmetically defined property.

Keywords: Finite fields, Maximal curves, Hermitian varieties.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

Nesta introdução, o termo curva designará uma curva algébrica projetiva, geometrica-
mente irredutível, não singular e definida sobre Fq2 , o corpo finito com q2 elementos. Um bom
exemplo para termos em mente é a curva plana C definida sobre F32 dada em coordenadas afins
por

C : Y 3 +Y −X2 = 0,

ou seja,
C = {(α : β : γ) ∈ P2(Fq2); β

3 +βγ
2 −α

2
γ = 0}.

A cada curva, podemos associar um número não negativo chamado gênero. O gênero de uma
curva plana (não singular) de grau d é dado por

(d −1)(d −2)
2

.

Em particular, o gênero de C é 1.

Na primeira metade do século XX, Hasse e Weil mostraram que uma curva de gênero g

pode ter no máximo
1+q2 +2gq

pontos Fq2-racionais (veja (HASSE, 1936, Seção 4) e (WEIL, 1948, Corolário 3 do Teorema
13)). Uma curva que atinge essa cota é nomeada curva Fq2-maximal. Um exemplo importante
desse tipo de curva é a curva hermitiana Hq, que pode ser descrita em coordenadas afins por

Hq : Y q +Y −Xq+1 = 0.

Serre observou que qualquer curva que é Fq2-recoberta por uma curva Fq2-maximal
também é uma curva Fq2-maximal (veja (LACHAUD, 1987, Proposição 6)). Por exemplo, a
curva C é F32-recoberta por H3 no morfismo sobrejetor

H3 → C

(α,β ) 7→ (α2,β ).
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Consequentemente, C é uma curva F32-maximal.

Durante um certo período, todas as curvas maximais conhecidas eram, assim como C ,
recobertas pelas curva hermitiana (veja (FUHRMANN; GARCIA; TORRES, 1997), (ABDÓN;
TORRES, 1999) e (ABDÓN; GARCIA, 2004)). Nesse contexto, a seguinte questão ganhou
destaque.

Pergunta. Toda curva Fq2-maximal é Fq2-recoberta pela curva hermitiana Hq?

Em 2006, Garcia e Stichtenoth deram uma resposta parcialmente negativa a essa questão.
Eles exibiram uma curva que é F272-maximal mas que não é Galois recoberta por H27 (veja
(GARCIA; STICHTENOTH, 2006, Teoremas 1 e 3)).

Finalmente, Giulietti e Korchmáros responderam essa pergunta em 2009. Para cada q da
forma n3, onde n > 2 é uma potência de algum primo, eles construíram uma curva Fq2-maximal
que não é Fq2-recoberta por Hq (veja (GIULIETTI; KORCHMÁROS, 2009, Teoremas 1 e 5)).

Portanto, se X for uma curva Fq2-maximal, é possível que não exista um morfismo
sobrejetor definido sobre Fq2

φ : Hq ↠ X .

Entretanto, em 2001, Korchmáros e Torres provaram que haverá um morfismo injetor definido
sobre Fq2

ψ : X ↪→ H ,

onde H é alguma variedade hermitiana definida sobre Fq2 , uma generalização da curva hermiti-
ana. Mais precisamente, eles mostraram o resultado seguinte.

Teorema. (KORCHMÁROS; TORRES, 2001, Teoremas 3.6 e 4.1). Uma curva é Fq2-maximal
se, e somente se, ela admitir como modelo uma curva de grau q+ 1 contida numa variedade
hermitiana não degenerada definida sobre Fq2 .

No presente trabalho, esta caracterização das curvas maximais será demonstrada em de-
talhes no terceiro capítulo. Para isso, utilizaremos os fundamentos da teoria de curvas algébricas
que serão apresentados no próximo capítulo.
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CAPÍTULO

2
FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Neste primeiro capítulo, poderão ser consultadas definições, notações e proposições
que serão aplicadas, com frequência, no desenvolvimento do segundo capítulo. Em particular,
escrito com base nos textos (COUTINHO, 2019, Parte I), (FULTON, 2008, Capítulos 3, 5 e
7), (GOLDSCHMIDT, 2003, Capítulos 1 e 2), (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES,
2008, Capítulos 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10 e 11), (STICHTENOTH, 2009, Capítulos 1 e 4), (STÖHR;
VOLOCH, 1986, Seção 1) e (TORRES, 2000, Seções 1 e 2), este capítulo coleciona alguns
objetos e fatos básicos a respeito da geometria e da aritmética das curvas algébricas.

Ao longo deste capítulo, K denotará um corpo algebricamente fechado.

2.1 Curvas planas afins
No conjunto K[X ,Y ]\K, definamos a relação de equivalência seguinte:

F1 ≡a F2 ⇔ F1 = λF2 para algum λ ∈K×.

Consideremos o conjunto quociente

Ca
..=

K[X ,Y ]\K
≡a

e a aplicação quociente
va : K[X ,Y ]\K→ Ca.

Definição 2.1.1. Dado F ∈K[X ,Y ]\K, denotaremos va(F) por F usualmente.

1. A curva plana afim definida pela equação F(X ,Y ) = 0 é a classe F .

2. O conjunto dos pontos de F é o conjunto dos zeros de F em A2(K) e também é denotado
por F . Isto é,

F = {(x,y) ∈ A2(K); F(x,y) = 0}.
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3. O grau de F é deg(F ) ..= deg(F).

4. Se deg(F ) = 1, diremos que F é uma reta.

5. Se F for irredutível, diremos que F é irredutível. Caso contrário, diremos que F é
redutível.

6. Sejam G ∈K[X ,Y ]\K e G = va(G). Se G dividir F , diremos que G é uma componente
de F .

2.2 Curvas planas projetivas
No conjunto

{F ∈K[X ,Y,Z]\K; F é homogêneo},

definamos a relação de equivalência seguinte:

F1 ≡p F2 ⇔ F1 = λF2 para algum λ ∈K×.

Consideremos o conjunto quociente

Cp
..=

{F ∈K[X ,Y,Z]\K; F é homogêneo}
≡p

e a aplicação quociente

vp : {F ∈K[X ,Y,Z]\K; F é homogêneo}→ Cp.

Abaixo, temos a versão projetiva da Definição 2.1.1.

Definição 2.2.1. Consideremos um polinômio homogêneo F ∈K[X ,Y,Z]\K e denotemos vp(F)

por F .

1. A curva plana projetiva definida pela equação F(X ,Y,Z) = 0 é a classe F .

2. O conjunto dos pontos de F é

F = {(x : y : z) ∈ P2(K); F(x,y,z) = 0}.

3. O grau de F é deg(F ) ..= deg(F).

4. Se deg(F ) = 1, diremos que F é uma reta.

5. Se F for irredutível, diremos que F é irredutível. Caso contrário, diremos que F é
redutível.

6. Sejam G ∈K[X ,Y,Z]\K homogêneo e G = vp(G). Se G dividir F , diremos que G é uma
componente de F .
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Notemos que o conjunto

UZ
..= {(x : y : z) ∈ P2(K); z ̸= 0}

é uma cópia do plano afim dentro de P2(K). Mais precisamente, as aplicações

PZ : A2(K) → UZ e AZ : UZ → A2(K)

(x,y) → (x : y : 1) (x : y : z) →
(

x
z
,
y
z

)
são inversas uma da outra. Além disso, a reta vp(Z) é o complementar de UZ em P2(K).

Definição 2.2.2. 1. O conjunto UZ é uma carta afim de P2(K).

2. A reta vp(Z) é a reta no infinito e é denotada por L∞.

Observação 2.2.3. 1. Analogamente, podemos definir as cartas afins UX e UY e as aplica-
ções PX , AX , PY e AY . As três cartas afins cobrem o plano projetivo, isto é,

P2(K) = UX ∪UY ∪UZ.

2. Sejam F = va(F) uma curva afim e FZ a homogeneização de F com respeito à variável
Z. O fecho projetivo de F é a curva plana projetiva F Z = vp(FZ). Temos a seguinte
relação entre o conjunto dos pontos de F e o de F Z:

F Z = PZ(F )∪{(x : y : 0) ∈ P2(K); FZ(x,y,0) = 0}.

3. Consideremos F = vp(F) uma curva plana projetiva e P ∈ F . Sejam W ∈ {X ,Y,Z} tal
que P ∈ UW e FW a desomogeneização de F com respeito à variável W . Para obtermos
informações locais de F em P utilizando uma notação mais limpa, será conveniente
trabalharmos com a curva FW = va(FW ) e com ponto AW (P).

Exemplo 2.2.4. Consideremos o polinômio C(X ,Y ) ..= Y 3 +Y Z2 −X2Z ∈ F32[X ,Y ] e a curva
plana projetiva

C ..= vp(C) = vp(Y 3 +Y Z2 −X2Z).

Notemos que P∞
..= (1 : 0 : 0) é o único ponto de F que está sobre a reta no infinito L∞. De fato,

dado (a : b : c) ∈ F ∩L∞, temos

c = 0 e b3 + c
(
bc−a2)= 0,

ou seja, (a : b : c) = (a : 0 : 0) = P∞.

Definição 2.2.5. Consideremos uma curva algébrica plana projetiva F = vp(F) e P ∈ F .
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1. Diremos que P é um ponto singular de F se(
∂F
∂X

(P),
∂F
∂Y

(P),
∂F
∂Z

(P)
)
= (0,0,0).

Caso contrário, diremos que P é um ponto não singular de F e que

TPF := vp

(
∂F
∂X

(P)X +
∂F
∂Y

(P)Y +
∂F
∂Z

(P)Z
)

é a reta tangente a F em P.

2. Diremos que F é uma curva não singular se todos os seus pontos forem não singulares.
Caso contrário, diremos que F é uma curva singular.

Exemplo 2.2.6. A curva C = vp(C) = vp(Y 3 +Y Z2 −X2Z) é não singular. De fato,

∂C
∂X

= XZ,
∂C
∂Y

= Z2 e
∂F
∂Z

= 2(Y Z +X2).

O ponto P∞ = (1 : 0 : 0) é não singular, pois

∂F
∂Z

(P∞) ̸= 0.

No Exemplo 2.2.4, vimos que todos os outros pontos de C estão na carta afim UZ . Em outras
palavras, se P ∈ C \{P∞}, então

∂C
∂Y

(P) ̸= 0.

2.3 Multiplicidade de interseção

Teorema 2.3.1. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Teoremas 3.8 e 3.9 da
Seção 3.1). Existe uma única aplicação

I : A2(K)×Ca×Ca → N∪{∞}

que, para todo P ∈ A2(K) e para quaisquer curvas planas afins F = va(F), G = va(G) e
H = va(H), tem as sete propriedades seguintes:

(P1) se F e G não tiverem uma componente em comum contendo P, então I(P,F ,G ) ∈ N;

(P2) se F e G tiverem uma componente em comum passando por P, então I(P,F ,G ) = ∞;

(P3) I(P,F ,G ) = 0 se, e somente se, P /∈ F ∩G ;

(P4) se F e G forem duas retas distintas que contêm P, então I(P,F ,G ) = 1;

(P5) I(P,F ,G ) = I(P,G ,F );
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(P6) I(P,F ,G +H F ) = I(P,F ,G ) onde G +H F ..= va(G+HF);

(P7) I(P,F ,G H ) = I(P,F ,G )+ I(P,F ,H ) onde G H ..= va(GH).

Observação 2.3.2. Seja I a única aplicação com as sete propriedades listadas no Teorema 2.3.1.
Se F = va(F) e G = va(G), denotaremos I(P,F ,G ) por (F,G)P.

Definição 2.3.3. Dado um ponto P ∈ P2(K) e dadas duas curvas planas projetivas F = vp(F) e
G = vp(G), a multiplicidade de interseção de F e G em P é

(F,G)P
..=

{
(FW ,GW )AW (P) se P ∈ F ∩G

0 caso contrário,

onde W é uma variável satisfazendo P ∈ UW .

Teorema 2.3.4 (Teorema de Bézout). Sejam F e G curvas planas sem componentes em comum.
Então,

∑
P∈F∩G

(F ,G )P = deg(F )deg(G ).

Demonstração. Pode ser encontrada em (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008,
Teorema 3.14 da Seção 3.2).

O Teorema de Bézout nos dá o seguinte critério de irredutibilidade.

Corolário 2.3.5. Toda curva plana projetiva e não singular é irredutível.

Exemplo 2.3.6. No Exemplo 2.2.6, vimos que C = vp(C) = vp(Y 3+Y Z2−X2Z) é não singular.
Pelo Corolário 2.3.5, C é também irredutível.

Tomemos i∈F32 tal que i2 =−1 e consideremos os pontos P∞ =(1 : 0 : 0), P1 =(0 : 0 : 1),
P2 = (0 : i : 1) e P3 = (0 : −i : 1). A multiplicidade de interseção de C com a reta vp(X) e a com
a reta vp(Y ) são dadas por:

(X ,C)P =

{
1 se P ∈ {P1,P2,P3}
0 caso contrário

e (Y,C)P =


1 se P = P∞

2 se P = P1

0 se P /∈ {P∞,P1}.

De fato, para P ∈ UZ ,

(X ,CZ)AZ(P)
(P6)
= (X ,CZ +X ·X)AZ(P)

= (X ,Y 3 +Y )AZ(P)

(P7)
= (X ,Y )AZ(P)+(X ,Y − i)AZ(P)+(X ,Y + i)AZ(P)

(P3) e (P4)
=


1 se AZ(P) = (0,0)
1 se AZ(P) = (0, i)
1 se AZ(P) = (0,−i)

0 caso contrário
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e

(Y,CZ)AZ(P)
(P6)
= (Y,CZ − (Y 2 +1)Y )AZ(P)

= (Y,X2)AZ(P)

(P7)
= 2(Y,X)AZ(P)

(P3) e (P4)
=

{
2 se AZ(P) = (0,0)
0 caso contrário.

Da última computação e do Teorema de Bézout, decorre (Y,C)P∞
= 1.

2.4 Ramos de curvas planas

Lembremos que, a ordem de uma série de Laurent
∞

∑
i=k

aiT i ∈K((T )) (com k ∈ Z, ai ∈K

para todo i ≥ k e ak ̸= 0) é

ordT

(
∞

∑
i=k

aiT i

)
..= k.

Além disso, definimos ordT (0) ..= ∞.

Definição 2.4.1. 1. Uma representação de ramo b é um ponto em P2(K((T )))\P2(K).

2. Seja (x(T ) : y(T ) : z(T )) uma representação de ramo. Diremos que x(T ),y(T ),z(T ) são
coordenadas especiais se tivermos

0 ∈ {ordT x(T ),ordT y(T ),ordT z(T )} ⊂ N∪{∞}.

Observação 2.4.2. Seja b = (x(T ) : y(T ) : z(T )) uma representação de ramo. Definamos

e =−min{ordT x(T ),ordT y(T ),ordT z(T )}.

Notemos que T eordT x(T ),T eordT y(T ),T eordT z(T ) são coordenadas especiais de b. Portanto,
toda representação de ramo admite uma escrita em coordenadas especiais.

Definição 2.4.3. Seja b=(x(T ) : y(T ) : z(T )) uma representação de ramo escrita em coordenadas
especiais.

1. O centro de b é o ponto (x(0) : y(0) : z(0)).

2. Se z(T ) = 1, então (x(T ),y(T )) é o par de coordenadas afins especiais de b com respeito
a Z. Analogamente, definimos os pares de coordenadas afins especiais de b com respeito
às outras duas variáveis.

Definição 2.4.4. 1. No conjunto K[[T ]]2, definamos a relação de equivalência seguinte:

(x1(T ),y1(T ))≡r (x2(T ),y2(T ))⇔ x1(T ) = σ(x2(T )) e y1(T ) = σ(y2(T ))

para algum K-automorfismo σ de K[[T ]].
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2. Diremos que (x(T ),y(T ))∈K[[T ]]2 é não primitivo se existirem (x0(T ),y0(T ))∈K[[T ]]2

e um K-monomorfismo não sobrejetor σ de K[[T ]] tais que

x(T ) = σ(x0(T )) e y(T ) = σ(y0(T )).

Caso contrário, diremos que (x(T ),y(T )) é primitivo.

Definição 2.4.5. 1. Duas representações de ramo serão equivalentes se elas possuírem pares
de coordenadas afins especiais com respeito à mesma variável que são equivalentes.

2. Uma representação de ramo será não primitiva se ela tiver um par de coordenadas afins
especiais com respeito a alguma variável que é não primitivo. Caso contrário, ela será dita
primitiva.

Definição 2.4.6. 1. Um ramo é uma classe de equivalência de representações de ramos
primitivas.

2. O centro de um ramo é o centro de qualquer um de seus representantes.

3. Seja F = v(F) uma curva plana. Um ramo γ é um ramo de F se

F(x(T ),y(T ),z(T )) = 0

para todo representante (x(T ) : y(T ) : z(T )) de γ .

Teorema 2.4.7. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Teoremas 4.31 e 4.32 da
Seção 4.3 e Teorema 4.46 da Seção 4.4). Seja F = v(F) uma curva plana.

1. Os centros dos ramos de F pertencem a F .

2. Cada ponto não singular de F é o centro de um único ramo de F .

3. Cada ponto de F é o centro de uma quantidade finita e positiva de ramos de F .

2.5 Corpos de funções algébricas
Definição 2.5.1. Uma extensão de corpos Σ/K é dita um corpo de funções se existir x ∈ Σ

transcendente sobre K tal que a extensão Σ/K(x) seja finita.

Observação 2.5.2. (STICHTENOTH, 2009, Observação 1.1.2). Sejam Σ/K um corpo de funções
e f ∈ Σ. Visto que K é algebricamente fechado, as afirmações seguintes são equivalentes:

(i) f /∈K;

(ii) f é transcendente sobre K;

(iii) a extensão Σ/K( f ) é finita.
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Teorema 2.5.3 (Teorema do Elemento Primitivo para Corpos de Funções). Sejam Σ/K um corpo
de funções e x ∈ Σ. Se x for transcendente sobre K, então existirá y ∈ Σ tal que Σ =K(x,y).

Demonstração. Pode ser encontrada em (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008,
Teorema A.5 do Apêndice A.1).

2.5.1 O corpo das funções de uma curva plana irredutível

Definição 2.5.4. Sejam F = va(F) uma curva plana afim e L uma extensão de K. Diremos que
(x,y) ∈ A2(L) é um ponto genérico de F se

{G ∈K[X ,Y ]; G(x,y) = 0} ⊂ (F),

onde (F) denota o ideal gerado por F em K[X ,Y ].

Teorema 2.5.5. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Teoremas 5.3, 5.4 e 5.7 da
Seção 5.1). Seja F uma curva plana afim.

1. A curva F possuirá um ponto genérico se, e somente se, for irredutível.

2. Se (x1,y1) e (x2,y2) forem pontos genéricos de F , então os corpos K(x1,y1) e K(x2,y2)

serão K-isomorfos.

Definição 2.5.6. Seja F = va(F) uma curva plana afim irredutível e (x,y) um ponto genérico
de F . O corpo das funções de F é K(F ) ..=K(x,y).

Observação 2.5.7. Seja F = va(F) uma curva plana afim irredutível. Denotemos as classes
de X e Y no domínio K[X ,Y ]/(F) por x e y, respectivamente. Seja L o corpo de frações de
K[X ,Y ]/(F). Notemos que (x,y) é um ponto genérico de F e que K(F ) = L.

Definição 2.5.8. Sejam F = vp(F) uma curva plana projetiva e L uma extensão de K. Diremos
que (x : y : z) ∈ P2(L) é um ponto genérico de F se

{G ∈K[X ,Y,Z]; G é homogêneo e G(x,y,z) = 0} ⊂ (F),

onde (F) denota o ideal gerado por F em K[X ,Y,Z].

Observação 2.5.9. O item 1 do Teorema 2.5.5 vale no caso projetivo.

Definição 2.5.10. Sejam F = vp(F) uma curva plana projetiva irredutível e (x : y : z) um ponto
genérico de F . O corpo das funções de F é o subcorpo de K(x,y,z) seguinte:

K(F ) ..=

{
A(x,y,z)
B(x,y,z)

; A,B ∈K[X ,Y,Z] são homogêneos de mesmo grau e B(x,y,z) ̸= 0
}
.

Observação 2.5.11. Consideremos a notação da Definição 2.5.10. Se z ̸= 0, então os corpos
K(F ) e K(x/z,y/z) serão K-isomorfos.
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Teorema 2.5.12. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Teorema 5.10 da Seção
5.1). Seja F uma curva plana (afim ou projetiva) irredutível. O corpo das funções de F é um
corpo de funções (como na Definição 2.5.1).

2.5.2 Modelos planos

Seja Σ/K um corpo de funções.

Definição 2.5.13. Diremos que um par (F ,(x,y)) é um modelo de Σ se Σ =K(x,y) e F for
uma curva plana projetiva que tem (x : y : 1) como um ponto genérico.

Exemplo 2.5.14. Seja L= F32(x,y) com y3 + yz2 − x2z = 0 (como construído na Observação
2.5.7). O par (C ,(x,y)) é um modelo de Σ.

Definição 2.5.15. Seja (F ,(x,y)) um modelo de Σ.

1. Uma representação de lugar é um K-monomorfismo τ : Σ →K((T )).

2. Uma representação de lugar σ será primitiva se (τ(x) : τ(y) : 1) for uma representação de
ramo primitiva de F .

3. Duas representações de lugar τ1 e τ2 serão equivalentes se existir um K-automorfismo σ

de K((T )) tal que τ2 = σ ◦ τ1.

4. Um lugar é uma classe de equivalência de representações de lugar primitivas.

5. O conjunto dos lugares de Σ é denotado por P(Σ).

Definição 2.5.16. Sejam P ∈P(Σ), τ uma representação primitiva de P e f ∈ Σ.

1. A ordem de f em P é vP( f ) ..= ordT (τ( f )).

2. Se vP( f ) = 1, diremos que f é um parâmetro local em P .

3. Se vP( f )≥ 0, diremos que f é regular em P . Em particular, se vP( f )> 0, diremos que
P é um zero de multiplicidade vP( f ) de f .

4. Se vP( f )< 0, diremos que P é um polo de multiplicidade −vP( f ) de f .

5. Suponhamos que f seja regular em P . O valor de f em P , denotado por f (P), é o
único elemento a ∈K satisfazendo vP( f −a)> 0.

Diretamente da Definição 2.5.16, seguem os dois próximos resultados.

Proposição 2.5.17. Sejam P ∈P(Σ), f ,g ∈ Σ e a ∈K. A aplicação vP : Σ → Z∪{∞} tem as
propriedades seguintes:
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1. vP( f ) = ∞ se, e somente se, f = 0;

2. vP( f g) = vP( f )+ vP(g);

3. vP( f +g)≥ min{vP( f ),vP(g)};

4. vP(a) = 0.

Diretamente dos itens 1 e 5 da Definição 2.5.16, decorre o resultado seguinte.

Proposição 2.5.18. Seja P ∈P(Σ) e sejam f ,g ∈ Σ regulares em P . Então, f +g e f g também
são regulares em P e valem:

1. f (P)+g(P) = ( f +g)(P);

2. ( f g)(P) = f (P)g(P).

Proposição 2.5.19. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Lema 5.31 da Seção
5.4). Se P ∈P(Σ), então existirá um parâmetro local em P .

Teorema 2.5.20. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Teoremas 5.33 e 5.34 da
Seção 5.4). Seja f ∈ Σ\K. O número de zeros de f e o número de polos de f , contados com
suas multiplicidades, coincidem e são iguais a [Σ : K( f )]< ∞.

Corolário 2.5.21. Sejam f ,g ∈ Σ. Se existir um subconjunto infinito S ⊂P(Σ) tal que

f (P) = g(P) ∀ P ∈ S,

então f = g.

Observação 2.5.22. (FULTON, 2008, Proposição 2 da Seção 7.5). Seja F = vp(F) uma curva
plana projetiva, irredutível e não singular que admite um ponto genérico do tipo (x : y : 1). Nesse
caso, existe uma correspondência biunívoca

{pontos de F}↔ {lugares de K(x,y)}.

Façamos essa identificação. Desse modo, quando P ∈ F for correspondente a P ∈ K(x,y),
passaremos a escrever vP( f ) e f (P) no lugar de vP( f ) e f (P) respectivamente. Além disso,
dados P0 ∈ F ∩UZ e G ∈K[X ,Y ], vale a relação

vP(G(x,y)) = (F,GZ)P.

Exemplo 2.5.23. Consideremos as notações do Exemplo 2.3.6 e do Exemplo 2.5.14. Pela
Observação 2.5.22, dado P ∈ C \{P∞}, temos

vP(x) =

{
1 se P ∈ {P1,P2,P3}
0 caso contrário

e vP(y) =

{
2 se P = P1

0 caso contrário.
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Pelo Teorema 2.5.20,

vP∞
(x) =−3 e vP∞

(y) =−2.

Pela Proposição 2.5.17, dado P ∈ C , temos

vP(1) = 0 e vP(y2) =


4 se P = P1

−4 se P = P∞

0 se P /∈ {P1,P∞}.

Definição 2.5.24. Um elemento t ∈ Σ será dito variável separante de Σ/K se a extensão Σ/K(t)

for separável.

Proposição 2.5.25. Seja P ∈P(Σ). Se t ∈ Σ for um parâmetro local em P , então t será uma
variável separante de Σ/K.

Demonstração. Esse resultado é uma consequência de (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS;
TORRES, 2008, Lema 5.38 da Seção 5.5).

2.5.3 Expansão em série de potências

Definição 2.5.26. Sejam L um corpo e v : L→ Z∪{∞} uma aplicação sobrejetora. Diremos que
(L,v) é um corpo valorizado e que v é uma valorização discreta de L se, para todos f ,g ∈ L,
tivermos:

(i) v( f ) = ∞ se, e somente se, f = 0;

(ii) v( f g) = v( f )+ v(g);

(iii) v( f +g)≥ min{v( f ),v(g)}.

Observação 2.5.27. Sejam Σ/K um corpo de funções e P ∈P(Σ). As Proposições 2.5.17 e
2.5.19 nos contam que a aplicação vP : Σ → Z∪{∞} é uma valorização discreta de Σ.

Definição 2.5.28. Sejam (L,v) um corpo valorizado e ( fi)i≥0 uma sequência em L.

1. Diremos que ( fi)i≥0 é uma sequência convergente se existir f ∈ L satisfazendo a proprie-
dade seguinte:

para todo c ∈ R, existe i0 ∈ N tal que v( f − fi)≥ c para cada i ≥ i0. (2.1)

2. Seja s j =
j

∑
i=0

fi. Diremos que
∞

∑
i=0

fi é uma série convergente se a sequência (s j) j≥0 for

convergente.
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3. Diremos que ( fi)i≥0 é uma sequência de Cauchy se, para todo c ∈ R, existir i0 ∈ N tal
que

v( fi − f j)≥ c

para quaisquer i, j ≥ i0.

Observação 2.5.29. Consideremos a notação da Definição 2.5.28.

1. Pode-se verificar que a convergência de ( fi)i≥0 implica a existência de um único f ∈ L
satisfazendo a Propriedade (2.1). Nesse caso, diremos que f é o limite de ( fi)i≥0 e
escreveremos f = lim

i→∞
fi.

2. Se a série
∞

∑
i=0

fi for convergente, escreveremos
∞

∑
i=0

fi = lim
j→∞

s j.

3. Será conveniente considerarmos sequências do tipo (gi)i≥k e séries do tipo
∞

∑
i=k

gi com

gi ∈ L e k ∈ Z. As definições e notações anteriores estendem-se naturalmente a esses
objetos.

Definição 2.5.30. Consideremos dois corpos valorizados (L,v) e (L̂, v̂).

1. Diremos que (L̂, v̂) é completo se toda sequência de Cauchy em L̂ for convergente.

2. Diremos que (L̂, v̂) é um completamento de (L,v) se:

(i) (L̂, v̂) for completo;

(ii) L for um subcorpo de L̂ e v = v̂|L;

(iii) para todo f ∈ L̂, existir uma sequência ( fi)i≥0 em L tal que lim
i→∞

fi = f .

O resultado seguinte nos conta que o completamento de um corpo valorizado existe e é
único a menos de isomorfismo.

Proposição 2.5.31. (STICHTENOTH, 2009, Proposição 4.2.3). Seja (L,v) um corpo valorizado.
Então, existe um completamento (L̂, v̂) de (L,v). Se (L̃, ṽ) for outro completamento de (L,v),
então existirá um único isomorfismo σ : L̂→ L̃ tal que v̂ = ṽ◦σ .

Seja Σ/K um corpo de funções e P um lugar de Σ.

Definição 2.5.32. O completamento de (Σ,vP) é dito completamento P-ádico de Σ e é
denotado por (Σ̂P , v̂P).

Teorema 2.5.33. (STICHTENOTH, 2009, Teorema 4.2.6). Sejam t um parâmetro local em P e
f ∈ Σ̂P . Então, f admite uma única escrita do tipo

f =
∞

∑
i=r

ait i
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com r ∈ Z e ai ∈ K. Reciprocamente, se (bi)i≥s for uma sequência em K com s ∈ Z, então a

série
∞

∑
i=s

bit i será convergente em Σ̂P e

v̂P

(
∞

∑
i=s

bit i

)
= min{i; bi ̸= 0}.

Definição 2.5.34. A representação f =
∞

∑
i=vP ( f )

ait i é a expansão local de f em t.

2.5.4 Diferenciais

Seja Σ/K um corpo de funções.

Definição 2.5.35. 1. A derivação em K((T )) é a aplicação

d
dT

: K((T )) → K((T ))
∞

∑
i=k

aiT i 7→
∞

∑
i=k

iaiT i−1.

2. Seja K((T ))(dT ) a extensão transcendente de K((T )) pelo símbolo dT . Dada f ∈ K((T )),
definimos a diferencial de f por

d f ..=
d f
dT

dT.

Teorema 2.5.36. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Teorema 5.46 da Seção
5.7). Um elemento f ∈ Σ será uma variável separante de Σ/K se, e somente se, tivermos, para
cada P ∈P(Σ),

dτP( f ) ̸= 0,

onde τP : Σ →K((T )) é uma representação primitiva de P .

Definição 2.5.37. Sejam t uma variável separante de Σ/K e f ∈ Σ. Seja F ∈K[X ,Y ] irredutível
tal que F(t, f ) = 0. A derivada de f com respeito a t é o seguinte elemento de Σ:

d f
dt

..=−
dF
dX |(t, f )
dF
dY |(t, f )

.

Definição 2.5.38. Seja t uma variável separante de Σ/K.

1. Seja Σ(dt) a extensão transcendente de Σ pelo símbolo dt. Uma diferencial é um elemento
do tipo f dt ∈ Σ(dt) com f ∈ Σ.

2. A diferencial de f é

d f :=
d f
dt

dt.
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Teorema 2.5.39. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Teorema 5.49 da Seção
5.7). Sejam t e t1 variáveis separantes de Σ/K e f ∈ Σ. Em Σ(dt), temos

d f
dt1

· dt1
dt

=
d f
dt

.

Observação 2.5.40. Sejam t e t1 variáveis separantes de Σ/K e f ∈ Σ. Podemos considerar a
diferencial de f definida a partir de t e a diferencial de f definida a partir de t1 como o mesmo

objeto. Mais precisamente, identificando o novo símbolo dt1 com
dt1
dt

dt e aplicando o Teorema
2.5.39, obtemos

d f
dt

dt =
d f
dt1

· dt1
dt

dt =
d f
dt1

dt1.

Portanto, a definição de d f independe da escolha da variável separante nesse sentido.

Definição 2.5.41. Consideremos uma variável separante t e P ∈P(Σ). Seja τ : Σ → K((T ))

uma representação primitiva de P .

1. A odem de dt em P é o inteiro

vP(dt) ..= ordT
dτ(t)
dT

.

2. Se vP(dt)> 0, diremos que P é um zero de dt.

3. Se vP(dt)< 0, diremos que P é um polo de dt.

Observação 2.5.42. Pelo Teorema 2.5.36 e por não depender da escolha da representação
primitiva de P , a ordem está bem definida no item 1 da Definição 2.5.41.

Proposição 2.5.43. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Lema 5.53 da Seção
5.8). Seja t uma variável separante de Σ/K. O conjunto dos zeros e dos polos de dt é finito.

Teorema 2.5.44. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Teorema 5.54 da Seção
5.8). Sejam t e t1 variáveis separantes de Σ/K. Então,

∑
P∈P(Σ)

vP(t) = ∑
P∈P(Σ)

vP(t1).

Definição 2.5.45. 1. Seja t uma variável separante de Σ/K. O gênero de Σ é o único inteiro
não negativo g que satisfaz

∑
P∈P(Σ)

vP(dt) = 2g−2.

2. Seja F uma curva plana irredutível. O gênero de F é o gênero de K(F ).
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Teorema 2.5.46. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Teorema 5.57 e conside-
rações que sucedem a Definição 5.58 da Seção 5.8). Seja F uma curva plana irredutível. Se F

tiver grau d e gênero g, então

g ≤ (d −1)(d −2)
2

.

A igualdade ocorrerá se, e somente se, F for não singular.

Exemplo 2.5.47. No Exemplo 2.2.6, vimos que C = vp(C) = vp(Y 3+Y Z2−X2Z) é não singular.
Como deg(C ) = 3, pelo Teorema 2.5.46, o gênero de C é igual a 1.

2.5.5 Derivadas de Hasse

Sejam Σ/K um corpo de funções e t uma variável separante de Σ/K.

Definição 2.5.48. 1. Estendemos o coeficiente binomial a N×N da seguinte maneira:

(
k
i

)
..=


k!

(k− i)!i!
se 0 ≤ i ≤ k

0 se 0 ≤ k < i.

2. Dado um inteiro não negativo i, a i-ésima derivada de Hasse em K[t] é a aplicação
K-linear D(i)

t : K[t]→K[t] tal que

D(i)
t (tk) =

(
k
i

)
tk−i ∀k ∈ N.

Proposição 2.5.49. Para cada i ∈ N, existe uma única extensão de D(i)
t a uma aplicação K-linear

de Σ em Σ. Além disso, vale a relação

D(i)
t ( f1 f2) =

i

∑
k=0

D(k)
t ( f1)D

(i−k)
t ( f2) ∀ f1, f2 ∈ Σ. (2.2)

Demonstração. Essa proposição é uma consequência dos resultados (GOLDSCHMIDT, 2003,
Lema 1.3.9 e Teorema 1.3.11).

Definição 2.5.50. 1. A aplicação D(i)
t : Σ → Σ é dita i-ésima derivada de Hasse em Σ.

2. A relação (2.2) é chamada Regra do Produto.

Observação 2.5.51. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Definição 5.78 da
Seção 5.10). Consideremos f ∈ Σ e um polinômio irredutível

F(X ,Y ) = ∑
m,n

am,nXmY n ∈K[X ,Y ]



34 Capítulo 2. Fundamentação teórica

tal que F(t, f ) = 0. Alternativamente, podemos definir D(i)
t ( f ) de maneira recursiva: declaramos

D(0)
t ( f ) ..= f e, para cada i ≥ 1,

D(i)
t ( f ) ..=− 1

∂F
∂Y

∣∣∣
(t, f )

[
∂ (i)F
∂X (i)

∣∣∣∣
(t, f )

+
i−1

∑
j=1

∂ (i− j+1)F
∂X (i− j)∂Y

∣∣∣∣
(t, f )

D( j)
t ( f )

+
i

∑
j=2

i

∑
k= j

∑
i1+···+i j=k

∂ (i−k+ j)F
∂X (i−k)∂Y ( j)

∣∣∣∣
(t, f )

D(i1)
t ( f ) · · ·D(i j)

t ( f )

]
,

onde i1, . . . , ik são inteiros positivos e

∂ (d1+d2)F
∂X (d1)∂Y (d2)

..= ∑
m,n

am,n

(
m
d1

)(
n
d2

)
Xm−d1Y n−d2 ∀d1,d2 ∈ N.

Pode-se verificar que essa definição alternativa e o item 1 da Definição 2.5.50 atribuem o mesmo
valor a D(i)

t ( f ).

Exemplo 2.5.52. Consideremos a notação do Exemplo 2.5.14. Notemos que x é uma variável
separante de F32(C ) = F32(x,y).

1. Para calcularmos as derivadas de Hasse de x com relação a x, tomamos t = x, f = x e
F = X −Y na Observação 2.5.51. Com isso:

(i) D(1)
x (x) = 1;

(ii) D(i)
x = 0 para todo i ≥ 2.

2. Tomando t = x, f = y e F =CZ na Observação 2.5.51, obtemos:

(i) D(1)
x (y) = 2x;

(ii) D(2)
x (y) = 1;

(iii) D(3)
x = x3.

3. Pela Regra do Produto:

(i) D(1)
x (y2) = 2D(0)

x (y)D(1)
x (y) = xy;

(ii) D(2)
x (y2) = D(1)

x (y)2 +2D(0)
x (y)D(2)

x (y) = x2 +2y;

(iii) D(3)
x (y2) = 2(D(0)

x (y)D(3)
x (y)+D(1)

x (y)D(2)
x (y)) = x− x3y.

Teorema 2.5.53. (GOLDSCHMIDT, 2003, Teorema 2.5.13). Consideremos P ∈P(Σ), um
parâmetro local t em P e f ∈ Σ regular em P . Seja

f =
∞

∑
j=0

a jt j

a expansão local de f em t. Para cada i ∈ N,

D(i)
t ( f ) =

∞

∑
j=i

(
j
i

)
a jt j−i

é a expansão local de D(i)
t ( f ) em t.
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2.5.6 Divisores

Seja Σ/K um corpo de funções.

Definição 2.5.54. Um divisor de Σ é uma soma formal

D = ∑
P∈P(Σ)

nPP,

onde nP ∈ Z para todo P ∈P(Σ) e o conjunto

{P ∈P(Σ); nP ̸= 0}

é finito.

1. Esse conjunto é chamado suporte de D e é denotado por Supp(D).

2. Para cada P ∈P(Σ), o número nP é chamado multiplicidade de D em P e é denotado
por vP(D).

3. A soma ∑
P∈P(Σ)

nP é chamada grau de D e é simbolizada por deg(D).

Seja Div(Σ) o conjunto de todos os divisores de Σ. Esse conjunto com a soma

+ : Div(Σ)×Div(Σ) → Div(Σ)(
∑

P∈P(Σ)
nPP, ∑

P∈P(Σ)
mPP

)
7→ ∑

P∈P(Σ)
(nP +mP)P

é um grupo abeliano livre sobre P(Σ) e recebe o nome grupo dos divisores de Σ.

Observação 2.5.55. A aplicação deg: Div(Σ)→ Z é um homomorfismo de grupos.

Podemos introduzir uma ordem parcial em Div(Σ) comparando as multiplicidades de
dois divisores em cada ponto:

D ≥ E ⇔ vP(D)≥ vP(E) ∀P ∈P(Σ).

Definição 2.5.56. Seja D um divisor de Σ. Diremos que D é efetivo se D ≥ 0.

O Teorema 2.5.20 nos permite associar um divisor a cada função racional não nula em Σ

de maneira natural.

Definição 2.5.57. Seja f ∈ Σ×.

1. O divisor de f é div( f ) ..= ∑
P∈P(Σ)

vP( f )P .
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2. O divisor de zeros de f é div0( f ) ..= ∑
P∈P(Σ)
vP ( f )>0

vP( f )P .

3. O divisor de polos de f é div∞( f ) ..= ∑
P∈P(Σ)
vP ( f )<0

(−vP( f ))P .

Um divisor do tipo apresentado no item 1 acima é chamado divisor principal.

Observação 2.5.58. Claramente, para f ∈ Σ×, temos

div( f ) = div0( f )−div∞( f ).

O próximo resultado segue do Teorema 2.5.20 de maneira imediata.

Lema 2.5.59. 1. Todo divisor principal tem grau zero.

2. Sejam f ,g ∈ Σ×. Teremos div( f ) = div(g) se, e somente se, existir λ ∈K× tal que f = λg.

Pela Proposição 2.5.17, temos as propriedades seguintes:

1. 0 = div(1);

2. div( f1)+div( f2) = div( f1 f2) para todas f1, f2 ∈ Σ;

3. −div( f ) = div(1/ f ) para cada f ∈ Σ×.

Isso nos conta que o conjunto dos divisores principais é um subgrupo de Div(Σ). Naturalmente,
podemos considerar a relação de equivalência que introduzimos em Div(Σ) para obtermos o
grupo quociente por esse subgrupo.

Definição 2.5.60. Sejam D,E ∈ Div(Σ). Se D−E = div( f ) para alguma função f ∈ Σ×, diremos
que D e E são linearmente equivalentes e denotaremos D ∼ E.

O resultado seguinte é uma consequência da Observação 2.5.55 e do item 1 do Lema
2.5.59.

Proposição 2.5.61. Divisores linearmente equivalentes têm o mesmo grau.

A Proposição 2.5.43 nos permite associar um divisor a cada diferencial.

Definição 2.5.62. Sejam f ∈ Σ× e t uma variável separante de Σ/K.

1. O divisor da diferencial dt é

div(dt) ..= ∑
P∈P(Σ)

vP(dt)P.
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2. O divisor da diferencial f dt é

div( f dt) ..= div( f )+div(dt).

Observação 2.5.63. Pela Definição 2.5.62, o conjunto

{div( f dt); f ∈ Σ
×}

é uma classe de equivalência linear. Essa classe é chamada classe canônica e seus elementos são
ditos divisores canônicos. Pela Definição 2.5.45, o grau de qualquer divisor canônico é 2g−2,
onde g é o gênero de Σ.

2.5.7 Espaços de Riemann-Roch

Seja Σ/K um corpo de funções. Dado E ∈ Div(Σ), podemos considerar o conjunto dos
divisores efetivos que são linearmente equivalentes a E:

|E| ..= {D ∈ Div(Σ); D ∼ E e D ≥ 0}.

Sabemos que os divisores linearmente equivalentes a E são da forma E +div( f ) para alguma
função f ∈ Σ×. Num primeiro momento, coletemos as funções racionais para as quais esses
divisores são efetivos.

Definição 2.5.64. O espaço de Riemann-Roch associado ao divisor E é o K-espaço vetorial

L (E) ..= { f ∈ Σ
×; E +div( f )≥ 0}∪{0}.

Denotamos a dimensão desse espaço por ℓ(E).

A proposição seguinte nos garante que os espaços de Riemann-Roch têm dimensão finita.

Proposição 2.5.65. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Lema 6.69 da Seção
6.4). Sejam D,E ∈ Div(Σ).

1. Se E ≥ D, então L (D) será um subespaço K-linear de L (E).

2. Se deg(E)< 0, então L (E) = {0}.

3. Se deg(E)≥ 0, então ℓ(E)≤ deg(E)+1. Em particular, L (0) =K.

4. Se E ∼ D, então L (E) e L (D) serão K-isomorfos.

Teorema 2.5.66 (Teorema de Riemann-Roch). Seja K um divisor canônico de Σ. Para qualquer
E ∈ Div(Σ), vale

ℓ(E) = deg(E)−g+1+ ℓ(K −E),

onde g é o gênero de Σ.
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Demonstração. Pode ser consultada em (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008,
Teorema 6.70 da Seção 6.4).

O resultado seguinte decorre do item 2 da Proposição 2.5.65 e do Teorema 2.5.66.

Corolário 2.5.67. Seja E ∈ Div(Σ) com deg(E)> 2g−2, então

ℓ(E) = deg(E)−g+1.

Exemplo 2.5.68. No Exemplo 2.5.47, vimos que C = vp(C) = vp(Y 3+Y Z2−X2Z) é uma curva
de gênero 1. Consideremos o divisor 4P∞ de C , onde P∞ = (1 : 0 : 0). Pelo Corolário 2.5.67,

ℓ(4P∞) = deg(4P∞)−1+1 = 4.

Pelo Exemplo 2.3.6, as funções 1, x, y e y2 são elementos de L (4P∞). Mostraremos que
{1,x,y,y2} é uma base de L (4P∞). Para isso, basta mostrarmos que {1,x,y,y2} é linearmente
independente sobre F32 .

Sejam α0,α1,α2,α3 ∈ F32 tais que

α0 +α1x+α2y+α3y2 = 0 em F32(x,y) = Frac
(
F32[X ,Y ]
(CZ)

)
.

Então,
CZ | α0 +α1X +α2Y +α3Y 2 em F32 [X ,Y ]

Visto que deg(CZ) = 3, o polinômio α0 +α1X +α2Y +α3Y 2 é nulo. Portanto, {1,x,y,y2} é
linearmente independente sobre F32 .

2.5.8 Séries lineares

Feita a definição dos espaços de Riemann-Roch, podemos reescrever o conjunto dos
divisores efetivos que são linearmente equivalentes a E ∈ Div(Σ):

|E|= {E +div( f ); f ∈ L (E)\{0}}.

Definição 2.5.69. Uma série linear D em Σ é um conjunto da forma

{E +div( f ); f ∈ S \{0}}

onde S é um subespaço vetorial de L (E). Quando D = |E|, diremos que D é uma série linear
completa.

Pelo item 2 do Lema 2.5.59, a aplicação

D → P(S )

E +div( f ) 7→ [ f ]

é uma bijeção. Ela induz uma estrutura de espaço projetivo em D .
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Observação 2.5.70. Para indicarmos o divisor e o subespaço vetorial que originaram a série
linear, utilizaremos a notação D ∼= P(S )⊂ |E| em vez de, simplesmente, D .

Definição 2.5.71. 1. A dimensão de D é o número dim(D) ..= dimK(S )−1.

2. O grau de D é o número deg(D) ..= deg(E).

3. Dizemos que D é uma gN
d em X onde N ..= dim(D) e d ..= deg(D).

Observação 2.5.72. Pela Proposição 2.5.61, todos os divisores de D têm o mesmo grau, a saber,
deg(D).

Exemplo 2.5.73. No Exemplo 2.5.68, vimos que L (4P∞) = ⟨1,x,y,y2⟩. A série linear completa

|4P∞|= {4P∞ +div(α0 +α1x+α2y+α3y2); (α0 : α1 : α2 : α3) ∈ P3(F32)}

é uma g3
4 em C = vp(C) = vp(Y 3 +Y Z2 −X2Z).

Definição 2.5.74. Uma série linear D1 ∼= P(S1)⊂ |E1| será dita subsérie de D2 ∼= P(S2)⊂ |E2|
se tivermos as inclusões L (E1)⊂ L (E2) e S1 ⊂ S2.

2.6 Curvas espaciais

Definição 2.6.1. Uma representação de ramo é um ponto de PN(K((T )))\PN(K).

Observação 2.6.2. De maneira análoga ao que fizemos na Seção 2.4 para N = 2, podemos
definir as noções de coordenadas especiais, centro de uma representação de ramo, coordenadas
afins especiais, representações de ramo equivalentes e representações de ramo primitivas para
N ≥ 3.

Definição 2.6.3. Um ramo é uma classe de equivalência de representações de ramos primitivas.
O centro de um ramo é o centro de qualquer uma de suas representações primitivas.

Consideremos um corpo de funções Σ/K. Seja Q = (x0 : · · · : xM) ∈ PM(Σ). Dados
i, j ∈ {0, . . . ,M} com xi ̸= 0 e x j ̸= 0, temos

K
(

x0

xi
, . . . ,

xM

xi

)
=K

(
x0

x j
, . . . ,

xM

x j

)
,

uma vez que
xk

xi
=

xk

x j
·

x j

xi
e

xk

x j
=

xk

xi
· xi

x j

para cada k ∈ {0, . . . ,M}.

Definição 2.6.4. Seja Q = (x0 : · · · : xM) ∈ PM(Σ). O corpo de Q é

K(Q) :=K
(

x0

xi
, . . . ,

xM

xi

)
para qualquer i ∈ {0, . . . ,M} com xi ̸= 0.
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Definição 2.6.5. Sejam Q = (x0 : · · · : xM) ∈ PM(Σ) e P ∈P(Σ). O ramo associado a P com
respeito a Q é o ramo com representação primitiva (τ(x0) : · · · : τ(xM)).

Definição 2.6.6. Seja Q = (x0 : · · · : xM) ∈ PM(Σ). A curva irredutível em PM(K) dada por Q

é o conjunto

X := {P ∈ PM(K); P é o centro do ramo associado a algum lugar de Σ com respeito a Q}.

Nesse caso:

1. o corpo de funções de X é K(X ) ..= Σ;

2. um ramo de X é um ramo associado a algum lugar de Σ com respeito a Q;

3. o gênero de X é o gênero de Σ;

4. o par (X ,Q) é um modelo de Σ em PM(K);

5. as funções x0, . . . ,xM são as funções coordenadas de X .

Teorema 2.6.7. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Teoremas 7.2 e 7.3 da
Seção 7.1). Seja X uma curva projetiva irredutível.

1. Cada ponto de X é o centro de uma quantidade finita de ramos de X .

2. O conjunto X é infinito.

Generalizemos a definição de curvas planas projetivas. No conjunto

{F ∈K[X0, . . . ,XM]\K; F é homogêneo},

definamos a relação de equivalência seguinte:

F1 ≡h F2 ⇔ F1 = λF2 para algum λ ∈K×.

Consideremos o conjunto quociente

H ..=
{F ∈K[X0, . . . ,XM]\K; F é homogêneo}

≡h

e a aplicação quociente

v : {F ∈K[X0, . . . ,XM]\K; F é homogêneo}→ H.

Definição 2.6.8. Sejam G ∈K[X0, . . . ,XM]\K um polinômio homogêneo e ∆ = v(G).

1. A hipersuperfície definida pela equação G(X0, . . . ,XM) = 0 em PM(K) é a classe ∆.
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2. O conjunto dos pontos de ∆ é

∆ = {(α0 : · · · : αM) ∈ PM(K); G(α0, . . . ,αM) = 0}.

3. O grau de ∆ é deg(∆) ..= deg(G).

4. Se deg(∆) = 1, diremos que ∆ é um hiperplano.

5. Seja P ∈ ∆. Diremos que P é um ponto singular de ∆ se(
∂G
∂X0

, . . . ,
∂G

∂XM

)
= (0, . . . ,0).

Caso contrário, diremos que P é um ponto não singular de ∆ e que

TP∆ = v
(

∂G
∂X0

X0 + · · ·+ ∂G
∂XM

XM

)
é o hiperplano tangente a ∆ em P.

6. Diremos que ∆ é uma hipersuperfície não singular se todos os seus pontos forem não
singulares. Caso contrário, diremos que ∆ é uma hipersuperfície singular.

7. Consideremos A ∈ GL(M+1,K) e escrevamos A−1 = (bi j)0≤i, j≤M. A imagem de ∆ por
TA ∈ PGL(M+1,K), a transformação K-linear dada por A em PM(K), é

TA ·∆ ..= v

(
G

(
M

∑
j=0

b0 jX j, . . . ,
M

∑
j=0

bM jX j

))
.

Definição 2.6.9. Consideremos uma hipersuperfície ∆ = v(G) em PM(K) e um ramo γ . Sejam
P o centro de γ e (x0(T ) : · · · : xM(T )) uma representação primitiva de γ escrita em coordenadas
especiais.

1. A multiplicidade de interseção de ∆ e γ é

(∆,γ)P
..= ordT G(x0(T ), . . . ,xM(T )).

2. Se existir um hiperplano H em PM(K) satisfazendo (H,γ)P = 1, diremos que γ é linear.

Teorema 2.6.10. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Teoremas 7.5 e 7.6 da
Seção 7.1). Sejam X uma curva irredutível dada pelo ponto Q = (x0 : · · · : xM) e ∆ = v(G) uma
hipersuperfície em PM(K). Consideremos um ramo γ de X com centro P.

1. Teremos X ⊂ ∆ se, e somente se, G(x0, . . . ,xM) = 0;

2. Se X não estiver contida em ∆, então X ∩∆ será finito e valerá (∆,γ)P ∈ N.
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Definição 2.6.11. Sejam X uma curva irredutível e ∆ uma hipersuperfície em PM(K). Supo-
nhamos que ∆ não contenha X . O divisor cortado por ∆ em X é

∆ ·X ..= ∑
γ é o ramo de X

associado a P∈P(K(X ))

(∆,γ)PP.

Proposição 2.6.12. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Corolário 7.8 da Seção
7.1). Seja X uma curva irredutível em PM(K). Se H1 e H2 forem dois hiperplanos em PM(K)

que não contêm X , então
deg(H1 ·X ) = deg(H2 ·X ).

Definição 2.6.13. Seja X uma curva irredutível em PM(K). O grau de X é

deg(X ) ..= deg(H ·X )

para qualquer hiperplano H em PM(K) que não contém X .

Definição 2.6.14. Sejam X uma curva irredutível em PM(K) e P ∈ X .

1. Se P for o centro de pelo menos dois ramos de X ou se P for o centro de um ramo não
linear de X , diremos que P é um ponto singular de X . Caso contrário, diremos que P é
um ponto não singular de X .

2. Se todos os pontos de X forem não singulares, diremos que X é uma curva não singular.
Caso contrário, diremos que X é uma curva singular.

Teorema 2.6.15. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Teorema 7.15 da Seção
7.1). Seja X uma curva irredutível em PM(K). O conjunto de todos os pontos singulares de X

é finito.

2.7 Aplicações racionais
Sejam Σ/K um corpo de funções e Q = (x0 : · · · : xM) ∈ PM(Σ) satisfazendo Σ =K(Q).

Seja X a curva irredutível dada por Q.

Definição 2.7.1. (COUTINHO, 2019, Definições 1.3.20, 1.3.21 e 1.3.23). Consideremos o ponto
φ = ( f0 : · · · : fN) ∈ PN(Σ).

1. Dizemos que φ é a aplicação racional com funções coordenadas f0, . . . , fN e a denotamos
por φ : X 99K PN(K).

2. Seja P = (α0 : · · · : αM) ∈ X . Diremos que φ está definida em P se existirem polinômios
A0, . . . ,AN ∈K[X0, . . . ,XM] homogêneos do mesmo grau satisfazendo

( f0 : · · · : fN) = (A0(x0, . . . ,xM) : · · · : AN(x0, . . . ,xM))
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e

Ai(α0, . . . ,αM) ̸= 0

para algum i ∈ {0, . . . ,N}. Nesse caso, definimos

φ(P) ..= (A0(α0, . . . ,αM) : · · · : AN(α0, . . . ,αM)).

3. Se φ estiver definida em todos os pontos de X , diremos que φ é um morfismo. Se esse
for o caso, denotaremos φ por φ : X → PN(K).

Observação 2.7.2. (COUTINHO, 2019, Observação 1.3.24). Consideremos uma aplicação
racional φ = ( f0 : · · · : fN) : X 99K PN(K). Dois casos são possíveis.
CASO 1. Se K=K(φ), então φ é um morfismo constante.
CASO 2. Se K⫋K(φ), então K(φ)/K será um corpo de funções e será possível definir a curva
irredutível em PN(K) dada por φ :

Y ..= {P ∈ PN(K); P é o centro do ramo assciado a algum lugar de K(φ) com respeito a φ}.

Sempre que dissermos que φ : X 99K PN(K) é uma aplicação racional, estaremos assumindo
que se trata do segundo caso.

Proposição 2.7.3. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Considerações que
sucedem a Definição 7.16 da Seção 7.2). Consideremos o segundo caso da Observação 2.7.2.
Seja P ∈ X . Se φ estiver definida em P, então φ(P) ∈ Y .

Definição 2.7.4. (COUTINHO, 2019, Definição 1.3.26). Consideremos o segundo caso da
Observação 2.7.2.

1. Dizemos que Y é a imagem de φ e denotamos φ por φ : X 99K Y .

2. Se Σ =K(φ), diremos que φ é uma equivalência birracional e que X e Y são birracio-
nalmente equivalentes. Nesse caso, existirá uma aplicação birracional φ−1 : Y 99K X

satisfazendo φ−1◦φ = idX e φ ◦φ−1 = idY . Aqui, φ−1◦φ = idX significa que, para todo
P ∈ X tal que φ está definida em P e φ−1 está definida em φ(P), vale φ−1(φ(P)) = P. A
expressão φ ◦φ−1 = idY deve ser entendida de forma análoga.

3. Se Σ =K(φ) e φ for um morfismo, diremos que φ é um morfismo birracional. Se φ−1

for um morfismo, diremos que φ é um isomorfismo e que X e Y são isomorfas.

Teorema 2.7.5. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Teorema 7.17 da Seção
7.2). Toda curva irredutível é birracionalmente equivalente a uma curva plana.

Proposição 2.7.6. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Considerações que
sucedem a Definição 7.16 da Seção 7.2). Sejam φ = ( f0 : · · · : fN) : X → PN(K) uma aplicação
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racional e P ∈ X um ponto não singular. Sejam P o único lugar de Σ correspondente a P, t um
parâmetro local em P e

eP =−min{vP( f0), . . . ,vP( fN)}.

Então, φ está definida em P. Mais precisamente,

0 ∈ {vP(teP f0), . . . ,vP(teP fN)} ⊂ N

e
φ(P) = ((teP f0)(P) : · · · : (teP fN)(P)).

Em particular, se X for não singular, então φ será um morfismo.

Definição 2.7.7. Seja φ : X → PN(K) um morfismo. Diremos que φ é não degenerado se sua
imagem não estiver contida em nenhum hiperplano de PN(K).

Observação 2.7.8. Pelo item 1 do Teorema 2.6.10, o morfismo φ = ( f0 : · · · : fN) : X → PN(K)

será não degenerado se, e somente se, o conjunto { f0, . . . , fN} for linearmente independente
sobre K.

2.7.1 Modelos não singulares

Seja Σ/K um corpo de funções e seja (X ,Q) um modelo de Σ em PM(K). O resultado
seguinte nos conta que existe um modelo não singular de Σ e que esse modelo é único a menos
de isomorfismo.

Teorema 2.7.9. (FULTON, 2008, Teorema 3 da Seção 7.5). Existem uma curva irredutível e não
singular X̃ e um morfismo birracional sobrejetor φ : X̃ → X . Além disso, se X ′ for outra
curva irredutível e não singular equipada com um morfismo birracional sobrejetor φ ′ : X ′ →X ,
então existirá um único isomorfismo ψ : X̃ → X ′ tal que φ ′ ◦ψ = φ .

Definição 2.7.10. Consideremos a notação do Teorema 2.7.9. A curva X̃ é o modelo não
singular de X .

O próximo resultado decorre das Definições 2.6.5, 2.6.6 e 2.6.14.

Proposição 2.7.11. Suponhamos que X seja um modelo não singular de Σ. Então, existem as
correspondências biunívocas seguintes:

{pontos de X }↔ {lugares de Σ}↔ {ramos de X }.

Observação 2.7.12. Na Seção 2.5, definimos muitos objetos indexados por lugares de Σ. A partir
de agora, quando considerarmos um modelo não singular X de Σ, passaremos a indexar esses
objetos pelos pontos correspondentes. Por exemplo, escreveremos vP e ∑

P∈X
nPP ∈ Div(X ) no

lugar de vP e ∑
P∈P(Σ)

nPP ∈ Div(Σ) respectivamente.
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2.8 Relação entre séries lineares e morfismos
Seja X uma curva irredutível e não singular. O objetivo desta seção é mostrar a equi-

valência entre séries lineares livres de ponto base de dimensão N e as classes de equivalência
projetiva de morfismos não degenerados de X em PN(K).

2.8.1 Morfismos provenientes de séries lineares

Seja D ∼= P(S )⊂ |E| uma série linear em X de dimensão N e grau d.

Definição 2.8.1. Para cada i ∈ N e cada P ∈ X , definimos o conjunto

Di(P) ..= {D ∈ D ; D ≥ iP}.

Observação 2.8.2. 1. Visto que (i+1)P ≥ iP, temos Di(P)⊃ Di+1(P).

2. Como todos os divisores em D são efetivos de grau d, vale D j(P) = /0 quando j > d.

Lema 2.8.3. (TORRES, 2000, Lema 1.3 da Seção 1.2). Sejam i ∈ N e P ∈ X . Temos:
1. Di(P) é uma subsérie de D ;
2. dim(Di(P))−dim(Di+1(P))≤ 1.

Definição 2.8.4. A multiplicidade de D em P é o inteiro não negativo

b(P) ..= min{vP(D); D ∈ D}.

Notemos que b(P)> 0 se, e somente se, P ∈ Supp(D) para todo D ∈ D . Consequente-
mente, b(P) ̸= 0 somente para um número finito de P ∈ X . Isso nos permite definir o seguinte
divisor efetivo de X :

B ..= ∑
P∈X

b(P)P.

Observação 2.8.5. Notemos que B é o maior divisor que aparece em todos os divisores de D .
Mais precisamente:

1. D ≥ B para todo D ∈ D ;

2. dado A ∈ Div(X ) tal que D ≥ A para todo D ∈ D , temos B ≥ A.

Definição 2.8.6. 1. O divisor B é chamado divisor fixo de D .

2. Um ponto P ∈ Supp(B) é chamado ponto base de D .

3. Se B = 0, diremos que D é livre de ponto base.

Observação 2.8.7. A série linear D será livre de ponto base se, e somente se, para cada P ∈ X ,
existir f ∈ S \{0} tal que vP(E +div( f )) = 0.
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Construiremos uma série linear livre de ponto base a partir de D . A maneira mais natural
de fazer isso é remover o divisor fixo de cada divisor de D :

DB ..= {D−B; D ∈ D}.

Com certeza, não há pontos comuns aos suportes de todos os divisores desse conjunto. Falta
verificar que DB é uma série linear.

Notemos que S ⊂ L (E −B). De fato, dada f ∈ S , temos E + div( f ) ≥ B e, por
conseguinte, f ∈ L (E −B). Reescrevendo

DB = {E +div( f )−B; f ∈ S \{0}} ⊂ |E −B|,

percebemos que DB ∼= P(S ) ⊂ |E −B| é uma gN
d−deg(B) livre de ponto base em X . Como

L (E −B)⊂ L (E), DB é uma subsérie de D .

O próximo resultado nos conta que podemos recuperar o divisor E a partir de D .

Lema 2.8.8. (TORRES, 2000, Lema 1.4 da Seção 1.2). Sejam D ∼= P(S )⊂ |E| uma série linear
e { f0, . . . , fN} uma base de S . Então,

vP(E) = b(P)−min{vP( f0), . . . ,vP( fN)}

para cada P ∈ X .

Definiremos um morfismo de X num espaço projetivo a partir da série linear D . Dado
P ∈ X , podemos tomar D ∈ D satisfazendo vP(D) = b(P). Notemos que D está em Db(P),
mas não em Db(P)+1. Em outras palavras, D = Db(P) ⫌ Db(P)+1. Pelo item 2 do Lema 2.8.3,
dim(Db(P)+1) = dim(D)− 1, ou seja, Db(P)+1 é um hiperplano em D . Como Db(P)+1 é um
ponto do espaço dual D∗, podemos considerar a aplicação

φD : X → D∗ ∼= P(S )∗

P 7→ Db(P)+1.

Descreveremos φD em coordenadas homogêneas. Para isso, fixemos { f0, . . . , fN} como
uma base de S . Tomando P ∈ X , determinaremos a equação do hiperplano Db(P)+1. Dada
f ∈ S \{0} qualquer, podemos escrever

f =
N

∑
i=0

ai fi

para certos a0, . . . ,aN ∈K não todos nulos; em particular, a classe de f em P(S ) é representada
pelo ponto (a0 : · · · : aN) em PN(K).

Pela definição de b(P), temos

vP(E)−b(P)+ vP( f )≥ 0.
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Escolhendo um parâmetro local t de X em P, podemos reescrever a desigualdade anterior:

vP(tvP(E)−b(P) f )≥ 0.

Em outras palavras, podemos avaliar a função tvP(E)−b(P) f em P. Além disso, temos as equiva-
lências

E +div( f ) ∈ Db(P)+1 ⇔ vP(tvP(E)−b(P) f )≥ 1

⇔ (tvP(E)−b(P) f )(P) = 0

⇔
N

∑
i=0

(tvP(E)−b(P) fi)(P)ai = 0.

Em outras palavras, o hiperplano Db(P)+1 tem a equação

N

∑
i=0

(tvP(E)−b(P) fi)(P)Xi = 0

na base fixada. No espaço dual, esse hiperplano é representado pelo ponto

((tvP(E)−b(P) f0)(P) : · · · : (tvP(E)−b(P) fN)(P)).

Pelo Lema 2.8.8, o morfismo φ f0,..., fN
..= ( f0 : · · · : fN) fornece a descrição de φD desejada.

Ele será chamado morfismo associado a D .

Observação 2.8.9. Notemos que φD e φDB possuem a mesma descrição em coordenadas.

Exemplo 2.8.10. No Exemplo 2.5.68, vimos que {1,x,y,y2} é uma base de L (4P∞). Portanto,
o morfismo associado à série linear |4P∞| é

π = (1 : x : y : y2) : C → P3(F32).

Proposição 2.8.11. (TORRES, 2000, Lema 1.5 da Seção 1.2). Se { f0, . . . , fN} e {g0, . . . ,gN}
forem duas bases de S sobre K, então existirá uma transformação K-linear T de PN(K) tal que

φg0,...,gN = T◦φ f0,..., fN .

2.8.2 Séries lineares provenientes de morfismos

Seja φ = ( f0 : · · · : fN) : X → PN(K) um morfismo. Definamos

eP
..=−min{vP( f0), . . . ,vP( fN)}

para cada P ∈ X . Visto que eP ̸= 0 apenas para uma quantidade finita de P ∈ X , podemos
definir o divisor

E = E f0,..., fN = ∑
P∈X

ePP.
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Notemos que fi ∈ L (E) para cada i ∈ {0, . . . ,N}. Seja

S = ⟨ f0, . . . , fN⟩ ⊂ L (E).

Temos a seguinte série linear em X :

D f0,..., fN := {E +div( f ); f ∈ S \{0}} ⊂ |E|.

Essa série linear é livre de ponto base. De fato, se tomarmos i0 ∈ {0, . . . ,N} de modo que
eP =−vP( fi0), teremos vP(E +div( fi0)) = 0.

Observação 2.8.12. Dada h ∈K(X )×, temos

E f0h,..., fNh = E f0,..., fN −div(h)

e, por consequência,
D f0h,..., fNh = D f0,..., fN .

Em outras palavras, a série linear definida acima não depende da escolha das funções coordenadas
para o morfismo φ . Com isso, denotaremos D f0,..., fN por Dφ .

Lema 2.8.13. (TORRES, 2000, Lema 1.9 da Seção 1.3).

1. Se φ for não degenerado, então dim(Dφ ) = N.

2. Se T for uma projetividade em PN(K), então DT◦φ = Dφ .

Agora, suponhamos que φ seja não degenerado. Então,

Dφ =

{
E +div

(
N

∑
i=0

ai fi

)
; (a0 : · · · : aN) ∈ PN(K)

}
,

pois
N

∑
i=0

ai fi = 0 ⇔ ai = 0 ∀i ∈ {0, . . . ,N}.

Identificando o ponto (a0 : · · · : aN) com o hiperplano de equação

N

∑
i=0

aiXi = 0,

podemos reescrever

Dφ = {φ
−1(H); H é um hiperplano em PN(K)},

onde φ−1(H) denota E +div
(

N
∑

i=0
ai fi

)
.

Finalmente, estabeleceremos a equivalência anunciada no início desta seção. Seja L o
conjunto das séries lineares livres de ponto base de dimensão N em X e seja M o conjunto
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das classes de equivalência projetiva de morfismos não degenerados de X em PN(K). Isto é, os
elementos de M são da forma

[φ ] := {T◦φ ; T é uma projetividade em PN(K)},

onde φ é um morfismo de X em PN(K).

Os Lemas 2.8.11 e 2.8.13 nos permitem definir as duas aplicações seguintes:

M : L → M

D 7→ [φD ]
e

L : M → L

[φ ] 7→ Dφ .

Proposição 2.8.14. (TORRES, 2000, Lema 1.13 da Seção 1.4). Temos

M ◦L = idM e L◦M = idL .

2.9 Teoria de Stöhr-Voloch
Consideremos uma curva irredutível e não singular X e um morfismo não degenerado

φ = ( f0 : · · · : fN) : X → PN(K). Seja D a gN
d livre de ponto base proveniente de φ . Como

vimos na Subseção 2.8.1, podemos escrever

D =

{
div

(
N

∑
i=0

ai fi

)
+E; (a0 : · · · : aN) ∈ PN(K)

}
,

onde
E = ∑

P∈X

ePP com eP =−min{vP( f0), . . . ,vP( fN)}.

Retomaremos o estudo das séries lineares Di(P). Lembremos que Si(P) = S ∩L (E − iP) e
que Di(P)⊃ Di+1(P).

Definição 2.9.1. Chamaremos um inteiro não negativo j de (D ,P)-ordem (ou de P-invariante
hermitiano) quando Di(P)⫌ Di+1(P).

Pelo item 2 do Lema 2.8.3, a dimensão cai em uma unidade ou se mantém a cada passo
que damos ao longo da cadeia

D = D0(P)⊃ D1(P)⊃ ·· · ⊃ Dd(P)⊃ Dd+1(P) = /0.

Como começamos com dimensão N e chegamos ao conjunto vazio, houveram N +1 quedas de
dimensão. Isso significa que existem N +1 (D ,P)-ordens, digamos

j0(P)< j1(P)< · · ·< jN(P).

Em particular, a dimensão cai de um em um ao longo da cadeia

D = D j0(P)⫌ D j1(P)⫌ · · ·⫌ D jN (P)

e D ji(P) é uma gN−i
d em X .
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Definição 2.9.2. 1. A sequência de (D ,P)-ordens é a (N +1)-upla ( j0, . . . , jN).

2. Para cada i ∈ {0, . . . ,N −1}, seja Πi(P) a interseção de todos os hiperplanos H em PN(K)

que satisfazem

vP(φ
−1(H))≥ ji+1.

Dizemos que Πi(P) é o i-ésimo espaço osculador em P. Em particular, Π1(P) é a reta
tangente em P e ΠN−1(P) é o hiperplano osculador em P.

Observação 2.9.3. Notemos que Π0(P) = {φ(P)}. Além disso, o hiperplano osculador em P é
o único hiperplano em PN(K) tal que vP(φ

−1(H)) = jN .

Teorema 2.9.4. (STÖHR; VOLOCH, 1986, Teorema 1.1 da Seção 1). Sejam P ∈X e t ∈K(X )

um parâmetro local de X em P. Suponhamos que eP = 0. Para cada i ∈ {0, . . . ,N}, ji é o menor
inteiro tal que o seguinte conjunto de vetores em KN+1 é linearmente indenpendente sobre K:{(

(D( j0)
t f0)(P), . . . ,(D

( j0)
t fN)(P)

)
, . . . ,

(
(D( ji)

t f0)(P), . . . ,(D
( ji)
t fN)(P)

)}
.

Além disso, o hiperplano osculador a φ(X ) em P é gerado pelo conjunto{(
(D( j0)

t f0)(P), . . . ,(D
( j0)
t fN)(P)

)
, . . . ,

(
(D( jN−1)

t f0)(P), . . . ,(D
( jN−1)
t fN)(P)

)}
.

Corolário 2.9.5. (STÖHR; VOLOCH, 1986, Corolário 1.3 da Seção 1). Sejam P ∈ X e
t ∈K(X ) um parâmetro local de X em P. Suponhamos que eP = 0. O conjunto dos zeros do
polinômio

det


X0 · · · XN

(D( j0) f0)(P) · · · (D( j0) fN)(P)
... . . . ...

(D( jN−1) f0)(P) · · · (D( jN−1) fN)(P)

= 0

em PN(K) é o hiperplano osculador em P.

Definição 2.9.6. Seja t uma variável separante de K(X )/K e sejam g0, . . . ,gM ∈K(X ).

1. Um wronskiano é uma função racional do tipo

W k0,...,kM
t (g0, . . . ,gM) ..= det


D(k0)

t (g0) · · · D(k0)
t (gM)

... . . . ...

D(kM)
t (g0) · · · D(kM)

t (gM)

 ,

onde k0, . . . ,kM são inteiros não negativos com k0 < · · ·< kM.

2. Definimos o conjunto

A (g0, . . . ,gN ; t) ..= {(k0, . . . ,kM) ∈ NM+1; k0 < · · ·< kM e W k0,...,kM
t (g0, . . . ,gM) ̸= 0}.
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A ordem lexicográfica em NM+1 é a relação de ordem parcial definida da seguinte
maneira:

(k0, . . . ,kM)< (l0, . . . , lM)⇔ lm − km > 0 para m = min{i; li − ki ̸= 0}.

Pode-se verificar que a ordem lexicográfica é uma boa ordem em NM+1, isto é, todo subconjunto
não vazio de NM+1 possui um elemento mínimo.

Seja t uma variável separante de K(X )/K. O resultado seguinte decorre do Teorema
2.9.4.

Proposição 2.9.7. O conjunto A ( f0, . . . , fN ; t0) é não vazio e, em particular, possui um elemento
mínimo, digamos, (ε0, . . . ,εN).

Observação 2.9.8. (STÖHR; VOLOCH, 1986, Considerações que sucedem o Corolário 1.3
na Seção 1). A (N +1)-upla (ε0, . . . ,εN) é minimal no conjunto A ( f0, . . . , fN ; t) em um sentido
mais forte: se 0 ≤ m0 < · · ·< mN forem tais que o conjunto

{(D(m0)
t ( f0), . . . ,D

(m0)
t ( fN)), . . . ,(D

(mN)
t ( f0), . . . ,D

(mN)
t ( fN))}

é linearmente independente sobre K, então εi ≤ mi para cada i ∈ {0, . . . ,N}.

Proposição 2.9.9. (STÖHR; VOLOCH, 1986, Proposicao 1.4 da Seção 1).

1. Seja (ai j)0≤i, j≤N ∈ GL(N + 1,K). Para cada i ∈ {0, . . . ,N}, definamos gi =
N
∑

k=0
ai j f j.

Então,
W ε0,...,εN

t (g0, . . . ,gN) = det(ai j)W
ε0,...,εN

t ( f0, . . . , fN).

2. Dada h ∈K(X ), temos

W ε0,...,εN
t (h f0, . . . ,h fN) = hN+1W ε0,...,εN

t ( f0, . . . , fN).

3. Se t1 for outra variável separante de K(X )/K, então

W ε0,...,εN
t1 ( f0, . . . , fN) =

(
t
t1

)ε0+···+εN

W ε0,...,εN
t ( f0, . . . , fN).

Observação 2.9.10. A Proposição 2.9.9 mostra que a sequência (ε0, . . . ,εN) depende apenas da
série linear D .

Definição 2.9.11. A sequência de D-ordens é a (N + 1)-upla (ε0, . . . ,εN). Para cada
i ∈ {0, . . . ,N}, εi é dito D-ordem.

Da Proposição 2.9.9, segue que o divisor

R ..= div(W ε0,...,εN
x ( f0, . . . , fN))+(ε0 + · · ·+ εN)div(dx)+(N +1)E.

depende apenas da série linear D .
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Definição 2.9.12. O divisor de ramificação de D é R.

Observação 2.9.13. Notemos que

deg(R) = (ε1 + · · ·+ εN)(2g−2)+(n+1)d.

Teorema 2.9.14. (STÖHR; VOLOCH, 1986, Teorema 1.5 da Seção 1). Consideremos P ∈ X e
as (D ,P)-ordens j0, . . . , jN . Temos

vP(R)≥
N

∑
i=0

( ji − εi).

E valerá a igualdade se, e somente se,

det
((

ji
εr

))
̸≡ 0 (mod p).

Corolário 2.9.15. (STÖHR; VOLOCH, 1986, Considerações que sucedem o Teorema 1.5 da
Seção 1).

1. O divisor de ramificação R é efetivo.

2. Dado P ∈ X , valerá vP(R) = 0 se, e somente se, ji = εi para cada i ∈ {0, . . . ,N}.

Definição 2.9.16. Sejam P ∈ X e ( j0, . . . , jN) a sequência de (D ,P)-ordens. Diremos que P é
um D-ponto ordinário se ( j0, . . . , jN) for a sequência de D-ordens. Caso contrário, diremos
que P é um D-ponto de Weierstrass.

Observação 2.9.17. Pelo item 2 do Corolário 2.9.15, o conjunto de todos os D-pontos de
Weierstrass de X é Supp(R).

2.10 Curvas definidas sobre corpos finitos
Seja p um número primo e sejam ℓ e q potências de p.

Definição 2.10.1. Seja F = va(F) uma curva plana afim. Diremos que F está definida sobre
Fℓ se existir λ ∈ Fℓ tal que λF ∈ Fℓ[X ,Y ]. Se esse for o caso e se F for irredutível em Fℓ[X ,Y ],
diremos que F é geometricamente irredutível.

Definição 2.10.2. Sejam F uma curva plana afim e geometricamente irredutível definida sobre
Fℓ e (x,y) um ponto genérico de F . O corpo das funções Fℓ-racionais de F é o subcorpo de
Fℓ(F ) seguinte:

Fℓ(F ) ..=

{
A(x,y)
B(x,y)

; A,B ∈ Fℓ[X ,Y ] e B(x,y) ̸= 0
}
.

Os elementos de Fℓ(F ) são as funções Fℓ-racionais de Fℓ(F ).
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Observação 2.10.3. A Definição 2.10.2 independe da escolha do ponto genérico.

Definição 2.10.4. 1. A conjugação de Fℓ((T )) é o automorfismo

κ : Fℓ((T )) → Fℓ((T ))

∑aiT i 7→ ∑aℓi T
i.

2. Seja γ um ramo com representação primitiva (x(T ) : y(T ) : z(T )). A imagem de Frobenius
de γ é o ramo Φ(γ) com representação primitiva

(κ(x(T )) : κ(y(T )) : κ(z(T ))).

Seja F uma curva plana afim, geometricamente irredutível e definida sobre Fℓ.

Definição 2.10.5. Sejam P0 um lugar de Fℓ(F ), γ o ramo de F correspondente a P e

D = ∑
P∈P(Fℓ(F ))

nPP ∈ Div(Fℓ(F )).

1. A imagem de Frobenius de P0 é o lugar Φ(P0) de Fℓ(F ) correspondente ao ramo
Φ(γ).

2. Definimos
Φ(D) ..= ∑

P∈P(Fℓ(F ))

nPΦ(P).

3. Diremos que D é um divisor Fℓ-racional se Φ(D) = D.

4. Seja D ∼= P(S ) ⊂ |E| uma série linear em Fℓ(F ). Se S tiver uma base contida em
Fℓ(F ) e E for um divisor Fℓ-racional, diremos que D é uma série linear Fℓ-racional .

Teorema 2.10.6. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Teorema 8.26 da Seção
8.3). Se E for um divisor Fℓ-racional de Fℓ(F ), então |E| será uma série linear Fℓ-racional em
Fℓ(F ).

Definição 2.10.7. (COUTINHO, 2019, Definição 2.5.1). Um curva irredutível X está definida
sobre Fℓ se ela for dada por um ponto (x0 : · · · : xM) ∈ PM(Fℓ(F )) com x0, . . . ,xM ∈ Fℓ(F ).

Observação 2.10.8. (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008, Observação 8.30 da
Seção 8.4). Toda curva definida sobre Fℓ admite um modelo não singular definido sobre Fℓ.

Definição 2.10.9. Sejam X uma curva irredutível e definida sobre Fℓ e

φ = ( f0 : · · · : fN) : X 99K PN(Fℓ)

uma aplicação racional. Diremos que φ é uma aplicação racional definida sobre Fℓ se

( f0 : · · · : fN) ∈ PN(Fℓ(X )).
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Teorema 2.10.10 (Cota de Hasse-Weil). Seja X uma curva projetiva, não singular e definida
sobre Fℓ de gênero g. O número de pontos Fℓ-racionais de X está no intervalo real

[1+ ℓ−2
√
ℓg,1+ ℓ+2

√
ℓg].

Demonstração. Pode ser consultada em (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008,
Seção 9.2).

Definição 2.10.11. O q-ésimo morfismo de Frobenius é a aplicação

Frq : PM(Fℓ) → PM(Fℓ)

(α0 : · · · : αM) 7→ (α
q
0 : · · · : α

q
M).

Definição 2.10.12. Seja X uma curva projetiva, não singular e definida sobre Fq2 de gênero g.
Diremos que X é uma curva maximal sobre Fq2 se X atingir a cota superior de Hasse-Weil,
isto é, se

#X (Fq2) = 1+q2 +2qg.

Teorema 2.10.13. (FUHRMANN; GARCIA; TORRES, 1997, Corolário 1.2 da Seção 1). Sejam
X uma curva maximal sobre Fq2 e P0 ∈ X (Fq2). Então,

qP+Frq2(P)∼ (q+1)P0 ∀P ∈ X . (2.3)

Observação 2.10.14. A relação (2.3) é chamada Equivalência Fundamental.

Definição 2.10.15. Sejam X e P0 como no Teorema 2.10.13.

1. O divisor de Frobenius de X é o divisor efetivo e Fq2-racional (q+1)P0.

2. A série linear de Frobenius de X é a série linear completa e Fq2-racional |(q+1)P0|.

Teorema 2.10.16. (FUHRMANN; GARCIA; TORRES, 1997, Teorema 1.4 da Seção 1). Sejam
X uma curva Fq2-maximal de gênero positivo, D a série linear de Frobenius e ε0 < ε1 < · · ·< εN

as D-ordens de X . Dado P ∈ X , temos

jN(P) =

{
q+1 se P ∈ X (Fq2)

q caso contrário.

Em particular, εN = q e todos os pontos Fq2-racionais de X são D-pontos de Weierstrass.

Proposição 2.10.17. (FUHRMANN; GARCIA; TORRES, 1997, Proposição 1.9 da Seção 1).
Sejam X uma curva Fq2-maximal, D a série linear de Frobenius e π : X →PN(Fq2) o morfismo
associado a D . As curvas X e π(X ) serão Fq2-isomorfas se, e somente se,

{P ∈ X (Fq4); π(P) ∈ PN(Fq2)} ⊂ X (Fq2).

Teorema 2.10.18. (GARCIA; VOLOCH, 1987, Teorema 1 da Seção 1). Sejam X uma curva
irredutível definida sobre Fq2 e t ∈ Fq2(X ) uma variável separante de Fq2(X )/Fq2 . Um con-
junto { f0, . . . , fN} ⊂ Fq2(X ) será linearmente independente sobre Fq2(X )q se, e somente se,
existirem inteiros positivos k1 < · · ·< kN < q satisfazendo W 0,k1,...,kN

t ( f0, . . . , fN) ̸= 0.
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2.11 Dualidade e estranheza

Definição 2.11.1. Seja X uma curva irredutível e não degenerada em PN(K). A curva dual de
X é a curva irredutível de PN(K) que contém todos, exceto possivelmente um número finito, os
pontos P = (b0 : · · · : bN) tal que o hiperplano

H : b0X0 + · · ·+bNXN = 0

é um hiperplano osculador a X .

Proposição 2.11.2. (KAJI, 1992, Proposição 1 da Seção 2). Suponhamos que K, além de ser
algebricamente fechado, tenha caracterítica positiva. Sejam F uma curva irredutível e não
singular definida sobre K, D uma série linear em F e φ : F → PN(K) o morfismo associado a
D . Sejam X a imagem não degenerada de φ em PN(K) e X ∗ a dual de X em PN(K). Sejam
R o conjunto dos D-pontos ordinários de F e

S =
⋂

P∈R

HP,

onde HP é o hiperplano osculador de D em P. Temos

dimK(S) = N −dimK(⟨X ∗⟩)−1.

Definição 2.11.3. Seja X uma curva irredutível e não degenerada em PN(K). Diremos que X

é estranha se existir um ponto P ∈ PN(K) que pertence a infinitas retas tangentes a X .

Teorema 2.11.4 (Cota de Castelnuovo). Seja X uma curva irredutível e não degenerada em
PM(K) de grau d e gênero g. Sejam r e s os únicos inteiros que satisfazem

0 ≤ r < M−1 e d −1 = (M−1)s+ r.

Se X não for estranha, então

g ≤ s(s−1)(M−1)
2

+ sr.

Demonstração. Pode ser encontrada em (HIRSCHFELD; KORCHMÁROS; TORRES, 2008,
Teorema 7.111 da Seção 7.13).

2.12 Geometria projetiva sobre corpos finitos
Seja q uma potência de algum número primo.

Teorema 2.12.1. (HIRSCHFELD, 1979, Teorema 3.1.1). Seja ℓ uma potência de algum primo.
O número de pontos em PM(Fq) é

qM +qM−1 + · · ·+q+1.
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Definição 2.12.2. Seja A = (ai j)0≤i, j≤N uma matriz não nula com entradas em Fq2 satisfazendo
a ji = aq

i j. A variedade hermitiana definida sobre Fq2 em PN(Fq2) associada à matriz A é a
hipersuperfície

v

(
N

∑
i, j=0

ai jX
q
i X j

)
.

Proposição 2.12.3. (HIRSCHFELD, 1979, Lema 5.1.2). Seja H uma variedade hermitiana.
Existe um único k ∈ {0, . . . ,N} tal que H é Fq2-projetivamente equivalente à

v(Xq+1
0 + · · ·+Xq+1

k ).

Definição 2.12.4. Sejam H uma variedade hermitiana e k o único número do conjunto
{0, . . . ,N} tal que

T ·H = v(Xq+1
0 + · · ·+Xq+1

k )

para alguma T ∈ PGL(N+1,Fq2). Se k = N, diremos que H é uma variedade hermitiana não
degenerada. Caso contrário, diremos que H é uma variedade hermitiana degenerada.

Proposição 2.12.5. (HIRSCHFELD, 1979, Corolário 2 do Lema 5.1.2). Seja H a variedade
hermitiana associada à matriz A. A variedade H será não degenerada se, e somente se, a matriz
A for invertível.

Definição 2.12.6. Seja H = v(Xq+1
0 + · · ·+Xq+1

N ). O grupo projetivo unitário é o conjunto

PGU(N +1,Fq2) ..= {T ∈ PGL(N +1,Fq2); T ·H = H }.

Teorema 2.12.7. (HIRSCHFELD; THAS, 2016, Item (ii) do Teorema 2.22 da Seção 2.4). Sejam
P,Q ∈ PN(Fq2)\H . Então, existe T ∈ PGU(N +1,Fq2) tal que T(P) = Q.

Proposição 2.12.8. (BOSE; CHAKRAVARTI, 1966, Corolário do Teorema 4.1). Consideremos
uma matriz hermitiana H = (ci j)0≤i, j≤N de posto M. Então, existe uma transformação Fq2-linear
T de PN(Fq2) tal que

T ·v

(
N

∑
i, j=0

ci jX jX
q
i

)
= v(Xq+1

0 + · · ·+Xq+1
M ).

Teorema 2.12.9. (BOSE; CHAKRAVARTI, 1966, Teorema 8.1). A quantidade de pontos
Fq2-racionais em uma variedade hermitiana H não degenerada em PM(Fq2) é

H (Fq2) ..=
(qM+1 − (−1)M+1)(qM − (−1)M)

q2 −1
.
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CAPÍTULO

3
A CARACTERIZAÇÃO DAS CURVAS

MAXIMAIS

Escrito com base no artigo (KORCHMÁROS; TORRES, 2001, Seções 1, 2, 3 e 4), o
objetivo deste capítulo é justificar a epígrafe. Para relembrar as definições de objetos e justificar
argumentos que aparecerão aqui, faremos menção a trechos do capítulo anterior, onde boa parte
da bagagem conceitual foi desenvolvida.

3.1 O morfismo associado à série linear de Frobenius
Para esta seção e para a próxima, assumamos que X seja uma curva Fq2-maximal de

gênero positivo. Consideremos a série linear de Frobenius D ..= |(q+1)P0| com P0 ∈ Fq2(X )

e denotemos sua dimensão por N. Seja π : X → PN(Fq2) o morfismo associado a D . No fim
desta seção, mostraremos que as curvas X e π(X ) são Fq2-isomorfas. Pela Proposição 2.10.17,
basta mostrarmos que todo ponto de X que tem imagem Fq2-racional é Fq2-racional.

Sejam ε0 = 0 < ε1 = 1 < · · · < εN as D-ordens da curva X . Tomemos uma base
{ f0, . . . , fN} de L ((q+1)P0). Pelo Teorema 2.10.16 e pela Observação 2.9.8, para quaisquer
inteiros positivos k1 < · · · < kN < q, temos W 0,k1,...,kN

t ( f0, . . . , fN) = 0. Pelo Teorema 2.10.18,
existem z0, . . . ,zN ∈ Fq2(X ), não todas nulas, tais que

zq
0 f0 + · · ·+ zq

N fN = 0. (3.1)

Os próximos três lemas apresentam algumas propriedades da (N +1)-upla (z0 : · · · : zN).

Para cada P ∈ X e i ∈ {0, . . . ,N}, definamos

eP =−min{vP(z0), . . . ,vP(zN)} e wi = tePzi,

onde t é um parâmetro local de X em P.
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Lema 3.1.1. Dado P ∈ X , o hiperplano osculador a X em P tem equação

wq
0(P)X0 +wq

1(P)X1 + · · ·+wq
N(P)XN = 0.

Demonstração. Para cada i ∈ {0, . . . ,N}, seja

wi(t) =
∞

∑
j=0

a(i)j t j

a expansão local de wi em P. Tomando k ∈ {0, . . . ,N} tal que eP =−vP(zk), temos

vP(wk) = ePvP(t)+ vP(zk) = eP − eP = 0,

ou seja, a(k)0 ̸= 0. Isso nos permite considerar o seguinte hiperplano em PN(Fq2):

H :
N

∑
i=0

(a(i)0 )qXi = 0.

Multiplicando ambos os lados da relação (3.1) por tqeP , obtemos

N

∑
i=0

wq
i fi = 0.

Desse modo,

vP

(
N

∑
i=0

(a(i)0 )q fi

)
= vP

(
N

∑
i=0

(a(i)0 )q fi −
N

∑
i=0

wq
i fi

)

= vP

(
N

∑
i=0

(a(i)0 )q fi −
N

∑
i=0

(
(a(i)0 )q +

∞

∑
j=1

(a(i)j )qtq j

)
fi

)

= vP

(
tq

N

∑
i=0

∞

∑
j=1

(a(i)j )qtq( j−1) fi

)

= qvP

(
N

∑
i=0

∞

∑
j=1

(a(i)j )qtq( j−1) fi

)
.

Temos

vP(π
−1(H)) = vP

(
N

∑
i=0

(a(i)0 )q fi

)
+ vP((q+1)P0)

= qvP

(
N

∑
i=0

∞

∑
j=1

(a(i)j )qtq( j−1) fi

)
+ vP((q+1)P0).

Pela desigualdade triangular, vP(π
−1(H))≥ q. Pelo Teorema 2.10.16, H é o hiperplano osculador

a X em P.

Lema 3.1.2. Também é válida a relação

z0 f q
0 + · · ·+ zN f q

N = 0. (3.2)
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Demonstração. Pelo Corolário 2.5.21, basta mostrarmos que a função
N
∑

i=0
zi f q

i se anula em uma

quantidade infinita de pontos P ∈ X . Pela Equivalência Fundamental (2.3), os divisores do tipo
qP+Frq2(P), com P ∈ X , são elementos da série linear D . Para cada P ∈ X , valem

vP(qP+Frq2(P))≥ q e vFrq2(P)(qP+Frq2(P))≥ 1;

em outras palavras, o hiperplano correspondente ao divisor P+Frq2(P) é o hiperplano osculador
a X em P e contém o ponto Frq2(P). Do Lema 3.1.1, decorre(

N

∑
i=0

zi(P) fi(P)q

)q

=
N

∑
i=0

zi(P)q fi(P)q2
= 0

para todo P ∈ X satisfazendo eP = 0. Isso conclui a prova.

Lema 3.1.3. As funções racionais z0,z1, . . . ,zN ∈ Fq2(X ) satisfazendo a relação (3.1) são únicas
a menos de um fator não nulo em Fq2(X ).

Demonstração. Definamos o conjunto

I = {i ∈ {0, . . . ,N}; zi ̸= 0}.

Sejam z̃0, . . . , z̃N ∈ Fq2(X ), não todas nulas, tais que

z̃q
0 f0 + · · ·+ z̃q

N fN = 0.

Mostraremos que se z̃k ̸= 0 para algum k ∈ {0, . . . ,N}, então zk ̸= 0 e

z̃i =
z̃k

zk
zi

para todo i ∈ {0, . . . ,N}. Para isso, basta provarmos as afirmações seguintes:
(A1) se zi = 0, então z̃i = 0;
(A2) as funções Fq2-racionais do tipo

z̃i

zi
, com i ∈ I, são iguais.

Definamos ẽP =−min{vP(z̃0), . . . ,vP(z̃N)} para cada P ∈ X . Consideremos os conjun-
tos seguintes:

U = {P ∈ X ; eP = 0 e ẽP = 0} e V = {P ∈U ; zi(P) ̸= 0 para todo i ∈ I}.

Para cada P ∈U , segue do Lema 3.1.1 que

z̃q
0(P)X0 + · · ·+ z̃q

N(P)XN = 0 e zq
0(P)X0 + · · ·+ zq

N(P)XN = 0

são equações do hiperplano osculador a X em P e, consequentemente, existe λP ∈ Fq2 tal que

z̃q
i (P) = λ

q
Pzq

i (P) (3.3)
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para todos i ∈ {0, . . . ,N}. Em particular,

z̃i

zi
(P) = λP (3.4)

para todos i ∈ I e P ∈V . Pelo Corolário 2.5.21, as afirmações (A1) e (A2) decorrem das relações
(3.3) e (3.4) respectivamente.

Lema 3.1.4. Seja P ∈ X . Se π(P) ∈ PN(Fq2), então P ∈ X (Fq2).

Demonstração. Suponhamos que π(P) seja um ponto racional. Compondo π com uma trans-
formação Fq2-linear se for necessário, podemos supor que π(P) = (1 : 0 : · · · : 0). Suponhamos
também que π = (1 : f1 : · · · : fN) de modo que vP( fi)≥ 1 para todo i∈ {1, . . . ,N}. Multiplicando
ambos os lados da relação (3.2) por teP , obtemos

∞

∑
j=0

a(0)j t j +
N

∑
i=1

f q
i

∞

∑
j=0

a(i)j t j = 0.

Utilizando a desigualdade triangular,

vP

(
∞

∑
j=0

a(0)j t j

)
= vP

(
N

∑
i=1

f q
i

∞

∑
j=0

a(i)j t j

)
≥ q ≥ 2.

Em particular, a(0)1 = 0.

Pelas computações feitas na demonstração do Lema 3.1.1, temos

vP(π
−1(H)) = q+ vP

(
tq

∞

∑
j=2

(a(0)j )qtq( j−2)+
N

∑
i=1

fi

∞

∑
j=1

(a(i)j )qtq( j−1)

)
.

Pela desigualdade triangular, como vP(tq) = q e vP( fi)≥ 1 para todo i ∈ {1, . . . ,N},

vP

(
tq

∞

∑
j=2

(a(0)j )qtq( j−2)+
N

∑
i=1

fi

∞

∑
j=1

(a(i)j )qtq( j−1)

)
≥ 1.

Portanto, vP(π
−1(H)) = q+1. Pelo Teorema 2.10.16, P é um ponto racional.

O resultado seguinte é uma consequência dos Lemas 2.10.17 e 3.1.4.

Teorema 3.1.5. As curvas X e π(X ) são Fq2-isomorfas.

Observação 3.1.6. Para aplicar o Teorema 3.1.5 nas próximas seções, ressaltamos que a condição
de D ser uma série linear completa não foi usada. Portanto, esse teorema ainda será válido se
substituirmos D por uma subsérie linear (não completa) R de D contendo todos os divisores do
tipo qP+Frq2(P), com P ∈ X , e ressignificarmos π como o morfismo associado a R.
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3.2 O Teorema do Mergulho Natural
Comecemos esta seção identificando X com π(X ) de acordo com o Teorema 3.1.5.

Sejam z0, . . . ,zN ∈ Fq2(X ) satisfazendo a relação (3.1). Definamos o morfismo

π
∗ = (z0 : · · · : zN) : X → PN(Fq2).

Pelo Lema 3.1.1, Frq ◦π∗ é a aplicação de Gauss P 7→ ΠN−1(P).

Consideremos a curva π∗(X ) em PN(Fq2). Seja PM o subespaço de dimensão M

em PN(Fq2) onde π∗(X ) é uma curva não degenerada, ou seja, PM = ⟨π∗(X )⟩. Visto que
X ∗ = Frq ◦π∗(X ), dim(⟨X ∗⟩) = M. Pela Proposição 2.11.2, existe um subespaço PN−M−1

de dimensão N −M−1 em PN(Fq2) que é a interseção dos hiperplanos osculadores a X em
quase todos os pontos P ∈ X .

Lema 3.2.1. Nenhum ponto de X pertence a PN−M−1.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que exista R ∈ PN−M−1 ∩X . Escolhamos um ponto
Q ∈ X \ {R,Fr−1

q2 (R)} de modo que o hiperplano osculador ΠN−1(Q) a X em Q contenha
PN−M−1. Desse modo,

R ∈ ΠN−1(Q)∩X = {Q,Frq2(Q)},

contradizendo o fato de que Q /∈ {R,Fr−1
q2 (R)}.

Notemos que PM está definido sobre Fq2 . Apliquemos uma transformação Fq2-linear em
PN(Fq2) de modo que PM tenha equação XM+1 = 0, . . . ,XN = 0. Então, zM+1 = 0, . . . ,zN = 0 e
π∗ : X → PM é dado por (z0 : · · · : zM).

Observação 3.2.2. Segundo o Lema 3.1.1, a equação do hiperplano osculador a X em Q é
γ

q
0 X0 + · · ·+ γ

q
MXM = 0, onde π∗(Q) = (γ0 : · · · : γM).

Lema 3.2.3. Temos deg(π∗(X )) = q+ 1. Além disso, a série linear cortada em π∗(X ) por
hiperplanos de PM contém todos os divisores do tipo qP+Frq2(P), com P ∈ X .

Demonstração. Escolhamos um ponto P0 = (α0 : · · · : αN)∈X (Fq2). Suponhamos, por absurdo,
que α0 = · · ·= αM = 0. Pela Observação 3.2.2, P0 pertenceria a todos os hiperplanos osculadores
a X e, consequentemente, a PN−M−1, o que não é possível devido ao Lema 3.2.1. Então, existe
k ∈ {0, . . . ,M} tal que αk ̸= 0. Agora, consideremos o hiperplano

H = v(αq
0 X0 + · · ·+α

q
MXM),

o qual pode ser reconhecido como um hiperplano em PM.

Seja P ∈ X tal que π∗(P) = (γ0 : · · · : γM) ∈ H ∩π∗(X ), com γi ∈ Fq2 . Temos

α
q
0 γ0 + · · ·+α

q
MγM = 0
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e, elevando ambos os lados a q,

γ
q
0 α0 + · · ·+ γ

q
MαM = 0.

Pelo Lema 3.1.1, o hiperplano osculador a X em P passa por P0. Isso mostra que P = P0, uma
vez que P0 ∈ X (Fq2). Com isso, concluímos que a interseção H ∩π∗(X ) não contém nenhum
ponto diferente de π∗(P0). Queremos mostrar que o divisor (π∗)−1(H) de X é (q+1)P0. Para
tal, provaremos que

vP0((π
∗)−1(H)) = vP0(α

q
0 w0 + · · ·+α

q
NwN) = q+1,

onde wi
..= tePzi com t um parâmetro local em P0 e eP0 :=−min{vP0(z0), . . . ,vP0(zN)} (lembre-

mos que zM+1 = · · ·= zN = 0).

Depois de uma transformação Fq2-linear de PN(Fq2), podemos assumir que

P0 = (1 : 0 : · · · : 0), f0 = 1, f1 = a1t j1 + · · · , fN = aNt jN + · · · ,

onde (0, j1, . . . , jN) é a sequência de (D ,P0)-ordens de X . Desse modo, precisamos mostrar
que vP0(w0) = q+1.

Seja m = min{i; vP0(wi) = 0}. Multiplicando os dois lados da relação (3.1) por tqeP0 ,
obtemos

w0(t)q +w1(t)q(a1t j1 + · · ·)+ · · ·+wN(t)q(aNt jN + · · ·) = 0

e, por conseguinte,

w0(t)q +w1(t)q(a1t j1 + · · ·)+ · · ·+wN(t)q(aNt jN + · · ·)−wm(t)q(amt jm + · · ·) =

−wm(t)q(amt jm + · · ·).
(3.5)

Se existisse k ̸= m tal que vP0(wk) = 0, a ordem do segundo membro de (3.5) em P0 seria
jm, enquanto, pela desigualdade triangular, a ordem do primeiro membro de (3.5) em P0 seria
maior do que jm, o que é impossível. Isso mostra que m é o único elemento do conjunto
{i; vP0(wi) = 0}. Desse modo, a ordem do primeiro membro de (3.5) em P0 é no mínimo q. Visto
que 1 = j1 < · · ·< jN−1 < q e jN = q+1 devido ao Lema 2.10.16, m = N e vP0(w1) = 1.

Multiplicando ambos os lados da relação (3.2) por teP0 , obtemos

w0(t)+w1(t)(a1t j1 + · · ·)q + · · ·+wN(t)(aNt jN + · · ·)q = 0

e, consequentemente,

w0(t) =−w1(t)(a1t j1 + · · ·)q −·· ·−wN(t)(aNt jN + · · ·)q.

Logo, vP0(w0) = q + 1. Isso mostra que o divisor (π∗)−1(H) de X é (q + 1)P0 e, assim,
deg(π∗(X )) = q+ 1. Aplicando esse argumento a um ponto de X \X (Fq2) no lugar de
P0, mostra-se que (π∗)−1(H) = qP+Frq2(P).



3.2. O Teorema do Mergulho Natural 63

Visto que D é uma série linear completa, o Lema 3.2.3 nos conta que |π∗| é uma subsérie
linear de D .

Lema 3.2.4. Para cada i ∈ {0, . . . ,N}, zi é uma combinação Fq2-linear das funções f0, . . . , fN .

O Lema 3.2.3 junto com a Observação 3.1.6 nos fornece o resultado seguinte.

Lema 3.2.5. As curvas X e π∗(X ) são Fq2-isomorfas.

Teorema 3.2.6. A curva X está contida em uma variedade hermitiana definida sobre Fq2 de
PN(Fq2).

Demonstração. Sem perda de generalidade, suponhamos que f0 = z0 = 1. Para cada i∈{0, . . . ,N},
escrevamos

zi =
N

∑
j=0

ci j f j (3.6)

com ci j ∈ Fq2 . Em particular, c01 = · · ·= c0N = 0 e ci j = 0 para cada i ∈ {M+1, . . . ,N}. Como
π∗(X ) é uma curva não degenerada em PM, o conjunto {z0, . . . ,zM} é linearmente independente
sobre Fq2 e, por conseguinte, a matriz C := (ci j) tem posto M+1.

Mostraremos que C é uma matriz hermitiana sobre Fq2 . Reescrevendo a relação (3.2),
obtemos

N

∑
i=0

N

∑
j=0

ci j f j f q
i = 0. (3.7)

ou seja,

1q f0 +
N

∑
i=0

(cq
i1 fi)

q f1 + · · ·+
N

∑
i=0

(cq
iN fi)

q fN = 0.

Pelo Lema 3.1.3, existe λ ∈ Fq2(X ) tal que

1 = λ z0 (3.8)

e
N

∑
i=0

cq
i j fi = λ z j ∀ j ∈ {1, . . . ,N}. (3.9)

Da relação (3.8), λ = 1. Isso nos permite reescrever a relação (3.9) da maneira seguinte:

N

∑
i=0

cq
i j fi =

N

∑
i=0

c ji fi ∀ j ∈ {1, . . . ,N}.

Como { f0, f1, . . . , fN} é linearmente independente sobre Fq2 , cq
i j = c ji para todos i, j ∈ {0, . . . ,N}.

Em outras palavras, C é hermitiana. Temos

N

∑
i=0

N

∑
j=0

ci j f j f q
i = 0.
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Pela relação (3.6), X está contida na variedade de posto M+1 seguinte:

v

(
N

∑
i=0

N

∑
j=0

ci jX jX
q
i

)
.

Teorema 3.2.7 (Teorema do Mergulho Natural). A curva X admite um modelo não singular
dado por uma curva definida sobre Fq2 que tem grau q+ 1 e está contida em uma variedade
hermitiana não degenerada definida sobre Fq2 de PM(Fq2) com M ≤ N.

Demonstração. Pelo Lema 3.2.5, já sabemos que π∗(X ) é um modelo não singular de X .
Mostraremos que π∗(X ) está contida em uma variedade hermitiana não degenerada de PM(Fq2).

Consideremos a notação da prova do Teorema 3.2.6. Pela Proposição 2.12.8, existe uma
transformação Fq2-linear T tal que

T ·v

(
N

∑
i, j=0

ci jX jX
q
i

)
= v

(
Xq+1

0 + · · ·+Xq+1
M

)
Compondo π com T se for necessário, podemos supor que

f q+1
0 + · · ·+ f q+1

M = 0, (3.10)

ou seja,

f q
0 f0 + · · ·+ f q

M fM +0q fM+1 + · · ·+0q fN = 0.

Então, podemos tomar

zi =

{
fi se i ∈ {0, . . . ,M}
0 se i ∈ {M+1, . . . ,N}.

Com essa escolha, π∗ é a projeção

( f0 : · · · : fM) : X → PM

(α0 : · · · : αN) 7→ (α0 : · · · : αM)

e, pela relação (3.10),

π
∗(X )⊂ v(Xq+1

0 + · · ·+Xq+1
M ).

Observação 3.2.8. Veremos que nossas principais conclusões ainda valerão se X tiver gênero
zero. Suponhamos que X seja a reta vp(Y )⊂ P2(Fq2) e que P0 = (1 : 0 : 0). Pelo Teorema de
Riemann-Roch, ℓ((q+ 1)P0) = q+ 2. Notemos que {xq+1,xq, . . . ,x2,−x,−1} é uma base de
L ((q+1)P0). O morfismo

π = (xq+1 : −x : xq : −1 : x2 : x3 : · · · : xq−1),
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associado a D := |(q+1)P0|, é dado por

X → Pq+1(Fq2)

(α : 0 : γ) 7→ (αq+1 : −αγq : αqγ : −γq+1 : α2γq−1 : · · · : αq−1γ2).

AFIRMAÇÃO 1. As curvas X e π(X ) são isomorfas.
De fato, π admite o morfismo inverso

π(X ) → X

(α0 : · · · : αq+1) 7→

{
(α1 : 0 : α3) se (α1,α3) ̸= (0,0)
(α0 : 0 : α2) se (α0,α2) ̸= (0,0).

Identifiquemos X com π(X ). Observando que

1q · xq+1 + xq · (−x)+(xq)q · xq +(xq+1)q · (−1) = 0, (3.11)

tomemos

z0 = 1, z1 = x, z2 = xq, z3 = xq+1 e zi = 0 ∀i ∈ {4, . . . ,q+1}.

O morfismo π∗ := (1 : x : xq : xq+1) é dado por

X → P3(Fq2)

(α0 : · · · : αq+1) 7→ (−α3 : −α1 : α2 : α0).

AFIRMAÇÃO 2. As curvas X e π∗(X ) são isomorfas.
De fato, π∗ admite o morfismo inverso

π∗(X ) → X

(α0 : · · · : α3) 7→

{
(α

q+1
1 : −α1α

q
0 : α

q
1 α0 : −α

q+1
0 : α2

1 α
q−1
0 : · · · : α

q−1
1 α2

0 )

(α
q+1
3 : −α3α

q
2 : α

q
3 α2 : −α

q+1
2 : α2

3 α
q−1
2 : · · · : α

q−1
3 α2

2 ).

AFIRMAÇÃO 3. A série linear |π∗| contém todos os divisores da forma qP+Frq2(P).
Com efeito, consideremos a ∈ Fq2 , o ponto

P = π(a : 0 : 1) = (aq+1 : −aq : aq−1 : aq−2 : · · · : a2 : a : −1)

e o hiperplano
H = v(aq2+qX0 −aqX1 −aq2

X2 +X3).

A função t := x−a é um parâmetro local de X em P. Assim,

xi = (a+ t)i

é a expansão local de xi em P para cada i ∈ {0,1,q,q+1}. Temos

aq2+q −aq(a+ t)−aq2
(a+ t)q +(a+ t)q+1 = tq(a−aq2

+ t).
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Além disso,
π
∗(Frq2(P)) = (1 : aq2

: aq3
: aq3+q2

)

e
aq2+q −aqaq2

−aq2
aq3

+aq3+q2
= 0.

Logo, π−1(H) = qP+Frq2(P). Além disso,

π
−1(v(X0)) = (q+1)(π(P0)).

AFIRMAÇÃO 4. A curva π∗(X ) está contida em uma variedade hermitiana não degenerada
definida sobre Fq2 em P3(Fq2).
De fato, pela relação (3.11),

π
∗(X )⊂ v(Xq

0 X3 −Xq+1
1 +Xq+1

2 −X0Xq
3 ).

3.3 A recíproca do Teorema do Mergulho Natural
O objetivo desta seção é mostrar a direção oposta do Teorema 3.2.7. Mais precisamente,

desejamos provar o resultado seguinte.

Teorema 3.3.1. Seja X uma curva algébrica projetiva, geometricamente irredutível e não
singular definida sobre Fq2 e que está equipada com um morfismo Fq2-birracional não degenerado
π = ( f0 : · · · : fM) : X → PM(Fq2) tal que a curva Y := π(X ):
(i) tem grau q+1;
(ii) está contida em uma variedade hermitiana não degenerada H ⊂ PM(Fq2) definida sobre Fq2 .
Então, a curva X é Fq2-maximal.

De agora em diante, assumiremos que X é uma curva satisfazendo as hipóteses do
Teorema 3.3.1. Assumiremos também que

H = v(Xq+1
0 + · · ·+Xq+1

M ).

Por hipótese,
f q+1
0 + · · ·+ f q+1

M = 0. (3.12)

Dado P ∈ X , escrevamos π(P) = (α0 : · · · : αM). Seja t um parâmetro local de X em P.
Arrumemos as funções coordenadas de modo que tenhamos vP( fi)≥ 0 para cada i ∈ {0, . . . ,M}
e vP( fk) = 0 para pelo menos um índice k ∈ {0, . . . ,M}. Então,

fi(t) =
∞

∑
i=0

ai, jt j

é a expansão local de fi em P para cada i ∈ {0, . . . ,M}. Aqui, αi = ai,0 e ak,0 ̸= 0. O hiperplano
tangente HP à variedade hermitiana em π(P) tem equação

α
q
0 X0 + · · ·+α

q
MXM = 0.
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O primeiro passo em direção ao Teorema 3.3.1 é o lema seguinte.

Lema 3.3.2. A série linear R cortada em Y por hiperplanos contém o divisor qP+Frq2(P)

para todo P ∈ X .

Demonstração. Seja P ∈ X . Queremos mostrar que HP corta em Y o divisor qP+Frq2(P).
Pela relação (3.13), (

∞

∑
j=0

a0, jt j

)q

f0 + · · ·+

(
∞

∑
j=0

aM, jt j

)q

fM = 0. (3.13)

Escrevendo os termos de menor ordem em t, obtemos

M

∑
i=0

aq
i,0 fi + tq

M

∑
i=0

aq
i,1ai,0 + tq+1

M

∑
i=0

aq+1
i,1 + tq+2[· · · ] = 0,

ou seja,
M

∑
i=0

α
q
i fi =−tq

M

∑
i=0

aq
i,1ai,0 − tq+1

M

∑
i=0

aq+1
i,1 − tq+2[· · · ].

Então, vP(π
−1(HP))≥ q e a igualdade ocore se, e somente se,

M
∑

i=0
aq

i,1ai,0 ̸= 0. Temos dois casos.

CASO 1: Suponhamos que P ∈ X (Fq2). Queremos mostrar que
M
∑

i=0
aq

i,1ai,0 = 0. Pela relação

(3.13),
M

∑
i=0

aq+1
i,0 + t

M

∑
i=0

aq
i,0ai,1 + t2[· · · ] = 0.

Assim,
M
∑

i=0
aq

i,0ai,1 = 0. Visto que
(

M
∑

i=0
aq

i,0ai,1

)q

=
M
∑

i=0
aq

i,1ai,0, temos
M
∑

i=0
aq

i,1ai,0 = 0.

CASO 2: Suponhamos que P /∈ X (Fq2). Visto que π(P) ∈ H , temos
M
∑

i=0
α

q+1
i = 0 e, logo,

M

∑
i=0

α
q2+q
i =

(
M

∑
i=0

α
q+1
i

)q

= 0.

Isso mostra que Frq2(P) ∈ HP.

Em ambos os casos, temos π−1(HP) = qP+Frq2(P) uma vez que π é birracional e
deg(Y ) = q+1.

Da Observação 3.1.6 e do Lema 3.3.2, decorre que X e Y = π(X ) são Fq2-isomorfas.
Então, se M = 2, Y é a curva hermitiana e, consequentemente, X é Fq2-maximal. De agora em
diante, assumiremos que M ≥ 3.

Observação 3.3.3. A curva Y não é estranha. De fato, dado um ponto P = (α0 : · · · : αM) ∈ H ,
a equação do hiperplano tangente a H em P é

α
q
0 X0 + · · ·+α

q
MXM = 0.
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Consideremos Q ∈ PM(Fq2) e escrevamos Q = (β
q
0 : · · · : β

q
M). Notemos que Q pertencerá ao

hiperplano tangente a H em P se, e somente se,

α
q
0 β

q
0 + · · ·+α

q
Mβ

q
M = 0,

o que ocorrerá se e, somente se,

α0β0 + · · ·+αMβM = 0.

Ou seja, Q pertence ao hiperplano tangente aos pontos da secção de H pelo hiperplano de
equação

β0X0 + · · ·+βMXM = 0.

Visto que Y é não degenerada, existem apenas uma quantidade finita de pontos de Y nesse
hiperplano.

Encontraremos uma certa relação entre o determinante wronskiano de Y e o de sua
projeção Y a um subespaço (M−1)-dimensional de PM(Fq2). Mais precisamente, seja

π = ( f0 : · · · : fM−1) : X → PM−1(Fq2),

isto é, Y é a projeção de Y pelo ponto (0 : · · · : 0 : 1) ao hiperplano XM = 0. Pode acontecer que
Y e Y não sejam Fq2-birracionalmente equivalentes. Entretanto, é sempre possível evitar essa
situação mudando o sistema de coordenadas em PM(Fq2). Dois lemas técnicos são necessários.

Lema 3.3.4. A curva Y não é estranha.

Demonstração. Fixemos P ∈ PM(Fq2) e escrevamos P = (β
q
0 : · · · : β

q
M) com β0, . . . ,βM ∈ Fq2 .

Dado Q = (α0 : · · · : αM) ∈ H , o hiperplano tangente a H em Q é

HQ = v(αq
0 X0 + · · ·+α

q
MXM)

e P ∈ HQ se, e somente se,

α0β0 + · · ·+αMβM = 0.

Isso mostra que os únicos hiperplanos tangentes a H que contém P são aqueles que tangenciam
H nos pontos da secção

H ∩v(β0X0 + · · ·+βMXM).

Como Y é não degenerada, existe apenas uma quantidade finita de pontos de Y nessa secção.
Portanto, P pertence apenas a uma quantidade finita de hiperplanos osculadores a Y e, a fortiori,
pertence apenas a uma quantidade finita de retas tangentes a Y .

Lema 3.3.5. A curva Y tem no máximo q3 +1 pontos Fq2-racionais.
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Demonstração. Seja g o gênero de Y . Pela Cota de Hasse-Weil,

#Y (Fq2)≤ 1+q2 +2qg.

Pelo Lema 3.3.4 e pela Cota de Castelnuovo,

g ≤ qs+ rs+ r−q
2

,

onde r e s são os únicos inteiros que satisfazem

0 ≤ r < M−1 e q = (M−1)s+ r.

Para concluir essa demonstração, verificaremos que qs+ rs+ r ≤ q2 analisando dois casos.

CASO 1. Suponhamos que M ≤ q+3. Substituindo s por q−r
M−1 , obtemos

qs+ sr+ r =
q2 − r2

M−1
+ r ≤ q2

M−1
+M−2.

Observemos que q2 ≥ M −1. Multiplicando os dois membros dessa desigualdade por 2−M,
obtemos (2−M)q2 ≤ (2−M)(M−1). Logo,

q2

M−1
+M−2 ≤ q2.

CASO 2. Suponhamos que M ≥ q+3. Colocando q− (M−1)s no lugar de r, obtemos

qs+ sr+ r = 2qs+(1−M)s2 +(1−M)s+q ≤ 2sq+q.

Visto que s ≤ q
M−1 e 1

M−1 ≤ 1
q+2 ,

2sq+q ≤ 2q2

M−1
+q ≤ 2q2

q+2
+q =

3q2 +2q
q+2

.

Notemos que 2q ≤ q2. Somando q2 em ambos os lados dessa desigualdade, obtemos q2 +2q ≤
2q2. Como q ≥ 2, temos q2 +2q ≤ q3. Logo,

3q2 +2q ≤ q3 +2q2,

ou seja,
3q2 +2q

q+2
≤ q2.

Lema 3.3.6. 1. Seja L uma reta Fq2-racional passando por um ponto Fq2-racional R de Y .
Então, L ∩Y contém apenas pontos Fq2-racionais de Y .
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2. Seja Q ∈ Y (Fq2). O espaço PM(Fq2) contém um ponto P satisfazendo as duas condições
seguintes:

(i) P /∈ H ;

(ii) a reta que liga P e Q não é tangente a Y em Q

(iii) a reta que liga P e Q não passa por outro ponto de Y além de Q.

Demonstração. 1. Suponhamos, por absurdo, que a interseção L ∩Y contenha um ponto
S que não seja Fq2-racional. Então, L é a reta que passa pelos pontos S e Frq2(S). Isso
implica que a reta L está contida no hiperplano osculador a Y em S. Como HS ∩Y =

{S,Frq2(S)}, temos L ∩Y = {S,Frq2(S)}. Isso contradiz a hipótese de que o ponto
Fq2-racional R pertence à interseção L ∩Y .

2. Pelo item anterior, basta mostrarmos que existe P ∈ PM(Fq2) satisfazendo (i), (ii) e:

(iii’) a reta que liga P e Q não passa por outro ponto Fq2-racional de Y além de Q.

Para isso, basta provarmos a desigualdade

#PM(Fq2)> #H (Fq2)+#



pontos Fq2-racionais
diferentes de Q

nas cordas ligando
Q a outros pontos
Fq2-racionais de Y


+#


pontos Fq2-racionais

diferentes de Q

na tangente a Y em Q

 .

Pelo Lema 3.3.5, existem no máximo q3 cordas ligando Q a outro ponto Fq2-racional de
Y . Por isso e pelo Teorema [], o membro direito da desiguladade anterior é no máximo

(qM+1 − (−1)M+1)(qM − (−1)M)

q2 −1
+q2q3 +q2.

Assim, para mostrarmos que a desigualdade acima é verdadeira, basta verificarmos a
desigualdade

q2M +q2M−2 + · · ·+q2 +1 >
(qM+1 − (−1)M+1)(qM − (−1)M)

q2 −1
+q5 +q2,

que equivale a

q2M+2 −1 > (qM+1 − (−1)M+1)(qM − (−1)M)+q7 −q5 +q4 −q2

e, que por sua vez, equivale a{
q2M+2 +qM+1 +q5 +q2 > q2M+1 +qM +q7 +q4 se M for par
q2M+2 +qM +q5 +q2 > q2M+1 +qM+1 +q7 +q4 se M for ímpar.

(3.14)

Para concluirmos a demonstração, verificaremos as desigualdades de (3.14).
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CASO 1. Suponhamos que M seja par e que M ≥ 6. Notemos que q2M+1 > qM. Somando
q2M+1 em ambos os lados dessa desigualdade, obtemos 2q2M+1 > q2M+1. Como q ≥ 2,
temos q2M+2 > q2M+1 +qM. Além disso, valem as desigualdades qM+1 ≥ q7 e q5 > q4.

CASO 2. Suponhamos que M seja impar e que M ≥ 7. Nesse caso, temos q2M+2 >

q2M+1 +qM+1, qM ≥ q7 e q5 > q4.

CASO 3. Se M = 3, então q2M+2 ≥ q2M+1 +q7 e q5 > qM+1 +q4.

CASO 4. Se M = 4, então q2M+2 > q2M+1 +q7 e qM+1 ≥ qM +q4.

CASO 5. Se M = 5, então q2M+2 > q2M+1 +qM+1 +q7 e qM > q4.

Tomemos um ponto P como no item 2 do Lema 3.3.6. Pelo Teorema 2.12.7, podemos
aplicar uma transformação Fq2-linear de PM(Fq2) que preserva H e leva P em (0 : · · · : 0 : 1). O
Lema 3.3.6 garante que Y e Y são Fq2-birracionalmente equivalentes. Então, assumamos que
Y é Fq2-birracionalmente equivalente a Y .

Escolhamos uma variável separante t de X . Consideremos as notações seguintes:

W ( f0, . . . , fM−1) ..= det


D(ε0)

t f0 D(ε0)
t f1 · · · D(ε0)

t fM−1
...

... . . . ...

D(εM−1)
t f0 D(εM−1)

t f1 · · · D(εM−1)
t fM−1


e

W ( f0, . . . , fM) ..= det


D(ε0)

t f0 D(ε0)
t f1 · · · D(ε0)

t fM
...

... . . . ...

D(εM)
t f0 D(εM)

t f1 · · · D(εM)
t fM

 . (3.15)

Notemos que ε0 = 0, ε1 = 1 e εM = q.

Lema 3.3.7. Temos

div(W ( f0, . . . , fM)) = div(W ( f0, . . . , fM−1))−qdiv( fM)+div( f0D(q)
t f q

0 + · · ·+ fMD(q)
t f q

M).

Demonstração. Sejam c0, . . . ,cM as colunas da matriz em (3.15). Substituindo a coluna cM pela
combinação

f q
0 c0 + f q

1 c1 + · · ·+ f q
M−1cM−1 + f q

McM,

obtemos

f q
MW ( f0, . . . , fM) = det



f0 · · · fM−1 f q+1
0 + · · ·+ f q+1

M

Dt f0 · · · Dt fM−1 f q
0 Dt f0 + · · ·+ f q

MDt fM
... . . . ...

...

D(εM−1)
t f0 · · · D(εM−1)

t fM−1 f q
0 D(εM−1)

t f0 + · · ·+ f q
MD(εM−1)

t fM

D(q)
t f0 · · · D(q)

t fM−1 f q
0 D(q)

t f0 + · · ·+ f q
MD(q)

t fM


.
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Derivando ambos os membros da relação (3.12), concluímos que cada elemento da última coluna
é 0, exceto o último. Além disso, calculando a q-ésima derivada de Hasse de ambos os lados,
obtemos

f q
0 D(q)

t f0 + · · ·+ f q
MD(q)

t fM + f0D(q)
t f q

0 + · · ·+ fMD(q)
t f q

M = 0.

Utilizando o método de Laplace, obtemos

f q
MW ( f0, . . . , fM) =−( f0D(q)

t f q
0 + · · ·+ fMD(q)

t f q
M)W ( f0, . . . , fM−1)

e, logo,

qdiv( fM)+div(W ( f0, . . . , fM)) = div( f0D(q)
t f q

0 + · · ·+ fMD(q)
t f q

M)+div(W ( f0, . . . , fM−1)).

Seja RM o divisor de ramificação da série linear cortada em Y por hiperplanos de
PM(Fq2). O resultado seguinte segue do fato de que eP = 0.

Lema 3.3.8. Seja P ∈ X . Se t for um parâmetro local de X em P, então

vP(RM) = vP(W ( f0, . . . , fM)).

Similarmente, seja RM−1 o divisor de ramificação da série linear cortada em Y por
hiperplanos de PM−1(Fq2).

Lema 3.3.9. Seja P ∈ X . Se t for um parâmetro local de X em P, então

vP(RM−1) = vP(W ( f0, . . . , fM−1)).

Demonstração. Temos

vP(RM−1) = vP(W ( f0, . . . , fM−1))+(ε0 + · · ·+ εM−1)vP(dt)+MeP

onde eP =−min{vP( f0), . . . ,vP( fM−1)}. Suponhamos, por absurdo, que eP < 0. Como eP = 0,
temos fM(P) ̸= 0 e fi(P) = 0 para todo i ∈ {0, . . . ,M−1}, contradizendo a relação (3.12). Assim,
eP = 0. Visto que t é um parâmetro local de X em P, temos vP(dt) = 0. Isso conclui a prova.

O resultado seguinte será fundamental para calcularmos #X (Fq2).

Lema 3.3.10. Temos

vP( f0D(q)
t f q

0 + · · ·+ fMD(q)
t f q

M) =

{
1 se P ∈ X (Fq2)

0 se P /∈ X (Fq2).
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Demonstração. Notemos que

f0D(q)
t f q

0 + · · ·+ fMD(q)
t f q

M =

(
∞

∑
j=0

a0, jt j

)
(aq

0,1 + tq[· · · ])+ · · ·+

(
∞

∑
j=0

aM, jt j

)
(aq

M,1 + tq[· · · ])

=
M

∑
i=0

ai,0aq
i,1 + t

M

∑
i=0

aq+1
i,1 + t2[· · · ].

Temos dois casos.

CASO 1: Suponhamos que P ∈X (Fq2). Pela demonstração do Lema 3.3.2, temos
M
∑

i=0
aq

i,1ai,0 = 0

e
M
∑

i=0
aq+1

i,1 ̸= 0. Assim, vP( f0D(q)
t f q

0 + · · ·+ fMD(q)
t f q

M) = 1.

CASO 2: Suponhamos que P /∈ X (Fq2). Utilizando a demonstração do Lema 3.3.2 novamente,

concluímos que
M
∑

i=0
aq

i,1ai,0 ̸= 0. Logo, vP( f0D(q)
t f q

0 + · · ·+ fMD(q)
t f q

M) = 0.

Observação 3.3.11. Esse lema nos conta que

∑vP( f0D(q)
t f q

0 + · · ·+ fMD(q)
t f q

M) = #X (Fq2).

Agora, estamos preparados para finalizar a demonstração do Teorema 3.3.1.

Demonstração. [Demonstração do Teorema 3.3.1] Temos

∑
P∈X

vP(RM) = (ε0 + ε1 + · · ·+ εM)(2g−2)+(M+1)(q+1)

e

∑
P∈X

vP(RM−1) = (ε0 + ε1 + · · ·+ εM−1)(2g−2)+M(q+1).

Então,

∑
P∈X

(vP(RM)− vP(RM−1)) = q(2g−2)+q+1.

Pelo Lema 3.3.7, temos

div( f0D(q)
t f q

0 + · · ·+ fMD(q)
t f q

M) = div(W ( f0, . . . , fM))−div(W ( f0, . . . , fM−1))+qdiv( fM).

Pelos Lemas 3.3.8 e 3.3.9, temos

vP(div( f0D(q)
t f q

0 + · · ·+ fMD(q)
t f q

M)) = vP(RM)− vP(RM−1)+qvP(div( fM))

para todos P ∈ X . Pelo Lema 3.3.10, temos

#X (Fq2) = ∑
P∈X

(vP(RM)− vP(RM−1))+q ∑
P∈X

vP( fM)

= q(2g−2)+q+1+q(q+1)

= 1+q2 +2qg.

Portanto, a curva X é Fq2-maximal.
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Observação 3.3.12. Interpretamos os somatórios acima sendo efetuados de maneira dinâmica no
seguinte sentido: para cada ponto P ∈ X , consideramos um parâmetro local e “normalizamos”
as funções f0, . . . , fM. Com essa interpretação, temos

∑
P∈X

vP( fM) = q+1.
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