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' ABSTRACT

The first goal of this work is to present a1v

study of Periodic Distributions,aimed at a reader who has
& básic knowledge of Distribution Theory.

v'-The second goal is to apply the above mentioned

tools to the study-of the regularity, in spaoes of periodic
functions and distributions, of the solutions of a linearv
partial differential equation with constant coefficients;
giving detailed proofs of some results in the literature.
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INTRODUÇÃO
'

O objetivo deste trabalho-ê estudar com detalhes
o tópico que trata das Distribuições Periódicas,resumidameg
te exposto em [6] e aplicã—lo ao estudo da regularidade das

soluções de uma equação diferencial parcial com coeficien
tes constantes, tendo como base o artigo, fGlobal

Hypoellipticity and Liouville Numbers" publicado no Proc;

Amer.Math;Soc (3l)(1972), llZ—ll4, de Stephen Jf Greenfield
and Nolan R. Wallach;

'

O estudo desenvolvido até o final do capítulo 1

tem ucharãter didático, proporcionando ao leitor que pog
' sui apenas os conhecimentos de um curso básico de Teoria das

Distribuições; meios parava compreensão de conceitos mais

refinados da teoria das equações diferenciais parciais como

por exemplo o conceito de Hipoeliticidade Periódica para um

operador diferencial parcial com coeficientes conStantes.v.
“Vale ressaltar que o estudo das Distribuições Pg

'riõdicas poderia ser deSenvolvido de outras maneiras equivª
lentes ã nossa, como procuramos mostrar no final do. capitª
10 1. Ver por exemplo [7].e [8].

.

.. .

No capítulo 0 reunimos alguns fatos básicos“ quet-
são necessários para a compreensão do trabalhof

_ i _



No capítulo 1 demonstramos; inicialmente, alguns

resultados sobre somabilidade de uma série en.Espaços Locaª
mente Convexos e desenvolvemos, entao, um estudo das distrª
buições.que são l—periõdicas em cada variável, buscando cª
racterizã-las como uma série de exponenciais.

No capítulo 2 aplicamos os resultados obtidos no

capítulo 1 ao estudo da Hipoeliticidade Periódica dos opera”
dores de primeira ordem, que possuem coeficientes constan'
tes, utilizando os números de-LiouVille.



CAPÍTULO 0
:

PRÉ—REQUISITOS

'Indicaremos por x = (x1,...,xú)1 um elemento de
Rn e g : (gl,gz,.;.,gn) um elemento de .2º =PÍ Z X..,xz.

Seja Z; 0 conjunto dos números inteiro não ne—

gatívos.
Dada a n—upla a = (a1,”..,dn)'e ZÉ definimos

Id! : a; + mg + ... + an'

al az &
Xa = X1 .XZ ... x n x e Rn.

Além'drsso se a e Z? e g e Zn vale que:

_Igººl augu'ª' :mugm'º' : kz|*|(1+llqll>k-Í a

onde_ “gll- é qualquer uma dentre as três expressões seguiª
tes: '

.

/gí+gâ+...+gã ,_ |gi|+|gzl+f..+|gn|,

maxílgjl: j.%—l,2..;n]

Para cada j : l,2,..n, escrevemos

a ='-—ª-,* D.=£8 onde i=/—l] ãxj ] 1 —

G1 02 ane se a e Zn D“ : D1 D2 ... D .



Definição o;z

. éieQ ,

família de números reais definida pelo conjunto de Q, dizer
Se Q é um conjunto qualquer e (ci) “uma

mos que a série
.v, . _ , . i

é somãvel de Soma c e escrevemos

Z “ci = c
ieQ

se, dado 'e > 0, existe um subconjunto finito de '. índices
Jo<: Q tal que, para todo subconjunto finito de ' índices
JDJo tenhamos [c- 2 c, <a

*. iEJ l.
O conceito de somabilidade se estende também aos

'rímeros complexos, mas por simplicidade nos restringiremos ao.

,amúunto dos números reais.
”Proposição 0.1 (Ver [7] pg 4).

;

:Uma condição necessária e suficiente para que a-

série ..2 c. seja somãvel é que a série 2 [cil seja somª
ieQ »

, ieQ '

vel e então



Se' 2 d. é uma série de termos positivos e sº
ieQ .

mãvel e se
-/ lcil í ªi

(01então a série 2 c.1 somãvel e além disso,
ieQ

| E ci|< E d
ieQ — ieQ i

Proposição 0.2 (Somabilidade e Convergência absoluta)(Ver.
[7] “pg 7).

Se o conjunto de índices Q é o Conjunto Z+,

para que —2 ci seja somãvel é necessário e suficiente
v ieQ

que esta série seja absolutamente convergente e, então,sua
soma como série é igual a sua soma no sentido da teoria
das séries somãveis.

Proposição 0.3 (Soma por pacotes e associatividade) (Ver.

'[71pqv8i

- Suponhamos que o conjunto de índices Q seja
'uma união de uma família de subconjuntos Qj' j e A:



dois a dois disjuntos. Então seeasêrie Z. ci é somãvel,cª
ieQ» .

da uma das séries 2, ci- ê somãvel de soma o., a série
_

,
' ieQ.“ ] .

3
.

2 o. é somâvel-e temos que
jeA, -

z c. .= 'E o. = z ( 2 ci)ieQ l jeA 3- jeA ier-
Proposição 0h4 (Ver [ 7] pg 10)

Se todos os ci são > 0 e se convencionamosv

chamar +w- a soma de uma série divergente de termos > O,

então

E ci : Z ( 2 c.)
ieQ jeA ier 1

onde o valor dos dois membros é finito ou +w.

Proposição.0.5 (Ver [ 7] pg 11)

Se as séries 2 oi e E d. são somãveis,com
, isQ j€L_ '

'soma 0 e d respectivamente, então a serie.

2 c d.
QxL i 3

produto das duas séries dadas é somãvei com soma c-d,
Tendo em vista os resultados enunciados acima,

,
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.

- . 1 . , ,mostremos que a serle E > n e somavel.
,

Z“ <1+Hglh k '

Como dl+Hg|lP'i (1+|94)(l+l92l)'-—(l+l9n|)_ eª
tão ' '

A v

' <1+Hgllfk : <1+Hglh 'ª' : Í"

k

í [(l+|911)...(1+|gn|)] n =

.

__5 -E
= (1+l91|) “ (l+|gn|) n ;

Logº

ª 51' - n
|AZ ————————— 2 (1+ 9 ) n.?.(l+ g liv

Zn (1+H91H k Zn [.ll ' n

e pela proposição 0.5 temos que

—k/n -k/nân(l+|gll) ....(l+|gnl) ='

“ l ' 1
= Z Z < ºº

_
7 ooo ,

' (l+l91'|)k 11 Z (1+|gn|)kzn
..

N

pois dado j 1,2.,.n, temos, usando'as proposições 0.4 e

0.2, que

l 1
'

1
E

——e——————77— = 2 z . ——- + 1
z (1+Igjl)k “ N <1+lgjl>k7ª

.ao - 1 .

-—

= 2 Z
—————-—7-— + 1 <-- on-

—
+ .

ªj“1 (1+|9jl)k “ ' '>'



Assim a série En ————4£——E—- k > n é majora-
Z (l+"gH) '»

da pelo produto de séries somãveis.

z___—_____7T__ z__________7_
Z (l+|91 |)k n Z (l+|gn |)k n

e consequentemente é somãvel.

Seja B(Rn) = [h: Rn + ç, h“ limitada]
B(Rn)- é um espaço de Banach com a norma'

thl = sup lh(x)l
xeRn

_Definição 0.2

“Consideremos-a família [hi(x)]Q, de funções
definidas em Rn, a Valores compleàos que são limitadas.En
tão dizemos que a série 'E hi(x) é uniformemente somã.—I

vel; com soma h(x), se dªdª é > O, existe um subconjunto
finito de índices 'JOCZ Q, dependendo somente de e, talí
que para todo subconjunto J de 'Q, finito tal que J

... ,__- ,,contenha Jo tenhamos.

|h(x) — Z h.(x)1 < e , x e R
J 1 '

'Observemos que este-é um caso particular da so—

mabilidade em Espaços Localmente Convexos que será vista
.
no Capítulo 1.



Proposição 0.6

1) Se o conjunto de índiceS' Q é enumerãvel e.
se 'E hi(x) ê uma-série de termos i'o, então

-ieQI

J
'

42 hi(x)dx : E I h.(x)dx'
Rn ieQ -

.

ieQ Rn l'
sendo os dóis membros finitos ou iguais a +ºº

2) Se Q é enumerãvel, se as hi(x) são quais—

quer (reais ou complexas) e se

2 J |h.(x)|dx : J E |h.(x)ldx
ieQ R“ 1 Rn ieQ' 1

é finito, então, por um laao,-cada uma das funções hí(x) zé

integrãvel em Rn e a série 2 [ n hi(x)dx é somãvel; por
' ieQ R .

outro lado, para quase todo x, a série E' hi(x) é somãvel'
_

.

' ieQ
e sua soma é uma função de x, definida em quase toda par—

te que é integrãvel em Rn por último

'

.

Z h.(x)dx : É J h.(x)dxJRn
ieQ l ieQ Rn 1-

DefiniçãoloQã

Seja 9 um aberto de Rn. Denotaremos por CZ(Q) o.
'

espaço das funções—testes em 9, isto é, o conjunto das fun
ções a valores compiexos indefinidamente diferenciáveis com

suporte compacto em 9.



Definição 0.4
v

Uma sequência (aj) de funções pertencentes >..a'
CZ(Q) converge a.zero em CZ(Q) se:

' (i) existe um compacto -' KC O tal que S(<pj) (_: K j=l,2..;
(ii) para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem

m das funções.-<i>j converçem uniformemente a zero quaº»

do j + +».

»_Definição 0.5_

Seja & um aberto de Rn. Um funcional linear.
continuo u: CZ(Q) + C é dito uma distribuição em Q.

.

O

espaço das distribuições em C se denota D'in).

Definição 0.6

3Dizemos que uma sequência _u. e D'(Q) j = 1,2...
converge & u e D'(Q) se <uj, º? conVerge a <u,©> para

toda o'e'CZ(Q). Neste caso escrevemos uj + n em D'(Q).

Definição 0.7

Se u e D'(Q) definimos suporte de u, como in—'

tersecção de todos os fechados de 9 fora dos quais u ê nukmj

'/Indicaremos por E'(Q)l o espaço vetorial das
distribuições que possuem suporte compacto contido em 9.

Denotaremos por S(w) o suporte de w quer seja
'w uma função ou distribuição.

.



Proposição.0.7

Sejam f & Cm(Rn) e $ € CZ(Rn|f_1(O)). 'Então a

função

. Mx) . -1-. ———— , x £ £ (0)

o ' x & f"1(0)

pertence ª CZjRn),.com S(W)(: Rnlf—1(0) e f.? = e.

Demonstfáção

Observemos inicialmente que f_1(0)(j S(©) ='0

e então r = d(f-1(0),S(©)) > o;
'

'

Dado xo & f—1(O) consideremos então Br(xo),lº
go W e O em Br(xo) e portanto ,W e Cw(Ér(xo)).

Como v e c”(Rn|f“1(0)) então

.] ,; v e c”(R“|f'ª(0))kj ( LJ.1 Br(x)) = C”(Rª).
, ,." xef' (0) _

'sm = swf) s<%)c smcc Rªlf'ªwy

ve portento- W'e CZ(Rn) e S(Y)CZ'Rnlf_1(0).

Além disso f(x)W(x) : ©(x)* v x e R“ pois, se'
x ; f"?(0) temos _f(x)y(x) = f(g>,%%g% ; $(x).-v

Corolárío
.

_

. .” n
»

' n _

Se f e C.(R ), u e D (R.) e se f.u : 0 .en—

(0).tão. S(u)CZ f—1
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Demonstração

Dada ó's CZ(Rn|f-1(0)) consideremos '? como na

proposição anterior. Então

<u,$> : <u,fw> : <fu,W> : Ó

Lema (Ver [6] pg 13)

Se f'eCk(B); B=[xaRn:”x"<R].e kal
-

'

« n ..entao f(x) = f(O) + 2 xjfj(x) ,.onde fj e ck lua);
- j=1.

,

, ,

“ aªajfw) , . a
.

a
& f.(0) = ——+————— e supla f.1 5 sup la a.fl. :

3— 1+|a| B. .

3 B .
J a

Teorema 0.1

Se u'e D'(Q) onde 9 é um subconjunto aberto de
Rn e xju : 0, j =l,2...n então u : cd para algum c.

[.Demonstração

Observemos que S(p)(: (01 pois dadã

$ 5 CZIRnlfºl) basta tomarmos na. proposição: “anterior
f(x) = ”XIP , x.e Rn, para obtermos

A

'" n '

.

.<u,$> : <u,"x||2w> : jâl <xju,xjw>=0



'— ll —

onde ? & CZ(Rn) é tal que' "XIV ?(x) : o(x).
"Logo dada $ & Cw(Rn), então pelo Lema anterior

m ne C (R ) e portanto
' n- .

temos que o(x) : óiº) +jª1 xj$j(x) Ój

.
. _ n .

,

<u,$> <u,$(0)> + jgl <xju,$j(x)> :ªzu,ç(0)> =_

|! <u,l><ô,$> = <cõ,©?.

Teorema 0.2 (Ver [4] pg 35)

,
' Sejam ul e uz pertencentes a D'(Rn) tais que

vtodo ponto de Rn tem uma vizinhança onde ul =.u2.
Então ul : u2_ em Rn.

Definição 0.8

Se f(x) e g(x) são funções contínuas em Rn e

uma delas tem suporte compacto, a convolução de f e q se

define comº“

f*q(X) = Jf(x—y)g(y)dy = [g(x-y)f(y)dy-

Definição 0.9'

. Se u & D'(Rn)(u & E'(Rn)) e $ 5 CZ(Rn)-I

“($ $ CÍ(Rn)) denotaremos por u*$ a função definida por"

. yl - N/ '-u * à(a) = <u1$a> “onde $a(x) = o(a—x)
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No seguinte teorema denotaremos Th o operador
'de translação (Thu)(x) : u(x—h).

Teorema 0.3 (Ver [4 ] pg 65) '
'

' .,

, Seja U:CZ(Rn) + Cm(Rn) um operador cóntínwoque
Comuta com todas as translações Th' h e Rº.; Então existe
uma única u e D'(Rn)' tal que U$ : u*$, $ 5 CZ(Rn).

Definição 0.10

Sejam ul, uz e D'(Rn) e suponhamos que uma de
las tem suporte compacto. Definimos V : ul * uz como a

única distribuição V, tal que u1*(u2*$) : v*$; ó'e CZ(Rn).

Observe que V(Q) ; u1*(u2*$) define um- operª
dor que satisfaz as hipóteses do teorema 0.3 e por conse—

,guinte V(ó) : v*© para uma V e D'(Rn) bem-definida.

Proposição 0.8 (Ver [1 ].pg 93)

Se u & D'(Rn),v v e E'(Rn) e h e'Rn então

(uacv)h uhfv : u*vh' onde .<uh,$>1='<u,ó_h>ll

«p_h(x) a(xçh),
'

óeÇZ(Rn).
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Definicão'0.il

' Uma função W e Cw(Rn) é rapidamente decresceª
te no infinito se

lim IXUDBW(X)] =-0' ' 'a,B :: ZE

"XII?“

ou equivalentemente: dados k 3 0 e a e ZÉ

»

' k asup (l+"x") la W(x)| < +w.
Rn

0 conjunto das funções deste tipo é '

indicado
a.”por Sfân). Observemos que: CZ(Rn) '-e um subespaço veto—

:iál de S(Rn);
'

Como é usual, consideraremos o espaço S(Rn) mg

niáo da topologia definida pela seguinte família de. semi—

—normas,

P (W) = sup IxªDBW(x)|
, a,B & Zn

“18" n
'

.

+
. R .

Definição 0.12—

A transformada de Fourier de uma função ? & S(Rn)

é definida por



414—

_ª(a) = j,n W(x)e-i<x'€>dx
R .

onde <x)€> = xigl + ngz + g.- + xnªn'l

Definição 0.13

Um funcional'linear contínuo em S(Rn) é dito
uma distribuição temperada. O espaço das distribuições que
'são temperadas se denota por VS'(R9).

A transformada de Fourier de uma distribuição
temperada, u, também é uma distribuição temperada e é defi
nida por

<G,w> : <u,&> , VW & S(Rn).

Se u & S'(Rn) então vale a seguinte propriedª
de»

X',

:: Vu : (Zn)n u

xx
A

V,“ N/ '

-onde' <u,?> <u,W> com W(x) = W(—x).II

O espaço Cm(Rn) estará sempre munido da topo—

logia definida pela seguinte família de seminormas.

Pm;K(w) =, sªp [8ªW(x)l

"lalím
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ªonde K é um subconjunto compacto de Rn e m e Z+.

Denotaremos por CÍ(Rn) o espaço das funções ig
finitamente diferenciáveis que são l-periodicas em cada vª
Ariãvei; isto é, ó-é CT(Rn) se e somente se ç"e Cw(Rp) e

º(x—g).é-$(X), q e Zn-
'

O espaço .ÓÍ(Rn) estará eempre muhido da topo-
iogía definida pela seguinte família de seminormas '

Pm($) : sup [8ª$(x)|, m e Z+>
. n_ _

R
|a|5m

Sejam —P-= P(D) : Z a Dª,' aa-e C“ um opga|al<m

rador diferencial“ parcial linear cie-ordem m com -co'eficientes -

constantes e

*

Pm(€) = z aaa“ , e: e RH

|a|=m

o polinômio homogêneo de grau m, associado a P.

Definição 0.14

Dizemos que o operador P é elítico de ordem m'

se:

Pm(€) # 0 para todo 5 € Rn, & # 0
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ou equivalentemente se: existe ,ou > O tal que

|Pm(€)| i Collªllm , € e Rn

(Ver [ 1] pg 201).



CAPÍTULO 1

DISTRIBUIÇÓES PERIÓDICAS

Neste capítulo demonstramos, inicialmente, alguns
resultados sobre somabilidade de séries em Espaços Localmen—

te Convexos e desenvolvemos, então, um estudo das distribui—
cões ube Df(Rn), ver definição 1.6, buscando caracteri -
zã—las como uma série de exponenciais) O estudo aqui desen—

.volvido requer, somente, os conhecimentos de Um curso básico
de Teoria das Distribuições.

.

Os resultados principais deste capítulo são os
Teorema 1.12 que nos fornece a Série de Fourier de u e o Teº
rema 1.15 que caracteriza a distribuição» u, em termos do

crescimento da família de seus coeficientes de Fourier

J.;. Somabilidade em Espaços Localmente Convexos

Seja X um espaço localmente convexo cuja topolg
'gia é dada pela família de seminormas (Pj)jeF onde F e

um conjunto de índices,

Definição 1.1

Se Q é um conjunto de índices e ( ) umau ê“
_ , ,

g gªQ
família de elementos de X' então dizemos que a

' série
#17 —'
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z: ug ê somâvel em X ,comjsoma u evX ' e — escrevemOS'

u = 11 se:.).“.

Q 9
, Dados j e F e_ e > 0, existe um subconjunto fi

nito de índices Jo CÇQ “tal que, para todo subConjunto finª
to de índices ,Jz) Jo se tenha que

P-(zu—U)<€JJ 9

Definição 1.2 (Condição de Cauchy)

Dizemos que uma série de elementos de x; 2 u ,'
satisfaz a condição de Cauchy se:

geQ

'

Dado j e F e e > O' eáiste um subconjunto finª
to de índices Joc: Q, tal que para todo subconjunto finito'
de índices J satisfazendo JIN Jo : E se tenha

&

.' P.(Z u.) < eJ J 9

Somente por simplicidade ao considerarmos a série
'E u consideraremos o conjunto de índices Q como sendo
,º . , .

,

enumerâvel pois se “Q é não enumerãvel existe um subconjun-
to Q' de Q que é enumerãvel fora do qual-os somandos dão

nulos e então trabalhamos com Q'.
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Teorema 1 . 1

.. 5,3'

Se a vsêrie >:: u , "u 'é—X é somãvel de soma usX
,

Q .ª“ º .

.

então a série dada Satisfaz a .Condição de Cauchy, e recipro—

camente se x é sequencialmente completo e (E) ug satisfaz a »

Condição de Cauchyventão a série dada é somãvel em 'X.v

?

Demonstração

Suponhamos que u.= ): ug. Sejam j e F e e > 0
. ,

. .

Q
dados. Existe Joc Q, Jo finito, tal que se JC Q, J fi-
.nito, satisfaz JD Jo então

Pj(É:I ug—u) < €/,2.'

Logo se — JC Q, J finito, satisfaz” Jn Jo : Q

'

temos:

P.(zu,) P.( ): u—u+luã- Xiu) E
3 J ªo 3 JUJO g

, Ja
ll

P.( 2 u —u)+P.(Z u -u) <"
3 JUJo g 3 Jº 9

.

|A

+ = E“na “E
2

.

“Assim z ug satisfaz a Condição de Cauchy;
'

Q
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, Reciprocamente, consideremos a particular ordena—
,

-
' " kjj' s . s . .

*

çao de Q dada por Q»:
S 1

J , J ,: [gs], segue lmedlata—

, mente da hipótese que a série Zlug satiSfaz a Condição dej
'

'

.
5= s .

Cauchy usual e como X é sequencialmente completo então e—
. m .

» '
xiste ,u e X tal que u : Sªl ug , Mostremos então que

S
u=- u.2

Dados j e F e 'e >.O, sabemos que:
i) ª Joc Q_, Jo finito,tal que se JÇQ. J finito, JnJo=Çõ

então Pj(ã ug) < 8/2

ii)3 mo efN tal que se. 5 i zo. temos

P.( 2 “u — u) < ;/2

Tomemos então 3 : [g1,gz,...,gk]. tal que

“_
' ' 'JoLJTgi,gz,-.-,g£ºlc:'Í-

Logo se Jc: Q, J finito, é tal que .J:) 5 eª

P (2 u —'u) : P. 2 u ; 2 z _.J J 9 J(J 9 J ug +
& ug n) Í

P (
_

z )
.

(
(ii) , €(i)

2 u — _ u +“P. ; u _ ú)j< P.(-z“u ) + — <JJ 9, J-g J ' jJIJg .??”

<%*%ª?
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Corolário

Seja X sequencialmente completo e u,: 2 ug,-
.

Q ,,ug e X. Se Jp é um subconjunto finito de Q tal que, para tº
do .A K' finito-, K 3 Jo , se tenha

'E u - u' < e

então; se verifica a mesma desigualdade para K' infinito,
KD Jo.

,Demonstracão

“Seja Jb ClQ -tal que para todo J finito, J ' Jo,
se tenha

7

2 u. — ul < e
J 9 "

então, se K<:_Q e K é infinito Contendo Jo, existe, qual

» quer que seja n > 0, um conjunto finito de índices
'

' J1,'
_ JoC. Jl CK tal que.

.

2 u 4 2 u | < n
K_ 9 J1 g '

(da definição da somabilidade da série parcial Z ug). Então
K .

teremos

* logo |Z u
- K

e como n .é arbitrário temos que
. |Z u — u| < e

K 9 - .

,com K infinito.
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Teorema 1.2 - Somabilidade por Pacotes ou Associatividqde.

Dado X sequencialmente completo, suponhamos que
o conjunto de' índices Q seja reunião de subconjunto , Qi' ,

i e A, isto é,

Q= U Qi"
ieA

sendo estes subconjuntos dcis a dois diSjuntos. Então se a

série 2 1.19 é somãvel temos que a série 2 U9 ê somãvelde
Q gSQi

soma ºi ",“ E o. 'é somãvel e1
- '

'
ieA

): u = ): cri-"= x ('2 u)ng g ieA ieA geQi

Demonstração
&

.

Como a série -2 ug ê somãvel, satisfaz o Critê +
, ,

Q
'

rio de Cauchy, então qualquer soma.parcial da série conside—

rada, por exemplo- 2 'ug, também o satisfaz. Segue então da
Q

_.completeza sequenciaÍ de X que a série 2 lug ê somãvel.
. i .

Se u.: 2 ug, então dados j e F e e > 0 exig
Q .

te JOCQ, Jo ”finito, tal que se JC Q, J “finito ou

infinito e J _) Jo temos

P.( E ug ; u) < &
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Seja Jl o subconjunto finito de A dado por

Jl = [i e AI Qi(] Joni É].

Então dado Dc: A, D finito,v D:) Jl, temos que
E = &) Qi contém Jo e portanto

isD “

*P.(u — 2 u ) < e
J geE g

'

Como D é finito temos que:
2 u = Z 11» = =X 'Ui

geE g ge LÍQi g ieD
, ieD .

e consequentemente ,P.(u'—. 2 ai) < e.
' ieD

Logo 2 o. é somãvel de soma u.
& ieA '

Teorema 1Ç3 K'l ”

Dados X sequencialmente completo e & famílià de

elementos de X,íug)Q, suponhamos que pará cada j e É exisê
ta uma família de números [Mng' Mg : Mg(j) >'O satisfa -
Zenão E M somãvel e P.(u ) <-M . Então a série 2 u ê

Q 3 9 " 9 'Q' 9

somãvel em X.



Demonstração

Dado e>0 e ja]? decorre da somabilidade de Z Mg
,

v
. »? Q ,

que, existe JqCZ Q, Jo finito, tal que se .JCZ Q, J fi—

-nito satisfaz J fNJo = É então |Z Mgl < e.
J

Lc 0 P. 2 u < 2 P. u < E M < 6lg J(J ) _ J 3( g) _ J g

Assim ug satisfaz a Condição de Cauchy e pelo.2
Q

-teorema 1,1 segue o resultadoivw
Com base nos fatos acima estabelecidos demonstra

remos aíguns resultados envolvendo somabilidade em espaços
' vetoriais topológicos, que nos serão úteis no decorrer des—

te capítulo.

Teorema 1.4
| .

'se W'e S(Rn) então a série Zn W

somãvel em Cw(Rn) ,e sua soma pertence a CZ(R ).

Demonstração

Dado N € N.

-2 W” (x) = 2' W (x) 4 z . -w (X). x e B [0]zª ªº ngm—º“- ªº ugn>ºN ªº .

N—

laJ ' "Ial
.

'- , con" .,e somavel em' C (R ) pºis e uma sº
:

Z '

. ?
Ilgll <

'ºN ªº
a.! l.
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ma finita de funções pertencentes & Cm(Rn).

Demonstraremos então que “Efil Vaé ê somâvel
' q

em Cw(Rn). ' IaNI
' |'ª º zN: HX“Se, x,€ BN[0] e “ªlli ªº então '

2lª[

portanto IIX-agllz Ialllgll -nxu :lalngn-lªJJJz—ºlhlªllgílt

Logo como W e S(Rn), para la] 5 m, m e Z+,'

-"9|'i É?! e x e BN[0] temos:

C
. <

(1+HX-ªqH)n+l “Iaºwag(x)l = laªW(x—ag)|.5

.

<
2 c' '

.
l' (2+lal|]g||)n+1 " (miníz,la|])“+»1 (1+Hg]])n+1

n+1 7
12 c n+

nõ

(l+Hg|h “+1

Assim para cada W e S(Rn) e dados 'VKCliRn; meZ?

seja N E N tal que “Kc: BN[0] e seja 9 e Zn tal que

Hg" > rª, então a família, somãvel, —de números

M : —————————— satisfazª (1+Hgll>ª*ª

»

. ZN
Pm,K(Wa9) : Pm,BN[º](Wª9) í Mg, Nºlli En-

.“ .alembramos que Pm,K(wag) _ sup là Wagl'
lalím
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L

, - . ,Entao pelo teorema 1.3 a serle z 2N wag e_"si!: ——

- a,“ n .

laI
somavel em C (R ).

Logo 2 W
, é somãvel em 'Cm(Rn) pois é uma so

Zn ag -. _.
'

. . ' . - . a nma flnlta de serles somavels em C (R ).
.“ , nTemos alnda que se f(x) ='ân Wªg(x) e g a_Z

então
f(x—ag') : E W(x-a(g+g')) : 2

n »W(x—aõ) =
geZn gaz .

'
g=g+g'

= E W(x—aê) : f(x)
êeZ

Logo a soma f(x) da série 2 w , 0 # a e R é
. Zn ag

“um elemento de' CZ(Rn).
.

Observemos que na terceira igualdade usamos o fa—

to da soma não depender da ordenação.

Proposição 1.1

Se a série 2 ug, ug e Cm(Rn) ê Somâvel em
“Z

. —.
*

C (Rn) então dado a'e Z? a Série Zn eªug ê somãvel em
Z

c (Rn).

Demonstração

A demonstração segue imediatamente da observação
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do seguinte fato:

Dados KCCRn, m e Z* e. JC Zn,lfinito,tomemos
,

_
> +,

m' & Z+ tal que la' = m', então:

a. B 'aP (zau)=su |a(zau)|<me J 9 |B gm J ' g "

_ K

-5 su , VIBY(Z u )! : Pm+m' K(z u ).Iy?ím+m' J 9 ' J 9
K

Proposição 1.2

Dada a família [ug] , u »e CT(Rn) então a sé—
n 9_Z

rie Zn ug é somãvel em—“CT(Rn) se e somente se é somãvelem
Z

,

cºm“) .

Demonstração

A demonstração da ida da proposição e imediata eº
quanto a volta estã esquematizada abaixo.

Seja I = [x & Rn: O É Xj : 1, j =l,...,n].
Então a demonstração da proposição segue do seguinte fato:

,.,dados msZ+', KCC Rn, KDI e JCZn,J'I
finito temos:



P (2 u“) : sup |aa(2 u )] = su |aª(z u )] =
m J 9 ' IªÍím J 9 “Tim J 9

_
Rn

: P
.

(2 u ), onde na segunda igualdadem,K J g '

utilizamos a periodicidade de ug, -g e Zn.

Teorema 1.5 '

.

'

.

O operador VF: EMR") ——> CÍ(Rn) definido por
P(?) = X W é linear e contínuo. _

Demonstração

Tomando & = 1 no teorema 1.4 resulta que
FW) = w está bem definida e FW) & cruz“);2

: anA linearidade de F decorre de propriedades ele—'

mentares de somabilidade.
Mostremos então que' F é contínuo isto é se

Wj ——> 0 em S(Rn) “então Fj : F(Wj) ——> O em CT(Rn).

Observemos inicialmente que.

IIX—gll z Jºª-u— x e Bzml.“
3

' De fato:
Se Hgll : 0 temos Hxllz Of
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Se Hgllz l temoS'

“X-glli ! Hgll— Hxlll z Hdi — z Hgll- % “9“ %pºª”

:lkíu
3

, .
'/Sejam e > 0 e m pertencente a Z+ dados; entãoi

como vj Converge para zero em :S(Rn), existe jo e N tal
_que para j,z jo temos, pela observação acima que:

n+1
e € 3.

(1+llx-gll>ª“ ' <1+Hgll>ªª '
Iaªwj(x—g)l Í

x e B2[0], [al 5 m, 9 & zº.
? '

Logo se j i jo— temos'.

P (F.) =>su ' aaF;(x) : su - a F (x) =m 3 'lª?5m1, 3
|

0Em
|

ª“
'

an- «Bª[0]
' 3

: su " Z 'aªw.(x-g) < su 'E |aªw.(x-g) <
laTím geZn J ' |,_ laTím geZn' 3 '

Bªfº] Bªte]
3 .

v

3

3n+1
E .

zª- muglhºª
Assim Fj converge para zero'em CT(Rn).
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Proposição 1.3

Dada & e CZ(Rn) então o operador
G: S(Rº) —> Acªla“) definido por GW) = 4» ): ..,Wg “é linear.
"e contínuo.

Demonstração

Observemos inicialmente' qmase $ & CZ(Rn) o opg
rador linear Tº(f) =-$.f definido em Cw(Rn) com valores
em CZ(Rn) é contínuo; resumo da prova: se fj convergezpª

. ou n ..ra zero em C (R ) entao temos

S(TÓfj)(: S(©)I para qualquer “j [e dado a e ZÉ,

existe“ k > O tal que,

——º 0 quando j + m
'a ..B,'|B (ó.fj)l Í k sup Ia fjl

Bia
S(ó)

,
. .. F m 00T$Con31deremos entao s —> CICL C. ——> C

W —> Zn W > $ Zn W

Z 9
, Z 9

assim G : TÓoF.

Logo, decorre da observação inicial e do teorema
1;5 que- G : TÓoF é linear e contínuo.
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1.2-—Funções Unitárias

Definição 1.3

' Uma função X é dita.unitãria se x & CZ(Rn) -e

se existe um número real a tal que'

E
.

x(x+ag) = 1 '; a“ x e Rn962

O espaço de todas as funções que são unitárias com

respeito a algum número real & fixado será denotado por Ua.

Observemos que uma função unitária juntamente com

suas transladadas nos fornece uma partição da unidade em Rn,

O próximo teorema nºs mostra que Ua # º,

Teorema 1.6
|
!

'Dado 0 # a e R e.1k©a uma vizinhança X do Cubo

K = [x & Rn: le Í %, j =1,2... n]

existe uma função não negativa xeCZ(X) tal que

ªn _X(x+ag) : l
* xls R
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Demonstração

Consideremos

1-WeCZ(X) taquue' Ov: W É 1 e V E 1 em K.

Então segue do teorema l;4 que "© =-Z w e Cm(Rn)
,

:

. Zn ag a
portanto é e CZ(X).

Além disso dado x e X então.existe gg & Zn tal
que x 4 ago e K CLS(W) portanto W(x+ago) = 1. Como.

0 Í ? 5-1 então temos que $ i 1.
Definamos então

)(:X > C

"É X v :xv >X(X) : ( ><6-

Logo:

X é não negativa pois “W e & o são..

x é um produto de funções que pertencem a Cw(X)

e S(x) C SW) C X, assim )( & CZ(X) .* Finalmente
Í. )((X+ag) : 1, X E Rn pois:Zn

. W(x+ag)
_

V(X+ag)
gn “ªªª-) = gnm = ªn.—W =

"' Mi) ªn ““ªº-) ª “É; : l' X º Rn'
Z *.

Observemos que se W e CZ(Rn) pode—se demonstrar,
de maneira mais simples, que ó ='2 W & Cw(Rn).

. :
'

_
Zn ag '

.
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De fato: Seja .N e N tal que S(?)(: BNIO]; en-
tão dado x e Rn tomemos r e N tal que x ; Br(0)

Se Nºlli?” então ||x+ag||_>_ làvl ugn - llxll >

a -
'

.

7,» '> r + N -'r =Njgmra x & Br(0),.portanto W_ag(x)%0.

'L099_ <i> = É“ w_ag =. “g“for w_ag em Br(0_)'
' '

' Ial
- Como para cada (36211 , xy_agecfº(Rn) então .óeCºº(Br(0)) e portanto bacªna“) .

.,
A demonstração acima se àamm basicamente ao se—

guinte fato:—
Se W e Cw(Rn) então a série 2 .? ,,ê uma so—

, c Zn —ag

ma finita em cada subconjunto limitado_ de R3.

Finalmente observemos que, segue de maneira ime —

diata, igualmente dos fatos acima que; se X E na então

a.(x ,):0 j=l,2...n.

'1.5 — Os espaços s e s'

Definição 2.4

Dizemos que uma família de números complexos
[A ]'n cresce lentamente no infinito, ou simplesmente que

_"x»
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(Ag) e s'(Zn), se existe k > O tal que

lAgl : kmugn Nº,
_

q =: z

Definição-1.5

Dizemos que uma família de números complexos

[Aglzn decresce rapidamente no infinito, ou simplesmente que

[Ag] e s(Zn), se dado k 5 Z+.

(lºfllglbklAgÍ > º' quandº “Hg“ -'—> l+ºº

Cúmpre—nos obserVar que a semelhança entre os es—

paços s, s' e S, S' se faz sentir, notadamente, no fato de

que é possível colocar topologias em s e s' de modo que e'

se torne 0 dual de s. A demonstração desse fato está relacig
nada com a demonstração do teorema l.u5deste capítulo. A se—'

guir enunciaremos um teorema, o qual admitiremos, como verdª
deiro, sem demonstração, qúe é de grande utilidade prãticapa
ra verificar se uma dada família de números complexos é ou

não rapidamente decrescente no infinito.

-Te0rema 1.7

Dada a família [Aglzn _de números chplexos ,en—v

tão são equivalentes:



l)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Teorema 1.8

-35 -'

n
[Ag] e a(Z-)

“Para cada j : l,..l.n e cada k 6 Z“ ªMjk > 0

k ' nt 1 . A < M. Zª que [93 gl _ Jk. 9 €
.

Para cada a.s—1Vn, EMG-> O

tal que lgªAgl Í Ma, g.€ Zn

Se P(g) é um polinômio em 9 então BMP .) O

tal que le<g)Ag| : MP.. ' g e Zª.

Dado Ik :: Z, 3Mk >.O

tal que “+“ g“)k |Ag| í Mk g e Zn

,sup(l+'H gibª lA'l-2 < 400. para dada £ e Z

9 g

2 (1+||g|| )SIA [2 < +00 para cáda' s e Z
2m 9

2 Hqu [A Iº: < +ºº para cada m e.Z
Ilgll >º' ' º '

-

' A família de números complexos [Ag] & s(Zn) se
e'somente se a série 2 Agn

e21r1.<x,g>. é somâvel em'Cºf(Rn)
Z ' '

,
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Demonstração

(=>) Decorre do Teorema 1.7.5 que:

Dado a.e Nn

[aª(Age2"i<x'g'>)l = (zmlªhgªA' | 5“ M

_

(l+||g|| )ml
para quaisquer- g €*Zn e x ; Rn.

com jm = mrlª' Sup u+ugu>º+1+fºHAg|
g .

, .

portanto dado m e Z+, “Eª M(á) > O tal que

- 2niq<g>
'

a "ªú<x,g>
.

M
'

nP Ux e ' ) : su la (A e v

) < ———————————— geZ1“ g Iaíím 9
|

* (1+"g“) n+1 '

Rn

,LOgo do teorema 1.3 segue que .zn Ag éhifxrg> é
' Z

somâvel em CT(Rn),

- . 2ni<x '> - - "(<=) Se a serle Z A e ,g e somavel em
1 n g

.

Z
C1(Rn) então decorre da proposição l.l e proposição 1.2 que
Idado a e Mn a série Zn gº Agehl<x ,g> é somãvel em CT(Rn).'

Z
'

--
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Assim tomando x = 0“ temos que, a série numérica
2 gºA é somãvel.
2H 9

Logo a série Zn ngIIAgI é somãvel e segue en—
Z

tão do Teorema 1.7.3 0 resultado.

1.4" — FdrmuZa'da Sombato'r'ia de Poisson

O objetivo deSte parágrafo é determinar & trans —

formada de Fourier da soma de medidas de Dirac dada por

E 6 0 # a e R,

Teorema 149

Dada a série 2 6 , 0 #,a e R então
Zn ag

a , n . - a . .u = Zn ôag' pertence a -S (R ), lStO e,,uvf deflnlda _por
Z .

' "

<uª,w> : Zn<6ag,w>, W & S(Rn) é um funcional linear contª
2 'J -

nuo em S(Rn).'
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Demonstração

Observemos inicialmente que se W e S(Rn) então
existe k & Z; .tal que

lm(a9);| Í _________lº___'_____
._.

(miní'l,|a|1)n+1
n+l 77:(lngll)

1/

Então decorre da somabilidade de 2 —————l—————
' n , n+1Z (1+HgH)

que a série numérica definida por hªn <ôag,w> é somãvel.
.

Logo ui está bem definidaeasúa linearidade é

consequência imediata da linearidade de 6397 para cada 9,
e de propriedades elementares de somabilidade.

'

"Finalmente se Vj + O em S(Rn) temos que;,da_
do, e > O,.3 já & NÉ tal qne se j 3 jo então

.

(14Hglh n+llª'-(ag)! < e, 'g e 2“
J ,

.Logo
<u?.wj>l = lªn wj<ª9>l : gn ij<aq)| <

1.
E E ——+———————— .

Z" (1+Hgll)n+ª
'

. aAssim <u ,Wj> converge para zero e consequen—

temente ua é contínuo em S(Rn).
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-0bservacão

Observemos que uª = Znõaq, 0 #iae R- satis—
Z .

faz a seguinte propriedade:
'a _uª = u v z e zn'-az

nDe fato: se -ó e CC(R ), Z'e Z

a<ua “$> : <u ,4, > =_ E «5. ,q, ' > : ;; “q, (ag)az —az geZn. ag. -—az gSZn _az

= 2
n ó(3(g+2)) = z nº(ªª) = z nº(ªª) = <uª,ç>

963 ' geZ ãeZ
ã=g+z '

Logo ua está bem definido e podemos estabele—
cer os seguintes resultados“

Proposição 1.4

i<ag > [já - n
(e _"—1)u-=O gEZ.

Demonstração

Dado g & an' 6 e E'(Rn)ll então como a con-ªg ,
,

'volução comuta com translações,vergmop$úçà30.8, & pela oº-
- nservação anterior de que uâz = uª“, ze Z temos

que

poisII Eôag * ua



a a a a a6 *u=õ*u _õ*u =6*u=u.-ag ( )ag ªª
Logo

a &ua : [õ_ag* u ? —- 6_ªg o ,u =, '

i<agrí> /xa: é u

Proposição 1.5

Aa 21r n '

u é não nula precisamente em ÉÍIZ
' isto e

S(uª) ': 31 z“.
.

a

Demonstração

AS(uª)Ç 3,312“ pois

w n Zn n . ,

' 'MV'D.-- '

dada $ 5 CC(R ?? Z ) conSideremos, pela prop051çao 0.7
.m i<ag,.>_ _

« — .

W e Cc(Rn) tal que (e i)? _ ? entao pela proposi
ção anterior temos que

i<ag,.> Aa
: <(e » —l)u , T> : <0,W>= 0

.

, /xa. ,
.

Alem disso u : caô na origem para alguma conª
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tante cª. De fato, tomando ej a n—upla que vale um 'na
coordenada j e zero nas demais coordenadas temos ípela,iax. /x i<ae.,x> /x
proposição anterior que (e J-l)uª : (e 3 —-l)uª : 0

,
» —iax./2

e multiplicando ambos os membros por e 3” ªobtemos

/N ax. '

ua sen(—ê;) : 0, j : 1,2,3.; n.,

Seja & & D'(p(B1T(0)) dada por
2a

_, axl aXn._1 = . .u : IJp—lluªop onde p(x) (sen 2 ,. ,sen —7—)v

- é o difeomorfismo definido em B1r(0) que determina a se—

guinte mudança de variáveis 2ª
ax.

y : sen ——l 3 = 1 ... n3 2

Então pela proposição anterior yj & = 0 j = l,..., n,
.pois dada w & CZ(p(BHT(0))) temos

2a
. /x '

.
.

syj ã,w> = <leJp_1(y)l(ua90—1)(y , W(y)> =

= <(Çªop"l)(y), ij(y)|Jp'1(Y)|> =

[“a _axj,
.

= <u (x), sen<—E—>.(wop)(x) 'Jp_L(D(X))l |Jp(x)|>=

'Nã ax. '

= <u (x), sen(——l>(wop)(x)> =
' ,2 '

.

“ax. /N
: <sen ——1

. uª, Wop> : 0
2

N
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Logo pelo teorema 0.1 existe. ca e R tal que

.â=oªõ em p(BL(0)).
2a

Finalmente dada & e CZ(B11(O)) temos
' 53

/Xa
'

/Xa __

'

<u r$> = <u op 1op(X), $(X)> :

/X
<(uªopfª)(y),($óp“l>(y)|Jp'1(y)|>

/N
<|J9*1(y)|(uªop'1)(y),($09“1)(y)> =

" <G(y),($op—l)(y)> = <Caôlóºp“1> =

«cªóop'1(0)-= ca$(0) = <ºaª'ª>'

'

portanto ua : c 6 em “B (O).ª JL
2a

'Tendo em'vista o que demonstramos acima, torna—
. /x .

—se suficiente provarmos que ua é invariante por translª
1— 21r n . »çoes em ?? Z , para conclulrmos a demonstraçao da propo—

sição. Dada 'à & CZ(Rn)Y e g' e Z“.

A . A A<(ua) IÓ> : <uardª >).___<ua,[d) ] >ª ' -21T . 21 |
a 9 Éíg a g

A
= En <õa '[Ó—ZTT '] '>- : zn[Ó—2TT '] (ag) :

Z —— 9 Z -—9



. 2 -i<ag,x>
: 2 J $(x+—— g') ' dx

, Zn a

_1<ag,y _ % g»
.=j21n Í My) e dy =
ª"Z nd R

.

;.j_<ag,y> A A.
= 2, J $(y)e dy = 2 a(ag) = <uªló>n n .

,. '

fx
Observemos que, como uª é invariante por trans
.... xx

lações em %? Zn e ua : caô 'em B" (O) então dado
ía"

go e Zn temos uª,= c& 62" em B1r(%% go)pOiS dada'
? .ªº ' 55

ª 2/ 03.6 CC(B—2_l(—;190)).
a

A . A A<uª,q» : <(ua)2" "?> : guªndu—2“ > =

i; ªº ? ªº

: (éª'ôló-gl > : «:a 621 ,(»
a 90 a 90

Teorema 1.10 ,

fã %% 2n n n...
' ' _ __ !u _ oau , ca _ (a) em D (R ).

Demonstração

23. . .

Seja xr: ºa uªi, onde Cá é a constante que,
comparece na demonstração da proposição anterior. Demons—.

'traremos inicialmente que u : v e _em seguida que
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21r n

Ca —-I' ('a—) .

Dado x & Rn, pelo teorema 0.2 , é suficiente,
mostrarmos que existe uma vizinhança def x, VX

.,—

fãtal que u : v em V .X

21
a

© e CZ(VX) temos que S($)f] %? Zn

Se x [ Zn, seja V Rn | %% Zn. DadaX

0 logo da proposi —

ção anterior e da definição de 'v segue que:

A<uª'Ó> : 0 : En Caªpkzâl g) : <V,4»
Z .

/x . .
e portanto ua =V' em V .

Se x = %% go,v para algumv go e Zn, tomemos

Vê“ : B (—— go). Então segue da observação feita após

a demonstração da propoSição anterior que dada óeCZ(V2í ).
“agº

/xa 2
.

<U. [Ó) : (Caôgl'r. 145) :CaÓ('_aTl go) :
a 90 ;

211 '

= Zn Cadu-ã— g) = .<V,<b>
Z ,

é?e portanto u =X! em VX.
. 21r nMostremos finalmente que .c = (——) ..a a
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Dada —$ 6 CC(R ) e t,e R temos que

i<ag-',t>A21r ' 'Í.
ca Zn º(ÉÍ g+t) : Zn e à(ag)

Z Z

pois transladando cª 'e úzn/ª de .t

21 21 '

<ºaªãí'º>.= <ºauêª'ª_t> : cª ªn Óft(É% g) “

_

21r' Ca Zn Ó(Éf 9+t)
Z

e , ,

/x /x '

'

a _ a _ , fx _<utró> - <u ,$_t> — ªn fÓ-t) (#9).-

, -—i<a_g,y>
'

.

-i<ag',Y>
= ª“ J ºiª—tme dy = ªº fo(y+t)e dy

Rn ' R

i<ag,t> ' —i<ag,w>
= Em e J $(w)e * dw =

Z Rn "

* ' i<ag,t>A
. = 2 e $(ag)

Zn .

Então integrando ambos os membros em
.

K.: [º, %%] X'... x [O, %%] temos:

,.zne ª. ©(ag)dtJ
' i<ag"',t>A

K Z

,
'

2 TI'º J E Ó(“_ 9+t)dt =a K Zn &

. _ - ; , . o n' «e como os lntegrandos sao serles somavels-em C (R ) entao
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.

' 2," , .

c J 2 $(—— g+t)dt =a K Zn a n
27r

E C, J d)(—-— g+t)dt :
Z a K a

Z

Z a

e

_ i<ag,tz,x
. . i<ag)t> ,xJ Zn e q>(ag)dt : ZnI e q>(ag.')dt

K'Z ' Z, K '

A .

.

. i<ªglt>A .

: J ©(0)dt + Z [ e ' ©(aq)dt :
K ' gfo K

'

21r M
— (?;) $(O)

i<agjt> .

pois [ e dt : O para g # 0.
K '

«

. _A' '
277 nALogo conclu1mos que ca$(0) : (É?) ©(0)

áve CZ(Rn). Então tomando $ & CZ(Rn) tal que a(º) # 0

21Tnobtemos ºa : (É?) e oortanto
-â11.

ª =“ (%%)n. ua em D'(1Rn).

, A
" 11 v

Observemos que uª e lia pertencem a S'(Rn),

logo a igualdade u = vale em S'(Rn), assim& (%)n. uZíTr/a

temos o seguinte resultado.
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Coroldrio: Fórmula da Somatória_de Poisson

Dada. ? e S(Rn) 'então

Zn n Zn /x '

(?;) ªn W(ç;g) — ªn Í(ªg).

Com o teorema acima encerramos os resultados prg
liminares deste capitulo. Passemos então aos resultadosprin
cipais começando por definir o que vem a ser uma distribui—
ção l-periõdica em cada variável.-

.i.5 — Distribuições Periódicas

Definição 1,5

Dizemos que u & D'(Rn) é l—periõdica em Cada

.- .

'

n ' nvariavel, ou Simplesmente. u e Dí(R ), se ug : u, 9 & Z ,

onde ug é a transladada de u isto é

<ug,ç> : <u,$_g> : <UIÓ>Í ? € CZ(Rn)

onde $_g(x) : ó(x+g).

Proposição 1.6

[Sejam “u e D;(Rn) e X e U1 então



<u,w> : Zn <ul—ng>,

Demonstração

Observemos inicialmente que dadas X & U1

W e CZ(Rn) temos

WV: W.

onde kl é kz

pois se X & S(W)

“g+xl|: kl + kz

Logo

Assim

1

são

_ 48'_

W e C (R ).
Z c

W Z

Z x=Z “Fx“ "º Hg|l<k1+kz “9

tais que S(W)CZ Bk1[0] e S(x)(:_Bk2[0]7
,então temos para HgIli k1+k2 que

kl : kg e portanto x + g % S(x)

wx x_gwz - _:zHg||<k1+kz º lblkk1+kz

dada W e CZ(Rn)

<u,w>v=

: Z

Nglkk1+kz

: Z' <u
“ql|<k1+kz g'vg

<u, Z “Px
||9H<k1+kz ”9

<ulwx <ur(WgX);g>> : E"_º “gllék1+k2

W x> : Z
'

<u ? X>
HglL<k1+kz ' º
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Teorema 1,11

'Se u & Dí(Rn) então u & S'(Rn) e

1>== (Zn)n 2 c (u)ô em S'(Rn) com
Zn g Zug ._ ,

'
'

_ - xx _

Cg-(u) : <ulxe an<xlg» : uX(2"g) onde

)( € Ui:

Demonstração

Temos de mostrar que u se estende a uma dis -
tribuição temperada' &.

Consideremos &» definida através da seguinte
composição

cs(R") > CZ(Rn) >_c Íxe ul

? > E ng >'Z <u,xw >

Zn Zn .

9

Então segue da continuidade de G estabelecida-
na proposição.1.3 que fi : qu é contínua e da prºposição "1.6

que &, estende u.
Logo decorre da densidade de cZ(Rª) em S(Rn)

que & é a única extensão de u e assim podemos tomar o



me SITIO nome

de.Poisson

._50_
para & e u e definirmos

<ulw> : En <u,X W > Y E S(Rn)
z '

,
º

n ADada W & S(R ) calcúlemos <u,w>.

Observemos inicialmente que se W & S(Rn)' então

. "'i< . ,X>]A[We _i<y,x>éqi<y,-g>(êg) = J W(y)e dy =
Rn

: [ n
v(y) e'ify'x“g>dy :

R .

A: W(x—g)

Logo se x & U1 e usando a Fórmula da Somatória

temos:

A ' A .

<ulw> : <ulw> : <u,.x, Zn W > :

= <u_,x(x) znw.)e"i<"x>lA<—g)>
Z

: <u,x(x) zn[w(.)e“i<"x>íãg)> :
Z

: <u,X(X) (277)n- Zn [W(.)e_i<',X> ](2ng)> =
z .

)n 2 'W(2ng)e'l<2“g'X»=
Zn

.

= <u,x(x)(2n



"l' <X'g>W (Zug) >
' —2

= (2n)n<u,zn x(x)e
Z

-2'ni<x ,g>: (21r)n En<u,x(x)e W(2ng)>
Z

. _2.: (21r)rl Z <u,x(x)e TTl<x'g»ªlf(21rq) :Zn '

.

n
. '2Éi<.,g>: (277) ªn.<u/X. e ><62nglw> :

— (21r)n z <c (u)ô %' Zn g Zíg'

. n 4_ <(2n) ªn og(u)62ng,w> com

C; (u) : <ulx'e-"27li<xlg>.>
9

portanto 1? : (2n)n z c (u)5 com o hi) : <u é-Zúfx,g»
n g 21“; ”9 'X

Z

Observemos que cg(u) independe de X pois:
dada e e Ur temos, utilizando o que demonstramos acima,

que:

A _ n ;. "
.

*27Ti<xlg>u _ (Zn) ªn Cg(u)62ng' Cg(u) : <u,6 e >

..
—

.. *

_ ' nLogo ªn«:g(u) cg(u))õ2TTg _ 0 em S (R )

Dado g' e Zn consideremos $ 5 CZ(Rn); $ 3 l
.

numa vizinhança de ng' ital que, S($)C: B1[2ng'].
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Então

O II É-ân(ªg(U)-ºg<ª))ãzngrª>

" ân(õg(u).—cg(u))fb(2wg) = cg. (U) - cg. (u)

Finalmente recordemos que se. X & CZ(Rn)CL, P(RP)
' então ux e "P(Rn) e assim

—%É<x >'g > ='<u X:
—-2'ni <x > '

<u,x e e '9 >cg(u)

Aux(2ng).

Teorema'1.12

Dada u € D'(Rn) “então:
. 2'se u & Dí(Rn) temos que u =. 2 C (u)e7u<x,g> em

2H 9

, _ - zx
D'(Rn). com cg(u) =, <u, x e2"l<x'g» = ux(21rg), )( e U1

.e reciprocamente se

éhl<x,g> em D'(Rn) então

vu & Dí(Rn) e Ag ='cg(u),1 g e Zn.

JPM—nm“

,qgímcngxx“%
:

&
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'Demonstração

Se u e D;(Rn) segue do teorema anterior, da i—
,. v

A .

- '“ 11N/ . . rxgxúdaàe u : (Zn) u e da contlnuldade do que

A A(21%)“K;'ux= (zmn z o (u) &

Zn g [Zug

Logo

v _ '
'

u : z c (u)e2"l<x'g> em S'(Rn);
zn '9

“por outro lado a mudança de variáveis determinada por N/

é uma aplicação contínua em S'(Rn) e portanto

x/ .xx ,:u : u = 2 c (u)e2rl<x'g> em S'(Rn) com
Zn g .

,2 i /x ,

CGH“) = <ulx e “ <x'g» = Ux(2"q), )( 6 U1-'

Desde que S'(Rn)(í.D'(Rn) então a primeira parte do teo-
rema está demonstrada. Reciprocamente; usando o fato de

que a translação é contínua em D'(Rn) temos, dado é a :n
que"

2Ui<x_ª g) 2Tfi<x g>u— : Zn'A e ” _ Zn A e ' : u e
z

,

g - Z 9

' 27ri .

'
. .portanto u : A e' <x,g> e D;(Rn) e usando a idª deg



te teorema temos que

u : En cg(u) eãusx,gá com
Z

—2£gx,g> '

—

cg(u) = <u,xe > , X & Ul

Como

-Zú
Cg(u) : <qu' e <X,g» _

c '. .

= E Ag,<e2m<x'g >,xefãâfx'g » :
g!

. ' |
: Zn g,<e"2"l<x'g>, X ehzmSXf—g »í=

Z

.

zri<x —g> - n= E A c e ' =.A ' & Z
Zn g' —g'(

»

)
9 g

.

pois e2ni<x,—g> já se encontra em série de Fourier e o &—

nico coeficiente não nulo é igual a 1 ,então u & Di(Rn) e
, nA = 0 u e Z ..9 g( )( g

.

O resultado acima estende para distribuições o

conceito de série de Fourier, já conhecido para funções con
forme estabelece o seguinte teorema;

Teorema irlã

Se 'k > O e u e.C%(Rn) então
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(l) cg(Tu) = cg(u) = ux(2wg) onde Tu ; Dl(R )

é a distribuição associada a u e C%(Rn), x & U1 'e

ºg(Tu) : <Tu' X e—-21rlb<x,g»

Vgezn(2).3M0 > o tal que Icg(u)| _<_ M()

(3) Se k i 1 então para cada j - l,2,. ., n

1
= __ c ,gjcª(u) Zwi g(Bju)

(4) cg(u.) = O(HgH-k)

(5) Se k > n então a série 2 c (u) eZUSX'g>
Z

, . - ne uniformemente somavel em R .

Demonstração

(l) Consideremos

C'g(Tu) ": <T )( e—Zni<X,g»

: J u(X)><(X)e—2T'rl<x'g>dx =
Rn '
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1: [ . u('x)x(X)e”2"'i<X'g>idx =
I+£ ' '

Z

..2'ni<X,g>dx: z [ u(x)x(x)e
Zn I+£

“: Zn J u(y+º.)x(y+£)'e"2"i<Y+'ª'g>dy
1

J u(y) x(ym e'º”l<Y'g>dy
I .

e'“2"i<y lg>u(y) En x(y+£)dy :
I Z

= [ u (y)e“2"i<y'º>dy

.

.
nportaáto vqg(Tu) _ cg(u) V g ; Z .

Além disso como

_ —21£x,q>cg(Tu) — JR“ u(X)x(>f)e
”

—i<x,21rg>dx A
= [ nª“) (x)e = ux-(zng) v 9 e

R .

e t" (T ) (u) A(2 ) V
.

Znn - = ' = 'ao cg u ªg UX ng
.
g e

EQ
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'. , (2) Como cg(Tu) : J u(x)ef2m£x'g>dx então se
. I _

que imediatamente que

Ic (u)| < Mo com Mo = sup|u(x)|
g. - I v

' (3) gj ºgºª) = ngIu(X)e_2"l<X'g>dx =

1 1
.

'

: ng ... J 'u(x)e_2me'g>dx1 ...dxn.
o

_

o 7

Então fixado j e [l,2...n] temos,integrando
por partes,que:

1 ].

_J_-u(x)e-2ni<x,g>dx_ zàí a_u(x)e—27i<xrg>dx..'g»30 J 03 3

Logo dado g e Zn temos:

1 1 . v

_
'

.
—2ú<x,g>

gj cg(u) - [o ...gj Jº u(x)e
.

.

dxj dxl ... dxj_1 dxj+l...dxn

__ , “2Wi<X:g> .

_ Zni [o ... Jº aju(x)e dxjdx ...dxj_1dxj+l...dxn

.

1 1

_ l - -2ni<x,g>_ Zwi J ... J Bju(x)e dxli...dxn
o o

_ 1
»

—2ni<x,g> L 1
_ 2n1 JI aju(x)e dx - 2ni Cg (Bju).
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(4) Segue de (2) e (3) que

BM > ,o _tal que Ilgllk legal)): (ullqlhk leg-Ml :'M

para qualquer g e Zn

Logs; M > O »tal que “ng Icg(u)| : M x; g e Zn

portanto cg(u) : O(Hg|r_k)

(5) Usando a desigualdade obtida em (4) segue
que:-

3 M >. O tal que

—2ni<x,g>|“|c9(u) e : |Gg(u)| Í g'eZ___M
(1+|Igll >k

Logo se k > n temos pelo teorema 1.3 que
2ni<x,g>'

- .

'

, n2 cg(u)e e unlformemente somavel em R .
Zn

aOs teoremas seguintes nos fornecem a caracteri-
'

- n .zaçao de um elemento de Dí(R )* em termos do cre501ment0(ãa
família de seus coeficientes de Fourier.

.,Teorema 4;14

.

Dada u e D;(Rn) então u e CÍ(Rn) se e someª

te se [cg(ú)1 & a(Zn).
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Demonstração

'

Suponhamos u e Dí(Rn) e u e CT(Rn).

Pelo teorema 13,4. temos que

cgm : º(ugn-k) k ez.

Logo usando o teorema 1.7.5 temos que

ícg(u)] & a(Zn).

Tomando a série de Fourier de u 'temos que

u : E C (u)e2"l<x'g> em D'(Rn)
zn 9“

Pelo Teorema 1.8 temos que

2 Q (u)e2"l<x'g> em CT(Rn)zngV:

Como CT(Rn) está contido continuamente ,

em

2ni<x [>
e ,g“D'(Rn) então v = z 0 (u) em D'(Rn).zng

Logo pela unicidade da soma de uma série temos

que u : v em. D'(Rn)

portanto u : zn cg(u)eª2“<x'g.> & cºlªm“) Cl.-> D'(Rn).
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ObserVemos que o teorema acima nos possibilita
escrever uma versão análoga à do teorema 1.7. em relação a

família dos coeficientes de Fourier de uma função ueCT(Rn).

Teorema 1.15 ,

,Dada T: Zn + C então £T(g)]zne família dos

coeficientes de Fourier de alguma u e_Dí(Rn) se e—somenê

te se a família [T(g)] & s'(Zn).

Demonstração

Suponhamos por absurdo que [T(g)] í s'(Zn)
Logo dado m e N podemos tomar

"91" < "92“ < ... < ngm" < ...

satisfazendo
lTWm), > m(l+l|9m!|) m-

Consideremos a família [Aglzn, definida a par
tir da escolha acima, da seguinte maneira:

Agm = <1+ugm||>-m

Ag 0 se g ª [gllgzl-..,gm,...1
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e observemos que [A5] e s(Zn) pois dado 'k 5 Z

_/
. .

sup(l+"g“) k |Ág1 = sup (1+Hgm|h kIAgWI :
. 9_. gm :?

: sup (14th|h]<fm : max (lálgmn) k—m
= Mk'

gª , límík

isto é dado k & Z, existe Mk : max» (l+"gn|h k—m tal
l<m<k “

que —
-

-
-

_ _
_

(14H9H> klAgl : Mk
- g e 2“

e21ri<x,g>Então pelo teorema 1.8 e(x) : AE
Zn 9

é um elemento de CT(Rn) e pela unicidade da representação
de e(x) em série de Fourier

Entretanto se considerarmos »? = x.e, X sul/gg
remos

<u,$> : <u,x,e> : z c (u) <e2nl<x'g>,x.6> :zn g

_ 2n1<x,g> _ “ 'o_ ªn cg(u)l<6,xei > i .ª“ cg(u).c_g(6).

e como!
,

2 Q u .Q 6 = E T Aan g< ) _g( )! an (g)ll _gl

“)m"m : ? m : +w então> É -m(l+|g
— m=l

|
m
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<u,$> : E C (u) c (e) não é somável,
-Zn 9 —g absurdo.

Suponhamos que (T(g)] & s'(Zn) isto é eXiste

k 5 Z+ tal que |T(g)| í k(l+“gH)]< # g e Zn.-

º n . » .Dada & e CC(R ) con51deremos & serle

2ni<x >
e ,gZnT(g) < ,©>

Z

Efetuando a demonstração análoga a do Teorema

“1.13.4 temos que:

V k e Z,3C=C(k) tal que

(l+Hq||fª+(n+l)|<e2"i<xrg>,º>| 5 C V g gzn,

Logo existe É e Z ”tal que

|T(g)<e2"i<x'g>,©>| # |T(g)||<e2“iêx'g>rê>l í

KA k<1+ugu) kl eº“i<x'º>,©>| :
ou

k n
n+l , 962É ___—___

.<1+llqll>

Então segue do teorema 1.3 que Zn T(g) ezwl<g,g>
Z v



lê somãvel”emn D'(an1 e pelo teorema 1.12".

u = z T(g)e2“<x'9> & wazª) en _
1

z » f
º (u) % Tíg), ,

.

g'e Zn.

_Lema

'Se- u & Dí(Rn) então dados. a e ZÉ, lal : 0 e
*x 5 U1

'

temos

<u, Dªx> = 0e—27Ti< . ,g>

Demonstração

%

'

Tomando p e U;, e usando a proposição 1.6 te—

mos que:

<u,e_2"l<"g>Dªx> = E <u.a(e"2"i<"g>Dºx)g.>
gl

-2ni<.,g> a
-— <u, Z ( D ) '>'

g' 9
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E', p(X)(ef2j1<x,g> a :
g.

D x)g.

' !p(x>e'º"l<x"g '9>Dªxg.<x) —É

gl

= e—2“i<xfg>p(x)(z Dax .(x))
gu g

: e—ZTÍi<X,g>p (x)Da(z xg' (x))9
II

O,

— . - '<_* > a. «

—entao <u,e 2"1 ,g D X>-= o

Teorema 1_15

.Se u e DíkRn) então dado a & Nn. temos que

I!ºg(ºau) (º"9)ªcg(u), g e z

' Demonstração

<Dau1X e—2n1<.,g» :Cg(Dªu)

(—1)lul<u,Da(x e—Zni<.,g>)> _

= (ªlllª'<u, z c(a,s)Dª“ªx.Dªe-2Ti<—r9»
B<a .

,

=<u,(2ng)dx e—2“l<ºfg» +

+(—1>'ºª|z c(a,s)»<u,nª“ªx.nªe'º_“i<"º,»
B<a
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Assim do Lema anterior temos que a segunda ex—

pressao do segundo membro se anula; logo

ªgºdª) = (ªªª-ªf)“ <u'x ªmºº» =,(2wg>ºª Çg(u)

CoroZdrio

então

Qg(Pu) : P(2ng)Qgiu)._

Finalizemos este capítulo com algumas observa—

ções sobre o espaço das distribuições periódicas.
Existem outras maneiras de estudar estes obje -

tos. Vamos dar algumas idéias de como se pode passar deuma

teoria para outra.

Observação 1: ' L

O espaço D;(Rn) ê linearmente homeomorfo,-is—

to ê, ê isomorfo algêbrica e topologicamente, ao dual" de

CT(Rn). Isto deoorre de vários resultados que foram demong

trados e utilizados neste capítulo conforme veremos a se—

guir.
'Consideremos 'C?(Rn) munido da topologia em

que a convergência de sequências seja dada por: Uma sequên
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cia (ej) converge para zero em CT(Rn) se dado a e Z? a

sequência (aªej) converge uniformemente, em Rn, para ze—

ro.
.

Então um funcional linear ”& definido em CT(Rn)

é contínuo, se dada uma sequência (ej) convergente pera
:

zero em CT(Rn) implicarque & sequência numérica (<G,ej>)

converge para _ zero.
Dado u & Dí(Rn) definamos & ' por

<ú,e> : <u,xe> e & CT(Rn), x 5 U1

-0 funcional & está bem definido pois
xe & CZ(Rn),, é linear pois u é linear e além disso inde—

pende da escolha de X e Ui. De fato:
Dada “<P 6 U1

<u,©e> : <u,(zn x;,)©e> : <u,Zn(x ©6)>
-

- Z —g Z .

: <u 2 $ 6 > _ u_ 2 © 6> =! Zn(X g g)_g glzn )( g

= <u,x 6 ªn ©g> — <u,x 6>.

Temos ainda para cada $ & CZ(Rn) que se a se—

quência (ej) converge para zero em CÍ(Rn) então a se
quência (óej) converge para zero em CZ(Rn) pois:

S(©ej)CZ s(©) para qualquer j'e Z+ e dado
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n Í

a e Z+ a sequência (aº(Ó.ej)) converge uniformemente pª
ra zero..

Logo &» é um funcional linear contínuo em
,

cT(Rn).
.

Reciprocamente, dado & um funcional »linear
contínuo em CT(Rn) definamos u em cada & e CZ(Rn) por;'

<u,q)> : <f119>r e =

O funcional u .estâ bem definido pois
$ 5 CT(Rn), é l—periódico em cada variável pois'dâ

e sua linearidade decorre da linearidade de 6.
Temos ainda que, dada-uma sequência (ój) em

CZ(Rn) convergindo para zero então a sequência (ej),
e. = 2 (©.) vconverge para zero em CÍ(Rn). De fato: dª3 gézn J 9

'do £1 > 1/2 e tomando ªz tal que B£2[0]:) S(©j), jeZ+

temos que e (Q.) em B l(O).. = "E
£3“||q||:ª1+ªz ] º

v

v n * . .aLogo dado a & Z+ .a sequenc1a (& ej),
ej : E.

, (àj) converge uniformemente para zero em
llgllíll+22 g ' '

lerp). '
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Segue da periodicidade das funções e. queo aJ

sequência (ej) converge para zero em CÍ(Rn).

Então decorre do que demonstramos acima e . da

continuidade de &, que o funcionãÚ u,. definido .em
coin _ .'.,' .

, ., , ' '

CC(R ), llnear e leperlodlco em cada variavel e contlnuo.
Definamos então

'T D;(Rn) + (cT(R“))' e HarcT(Rn))' + Dí<Rn)

u + T(u) : ã " _G + H(ú) = u

Os operadores_ T e H estão bem definidosçcoª
forme o que acabamos de demonstrar acimagzsão evidentemen—

te linearee e contínuas.
Mostremos então que EH : HT : I. Dada $ e CZ(Rn).

<(HT)(u);$> = <T(u), 2 © > = <vu,>< 2 © > =

='<u, z («bx )>'=<u m»: x >=<u,4».
. zn "9 g “9 zn “9

“Dada e € cÍ(Rn)

<(TH)(G),9> = <H(ú),x6> : <ã,
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Assim D;(Rn) e (CT(Rn))'I são linearmente hg
meomorfos.

Observação 2

Um outro fato que pode ser destacado é que va—

iem em '(CÍ(Rn))' as prºpriedades esperadas como por exeg
»plo: se, dada u e (CT(Rn))4, definimos

_<ajã,e> = (—l)<õ,3je>, e e CÍ(Rn)

então é possível mostrar que esta definição coincide com a

definição usual de derivada de distribuição, isto é, se
u & Df(Rn) então ajT(u) : T(aju) e-se & € (CT(Rn))' eª
'tão 8.H & = H 3.6 .

'
'

(. J
( ) ( JA)

Observação 3

Podemos ainda estabelecer um homeomorfismo li;
near entre o espaço dos funcionais lineares contínuos em

CÍ(Rn) e o espaço D'(Tn), bastando para isto ter em coª
ta que os espaços CÍ(Rn) e Cº(Tn) são identificados

'

de

modo natural.
'

»Assim D;(Rn)_= D'(Tn) ; (cT(Rn))';

um pequeno resumo das distribuições periódicas,
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como foi desenvolvido neste capítulo, pode ser encontrada
em [6] ; enquanto que o_estudo das distribuições perió—

dicasl'como funcionais lineares contínuos em CT(Rn), pode

ser encootrado por exemplo em [5] e [7] 'e como ele
mentos de D'(Tn) em _[8].

.

'Finalmente observemos que os resultados obtidos
heste capítulo se estendem de modo natural às distribuições
que são a—periódicás em cada Variável, 0 # a E R. A» títu—

lo de exemplificação,a série de Fourier de & como elemeg
to de Dá(Rn) seria dada por:

Zni
a <x,g> .

2
n cg(u) e ' com

922

_. !

cg(u) : & n<u,x e ª > :



CAPÍTULO 2

HIPOELITICIDADE PERIÓDICA E NÚMEROS DE LIOUVILLE

Neste capítulo vamos apiicar os resuítados.b do

Capítulo 1 ao estudo da regularidade das Soluções das Equª
ções Diferenciais Parciais. Os resultados principais são
o Teorenm.2;Lque caracteriza um operador (PHL ver Defini —

ção 2.1, em termos do crescimento, no infinito, do polinô—
mio P(g), g e Zn, associado ao operador P e o Teorema

2.2 que caracteriza & Hipoeliticidade Periódica dos Operª
dores.de Primeira Ordem que possuem Coeficientes Constan -
tes, utilizando os números de Liouville, ver Definição 2.2.

»

Seja P um operador diferencial parcial .com

coeficientes constantes

P(D, = E C D

_ -a.onde D“ : D21.Dªª ... D , D.

Definição 2.1

Dizemos que P é Periodicamente Hipoelítico
quando:

(PH). Dada f & CT(Rn) e Pú : f com .u e Di(Rn)

então 'u e CT(Rn).

— 71 _
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Teorema 2.1

-P e (PH) se e somente se existem L,M,C & R+

tais que:

(LMC) . '|P(21rg)lª > “' 'M' .llgll : C, 9 e Z“-
—.-||21fgl| -

Demonstração

(=>) Suponhamos por absurdo que:
Dados L,M,C e R+ exista g e Zn Vcom ”gli ag

bitrariamente grande tal que:

Logo tomando L = 1, M : j vemos que existe
uma sequência (gj)N<: Zn tal que nglf + m quando j+w

e

l
.

|?(2ng.)| <
- “3 llzngju,

Consideremos então '[Tglzn' & família de números

definida a partir da sequência (gj)N e dáda por

lt 9 ª [glngv---]

0: g % Í91,92,.—.]
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' Logo a familia [Tglzn e s'(Zn) e então ' pelo
teorema 1.15. existe u e D1'(Rn) tal que cg(u) : T 9 e Zn,g'
entretanto,_ fª; [cg(u)]zn = (0,1) assim temos que .

[cg(u)]zn # s(Zn) e assim pelo teorema lJAjsegue que
u # CT(Rn).

Decorre do corolário do teorema l.KÉe da defini
ção dos coeficientes de Fourier da distribuição periódica
u que Pu_s CÍ(Rn), pois dadOg k 5 Z

sup<1+llqll>klcg<Pg>l = sup(l+l|9||)k Imag) | Icg<u>l
g ' 9

' (hug-||)k
: sup(l+“gj||)k |P(21ng)l < sup ª—Jrí— < Mk
gj '

>

gj “2ng |

onde M —-su '" [Ik—jk " P gj -

ªj
Assim encontramos' u & D;(Rn) tal qúe Pue:CÍ(Rn)

e no entanto. u i CT(Rn) o que contradiz (PH).

'Reciprocamente se vale (LMC) então temos que
P(g) #”0 para Hgll suficientemente grande e

.JIZngÍLM
>

1

L', _ |P(2ng)|

Mostremos então que: dada u e Df(Rn) satisfa—

zendo Pu & CT(Rn) então. u e CT(Rn).

”Dados k 5 Z e '"gll suficientemente grande,
temos pelo corolário_do teoremalglG que:
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>

“ *IC (Pu)!
-'<1+Hgllfº lcg<u>| = (1+ng||)k. __g____. 5

'

_
|P(2ng)|

)M (ZMM
: lªg—— «1+||g||»k||g||M lcgwu)! <T (ungnrmzcgçpu)!

Lógo como. £cg(Pu)) & à(Zn) então £cé(u)]es(zn)
é cónsequentemente pelo teorema 3,14 u e CT(Rn).

.Observemos que o teorema acima continua válido
“se tomarmos M e R. De fato: se M < 0 basta tomarmos

õ_= max[1,C] pois

-para Hgll a 5

Em particular se P "é um operadºr elítico de

ordem m então (LMC) vale com M = —m como nos demons—

tra o seguinte lema.
!

Lema

Se. PI é um operador elítico de ordem »m então
existem dl, dz e R+ tais que

|P(_€)| i dzHEHm Parª ”ª“ i d?
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Demonstração

Dados

_
.

& “oc_ ou lºªn ºªj _]_.__8__ajP
—|a2llím

& D., em E C, D - D1 . Dnl'Dj (i .axj) _

e] € e Rn,_ observemos que:

se eo = min [Pm(€)|, Pm(€) =. E
, aaa“ _

então:
Hall=1 Ial=m

llªmª” & ºollãllm pois

. 1
—

Pm<;)|=|p (————)|>: & #10;
ll—Ellm “ Ilê || '

Se. “all i 1, então existe cl > O tal que

IP(€)—Pm(e)| : clllallm”.

De fato
le—P (a)! = x a gºl < 2 |; 'Hg]||a|<

' m a ím—l “ _ [a <m—1 al —

<( 73 l'ªal) Hãllm— = <=1HEIIm'l
_ [& <m-l
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Seja dl": max [l, %531 onde- c5» O. Então.pg "
. . .

º
v

-

"ta lle“ > dl 'temos

lpml = luz)-rºma) + Pmml 3

(

a "Pªul - [P(a)-pm(g)l| z le<€)| -.

|P“) " Pm(€)| i ºo'Ilallm' clllallm'l “:

|V eo IIEEII." — %”— llãllm = %” Ilêllm = dallãllm-

Corolário

.

Se P. é elíticó de ordem m então P é Perig
dicamente Hipoelítico.

Demónstração.

Se P é elítico de ordem m então do lema an—

terior existem dl, dz € R+ tal que

|P<a>l : dz Hallm Hall : dl. & e R

d .

Basta tomarmos L : d,, M.: 1 e C = _—y para
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obtermos lP(2ngHz dZHanHm (> —ª£— L
.

quando,' Hzngn Ilmlvl“

"gil z'C' g e Zn; O resultado segue então do teoreúa 3.1.1,
' Seja,P=_D1-cD2, c=a+ib

Se b # 0 temos que. P' é elítíco de ordem 1 pois para
Eis RÉ.

b(£) = €; + CEz = (glêaaz)+ibgz = o <=>

<=> €1.= 52 = 0

'logo pelo corolário do teorema anterior o operador P lê
Periodicamente Hipoelítico.

Se b = 0 e O # a e Q lentão P não satisfaz
(LMC).

» A

De fato: dados a = ª n, m e Z, m # O, L,Ms:R;
' basta considerarmos a sequência gk = (kp,+km) O # k 6 Z

pois “gkll + #m quando Ikl +.+w 'e

|p(2ngk)l : ankn—akml = o o # k e'Z<
—————-———-—L

.

“2"ngM

Logo pelo teorema 2.1 o operador P não Éerio—Q

-dicamente Hipoelítico,
Na verdade se b': O e a € Q podemos. cone—

truir u e D£(Rº)|CT(Rº), mas, com Pu : 0, u soluçãocka
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equação homogênea. De fato, para a = % 0 # m,n e Z, coª
sideremos u & Dí(Rº)|CT(Rº), tomando—se como coeficiente
de Fourier de u, os elementos da família [Tg] & s'(Zº)
definida por,' Tg : 1 para 9 : (kn,km), k 5 Zx.e Tg==0

para os demais g e Zª.
Então cg(Pu) : P(2wg)'cg(u) à 0, g e Zª,pois

P(2ng) : 0 se 9 : ikn,km) e portanto Pu = 0.

Se b = 0, a p.Q e Pu : O para alguma

u e Di(Rº) então u é constante. De fato, dados b = O,

a [ Q e— (0,0) £ g e 22 temos então que P(2ng)# O e por
o (Pu)tanto c (u) : —g———— = 0.
P (Zug)

“Logo a série de Fourier de vu se reduz ao úni
co termo não nulo co(u) e portanto u é constante.

A condição (LMC)' se torna particularmente ªê
pecial ao analiSarmos a Hipoeliticidade Periódica do ope—

rador P : Dl — ch, c = a + ib, 'quando b = O e aí'Q;
veremos que a Hipoeliticidade do operador P será carac—

terizada utilizando um tópico da Teoria dos Números, como

nos revela o próximo teorema, o qual é um dos mais impor—

tantes deste trabalho.

Teorema 222

Seja a' um número irracional. O operador
P = 81 — aag é (PH) se e somente se' a não é um número

de Liouville.
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Antes de demonstrarmos o teorema façamos alguns
.comentãrios a respeito dos números de Liouville. Um estúdo
elementar e esclarecedor sobre o assunto poderá ser encon—

trado em [2].' “2

Definição 2.2

Um número irracional 'a é de Liouville se, da
.

'

.
'

.

v . . . . . ndo N e Z; ex1stem K > 0 e infinitos rac1onais &,
0 # m, n 5—2 distintos tais que

Mais adiante demonstraremos várias condições que
caracterizam a ser de Liouville bem como a não ser de

Liouville; adiantaremos que, a não ser de Liouville sig
nifica que:" Existe N e Zi _tal que dado K > O existe
no máximo um número finito de racionais % distintos, sa—

tisfazendo

Ia—%|< KN
Iml.

ou eqúivalentemente; Existe N e Z+ tal que dado' K > 0,
existe. b > O 'tal que para m # O, "(n,m)“ Í b- temos.

K
& _ __...—

,lmlN
] >BIS
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Proposição 2.1

' Dado um número irracional .a" então são equivª
lentes as seguintes afirmações

1) a é um número de Liouville

'2) Dado N1 5 Z+,.3 Kl > 0 e uma sequência de
n.

'racionais distintos (El)' Imjl + +ºº tais que
3

.n. .

lª-“ª|<—Iíl—N-*
mj m.].1

3

3) Dados Nº & Z+ 'e K2'>'0 existe uma sequên—
n. ..cia de racionais distintos (El),' Imjl + +m tais que

'

.

n.
'

— a _ _J. < __152.__

4) Existe uma sequência de racionais distintos
n._l .

(mj), mj > O .tais que

Demonstração

Demonstremos & implicação de (1) para (2).
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«Seja a um número de Liouville e seja NI e Z..
Idad0;

'

Então para N .= Nlie z+ existe Kl = K > o' e

infinitos racionais_ % distintos tais que
.

a — ª | < —líã
.

(*)-
Imlv -

Logo devemos ter, necessariamente,ªque o conjug
to H : [Iml tal que vª satisfaz (*)] é não limitado.De

fato, suponhamos que H seja um Conjunto limitado. Então"
o conjunto L = [[nl tal que % ”satisfaz (*)] é não li

, mitado, para se cumpra a exigência de existirem infinitos
racionais distintos '% satisfazendo a desigualdade.

.

Mas dados N = O e K.> 0, se Inl > (K+!al)mo

onde mo : max H temos

(

lJªL— Iall zºi— la! aa _. —-

Iml Imlm

(K+|a|)mo _ [ªl > (K+la!)mo
'Iml me 4a!IV

o que contradiz a hipótese.
Assim H é não limitado e portanto existe 'uma

-, _ n.
sequência de racionais (al) .distintos com Imjl + +ºº

j
tais que

' ”|a_f_i|<_1£_1__
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Suponhamos válido (2) e demonstremos (3). Dadov

N2 5 24 seja Nl = N2 + 2. Existe K1_> 0 satisfazendo &

hipotese. Dado Kz > O 'seja jo e'N tal que para j i jo

tenhamos Kl < Kº.
m.
3

- n.
Consideremos então a sequência (al) obtida da

' j
Sequência da hipótese & partir.de jo, logo

| _ _1 | KlN Kl ªq 1
K;

1m. 1 1—' — N -3 +ij lmjllmjl lmjll

Kz
N2+1lmjl

A demonstração de que (3) implica (4) decorre ;
mediatamente da observância do seguinte fato:

tomando K2 : 1 e N2 : k, k 5 N obtemos uma
x

* n.
sequência de racionais (Elª) com lmjkl + +ºº quando

- .,.jk
j + w tais que

'

º n. '
,

Ia _ ªllí! < a..—l...É

Finalmente (4) implica (1) pois dado N e Z+ se
n.

ja .K = 1,» então considerando a seqnência (al) obtidada.
» J

sequência da hipótese tomando—se j i N temos

1<K
_ jª'—N|ij |mj.'

lª 7
u?
L? “1

<——r
mª.'.
J
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Logo a é um número de Liouville.
O número *a =. É 1; é um exemplo de número

m=1 m.10 .

—

de Liouville e pode ser encontrado em» [2] ª uma demons —

tração detalhada deste fato.
Os números.que não são de Liouville desempenham

um papel muito importante neste trabalho.
Ver também em [2] o seguinte resultado:

Todo número de Liouville é transcendente. Basta considerar
mos então qualquer número algébrico de grau maior ou igual
a dois, /5 por exemplo,para obtermos exemplos de núme—

ros que não são de Liouville.
A proposição seguinte nos mostra'que um número

irracional a não ser de“Liouville é equivalente ao ope—

-rador P : Dl — aDz não satisfazer a condição (LMC) do

Teorema 2.1.

Proposição'2.2

Se a é um número irracional então são equiva—

'1entes as seguintes afirmações:

1) Existem L,M,C & R+ tais que

L_Ia — %! 1 ——————————M-
lml “(mm)“ ,para H(n,m)H.i C, m#0.

2) Existem Ll, Ml, C1 & R+ tais que
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| 2 para- H(n,m)[|i Cl,si::

'

Ia _ ____Ã2;______
ImIII (mmHlM?

m # O >e. la — %| < 1

3) Existem“ Lº, M,, C2 e R+ 'tais que

la'— ªl Z T—ÉÉIIÍ para H(n,m)ll í C;,
m

_

-

m;ÉO>e |ª—%l<l

- 4) a não é um número de Liouville.

Demonstração

A demonstração de que (l) implica (Z)-ê imedia—

ta. Demonstremos então que (2) implica (3).
. . . nObservemos lnlclalmente que se la — El < 1 eª

tão

In] < klml onde, k 1 + Ial

Consequentemente: “(n,m)|| Inlflml < (kàiflml.
Ll

(k+1)Ml

IA

Sejam M2 : Ml, L2 : e -C2 = Cl; logo—

..se ||(n,m)" Z Cê; m # O' e la — %| < 1 témos que
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L1 Lif|a _ º! > :

' “' Imlll<n.m)IlM1 — (hknªllmlªlfª:|V

—v__;EL____
ImIM2+l

DemonstremOS a implioação de (3) para (4) mos — &

trando que "(4) implica ”(3). Suponhamos que a é de
tiouville. Então decorre da proposição 2.1.3 que dados

L,, M;, Cz'e R4 existe uma sequência [(nj,mj))<: Z2,mj#0
fcom Iij + » e portanto “(nj,mj)H + w tal que

|a_Íi|<_._T-_'z__
mj ImleT+l

nComo lmj|'+_m então existem 'jo, jl EIN tais
que la — —;| < 1 para j;i jo e “(nj,mj)Íl 3 Cº, mjíºm.

3

Pªrª “j Z-jl-
Logo-se j Í max [jo,j1] temos que

" n. “

'

'

Ia __ ._ll < ._.—.ªg— param. ' M2+lJ Imjl
'

. ,

. n.
? "(njlmj)“ 3 Cºr.. mj 7ª O. e lª "'El-ll < l'

3

' Finalmente supondo (4) demonstremos (1).
Se a não é de Liouville então existe N e Z+

tal que dado- K > O existe 'b > O' tal que para
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K K
>

|N |N " ”"(nim)" iíb, m # 0 -temos [a --%| 2 IV

lm lml Im

> ___K____
— Imlllm'm) “N

Logo tomando L = 1, M.: N e C b segúe o

resultado.
'Vamos agora demonstrar o teorema 2.2 e a para

-maior clareza do leitor vamos repetir o seu enunciado;

Teorema 2.2

Seja a um número irracional.
O operador P : Dl - aDz é (PH) se e somente se

a não é um número de Liouville.

Demonstração

Do teorema 2.1 temos que P : Dl — aDz é (PH)

se e somente se existem L,M,C € R+ tais que

|n-a.m| >
L

_
—————————- 'paraH(n,m)" 1 C

' || -(n,m)|lM(21r) “M
..-ou equivalentemente exisúan É, É," C e R+ ftais que

".
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LIa — %! : ————————g,

- lml "(mm)" para v“(n,m)“ Z &, m>#0
_

Logo a demonstração segue imediatamente da pro—

posição anterior.
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