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SUMMARY

This 1is a study of itéractive procedures which can be used as
discrete aproximations of differential equationms.

Rather than the accuracy of the methods in bounded intervals, in
which is mostly concerned the numerical analysts, we are interested in
asymptotic properties of solutions which are preserved in the discrete
scheme. Several examples are given.

In chapter I we study the concept of first order endomorphism.

In chapter II we show how a differential equation can be reduced
to a difference equafion. We give some examples where is possible to see
when the stability properties are preserved.

The study of a differential-difference equation is also presented.

In chapter III, a modified method of Routh-Hurwitz is applied in
order to staté conditions for the roots of certain characteristic polinomials

have modulus less than one.



0. INTRODUCAO

Neste trabalho a preocupagao foi inicialmente estudar

as fungoes continuas f : M - M, que permitem construir seqien

cias -xj j =0,1,2, ... a partir de X, € M , onde cada ele
P ) 2 |
n = .o
mento x € M ‘e obtido da forma Xy f(xo), X, f (xo), ,
- .0, . g - e ..
x = f (xo), e identifica-las como endomorfismos de primeira or-
'dem. Uma seqiencia KooK seoesX 5ens aésim obtida '@ chamada or

bita,positiva-de f a partir de X .

Estendemos esse conceito para endomorfismos de ordem Kk,

Dada uma f nestas condigges eiemﬁlificamos coﬁé anali
sar o comportamento de X, quando. n - w; vcomo as Srbitas se
alteram por pequenas variagoes na fungao f e como se verifica
a periﬁdicidade de tais orbitas.

A discussao efetuada a seguir, sobre a estabilidade : de
- .
solugoes de certos tipos de equagoes-diferenciais, e a analise
_dé comportamento das solugoes aproximadas por equagoe$ a difereg
‘gas finitas dadas por endomorfismos de ordem k,: k 2 1, Qieram
mostrar que os fatos apontados e esfudados anteriormente colébo—
ram pafa avaliar problemas de estabilidade.

Devemos salientar que graﬁde parte‘dos trabalhos réfe—
rentes a avaliar solugoes de equagSesbdifefenciais,utilizando—sé
de métodos numéricos,tem sido'em geral restritos a um inte:valo
finitq_ Eto,to+b] ‘e os problemas de determiﬁar estabilidade e
periodicidade de solugoes estao relacionados aos intervalos [to,m)

ou (-®,®), e nesses casos, a questao torna-se nao de quao pre

L



cisa & a aproximaggo no intervalo finito, mas sim,‘se as éolu-
goes aproximadas gozam de propriedades analogas ss das solugoes
da equagao diferencial que se deseja aproximar.

Este trabalho pretende conttibuir para o"discernimgnto
de tais.quespGes. Varios exemplos s30 aqui estudados_coﬁ a ihteg_
'gad de mostrar ao leitor,a possibilidéde de ext;hsao - a situa-
¢oes mais gerais quando equagoes diferenciais s3o tratadas do
ponto de vista numérico. |

Nesses casos, nada garante que o método numérico empre-
gadb‘e o passo h fixado em determinado problema, bferégam éﬁrg
ximacao cujas solugoes tenham o mesmo comportamento das solugoes
da-equacgao diferencial em intervalos nao limitados.

| . A informagao que se tem "a priori", € restrita aos in-
tervalos finitos do tipo [to,T] e afirma que a solugao apro-
ximada- yn(t), obtida pelo método das aproximagoes sucessivas, con
verge para a solugao y(t) quando o problema do valor inicial &
;kpresso por uma fungao continua satisfazendo a condigao de
Lipschitz.

Finalmente procuramos estabelecer condigaes'que pefmi-
tam auferif se as raizes dos polinomios caracteristicos associa
dos a équagaes’diferenga téem médulo menor que 1, analisando os
determinantes das matrizes menores principais da matriz ., de
Hurwitz formada pelos coeficientes dos polinomios.

Naturalmente, pelo exposto, essas condigoes determinam

um critério, que torna-se um procedimento adequado para investi

gar a estabilidade de equagoes diferenga envolvendo espagos de
dimensao n = 1,2,3, visto que, nesse caso, o estudo da estabi-
lidade se resume no calculo de equagaes ou desigualdades algébricas de

no maximo terceiro grau.



1. DEFINIQUES E GENERALIDADES

Uma sequencia X5 j =0,1,2,..., em um conjunto = M
€ dita recorrente, se cada elemento X pode ser obtido a paf-
X 10 R = 1,2,3,... . (Neste trabthQ M

- n . ) .
sera o espago R ou eventualmente uma variedade regular m-di

“tir de seu precedente

mensional).
Essa idéia estid ligada dquela de iteragao. Dada uma fun

gao continua f : M > M, a partir de cada x € M podemos cons

truir a sequencia recorrente xj, j =0,1,2,..., da seguinte
" forma:

X, = f(x ) = fl(x )

1 ) ' o]

x, = £(x,) = fof(x ) = £2(x.)

2 1 o . "o

x = f(x__.) = £0...0f(x ) = £7(x)

n n-1 e o o
que chamaremos sequencia dos iterados de f a partir de X
ou prefereﬁcialmente, orbita positiva de f partindo de X -
Neste céso, a fungzo f : M+ M & chamada recorrencia, ou, de

acordo com a terminologia de [9], endomorfismo de primeira or-
dem. .

Ha um grande numero de interessantes questoes de Matema
tica Elementar_relacionadas com a idéia de recorrencia, as mais
»poﬁulares se referem ds progressoes aritméticas‘e geométricas.
Os problemas geralmente se relacionam com o calculo do termo ge

‘ral X, como fungio de X~ ou com questoes de convergencia.



Nosso interesse principél es;é na linha de problemas de
estabiiidade. A grosso modo,queremos saber o que acontece com
X, qﬁando n > ®, ou ainda,se variarmos um pouco a reéorrancia.
f, o que acontece com suas 6rbitas. 

| Neste capitulo apresentaremoé alguns aspectos do estudo

global para uma forma generalizada de recorrencias, endomorfis-

mos de ordem superior. Esta apresentagao é baseada em [91.

Endomorfismos de Ordem Superior

Seja M uma variedade regular de dimensao m e k um
inteiro positivo. Denotaremos com 'Mk o produto de k copias de

M.

Definiggo: Um endomorfismo de ordem k, ou k-endomorfis

- i - k
mo, € uma fungao continua f : M > M,

Mk,' pode

A partir de cada k-upla (x xl""’xk-l) €

o’
. oy A (3 . - L4
mos construlr a sequencia X, j =0,1,..., da seguinte forma:

J’ . ’ ’ ’

xm‘¥ f(xm_k,...,xm_l), m = k,k+1,...

a qual,sefé chamada de orbita positiva de f partindo da k-upla
inicial (xo’xl""’xk-l)'
Uma 6rbita inteira de f & uma sequencia X5 j € Z,

1), me Z.

tal que X, = f(xm_k,...,xm_

A Oorbita positiva fica univocamente determinada a par-
tir da k-upla inicial (Xo’xl""’xk—l)' Entretanto, nem sempre
existem Orbitas inteiras passando por (xo,xl,...,xk_l),- além.

disso,elas nem sempre sao unicas, se existirem.



sando por

por-

sigao

Exémplos:

Sejam k =2 e M = R.

(1) se f£f(x,y) = max(x,y), dados X s¥X; € R, xé # X1
nao existe orbita inteira passando por (xd,xl); Por
outro lado, se X, = xi fica univocamente degermfnada
a drbita inteira Xo =X, j € Z, passando por (Xoﬂﬁ)'
Prova:

Dado (xk,xk+1), afirmamos que existe Oorbita inteira pas
(Ko Xpyy) <> X = Xy o
De fato, suponhamos que existe orbita inteira passando

(xoxpyy) com x # X - | _

Sendo el = f(xk_l,xk) = max(xk_l,xk) 2 X, , a supo-
X, # X 41 DOS leva a Xee1 > ¥y

Logo Xe+1 = Xg-1 ©sportanto, x, _, > Xy - | (%)

Mas x, = max(x, _;,% _;) % X _ : o ' (*%)

Deste modo,como a suposigao X .41 * X leva d@ contradi

gao (*) e (*%), fica provada a afirmagao no sentido ( +).

Nbrsentido (<), basta tomar xj = X j = ...,-1,0,1,...

(2) se f(g,y) = x+y, dados quaisquer pontos 'xo,le R,

fica univocamente determinada, de modo obvio, a orbita

xj , j‘e Z, Passando por ‘(xo,xl).



(3) Se f : R+ R, com f£f(x) = x(xz—l), para

- —%—V 3 '« x, < —%—V 3", a figura 1 mostra que exis-

tem tres escolhas possiveis para x Cada uma dessas

-1

escolhas gera uma orbita inteira passando por X .

..
[

Figura 1

Um k-endomorfismo & chamado endomorfismo de ordem supe
riprlse k 2 2, |

A fim de simplificar a apresentagao, concentrar-nos-emos
no céso k = 2, desde que a extensao das definigcoes e resulta-
dos obtidos € imediata para k > 2.

Umn 2-endomorfismo f : M2 - M induz . um endomorfismo de

pfiﬁeira ordem f : M2 +vM2 definido por

£(x,y) (y,f(x,y)) - ¥ g,& € M.

f & chamado levantamento de f.

Se x.,j =0,1,2,..., @& uma orbita de f, entao

~

(x.,xj+1), j=0,1,2,..., & uma Orbita de £, além disso, toda



orbita de f & dessa forma.

Definigao: Uma orbita Xy j =1,2,..., de f : M2 > M
- : . - . 3 » ) * . - = .
e perlqdlca, se existir p € N ~de modo que xp+1—xl, Xp+2 Xy e

) (xj,xj+1) # (xl’xz), para 1 < j s P

Neste caso, a orbita fica completamente determinada co
nhecendo-se quaisquer P elementos' (xj+1,...,xj+P) com

j =0,1,2,..., por isso sera denotada por (xl,xz,...,xp).

E imediato que (xl,...,xp) & uma orbita positiva pe-
R s 2 ' .
riodica de periodo p de £ : M > M, se e somente se,

((xl,xz),(xz,XB),...,(xp,xl)) € uma orbita positiva periodica de

periodo p de f : M2 > w2,

Diz-se que uma orbita inteira X5 j e Z, & periodica

de periodo uando x. = X.
P P> q j i-p

E evidente que toda orbita positiva periddica pode ser

X, X.
i-2p j-np

qnivocaﬁente prolongada a uma orbita inteira periddica.
| Todo ponto fixo de T & da forma (x,x).
\ De fato, E(x,y) = (x,y) implica (x,y) = (y,f(x,y)),
que por sua vez,implica x =y e £f(x,x) = x.
| Neste caso diremos que ‘x ‘é,um ponto fixo de f.

0 exemplo seguinte mostra como os autovalores de f s30
decisivos no estudo do comportamento das Orbitas de um 2-endoimor
fisﬁo liﬁear f : RW > R,

No entanto, fica bem claro nos itens (CZ), (C3), (CA)’

(CS)’ que nem todas as propriedades assintdticas das orbitas de

f se transferem para as de f.



- Exemplo:
. 2 S .
Seja f : R + R f(x,y) = ax+by e consideremos a
transformagao linear f : R2 - R2 cuja matriz. A & dada por

|0 1 ,
Sendo Al s Az 0os autovalores de A e X, h=0J”2,.u,

uma orbita positiva de f com '(xo,xl) # (0,0), afirmamos que:

(A) Se ‘I)\ll,_ {)\ZI < 1, entao 1lim x = 0.

(B) Se IAiI <1< Ilzl,entao
(Bl) (xo,xl) # c(l,ll), q.e R, implica 1lim |xni = @
‘BZ) (xo’xl) = G(l,kl), para algum . o € R, implica
lim x_'=0.
n

© se [r/l, In,] > 1, entdo:

Qﬁando Al’ AZ € R tem-ée:
(cl) Ay #-h, ou AL =, impiicla lim |'xn| = o,
v '(CZ) Ay o= ikz implica
se  x_ # O,z X, # 0, entao lim ]xnl = o
se X, = 0, X, # 0, lim x2ﬁ =0 e lim |x2n+1| =
se x, #0, x,'=0, lin x2n+1‘=0 e lim |x'2n| =,

'Quéndo }\l, A ¢ R, )\1 '.= _x2;>\2 = .o + iB:rele, G#kﬂ,

2
k e Z e 8 = %ﬂ, % irredutivel, temos:

'v(C3)lx =0, m=0,1,2,..., e lim |xn| ==, se x_ =0,
n#mq‘



0

(C4) Se  x_ # 0, x; = ox_ = rx cosb , entao
q Impar implica 1lim |xn| = ®
q par implica x = 0, se n = (HH{)%, k=0,1,...,
e . .
lim |x | = .

n#(2k+1)q/2 %

(CS)vSe X £ 0, X, # ax_, seja S = {q € Z, tal que
c cosnb + d sennb® = 0} -
) o
P
onde d_ = -x cotgb + 1l cosechH.
o o r
Entao x_= 0, se e somente se, ne S e lim|x |==,
n n
Observacgao: Se S = 0,>temos lim |xn| = o,

Quando S # ¢, S & infinito.

Prova

(I) A nao diagonalizavel.

_ Um exame do polinOmio caracteristico de A, P(X) =
= XZ - b\l - a =0, nos fornece A = ~%—(b + b2+4a_)
| 2 ‘ b2
Logo Xl = Az L===> b + 43 = O L===> g = =~ _.z_._. . e
A= 2 ou séja A' = A, <=>a=-A2 e b =2\
2’ ’ 1 2 ‘
Nestas condigoes,
T o 1
A =
A2 a2
com autovalor A = b e autovetor v = (1,)) associado a A

2



Portanto, para 11 = AZ , nao existem dois autoveto-
res distintos associados a A, o que deixa A nao diagénaii
zavel.

Por indugao obtemos

' yn-1 n-1-.
X . X nA (x1 = Axo)
= A = - ) n 0 ’
+ L - ‘
n+l X (n‘})k (xl n+1 lxo)‘ n=1,2,...
ou seja,
n-1 n-1 :
x = n) (xl a Axo).
Quando n + <« (x - ol Ax ) - k k € R
l b4 1 n Fo) 9 .
. ~ n-1
Analisemos a expressao nA
- para lll > 1, n|X| »>
: n-1 ax"® | N
e, para [A| <1, nA =  w Fazendo (A = ¢,
. : ‘ ‘ ) _
|nln| = n|A|" = nc®™ e limxe® = lim fx IL HosP - yim L pars
x>0 X*® ¢ . x© ~fnc(c 7)
\ cx
= - lim ———— = 0,
X Lne
Desse modo, podemos concluir que, se Al < 1
‘lim x_ =0 e se Al > 1 1im |x_ | = =,
n n .

Ficam assim provadas, respectivamente, as afirmagoes

(A) e»(Cl) no casovde Al = }2.

"(II) A diagonalizavel.



- 2
_ b % b” + 4a _
Se kl_# 12 => Ai = 5 e v, = (1,11)
i=1,2, vy autovetor associado a Xi.

Nestas condigoes A & diagonalizavel.

€ R.

(I1-1) Xl, 12

Lembrando a representagao espectral do operador A, e-
xiste uma resolugao da identidade definida por duas projecoes
Tis Ty ot R2 e R2, -de modo que

ﬂlﬂz =0 , nl + “2 = I ‘(identidade)
com A = Al“l + Azﬂz .

A imagem de T, € o subespago gerado pelo autovetor v
associado a Ai’ i=1,2.

. n _ n n
Uma vez que A = Alﬂl + AZ“Z temos
- x x x X
n n 0 n o 0
. = A = >‘1"1 + Azﬂ?_
‘ n+1 *1 *1 *1
De (xo,xl) = 0,v, * 0,v, G,» O, € R, visto que

(xo,xl) & elemento do R2, segue que

=0, +0
xo 1 2

»
]
Q
>
+
Q
>

e,jportanto,



ou,podemos escrever

lim x
. n

(1)

assim,

(2)

assim,

10

(#o,xl) # Q(l,kl); o € R,

0.

X

1 g

# Okl , © qué faz 2

Logo,na expressao de 0

n

m‘

Portanto, . lim Ixnl
(xo,xl) = o(l,Al), para algum

O €

0 & 1 1
n n
Portanto X = 1101 + AZ.O.
Como AT + 0, lim x_ = 0.

1

e

[ X

n

2°

g

2|

. - lzxo - X
1 AZ - Al
g. = Alxo !
2 AT A
Assim,
Aox - x A.x - x
_ 41N 270 1 n 1 1
A v e P A VA VO
1 2
n n
x = )‘101 + >‘2°2’ _(71’ 0, € R.
n n
Para |k1|, |12] <1, Al + 0 e AZ + 0,
0.
Para |A1|‘< 1 < |12| temos as alternativas:

> o,

logo



‘11

Para |A1|, Ilzl > 1 temos as altermativas:

(1) Xl # —XZ

Se ocorrer IXII > |A2] po&emos escrever
X A A
n - ( 1 L ( 2 )n
R W
2 2 2
ou
| |, | R
n 1 n
IRE loy 1 ¢ ™ ) 1
2 2
oyl x| o
A razao —— > 1 e |xn| 2 ————— , torna lim h%Jﬁm.
i, | | |
' Analogamente, se ocorrer IA2|> lkll.
(2) Al = -},
Escrevemos
AoX - X -A,x - x
. (o n, 270 1 _ 1D 270 1
*p = (A ) A 2%, )
. . 2n 2n+1
o que implica Xop = lz X, e Xy g < AZ X, -
Se x; £ 0, Xy $#0, |Kzln+ © e Ixn| e pois
len‘ e Ix2n+1|
Se X o= 0, X £ 0
¥on ~ 0, Ix2n+1‘



v

Dessa maneira ficam provadas, respectivamente, as afir

magoes (A), (Bl), (Bz), (Cl) no caso Al # Ay e (CZ)'

- (11-2) A Ag 6B (A = X,5 Ay = re'?, 04 k1, k ¢ 2)
S
T S B PP R

—> b% < —45 —> |b| < 2/ -a ..

Este caso se refere exclusivamente aos itens (A),(C3),

(€5 (C5).

Nestas condigoes,a matriz real A tem autovalores

. +i@ 2

complexos Aj = re . de forma que b = 2rcosb e a = -r .
' b . . o -(b%+ta) .

De fato, Xj = —— * i 5 =r(cos® * isenb)

rcos® e ¥ -(b2+4a)

> L = 2rsenb
2
<¢====> ‘b = 2rcosO e —(b2+4a) = 4r25en29
~b2—4a = 4r2sen29
~-4a = 4rzsen26 + 4r2cos26’
- ' —4a = 4¢2
2
<===> b = 2rcosB e a = -r
Assim,
0 1
A =
; ,—r2 2rcosb
. - ' P i -~ .
cujos autovetores associados a Aj = re sao U”Aj)’ j = 1,2,
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" respectivamente.

Do mesmo modo

rcos® rsen®
B = :
-rsenf rcos6
- . ' . *i0
€ matriz real com autovalores Aj = re - e autovetores asso-

) o )
ciados vj = (l,re'le), j = 1,2,

As matrizes A e B com essas caracteristicas SEO ma

trizes semelhantes, o que nos leva a afirmar que existe matriz

real P, 2 x 2, inversivel, tal que P-lAP = B.

] B8 _
Tomando AP = PB e P = . , encontramos :
Y p
1 0
P = .
rcos® rsenf
Portanto,
' 1 0
Pl - .
-cotgf cossecB
Isto significa que existe uma nova base do R, cuja

~

matriz de mudanca € P, de modo que a matriz de f na nova ba-

se passa a ser B.

A orbita positiva (xn,xn+1) n=0,1,... #e» f & re
presentada em novas coordenadas por (cn,dn), n =0,1,..., onde
o -1| %o “n n| So
=P 3 =B .
d X d d
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ngo
c = rn(c cosnb + d sennb)
n o o
d = r"(-c senn® + d_cosn®) n=1,2,...
n o o
e c = X
o o) . . .
do = (—cotge)xo + (cossece)xl.
Por outro lado,
*n €n €n
. = P =
X 41 dn cnrco§6 +,dnrsen6
de modo que
n
(1) x =T (cocosne + dosennﬁ) n =0,1,...

Assim, a afirmagao (A) & imediatamente verificada nes-
‘‘te caso, pois, para n > ® e |A] = r <1, na equagio (1), ob

temos uma fungao limitada e uma infinité€sima o que torna x, * 0.

Se r = lkl| = Ikzl > 1, temos as alternativas:
(¥) Se x_ = 0, Xy # 0, implica c, = 0, d0 #0 donde
x_ = rd senn—E—7
n o q
ou seja, para n = mq, m e Z => x = 0
n # mg, m.e Z => X #0. e
X = 9% = rq(rnd senn—B—ﬁ).
n+q n 0 q

Observemos como esta sequencia se comporta.
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Como n # mq, o primeiro termo da seqiiéncia multiplo
de q € x, com mn =q.
~ - . N
Logo, tomemos = X mlm(lxll,...lxq_l|) 0.
De n #mq =>n =3 + kq, 0 < j<gq
—_— | o .4 =
> = = x. = ) =
Xn xj+kq : xJ+(k-—1.)q+q - T xJ+(k—1)q
2q kq
= X. = ... =T .
“j+(k-2)q T *3
k 1 k ~
. . . e kq~
.quando n > ® ==> k =+ ® : 1Iim |x | = lim r “x = ®,
n->c n k>
(2) Se X, #0, x, = ox = ﬁxocose, 1mp1}ca. cy £ 0 e
d =0
o
donde X =T c _cos ?p m
‘ X, q
Assim, q fimpar implica que nao existe inteiro k tal
que n§ T o= >g + kT, Caso existisse, teriamos 2np = (2k+ 1l)gq,
que & contradigao.
Desse modo a sequéncia finita cos n: ™ n=0,1,...
tem todos os seus termos nao nulos.
Portanto 1im Ixnl = o,
Se - q for par, cosn—%—ﬂ = 0 se e somente se 0P 4 =
T ~ .
=t km. Esta relagao e equivalente a
np = (2k+1)——c21—, k = 0,1,...
eesta, em virtude de ser —%— irredutivel, se eduivale a

n = (2k+1) g N

-
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0 se e somente se n =_(2k+1%%—, k=0,1,...

Portanto x
n

Fica assim provada a afirmagao (CA).-

A afirmagao (CS) decorre imediatamente da equagao (1);

No entanto, para a afirmagio (CS) mos traremos um exem-

plo de que S # 0.

2%

Tomamos xo = 2: x1 = cos6 e afirmamos que 2 € S.

Verificagao:

S =1{n ¢ z¥ tal que xocosne +'dosenn8 = 0}

. * x .
onde = =x cotgh + cossecH.
) o
' . 20 2%
Seja x_ = X, = ———co0sf e n =2
o] r 1 r
x cos20 + d sen2f =
o o
. _ X, .
= xoc0526 - xocotgesenZG + = cossecOsen2f =
2. 2 - 2x
= xo(cos B~sen"0) - 2xocotg9'sen9cose + ——r—cossececosesene =
2x
= X c0526 - X sen26 - 2x'c0529 + 1 cosf =
o o o

2 2 2x

= —xo(cos O + sen"0) + cosb =
2xl

= -x + cosf =0

o
o que mostra 2 ¢ S..

Analisando as conclusoes (CZ)’ (C3), (C4), (CS) do e-
xemplo, verificamos que quando n * ®, as orbitas  de ?,
|(x2n,x2n+1)! + ® o que nao acontece com as orbitas de f.

- Ainda com relagao ao exemplo f(x,y) = axtby, examine-

mos algumas possibilidades de existencia de Orbitas periddicas.

Quando a matriz A de f tem autovalores complexos

a
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11 = re'_le X2'= Tl = re+le, a orbita X , n = 0,1,2,..., conhe

cidos os elementos Xys X de acordo com a nossa analise ante-

rior, @ dada pela expressao geral

: n
x = (xécosne + dosenne), n = 0,1,...
- 0 . i6 -i6
onde do = —xocote + xl—£2§%3£~—, quando et # et e, portan

to, d_ esta bem definido.

E claro que para existirem Oorbitas periodicas nao tri-

viais, devemos ter necessariamente r = 1, ou séjé, ijl =1,
j = 1;29

Assim, neste caso, a condigao X = X e eqﬁivalente a
x, = xocoske + dosenke e para que isto ocorra & suficiente  que
k6 = 2nm, =n € Z, ou seja, cosk® = 1 e ‘senke = 0.

Neste caso a orbita & k-periodica, pois

Xpp1 = xocos(k+l)e + dosen(k+1)6 =
= xo(coskecose—senkesene) +do(senk6cose+sen9cosk6) =
= x cos® + d senb® = x_.
o o 1
21r - - - . o - . .
Desse modo, se 0 = s a orbita e k-periodica.
k
S ‘ T 27 - L
Por exemplo, se 0 = -3 (portanto 8 = 5 ) a orbi
"ta passando por x, = 1, X, = 0 & 6-periodica.
De fato, calculemos essa orbita
1
x =1, X, = 0 —>d = -cot 3= = T ——— -
° I
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X, = xoc0826+dosen26 = cos 2§ - L sen 2; =
' 3 |
R S 1v 3 = -1
2 Vv 3 .2
X = X cos30+d sen3f6 = x cosT+d senm = -x = -1
o 1o . o
X, = x6c0546+doéen49‘= cos 4§ - 1 sen 4; =
' vy 3
1 1 v 3
= - > + — > =0
v 3
Xg = x'cosse+dosen56 = cos 53 - 1 sen 5; =
- S
1 1 v 3 -
==t . 2 =1
Vv 3
Xg = X cosb60+d sen68 = x cos2m+d sen2m = x- =1
_ o : o . o o
x. = x cos70+d sen70 = cos m 1 sen o
7 o [0} 3 /—3—-\ 3
_ 1 1 Vv 3 =0 =
Tz T 2 RS
v 3
Como X, = X x7 = X, nossa afirmagao esta comprova
da.
» . ) - . ) ~ 2 2
A correspondente orbita do levantamento f :. R* + R

(xo,xl), (xl,iz), (x2,x3), (x3,x4), (x4,x5), (XS’X6X e dada
por (1,0), (0,-1), (-1,-1), (-1,0), (0,1), (1,1) e esta re-

presentada na figura 2.
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(0,-1)

Figura 2

Analisemos agora o mesmo exemplo com base nos coeficien

tes a e b. Faremos as hipoteses |a+bl =1 e |a—bl‘= 1,
com x_ = X; e X = -X, respectivamente.
Caso (1)
a+b=1 e x =3x eR = f(x,y) = x - b(x-y) e I
€ dada por
0 1
A = ‘
1-b b
cujo polindmio caracteristico tem raizes Al =1 e X2>= b-1.
Como Xl’ 12 € R, pode ocorrer:
(i) Xl = AZ
 ou (ii) Xl # Az
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A suposigao (i) => A, =1, a =-1 e b =2 —>

=> f(x,y) = -x + 2y.

[2Y

Neste caso,a expressao geral da orbita de X

n-1
x = (xo - = xo) = X
A suposigao (ii) => Xl =1 e AZ =b-1#1 e a ex-
pressao geral da 6rbita &
. Azxo X, _ AZ(XJ/XO)
*n T Y, - 1 7\3/—1
0
. - (Xz - )x
 n AZ -1
x, = X, n=0,1,2,.
Portanto, a orbita de f(x,y) = ax + by, com as condi
§5eS’ atb = 1 e X, = X5 e xj = X0 j =0,1,2,..., orbita Pe

riodica de periodo 1.

Caso (2)

-a ~b =1 e x, =x € R ==>
: 1 o
0 1
-b-1 b , .
: 1 /ri*”“““ﬂ
com autovalores A =A7T%b * /Y b =4b-4 ) e f(x,y) = -x+b(y-x).

Logo, a orbita X e:
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o
1 % %
¥2 T 7%
Xy = X, = -X
X, = "X, = X_
X5 T X3 T X,
Xe = =X, = =X
Xg = “Xg = X,
I b(xn_l-xn_z) n > 2,
0
A orbita positiva de f(x,y) = ax + by, com =-a-b =1
e X, =X, e perlo@lca de periodo 4, p01§ X, = X, e
Xg = X
Caso (3)
a-b =1 e x = -X) € R ==> f(x,y) = x + b(x+y) e t
& dado por
0 1
A = ‘
1+b b
com autovalores A, = -1 e Az = b+1
| Para (1) ‘Al =2, Al = -] => = -2 e vg=—1 =D
==> f(x,y) = -x - 2y
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_ ~yo-1, _ n-1 . -
X n(-1) (x4 (D% ) = x, = X
e Xon+l -x
(i1i) Al-# AZ .
x = (_1)n( AZXO ] y - AZ(—X - xl)'
n ' A, + 1 }é + 1
. . : 0
0 que implica Xon = % e Xon+l - "Xgo M =1,2,...
Logo, a orbita positiva de f(x,y) = ax + by, com  as
condigoes a - b = 1 e X, = "%, € periodica de periodo 2.
Caso (4)
, 0 1
~-a+b =1 e x = -x € R=—=> A = : com
’ ° b-1 b
2
+ ) - .
autovalores A= b ¢ /(b *_4b 4 e f(x,y) = —-x+b(x+y).

Neste caso a orbita X € mais simplesmente obtida de

senvolvendo-se

%o

X, = -x_

Xy = "X '
Xy = "X = X
X, = -x2 = X
Xg = —X3 = “X_
Xeg = "X, = —X_
Xy = "X = X
*g = TXg = X
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Xg T 7%y T TX,
107 ¥ T 7%
Xg T TEpep RO, Fx)) mE2

e, como (x4,x5) = (xo,xl), segue-se que a orbita & periddica de

periodo 4.



2. COMPORTAMENTO DE SOLUCOES APROXIMADAS DE ALGUMAS EQUA-
COES DIFERENCIAIS |

Consideremos agora o problema do valor inicial

x = f(t,x)

(2)
x(to) = X
Y
onde x, f(t,x) sao m-vetores (vetores m-dimensionais reais
ou complexos), t € R, x = —%%—.

A abordagem desse problemé do ponto de vista da Analise
Numérica leva muitas vezes a consideragao de uma recorréncia.

O0s chamados métodos de passo simples [4, Parte 1] con
sistem em discretizar a variivel t considerando um incremento
fixo h de modo que tn = to + nh. Isto leva frequentemente a

uma equacgao diferenca:

x(t ) = g(tn,x(tn),x(tn_l),...,x(tn_N);h))

n+l
(3)

x(th) = x

cuja solucao & tomada como aproximagao da solugao de (2).

Cada método de passo simples € uma maneira de se chegar
a uma equacao desse tipo. Neste texto sera visto inicialmente, um
exemplo de um método, da diferenga central, aplicado a uma equa-
¢ao de segunda ordem, posteriormente,dois exemplos do método de
Euler aplicado a duas equagoes de primeira e segunda ordens, res

pectivamente,
Ay

~——

Observemos que no caso autonomo, isto &, quando f nao

25
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“depende»de t, a eqﬁagzo diferénga (3), nada mais & do que um
endomorfismo de ordem N+1 em R™ ou Cm, o qual’dépende- de
um parametro h. |

- Em‘élguns casos, entretanto,io iﬁterésse esta nd.CSlcg
lé da.soluggo num intgrvalo limitado Etg,tofb]- e ﬁa.precisio
do método empregado, restrito a esse intervalo.

Por outro lado, propriedades de estabilidade 6u o pro
blema de determinar solugoes periSdiéas.de (2) estEO'natufalméE
te l_igados aos intervalos [’to,+°°) ou (—°°‘,°°), respectivémeﬁte.

A consideragio de Questaes dessa natureza leva ao pro-
blema de saber se as solﬁgSes de (3), gozam de propriedades aﬁé
1§éas as das solugSes de (2)'hééses intervalos. Qutro problema
de iﬁte;esse € o de saber como essas propriedades dependem ‘.do
4passovh._

A apresentacgao deste capitulo esta baseada em [4] e,
atraves da‘apilise de alguns exemplos; pretendemos facilitar . a

»

compreensao dos problemas mencionados anteriormente.

Consideremos inicialmente a equagao diferenga

(4) X - Ax_

n+l
onde: A = (a..) i j‘= 1,2 X = col(x1 xz) Se os autovalo-
ij ’ »T n n’ n’"’ ‘
res da matriz real A sao Ay e Ay, A E A, e solugoes

complexas sao admitidas, entao a solugao geral de (4) & da for-
ma:

(5) . x_ = cA™ + aa®? n=0,1,2,...
: n 1 2 . .

onde ¢ e d sao vetores bidimensionais obtidos como multi- "~
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plos de autovetores associados a Al _e  'Az, respectivamente.

v Para ver isto basta observgr que, sendo Al # Az, ‘dois autove

tores v,,'v, ‘associados a 11, AZ’ respectivamente, formam
uma base do Cz. |

| Escrevemos o termo iniéial X, = av, +va2 e tomamos

c =av, , d =»Bv2.

Para o caso em que 'kl = XZ ’ desde que ¢ = 4d tere
mos XxX_ € R.
n
A origem x_ =0 n=0,1,2,..., & uma solugao de (4)

n

e, além disso, temos as seguintes alternativas segundo [4]:

(A) Se A, A < 1. Toda solugao tende para a origem
. 1 2 s

quando n > ®,

Se Al’ Az € R a origem & chamada "né estavel.
Se Al’ 12 ¢ R a 6rigem € chamada "foco estavel".
» (B) Se Ikll = |A2| = 1. Toda solugao & limitada. Neste ca

so a origem & chamada "centro".

(Cc) Sse |A1|, IAZI > 1. Toda solugao satisfaz lhnlxn|==m.--
Se Ays A, € R a origem € chamada "no instavel".

 se Aps Ay {f R a origem &€ chamada "foco instavel".

(D) Se ]Xll <1< Ikzl. Toda solugao satisfaz lhnlxn|==w,
exceto quando se tem d =0 em (5), neste caso
lim x_ = 0.

n
Al’ A, € R e a origem & chamada '"ponto de.sela".‘
Essa terminologia € inspirada nas Equagoes Diferen-

ciais, porque em cada caso,o comportamento das solugoes proximas
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d origem & semelhante ao comportamento das Equagoes Diferenciais
em ponto de equilibrio analogo.
Seja agora a equagao do oscilador linear amortecido e

vejamos com6'eia pode se relacionar com um gn@omorfismb.
(6) X+ Pk +x =0 ’ : | (x  esgaiér)

6u equivalentemente'o sistema‘

(6') ¥ = ay

 onde 'y = col(yl,yz), Yq = x, Y, = X e a matriz A Ev‘dada

por:
0 1
A=
. -1 -u .
Sabe-se da Teoria das Equagoes Diferenciais que o com-
portamento das soiugsés de (6') proximas de y = 0. depende - do

parametro |.
Para os autovalores ~ A;, A, - de A 's3o possiveis as
seguintes alternativas segundo [2; pg. 101].

Sejam

(I) )\1, )\2 e R
(1) uo=4 =0 => A, = A, = A = = ——,

(A) Para u =2 X = -1
Neste caso existe somente um autovetor independente vy

de X.
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" Quando t * *® e t » -, a tangente a Oorbita tor

na~-se paralela a vy

A origem chama-se "no estavel improprio".

4

Figura 3
(B) Para U = -2, A =1 e aorigem chama-se "no ins-
tavel improprio".

(2) w¥-4 > 0 => |u| > 2.

(A) 2.<'u < o => Ai, Az <0
‘Quando t * @, toda solugao tende para zero.

A origem & chamada "no estavel”.
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Figura 4

(B) ~» < q < =2 =>4, > Al > 0.

' Toda solugao tende para infinito quando t - +o,

A origem &€ chamada "nd instavel".

Figura 5

L, e L, sao retas que contém os autovetores

v

1



(11) kl,'kz ¢ R %=> Al = xz _—>
= - _H B
M 2~ Y172
=D

.. W . B
Ay = 2 172

v, = uA+ iv

e
v, = u’'- iv

sao autovetores associados a Al e }\2 , respectivamente.
2

(1) u-4 <0 = |p| < 2
(C) 0 <y <2 deixa Re(A;) <0 j = 1,2
Todas as solugaes se aproximam do zero'quando' t > .
As Orbitas sao espirais. O ponto de equilibrio & chama-

do um "foco estavel”.

Figﬁra 6
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(D) -2 < u <0 implica Re'(xj') >0 j=1,2.

- Todas as solugoes tendem a infinito quando t > .

0 ponto de equilibrio & chamado "foco instavel".

}

Figura 7

(B) w =0, A, =#i j =1,2

ou seja Xl = XZT com - Re(lj) =0 e Im(lj)#o j=1,2.

As Orbitas sao curvas fechadas e toda solugao & perio-
dica de periodo 2m.

Se u e Vv sao nao ortogonéis_',estas curvas serao élig-

ses distorcidas. A origem & estavel e & chamada um "centro".

1

Figura 8
U e  V 'sao retas geradas por u e v respectivamente,

~
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Resumindo esta analise feita, que estabelece a relagao

entre o parametro M e o0s autovalores da matriz A, na equagao

(6f), podemos afirmar:

(A) 2 s p <'w_ R - a

(B) -» <y g -2 a

(c) 0o <u<2 - - a

(D) -2 <.u <O a

(E) =0 a
s

origem

origem
origem
origem

origem

(] (1Y (13 oy

oL

um

um

um

um

um

ﬁS éstivel

no instavel .
foco estavel
foco instavel

centro

Centro

No estavel
Foco estavel

Foco instavel

No instavel

Figura 9
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Por outro lado, vamos considerar o meétodo numérico da

diferenga central para aproximar a equagao (6) a uma equagao di-

ferenga.

. Nesse

com centro em

em (i) e (ii),

(%)

método desenvolvemos y(t) em séries de Taylor, .
t, e acréscimos +h e =-h, h > 0, como segue
obtendo para a derivada primeira a aproximacgao

”y(tn+h) - y(tn—h)

vty = 7h
| | 02 W3 .
(;). y(e +h) = y(t ) + hy(e ) + —ry(t ) + fgj—y(tn) + ...
- W2 W3
W y(emm) = y(e) - hj(e) + e - —ryle) + ...
_ Subtraindo essas duas @ltimas igualdades, obtemos
"(tv+h) - ét -h) = 2hy(t_ ) + —Ehi—m(t ) +
AR AR AR 37 Y5y o
Desprezando os termos da terceira derivada em diante, ,
vem

y(t +h) = y(t -h) = 2ny(t )

o que nos da a aproximagao (%).

Adicionando ‘(i) e (ii) temos

2h2

'y(tn+h)’+ y(t_-h) = 2y(t) + 7T §(tﬁ) AR

obtendo para a derivada segunda a aproximagzo'v

y(t_+h) + y(t_-h) - 2y(t )
(%) - §(t ) = = L .
‘o’ h2
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t -h = ¢t

Considerando que tn+h = the1 0 En a-1° (*) e
(%#%), temos a equagao (6) aproximada por
(7) —Lx(t ) - 2x(c ) + x(t__ )] +
’ - h2 “n+l n n-1
4 —EIx(e_ ) - x(t__.)1+ x(t ) = 0,
2h n+l n-1 n’ e
Agora, fazendo z1 = x(t ) e -z2 = x(t ) obtemos ob
’ n n—-1 n n’’ -
viamente
" 1 _ .2
(8) ,zn+1v - zn

e, além disso, a equagao (7) passa a ter a seguinte forma equi-

valénte;
(9) z2 - - 2‘- hu z2 + 4 - 2h2 2
‘ n+l v 2 + hy “n-l 2 + hyu Zn

+

Como ‘a relagao (8) €& uma identidade, a equagao (7) & e
quivalente ao par (8), (9) que, por sua vez pode ser escrito na

forma matricial como a equagao diferenga

(10) oz = Tz
‘ 1 2 - .
conde z_ = col(z ,z°) e T & a matriz 2 X 2
~m n’’n »
0 1
T,= 2
2-hy 4-2h
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As expressoes (6) e (7) vem exémplificér os comenti-
rios feitos no inicio deste capitulo em relagiobis equégses  (2)
e (3). | |

Além disso, a equagao (10) repfesenta o endomorfisﬁo do
R2  (ou_ Cz); definido no capitulo anterior como levantamenﬁo do

2-endomorfismo

. ' . 2
2 2 -« hy . + 4 = 2h

n+l =~ "2 + hpy ‘n-1 © T2 + hu  °n

0 qual foivfartamenté analisadobnaquela océsizo.
Ehtretanto,-ao adotarmos este prbcedimento, uma questao
qﬁe adqqire grande interesse & o efeito do parametro h sobre o
coﬁportamento das solugoes de (10) como problema aproximado ‘de
(6) é, como ja observamos,uma pergunta basica &: "Em que condi- .
'éaesvas solugoes de (6) gozam de propriedades andlogas as das
solugoes de (10) 2" o |
v Em vez de analisarmos diretamente a equagao (10), nos
prenderemos a equagao mais. geral (4). Observamos inicialmente que
Xl e A sao completaménte determinados pelo trago de A,
tr A =

2

a11 + 322’ e seu determlnante,‘ .det A = 311322—a12321’

uma vez que sua equagao caracteristica €:

A - 2bA +c =0

onde 2b = tr A, c¢ = det A.
A parabola b2 = ¢ -do plano bec e o - lugar geome-
trico dos pontos (b,c), em que a matriz A possui um

autovalor com multiplicidade dois. Damos a essa pa-



ribéla um carater de excepcionalidade e  n§o nos aprofun-
daremos por ora ao estudo desses ﬁontos. - |
Damos a seguir as alternativas possiveis para a solu~
gEq x, =0 n=0,1,2,..., quanto ao comportamento das solu-
coes de (4) proximas & origem,segundo a nomenclatura da pégina
27. | |
Sejam A1'= b - . b2—c . A2'= b + ,b2-c
 (1) b2 < ¢ implica Ais Ay ¢ R, A =Tz e IAil =c i:l,z.
Port;nto c <1 foco estavel
c =1 vcentrb
c>1 foco.instivel
(2) b2 = ¢ implica A., A, € R, A, =b i =1,2.
‘ 1> 72 i
"Aos comentarios feitos anteriormente para esse caso po-
demos 3cre9céntar'que P = (1,1)2 e Q = (-1,1) pertencem a -pa
rabola ~b2V# c.

(3) b > ¢ implica A

37

2
1° Ay € R, Al # Ay

(i) Vamos caracterizar inicialmente a regiao do plano be

em que a origem & ponto de sela.

Essa regiao esta definida pelas condigoes

PYS I SR PO ou Il <1 < fa, ],

Como supomos Al < Xz pode ocorrer:



ou

(a;) <=

(a,) <= v

(b)) <=>
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(al) Al < -1 e (az) -1 < AZ <1

() "L <A <1 e (by) A, > 1

_Das.condigaes (al) e (az), obtemos

b -~ bz—c < =1 <=>1 + b < b2—c

Para 1 +b >0 =>b > -1 e =-2b > c+l
Entdo (a;) <=> b < -1 ou =2b > c+l
b2-c > - (1+b) e ¢ b%-c <1 -b

"b2-c > - (14b) <=> b 2 -1 ou -2b > c+l

b2-c <1 -0D <==> b < 1 e 2b < c+1l

Das condigoes (b1) e (b2)5 obtemos:

- b2-c <1 -b e -/ bvie > - (1+b)

~/bPc <1 -b<=>bs1l ou 2b> ctl

.(bz) é=>

terminam

- bz—c > - (14b) <==> b > -1 e -2b < c+l

.

b"-c >1 -b <=>b 21 ou 2b > c+l1

As condigBes (%), (##), (#kx) e (A), (BA), (AAA)

‘completamente a regiao do plano bc onde se tem o

to de sela. =

(%)

(*%)

(xxx)

4)
(MDY
(AAD)

de-

pon
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(ii) Vamos verificar a regiao do plano bc em que a origem

€ um no estavel,.

Define essa regiao as condigoes
gl Dyl <1

Do fato de A, < A ocorre-

1 2
1< <y <
(c)) (cy)
(Cl) <=> - b2-c > - '(1+b)‘<=> b >-1 e =2b < c+l (#)
e
(cp)) <=> b-c <1 -b <=>b<1 e 2b< c+l (##)
As condigoes (#) e (##) determinam a regiao onde se

tem o no estavel,
(iii) Determinemos a regiao do plano bc em que a origem €
um ndo instavel.
Essa regiao € definida pelas condigoes
A A > 1,
gl Iyl >

Podendobocorrer' (dl) A, < AZ < -1

1
ou (dz) A2.> Xl > 1
(d3) Al < -1 e Az > 1
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<=> =y bzfc < v b =-¢c < - (1+b)

<=>b < -1 e =-2b < c+l | (o)

=> b -c v -¢c > 1-b

e=>b > 1 e 2b < c+l | " (00)

<=> - bz—c "< - (1+b) e b2—c > 1-b
<=> b > =1 e =2b > c+l

e b <1 e 2b > c+l ‘ ' ’ , (o0o00)

As condigoes (o), (oo0) e (oo00) determinam onde se ‘tem

o no instavel.

10.

Obtemos assim a descrigao do plano bc dado na Figura
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% -
3. . va LK .
T & PR A
IAYA ol 5\(1\..~, ,\[‘ \-.';,‘..
PXd - N s
. ik
-

 seat

-',4l

ay NG estavel:
[::::] - Foco estavel
TSy Foco instavel

NG instavel ‘
(LTI '

Sela

Figura 10

Sobre o segﬁento_ PQ, P = (1,1), Q = (—1;1) e no pon

to R = (0,-1) temos que a origem € um centro.
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Voltemos agora a equagao (10),uma vez que nosso objeti-

vo € analisar a equagao do oscilador (6).

Assim, fazendo A = T nas consideragoes anteriores te
‘mos:

2b = _4 - 2h” e = .2 - hu

b 2 + hpy .’ 2 + hy

No semiplano S = {(h,u) : h > 0} o ramo da hipéf-
bole hu = -2 estabelece a relagao entre o passo h ‘e o coefi-
ciente U em que a equagio (10) nao define uma aproximacao de
(6).

Portanto a regiao do plano (h,u) que nos interessa &

A = {(h,u) : h >0, hu > -2},
2 -

A parabola b° = ¢ & imagem da circunferéncia de raio
2 e centro na origem.
b2 = <==> _ﬁi’i = 2 - hu <=—> 4-4h2+h% = 4;h2 2
= cC 2 +hU . 1 : H
2 2 e .
<> u + h =4 com h > 0, define a semi-
circunferéncia no semiplano em questao.
A prée-imagem da reta =-2b = c+l €& a reta h =2 e a
reta 2b = c+1 nao tem pré-imagem na regiao A.
De féto
o . =4 + 2h 2 - hy
2? = ctl <> 2 + hy 2 + hu 1
<—> =4 + 202 = 4 <> n? =4

2
_ 4 ~ 2h Z 4
2b = c+l <=> ——7 hy 2 + hy
2
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¢

- 0Os pontos do segmento PQ tem coordemadas ¢ =1 e
-1 sb s 1.
Esses pontos tém pré-imagem dos.pontos . do segmento

{(h,0); 0 < h s 2},

Verificamos que:

c =1 <=>2 -hu =2 + hy <=> huy =0

Portanto a regiao do centro corresponde a | =0 e
0 <hs 2,
0 ponto R = (0,-1) nao tem pré-imagem em A, pois

nestas condigoes h = vV 2 ', mas nao existe valor para U,

b = 0 <=> 2 - b° =0 <=>h = v 2
B 2 + hy '

mas c==1 <=> 2 - hy = -2 - hy
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2

h 2

+ u° > 4},

ie,

A regiao do ponto de sela  {2b < c#1} n  {=2b > c+1}
tem pré-imagem {(h;u) ¢ h > 2; hu > =2}  enquanto que a re
giado {2b > e+1} n {=2b < ¢#1} 3o tem pré-imagem.

. De fato
2b < c+’]‘_‘<‘—_—=>’.—4«?-~~2h——2~——— P SN S '-'-'2h2 < 0
2 +# hu 2 # hu T
=2b > c+l <==> o 2h2 > * b s ‘2h2 >> 8 <> h>2
e 2 + hp 2 + hy &

Enquanto que

, —. 4 = 2h" _uh o ion2

2b > c+l <==> 5 n > = o <==> <2h~ > 0.

‘Da mesma forma

=2b < ¢+l <==> 2h” < 8;

A regiao do nd estavel {-2b < c+1} n {2b < c+1} cor-
responde 2 {(h,u) : 0 <h <2 e h®#+u® >4} pois

=2b < &+l <=> 2h° < 8 <=> |h| < 2 <=>0<h <2

2b < e+l x=> =2n% < 0
b2 5 o <s (2ohP 2 2=hu
¢ 2 +# hyp 2 + hyu
<==> hh + h2u2 = 4h2 >0
<=> n2m? + y?=4) > 0
<=> h’ % pz > 4
P ‘ - . - X 5 i : 2 :

A regiao do ndo instavel b < -1, b >1, b~ > ¢

{=2b < c+1} n {2b < c+1} corresponde a {(h,u) : 0 < h < 2

e
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2b < ¢+l <==> -2h2 < 0 ==> h > 0

-2b < ¢c+l <=> 0 < h < 2
b2 > ¢ <=—=> h% + u? > 4
‘A regido do né instavel -1 < b < 1, {2b>c+1}n{-2b>c+1}

nao. tem pré-imagem. ‘
2 2

A regiao do foco estavel & {(h,n) tal que u > 0 e h“+u" < 4}, »
':poisv
 ¢ < 1 <==>'2 - hy < 2 + hy <=> -2huy < 0
<==> Y3 >0 para h >0
b2<c<=>h2+u2<4
E finalmentg
.. o -~ . . - - . 2 2
- A regiao do foco instavel & {(h,u) : 4 <0 e h"+u" <4},
pois

¢ >1 <=> -2hpy < 0 <=> 4 < 0  para h > 0

’ ‘
 b% ¢ ¢ <= n’+ uz < 4

Dessa forma,determinamos a pré-imagem de cada uma das
regioes do plano bc, especificadas na Figura 10 e obtemos a Fi

rgura 11, mantendo a mesma legenda.
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P

o )-.‘. DY PR

"“‘l tew

N\ N6 estavel

] Foco estavel
Foco instavel

No instavel

[IIT11Y] Ponto de Sela

Figura 11

A hipérbole Bbh = -2 & o lugar dos pontos onde a e- -
quagao (10) nao esta definida.

A analise realizada até aqui pode ser resumida no se-

ORI W

guinte teorema:

Teorema: Se O < h < 2, ‘a soluggovtrivial da equa-

ggd (10) tem o seguinte comportamento:

(Ah) '4;h2 TP < : no estavel

s
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Bh) - 2— <y <-Y4n® ;05 instavel

(Ch) , 6,< p < 4-h? ¢ foco estéyel
(Dh) - 4-n% <y < 0 i foco instivel
(Eh) -u =0 centro )

A prova & uma simples intérbretagao.da Figura 11.
Observa-se que quando h + 0, as condigSes'de ‘(Ah)
a (Eh) tendem as de (A) a (E) da pagina 33, representadas na Fi
gura 9, o que nos faz concluir, que para h pequeno;o comporta
mento das solugoes da:equagZo diferenga (10) &€ aproximadamente
obmesmo da equagao diferencial (6) com p >0 e cém H <O

quando Iuh| < 2.

Ja analisado o comportamento das solugaes da equaggo
do oscilador linear amortecido, nos concentremos no casélem que
o mesmo tenha uma forga restauradora com efeito retardado. Uma
equagao que expressa essa situagao & a equagao diferencial dife

renga do tipo.

(11) $(t) + px(t) + x(t-r) = 0

No modelo classico ordinario (r = 0) que acabamos de

estudar.na equagao (6), sabe-se qué para U # 0 nao existem so
lugoes periodicas. No entanto, em [3, pg. 2611 , Jack K.
Hale estuda um problema nao linear, que inclui a equacgao (l1),e
mostra a existéncia de um valor u, 0, do coeficiente ¥, on

de (11) tem uma bifurcagao de Hopf.
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Por conseguinte,se fizermos - u variar ndl sentido
crescente, a solugao (x(t),%(t)) = (0,0) permanece estavel até
o parametro U cruzar o valor M, » quando entio‘a solugao per
de-a estabilidade e dela surge um ramo de solugoes periodicas,
para .u‘> uo. |

Assim, a equagao (l1) difere fundamentalmente do  mode-
" lo ordinirio. O retardamento .r‘ provoca o aparecimento de. so
lugoes periddicas que nio existiam ng caso ordinario, e aléem dii
so, no caso retardado, o equilibrio (x,x) = (0,0) Unn&ﬁe ins
tavel para certos valores de V.

Aplicaremos o ﬁétodo de Euler para chegar ao - proslema
discreto e faremos uma anilise comparativa a respeito da estabi-
lidade de um ponto de equilibrio.-Mostraremos que a Equagao Dife
renga obtida a partir de (11) pode nao preservar as propriedades
de estabilidade descritas acima.

A equagao (l1) & equivalente ao sistema de primeira or

dem

1(t) = x2(t)

(12)
iz(t)

-uxz(t) - xl(t-r) x(t) = xl(t)

Com a finalidade de compatibilizar a diferenga,decorren
te do método de discretizagao,com a diferenga r, propria do- mo
delo matematico, tomaremos o passo h no método de Euler da for

r . . . o
ma .h = —;ﬁ, P 1nteiro positivo.

xl'(tln+h) xl(tn) + h)'cl(tn) xl(tn) + hxz(tn)

.

2 2 2 1
Cx (t_+h) x"(t ) - hux"(e ) - hx(t

xz(tn) + hiz(tn) )
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ou, fazendo xJ(tn) = xi s 3 = 1;2 , n=1,2,...
1 _J1 2
| X +1 = % + hxn
(13)
2 _ (1o 2 _ 1
Xpep = (I7hdxy hX-p .
Com o intuito de expressarmos as relagoes anteriores na
. - L . e 3 =
forma xn+1 = Axn s acrescentamos a essas, as relagoes X 41 =
.1 4 _ .3 5 = Jb p+tl _ P A -
=X o, X 1 T X s X 0 T X, ..., X0 T X0 Nesta ultnmyob
: p+tl _ _p _ 1
servamos que X = = ,.. = X .
n n-1 n-p

As equagoes (13) se tornam equivalentes a

»xn+1 = X, + hxn
2 _ _ >2 _ p+l
X 41 = (1 uh)xn hxn
x3 - x1
“n+1 n
v 4 _ .3
xn+1 = X5
p+l - P
n+l xn

que podem ser escritas:
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1] [ 17 .1 ]
[_ 41 1 h 0 O .. O 0 X
2 2
1 0 1-th 0 O ees 0 =h X
3 3
| X041 1 0 0O 0 vee -0 0 X
(14) =
4 4
X 41 0 0 1 0 P ¢ 0 X
<211 0o 0 0 0 .. 1 o [l
| J . i . J i S i
Como-sabemos,a estabilidade do sistema (4) depende do

valor absoluto dos autovalores da matriz dos coeficientes, 1isto

&, das raizes do polindmio P(A) dado por

<

r : -

1-A h 0 0 P ¢ 0

) l1-ph=-A 0 O ees 0 ~h

1 0 -2 0 ... 0 0

P(}\) = det 0 0 . 1 _"A .... 0 0

0 0 0 O cos 1. =)
Desenvolvendo o determinante P(A) ©pelos elementos da

ultima coluna, obtemos:.

] 1-x h 0 0 ... 0 O 1 R h 0 0 - ... 0 O
1 0 -x 0 o o ' 0 1-ph-k 0 0 o o
0o 0 -1 -\ 0o o T o -x 0 0o o
" p(A) = (-1)Ph det| . S o e |oh dex) 0 o 1 -; 0 o
o 00t L 0 0 0 o -A 0
’ © ° L 0 0 0.0 1 -
L J




Trocando as posigoes das duas primeiras colunas do pri

meiro determinante, vé-se que o mesmo se torna triangular e fica

facil mostrar que seu valor & ~h, porténto
1-A h 0 0 ... 0 0
0 l1-yh-A - 0 O ceo o o
1 0 -2 0 ... 0 0
0 0 1 -x ... 0 0
P =¢-DP % ddet ]
I 0 o 0 0 . eose -A 0
0 0 06 0 ... 0 -A

Desenvolvendo—-se esse determinante pelos elementos da
ultima coluna e desenvolvendo-se sucessivamente os menores. obti-
dos, também pelos elementos da ultima coluna, até chegarmos a um

.menor de ordem 2, temos:

PV =(-1P*n? + (-1)P AP e

0 l—uh-k

b -l

Finalmente obtemos assim, que a equagao caracteristica

de (14) pode ser escrita na forma

(15) AP7L(1-2) (1-uh-n) = -n? <0

Em virtude das raizes de um polindOmio variarem continua

mente com os coeficientes, segue que, para h  suficientemente
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pequeno, as raizes caracteristica (raizes da equaézo (15)) estao
proximas das raizes do polinomio P(}A) = Ap_l(k-l)z. Assim, do
fator Ap-l se originam p-1 raizes caracteristicas, conta-
das as multiplicidades, proximas da raiz A =0 do polinomio
P(A). Como essas raizes satisfazem a condigao IA[ < 1, nao pg‘
dem implicar a instabilidade do sistema (14).

As outras duas raizes caracteristicas, Al e XZ; es
tao proximas da raiz dupla A =1 30 polinomio P(X). Estas sao
as raizes que.podem determinar a instabilidade do sistema (14),
pols existe a possibilidade dé satisfazefem a condigao WAI > 1.

Vamos verificar que se o passo h = —g— for suficientg
mente pequeno, existem valores 0 < My <y tais que, se

My S M oS W, entao as raizes caracteristicas do sistema Uﬁj.eg
tao todas no interior do circulo unitario. Portanto, .o sistema
(14) € -estavel. Se u > My existe uma raiz X de (15), com
[A] > 1. Portanto o sistema (14) perde a estabilidade quando M
cruza My da esquerda para a direita.

Para verificar esses fatos & conveniente ter em conta
as Figuras (12;a) e (12.b), Ali estao representados os graficos Yy

do polindmio do primeiro membro de (15), quando p & Impar e

quando p & par, respectivamente.

1Y

p iImpar

4-,uk/)" g
A

-

R A

Figura 12.a
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P - par

Figura 12.b

~Sendo h pequeno, pode-se escolher |  conveniente de

modo que existam Al, AZ e (l-puh,1) sendo (kl,—hz), (Az,—hz)
infersSeQSes de Y com a reta ‘y = ~h2,v de acordo com as Fi-
guras (l12.a) e (12.b). Deste modo’ |A1|; lA2| <1 e o sistema
(14) € estavel, |

Fazendo J variar na diregao positiva, ao atingir va-

lores suficientemente grandes temos 1l-uh < —1; com lkli > 1.
Veja Figuras (13.a), (13.b).
Y LE
p impar p par
N M 7\1./ A A Ao A

Figura 13.a | Figura 13.b

e
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Assim, existe My 2 0 tal que se | estiver proxi-
mo de My a esquerda, o sistema (14) & estivelv(-1<1ﬂﬂ%&1<kz<1);
estamos na situagao representada nas Figuras (12.a), (12.b). Pa-

ra Y a direita de My o sistema (l4) & instivgl (A, < -1);

1

estamos na situagao representada nas Figuras (13.a), (13.b).

Além disso, fazendo | variar desde ﬁl para 0 , o)
ponto 1l-uh tende para 1 e, portanto, existe um valor u',
0 < u' < M, » emque Y se torna f;ngente i reta y = —hz,’ii
to é, as raizes Al’ AZ se colapsam numa raiz dupla X, Veja

Figuras (l4.a), (l4.b).

I
Figura lé4.a Figura 14.b
Neste caso, para W = M', ainda temos |A| < 1, e o

sistema (14) continua sendo estavel. Ainda a esquerda de u', co

mo para | proximo a u', as raizes Al‘ e 12 = Al devem

‘estar proximas de A, o sistema (14) ainda & estavel.
Como, para O < p < u', as raizes de (15) sao comple-

xas, a analise torna-se mais complicada, mas deve existir U,

0 < M, < u', tal que,para U >0 3 esquerda de My » © siste
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ma (l4) & instavel. Essa conjectura & fortalecida pelo seguinte
exemplo onde, para B = 0, existe uma raiz caracteristica de.

modulo maior do que 1.
Exemplo: Seja h = 0,025 e ’p = 3.

Para U = 0,. a equacgao (15) fica:

2

(15") A2(-1% = -n

ou seja

I+

-A(A-1) = ih

Uma das raizes de (15') &, pois, raiz da equagao

22 - A -ih =0

cujo discriminante @ A =1 + 4hi =1 + 0,11i.

Portanto, uma raiz quadrade de A &

/ N e1_/2iarctg0,1 -/ 1.01 e0;0491
’

Assim, uma das raizes de (15') satisfaz

A, = _%_ + _%—/ 1,01 (cos0,049 + isen0,049) =

—%—[1 + v 1,01 cos0,049 + ivY 1,01 sen0,049]

Donde
lxl[ = —%—[1 + 2v 1,01 cos0,049 + 1,01]1/2
f —%—[1 + 2,008co0s0,049 + 1,01:11/2 >

> —%—[1 + 2,003 + 1,01]1'/Z > 1



56

Deste modo, o sistema (14) € instavel quando W = 0, se

h =0,025 e p = 3.

Observacoes:

l(l) A discussdo anterior se aplica para pequenos retarda-
méntos.:De fato,'ela depende fortemente .do argumento;seguﬁdo o
qual, ao tomarmos h suficientemente pequeno,aireta y ; -h
€ secante a curva Y em dois pontos que determinam as raIées
Al ’ XZ. Veia Figuras (l12.a), (12.b), pbr exemplo.

Entretanto, se o retardamento r ‘fpr fixo, ﬁomar h
suficientemente peQueno,‘significa tomar p. gfande. isto e, di

minuir  h = —%— implica em aumentar o grauvdo polinomio
(16) APTL(-1) (A1 + un)

cujo grafico Yy esta represéntado em (12.a), (12.b).
Deste modo, o valor minimo represedtado entre Al e Xz

nas Figuras (l12.a), (12.b) decresce em valor absoluto quando h

decresce. Assim, nada impede que a reta y = —h2 seja disjun-
ta com a curva Y, para A > 0  (Figura 15).
»
A

Figura 15
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Para evitar essa situagao, ao considerarmos . o passo
. , :
h = —;— pequeno, estamos tomando r pequeno, mantendo o grau

do polindmio (16) constante.

(2) De acordo com nossas observagoes iniciais no estudo da
equagao (l1),assinalamos no grafico abaixo, a regiao de .estabili

dade no eixo U.

0 T o

X direita de | aparecem solugdes periddicas da equa-
cao (11).
Para o sistema (14), aproximado de (11), a sifuagEo‘ e

a seguinte

B AOIRRRONRRONRAAIAEH -
¢ ¥ ] W
K direita de Hys a solucao nula de (14) & instavel.
A esquerda de uo,.nZo foi feito o estudo em casos gerais, mas

o exemplo dado,sugere que a solugao nula de (l4) seja instavel.
0 aparecimento de solugEes'periSdicas quando Y cruza ‘“1’ da

esquerda para a direita,é um problema aberto.

Vejamos agora um exemplo de um sistema de duas equagoes

lineares de primeira ordem

x ax + by

(17)

y cx + ay : com a constante; bc = €.
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[

Chamando z = col(x;y), A 1,

obtemos o sistema equivalente
(17') z = Az

Analisemos o comportamento das solugaes de (17") prSXi—
mas do ponto de equilibrio z = (0,0).

A equagao caracteristica €

2

% 2

- 2al + a“-g =0

" cujas raizes sao

A =a Ve se €.

v
o

a t iv -g ge . e <0

du A

e as alternativas possiveis sao:

(1) Al’ Xz € R => li = a - Vv € e A

. . ALt Azt
as solugoes sao da forma x(t) = cye s y(t) = c,e > C e
c, constantes arbitririas.
(A) a <0 A < A < 0 <=> (0 < € < a2

1 2

quando t »+ ®, toda solugao tende para zero.
Neste caso,dizemos que (0,0) & um no estavel.

(B) a>0 X, >X >0 <=>0<¢< a’
quando  t - ®, toda solucao tende para infinito.

Dizemos que (0,0) & um no instavel.

(C) A, <0 <X, <=>¢ >a

x(t) = 0; y(v) =c,ye , t >, a solugao tende para infinito |
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x(t) = c,e ; y(t) =0, t >, a solugao tende a zero

9 > 0, t >, asolugao tende a (0,»)

t > -®, a solugao tende a (~,0)

(0,0) € ponto de sela

(11) Al’ Xz

e R, X, =X, = a, e =0 e a # 0
(1) se b =c =0

! _ - i at A
x(t) = c,e y(t) = c,e .

As trajetdorias sao familias de linhas retas
a<o0 no improprio estavel
a>0 no improprio instavel

(2) Sse b # 0

at

at ‘y(t) = (clt + c2)e

x(t) = cye

(II1I) A A, ¢ R, A, = a - 1iv - , AZ = a + 1iv¥ -¢

(D) a = 0, A, = A, =1iv - ', v = ¥ -¢

as solugoes sao:

x(t) clsen(vt + Q)

(]

y(t) clcos(vt ; o)

todas as trajetorias sao uma familia de circulos
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.
(0,0) & um centro, & estavel mas nao assintoticamente

~ estavel.

(E) a #0
- x(t) = éieatsen(vt + Q)
y(t) = czeatCOS(vt + o)

as trajetorias sao uma familia de espirais

2 2 2 2at
X + vy = cle
(El) a>0 Re(kj) =a >0 j=1,2
(0,0) € um foco instavel.
(E,) a <0 Re(xj) =a<0 j=1,2

(0,0) & um foco estavel.

Essas conclusoes estao representadas nas Figuras 16 e

17.

"Daremos um tratamento numérico ao sistema (17), segﬁn—
do o método de Euler explicito, que consiste em desenvolver x(t)
em séries de Taylor,éom centro em t, e acrescimos +h, com
h >0

x(t, + h) = x(t,) + hi(t,) + —%T—ﬁ(ck) o

Desprezamos os termos a partir da primeira derivada e

- ) [ + = . = + .
substituimos ty h. tk+1 » Visto que t, t, kh
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Figura 16

N

(ITIT] sela
NO instavel-
Foco instavel

Figura 17

[TIID sela

[ Foco estavel
WZzZa No estavel
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Obtemos, assim, a aproximagao para a primeira derivada

i(tk) = *%—[x(tk+l) - x(tk)].

' . _ 1 _ _
Ana}ogamente para y(tk).— Lyt ) y(t,)1].

Assim a equacgao (17) fica

k+1) - x(tk)] = ax(t#) + by(tk)

e
Ly (t,,,) - y(£ )] = ex(t) + ay(e)

correspondendo a

x(t ) = x(t) + hax(tk) + hby (t,)

vyt ) = v(g ) + hex(e) ¥ hay (t, )
Fazendo x(tk) =X e y(tk) = Yo k =0,1,2,...
temos
XL a1 l+ha h§ Xy
Y41 he l+ha Vi
ou seja,
(18) I sz k =0,1,2,...
X, l+ha hb
desde que zk = . e B'=

he l+ha
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Assim, pelo método de Euler ekplicito,a equagao (17) &

A)

aproximada pela equagao diferenga (1l8),cujo comportamentd em

torno do equilibrio (0,0) & definido pelos autovalores de B.

Além disso, a equaggo (18) representa o endomorfismo
de primeira ordem do R2, definido no capitulo anterior, onde
F : R2 -+ R2 (x y ) = F(x y.) e

: k+1°Tk+1 k*Yk

X4l (1+ha)xk + hbyk

Yl = hcxk + (1+ha)yk
Em que condigoes as solugoes de (17) gozam de proprie

dades anidlogas 3as das solucoes de (18) ?

Para isso, devemos estudar o comportamento das solu-
gSes de (18) proximas de (0,0), analisando os autovalores de
B.

A equagao caracteristica de B &

2

A% - 2(1+ah)A + (1+ah)? - h%e = 0
e'SUas raizes sao

Al = 1l+ah - hv € k2 = 1+ah + hv € para € 2 0
e Al = l+ah - ihv-€ |, 12 = Xl para € < 0

No caso a > 0

(1) € 2 0 => Al’ 12 reais
) -2 : (ah+2)2
(Bh) Ile > 1, j=1,2 <<=> ¢ < a° ou € > 5
h

no instavel
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2
-~ (Ch)- l)\ <1 < l)\ l C==> a2 < g < _(ah+2)"
2 hZ

1|

ponto de sela

(I1). € < 0 = Al, Az ¢ R

(Elh) IAjI >1, j=1,2 <==> e <0

foco instavel

R

EY

\';'.\ *
Edy ot

>
»

A
A

P .o
- LT T

X P’
’(VX\\/A(\\ /{/X,{ VA

-

d )()()\Y ’5: X X

AN
Y
%*h“;@k% X
G
X)&‘(xxx XX X
\ {ﬁé&{Ef I Sela
:Xx*>’ < ' o] No instavel
N Foco instavel
x X P
v
' Figura 18
A Figura 18, mostra no caso a > 0, que para o passo h

suficientemente pequeno,o comportamento da equacao (18) em tor-
no do equilibrio (0,0), &€ muito proximo da equagao (17). (Figu

ra 16). As diferencas aparecem apenas para valores muito grandes

Lo (2+ha)? '

de. €, pois quando h =+ 0, € = — > o,
. h



65

No caso a <20
(I) € 2 0 => Al’ kz ~ reais
.
h < - 2 , € < a2

(Ah)'.|>\j| <1 j=1,2 <=> q e _ .

k/—?<a+..§_

no estavel

( .
g > a2 e Ve '> a +
ou
(Bh) |A.| > 1 j=1,2 <> < ) o
: T h>-Z e a+ < /E <
a : h
.
no instavel
‘ 1 2 : a 9.
v € < a + ﬁ
ou
) ) y
|A2|<1e |A1|>1<=>€<a’|/€‘>a+h
Var=m! 2
e € >-(a+ h)

ponto de sela
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(II) € < 0 => Al, A, ¢ R

2
(E h) IAjI = (1+am)? - h?e > 1 <—> he < 2a + a’h
j=1,2
. foco instavel
(Ezh) IAj' <1 j=1,2 ==> h < - —%— “e he > 2a+a2h

foco estavel

2
h
. &
S8
e W&
Ll
LA
’ ;e . h
Al T e,
X Xk XEA X L gnnd
‘( X
»\’* J\,\’)\f\’

-2 e
@ EZZEZ& No estavel
EZ5%q Foco instavel
\/\he = 2a + a%h
Figura 19
A Figura 19 mostra que
+ 2 ) 2

ou seja, para h suficientemente pequeno e a < 0, o comportamen
to das solucoes da equagao (18) em torno do ponto de equilibrio, &

bem proximo das solugoes da equagao (17).



3. CRZTERIO DE ESTABILIDADE PARA EQUACUDES DIFERENCA

Seja a equagao diferenga
(19) P = Ax

n+l

onde» x = »;ol(yl,yz',...,yn),

a11 a12 PR aln

3, a22 oo a,.
o 3y a32 . v a3n
A =

anl an2 ann

Y , aij € R com 1 % i,j,k £ n,

Sua equacgao caracteristica €

(200 P(w) = " 4+ a w7l

Do capitulo anterior sabemos que a solugao nula x =0

da equagao (19) & estavel quando todas as raizes da equagao ca-

racteristica (20) tém modulo menor que 1, ou seja, |w| < 1.
0 nosso objetivo & estabelecer condigoes que permitam
concluir quando ocorre |w| < 1, pela analise dos coeficientes

numéricos de P(w).
Nesses moldes, temos o Critério de Routh-Hurwitz para

as equagoes diferenciais. Esse critério determina que "uma condi

67
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¢ao necessaria e suficiente,para uma equagao caracteristica ter
as partes reais de todas as suas raizes,negativas,é que sejam
positivos todos os menores principais diagonais da matriz de

" Hurwitz",

Assim, para o polindmio G(z) =_zn+blzn-1+...+b , a
matriz de Hurwitz, indicada por H, &
b1 1 0] 0 0 0 .o 0
b3 b2 b1 1 0 0 . e 0
o b b, by, b, b 1 0
0 0 0 0 0 0 .o b
s n—

A matriz de Hurwitz se compoe do modo seguinte:.na dia
gonal principal se escrevem os coeficientes do polinomio carac
teristico comegando por bl e terminando por bn;

As colunas, umas apdos as outras, constam dos coeficieE
tes de Iindices somente impafes ou indices somente pares.

Todos os démais elementos da matfiz correspondentes a
fndices maiores que n e menores que zero; se supoem iguais
a zefo._ | |

Logo, os menores diagonais principais da matriz de

Hurwitz sao da forma

b 1 0
by 1 1
A, =b, ;3 A = : A, = | P3 P2 By
1°5 27|, . 3
3 2 b. b, b
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b, 1 o 0o 0o o cie 0

by, b, b, 1 0 0 eee 0

b b, by b, b, 1 cee 0

;.'.; An = . L] . . LZ L .
0 o o o 0o o0 ce. b

n

A condicao de Hurwitz afirma:

"as raizes da equagao caracteristica teém as partes reais negati-

vas, se e somente se,ocorrer: A1 > 0, A2 >0, ...,‘An >0."

. ~Desejamos verificar quando as ralzes da equacgao
P(w) = 0- tem |w| < 1. Para isso, transformamos P(w) em
G(z), onde 2z tem parte real negativa se e somente se

lwl <1 e, com os coeficientes nunericos de G(z) compomos a
matriz dé'Hurwitz.

Assim, as raizes ‘de ©P(w) transformada em‘ G(z) ﬁgm
modulo menor que 1, se e sémente se, tqdos os menores diago-
néis principais da matriz de Hurwitz,.formada pelos coeficientes

‘numéricos de G(z), forem positivos.

Inicialmente; tomamos a transformagao - S, que leva o
semiplano Z = {z = (x,y) tal que x < 0} né semiplano
B = {s =>(r,p) tal qﬁe p > 0}, definida por s = Sz = -iz e
a transfbrmaggo L, que leva o semiplano B no | coﬁjunto
W={w = (u,v) tal que u2+v2 < 1}, definida por w = Ls =_§:z;

Finalmente obtemos a transformaggo T-= LQS que leva o
semiplano z = {z>=‘(x,y) tal que = x < 0} | no conjﬁnto

W= {w = (u,v) tal .que u2+v2 < 1}.
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Assim
. _ 1+ iz - 1+ 2
T(z) = (LoS)(z) = L(-iz) = —T—5,— » T(2) (=73
+
e portanto w .= (LoS)z = i — : .

Observamos.que DomT =C ~ {1} e ImT = C -{-1}, ou seja)'T nZo_

estd definida para z=1 e w=5-1"n3o & imagem pela T de nenhum z.
Além disso T. € bijegao pois T. & transformagao de Moebins.

Ilustramos essa transformagao pela Figura 20.

////// //AV/ ////////;

2\

Figura 20
0 fato de que a transformagao T leva = o semiplano.
Rez < 0 no disco |lw] <1 pode ser observado considerando

a Figura'Zl.
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4

AN

B\\‘
. A -
¢ o D=1-2
...2 .

Figura 21
Observa-se que os triangulos retangulos OAB e oCDh

tém os catetos OA e OC congruentes, enquanto o cateto CD &

maior que o cateto AB. Assim, segue-se do Teorema de Pitago-

=|_L*'_Z__-

ras que |1+z|‘< |1-2z|, portanto W 1= | <1, ou se-

ja, w & interior ao disco unitario.
Para a verificagao de que a imagem inversa do interior
do disco unitario &€ o semiplano Rez < 0, veja [8, pg. 2711.

Dessa forma, do polinomio caracteristico

P(w) = wh o+ a wn—l.+ «es *+ a_, desde que w = -1 nao

e raiz de P(w), ou seja, quando P(-1) # 0, podemos obter pe
. la transformagao w = Tz, a fungao F(z). |

Entao F(z) = P(Tz) = l(Tz)n + al(Tz)n_1,+ .o +an = 0

F(2) = (2
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—— |
1=2)7F(z) = (1+2)" + 2, (1-2) (1+2)" 7L + .0+ 2 (1-2)"
= (MR 5 )22 4 L s nzel) 4
+ 2, (1-2) 02" he (-1 2" 2 (P12 e L (@l)ee] +
+ ... + an[(—l)nzn+(—l)n_1nzn—l.;'
+ D22 2h L v aentz ¢ ()0
Nesta expfessao o coeficiente mnumerico de 2" e
n = -—
(1~a1+a2+ e ¥ (-l)lan) = P(_1)°

Como a condi¢ao inicial e P(-1) # 0, podemoé>simplificar a expres
so antérior, colocando os termos semelhantes em evidencia e dividindo-os  por
P(-1) para.obter

G(z) = 2" + b 22l e L+ b =0

onde bi 1 <1<n sao combinagBes lineares de O ELPTERRRL W

Com essas constgntes 1,b1,b2,...,bn formamos a ma-
triz de Hurwitz e podemos ter as condigoes de estabilidade para
a equacao diferenga (19). |

 Considerando-se tais resultados, eétudemos a estabili-

dade da equagao (4) do capitulo anterior dada por

(4) X 41 = Axn com A = .

Seja seu polinomio caracteristico

a W .a

11 12
P(w) = = w2 - 2bw + c
221 4227
onde 2b = tr A e ¢ = det A.
‘Se P(-1) = 1+2b+c = 0, temos uma raiz w‘= -1 e a solu

¢ao nula x =0 n =0,1,... "& instavel,
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/

Se P(—l) # b, podemos'contindar investigando as condi
goes de estabilidade da equagio (4) da seguinte forma:

X afirmacio de que a éolugao nula x =0 & estavel
quando |w| <1, ou seja, quando w € W onde

W =1A{w = (u,v) tal que u2+v2 < 1}, .

vamos relacionar a analise dos coeficientes do polinomio carac-

teristico.

Ja vimos que w = Tz = (—%—;—%—) onde z ¢ Z,
z = {z = (x,y) tal que x < 0}. : .
Logo
_ 1 + 2 (2 1 + z -
P(T2) = (o) 2b(—T—2-) + c =0

Desenvolvendo fica
1 + 22 + 2z - 2b(1—zz) + c(1+z2 - 2z) =0

_ou (1+2b+c)z2 + 2(1l-¢c)z + (1-2b+c) = 0.

Finalmente como 1+2b+c # 0O L

2, 2(1-c) s 1 -2b+c

(1+2b+c) 2 T+ 25 7 ¢ -0

4

Escrevendo a matriz de Hurwitz para este polinomio, te-

- mos

P~

2(1-¢c) 1
1+2b+c
H:
0 1-2b+c
1+2b+ec
. 4

cujos menores diagonais principais sao:

Crmmee s e S ey e e b e g S i iR fm e s N as s At e WA S mestan S e DT . it [T
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A = 2(1-c)
1 l1+2b+c
. 2(1l-c) -1
A, = o ~ 1-2b+c

1+2b+c

As condigaés de estabilidade por Routh-Hurwitz sao

_ _2(1-¢)
Ay = Topse > O

- 2(1-¢) . 1-2b+c
2 1+2b+c 1+2b+c

as quais implicam

(a) ¢ <1 e {-2b < c+1} n {2b < c+l}

ou : : :
(b) ¢ >1 e {-2b > c+1} n {2b > c+1}
E imediata a impossibilidade da condigdo (b).
! De (a) obtemos:
-tr A < det A+l
det A <1 e ' |
. tr A < det A+l
=> det A <1 e |tr A] < det A+1.
Conclusao: A solugao x = 0 da equagao (4) & estavel
se e somente se ¢ < 1 e |2b| <'c+1, (veja Figura 22).

b e ¢ sao obtidos a partir dos coeficientes do poli-

. -~ ) . ’
nomio caracteristico.
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- Tal resultado vem ratificar o ‘estudo feito em (1) e
(3) (ii), da pagina 39 do capitulo anterior e represen-

tado na Figura 10.

(]

Yo

2b=c+1

7=
%
N

Figura 22

Vamos analisar agora um caso particular da equagao (4),

tomando A = [ g z ], que representa no capitulo 1, o endo-
morfismo de primeira ordem T R2 - R2 definido bor

f(x,y) = (y,f(x,y)) onde f : R -+ R, f(x,y) = ax + by.
Como tr A = b e det A = -a as condigoes

de estabilidade ja obtidas para a equagao (4) se traduzem por

(%) a}>.-1 e |b] < -a + 1.



As alternativas possiveis sao:

Tais condigoes estao representadas na Figura 23.

‘\ a=-1 ‘
/ N

X
\
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Baseados nesta analise, podemos afirmar:

Se (% _;,%x) n =1,2,3,... @& uma Orbita positiva
.de f, com (xo,xl) # (0,0), ento‘ '(xn_l,xn)I >0 quando

n + o, desde que verificadas as condigoes (*) para f
ou, X = ax + bxn , equacao diferenga discreta,

tem a solugao nula x = 0 estavel quando a> -1 e |b| < -a+l.

‘ Ainda aproveitando o estudo de estabilidade feito para
'a-equagio (4) nos moldes propostos por este ﬁrabalho, ’vejamos.
como ficam as condigoes de estabilidade da equagao (18) do capi
tulo anterior, entendida como um endomorfismo de primeira or-

dem F : R2 > R2

l+ha hb

K+l = sz onde B

"

- (18)

N
|

he "~ 1+ha

cujo tr B = 2(l+ha) e det B = (1+ha)2 - h2€ ; € = be.

Pelas conclusoes obtidas para a equagao (4) temos:

o ponto de equilibrio z = 0 & estavel quando det B<l
e 'Itr BI < det B + 1, ou seja, fazendo as substituicoes ne-

cessarias:

z =0 € estavel <=>
<—> a’ + 22 <e e |2(1+ha)| < (1+ha)? - n%e +1
2(1+ha) ‘< (_1+ha)2 - hze +1
=== a2 + Zha < g e

2

-[(1+ha)2 - h"e +1] < 2(1+ha)



Resumindo, as condigoes de estabilidade para z = 0 na

equagao (18) sao

a2.+ 2; f . é-az e £ < (a+ i )2;
 (I) Para' a >0 essas condigses se traduzemrpor
0 < a% + 2; < a? (absurdo ') ’
(II) Para ‘a <0
€20 —=—>0<¢ < a’ e € < (a+ ﬁ )2
==> h < - —%— » 0 s € < a2 e Ve % a + 2
€ < 0 => a2 + 23 € <0 e € < (a + 2 )2
h : h
==> h < =~ —%— , he > 2a + azh
Comparando aé conclusoes (I) e (II) aqui obtidas e o

estudo feito no capitulo anterior, cujos resultados estao repre-
sentados nas Figuras 18 e 19, verificamos que os mesmos colinci

dem.

Além disso, com o intuito de aplicar o critério de
Routh-Hurwitz,adaptado as equagoes diferenga por este trabalho,
analisaremos a estabilidade das solugoes de algumas equagoes dife

renga ainda nao discutidas até aqui.
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Exémplos:

(1) X, = ax. + dxn_3
1 _ 1
Tomando X, = ax__, + dxn_1
2 _ 1
*n *a-1
x3 _ x2
n n-1
"obtemos a representacao da equagio‘na forma X = Axn-l’ com
d 0 a
A = 1 o 0 |.
0 1 0
A equagao caracteristica &
3 2 ) . :
P(w) = -w™ + dw + a = 0, Se P(-1) = l+d+a # 0 a equa

gao €& transformada na funcao

_ ¢ 1+z 3 1l+z (2 _
F(z) = (=) d(—=) a =0 ‘
_ 3 3+ d-=- 3a 2
ou G(z) = 1z7 + T¥d+a z- o+
3 - d + 3a 1 -d - a _ ,
* T+d+a 2+ T3a+a -0

O0s coeficientes de G(z) compoem a matriz de Hurwitz

—-—

3+4d-3a
~Tvava 1 0
1-d-a 3-d+3a 3+d-3a
- 1+d+a 1+d+a 1+d+a
— 1-d-a
| 0 0 1+d+a |

e cujas condigoes de estabilidade sao:
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_ 3+ d - 3a
1 l+d+a

B>
!
v

o

_ 3+(d-3a) 3-(d-3a) l1-d-a
A2 = l+d+a l+d+a 1 ( Tvava ) > 0
A = l_d_a A ‘> 0 == -—];:-.d;a—— > O. "

3 T 1+d+a 2 1+d+a
0 que nos propoe as alternativas:

(I) 3+d-3a > 0, 1l+d+a > 0, 1l-d-a > 0 e l-a’+ad > 0

(I1) 3+4-3a < 0, 'l+d+a < 0, 1~d-a < 0 e 1-az+ad > 0

E imediata a impossibilidade da alternativa (II).
Somos levados a restringir a estabilidade da equagao

do exemplo (1) as condigoes:
atd <1, a+d > -1, d-3a > -3 e a2 < ad+1

ou seja,

‘ - latd]| <1, d-3a> -3 e a2 < ad+1

representadas na Figura 24,
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P =) A

(0,-1)
Figura 24
(2) Xy T a%po3 Y dx
Fazendo x1 = ax + dxz.
B n -1 n-1
x2 - xl
n -’ n-1
x3 = x2
n n-1

: 0
obtemos x = Ax , com A = [ 1
n n-1 v 0

-~ QO n,

OOoOm

ad+1



obtemos

F(z)
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0 polinomio caracteristico &

P(w) -w3'+ dw + a, Se P(-1) = 1-d+a # 0,

—(1+2)3 + d(1+z)(1-2)% + a(1-2)3 = 0.

Reduzindo os termos semelhantes temos

-3 d+ 2 -3 d-
G(z) = 123_+ (—:%:%:23—)2 + (—:%:%:%5—)2 +
~1l+d+a _
-+ ( -1+d-a ) =0
-Atmatriz de Hurwitz
~3~(d-3a)
-1+(d=-a) 1 0
» -1+ (d+a) -3-(d+3a) -3-(d-3a)
H = ~1+(d-a) -1+(d-a) -1+(d-a)
: -1+(d+a)
0 0 -1+(d-a) ]

nos fornece os menores diagonais principais que estabelecem

uintes:

condigoesde estabilidade seg
_ =3-(d-3a)
Ay = —f5@=a > °
A =T -3-(d-3a) -3-(d+3a) ]
2 © -1+ (d=a) -1+(d-a)
_ =1+(d+a)
By = —g3(@=a)y 22> 0
As alternativas sao

- [

-1+(d+a)

-1+(d-a) ];> 0

(I) ~-1+d+a > 0, ~=1+d-a > O, f3—d+3a >0 e.‘d—a2+l >_0

(I1) -l+d+a < 0, -l+d-a

<0,

~3-d+3a < 0

e d—a2+l >0

as
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E imediata a impossibilidade da alternativa (I).
Logo, a solugao referente ao exemplo (2) & estavel se
e somente se, estiverem satisfeitas as seguintes relagoes repre-

" sentadas na Figura 25:

a+d‘< 1, d-a <1, 3a-d < 3 e a2‘< d+1

K3

Figura 25 )
v<3) x = ax g * dxn_1
ou
x = (a+d)xn_1

Na forma x_ = Ax. ,- temos
n n-1 i
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1 1
x = (a+d)xn_1 |

2 _ 2 o A = | 2td 0
*n ¥n-1 o1 0
P(w) = w’ - (a+d)w = 0. Se P(-1) = l+asd # 0,

' _ 2 2 l1-a-d _ '
obtemos  G(z) = 12" + (gzog)z + —a5g = O
A matriz de Hurwitz &
- -
2
l+a+d 1
H = 0 l1-a-d
l+a+d

cujos menores principais e condigoes de estabilidade sao

Ay = Tavg > O
_ 2 l-a-d
By = I+a+d = l+a+d 0
que nos dao as relagoes a+d > -1 e =-a-d > -1, ~ ou
|a+d| < 1 (Figura 26).

Figura 26

seja,
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- _ 1 _ 1
(4) =, = 2 *n-2 7 “n-1
Fazendo x1 = xz
n n-1
2 __ 11 _12
*n 2%n-1 = Z27n-1
obtemos a representacio
0 1
X, = Axn—l’ com A = : .
} -1/2 <1/2

1 1
P(w) = w + §W+ -i-
Como P(-1) =1 # 0, segue que

G(z) = 2 + z + 2,

A matriz de Hurwitz e

-

Observemos que

Ay =1>03 4, = 2>0,

Logo, as partes reais de todas as raizes de G(z)
sempre negativas, implicando que as raizes de P(w) teéem
médulo menor que 1, ou seja, o ponto de equilibrio x =

sempre estavel.

sao
sempre
0 e

o~



4. APENDICE

Este traﬁalho deéperta o interesse pela_descoﬁerta de
apliéagSes desse estudo no ensino de Matemdtica no segundo grau,
visto'Qde, modelos matematicos envolvendo equagoes diferenga po
dem representar problemas que ocorrem na natureza, coiaborando
para o estﬁdante compreender o mundo em due vive e sobretudo par-
ticipar dele,iho momento em que-& possivel analisar, discutir e

colocar em pratica aspectos relevantes dos mesmos.

Alguns exémplos, con operagaes elementares, sugeridos
por trabalhos divulgados na revista - The Mathematics Teacher,
Vol. 77, vieram confirmar a possibilidade de discussao de | al-

guns desses problemas nesse nivel escolar.

Assim, a uma quantidade y, crescendo com o tempo t
a uma taxa proporcional a seu tamanho, relacionamos a equacgao
Ay = ky. A compreensao desse fato se dara ao tomarmos valores
Pid . .

de t espagados igualmente: to,tl,tz,...,tj e valores corres

= kyg,

pondentes de y: VPSRN FEERREMF , de forma que, Y1770

Yo=Yy = k¥yseees yj;yj—l = kyj—l"f A solugao da equagao diferen

¢a de primeira ordem , representando tal situa

=y + ky

yn+1 n n

gao,pode ser calculada sucessivamente com um minimo de matemati
ca. . |

Um outro exemplo, baseado no modelo de equagio diferen-
cial de Lotka (1956),‘se aplica numa reserva florestal a situa
goes necessarias de eqqilIbrio econgico.'Supomosbuﬁa populacgao

de animais "cagadores", tal como raposas, interagindo com uma po-

pulagao de "presas", como coelhos.

87
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0 modelo matematico deve descrever a populacio de pre
sas (p) e a populaciao de cagadores (c), de forma a reSpon?'

der as seguintes questoes:

1. Como se comportarao as populacoes p e ¢, como fun-

cao do tempo ?

2. Para um dado valor inicial qual das populagaés inicial

mente aumentara e qual diminuiri ?

3. As populagoes p e ¢ mudarao monotonicamente ou te

rao valores extremos ?

4. Quais sao os pontos de equilibrio ?

Para a consFrugao desse modelo matematico do problema
leVamos_em conta que: a populacao de presaé crescera a uma,taxé
proporcional ao seu tamanho Ap = ap (a > 0) na ausencia dos
?Eagadores;-a populagao de cagadores diminuira a uma taxa propor
cionai ao seu tamanho na ausencia das presas, Ac = -dc (d > 0)
e quando as duas populagges se interagem aﬁarecem os efei;os
de predaggo.

Assimf a populacdo de presas sera diminuida e a.populi

. gZo de cagadores sera aumentada de acordo com uma taxa propor
cional ao numero de encontros de individuos de eépécies diferen
tes, isto é,‘ ~-bpec (b > 0) e epc (ev > 0), respectivamente.

Obtemos o sistema de equacgoes diferencga

It

Presas: Ap ap - bpec

Cagadores: Ac = -dc + epc a,b,d,e > 0
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Esse sistema pode ser escrito como segue:

Ap

[}
o
o
/l\
!
(¢!
~

()

Ae = ec(p -

(1) @ um modelo desse problema e podemos comegar a ana-
lisar o que ocorre na natureza.

Se po =e, = 0 entao Ap = Ac = 0 e teremos um pon-

to de equilibrio na populagao: zero presas e zero cacadores. Es

se fato, naturalmente, nao & significativo na natureza.

Se ¢ = — e P = , novamente ocorrera Ap =
o b o e
= Ac .= 0. Essa relagao nos interessa pois nos fornece a informa
~ ~ .. - d
¢ao que se a populacao inicial de presas e — ¢ a de cacgado-
- a ~ - ’
res e . ——— , a populagao permanecera constante ao longo do tem

b

po e diremos que estari em equilibrio.
Uma nova questao passa a preocupar-nos: O que acontece
ra se p e ¢ nao forem os valores acima ?

Analisando (1) temos :

(i) se p > —%—"entgb Ac > 0 (c "aumenta);
(ii) se p <. 2 entao Ac < 0 (¢ diminui);
(iii) se ¢ > : entzo Ap < 0 (p diminui);
(iv) se ¢ < : entso Ap >.0 (p' aumenta) .

Logo, uma grande populagao de presas da razao a um au-
mento na populagao de cagadores e umag pequena populagao de pre

sas causa uma diminuicao na populagao de cagadores. Uma grande
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populagao de‘cag;dofeé éaﬁsa diminuigao na populacgao de presaé.e
uma pequena~popqlag50jdéAéagadofes fari a populacao de presas au
mentar.. |
0 aumento ou diminuigao de uma populagao :é - provocado
pela outra populagio. Ambas as populagsesiaumentarab ou diminui
rao periodicamente‘e esse comporfamentq esté‘ilustrado na figu-

ra 27.

Na figura 27, E = ( g . E ) denota o equilibrio na po
pulagao onde Ap‘=rAc = 0. Esse resultado nao & intuitivo | e
syrpreende&i os estudantes.

A‘argumentaggo acima e uma justificativa intuitiva de
periodicidade, cuja prova rigorosa foi feita'pof titerra em

1931. : '

ojm

oiet

.Figura 27
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