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SUMMARY

This is a study of iteractive procedures which can be used as

discrete aproximations of differential equations.

Rather than'the accuracy of the methods in bounded intervals, in

which is mostly concerned the numerical analysts, we are interested in

asymptotic properties of solutions which are preserved in the discrete
scheme. Several examples are given.

In chapter I we study the concept of first order endomorphism.

In chapter II we show how a differential equation can be reduced

to a difference equation. We give some examples where is possible to see

when the stability properties are preserved.

The Study of a differential-difference equation is also presented.

In chapter III, a modified method of Routh—Hurwitz is applied in

order to state conditions-for the roots of certain characteristic polinomials

have modulus less than one.



0..INTRODUÇÃO

Neste trabalho a preocupação foi inicialmente estudar
as funçoes contínuas f : M_+ M, que permitem construir sequên_

cias -xj j.= 0,1,2, ... a partir de X0 e M , onde cada ele
- .

»

'

2
'

n = = ...me to xn e M
.e obtido da forma xl f(xo), x2 f (xº), ,

, 'n' . . . ,“ . .
'

. .
xn = f (xo), e identifica—las como endomorfismos de prnmura or-

'dem.Umasequãuúa xo,31,...,xn,... aésim obtida e chamada 65

bita positiva de f a partir de xo .

Estendemos esse conceito para endomorfismos de ordem k,

Dada uma f nestas condiçoes eremplificamos como anali
sar o comportamento de xn quando. n + ª; 'como as õrbitas se

alteram por pequenas variações na função f e como se verifica
a periodicidade de tais õrbitas.

A discussão efetuada a seguir, sobre a estabilidade; de
». .

sºluçoes de certos tipos de equaçães diferenciais, e a análise
do comportamento das soluçoes aproximadas por equaçoes a difereª
ças finitas dadas por endomorfÍSmos de ordem k, k 2 l, vieram

mostrar que os fatos apontados e estudados anteriormente colabo—

ram para avaliar problemas de estabilidade.
“Devemos,salientar que grande parte dos trabalhos refe—

rentes a avaliar soluções de equaçõesbdiferenciais,utilizando—se
de métodos numéricos,tem sido em geral restritos a um intervalo
finito. [tº,to+b] 'e os problemas de determinar estabilidade e

periodicidade de soluçoes estão relacionados aos iniervahm [tº,m)
ou (—w,w), e nesses casos, a questão torna-se nao de quao pre

,
«(.



cisa E a aproximação no intervalo finito) mas sim, se as" solu-
çoes aproximadas gozam de propriedades anãlogas às das ,soluçoes
da equação diferencial que se -deseja aproximar.

Este trabalho pretende contribuir para o discernimento
de tais questães. Vãrios exemplos são aqui estudados com a inten-

”gás de mostrar ao leitor,a possibilidade de extensão — ã situa-
çSes mais gerais quando equações diferenciais são tratadas do

ponto de vista numérico.
'

Nesses casos, nada garante que o metodo numérico empre-
gado e o passo h fixado em determinado problema, ofereçam aprª
ximação cujas soluçoes tenham o mesmo comportamento das soluções
da-equação diferencial em intervalos não limitados;

»

. A informação que se tem "a priori", é restrita aos in—

tervalos finitos do tipo [tº,T] e afirma que a solução apro-
ximada. yn(t), obtida pelo método das aproximações sucessiwm,coªw

verge para a solução y(t) quando o problema do valor inicial &

espresso por uma função contínua satisfazendo a condição de

Lipschitz.
Finalmente procuramos estabelecer condições que permi-

tam auferir se as raízes dos polinômios característicos associa
dos 5 equações diferença têm mõdulo menor que l, anaúsando os

determinantes das matrizes menores principais da matriz ,de
Hurwitz formada pelos coeficientes dos polinômios.

Naturalmente, pelo exposto, essas condiçoes determinam

um critério, que torna—se um procedimento adequado para investi
gar a estabilidade de equaçSes diferença envolvendo espaços de

dimensão n = 1,2,3, visto que, nesse caso, o estudo da estabi—

lidade se resume nocãlculo de equações ou desigualdades algébricas de

no máximo terceiro grau.



,1. DEFINIÇÓES E GENERALIDADES

Uma sequência xj, j = 0,1,2,...,' em.um conjunto ' M

5 dita recorrente, se cada elemento xn, pode ser obtido a par—

tir de seu precedente n = 1,2,3,... . (Neste trabalho Mxn—l'
- n .

.
.sera o espaço R ou eventualmente uma variedade regular _

m—d1

mensional).
Essa.idêia estã ligada ãquela de iteração. Dada uma fun.

ção contínua f.: M + M, a partir de cada X0 e M [podemos coní
truír a squência recorrente xj, j = 0,1,2,;.., da seguinte

.forma:

i = f(x ) = f1(x )
1 ' o ' 0

x = f(x ) = fof(x ) = f2(x )2 1 ' o .

* 0

x =f(x )=fo of(x)=fn(x)n n-l "' o o

que chamaremos seqãência dos iterados de f a partir de xo,
ou preferencialmente, õrbita positiva de f partindo de XD..

Neste caso, a função f : M + M e chamada recorrência, ou, de

acordo com a terminologia de [9], endomorfismo. de prhmúra or—

dem.

Hã um grande nGmero de interessantes questoes de Matemª

tica Elementar relacionadas com a idéia de recorrência, as mais

bpopulares se referem ãs progressães aritméticas e geométricas.
Os problemas geralmente se relacionam com o cálculo do termo gg

Jral '

xn como função de xo ou com questoes de convergencia.



Nosso interesse principal está na linha de problemas de

estabíiidade. A grosso modo,queremós saber o que acontece com

xn quando n + ª, ou ainda,se varíarmos um pouco a recorrência.

f, .o que acontece com suas õrbítas.
Neste capítulo apresentaremos alguns aspectos do estudo

global para uma forma generalizada de recorrêncías, endomorfís—

mos de ordem superior. Esta apresentação é baseada em [9].

Endomorfismos de Ordem Superior

Seja M uma variedade regular de dímensãov m .e k um
o, .v . .. ' k ' .1nte1ro p031t1vo. Denotaremos com M o produto de k copias de

M.

Definígão: Um endomorfísmo de ordem k, ou k-endomorfíí
' “"ª & k

mo, e uma funçao contlnua f : M + M.

,.
' k ',

A partlr de cada k-upla (xº,x1,...,xk_1) ; M , pode
mos construir a sequência xj, j = 0,1,..., da seguinte forma:

xm = f(xm_k,...,xm_1), m = k,k+1,...

a qual sera chamada de õrbíta positiva de f partindo da k-upla
1n1c1a1 (xo,x1,...,xk_1).

Uma õrbíta inteira de f 5 uma sequência xj , j e Z,

), m e Z.tal que xm.= f(xm_k,...,xm_1
A õrbíta positiva fica unívocamente determinada a par—

tir da kªupla ínicíal (xo,x1,...,xk_1). Entretanto, nem sempre
existem õrbítas inteiras passando por (xo,xl,...,xk_1),- “alem-

disso,elas nem sempre são Gnícas, se existirem.



sando por

porv

sição

(1)

.Dado

Exemplos:

Sejam k = 2 e M = R.

Se f(x,y) = max(x,y), dados xº,x1 & R, xª # x1,_
não existe õrbita inteira passando por (xo,x1). Por

outro lado, se xº = xi fica univocamente determinada
a õrbita inteira x. = x , j e Z, passmub por (xºga).

Prova:

(xk,xk+1), afirmamos que existe õrbita inteira paí
(xkªxk+1) <==> Xk ' xk+1'

De fato,suponhamos que existe õrbita inteira passando

(xk'xk+1) cºm xk # xk+1'

xk

Sendo Xk+1 = f(xk_1,xk) = max(xk;1,xk) 2 xk , a supo—

# xk+1 nos leva a xk+1 > xk

Logo xk+1 = xk_1 e,portanto, xk_1 > xk.
»

(*)
Mas xk = max(xk_2,xk_1) Z xk_1 ' ' ' ' (**)

Deste modo,como & suposição xk+1 á-xk leva 5 centradª
çãd (*) e (**), fica provada a afirmação no sentido ( +).

No sentido (*-), baSta tomar xj = xk, j = .H,—IJL1,,H

(2) Se f(£,y) = x+y,' dados quaisquer pontos 'xo,x1€ R,

fica univocamente determinada, de modo õbvio, a õrbita

xj , j,€ Z, Passando por “(xo,xl).



(3) Se f : R + R, com f(x) = x(xz—l), para
- —%—v 3 < xo < —%—V 3 , a figura 1 mostra que exis—

tem tres escolhas possíveis para x Cada uma dessas_1'
escolhas gera uma õrbita inteira passando por x

i

.

O.

Figura 1

Um k-endomorfísmo ê ehamado endomoriismo de ordem supg
rípr se k 2 2.

.

.

A fim de simplificar a apresentação, concentrarqum-emos
no caso kr= 2, desde que a extensão das definições e resulta—
dos obtídos ê imediata para k > 2.

Um 2—endomorfismo f : M2 + M induz um endomorfísmo de

pfíúeira ordem % : M2 +VM2 definido por

?(x,y) (y,f(x,y)) ; V x,? e M.

? é chamado levantamento de f.
Se x., j = 0,1,2,..., & uma õrbita

,

de E, então

'-= 0,1,2,..., ê.uma õrbíta de f, além disso, toda



õrbita de f E dessa forma.

Definigão: Uma õrbita xj, j = 1,2,..., de f : M2 + M

4 .

o ' . . o

v

* v

— =
>

e periodica, se ex1st1r p e N
_

de modo que >$+11&,1%+21& e

'(ijxj+1) # (X13x2)9 para 1 < j S pº

Neste caso, & õrbita fica completamente determinada cg
nhecendo—se quaisquer p. elementos. (xj+1,...,xj+P) com

5 = 0,1,2,..., por isso será denotada por (x1,x2,...,xp).
.

E imediato que (XI,...,XP) E uma õrbíta positiva pe—

riõdica de período p de f : M2 4 M, se e, somente se,
((x1,x2),(x2,x3),...,(xp,x1)) E uma õrbíta positiva periõdicade

pefíodo p de É : M2 + M2.
.

Diz-se que uma õrbita inteira Xj' j e Z, ê. periõdica
de eríodo uando x. = x.P P: q

J J-P
É evidente que toda õrbita positiva periodica pode set

X. X.J-ZP J-np

nnívocamente prolongada a uma õrbita inteira periõdica.
.

Todo ponto fixo de É é da forma (x,x).
1 De fato, E(x,y) = (x,y) implica. (x,y) = (y,f(X,Y)L

que por sue vez,imp1ica x = y e f(x,x) = x.
Neste caso diremos que x ê_um ponto fixo de f.
O exemplo seguinte mostra como os autovalores de ? são

decisivos no estudo do comportamento das õrbitas de um 2—endomoí

fismo linear f : R + R.

No entanto,fica bem çlaro nos itens (CZ), (CB)” (C4),
(CS), que nem todas as propriedades assintõticas das õrbitas de

f se transferem para as de. f.



_ Exemplo;
. 2 .

'

.Seja f : R + R f(x,y) = ax+by e con51deremos a

transformação linear ? : R2 + R2 cuja matriz, A é dada por

_ .o 1,A-[a. b].
Sendo A1 , 12 os autovalores de A e xn, h=03”2,. ,

uma õrbita positiva de f com '(Xo'xl) # (0,0), afirmamos que:

(A) Se _llllª' [Azi < 1, então lim xn = O.

(B) Se [lil < 1 < |Ã2|,então

(Bl) (xo,x1) # º(lill), q.e R, implica lim lxnl = “.

SBZ) (xo,x1) = C(1,Ã1), para algum. O e R, implica
lim x '= O.

'

n

(c) se lxil, |le > 17 então:

qmanQO A1” A2 e R tem—ée:

“.
(Cl) A1 # -Ã2 ou Al % A2 ímpliaa lim Iknl = &“

&

.

-(C2) A1 = íkz implica

se xº # 0,1 xl # O, então lim lxnl = ª
se; xº = o, x1 # 0, lim x2n' = o e lim |x2n+1| =

se xº #0, x1'=o,»1ím x2n+11=0 elimlx'znl =oo,

.QUándO A1, A é R, A]. '.= A2;Ã2 : a + íB=rele, G#kTI,2

k 5 Z e 9 = %w, % irredutível, témos:'

"(C3).x .= o, m=0,1,2,..., 'e lim Ixnl =(», se xº : o,.
n*mq.



.

(C4) Se x # 0, x = ax = rx cose , entãoo 1 o o

q ímpar implica lim lxnl = “

q par implica xn = 0; se t1= (Zu&)%, k=0,1“..,
e

'

lim Ix ] = “.
n#(2k+1)q/2 “

(CS) Se .Xo # O, x1 # axo, seja 3 = [p & Z+ tal que

c'cosnô + d senne = O]'o 0
x

onde d =H-x cotge + 1 cosece.o o r
Então x = 0, se e somente se; n'eS e 1ímh<|=w.n

.
. néS n

Observagão: Se S = 0, temos lim Ixnl = ª.
Quando. S # Q, S é infinito.

Prova

(I) A não diagonalízãve1.'

.

Um exame do polinômio característico de A, P(X) =

= ÃZ — bl — a = 0, nos fornece A = —%—(b i b2+4a )

2 ' b2
Logo A1 = A2 <==> b + 4a = o <==> & = — "”K" ,

e

A = —2—, ou séãa, A. = A <==> a = -A2 e b = ZA.
>2 1 2

Nestas condiçoes,

" o 1

A: —A2 zx

com autovalor. A = —%— e autovetçr v = (1,Ã) associado a A.



Portanto, para A1 = A2 , não existem dois aútoveto—

res distintos associados a A, o que deixa A não diagonaii
zãvel.

Por indução obtemos

'n—1 n—r:
xn

n
Xo' nÃ (x1 n Axo)

: A =_
.

n n
, .

+ ' - ___—'n+1 x1 (n %)Ã (xl n+1 Axo)” n=l,2”..

ou seja,
n-l n-l' v

xn nÃ (xl ,n Axo).

-

' n—l
'

Quando n + “, (x1 - Axº) + k, k 6 R.

. » n-lAnallsemos a expressao nA

v para lll > 1, nlÃl + ”
« n—l nln

.

.

>

e, para [Xl < 1, nl : = ——7rf—. Fazendo [Xl = c,,. .

.
. ' _

Inlnl = nlÃIn =-ncn e límxcx = lim fx IL HQSP' 1ím-—-—J;t;—
x+00 x+ºº c -“ x*” -4hc(c )

!

cx
— — lim - O.

K+“ [pc

Dessevmodo, podemos concluir que, Se IÃI < 1

“lim x = 0'1 e se Ill > 1 lim IX'I = ª.n n
.

Ficam assim provadas, respectivamente, as afírmaçães
(A) e (Cl) no caso de A1 = Az.

“(II) A diagonalízãvel.



Se A # 12 ==> A. =
b ª b * 4ª e vi = (1,11)1

i = 1,2, ví autovetor associado a Xi.
Nestas condições A & díagonalízãvel.

(II—1) A1, A2 e R.

“Lembrando,a,representação espectral do operador A, e-
xiste uma resolução da identidade definida por duas projeções

"l' "2': RZQ+ R2, .de modo que

"luz = O., “1 + "2 = I '(1dent1dade)

com A # Ãlnl + Aznz .

A imagem de "i e o subespaço gerado peh>aunnmtor v

associado a Aí, 1 = 1,2.
_

n = n nUma vez que A Ãlnl + Aznz temos

“ x x x xn n o n o o

x
= A = Alnl + Aznz

* n+1 X1 x1 Xl

De (xo,x1) = olv1 + ozv2 01, 02 e R, VlStO» que

(xº,x1) & elemento do R2, segue que

|I Q + QXo 1 2

N " Q >? .|. Q >)

e,jportanto,
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x - x
º1 ” A2 É

A

1

2 1

x - x
ª ºz : A1 É

A

1
'

1 2

Assim,
A x — x X x - xn 2 o 1 n 1 o 1X'")t( )+A( _ )9n=1929n 1 A Al 2 A1 A2

' odemos esc e er x - Ano + Ano 0 O Rºuºp
.

r V n ' 1 1 2 2' M1' 2 ª '

n
.

nPara IÃII, Ikzl < 1, A1 + 0 e A2 + O, _ logo

lim x = 0.
. n. Para |A1| < 1 < IÃZI temos as alternativas:

(1) (xê,x1) # q(1,A1>, o_e R,

assim, X # CAI ,'»o que faz 02 #VO.1

Lo o na ex ressão de x An + O . e [Ano | + &g ' p n' 1 -' 2.2 '

Portanto, .lím Ixnl = ª.

(2) (xo,x1) = O(1,Ã1), para algum “O e R,

3551m, xº = O _e ,);1 = OKI, o que torna 02 = 0.

nPortanto xn — 1101 + Ã2.0.

como A“ + 0, lim xn = o.1



'11

Para IAII, IÃZI > 1 temos as alternativas:
(1) XI # -X2

(Se ocorrer IÃII > IXZI podemos escrever

xn _
A1 n Ã2 n

— ( + o (
|A |n 1 m ª |H2 2 2

ou
'

IXI llln 1 n

|H“
| 1|»(IAI) Gºl

2 2

_, wall lxnl .

.A razao ——————— > 1 e, IX“! 2 ——_——7T_ ,torna 11m b&Jáw.
1le nz!

'

Analogamente, se ocorrer. IÃ2|> lll].

(2) A1 = _)“2

Escrevemos
A x — x -Ã x — x

_ n .2 o 1
_ n 2 o 1

Xn " (ªz) ( 2x ) Ã2( “zx )
2 2

. . 2n 2n+1
o que lmpllca XZn = A2 xo e x2n+1 = A2 xl.

Se x # 0, xl # 0, |Ã2|n+ W e Ix | + w pois

len' + w e lx2n+1l

Se xº = O, x1 # 0

x2n : 0, lx2n+1l +



v

Dessa maneira ficam provadas, respectivamente, às afir
mações (A), (B1)' (BZ), (Cl) no caso '

A1 # A2 e (C2)'

.

'

— . : ie ,

.(II-2) A1, A2 & R (11 - A2, A, re , 6# kwgk.e Z)

2
,

Aj ="É-i í———————-'*É +“) ,j = 1,2 =>

=$b2<—4a=> |b'| <2/—a ..

Este caso se refere exclusivamente aos itens (A)'(CB)'
c A

O( 4», (CS)

Nestes condições,a matriz real A ",tem autovalores
iiô

. de forma que b = 2rcosô e a — —r

, / 2b '—___l£2_i£31—— =r(cos€ + ísene)
.

= +De fato, lj 2 _ 1 2

complexos Aj = re )

<===> —%— = rcose e # -(b2+4a) =, 2rsen6

<===> b = 2rcose e —(b2+4a) = 4r25en29

—b2-4a = àrzsenze

—4a = 4rzsen26 + 4r2cosze'

" '
—4a = 4r2

2
<===> b = 2rcose e a = *r

Assim,

'o 1
A =

_

,—r2 2rcos6
.“ .

' '. tiequos autovetores asseclados & Aj = re sao Uºkj)' 3 1,2,
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'respectivamente.
Do mesmo modo

rcose rsene
B = .

—rsen6 rcose
- .'

,
. tiºe matrlz real com autovalores Aj = re- e autovetores asso—

,, 't' '

.c1ados vj = (1,re 16), J = 1,2.
As matrizes A 'e B com essas características são ma

trízes semelhantes, o que nos leva a afirmar que existe matriz
real P, 2 X 2, “inversíve1,tal que P-lAP = B.

a B
.

Tomando. AP = PB e P = . , encontramos:
Y p

1" o
P = .

rcose rsenô

Portanto,
' 1 .O

P'l— .

-cotg6 cossece

Isto Slgnlflca que exlste uma nova base do R , cuja
Nmatriz de,mudaqça & P, de modo que a matriz de f na nova ba—

se passa a ser B.

A õrbíta positiva (xn,xn+1) n = 0,1,... se» f & rg
presentada em noVas coordenadas por (cn,dn), n = 0,1,..., onde

co -1 Xo cn n co
= P ; = E .

d x d d
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ngo

c = rn(c cosnô + d sennô)n o o

d = rn(—c senne + d cosne) n=1,2,...n o o

e c = x0 o , . M

(10 = (—cotg6)xo + (cossec6)x1.

Por outro lado,

xn cn cn
. = P :

xn+1 dn cnrcoae + dnrsene

de modo que

n(1) xn = I (cºcosne + dºsennô) n = O,1,...

Assim, a afirmação (A) é imediatamente verificada nes-
ªite caso, pois, para n + ª e. [XI = r < 1, na equação (l), 02

temos uma funçao limitada e uma infinitêsima<)que Unna Xn + 0.
Se r = làll = IÃZI > 1, temos as alternativas:

(i) Se xo = O, )(1 # 0, implica CC = 0, do # 0 donde

X' = rnd senn—B—n
n o q

ou seja, para n = mq, m e Z ==> xn = 0

n # mq, m.€ Z ==> Xn # 0 . e

x = rqx = rq(rnd senn—B—í).
n+q n 0 q

Observemos como esta seqãência se comporta.
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Como n # mq, o primeiro termo da seqHêncía 'mõltíplo
de q é xn com n = q.

Logo, toqemos. x = mim([x1l,...1xq_1|) > 0.
De n # mq ==> n = j + kq, O'< j < q

__ q _——> = = _Xu Xj+kq » xj+(k—1.)q+q r Xj+(k—1>q

_ 2q _ _ kq
.r xj+(k-2)q - f.. — r xj

k | k “',

__ : . _ . RQ",quando n + w ——> k + & ' 11m Ix | — 11m r x = ª.
n-rºº n k—no

(2) Se x # 0, x1 = ax = rx cosB, implica c # 0 e

d = O
o

donde vx = r c cos ªg “

Assim, q ímpar ímplída que não existe inteiro 'k tal
que —2£—H =

>“
+ kn. 'Caso existisse5terímm3 an'= (2k+ 1)q,q ,

2

que E contradição.
Desse modo & seqUEncía finita cos nã W n = 0,1,..”

tem todos os seus termos não nulos.
Portanto lim Ixnl = ª;
Se. q. for par, cosn—ã—W = 0 se e somente se nã w =

= —%— + kn. Esta relação ê equivalente a

np'= (2k+1)—%—, k = 0,1,L..

eesta, em virtude de ser —%— irredutível, se eduivale a

n = (2k+1) % ;
n
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0 se e somente se n = (2k+1%%—, k=0,1,."Portanto xn
Fica assim provada a afirmação (CA).-
A afirmação (CS) decorre imediatamente da equação (1);
No entanto, para a afirmação (C5) mostraremos um exem—

plo de que S # 0.
2a 2x

Tomamos xº =" r x1 = r cose e afirmamos-que 2 ES.

Verificação:
S = [n e Z+ tal que xºcosne + dosenne = 0)

x
.

cossece.
2x

Seja x = 2a x = —————cose e n = 2
o r 1 r

onde d = ªxocotge +

x cosZe + d sen29o o

= xºc0526 - xºcotgesenZG + % cossecesenze =

2 2 .
2x

= x0(cos (?)—sen 6) - Zxocotge'senecose + ——r—cossec6cosesen6 =

2x
= x cosze — x senze — 2x'c0329 + —————cos6 =“

o o o r
2x

cose == —xo(cosze + senze) +

2x
= —x + cose = 0

O

o que mostra 2ve S.

Analisando as conclusões (C2)' (03), (C4), (CS) do e—

xemplo, verificamos que quando n + w, as õrbiças- de ' f,
— + & " ' ' e .I(XZn'X2n+1)l , o que nao acontece com as orbitas d f

“ Ainda com relação ao exemplo f(x,y) = ax+by, .examine—

mos algumas possibilidades de existência de õrbitas periõdicas.
Quando a matriz A de f tem autovalores complexos

»
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A1 = re—le sz= T = re+le, a õrbíta xn, n = 0,1,2,..., conhg
cídos os elementos xº, xl, de acordo com a nossa análise ante—

rior, é dada pela expressão geral

n
xn = r (xócosne + dosennô), n = 0,1,...

onde dº = —xºcot6 + x1—223%352—, quando ele # e_16 e, portaº
to, dº estã bem definido.

É claro que para existirem õrbitas períõdicas nao trí—

viaís, devemos ter necessariamente r = 1, ou sejá, [Ajl =,1:

j ª 15,2.—

Assím, neste caso, a condição xk = xD 5 eqnívalente a'

”xº = xºcoske + dºsenkô e para que isto ocorra ê sufhúente. que
ke = Zur, n e Z, ou seja, coskô = 1 e IsenkG = 0.

Neste caSo a õrbíta & k-períõdíca, poís

xk+1 = xocos(k+1)e + dosen(k+1)6 =

= xo(cosk6cose-senkôsen6) + do(senkecose+sen8cosk6) =

= x cósô + d sene = x .o o 1

21]- ª l '- - ., .Desse modo, se 9 = , & orblta e k-perlodlca.k
«

' ' “ Zn - .Por exemplo, se 6 = _É_ (portanto 6 =
6

) a orbí
.ta passando por xo = 1, x1 = O & 6—perí6díca.

De fato, calculemos essa õrbíta
1

x = 1, x1 = O ==> d = -cot 3
" - ——————— .º «“T“

»
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x2 = xoc0326+dosen26 = cos 2; - 1 seu 2; =
' f?“ -

=—-—_1_.—_.1__.__$___=—1
2 J 3 .2

“x = x cos36+d sen36 = x cosw+d seu“ = —x = -13 o o . o

xa
= xªcosàe+dºàen49 = cos 4; - 1

sen &; =
' (_3'“

1 1 J 3
=—2 + -. 2 =()

M 3

x5 = x c0356+dºsen56 = ços 3 - =1 seu 5; =
- TT“

1 1 V 3 *

_= 2 + , 2
— 1

V 3

X6 = x cosõe+d sen69 = x cosZW+d senZW = X' = 1
_

o - o . o 0

x = x cos76+d sen7€ = cos 7“ - 1 seu 7“ =
7 O O 3 rãº-x 3

_ 1 1 V 3 _ 0 _” 2 " ' 2 " " X1
# 3

Como x6 = xo, x7 = xl, nossa aflrmaçaç esta comprovª
da.

>

.

. ao ' N 2 2
A correspondente orblta do levantamento f :.R + R

(xº,x1), (x1,â2), (x2,x3), (x3,x4), (x4,x5), (XS'XÓZ é dada

por (1,0); (o,—1), (—1,-1), (-1,0), (0,1), (1,1) e estã re-
presentada na figura 2.
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(0,51)

Figura 2

Analísemos agora o mesmo exemplo com base nos coefícíen
tes a e b. Faremos as hipõteses |a+bl = 1 e Ia—bl = 1,

com xº = Xl e xº = -x1, respectlvamente.

Caso (1)

a + b = 1 e xº = x1 e R ===> f(x,y) = x “ b(X"Y) & É

é dada por
O 1

A = —

l-b b

cujo polinômio característico tem raízes A1 = 1. e Ã2_= b—l.

Como
. Xl, 12 e R, pode odorrer:

(1) A1 = A2

eou (11) XI # A2



A suposição (í)
=> f(_X,Y)

Neste caso,a expressão geral da õrbíta de xn

20

n—l
xn _ (xº —

n o) — xo'

A.suposíção (íi) ==> Xl = 1

pressão geral da õrbíta êv -

n
x _

Ãzxo x1 A2(x#/xo)
n A2»- 1

Xê/—-1
0

(Kz - 1)x
#n : A2 — 1

XII = xo n = 0,1,2,.

Portanto,a õrbita de f(x,y)
çoeS' a+b = 1 e xo = xl, e xj = xo,
riõdíca de período 1.

Caso (2)

—a — b = 1 e x = x e R ==>' 1 o

0 ' 1

-b-1 b

1 / 2 &

com autovalores Ã = fíáb i b "4h“4 )

Logo,a.6rbíta xn &:

= -x + Zy.

(D!

A2 = b-1 # 1 - e a “ex——

— ax + by, com as condí
* 0,1,2, , õrbíta pg

e f(x,y) = =x+b(y-x).
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o

x1 = xo

x2 = -x0

x3 = -x1 = -x0

x4 = -x2 = xo

“

x5 = —x3 = xo

Xô = -x4 = -x0

x7 = -x5 = —xo .

x8 = —x6 = xÓ

xn = -xn_2 + b(xh_1—xn_2) n 2-2.

O

A õrbita positiva deí f(x,y) = ax + by, com -a-b ,: 1'

e xo = xl, ê periõdíca de período 4, poi; x4 = xo
.

ve

x5 = x1
'

—

Caso (3)-

a-b ='1 e xo = -x1 e R ==> f(x,y) = x + b(x+y) e ?

ê dado por

O
_

A = .

1+b

com autovalores A1 = —1 e
,

A2 = b+1.

Para (1) A1 = A2], A = 41 ==> b = -2 é a=—1 ==>

O'r—ª L'_____l

==> f(x,y) = —x — 2y
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_ _ n-l '

_ n-l _ __ =x n( 1) (x1 n
( 1)xo) ——> x2n .x()

e x2n+1 —xº .

(11) A1 # A2
"

x = (_1)n( A2x0 _ xl ) _
Ã2("X x1)Z

n ' A + l 26
+ 1

. . — º
o que 1mp11ca x2n — xº e x2ú+1 — _?o? n —]”2,.“

Logo,a õrbíta positiva de f(x,y) = ax + by, com
.

as

condições' a = b = 1“ e xo = -xl, ê períõdíca de período 2.

Caso (4)

,

0 1

'—a + b = 1 e x = -x1 e'R ==> A = - com
" º b-l b

b :t b2 + Ab -— 4 .

'

autovalores X =
2 e f(x,y) = -x+b(x+y)..-

Neste caso a õrbíta xn & mais simplesmente obtida' de

senvolvendo—se

ªªo'

Xl = _Xo

x2 = _Xo
.

x3 = -x1 = xo

)(4 = -x2 = x0

x5 = -x3 = -x0

x6 = --x4 = —x0

x7 = —x5 = xº
X8 = 7x6 = xº
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x9 : 'x7 : "xo

XIO— "xs : “xo

xn = _Xn—Z + b(xn_2 xn_1) n a 2

e,como (x4,x5) = (xo,x1), segue—se que a õrbíta & periõdica dé

período 4.



z. COMPORTAMENTO DE SOLuçOEs APROXIMADAS DE ALGUMAS EQUA-

çOEs DIFERENCIAIS
'

Consideremos agora o problema do valor inicial

& = f(t,x)
(2)

x(tº) = x0
'i

onde x, f(t,x) são m-vetores (vetores m-dimensionais reais
ou complexos), t e R, i = É? .

A abordagem desse problema do ponto de vista da Anãlise
Numérica leva muitas vezes ã consideração de uma recorrência.

Os chamados métodos de passo simples [A, Parte 1] coª
sistem em discretizar a variável t considerando um incremento
fixo h de modo que tn = to + nh. Isto leva freqãentemente a

uma equação diferença:

x(tn+1) = g(tn,x(tn),x(tn_1),...,x(tn_N);h))
(3)

x(th) = xn

cuja solução é tomada como aproximação da solução de (2).
Cada método de passo simples E uma maneira de se chegar

a uma equação desse tipo. Neste-texto será visto iniciahmume, um

exemplo de um método, da diferença central, aplicado a uma equa-
ção de segunda ordem, posteriormente,dois exemplos do método de

Euler aplicado a duas equaçoes de primeira e segunda ordens, reg
pectivamente.“& xx

Observamos que no caso autônomo, isto é, quando f nao

25
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ªdependede t, a eqnação diferença (3), nada mais êldo que um

endomorfismo de ordem N+l em Rm ou Cm, o qual'depende. de

um parâmetro h.
.

= Em alguns casos, entretanto, o interesse está no calcª
1o da solução num intervalo limitado Et6,to+b]- e na precisão
do método empregado, restrito a esse intervalo.

Por outro lado, propriedades de estabilidade ou o pro
blema de determinar soluçoes periodicas de (2) estÃO'naturalmeª
te ligados aos intervalos ['to,+ºº) ou (—ººª,ºº), respectivamente.

A consideração de Questoes dessa natureza leva ao pro—

blema de saber se as solnções de (3), gozam de propriedades anã

logas 55 das soluções de (2)'neSSes intervalos. Outro' problema
de interesse é o de saber como essas propriedades dependem .Ido

(passovh..
A apresentação deste capítulo estã baseada em [4] e,

através da análise de alguns exemplos; pretendemos faCilitar a
)'l

compreensão dos problemas mencionados anteriormente.
Consideremos inicialmente a equação diferença

(4) ' xn+1 = Axn

onde“ A = (a A) i j'= 1 2 x = col(x1 xz) Se os 'autovalo-ij ' ' ' n n' n ' '

res da matriz real A são A1 e A2, , A1 # A2 e» soluçoes-
complexas são admitidas, então a solução geral de (4) E da for—

ma:

(5) . x =c>xª+.'diª n,=o,1,2,.—..
Í n

'

1 2 '
.

onde "c e d são,vetores bidimensionais obtidos como mãlti-'
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plos de autovetores associados a A1 “el “A2, respectivamente.
Para ver isto basta observar que, sendo A1 # A2, 'dois autovg
tores v1,'v2 “associados a 11, A2, respectivamente, formam

uma base do' C2.

Escrevemos o termo inicial xo = avl +;Bv2 e tomamos

= a = .e V1 , d 'sz
Para o caso em que ill = TZ , desde que c = É terg

mos x e R.n
A origem xn = 0 n = 0,1,2,..., é uma solução de (4)

-e, além disso, temos as seguintes alternativas segundo [4]:

(A) Se A , Ã < 1. Toda solu ao tende para a origem
,

1 2 º
quando n + ”.
Se A1, A2 e R a origem E.chamada "nõ estãvel".
Se A1” AZ & R a origem é chamada "foco estavel".

n_ ,(B) Se IÃII = IAZI = 1. Toda solução é limitada. Neste ªi
so a origem & chamada "centro".

(C) Se [All, IAZI > 1. Toda solução satisfaz lhnlxn|==m.'
Se A1, A2 e R a origem é chamada "nõ instável".

.

Se X1, 12 [ R a origem é chamada "foco instãvel".

(D) Se lll] < 1 < IÃZ'. Toda adução satisfaz lhnlxn|==w,
exceto quando se tem d = O em (5), neste caso
lim x = 0.n

Alº A2 e R e a origem ê chamada "ponto de.sela".l

Essa terminologia & inspiradà nas Equaçães Diferen—

ciais, porque em cada caso,o comportamento das soluçoes proximas
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ã origem ê.semelhante ao comportamento das Equaçoes Diferenciais
em ponto de equilíbrio análogo,

Seja agora a equação do oscilador linear amortecido
.

e

vejamos como ela pode se relacionar com um eneomorfismo.

(6) '» i + ui + xl= O
.

.

,(x Mescalár)

ou equivalentemente o sistema.

(6'_) '

S' =_Ay

'

onde 'yb= col(y1,y2), y1
% x, y2 = i e a matriz "A E “dada

por:
0" L

A = ' “ '.
. _1 _“.

Sabe—se da Teoria das Equações Diferenciais que o .com—

portamento das soluções de (6') prõximas de y = Oi àqmnde ' do
."!

parâmetro' u.
Para os autovalores A1, A2 ' de A 'são possíveis. as'

seguintes alternativas segundo EZ; pg. 101]._
Sejam

(I) Xl, A2 e R

(1) u —4 = 0 ==» A v; A .= A = _ ___.

(A) Para u = 2 “VA = 41

Neste caso existe somente um autovetor independente VI

de X.
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'

Quando t + & e t + —m, 'a tangente“ ã õrbíta tol
ná—se paralela a VI.

A origem.chama—se "nõ estável ímprõprío".

*?

Figura 3

(B) Parav H = -2, A = 1 e a origem chama-se "nõ ins-
tãvel ímprõprío";

(2) up"—4 > 0 => |u_| > 2.

(A) 2.< p < ? ==> A1, A2 < 0

'Quando t + ª, toda solução tende para zero.
A origem é chamada nõ estável".



Figura 4

(B) -ºº <lu <_-2 => A2 > A1. > 0.
'

Toda solução tende para infinito quando C + +w.
' A origem é chamada "nõ ínstãvel".

Figura 5

L1 e» L2 são retas que contêm os autovetores Y 1



(11) A1, A2 d R f=> A1 = ÃZ ==>

: .. ...u— '...—B;...-
A1 2 + 1 2

=>
_ _ __u_ - -_â_A2 ' 2 1 2

VI = ui+ iv
e

v2 = u'— iv

são áutovetores associados a A1 e A2 , respectivamente.

2(1) u —4 < 0 ==> |u| < 2

(e) 0 < u < 2 deixa Re(lj) < 0 j = 1,2.

Todas as soluções se aproximam do zero quando. t + ª.
As õrbítas são.éSpírais..0 ponto de equilíbrio é chama—

do um "focp estável".

Fígúra 6
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(n) -.2 < u <—o implica Remi) > 0 j = 1,2.

— Todas as soluções tendem a infinito quando t +. ª.
0 ponto de equilíbrio é chamado "foco instável".

A

Figura'7'

(E)u=0, _ Aj=ií j='1,2
ou seja A1 = ÍZT com . Re(Ãj) = 0' e Im(Ãj)#0 j=1,2.

As õrbitas são curvas fechadas e tóda solução & períõf
dica de período 2“,

Se u e v são não ortogonais-',estas curvas serão élíg
ses distorcidas. A origem é estável e é chamada um "centro".

['

Figura 8

U e -V "são retas geradas por u e v._ reSpectívamente.

,.
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Resumindo esta análise feita, que estabelece a relação
entre o parâmetro u e os autovalores da matriz A, na equação

(Gf), podemos afirmar:

(A) 2,5 u <vºº
.

a origem

'(B)'b—-ºº < u 5 —2 a origem

(C) 0 < u < 2 -'
'.

a origem

(_D) -2 <—u < 0 a origem

*(E) Ht= Ó * 'a'orígem

'p.

(Dl

(Dl

(Dl

(Dl

my

um

um

um

um

um

nõ estãvel

nõ instável j

foco estável
focovinstãvel

centro

' .
'u*'._e..tf-,—.,)._ -.:—_"-.,.:'º_:_

;;;-“, lll INínll'Hnui úffqarqvv
%:53331339"«"' *nª"

WI 1:16 estãvel
[III:]. Foco estável

Foco instável
» Nõ ínstãvel

Figura 9

// _»

Centro
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Por outro lado, vamos considerar o método numérico da

diferença Central para aproximar a equação (6) É uma equação di—

ferença.
. Nesse

com centro em

em (i) e (ii),

método desenvolvemos f(t) em séries de Taylor,.
tn e acréscimos +h e -h, h > 0, como segue
obtendo para a derivada primeira a aproximação

=y<cn+h> - y<cn—h)
(*). y(t ) = %

.

. hz 53
, ,

(11). y(tn+h) = y(tn)* +vhy(tn) + ªz—g—yhn) + thn) +

,. hz"
'

h3. ,

(?1)' Y<tnºh) = y(tn) - hy<tn) + —5T—y(tn) — —5T—y(cn) + ...

. Subtraindo essas duas Eltimas igualdades, obtemos

' [(tv+h) — ('t —h) = 2h'(t ) + _T—ZhB "'(t ) +.y n y n y n 3. y n "'
DeSprezando os termos da terceira derivada em diante, _

vem-

y(tn+h) — yccn—h> = 2h9<cn)

o que nos dã a aprºximação (*).
Adicionando Ti) e (ii) temos

2h2
'y(cn+h) + y(tn—h) = 2y(tn) +” 2! ;(tn) f ...—

obtendo para a derivada segunda a aproximação"
y(t +h) + y(t —h) - 2y(t )

(**) . í<t ) =, ª ª .*º
, n, h2
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t-—h=tConsiderando ue + = tq tn h n+1 *. n n—l

(**), temos a equação (6) aproximada por

1 .
.

(7)" , ?Ex(tn+l) 2X(tn) '" x(tn—1)] "“

'

+ 43—th >— x(c )*]+ x(t' > = 0—2h n+l n—l n' ' '

A ora fazendo 21 = x(t ) 'e -z2 = x(t ) obtemos obg ' n n-l n n ' —

víamente

É 1 _ 2(8) .zn+1v _ Zn

e, além disso, a equação (7) pasSa a ter a seguinte forma equi—

valente;

(9) 22 = _
2'- hu 22 +

4 - 2h2 2

.

— n+1 '
2 + hu nâ. 2 + hu 2n

1.

Como a relação (8) é uma identidade, a equação (7) € e
quívalente ao par (8), (9) que, por sua vez pode ser escrito na

forma matricial como à equação diferença

(10) _ zn+1 = Tzn

.

1 2 - .«onde 2 = col(z ,z ) e T e a matrlz 2 X 2,n n n _

VO 1

T,: 2
2—hu 4—2h
2+hu

'

2+hu
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As eXpressões (6) e (7) vêm exemplificar os
.

oomentã-

rios feitos no início deste capítulo em relação ãs equaçães o(2)
e (3).

.
.

Além disso, a equação (10) representa o endomorfismo do

R2“ (ou, CZ), definido no capítulo anterior como levantamento do

2—endomorfismo

z = _ z — hp z» , + 4 = 2h2
zn+1 "í“I_íí“ n-l. "z +“hú”“ n

.o qual foi fartamente analisado naquela ocasião.
Entretanto, ao adotarmos este procedimento, uma questão

qne adqnire grande interesse é o efeito do parâmetro h sobre o

comportamento das soluções de (10) como problema aproàimado [de

(6) e, como já observamos,uma pergunta básica é: ÚEm que condiê.
'eões as soluções de (6) gozam de propriedades análogas 53 das

soluções de (10) ?"
.

>

.

“. Em vez de analisarmos diretamente a equação (10), -nos

prenderemos ã equação mais geral (4). Observamos húciahmmte que

il e A

tr A =

2 são completamente determinados pelo“ traço de . A,

&11 + ª22' e seu determinante, bdet A = ª11822_ª12321'
uma vez que sua equação característica &:

A2 — Zhi + c = o

onde ' 2b =.tr A, c ? det A.

A parabola b2 = c -do plano bc e. o ilugar geomé-

trico dos pontos (b,c), em que a matriz ,

A possui um

autovalor com multiplicidade dois. Damos a essa paf
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.o
.

.: ' '
.

rabola um carater de excepc10nalidade e “não nos ap

daremos por ora ao estudo desses pontos.
Damos & seguir as alternativas possíveis para a vsolu-

ção xn = 0 n = 0,1,2,..., quanto ao comportamento das solu-
ções de (4) prõximas ã origem,segundo a nomenClatura da pãgina
27.

.

'

-

'

2 -

. 2
Sejam A1 = b - b -c , A2 = b + ,b -c

'

2 . . —
'

'.

'(1) b < c implica A1, A2 e! R, A1 =A2 e Mil =c— 1=1,2.

Portanto c < 1 foco estãvel
c = 1 centro
c > 1

' foco instavel

(2)'b2 = c implica A A 2 R A. ='b i = 1 21', 2 ' 1 ' ' '

“Aos comentários feitos anteriormente para esse caso po-
demos acrescentar que P = (1,1)2 e Q = (—1,1) pertencem ã —p3'

rãbola «bz # c.

(3) b2 > c implica X A e R A # A .
, 1” “2 ' 1 . 2

(i) Vamos caracterizar inicialmente a região do plano bc

em que a origem é ponto de sela.

Essa região está definida pelas condiçoes_

làzl < 1 < Ml! ou lxll ”< 1 < l'le.
Como supomos A1 < Ãz pode-ocorrer:

rofun-
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(al) <=>

(a2>'<=>"

(bl? <=>

«(bg) É=>

termínàà
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(al) A1 < —1 e (az) -1 < A2 < 1

(bl) —1 < A1 < 1 ek (pz) A2 > 1

Das condições (al) e (az), obtemos:

b * bz—c <'—1 <==> 1 + b < bz—c

Para 1 + b» o ==> b > -1 e —2b > c+1'

Então (al) <==> b S'-1, “ou -2b >.c+1

b2—c' > — (1+b) é / bz—c < 1 - b

2"b -c > — (1+b) <==> b 21—1 ou -2b > c+1

bz-c < 1 - b <==> b < 1 e 2h < c+1

Das condições (bl) e (b2)ª obtemosí

# bZ—c' < 1 - b 'e *V ZLC > — (1+b)

—/'b2—c < 1 - b <==» b 5 1 ou 2h > c+1

## bz—c > - (1+b) <==> b > —1 e -2b < c+1
.

bZ—c > 1 — b <==> b ; 1 ou 2b > c+1

As cpndíções (*), (**), (***) e (A), (AA), (AAA)

“completamente-a região do plano bc onde se tém.

to de Sela._º

O

(*)

(**)

(***)

(A)

(AA).

'(AAA)

de—

Pºª



(íí)

(cl) <=>

e

'(cz).<=>

tem o nõ

(iii)
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Vamos verificar a região do pláno bc em que a origem
é um nõ estãvel.
Define essa região as condiçoes

Im., |le < 1.

Do fato de A < A ocorre'1 2

-1 <.A1 < A2 < 1

(cl) (ºz)

- bz-c > - (1+b) <==> b > —1 e f2b < c+1
,

(#)

bz—c < 1 ' b <==> b < 1 ' e 2h < c+1
'

(##)

As condições (#) e (##) determinam a região onde se

estãvel.

Determinemos a região do plano bc em que a origem 5

um nõ instável.

Essa região & definida pelas condições

>[All, |le 1.

Podendo ocorrer' (dl) Ã < A2 < -11

ou (dz) A2_> A1 > 1

(d3) A1 < -1 e A2 > 1



(dl)

'(d

10.
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<=> -J bzfc < « b -c v< - (1+b)

'<=> 5 < -1
'

e —2b < c+1
'

,
(o)

<=>“ b2 -c # —c > l-b
'<=> b > 1 e Zb < c+1 :(00)

2<=> — b -c '< — (1+b) e' # bz-c > l—b

<=> b,> -1 e —Zb > c+1

e b,< 1 e 2h > c+1
.

' '

,
(000)

As condições (o), (oo) e (009) determinam dude se .tem

inàtãvel.
ºbtemos assim a descrição do plano bc dado na Figura
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abi—

,
'

l

4
d.,

'
n

'
«ul

.

«,a!

to

Nõ estãvel—
-Foco estável
Foco instável
Nõ instável
Sela

Sobre o segúento

10Figura

PQ, P = (1,1), Q = (-1;1) e no

R = (O,-1) temos que a origem é um centro.
pºª
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Voltemos agora 5 equação (10),uma vez que nosso objeti-
vo & analisar a equação do oscilador (6).

Assim, fazendo A = T nas considerações anteriores te
'mos:

2
2b = _í_:_gª__ . c : _â—Z_EB_

v

' 2 + hu .
' 2 + hu

No semiplano S = [(h,u) : h > O] o ramo da hipér-
bole hu = —2 estabelece a relação entre o passo h -e o coefíf
ciente u em que a equação (10) não define uma aproximação de

(67.

Portanto a região do plano (h,u) que nos interessa 5

'A % [(h,u) : h > 0, hp > -2).
2

A parábola b = c 5 imagem da circunferência de raio
2 e centro na origem.

bz —- <=> _ºlhíí : 2 _ h <=> 4-4h2+h4 : 4.52 2
" C 2 + hu

.

U
,

U

2 2 '

. . .<==> u + h = 4 com h > O, define a semi-
circunferência no semiplano em questão.

A pré—imagem da reta -2b = c+1 é a reta h = 2 e a

reta 2h : c+1 não tem pré-imagem na região A.

De fato

_
-

__ -4 + 2h : 2 — hu2b — c+1 <——>
2 + hu 2 + hu + 1

<—>—4+2h2=4<=>h2=4

2
._ 4—2h 42h ' C+1 < > 2 + hu 2 + hu

2
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»Os pontos do segmento PQ tem coordenadas c,= 1 e

-_1 s bs 1".

Esses pontos têm pré—imagem dos pontos . do segmento

[(h,0); 0 < h 5 2].
Verificamos que:

c = 1 <==> 2 — hu = 2_+ hu <==> hu = O

<==> u = 0 ' para h > O

Z-h __'15b51<==>—15—2—+—É-u—-_1<—>

<=>—php s 2—h2 s 2+hu

<=> hZ—hu—ás o e -h2 5 hp

__ 2
<——> h —hu—4 S 0 e —h 5 u

Logo

hz—hu-4SO
-h 5 u com “.= 0

;—_>|h|52»<=> o<h52.'
Portanto a região do centro correSponde a u ="0

»

e

o<hsz. '

0 ponto R = (O,—1) não tem pré-imagem em A, pois
nestas condiçoes h # 2 , mas não existe valor para n.

b-0<——=> º'hz =0<==>h=/2“' 2 + hu '

. » ?
mas c= —1 <==> 2 — hu = -2 — hu
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A região do pçnto de sela [25 < C#ll -n' íª2b > c+1]

tem piª-imagem [(hgp) 2 h > 2; hu > =2]— 'enquanto que a rg
gíão f2b > c+1] n [=2b < C*íl ãão tem pfêªímagem;

Dé'fato

2h < c+1<=>—4.;-w2h_2___ -_.w_-_í-__. __4 <=> __th < 02 + hu 2 # hu '
.

-'-2b > +1 <=> zºª-+ 2h?
> ' ['"-"“ <==> .2h2 » 8 <=> h>2

. º 2 + hu ' 2 + hu .

Enquanto que
t . 2 ,

.

_ == “3.3 2h“n _WHA_MW,_ == ; 22h > c+1 < >
2 hu

>
2 + hu

< > 2h > 0,

'Da mesma forma

—2b < c+1 <==> 2h2 < 8;

A região do nõ estável f—Qb < c+1) n [Zb < c+1] cor—
2.

. .

;;e3ponde a [(h,u) & o <_h < 2 e h + u2» alv poís

=2b < ê+1 <==> 2h2 < 8 <==> lh] <,2 <==> 0 < hl< 2

.
22b < c+1 <==>—2h < 0

bz) <=») ( 2—n?,52>__z,a._hu,c 2 + hu 2 + hu

<——> hª + hzu2 — 4h2 > 0

<==> h2(h2 + uº=4> > o

<——> h3'+ uz > 4

A reglao do no lnstavel b_< ªl, b > 1, b .> C
.

e

[ª2b < c+1] n í2b < c+1] correSponde a [(h,u) : 0 < h < 2 'e

h2 + nº > 4).
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Zb < c+1 <==> -2h < 0 ==> h > O

—2b < c+1 <==> 0 < h < 2

b2 > e <===> hz + uz > 4

'A região do nõ instável .-1 < b < 1, [2b>c+1]n[—2b>c+1]

não.tem.prê—imagem.
.

2 2
A região' do foco estãvel E. [(IFM) tal que u > 0 e h +11 < 4] ,

»

':poísv
»

 c < 1 <==> 2 — hu < 2 + hu <==> -2hu < 0

<==> p > o para h > 0

b2 < (: <=> h2 + “2 < 4

E fínalmentg
.. .“ .

. a 4 .
2 2-A reglao do foco 1nstavel e [(hJÚ :11< O e t1+u < 4],

pois
.

c >'1 <==> —2hu < 0 <==> u < 0 , para h'> o,
'

!

bz < e <==> hº + “2 < 4

Dessa forma,determínamos & pré—imagem de cada uma das

regiães dó plano bc,'específícadas na Figura 10 e obtemos a Fi

egura 11, mantendo a mesma legenda.
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a_n.|nº._:.3;.&"':l-*,f:(;_ (.' . . n, . . " " 'n'n' '? .”“ «

“&&Nª Nõ estãvel
[:::Z] Foco estãvel

Foco ínstãvel
Nõ ins tãvel

DJIIEU Ponto de Sela

Figura 11

A hipérbole uh = -2 é o lugar dos pontos onde a e- -

quação (10)râº estã definida.
A análise realizada até aqui pode ser resumida no se—

,_,_;__. .guínte'teorema:
.

Teorema: 'Se 0 < h < 2, 'a solução trivial da equa-
çãd (10) tem o seguinte comportamento:

(Ah) “44h2 “< u < “ : nõ estãvel
;
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-<Bh) — -%— < u < — 4-h2 : nõ instãvel

(Ch)
,

ó,< u < 4—h2
.

: foco estãuel

'(Dh) - à—hz < p < 0 : foco instãvel

(Eh) ru = O centro
:

A prova 5 uma simples intérbretação da Figura 11.
Observa—se que quando h +,0ª as condiçôes de '(Ah)v

[a (Éh) tendem às de (A) a (E) da página 33, representadas na Fi
gura 9, o que nos faz concluir3'que para h pequenoro comportª
mento das soluções da equação diferença (10) é aproximadamente

o mesmo da equação diferencial (6) com p > O' e com p < 0

quando Iuhl < 2,

Já analisado o comportamento das soluçoes da equação
do osoilador linear amortecido, nos concentremos no caso em que

o meSmo tenha uma força restauradora com efeito retardado. Uma

equação que expressa essa situação é a equação diferencial difg
rença do tipo

(11) ª(c) % uâ(t) + x(t—r) = o

No modelo clássico ordinário (r F O) que acabamos de

estudar na equação (6), sabe—se que para u # 0 não existem sg
luçoes periõdicas. No entanto, em [B, pg. “261] , Jack K.

Hale estuda um problema não linear, que inclui a equação (11),e
mostra a existência de um valor “o > 0, do coeficiente u,on
de (11) tem uma bifurcação de Hopf.

“
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Por conseguinte,se fizermos - u variar no. “sentido

crescente, a solução (x(t),à(t)).= (0,0) permanece estãvel até
o parâmetrov u cruzar o valor nº , quando então a sdhção per
_de-a estabilidade e dela surge um ramo de soluções periodicas,
para uç> nº.

Assim, a equação (11) difere fundamentalmente do .mode—

ilo ordinário. 0 retardamento Ir. provoca o aparecimento de sº
luçães periõdicas que não existiam no caso ordinário, e alan dií
so, no caso retardado, o equilíbrio (x,â) = (0,0) annàme ini
tãvel para certos valores de u.

Aplicaremos o método de Euler para chegar ao ' proplema

discreto e faremos uma análise Comparativa a resPeito da estabi—

lidade de um ponto de equilíbrio.-Mostraremos que a Equação Difg

rença obtida a partir de (11) pode não preservar as propriedades
_de estabilidade descritas acima.

A equação (11) é equivalente ao sistema de primeira o;
dem

à1(t) x2(t)
(12)

à2(t) —ux2(t) — x1(t-r) X(t) = X1(t)

Com a finalidade de compatibilizar a diferença,decorreª
te do método de discretização,com a diferença r, prõpria do: mg

delo matematico, tomaremos o passo h no método de Euler da for
]: . . . .ma _h =

—5—, p inteiro posxtlvo.

x1'(t.n+h) x]"(tn) + hí<1(tn) x]"(tn) + hx2(tn)

II. 2 2 1
x (tn) hUX (tn) _hx (tn—

2
.

x (tn+h) p)x2(tn) + hâ2(tn)
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ou,fazendo xJ(tn) = xá ,
' j = 1,2 , h = l,2,...

1 _ l 2
xn+1 - xn + hxn

“(13)
2 _ _ 2 _ l

xn+1 (l hu)xn hxn-p
“

Com o intuito de expressarmos as relações anteriores na
. _ _v. " " «

'

3 _forma xn+1 — Axn , _acrescentamos a essas, as relaçoes xn+1 —

f xn , xn+1 — xn , xn+1 — xn, ..., xn+1 - xn. Nesta ultnmyob
' p+1 _ p _ lservamos que x — - .. = x .n n—l n—p

As equaçães (13) se tornam equivalentes a

l _ l 2
_xn+1 — xn + hxn

2 _ _
>2

_ p+1
xn+1 — (l uh)xn hxn

x3 : xl*n+l n

' 4 _ 3
xn+l — Xn

p+1 : p
n+l xn

que podem ser escritas:
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1
" ' ' f 1 '[.

xn+1 1 h 0 0 . . O 0 xn

2 o 1—uh o o 0 --h xº
Xn+1 . . . n

3 3

.

xn+1 1 0 0 0 . . . 0 0 xn
(14) .

=
4 4

xn+1 0 O 1 “0 ... 0 0 Xn

Xªtª o o o o '. . . 1
' oº xªº

L J .

'
. J -

»

_

Como-sabemos?a estabilidade do sistema (4) depende do

valor absoluto dos autovalores da matriz dos coeficientes, isto
E,“ das “raízes do polinômio P(A) dado por L

rº
. '-

l-Ã h O 0 O 0

_

O l-uh—Ã O 0 0 -h'
1 o

,
—A o o_ o

P(A). : det 0 0
.

1 "A co.. 0 0

0 0 O 0 . . l —Ã

Desenvolvendo o determinante P(Ã) pelos elementos da
_

'Eltima coluna, obtemos:-

1-A n o o .,. o o .*")
1 0 —x 0 . o o

'

o l-uh—X o o ... o o

o o 1 a' o o 1
'

o d o ovo
' - ". o o

' pm - ('-1)Ph det : : : : _: :
—x det 9 o 1 ; ,

o o o o l 4
o o o o- -A o

o o o o , o l



Trocando as posíçoes das duas primeiras colunas do pri
meiro determinante, vê—se que o mesmo se torna triangular e fica
fãcíl mostrar que seu valor 6 -h, portanto

l—A h ' o 0' ...” 0 'Ao

a'“ l—uh-Ã o o -... o q

1 O
v -A 0 - ..» 0 0

P(Ã)é(—l)p+1h2—Adet.

'o o o o _... —A o

0 O O 0 ... O —A

*Desenvolvendo—se esse determinante pelos elementºs da

última coluna e desenvolvendo-se sucessivamente os menores obti—

dos, também pelos elementos da Gltíma coluna, até chegarmos a um

,menor de ordem 2, temos;

'I—Ã h

P(x)=(—'1)P*1h2 f (fi)p_llp—1det
o l—un—l

Finalmente obtemos assim, que a equação característica
de (14) pode ser escrita na forma

_(15) AP"1ç1—A)(1-uh-A) = -h2 < 0

Em Virtude das raízes de um polinômio varíarem continua
mente com os coeficientes, segue que, para 'h ' suficientemente
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.:

pequeno, as raízes característica (raízes da equação (15)) estão
prõximas das raízes do polinômio P(A) = Ap-1(Ã-1)2. Ássim, do

fator AP—l se originam p—1 raízes características, conta—

das as multiplicidades, prõximas da raiz A = O do polianio
P(A). Como essas raízes satisfazem a condição Ill < 1, não pº.
dem. implicar a instabilidade do sistema (14).

As outras duas raízes características, A1 e Kz; eí'
tão prõximas da raiz dupla X = 1 do polianio P(A). Estas são

as raízes que podem determinar a instabilidade do sistema' (14),
.pois existe a possibilidade de satisfazerem & condição WAI > 1.

. . r '

. .Vamos verificar que se o passo h =
—3— for sufiCiente

mente pequeno, existem valores 0 < uo < ul tais que, se

“o 5.“ s ul , então as raízes características do sistema UA) eg
tão todas no interior do círculo unitário. Portanto; o sistema
(14) é estavel. Se p > ul existe uma raiz X de (15), — com

[Al > 1. Portanto o sistema (14) perde a estabilidade quando u

cruza ul da esquerda para a direita.
Para verificar esses fatos & conveniente ter em conta

as Figuras (12ia) e (12.b)i Alí estão representados os gráficos 7

do polinômio do primeiro membro de (15), quando p 5 ímpar e

quando p é par, respectivamente.

; 9

Figura 12.a
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P Pªr

A?“ %

"Vº“ ' 51—sz
V»

Figura 12.b

“Sendo h pequeno, pode-se escolher u conveniente dei
modó que existam Al, A2 & (1—uh,1) sendo (XI,—hz), (AZ,—hz)

inrerSSeÇSes de' Y com a reta ly = —h2,v de acordo com as Fi—

guras (12.a) e (12.b). Deste modo' Ikll; [AZI < 1 e o sistema
(14) & estãvel.

»

Fazendo u variar na direção positiva, ao atingir va—

lores suficientemente grandes temos. 1—uh < —1; com lll! > 1.

Veja Figuras (13.a), (13.b).

» LB

p ímpar ? Pªr

X IN A ºu] & ºw 'Xz 4
.. ;x

______ -_ -----1 " . ..--------_ _-—— -- "kº“
(6,43. .IWQÁ H

Figura 13.a
.

Figura l3.b
:
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Assim, existe ul 2 O tal que se u estiver ”prõxi-
imo de ul ã esquerda, o sistema (14) & estãvelv(—1<143KQI<Ã2<1);

estamos na situação representada nas Figuras (12.a), (12.b). Pa-
ra u 5 direita de ul, o sistema (14) é instável (1 < 41);1

estamos na situação representada nas Figuras (l3.a), (13.b).
Além disso, fazendo u variar desde ul para' 0 , o

ponto l-uh tende para 1 e, portanto, existe um valor u',
0 < u' < ul , em que Y se torna tangente ã reta y = -h2, is
to 5, as raízes Al, A2 se colapsam numa raiz dupla 1. Veja

, Figuras (14.a), (14.b).

Ã

rf

Figura 14.a Figura 14;b

Neste caso, para M = n', ainda temos [XI < 1, e o

sistema (14) continua sendo estável. Ainda ã esquerda de u'; co

mo para" u prõximo a ui, as raízes A1' e 12 = A1 devem

[estar prõximas de" A, o sistema (14) ainda é estável.
Como, para O 5 u < u', as raízes de (15) são comple-

xas,a anãlise torna—se mais complicada, mas deve existir _po,
0 < uº < u', ta1 que,para u > 0 ã esquerda de “o , o sistg
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me (14) é instável. Essa conjectura & fortalecida pelo seguinte
exemplo onde, para u'= O, existe uma raiz característica de
mõdulo maior do que 1.

Exemplo: Seja h = 0,025 e vp = 3. '

Para Uvª 0,v a equação (15) fica:
2(15') x2(A-1)2' —h

ou seja
H-.Ã(Ã-1) = ih

Uma das raízes de (15') 5, pois, raiz da equação

'Aº - A - ih = o

vcujo discriminante êv A = 1 + 4hi = 1 + 0,1i.
Portanto, uma raiz quadrade de A é

/ IA] e1/2íarctg0,1 : / 1 01 e0;049í
,

Assim, uma das raízes de (15') satisfaz

Al = -%— + —%—/ 1,01 (coso,o49 + isen0,049) =

—%—[1 + “,lººl cos0,049 + i“ 1,01 sen0,049]

Donde

|A1y = _%_[1 + 2/ 1,01 cos0,049 + 1,011“2 =

É —%—[1 + 2,008cos0,049 + 1,0131/2 >

> +[1 + 2,003 + 1,013”Z > 1
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Deste modo, o sistema (14) E instável quando D = 0, se
h = 0,025 ev p = 3.

Observacoes:

1(1) A discussão anterior se aplica para pequenos retarda-
mentos. De fato, ela depende fortemente do argumentonegundo o

qual, ao tomarmos h suficientemente pequeno,a reta y
%

—h

5 secante ã curva y- em dois pontos que determinam as raíaes
A1 , kz. Veia Figuras (12.a), (12.b), por exemplo.

Entretanto, se o retardamento r “for fixo, tomar Ih
suficientemente pequeno, significa tomar p. grande. isto e, di
minuir .h = —%— implica em aumentar o grau do polinômio

(16) AP—1(A—1)(A—1 + uh)

cujo grãfíco Y está representado em (12.a), (12.b),
Deste modo, o valor mínimo representado entre A1 e A2

nas Figuras (12.a), (12.b) decresce em valor absoluto quando .h
decresce. Assim, nada impede que a reta y = -h2 seja disjun—

ta com a curva Y; para A > 0 “(Figura 15).

R?

X

Figura 15
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Para evitar essa situação, ao considerarmos . o passo
r' ,

.

h = ——— pequeno, estamos tomando r pequeno, mantendo o grau?
do.polin5mio (16) constante.

(2) De acordo com nossas observações iniciais no estudo da

equaçao (11),assinalamos no gráfico abaixo,a região de .estabili
dade no eixo u.

0 i “u

Ã direita de E aparecem soluções periõdicas da equa-
ção (11).

fara o sistema (14), -aproximado de (11), a situação. ê“

a seguinte

c 11o “1 » “'

Ã direita de ul, a solução nula de (14) & instãvel.
Ã esquerda de pº,.não foi feito o estudo em casos gerais, mas

o exemplo dado,sugere que a solução nula de (14) seja instável.
O aparecimento de soluções'periõdicas quando u cruza Jul, da

esquerda para a direita,ê um problema aberto.

Vejamos agora um exemplo de um sistema de duas equações
lineares de primeira ordem

x ax>+ by
(17)

9 cx +.ay » com a constante; bc = É.



58

"'Chamando z = col(x;y), A
'

,

obtemos o sistema equivalente

"(17'); 5 = Az

Analisamos o comportamento das soluções de (17") prõxí-
mas do ponto de equilíbrio Az = (0,0).

.A equaçao característica é

2
A.

2
— 2aA + à —e = O

' cujas raízes sao

1 = a i V e se
.

€. IV O

a 1 1% —€, ?ª '
€ < 0ou A

'e as altefnatívas possíveis são:

(I) A1, ÃZ & R ==> Ai = a — # € e A = a f'v € , E > 0

as soluçoes são da forma x(t) = cle ;' y(t) = c2e , c e

c2 constantes arbitrárias.

(A)a-<o A1<Az<o<=>o<s<az
quando t + ª, toda solução tende para zero.

Neste caso,dízemos que (0,0) é um nõ estável.

(B) a > 0 "' A2 > A1 > 0 <==> 0 < s'< 32

quando t + ª, toda solução tende para infinito.
Dizemos que (0,0) E um nõ ínstãve1.'
(C))x<0<>x<=>'e>a2

-

.
1 2 .

'A t .

x(t) = O; y(t) = c2e
2 ,"t # m, a solução tende para infinito
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x(t) = c e ; y(t) = 0, t + ª ,'a solução tende a zero

2
> 0, t + ª , a solução tende a (O,W)

t *.*”, a solução tende a (-“,0)

(0,0) 5 ponto de sela

(II) A1, Kz eR,A=X=a, e-=O ea#0
“(1)Se bêc=o

'

_
-

_ at .x(t) — ele y(t) — cze .,
As trajetõrías São famílias de linhas retas
'a < 0 nõ ímprõprío estável

a > O nõ ímpfoprío ínstãvel

(2) Se b #,0

at atx(t) = ele .y(t) = (clt + c2)e

(III) X X É R, X = a - iv —€ , X = a + iv -E

(D) ai= 0, X = A = if -€ , v = % —e

as soluçoes são:

x(t) elsen(vt + a)

"y(t) clcos(vt ; a)

todas as trajetõrías são uma família de círculos
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|

(0,0) 'é um centro, 5 estãvel mas não assintoticamente
.lestãvel.

(E) a # 0

. x(t) = cieatsen(vt +ba)

y(t) = c eatcos(vt + a)2

as trajetõrias são uma família de espirais
2 2 2 2atx + y = ele

(El) & > 0 Re(Ãj) = a > 0 j = 1,2

(0,0) é um foco instável.

(Ezf a < 0 Re(1j) =.a < 0
'

j = 1,2

(0,0) e um foco esrãvel.

Essas conclusões estão representadas nas Figuras 16 e

17.

Daremos um tratamento numérico ao sistema (17), segun-
do o método de Euler explícito,que consiste em desenvolver x(t)
em séries de Taylor,com centro em tk e acréscimos +h , com,
h > 0

x(tk + h)'= x(tk) + hâ(tk)'+ —%T—ã(tk) + ...

Desprezamos os termos a partir da primeira derivada e

substituimos t +h =k
.

tk+1 , visto que t = t + kh.k 0
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0

ªi; [DID Sela
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'

Nõ in'stãvel-
Foco instável

Figura 16

3 < 0

%llh
EDIE Sela

'[IZZZJ Foco estável

% Nõ estável

Figura 171



62

ºbtemos, assim, a aproximaçao para a primeira derivada

à(tk) = TI!-Exam) — x(tk)].

' _ 1
—Anaªogamente para y(tk) — —É_[y(tk+1) y(tk)].

Assim a equação (17) fica

) — X(tk)] = ax<t£) + by(tk)
1

"H_EX(tk+1

à—EyukH) — yuku = .cx<ck> + ay<ck>

Correspondendo a

vx(tk+1) = x(tk) + hax(tk) + hby(tk)

y(tk+1) = y(tl;) + hcx(tk) + hay(tk)

Fazendo x(tk) = xk ,e y(tk) = yk, k = 0,1,2,,.., ob—v

temos

xk+1 1+ha hb xk

yk+1 hc 1+ha yk

ou seja,

(18) zk+1 = sz k = 0,3,2,...

xk 1+ha hb

desde que zk =
.

e B'= '

, .

hc 1+ha
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Assim, pelo método de Euler ekplícito,a equação (17) E

O
aproximada pela equação diferença (18),cujo comportamento em

torno do equilíbrio (0,0) é definido pelos autovalores de B.

Além disso, a equação (18) representa o endomorfismo

de primeira ordem do R2, definido no capítulo anterior, onde

F º R2 + R2 (x y ) = F<x y ) e' k+1' k+1 kf k

xk+1 (1+ha)xk + hbyk

yk+1 = hcxk + (1+ha)yk

Em que condições as soluções de (17) gozam de propriª
dades anãlogas ãs das soluções de (18) 2

Para isso, devemos estudar o comportamento das solu—

çoes de (18) proximas de (0,0), analisando os autovalores de

IB.
A equação característica de B E

2
A — 2(1+ah)A + (1+ah)2 - h e = o

e suas raízes são

A1 = 1+ah — h/ e , A2 = 1+ah + hi € para e 2 O

e Al = 1+ah — ihV-e , kz = TI para 6 < 0

No caso a > 0

(1) € 2 O ==> Xl, 12 reais

'2 * (ah+2)2(Bh) |A | > 1, j=1,2 <=>.e < a ou e > —-——2—-—
h

nõ instável
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2 (ah+2)2“(Ch)'|Ã <1<IA <=>a <e< 2h
1|

ponto de seia

(II) e'< 0 ==» A1, A & R
2

(Elh) lAjl > 1, j=1,2 <==> e < o

foco instável

%
“"W.—

“€
:“
.“
m“

V".

x
)

fÉ

$i ,e
h

J'!“ A #
Xx

,(;Ã
, ÍX DIIH] Sela

KY
.

luª.” Nõ instável(**y . . ,.v Hããªn Foco 1nstave1
V

' Figura 18

A Figura 18,mostra no caso a > 0, que para o passo h

suficientemente pequeno,o comportamento da equação (18) em tor—

no do equilíbrio (0,0), e muito prõxímo da equação (17). (Figª
ra 16). As diferenças aparecem apenas para valores muito grandes

'

—

"
, (2+ha)2. '

de. E, pºls quando h + 0, E = ————_Í——— + ª.
— h
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(Bh) IAjI > 1 j=1,2 <=>

(Ch) [All < 1 e |A2|

# € < 3 + $

ou

|A2| < 1 e |A1|

V€<a+_.t21_.

nõ estãvel

ºu

h > -—ª— e a +-Jíf< /75“<
3 h

< —-(a +

nõ instável

2>1<=>€<a,/g'>a+

ponto de sela

——à

' 2
h
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(II)e:<0————>A1 AZJR

(Elh) |le = (1+ah)2 2

j=1,2

(Ezh) [Ajl < 1 j=1,2

“ hqe > 1 <==> he < Za + a2h

foco ínstãvel

— —ª— *e ha > Za+a2h

foco estãvel

-/ «,'_A. .

Za + 32h

Figura 19

A Figura 19 mostra que

h+0+=-=>»/€ =
2
h

ou seja, para h

+a+*
suficientemente pequeno e

>< Y? “(X(,(Ã'É'Xí, %%K'Ã
><2x

UIUÚIB Selª
EIIIZJ Foco estavel

Nô instável
ÉZZZZZ Nõ estãvel
EÉZÍIÍ Foco instável

+ºº e. he 2a+azh +--w

& < 0, o comportamen

to das soluções da equação (18) em torno do ponto de equílíbrio,ê
bem prõxímo das soluções da equação (17).



3. CRITÉRIO DE ESTABILIDADE PARA EQUAÇUES DIFERENÇA

Seja a equação diferença

(19) xn+1 = Axn

onde, xn = »col(y1,y2',...,yn),

a11 a12 ,.. aln
ª21 ªzz "' ª2n

" ª31 ª32 "' ªBn
A:

ªnl an2 ann

Zk ,. aij & R com 1 S í,j,k s n.

Sua equaçao característica €

(20)
.

P(w) = w“ 4- a “"I

Do capitulo anterior sabemos que a solução nula x = 0

da equação (19) € estãvel quando todas as raízes da equação ca—

racterística (20) têm mõdulo menor que 1, ou seja, 1w| < 1.

O nosso objetivo é estabelecer condiçoes que permitam

concluir quando ocorre lwl < 1, pela análise dos coeficientes
numéricos de P(w)._

Nesses moldes; temos o Critério de Routh-Hurwitz para
as equações diferenciais. Esse criterio determina que "uma condi

67
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çao necessária e Suficiente,para uma equação característica ter
-as partes reais de todas as suas raízes,negativas,ê que sejam
positivos todos os menores principais diagonais da matriz de

Hurwítz".

Assim, para o polinômio G(z) = z +b1zn—1+...+bn , a

matriz de Hurwitz, indicada por H, 5

b1 1 0 0 0 0 ... 0

b3 b2 b1 1 0 O ... 0

H.: b5 bª b3 (bz b1 1 o

O O 0 0 0 0 ... b
_, n—

A matriz de Hurwitz se compõe do modo seguinte: na dia
gonal principal se escrevem os coeficientes do polinômio carag
Jterístico começando por bl 'e' terminando por bn;

As colunas, umas apõs as outras, constam dos coeficien
tes de índices somente ímpares ou índices somente pares.

Todos os demais elementos da matriz correspondentes a

índices maiores que n e menores que zero; se supãem iguais
a zero..

'

Logo, os menores diagonais principais da matriâ de

Hurwitz-são.da forma

b-10
bl 1

1

A=b; A= ; A=b3bzb1;11 2 b b 3
3 2 bbb



69

b1 1 o o o o o

b3 bz b1 1 o o o.

b5 bª b3 bz bl 1 o

;...; An : . . . . . . .

o o o o o o b
11

A condição de Hurwítz afirma:

”as raízes da equação característica têm as partes reais negati—

ve; se e somente se,ocorrer:' A1 > 0, A2 >'0, ..., An > 0."

_

“Desejamos verificar quando“ as raízes. da equação
P(w) ='0- tem [wl < 1. Para isso, transformamosv P(w) em

G(z), onde z tem parte real negativa se e somente se
[wl < 1 e, com os coeficientes nunêricos de G(z) compomos a

matriz de Hurwitz.
»

Assim, as raízes de P(w) transformada em G(z) “ têm

mõdulo menor que 1, sere somente se, todos os menores "díago—
nois principais da matriz de Hurwítz, formada pelos coeficientes
numéricos de G(z), forem positivos.

Inicialmente; tomamos a transformação —S, que leva o

semíplano Z =H[z = (x,y) tal que. x < 0] ' no semiplano
B = [S = (r,p) tal qne p > O], definida por s = 32 ; —íz e

a transformação L, que leva o semiplano B no
'

conjunto

W = [W = (u,v) tal que u2+v2 < 1), definida por w = Ls =-É;ª;

Finalmente obtemos & transformação T.= LoS que leva o

.semíplano Zb= fz,= (x,y) tal que ' x < 0]
.

no conjúnto
' W = [w : (u,v) tal que u2+v2 < 1].
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Assim

. _ i + iz : l+ z
T(Z), = (L08)(2) = L(—lz) — ——1——:—17- , T(2) (————---—1_ Z

)

+
e portanto w.= (LoS)z = Í _ : .

Observamos que Dom T = C — [1] e Im T = C -Í—1], ou seja, T não
' ésta definida para 2 = 1 e »w“= 41“ não É “imagem' pela T de nenhum 2.

Além disso T. E bíjeção poís T. E transformação de_M3ebíns.

Ilustrámos essa transformação pela Figura 20.

///z/////Á7/////////;

/L———Xx

Figura 20

O fato de que a transformação T leva -o sémíplano,

Rei < 0 no disco |w| < 1 pode ser observado çonsíderando

a Figura 21.
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A

ª “? A

B&K

_
à cn

c D = 14
—2

Figura 21

Observa—se que os triângulos retângulos OAB e OCD

atêm os catetos OA e OC congruentes, enquanto o cateto CD e

maior que o cateto AB. Assim, sêgue—se do Teorema de Pítãgo-
=I_L+_Z__.ras que |1+z| < ll—zl, portanto W l-z

] < 1, ou se—

Ja, W 'é interior ao disco unitário.
Para a verificação de Que a imagem inversa do interior

do disco onítãrío ã o semíplano Rei < 0, veja [S, pg. 271].
Dessa forma, do polinômio característico

P(w) = w“ + & wn-1_+ ... + a ; desde que w = —1 nãon "
E raiz de P(w), ou-seja, quando P(—1) # O, podemos obter pg

. 1a transformação w = Tz, a função F(z).
Então._F(z) = P(Tz) = I(Tz)n + a1(Tz)n-1 + ". +an ª 0

Hz) = (à—f—í—P + a<
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A__í; '

ÚFZ)JF(Z) = (1+z)“ + a1(1-z)(1+z)ª“1 + ... + an(1-z)?

= (z“+nzª"1+( % )zª"2 + ... + nz+l) +

+ a1(l—z)[zn-1+(n—l)zn—2+(n;2)zn—3+ ...+-(náUz+1]+

+ ... + an[(—1)nzn+(-l)n—1nzn—1'i'

+ (-1)n_2( % )zn_2+ .., + n'(-1)lz + (41)º]_

Nesta expressão o coeficiente numérico de zn É

n — _(1-a1+a2+ ... + (-1).ªn) — P(.1)'
.

-Como a condição inicial 5 P(-l) # 0; podemos simplificar a expreâ
são anterior, colocando os termos semelhantes em evidência e dividindo—os, .por
P(-1) para obter

n n-lG(z) = 2 + b 2 + ... + b = 0

onde bi l-s i s n sao combinaçoes lineares de a1,a2,...,an.
Com essas constantes 1 b b ... b formamos a ma-) 1, 2, , n

“triz de Hurwitz e podemos ter as condições de estabilidade para
a equação diferença (19).

Considerando-se tais resultados, estudemos a estabili—
dade da equação (4) do capítulo anterior dada por

(4) xn+1 = Axn com A = .

' o A | .Seja seu p011n0m10 característico

all—w .a12

P(W) : v = W2 " wa + (:

ª21 ªzz—w

onde 2b = tr A e c = det A.

.Se P(—1) = 1+2b+c = 0, temos uma raiz wi= —1 e a solu
çao nula gn = 0 n = 0,1,... “E instavel.
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I

Se P(—1) # Ó, podemos contínnar investigando as condi
çães de estabilidade da equação (4) da seguinte forma:

Ã afifmação de que a solução nula "x = 0
.

ê “estãvel
quando le < 1, ou seja, quando w e W onde

W ='[w = (u,v) tal que u2+v2 < 1], nf

vamos relacionar a análise dos coeficientes do polianio carac-
terístico.

Já vimos que w = Tz = (—%—É—%—)
.

onde 2 e Z,

Z = [z = (x,y) tal que x < 0]. *

.

Logo

_ 1 + z 2 1 z :“P(Tz) - ("T_T—E') 2b( 1 Z
) + c o

Desenvolvendo fica

1 + 22 + Zz - 2b(1—22) + c(1+z2 — Zz) = 0

'º“ (“ªª)—22 + 2(1—C)z + (1-2b+c) : 0.

Finalmente como 1+2b+c # O
. ,

2
+ 2(1—C) ]. _ 2h + C

“(1+2b+c) Z-+ 1 + 2b + c
= º'Z

Escrevendo a matriz de Hurwitz para este polínomio, te—

' mos

2(1-c) 11+2b+c

H:
O

1—2b+c
1+2b+c

cujos menores diagonais principais sao:

_,“ . ,
, ,.. “R$; «, ___, ., = . Ryº,?“ _". .. ªg?ªrªv . .. .-, "_ .... V__ . . . “_o—ªn,“. . . ,,. ,_ ss.—,,,” .. ”rua;—, ",.... n*1,!,_.,4«m_,n_n_ W .— ? ,,..»»,r,.,_,»__.. “um“ ip.-.:..” _
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A : 2(1—c)
_1 1+2b+c

: 2(1-c) » 1

A2 :
o l—2b+c

1+2b+c

As condições de estabilidaªe por Routthurwitz sãov

: 2(1-c)A1- 1+2b+c > º

e A 2(1—c) 1—2b+c > 0z : 1+2b+c ' 1+2b+c.

as quais implicam

(a) c < 1 e ' [—2b < c+1] n (zb < c+1]
ou ' '

-

(b) c > 1 e [—2b > c+1] n [2h > c+1]

.É imediata a impossibilidade da condição (b).
,

De (a) obtemos:

*tr A < det A+1

det A < 1 e
'

'

. tr A < det A+l

=> detA< 1 e Itr A! <det A+1.

Conclusão: A solução x = 0 da equação (4) & estãvel
se e somente se o < 1 e |2b| < c+1, (veja Figura 22),

b 'e e' são obtidos a partir dos coeficientes do polí—
- A, .

'

.
'

nomio característico.
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»

Tal resultado vem ratificar o'estudo feito em (1) e

(3) (ii),_da página 39 do Cªpítulº anterior e represen-
tado na Figura 10.

i'v.

2b=c+1

/
%

“X

Figura 22

Vamos analisar agora um caso particular da emuwão(4),

tomando A É [ ª É ], que representa no capítulo 1; o endo-

morfísmo de primeira ordem ,? : R2 4 R2 definido ' for
E(x,y) = (y,f(x,y)) onde f : R2+ R, f(x,y) = ax + by;

Como tr A = b e det A = —a
.

as condições'
de'estabílídade jã obtidas para a equação (4) se traduzem por

(*) a_>——1 .e Ibl < —a + 13



As alternativas poSsíveís são:

Taís condiçães estão representadas na F íííííííí

_

N &

X
X a=—1 -/ x

_

Xx
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Baseados nesta anãlise, podemos afirmar:
Se “(Xu—I'Xn) n = l,2,3,.., E uma õrbíta positiva

'de f, com (xº,x1) # (0,0), então '(xn_1,xn)| + 0 quando
n + “, desde que verificadas as condiçoes (*) para ,f
on, xn;1 = axn_1 + bxn , equação diferença discreta,
tem a solução nula_ x : O estãvel quando .a> -1 e [bl <fa+l.

.

Ainda aproveitando o estudo de estabilidade feito para
'a-equação (4) nos moldes propostos por este trabalho, "vejamos-

como ficam as condiçoes de estabilidade da equação (18? do capí
tulo anterior, entendida como um endomorfismo de primeira or—

dem F : R2 + R2

l+ha hb
"'(18) — Bz onde EN | hc

'

1+ha

cujo tr B = 2(l+ha) e det B = (l+ha)2 — h e ; E = bc.

Pelas conclusões obtidas para a equação (4) temos:

o ponto de equilíbrio z = 0 € estãvel quando det B<l

e ltr BI < det B + 1, ou seja, fazendo as Substituições 'ne—

cessãrias:

z = 0 é estável <==>

<==> aº + 23 < e e, |2(l+ha)| < (1+ha)2 - hºs +1

2(1+ha) '< (_1+ha)2 — hze +1

<=> az + Zha < & e
2-[(l+ha)2 - h € +]J < 2(1+ha)



8 < a2

<==>az+za<€eh
. 2

2 < (a + —É_)

Resumindo, as condiçoes de estabilidade para 2 = 0 ,na

equação (18) são

2- 2a ' 2 2 2
a + h s e É a e _

& < (a +
h

) .

.(I) Para a > O essas condiçoes se traduzem por
.

. 2 .

º

0 < a2 + ; < a2 ' (absurdo !)

(II) Para “a < 0

€ 2 O ==> 0 < 8 < az e 6 < (3 + ª )2

==> h < — —ã— , 0 5 € < a2 e % 6 < & + ª

6 < 0 ==> 32 + 2ª < & < 0 e 5 < (a +
”2 )2

h v h

=>h<——â——,h€>2a+a2h

Comparando as conclusões (I) e (11) aqui obtidas e o

estudo feito no capítulo anterior, cujos resultados estão repre—

sentados nas Figuras 18 e 19, verifieamos que os mesmos coinci
dem.

Além disso, com o intuito de aplicar o critério de

Routh—Hurwitz,adaptado ãs equações diferença por este trabalho,
analisaremos a estabilidade das soluções de algumas emumoes difg
rença ainda nao discutidas até aqui.
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Exemplos:

: +(1) xn axn_1 dxn_3

Tomando x1 = ax + dx1
n —1 n-l

v2 _ 1
xn xn—l

x3 _ x2
n n—l

“obtemos a representação da equação na forma xn = Axn_1, com

A equação característica é

13 2 '
.

P(W) = “W + dw + a = 0. Se P(—1) = 1+d+a # O a equí
ção e transformada na função

_ _ 1+z 3 1+z 2
_F(Z? * ( l—z ) + d( l-z ) + a O

_

_ 3 3 + d ª 3a 2
ou G(Z) '- 1.2 + m'ª—_Z +

3 * d + 33 1 — d — a _+ 1+d+a 2 +
1 + d + a ' O

Os coefícíehteS'de G(z) compõem a matriz de Hunúmz

3+d-3a
“1+d+a 1 O

1—d—a 3-d+3a 3+d—3a
H _ 1+d+a 1+d+a 1+d+a

,
l-d—aº O 1+d+a

e cujas condições de estabilidade são;
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1 1+d+a

_ 3+(d-3a) 3-(d-3a) l-d-aA2 ' [ 1+d+a 1+d+a ] ( 1+d+a ) > º

A = l'd'ª A > o ==> -l:3:3- > o.3 1+d+a ' 2 1+d+a

O que nos propõe as alternativas:

(1) 3+d-3a > o, 1+d+a > o,. l—d—a > o e lfa2+ad > o

(II) 3+d-3a < 0, "1+d+a < 0, 1-d-a < 0 e l—az+ad >10

E imediata a impossibilidade da alternativa (11).
Somos levados & restringir a estabilidade” da equação

do exemplo (1) ãs condiçães:

a+d < 1, a+d > -1, d-3a > -3 e a2 < ad+1

ºu seja,
* |a+d| < 1, d-3a > -3 e a2 < ad+1

representadas na Figura 24.
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. (O,—l) X
Figura 24

(2) xn : ªxu—3 + dxn-Z
1 _FazeÉdo xn — ax _1 + dx _1

x2 : xln' n-1
x3 : x2

n n-1

' O

obtemos x = Ax , cºm A = [ 1n n—l
' O

HOD. OOo)



obtemos

nos &nmece os menores diagonais principais que estabelecem

,F(Z)
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O polinômio característico &

P(w) —-w3 + dw + a. Se P(—1) = 1—d+a # 0,

—(1+z)3 + d(1+z)(l—z)2 + a(1—z)3 = o.

Reduzindo os termos semelhantes temos

3 “3-d+3a 2 —3-d-3aG(Z) = 12 .+ (_:l—ªi'ãT)z + ( _,1+d_a )Z +

—1+d+a _“+ ( -l+d-a ) f O

-A matriz de Hurwitz

—3—(d-3a)
-1+(d-a) 1 O

» —l+(d+a) . -3—(d+3a) —3—(d-3a)
H = —1+(d—a) -1+(d-a) -1+(d—a)

—1+(d+a)0 O -1+(d-a)

condiçõesde estabilidade seguintes:

(I) —1+d+a > O, —l+d—a > O, #3-d+3a > O e.4d—a2+l >.0

(II)

_ —3-(d-3a)
A1 ' —1+(d-a) > º

, _ [ -3—(d—3a)
.

—3—(d+3a) ] _ [ —1+(d+a)
2 "

- —1+(d—a) -l+(d-a) —1+(d-a)

A '1+(d+ª) A > o
3 : —1+1d-a) ' 2

As alternativas sao

]'> 0

as

—1+d+a < 0, -1+d—a <VO, —3—d+33 < 0 e d—a2+1 > 0
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É imediata a impossibilidade da alternativa (I).
Logó, a solução referente ao exemplo (2) E estãvel se

e somente se, estiverem satisfeitas as seguintes relações repre-
" sentadas na Figura 25:

a+ld4< 1, d—a < 1, 33-d-< 3. e a [( d+1

«E?

/("3,º),

Figura 25

'(3) xn = axn__1 + dxn_1

ou

xn = (a+d)xn 1

Na forma x = Ax_ ,. temosn n—l .
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1 _ 1
xn - (a+d)xn_1

]

2
=

2
e A =, a+d 0

xn xn—l " 1 0

2' '
"

»

P(w) = w — (a+d)w = 0. Se P(—1) = 1+a+d # O,

_ 2 2 l-a-d _
;ºbtemºs º“) * “ * (Terra-“ * W “ º

A matriz de Hurwítz &

2
1+a+d 1

H =
0 l—a-d

1+a+d

cujos menores principais e condiçoes de estabilidade sao

A1=W>º
_ 2 l—a—d

'AZ _ 1+a+d ' 1+a+d_
> O

que nós dão as relações a+d > -1 e -a-d > -1, ou seja,
|a+d| 5 1 (Figura 26).

Figura 26
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_ _ 1
_ 1(ª) Xn " 2 xn—Z 2 xn—l

Fazendo x1 = x2
n n—1

2
= _ lxl _ 3x2xn 2 n-l 2 n—l

obtemos & representação

o "1
xn = Axn_1, com A = v

.
v -1/2 -1/2

1 1P(w) : w + íW-Q- 5.

Como P(—1) = 1 # O, segue que

G(z) = 2 + 2 + 2.

,A matriz de Hurwitz &

-

Observamos que

Logo,as partes reais de todas as raízes de G(z)

sempre negativas, implicando que as raízes de P(w) têm

mõdulo menor que 1, ou seja, o ponto de equilíbrio x =

sempre estãvel.

sao

sempre
O ê

..



4. APENDÍCÉ

; Este trabalho desperta o interesse pela descoberta de

aplicaçoes desse estudo no ensino de Matemática no segundo grau,
visto que, modelos matemáticos envolvendo equações diferença pº
dem representar problemas que ocorrem na natureza, colaborando

para o estudante compreender o mundo em due vive e sobretuàa par-
ticipar dele, no momento em que é possível analisar, discutir e

colocar em pratica aspectos relevantes-dos mesmos.

Alguns exemplos, com operações elementares, sugeridos
por trabalhos divulgados na revista - The Mathematics Teacher,
Vol. 77, vieram confirmar a possibilidade de discussão de

*

lal—

guns desses problemas nesse nível escolar.
Assim, a uma quantidade y, crescendo com o tempo t

a uma taxa proporciónal & seu tamanho, relacionamos a equaçao
Ay = ky. A compreensão desse fato se dará ao tomarmos valores
:» —

.

de t eSpaçados igualmente: tº,t1,t2,...,tj e valores correª
pendentes de y: yo,y1,y2,...,yj , 'de forma que, yl_y = kyº,0

y2—y1 = ky1,..., yj4yj—l = kyj_1 . A solução da equação diferenb
ça de primeira ordem yn+1 = y + ky , representando tal situan n

ção,pode ser calculada sucessivamente com um mínimo de matemãtí

ca. _

>

Um outro exemplo, baseado no modelo de equação diferen-
cial de Lotka (1956), se aplica numa reserva florestal a situª
çoes necessárias de equilibrio ecolõgíco. Supomos uma população

de animais "caçadores", tal como rammas, interagindo com uma po-Á

pulação de "presas", como coelhos.

87
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O modelo matemático deve descrever a pcpuIação de. pre
sas (p) e a população de caçadores (c), de forma a reSponri
der as seguintes questões:

1. Como se comportarao as populações p e o, como fun—

ção do tempo ?

2. Para um dado valor inicial qual das populações inicial
mente aumentarã e qual diminuirá ?

3. As populaçoes p e c mudarão monotonicamente ou te
rao valores extremos ?

4. Quais sao os pontos de equilíbrio ?

Para a construção desse modelo matemático do problema
leVamos em conta que: a população de presas crescerã & uma taxa

proporcional ao seu tamanho Ap_= ap (a > 0) na anwência dos

rcaçadores;-a população de caçadores diminuirá a uma taxa propor
cional ao seu tamanho na ausência das presas, Ac = -dc (d'> O)

e quando as duas populaçoes se interagem aparecem os efeitos
de predação.

Assim? a população de presas serã diminuída e & popula
ção de caçadores serã aumentada de acordo com uma taxa propor
cional ao numero de encontros de indivíduos de espécies diferen
tes, isto ê,. -—bpc (b > O) e epc (e > O), reSpectivamente.

Obtemos o sistema de equaçoes diferença

|!Presas: Ap ap - bpc

Caçadores: Ac —dc + epc a,b,d,e > O
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Esse sistema pode ser escrito como segue:

Ap bp(-—ã— — c)

(1) -

' d
e

.Ac eC(p * )

(1) E um modelo desse problema e podemos começar a ana—

lisar o que ocorre na natureza.
Se ?O = CC = O então AP = Ac = O .e teremos um pon“

to de equilíbrio na população: zero presas e zero caçadores, Es

se fato, naturalmente, não é significativo na natureza.
a d ,e p = , novamente ocorrera Ap =Se c =

0 b o e
= Ac-= 0. Essa relação nos interessa pois nos fornece a informa

— u . . . a d
çao que se a populaçao 1n1c1al de presas e —E— e a de caçado—

'- a « -
'

res e . "E“ , & populaçao permanecera constante ao longo do tem

po e diremos que estará em equilíbrio.
Uma nova questão pasSa a preocupar—nos: O que acontece

ra se p e cO nao forem os valores acima ?

Analisando (1) temos:

(1) se p > —%—1 então Ac > 0 (c “aumenta);

(íí) se p
<. 2 então Ac < 0 (c vdímínui);

(iii) se c > É então Ap < 0 (p diminui);

(iv) se 'o < ; entao Ap >.0 (p. aumenta).

Logo, uma grande população de presas dã razão a um au—

mento na população de caçadores e uma pequena população de prº
sas causa uma diminuição'na população de caçadores. Uma grande
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população de caçadorea causa diminuição na população da presaa e

uma pequena população da caçadores fará a população de presas aª
mentar.“

.

O aumento ou diminuição de uma população :E provocado

pela outra população. Ambas as populações aumentarão ou diminui
rão periodicamente e esse comportamento estã ilustrado na figu-
ra 27.

Na figura 27, E?= ( : , É ) denota o equilíbrio na po
pulação onde Ap'= Ac = 0. 'Esse resultado não & intuitivo

.

e

syrpreenderã os estudantes..
. .

A argumentação acima E uma justificativa intuitiva de

periodicidade, cuja prova rigorosa foi feita por Voiterra a em

1931; »

'

ojo

..“(Dlp-

.Figura 27
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