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RESUMO

BENEDINI RIUL, P. Geometria diferencial de segunda ordem de variedades singulares em
espacos euclidianos. 2019. 148 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2019.

Esta tese € dedicada ao estudo da geometria de segunda ordem de variedades singulares de
coposto 1 em espacos euclidianos, ou seja, ao estudo das propriedades geométricas relacionadas
a segunda forma fundamental de tais variedades em pontos singulares. O foco serd dado as
superficies de coposto 1 em R?, no entanto também seréo consideradas superficies e 3-variedades

de coposto 1 em R? e R, respectivamente.

Palavras-chave: Geometria diferencial, Segunda forma fundamental, Variedades Singulares.






ABSTRACT

BENEDINI RIUL, P. Second order differential geometry of singular varieties in eucli-
dean spaces. 2019. 148 p. Tese (Doutorado em Cié€ncias — Matematica) — Instituto de Ci-
éncias Matemadticas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2019.

This thesis is dedicated to the study of the second order geometry of corank 1 singular varieties in
euclidean spaces, that is, to the study of geometrical properties related to the second fundamental
form of those varieties at singular points. The focus will be on corank 1 surfaces in R*, however

corank 1 surfaces and 3-varieties in R3 and R, respectively, will also be considered.

Keywords: Differential geometry, Second fundamental form, Singular varieties.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A geometria diferencial de variedades singulares tem ganhado cada vez mais destaque na
literatura matematica. A teoria de singularidades, sem duvida alguma, pode tomar para si uma
parcela generosa do crédito pelo avanco dessa drea. Cada vez mais pesquisadores do mundo todo
tém se dedicado ao estudo destes objetos, fato este que pode ser observado pelo alto nimero de

artigos que podemos encontrar relacionados a este tema nas ultimas décadas.

Dentre as superficies singulares, foram estudadas primeiramente as frontes e frontais (ndo
necessariamente sob o ponto de vista da teoria de singularidades). Tais superficies apresentam
um “bom comportamento”, pois em cada um de seus pontos singulares podemos definir um plano
tangente dado como limite de planos tangentes em pontos regulares. Nesta classe destaca-se a
superficie cuspidal edge, o tipo mais simples de frente de onda, que € objeto de estudo em (SAJI;
UMEHARA; YAMADA, 2009; MARTINS; SAJI, 2016; NAOKAWA; UMEHARA; YAMADA,
2016; KOKUBU et al., 2018; MARTINS; SAJI, 2018; OSET SINHA; TARI, 2018). Também
podemos destacar a superficie rabo de andorinha (Swallowtail) estudada em (BRUCE; KIRK;
PLESSIS, 1997; SAJI, 2018).

Além disso, a geometria do cross-cap (ou guarda-chuva de Whitney) e de outras su-
perficies singulares de coposto 1 foi também amplamente estudada: (BRUCE; WEST, 1998;
NUNO BALLESTEROS; TARI, 2007; FUKUI; HASEGAWA, 2012; FUKUI; HASEGAWA,
2013; HASEGAWA et al., 2014; HASEGAWA et al., 2015; OSET SINHA; TARI, 2015; DIAS;
TARI, 2016; SICHACA; KABATA, 2018). No entanto, uma vez que tais superficies, em geral,
ndo sdo frentes de onda, seu estudo demanda novas abordagens, como o que pode ser encontrado
em (MARTINS; NUNO BALLESTEROS, 2015), onde sdo investigados aspectos gerais de

superficies singulares de coposto 1 em R3.

Neste artigo, os autores se debrugcam sobre o problema de definir a primeira e segunda
formas fundamentais para tais superficies, buscando por fim, compreender as informagdes

geométricas que delas sao obtidas. Inspirados na defini¢do da elipse de curvatura para superficies
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regulares em R4 (LITTLE, 1969), eles definem a pardbola de curvatura, uma curva plana
cujo traco estd contido no plano normal. Esta curva codifica toda a informagdo geométrica de
segunda ordem da superficie. Sao definidas também dire¢des assintdticas e binormais, além de
um invariante por isometrias chamado curvatura umbilica, definido em pontos singulares em
que a pardbola de curvatura se degenera. Por fim, estudam o contato destas superficies com
planos e esferas através do estudo das singularidades das funcdes altura e distincia ao quadrado,

respectivamente.

Ao projetarmos ortogonalmente uma superficie imersa S C R* em R?, a composicio da
parametrizacdo de S com a projecao pode ser vista, localmente, como um germe de aplicacdo
(R2,0) — (R3,0). Se a direcdo de projecio é tangente a superficie S, surgem singularidades.
Em particular, sabemos que se a dire¢do tangente ¢ também assintética, singularidades mais
degeneradas que um cross-cap (guarda-chuva de Whitney) sdo obtidas (MOND, 1985; BRUCE;
NOGUEIRA, 1998).

Neste contexto € natural, portanto, o seguinte questionamento: Dada uma superficie
regular S C R* em p € S, existe alguma relacio entre a elipse de curvatura de S neste ponto
e a pardbola de curvatura da sua projecdo no respectivo ponto singular? Mais ainda, como se
relacionam as geometrias de ambos 0s objetos? As respostas para estas perguntas se encontram
em (BENEDINI RIUL; OSET SINHA, 2019). Estes e mais resultados compdem o Capitulo 3
desta tese. A resposta para a primeira pergunta, por exemplo, é o Teorema 4.27, o principal deste

capitulo.

O Capitulo 4 é dedicado ao estudo de superficies singulares de coposto 1 em R*. Para
tanto utilizamos como inspira¢do o que foi feito em (MARTINS; NUNO BALLESTEROS,
2015). Dada uma superficie M C R* singular de coposto 1 em p € M, definimos a primeira e
segunda forma fundamentais da superficie naquele ponto. A pardbola de curvatura (Defini¢cao
4.3) de M em p, denotada por A, € uma curva cujo trago esta contido no espaco normal e que

pode se degenerar em uma semirreta, uma reta ou um ponto.

Em (MENDES; NUNO BALLESTEROS, 2016), os autores mostram que existem quatro
6rbitas no conjunto de todos os germes de aplicacio f : (R?,0) — (R*,0) de coposto 1, de acordo
com seu 2-jato, via acdo do grupo 72, dado como o conjunto de 2-jatos de difeomorfismos
agindo na fonte e na meta (Lema 4.7). A pardbola de curvatura € um invariante completo para
esta classificacdo, ou seja, ela distingue completamente as quatro .7 >-Grbitas (Teorema 4.9).
Além desta propriedade, € possivel afirmar que a pardbola de curvatura contém toda a geometria
de segunda ordem de uma superficie. Isso se deve ao Teorema 4.13, que mostra que dois 2-jatos
de coposto 1 (R?,0) — (R*,0) sdo equivalentes pela agio de %> x 0(4) se, e somente se, existe
uma isometria linear entre os hiperplanos normais que preserva as respectivas pardbolas de

curvatura.

Ainda no Capitulo 4, investigamos a geometria de segunda ordem de superficies de

coposto 1 em R*. Para tanto, buscamos uma relagio entre a geometria desta superficie com
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a de uma superficie regular S C R*, que chamamos de superfice associada. Tal relagio é
dada no Teorema 4.27. Os conceitos de direcdo binormal e diregcdo assintdtica sao definidos e
alguns resultados acerca deles sdo demonstrados. Finalmente, um invariante de segunda ordem ¢
definido: a curvatura umbilica. Este invariante pode ser encontrado na literatura, por exemplo em
(COSTA; MORAES; ROMERO FUSTER, 2009; MARTINS; NUNO BALLESTEROS, 2015;
MARTINS; SAJI, 2016; MARTINS; SAIJI, 2018). O invariante aqui definido pode ser visto
como uma generaliza¢do daqueles citados, para o caso de superficies singulares de coposto 1 em
R*. Na tltima seciio deste capitulo é estudado o contato de superficies de coposto 1 em R* com
hiperplanos, através do estudo das singularidades da func¢do altura. Todos os resultados contidos
neste capitulo podem ser encontrados em (BENEDINI RIUL; RUAS; OSET SINHA, 2018).

De modo similar a superficies singulares em R>, superficies singulares em R* aparecem
naturalmente como projecdes de superficies regulares em R> ao longo de dire¢des tangentes.
Consequentemente, a composicao da parametriza¢do da superficie regular com a proje¢ao pode
ser vista como um germe de aplicagio (R?,0) — (R* 0). Em (KLOTZ; POP; RIEGER, 2007),
os autores classificam todos os germes .o7-simples (R",0) — (R?",0). Em particular, quando
n = 2, temos a familia I; dada por (x,y) — (x,xy,y?,y***1), k > 1. Além disso, no Capitulo 4,
e também em (BENEDINI RIUL; RUAS; OSET SINHA, 2018), mostramos que a familia /;
€ a unica cuja pardbola de curvatura é ndo degenerada. Em particular, o caso k = 1 apresenta
uma importante propriedade geométrica: em (ROMERO FUSTER; RUAS; TARI, 2008), os
autores provam que dada uma superficie regular N C R>, uma direciio tangente u, em pontos
cuja segunda forma fundamental tem posto maximo, € assintética se, € somente se, a projecao de
N ao longo de u em um quatro espago transversal tem uma .7 -singularidade mais degenerada
que I;. Podemos dizer, em um certo sentido, que /; é para superficies singulares em R* o que o

cross-cap é para superficies singulares em R3.

Tendo em vista a posi¢do de destaque da singularidade /1, no Capitulo 5 nos debrucamos
sobre a geometria plana dessa singularidade. Os resultados presentes neste capitulo podem
ser encontrados em (BENEDINI RIUL; OSET SINHA, 2018). Neste capitulo, estudamos a
geometria plana de superficies singulares de coposto 1 em R* cuja parametrizacdo local é
o/ -equivalente 2 singularidade I;. Sdo classificadas submersdes (R* 0) — (R,0) através de
mudancas de coordenadas na fonte que preservam a superficie modelo X parametrizada por I}
(Teorema 5.9). Essas mudangas de coordenadas formam um subgrupo geométrico do grupo de
Mather %", denotado por #(X). Tal grupo é estudado em (BRUCE; ROBERTS, 1988; DAMON,
1988), além de em (BRUCE; WEST, 1998; OSET SINHA; TARI, 2018; OSET SINHA; SAJI,
2018), onde os autores o utilizam para classificar submersdes que preservam o cross-cap € a

superficie cuspidal edge, respectivamente.

Neste capitulo também analisamos a fun¢do altura de uma superficie singular de coposto
1 em R*, cuja parametrizagdo é .o7-equivelente i singularidade /; e dada por uma forma normal

genérica obtida por mudancas de coordenadas na fonte e isometrias na meta (Teorema 5.10). Tais
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singularidades sdo modeladas por aquelas obtidas na Z(X)-classificacido de submersdes. Mais
ainda, apresentamos caracterizagdes geométricas para cada tipo de singularidade encontrada da

funcdo altura.

No ultimo capitulo nos voltamos para o estudos de trés variedades tanto regulares quanto
singulares. Na primeira secao, € feita uma rdpida revisdo acerca de 3-variedades regulares em
espacos euclidianos. Nesta se¢io, mostramos que dada uma 3-variedade regular em R3%, com
k > 1, seu locus de curvatura em um ponto € gerado pela reunido nao disjunta das elipses
de curvatura das superficies regulares em R>** obtidas via secdes normais da 3-variedade

(Proposicao 6.9). Sao apresentados alguns exemplos ilustrando essa propriedade.

A segunda secdio trata de 3-variedades singulares de coposto 1 em R>. E importante deixar
claro que as defini¢des e resultados iniciais desta se¢do ndo sao de nossa autoria. Os créditos
deste estudo sdo de Andrea de Jesus Sacramento, que durante um periodo de pés-doutoramento
(CNPq150469/2017-9) sob supervisao da Prof?. Maria Ap. Soares Ruas se dedicou a pesquisar
estes objetos. Em (RUAS; SACRAMENTO, 2018), elas estudam a geometria de segunda ordem
de tais variedades, inspiradas pelos trabalhos (MARTINS; NUNO BALLESTEROS, 2015;
BENEDINI RIUL; RUAS; OSET SINHA, 2018).

Nossa contribui¢do direta para tal estudo pode ser encontrada nos Teoremas 6.18 e 6.21.
No primeiro, é provado que o locus de curvatura de uma 3-variedade singular de coposto 1 em R?
pode ser gerado pela reunido ndo disjunta das pardbolas de curvatura das superficies de coposto
1 em R* obtidas da 3-variedade via se¢des normais. Um dos resultados mostrados pelas autoras
no estudo dessas 3-variedades é a .o72-classificacao dos dois jatos de aplica¢io de coposto 1,
(R3,0) — (R3,0). No entanto, contrariando as expectativas, o locus de curvatura da 3-variedade
ndo € um invariante para essa classificagdo. Provamos, que neste caso, as pardbolas de curvatura

das se¢es normais sdo capazes de distinguir completamente as .o72-6rbitas em X'J2(3,5).
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CAPITULO

PRELIMINARES

Este capitulo € dedicado ao estudo de conceitos e resultados preliminares necessarios
ao melhor entendimento desta tese. Apresentamos aqui defini¢des e resultados ja bastante
conhecidos na literatura, providenciando sempre ao menos uma referéncia para que o leitor,
se assim desejar, possa se aprofundar mais em um determinado assunto. Dessa forma, nao
apresentamos aqui demonstragdes dos resultados enunciados. No entanto, nem toda a matematica
preliminar estard contida neste capitulo. Nos capitulos que sucedem serdo adicionados também

definicoes e resultados nao inéditos que de outra forma ficariam deslocados neste capitulo.

2.1 Singularidades de aplicacoes diferenciaveis

Se tivéssemos que escolher um marco zero para a teoria de Singularidades, muito
provavelmente seria com o trabalho de Hassler Whitney, (WHITNEY, 1955), em que ele mostra
que aplicagdes do plano no plano possuem, em geral, singularidades do tipo dobra e cuspide.
Muitos trabalhos foram e ainda tem sido feitos no estudo de singularidades de aplicagdes

diferenciaveis.

N3ao temos inten¢do aqui de apresentar um estudo amplo acerca de singularidades de
aplicagdes diferencidveis, mas sim familiarizar o leitor com a linguagem e as ferramentas que
aparecerao no decorrer do texto. Mais detalhes podem ser encontrados em (GIBSON, 1979;
MARTINET, 1982; ARNOL'D; GUSEIN-ZADE; VARCHENKO, 1985). Além destes, para
aqueles que se interessam na aplicacao da teoria em geometria diferencial, o livro (BRUCE;
GIBLIN, 1992) é muito interessante, repleto de exemplos e exercicios relacionando conceitos
da teoria de singularidades com o estudo local da geometria de curvas. No entanto, para uma
leitura mais direcionada para a geometria genérica de superficies em espacos euclidianos e de
Minkowski, o capitulo 3 de (IZUMIYA et al., 2016) é de grande valia.

As definicoes e resultados que enunciaremos estdo apresentados para aplicacdes entre
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subconjuntos de espagos euclidianos. No entanto eles sdo também verdadeiros para aplicagcdes

entre variedades diferenciaveis.

Sejam X,Y C R” subconjuntos contendo um ponto p € R" . Dizemos que X e Y sdo
equivalentes se existe um subconjunto aberto U C R™ contendo p tal que XNU =Y NU.
Isso define uma relagdo de equivaléncia entre subconjuntos de R"” e denotamos a classe de

equivaléncia de X por (X, p) , que é chamada de germe de X em p.

Sejam Uy,U, C R" dois abertos tais que p € U NU,. Considere também duas aplicacdes
suaves f: Uy — R™ e g: Uy — R™. Dizemos que f ~ g se existe um aberto W C U NU,
contendo p tal que f = g em W. Isso define uma relacdo de equivaléncia e definimos um germe

de aplicacdo em p como uma classe de equivalécia dada por essa relagdo, que denotamos por
f:(R" p)—R™

Quando exigimos que todos os elementos da classe de equivaléncia tenham a mesma imagem,

escrevemos:
[+ (R, p) = (R, q).

O conjunto de todos os germes de funcao suave na origem 0 € R", dotado das operacdes

de adi¢do e multiplicagdo € um anel local denotado por
& ={f:(R",0) = R; féum germe de fun¢io suave},

cujo ideal maximal, .#,, é o subconjunto dos germes de funcdo que se anulam na origem.
Tomando (xi,...,x,) um sistema de coordenadas locais de (R",0), temos que o ideal .#, é

gerado pelos germes de funcdes x;, comi=1,...,n, ou seja
My = Ep-{x1,..., X}
Para k € 7, o ideal dado pela k-ésima poténcia de .#,
ME = {x"l1 x4 i, =k,
€ o conjunto de fungdes f € .#, cujas derivadas parciais de ordem menor ou igual a k — 1 nulas

na origem.

O conjunto de todas os germes de aplicagdes suaves f : (R”,0) — R é denotado por

&'. Mais ainda, este conjunto € dado pelo produto direto de m copias de &, ou seja,

ENN=Ey XX 8.
N————

m VeZes

O espaco de k-jatos de germes de aplica¢des suaves (R”,0) — (R™,0) é definido pelo

seguinte quociente

My E

k
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A aplicacdo j* : .4, - &™ — J*(n,m) leva cada germe de aplicacdo f em seu k-ésimo jato. Um
elemento em J*(n,m) correspondente a um germe de aplicacio f € .7, - &™ é denotado por j*f,

que € simplesmente o polindmio de Taylor de f de ordem k na origem e sem o termo constante.

Definicao 2.1. Seja f: U C R" — R"” uma aplicacdo suavee df : TU — TR a sua diferencial.
A aplicagio f € singular em p € U se o posto da aplicacdo linear dfy, : TpR" — Ty(,)R™ ndo é
maximo, ou seja, se posto(d f,) < min(n,m). Neste caso, dizemos que p é um ponto singular de

f. Caso contrdrio, f é ndo singular em p, que por sua vez é chamado de ponto regular de f.

A defini¢do anterior também pode ser estendida para germes de aplicacdes. Um germe

f (R, p) — R™ ¢ dito singular se algum de seus representantes é singular em p.

Exemplo 2.2. (i) Um germe de funcdo f : (R",0) — R & singular se, e somente se, todas as
derivadas parciais na origem de um de seus representantes se anula. Consequentemente, o

conjunto de todos os germes de funcdes singulares € o ideal //[nz

(i) Um germe de curva f : (R,0) — R™ & singular se, e somente se, seu vetor tangente na

origem f7(0) é o vetor nulo.

Mather, em seus trabalhos (MATHER, 1968a; MATHER, 1968b; MATHER, 1969a;
MATHER, 1969b; MATHER, 1970) definiu uma série de grupos que agem no conjunto de germes
de aplicacdes &". Denotamos por # o grupo de germes de difeomorfismo (R”,0) — (R",0),
em outras palavras, mudangas de coordenadas na fonte. A a¢do de #Z em & é dada por

2 EMX R — E™, (fh)—h-f=foh™ !,

paratodo h € Z e todo f € &)".

O grupo de difeomorfismos (R”,0) — (R™,0) agindo na meta é denotado por . e sua
acao é dada por

gt My EMX L — My E", (f k) k- f=kof,

paratodo k € Z etodo f € &". O grupo &7 = % x £ dado pelo produto direto de # e £ age
sobre ., - &)

g P My EM X A — My E" (f, (hk)) = (hk) - f =kofoh !,

paratodo (h,k) € o/ e f € M- 8.

Podemos também definir o grupo de contato % . Este grupo € dado pelo conjunto
de germes de difeomorfismos (R” x R™ (0,0)) — (R" x R™ (0,0)) que podem ser escritos
na forma H (x,y) = (h(x),H,;(x,y)), de modo que h € Z e H;(x,0) = 0 para x suficientemente
préoximo de 0. Tomando a projec¢do candnica 7 : R” x R” — R”, temos que ToH = ho . No

entanto quando & = id,, (id, é o germe de aplicacdo identidade de R"), o conjunto de germes de
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difeomorfismo como acima é denotado por ¢, mais um dos grupos de Mather. Além disso, o

grupo de contato é dado pelo produto semidireto de Z e €, ou seja, # =% X C .

O grupo de contato % age em .#, - &" da seguinte maneira: dados dois germes f,g €
My-EV e H=(hH)e X, g=(hH)-f se esomente se,

(x,g(x)) = H(h™' (x), f(h™" (x))).

Os grupos Z, £, o/, € e 2 sdo conhecidos como os grupos de Mather. Em geral, se
¢ é um grupo de Mather, dizemos que dois germes f e g sdo ditos ¥-equivalentes (f ~« g) se
eles estdo na mesma ¢-6rbita.

Nosso préximo objetivo € definir os espagos tangentes as Orbitas obtidas pela acdo dos
grupos de Mather. Dizemos que um germe de aplicagdo & : (R",0) — TR™ é um germe de
campo de vetores ao longo de f € &' se to§ = f, onde w: TR™ — R”™. O espago tangente 0

a &) em f € definido como o &;,-mddulo de germes de campos de vetores ao longo de f.
Denotamos por 6, = 6;4(rn 0) € O = 6;4(rm o) onde id(R",0) e id(R™,0) representam
os germes de aplicacdo identidade em (R",0) e (R™,0), respectivamente. Para f € & definimos

0 &,-homomorfismos
tf:6,— 0, ¢ —>dfo¢.

Considere também o pull-back f* : &, — &, dado por f*(a) = ao f, para todo o € &,,. Essa

aplicacdo induz o &,,-homomorfismo
wf 6y — 0p, Y= yof.

Os espacos tangentes LY - f as ¢4 -6rbitas de f no germe f sdo definidos como segue:

L%'f:tf(///n'eiﬁ Lg'fzwf(///m'em)
Lo =LA f+LL f
LE - f* = f(My)- 6y LX - f=LR f+LE-f.

Uma vez que os difeomorfismos pertencentes aos grupos de Mather fixam a origem, as
defini¢cdes acima precisam ser reformuladas caso seja de interesse mover a origem. Com esse

intuito, podemos definir os espacos tangentes estendidos:

Lef%'f - tf(en) Leg'f = Wf(em)
Ll - f=LZ - f+L.Z-f
Lecg'f*:f(%m)'ef Le,%/-f:Le%-f—l—Lecf-f.
Dado um sistema de coordenadas (yi,...,y,) em (R™,0), os germes de campos de vetores ao
longo de f,

d d
()3
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formam uma base de 6y, que por sua vez pode ser identificado com & e assim, temos
d d d d
LR =ty {55, 3L}, L f =635, ... 3L},
Lg'f:f*(%m)'{eh"'aem}v Leg'f:f*(gm)'{61,...,€m},
LE - f=f"(Mu) -E-{er,....em}, LG f=f(Mp) En-{e1,....em},

onde {ej,...,en,} é abase candnica de R” e cada vetor da base é visto como um elemento de

&M e (xi,...,x,) € um sistema de coordenadas em (%£",0).

Definicao 2.3. A codimensdo da orbita de f é definida como

My EM
LY f

cod(f,¥) = dimg (

e a codimensdo da orbita estendida é dada por

m

code(f,¥) = dimg (Lgn-f) :

Um conceito chave no estudo das singularidades de aplicacdes diferencidveis é o de

determinacdo finita.

Definicao 2.4. Um germe f é chamado k-%-finitamente determinado se qualquer outro germe
g tal que j*g = j*f é “-equivalente 2 f. O menor inteiro k satisfazendo essa propriedade é
chamado de grau de determinagdo de f. Mais ainda, um germe é chamado ¢-determinado se €

k-¢-determinado para algum inteiro k.

Em geral ndo € simples determinar se um germe de aplicagdo € finitamente determinado
ou ndo, além de determinar seu grau de determinacdo. Em (WALL, 1981), o leitor pode encontrar

um estudo detalhado a respeito de determinagdo finita.

Teorema 2.5. (WALL, 1981, p. 486) Para todo todo germe de aplicacdo f e todo grupo de

Mather ¢ sdo equivalentes:

(1) f é ¥Y-determinado;

(i) AF-&™ C LY - f, para algum inteiro k;

(iii) cod(f,¥) < oo;

(iv) code(f,9) < oo.

Em particular, quando ¢ é #Z, € ou %, o espago tangente LY - f é um &;,,-mddulo e o
seguinte resultado € vdlido.
Teorema 2.6. (WALL, 1981) Seja f € #,,- &' e Y = X%, ¢ ou % . Suponha que
MEEMCLG - f

Entdo, f é k-¢-determinado.
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Definicao 2.7. Seja f € 4, - &". Um desdobramento a a-pardmetros (a,F) de f é o germe de
aplicacdo
F: (R"xR%(0,0)) — (R" xR% (0,0))

na forma F (x,u) = (f(x,u),u), com f(x,0) = f(x). A familia
f: (R" xR (0,0)) — (R™,0)
€ chamada uma deformacdo a a-parametros de f.

Definicao 2.8. Seja ¢4 um grupo de Mather e I a identidade deste grupo.

(i) Um morfismo entre dois desdobramentos (a,F) e (b,G) é um par (a,y) : (a,F) — (b,G)
com o : (R4 0) = (¢,1), v : (R%0) — (R?,0) tal que

O desdobramento (a, F) é entdo chamado de induzido de (b,G) por (o, ).

(ii) Dois desdobramentos (a,F) e (b,G) sdo ¥-equivalentes se existe um morfismo (a, y) :

(a,F) — (b,G) tal que y é inversivel.
(iii) Um desdobramento (a,F) de um germe de aplicagdo f é ¢¥-versal se qualquer outro
desdobramento (b,G) de f pode ser induzido de (a,F).
Podemos reescrever a Definicdo 2.8 para os grupos estendidos, apenas trocando ¢ por
“,.

Dado um desdobramento (a, F') de um germe de aplicacdo f € .#, - &), denotamos por

F,i=1,...,a, o germe de aplicagdo em .#, - &™ dado por

i) = 2 (5,00,

Teorema 2.9. (WALL, 1981, p. 499) Um desdobramento (a,F) de um germe de aplicagdo

f ey, &"éYG-versal se, e somente se,
LY - f+RAF,....F,} = My E
e 9,-versal se, e somente se,
LY, - f+R-{F,....F,} =&

Definicao 2.10. Seja X uma variedade e G um grupo de Lie agindo em X. A modalidade de um
ponto x € X sob a acdo de G em X é o menor numero m tal que uma vizinhanca suficientemente
pequena de x pode ser coberta por um nimero finito de familias de 6rbitas a m-parametros. O

ponto x € chamado simples se sua modalidade é zero.
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Em outras palavras, podemos dizer que um ponto € simples se uma vizinhanga suficien-

temente pequena de x intersecta somente um nimero finito de drbitas.
Se & é um grupo de Mather agindo em &, J¥& é o grupo de Lie dos k-jatos de elementos

de &. Além disso, J*¢ age naturalmente em J*(n,m).

Definicdo 2.11. Seja f € & um germe de aplicacdo. Dizemos que f é ¢-simples se para todo
k € N suficientemente grande, j*f(0) admite uma vizinhanga U em J¥(n,m) que encontra apenas

um ndmero finito de J¥Z-6rbitas.

Finalmente, nesta breve exposi¢do acerca de singularidades de aplicacdes diferencidveis,

vamos nos concentrar no caso de germes de fun¢do (caso m = 1).

Definicio 2.12. A matriz Hessiana de um germe de funcéo f : (R",0) — (R,0) é dada por

A (£)(0) = (ai;{g (O)) ’

i,j=1,...,n. Se f é singular na origem, dizemos que a singularidade € ndo degenerada se o
posto de 7(f)(0) é igual a n, ou seja, se, e somente se, det(7(f)(0)) # 0.

Teorema 2.13 (Lema de Morse). (GIBSON, 1979, p. 123) Suponha que f : (R",0) — (R,0)
tenha uma singularidade nio degenerada. Entdo f é #-equivalente a forma quadratica ndo
degenerada

Q(x1,...,xp) = £x3 ... £ x2.

Quando o germe de funcdo f possui singularidade degnerada, definimos o coposto de f

coposto(f)(0) = n— posto(.7(f)(0)).

Note que, em particular, f possui singularidade nio degenerada se, e somente se, coposto(f)(0) =
0.

Lema 2.14 (Lema de Separagdo de Arnol’d). (GIBSON, 1979, p. 125) Suponha que f: (R",0) —
(R,0) possua uma singularidade de coposto r na origem. Entéo, f é #-equivalente a um germe

da forma
g(XI, s ,X,«) +Q(xr+17 s 7-xi’l>7

com g € M e Q(Xpi1,...,Xn) =+X2,  £...Ex2

r+1

Dados dois germes g1 € g2 em ,///r3 e O como no Lema 2.14, temos que g1 +Q e g» + QO

sdo Z-equivalentes se, e somente se, g € g2 0 sao.

Em (ARNOL’'D; GUSEIN-ZADE; VARCHENKO, 1985), os autores apresentam uma
lista de germes de funcdo Z-finitos, que listamos na Tabela 1. As singularidades Z-simples
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Tabela 1 — Germes de fun¢des Z-simples.

Nome Forma normal Z-codimensao
Ar, k>0 T+ 0(x, ., x) k
Dy, k>4 x%xzj:xlzc_l—l—Q(xL...,xn) k
Eg x?+x‘2‘+Q(X3,...,xn) 6
E; x?+x1x‘2‘+Q(x3,...,xn) 7
Eg x?—kxg—i—Q(xg,...,xn) 8

Q(Xpy .. xy) = kX2 .. 22,

foram classificadas por Arnol’d em (ARNOL’'D, 1974). Note que cod(g+ Q, %) = cod(g, %)
para qualquer germe Z#-finito g € /4.

Uma deformagdo F : (R" x R?,(0,0)) — (R,0) de um germe f = F|gn, {0} € chamada
de uma familia de germes de funcdes. Denotaremos aqui por Z o produto direto do grupo %

com translagdes.

Definicdo 2.15. Duas familias de germes de func¢des F e G : (R" x R%,(0,0)) — (R,0) sdo P-
%" -equivalentes se existe um germe de difeomorfismo ¥ : (R” x R%,(0,0)) — (R" x R“,(0,0))
da forma ¥ (x,u) = (a(x,u), y(u)) e um germe de funcéo c : (R%,0) — R tais que

G(x,u) = F(¥(x,u)) + c(u).

O préximo teorema € uma adaptacio do Teorema 2.9 para familias de funcdes.

Teorema 2.16. Uma deformacdo F : (R" x R4, (0,0)) — (R,0) de um germe de funcdo f € .4,

é #T-versal se, e somente se,

L%e~f+R~{1,F1,...,Fa} =&,

A Defini¢ao 2.15 pode ser estendida para familias F : (R” x R%,(0,0)) — (R,0) e
G: (R? xR“(0,0)) — (R,0) com n # p. Adicionamos uma forma quadratica ndo degene-
rada Q(Yu+1,--.,Yn+p) & F € uma forma quadrdtica ndo degenerada Q'(zp+1,...,2n4p) 8 G e
consideramos as duas familias F + Q e G + Q' como na forma (R""? x R% (0,0)) — (R,0).

Teorema 2.17. (IZUMIYA et al., 2016, p. 62) Seja f € ///nz um germe de fungdo Z-finitamente
determinado tal que 1 < cod,(f,%#) < 4. Entdo qualquer desdobramento % " -miniversal de f (ou
seja, que possui 0 menor ndmero possivel de pardmetros para que seja versal) é P-# " -equivalente

a um das seguintes familias de germes, com Q(xy,...,x,) = ix% +... j:x%:
(i) Az: Q(x2,...,x,) —|—x? +uixy,

(i) As: Q(x2, ..., %) £xf +upx? +upxy,

(iii) Aq: Q(x2,...,xn) —I—x? —I—ugx? + upx? +upxy,
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(iv) As: Q(xz,...,xn)ix?+u4x‘1‘+u3x%+u2x%+u1x1,
(V) Dy : Q(x3,...,Xn) +x§ — X125 4+ uz (3 4+ x3) + upxp + upxy,
(vi) DI: Q(x3,...,xn)—|—x?—l—x§+u3x1x2—|—u2x2+u1x1,

(vii) Ds: O(x3,...,xp) +x%x2 —|—x§ + u4x% + ug,x% + urxy + u1x].

As singularidades no Teorema 2.17 sdo conhecidas como as sete catdstrofes elementares
de Thom.

2.2 Superficies regulares em R*

Little, em (LITTLE, 1969), estudou a geometria de segunda ordem de subvariedades imer-
sas em espacos euclidianos, em particular de superficies imersas em R*. Seu trabalho inspirou
muitos outros, dentre os quais podemos citar: (MOCHIDA; ROMERO FUSTER; RUAS, 1995;
BRUCE; NOGUEIRA, 1998; MOCHIDA; ROMERO FUSTER; RUAS, 1999; GARCIA et al.,
2000; BRUCE; TARI, 2002; GARCIA; SANCHEZ BRINGAS, 2002; NUNO BALLESTEROS;
TARI, 2007; BAYARD; SANCHEZ BRINGAS, 2012; OSET SINHA; TARI, 2015), entre outros.

As propriedades geométricas que estdo relacionadas com a segunda forma fundamental
dependem somente do 2-jato da imersdo. Tais propriedades derivam, em cada ponto p € S, de

uma elipse no plano normal de S em p, chamada de elipse de curvatura.

Apresentamos aqui aspectos gerais de superficies regulares em R* necessarios para o
desenvolvimento do trabalho. Em (IZUMIYA et al., 2016), no capitulo 7, os autores fazem um

estudo bastante abrangente sobre tais superficies, e € nele que nos baseamos.

Seja f : U — R* uma parametrizagdo local de S, onde U é um subconjunto aberto de
R2. Considere também um referencial ortonormal {ej,ep,e3,e4} de R* tal que para todo u € U,
{ei(u),ex(u)} é uma base para o plano tangente T,S e {e3(u),e4(u)} é uma base para o plano

normal N,S da superficie S em p = f(u).

A segunda forma fundamental de S em p, 11, : T,S x T),S — N,,S € definida como

1Iy(e1(u),e1 (1) = m(fur(u)), I,(e1(u),ex(u)) = m(fiy(u))
Iy(ex(u), e2(u) = m(fyy(u)),

na base {e;(u),e(u)} de T,,S, com m, : T,R* — N,,S sendo a projegdo candnica no plano normal.

Estendemos /1, para todo o espa¢o de modo tinico como uma aplicagdo bilinear simétrica.

Tomando w = wie| +wse; € T,S, podemos escrever a forma quadratica

IIP(W,W) = (llw% 4+ 2mywiwy + n1W%)C3 + (lzw% 4+ 2moywiwy + I’le%)e4,
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onde l; = (fx,€i12), mi = (fyy,€ir2) €n; = (fyy,ei2), i = 1,2 sdo chamados de coeficientes
da segunda forma fundamental com respeito ao referencial acima e w = wie; +woex € T),5. A

matriz da segunda forma fundamental com respeito ao referencial ortonormal acima € dada por

L m m
o= )
12 nmp np
Denote por S' o circulo unitario no plano tangente T),S parametrizado por 6 e denote
por g a secdo normal de S na direcdo tangente u = cos 6e;| 4 senfe,. Podemos parametrizar Yy
por comprimento de arco e denotar por 1(6) seu vetor curvatura no ponto p. Dessa forma, 1n(6)

¢ a projecdo de y, em N,,S, ou de forma equivalente, 11(60) = I1,(u,u). Logo, para cada ponto
p € S, temos a aplicacio n : S C T,S — N,S dada por

n(0) = (I;cos? @ +2mj cos Bsend +nysen’0)es

5 5 2.1)
+(Ilp cos* 0 + 2my cos BsenB + nysen6)ey.

Definicao 2.18. A elipse de curvatura de S em p é definida como a imagem da aplicacio
n:S!'C 1,8 — N,S.

A elipse de curvatura € invariante sob rotagdes no plano tangente 7),S e € rotacionada
quando rotacionamos o plano normal N,S. Consequentemente, qualquer invariante escalar
isométrico da elipse de curvatura também € um invariante da superficie S via acdo do grupo
0(2) x 0(2) em T,S X N),S.

Little (LITTLE, 1969) também estudou a resultante das formas quadraticas polinomiais
11X 4 2myxy 4+ n1y?* e lox* + 2moxy + nyy?, um invariante escalar de S (sob acio de €(2) x €/(2)
em T,§ X N,S, dado por

ll nmp np 0

5 — 1| b my npy O
410 ll m; ni (2‘2)
0 12 mpy np
1
= 1(4(11"12 —myny)(ming —nymy) — (Ling — nyl)?).

A fungdo & possui uma propriedade importante: a elipse de curvatura passa por p se, e somente
se, 11(0) = 0 para algum 6. No entanto, de (2.1) temos que isso ocorre se, € somente se, 0s
polindmios acima possuem uma raiz em comum. Portanto, o ponto p pertence a elipse de
curvatura se, e somente se, 6(p) = 0. O ponto p estar dentro ou fora da elipse de curvatura
também € uma propriedade determinada pelo sinal de &(p), positivo para dentro e negativo para

fora.

Os pontos de uma superficie regular S C R* sio classificados em termos da elipse de

curvatura, como segue.
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Definicdo 2.19. Um ponto p € S é chamado semiumbilico se a elipse de curvatura se degenera
em um segmento de reta cuja reta que o contém nao passa por p (ou seja, essa reta € ndo radial).
Se a elipse de curvatura € um segmento radial, o ponto p € chamado de ponto de inflexdo. Um
ponto de inflexdo € de tipo real, (resp. tipo imagindrio, flat) se p € um ponto interior do segmento
radial, (resp. ndo pertence ao segmento, € um de seus extremos). Quando a elipse de curvatura se
reduz a um ponto, p é chamado umbilico. Além disso, se o ponto € o proprio p, ele € chamado
umbilico flat. Um ponto que ndo € de inflexdo p € S € chamado eliptico (resp. hiperbdlico,

parabdlico) quando ele estd dentro (resp. fora, sobre) da elipse de curvatura.

Os invariantes definidos anteriormente estdo relacionados com a a¢do do grupo 0'(2) x
0(2) em T,S x N,S. No entanto, quando estamos interessados em estudar o contato de uma
superficie regular S C R* com hiperplanos, planos e retas, é natural considerar propriedades
invariantes afins, uma vez que o contato com tais objetos € um invariante afim, ou seja, é
invariante sob agao do grupo GL(2,R) x GL(2,R) em T,,S x N,S.

A elipse de curvatura também pode ser vista como a imagem do circulo unitdrio em 7,$
via a aplicagdo definida pelo por um par de formas quadriticas (Q1,Q»). Esse par de formas
quadriticas é o 2-jato da aplicagdo 1-flat F : (R?,0) — (IR?,0) cujo grifico, em coordenadas
ortogonais, € localmente a superficie S. Cada ponto da superficie determina um par de formas
quadriaticas (Q1,Q>) = (I1x% + 2mxy +ny?, lx® + 2myxy 4+ nay?) e o grupo &4 = GL(2,R) x
GL(2,RR) age nesses pares de formas bindrias (Q1, Q») nos dando as ¥-6rbitas listadas na Tabela
2. Um ponto é chamado de eliptico/hiperbdlico/parabdlico/inflexdo de acordo com a classificagdo
de sua Orbita correspondente como na Tabela 2. Essa definicdo coincide com a Defini¢do 2.19,
dada pela posicao relativa a elipse de curvatura (BRUCE; NOGUEIRA, 1998).

Teorema 2.20. (GIBSON, 1979) As 6rbitas da a¢do de 4 = GL(2,R) x GL(2,R) no conjunto

de pares de formas quadréticas sao dadas na Tabela 2.

Tabela 2 — As ¥-classes de pares de formas quadraticas.

¢-classe Nome
(x,y%) ponto hiperbdlico
(xy,x*> —y?) ponto eliptico
(x?,xy) ponto parabdlico
(x>£y%,0)  ponto de inflexdo
(x2,0) inflexdo degenerada
(0,0) inflexdo degenerada

A préxima proposi¢do apresenta uma caracterizacio dos ponto de M em termos do sinal

do invariante 0 (resultante).

Proposiciio 2.21. (IZUMIYA et al., 2016, p. 211) Seja S C R* uma superficie regular e p € S.

Entao,
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(i) 6(p) <O se, e somente se, p é um ponto hiperbdlico;

(ii) 6(p) > 0 se, e somente se, p é um ponto eliptico;
(iii) 6(p) =0e posto de a(p) =2 se, e somente se, p ¢ um ponto parabdlico;
(iv) o0(p) =0e postode o(p) < 2 se, e somente se, p € um ponto de inflexdo.

Definicio 2.22. Seja 11(60) a parametrizagio (2.1) da elipse de curvatura. Uma dire¢do tangente
0 no ponto p € S é uma dire¢do assintdtica em p se 1(0) e Z—Z(B) forem vetores linearmente
dependentes em N,S. Uma curva em § cuja dire¢do tangente em cada ponto € uma dire¢do

assintética € chamada de linha assintética.

O préximo resultado apresenta um critério para determinar linhas assintéticas em super-

ficies regulares em R?.

Teorema 2.23. (IZUMIYA et al., 2016, p. 213) Seja f : U — R* uma parametrizacio local de
uma superficie regular S e denote por /1, my, ny, I, ma, ny os coeficientes de sua segunda forma
fundamental com respeito a um referencial { fy, f,,f3,f4} de 7,S x N,S que depende suavemente

de p = f(x,y). Entdo, as linhas assintdticas de S sdo as curvas solu¢des da equacéo diferencial
binaria (EDB)

(limy — bmy)dx* + (Linp — Ly )dxdy + (mynp — mony )dy* = 0 (2.3)
que também pode ser escrita na forma de determinante

dy* —dxdy dx*
I mp ny |=0.

b my )

Seja § C R* uma superficie regular. Podemos, para cada p € S, escolher (através de
mudancas de coordenadas e rota¢des) um sistema de coordenadas (X,Y,Z,W) em R* de modo
que o ponto p seja a origem deste sistema, 7),S seja o plano Z = W = 0 e a superficie § seja
localmente o gréfico de uma aplicacio suave f : U — R?, com U um subconjunto aberto de R?
contendo a origem. Tomando (f}, f>) como as fun¢des coordenadas da aplicagdo f, temos a

parametrizacdo de Monge
¢ (x,y) = (5., f1(x), (%)),
de M em p.

Escrevemos as expansdes de Taylor de ordem k na origem das fun¢des coordenadas f e

Jf> como

k
J*f1(x,y) = axox® + arixy + appy* + Z aix'y’
i+j=3

k
JEfa(x,y) = baox® +brixy+bopy* + Y bijx'y/,
i+)=3
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uma vez que as func¢des coordenadas nao possuem termos constantes ou lineares.

Para esta parametrizagdo especial, temos os seguintes resultados.

Lema 2.24. (IZUMIYA et al., 2016, p. 218) Seja S C R* uma superficie suave localmente
parametrizada na forma de Monge ¢ (x,y) = (x,y, f1(x,y), f2(x,y)) na origem p € S. Entdo,

(i) Os coeficientes da primeira forma fundamental sdo: E = 1+ flzx + fzzx, F=fi.f1,+ f2. /2
eG=1+f7 +13.

(ii) Podemos escolher o referencial F = {fy,f>,f3,f4} no aberto U C R? tal que

fi = ¢ = (1,0, f1,, f2,)

f=¢,=(1,0,/1,. /)

f; =(-fi.,—£,,1,0)

fy = (—fo, + 11,(fi.fo, — F1,020), —fo, — FL. (i fo, — Fiufo0)s —fiofo, — fi,fa L+ L+ f5)

O referencial F na origem ¢é a base candnica de R*.

Proposicdo 2.25. (IZUMIYA et al., 2016, p. 219) Seja S C R* uma superficie regular localmente
parametrizada na forma de Monge ¢ (x,y) = (x,y, f1(x,y), f2(x,y)) na origem p € S. A segunda
forma fundamental em p com respeito ao referencial F do Lema 2.24 ¢ dada por

1,(w) = 2(a20w% +ajwiwa + aozw%, bzow% +briwiwa + bozw%), 2.4)
com w = (w,w7,0,0) € 7,,S e a resultante §(p) é dado por

8(p) = 4((axob11 — baoarr ) (ar1boz — briags) — (@20boz — b20an)?).

Importantes informagdes sobre a geometria de uma superficie regular § C R* podem ser
obtidas estudando-se seu contato com hiperplanos. Este contato, por sua vez, ¢ medido pelas
singularidades da fungio altura de S. Dada uma parametrizacdo local f: U C R> - R*de S, a
familia de funcées altura H : U x S® — R3 é dada por

H(uav) = <f(”)7v>

Para v € S® fixado, temos definida a funcdo altura h, de S dada por h,(u) = (f(u),v).
Note que um ponto p = f(u) é um ponto singular da fung@o altura 4, se, e somente se, v é um

vetor normal a § em p.

O proximo teorema nos diz sobre as possiveis singularidades da funcdo altura £,. Deno-
tamos aqui por Imm(U,R*) o subconjunto de C*(U,R*) munido da Topologia C* de Whitney,
cujos elementos sdo imersdes proprias de classe C* de U C R? em R*. Consideramos em
Imm(U,R*) a topologia induzida pela topologia C* de Whitney. Uma propriedade P no espaco
topoldgico Imm(U, ]R4) € dita genérica se é satisfeita por um subconjunto residual (interse¢ao

enumerével de abertos densos) de Imm(U,R*).
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Teorema 2.26. (IZUMIYA et al., 2016, p. 222) Existe um subconjunto aberto e denso 0y em
Imm(U,R*) tal que para todo f € Oy, a superficie S = f(U) tem as seguintes propriedades.
Para todo v € S3, a funcdo altura £, ao longo da direcdo normal v em qualquer ponto p € M
possui somente Z-singularidades locais do tipo A, A, Az, A4 ou Dy (ou seja, singularidades
Z-equivalentes aos tipos citados). Além disso, as singularidades de h, sdo %" -versalmente

desdobradas pela familia H.

Definicdo 2.27. Uma direcdo v € N,,S é chamada uma diregdo binormal de S em p = f(u) se a
funcao altura &, possui uma singularidade degenerada (isto é, ndo Morse) em u. Um hiperplano

ortogonal a uma direcdo binormal e tangente a S em p € chamado de hiperplano osculador.

Proposicdo 2.28. (IZUMIYA et al., 2016, p. 223) A direcdo normal v € N,S em p = f(u) é
uma dire¢do binormal se, e somente se, toda dire¢do tangente pertencente ao nicleo da matriz

Hessiana de 4, em u € uma dire¢do assintética de S em p

A préxima proposi¢do pode ser tomada como uma defini¢do alternativa para direcdes
assintdticas e binormais. N@o consideramos este resultado original, uma vez que ele pode
ser 6bvio para especialistas. No entanto, essa equivaléncia ndo € encontrada na literatura e,
portanto, apresentamos sua demonstragdo, que também foi incluida em (BENEDINI RIUL;
RUAS; OSET SINHA, 2018).

Proposicio 2.29. Seja S C R* uma superficie regular. A direcio tangente niio nula u € 1,5 €

uma dire¢do assintética se, e somente se, existe um vetor ndo nulo v € N,M tal que
(II(n,w),v) =0, YweT,S.

Mais ainda, neste caso, v € N,,§ € uma dire¢do binormal.

Demonstragdo. Considere S localmente parametrisada na forma de Monge por
F(x,y) = (x,3,a00%” + ar1xy+ agy” +0(3), baox” + bi1xy + bosy* +0(3)).
Sejamu = (o4, B1),w = (0, B2) € TpS e v=(0,0,v3,v4) € N,S. Logo,
1 (u,w) = (0,0,2a200t1 02 +ar1 (01 B2+ 02 1) +2a02 81 B2, 2b20 01 0 +b11 (01 B2 + 02 B1) +2b02 1 B2).-

E assim,
(H(u,w),v) = (a0 +aii(ofa+ 02f1)+2a02B1B2)v3
+(2bygat1 0+ byi (04 Br+ 1) + 20021 B2)va

= [(2a2004 +a11B1)v3 + (201 + b11B1)va| 02
+(ar1 0 +2a0B1)v3 + (br1ar + 2bea i) va) Bo.



2.2. Superficies regulares em R* 41

Dessa forma, (II(u,w),v) = 0 para todo w € T,,S se, e somente se,

(26&0\/‘3 + 2b20V4)061 + (011V3 +b11V4)B1 =0
(a11vz+biiva)ay + (2ap2v3 + 2bpavs) B = 0.

Finalmente, u = (o, B;) € uma solug@o ndo trivial se, e somente se, u € ker(.7(h,(p))), onde

€ (hy(p)) denota a matriz Hessiana da fungéo altura i, em p, e

2ax0v3 +2byovs  arvi+biivs

ayvs+biiva  2ap2v3 +2boavy

Note que a matriz acima € precisamente a matriz Hessiana da func¢ao altura A, e as condi¢des
acima sio exatamente aquelas exigidas para que u seja uma dire¢do assintdtica e para v ser uma

direcdo binormal de S em p. ]

Como consequéncia, obtemos o seguinte coroldrio, cuja demonstragdo segue imediata-

mente da Defini¢do 2.22 e da Proposicdo 2.29.

Corolario 2.30. Uma direcdo normal v € N,,S € uma direcdo binormal se, e somente se, existe

o o . d
uma diregdo assintotica 6 tal que v é ortogonal ao espago gerado por 1(6) e Z3(6).

Seja S C R* uma superficie regular. E possivel descrever direcoes assintéticas através

das singularidades da projecdo de S em hiperplanos.

Teorema 2.31. (MOND, 1982; BRUCE; NOGUEIRA, 1998) Uma direcdo tangente vem p € S
¢ uma dire¢do assintotica se, € somente se, a proje¢ao na dire¢ao de v possui uma singularidade

mais degenerada que um cross-cap.

Genericamente as singularidades que aparecem na projecao sdo aquelas cuja .o7,-codimensao
¢ menor ou igual a 3 na lista de Mond, (MOND, 1985) (veja Tabela 3).

Tabela 3 — .7 -classes de germes de aplicacio (R?,0) — (R?,0) com .27,-codimensio < 3.

Nome Forma normal ,-codimensio
Immersio (x,y,0) 0
Crosscap (x,y?,xy) 0
S (x,y%,y° £x51y), k=1,2,3 k
B (x,y*,x2y £y k=23 k
Cgt (x,y%,xy° £x3y) 3
H, (x,xy +y*1y3), k=23 k
P * (x,xy+y3,xy2—|—ay4),a750,%,1,% 3

* A codimensio de P; € a de seu estrato.

Seja S C R* uma superficie regular. Podemos, a partir dela, construir uma hipersuperficie
) p g p p p

4
em R”.
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Definicao 2.32. A hipersuperficie canal de S de raio € > 0 € o conjunto
CS(e)={p+ev:ipeSve (NS},

onde (N,S); denota a esfera unitdria em N,S.

Podemos considerar (N,S); como um subconjunto de S3 e como consequéncia, identifi-

camos (p,v) e p+é€v.

Teorema 2.33. (IZUMIYA et al., 2016, p. 42) Seja S C R* uma superficie regular e € > 0

suficientemente pequeno. Sdo verdadeiras as seguintes afirmagdes:

(1) A hipersuperficie canal de S € localmente uma subvariedade suave de codimensao 1 em
R

(ii) A aplicacio de Gauss G : CS(g) — S? da hipersuperficie canal CS(¢) é dada por G(p,v) =

V.

A transformagéo linear Wy, ) = —dG,, ) : T(,,)CS(€) — T(,,)CS(€) € chamada de
operador forma ou de aplicagdo de Weingarten de CS(g) em (p,v). Esse operador é auto-adjunto
e seus auto-valores k;(p,v), i = 1,2,3, sdo chamados de curvaturas principais de CS(€) em
(p,v). A curvatura de Gauss-Kronecker da hipersuperficie canal em (p,v) € definida como

Ke(p,v) =det(Wp) = | | i(p,v).

N.
I w
._.:

A familia de fungdes altura de CS(¢) serd denotada por H : CS(g) x S* — R. Dessa
forma, dado w € S?, a fungio altura de CS(&) na diregio w é dada por &, : CS(¢) — R, onde

hw(p,v) =H((p,v),w).

Proposiciio 2.34. IZUMIYA et al., 2016, p. 226) Seja S uma superficie regular em R* e seja
p € M. O ponto p é um ponto singular de %, se e somente se, (p,v) € CS(€) é um ponto singular

de A,. Além disso, o tipo de %Z-singularidade de h, em p é o mesmo de que &, em (p,v).

Seja K. : CS(€) — R a fungdo curvatura de Gauss-Kronecker de CS(€). O conjunto
singular de G € o conjunto dos pontos parabdlicos
K-

C

1(0) = {p+ev e CS(e)]| h, tem singulariadade degenerada em p}
de CS(€), o qual é uma superficie regular exceto em um nimero finito de pontos, a saber naqueles
correspondentes as singularidades Df de h,.

A aplicacdo de Gauss G € uma aplicagdo Lagrangiana estdvel. Os simbolos de Thom-

Boardman podem ser usados para distinguir os pontos singulares da aplicacdo de Gauss. Logo,
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podemos escrever K. !'(0) = S1(G) US2(G), onde S1(G) denota o subconjunto de pontos de
coposto 1 e S>(G) o conjunto de pontos de coposto 2 de G. O conjunto S;(G) é uma superficie
suave e também pode ser decomposta por S;0(G) U S1,1,0(G)US 1.1,0(G). Os pontos emS; o(G)
sdo os pontos regulares da restricdo de G ao conjunto S;(G): o conjunto de pontos de dobra
de G. Por outro lado, o conjunto de pontos singulares de Glg, ) € uma curva suave S1 1(G) =
S1.10(G)US1,1,1,0(G). Neste caso, S1.10(G) é o conjunto de pontos regulares de G restrita a
S1,1(G) e S1.1,1,0 € 0 conjunto de pontos singulares: os pontos de cuspidal edge e os de swallowtail

de G, respectivamente.

A projecdo da hipersuperficie canal CS(€) em S, { : CS(€) — S, é dada por (p,v) = p.
A imagem do conjunto parabélico K. ' (0) via { é o conjunto § < 0. Seja  a restricdo de { a
superficie regular S1(G) = K. 1(0)\S,(G).

E possivel caracterizar geometricamente as singularidades degeneradas da funcio altura.
Denote por ¥ a secdo normal da superficie S dada pela direcao asisntética 0 em p associada ao

vetor binormal v.

Teorema 2.35. (IZUMIYA et al., 2016, p. 229) Seja p um ponto hiperbdlico. Entdo, p é uma
singularidade do tipo A, de A, se, e somente se, ¥ tem tor¢ao nao nula em p. Além disso, a

singularidade € do tipo A3 se, e somente se, a tor¢cdo de Y em p € nula e a direcdo 0 € transversal
acurva {(S1.1(G)).

O préximo resultado caracteriza as singularidades da funcao altura em um ponto parabé-

lico.

Teorema 2.36. (IZUMIYA et al., 2016, p. 231) Seja p um ponto parabdlico que ndo seja de

inflexdo. Sao verdadeiras as seguintes afirmacoes:

(i) p é um ponto singular do tipo A; de A, se, e somente se, 0 € transversal a curva parabdlica

0;

(ii) p é um ponto do tipo A3 de h, se, somente se, 6 € tangente a curva parabdlica § com

contato de primeira ordem.

2.3 Superficies regulares em R’

As superficies regulares em R também desempenharéio um papel importante neste traba-
lho. Dessa forma, trazemos nesta secao as defini¢des e resultados necessarios para o desenvolvi-
mento dos capitulos que seguem. Para mais resultados e demonstragdes, indicamos os seguintes
trabalhos: (MORAES; ROMERO FUSTER, 2002; MOCHIDA; ROMERO FUSTER; RUAS,
2003; ROMERO FUSTER; RUAS; TARI, 2008; COSTA; MORAES; ROMERO FUSTER, 2009;
[ZUMIYA et al., 2016).
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Para superficies regulares em R> também definimos a elipse de curvatura para cada ponto
da superficie. Uma vez que para estas superfices o espago normal em cada ponto possui dimensao
3, a elipse de curvatura em cada ponto determina um subespaco proprio do espago normal, de
modo que a dimensdo e a posi¢ao relativa deste espago em relacdo ao ponto considerado sdo de
bastante importancia no estudo da geometria de segunda ordem da superficie. Diferentemente
do que ocorre para superficies regulares em R?, para superficies regulares em R> o niimero de
dire¢des em que a funcdo altura é degenerada (ou seja, ndo Morse) ndo € finito. Na verdade, tais
dire¢des determinam um cone no espaco normal e tal cone também serd bastante importante no

estudo destas superficies.

Seja N uma superficie regular em R> e f : U C R?> — R> uma parametrizagio local de N.
O referencial ortonormal positivamente orientado {e;,e;,e3,e4,es} de R satisfaz a condicdo de
que para todo u € U, {e; (u),e>(u)} ¢ uma base para o plano tangente T,N e {e3(u),e4(u),es(u)}
¢ uma base para o hiperplano normal N,N em p = f(u). A segunda forma fundamental associada

ao mergulho pode ser representada pela matriz

L m m
o)y = lz my np ;
Iz m3 n3

onde /; = (fix,€i12), mi = (fry,€i12) € ni = (fyy,€i42), i = 1,2,3. Dessa forma, a segunda forma
fundamental de N € a forma quadratica vetorial /1, : T,N — N,N dada por

3
I1,(w) = Z(liw% + 2miwiwy + niw3 e,

i=1
comw =wje| +wyep € T,N.

A elipse de curvatura no ponto p da superficie N é aimagem da aplicacio ) : S! — NpN,

obtida associando a cada dire¢@o tangente unitdria 6 o vetor de curvatura da se¢do normal 7g.

Definimos também os subconjuntos
N; = {p € N| posto(a,,) =i}, i < 3.

As autoras mostraram em (MOCHIDA; ROMERO FUSTER; RUAS, 2003, p. 999) que dada
uma superficie fechada N C R, existe um subconjunto residual & em Emb(N,R?) tal que para
todo f € 0, N = N3 UN,. Mais ainda, mostram que N3 € um subconjunto aberto de N e N, é

uma curva mergulhada regularmente.

Defini¢do 2.37. Denotamos por E, e &7 f f,, o subespago vetorial e o subespaco afim determina-

dos pela elipse de curvatura em N,N, respectivamente.

Podemos, a partir da Defini¢ao 2.37, classificar os pontos da superficie regular N em

termos da posicao relativa desses subespacos.
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(i) Se p € N3, entdo « f f,, ¢ um plano que ndo contém a origem p de N,N;

(ii) Se p € Ny, temos duas possibilidades: ou & f f;, € um plano passando por p (e consequen-
temente coincidindo com E),), ou uma reta ndo radial, ou seja, uma reta que ndo passa pela

origem p de N,N;
(iii) Se p € Ny, entdo <7 ff, € umaretaradial e &/ ff, = E
Para superficies regulares em R> podemos definir o conceito de curvatura umbilica. Esta

curvatura € um invariante isométrico da superficie e esta fortemente ligado ao estudo do contato

da superficie com hiperesferas.

Definicdo 2.38. Seja N C R’ uma superficie regular e p € N. Definimos a curvatura umbilica

de N em p como o nimero niao negativo
Ku(p) = d(p, A [ fp)-

Em (COSTA; MORAES; ROMERO FUSTER, 2009), as autoras definem e estudam as
propriedades deste invariante, mostrando, por exemplo, que se N estd contida em uma hiperesfera,

sua curvatura umbilica € constante.

Seja p € N. A segunda forma fundamental de N em p induz a aplicagdo linear
Ap:NpN — 25, v A(v) =11,

onde 2, € o espaco das formas quadriticas em T,N e II; : T,N — R € a segunda forma
fundamental em p na dire¢do v, dada por II,(w) = (II,(w),v). Dada uma base para T,N,

podemos escrever w = (w1, w;) nesta base e consequentemente
25 = {aw?} +2bwiwa + cws; a,b,c € R}.

O subespaco 2, também pode ser identificado com o espago das matrizes reais simétricas da

22:{<a b);a,b,ceR}.
b c

Tomando uma base para N,N, podemos escrever v = (v{,v2,v3) € N,N com respeito a

seguinte maneira:

esta base. Logo,

3
2 2
p(Viva,v3) Z Liwi 4 2miwiwo + w3 )v;
1

~.

Denotamos por € o cone de formas quadrdticas degeneradas, dado pelas formas quadraticas
em 2, tais que ac — b? = 0. Definimos por ¢ 0 subconjunto A, 1(%) e sdo vdlidas as seguintes

propriedades:
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(i) Se p € N3, aaplicacdo linear A, possui posto mdximo e dessa forma, %), € um cone contido
em N,N;

(ii) Se p € N>, a imagem de A, ¢ um plano pela origem em 2. Neste caso existem trés
possibilidades para a posigdo relativa de imagem da aplicagdo A, e o cone ¢ das formas
quadréticas degeneradas. Essas trés possibiliades geram também trés possibilidades para

¢, a saber:

Tipo hiperbdlico Né’: Neste caso, Im(A,) V¢ é um par de retas e dessa forma, ), ¢ uma

unido de dois planos se intersectando ao longo da reta dada por ker(c)).
Tipo eliptico N5: Neste caso, Im(A,) € = {0} e logo 6, ¢ areta ker(c)).

Tipo parabdlico Né’ : Aqui, temos Im(A,) é um plano tangente ao cone ¢ ao longo de

uma reta contendo a origem e %), por sua vez, ¢ um plano contendo a reta ker(c,).

(iii) Se p € Ni, aimagem de A, é uma reta pela origem de 2, e temos duas possibilidades

para %),: ou um plano coincidente com ker(A,) ou todo o espaco N,N.

O contato de uma superficie regular N C R> com hiperplanos é medido pelas singulari-

dades da funcdo altura. Definimos a familia de funcées altura
H:NxS' =R, (p,v) = H(p,v) = hy(p) = (p,v),
onde A, é a funcdo altura de N na direcdo v € S*.

Teorema 2.39. (IZUMIYA et al., 2016, p. 259) Existe um subconjunto aberto e denso Oy
em Imm(U,R) tal que para todo f € Oy, a superficie N = f(U) é tal que para todo v € S*,
a fungdo altura h, ao longo da dire¢cdo v em p € N tem somente % -singularidades do tipo
Ay, Ay, A3, Ay, As, Dy e Ds. Além disso, as singularidades de &, sao Z-versalmente desdobradas
pela familia H.

Uma superficie em R> é chamada fungdo altura genérica se qualquer uma de suas

parametrizagdes locais pertence ao conjunto 0y, como no Teorema 2.39.

Definicao 2.40. Seja v € ¢, C N,N. Dizemos que v é uma dire¢do normal degenerada de N
em p. Neste caso, temos que ker(.77(h,)(p)) # {0} e qualquer direcdo u € ker(.7(h,)(p)) é
chamada de dire¢do de contato flat associada a v, onde ¢ (h,)(p) denota a matriz Hessiana de

h, em p.

Defini¢do 2.41. Uma direcdo degenerada v € 6), tal que h, possui uma singularidade do tipo A3
ou mais degenerada, ou seja, com % -codimensio pelo menos 2, € chamada de direcdo binormal
de N em p. O hiperplano tangente ortogonal a uma dire¢do degenerada € chamado de hiperplano
osculador em p. As dire¢des de contato correspondentes a uma direcdao binormal sdo chamadas

de direcoes assintoticas.
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Na definicdo acima fica claro que os conceitos de direcao assintdtica e binormal para
superficies regulares em R> ndo estdo relacionados com a geometria de segunda ordem da

superficie, ao contrdrio do que acontece com as superficies regulares em R*.

Proposicao 2.42. (MOCHIDA; ROMERO FUSTER; RUAS, 2003, p. 1006) Seja N C R> uma
superficie suave e p € N. Se p € N3, entdo existem ao menos uma e no maximo 5 direcoes

assintoticas de N em p.

Dire¢des assintéticas também podem ser caracterizadas via projecdes ortogonais em
4-espagos. Denote por TS* o fibrado tangente de S*. A familia de projecées em 4-espacos é dada
por

P:NxS*=TS* (p,v)— (p,P(p)),

onde P,(p) = p— (p,v)v. A aplicacdo P, pode ser considerada localmente como uma aplicagéo
suave (R?,0) — (R*,0). Pode ser mostrado que existe um subconjunto aberto e denso &p em
Imm(U,R?) para o qual a familia P é genérica. Além disso, uma superficie em R> é chamada

projecdo P-genérica se qualquer uma de suas parametrizacdes locais pertence a Op.

Em (KLOTZ; POP; RIEGER, 2007), os autores classificam as singularidades .7 -simples
(R2,0) — (R*,0), listadas na Tabela 4.

Tabela 4 — Singularidades <7-simples (R?,0) — (R*,0).

Nome Forma normal o/ -codimensao
Imersdo (x,y,0,0) 0
I (x,xy, 2,y k> 1 k+2
11 (x,y? ,y3 x*y), k=2 2k+1
1 (xy ,y3+(:|:1)k+1xkyxy) [>k>2 I+k+1
v,  (x,y xyika“ N,ok=2 k+5
1% (xy xy, ) 8
VI (x,y%,x y+y ) 9
VIL,  (x, x7,%” 2yl 3 k> 1 3(k+1)
VI (x,xy,x* +y 2y k> 1 3(k+1)+1
IX (x, xy+y3k+2 xy?,y3), k> 1 3(k+1)+2
X (x,xy,y>, %) 7
X1 (x,xy,9%,5°) 8
X1, (x, xy+y xy —|—y2k+],y4), k>2 k+6
XII  (x,x>y+y* iy X2, %) 9
X1V  (x,x*y+y* 07, y%) 10

Para uma superficie projecao P-genérica, as singularidades que aparecem sao aquelas
de 7,-codimensao menor ou igual a 4. Listamos na Tabela 4 os germes .<7-simples e suas

a7 -codimensdes. E mostrado em (WALL, 1981) que é vélida a seguinte igualdade:

,-cod = o/-cod —n,
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para um germe de aplicacdo f: (R",0) — (R™,0). Portanto, os germes de %-codimensdo menor
ouigual a 4 sdo: imersdo, Iy (k=1,...,4),1L, Il 3 e VII,.

A préxima proposi¢do estabelece um critério de reconhecimento de dire¢des assintdticas
para superficies regulares em pontos cuja matriz da segunda forma fundamental possui posto

maximo.

Proposicao 2.43. (ROMERO FUSTER; RUAS; TARI, 2008, p. 317) Uma direcdo tangente
u € T,N com p € N3 € assintdtica se, € somente se, a projecao de N ao longo de u em um

4-espago transversal tem uma .27 -singularidade do tipo 7, ou mais degenerada.
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CAPITULO

SUPERFICIES SINGULARES EM R?

Neste capitulo estudaremos a relacdo da geometria de uma superficie regular em R*
e a de sua projecdo singular em uma direcao tangente. O objetivo é provar o Teorema 3.13,
que estabelece relacdes entre a elipse de curvatura de uma superficie regular em R* (definida
no Capitulo 2) e a pardbola de curvatura de sua projecdo singular em uma dire¢do tangente.
Para tanto, apresentaremos inicialmente um breve estudo sobre a geometria diferencial de
segunda ordem de superficies de coposto 1 em R>, ou seja, de superficies parametrizadas
por aplicagdes suaves de coposto 1. Mais detalhes podem ser encontrados em (MARTINS;
NUNO BALLESTEROS, 2015). Neste artigo, os autores, definem, nos pontos singulares, a
primeira e segunda formas fundamentais. A partir das formas fundamentais, definem a parabola
de curvatura: uma curva contida no plano normal da superficie e que possui um papel similar
aquele da elipse de curvatura de superficies regulares. Mais ainda, eles definem os conceitos de
direcOes binormais e assintdticas para tais superficies no ponto singular, relacionando-os com o

contato da superficie com planos e esferas.

3.1 A geometria de segunda ordem

Dada uma superficie de coposto 1, M C R® em p € M, vamos assumi-la como a imagem
de uma aplicacdo suave g : M — R3, onde M é uma superficie suave e ¢ € M é um ponto de
coposto 1 da aplicagio g tal que g(q) = p € M. Tomando ¢ : U C M — R? um sistema de
coordenadas, onde U é uma vizinhanca aberta de ¢ € M, f = go ¢! é uma parametrizacio local

de M em p, como no diagrama abaixo.

R2<? ycm—E-MCR3

\i/

A reta tangente 2 M em p é o conjunto T,M =Im(dg,), onde dg, : T,M — T,R>. O plano
normal N,M € o subespago que satisfaz TPR3 = T,M © N,M. A primeira forma fundamental de
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Mempl:T,Mx T,M — R é dada por
I(U,V) = <dgq(u),dgq(v)>v v uwve TqM‘

Se f = go ¢! é uma parametrizagio local de M em p como anteriormente e {dy, dy} é uma base
de TqM , 08 coeficientes da primeira forma fundamental com respeito ao sistema de coordenadas
¢ sao:
E(CI) = I(aX7 ax) = <fx7fx>(¢(Q))a F(Q) = I(axa ay) = <fxufy>(q)(Q))
G(q) =1(9y,9y) = {fy: /y)(9(q)),

e tomando u = ady + B0y € T,M, I(u,u) = a*E(q) +20BF(q) + B>G(q). A primeira forma
fundamental ndo define uma métrica Riemanniana em TqM , mas sim uma pseudométrica. Seja
1 TI,R3 — N,M a projecdo ortogonal no plano normal. A segunda forma fundamental de M em
p, 1 TyM x TyM — N,M, € a aplicagdo bilinear simétrica tal que

I1(0x,9x) = f2x(9(q)), 11(9x,9y) = fi5(9(q)) € 11(dy,0)) = fi5(9(q))-

A definicao da segunda forma fundamental ndo depende da escolha das coordenadas locais em
M. Além disso, dado um vetor v € NpM, definimos a segunda forma fundamental na dire¢do v
de M em p:

Il : T,M x T,M — R, 11, (a,v) = (II(u,V), V),

para todo u,v € TqM . Os coeficientes de /1, em coordenadas sao

v(q) = (fex: V)(q), mv(q) = (fiy, V) (q) e nv(q) = (fy, V) (q)-

Para u = ad;, + oy € T,M, temos II,(u,u) = oIy (q) +20fmy(q) + B*ny(q) € fixando um
referencial ortonormal {v;,v,»} de N,M,

H(u,u) =11y, (u,u)v; +11y,(u,u)v,
= (azlvl +2aﬁmvl + ﬁznvl)‘/] + (OCZZVZ + 206[31’)1\/2 +B2n\/2)v2,

com os coeficientes avaliados em ¢g. Também podemos representar a segunda forma fundamental

ly, my, ny,
ly, my, ny,

Considere os vetores u = (£1,y) € TqM , que sdo unitarios de acordo com a pseudomé-

pela matriz dos coeficientes

trica definida pela primeira forma fundamental em 7,M. A imagem desses vetores via segunda

forma fundamental de M em p é dada por
I(u,u) = (ly, £2ymy, +yznv1 Vi + (lv, £2ymy, +y2nvz)vz,

com { Vi, v, } referencial ortonormal de N,M. Note que essa ¢ uma curva que pode ser reparame-

trizada e escrita como
Il(u, u) — (lvl + zymv] +y2nv1 )V] + (lV2 + 2ymV2 +y2nV2)v27

fazendo a troca —y — y. Essa curva € uma pardbola e se degenera se, e somente se, sua curvatura

Kk se anula, o que € equivalente a ny,my, —ny,my, = 0.
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Definiciio 3.1. A pardbola de curvatura é o subconjunto A, C N,M dado por n,(C,) onde
C,4 C T,M é o subconjunto de vetores unitérios e 1, : C;, — N,M € definida por 1,(u) = I (u,u).

A parédbola de curvatura é uma curva plana que pode se degenerar em uma semirreta,
em uma reta ou em um ponto. A definicdo nao depende da escolha das coordenadas locais
de M, no entanto, depende da aplicacdo g (como na construgio anterior). Uma vez que g tem

coposto 1 em g € M, é possivel escolher um sistema de coordenadas e fazer rotacdes em R>

de modo que f(x,y) = (x, f2(x,), f3(x,y)) e (fi)x(@(q)) = (fi),(@(q)) = 0 para i =2,3. Dessa
forma, obtemos E =1, F = G=0¢e C; = {u= (%1,y)| y € R}. Portanto, fixando um referencial

ortonormal {v;,v,} de N,M e usando a expressdo da segunda forma fundamental,
n ()’) = (lvl +2my,y+ nVlyz)Vl + (lvz +2my,y+ ’ZV2y2)V2 (3.1)

¢ uma parametrizagdo para a pardbola de curvatura A, em N,M.

Em (MOND, 1985), Mond classificou os germes de f : (R?,0) — (R3,0) de coposto
1 de acordo com o seu 2-jato, j2f(0), via a agdo do subgrupo <72 , o conjunto dos 2-jatos
de difeomorfismos na fonte e na meta. O espago dos 2-jatos j>f(0) de germes de aplicacdes
f:(R?,0) — (R3,0) é denotado por J?(2,3) e £'J?(2,3) é o subconjunto dos 2-jatos de coposto
1.

Proposiciio 3.2. (MOND, 1985, p. 341) Existem quatro .7 %-6rbitas em £1J?(2,3):

('x7y27'xy)7 (x7y270)7 ('x?xy?O) € ('x7070)'

O préximo teorema mostra que a parabola de curvatura é um invariante completo para a
/- classificagdo de Mond.

Teorema 3.3. (MARTINS; NUNO BALLESTEROS, 2015, p. 111) Seja M C R? uma superficie
com singularidade de coposto 1 em p € M. Assumimos por simplicidade que p € a origem de
R? e denotamos por j2£(0) o 2-jato da parametrizacdo local f : (R?,0) — (R3,0) de M. Sio

verdadeiras as seguintes equivaléncias:

(i) A, é uma pardbola ndo degenerada se, e somente se, j>f(0) ~ 2 (x,y%,xy);
(i) A, é uma semirreta se, e somente se, F2(0) ~_ 2 (x,¥%,0);
(iii) A, é uma reta se, e somente se, j2£(0) ~ 2 (x,xy,0);

(iv) A, é um ponto se, e somente se, j>f(0) ~ 2 (x,0,0).

Demonstragdo. Por completitude, apresentamos uma ideia da prova. Sem perda de generalidade,

assumimos que

. 1 1
J10) = (X7 §(a20x2—|-2a11xy+a02y2), E(bzox2 +2b11xy+b02y2)) -
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Seja {e1,e2,e3} a base candnica de R3. Logo, T,M = [e1] e NyM = [ez,e3]. A matriz dos

coeficientes da segunda forma fundamental é dada por

ax) air amn
byy b11 by
De acordo com (MOND, 1985), a classificacdo dos 2-jatos j>f (0) segue da andlise dos coefici-
entes a;;j,b;;:
(@) j2£(0) ~ .2 (x,y*,xy) se, e somente se, a;1bor — anbii # 0;
(b) j2f(0) ~ 2 (x,y%,0) se, e somente se, aj1boy — agpby; = 0 and a(%z + bgz > 0;
(©) j2£(0) ~ 2 (x,xy,0) se, e somente se, agy = bpy = 0 and a%l + b%l > 0;
(d) j2f(0) ~,, (x,0,0) se, e somente se, apy = by = aj; = b1 = 0.

O resultado segue da comparagdo das condi¢cdes acima com a parametrizacdo da parabola de

curvatura A, dada por 1(y) = (0,a20 +2a11y + amy?, b +2b11y + bozyz). O

As defini¢des de direcOes assintdticas e binormais para superficies singulares de coposto
1 em R3 sdo dadas em termos da segunda forma fundamental, inspiradas pelas mesmas defini¢des

para superficies regulares em R*.

Defini¢io 3.4. Uma diregdo tangente ndo nula u € T,M é chamada assintdtica se existe uma
direcdo normal ndo nula v € N,M tal que /I, (u,v) = 0, para todo v € TqM . Neste caso, dizemos

que v é uma direcdo binormal.

O préximo resultado apresenta um critério para determinar se uma dire¢ao tangente é

assintotica.

Lema 3.5. (MARTINS; NUNO BALLESTEROS, 2015, p. 115) Seja {v;, v} um referencial

ortonormal de N,M. Uma diregdo tangente u = ad, + 9, € TqM ¢ assintdtica se, e somente se,

B> —ap o

onde ly,,my, € ny;, i = 1,2, sdo os coeficientes da segunda forma fundamental.

E possivel escolher coordenadas locais em M de modo que a pardbola de curvatura
seja parametrizada por 1, como dada em (3.1). O pardmetro y € R corresponde a direcao
tangente unitdria u = d +yd, € C,. Denotamos por y.. 0 pardmetro correspondente a diregdo

tangente nula (segundo a pseudo-métrica dada pela primeira forma fundamental) u = d,.. Quando
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a pardbola de curvatura A, se degenera em uma semirreta ou uma reta, definimos 1 (y.) =
N'(y») =10'(y)/In’ ()|, onde y > 0 é qualquer valor tal que 1’(y) # 0. Quando A, se degenera
em um ponto V, definimos 7 (y.) = v e N’(y=) = 0. No entanto, quando A, é um pardbola nio

degenerada, os vetores 1 (y«) € N(y-) N0 estdo definidos.

O parimetro y € RU [y« correspondente & uma dire¢@o assintética u € TqM € também
chamado de direcdo assintética. E possivel determinar o ndmero de dire¢des assintdticas y €

R Uy analisando cada tipo de pardbola de curvatura e sua posi¢do em relagdo ao ponto singular

p.

(i) Se A, € uma parabola ndo degenerada, temos 0, 1 ou 2 dire¢Ges assintéticas, de acordo
com a posi¢do do ponto p: dentro (ou seja, p pertence a regido convexa de N,M delimitada

por A,), sobre ou fora da pardbola, respectivamente;

(i) Se A, é uma semirreta, ou temos duas diregdes assintéticas, [yy,ys|, onde 1(yy) é o vértice
de A, ou todo y € RU [y.,| € uma diregdo assintdtica, de acordo com que a reta que contém

A, ndo € radial (ndo contém p) ou €, respectivamente;

(ili) Se A, é uma reta, ou y. ¢ a Unica direcdo assintética ou toda dire¢do y € RU [y.,] é

assintdtica, de acordo com que a reta ndo € radial (ndo contém p) ou é, respectivamente;

(iv) Se A, é um ponto, todo y € RU [y..] é direcdo assintética.

Em (MARTINS; NUNO BALLESTEROS, 2015), os autores estudam o contato de
superficies singulares de coposto 1 com planos e, para tanto, utilizam a fun¢do altura. Tal como
para superficies regulares em R*, é mostrado que a funcio altura em uma dada direcdo é singular
se, e somente se, tal direcdo € normal. Mais ainda, a singularidade € degenerada (ndo Morse) se,
e somente se, tal dire¢do € binormal (no caso em que A, ndo € um ponto). Quando a pardbola de

curvatura A, € um ponto, a fungdo altura € degenerada para toda dire¢ao normal.

Os autores também definem um invariante (sob a acdo de %2 x (3)) de superficies
singulares de coposto 1 em R?: a curvatura umbilica. No entanto, esse invariante ndo estd definido
para o caso em que A, € uma pardbola ndo degenerada. Muito embora o estudo que faremos
na préxima sec¢ao nao dependera desse invariante, apresentaremos aqui sua defini¢do, pois no
Capitulo 4 definiremos esta curvatura para superficies de coposto 1 em R*. Antes, no entanto,

uma construcao se faz necesséria.

Seja M C R3 uma superficie de coposto 1 em p € M. Suponha que A, ndo seja uma
pardbola ndo degenerada. Considere um referencial ortonormal {v;,v,} de N,M e uma direcdo

tangente u € TqM . Dessa forma, sabemos que

I(u,u) =11y, (n,u)v; + 11y, (u,u)v;.

Suponha, inicialmente, que A, ndo seja um ponto, ou seja, a pardbola de curvatura €

uma semirreta ou uma reta. Neste caso, a dire¢do assintdtica y. estd bem definida. Denote
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por V., a dire¢@o binormal associada de modo que {1 (¥« ), Ve } seja um referencial ortonormal
positivamente orientado de N, M. Suponha agora que A, seja um ponto distinto de p. Isto posto,
temos que 1 (y) é constante e podemos definir o referencial ortonormal positivamente orientado

{v, M}, onde v € uma direcio binormal. Os referenciais que definimos acima sdo chamados

n)l
de referenciais adaptados de N,M. Note que no caso em que A, = {p}, qualquer referencial

ortonormal de N,M pode ser tomado como um referencial adaptado.

Consequentemente, dadou € Cy, 11 (u,u) € A,. Dessa forma, em um referencial adaptado,

{vi,v2} de N,M, I1,,(u,u) nao depende de u a menos de sinal.

Defini¢do 3.6. Sejamu € C, C TyM e {Vv;, v»} um referencial adaptado de N, M. Chamamos o

nimero nao negativo
Ku(p) = [(I(0, ), V)| = |11y, (u, u)]

de curvatura umbilica de M em p.

Podemos tirar algumas conclusdes geométricas da defini¢do anterior. Se A;, € um ponto,
por exemplo, a curvatura umbilica ¢ a distancia entre A, e p. Além disso, k,(p) = 0 se, e somente
se, ou A, = {p} ou a pardbola de curvatura estd contida em uma reta radial, quando A, ¢ uma
semirreta ou uma reta. Em (MARTINS; NUNO BALLESTEROS, 2015), os autores mostram
que a curvatura umbilica ndo depende da escolha do referencial ortonormal, da parametrizacao
de A, ou do sistema de coordenadas locais em M. No entanto, depende da aplicacio g de coposto

1. Neste artigo sdo também apresentadas outras férmulas para o cdlculo desta curvatura.

3.2 A relacao entre os loci de curvatura

Nesta secdio relacionamos a geometria de uma superficie S imersa em R* em um ponto
p com a geometria da superficie singular obtida pela sua projecio em R3. Em particular,
relacionamos a elipse de curvatura da superficie regular S com a pardbola de curvatura de sua
projecdo singular. Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em (BENEDINI RIUL;
OSET SINHA, 2019).

Sem perda de generalidade, podemos assumir que p é a origem de R* e que a pa-
rametrizacdo de S estd na forma de Monge F(x,y) = (x,y, fi1(x,y), f2(x,y)) de modo que
Pf1, ) = (%(azoxz +2ay1xy + agpy?), %(bzox2 +2b11xy + bppy?)). Dada uma diregio v € S,
a projegdo ortogonal em R* na direcdo de v é dada por 7y : R* — R? com

Tv(p) =p—(p,V)V.

Nosso objetivo € estudar projecdes ao longo de direcdes tangentes, de modo que, sem perda de
generalidade, podemos assumir, via rotagdes no plano tangente, que v = (0,1) € 7,5, uma vez

que tais rotacdes deixam invariante a elipse de curvatura. Portanto, a parametrizagio para 7y (S)
¢ dada por f(xvy) = (x7f1 (xay)va(xay)>'
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Proposiciio 3.7. Seja S C R* uma superficie regular e 7y (S) sua projecdo singular ao longo da

direcdo tangente v = (0, 1) € T,,S.

(i) O ndmero de dire¢oes assintéticas de S em p e de 7y (S) em 7y (p) é 0 mesmo.

(ii) O nimero de dire¢des binormais € igual em ambas superficies. Mais ainda, se v € N),S €

uma dire¢do binormal de S, ela é também dire¢do binormal de 7y (S) em 7y (p).

Demonstragdo. Para a prova da primeira afirmacgio, basta observarmos que os coeficientes
das segundas formas fundamentais de ambas superficies, S e 7y (S), sdo iguais nos pontos
correspondentes p e 7y(p) e os resultados que caracterizam diregdes assintéticas nos dois casos

dependem unicamente destes coeficientes: Teorema 2.23 e Lema 3.5.

De acordo com (OSET SINHA; TARI, 2015), a fun¢do altura da superficie projetada

7y (S) ao longo do vetor nomal @ é dada por

(1y(x,y), @) = (F(x,y) = (F(x,5), V)V, 0) = (F (x,y), 0),

que € precisamente a fungdo altura de S na dire¢@o do vetor . Uma vez que dire¢Oes binormais,
tanto em R* como em R3, sdo dadas por singularidades degeneradas (ndo Morse) da funcio

altura, temos a prova da segunda afirmacao. [

Do mesmo modo como em superficies regulares em R*, no artigo (OSET SINHA;
TARI, 2015, Defini¢ao 2.1) os autores classificam pontos singulares de superficies de coposto
1 em R? de acordo com as ¢-6rbitas do par de formas quadriticas (Q1,Q), onde QO (x,y) =
P2fi(x,y) e 0a(x,y) = j2fr(x,y) e 9 = GL(2,R) x GL(2,R). Ou seja, um ponto singular de S
¢ eliptico/hiperbdlico/parabdlico/inflexdo se a ¥-classe de (Q1, Q) é como na Tabela 2. L4 é
mostrado que um ponto p € S C R* é um ponto eliptico/hiperbélico/parabélico/inflexdo se, e
somente se, 7y (p) ¢ um ponto eliptico/hiperbdlico/parabdlico/inflexdo (OSET SINHA; TARI,
2015, Teorema 3.3).

A Proposicdo 3.7 e a observacao anterior tornam natural a proxima defini¢do.

Definicdo 3.8. Seja M C R3 uma superficie com singularidade de coposto 1 em p € M. O ponto

p € chamado:

(i) eliptico, se nao ha direcdes assintdticas em p;
(i1) hiperbolico, se ha duas dire¢des assintdticas em p;
(iii) parabdlico, se existe uma direc@o assintética em p;

(iv) ponto de inflexdo, se hd infinitas direcoes assintéticas em p.
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Teorema 3.9. Seja v uma diregdo tangente em p € S C R*. O ponto p é um ponto eliptico/hiper-
bélico/parabélico/inflexio se, e somente se, o ponto singular 7ty (p) € my(S) C R? é um ponto

eliptico/hiperbdlico/parabdlico/inflexao, respectivamente.

Demonstragdo. A prova é uma consequéncia imediata do primeiro item da Proposi¢do 3.7 e da
Defini¢do 3.8. L

Corolario 3.10. A Defini¢do 2.1 em (OSET SINHA; TARI, 2015) e a Defini¢do 3.8 coincidem.

Observacao 3.11. O cross-cap é uma singularidade de coposto 1 cuja geometria tem sido
amplamente estudada. Em (WEST, 1995) a autora mostra que, utilizando mudancgas de coorde-
nadas na fonte e mudancgas de coordenadas afins na meta, podemos parametrizar o cross-cap
na forma f(x,y) = (x,xy + p(y),y* +ax’ + q(x,y)), com p € .#* e q € M5 O cross-cap é
chamado hiperbdlico, eliptico ou parabdlico se a < 0, a > 0 ou a = 0, respectivamente. Em
(NUNO BALLESTEROS; TARI, 2007) e (OSET SINHA; TARI, 2015), os autores mostram que
um cross-cap € hiperbdlico, eliptico ou parabdlico se, e somente se, se o ponto singular € eliptico,
hiperbdlico ou parabdlico, respectivamente. Tal resultado € explicado pela Defini¢do 3.8, uma
vez que em um cross-cap hiperbdlico nao ha direcdes assintdticas, um cross-cap eliptico possui

duas direcdes assintdticas e um cross-cap parabdlico possui uma dire¢do assintética.

Seja § C R* uma superficie regular parametrizada na forma de Monge em uma vizinhanca

da origem p, como anteriormente:

1 1
F(x,y) = (x,y, 5 (@20%® +2a11xy +agy?) +o(3), 5 (baox® +2b11xy + bo2y?) +0(3)).

Denotamos, neste capitulo, a elipse de curvatura de S em p por A., afim de evitar confusdo com a
notacdo da pardbola de curvatura. No préximo resultado, fornecemos um critério de degeneracdo
para a elipse de curvatura A,. Este critério serd ttil na demonstracdo do principal teorema deste

capitulo.

Proposicao 3.12. A elipse de curvatura A, se degenera (em um segmento ou ponto) se, € somente

se,
1 0 1
ax ap; ap | =0.
by b1 by

Demonstragdo. Sabemos, pela Proposicdo 2.25, que elipse de curvatura pode ser parametrizada

por
N.(0) = (axo cos 0 + 2ajsend cos 6 + agysen’ O, by cos> 0 + 2b1 send cos O + bozsenze).

Além disso, a elipse se degenera se, e somente se, K = 0, onde k € a curvatura de 7, vista como
uma curva plana. No entanto, k = 0 se, e somente se, det(7,, né) — 0 e um calculo direto mostra

que essa condicdo € equivalente a (axob11 — baoai) + (a11bo2 — agabi1) = 0. n
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O préximo resultado € o principal deste capitulo. Nele é mostrada a relag@o entre os loci
de curvatura de uma superficie regular § C R* em um ponto p € S e o de sua projecio em uma

direcdo tangente v € T,,S, my(S) em 7y(p).

Teorema 3.13. Seja F : U — R* a parametrizacio de uma superficie regular S = F(U) e
considere p € S. Seja v € T,S e defina a proje¢do ortogonal 7y : § — R da superficie S em R3.
Sejam A, a elipse de curvatura de S em p e A, a pardbola de curvatura de 7y (S) em 7y(p). Sdo

verdadeiras as seguintes equivaléncias:

(1) A, € uma elipse tal que o ponto p estd em seu interior se, € somente se, A, € uma pardbola

com 7y (p) contido no seu interior.

(i1) A, € uma elipse tal que o ponto p estd fora de A, ou um segmento cuja reta que o contém
ndo passa por p (ndo radial) se, e somente se, A, ¢ uma pardbola tal que 7y (p) estd fora
(quando v ndo € assintética) ou uma semirreta cuja reta que a contém ndo passa por 7y(p)

(caso contrario).

(ii1) A, € uma elipse tal que p pertence ao seu trago se, € somente se, A, € uma parabola tal
que 7y (p) pertence ao seu trago (quando v é ndo assintética) ou uma reta que nao contém

7y(p) (caso contrario).

(iv) A, é um segmento cuja reta que o contém passa por p ou um ponto diferente de p se, e
somente se, A, é uma reta que contém 7y(p), uma semirreta cuja reta que a contém passa

por 7y (p) ou um ponto diferente de 7y (p).

(v) A, é o ponto p se, e somente se, A, é o ponto 7y (p).
Na Figura 1 € apresentada uma ilustracdo de cada um dos itens do teorema.

Demonstragcdo. Sabemos, pelo Teorema 2.31, que se v ndo € uma direcdo assintética, entdo
my(S) tem uma singularidade cross-cap em my(p) e entdo, pelo Teorema 3.3, a pardbola de
curvatura € ndo degenerada. Se v é uma direcao assintética, entdo a singularidade de projecao

pode ser mais degenerada que um cross-cap e a pardbola de curvatura é degenerada.

Note também que pela Proposi¢ao 3.7, o nimero de dire¢des assintéticas em p (0, 1, 2

ou infinitas) € o mesmo que em 7y (p).

(i) Por definicdo A, é uma elipse com p em seu interior se, € somente se, p € um ponto
eliptico. Neste caso, ndo hd dire¢des assintéticas, entdo v ndo € assintdtica e my(S) tem uma
singularidade cross-cap em 7y (p) e assim a parabola de curvatura é ndo degenerada. Além disso,
ndo h4 dire¢des assintdticas em 7y (p) (jd que o ponto € eliptico) se, e somente se, 0 ponto estd

no interior da pardbola de curvatura A,,.

(1) Por defini¢do A, € uma elipse com p no seu exterior ou um segmento cuja reta que

o contém nao passa por p (ou seja, ndo radial) se p € um ponto hiperbdlico (possivelmente
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Figura 1 — Teorema 3.13.
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semiumbilico, mas ndo de inflexdo). Neste caso, temos exatamente duas direcdes assintdticas
distintas. Pela Proposicdo 2.25 e pela natureza do ponto, p € hiperbdlico se, e somente se, a

resultante

1
o(p) = 1 [4(axob11 — baoarr ) (a11bos — agrbiy) — (@20bo2 — baoans)?] < 0.

Temos entdo duas possibilidades. Se a;1bg, — agaby1 # 0, pela demonstracdo do Teorema 3.3
essa condi¢do € valida se, e somente se, A, € uma pardbola ndo degenerada. Dado que existem
duas diregoes assintdticas, o ponto 7y (p) pertence ao exterior da pardbola. Isso ocorre quando v

ndo €é uma direcao assintotica.

Por outro lado, se aj1bgy — agabi = 0, entdo axoboy — baoagy # 0 para que 8(p) seja
negativo, e entao a%z + b(z)z > 0. Essa condi¢do € equivalente, pelo Teorema 3.3, a A, ser uma
semirreta, e como existem duas direcdes assintdticas, a reta que contém a semirreta ndo contém

o ponto Ty (p), ou seja, ndo é radial. Neste caso v é uma diregdo assintdtica.

Reciprocamente, se A, é uma pardbola com 7y (p) pertencente ao seu exterior ou uma
semirreta ndo radial, entdo existem exatamente duas direcdes assintdticas e consequentemente, p

€ um ponto hiperbdlico (possivelmente semiumbilico, mas ndo de inflexao).

(ii1) Por definicao A, é uma elipse com p pertencente ao seu traco se p € um ponto
parabdlico (mas ndo de inflexdo), isto €, existe somente uma dire¢do assinttica em p. Tais

pontos sdo caracterizados por

1

o(p) = 1 [4(az0b11 — baoarr ) (a11box — agabir) — (azoboa — broagz)?] = 0.

Novamente, temos dois casos para considerar. Se aj1bo> — agob11 # 0 entdo A, é uma parabola
ndo degenerada e uma vez que temos somente uma direcéo assintética, o ponto 7y(p) deve

pertencer ao trago da pardbola. Neste caso, v ndo é uma direcado assintética.

Por outro lado, se ay1bg2 — agpb11 = 0 temos axob11 — bapar; # 0. Isso ocorre por conta

da Proposicdo 3.12: A, € ndo degenerada se, e somente se,

(a20b11 — baoair) + (a11bo2 — apabi1) # 0.

Portanto a%l + b%] > 0. Dado que &(p) = 0 segue entdo que axobgy — byoagy = 0, 0 que nos
garante que agy = by = 0. Pelo Teorema 3.3, a3, + b3, > 0 e aga = bgp = 0 se, e somente se, A,
¢ uma reta, e como temos somente uma dire¢@o assintética, essa reta nao contém 7y (p), ou seja,

€ ndo radial. Neste caso v é uma direcdo assintotica.

Reciprocamente, se A, é uma pardbola com 7y (p) pertencente ao seu trago ou uma reta
que ndo contém 7y (p), entdo existe exatamente uma direcdo assintética e portanto, p deve ser

ponto parabdlico (mas ndo de inflexao).

(iv) Pela defini¢do, A, é um segmento cuja reta que o contém passa por p ou um ponto

diferente de p se p € um ponto de inflexdo (possivelmente umbilico, mas ndo umbilico flat).
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Neste caso, 6(p) = 0 e como A, é degenerada, pela Proposigdo 3.12,
(a20b11 — boarr) + (ar1bor — agb1) = 0.

Desta maneira, axobi; — baoair = 0, aj1box — agpbi1 = 0 e arxoboa — bagagy = 0. Essas trés
condi¢des juntas implicam que todas as direcdes tangentes sdo assintdticas. Se a(z)2 + 19(2)2 >0,A,
¢ uma semirreta e como todas as dire¢des sdo assintéticas, 7y (p) pertence a reta que contém esta
semirreta. Se agp = by, =0¢e a%l + b%l >0, A, é uma reta que contém 7y (p). Se agy = boy =
ayy = b1y = 0 entdo A, € um ponto. Neste caso, a%o + b%o # 0 pois caso contrario A, = {p}.
Logo A, é um ponto distinto de 7y (p).

(v) Se A, = {p}, p é um ponto umbilico flat por defini¢do e agy = bpy = aj; = by =
axy = byo = 0. Portanto A, = {my(p)}. O

O préximo exemplo ilustra alguns casos que aparecem no Teorema 3.13 e que podem
parecer um pouco surpreendentes. Nele sdo apresentadas trés situagdes. Na primeira, temos
um ponto em uma superficie regular em R* em que o locus de curvatura é um segmento mas
o de sua projecdo singular € uma pardbola ndo degenerada. No segundo, temos novamente um
segmento como locus de curvatura da superficie regular e um ponto ou semirreta na superficie
singular, dependendo da escolha da direcao de projecao. Por fim, temos o caso em que o locus

de curvatura da superficie em R* é um ponto e o da superficie singular é uma semirreta.

Exemplo 3.14. (i) Considere a superficie em R* parametrizada por F(x,y) = (x,y,x> 4 xy +
y2,x% 4 2xy + yz). Essa superficie tem um ponto semiumbilico na origem e a elipse de

curvatura é parametrizada por
Ne(0) = 2(cos? 6 + senb cos O + sen’H, cos> O + 2senb cos O + sen’H),

e cujo traco é um segmento ligando os pontos (1,0) e (3,4) no plano normal. Logo,
(0,1) ndo é uma direcéo assintética. Projetando ao longo de (0, 1), obtemos f(x,y) =
(x,x% +xy +y?,x> 4+ 2xy +y?). A pardbola de curvatura na origem é parametrizada por

Npy(y) = 2(0,y> +y+1,y> +2y+1), ou seja, A, é uma pardbola ndo degenerada.

(ii) Considere a superficie regular em R* cujo 2-jato é dado por (x,y,x*,x*) e que possui um
ponto de inflexdo na origem. A elipse de curvatura é o segmento que une os pontos (0,0)
e (2,2). Note que, neste caso todas as direcdes tangentes sdo assintéticas. Ao projetarmos
ao longo da direcdo (0, 1) obtemos a superficie em R? cujo 2-jato é dado por (x,x%,x%). A
pardbola de curvatura para esta superficie de coposto 1 é o ponto {(2,2)}. Se, no entanto,

projetarmos ao longo de (1,0), obtemos (y,x%,x?), cuja pardbola de curvatura é a semirreta
dada por 1,(y) = 2(0,%,y%).

(iii) Considere a superficie em R* cujo 2-jato é dado por (x,y,x> 4+ y?,x%> +y?) e que possui
JO 2]

um ponto umbilico ndo flat na origem. A elipse de curvatura é o ponto {(2,2)} e todas as
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dire¢Oes tangentes sdo assintéticas. Se projetarmos ao longo da direcdo (0, 1), obtemos
uma superficie parametrizada por (x,x*> 4 y?, x> +y?), cuja pardbola de curvatura é a

semirreta dada por 17,(y) = 2(0,y* + 1,y* + 1).

O proximo resultado estabelece uma relagdo entre as parametrizagdes da elipse de
curvatura de uma superficie regular em R* e da pardbola de curvatura de sua projecdo singular

(em uma direcio tangente) em R3.

Proposicdo 3.15. Considere S C R* uma superficie regular imersa cuja parametrizagio é dada
na forma de Monge, como na Proposi¢ao 2.25. Considere também a elipse de curvatura parame-

trizada por
N.(0) = (ax cos? 0 + 2aj1send cos 0 + agysen’ 6, by cos> O + 2b11sen cos O + bozsen29).
A pardbola de curvatura da projegdo de S ao longo da diregdo tangente (0, 1) é parametrizada por

Ny (y) = (0,a20 +2a11y + aoy?*, bao + 2b11y + bo2y?).

Demonstragdo. A elipse de curvatura € parametrizada pelos vetores unitarios em 7),S, ou seja,
pela aplicacdo 1, : S! C T,S — N,S. Por outro lado, a pardbola de curvatura € também pa-
rametrizada por vetores unitdrios, mas desta vez por vetores do plano tangente de M (como
na construcao feita no inicio do capitulo), onde temos uma pseudo-métrica induzida pela pri-
meira forma fundamental e ndo uma métrica. Tomando a parametriza¢do da projecao dada por
fx,y) = (x, fi(x,y), f2(x,y)), os coeficientes da primeira forma fundamental no ponto singular
sdo dados por E =1, F = G =0, e dessa forma, /(u,u) = o2, onde u = Ocax—i—ﬁ&y € TqM. Logo,
o subconjunto dos vetores tangentes unitarios é dado por C, = {(+1,y); y € R}. Célculos mos-
tram que a pardbola de curvatura da projecao singular € obtida dividindo cada componente por
cos? 0 e fazendo a mudanca tan @ = y. Em outras palavras, mudamos S! C T,S para coordenadas
homogéneas da reta projetiva quando cos 0 # 0, e cos @ = 0 corresponde a dire¢do tangente nula
u=o9,. O

Dada uma superficie regular S C R*, sabemos que ao projetd-la ao longo de uma diregio
assintotica, a superfice obtida genericamente tem uma das singularidades listadas na Tabela
3. Note que as singularidades Sy, B, e C3 possuem seus 2-jatos equivalentes (via acio de .7?)
ao germe (x, y2, 0) e assim, a pardbola de curvatura associada é uma semirreta (ver Teorema
3.3). Portanto, esses pontos singulares podem ser somente pontos hiperbdlicos ou de inflexao,
dependendo do niimero de dire¢des assintdticas: se existem duas ou infinitas, respectivamente.
De acordo com a demonstragdo do Teorema 3.13, o primeiro caso ocorre se axobop — baoagy # 0

e o segundo ocorre se axoboy — bypagy =0e a(z)2 + 19(2)2 > 0.

Por outro lado, as singularidades Hj e P3(c) possuem 2-jatos equivalentes, via acdo de

/%, 4 (x,xy,0), e dessa forma, sua pardbola de curvatura nos pontos singulares é uma reta. Como
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consequéncia, esses pontos podem somente ser parabdlicos (caso exista somente uma dire¢ao
assintotica) ou de inflex@o (caso existam infinitas). Segundo a demonstra¢do do Teorema 3.13,
isso ocorre quando azobi1 — byoay; # 0, agy =bgy =0¢ a%] + b%] > () para o caso parabdlico e

quando azob11 —byoai; =0, a00 = by =0¢ a%l + b%l > ( para o caso de inflexdo.

Portanto, a demonstracdo do Teorema 3.13 nos permite recuperar o Teorema 2.5 da
pagina 39 em (OSET SINHA; TARI, 2015), o qual apresenta exatamente a discussao feita

acima.
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CAPITULO

SUPERFICIES SINGULARES EM R*

Neste capitulo estudaremos a geometria de superficies singulares de coposto 1 em R*. Isto
serd feito através da primeira e segunda formas fundamentais que serdo definidas na superficie no
ponto singular. Além disso, inspirados no trabalho (MARTINS; NUNO BALLESTEROS, 2015)
a defini¢do da pardbola de curvatura serd estendida para este caso. Aqui, entretanto, a pardbola de
curvatura estard contida em um espaco de dimensao 3, mas uma vez que ela ainda € uma curva
plana, o plano que a contém serd um plano privilegiado, em um certo sentido. Estudaremos em
profundidade a geometria de segunda ordem da superficie, ou seja, toda a geometria relacionada
a segunda forma fundamental no ponto singular. Neste estudo estdo incluidos defini¢des e
resultados acerca de dire¢des assintéticas e binormais. Além disso, definimos um invariante
de segunda ordem que também € invariante por isometrias: a curvatura umbilica. Por fim,
estudamos o contato de superficies de coposto 1 em R* com hiperplanos, através do estudo das
singularidades da func¢do altura. Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados também
em (BENEDINI RIUL; RUAS; OSET SINHA, 2018).

4.1 A parabola de curvatura

Seja M C R* uma superficie singular de coposto 1 em p € M. Tomaremos M como

imagem de uma aplicacdo de classe C*
g:M— R,

onde M é uma superficie regular suave e ¢ € M é um ponto singular de coposto 1 da aplicacio g
tal que g(g) = p € M. Dessa forma, considere ¢ : U C M — R? uma carta local de M em g e

defina a parametrizacdo local para M dada por
f=goo !, (4.1)

como no diagrama a seguir.
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R2<* Ucm—S,~MmMcRrR*

w

Essa construgdo se faz necessdria para que possamos garantir que a superficie M tomada é
de coposto 1, além de possibilitar a definicdo das formas fundamentais, uma vez que utilizaremos
o espaco tangente da superficie regular suave M em g, TqM , para fazé-lo. Além do mais, essas

defini¢cdes nao vao depender da parametrizacao local ¢.

Definicdo 4.1. A reta tangente a M em p ¢é dada pelo conjunto 7,M = im(dg,), onde dg, :
TqM — T,,R4 ¢ a diferencial da aplicacdo g no ponto de coposto 1, g. Definimos o hiperplano

normal a M em p como o subespago vetorial de dimensao 3, N,M, tal que
4
T,R* =T,M ON,M.
Definicao 4.2. A primeira forma fundamental I : TqM X TqM — R de M em p é dada por
I(u,v) = (dg4(u),dg,(v)), Yu,veT,M,

onde (-,-) denota o produto interno candnico induzido de R*.

E importante observar que / ndo € uma métrica Riemanniana em 7T, M, pois pode ocorrer

I(u,v) =0, mas u # v. No entanto, / ¢ uma pseudométrica.

Tome f = go @~ ! como em (4.1) uma parametrizagdo local para M em p e {Jx, 9} base
de T, M. Podemos obter os coeficientes da primeira forma fundamental de M com respeito a carta

¢. Dessa forma,

E(q) = I(0x,0x) = {fx, L) (9(2)); F(q) =1(9r,9y) = (2, [3)(9(q));
G(q) = 1(dy, dy) = (fy, /y)(9(q))-

Seu=od+ o, € TqM, entao:

I(u,u) = (dg,(adi+PBdy),dg,(ad:+B9y))
= a’E(q) +2aBF(q)+ B*G(q).

Ainda nas mesmas condicdes, podemos definir uma segunda forma fundamental de M

em p na base {dy,d,} considerada acima. Isso ¢ feito como segue. A projecdo ortogonal

m : T,R* = N,M
w— T (w)

€ definida canonicamente e /1] : TqM X TqM — NpM € tal que

1(0x,0y) = m(frx(9(q))); 11(0x,0y) = ma(fiy(9(q)));
11(dy,9dy) = m(fyy(9(q)))-
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Estendemos /1 para TqM X TqM de modo tnico a uma aplicacao bilinear simétrica.

Podemos, para cada vetor v € N,M, definir uma segunda forma fundamental de M em p,

11, na direcdo deste vetor, da seguinte maneira:
1L, : T,M x T,M — R

é tal que 11, (w,v) = (/I(u,v), V), para todo u,v € T,M. Analogamente ao que fizemos para a

primeira forma fundamental, podemos obter os coeficientes de I, com relagdo a base {dy,d, }:

Iv(q) = (m(fux), V)(9(2));
my(q) = (ma(fry), V) (9(q));
nv(q) = (m(fiy), V)(9(q))-

Dado u = aox + B0y € T,M temos:

Iy (u,u) = (I1(u,u),v)

= (II(ady+ By, 00+ BIy), V)

= (110, 0x) +20tB11(x, 0)) + B*11(d), 9y), V)

= o’ly(q) +20Bmy(q) + Bnv(q).

Fixando um referencial ortonormal {v;, v», v3} para N,M podemos obter uma expressao

para a segunda forma fundamental /7 em funcdo de /1., i =1,2,3.
() =11y, (a,u)v; + 11y, (a,u) vy + 11y, (u,u)v3

g Z((levl + 2aﬁmvl- + ﬁznvl)vl
i=1

w

Podemos escrever os coeficientes da segunda forma fundamental com respeito ao referencial
{V1, V2, Vv3} na forma matricial
Ly

le sz an . (4.2)

1 My Ny,

ly, my, ny,

Lema 4.3. A defini¢do da segunda forma fundamental nao depende da escolha de cartas locais
em M.

Demonstracdo. Tome M, M como anteriormente e seja ¢ : U C M — R? outra carta local de M
tal que ¢ € U NU, com coordenadas locais (u,v) e denotemos por f = go ¢! a parametrizagio
local correspondente de M em p. Uma vez que f = go ¢!, como em (4.1), obtemos f = fo ¢,
onde ¢ : U — R?, ¢ (u,v) = (x(u,v),y(u,v)). Calculando as derivadas parciais de f, obtemos:
fu= fixu+ fyyu e fu = fexy + fyyv. Consequentemente,

fuu = fiXuu +fy}’uu +fxxx§ + 2fxyxuyu +fyyy5;
f_uv = fxXuy +fyyuv + frxXuXy +fxy(xuyv +xvyu) +fyyyuyv;
fvv = fxxvv +fyyvv +fxxx% + 2fxyxvyv +fyyy\2;-
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Projetando em N,M, obtemos:

”Z(fuu) = n2(fxxx§ + 2 foyXuYu +fyny2¢);
(%) (fuv) = 77:2(fxxxuxv +fxy(xuyv +xvyu) +fyyyuyv)
U7) (fVV) = 7T2(fxxx% + 2 fryxoyy + fyy)GZz)-

Note que os vetores T2 (fuu)s T2 (fuv)s T2 (fiv) € T (frx)s T2 (fry)s T2(fyy) estdo relacionados pelas
equagoes de mudanga de base em uma aplicagdo bilinear simétrica com relagdo a matriz

Xu Xy
Yu W

que nada mais € que a matriz mudanga de base de {dy,d,} para {d,,0,} em T,M. Segue o

resultado. OJ

A préxima defini¢do apresentada € a da pardbola de curvatura. Este objeto foi primeira-
mente definido em (MARTINS; NUNO BALLESTEROS, 2015) como o locus de curvatura de

superficies singulares de coposto 1 em R3.

Defini¢do 4.4. Seja C,; o conjunto de vetores unitdrios de TqM e defina n, : C; — NyM a
aplicacdo dada por 1ny(u) = II(u,u). A pardbola de curvatura, A,, de M em p é dada por
Ap =14(Cy).-

Como consequéncia do Lema 4.3, concluimos que a pardbola de curvatura ndo depende
da escolha de coordenadas locais na superficie M. No entanto, ela depende da aplicacio g de

coposto 1 que parametriza M C R*.

Exemplo 4.5. Considere o germe f(x,y) = (x,xy,y%,y***!), com k > 1. Seja M = f(R?) e

p = (0,0,0,0). Tomemos M = R?, ¢ = id, g = f e g = (0,0). Nessas condi¢des, f(0,0) =
(1,0,0,0) e £,(0,0) = (0,0,0,0). Logo, os coeficientes da primeira forma fundamental sdo:
E(q)=1,F(q)=G(q) =0.Seu= (e, ) € T,R* =R?, temos I(u,u) = a*>. Consequentemente,
C, = {(£1,B); B € R}. A reta tangente e o hiperplano normal a M em p sdo dados por
[(1,0,0,0)] e [(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)], respectivamente, ou seja, o eixo X e o hiperplano
YZW.Uma vez que f«(0,0) = (0,0,0,0), f,(0,0) =(0,1,0,0) e f,,(0,0) = (0,0,2,0), a matriz
dos coeficientes da segunda forma fundamental de M em p € dada por

oS O O
o O =
S N O

e, tomando novamente u = (a, ) € T;R?, II(u,u) = (203,2f32,0). Portanto, a pardbola de
curvatura A, de M em p € uma pardbola ndo degenerada cujo trago esta contido em N,M e que

pode ser parametrizada por 11(y) = (0,2y,2y?,0).
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Observacio 4.6. Seja g : (R?,0) — (R* 0) um germe de coposto 1 em g, como no comego
dessa se¢do. Podemos escolher um sistema de coordenadas ¢ e fazer rotagdes em R* de modo
que

f(x,y) = goq)il(xay) = (x,fz(x,y),f3(x,y),f4(x,y)),
dfi

onde 5:(0,0) = %—];i(O, 0) =0, parai = 2,3,4. Da pseudométrica definida pela primeira forma
fundamental em (4.2), se u = (o, ) € Cy, I(u,u) = 1 implica que o = =1 e B € R. Dessa
forma, C, é um par de retas paralelas a dire¢do d, em TqM . Além disso, fixando um referencial

ortonormal { vy, v»,v3} de N,M, podemos parametrizar A, por

3
2
N = Y (ly, +2myy +ny,y*)Vi, (4.3)
i=1
utilizando a equacio (4.1). E importante também notar que A, € uma curva plana contida em
NpM. De fato, uma vez que pela sua propria defini¢do a pardbola de curvatura € uma curva
cujo trago estd contido em N,M, podemos considerd-la como uma curva contida em um espago

tridimensional. Sabemos que a tor¢do de uma curva em R> é dada por

(') xn"(),n" )
n'(y) xn" ()2

(CARMO, 1976; KLINGENBERG, 1978) e assim, pela parametrizacdo de A, € imediato que

T = 0 e portanto, a pardbola de curvatura € uma curva plana, quando sua curvatura € nao nula.

T(y) =

Y

Os autores, em (MENDES; NUNO BALLESTEROS, 2016), mostraram que existem
quatro <72 6rbitas em X'J?(2,4). Vamos mostrar, em breve, que a parbola de curvatura é um
invariante completo para esta classificacdo. Para tanto, reproduziremos a prova dessa classificacao,
pois ela apresenta critérios para a distin¢do de cada uma das 6rbitas, critérios estes que serdao

necessdrios para demonstrar nosso resultado.

Lema 4.7. (MENDES; NUNO BALLESTEROS, 2016, p. 235) Existem quatro .o/ 2 6rbitas em
T1J2(2,4):
(xx,x,5%,0), (x,5%,0,0), (x,xy,0,0) e (x,0,0,0).

Demonstragdo. Considere o 2-jato
F£(0) = (x,a20x” + a11xy + a2y®, baox” + by1xy + booy”, c20x” + 11Xy + co2y”).

Utilizando a seguinte mudanca de coordenadas na meta que remove os termos com x* das tltimas

trés coordenadas,
X=X,Y=Y—ayX?, Z=Z—byX’>eW =W — c20X>,

obtemos

F2F(0) ~ (x,a11xy 4 aoy?, bi1xy + boay?, c11xy + co2y?).
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Tomando a mudanca de coordenadas na meta

aop b1
X = X, Y = Y——7Z7, Z= Z——Y eW = W,
2 apn
temos b b b b
. ar1boy —apbi1  aiboy —apxbii
JAf(0) ~ (x, 5 xy, y2,c11xy + ooy )
02 an

Note que poderiamos ter feito a mudanca utilizando quaisquer duas das trés ultimas coordenadas
do jato. O resultado seria andlogo e as condi¢Oes também as seriam. Dessa forma, sem perda
de generalidade utilizaremos a segunda e a terceira coordenadas. Se a1bg; — agab1 # 0 (ou
aiicor —appcy1 7 0 ou ainda cq1byy — copbyy # 0, para os outros casos), entdo, com simples

mudangas na meta, terfamos jZ£(0) ~ (x,xy,y?,c11xy + co2y?). Por fim, com a mudanga
X,:X, Y/:Y, Z/:Z, eW/:W—CHY—C()zz,

temos j2£(0) ~ (x,xy,y?,0). Por outro lado, se aj1bgy — agzb11 = 0, as coodenadas Y e Z sio

linearmente dependentes, ou seja, existem reais A, B # 0 tais que AY + BZ = 0. Assim, tomemos

X=X,Y=Y,Z=AY+BZeW =W

e com uma rotagio na meta obtemos j2£(0) ~ (x,a;1xy + ap2y?, c11xy + co2y?,0). Prosseguindo
com a anadlise, se ajjcoy — apaci; # 0, com uma mudanga na meta como feito anteriormente,
72£(0) ~ (x,xy,y*,0). No entanto, se ajjcqz — apzci; = 0, podemos tomar coy = ¢ = 0 e assim,
F2(0) ~ (x,a11xy + apy?,0,0). Temos as seguintes possibilidades:

(i) Seag #0eaj; €R, j2f(0) ~ (x,y%,0,0). De fato,

2
jzf(O) ~ (x,allxy+a02y2,0,0) = ( ( x+/am y) 2x ,0 0)

2\/—

Da mesma forma como na primeira mudanga feita na demonstracdo, eliminamos o termo

4: x?, e por fim renomeamos y' = N it Vaozy- Logo, j2£(0) ~ (x,5,0,0).
(ii) Se apx =0e aj; # 0, segue diretamente que j%f(0) ~ (x,xy,0,0).
(iii) Se agy = ar; =0, j2£(0) ~ (x,0,0,0).
Portanto, obtivemos as quatro .27 6rbitas em £'J%(2,4). O
Observacao 4.8. Dado o 2-jato,
FA£(0) = (x, a0 + a11xy + agey*, baox® + b11xy + booy*, c20x” + 11y + cozy),

de um germe de coposto 1, f : (R?,0) — (R*,0), listamos na Tabela 5 condi¢des sobre seus

coeficientes para que ele seja equivalente a uma das quatro formas normais obtidas no Lema 4.7.
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Tabela 5 — Condicdes sobre os coeficientes do 2-jato para a .27>-classificagio.

a/?-forma normal Condigdes
(x,xy,5*,0) Y1 = a11box —apxb11 # 0 ou = ayicor —appci) # 0
ou Y3 = c11bo2 — coab11 # 0
(%)’2,070) N :’}/ZZY3:Oea%2+b(2)2—|—C%2>O
(x,xy,0,0) Yi=p=1%=0,an=bpn=cp=0ea}, +bj +c} >0
(x,0,0,0) ai =an =b11 =bp =c11 =cp =0.

O proximo teorema mostra que a parabola de curvatura, A,, € um invariante completo
para a classificac@o obtida no Lema 4.7. Isso significa que a pardbola de curvatura distingue

completamente cada uma das quatro .7 -6rbitas.

Teorema 4.9. Seja M C R* uma superficie com uma singularidade de coposto 1 em p € M.
Vamos assumir p = (0,0,0,0) e denotar por j2f(0) o 2-jato de uma parametrizag¢io local

f:(R?,0) — (R* 0) de M. Sio vilidas as seguintes equivaléncias:

(i) A, é uma pardbola ndo degenerada < j£(0) ~ 2 (x,x,5%,0);
(i) A, é uma semirreta < j2£(0) ~ 2 (x,y*,0,0);
(iii) A, é umareta & j2£(0) ~ 2 (x,xy,0,0);

(iv) A, é um ponto < j2£(0) ~ . (x,0,0,0).
Demonstracdo. Vamos assumir, sem perda de generalidade, que

, 1 1 1
)= <X, 3 (a20x* + 2a11xy + agy?), 5(1?20762 +2by1xy + booy?), E(Czox2 +2c11xy + Cozy2)>

e vamos denotar a base de R* por {e;, e, e3,e4}. Dessa forma, T,M = [e1] e NyM = [e;,e3,e4].
Além disso,
9(j2f(0))

o (1,az0x + a1y, baox + bi1y, coox +c11y)

(2 f(0
L A9) _ (0,anx+aozy, buix+boay, c11x+cozy)

dy
2*(j*f(0)) 9*(j*f(0))

T:(0761207b207c20> Tay:(oaallabllacll)

d2(i2£(0
% = (0,a02,b02,¢02)-

Logo, a matriz dos coeficientes da segunda forma fundamental fica:

le, me, ne, ax) ai am
le; me; ne; | = | b2o b1 boz

le, me, ne, 0 €11 Co
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Vamos considerar 11 como uma curva em um espago de dimensao 3, N,M, parametrizada por

n(y) = (0,a20 +2ay1y + ao2y*, bao + 2b11y + boay?, c20 + 2¢11y + co2)?).

A curvatura de 1) € dada por
n'(G) xn" ()l

LUCIE.
ou seja, a curvatura € identicamente nula se, e somente se, o vetor n’(y) x n”(y) € o vetor nulo

k(y) =

(ver (CARMO, 1976)). Uma vez dada a parametriza¢do de 1 acima, temos:

n'(y) = (0,2a1;1 + 2amy, 2b11 + 2bg2y, 2¢11 + 2c2y) € " (v) = (0,2a02,2bo2, 2¢02)

e dessa forma,
n'(y) x 0" (y) = 4(coab11 — boaci1,a0ac11 — copain, bopain — apbiy).
Portanto, a pardbola de curvatura A, se degenera se, € somente se,
co2b11 — bozc11 = agzc11 — copary = boxary — ap2b1 =0,

ou de forma equivalente, y; = 7» = 73 = 0 (ver Observagado 4.8). Concluimos assim o primeiro
caso. Os casos restantes seguem da comparacio imediata da Observagdo 4.8 e da parametrizagdo
de A, dada acima. 0

Exemplo 4.10. Sabemos do estudo de conicas, que uma pardbola pode ser obtida como o
limite de uma sequéncia de elipses onde um foco € mantido fixo e o outro pode se mover para
uma distancia cada vez maior do foco em uma direcdo. Em outras palavras, uma pardbola
pode ser considerada a se¢do do segmento de uma elipse que possui um foco no infinito.
Consequentemente, € natural perguntar se dada a pardbola de curvatura em um ponto singular
de coposto 1 de uma superficie M C R*, podemos obté-la como limite de uma sequéncia de
elipses de curvatura em pontos regulares. A resposta dessa pergunta € nao. Mostraremos aqui

um exemplo.

Considere a superficie de coposto 1 na origem p = (0,0,0,0), M C R* localmente
parametrizada por f(x,y) = (x,xy,y*,y*). Sua parédbola de curvatura A, é uma pardbola néo
degenerada que pode ser parametrizada por 17 (y) = (0, 2y,2y?,0), contida no plano YZ. Uma vez
que a singularidade de M ¢ isolada, sabemos que em uma vizinhanga suficientemente pequena
de p € M somente temos pontos regulares. Dessa forma, para cada ponto p nesta vizinhanga

temos uma elipse de curvatura, como vimos no Capitulo 2.

Seja (x,y) # (0,0) um ponto qualquer suficientemente préximo da origem na fonte.
Podemos encontrar uma parametrizago para a elipse de curvatura em p = f(x,y). Para tanto,
calculamos um referencial ortonormal {w,ws, w3, w4} de R* em p. Sabemos, pelo processo de

ortonormalizacdo de Gram-Schimdt, que os vetores

1
w1 = & = —2(15)]7030)

| fx] I+y
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fy—<|§_i\vfy>|§_i| B (—xy,x,2y +2y°,3y% +3y%)

A=A VA2 47225+ 174 1+ 98

formam uma base ortonormal para 7M. A fim de completar o referencial ortonormal, tomamos
(0,0,—3y,2)

9y +4

(99° +13y* +4y%, —9y° — 13y° — 4y, 2x(1 +%), 3xy(1 +y?))
V2129 +4) (12 +9y0 + 13y* +4y2)
A matriz da segunda forma fundamental de M em p € dada por

L m m
L my ny ’

I = (fux(x,y),w3) = 0;

my = <fxy(xa)’)aw3> = O;
oy

ny = <fyy(xay)aw3> = NG

w3 =

w4 =

de modo que

e
b = (fux(x,y),wq) = 0;
B _ —y(9y°+4)
m = {fry(%,7),wa) = VO +4) (24956 + 13y3+4y7)
2x(24+9y?)

ny = <fyy(xv)’)aw4> = v

(9y*+4) (x2+9y0+13y4 +4y2) *
Portanto, podemos parametrizar a elipse de curvatura por

_ __ b 2
ne) = evh Ows
—2v(9y2 14 2x(2+9y?
YOy +4) sen6 cos 0 + *(2+9y) senZ6 | wa.
V(974 +4) (2+9y0 + 134 +4y2) V(994 +4) (2+9y0 +13y4 +4)2)

Substituindo as expressdes dos vetores normais w3 € wy, obtemos:
18y? 12
ne) = (0,0, —ﬁsen%, y—ysenze)
y(9y? +4)sen6 cos 8 — x(9y* +2)sen’6
(992 +4) (x2 + 9y + 13y* 4 4y2)
Seja 7: (R,0) — (R2,0) um germe de curva suave dado por y(r) = (ar* +o(a +1),btP +o(B +
1)), com ab # 0. Vamos calcular as elipses de curvatura de M em pontos regulares ao longo dos

+ (—2y%(9y* +4),2y(9y* +4), —4x, —6xy)

caminhos dados pela imagem dessas curvas e também o seu limite quando t — 0. Vamos separar

esses calculos em casos.

(i) Quando B > a. Neste caso, obtemos:

. . 18%%F ,  126P 5
tlg%n(e) —tlgI(l) [(0’0’9b2t2ﬁ +4sen 0, op22P +4sen 0

btB (9621%P + 4)sen6 cos 6 — ar® (9b*1%P + 2)sen®6
(962128 + 4)(a212 + 9b615B 4 13b414B + 4b212F)
= (0,0,2sen86,0).

(—2b%12B (972128 + 4),21P (90%12B + 4), —4ar®, —6abr*+P)



72 Capitulo 4. Superficies singulares em R*

Portanto o limite das elipses de curvatura é dado por 1(8) = (0,0,2sen?8,0), um seg-

mento contido no eixo Z, unindo os ponto (0,0) e (0,2).
(ii) Quando o > 3, obtemos
limn(0) = (0,2senb cos 6,0,0),
t—0

que também é um segmento, mas desta vez contido no eixo Y, unindo os ponto (—1,0) e
(2,0).

(iii) Por fim, temos o caso & = 3. Aqui, no limite obtemos uma familia de segmentos

lim(0) = (o,

t—0

4b(2bsenB cos 8 —asenB) —2a(2bsend cos O — asend) 0
a? +4b? ’ a2 + 4b2 R

em a e b. Na Figura 2, ilustramos vdrias possibilidades para os parametros a € b, além de

também representarmos a pardbola de curvatura da superficie no ponto singular.

Figura 2 — Segmentos - caso o = f3.

Concluimos entio que a pardbola de curvatura de uma superficie singular de coposto 1 em R*
ndo pode ser obtida como limite de elipses de curvatura de pontos regulares em uma vizinhanga

de um ponto singular.

Lema 4.11. Seja f : (R?,0) — (R*,0) um germe de aplicacio de coposto 1. Usando mudancas

de coordenadas suaves na fonte e isometrias na meta, podemos reduzir f a forma:

(@) (x,y) = (x,xy+p(x,y),baox® +b11xy+booy* +q(x,y), c20x* +r(x,y)), se j2£(0) ~ 2 (x,xy,¥%,0);

(i) (x,y) = (x,a00%> +y* + p(x,y), b20x* + q(x,y),r(x,¥)), se j*£(0) ~ 2 (x,y*,0,0);
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(lii) ()C,y) = (x,xy+p(x,y),b20x2+q(x,y),r(x,y)), se ]2]('(0) ~ 2 (X,Xy,0,0);

(iv) (x,5) = (x, p(x,),b20x +q(x,3),7(x,y)), se j*f(0) ~ 2 (x,0,0,0),
onde azo,b,’j,CQO eR,bgp>0ep,q,re %/23

Demonstragdo. Vamos considerar os casos. Inicialmente, seja f um germe de coposto 1 tal que

72 (0) ~_,2 (x,xy,y%,0). Podemos escrever f da seguinte maneira:

a a b b c c

x, 20+ anxy + 2yt +0(3), 2o + bixy + —2y7 +0(3), 2o ey + oy +0(3) )
2 2 2 2 2 2

onde ¥1 = ai1bpz — apbi1 # 0 ou Y = ajicor — apzcin # 0 ou 13 = c11bo2 — coabir # 0 (ver

Observagao 4.8) e a(z)2 + b%z + c%z > 0. Vamos assumir, sem perda de generalidade, by, # 0.

Queremos eliminar os termos de x> e y> da segunda coordenada.

Para tanto, suponha sem perda de generalidade que y; # 0. Tome o angulo 6; de modo

que
(ao2,b02)

\/ ag, +bg,

ou seja, o angulo 0; € dado por 6; = arctan(%). Considere também a rotacdo em R* dada por

(sen6y,cos80;) =

0 0

cos0; —senb

- o O O

1
0
0 senfB; cosH;
0 O 0

e a mudancga de coordenadas na fonte

1 1
v(x,y) = ( 7a(—§(020b02 —aobio)x+\/ag, +b(2)2Y)) :

Dessa forma, obtemos

(Tyogoy)(x,y) = (x xy+ Z l]J zj_|_0(4) Z Hij lyj+0(3) Z Oij lyj—|—0(3)>,

! 17!
i+j= 3l i+j=2 B i+j=2 L
para constantes A;;, l4;; e 0;;. Logo, podemos escrever

[~ (xxy+ p(x,y),dx +bxy+ 'y + ¢ (x,),d"x* +b"xy+ "y + 1 (x,y)),

onde p,q’,”’ € /3. Uma rotagdo nos eixos ZW anula o termo ¢” e assim,

f~ (x,xy+ p(x,y),ax® +bxy +cy* + q(x,y),ax* +bxy + r(x,y)),
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com p,q,r € //{23’ Com uma ultima rotagdo 7, dada por

1 0 0 0
0O senf, O cos6H
0 0 1 0
0 —cosB, 0 senH,

de um angulo 6, tal que (senb,,cos 6,) = \/(% e uma mudanga na fonte dada por ¢(x,y) =
J’_

(x,y/(sen6; 4+ bcos 6,)), obtemos
f~ (x,xy+dcos x> + p(x,y),ax> + bxy +cy?> +q(x,y),ax* + #(x,y)).

A dltima mudanga a ser feita é também na fonte: {(x,y) = (x,y — dcos 6,x). Esta dltima finaliza

este caso e assim a forma normal como no enunciado,

(x,5) = (x,x9 + p(x,¥), boox® + b11xy + boay* 4 q(x,y), coox® +7(x,y)),

€ por fim obtida. Note que podemos assumir by, > 0, pois uma vez que este coeficiente € nio
nulo podemos rotacionar os dois ultimos eixos coordenadas do angulo 63 = 7. Os outros casos

sdo completamente andlogos e terdo suas demonstragdes omitidas. ]

Exemplo 4.12. Para cada forma normal obtida no Lema 4.11, vamos calcular a segunda forma
fundamental da superficie correspondente. Sejam u = (a1, 1), v= (%, B2) € T,M.

(i) Para f(x,y) = (x,xy+ p(x,y), boox* + b11xy+ bo2y* +q(x,y), c20x* + r(x,y)) temos
fe(x,y) = (1,y+ px, 2b2ox + b11y + qx, 2c20x + 1)
fy(xa)’) = (07x+py7bllx+2b02y+qy7 ry)-
Além disso
fxx(xay) = (OapxxyzbZO + Gxx, 2020 + rxx)7 fxy(xv)’) = (07 1 +ny,b11 + Gxy, rxy)
Sy (%,5) = (0, Pyy, 2b02 + Gyy, Iy ),

0 que nos garante que

11(0x,0x) = (0,0,2b20,2¢20), 1I(dy,dy) = (0,1,b11,0) e II(dy, dy) = (0,0,2bn,,0).

Dessa forma a expressdo da segunda forma fundamental é dada por:

H(u,v) =II(00y+ P10y, 000+ B2dy)
= oy 11(0x, 020y + P20y) + 111 (9y, 020y + B20y)
= 01 011( 0y, dx) + a1 BolI( 0y, 9y) + B10olI(dy, dx) + B1B211(dy, dy)
= 010(0,0,2b30,2¢20) + (P + B102) (0, 1,b11,0) + B12(0,0,2b¢2,0)
= (0,002 + Braa, 2byoa1 0 + b1 (0 B2 + Bron) +2bpa 1 B2, 220011 02).
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(ii) Para f(x7y) = (x,a20x2—|—y2—|—p(x,y),b20x2+q(x,y),r(x,y)), temos:

fx(xv)’) = (172920x+pX72b20x+QX7rx)u fy(xay) = (072y+py7Qy,ry)a

as segundas derivadas sdo dadas por

fxx(xa)’) = (Oa2020+pxx72b20+merxx)7 fxy(xvy) = (07pxy7qu7rxy)
Syy(x,3) = (0,24 pyy, gyy. 1yy)

e a segunda forma fundamental é

1(u,v) = (0,2(az001 02 + 1 2), 262001 2, 0).
(iii) Quando f(x,y) = (x,xy+ p(x,y),ba0x> +q(x,y),r(x,y)), as derivadas sdo dadas por:

fx(xay) = (17y+px72b20x+Qx7rx)a fy(xy))) = (07 1 +pyyqy7ry)

fxx(xay) = (Oapxx72b20+Qxx;rxx)7 fxy(xyy) = (prxyaCIxy7rxy)
Syy(x:3) = (0, Pyys @yys Tyy)-

A segunda forma fundamental é dada por

II(U,V) = (O, 061[32 + B] 062,2b2()061 062,0).

(iv) Por fim, quando f(x,y) = (x, p(x,y),b20x> 4+ q(x,y),r(x,y)) a segunda forma fundamental
¢ dada por
II(u,v) = (0,0,2by0;,0)

e os cdlculos sdo andlogos aos feitos acima.
Para todos os germes considerados neste exemplo temos ax, b;j,co0 € Re p,q,r € ///23

O préximo resultado € o mais importante desta se¢do. Nele mostramos que a parabola de
curvatura codifica toda a geometria de segunda ordem de uma superficie de coposto 1 em R* no

ponto singular.

Teorema 4.13. Sejam M;,M>, C R* duas superficies com singularidades de coposto 1 em
p1 € My, ps € M, e parametrizadas por f e g, respectivamente. Os 2-jatos jf(0) e j2g(0) €
¥1J2(2,4) sio equivalentes via agio de % x (4) se, e somente se, existe uma isometria linear
(3 Nlel — Np2M2 tal que (p(Ap1M1) = ApzMz.

Demonstragdo. Vamos assumir que j2£(0) e j2g(0) estdo na mesma .o7>-6rbita (x,xy,y?,0).

Pelo Lema 4.11, podemos reduzi-los a:

F£(0) = (x,xy,ax> + bxy +cy?,dx?) e j?g(0) = (x,xy,ax* + bxy+ &>, dx*).
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Vamos denotar as coordenadas em R* por (X,Y,Z,W). Ambos os hiperplanos normais Ny M e
Np,M; coincidem com o hiperplano YZW. Da Observagio 4.6, as pardbolas de curvatura A, M

e Ap, M, podem ser parametrizadas, respectivamente, por:
m(y) = (0,2y,2a+2by +2cy*,2d) e Mo (y) = (0,2y,2a + 2by + 26y, 2d).

Suponha, inicialmente, que j%f(0) ~ j>g(0) via agido de #? x €'(4), ou seja, existe (¥, ) €
X* x 0(4) tal que ¢ o j>f(0) oy = j2g(0). Podemos assumir que W é uma aplicacio linear e

escrever as matrizes de Y e ¢, respectivamente, como:

al a2 aiz a4
P q azr azp az3z a4
P= eA=
r.s as] azp aszz das4
aql a4z a4z Aq4

satisfazendo det(P) # 0 e AA" = I, onde I; denota a matriz identidade de ordem 4. Note que
¢0j°f(0) oy = (h1,h2,h3,hs), com

hi = ajpx+ajqy+ap(pre® + (ps+ qr)xy + gsy?) +apn(ap® + bpr +cr?)x*
+ai3(2apq +b(ps+ qr) +2crs)xy + aiz(aq® + bgs + cs?)y* + ajud p*x*
+2ai4dpqu+ai4dq2y27 i = 1727 374

Comparando os termos de ¢ o j2£(0) o y e j>g(0) obtemos:

anp=1 app=apnp=aap=0

ang =ang=a;zq=asq=>0

aypppr+aiz(ap® +bpr+cr?) +apdp? =0

axypr+axs(ap? +bpr—+cr?) +axndp® =0

azppr+azs(ap® +bpr+cr?) +azdp® = a

agpr+ags(ap® +bpr+cr?) +agudp? =d
ap(ps+qr)+aiz(2apg+bps + bgr+ 2crs) + 2a14dpg = 0
ax(ps—+qr)+ ax3(2apq+ bps+ bqr +2crs) + 2axdpg = 1
a3y (ps +qr) +az3(2apq + bps + bqr 4 2crs) +2azsdpg = b
asp(ps+qr) + as3(2apg + bps + bqr + 2crs) + 2asadpg = 0
aynqs + ayz(aq® + bgs + cs?) +ayadg* = 0

a22qs + ax3(aq® + bgs + cs*) + aradq* = 0

a3qs + azz(aq® + bgs + cs?) + azdq® = ¢

asqs + agz(aq® 4+ bgs + cs?) +azdq® = 0.

Das equagdes obtidas acima e com as condi¢des det(P) = ps — qr # 0 e AA" = I, obtemos:

ai,p,s,axz#0er=qg=app=a13=a14 =021 =431 =a4] = A3 = a43 =032 = 434 = A4 =
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aqy = 0. Substituindo os valores obtidos, nos restam as seguintes condic¢des:

221 A
apyp=p-=s"=1,ad=aza

d = asd, anps =1

S

= as3bps, ¢ = azzc

2 2 2 2
ay =ay =apz =day =1

Vamos mostrar que a isometria linear que buscamos € justamente ¢. Para tanto, é suficiente
provar que as curvas ¢ o1 € 1 possuem 0 mesmo traco, ou seja, existe uma mudanga de

coordenadas (reparametriza¢do) que leva uma parametrizacao a outra.

De fato, como aj; € ps possuem o mesmo sinal, temos que ou as parametrizacdes
coincidem ou basta considerarmos a mudanga y — —y. Portanto, mostramos uma parte da
equivaléncia (para um dos casos). Por outro lado, suponha que exista uma isometria linear

¢ : Ny My — Ny, M, tal que ¢ (A, M) = A,,M,. Podemos escrever a matriz de ¢ como:

bi1 b1y bi3
B=1 by by by
b31 b3 b33

Comparando ¢ o 11 e 1, obtemos as seguintes equacoes:

c= bzzc

b= by + bbb
a=bya+brd
d =b33d

Uma vez que ¢ é uma isometria linear, a sua matriz B é ortogonal, ou seja, BB' = I, onde 5
denota a matriz identidade de ordem 3. Com mais essa condi¢do, by = b3 =0, b%z = b%3 =1le
babyz = 1.

Por fim, as condi¢des acima se reduzem a:

d==a, b==+b, é=+c,ed = =d,
onde os sinais coincidem, pois 0 mesmo ocorre com os de by, e b33. Finalmente, estendendo
linearmente ¢ de forma canénica para todo R*, verifica-se que ¢ o j>f(0) = j2g(0) e, conse-
quentemente, j2f(0) ~ j%g(0) via %% x €(4). Os outros casos sio completamente andlogos e

suas demonstracdes serdo omitidas. [

4.2 Propriedades geométricas de segunda ordem

Nesta secdo, o objetivo € apresentar aspectos da geometria de segunda ordem de superfi-

cies singulares de coposto 1 em R* no ponto singular. Para tanto, serdo apresentados conceitos
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de grande interesse, como os de dire¢des assintéticas, binormais e degeneradas, todos estes
relacionados com a geometria herdada da segunda forma fundamental. Associaremos a superficie
singular em R* uma superficie regular contida em R*. Isso é feito localmente, como explicado a

seguir.

Dada uma superficie regular N C R>, consideramos a superficie singular de coposto 1,

M em p, obtida pela projecdo de N em uma direcdo tangente, via aplicacao
ENCR> =M, x—E(x).

A superficie regular N C R’ pode ser tomada localmente como imagem de uma imersdo i : M —
N C R, onde M é a superficie regular tomada na construgiio anterior (4.1). Mais ainda, toda
superficie singular de coposto 1 em R* pode ser obtida como projecdo de uma superficie regular

contida em R> em uma dire¢io tangente.

A correspondéncia local dessas duas superficies possui uma consequéncia geométrica
muito importante: a superficie singular M C R* e a superficie regular N C R> possuem a mesma
segunda forma fundamental em p e &~!(p), respectivamente. Além do mais, tais como os pontos
de N sdo caracterizados de acordo com o posto da sua matriz da segunda forma fundamental,

podemos fazer o mesmo para os pontos singulares de M:

Definicao 4.14. Dada uma superficie singular de coposto 1, M em p € M, dizemos que p € M;

se 0 posto da matriz da segunda forma fundamentalde M em p€i,i=0,1,2,3.

Definicao 4.15. O espaco afim de menor dimensdo que contém a pardbola de curvatura é
denotado por <7 ff,. O plano denotado por E,, é o espaco vetorial tal que: € paralelo a <7 f f,,
se A, € uma pardbola ndo degenerada, o plano passando por p que contém <7 f f,, se A, € uma
semirreta ndo radial ou uma reta ndo radial e qualquer plano por p que contenha <7 ff, se A, é

uma semirreta radial, uma reta radial ou um ponto (Ver Figura 3).

Figura 3 — Os espacos <7 ff, € E,,.
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Lema 4.16. Seja p um ponto singular de coposto 1 da superficie M C R*. Sdo vilidas as

seguintes afirmacoes:

(i) Se A, € uma pardbola ndo degenerada, p € M, ou p € M3 de acordo com que <7 ff, = E,

ou ndo, respectivamente;

(i1) Se A, € uma semirreta ou uma reta, p € My ou p € M, de acordo com que A, € radial ou

nao, respectivamente;

(iii) Se A, € um ponto, p € My ou p € M de acordo com que A, € p ou ndo, respectivamente.

Demonstracdo. A demonstragdo segue de cdlculos imediatos utilizando as formas normais
apresentadas no Lema 4.11. Faremos aqui a prova do primeiro item. Suponha inicialmente
que A, seja uma pardbola ndo degenerada. Dessa forma, podemos parametrizar localmente
M por f(x,y) = (x,xy+ p(x,y), baox> + bi1xy + boay? + q(x,y),c20x> + r(x,y)), com by, > 0 e
D,q,r € ///23 A matriz da segunda forma fundamental de M em p € dada por

0 1 0
2byy b1 2bpo
2c0 0 0

e seu determinante é 4by,cy. Dessa forma, p € M3 se, e somente se, ¢yg # 0, uma vez que
by # 0. Note ainda que A, pode ser parametrizada por 1(y) = (0, 2y,2b2 +2b1; yabmy?,2¢20)
(ver Observagdo 4.6), de modo que </ ff, € o plano paralelo ao plano YZ passando pelo
ponto (0,0,0,2c20), enquanto que E,, € o préprio plano YZ. Portanto, p € M3 se, e somente se,

< ffp, # E,. A demonstragdo dos outros casos é completamente andloga e serd omitida. O

Seja S C R* a superficie regular obtida localmente pela projecio de N C R> pela aplicacio
p no quatro espago dado por Te-1 ()N @ E-YE ») (ver o diagrama a seguir).

A superficie regular S C R* serd chamada de superficie regular associada a superficie
singular de coposto 1, M C R* em p € M. O fato da superficie S C R* ser regular segue de que a
mesma é obtida pela projecio da superficie regular N C R> em um 4-espaco que contém o seu
plano tangente. Nio é tinica a superficie regular em R* associada a superficie singular de coposto
I,M Cc R*em p € M. No entanto, se S| e $7 s@o associadas a M em p, as suas geometrias de

segunda ordem coincidem, pois suas segundas formas fundamentais serdo equivalentes.



80 Capitulo 4. Superficies singulares em R*

Exemplo 4.17. Seja M C R* uma superficie singular de coposto 1 em p € M, localmente parame-
trizada por f(x,y) = (x, f2(x,¥), f3(x,), fs(x,¥)), com f; € .#3, parai = 2,3,4. Podemos tomar
a parametriza¢do f de modo que E), seja o plano dado pelos eixos coordenados Y Z. Isso pode ser
feito tomando f como uma das formas normais apresentadas no Lema 4.11. Considere também a
superficie regular N C R parametrizada localmente por i(x,y) = (x,y, f2(x,y), f3(x,¥), fa(x,)),
de modo que M é obtida via projecdo de N na dire¢do tangente (0, 1). Portanto, a superficie

regular S C R* associada é parametrizada localmente por (x,y) — (x,, f2(x,y), f3(x,y)).

Na Definicdo 4.15, quando um ponto p € M € um ponto de coposto 1 tal que p € M| UM,
vimos que o plano E;, ndo € unico. Consequentemente, a superficie regular S C R* associada a
superficie singular M C R* de coposto 1 também no & tinica. O préximo resultado nos mostra

que a geometria de segunda ordem de S ndo vai depender da escolha de E),.

Proposicao 4.18. Seja p € M UMj. A geometria de segunda ordem da superficie regular
associada S C R*, obtida como na construgio anterior, nio depende da escolha do plano E » C
NyM.

Demonstrag¢do. Suponha p € Mi, ou seja, A, € uma semirreta radial, uma reta radial ou um
ponto diferente de p. Podemos assumir sem perda de generalidade que A, esteja contida em
um dos eixos coordenados, a saber, o eixo Y. Sejam I'{,I; dois planos distintos passando
por p tais que A, C I'1,I;. Considerando a superficie regular N C R> como previamente,
obtemos as superficies regulares S;,S> C R*, dadas pela projecdo de N nos quatro espagos
Te-1(,)N® E-NIy) e Te-1(,)N® &~1(I'y), respectivamente. Tomando a parametrizagio local

de M em P dada por f(xvy) = (x,fz(x,y),f3(x,y),f4(x,y)) tal que f2 € %22 c f3af4 S %23’
podemos parametrizar localmente S e Sy por

g1(x,y) = (x,y, fo(x,y), a1 f2(x,y) + Bif3(x,y) + N fa(x,y))

32(x>y) = (xvyafZ(xvy)a (XZfZ(X,y) +B2f3(x7y) + ')’2f4(x,y)>,

respectivamente, com ¢, B, % € R, i = 1,2. Fazendo rotagdes na meta, podemos reescrever g| €

g» como

gl(x7y) = (x7Y7f2(x7y)+pl (xay)aql(xay)) eg2(x7y) = (x,y,fz(x,y) +P2(X>)’)7612(x7)’))7

respectivamente, com p;,q; € ///23, i = 1,2. Portanto, as segundas formas fundamentais de S
e S, sdo equivalentes por rotacOes na meta, ou seja, possuem a mesma geometria de segunda

ordem. O caso p € My € anélogo. L

As defini¢des de direcdes assintdticas e binormais apresentadas a seguir foram inspiradas
por aquelas dadas para superficies regulares em R* e para superficies singulares de coposto 1
em R3. Esses conceitos sio definidos usando a segunda forma fundamental e serdio também

caracterizadas em termos da pardbola de curvatura.
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Defini¢do 4.19. Uma dire¢do ndo nula u € T,M é chamada assintdtica de M em p se existe um

vetor ndo nulo v € E), tal que
Iy (u,v) = (I(u,v),v) =0, VYveTM.

Neste caso, dizemos que vV é uma direcdo binormal.

Um vetor qualquer v € N,M satisfazendo a condi¢do da defini¢do acima, IIy(u,v) =0,

€ chamado de direcdo degenerada.

Na Defini¢do 4.19, tomamos as dire¢cdes binormais como vetores pertencentes ao plano
E,. Dessa forma, essas dire¢des estdo bem definidas para pontos p € M3 UM, ou seja, em
pontos em que o plano E, € unico € ndo depende de uma escolha. Consequentemente, para
pontos p € M1 UM, é necessario mostrar que a definicdo de diregdes assintdticas e binormais

independe, em um certo sentido, da escolha de E,.

Lema 4.20. Quando p € M; UM, a escolha de E;, ndo muda o numero de dire¢des binormais.

Além disso, toda direcdo u € TqM ¢ assintdtica.

Demonstragdo. De fato, se A, € uma semirreta radial ou uma reta radial, as dire¢oes degeneradas
sdo aquelas do plano ortogonal a <7 ff,,. Escolhendo um plano qualquer do feixe de planos
contendo A, a interse¢dio desse plano com o plano ortogonal a &7 f f, nos dd uma direcdo
binormal. Quando A, € um ponto diferente de p, a situagdo € andloga: basta tomarmos a reta
passando por p e A, e a construgdo é como acima. No entanto, quando A, = {p} todas as
dire¢oes de E), sdo binormais para qualquer escolha de E,. Para a segunda parte, € suficiente
tomarmos vV € N,M tal que v € ortogonal a A, quando A, € uma semirreta radial ou uma reta

radial, ou v ortogonal a reta contendo p e A,, quando temos um ponto. [

Observacio 4.21. Podemos tomar o referencial ortonormal {v,v»,v3} de N,M tal que E, =
[Vi,»] e E; = [v3]. Dessa forma, podemos escrever N,M = E,, @Ej e a matriz da segunda

forma fundamental de M em p é dada por

lV] my, Ny,
le ng an )

lv, my, ny,
onde ly,;, my, e ny,, i = 1,2,3 sdo os coeficientes da segunda forma fundamental correspondentes

ao referencial ortonormal {vy, v,, v3}.

O proximo resultado fornece um critério para determinar se uma direcdo tangente

u € T,M é assintética ou ndo.
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Lema 4.22. Seja E, = [v}, V2] como na Observagdo 4.21. A dire¢do tangente ndo nula u =

(a,B) € T,M ¢ assintética se, e somente se,

B> —ap o

Demonstracdo. Considere a dire¢do tangente v = (@, B_) € TqM e a dire¢do normal ndo nula
vV =av) +bv, € E,. Note que ndo ha necessidade de uma componente na dire¢do v3, uma vez

que v € E, (ver Observacdo 4.21). Assim,

(u,v) =I(ad,+ Bdy,ad;+ Bdy)
= o 1(y, dy) + (af + Ba)I(y, dy) + BBII(dy,dy)

) II,(u,v) = (Il(u,v),av|+bv;)
=a(ll(w,v),vy) +b(II(u,v),v,)
:a[océc (B +Ba)my, + BPBny,]
+b[ —|—(O€ﬁ +Ba)mvz+ﬁﬁnvz]
Reescrevendo:

IIV(“;") = O_C[a(OClvl +BmV1) + b(OCle +ﬁmvz)]
+Bla(amy, + Bny,) + b(atmy, + Bny,)].

Para que u € TqM seja uma dire¢do assintdtica, precisamos mostrar que /7, (u,v) = 0. A dltima

igualdade precisa ser satisfeita para todo vetor v = (&, B) € TqM , entdo

((lel +ﬁmvl )a+ (OCIV2 +ﬁm\/2>b - 0
(amy, + Bny,)a+ (omy, + Bny,)b = 0.

Uma vez que a = b = 0 ndo € uma solugio, teremos mais solugdes se, e somente se,

det aly, +fmy, aly, +pmy, -0,
amy, + Bny, omy, + Bny,

ou seja,
a2<lV1mV2 — lyymy, ) + o (Ly,ny, — ly,ny,) + ﬁz(mvlnvZ —my,ny,) =0,

e essa dltima igualdade € equivalente ao determinante desejado. O]
A pardbola de curvatura A, pode ser parametrizada por
3 2
— Z(lvi + 2mvl~y+ ny,y >€i+1,
i=1

como vimos em (4.3). Dessa forma, cada pardmetro y € R corresponde a uma dire¢do tan-
gente unitdria u = dy +yd, = (1,y) € C,. Inspirados pela definicdo dada em (MARTINS;
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NUNO BALLESTEROS, 2015), vamos denotar por y., o parimetro correspondente 2 dire-
cdo tangente nula (segundo a pseudométrica definida pela primeira forma fundamental) dada por

u =9, = (0,1). Para cada possibilidade de pardbola de curvatura A, definimos 1 (ye):

(i) Quando A, é uma semirreta ou uma reta, 1(y.) = 1N'(y) =1n'(y)/In’(y)|. onde y > 0 ¢
qualquer pardmetro tal que n’(y) # 0;

(i) Quando A, é um ponto vV, N (¥e) = Ve ' (Ye) = 0;
(iii) Quando A, é uma parédbola ndo degenerada, 1 (ye) € 1’ (y-) ndo estdo definidos.

Lema 4.23. Uma dirego tangente em 7,M dada por um parmetro y € R U [y.] € assintotica se,
e somente se, (1 (y)) e m(N'(y)) sdo colineares (se eles estdo definidos), onde 7 : NyM — E, é

a proje¢do ortogonal candnica.
Demonstragdo. A prova serd dividida em dois casos.

(i) Considere inicialmente y € R. Por (4.3) e pela Observacao 4.21, temos

3
ny) =) (ly+ 2mv,y+nvy Ve 77 Z 2my, + 2ny,y) Vi,

i=1

Mw

I
_

i

nas condic¢des anteriores. Logo,

2
(v, +2myy+nyy*)vie 1(n'(y) = Y (2my, + 2nyy)vi
1 i=1

Mm

z(n(y)) =

i

e esses vetores sdo colineares se, e somente se, det(e, 7(1n(y)), T(n'(y)),v3) =

1 0 0 0
10 Ly, —i—2mv1y—l—nv1y2 Ly, +2vay—|—nva2 0
|o 2my, +2ny,y 2my, +2ny,y 0

0 0 0 1

= 2[(ZV1 my, — lemV1) + (lV1nV2 —ly,ny, )y + (mVInVZ — My, Ny, )yz]v

onde e = (1,0,0,0) € T,M. Uma vez que a igualdade é a mesma que aparece no Lema

4.22 parau = (1,y) € C,, o primeiro caso estd demonstrado.

(i) Por outro lado, quando y = yw, N(y) € N’(y) jé sdo colineares, se estiverem definidos.
Portanto, eles sdo colineares se, e somente se, A, € uma pardbola degenerada, o que €
equivalente a my, ny, — my,ny, = 0 (ver demonstra¢cdo do Teorema 4.9). Por fim, note que
a equagdo acima € obtida do Lema 4.22 com u = (0, 1). Ndo hd necessidade de projetar os
vetores em E,, pois <7 ff, C E,.

Concluimos assim a demonstracao. [
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Cada pardmetro y € R U [y..| correspondente a uma dire¢do assintdtica u € TqM também
serd chamado de direcdo assintdtica. Usando essa nomenclatura e o Lema 4.23 podemos
determinar o nimero de dire¢Oes assintéticas para cada tipo de parabola de curvatura A, (ver

Figura 4).

(1) Quando A, € uma pardbola ndo degenerada, temos 0, 1 ou 2 dire¢Oes assintdticas de-
pendendo da posigdo de p: “dentro”, sobre ou “fora” de 7(A,), respectivamente, onde

7 : N,M — E, € a projecdo ortogonal canOnica, como definida anteriormente;

(il) Quando A, é uma semirreta, temos 2 diregdes assintéticas {yy,y«}, onde n(yy) é o vértice

de A, se A, € ndo radial. Caso contrario, todas diregdes sdo assintéticas;

(ii1) Quando A, € uma reta, y.. € a Unica dire¢do assintética se a reta € ndo radial e se A, €

radial, toda direcao € assintotica;

(iv) Quando A, é um ponto, toda dire¢do y € RU [y.] € uma diregdo assintotica.

m(Ap)
r(n(s1)) m(4e) m(25)
m(n(y2))
p
. ~Tp \
Ay Ap ‘:‘:‘ A
A Ay .
nlyw) / A
/ N(Yoo) n(yoo) M(yoe) " (yeo)
p p P b v

Figura 4 — Dire¢des assintdticas para cada tipo de pardbola de curvatura.

Como consequéncia dos resultados anteriores, temos o seguinte:

Corolario 4.24. Uma dire¢do normal v € E, é uma dire¢do binormal se, e somente se, existe
uma dire¢do assintdtica y € RU [y.] tal que v é ortogonal ao subespago gerado pelos vetores

n(n(y)) e #(n'(y)), onde w : N,M — E,, é a projecdo ortogonal candnica.

Definicao 4.25. Dada uma dire¢do binormal v € E,, o hiperplano passando por p e ortogonal a

v é chamado de hiperplano osculador de M em p.

O ntmero de dire¢des binormais e de hiperplanos osculadores também depende do tipo

de parabola de curvatura. Utilizando o Corolario 4.24, podemos calcular esse nimero. Se A,
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¢ uma pardbola ndo degenerada, temos 0, 1 ou 2 direcdes binormais, uma para cada dire¢ao
assintética. Quando A, € uma semirreta, existem trés possibilidades: se A, € ndo radial, temos 2
dire¢des binormais. Caso contrario, temos uma se o vértice da parabola ndo € p (pois em E), s6
vai existir uma direcao ortogonal a direcdo assintética), e se o vértice € p, todas as direcdes sao
binormais pois toda dire¢@o de E), serd ortogonal a dire¢do nula. Quando A, € uma reta ou um
ponto diferente de p, temos uma diregdo binormal. Finalmente, se A, = {p} todas as direcdes

sdo binormais.

Definiciio 4.26. Dada uma superficie M C R* com uma singularidade de coposto 1 em p € M.
O ponto p é chamado:

(i) eliptico se nao ha dire¢des assintdticas em p;
(1) hiperbolico se ha duas dire¢des assintdticas em p;
(ii1) parabdlico se ha somente uma direcdo assintética em p;

(iv) inflexdo se ha infinitas dire¢des assintdticas em p.

Segue como consequéncia da Definicdo 4.26 e da contagem do ndmero de direcdes
assintdticas que p € um ponto parabdlico, hiperbdlico ou eliptico se, e somente se, p € M3z UM,;.

Além disso, p € um ponto de inflexdo se, e somente se, p € M| UM,.

O proximo resultado € o mais relevante desta se¢do. Ele nos garante que a geometria de
uma superficie singular M C R* de coposto 1 em p esta fortemente relacionada com a geometria

da sua superficie regular associada S C R* em po &~!(p), como definida previamente.

Teorema 4.27. Sejam M C R* uma superficie singular de coposto 1 em p € M e S C R* a sua
superficie regular associada.

(1) A direcao tangente u € TqM € uma direcdo assintotica de M em p se, e somente se, €

também uma direcdo assintética de S € R* em po &1 (p);

(ii) A diregdo v € NyM € uma dire¢do binormal de M em p se, e somente se, po EN(v) e
Npog—1(p)S € uma diregdo binormal de S em po E-1(p).

(iii)) O ponto p € M é um ponto eliptico/hiperbdlico/parabdlico/inflexdo se, e somente se,

po&~1(p) € S é um ponto eliptico/hiperblico/parabélico/inflexio, respectivamente.

Demonstragdo. O primeiro item segue diretamente do Teorema 2.23 e do Lema 4.22. O segundo
item € uma consequéncia do Coroldrio 2.30 e do Corolério 4.24. Note que neste item, ao contrario
do anterior, ndo temos necessariamente a mesma dierecao binormal para ambas as superficies.
Isso se da pelo fato de que no caso singular, para que uma direcdo seja binormal, além de ser
uma dire¢ao degenerada, ela deve pertencer ao plano E),. O terceiro item segue imediatamente

das defini¢des 4.26, 2.19 e do primeiro item deste teorema. [
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Em (KLOTZ; POP; RIEGER, 2007), os autores apresentam uma classificacdo dos
germes de aplicacdes «7-simples f : (R%,0) — (R*,0). A singularidade I;, k > 1, dada pela
o/ -forma normal (x,y) — (x,xy,y%,y***1) tem a seguinte propriedade: todo germe de aplicacio
o/ -equivalente a ele parametriza localmente uma superficie com uma singularidade de coposto
1 em R* tal que sua pardbola de curvatura é uma pardbola nio degenerada. Mais ainda, I; é a
unica singularidade com essa propriedade. Portanto, todo germe de aplicacio .o/ -equivalente a I

é %#* x 0(4)-equivalente 2 primeira forma normal do Lema 4.11.

Proposicdo 4.28. Considere a %#? x ¢(4)-forma normal da singularidade I, dada por f :
(RZ,O) — (R47 0) onde f(xay) = (X,Xy+p(X,y>,b20X2 + bllxy + b02y2 + CI(Xa)’)a 020x2 + r(x,y))
com by >0e p,q,r € //[23 (ver Lema 4.11). Entdo, a singularidade I € hiperbdlica, parabdlica

ou eliptica se, e somente se, by € positivo, zero ou negativo, respectivamente.

Demonstragdo. A pardbola de curvatura A, €, neste caso, uma parabola ndo degenerada que pode
ser parametrizada por 7 (y) = (0,2y,2b2 + 2b11y + 2bp2y?,2¢20) € E, é 0 plano YZ. Do Lema
4.23, y € R é uma diregdo assintética se, e somente se, 7(1(y)) and m(n’(y)) sdo colineares,
onde 7 : NyM — E), € a projecdo ortogonal canonica. Essa condi¢do € equivalente a seguinte

igualdade:
det(e, (n(y)), (0" (), €s) = 4(bo2y” — bao) =0,

onde T,M = [e;] e Elf = [e4]. Portanto, y € R é direcdo assintdtica se, e somente se, y =
+v/b20bo2 /bgz. Como by, > 0, teremos 0, 1 ou 2 diregdes assintdticas de acordo com que by é

negativo, zero ou positivo, respectivamente. ]

4.3 Curvatura umbilica

Podemos encontrar na literatura invariantes chamados curvatura umbilica. Podemos citar,
por exemplo, artigos sobre superficies regulares em R> (COSTA; MORAES; ROMERO FUSTER,
2009; IZUMIYA et al., 2016), onde podemos encontrar a Defini¢do 2.38. Além disso, esse
invariante também é recorrente em artigos que tratam de superficies singulares em R3 tais como
(MARTINS; NUNO BALLESTEROS, 2015; MARTINS; SAJI, 2016; MARTINS; SAJI, 2018).

Nestes, o encontraremos como na Defini¢do 3.6.

A definicdo que apresentaremos aqui se assemelha aquela dada para o caso de superficies
singulares de coposto 1 em R3, mas ao contrério do que foi feito 14, nosso invariante estara
definido para o caso em que a pardbola de curvatura A, € uma pardbola ndo degenerada. Ge-
ometricamente, esse invariante mede a distancia entre o ponto singular p e o subespago afim
< f fp, de modo muito parecido com a Defini¢do 2.38. Em nosso caso, esse serd um invariante
de segunda ordem da superficie, ou seja, esse invariante dependerd da geometria herdada da

segunda forma fundamental da superficie.
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Definicao 4.29. O nimero real ndo negativo

ku(p) =d(p, < ffp)

€ chamado de curvatura umbilica de M em p.

Seja {V1, V2, v3} um referencial ortonormal de N,M tal como o da Observacdo 4.21.

Podemos escrever
I(u,u) =11y, (n,u)v; + 11y, (n,u) v, + 11, (n,u)vs,

parau € C; C TqM. Se A, é uma pardbola ndo degenerada, /I(u,u) € A, C &/ ff,. Entdo
11y, (u,u) ndo depende de u a menos de sinal, ou seja, /1y, (u,u) nos diz somente sobre a posi¢ao
de A, em N,M (veja Observacdo 4.21). Se A, se degenera, a expressdo acima nao depende de
I1y,(u,u)v3, uma vez que A, C E,. Suponha, inicialmente, que A, ndo seja um ponto. A direco
assintética y.. estd bem definida e a direcao binormal associada V.., chamada direcdo binormal
infinita, é tal que {1N(y), Ve } € um referencial ortonormal positivamente orientado de E,. Se
A, é um ponto diferente de p, n(y) é constante e assim, tomamos o referencial ortonormal
positivamente orientado {v,n(y)/|n(y)|} de E, onde v é uma diregao binormal. Os referenciais
acima sdo chamados de referenciais adaptados de E, (veja Figura 5). Se A, = {p} ou uma
parabola ndo degenerada, entdo qualquer referencial positivamente orientado € considerado um

referencial adaptado.

Figura 5 — Referencial adaptado de E),.

Proposiciio 4.30. Seja {vi, V2, v3} um referencial ortonormal de N,M tal que {v{,V,} é um

referencial adaptado de E),. Entdo, para u € Cg,

(p) = IIy,(u,u)|, se A, énio degenerada
up IIy,(u,u)|, seA, ¢édegenerada

Demonstragdo. Se A, € uma parabola ndo degenerada,

d(p, [fp) = d(p,1ly;(u,0)) = [[lys(u,u)]
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para u € C,. Por outro lado, se A, é degenerada, II,,(u,u) = 0 uma vez que A, C E,. Além

disso, I1(u,u) ndo depende de /1y, (u,u)Vv,, para u € C,, a menos de sinal. Portanto,

d(padffp) = d(p7IIV2(u7u)) = |IIV2(u7u)’7

0 que conclui a prova. ]

Quando p € My, para cada escolha de E, temos um referencial adaptado diferente. No
entanto, nem a escolha de E),, ou a do referencial adaptado mudam a curvatura umbilica. De fato,
suponha que A, € uma semirreta radial ou uma reta radial. Sejam I'1,I'; C N,M planos passando
por p tais que A, C I'y,I'>. Considere os referenciais adaptados {1 (ye), VL} € {1 (v=), V2 } de

I'; e I', respectivamente. Uma vez que A, estd contida na reta dada pela direcdo 1 (y.),
11, (u,u) =112 (u,u) =0,

para todo u € C,. Além do mais, da Defini¢do 4.29, x,(p) = 0, pois p € & ff,. No caso em que

A, € um ponto diferente de p, a justificativa € andloga.

Os préximos dois coroldrios apresentam formulas explicitas para o cédlculo da curvatura

umbilica.

Corolario 4.31. Seja M C R* uma superficie de coposto 1 em p tal que A, € uma parabola ndo
degenerada e {v, v, v3} é um referencial ortonormal de N, »M tal como na Observagao 4.21.

Entao,
_ ‘IIV3 (u7 U) |

I(u,u)

Ku(p) = |proj,,n()| = [{(n(y), v3)I,

para todo u € TqM .

Demonstragcdo. Sejau € TqM uma direcao tangente qualquer. A primeira igualdade segue do
fato de que

u u
11 =, | —,— )| =1 Ku(p)-
| V3 (ll,ll)| |ll| ‘ V3 <|u|? |ll|) ‘ (ll,ll) I/l(p>

Dado que A, C & f f,, as duas ultimas igualdades seguem da defini¢do de curvatura umbilica.
[

Corolario 4.32. Se A, ¢ uma semirreta ou uma reta, k,(p) é o comprimento da projecdo de
A, na dire¢do dada por uma dire¢io binormal infinita. Consequentemente, temos as seguintes

férmulas:

_ exn'(y)xvs 1 e /
<u(p) = Kn(y), 1oL >\ — o ldede. ). 0). )

lex () x1'(w)
%lP) = i)

Y
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onde T,M = [e], EpL = [vs] e n’(y) # O (veja Figura 6). Mais ainda, para qualquer u € T,M e
{v1,v2,v3} referencial ortonormal de N,M tal que {v;,Vv,2} é um referencial adaptado de E,,

temos:

|11y, (u,u)|
Ku (P) = Iv(zu—u)
A
By
EP
p N(Yso)

T’
Ay ,/,/30 n(y)

Figura 6 — Curvatura umbilica x,(p).

A curvatura umbilica ndo depende da escolha do referencial adaptado, do referencial
ortonormal de N,M, da parametrizacao 7N da pardbola de curvatura e nem da escolha das co-
ordenadas locais de M. No entanto, ela depende da aplicacio g : M — R* de coposto 1 que
parametriza a superficie M. De fato, tome como exemplo a superficie localmente parametri-
zada por f(x,y) = (x,y%,y*,x?y). Sua curvatura umbilica é dada por &, (p) = 0. Por outro lado
Flx,y) = (x,(y* +x)%,(»* +x)3, (y* +x)?y) parametriza 0 mesmo conjunto de pontos, no entanto

%.(0) = 2.

Lema 4.33. Seja M C R* uma superficie singular de coposto 1 em p € M. Sio verdadeiras as

seguintes afirmacoes:

(i) Se A, é uma pardbola ndo degenerada, p € M3 se, e somente se, k(p) # 0;
(i1) Se A, € uma semirreta ou uma reta, p € M» se, e somente se, K, (p) #0;

(iii) Se A, é um ponto, p € M; se, e somente se, k,(p) # 0.

Demonstragcdo. A prova pode ser feita a partir de cédlculos imediatos utilizando o Lema 4.16.
Faremos a demonstracao do primeiro caso, uma vez que os outros sao andlogos. Para tanto,

utilizaremos a forma normal do Lema 4.11. Tomando a parametrizagao local

Fx,y) = (x,xy + p(x,y), baox® + b11xy + boay* 4 q(x,y), c20x* + r(x,y)),
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com p,q,r € //{23’ e boy # 0, a matriz da segunda forma fundamental de M em p é dada por

0 1 0
2byy b11 2bgo
2¢0 O 0

Logo, p € Mj se, e somente se, cg # 0, caso sontrdrio p € M,. O plano <7 ff,, € o plano paralelo
ao plano YZ passando por (0,0,0,2cy). Portanto, k,(p) = 2|ca0| € p € M3 se, e somente se,

Ku(p) # 0. O

4.4 Contato com hiperplanos

Valiosas informagdes geométricas de uma superficie podem ser obtidas através do estudo
de seu contato com hiperplanos. Tal contato é medido pelas singularidades da funcao altura,
definida da seguinte maneira: dada uma parametrizagio local f : (R?,0) — (R* 0) de uma
superficie singular M C R* de coposto 1 em p = (0,0,0,0) e v € S?, a fungdo altura de M é
dada por

hy: (R%,0) = (R,0), (x,y) — hy(x,y) = (f(x,5),v).

Lema 4.34. Sejam M C R* uma superficie de coposto lem peMe v € NpM um vetor ndo
nulo. As formas quadraticas 11, em p e 7 (hy)(p) sdo equivalentes, ou seja, existem sistemas

de coordenadas nos quais elas coincidem, onde .5 (hy)(p) denota a matriz Hessiana de A, em p.

Demonstragdo. Seja f: (R?,0) — (R* 0) uma parametrizagio local de M em p, dada por
F(x,y) = (x, £x,), f5(x,), fa(x,y)) com f; € A3, i =2,3,4. Podemos escrever, a menos de

termos de ordem maior ou igual a 3,

f Z alj-xy fS(Xy Z btjxy ef4xy Z Cz]xy

i+j=2 i+j=2 i+j=2
Além disso, seja v = (0,v2,v3,v4) € N,M. Logo, a fungdo altura é dada por
hy(x,y) = xvi + fo(x,y)va + f3(x,)v3 + fa(x,y)va
e a sua matriz Hessiana em p é

2(axova +baovz+caova)  anva+biivi+ciiva
ay vy +bivy+ciivs 2(a02V2+b02V3 +C02V4).

A (hy)(p) = (

Por outro lado, I, (u,u) = x*1,, + 2xymy + y*n,, parau = (x,y) € TqM, com

ly = {fux, V) = 2(a2ova2 + bagv3 +c20Va), my = (fry, V) = a11v2 +b11vs +ci1vs,
ny = (fyy, V) = 2(amnv2 +b02V3 +copva).
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Portanto, a matriz de /1, em p € dada por

2(azova + baovs + c2ova ay vy +briva+crivs
T ) = A h)(p).
aj vy +bivi+ciivs 2(6102V2+b02\)3 —|—002V4).
Concluimos assim a demonstragao. L]

O préoximo resultado € o mais importante desta se¢do. Nele sdo apresentados crité-
rios geométricos para que a funcao altura possua singularidade do tipo A; (Morse) ou mais

degenerada.

Teorema 4.35. Seja M C R* uma superficie de coposto 1 em p € M. A funcio altura h, é

singular em p se, e somente se, vV € NyM. Além disso, sdo verdadeiras as seguintes afirmagdes:

(i) Assuma que A, ndo € um ponto. Assim, /2, tem uma singularidade degenerada (ndo Morse)

em p se, e somente se, vV € uma dire¢do degenerada.

e Quando A, € uma pardbola nio degenerada, /, tem uma singularidade de coposto 2

em p se, € somente se, V € E[} e k,(p) =0.

e Quando A, é uma semirreta ou uma reta, temos duas possibilidades: se x,(p) # 0, a
Unica direcdo tal que sy tem uma singularidade de coposto 2 em p € dada por E pL.
No entanto, se k,(p) = 0, h, tem uma singularidade de coposto 2 em p para todas as
direcdes em <7 f pr;

(i1) Assuma agora que A, € um ponto. Neste caso, 4y tem uma singularidade degenerada em p
para todo v € N,M. Mais ainda, se k,(p) # 0, hy tem uma singularidade de coposto 2 em
p para todas as dire¢cdes no plano ortogonal a reta passando por p e que contém A,,. Se
k.(p) = 0 a singularidade ¢ de coposto 2 para todo v € N,M.

Demonstragdo. Tome f : (R?,0) — (R* 0) uma parametrizagio local de M em p, dada por

f(xay) - (x7f2(x7y>7f3(xvy>7f4(xvy)) COlTlfi € %22’ = 25374' Dado um vetor v = (V],VQ,V3,V4),
a fungdo altura de M na direcdo de v € dada por:

hy(x,y) = xvi + fo(x,y)va + f3(x,y)v3 + fa(x,y)va,

e consequentemente, Ay € singular na origem se, e somente se vi = (. Geometricamente, isso é
equivalente a dizer que v € N,M. Suponha que A, € uma pardbola ndo degenerada e tome uma

parametrizacdo local dada pela forma normal dada no Lema 4.11, ou seja,

f(xuy) - (x»x)"i‘l’(xy)’)abzoxz+b11x)’+b02y2+Q(x»)’)aC20X2+r<x7)’))7

de modo que byy >0 e p,q,r € //123’ A segunda forma fundamental de M em p na direcao
V= (O,Vz,V3,V4) S NpM ¢ dada por

Iy (u,v) = ((0, 1 B2 + a1, 2b200 0 + b11 (04 B2 + 02 B1) +2b02 B1 B2, 22001 02), V),
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onde u= (ay,B1),v= (0, B:) € T,M. Dessa forma, v é uma dire¢do degenerada se, e somente se,

II,(u,v) =0 paratodo v € TqM, o que € equivalente a vo = —by vz + 2\/b20b02v§ + bopcooVvivs.
Por outro lado, a funcdo altura é dada por

hy(x,y) = (xy+ p(x,3))v2 + (b20x” + b11xy + booy” + q(x,))v3 + (205" + q(x,y) )va,
e a sua matriz Hessiana em p € a matriz

H(hy)(p) = ( 2(byov3 +co0va) V2 +bi1vs ) |

vo+b11v3 2byrvs.

Logo, hy tem uma singularidade degenerada (ndo Morse) em p se, e somente se, det(77 (hy)(p)) =

0, ou de modo equivalente, vo) = —by1v3 * 2\/ bzobozv% ~+ bopcaovivs. A matriz Hessiana se anula
se, € somente se, V € Elf e k,(p) =0, uma vez que EpL = [v4] e K,(p) = 2|c20|. Quando A, é
uma semirreta ou uma reta, a demonstrac¢ao € analoga. Por fim, quando A, € um ponto, usando
novamente a parametriza¢ao local dada pela forma normal do Lema 4.11, A, pode ser para-
metrizada por 1(y) = (0,0,2b70,0), a curvatura umbilica é dada por k,(p) = 2|by| e a fungédo
altura por hy(x,y) = p(x,y)va + (b2ox* + q(x,y))v3 + r(x,y)va, com p,q,r € M;. Assim, hy se
degenera para todo v € N,M pois

2b20V3 0

FC(h = .
() (p) ( o
Além disso, hy tem singularidade de coposto 2 se, e somente se, k,(p)v3 = 0. Portanto, se
K.(p) # 0, temos v3 = 0 e para todo v ortogonal ao vetor (0,0, 2b7¢,0), isto é, v ortogonal ao
plano por p contendo A, iy tem uma singularidade de coposto 2. Se x,(p) = 0, hy tem uma

singularidade de coposto 2 em p para todo v € N,M. L

Como consequéncia do Teorema 4.35 podemos dizer que o subconjunto das dire¢des
degeneradas v € N,M de uma superficie singular de coposto 1, M C R*, em p € M é exatamente

o subconjunto de dire¢des degeneradas da func¢do altura h,,.

Defini¢io 4.36. O subconjunto das dire¢des normais v € N,M tais que a fungdo altura &, possui

singularidade degenerada é denotado por ¢, C N,M.

Esse subconjunto, 6, C N,M, é um cone que pode se degenerar. Além disso, segue
da Definicdo 4.19 que as dire¢Ges binormais de M em p s@o obtidas pela intersecao do cone
de dire¢des degeneradas, €,, com o plano E,. Essa é uma diferenca fundamental da nogao de
direcdo binormal de uma superficie regular em R> e a nogdo aqui apresentada para superficies
de coposto 1 em R*. No primeiro caso, como vimos na Definicdo 2.41, um vetor normal v é
uma direc¢do binormal se a correspondente funcdo altura A, tem uma singularidade do tipo A3
ou mais degenerada. Por outro lado, no nosso caso, para que uma dire¢cdo normal Vv seja uma

dire¢do binormal, ela precisa pertencer a interse¢do de 6, e E,,.
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Concluimos assim, que a defini¢do que apresentamos de direcao binormal (e também de
direcdo assintdtica) estd fortemente relacionada com a geometria de segunda ordem da superficie,
de modo que essas definicdes e, consequentemente, os resultados que as seguem aproximam a
geometria de uma superficie singular de coposto 1 em R* com aquela de sua superficie regular

associada em R*, o que é corroborado pelo Teorema 4.27.

Corolario 4.37. Sejau € TqM uma direc@o assintdtica dada pelo pardmetro y € RU [y.]. Entdo,
o cone cuja base é a pardbola de curvatura é perpendicular ao cone %, de direcdes degeneradas

em p.

Demonstracdo. A direcdo tangente u € TqM € uma direcdo assintética dada pelo parametro
y € RU [y«] se, e somente se, existe uma dire¢do binormal v € ¢, N E), tal que para todos os
vetores tangentes v € TqM s

IIy(u,v) = (II(u,v),v) =0.

Em particular, para v = u, isso significa que (1(y), v) = 0. Em outras palavras, a reta dada por
n(y) e p (contida no cone cuja base é A,) é perpendicular ao cone ¢, das dire¢des degeneradas.
O

Corolario 4.38. Seja M C R* uma superficie como no Teorema 4.35. Um hiperplano tem um
contato degenerado com M em p se, e somente se, € ortogonal a uma dire¢cdo degenerada

v € N,M. Em particular, se v € uma dire¢do binormal, o hiperplano € um hiperplano osculador.

Demonstragcdo. A prova desta afirmacdo segue imediatamente do Teorema 4.35 e da Defini¢ao
4.25. O

Observacao 4.39. Vamos citar aqui algumas perguntas ainda ndo respondidas relacionadas ao
assunto deste capitulo. Em (MARAR; NUNO BALLESTEROS, 2014), os autores estudam
germes de aplicagdo f : (C2,0) — (C3,0) de coposto 1. Formas normais de tais germes de
aplicacdo dadas por f(x,y) = (x,p(x,y),q(x,y)) sugerem que em alguns casos estes germes
podem ser vistos como desdobramentos a 1-pardmetro de curvas planas % = (p(x,y),q(x,y)).
E mostrado que se uma dada condicdo de generecidade é cumprida, a curva 7, chamada de
fatia transversal, contém informacdes sobre a geometria do germe f. J4 em (GIBSON; HOBBS,
1993), sao classificados os germes de curvas espaciais de .<7-codimensao menor ou igual a 11.
Uma questio que se coloca é o estudo dos germes de aplicacio (R?,0) — (R*,0) de coposto 1
vistos como desdobramentos a 1-parametro de curvas espaciais, aplicando a mesma técnica de
Marar e Nuiio Ballesteros e utilizar as informacdes e propriedades de curvas obtidas no trabalho
de Gibson e Hobbs.

Podemos destacar também como um problema a ser considerado, o estudo das projecdes
de superficies singulares de coposto 1 em R* em superficies singulares em R>. Nosso interesse
é comparar as informagdes geométricas da superficie em R* com as de sua projecio através

do estudo das singularidades de projecdes genéricas que podem ser parametrizadas por S° e
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que também podem ser vistas como desdobramentos versais de uma projecdo com uma certa
singularidade. Além disso, € importante determinaros diagramas de bifurcacio obtidos através

da variacdo da diregdo de projecio no espaco de parimetros dado pela esfera S°.

Considere, por exemplo, a singularidade /; apresentada em (KLOTZ; POP; RIEGER,
2007), dada pela .7 -forma normal (x,y) — (x,xy,y?,y*). Tomando coordenadas XY ZW em R*, a
projecao da superficie singular M localmente parametrizada por /; no 3-espaco XY Z parametriza
localmente um cross-cap, enquanto a projecao em XZW € um cuspidal edge, ambas superficies
singulares de coposto 1 em R3. Uma pergunta natural que surge é se existe uma relacio entre as

geometrias desses objetos e de que maneira elas se relacionam.

Algumas outras perguntas também se colocam de forma natural. Pode-se perguntar se
os métodos até entdo empregados podem ser utilizados no estudo de superficies singulares de
coposto 1 em R”, n > 4. Além disso, o caso de superficies de coposto 2 em R”, n > 3, ainda ndo

foi investigado. Por fim, temos também o estudo global de superficies de coposto 1 em R*,
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CAPITULO

GEOMETRIA PLANA DA SINGULARIDADE [,

Neste capitulo estudamos o contato com hiperplanos da superficie singular de coposto 1,
M C R*, localmente parametrizada pela singularidade I;, dada pela .<7-forma normal (x,y)
(x, xy, y2, y3). Esta singularidade € listada em (KLOTZ; POP; RIEGER, 2007), onde os autores
classificam todos os germes .7 -simples (R?,0) — (R*,0) (ver Tabela 4). Este germe, faz parte
de uma familia bastante especial: a familia /, dada por

(x,) = (x,x0, %,y ), k> 1,

e que se destaca por ser a Unica familia cuja parabola de curvatura no ponto singular € uma
pardbola ndo degenerada. Mesmo dentro dessa familia, o germe /; se destaca ainda mais, uma vez
que visto localmente como uma proje¢ao singular em uma dire¢do tangente de uma superficie
regular imersa em R> (em determinados pontos especiais), ela distingue direcdes assintéticas,

como visto na Proposicdo 2.43.

Podemos sintetizar o modus operandi da seguinte maneira: primeiramente, dada uma
superficie singular de coposto 1 em R*, cuja parametrizacio local é .o -equivalente 2 singulari-
dade Iy, classificamos submersdes (R*,0) — (R,0) via mudancas de coordenadas na fonte que

preservam a superficie modelo X parametrizada por /; (Teorema 5.9).

Estudamos as singularidades da fun¢do altura de uma superficie singular cuja parame-
trizagcdo € dada por uma forma normal geral obtida por mudangas de coordenadas na fonte que
preservam a geometria de segunda ordem e isometrias na meta (Teorema 5.10). Essas singu-
laridades sdo modeladas por aquelas encontradas nas submersoes classificadas anteriormente.

Finalmente, apresentamos critérios geométricos para cada tipo de singularidade da fung¢ao altura.

Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados no artigo (BENEDINI RIUL;
OSET SINHA, 2018).

Tal como definimos no Capitulo 2, o anel local de germes de fungoes f: (R”,0) — R sera

denotado por &, e seu ideal maximal por .#,. Seja (X,0) C (R”,0) um germe de subvariedade
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reduzida de R" na origem definido pelo ideal I de &,.

Definicéo 5.1. Dizemos que um difeomorfismo & : (R”,0) — (R",0) preserva X se (k(X,0)) =

(X,0). O grupo formado por tais difeomorfismos é um subgrupo do grupo % e é denotado por

Z(X).

O grupo Z(X) é um dos “subgrupos geométricos” de Damon do grupo .# . Desta forma,
os métodos de Teoria de Singularidades se aplicam ao estudo da acdo de Z(X) no anel &,.
Este subgrupo € amplamente estudado em (BRUCE; ROBERTS, 1988; DAMON, 1988). Para
classificarmos submersdes (R*,0) — (IR,0) via acdo do grupo Z(X) precisaremos de defini¢es
e resultados para tal grupo, como determinacao finita, trivialidade e uma versao do Teorema
da Transversal Completa. Apresentaremos no decorrer deste capitulo os resultados necessarios
para nosso estudo. Muito embora ndo demonstraremos tais resultados, deixaremos indicadas

referéncias em que o leitor possa encontrar as provas, se assim o desejar.

Considere a ./-forma normal da singularidade Iy, dada por f(x,y) = (x,xy,y*,y*). Nosso
objetivo é classificar germes de submersdes g : (R*,0) — (IR, 0) através da Z(X)-equivaléncia,
onde X = f (]RZ,O) € nossa superficie modelo. O ideal I <1 &4 de polindmios irredutiveis que

definem a superficie modelo X € dado por:

I=(Y?—X%Z, W? -7 XW —YZ, YW — XZ?).

Utilizamos o software Singular para encontrar o ideal /. Descrevemos na Tabela 6 o
algoritmo utilizado para encontra-las. Para descrevé-lo, consideramos A o anel & nas varidveis

X,y,z e w (na meta) e o anel B representa &> nas varidveis x e y (na fonte). Além disso, um germe

f édado por f = (f1, /2,3, f4).

Tabela 6 — Algoritmo para a obtencdo do ideal gerador de X.

>ring A=0, (x,y,z,w), ds;
>ring B=0, (x,y), ds;
>map f=A,f1,f,,f3,f4;
>setring A;

>ideal I=kernel(B,f);

>1;

Denotamos por ®(X) o &3-médulo de campos de vetores tangentes a superficie modelo
X. Na literatura, alguns textos também denotam tal médulo por Derlog(X). Uma vez que tais

campos sdo tangentes, temos que
EcOX) < En(x) =dh(E(x)) el, Vhel

A justificativa para essa afirmacdo pode ser encontrada em (BRUCE; WEST, 1998).
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Proposicao 5.2. Seja X a superficie modelo dada pela .o/ -forma normal da singularidade 7;. O

&4-médulo de campos de vetores tangentes O(X) é gerado por:

£ =X +Yay, 62_X29+2Y ) +3XZ 5,

_ 0 J _ J J 2 0
55_28—X+W8—Y, Es=XZ 2 +2W 2L +322 2,
=W +22 2, &= (Y2 —X%2) 2,
Eg=(YZ— XW)aW, glo_xwgy+222 +SZW8W,
En = (YW -XZ2) 5, Ep=(W2—2%) 2,

Demonstragdo. Para facilitar a nota¢do, escrevemos (X,Y,Z,W) = (X;,X,X3,Xs4). Estamos
procurando por campos de vetores & = Zle élaix em R* tais que para cada j = 1,...,4 existem

fungdes o (X, . ..,X4) satisfazendo

4 ahj 4
i; 5ia—xi = l; o;h;

Considere, para j = 1,...,4, a aplicagido ®; : @@48 — R dada por

4 8h] 4
a) = ; éi(?_Xi - ; o;h;,

onde & = (&,...,&) €& e a=(a,...,a4) € &;. Seja A; = ker®;. Tome 7 : & — & a
projecdo candnica dada por (&, o) = § e seja Bj = w(A). Dessa forma,

4
— ﬂB]
j=1

Para obter A}, utilizamos syzygies no software Singular, como ilustramos nas Figuras
7, 8,9 e 10. A Figura 11 mostra como obtemos, utilizando o Singular, os conjuntos B; e
consequentemente os vetores do &;-moédulo de campos de vetores tangentes a superficie modelo
X. Pode-se checar que um campo de vetores obtido por este método € levantavel, isto €, existe

um campo de vetores 1 em R? tal que dh(n) = & oh, e que portanto, é tangente 2 X.

]

A ideia para a classificacdo de germes de funcdes analiticas g : (R*,0) — (IR,0) através
da Z(X)-equivaléncia é utilizar generaliza¢des dos resultados cléssicos relacionados ao grupo

2, que pode ser visto como o caso particular em que X = {0}. Uma vez que o subgrupo Z(X)
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SINGULAR / Development
A& Computer Algebra System for Polynomial Computations ! version 4.1.1
B
by: W. Decker, G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann Y Feb 2818
FE Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern Y

ring A=8, (x,y,z,w), ds;

poly hl=y2-x2z;

poly h2=w2-z3;

poly h3=xw-yz;

poly hd=yw-xz2:

ideal I1=diff(h1,x),diff(h1,y),diff(h1,z),diff(h1,w), h1,h2, h3, h4;
module M1=syz(I1);

M1

M1[1]=2*gen(8)-z*gen(1)-wxgen(2)
M1[2]=2#gen(5)-y*gen(2)-2z+gen(3)
M1[2]=gen(4)
M1[4]=2x*gen(7)+2w*gen(3)+xz*gen(2)
M1[5]=2x#*gen(6)-2wrgen(7)-z2*gen(1)-zw*gen(2)
M1[6]=x#*gen(1)-2z*gen(3)
M1[7]1=2y#*gen(7)+yz*gen(2)-xw*gen(2)
M1[&]=2y*gen(6)-w2#gen(2)+z3+%gen(2)
M1[9]=2y*gen(3)+x2*gen(2)
M1[18]=y*gen(1)+xz*gen(2)

M1[11]=2z*gen(7 )+w#gen(1)+z2+%gen(2)

=

LR U

Figura 7 — Célculo de O(X) utilizando o software Singular - Parte 1.

> ideal I2=diff(h2,x),diff(h2,y), diff(h2,z), diff(h2,w),h1,h2,h3, h4;
= module M2Z=syz(IZ),

> M2

M2[1]=6%gen(8)-2x*gen(3)-3y*gen(4)
M2[2]=6%gen(6)-2z*gen(3)-3w*gen(4)

M2[3]=gen(2)

M2[4]=gen(1)
M2[5]=6y*gen(7)+6z#gen(5)-2x2+gen(3)-3xy*gen(4)
M2[6]=2y*gen(3)-6z*gen(7)+3xz*gen(4)
M2[7]=2w*gen(7)+yz*gen(4)-xw*gen(4)
M2[8]=2wxgen(5)-y2*gen(4)+x2z*gen(4)
M2[9]=2w*gen(3)+3z2+gen(4)

o

Figura 8 — Calculo de ®(X) utilizando o software Singular - Parte 2.

€ um dos “subgrupos geométricos” de Damon do grupo %', existem versdes dos teoremas de
desdobramentos e determinacgdo finita para este subgrupo. Nesta classificacdo, as 6rbitas sio
obtidas através de um processo indutivo no nivel dos jatos e 0 Método da Transversal Completa

€ também adaptado para essa ac¢ao.

Definimos o &-médulo ©1(X) = {§ € ®(X); j'& = 0}. Consequentemente, pela Pro-
posicdo 5.2,

©1(X) = A4{81,..., &1} +E4{8s, ..., 813}
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> ideal I3=diff(h3,x),diff(h3,y),diff(h3,z),diff(h3,w), h1,h2, h3, h4:
= module M3=syz(I3):

> M3
M3[1]=gen(8)+w*gen(3)+z2*gen(4)
M3[2]=gen(7)-z*gen(3)-wrgen(4)
M3[3]=gen(6)-wxgen(1)-z2*gen(2)
M3[4]=gen(5)+y*gen(3)+xz*gen(4)
M3[5]=x*gen(3)+y*gen(4)
M3[6]=x*gen(2)+z*gen(4)
M3[7]=x#gen(1)-w*gen(4)
M3[8]=y*gen(2)-z*gen(3)
M3[9]=y#gen(1)+w*gen(3)
M3[1@]=z#gen(1)+wrgen(2)

=1

Figura 9 — Calculo de ®(X) utilizando o software Singular - Parte 3.

> ideal I4=diff(h4,x),diff(h4,y),diff(h4,z),diff(h4,w), h1,h2, h3, h4:
= module Md=syz(I4);

> M4;
M4[1]=2%gen(8)-z*gen(3)-2wxgen(4)
M4[2]=gen(7)-x*gen{2)+z*gen(4)
M4[3]=gen(6)-z*gen(1)-wrgen(2)
M4[4]=2#gen(5)-x*gen(3)-2y*gen(4)
M4[5]=2x#*gen(1)-z*gen(3)
M4[6]=y*gen(3)+2xz*gen(4)
M4[7]=y*gen(2)-w*gen(4)
Ma[&]=y*gen(1)+z2+*gen(4)
M4[9]=wrgen(3)+2xz*gen(2)
M4[18]=w*gen(1)+z2+*gen(2)

=1

Figura 10 — Calculo de ®(X) utilizando o software Singular - Parte 4.

Temos também o subgrupo
Zi(X) = {he Z(X); j'h(0) = 1d},

em que /d denota a identidade. Para cada f € &4, O(X)- f ={&(f) : £ € ©(X)}. Uma defini¢do

similar é feita para @ (X) - f. Além disso, definimos os espacos tangentes as % (X)-6rbitas de f:
L#Z\(X) - f = O1(X) - f, LEZ(X) - f = LZ(X) - [ = O(X) - f-

A tltima igualdade acima ocorre porque todos os elementos de ®(X) se anulam na origem.
A Z(X)-codimensao € dada por d(f,# (X)) = dimg(&4/LZ(X) - f).

Os préximos resultados que enunciaremos sdo auxiliares para a demonstragio da Z(X)-
classificagdo de germes de funcdes e sdo vélidos para qualquer subvariedade reduzida X. O
primeiro resultado que apresentamos é uma versio adaptada para o grupo Z(X) do Método da

Transversal Completa.
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= module N1=-z*gen(1)-w*gen{2),-y*gen{2)-2z*gen({3),gen(4),2w*gen(3)+xz*gen(2),-z
2%gen(1)-zw*gen(2), x*gen(1)-2z*gen(3),yz*gen(2)-xw*gen(2),-w2*gen(2)+z3*gen(2),62
yxgen(3)+x2%gen(2), y*gen(1)+xz*gen(2),wkgen(1)+z2*gen(2);

> module N2=-2x#*gen(3)-3y*gen({4),-2z*gen(3)-3w*gen(4),gen(2),gen(1),-2x2*gen(3)-
3xy*gen(4),2y*gen(3)+3xz*gen(4d),yz*gen(d)-xwrgen(4), -y2#xgen(4)+x2z*gen(d), 2wxgen
(3)+3z2%*gen(4) ;

= module WN3=w#gen(3)+z2%gen(4),-z*gen(3)-w*gen(4),-w*gen(1)-z2*gen(2),y*gen(3)+x
zxgen(4), x*gen(3)+y*gen(4), x*gen{2)+z*xgen({4), x*gen({1)-wigen({4),K y*gen{2)-z#gen(3)
 y*gen(1)+wxgen(3), z*gen(1)+wxgen(2);

> module N4=-z#gen(3)-2wxgen(4),-x*gen(2)+z*gen(4), -z*gen(1)-w*gen(2),-x*gen(3)-
2yxgen(4),2x*gen(1)-z*xgen(3),y*gen(3)+2xz*xgen({4), y*gen(2)-wxgen({4), y*gen(1)+z2%g
en(4),wtgen(3)+2xz+*gen(2),w*gen(1)+z2*gen(2) ;

= intersect(N1,N2, N3 N4);

_[1]=x*gen(1)+y*gen(2)

_[2]=2y#gen(3)+x2*gen(2)+3xz*gen(4)

_[3]=y*gen(2)+2z*gen(3)+3wxgen(4)

_[4]=y*gen(1)+xz*gen(2)

_[5]=z*gen(1)+w*gen(2)

_[6]=2wxgen(3)+xzxgen(2)+3z2=gen(4)

_[7]=w#gen(1)+z2%gen(2)

_[&l=y2#gen(4)-x2z*gen(4)

_[9]=yz*gen(4)-xwxgen(4)

_[18]=2z2%gen(3)+xw#gen(2)+3zwrgen(4)

_[11]=yw=gen(4)-xz2*gen(4)

_[12]=w2*gen(4)-z3*gen(4)

_[13]=w2#gen(2)-z3+gen(2)

=3

Figura 11 — Calculo de ®(X) utilizando o software Singular - Parte 5.

Proposicao 5.3. (BRUCE; WEST, 1998, p. 26) Seja f : (R",0) — (R,0) um germe suave e

hi,...,h, polindbmios homogéneos de grau k + 1 satisfazendo a seguinte propriedade:
MV LB (X) fFAR ARy, by A

Entio, qualquer germe g tal que j*£(0) = j*g(0) é %) (X)-equivalente a um germe da forma
f+ Y uihi+ ¢, onde ¢ € .#52. O subespago vetorial R - {hy,...,h,} é chamado de (k+
1)-Z% (X)-transversal completa de f.

Definicio 5.4. Um germe de funcdo f : (R"”,0) — (R,0) é k-Z(X)-determinado se todos os

germes de fungdes tais que possuem o mesmo k-jato que f sdo Z(X)-equivalentes ao germe f.

Corolario 5.5. (BRUCE; WEST, 1998, p. 28) Sao verdadeiras as seguintes afirmacdes:

(i) Se L% (X) -f+///f+2 D j/f“, entdo f € k-Z(X)-determinado;

(ii) Se todo campo de vetor em @(X) se anula na origem e ©(X) - f +.#; % O .4}, entdo f
é (k+1)-Z(X)-determinado.

Defini¢do 5.6. Um germe suave de uma familia de fun¢des a 1-pardmetro F : (R" x R, (0,0)) —
(R,0) tal que F(0,¢) = 0 para valores pequenos de ¢ é chamada k-Z(X)-trivial se existe um
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germe de uma familia a 1-pardmetro de difeomorfismos H : (R” x R, (0,0)) — (R",0), com H;
preservando X, tal que H(x,0) = x, H(0,7) = 0 (para valores de 7 pequenos) e F(H (x,t),t) =
F(x,0) + w(x,t) para algum germe de aplicacdo W € .Z*t! C &,,1. Se w =0, entdo F é
chamada Z (X)-trivial.

Temos o seguinte critério de trivialidade.

Proposicao 5.7. (BRUCE; WEST, 1998, p. 25) Seja F : (R" xR, (0,0)) — (R,0) uma familia su-
ave de fungdes tais que F(0,7) = 0 para  suficientemente pequeno. Além disso, sejam &,...,&,

campos de vetores em O(X) que se anulam na origem. Entéo, a familia F é k-Z(X)-trivial se

oF
57 € (G1(F), .., &p(F)) + 2ty C .

Duas familias de germes de fungdes F € G : (R" x R%,(0,0)) — (R,0) sdo P — Z ™" (X)-
equivalentes se existe um germe de difeomorfismo ¥ : (R” x R% (0,0)) — (R" x R*,(0,0))
preservando (X x R“,(0,0)) dado na forma ¥ (x,u) = (a(x,u), y(u)) e um germe ¢ : (R*,0) - R
tal que G(x,u) = F(W(x,u)) + c(u).

Uma familia F é chamada uma % (X)-deformacdo versal de Fy(x) = F(x,0) se qualquer
outra deformagdo G de Fy puder ser escrita na forma G(x,u) = F(W(x,u)) + c(u) para germes de

aplicacao suaves W e ¢ como acima, com ¥ ndo necessariamente um germe de difeomorfismo.

Proposicao 5.8. (BRUCE; WEST, 1998, p. 24) Uma deformagio F : (R" x R%,(0,0)) — (R,0)

de um germe de fungdo f é Z*(X)-versal se, e somente se,
LZ,(X)- f+R- {1,F1,.. ,Fa} = &y,

onde Fi(x) = £ (x,0).

Podemos agora aplicar os resultados anteriores para demonstrar o préximo teorema. Aqui
tomaremos o caso particular de n = 4, e como vimos na Proposicao 5.2, todos os campos de

vetores tangentes a nossa superfice modelo X se anulam na origem.

Teorema 5.9. Seja X o germe da .o -superficie modelo localmente parametrizada por f(x,y) =
(x,xy,¥%,y?). Nestas condi¢des, qualquer germe de submersio Z(X)-finitamente determinado
em .4 com Z(X)-codimensdo < 3 é Z(X)-equivalente a algum dos germes listados na Tabela
7.

Demonstracdo. Nesta demonstra¢do consideraremos os campos &, ..., &3 dados como na
Proposic¢do 5.2. Além disso, as mudancgas de coordenadas lineares em % (X) obtidas a partir da
integracdo dos 1-jatos dos campos vetoriais em O(X) sdo as listadas abaixo, n; comi=1,...,7.

A mudanga ng ndo é obtida de integracao de 1-jatos do Derlog, mas também preserva a superficie
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Tabela 7 — Germes de submersdo em .#4 com % (X)-codimension < 3.

Forma normal d(f,# (X)) Z%(X)-deformacéo versal

X 0 X

+7 + X2 1 +Z+X2+a1X

+7+ X3 2 +7Z+ X3+ a1 X +arX?
+7Z+X*4 3 +7Z+ X3+ a1 X +arX? +azX?
Y 2 Y4+ a1 X +arZ

+W + X2 3 +W X2+ a1 X +arY +azZ

modelo:

i = (e%X,e%Y,Z,W), o € R,

N3 = (X,e%Y,e*%Z,3%W), a € R,
ns=X+aZ,Y+aW,Z,W), a #0,
m=X+aW,Y,Z,W), a+#0,

m=X,Y,Z+aY,W), o #0,
m=X+aY,Y,Z,W), o #0,
Ne= X,Y,Z4+aW,W), a #0,
ng = (—X,-Y,Z,W).

Considere um 1-jato ndo nulo dado por g = aX + bY + cZ +dW. Aqui, a notagdo ~" significa

2 (X)-equivaléncia via mudanga de coordenadas 1;, i = 1,...,8.
e Se a # 0, temos:
aX +bY +cZ+dW ~M aX +cZ+dW
~Ts 0 aX +dW
~M ax
~M X
~Ms X
e Sea=0ec#0:
bY +cZ+dW ~M cZ+dW
Nnﬁ CZ
~ 47,
e Sea=c=0eb#0
bY +dwW ~"5 pY
~M 4y
~8y.
e Porfim,sea=b=c=0e¢ed+#0, temos:
dw ~M +W

Portanto, as quatro possibilidades para o 1-jato de g sdo: X, +Z,Y e £W.

Vamos analisar separadamente cada uma das quatro possibilidades. Em cada caso, vamos calcular

a transversal completa, formas normais finitamente determinadas e a Z(X)-codimensao dessas

formas normais. No entanto, a classificagdo serd feita para germes com % (X)-codimensdo menor

ou igual a trés.
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(i) Considere inicialmente o 1-jato g(X,Y,Z,W) = X. Os geradores de ©(X) - g sdo:

Si1(g) =X, &(g) =&(g) =&(g) =&s(g) =... = &i13(8) =0,
Ea(g) =Y, E(g) =2, &1(g) =W.

Note que uma vez que todo campo de vetores & € ©(X), se anula na origem para todo
i€{l,...,13} e M4 C O(X)- g+ .4}, entio g é 1-%(X)-determinado pelo Coroldrio 5.5.
Além disso,

d(g,%(X)) = dimp (.24/©(X) - g) =0,

ou seja, g € estavel.
(ii) Agora, condidere o 1-jato g(X,Y,Z, W) = +Z. Desta vez, os geradores de @(X) - g sdo:

i(g) =&l(g) =&s5(g) =
&a(g) ==Y, &3

¢ importante lembrar que, neste caso, temos

&1(8) = &s(g) = &o(g) = E11(g) = &ina(g) = &13(g) =0,
(g) = £2Z, &(g) = £2W, &io(g) = £22°.

L%\ (X)-g = M {2V, 427, £2W } + & {4277},
Tome hy(X,Y,Z, W) = X? e note que
LZ\(X)-g+R-{h} +.4; > My,

ou seja, aplicando a Proposicdo 5.3, a 2-%(X)-transversal completa de g é dada por +Z +
BX%. Se B #0, £Z+ BX* ~p, 82(X,Y,Z,W) = £Z + £X>. Os geradores de O(X) - g2

sao:

E1(g2) = £2X2,&5(g2) = £2V, &3(g2) = £2Z, &4(g2) = £2XY, &5(g2) = £2XZ,
Eo(g2) = 12W, &1(g2) = £2XW, Eg(g2) = o(g2) = &11(82) = E12(g2) = &13(82) =0
510(82) = :|:2Z2.

Nessas condigdes, 4} C O(X)- g+ .4 e assim, gy é 2-%(X)-determinado pelo Corol4rio
5.5. Por outro lado, se B = 0, devemos olhar para a 3-%(X)-transversal completa de g, que
é dada por £Z +yX3. Se Y # 0, £Z+ X3 ~p £Z X3 ~p, g3(X,Y,ZW) = +Z+ X3

e os geradores de O(X) - g3 sdo:

E1(g3) =3X3,&x(g3) = 2V, &3(g3) = £2Z, &4(g3) = 3X?Y, &s(g3) = 3X?Z,
Eo(g3) = £2W, &;(g3) =3X°W, &s(g3) = &o(g3) = &11(g3) = &i2(g3) = &i3(g3) =0
E10(g3) = +22°

e M; C OX)- g3+ .4, ou seja, g3 é 3-%(X)-determinado. Se y = 0, olhamos para a
4-%(X)-transversal completa de g, e assim por diante, obtendo através de um processo
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(111)

indutivo que a k-2 (X)-transversal completa de g é dada por £Z + §X*. Se § # 0, +Z +
Xk ~p, (XY, Z,W) = £Z+ (—1)*1X* e 0s geradores de O(X) - g4 sdo:

Ei(gx) = (=1 kX & (gr) = 12V, &3(er) = £2Z, &algr) = (1) hx 1y,
Es(gr) = (=1 kX 1Z, &6 (k) = £2W, &1(gr) = (—D* X 1w,
Es(gk) = &o(gk) = &1 (gk) = E12(gk) = &13(gk) = 0,&10(g0) = £227.

Mais uma vez, #f C O(X) - gy + .4, " e gi é k-2 (X)-determinado. Além disso,

d(gk, Z(X)) = dimp (44 /O(X) - gx) =k — 1.

Considere o 1-jato g(X,Y,Z,W) =Y. Os geradores de ®(X) - g sdo:

E1(g) =&(g) =Y, &(g) =X2, &(g) =&(g) =XZ, &s(g) =W, &(g) =277,
Es(g) = &o(g) = &11(8) = &12(g) =0, &io(g) =XW, &i3(g) =W —Z°.

A 2-%(X) transversal completa de g é dada por g2(X,Y,Z,W) =Y + BX?> 4+ yZ>+8XZ e
os geradores de O(X) - g5 sdo:

E1(g2) = 2BX2+6XZ+Y, &(g2) = X2 +4yY Z+25XY,
E3(g2) =Y +4yZ* +26XZ, E4(g2) =2BXY +8YZ+XZ,
Es(g2) =2BXZ+8Z*+ W, &(g2) = XZ+4YZW +26XW,
&1(g2) = 2BXW +8ZW + 722, &s(g2) = Eo(g2) = &11(82) = &12(g2) =0,
Ei0(g2) = XW +4yZ* +28XZ7, &13(82) = W? - Z°.

Dos geradores acima é importante observar que
X&s(g2) = XW (mod .4]) e Z&s(g2) = ZW (mod .43).
Dessa forma, também utilizando £7(g>), mostramos que

dg

E =7 € (&i1(g2),---,613(82)) + .45 C &,
ou seja, tomando g, como uma familia a 1-parAmetro em 7, g é 2-Z(X)-trivial pela
Proposicdo 5.7. Tomamos entio g» = ¥ + X% + §XZ. Calculando os geradores de O(X) -

g2, obtemos:

E1(&) =2BX2+8XZ+Y, & (&) = X2 +258XY,
E3(€2) =Y +206XZ, E4(&2) =2BXY +O6YZ+XZ,
Es(g2) =2BXZ+ 82>+ W, E(g2) = XZ + 28X W,
&1(g2) = 2BXW +8ZW + 722, &s(¢2) = &o(£2) = &11(£2) = E12(82) = O,
Eo(g) = XW +28X 72, Ei3(gr) = W2 —Z75.

Dos geradores acima, podemos notar que

X&(g) = XY (mod A47) e ZE3(g) = YZ (mod 43).
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Se considerarmos g> como uma familia a 1-pardmetro em &,

2

55 = X2 (Gi(&)---.813(82)) + .M} C &,

0 que nos garante que g, é 2-2(X)-trivial. Por fim, tomemos g» = ¥ + BX?. Os geradores
de ©(X) - g> sdo dados por:

(&) =2BX?, &() = X2,
&3(82) =Y, &4(82) = 2BXY +XZ,
Es(&r) =2BXZ+W, &($) = XZ,
&1(82) = 2BXW + 72, &(82) = &o(82) = &11(&2) = &12(62) =0,
Ei0(€2) = XW, E13(g2) =W?—Z5.

Considerando g como uma familia a 1-pardmetro 3, temos

88_% =X*€ (&1(82), .-, &13(82)) + A C &5,

ou seja, g é 2-Z(X)-trivial. Por fim, notemos que g(X,Y,Z,W) =Y é 2-%(X)-determinado,
pois 4} C O(X)-g+ .4} e
d(g, #(X)) = dimg (A4/0(X) - g) = 2.

(iv) Por tdltimo, consideramos o 1-jato g(X,Y,Z,W) = +W. Para este germe, os geradores de
O(X) - g sdo:

S1(g) = &a(g) =&s(g) =&1(8) = 513( ) =0, &(g) = +3XZ
Ea(g) = £3W, &(g) = £327, &(g) = £(Y* ~X?2), &(g) = i(YZ XW),
)=

E10(g) = £32ZW, &11(g) = (YW — XZz) Enn(g) =t (W?-2Z%).

A 2-Z(X) transversal completa é dada por
g =W+ aX?+BZ> +yXY 4+ 86XZ
e os geradores de ®(X) - G sdo:

E1(g2) = 20X> +2yXY + 8XZ, &(g2) = ¥X* +4BYZ+25XY +3XZ,
E3(g2) = YXY +4BZ* +28XZ +3W, E4(g2) = 2aXY +yY2 + 8YZ +yX?Z,
Es(g2) =200XZ +YYZ+ 872+ yXW, &E6(g0) = YX2Z +4BZW +25XW +372,
E1(g2) = 20XW +yYW + 8ZW + yX 72, &s(g2) = £(Y2 — X22),

&o(82) = £(YZ—XW), Ei0(g2) = ¥X>W +4BZ° +26X 2> +3ZW,
E1n(ga) = (YW —XZ?), Ea(ga) = £(W? —22), E13(g2) = Y X (W? —Z3).

Note que

ZE3(g2) = +3ZW (mod ;) e XE3(g2) = £3XW (mod .4}).
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Dessa forma, como &(g2) = 4BZW +28XW £3Z? (mod .#}), temos que

98 _

Ip
ou seja, considerando gy como uma familia a 1-pardmetro em f, gy é 2-%(X)-trivial.
Podemos ento tomar g, = £W + aX? + yXY + 8XZ. Os geradores de O(X) - G sio:

z* € (E1(g2),- .. E13(82)) + AL C &,

E1(32) = 20X% +29XY + 8XZ, &(Z2) = vX° +28XY +3XZ,
E3(§2) = YXY +28XZ+3W, E4(52) = 20XY + Y +8YZ + yX°Z,
85(82) = 20XZ+YYZ+ 62> +YXW, &(82) = YX*Z +26XW £32,
E1(32) = 20XW +YYW + 8ZW +yX 72, &(32) = £(Y2 —X22),
&(32) = £(YZ—XW), &10(82) = YX*W +28XZ> £3ZW,
E11(82) = £ (YW —XZ?), E12(82) = (W2 —Z3), &13(82) = YX(W? - Z3).

Suponha & # 0. Ao tomarmos g, como uma familia a 1-parametro em 7, temos

E4(g2) =20XY 4+ yY? + 8YZ (mod ;) e XE3(32) = £3XW (mod 43).

Consequentemente, £YZ € O(X) - 22 e &3(22) = £Y? (mod .#). Dessa forma, obtemos
que 2aXY € (£1(82),---,613(82)), via £4(82). Uma vez que o # 0, é vdlido que

22 _ _

Dy =X € E(R). @)+ 7 C 8
mostrando assim que g, é 2-%(X)-trivial. Tomemos entio g, = +W + aX> + §XZ. Os
geradores de O(X) - g, so:

E1(82) =20X? +86XZ, & (g,) = 28XY £3XZ,
E3(32) = 286X Z +3W, E4(82) = 20XY + 8YZ,
Es(3)) =20XZ + 872, Eg(>) = 26XW +372,
&7(82) = 20XW + 8ZW, &(&) = +(Y* —X?Z),
&9(82) = £(YZ—XW), &10(82) = 26XZ* £3ZW,
E11(82) = (YW —XZ%), &12(82) = £(W? = 2%), £13(22) = 0.

Dos geradores acima, temos que X&3(g2) = £3W (mod .#}), e assim, via &(g>), obte-
mos +3Z% em (&(g>),...,&13(82)) C &. Consequentemente, através de &(g,) obtemos
20XZ, e como o # 0, temos

9%

55 =XZ€(&i(82).- n3(82)) + 4G C &,

ou seja, tomando g, como uma familia a 1-parAmetro em &, mostramos que esta familia é
2-%(X)-trivial. Por fim, obtemos =W + aX?. No entanto, note que

W+ aX? ~p, £W £ X2 =3,
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e os geradores de O(X) -  sdo:

£1(8) = +2X2, £(8) = +3XZ, &3(8) = £3W,
E4(8) = £2XY, &5(8) = +2XZ, &(8) = £377,
&1(8) = £2XW, &(8) = £(Y* —X?Z),
So(8) = £(YZ—-XW), &10(8) = £3ZW,
E11(8) = £(YW —XZ?), £12(8) = £ (W2 —27), &13(8) = 0.

Note que .} C O(X) - g+ .4}, e logo, pelo Corolério 5.5, § é 2-%(X)-determinado. Além
disso,
d(§,#(X)) = dimp (#4/©(X) - §) = 3.

Por dltimo, suponha o = 0. Este caso ndo entra na nossa classificacdo por conta da codi-

mensdo alta. No entanto, faremos sua classificagdo aqui para fins de esclarecimento. Tome
&> =W+ yXY + 8XZ. Os geradores de O(X) - g, sdo:

£1(22) = 2YXY + 8XZ, &(22) = vX° +26XY £3XZ,
&3(22) = YXY +28XZ +3W, &4(52) = yY2> + SYZ +yX?Z,
Es(82) = YYZ+ 822+ YXW, &(22) = YX?Z+28XW +372,
&1(22) =YYW + 8ZW +yX 72, &(52) = (Y2 - X2Z),
E9(32) = £(YZ—XW), &10(32) = YX>W +25X 22 £3ZW,
£11(82) = (YW —XZ%), E12(82) = +(W? = Z%), &13(82) =YX (W? = 2°).

As unicas equagdes que envolvem XY e XZ sdo &1(g2),2(22) e E3(g2). Além disso, ndo é
possivel mostrar trivialidade para qualquer um dos pardmetros (¥ ou 6). As possibilidades

para g sdo, por fim:

G tWEXY +06XZ sey#0
W +XZ se y=0.

No entanto,
W+ XY +06XZ ~n, =W + 0XZ ~mang TW +XZ.

Assim, consideramos apenas o caso g§o = =W + XZ e analisamos a sua 3-Z(X) transversal

completa. Os geradores de O(X) - g, sdo:

£1(82) =XZ, &(82) = 26XY £3XZ,
E3(82) =26XZ£3W, E4(g2) =YZ,
Es(g2) = 72, Eg(g2) = 2XW + 372,
&1(82) = ZW, &(82) = £(Y? —X?Z),
&9(32) = £(YZ—XW), &10(82) = 2XZ> £3ZW,
E11(82) = (YW —XZ%), &12(82) = £(W? = Z%), &13(22) = 0.

O germe g ndo é Z(X)-finitamente determinado, uma vez que ndo é possivel obter

poténcias da forma X*, para qualquer k. A 3-Z(X) transversal completa é dada por
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g3 =W +XZ+AX3, e os geradores de @(X) - g3 sdo:

Ei(g3) =3AX3+XZ, & (g3) =2XY +3XZ,
E3(g3) =2XZ+3W, &4(g3) = 3A3X%Y +YZ,
Es(g3) = 3AX2Z 472, &g(g3) = 2XW +372,
&1(g3) = 3AXZW +ZW, Es(g3) = :i:(Y2 —XZZ)7
Eo(g3) = £(YZ—XW), Ei0(g3) = 2XZ> £ 3ZW,
Ei1(g3) = +(YW —XZ%), &1a(g3) = £(W? = 2%), &13(g3) = 0.

Todos os mondmios de grau 3 com excegio de X> podem ser obtidos, e assim, o germe
ndo é 3-Z(X) determinado. Temos entdo que analisar a 4-%(X) transversal completa, que
é dada por g4 = £W +XZ +AZ> + uX*. Os geradores de O(X) - g4 sio:

E1(g4) =4uX* +3AX3+XZ, E(g4) =2XY £3XZ,
E3(ga) = 2XZ43W, E4(g4) = 4uX3Y +3A3X%Y +YZ,
Es(gq) =4uX3Z +3AX?Z + 72, E6(g4) = 2XW + 3272,

E1(g4) = 4UXW +3AX2W + ZW, &g(ga) = £(Y* —X?Z),
Eo(g4) = £(YZ—XW), &10(g4) = 2XZ> £3ZW,
Ei1(ga) = (YW —XZ%), §12(g4) = £(W* = 2%), &13(g4) = 0.

Vamos testar se o germe g4 € trivial ao considerarmos como uma familia a 1-parametro u.

Observe que:

XE\(g4) =3AX*+X2Z  &5(gs) =4uX3Z+3AX%Z2 472
X&(g4) =2X%Y £3X%7Z  &4(g4) = 4uX3Y +3A3X%Y +YZ
XE(g4) =2X%Z+3XW  Eg(ga) = 2XW +3Z72

Todas as equagdes acima sdo vistas modulo .7, 45. Além disso, ja sabemos que € possivel
obter X3Y e X>Z, de modo que podemos obter 4uX3Y e 4uX>Z. O determinante a seguir
contém os coeficientes relativos aos mondmios X*, X2Z, XY, XW, Z* e YZ das equagoes

listadas acima.

X* X?7 X%’y XwW Z7Z* YZ
301 0 0O 0 0
0 43 2 0O 0 0
= —6A(4+271).
0o 2 0 43 0 0
0 31 0 0 1 0
O 0 32 0 0 1
0 0 0 2 43 0

Portanto, se A # 0,—4/27 entdo

dg4 i

W =x* € <§1(g4)7"'7§13(g4)> +%45 C é&s,
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ou seja, g4 é 2-%(X)-trivial. Mais ainda, g4 = +W +XZ + AX> com A # 0,—4/27 é
4-Z(X) determinado e

d(g4, (X)) = dimg (44 /O(X) - §4) =5,

para valores de A diferentes de 0, —4/27. O cdlculo dessa codimens@o foi feito utilizando
o software Singular. Na Tabela 8, mostramos o algoritmo utilizado no software Singular

para o cdlculo da Z(X)-codimensao.

Tabela 8 — Cdlculo da Z(X)-codimensio utilizando Singular.

>ring r=0, (x,y,z,w), ds;
>ideal i=&1(g4),...,E13(34);
>i=groebner(i);

>ideal k=kbase(i);

>k;

Os cdlculos foram feitos para valores positivos e negativos de A, sempre respeitando a
condi¢do A # 0,—4/27.

5.1 Contato com hiperplanos

O préximo teorema apresenta uma forma normal geral de ordem até 3 para qualquer
superficie singular de coposto 1 em R* cuja parametrizagio local é .7 -equivalente 2 singularidade
1.

Teorema 5.10. Seja fi : (R?,0) — (R* 0) um germe de aplicagio o7 -equivalente a f(x,y) =
(2, xy, y2, y3). Entdo, existem mudangas de coordenadas suaves na fonte e isometrias lineares na

meta tais que f; € equivalente a
. 5 .
x,xy, Y biyx'ycoox” + ) ciix'y | +0(4),
i+j=2,3 i+j=3

onde bij,c,'j € R e byycos 7é 0.

Demonstragcdo. No Lema 4.11 mostramos que
. . 5
fi~gow | Xxv+ Y, aix'y', Y byl eox® | +0(3),
i+j>3 i+j=2
para constantes a;;, b;j € czo. Considere a seguinte mudancga de coordenadas na fonte:

x—x =ux, y»—>y/=y— Z aijxi_lyj.
i+j>3
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Essa mudanca elimina todos os mondmios de grau trés ou mais que possuem o fator x na segunda

func¢do coordenada. Ficamos entdo com

(x,5) = (x,xy 4 p1(y), baox® + b11xy + booy* +q(x,y), c206* + r(x,y)),

onde g,r € ///23 e p € //113 Escrevendo p1(y) = apy’ + ¥ j24a,-jyj , basta eliminarmos o
termo ag3y> para obter a forma normal desejada. Considere a isometria 7 e o dngulo 6 =

arctan(ags /co3), tal que (senB,cos 0) = (ag3,c03)/1/ad; + 35

1 0 O 0
T 0 cos@ 0O —senB

0O 0 1 0

0 sen® O cosH

Dessa forma, obtemos

<X, cos Oxy — senf (co0x” + c30x° + c21 X7y + c12xy%), Z b; jxiyj ,C20X” + Z Ci jxiyj ) +0(4).
i+j=2,3 i+j=3

2

Para eliminarmos os mondmios x2, x>, x*y e xy* da segunda fungio coordenada, tome a mudanca

de coordenadas na fonte dada por:

sen0
cos 0

x> X =xey—y =y+ (c20x + c30x” + 21y + c12)?).

Portanto, temos

x, 08 Oxy, Z bix'y!, Erox® + Z X'y | +0(4).
i+j=2,3 i+j=3

Finalmente, a mudanga de coordenadas na fonte dada por x — x' =xe y+—y = (1/cos6)y nos

da a forma normal desejada. A condi¢do co3 # 0 segue do fato de que f; é o7-equivalente a

singularidade I; de acordo com (KLOTZ; POP; RIEGER, 2007). ]

A noc¢ao de cone tangente em um ponto singular é a generaliza¢do da nocao de espago
tangente em um ponto suave de uma variedade real ou complexa. Whitney deu defini¢des
algébricas e geométricas do cone tangente em (WHITNEY, 1965a; WHITNEY, 1965b), provando

também algumas equivaléncias entre as defini¢des no caso de variedades complexas.

Definicdo 5.11. Seja X um conjunto semialgébrico tal que xo € X. Um vetor v € R" € um vetor
tangente de X em xy € R” se existe uma sequéncia de pontos {x;} C X — {xo}, x; — xp € uma
sequéncia de nimeros reais positivos {#;} tais que

lim — (x; —xp) = w.

i—oo I}

O cone tangente de X em x( € o conjunto

C(X,x0) = {v € R"; v € um vetor tangente de X em xo € X }.
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Mais detalhes sobre o cone tangente também podem ser encontrados em (SHAFARE-
VICH, 1977).

Definicdo 5.12. Seja f: (R",0) — (R?,0) um germe de aplicacdo polinomial com n < p.
Para cada varidvel x; considere a funcdo g(x;) = f(0,...,0,x;,0,...,0). Se g # 0, temos que
g(x;) = xI"g(x;), para algum m € N com g(0) # 0. O natural m é chamado de ordem de f
com respeito a varidvel x; e é denotado por ordy, f(0,...,0,x;,0,...,0). Se g = 0, dizemos que
ordy, f(0,...,0,x;,0,...,0) = oo.

Teorema 5.13. (BIRBRAIR; MENDES; NUNO BALLESTEROS, 2017) Seja f : (R2,0) —
(R*,0) um germe de aplicacio polinomial injetivo de coposto 1 e (X,0) sua imagem. Entio,
temos duas possibilidades para o cone tangente de X em 0 € R*: ou ele é um plano ou um

semiplano.

O préximo lema serd uma ferramenta importante para calcularmos o cone tangente a
uma superficie singular de coposto 1 em R* parametrizada localmente pela %2 x €'(4)-forma

normal dada no Teorema 5.10.

Lema 5.14. Seja X uma superficie em R* com singularidade na origem. Suponha que ¢ :
(R*,0) — (R*,0) seja um germe de difeomorfismo e que Y é a imagem de X via ¢. Seja C(X,0)
o cone tangente de X na origem 0 € R*. Entdo, C(¥,0) = d@o(C(X,0)).

Demonstragdo. A demonstragdo deste resultado € completamente andloga aquela da Proposi¢ao
2.1.2 em (WEST, 1995). [

A demonstrac¢do do Teorema 5.13 nos mostra como determinar se o cone tangente de uma
superficie de coposto 1 em R* localmente parametrizada por um germe f : (R?,0) — (R*,0) nas
condi¢des do teorema € um semiplano ou um plano. Utilizando-a encontraremos o cone tangente
da superficie modelo X dada como imagem de f(x,y) = (x,xy,y?,y’). Faremos rotagdes na meta
de modo que a parametrizacdo fica g(x,y) = (x,y%,y°,xy) = (x, g2, 83, 84). Desse modo, temos

que
ordyg>(x,0) < ordyg3(x,0) < ordygs(x,0) e g2(x,0) = g3(x,0) = ga4(x,0) = 0.

Note que o cone tangente pode ser considerado como o conjunto de todos os vetores tangentes
de todos os arcos subanalitcos y C X tais que y(0) = 0. Qualquer arco subanalitico ¥ dessa
forma tem um pull back ¥ C R? tal que 7(0) = 0. Estes arcos podem ser representados na forma
(x,h(x)) ou (I(y),y), com h e I funcdes subanaliticas tais que ord.h,ord,l > 1. O vetor tangente
de y é determinado pelo menor expoente de Puiseux. Considere arcos da forma §(y) = (by?,y)
com b € R — {0}. Dessa forma, obtemos g(by?,y) = (by?,y?,y>,by?), cujo vetor tangente é
(b,1,0,0). Calculando os vetores tangentes aos outros arcos, conclui-se que eles sdo paralelos

ao eixo X ou é o vetor (0,1,0,0). Portanto, o cone tangente é o semiplano XY, onde Y tem
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coordenadas positivas. Na parametrizacdo original f, o cone tangente € o semiplano definido

pelo eixo coordenado X e pelo semieixo Z com coordenadas positivas em R*.

Proposicdo 5.15. Seja M uma superficie singular na origem p = (0,0,0,0) de coposto 1 em
R* parametrizada localmente pela %2 x '(4)-forma normal dada no Teorema 5.10. Entio, o
cone tangente C(M, p) é o semiplano definido pelo eixo coordenado X e pelo semieixo Z com

coordenadas positivas em R*,

Demonstra¢do. Uma vez que o cone tangente em um ponto também pode ser considerado como
o limite de secantes de arcos passando por este ponto, vamos mostrar que podemos obter duas
direcdes linearmente independentes secantes a M e contidas no semiplano definido pelos eixos
coordenados X e Z (com coordenadas positivas em Z). Uma vez que, pelo Lema 5.14, C(M, p)

deve ser um semiplano, concluimos que dever ser o semiplano desejado.

Considere a parametrizacdo local dada pelo Teorema 5.10,
F(x,y) = (x,x9,baox> 4 b11xy + bay?, c20x?) + O(3)

e o germe de curva ¥ : (R,0) — (R?,0), dado por ¥(s) = (as?,s) com & € R. Dessa forma,

i S6) (as®, as” +0(4), boas” +0(3),c200” +0(3))
s=0 [f(¥(s))] 520 \/azs4+ Q256 4 -+ b2,5* + 0(4)
~ im (o, o5 +0(4),boa +0(3), c00t%s> 4+ 0(3))
50 \/oﬂ +b%,+0(2)
(a,0,bp,0)

\ &+ b,

Como by, > 0, se o = 0, obtemos como limite o eixo Z com coordenadas positivas. Por outro

lado, se o # 0, obtemos como limite todos os vetores no plano XZ linearmente independentes
ao eixo Z, menos o eixo X. Resta entdo, obtermos o eixo X. Mas para tanto, basta tomarmos o

germe de curva § : (R,0) — (R?,0) dado por &(s) = (s,0) e tomar novamente o limite. O

Dada uma superficie singular M na origem p = (0,0,0,0) de coposto 1 em R* parame-
trizada localmente pela %2 x ¢(4)-forma normal dada no Teorema 5.10, sabemos que seu cone
tangente € o semiplano XZ com coordenadas positivas em Z. Denotaremos por C,M o plano
XZ em R* que contém o cone tangente de M em p. Além disso, o plano E p €0 plano YZ e sua

curvatura umbilica em p é dada por x,(p) = 2|cao].

Seja M C R* uma superficie de coposto 1 localmente parametrizada por um germe de

aplicagdo o/ -equivalente a 1. A familia de fungoes altura de M é dada por
H:MxS* =R, H(p,v) = (p,v).

Fixando v € S3, as singularidades da fungdo altura /,(p) = H(p,v) medem o contato de M com

hiperplanos ortogonais ao vetor v, denotados por I',. Este contato é também descrito pelo obtido
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utilizando as fibras {g = 0} do Teorema 5.9, onde g sdo os germes de cada uma das % (X)-orbitas
que aparecem na Tabela 7. Tomando a parametrizacio local de M dada pelo Teorema 5.10, temos
hy(x,y) = xvi +xyvp + Z bijxiyJV3 + CopxPvs + Z cijxiyjm,
i+j=2,3 i+j=3
com v = (v1,v2,v3,14) € S°.

A fungdo altura h, € singular na origem (0,0) se, e somente se, v; = 0. Geometricamente,
isso significa que o hiperplano I, ortogonal ao vetor v = (vy,vp,v3,v4) € S3, contém a reta T,M.
Consequentemente, se v; # 0, a funcdo altura h, é regular e o hiperplano I';, é transversal ao
plano C,M (que contém o cone tangente de M em p) e contém o plano E,. Esse contato entre M
e I}, é também descrito pelo contato da fibra de zero de g; = X (primeiro germe da Tabela 7)

com a superficie modelo X.

Considere S C R* a superficie regular associada i superficie de coposto 1, M C R*, como
anteriormente (ver Teorema 4.27). Dada uma dire¢ao binormal de M, v € N,M, u denotara a
direcao assintotica correspondente, que pelo Teorema 4.27 também € uma direcdo assintética
da superficie regular associada S. Além disso, denotaremos por 7 a tor¢ao da secdo normal da
superficie regular S na direcdo u. Considere também CS(¢€) a hipersuperficie canal de S (ver

2.32). A curva de pontos de cuspidal edge da aplicagéo de Gauss de CS(¢€) serd denotada por €.

Proposi¢do 5.16. Sejav = (0,v7,v3,0) € S* com v3 # 0. O hiperplano I', é tangente 2 reta .M
e transversal ao cone tangente C,M e ao plano E,. A fungdo altura s, pode ter singularidades do
tipo A,:(t_1 , k =2,3,4 que sdo modeladas pelo contato das zero fibras dos germes de submersao
g = £Z + (—1)*1X* com a superficie modelo X (isto &, modeladas pela composi¢io do germe
de submersdo com a parametrizacio da superficie modelo), respectivamente. A singularidade é
do tipo Ay (Morse) se, e somente se, v € N,M ndo € uma dire¢do binormal. Para singularidades

mais degeneradas, essa configuracio apresenta trés possibilidades:

(1) Se p é um ponto hiperbdlico, a singularidade da fun¢do altura € do tipo A, se, e somente
se, v € uma dire¢do binormal de M e 7 # 0. Finalmente, a singularidade é do tipo A3 se, €
somente se, v € uma dire¢do binormal, T = 0 e a direcdo assintética u de S € transversal a
curva € de pontos de cuspidal edge da aplicagdo de Gauss da hipersuperficie canal CS(¢).
Ver Tabela 9.

(i) Se p é um ponto parabdlico, &, tem singularidade do tipo A; se, e somente se, v € uma
direcdo binormal de M e a direcdo assintdtica associada u € transversal a curva de pontos
parabdlicos de S. A singularidade € do tipo A3 se, € somente se, v € uma dire¢do binormal

e u € tangente a curva de pontos parabdlicos de S com contato de primeira ordem.

(1i1) Se p é eliptico, a funcdo altura possui somente singularidades do tipo Aj.

Demonstragcdo. A demonstracdo segue imediatamente dos seguintes resultados: Teorema 2.35,

Teorema 2.36 e Teorema 4.27, uma vez que ambas as superficies M e S possuem a mesma funcio



114 Capitulo 5. Geometria plana da singularidade I,

altura. No entanto, vamos apresentar alguns cdlculos para o caso p hiperbdlico, ou seja, quando
by > 0. Sejav = (0,v2,v3,0) com v3 # 0. Para a forma normal genérica apresentada no Teorema
5.10, E, € o plano YZ e C,M € o plano XZ. Portanto, I, € transversal a £}, e a C,M. Entdo, esse
caso é modelado pelo contato da zero fibra de g = +Z 4 (—1)1Xk, k = 2,3,4 (ver Tabela 7) e

da superficie modelo X.

Tomando v = (0,v;,1,0), a fungdo altura é dada por
hy(x,3) = (11 +v2)xy + baox® + boy” + b3ox” + ba1x*y + bioxy® + bozy”,

com bgy > 0. O determinante da matriz Hessiana de &, é dado por det(77 (h,(x,y))) = 4bxobor —
(va+b1y )2. Dessa forma, &, possui uma singularidade do tipo A; (ou seja, Morse) se, e somente
se, vo # —b11 £ 2+/byobga, 0 que é equivalente ao vetor v ndo ser uma direcdo binormal (ver

Teorema 4.35, notando que v € E)).

As condi¢des para a funcio altura 4, possuir uma singularidade do tipo A; sdo: v ser uma

direcdo binormal e

- ba1v/baobop n b12byg boabzovbzobo

boz bo2 b3,

Por outro lado, o niicleo da matriz Hessiana da func@o altura 4, com v = (0,v,,1,0) = (0, —b; £

2v/byob, 1,0) é a dire¢do assintdticau = (u, F+/broboau1 /boz). A se¢do normal ao longo dessa
direcdo assintotica pode ser parametrizada por

Vbaob Vbob b11vbroboz
Y1) —<u1,¢ 20702y 7R 02u%,<2b20¢$>u%

— 1

by by
br11/b20b b12b v/ brobpo \ 3
+<b3o:F 21 Ojo %+ 1;0220 T bo3 <—bz(?2 02) )M?) +0(4).

Considere a rotagdo na meta dada pela matriz

cos® —senf

0 0

0
sen@ cosf® O
1
0 0 0

- O O O

Vbbb bzobo ) Vbboo bzobo

onde 0 = arctan(i Portanto senf 2cosO = 0, e uma vez que byy,bpr > 0,
concluimos que cos 6 i Y002 N 2°b° 2senB # 0. Seja ¥ a curva obtida pela rota¢do de y usando a matriz
de rotacdo acima. A segunda componente de ¥ € zero, entdo podemos considerd-la uma curva

em R>. A torcdo de 7 (e portanto a de }) é dada por

E12yPP (g5 4 VIR seng) ( b2k | bioba . bosbaovBbon >
30

7(0) =
0 FO 7O o b %,
Portanto, 7(0) # 0 se, e somente se, b3y F bai Vbﬁi‘)bo + b12b2° F b°3b2° Vbabo2 £ (), condigdo esta

que € precisamente aquela para que a funcdo altura tenha uma smgularldade do tipo A, . ]
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Tabela 9 — Tipos de singularidade de £, (ponto hiperbdlico).

Vetor Tipo de singularidade Submersao
v=(1,0,0,0) submersio g1=X
E,CT, N T,M,C,M
v=(0,v2,v3,0) A < v ndo é binormal g = £Z 4 (—1)kH1xk
IhE, C,M Ay < vébinormale T # 0 k=2,3,4
A3 < vébinormal, T=0euM%.

V:<0,V2,0,0) A1 g3:Y
C,MCI',hE),

v =(0,0,0,v4) Ay & Kky(p) #0 g4 =+W+X?
E, C,MCT,,

Corolario 5.17. O hiperplano I}, € um hiperplano osculador de M em p se, e somente se, é

transversal ao plano E, e se a fungdo altura &, possui singularidade do tipo A>».

Proposicio 5.18. Seja v = (0,1,,0,0) € S, v, # 0, o hiperplano I', contém o plano C,M e é
transversal ao plano E),. Nestas condi¢0es, a fungio altura tem singularidade do tipo Ay (Morse),
singularidades esta descrita pelo contato da zero fibra da submersdo gz =Y com a superficie

modelo X.

Demonstracdo. Quando v = (0,v,,0,0), v2 # 0, podemos tomar v = (0, 1,0,0) e a fungdo altura

¢ dada por h,(x,y) = xy+ O(4), cuja singularidade é do tipo Aj. O

Proposicdo 5.19. Sejav = (0,0,0,v4) € S?, v4 # 0. O hiperplano I, contém ambos os planos
E, e C,M. A fungdo altura h, tem singularidade do tipo A>>, que € descrita pelo contato da zero

fibra da submersdo g4 = =W 4 X? com a superficie modelo X se, e somente se, &, (p) # 0.

Demonstrag¢do. Tomando v = (0,0,0, 1), a fungdo altura é dada por

hy(x,y) = ca0x” + ) cijx'y! +0(4).
i+j=3

Dessa forma, h, possui singularidade do tipo A>, se, e somente se, cz9 # 0, ou de forma

equivalente, se e somente se, K, (p) = 2|cyo| # 0. O
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CAPITULO

3-VARIEDADES EM ESPACOS EUCLIDIANOS

Neste capitulo final estudaremos a geometria de segunda ordem de 3-variedades regulares

em R3% com k > 1 e também de 3-variedades de coposto 1 em RO.

O estudo de 3-variedades regulares em R3tk k> 1, é um assunto ja conhecido na
literatura. Sob o ponto de vista da teoria de singularidades, em (GARCIA, 1993; NABARRO,
2003; NABARRO; ROMERO FUSTER, 2009), os autores estudam o caso k = 1, ou seja,
estudam a geometria de 3-variedades em R*, especialmente sob o ponto de vista da teoria de
contato. Ja em (DREIBELBIS, 2012), o autor apresenta um estudo a respeito de 3-variedades
em R, focando principalmente no estudo de direcdes conjugadas. Por fim, em (BINOTTO;
COSTA; ROMERO FUSTER, 2016a; BINOTTO; COSTA; ROMERO FUSTER, 2016b), as
autoras também se voltam principalmente para as 3-variedades imersas em R, apresentando
todos os possiveis tipos topoldgicos que o locus de curvatura dessas variedades podem assumir.
Neles também investigam o contato dessas variedades com hiperplanos e hiperesferas, além de
apresentarem os conceitos de dire¢des assintéticas, binormais e relaciond-los com o estudo da

convexidade local.

Na primeira sec@o deste capitulo, apresentamos um breve resumo das principais defini-
coes e resultados acerca de 3-variedades regulares em R3tk com k > 1. Nosso intuito é mostrar
o Teorema 6.9, que garante que dada uma 3-variedade regular M em R3>**, com k > 1, seu locus
de curvatura em p € M é gerado pela reunifio nio disjunta de elipses de curvatura das superficies

regulares em R>** obtidas por se¢des normais de M.

Na segunda sec¢do, trazemos um estudo sobre a geometria de segunda ordem de 3-
variedades de coposto 1 em R3. Este, no entanto, ndo é de nossa autoria. Ele foi desenvolvido
durante o periodo de pés-doutorado de Andrea de Jesus Sacramento, sob supervisio da Prof®.
Maria Aparecida S. Ruas, neste instituto e pode ser encontrado em (RUAS; SACRAMENTO,
2018).

Ainda nesta secdo, apresentamos um resultado similar ao da se¢@o anterior: mostramos,
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no Teorema 6.18, que dada uma 3-variedade singular de coposto 1 em R>, seu locus de curvatura
em um ponto € gerado pela reunido ndo disjunta de pardbolas de curvatura das superficies
singulares de coposto 1 em R* obtidas via secdes normais da 3-variedade (Teorema 6.18).
Além disso, no Teorema 6.21, mostramos que as pardbolas de curvatura das se¢des normais

distinguem completamente a .27 >-classificacio de 2-jatos de aplicacdes de coposto 1 de aplicagdes
(R*,0) — (R>,0).

6.1 3-variedades regulares

Seja M uma 3-variedade compacta em R3tk com k > 1, localmente dada como imagem
de um mergulho f: U — R3** com U C R? um aberto. Denotaremos por (x, y, z) as coordenadas

locais em M.

Para cada p = f(x,y,z), tomamos a base do 3-espago tangente TzM dada por B =

{g—f( D), g—j;(ﬁ), g—f(ﬁ)} Além disso, tomamos um referencial ortonormal do espaco normal

N;M =Rk, {ey,...,e;} de modo que a orientagio do referencial
of .y of . of
{5@)’8_y<p)’8_z(p)’el""’e"

seja a mesma que a do espago R3+,
Dado um campo vetorial normal v em M, considere a aplica¢do linear
dv : ;M — TR = T;M @ NyM
e a projegdo canonica - : T;M & N;M — NsM. A aplicagio
Sy=—n'odv:TsM — TsM

¢ chamada de v-operador de forma em p. A segunda forma fundamental de M ao longo do

campo vetorial normal v € a aplicagdo bilinear
I TsM x ToM — R, I (v, w) = (v,d> f(v,w)),

para todo v,w € T3M, em que d’f é a segunda derivada de f. Também definimos a segunda

forma fundamental de M, dada pela seguinte aplicacdo bilinear:
15 : T;M X T;M — NM, (v, w) = i+ od> f(v,w),

para todo v,w € T;M.
Dado um ponto p € M C R3*t* com k > 1 e um vetor unitério v € S* C TﬁM , denotamos
por %, a se¢do normal de M na dire¢do v, ou seja, %, = M NH,, onde H, = {Av} & N;M é um

k + 1-espaco passando por p em R3***. O vetor curvatura normal 1(v) de %, em p, dado pela
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projegdo de ¥/ em NzM é tal que variando v em toda esfera S? c TM, obtemos uma superficie

contida no espago normal N5M. Essa superficie é chamada de locus de curvatura de M em p.

O locus de curvatura pode também ser visto como a imagem da esfera unitéria S* C T:M
via segunda forma fundamental de M em p. O préximo resultado apresenta uma parametrizagao

para o locus de curvatura.

Lema 6.1. (BINOTTO; COSTA; ROMERO FUSTER, 2016a, p. 27) Tomando coordenadas

esféricas na esfera unitdria, obtemos a seguinte parametrizacdo para o locus de curvatura
.Q2 7 7
n: S°C TﬁM%NﬁMv (97(])) = n(ea(p)?
de modo que

n(6,9) = H+(143cos(2¢))B; +cos(20)sen’6B,
+sen(20)sin’¢ B3 + cosOsen(2¢) B, + senBsen(2¢)Bs

com
H= %(fxx‘f’fyy "‘fzz)a By = le(_fxx_fyy"f—zfzz),
By = %<fxx—fW)> B3 = fiy, B4 = fiz € Bs = fy.

Definicdo 6.2. O primeiro espagco normal de M em p é dado por

N;M - <fxx»fxy7fxzafyyafymfzz>P'

A envoltéria afim do locus de curvatura em NM ¢ denotada por < f f, e Ej, é 0 subespago linear
de NI%M paralelo & &7 f f,.

A seguir, apresentaremos alguns exemplos de locus de curvatura de 3-variedades regula-
res em R3% com k > 1.

Exemplo 6.3. (i) Considere a 3-variedade M localmente parametrizada pela imersdo f :

(R3,0) — (R®,0) com f(x,y,z) = (x,y,z, \/Tixy, @xz, \/Tiyz). Seu locus de curvatura na

origem j € R pode ser parametrizado por

n(6,9) = g (sen’¢sen(20),sen(2¢)cos O, sen(2¢)send),

com 0 < 0,9 <. O locus de curvatura desta 3-variedade na origem € conhecido como

superficie de Steiner Romana, ilustrada na Figura 12.

(ii) A 3-variedade regular dada pela imersio f : (R*,0) — (R>,0), com

flx,y,2) = (x,y,z, gxz, gyz)

é tal que seu locus de curvatura na origem j € R’ é parametrizado por
2
n(6,¢)= g (sen(2¢)) cos 0,sen(2¢)send),

com 0 < 0,¢ < x. Tal locus € uma regido circular com raio @ e centrada na origem.
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Figura 12 — Superficie de Steiner Romana.

(iii) O locus de curvatura da 3-variedade dada pela imersio f : (R?,0) — (R*,0), f(x,y,z) =
(x,y,z,7>) na origem p € R* é uma segmento radial dado por 1(6,¢) = (0,0,0,1 +
cos(2¢)),com0< 60,¢ < 7.

(iv) Tomando a imersio f : (R?,0) — (R* 0) dada por f(x,y,z) = (x,y,z,x*> +y* +2z?), seu
locus de curvatura na origem é o ponto (0,0,0,2) € R*.

O locus de curvatura de um 3-variedade regular em R3*¥ pode ser visto como a imagem
da superficie Veronese cldssica de ordem 2 via um aplicagdo linear conveniente. A expressao

dessa superficie pode ser dada pela imagem da esfera unitdria em R> através da aplicacio
& : R3 — RS dada por

E(u,v,w) = (> V2w NV 2uv, NV 2uw, N 2vw).

A imagem & (S?) estd contida em um hiperplano de RS. Mais detalhes a respeito da superficie
Veronese podem ser encontrados em (APERY, 1987).

Relacionamos a Veronese com o locus de curvatura da seguinte maneira.

Proposicao 6.4. (BINOTTO; COSTA; ROMERO FUSTER, 20164, p. 29) Dada uma 3-variedade
regular M C R3** com k >1e p € M,olocus de curvatura em p é isomorfo (logo, difeomorfo)
4 superficie Veronese cldssica de ordem 2 composta com uma aplicacdo afim de R em N;M =
R*, aplicacdo esta determinada pela segunda forma fundamental em cada ponto. O posto da

transformac@o linear associada coincide com a dimenséo do subespaco < f f, C N;M.

Definiciio 6.5. Seja M C R3% com k > 1 uma 3-variedade regular. Dizemos que p € M é do
tipo M;, i =0,1,...,6 se dimN;M = i.

Teorema 6.6. (BINOTTO; COSTA; ROMERO FUSTER, 2016a, p. 31) Dada uma 3-variedade

regular M compacta, existe um subconjunto residual de imersdes de M em R3** tal que:
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(i) Se k > 6, todo ponto de M € de tipo M;

(ii) Se k = 6, existe um subconjunto S de codimensdo 1 (possivelmente vazio) em M tal que

os pontos em M — S sdo do tipo Mg € aqueles em S sdo do tipo Ms;

(iii) Se k=5,4,3,2,1, todo ponto de M é de tipo M.

O préximo resultado apresenta uma listagem com todos os tipos topoldgicos possiveis de
locus de curvatura para 3-variedades regulares em RS. Como vimos no Teorema 6.6, para uma

imersdo genérica de uma 3-variedade regular em R®, temos somente pontos do tipo M3.

Teorema 6.7. (BINOTTO; COSTA; ROMERO FUSTER, 2016a, p. 34) O locus de curvatura
em um ponto de tipo M3 de uma 3-variedade M imersa em R® pode possuir uma das seguintes

configuragdes.

(i) Quando H(p) € E,: Uma superficie de Steiner Romana (Figura 13), uma superficie cross-
cap (Figura 14), uma superficie Steiner de Tipo 5 (Figura 15), uma superficie cross-cup

(Figura 16), um elips6éide ou um cone compacto.

(il) Quando H(p) ¢ E,, o locus de curvatura ¢ uma regido planar convexa linearmente equi-
valente a uma regido eliptica (Figura 17), uma regido tridngular (Figura 18), um cone
planar compacto (Figura 19) ou uma projecao planar de tipo 1, 2 ou 3 (Figuras 20, 21 e 22,
respectivamente) da superficie Veronese.

Aqui, o H(p) é o vetor curvatura média, tal como no Lema 6.1.

Da mesma maneira como fizemos no capitulo 2, quando definimos a elipse de curvatura
para superficies regulares em R* e R, podemos definir a elipse de curvatura de uma superficie
regular imersa em R", com n > 5. Dada uma superficie regular M C R", n > 4 e um ponto p € M,
considere um vetor tangente unitdrio w € S! C T,M, e denote por ¥, a curva dada pela interse¢ao
de M com o hiperplano dado pela soma direta do espaco normal N,M e da reta definida pela
direcdo w. Tal curva é chamada se¢cdo normal de M na dire¢do w e seu vetor curvatura normal
pertencece a NyM. Quando variamos w em todo circulo unitario S! ¢ T,M, os vetores curvatura
normal das se¢Oes normais descrevem uma elipse em N, M, que chamamos de elipse de curvatura

de M em p.

Para tais superficies, € valido também que a elipse de curvatura é a imagem, via segunda
forma fundamental, dos vetores tangentes unitdrios da superficie. Mais detalhes podem ser
encontrados em (COSTA; MORAES; ROMERO FUSTER, 2009).

Observacao 6.8. Dada uma superficie regular M C R", comn >4 e p € M, aelipse de curvatura
de M em p € invariante por isometrias de R"” em R” e é preservada por mergulhos candnicos de
R” em R™™", com r > 0.
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Figura 13 — Superficie de Steiner Romana. Figura 14 — Superficie cross-cap.

Figura 15 — Superficie Steiner de Tipo 5. Figura 16 — Superficie cross-cup.

O préximo resultado, de nossa autoria, relaciona o locus de curvatura de uma 3-variedade
regular em R3* com as elipses de curvatura de superficies regulares em R>* dadas por secdes

normais da 3-variedade.

Teorema 6.9. Seja M C R3** k > 1, uma 3-variedade regular e 5 € M. O locus de curvatura de
M em p € gerado pela reunifio ndo disjunta de elipses de curvatura em p das superficies regulares

em R>*X obtidas pelas se¢des normais dadas por dire¢des tangentes da 3-variedade M.

Demonstragdo. Seja M C R3*K k> 1, uma 3-variedade regular em j € M, que por simplicidade
tomamos como a origem. Assim, M pode ser localmente parametrizada na forma de Monge
f:(R3,0) — (R3**,0), com

f(x7y,x) = (x7y7z7f1(x,y7z)7‘"7fk('x7y7z))7

de modo que f; € ///32, parai=1,... k. Tomemos coordenadas (X,Y,Z,Wi,...,W;) em R3*k,
Desta forma, T;M é o 3-espago gerado pelas trés primeiras coordenadas, a saber, X,Y e Z.

Seja u € T;M um vetor ndo nulo. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que u é

unitdrio, ou seja, u € S? ¢ TI;M . Dessa forma, existem escalares o, 0, 3 € R ndo simultanea-
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Figura 23 — Locus de curvatura planares.

mente nulos tais que u = X + Y +03Z e 0612 + 0622 + 0632 = 1. Considere a se¢do normal dada
pelo (2 + k)-espaco gerado por a1 X + oY + a3Z = 0. Suponha que o # 0 (0s outros casos sdo
andlogos). Podemos, entdo, escrever
(09} (0%
Z=—X——Y=pX Y
% % BiX + .Y,

com f1,B, € R.

A partir da se¢do normal dada por Z = 31X + 3,Y, obtemos a superficie regular M em
R3+* (mas que estd contida em uma c6pia de R>+¥) localmente parametrizada por

fley) = (0,p,Bix+ By, f1(x,y, Bix+ B2y), ..., fi(x,y, Bix+ B2y)).

Note que, pela Observacio 6.8, mesmo estando mergulhada em R3+*, a elipse de curvatura da

superficie dada pela se¢ao normal nao se altera.

Note que o plano tangente a M em p, T;M € tal que o subconjunto do vetores tangentes
unitérios S! estd contido no subconjunto dos vetores tangentes unitdrios S* C TM da 3-variedade
M. Uma vez que o locus de curvatura de M é a imagem, via segunda forma fundamental, de S? e
que a restri¢do da segunda forma fundamental a 7;M nos da a segunda forma fundamental da
superficie M, concluimos que a elipse de curvatura de M (imagem via segunda forma fundamental
de S' C §? C T;M) estd contida no locus de curvatura de M.
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Finalmente, quando variamos u em toda esfera S?, obtemos todas as secOes normais
possiveis, e como a elipse de curvatura de cada se¢do normal estd contida no locus de curvatura
da 3-variedade, geramos o locus de curvatura através da unido nao disjunta de elipses de curvatura

das superficies regulares obtidas via secdes normais de M. ]

Exemplo 6.10. (i) Considere novamente a 3-variedade M dada no item (i) do Exemplo 6.3,

localmente parametrizada pela imersdo f : (R?,0) — (R%,0) com

, V2 V2 V2
flx,y,2) = X002y 5 KY, 5 X8 5V | -

Vimos que seu locus de curvatura na origem € a superficie de Steiner Romana. Esta
superficie € gerada por elipses e segmentos, dados como elipses de curvatura de superficies
regulares em R>. Tomando, por exemplo, as secdes normais X =0, Y =0e Z =0, obtemos

as superficies regulares cujas elipses de curvatura sdo, respectivamente:
nx(8) = (0,0,v2senB cos 6), Ny (8) = (0,v/2send cos 0,0) e nz(68) = (V2senB cos 6,0,0),

com 6 € [0,2x]. Note que em todos os trés casos, a elipse de curvatura se degenera em
um segmento. Tomando, por outro lado, as secoes X =Y, X =Z e Y = Z, apds reparame-
trizacdes e rotagdes no espaco tangente das superficies em R>, obtemos respectivamente

as seguintes parametrizagdes das elipses de curvatura:

Nxy(0) = (gsenze,sene cos0,senfcosB), Nxz(0) = (senbcosH, gsenze,sene cos )
Nyz(0) = (sen6 cos H,senb cos O, %Esenze),

novamente com 6 € [0, 27x]. Desta vez, todas sdo elipses ndo degeneradas. Na Figura 24,
estdo representadas as seis elipses de curvatura obtidas anteriormente. A superficie de
Steiner Romana comecou a ser estudada ja no século XIX, pelo gedbmetra Jacob Steiner.
Segundo (APERY, 1987), em 1844, em uma visita a cidade de Roma, Steiner descobriu
algumas propriedades geométricas desta superficie, dentre elas, a de que ela é gerada
por codnicas, como mostramos neste exemplo. No entanto, nosso resultado € mais geral
pois contempla toda a classe de subvariedades que sdo locus de curvatura de 3-variedades

regulares.

(ii) Considere a 3-variedade em R> dada por f(x,y,z) = (x,v,2z,x*> + z%,xy). Tomando co-
ordenadas (X,Y,Z,W,T) em R, o locus de curvatura na origem € uma regido eliptica
contida no plano normal W7, centrada em (1,0) de raio 1. Na Tabela 10, apresentamos
algumas elipses de curvatura de superficies dadas por secdes normais. Em todas elas temos

6 € [0,2x]. Na Figura 25, sdo dados os tracos das elipses de curvatura obtidas na Tabela
10.
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Figura 24 — Elipses de curvatura na superficie de Steiner Romana.

Tabela 10 — Elipses de curvatura na regido eliptica.

Secdo normal Parametrizac¢do da elipse de curvatura Tipo da elipse

X=0 (2sen’6,0)

segmento
Y=0 (2,0) ponto
Z=0 (2sen29 2senB cos0) circulo
X=Z (2sen’0, ﬂsene cos 0) elipse
Y=2 (2sen?6 +cos’ O %sene cos 0) elipse
X=Y (sen?6 +2cos? 0,sen0) segmento

6.2 3-variedades singulares de coposto 1 em R’

O objetivo desta se¢ao € fazer um estudo da geometria de segunda ordem de 3-variedades

singulares de coposto 1 em R3. E importante ressaltar que as definicdes e resultados iniciais

aqui apresentados sdo de autoria de Andrea de Jesus Sacramento e Maria Aparecida S. Ruas.

Tais resultados sdo fruto de um periodo de pés-doutoramento realizado por Andrea (CNPq
150469/2017-9) sob supervisdo da professora Maria Aparecida, (RUAS; SACRAMENTO, 2018).
Os resultados que obtivemos nesta tese serdo devidamente sinalizados.

Com o intuito de estudar a geometria de tais objetos, as autoras se motivaram pelas
construcdes e defini¢des apresentadas em (MARTINS; NUNO BALLESTEROS, 2015) para

o estudo da geometria de segunda ordem de superficies singulares de coposto 1 em R3 e que

também nortearam o estudo inicial para o caso de superficies de coposto 1 em R* apresentado
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Figura 25 — Elipses de curvatura na regido eliptica.

no Capitulo 4 e que também pode ser encontrado em (BENEDINI RIUL; RUAS; OSET SINHA,
2018).

Seja M C R’ uma 3-variedade singular de coposto 1 em p € M. Vamos consideri-la
como a imagem de uma aplicagio C*, g : M — R, onde M é uma variedade de dimensio 3

regular e ¢ € M é um ponto singular de coposto 1 da aplicagdo g tal que g(g) = p.

R3<? UcM—S-MCR

\L/

Tomando um sistema local de coordenadas ¢ : U — R3, com U C M um aberto contendo
g, dizemos que a aplicagdo f = go f~! é uma parametrizacio local de M em p. O espaco tangente
de M em p é dado por T,M = im(dg,), onde dg, TqM — TP]R5 € a diferencial da aplicacdo g
no ponto de coposto 1, g. Definimos o hiperplano normal a M em p como o subespago vetorial
de dimensio 3, N,M, tal que
T,R> = T,M ®N,M.

A primeira forma fundamental de M em p, I : TqM X TqM — R, é dada por
I(u,v) = <dgq(u>7dgq(v>>av u,ve TqM7

onde {(.,.) denota o produto interno induzido de R>. Da mesma forma como as primeiras formas
fundamentais para superficies de coposto 1 em R", n = 3,4, a primeira forma fundamental
de uma 3-variedade de coposto 1 ndo € uma métrica Riemanniana em TqM , mas sim uma

pseudométrica.
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Tomando uma parametrizagdo local de M em p, f = go f~!, como antes e {0y, dy,d;}
uma base de TqM , podemos obter os coeficientes da primeira forma fundamental com respeito a

carta local ¢:

E(q) =1(9x,0x) = (fx, f)(9(q)), F(q) =1(0x, ) = {fx, /y)(9(a)),
G(q) =1(dy,0y) = (fy, /1)(#(q)), H(q) =1(9;,9;) = (f2, f)(9(q)),
I(q) =1(9x,0%) = (fu, fo)(@(q)),  J(q) =1(dy, %) = (£, /5)(9(q))-

Tomando u = otd, + 0y + Yo € T,M, temos

I(u,u) = &’E(q) +200BF () +B*G(q) + V*H (q) +20av1(q) + 2BV (q)-
Nas mesmas condi¢des, definimos a segunda forma fundamental na base {0, dy,d;}
considerada acima. Isso € feito como segue. A projecdo ortogonal

m : T,R> — N,M
wi— T (w)

€ definida canonicamente e /] : TqM X TqM — NpM € tal que

110y, 0x) = m(fux(9(q))), 11(0x,9y) = Ma(fiy(9(q))), 11(y,dy) = m(fyy(9(q))),
11(9;,9;) = m(f2(9(q))), 1(0x,d;) = m(frz(0(q))), I1(dy,d;) = m(fz(¢(q))).

Logo, podemos estender /1 para TqM X TqM canonicamente de modo Unico a uma aplicagdo

bilinear simétrica. Mais ainda, dado u = ad, + B, + 0, € TqM podemos escrever

1(w,u) = (07 (frr) +20B 7 (fry) + B> M2 (fry) + 1 M2 (fo) + 207 (fic) +2BYm2(f32)) (9 ().

Lema 6.11. A definicdo da segunda forma fundamental ndo depende da escolha do sistema de

coordenadas locais ¢ em M.

Demonstracdo. A demonstracao deste resultado é completamente andloga aquela feita no Lema

4.3, de modo que ndo a reproduziremos novamente aqui. 0

Para cada vetor normal v € N,M podemos definir a segunda forma fundamental de M

em p ao longo de v,
Iy, : T,M x T,M — R, (w,v) — II,(u,v) = (II(a,v), V),
para todo u,v € TqM . Podemos escrever também os coeficientes de /1, em coordenadas:

W(q) = (m(fe), V)(9(q), mv(q) = (Mma(fry),V)(9(q)), nv(q) = (m(fiy), V)(¢(q)),
pv(g) = (m(fz),v)(0(q)), av(q) = (m(fc),V)(¢(q)), rv(q) = (m(fyz),V)(¢(q))

Tomando u = oty + B0y + Yo € T,M, ¢ valido que

Iy (u,u) = (&Pl +2afmy + B2y + P py + 207y + 2B7rv) (9)-
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Fixando um referencial ortonormal {Vv;,V,,Vv3} para N,M, temos
H(uw,u) =IIy, (n,u)v; +I1Iy,(a,u) v, + 11y, (n,u)vs

3
= Z((le,mi +2afmy, + ﬁzlvi + yzpvi +20yqy, +2B7rv.)(q),
i=1

para todo u = otdy + 0y, + Yo, € T,M.

Mais ainda, ainda utilizando o referencial ortonormal acima podemos escrever a matriz

da segunda forma fundamental de M em p, dada pela seguinte matriz de ordem 3 X 6:

lvl mvl nvl le QVl ”vl
le sz an sz qV2 rV2

lV3 My; Ny Pvi qvy T

A préxima defini¢do € a de locus de curvatura para uma 3-variedade M com singularidade

de coposto 1 em R>.

Defini¢ao 6.12. Seja C, o subconjunto dos vetores unitdrios (segundo a pseudométrica dada
pela primeira forma fundamental) em TqM . Considere a aplicagdo 1, : C; — Np,M dada por
Ng(w) =II(u,u). O locus de curvatura de M em p é a imagem desta aplicagdo e serd denotado

por A,, ou seja, A, = 1,4(Cy).

Uma vez que a segunda forma fundamental ndo depende da escolha do sistema de
coordenadas locais ¢ em M, o mesmo vale para o locus de curvatura. No entanto, tal como nos

casos de superficies de coposto 1, A;, depende da aplicagao g.

Exemplo 6.13. (i) Considere a 3-variedade de coposto 1 dada como imagem de M = R? via
aplicagdo g(x,y,z) = (x,y,xz,yz,z%). Tomando coordenadas (X,Y,Z,W,T) na meta com
p =1(0,0,0,0,0) e g = (0,0,0), temos que o plano tangente 7,,M é dado pelo plano XY
e o hiperplano normal N,M é o gerado por ZWT. Além disso, para u = ad, + fd, +
yo. € M temos E=G=1e F=H=1=J=0, de modo que I(u,u) = o> + % e
I(u,u) = (0,0,207,2B7,27%). Portanto, o conjunto dos vetores unitdrios é o cilindro
dado por C, = {(a,B,7) € R} a?+ B? =1} e o locus de curvatura é o paraboldide
A, ={(0,0,2a7,2B7,27*); o> + B> = 1}.

(ii) Tomando M dada por g(x,y,z) = (x,y,2%,xz,0) nas mesmas condi¢des do item anterior, o
loucs de curvatura para todo ponto da forma p = (0,y,0,0,0), com y € R é uma regido
parabélica dada por A, = {(0,0,27%,2ay,0); a®+ %=1}

(iii) A 3-variedade dada por g(x,y,z) = (x,y,2%,0,0) é tal que seu locus de curvatura na origem
p é uma semirreta, A, = {(0,0,2¥%,0,0): a®+B%=1}.

Observacdo 6.14. Seja M C R’ uma 3-variedade singular de coposto 1 em p € M dada como

na construcdo inicial desta se¢do. Uma vez que a aplicagio g : M — R é de coposto 1 em
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g € M, podemos escolher um sistema de coordenadas ¢ e fazer rotacdes na meta de modo que a

parametrizacdo local f de M em p seja dada por

f(x,y,Z) = (x,yafl (x,y,Z),fz(x,y,z),f3(x,y,z)),

com f; € A%, parai=1,2,3. Além disso f satisfaz as condigdes de que %((])(q)) = %—J;i((])(q)) =
%—Q (¢(gq)) =0, parai=1,2,3. Consequentemente, os coeficientes da primeira forma fundamental
sdo dados por E=G =1e F =H =1 =J = 0. Isto posto, tomando u = ady + ) + Y0, €
C, C T,M, temos que I(u,u) = 1 se, e somente se, &> + 32 = 1, ou seja, o subconjunto dos
vetores tangentes unitdrios C, ¢ dado por um cilindro infinito de raio 1 paralelo ao eixo d; em
T,M. Fixando um referencial ortonormal { Vi, v, V3} de N,M, podemos parametrizar o locus de

curvatura A, da seguinte maneira:
> 2
(a7ﬁ7Y) = Z((x lV,' + zaﬁmv,- + ﬁzlvi + szv,- + 20‘7‘]vi + zﬁyrvi)via
i=1

com o’ + B%=1.

A aciio do grupo .72 particiona o espago dos dois jatos de aplicacdes f : (R3,0) — (R>,0)
de coposto 1, £1J%(3,5), em seis 6rbitas.

Proposicdo 6.15. (RUAS; SACRAMENTO, 2018) Existem seis .«72-6rbitas em £'J?(3,5), a
saber:

(%, 3,%2,¥2,2%), (%,,2%,%2,0), (x,%,%2,52,0), (x,5,2%,0,0), (x,y,x2,0,0) e (x,y,0,0,0).
Observacio 6.16. Dado um 2-jato de aplicacio em X!J%(3,5),

F0) = (x,y,a00x* +ar1xy + amy? + a21z* + anxz + ai2yz, baox> + by1xy + bozy?)
+b212% + byoxz + b12yz, c20%> + c11xy + cooy* + €212 + €20X7 + €12)2)

podemos listar condi¢des para que o germe pertenca a uma determinada 6rbita. Na Tabela 11

estdo listadas tais condi¢des. Aqui, representamos por A a seguinte matriz:

ai ax ap
A=\ by bxn bn

€21 €22 C12

e D =det(A).

Vimos no Teorema 3.3, que a parabola de curvatura de uma superficie singular de
coposto 1 em R? distingue completamente as quatro 6rbitas da .7?-classificacdo dos 2-jatos de
aplicagdes em £1J%(2,3). Além disso, mostramos no Teorema 4.9 que um resultado analogo é
valido para superficies singulares de coposto 1 em R*. Seria entdo natural esperar que o locus de

curvatura de uma 3-variedade singular de coposto 1 em R> compartilhasse dessa propriedade.
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Tabela 11 — Condigdes para .«7>-classificagio em X'J%(3,5).

Forma normal Condic¢des

(x,y,x2,2,2%) D#0

(x,3,2%,x2,0) D=0, posto(A) =2ea3; +b3; +c3; >0
(x,¥,x2,yz,0) D =0, posto(A) =2eay =by; =c21 =0
(x,y,2%,0,0) D=0, posto(A) =1ea} +b3 +c5, >0
(x,y,xz,0,0) D=0, pOStO(A) =leayy=by=c=0

(x,5,0,0,0) ayy=an=ap=by=bn=bpnp=ci1=cn=cp=0

No entanto, isso ndo ocorre. No primeiro item do Exemplo 6.13, mostramos que o locus de
curvatura na origem da 3-variedade localmente parametrizada por fi(x,y,z) = (x,y,xz, yz,zz)
é um paraboléide. Considere agora a 3-variedade dada por f>(x,y,z) = (x,y,xz +y%,yz,2%).
Muito embora j2f>(0) ~ 2 j2f1(0), o locus de curvatura da 3-variedade dada por f> é dado
por {(0,0,2ay+2B2,287,27%); o? + B? = 1}, que ndo é um paraboldide. As Figuras 26 e 27

ilustram o locus de curvatura na origem da 3-variedade localmente parametrizada por f>.

Figura 26 — Vista superior do locus de curvatura. Figura 27 — Vista lateral do locus de curvatura.

O grupo R? x 0(5) também age em X!J%(3,5), produzindo, para cada érbita listada na
Proposicao 6.15, uma forma normal genérica de grau 2 obtida por mudancas de coordenadas na

fonte que preservam a geometria de segunda ordem e por isometrias na meta.

Proposiciio 6.17. (RUAS; SACRAMENTO, 2018) Seja f : (R3,0) — (R3,0) um germe de
aplicacdo de coposto 1. Utilizando mudancas de coordenadas suaves na fonte e isometrias na

meta, podemos escrever f em uma das seguintes formas normais:

(x4, 3,2) = (6, y,a13% + azy® +xz+agyz+ p(x,y,2), b1x* + boxy + b3y* + beyz
1) +q(x,y,2),c1%% + coxy + c3y* + caz? + esxz+ ceyz+ (%, 3,2)), se j2f(0) ~ 2
(x,3,%2,¥2,2%);
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(X,y,z) = (x,y,a1x2 +a2xy+a3y2 +a4Z2 +a5xz+p(x,y,z),b1x2 +b2xy+b3y2

(i1) .
—I—xz—l—q(x,y,z),clxz—|—czxy—|—03y2+r(x,y,z)), S¢ sz(()) ~ 2 <x7y7Z27XZ70);

(111) (x,y,Z) = (X,yaalxz+a3y2+XZ+P(xayaZ)ab1x2+b3y2+b5x2+b6y1+51(x7y72)»
c1x2—|—03y2+r(x,y,z)), S€ ]Zf(()) ~of? (x,y,xz,yz,());

(i) (x,3,2) = (x,y,a5 + agxy + azy® + 2% + p(x,,2), b1x* + baxy + b3y* + q(x,y,2),
C1X2+CZXY+C3)’2+”(X7)GZ))’ SC ]2f(0) ~ 72 (X,y7Z270,0);

(V) (x,y,z) = (x,y,a3y2+xz+p(x,y,z),b1x2+b2xy+b3y2+q(x,y,z),c1x2+czxy
+e3y? +r(x,,2)), se j2f(0) ~ 2 (x,y,x2,0,0);

(Vl) (X,y,z) = (x,y,a1x2+a2xy+a3y2+p(x,y,z),b1x2+b2xy+b3y2+q(x,y,z),c1x2

—|—czxy+C3y2—|-r(x,y,z)), S¢ ]zf(()) ~ o2 (x7ya07070)a
com a;,b;,c; € R,i=1,...,6 constantes, aq,c4 >0,bs #0e p,q,r € ///33.

Seja M C R uma 3-variedade singular de coposto 1 em p € M. Considere também um
vetor tangente ndo nulo w € T,M (note que ndo estamos nos referindo ao espago TqM ). Tomando
coordenadas (X,Y,Z,W,T) em R e escrevendo uma parametrizacio local f de M como na
Observagio 6.14, podemos escrever w = oX + Y € T,M, com «, 8 € R ndo simultaneamente
nulos. Consideremos a secdo normal de M dada pelo quatro espaco oX + BY = 0. Supondo, sem
perda de generalidade, que 8 # 0 (o outro caso € andlogo), escrevemos

o

"B

X=7X,yveR
Dessa forma, obtemos de M, via se¢do normal ¥ = yX, uma superficie singular de

coposto 1 contida em um 4-espaco, que pode ser localmente parametrizada por

f(x,Z) = (x7 Yx7fl (X,Yx,Z),fz(X, '}’X,Z),f3<x,YX,Z))~

Feitas estas considera¢des podemos demonstrar o préximo teorema, este de nossa autoria,
em que relacionamos o locus de curvatura de uma 3-variedade singular de coposto 1 em R> com

as pardbolas de curvatura de superficies singulares em R* dadas por suas secdes normais.

Teorema 6.18. Seja M C R> uma 3-variedade singular de coposto 1 em p € M. O locus de
curvatura de M em p é gerado pela unido ndo disjunta de pardbolas de curvatura em p das
superficies singulares de coposto 1 em R* obtidas pelas secdes normais dadas por dire¢des

tangentes da 3-variedade M.

Demonstragdo. Seja M como tomada acima. Note, inicialmente, que dada uma superficie
singular de coposto 1 em R4, ao mergulha-la canonicamente em R5, sua pardbola de curvatura no

ponto singular ndo se altera. Considere w € T,M e note que (dg,) ' (w) C T,M é um plano que
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contém o subconjunto ker(dg,), com g sendo a aplicagdo de coposto 1 em ¢ dada na construgio

inical desta sec¢@o e que satisfaz a condig@o g(q) = p.

Dessa forma, o subconjunto C, = (d g4) (W) NC, é um par de retas contido no cilindro
C, e tal que nq(C;) € a parabola de curvatura da superficie singular contida no 4-espago dado
pela secao normal w = 0 e que por sua vez, estd contida no locus de curvatura de M. De fato,
isso ocorre pois a segunda forma fundamental de M restrita a (dg,) ' (w) C T,M é exatamente a
segunda forma fundamental da superficie obtida pela secdo normal de M. A Figura 28 ilustra a

construcao anterior.

Figura 28 — Ilustrag@o do Teorema 6.18.

Ao variarmos w € T,M em todo o plano, obtemos todo cilindro C; em TqM € consequen-
temente, todo o locus de curvatura da 3-variedade. Portanto, como cada secdo normal nos da
uma parabola de curvatura contida no locus de curvatura de M em p, temos que este Gltimo €

gerado pelas pardbolas de curvatura.

]

Exemplo 6.19. (i) Considere a 3-variedade M C R> de coposto 1 na origem p localmente

parametrizada por

f(x,y,z) - (x7y7x2 _2)727)72 —2XZ,22 —2xy),
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cujo locus de curvatura é o conjunto
{(20* —4B7y,2B% — 4y, 27 —4aB) € N,M; o +B* =1},

ilustrado nas Figuras 29 e 30. Faremos se¢des normais em M e olharemos para as parabolas

Figura 29 — Vista lateral do locus de curvatura. Figura 30 — Vista superior do locus de curvatura.

de curvatura das superficies de coposto 1 obtidas através destas secdes. Para a secao normal
X =0, obtemos a superficie de coposto 1 dada por f(x,y) = (y, —2yz,y?,z°) e sua pardbola
de curvatura na origem pode ser parametrizada por 7 (z) = (—4z, 2, 2z2). J4 a se¢do normal
Y = 0, tem como parametrizagio da superficie singular f(x,z) = (x,x?,—2xz,7%) e sua
paribola de curvatura na origem é dada por 7(z) = (2, —4z,2z?). Por fim, considere a

secdo normal X +aY = 0, com a # 0. Obtemos
fa(1,2) = (—ay,y,a®y* = 2yz,y* +2ayz, 2 +2ay%).

Ap6s aplicarmos a isometria

cos(B) —sen(6) 0 0 O
sen(6) cos(@) 0 0 O
0 0 1 001,
0 0 010
0 0 0 01
com 6 = —arctan(a) e a mudanga de coordenadas na fonte (y,z) — (ﬁy, z), obtemos

a seguinte parametrizacdo local para a superficie dada pela secao normal:

(azx/a2+1y2—2(a2+l)yz) (\/a2—|—1y2—|—2a(a2+1)yz) (@®+1)22 +2ay?
(@®+1)*2 ’ (@ +1)*? L a+

0,y,
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O locus de curvatura desta dltima pode ser parametrizado por:

() = 2a°Va? +1—4(a®> + 1)z 2vVa> +1+4a(a®> +1)z da+2(a®+1)7?
Male) = @112 (@r)E 0 @+l

e para todo valor de a € R é uma pardbola ndo degenerada. Portanto, o locus de curvatura
de M pode ser gerado por pardbola de curvatura, todas ndo degeneradas. Na Figura 31,

apresentamos o traco de algumas pardbolas de curvatura que geram o locus de M em p.

Figura 31 — Parabolas de curvatura contidas no locus de curvatura.

(ii) Considere agora a 3-variedade M C R’ localmente parametrizada na origem por
fx32) = (2,3,2%,52,0).
Seu locus de curvatura na origem € dada pelo conjunto
{(27*,2a7,0) € NyM; o* 4 B2 =1},

que corresponde a uma regido parabdlica plana, como na Figura 32. Do mesmo modo

.

:‘/

i

Figura 32 — Regido parabdlica.

como fizemos no item anterior, vamos tomar se¢des normais. A se¢do normal X = 0 nos da
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uma superficie singular de coposto 1 localmente parametrizada por f(y,z) = (y,22,0,0),
cuja parabola de curvatura é a semirreta dada por 7j(z) = (2z2,0,0). As secdes normais
Y +aX =0, com a € R dao origem a superficies localmente parametrizadas pela familia
fu(x,2) = (x,—ax,z?,xz,0), que apSs uma isometria e uma reparametrizagio (tal como

feito no item anterior), pode ser reescrita como

2+1

a?+1

As paribolas de curvatura sdo dadas por 1,(z) = (222, 2(1—2“?;1

traco é uma pardbola ndo degenerada. Na Figura 33, ilustramos pardbolas de curvatura na

\

Figura 33 — Pardbolas de curvatura na regido parabdlica.

z,0), e paratodo a € R o

regido parabdlica.

Observaciio 6.20. E possivel determinar exatamente quais sio as pardbolas de curvatura que
geram o locus de curvatura de uma 3-variedade de coposto 1 em R’ parametrizada localmente
por f: (R3,0) — (R>,0). Isso pode ser determinado pela %% x €'(5)-forma normal de £, dada

na Proposicio 6.17. Tomaremos aqui coordenadas XYZWT em R>.

(1) Se o 2-jato de f pode ser escrito como

(x,y,2) = (x,y,a1x* +a3y* +xz+ agyz, b1x* + baxy + b3y® + bgyz,
c1x% + caxy + €3y% + €az? + csxz2+ c6Y2),

com ¢4 > 0 e bg # 0, as parabolas de curvatura de qualquer se¢do normal sdo parabolas
nao degeneradas. De fato, tome, inicialmente, a secdo normal dada por Y + oX = 0, com
a € R —{0}. Obtemos entdo uma superficie singular de coposto 1 em R* localmente

parametrizada por:

(x,2) = (x,—ax,a3 0*x* — ag xz+ a1 x> +xz, — by x> + b3 x> — o bg xz + by X2,

2

Cc3 a2 — CcrOx” — g chz+clx2 +C4z2 +C5xz)
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Considere a isometria na fonte dada pela matriz

cos(@) —sen(6) 0 0 O
sen(@) cos(@) 0 0 O
0 0 1 00
0 0 010
0 0 0 01

com O = arctan(c). Apés aplicarmos a isometria, obtemos

(x,z) — (g;;ii)x,O, (Oc2 + l)x2 + (1 — aag)xz, (b3 — aby +b1)x2 — otbexz,

(c30% — crt +c¢1)x* + (c5 — ce0)xz +c42%).

o2
Com a mudanga na fonte (x,z) — (O‘z‘z—jlu,z) temos,

(x,2) = (x,0 Voal+i(a?asta) P +(o+1)(1—aga)xz vV o2+1(bya—b3o—by)x*+bear(a*+1)xz
9 s Yy (a2+l)3/2 ) ((X2+l)3/2 9
02 4+1(c302 —cpotc1 )2 +(a? 4 1) (es—aueg)xzt+ca Vo2 +1( a2 +1)72
(a241)3/2 )

Considerando a superficie no 4-espaco XZW T, o 2-jato acima é .27 >-equivalente 2 (x, xz,z%,0)
pois o coeficiente que acompanha z> é ndo nulo, e portanto pelo Teorema 4.9, a pardbola
de curvatura € uma pardbola nao degenerada, para todo & # 0. Por outro lado, as secdes

normais X =0 e Y = 0 nos dao superficies singulares localmentente parametrizadas por

(y,2) = (0,y,a3y* + agyz, b3y* + beyz, c3y* + caz” + ceyz),

(x,2) = (x,0, arx® +xz,b1x%, c1x% + caz + C5X7)

respectivamente. Tomando-as como superficies nos 4-esp¢os dados, respectivamente,
por YZWT e XZWT, temos que os 2-jatos das parametrizacdes sio .o72-equivalentes
a (x,xy,y*,0), nos permitindo concluir novamente que as pardbolas de curvatura sio

parabolas ndo degeneradas.
(ii) Considere agora o 2-jato da %2 x €'(5) forma normal dada por

(x,5,2) = (x,y,a13* + axxy + azy? + asz* + asxz, by x> + baxy + bzy?

+xz, 010 + coxy + c3y?),
com a4 > 0. Neste caso, temos uma sec¢do normal cuja pardbola de curvatura é uma
semirreta, todas as outras sdo pardbolas ndo degeneradas. Procedendo de maneira andloga,
considerando inicialmente a se¢cao normal dada por ¥ + aX = 0, com a € R, obtemos
entdo uma superficie singular de coposto 1 em R* localmente parametrizada por:

X2 ((x203 — 0y +c1)
o?+1 ’

(x,2) = (x,O,f3(x,Z),xz,
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com
B 4 3, 2 2 2
o) ( 2a40°b3+2a40°by—2a4 0°b1—2a4 @bz +2a4 X by+as 2a4b1+a5)xz
f3<x,Z) =as7z” + o2+1
(614 (X4b32—2a4 a3b2 b3+2ay (Zzbl bz+ay a2b22—2a4 abyby—as (Zzb3+(l3 (12+a4 b12+a5 abry—ay oe—asbi+a; )x2
a?+1

Mais uma vez, para todo & € R, tomando a superficie contida no 4-espaco XZWT, o
2-jato de sua parametrizacio local é .«7%-equivalente a (x,xz,7%,0), o que garante que sua
pardbola de curvatura na origem € uma pardbola ndo degenerada. Tomando, no entanto, a

secdo normal X = 0, obtemos a parametrizac¢ao local

(ya Z) = (ana a3y2 +a4Z2;b3y2763y2>7

com ay > 0 para a superficie singular. Tomando-a no 4-espaco YZWT, temos que seu
2-jato é o7 ?-equivalente 2 (y, 22,0, 0). Portanto, sua pardbola de curvatura na origem é uma

semirreta.
(iii) Neste caso, considerando o 2-jato da forma normal dado por
(x,3) = (x,, 015 + azy® +x2,b1x” + b3y* + bsxz + beyz, c1x” + coxy + 3)°)

com bg # 0, todas as parabolas de curvatura das se¢des normais sdo retas. Fazendo a secdo
normal ¥ + oX = 0 com & € R, obtemos apés mudancas de coordenadas como nos casos

anteriores

) (a3a3b6 — a3a2b5 +ajabe+ 062b3 —a1bs+ bl) o) (O£2C3 —0Ocy+ C1>

(x,z2) — | x,0,xz,x X 1
(02 + 1),/ 026 — 20tbsbi + b + 1 (02 +1)

Tomando essa parametrizacdo no espaco XZWT, temos que ela é o7%-equivalente 2

(x,xz,0,0). Fazendo a se¢ao normal X = 0, seguida de mudangas de coordenadas, obtemos

(3,2) = (0,y,a3y%,yz,¢35%),

que pelo mesmo argumento utilizado acima, é .<7?-equivalente a (y,yz,0,0), ou seja, em

todos os casos a pardbola de curvatura € dada por uma reta.
(iv) Ao tomarmos o 2-jato da forma normal dado por
(%,3,2) = (x,y,a1° + apxy + asy +2%,b1x* + boxy + b3y, c16* + coxy + 3y%),

todas as pardbolas de curvatura de se¢des normais sao semirretas. Fazendo a secao nomal

dada por Y + aX =0, com o € R, temos:

a3a2—a2a+a1x2 z2 a2b3—ab2+b1 ) 062C3—O£C2—|—Clx2
o?+1 ’ o?+1 ’ o?+1 '

(x,2) — (x,O,
Por outro lado, fazendo a secao X = 0, obtemos

(3,2) = (0,y,a3y + 2%, b3y%, c3)%).
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v)

(Vi)

Em ambos os casos, as parametrizagdes tomadas nos respectivos 4-espacos em que as
superficies estdo contidas, sdo .«7%-equivalentes a (x,y?,0,0), ou seja, todas as pardbolas

de curvatura sdo semirretas.
No pentltimo caso, quando o 2-jato da forma normal é dado por
(6,3,2) = (x,3,a3)” +x2,b1x" +baxy + bay”,c16” +coxy+e3)%),

a parabola de curvatura € um ponto para uma se¢do normal e em todas as outras € uma

reta. Considerando a se¢do normal dada por Y + aX =0, com o € R, temos:

2 2
o“by —abr+b o“cy— o
(6.2) (x,O,xz, 3 2+b1 5, @cs 62+Clx2),

a?+1 ’ a?+1

de modo que tomando-aem XZW T, é o7 *-equivalente a (x,xz,0,0). Por outro lado, quando

fazemos a secdo X = 0, obtemos:
(1,2) = (0,3,a3y%, b3y, e3y°),
cuja pardbola de curvatura € um ponto.
Por fim, quando o 2-jato da forma normal € dado por
(x,,2) — (x,y,a13* + asxy + azy?, b1x* + baxy + b3y?, c1x* 4+ coxy + c3y°),

todas as pardbolas de curvatura sdo pontos. Fazendo a se¢do nomal dada por Y + aX =0,

com & € R, temos:

o2

az—oax+aj 062b3—06b2+b1 ) 06263—0662+61x2
o?+1 ’ a?+1 ’ a?+1 ’

(x,2) — (x,O,
e quando fazemos a se¢do X = 0, obtemos:
(1,2) = (0,3,a3)%, b3y”, c3y°).

Como ambas parametrizacdes tomadas no respectivos 4-espacos em que a superficie esta

contida sdo .7 2-equivalentes a (x,0,0,0), as pardbolas de curvatura sdo sempre pontos.

J4 sabemos que o locus de curvatura ndo é capaz de distinguir as seis .72-6rbitas em

*1J2(3,5). No entanto, as pardbolas de curvatura das secdes normais de 3-variedades sio capazes

de fazer essa distin¢ao.

Teorema 6.21. Seja M C R> uma 3-variedade com uma singularidade de coposto 1 em p € M.

Vamos assumir p = (0,0,0,0,0) e denotar por jf(0) o 2-jato de uma parametrizagio local

f:(R3,0) — (R>,0) de M. Sdo vilidas as seguintes equivaléncias:

(i) A, é gerado exclusivamente por pardbolas ndo degeneradas < j2£(0) ~ 2 (x,y,x2,y2,2%);
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(ii) A, € gerado por parabolas nido degeneradas e uma semirreta < F2F0) ~ 2 (x,y,2%,x2,0);
(iii) A, € gerado exclusivamente por retas < j*£(0) ~ 2 (x,3,x2,z,0);

(iv) A, é gerado exclusivamente por semirretas <> j2£(0) ~ 2 (x,,22,0,0);

(v) A, é gerado por retas e um ponto < j2£(0) ~ 2 (x,,xz,0,0);

(vi) A, é gerado exclusivamente por pontos < j£(0) ~ 2 (x,,0,0,0).

Demonstragdo. A prova deste resultado segue como uma consequéncia da Observacao 6.20.
Mostremos a primeira equivaléncia. Suponha que a parametrizag¢ao f, como dada no enunciado
seja tal que j2£(0) ~ 2 (x,y,x2,yz,2%). Dessa forma, temos uma %2 x ¢ (5)-forma normal para
f> como na Proposi¢do 6.17. Logo, pelo primeiro item da Observagdo 6.20, todas as pardbolas
de curvatura das se¢des normais sdo parabolas nao degeneradas. Por outro lado, se todas as
pardbolas de curvatura sdo pardbolas ndo degeneradas, a tnica forma normal na qual isso ocorre
é a primeira listada na Proposi¢do 6.17, que por sua vez é .7 >-equivalente a (x,y,xz,yZ,z°). As

demonstracdes dos outros itens sao absolutamente andlogas e serdao omitidas. [
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