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RESUMO

YEN, N. T. H. Regularidade de solucoes periddicas para operadores diferenciais parciais
de primeira ordem. 2023. 95 p. Dissertagao (Mestrado em Ciéncias — Matematica) — Instituto
de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sdo Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

Consideremos a equacao Lu = f, sendo L um operador diferencial parcial linear agindo em

funcdes (ou distribui¢des) periddicas.

Um problema de interesse € o seguinte: dada uma funcdo f periddica e suave (satisfazendo

condig¢des naturais), encontrar uma funcao u periddica e suave satisfazendo a equagdo Lu = f.

Por outro lado, se para toda distribuicdo periddica u tal que Lu = f € suave, temos u suave,
dizemos que o operador L € globalmente hipoelitico. Analisaremos a hipoeliticidade global de

alguns operadores.

Por fim, estudaremos o efeito, na hipoeliticidade global, de perturbacdes de ordem inferior.
Mais precisamente, se L é globalmente hipoelitico, entdo L — ¢, onde ¢ € um nimero complexo,

também é globalmente hipoelitico?

A maioria dos resultados aqui apresentados trata de operadores de primeira ordem em duas
varidveis. Em alguns dos resultados o operador pode ser de ordem arbitraria ou agir em mais

variaveis.

Palavras-chave: Solucdes periddicas, Hipoeliticidade global, Resolubilidade global, Perturba-

coes, Teoria das distribui¢des.






ABSTRACT

YEN, N. T. H. Regularity of periodic solutions for first order partial differential opera-
tors. 2023. 95 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ci€ncias
Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

We consider the equation Lu = f, where L is a linear partial differential operator acting on

periodic functions (or distributions).

A problem of interest is the following: given a smooth periodic function f (satisfying some

natural conditions), find a smooth periodic function u satisfying Lu = f.

On the other hand, let u be a periodic distribution such that Lu = f is smooth. If, for every choice
of f, we have u smooth, we say that the operator L is globally hypoelliptic. We will analyze the
global hypoellipticity of some operators.

Finally, we will study the effect, on the global hypoellipticity, of lower order perturbations. More
precisely, if L is globally hypoelliptic, then L — ¢, where ¢ is a complex number, is likewise

globally hypoelliptic?

Most of the results presented here deal with first-order operators in two variables. In some of the

results the operators may either be of arbitrary order or act on more variables.

Keywords: Periodic solutions, Global hypoellipticity, Global solvability, Perturbations, Distri-

bution theory.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Um de nossos objetivos € estudar a regularidade das solugdes periddicas de equacdes

diferenciais parciais lineares. Esta propriedade recebe o nome de hipoeliticidade global.

Existe um nimero muito maior de artigos sobre hipoeliticidade local do que sobre
hipoeliticidade global. A chamada hipoeliticidade (local) refere-se a regularidade de todas as
solucdes locais. A hipoeliticidade global refere-se a regularidade apenas das solucdes globais.

Assim, hipoeliticidade local implica hipoeliticidade global, mas a reciproca ndo é verdadeira.

A hipoeliticidade global significa a regularidade de solu¢des sempre que o segundo
membro de uma equacgdo diferencial parcial € regular, ou seja, infinitamente diferencidvel. Mais
precisamente, no nosso caso, se P € um operador diferencial parcial linear, a propriedade de
nosso interesse € a seguinte: para toda distribuicao 2t —periddica u tal que Pu € C* tem-se que u
éC”.

Outro objetivo importante € estudar a resolubilidade global de alguns operadores dife-
renciais parciais lineares (especialmente os de primeira ordem). Desejamos verificar sob quais

condi¢des a imagem do operador: P : C* (T") — C* (T") é um subespaco vetorial fechado.

Estudaremos a hipoeliticidade global das perturbagdes P— A, onde A € C e P é um

operador globalmente hipoelitico.

A ferramenta principal para nosso estudo consiste nas séries de Fourier. A questio basica
dessa teoria € representar funcdes de n varidveis como séries de Fourier. Se f € uma fungao

suave em R” que € 27m-periddica em cada variavel, temos a representacao
q p p ¢
fx) =Y cre™. (1.1)
keZr

Um fato importante é que essa representagdo vale ndo somente para tais funcdes, mas também

para objetos mais complexos e gerais, as distribuicoes periddicas.

Uma distribui¢do periddica € um funcional linear continuo definido no espaco das fungdes
testes periddicas. O espago das fungdes testes periddicas € formado pelas fungdes f: R" — C

infinitamente diferencidveis e 27-periddicas em cada varidvel.
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Existem muitas questdes relacionadas a varios modos de convergéncia para a série (1.1)
acima. Discutiremos trés casos particulares: convergéncia em L?, convergéncia na topologia do

espaco das fungdes testes periddicas e convergéncia no sentido das distribuigdes.

Utilizaremos a teoria de Fourier para estudar algumas propriedades de uma classe
de operadores diferenciais parciais sendo alguns com coeficientes constantes e outros com

coeficientes variaveis.

O primeiro capitulo trata de um conjunto de resultados que sao de fundamental impor-

tancia para o desenvolvimento do trabalho.

No segundo capitulo, introduzimos as no¢des sobre séries de Fourier e teoria das dis-
tribuicdes. Usamos principalmente as referéncias (KREYSZIG, 1978) e (RUDIN, 1976) para
entender que a série de Fourier de uma fungdo f € L*(T"), onde T" := R"/2x7Z" é o toro
n—dimensional, converge na norma de L?(T") para a prépria f. Em (SALO, 2013), mostra-se
que a série de Fourier de uma fungéo u € C*(T") converge na topologia de C**(T") para a prépria
u e também que a série de Fourier de uma distribui¢do periddica u converge para a propria u no
sentido das distribui¢des. Também apresentamos as no¢des e alguns resultados sobre espagos de
Sobolev, destacando-se o Teorema 2.5.11., (SALO, 2013), que mostra que todo operador elitico

a coeficientes constantes € globalmente hipoelitico.

No terceiro capitulo, apresentamos alguns exemplos de resolubilidade e hipoeliticidade
global, aqui usando a caracterizacao de distribui¢des periddicas e de funcdes periddicas suaves

por meio de suas séries de Fourier.

Por fim, no quarto capitulo, apresentamos a demonstracdo da Proposi¢do 3.2, (BERGA-
MASCO, 1994), a qual mostra que para estudar a hipoeliticidade global do operador
L=D;+B(t)Dx—A(t,x),
no caso em que € C~ (T, R), A € C~(T?) e a média fy de B é um nimero irracional ndo
Liouville, basta estudar a hipoeliticidade global de
L=D;+ BoD,— A,
onde fp e Re A € R.

Pelo artigo (BERGAMASCO; ZANI, 1994), para a maioria das perturbacdes de ordem
zero (no sentido da medida de Lebesgue), os operadores sdo de fato globalmente hipoeliticos. Os
autores provaram isto no caso bidimensional. Apresentamos no capitulo 4 a demonstragcdo do
caso bidimensional e apresentamos também a prova no caso de dimensao arbitraria. Por outro
lado, no caso de primeira ordem a maioria das perturbacdes (no sentido da categoria Baire)
Pi—A =D;+BDy— A, A € R, ndo sdo globalmente hipoeliticos - ver (BERGAMASCO, 1994).

Também apresentamos a demonstragdo deste resultado.
Muitas vezes usaremos "(GH)" no lugar de globalmente hipoelitico.

Sera usado de forma recorrente o teorema de Greenfield e Wallach - ver Teorema 3.5.15.
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CAPITULO

PRELIMINARES

Neste capitulo introduziremos alguns resultados preliminares que serdo utilizados na

dissertacdo.

2.1 Alguns resultados sobre séries

Definicdo 2.1.1. Seja {ay};7> uma sequéncia de nimeros complexos. Dizemos que {ay };c72
converge para s € C se para qualquer € > 0 dado, existe ng = ng(€) € N tal que para todo
k= (ki,ky) € 72 com |ky| + |ka| > ng, tem-se

lap —s| < €.

Escreve-se s = lim ay.
|k|—eo

Definigo 2.1.2. Seja { fi }cz2 uma sequéncia cujos termos sio fungdes f; : X C R? — C. Diz-se
que { fi }xez2 converge uniformemente para uma fungio f : X — C se para qualquer € > 0 dado,
existe np = np(€) € N tal que para todo k = (k1,k») € Z?* com |k{|+ |kz| > ng, e paratodo 6 € X,
tem-se

fi(8) — f(0)] <e.

Defini¢ao 2.1.3. Seja Z ay uma série de nimeros complexos. Dizemos que Z aj converge

kez? k72
para s € C se para todo € > 0 dado, existe ngp = ng(€) € N tal que para todo n > ng tem-se

Z ap — S
n

<&,

onde A, = {(kl,kz) : ’k1|+ ’kzl < I’l}

Definicao 2.1.4. Seja Z fi uma série cujos termos sdo funcgdes f; : X C R> — C. Diz-se que
keZ?

Z fx converge uniformemente para uma fungdo f : X — C se para todo € > 0 dado, existe

kez?
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no = ngp(€) € N tal que para todo n > ng e para todo 6 € X tem-se

). fi(6)—£(8)

keA,
onde A, = {(kl,kz) : ’kl‘ + ’kz‘ < I’l}.

<&,

Teorema 2.1.5. (Teste M de Weierstrass) Se para cada k € 72 e cada O € X C R?, tem-se

|fx(0)] < cx, onde Z cx € uma série convergente de nimeros reais positivos, entdo a série
kez?

Z fx, cujos termos sdo fungdes f; : X — C, converge uniformemente.

keZ?

Demonstragdo. Pelo critério de comparagdo, para todo 6 € X a série Z f1(6) é convergente.

kez?
Dado £ > 0, existe ng = ng(€) € Ntalque ) ¢ < €. Temos
Ik |+[k2|>no
Y nO))< Y a< )Y a<e
lki|+[k2|>n k1| +[kz2|>n lki|+[k2|>no

para todo n > ng. Logo, Z fx converge uniformemente.
keZ?

O

Teorema 2.1.6. (Derivacao Termo a Termo para Séries) Seja U C R™ aberto e conexo. Se a
série Y ;72 fx, de aplicagdes diferencidveis f; : U — R", converge num ponto ¢ € U e a série
Yrcz2 f; das derivadas converge uniformemente em U, para a soma g = Y';.c72 f;, entdo tem-se

convergéncia uniformemente f =Y., fy em U, asoma f : U — R" é diferencidvel e /' = g.

Demonstracdo. Adaptamos a demonstra¢do do Teorema da Derivagao Termo a Termo, (LIMA,

2014), palavra por palavra. L

2.2  Alguns resultados sobre integracao de funcoes nao
negativas
Seja (X,.# , ) um espago de medida. Denotemos por
LT ={f:X —[0,+o]; f é mensuravel}.

Proposicdo 2.2.1. (Teorema da Convergéncia Monétona) Se { f,,} é uma sequéncia em L tal
que fj < fj41 paratodo j, e f =lim, e fy, entdo [ f =lim, e [ f4.

Demonstragdo. Ver Teorema 2.14, (FOLLAND, 1999). O

Proposicdo 2.2.2. Se f € LT e [ f < o, entdo {x: f(x) = oo} é um conjunto de medida nula.

Demonstragdo. Ver Proposicao 2.20, (FOLLAND, 1999). ]
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2.3  Alguns resultados sobre espacos de Hilbert

Definicao 2.3.1. Dizemos que um espaco com produto interno X é um espago de Hilbert se for

completo.

Exemplo 2.3.2. Para f,g € L*([—x, 7t]) definimos

(r.6) =5 [ ro)oe.

:% .

Pelo livro (RUDIN, 1976) segue que L*([—7,7]) é um espaco de Hilbert.

Definicao 2.3.3. Seja X um espaco com produto interno (-, ).

1. Dizemos que dois vetores x,y de X sdo ortogonais se {x,y) = 0.

2. Dizemos que um subconjunto A de X € um conjunto ortogonal, se quaisquer dos vetores
distintos de A sdo ortogonais entre si. Um conjunto ortonormal A € um conjunto ortogonal

em X cujos elementos t€m norma 1, ou seja,

<x,y>={ R

I, sex=y,
para todo x,y € A,

Exemplo 2.3.4. A sequéncia {9} <7 é ortonormal em L? ([, 7t]) pois

<eik97eij9> _ L/” k0 ,—1i0 79
L2 27 -7

0, sek#),

B I, sek=j.

Teorema 2.3.5. Dada qualquer sequéncia ortonormal {e; } em um espago de Hilbert X, considere

as séries da forma -
Y oyey, 2.1)
k=1

onde o, o, ... sdo escalares. Entao:

(a) A série (2.1) converge (na norma em X) se, € somente se, a seguinte série converge:

Y lowl*.

k=1

(b) Se (2.1) converge, entdo os coeficientes o sdo os coeficientes de Fourier (x, ey ), onde x

denota a soma de (2.1). Neste caso, (2.1) pode ser escrito da segunite forma:

X =
k

(x,ex) er.
1

(o]
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(c) Para qualquer x € X, a série (2.1) com oy = (x,e;) converge (na norma de X).

Demonstragdo. Ver (KREYSZIG, 1978). O

Definicao 2.3.6. Um subconjunto M de um espaco normado X € dito um conjunto total se
spanM = X.

Definicao 2.3.7. Seja X um espaco com produto interno. Um subconjunto B C X é chamado

uma base de Hilbert se for um conjunto ortonormal total.

Teorema 2.3.8. Seja M um subconjunto do espaco com produto interno X. Se M € total entdo
M+ = {0}, onde M+ = {x € X : (x,y) =0, paratodoy € M}.

Demonstragcdo. Ver (KREYSZIG, 1978). O

2.4 Desigualdade de Holder

Teorema 2.4.1. (Desigualdade de Holder) Sejam 1 < p <o e ¢ o expoente conjugado de p
definido por % +é =1.Se feLP(Q)egec Li(Q)entio fgc L'(Q) e

[ (furan) " ([ an)

Demonstragdo. Ver Teorema 3.8, (RUDIN, 1987). O

Teorema 2.4.2. (Desigualdade de Holder para séries) Se 1 < p,q < « com %4— %] =1le
{ay} € 0P e {b;} € ¢4 entio {ayb;} € ' e

- p s l/q
k=1 k=1

Usando o lema abaixo na demonstracao do Teorema 2.4.2.

Z akbk
k=1

Lema 2.4.3. Considere o espaco de medida (N, Z(N), 1), onde Z(N) é o conjunto de partes
de N e u é a medida de contagem. Seja f : N — [0,0]. Entdo

/N fiu= Y. 1)

Demonstracdo. SeJ C Ne f = xj, onde

1, senel,

n)—=
xon) {0, sen¢J,
entao

[ fau= [ du =)= ¥ ) = ¥ ),
n=1 n=1
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Por aditividade vale para fun¢des simples ndo negativas. Usando o Teorema da Convergéncia

Monétona, o lema € valido para fun¢des ndo negativas. 0

Demonstragdo do Teorema 2.4.2. Sejam f(k) = |ai| e g(k) = |bi|. Pelo Teorema 2.4.1 e Lema
2.4.3 temos

Y aby
k=1

< b= [ |feld
l;1|ak k| /N\ gldu
1/p 1/q
( /. !f|”du) ( /. \gl"du)
- Up s l/q
:<Z\ak\p> <Z|bk|q> :
k=1 k=1

<

2.5 Teorema de Baire

Um conjunto ¥5 é um subconjunto de um espago topolégico que € uma interse¢ao

enumeravel de conjuntos abertos. Um conjunto .%4 é o complementar de um conjunto ¥.

Teorema 2.5.1. (Teorema de Baire) Seja X um espago métrico completo. Se {U,}, _, ¢ uma

sequéncia de subconjuntos abertos densos de X, entdo (), U, é¢ ¢5 denso em X.

Demonstragcdo. Ver Teorema 5.6, (RUDIN, 1987). ]

2.6 Teorema da aplicacao aberta para espacos de Fréchet

Por defini¢do, um espaco de Fréchet é um espaco vetorial topolégico de Hausdorff
localmente convexo cuja topologia € dada por uma métrica invariante e que é completa como um
espaco métrico (uma métrica d em um espago vetorial é dita invariante se d(u+w,v+w) =d(u,v)

para todos os u,v,w).

Teorema 2.6.1. (Teorema da aplicacao aberta para espacos de Frechet)

(a) Se f for uma aplicagdo linear continua e sobrejetora de um espaco de Fréchet X em um

espaco de Fréchet Y, entdo f € aberta.

(b) Se f satisfaz (a) e € 1 — 1, entdo f*1 : Y — X € continua.

Demonstragcdo. Ver (RUDIN, 1991). ]
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2.7 Numeros de Liouville

Definicdo 2.7.1. Um nimero real o é chamado um nimero de Liouville se existir uma sequéncia

{&} ,onde g; > 0, e mdc (pj, qj) = 1, com todos os elementos diferentes, e tal que
qj
~ 1
a-P <= 2.2)
q;j q;

Teorema 2.7.2. Todo numero de Liouville € transcendente.
Demonstragdo. Ver o Teorema 5.4, (FIGUEIREDO, 1985). ]

Pelo teorema acima segue que um nimero de Liouville € um nimero irracional.

Lema 2.7.3. Seja oc um nimero irracional tal que

Vj 1
- <=,
uj ,
J MJ
vil . . L .
onde ¢ — » € uma sequéncia de racionais diferentes com u; > 0. (Aten¢do: ndo exigimos que
Ui
J

mdc (v ol j) seja 1). Entdo o é um nimero de Liouville.

Demonstragcdo. Ver o Lema 5.1, (FIGUEIREDO, 1985). O
Exemplo 2.7.4. Seja
|
o=y —.
k:llom
Consideremos a sequéncia de racionais definida por
J
iy L
Uj k;l 10"’
Temos - . | |
Vil _ _ T
* uj| k:JZ;I 10K 100+ (1 ST =y ) ‘ (2:3)
A expressdo em parénteses ¢ majorada por
14 1 n 1 T 10
10 102 9
Logo, o tltimo membro de (2.3) é majorada por
1 10 1
T o ST
(10h10t 9 (1041
e portanto
‘ Vj < 1
ui| (1010
. |
Como podemos tomar u; = 10/, segue-se que & = Z 104 ¢ um numero de Liouville.

k=1
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Lema 2.7.5. Seja @ um ndmero irracional. Entdo o € um niimero de Liouville se, e somente se,

para todo N € N, existem infinitos racionais B, onde g > 0, satisfazendo a seguinte condicdo de
q

aproximabilidade
P 1

a-P| <= (2.4)
qal 4"

(Em outras palavras, @ € um nimero de Liouville se, e somente se, para todo N € N, a inequagao

(2.4) tem infinitas solucdes racionais).

Demonstracdo. Suponha que @ € um nimero de Liouville. Assim, existe uma sequéncia {&} ,
qj
onde g; >0, emdc (pj,q;) = 1, com todos os elementos diferentes, e tal que

1
< —J
qj

_Pi
qj

o

Dado N € N. Para cada j > N, temos qj: > q’}’ . Isto decorre que

i 1 1
OC—& <_j<_N'

Portanto, para cada N € N, existem infinitos racionais 1—), onde g > 0, satisfazendo (2.4).
q

Reciprocamente, suponha que existem infinitos racionais —, onde g > 0, satisfazendo
q

(2.4). Mostremos que & ¢ um nimero de Liouville. De fato, para N = 1, existe &, com gy >0

q1
tal que
1
q1 q1
Para N =2, existe &, comgy >0e p2 # &, tal que
a 92 9
1
o — & < -
q2 q5
A existéncia de 22 segue do fato que existem infinitos racionais E, onde g > 0, satisfazendo
q2 q
(2.4). Continuando o mesmo processo, para N € N, existe p—N, comgy >0e PN &, para
qN qN  dk
todo k < N, tal que
1
o — p—N < -
qN qn
Desta forma obtemos uma sequéncia {&} , onde g; > 0, com todos os elementos diferentes, e
4j
tal que
; 1
a—P| <~
4l g

Portanto, o Lema 2.7.3 garante que ¢ € um numero de Liouville.
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Pelo Lema 2.7.5, podemos afirmar que um nimero irracional & ndo € um nimero de
Liouville se, e somente se, existe N € N tal que ndo existem infinitos racionais B, onde g > 0,
satisfazendo a condicdo (2.4). Em outras palavras, & ndao € um nimero de Liouville se, e somente
se, existe N € N tal que a inequacdo

1
lgax — p| > q_N (2.5)

, . . P , .
vale para todos nimeros racionais —, onde ¢ > 0, exceto um nimero finito deles.
q

Lema 2.7.6. Seja o um niimero irracional. Entdo & ndo é um ntiimero de Liouville se, e somente
se, existem N € N, e ¢ > 0 tais que a inequagao
c

ot (26)

lgoe—p| >
vale para todos nimeros racionais B, onde g > 0.
q

Demonstragdo. Suponha que o nao € um nimero de Liouville. Assim, existe N € N tal que

a inequacdo (2.5) vale para todos nimeros racionais B, onde g > 0, exceto o conjunto F =
q

{&,&,...,ﬂ},onde qr > 0,parak=1,..., ¢, para algum ¢ € N. Seja
q1 92 q¢

c=min{1l,|q10t — pi|,|q20t — p2|,...,|qect — pe|}.

Note que ¢ > 0, uma vez que o € um nimero irracional. Temos

C
N
qy

lqkot— pr| > ¢ >

parak=1,... /. Além disso, para P ¢ F, com g > 0, temos
q

Portanto, a inequacao (2.6) vale para todos nimeros racionais B, onde g > 0.
q

Reciprocamente, suponha que existem N € N, e ¢ > 0 tais que a inequagdo (2.6) vale

p . . P . ~ . . .
para todos numeros racionais —, onde g > 0. Vejamos que & nao € um numero de Liouville. De

fato, escolhemos Ny € N tal que
2NN !
c
Para g > 2 temos
qN()—N 2 2N()—N > l
c
Disso decorre que

C
lqa —p| > Py > Py
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Para g =1, e para p € Z, com |p| > |a|+ 1, temos

1
!qa—p\ZIP—OC\ZIp\—!a\>1=W-

Logo,
1
90—l = 57 (2.7)
para B, comg>1, p€&€Zepara E, com g =1e|p|> |a|+ 1. Em outras palavras, a inequagéo
q q

(2.7) vale para todos nimeros racionais B, onde g > 0, exceto um niimero finito deles. Portanto,

o ndo € um namero de Liouville.

Defina

C

2 205’
(1+|pl*+ql*)?
para todo (p,q) € Z2\{(0,0)}}.

X={acR\Q:3IN>0ec>0tais que |go.— p| >

Lema 2.7.7. Seja o um ndmero irracional. Se & ndo € um nimero de Liouville, entdo o € X.

Demonstragdo. Como o ndo € um nimero de Liouville, entdo pelo Lema 2.7.6 existem N € N,

e ¢ > 0 tais que a desigualdade
c
g0 —p| = =,
gV

N N
vale para todos nimeros racionais 2, onde ¢ > 0. Como ¢" = (lg*)> < (1+1pl*+1q?)
q

entao

C C
lqa—p| > — > ,

N i
T (1+pP+1q?)
para todo (p,q) € Z*\{(0,0)}, onde ¢ > 0. Para (p,q) € Z*\{(0,0)}, onde g < 0, temos

N4

C C
lqot —p| = |(—q)oc— (—p)| > ; T = o
(1+|=pl*+|—ql*) (1+|pl*+1q]?)?

(Sl

Portanto, ¢ € X. L]

Lema 2.7.8. Se o € X, entdo o ndo é um nimero de Liouville.

Demonstragdo. Como o € X, entdo existem Ny € N e ¢ > 0 tais que

C
g0t —p| = T (2.8)
(1+p[*+1ql?*)?

para todo (p,q) € Z*\{(0,0)}.
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Considere os seguinte conjuntos

le{geQ:q>0 e ]qa—p\zl}

Q2={§€Q:q>0 e |qa—p|<1}.

Se d € 0y, temos
q

1

Se d € 0y, temos
q
p| = |p—qa+qal <|qgo—p|+|qa| < 1+qla| < g+qlal.

Disso decorre que

1+ [p[+]ql <3q+q|lal = (3+|a|)g.

Assim, 1
(1+1pl*+1gl*)* <1+Ipl+1dl < B3+]a))g.
hogo 1 1 1
(1+1pP+1g2) ¥ SRR o
De (2.8) e (2.10) obtemos
ga—p| > R — @.11)
(1+1pf+lgp) 2~ CFIeD™ 4

Seja cp = min { 1, N } > 0. De (2.9) e (2.11) segue que

(B +laf)

‘C[(X—p| > CToa
q 0

para todos P € Q, onde g > 0. Concluimos pelo Lema 2.7.6 que & ndo é um ndmero de

Liouville. O

2.8 Fracoes continuas

A cada niimero irracional o, com 0 < a < 1, corresponde uma sequéncia unica ap,ay, . ..

com a, € N tal que o € igual a fracdo continua (infinita)

1
a=1/(a + ,
/( 1 a2_|_...>
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a qual se escreve mais simplesmente como

o= [al,az,...].
Os convergentes para o s30 as somas parciais p,/q, = [ai,...,a,]; com
=1 q1 = ai
P2=a g2 = azxa; +1
Pn = anpn—1+ Pn—2 qn = angn—1 +qn—2, n=3,4,...

Proposicao 2.8.1. Os convergentes sdo fracoes irredutiveis e satisfazem

1
< — > neN.
ani+19y

o

qn

Demonstragdo. Ver Proposi¢ao 3.4, (MOREIRA et al., 2010).
Proposicao 2.8.2. Os convergentes sdo fracdes irredutiveis e satisfazem

o

qn

1
<

< , neN.
qnqn+1

Demonstragdo. Ver Teorema 3.11, (MOREIRA et al., 2010).

Teorema 2.8.3. (Teorema de Legendre) Se um niimero racional p/q satisfaz

q

<_

)4 1
o
‘ ' 24°

~ P .. DPn
entdo — € igual a um dos convergentes —.

qn

Demonstragdo. Ver (SCHMIDT, 1980).

Teorema 2.8.4. (Teorema de Dirichlet) Se « € irracional entao a desigualdade

1
q q

. . - . . P
tem infinitas solucdes racionais —.
q

Demonstragdo. Ver (SCHMIDT, 1980).

(2.12)

(2.13)
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CAPITULO

SERIES DE FOURIER E TEORIA DAS
DISTRIBUICOES

Neste capitulo, veremos resultados sobre séries de Fourier e teoria das distribuicdes.
Um fato importante é que a série de Fourier de uma funcéo f € L*>(T"), onde T" := R" /2 Z"
é o toro n-dimensional, converge na norma de L*(T") para a prépria f. Em (SALO, 2013),
mostra-se que a série de Fourier de uma funcdo u € C*(T") converge na topologia de C*=(T")
para a propria u e vale o resultado andlogo para distribui¢des periddicas. Além disso, veremos
a nog¢do de espacos de Sobolev e alguns resultados a respeito destes espagos, destacando-se o
Teorema 2.5.11., (SALO, 2013), que mostra que todo operador elitico a coeficientes constantes é

globalmente hipoelitico.

3.1 Notacoes

Para vetores em R” a expressdo |x| denota o comprimento euclidiano. Também usaremos

a notagio (x) = (14 [x|?)!/2.

Para facilitar a discussdo de funcdes em vdrias varidveis, a notacdo de multi-indice € usada.
O conjunto de multi-indices é denotado por N e consiste de todas as n—uplas o = (g, ..., 0y)
onde os @; sdo inteiros ndo negativos; em outros trabalhos, utilizada a notagio Z'| para este

conjunto. Escrevemos |ct| = ot + - + @, € x* = x{" ... x%n.

Para derivadas parciais, a notagao

a \* a \*
a f— [ Y
" = <8x1> (an>

) ) 1 0
sera usada. Também escreveremos D = R e correspondentemente
i dx;
i

a n
D% =D ...p%.
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O Laplaciano em R” é definido como
92
Loz
j=19%j

3.2 Teorema de Stone-Weierstrass e séries relacionadas

a sequéncias ortonormais

Esta secdo usa as principais referéncias (KREYSZIG, 1978) e (RUDIN, 1976). O objetivo
desta se¢do é enunciar uma generalizagdo do teorema de Weierstrass, a saber, Teorema de
Stone-Weierstrass, e usar este teorema para mostrar que a série de Fourier de uma fungio

f € L*(|—n, z]) converge na norma de L?([—7, 7t]) e ainda converge para a propria fungio f.

Teorema 3.2.1. (Teorema de Weierstrass) Se f é uma fungdo complexa continua em [a, D],

existe uma sequéncia de polindmios P, tal que

lim P,(x) = f(x)

n—oo

uniformemente em [a,b]. Se f é real, o P, pode ser escolhido real.

Demonstragdo. Ver o livro (RUDIN, 1976). O

Definicao 3.2.2. Uma familia </ de fun¢des complexas definidas em um conjunto E é chamada

uma dlgebra se

(i) f+ge,
(i) fge o,
(iii) cf € &,
paratodo f,g € o/ e c € C, isto é, se &/ for fechado sob adi¢dao, multiplicagdo e multiplicacio

por escalar.

Se .o/ tem a propriedade de que f € &7 sempre que f, € o/, paratodon € Ne f, — f

uniformemente em E, entdo </ é chamado uniformemente fechado.

Seja # o conjunto de todas as fun¢des que sdo limites de sequéncias uniformemente

convergentes de elementos de .o7. Entdo % é chamado de fecho uniforme de < .

Definicao 3.2.3. Seja ./ uma familia de fungdes em um conjunto E. Diremos que .o/ separa

pontos em E se para cada par de pontos distintos x,x; € E, existe uma funcio f € o/ tal que
f(x1) # f(x2).

Se para cada x € E, existe uma funcéo g € o/ tal que g(x) # 0, diz-se que . ndo se

anula em nenhum ponto de E.
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Definiciio 3.2.4. Uma familia .7 é chamada auto-adjunta se para todo f € o/, tem-se f € <7,

onde f(x) = f(x).

Teorema 3.2.5. (Teorema de Stone-Weierstrass) Suponha que .7 seja uma algebra auto-adjunta
de fungdes continuas complexas em um conjunto compacto K tal que ./ separa pontos em K e
&/ nao se anula em nenhum ponto de K. Entdo o fecho uniforme # de .7 é formado por todas

as fungdes continuas complexas em K. Em outras palavras, <7 é denso em C(K).

Demonstragdo. Ver o livro (RUDIN, 1976). ]

Teorema 3.2.6. C(T') é denso em L*(T").

Demonstragdo. Ver Teorema 3.14, (RUDIN, 1987). L]

Exemplo 3.2.7. Vejamos que span% = L ([, 1t]), onde % = {e'*®},c7. De fato, considere a
algebra

N
A = {cheine :NEN}.
=N

Note que o/ = span Z. Além disso,

N N
« o é auto-adjunta pois se f(0) = Y c,e"® € o7, entdo £(0) = Y e " € &,

* o/ separa pontos em T'. De fato, para ¢'% # ¢/%, considere f(¢') = ¢/® e temos f(e/%) #

f(e®),

* 4/ ndo se anula em nenhum ponto de T'. Com efeito, para cada ¢/% € T!, considere
g(e®) =1, tem-se g(e'%) =1 #£0.

Pelo Teorema de Stone-Weierstrass, segue que <7 é denso em C(T').

Dado u € C(T"'). Temos

[P <l [ dxe=2mjull,
[~7,7] ]

,T
ou seja,

] , 1/2
=|— < o .
lull= | [ loPax| <l 3

para algum M > 0 e para toda u € C(T!).

Dados f € L*(T") e &€ > 0, usando o Teorema 3.2.6 temos que existe g € C(T') de modo
que

1f—gll2 < g (3.2)
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Por outro lado, pela densidade de .27 em C(T!), existe by € .27 tal que

&

1&g — bl < M (3.3)

De (3.1), (3.2) e (3.3) segue que

f = bnll2 < [1f —gll2+lg —bwll2
€
2
<€

Portanto, span % = L*([— 7, 7t)).

Exemplo 3.2.8. Devido ao Exemplo 2.3.4 e ao Exemplo 3.2.7 temos que & = {¢*9};c7 é uma
base de Hilbert de L?([—7, 7]). Seja f € L>([~7,x]), o Teorema 2.3.5 garante que a série

Z < 7, eik9> k0

keZ

converge para alguma g € L?([—, 7]), isto é,

g = Z <f7eik6>eik9.

keZ

Vejamos que g = f. Para isto basta mostrar que f — g € %+ = {0} e desta forma concluir que

f = g. De fato, observe que para j € Z tem-se

<f_g,eji9> _ <f’eji6> B Z <f,eki6> <eik9,€ji9>

keZ

(re) {1

0.

Portanto, g = f. Concluimos que a série de Fourier de uma fungdo f € L*([—n, it]) converge na

norma de L?([—7,7]) e ainda converge para prépria funcio f.

Usando a mesma ideia acima, mostra-se que a série de Fourier de uma fungdo f € L*(T"),
onde T" := R" /27Z" é o toro n-dimensional, converge na norma de L?(T") e mais, ela converge

para a prépria f. Logo, para f € L>(T") temos

F0)=Y <f,e”<'9>e"’<"’. (3.4)

ke

A férmula (3.4) é chamada féormula de inversao.
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3.3  Funcoes testes periddicas

Esta secdo usa principalmente a referéncia (SALO, 2013).

O primeiro passo na teoria das distribui¢des é considerar classes de fungdes muito boas,
chamadas fungdes testes, e operacdes nelas. Posteriormente, as distribui¢des serdo definidas
como elementos do espaco dual de funcdes testes. O espaco das fungdes testes relevante para a

série de Fourier € o seguinte.

Definicdo 3.3.1. Seja T" := R" /277" o toro n-dimensional. C*(T") é o espago de todas as
funcdes suaves de valor complexo definidas no T". Os elementos de C*°(T") sdo chamados de

funcdes testes periddicas.

Exemplo 3.3.2. Qualquer polindmio trigonométrico Z cre’™* estd em C=(T™).
[k|<N

O conjunto C*(T") é um espaco vetorial de dimensao infinita sob a adi¢do usual e
multiplicacdo por escalar de fun¢des. Para obter um espaco dual razodvel, precisamos de uma to-
pologia adequada. Na prética serd suficiente saber como as sequéncias convergem, e gostariamos

. A . ] n
de dizer que uma sequéncia (u;) 7| converge para u se para todo ox € N,

0%uj— 0% uniformemente em R".

Seja
lullev =} 19%ull-.

|a|<N

Lema 3.3.3. Denote
)= {u:R" — C | uédeclasse C¥ e 2m-periédica em cada varidvel}.

Entdo, (CY, ||-||cv) € completo.

Demonstragdo. Seja {u;} jeny uma sequéncia de Cauchy em (C), ||.||cv). Dado € > 0, existe

no € N, tal que para todo j,k > ng tem-se

Y, [[0%(u) —u)]| - <&
|o| <N
Assim,

10 (uj = wi)| - <,

para todo o € N”, com |@| < N. Ou seja, {d%u;} é de Cauchy em (CY,||.]|c0), para todo
o € N", com || < N. Como (CY_,||.|co) € completo, entdo para cada o € N, com |ot| < N,

existe uq € Cy tal que d%u; — uy com respeito a norma ||.||co. Seja u := up. Vejamos que
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€ CY.. Para isso, basta mostrar que 0%u = ug, para todo o € N*, com || < N. De fato, como

uj—u e d%uj — ug, usando o Teorema da Derivagdo Termo a Termo temos
a
0% =ug,
N P . .
para todo & € N”, com |a| < N. Logo, u € Cy . Além disso, ||u; — u||cv — O pois

li — = 1li 0% ;—0“ = 1 0% —0.
i iyl = fim_ [0 -a% = i [0

Portanto, (CY, ||.|[cv) é completo. O

Teorema 3.3.4. Se u,v € C*(T"), defina

- F ol =l
L+ |lu—v||ev

Entdo (C*(T"),d) é um espago métrico. Além disso, u; — u em (C*(T"),d) se, e somente se,

para qualquer multi-indice oo € N,

H&auj - 8O‘u||Lm — 0.

Demonstracdo. Note que d(u,v) estd bem definida para todo u,v € C*(T"), pois d(u,v) <
Yv_ 027N =2. Temos

d(u,v) > 0, para todo u,v € C=(T").

Se u = v, entdo ||u —v||ov = 0, para todo N € N. Assim, d(u,v) = 0. Reciprocamente,
se d(u,v) =0, entdo ||u — v||-v = 0, para todo N € N. Em particular para N = 0, temos

[|u—v||f= =0, isto &, u =v.

* d(u,v) =d(v,u), para todo u,v € C*(T").

d(u,w) <d(u,v)+d(v,w), para todo u,v,w € C*(T"). De fato,

l|lu—w||cv :1+||u—w||CN—1:1_ 1

L flu—wlley 1T+ [lu—wllew L+ [|u = w|ew

N 1 _ N =vlley +[lv—wlle
Lt [lu=vlley + v =wllev T+ [Ju=vllex +[[v —wl|ew

_ [l —vl|en [lv —wllew

Lt lu=vllen +[v=wllev 1T+ [lu—=vl[ev + v —wlley
[l —vllew [lv—wllen

Tl u=vlley T+ =wllev

Logo,

ZZ_N |Ju— W||CN ZZN || — V||CN + MZ—N ||V—W||CN .
L4 |[u—wl|evy — = L+ |Ju—v||lev &= L+]|[v—w||ev

Portanto, d(u,w) < d(u,v)+d(v,w), para todo u,v,w € C=(T").

Concluimos que (C*(T"),d) é um espaco métrico.
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Seja (u;) uma sequéncia em C™(T"). Se u; — u em (C*(T"),d) entdo d (uj,u) — 0.
Fixe Ny € N; temos

Ny g = ullevg
2710 1_|_Huj_uHCN0 §a’(uj,u).
Assim,
||”j_”||CN0
1+ |[ej — ul| v

< 2N°d(uj,u),

[l — ull o
U et =l oo

1
o que implica que — 0. Assim, dado 0 < € < ok existe jo € N tal que para todo

j > jo tem-se
luj —ullemy
1+ [ — ul| o

;
ou seja,

ej —ul| vy < & (1 + Hl/lj—l/lHCNo) )
Disso decorre que

€
Huj_”HcNo < E < 1,

[|utj — ull e

para todo j > jo. Dado € > 0 arbitrdrio, novamente usando a convegéncia — 0,

para j suficientemente grande, obtemos

E E
HMJ'—MHCNQ < 5(1+|’”j_”HcNo) < 5(14—1) < E.

Logo, ||u;j —u||-n — 0. Como Ny é qualquer, entdo Huj - ”HCN — 0, para todo N € N. Portanto,
||0%u; — d%ul||~ — 0, para todo o € N".

Reciprocamente, suponha que ||d%u; — d%u||;= — 0, para todo @ € N". Disso decorre

que ||u;—u||cv — 0, paratodo N € N. Dado € > 0. Tome Ny € N tal que Z oy < 5- Assim
N-Ngr12" 2
§ oo e § o1 e s
N:No+12N U [luj — ul|en N:NOHZN 2

Por outro lado, como ||u; — u||c-v — 0, para N =0, 1,...,Np, entdo paracada N € {0,1,...,No},
existe jy € N tal que para todo j > jy tem-se

E
[luj=ullev < 5=

2¢
No
onde ¢ := —. Tomando jo = max jy.Para j> jjtemos
‘ Ag’ozN R v VR
1 Huj—uHCN 1 1 ¢
— < <lluj—u < =
ON 14| |uj — u]| v < gwllus —ullev < 355,

comN € {0,1,...,Np}. Disso decorre que

% 1 Huj—uHCN < E N 1 _8
N:02N1—|—||uj—u||czv ZCN:02N 2’

(3.6)
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para j > jo. De (3.5) e (3.6) segue que

N H”J’_MHCN
Z T [l — ul |
:Z N uj—ulley S N [|utj —ul e
1+H”J'_MHCN N=No+1 1+H”j_”HCN
<e,

para j > jo. Portanto, d(u,u) — 0.

]

O teorema anterior é uma instancia de um fendmeno geral: um espaco vetorial complexo
X cuja topologia € dada por uma familia enumerdvel de seminormas é na verdade um espaco
métrico. Aqui, uma funcio p : X — R é chamada de seminorma se para qualquer u,v € X e para
a e C,

* p(u) >0,
* plau) =|a|p(u),

* plutv) < p(u)+p(v).

Assim, uma seminorma p é quase como uma norma, mas é permitido que p(u) = 0 para alguns

elementos nao nulos u € X.

Uma familia {py }qea € chamada de separante se para qualquer u € X diferente de zero
existe @ € A com pg(u) # 0.

Teorema 3.3.5. Seja X um espago vetorial e seja { pn }y_, uma familia enumeravel separante
de seminormas. A fungdo

Z2N (u—v) , u,velX,
l—l-pN(u—v)

€ uma métrica em X. Além disso, u; — u em (X,d) se, e somente se, para qualquer N € N,
PN (u i— u) — 0.

Demonstragcdo. Usando o mesmo raciocinio do Teorema 3.3.4.

[]

Se X e {pn} sdo como no teorema acima, dizemos que a topologia do espagco métrico

(X,d) é a topologia em X induzida pela familia de seminormas {py}. Essa no¢do serd usada
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vdrias vezes mais tarde. Em particular, a topologia em C*(T") é aquela induzida pelas seminor-
mas (na verdade normas) {||.||-v}, € também & igual a topologia induzida pelas seminormas

{||0%.]|r=} qenn- A partir de agora vamos sempre considerar C*°(T") com esta topologia.

Serd importante que o espaco das fungdes testes esteja completo.

Teorema 3.3.6. (Completude) Qualquer sequéncia de Cauchy em C*=(T") converge.

Demonstragdo. Seja (u;) C C*(T") uma sequéncia de Cauchy, ou seja, para qualquer € > 0
existe M € N tal que
d (Lt s uk) <E,

para j,k > M. Em particular, para cada N € N,

v =l
1+ H”j_“kHcN

<e,

- 1 . .
para j,k > M. Para0 < € < NTT existe ng € N tal que para todo j,k > ng tem-se

-N ||“j_”k‘|cN =
U [luj — || en

ou seja,

| j — wge] [ ov < §2N(1+Huj—uk|lczv).

Disso decorre que

oy el < gy <1
Ui—u =
JRKIEY S T g N S
para todo j,k > ng. Dado € > 0 arbitrario, para j,k suficientemente grande, obtemos
€ E
||uj—uk||CN < 5 <1+ ||uj—uk||czv) < 5(1 +1) < E.

Logo, ||u; — uk||cv — 0. Segue que (u;) é de Cauchy em C) para qualquer N € N. Como
C)'. é completo para qualquer N, entdo existe u(N) € CJ_ tal que u; — u(N) em C),. Mas
u(N) = u(0) =: u para todo N, e assim u; — u em C’

or» Para todo N. Pelo Teorema 3.3.4 temos
uj —uemC”(T").

O]
Observacdo 3.3.7. Os resultados anteriores mostram que C**(T") é um espaco de Fréchet.

Teorema 3.3.8. (Operacoes em funcoes testes) Se f,u € C*(T"), entdo as seguintes operagdes

sao mapas continuos de C**(T") para C=(T") :

1. u~> 0%u (derivagio)

2. u+— fu (multiplicagdo).
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Demonstracdo. Como (C*(T"),d) é um espago métrico, entdo a continuidade é equivalente a

continuidade sequencial.
1. Seja {u;} uma sequéncia tal que d(u;,u) — 0 em C*(T"). Pelo Teorema 3.3.4 segue que
||0%u; — d"u||1= — 0, para todo y € N". Seja B € N". Temos
167 (9%uj) — 0P (9%u) ||z= = (|0 Puj — 0 *Pu| -
= [197u;— 97u||~,
onde Y= o+ . Como ||d%u; — d%u||;~ — 0, novamente pelo Teorema 3.3.4 segue que
d(0%u;j,d%u) — 0. Logo, a aplicagdo derivag¢do ¢ continua.

2. Seja {u;} uma sequéncia tal que d(u;,u) — 0 em C*(T"). Pelo Teorema 3.3.4 segue que
||0Yuj — d"ul|;= — 0, para todo y € N". Seja o € N". Usando a regra de Leibniz temos

)3 (g)aﬁfaaﬁ(uj—u)

B<a

<Y (l‘;‘ )||aﬁf||Lm||a“—ﬁ<u,-—u>||Lm.

B<a

[19%(f () —w)le- =

L

Como f € C*(T"), entio ||dP f||;= < oo, para todo B < a. Além disso, |[0% P (u; —
u)||= — 0, paratodo f < a. Logo, tomando o limite dos dois lados da dltima desigualdade
quando j — oo, otbemos |[d¥(f(u; —u))||r~ — 0. Novamente pelo Teorema 3.3.4 segue

que d(fu;, fu) — 0. Portanto, a aplicagdo multiplicacdo ¢ continua.
]

Passamos para o estudo da série de Fourier de fungdes testes. Claramente as funcdes
testes estdo em L2 e, portanto, seus coeficientes de Fourier sdo sequéncias em 02 e suas séries de

Fourier convergem em L?. Comecamos com a defini¢iio de sequéncias decaindo rapidamente.

Definiciio 3.3.9. Diz-se que uma sequéncia (cy)rezn decai rapidamente se para qualquer N > 0
existe Cy > 0 tal que
Jex] < Cn i)™

Aqui (k) := (14 [k]?)"/2. O conjunto de sequéncias decaindo rapidamente é denotado por
S =.S(7Z"), e é equipado com a topologia induzida pelas normas
(cx) > sup (k)" [ex| .
keZr

Lema 3.3.10. A série

converge se s > n.
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Demonstragdo. Este lema foi demonstrado em (WARNER, 1983), apresentamos a prova.

Seja
Si={k=(ki,....kn) €Z": lrrgllglg)in]ki| =j},

para j > 1. O nimero de elementos de S; é no maximo 2n(2; + 1)"~!. De fato, como max ki| =
J,entdo existe ig € {1,...,n} tal que |k;,| = j. Sem perda de generalidade, suponha que ip = 1. As-
sim, k; = jouk; = —j. Parai € {2,...,n}, temos |k;| < j,ouseja, k; € {—j,...,—1,0,1,... j}.
Em outras palavras, temos 2j + 1 escolhas para cada k;, com i € {2,...,n}. Entdo, se |k;| = j, te-
mos 2(2j + 1)~ escolhas para k = (ki,...,k,). Analogamente, se |k;| = j, temos 2(2; 4 1)"~!
escolhas para (ki,...,k,), e assim por diante. Logo, o nimero de elementos de S; é no maximo
2n(2j+1)" 1.

Para cada k € S;, |k|> > j2, entdo

1 2n(2j+ 1)1

Sj= S ; S cj ’
J k;j (1 + |k|2)s/2 (1 +J2>s/2

para j > 1, onde ¢ é uma constante dependente apenas de n. Consequentemente,

1 = = 1
=1+ si<l+c )
P A W

e a série Z (k)™ converge sempre que 1 +s—n > 1, ou seja, s > n.

Lema 3.3.11. Se f € .(Z") entdo Z f (k) converge absolutamente.
kezn

Demonstragdo. Fixe N > n. Temos
M := sup (k)" | £ (k)| < o.
kezn
Logo,
F(R) <M (k)™
Pelo Lema 3.3.10 a série Z (k) N converge, uma vez que N > n. Do teste da comparagdo
keZr

segue que Z f (k) converge absolutamente. O
kezZn

Seja f € L'(T"). Defina
fk)y=m)™ | fx)e *dx, kez"
’I[‘Il

Teorema 3.3.12. (Lema de Riemann-Lebesgue) Se f € L'(T"), entdo f(k) — 0, quando
|k| — —oo.

Demonstragdo. Ver (RUDIN, 1987). O]
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Denotamos por .7 a aplicacdo (“transformada de Fourier”) que leva uma fungao teste a

sua sequéncia de coeficientes de Fourier. Desta forma,
T C2(T") = Z(Z"); Fu={uk)} ez
Proposicao 3.3.13. Se u € C*(T") entdo

Du(k) = k*u(k). (3.7)

Demonstracdo. Se u € C*(T") entdo D%u € C(T"). Usaremos repetidamente a férmula de
integragé@o por partes. Temos

anpy g L _ik.
K2a(k) = k (th)”/nu(e)e k6 4

= k@ (2;),1 /_7; ( . </_7;u(9) e—ik'eden) ) de;.

Usando a integral por partes no caso k, = 0, obtemos

d k-6 T 1 _4e O
/u(e)e d@n:/ ek u(0)d0),

-7 -7 lkn

pois u e e~*9 530 27-periddica na varidvel 6,, entdo o termo sem integral é nulo. Repetindo este

processo segue que

/7[ (9) —ik-0 46 /ﬂ 1 —ik-0 aan (e)de
u(0) e ), = — e —u .,
T )
- n

Além disso, usando o Teorema de Fubini temos

T T . T T 1 .
/ ( / u(6) e=*6 den) d6, | = / ( / e Dgnu(e)d9n> d6,_1
—n \J-n —n \J-m kp"
T T 1 .
/ ( / e 0 D;;‘m(e)de,,_l) 46,
—7T —TT Kkp

b T 1 )
/ / Op—17,0, e_lk.G Dr?Tlngnu(e)den—l d9n~
—n \J-n k" kn

Repetindo o raciocinio, mostra-se que

k*a(k) = k* ! /7r (T e D%u(6)d6, ... )de,
(271:)” -7 - k%
1

= Gy / (D%u)(0)e " 0do = D%u(k).
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Teorema 3.3.14. (Séries de Fourier de funcdes testes) .# é um isomorfismo de C*(T") a

S (Z"). Qualquer u € C*(T") pode ser escrita como a série de Fourier

u=Y a(k)e™®

kez"

com convergéncia em C*(T").

2 82
Demonstragdo. Considere o operador de Laplace A = — +... + =—. Assim,
oxy ox;

N n 82 N n ) N
(1—A) :(1—2"@) :<1+ZDJ-> .
J=177 J=1

F((1 - 8)"u) (k) = (k) a(k).

Vejamos que

De fato, para N = 1 temos
n
F((1—=Au)(k)=F| | 1+ Z]D§ u | (k) = (1+[k|]?)i(k).
J:
onde a dltima igualdade segue da férmula (3.7). Para N = 2 temos
F((1=AYu) (k) = F (1 -A)w)(k),
onde v = (1 — A)u. Pelo caso acima temos
(1+ [k[*) 9(k)

(14 k) Z (1= A)u) (k)
(1 (k%) (1+ |K[*)ak),

F((1=A)) (k)

F((1=8)%u) (k) = (1+ k)2 alh).
Continuando 0 mesmo processo obtemos
F((1=ANu) (k) = (1+ k*)Vaa(k) = (k)*ak),

para qualquer N € N. Logo,

(k)] < (k)7 |7 (1= 8)"u) (B)| < (R) 72| (1 =&)Y

uHL""([fﬂ:,ﬂ:]”) ’

1
(27)

gl = (T / d0 = ||g||r=(T»)- Isto mostra que para u € C*(T"), a sequéncia

a tltima desigualdade vale pois se g = (1 —A)Vu, entdo g(k) = / g(0)e %946 assim,

|g()|_< )
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{u(k)} estiem ..

Reciprocamente, se (cx) € ., defina

= ¥ e

kez"

Como |cxe®®| < Cy (k)™ para N > n, a série converge uniformemente pelo Lema 3.3.10
e pelo teste M de Weierstrass. Por um argumento semelhante vemos que Y ;c7» D% (ckeik'e)

converge uniformemente para qualquer «. (Aqui, D% (cye’*%) = k%cie™*?). Escrevemos u; =

cre®® e lim u; j = u. Usando o Teorema da Derivac¢do Termo a Termo, segue que

kezn, k|<j Jotee

D%*(limuj) = limD%u;. Logo, D%u = limD%u;. Isso mostra que u € C*(T") e a série converge
em C*(T"), e também que ¢; = u(k) pois
1

o070 — Y ¢; . n/ 100 %040 — ¢
JEZ" JEZ! (71') "

(k) =

n

uma vez que {€"/%} ;czn é uma sequéncia ornonormal em L*(T").

Mostramos que .% : C*(T") — .7 é bijetiva, e claramente € linear. Resta mostrar que .#

¢ continua com inversa continua. Se u; — 0 em C*(T"), os argumentos acima implicam que

k)] < 7 ((1=2)%u) (0)] < (1= )Y | o < C | v

para algum C > 0. Logo, sup (k)*" |@ (k)| = 0 quando j — oo para qualquer N fixo. Isso mostra
kezZ"

que .Z é continua. Pelo teorema da aplicaciio aberta para espacos de Fréchet segue que .77 ! é

continua.

3.4 Distribuicoes periédicas

Esta secdo usa principalmente a referéncia (SALO, 2013).

Conforme ja dissemos, gostariamos de definir "distribui¢des" u como objetos que podem
ser testados em relagdo a "fungdes testes" ¢ como na férmula

/u(x) O(x)dx.

Na situagdo atual usaremos elementos de C*°(T") como fungdes testes, e as distribui¢des corres-

pondentes sdo apenas elementos do espago dual.

Defini¢éio 3.4.1. Seja 2'(T") o conjunto de todos os funcionais lineares continuos em C*(T"),

ou seja,

2'(T") ={T :C*(T") - C; T élincare T (¢;) — 0 se ¢; — 0 em C~(T")}.
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Os elementos de 2'(T") sdo chamados de distribuigdes periddicas. Denotamos
(T,9) =T(9).

Fazemos uma observagao neste ponto: para verificar que um funcional linear 7' : C*(T") —

C é continuo, basta verificar que
@; —0em C*(T") =T (¢;) — 0.
Isso segue imediatamente da linearidade de T e serd usado muitas vezes abaixo.

Exemplo 3.4.2. (Funcoes interpretadas como distribui¢oes) Considere o cubo Q = [—7, ]".
Seuc L'(Q), defina T, : C*(T") — C dada por

T.(9) ::/Qu(pdx.

Entdo 7, é uma distribuicdo periddica: claramente ¢ linear, e se ¢; — 0 em C*(T") entdo

7 (01)| < | ol 1| ax < s 05 =0

Exemplo 3.4.3. Para a € R", defina a medida de Dirac d, por

para toda @ € C=(T"). Claramente que 9, é uma distribui¢do periddica.

E um fato notével que existe uma nogio natural de derivada em 2’(T"). Para u € C*(T")

o requisito usual de que d*T, seja igual a Tyq, leva a

(0°T) (@) = Tyau (@) =/Q(3“u) (x) @ (x)dx

= (1) [ u(x) 9 plrpdx = (~1)/T, (9°),
onde integramos repetidamente por partes.
Defini¢iio 3.4.4. Para qualquer 7 € 2'(T") definimos a distribui¢do d*T por
(9°T) () = (=1)*IT (9%).

A distribuicdo d*T é chamada de a-ésima derivada distribucional ou derivada fraca de T.

Note que d*T é um funcional linear continuo em C(T") ja que a diferenciacéo é
continua em C*=(T"). Segue que qualquer distribui¢do tem derivadas bem definidas de qualquer

ordem mesmo se ela surgir de uma fungdo que nao € diferencidvel no sentido classico.
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Exemplo 3.4.5. Se u é uma funcio periédica de classe C¥, as derivadas d%u existem como
fungdes periddicas continuas se |a| < k. Por outro lado, u dd origem a uma distribuigio 7y, que

tem derivadas distribucionais d*7}, para qualquer a. E ficil mostrar que
8“Tu=Taau, |(X‘ <k,

ou seja, as derivadas distribucionais até a ordem k coincidem com as derivadas cldssicas corres-

pondentes.

Passamos para a série de Fourier de distribui¢des periodicas. A teoria também funciona
lindamente aqui, e qualquer distribuicdo periodica, ndo importa qudo irregular seja, tem uma
série de Fourier que converge no sentido das distribuicées. Além disso, os coeficientes de
Fourier correspondentes as distribui¢des periddicas acabam por coincidir com as sequéncias de

crescimento polinomial.

Observe que se u € C(T") € uma funcdo teste, os coeficientes de Fourier de u sdo dados
por

ak) = (27)" /Q u(xe iy, ke

Se T,, € a distribuicdo correspondente a u, segue que
(k) = 21) " T, (e—ik'x) , ke
Isso motiva a seguinte defini¢do.

Definicao 3.4.6. Se T ¢ uma distribuicado periddica, seus coeficientes de Fourier sdo definidos
por
T():= ()" T (f””) , ke

N

Denotamos por .# a aplicagio (“transformada de Fourier”) que leva um elemento 7' € 2'(T") a

sua sequéncia de coeficientes de Fourier (7 (k))xezn.

Dizemos que uma sequéncia complexa (ay)rezn tem crescimento polinomial se existem
N >0eC > 0 tais que
jax] <CR)Y, keZ'.

Denotamos por .’/ (Z") o conjunto de sequéncias com crescimento polinomial.

Exemplo 3.4.7. (Série de Fourier da medida de Dirac) Considere a medida periédica de Dirac
0 em R, que d4 origem a distribui¢ao definida por 6(¢) = ¢(0). Os coeficientes de Fourier da
medida de Dirac sdo

8(k) = %5 (e*"’“) - % kel

Assim, a série de Fourier de & deve ser

ikx
%Zel.

k=—oo
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Esta série ndo converge em nenhum ponto x € R. De fato, lim ek

k—>+-o0
que esta série converge para 4 no sentido das distribuigdes.

=1 # 0. Mas veremos

Exemplo 3.4.8. (Série de Fourier de ') A derivada da medida de Dirac em R € a distribui¢do

agindo em fungdes testes por 6’'(¢@) = —¢’(0), assim seus coeficientes de Fourier sdo
T 1 ; 1
/ — S,k 7,
(8)(0) = 3-8 (e ) ik, kel
Assim &’ tem série de Fourier é dada por
[ — ;
v k lkx‘
21, :Z_'oo ¢

O seguinte € o resultado principal da série de Fourier de distribui¢des.

Teorema 3.4.9. (Série de Fourier de distribuicoes periddicas) Os coeficientes de Fourier de
qualquer distribui¢do periddica sdo uma sequéncia de crescimento polinomial e, reciprocamente,
qualquer sequéncia de crescimento polinomial surge como os coeficientes de Fourier de alguma
distribui¢do periddica. (Ou seja, % é uma aplicagdo bijetiva de 2'(T") em ’/(Z")). Qualquer
T € 9'(T") pode ser escrita como a série de Fourier
T=Y T(k)e*,
kezr

que converge no sentido das distribui¢des, isto é
lim (Y T(k)e"*, ¢ ) =(T,9), paratodo ¢ € C(T").
N—yoo |k\ =N

Para a prova, precisamos do seguinte resultado.

Lema 3.4.10. (Qualquer distribui¢fio periédica tem ordem finita) Para qualquer T € 2'(T"),
existem N € N e C > 0 tais que

T(@)| <C Y 9%l

lo| <N

Observacao 3.4.11. Se T e N sdo como no lema, dizemos que a distribuicdo T tem ordem

menor ou igual a N. O lema afirma que qualquer distribui¢ao periddica tem ordem finita.

Demonstracdo do Lema 3.4.10. Seja T € 2'(T"). Mostramos por contradi¢do e assumimos que
para qualquer N € N* existe gy € C*(T") tal que

T (en)| >N ), [19%pnl|,--

o] <N

Defina

-1
1
W= ( Z ”aa(PNHLw> ON-

a[<N
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Note que ¥ gy 199w |- 70, pois se Xiajn [%x |- = 0. tem-se [7(gy)] > 0, por outro
lado, ¥4 <y [[0%@n|| 1~ = 0, implica que || @ || 1= = 0, como @y é continua, entdo @y = 0. Logo,
T (¢n) =0, absurdo.

Para qualquer 8 € N” fixo, temos
B 1 .
H8 WNHUX’ < IV’ N suficientemente grande.

Assim, para cada f3, L Yy — 0 uniformemente quando N — +co, 0 que mostra que Yy — 0 em

C>*(T"). Como T é um funcional linear continuo, também temos
T (yy) =0 quando N — oo.

Mas |T(yn)| > 1, para todo N pela desigualdade acima, que dd uma contradigdo.
0

Demonstragdo do Teorema 3.4.9. Seja T € 9'(T"). Pelo Lema 3.4.10, existem N >0e C > 0
tais que
T(@)|<C ), 0%l

|a|<N

Escolhendo ¢(x) = e~**  temos

T <c ¥ Wl <,

|a|<N

para alguma constante C. Assim, os coeficientes de Fourier de 7 formam uma sequéncia de

crescimento polinomial.

Reciprocamente, seja (a;) de crescimento polinomial de modo que para algum inteiro
N >0,
lax| <CK)*N, keZ'

Seja s um inteiro com 2s > n, e defina
b= ap (k)N kez"
Pelo Lema 2.3.7 a série Y ;<7 |bx| converge. Portanto, podemos definir
flx):= Z bre®™.
keZn

Pelo teste M de Weierstrass, esta série converge uniformemente e f € continua, pois todos os
termos da série sdo continuos. Assim f define um elemento 7y € 2'(T"), e podemos definir a
distribui¢do periddica

T:=(1-A)"Ty.
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Entdo T terd coeficientes de Fourier
(k)= o) T () = ) 1y (1 - A)VHe )
— (2m) 7" Ty (k)2 F2re ) — ()22 (),
onde f(k) = (2m)™" Jof (x)e~**dx. Usando a teoria L* da série de Fourier, f(k) = by, e assim
T (k) = (k)2N+25 b, = g, como querfamos.

Resta mostrar que se T € 2'(T"), a série de Fourier de T converge no sentido das

distribuicdes. Para fazer isso, fixe ¢ € C*(T") e defina

ov =Y, P(k)e .
=N

Pelo Teorema 3.3.14 temos @y — @ em C(T"). Assim segue que

- eik~x _ - eik~x X\dx
<ZT<k> ,<p> /QZT<k> o(x)d

k<N

-y T (eik'x) o (k)

|K[<N

=T (PN)

—~

Como T é continua, a Gltima expressdo converge para T (¢) quando N — oo. Isso conclui a prova.
OJ

A prova anterior contém um argumento que também mostra um teorema de estrutura
para elementos de 2'(T"): mesmo que as distribui¢des periédicas possam ser muito irregulares,

elas sempre surgem como uma derivada distribucional de uma fun¢do periddica continua.

Teorema 3.4.12. (Teorema da estrutura para distribuicées periédicas) Qualquer 7 € 2'(T")

pode ser escrita como
T =(1-A)f

para alguma funcdo 27-periddica continua f em R" e algum inteiro N > 0.
Demonstragdo. Como {T (k)} € .7”(Z") entdo existem C > 0 ¢ M € N tais que

T (k)] < C(1+ kM.

Tomamos N € N tal que 2N —2M > n. Pelo Lema 3.3.10 a série Z W converge.

kezZ" (1
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Defina
T(k ;
f(x) — . (k)z - elk-x
vezn (1+1k[?)
Note que f € continua pois a série converge uniformemente pelo teste M de Weierstrass e todos

os termos da série sao continuos. Além disso,

~ . Tk
T = T e
Logo,
T(k) = (L+[k[*)N f(k) =F (1= M)V f) (k).
Portanto,

Outro corolério do Teorema 3.4.9 € o seguinte teorema de unicidade para a transformada
de Fourier em 2'(T").

Teorema 3.4.13. (As distribuicoes sdo determinadas exclusivamente por seus coeficientes
de Fourier) Se T € 2'(T") e se T (k) = 0, para todo k € Z", entdo T = 0.

Demonstragdo. Se T € 9'(T") entédo pelo Teorema 3.4.9

T = Z T (k)e™ .
keZ

Como T (k) = 0, para todo k € Z", entdo T = 0. O

O préximo resultado mostra que as séries de Fourier de distribui¢cdes periddicas podem

ser diferenciadas termo a termo, e a série resultante ainda convergird no sentido das distribuicdes.

Teorema 3.4.14. (Série de Fourier de derivadas) Seja T € 2'(T") com série de Fourier
T=Y T(k)e*,
keZn
entdo para qualquer o € N" tem-se
DT = Y kT (k)e™™,
kezn

com convergéncia no sentido das distribui¢des.
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Demonstragdo. Como T € 2'(T"), entdo D*T € 2'(T"). Pelo Teorema 3.4.9, segue que

DT = Y DOT(k)e™™,
kez"

Por outro lado,

(DT)(K) = (2m) " (DT) () = (22) (1) T (D)
= (2m) (=) T (k* (1))
= k%(27m) " T (e %) = kT (k).

Portanto,

DT = Y K*T (k)e™™.
keZn

3.5 Espacos de Sobolev

Nesta secdo consideramos espacos L? Sobolev de fungdes periédicas. Esses espagos
sdo parecidos com os espagos C* de funcdes continuamente diferencidveis, mas medem a
regularidade em termos de derivadas estarem em L? em vez de serem continuas. Os espacos de

Sobolev sdo um conceito central na teoria das equacgdes diferenciais parciais.

Definicdio 3.5.1. (Espaco de Sobolev W%(T")) Se m > 0 é um inteiro, denotamos por W2 (T")
o espago de todas as u € Z'(T") tais que D%u € L>(T") para todo & € N” satisfazendo |ct| < m.

Na defini¢do, a afirmagio D%u € L?(T") significa que D%, que é um elemento de
2'(T"), na verdade coincide com T, para algum v em L*(T"). Neste caso, identificamos D%u
com v e dizemos que D%u é uma fungio em L?(T"). O indice m em W"™? mede a regularidade
(ndimero de derivadas), e o indice 2 reflete o fato de considerarmos espacos de Sobolev baseados

em espagos L.

Exemplo 3.5.2. Claramente C*(T") é um subconjunto de W2 (T") para qualquer m. De fato,
se u € C*(T") entdo
9T, = Tya,,

para qualquer @ € N”. Como d%u é continua, logo d%u € L>(T").

Lema 3.5.3. W"2(T") é um espaco de Hilbert quando equipado com o produto interno

(v)ymainy = Y, (D, D*v) 2y

|| <m
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Demonstragcdo. A norma associada com o produto interno acima € dada por
1/2
1/2
2
Hl/lem,Z(Tn) == ((u,u)wm,z(w)) == ( Z ||Dau||L2(Tn)> .
o <m

Seja {u;} jeyy uma sequéncia de Cauchy em W"2(T"). Assim, para cada & tal que || < m, a
sequéncia {D%u;} é uma sequéncia de Cauchy em L?*(T"). Como L?(T") é completo, existe
uq tal que D%uj — ug em L*(T"), para || < m. Em particular, para o = 0, temos u; — ug em
L?(T"). Mostremos que ug € W™2(T").

Temos, u; — up no sentido das distribui¢des. De fato, dada ¢ € C*(T"), usando a

desigualdade de Holder temos

[ =10,0)| < [ ;o] ldx < max(g) | fu; ~uolax

1/2 1/2
< max || (/ \u,-—uo\zdx) (/ lzdx)
Q 0 Q

= max || (m(Q))""* ||u; —uoll2 — .

quando j — +oo.

Ficou mostrado que u; — ug em 2'(T"). Consequentemente, para cada o € N, com

la| <m, D% — D%up, em 2'(T"), uma vez que D% é continua.
Até agora, para || < m, temos dois fatos
1. D% — ug em L2(T").

2. D*uj — D%up em Z'(T").

Vejamos que D%ug = ug em 2'(T"), para |ot| < m. Novamente usando a desigualdade de Holder

temos

(D00} = | [ (0% ) s
< max / D% —ugy|dx
) || Q‘ j 05|
1/2 1/2
< max|¢| (/ |D°‘uj—ua|2dx> </ 12dx)
Q 0 0
= max|g| (m(0))"*1D%u; el 2,
para todo ¢ € C*(T"). Tomando limite quando j — oo, temos
. o, —
jETOOKD uj— o, @)| =0.

Logo, [limj e (D%uj, @) — (ua, @)| =0, isto &, D%ug = ug em 2'(T").
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Como ug € L*>(T"), entdo D%uq € L*>(T"), para todo || < m. Consequentemente ug €
Wm2(T").

Além disso, temos

2 2
||uj - uOme.Z(’En) - | |Z HDauj _Dau0||L2(Tn)
o|<m
2
|a|<m

Logo, uj — up em W™2 (T").

0
Seja f € L*(Q). Assim, f(x) = Yyezm f(k)e”"x em norma de L?(Q). Disso decorre que

1B = X IFKIP.

kezn

A igualdade acima é chamada identidade de Parseval.

Lema 3.5.4. Sejau € 2'(T"). Entdo u € W™?(T") se, e somente se, { (k)" (k) }rezn € >(Z").

Demonstragdo. Pela identidade de Parseval, tem-se

ue W™ (T < D% e L*(T"), para|o| <m
o {k%a(k)} € (2 (Z"), para|a| <m
s (1B, 2 ak)> e £ (z"y,  para o] < m.

Se a ultima condicdo for satisfeita, entdo

R RO W RO

=0
=V (™) (hal 4?0
% ((7) Gt ity

= Y s (8. )P ak)P et 2.

|B|<m
Logo, (k)™u(k) € 02 (Z").

Reciprocamente, se (k)"i(k) € > (Z"), entdo k*u(k) € ¢*(Z"), para |a| < m, pois como
|kj| < (k) , entdo

| = [ k] < () () = () < ()™

Pelas equivaléncias no inicio da demonstracio, segue que u € W2 (T").
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O resultado anterior motiva a seguinte defini¢do, que define espacos de Sobolev também

para indices de regularidade negativos e ndo inteiros.

Definicio 3.5.5. (Espaco de Sobolev H*(T")) Se s € R, denotamos por H*(T") o espago de
toda u € 2'(T") para a qual a sequéncia { (k)" (k) }rczn estd em £2(Z").

Exemplo 3.5.6. A medida de Dirac periddica 6 em R tem coeficientes de Fourier

para k € Z, assim 8 € H~'/27¢(T") para qualquer £ > 0 mas § ¢ H~'/2(T"). De fato, § €
H~1/27¢(T") pois
~ 1
—1/2— _
[ 22 50| = (14 ),

e a série Y ez (1 +|k[?)~1/27¢ converge uma vez que 1+2¢ > 1, para todo € > 0. Mas & ¢

H~2(T") pois
c

~ 2 1

K80 = (TR >
B 8W)] = g (T >
paraalgumc >0, e Y,z Ik\% diverge.
Exemplo 3.5.7. Se u € H*(T"), segue que D%u € H*~|%/(T"). De fato, se u € H*(T"), entdo
() i(k)} € 2(Z"). Assim, {(k)*~1¥ Day(k)} € 2(Z"), pois

1 D] = o1 ke | < g1 ' | = 10y P

Assim, as derivadas da medida de Dirac pertencerdo aos espacos de Sobolev com grande indice

de regularidade negativo.

Lema 3.5.8. (>(Z") Cc /' (7").

Demonstragdo. Dado u € (2(Z"). Assim, ¥ ezn |u(k)|? < oo. Assim o termo geral |u(k)|> — 0.
Isso implica que |u(k)| — 0. Logo, {|u(k)|} é limitada. Ou seja, existe M > 0 tal que |u(k)| <M,
para todo k € Z". Escolher N > 0, C > 0 grande suficientemente tal que M < C (k>N , para todo
k € Z". Portanto,

u(k)] <M < C (k)"

para todo k € Z". Disso decorre que u € .7/ (Z"). O

Lema 3.5.9. H*(T") é um espaco de Hilbert quando equipado com o produto interno

(V) sy = Y, (RY>(k) V().

ke

Demonstragdo. A norma associada com o produto interno acima é dada por

[lullggs ey = [ k) a (k)| 2 ) -
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Seja {u;} ey uma sequéncia de Cauchy em H*(T"). Assim, a sequéncia {(k)"uj(k)} é uma
sequéncia de Cauchy em ¢2(Z"). Como ¢?(Z") é completo, existe u € £2(Z") tal que (k)" it;(k) —
uem (%(Z"). Pelo lema anterior, £>(Z") C ./(Z") entdo u € .7/ (Z"). Assim, (k) *u € /" (Z").
Como % : 2'(T") — ./(Z") é uma bije¢do entdo existe v € 2'(T") tal que v(k) = (k) u(k).
Note que v € H*(T") pois

Y TP = Y Julk) < e

kez" kez"

Além disso,
ot = Vs ey = 1K) (k) = kY S R I72 zm
= [[{k) it (k) — (k)22 ) = O,

quando j — oo. Portanto, H*(T") é um espago de Hilbert quando equipado com o produto interno

(V) rsgomy = Y, (K)>0(k)V(K).

ke

]

Acontece que os espagos de Sobolev capturam todas as distribui¢des periddicas, no

sentido de que a unido | J H* (T") é toda 2'(T").
seR

Teorema 3.5.10. Qualquer distribuicéo periddica pertence a H*(T") para algum s € R.

Demonstragdo. Se T € Z'(T"), a sequéncia {7 (k)} tem crescimento polinomial, entdo existem
C>0eN e N*,
(k)| <Ck)N, kez"

Segue que a sequéncia { (k) —N-nf2-¢ T(k)} é de (2(Z") para qualquer £ > 0, pois
2
<k>7an/278 T(k) < C2<k>2N <k>72an728 _ C2 <k>fn72£,

e Yiezn (k) "2 < oo, uma vez que n+2¢ > n. Logo, T € H~N"/2=€(T") para qualquer £ > 0.

O

3.5.1 Imersao de Sobolev

Esta secdo usa principalmente a referéncia (SALO, 2013).

O préximo resultado permite obter a diferenciabilidade cldssica de C' da regularidade de

H’ se s for suficientemente grande.

Teorema 3.5.11. (Teorema da imersao de Sobolev) Se s > n/2+1 onde [ € N, entdo H*(T") C
CH(T™).
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Demonstragdo. Seja u € H*(T"), assim {(k)* @(k)} ez € £*(Z"). Podemos escrever

u(x) = Z i(k)e**.

kez"

Seja My = |u(k)e™® ™| = (k)= ({k)*|u(k)|) . Pela desigualdade de Holder para somas temos

Z M < H ng zn) || (k)" (k)||e2(zn) < oo,
kezr

pelo Lema 3.3.10 desde que s > n/2. Como os termos da série de Fourier de u sdo fungdes
continuas, esta série de Fourier converge uniformemente para uma funcdo continua em T” pelo

teste M de Weierstrass. Além disso, se || < [ podemos repetir o argumento acima para
D%u(x) = Z k*a(k)e*,
kezn

e a condi¢do s > n/2 41 garante que D%u é uma fungdo periddica continua para |ot| < I.

]

Para ser preciso, a afirmacio H*(T") C C'(T") significa que qualquer distribuicdo u que
pertence a H*(T") satisfaz u = T, para algum v em C!(T"), e identificamos a distribui¢io u com

a funcdo v de classe C!. A prova também implica a estimativa da norma
[ul|cropny < Cllullggserny, u€ H (T,

o que significa que a imersdo H*(T") C C'(T") é continua.

3.5.2 Regularidade elitica

Esta secao usa principalmente a referéncia (SALO, 2013).

O resultado final nesta sec@o serd a regularidade elitica no caso peridédico. Considere
um operador diferencial com coeficientes constantes P(D) de ordem m atuando em fungdes
2m-periddicas em R,

P(D)= ) aD",

|O¢|§m

onde ay, sdo constantes complexas. A parte principal de P(D) é

D)= ) asD”.

|a|=m

O simbolo de P(D) é o polindmio

P(§)= ) ad&® &eR",

|a|<m
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e o simbolo principal de P(D) é o polindmio

P,(&) = Z agt®, & eR"

|ot|=m

Dizemos que P(D) € elitico se
P,(&) #0, sempre que & € R™\{0}.

A demonstracdo a seguir também indica como as séries de Fourier sdo usadas na solucao

de equacdes diferenciais parciais.

Teorema 3.5.12. (Regularidade elitica em H*) Seja P(D) um operador diferencial elitico com

coeficientes constantes de ordem m, e suponha que u € 2’(T") é uma solugdo da equagio
P(D)u= f,

para algum f € H*(T"). Entdo u € H*"(T").

Demonstracdo. Tomando os coeficientes de Fourier de ambos os lados de P(D)u = f da

P(kuk) = f(k), keZ" (3.8)

Agora P, (&) é um polindmio homogéneo de grau m, entdo temos
[P ()| = || [P (K / K] )] = c[K[™,

para algum ¢ > 0, jd que a condi¢do de eliticidade implica que P,,(&) # 0 no conjunto compacto
{€& e R";|&| = 1}. Entdo para [k| > 1,

P(k)| =|Pu(k)+ ) agk®|

lor| <m—1

> PuR)l - Y laallk®
lo|<m—1

> clk|™ —Clk|™ L.

2C
Escolhemos N > — . Para |k| > N temos C|k|"~! < Lc|k|™. Disso decorre que
c
1 m
P > 3elkt™, k>,
De (3.8) obtemos
f(k)

P(k)

~

2
< ——|f(k k| > N.
< el fl k>

ju(k)| =

Como (k)* (k) € (2(Z") isso mostra que (k)™ (k) € (2(Z"), que implica u € H*t™(T"),

como queriamos.

]
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Uma combinacdo do teorema anterior e do teorema da imersdo de Sobolev, produz

imediatamente um resultado de regularidade elitica correspondente para dados C*.

Teorema 3.5.13. (Regularidade elitica em C*) Se f € C* no teorema anterior, entdo u também
€ C™.

Demonstragdo. Como f é C* entdo {f(k)} decai rapidamente. Assim, {(k)* f(k)} € (2(Z"),
para todo s € R. Disso decorre que f € H°(T"), para todo s € R. Pelo teorema acima, u €
HST™(T"), para todo s € R.

Dado k € N. Existe sg € R tal que so > n/2 +k, pelo teorema da imersdo de Sobolev,
segue que H%(T") C C*(T"). Logo, u € CK(T"). Como k é qualquer, ento u é C*. O

Definicao 3.5.14. Dizemos que um operador P(D) é globalmente hipoelitico no toro (em resumo,

P(D) é (GH)) se as condi¢des u € 2’ (T") e P(D)u € C*(T") implicam u € C= (T").

Pelo Teorema 3.5.13 segue que a eliticidade implica a hipoeliticidade global.

Recordamos o resultado classico de Greenfield e Wallach (GREENFIELD; WALLACH,
1972) em T?2.

Teorema 3.5.15. (Teorema de Greenfield e Wallach) Um operador com coeficientes constantes

P é (GH) se, e somente se, existem nimeros reais positivos C,K tais que
2, .2\ K
P(m,n)] = C (m? +n2) %,

para todos |m|, |n| suficientemente grandes.
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CAPITULO

EXEMPLOS DE RESOLUBILIDADE GLOBAL E
HIPOELITICIDADE GLOBAL

Considere uma equacdo do tipo
P(D)u=f, 4.1)

sendo P(D) = Z aqD* um operador diferencial atuando em fungdes 27-periddicas em R”,
lot|<m
onde ay € C.
Um problema de interesse é o seguinte: dada f € C(T") (satisfazendo condigdes
naturais), encontrar uma solugdo u € C* (T") satisfazendo a equacéo (4.1). Este é o problema da

resolubilidade global.

Por outro lado, se para toda distribui¢do periddica u tal que P(D)u = f € C*(T"), temos
u € C*(T"), dizemos que o operador P(D) é globalmente hipoelitico (GH).

Neste capitulo, apresentamos alguns exemplos de P(D), onde podemos analisar a resolu-

bilidade global e a hipoeliticidade global do operador P(D).

4.1 Exemplos de resolubilidade global

Exemplo 4.1.1. Seja f : T?> — C uma funcdo de classe C*. Considere a seguinte equacio
diferencial parcial:

aﬂ’t(t’x)_ﬁaxu(tvx) :f(t7x)7 (42)
onde B =a+bi,coma,b € R.

Queremos encontrar as solu¢des da EDP (4.2).

Seja u : T?> — C uma solugdo qualquer, de classe C*, da EDP (4.2), caso existam tais

10 1
solucdes. Usando as notacdes D; = —— e Dy = P podemos reescrever (4.2) da seguinte
i dx

i ot
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forma:
iDiu—ifDu=f.

Calculando os coeficientes de Fourier de ambos os lados da equagdo acima e usando a linearidade

da transformada de Fourier, obtemos
iDyu(k) — iBDyu(k) = f(k).
Usando as propriedades D;u(k) = kiii(k) ¢ Dyu(k) = kyii(k), com k = (ki,k») € Z2, obtemos

i(ky — Bka)ia(k) = F (k). 43)
Vamos dividir o estudo de (4.2) em trés casos, segundo o valor do coeficiente f3.

Caso 1: B = a+ bi, com b # 0. Neste caso, a equagao (4.2) torna-se
du— (a+bi)dwu = f. (4.4)
Podemos reescrever (4.3) da seguinte forma:
i(ki — (a+bi)ky)i(k) = f(k). (4.5)

Note que i(k; — (a + bi)ky) = O se, e somente se, k; = k, = 0. Substituindo k = 0 em (4.5)
obtemos

~

0.u(0) = £(0), (4.6)
logo
f(0)=0.

Para que (4.4) admita solucdo, devemos ter
F(0)=o. @4.7)

A condic¢do (4.7) € chamada condicdo de compatibilidade.
Segundo os cdlculos feitos até agora, o valor de #(0) pode ser qualquer niimero complexo.

Para cada indice k # 0, concluimos que existe um dnico valor possivel para u(k), a saber,

1 ~

i(le) = i(k — (a+ bi)kz)f (k). (4.8)

Vamos agora usar as informacoes obtidas acima para definir uma funcao e mostrar que
ela é solucdio da EDP (4.4). Dada f € C*(T?), com f(O) = 0, definamos a funcdo u : T?> — C,
por meio de

u(t,x) := Z ckeikltJrikzx, 4.9)
ke72
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com
0, se k=0,

= ! Pk k40
ik —(atbiky)’ B sek#0,

onde k = (ki k2) € Z2. Primeiro, mostremos que u € C*(T2). Como f € C=(T2) entdo { f(k)} €
#(Z?). Por outro lado, para todo k = (k1,k2) # (0,0) tem-se |i(k; — (a+bi)kz)| > &, com
0o > 0. Com efeito, se kp = 0, temos k; # 0, logo, |k;| > 1,¢

|i(k1 — (a—i—bl')kz)’ = |k1| > 1.

No caso ky # 0, temos |kp| > 1 e

itk — (a+biYko)| = \/ (ki —ako)> + 523 > [bl[ka] > [8].
Logo,
|i(k1 — (a+ bi)ks| > o, (4.10)
onde 8 = min{1, |b|} > 0. De (4.10) segue que

1
i(ki — (a+bi)ky)

ekl =

f&ﬂséﬂﬂmu

para k # 0. Logo, {c;} € .7 (Z?). Isto segue que u € C*(T?).
Vejamos que u definida em (4.9) é solu¢do da EDP (4.4). Para k # 0,

1

ikyt+ikyx —
| i(kl - (a—i—bi)lQ)

]/c\(k)eiklt-i-ikzx

|Ck€

s%\f(k)]-

Como f € .7(Z*), entdo Z
keZ?

f(k)’ < oo, pelo Lema 3.3.11. Do teste M de Weierstrass segue

que Z cre® kX converge uniformemente. Além disso,

kez?
J < ik £-+ik iky 2 ikt ik
— (cpe™ 2X> — ' . f(k)el 11+ikox
kéz ot k;«éZO l(kl — ((1 + bl)kz)
€ convergente uniformemente pois
iky ki

Ak ikyt+ikyx —
(k)e ‘(k1 —(a+Dbi)ky)

~ 1 ~
- ] < 5 o)

onde k, f € .#(Z*), logo, Y
kez?

klf(k)’ < oo, novamente o teste M de Weierstrass implica que

) et , )
Z 5 <cke’k1’ +’k2x> converge uniformemente. Analogamente, mostra-se que Z P (cke

ik1t+ik2x>
kez? kc72
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€ convergente uniformemente. Usando o Teorema da Derivacdo Termo a Termo para Séries,

podemos derivar termo a termo a funcdo u e obtemos

du ik T ik tik
Rui— . . f k el 11+1kpx
ot keZ2\{(0,0)} l(kl - (a+bl)k2) ( )
) 9 K
u K2 2 ikyttikox
= . _ fk)e™ 1T,
0% erifooy ith —(a+bik) “
Logo,
du . du é ikpx _ e ikox
E—(a+bl)£: Z f ikt+iky Zf ikt +iko ’
keZ2\{(0,0)} keZ?
pois £(0) = 0. Portanto,
du du
5 " (a —l—bz)a =f

Acabamos de mostrar que u definida em (4.9) € solu¢do de classe C* da EDP (4.4).
Deste modo, no caso 1, o operador em estudo é globalmente resoldvel.
Caso 2: B = P € Q irredutivel, com g > 0. Neste caso, a equacio (4.2) torna-se:
q
p _
ou—=— du=f. 4.11)
q

Podemos reescrever (4.3) da seguinte forma:

i (lq - §k2> a(k) = f(k). (4.12)

Note que i (kl — Ekz) = 0 se, e somente se, gk; — pko = 0. Podemos decompor Z? como
q
7? = AUB, onde
A={keZ?: gky — pky =0}, B={keZ*:qk; — pks # 0},

com ANB = . Parak € A, aequagido (4.12) implica em

para todo k € A.

Segundo os célculos feitos até agora, o valor de u(k), onde k € A, pode ser qualquer

nimero complexo.
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Para cada indice k em B, concluimos que existe um dnico valor possivel para u(k), a

saber, |
) (k).

i (kl Py,
q

Vamos agora usar as informagdes obtidas acima para definir uma fung¢io e mostrar que
ela é solucdio da EDP (4.11). Dada f € C*(T?), com f(k) = 0, para todo k € A, definamos a
funcdo u : T? — C, por meio de

a(k) =

u(t,x) =Y cpeirtir, (4.13)
keZ?
com
0, sekeA,
1 ~
ck=§———f(k), sek€EB.
i (Iq - 3k2>
q
1
Primeiro, mostremos que u € C*(T?). Para k = (k;,k,) € B tem-se |i (Iq — Bkz) > —. Com
q q
efeito, se k € B, entdo |gk; — pka| > 1, logo,
. 1 1
l(kl—gkz)‘z = |gky — pha| > . (4.14)
q q q

De (4.14) segue que

1 >f<k> <q |7 ),

i (Iq _Py,
q

para k € B. Como f € C=(T2) entdo {f(k)} € .#(Z%). Assim, {ci}rep € -7(B). Portanto,
{cr} € Z(Z?). Tsto segue que u € C(T?).

k| =

Vejamos que u definida em (4.13) € uma solucdo da EDP (4.11). Para k € B,

o 1 DN ki £
’Ckezkltﬂkzx‘ _ —pf(k)elk1t+lk2x <gq ’f(k)‘ .
ik — —kz)
O

Como f € .(7?), entdo )
kez?

f(k)‘ < oo, pelo Lema 3.3.11. Do teste M de Weierstrass segue

que Z cre®1HkX converge uniformemente. Além disso,
keB

0 ik ~

g ik1t+ik2x> _ k) ikittikox
L5 (o) g e
ki — =k

keB keB i
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€ convergente uniformemente pois

keB

i <k1 _ £k2>
q

onde k; f € . (Z*), logo, )
kez?

d — . d
Z 5 (cke’k1’+’k2x> converge uniformemente. Analogamente, mostra-se que Z > <cke

al fmgﬂﬁ”

J/c\(k)eiklt-szx —
(lq _ Ly,
q

klf(k)‘ < oo, novamente o teste M de Weierstrass implica que

iky t+ik2x)
keB

€ convergente uniformemente. Usando o Teorema da Derivagdo Termo a Termo para Séries,

podemos derivar termo a termo a fun¢do u e obtemos

~

Portanto,

8u ikl -~ : ;
IR " Flk ikt+ikyx
sy . S We
keBl kl — —kz
q
u iky N

(k) eik1t+ik2x.

pois f(k) =0, para todo k € A. Portanto,

S e 7 ik t+ikpx
Jt  gox ke%f(k)e
_ Z ]/c\(k)eiklt—i-ikzx,
keZ?
du pdu
o gax

Acabamos de mostrar que u definida em (4.13) € solucdo de classe C* da EDP (4.11).

Deste modo, no caso 2, o operador em estudo é globalmente resoldvel.

Caso 3. B € R\Q. Neste caso, a equagao (4.2) torna-se:

du du

Podemos reescrever (4.3) da seguinte forma:

i(ky — Bko)ai(k) = f(k). (4.16)

Note que i(k; — Bkp) = 0 se, e somente se, k; = k, = 0. Sustituindo k; = k, = 0 em (4.16),

obtemos

0.71(0) = £(0).
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Logo, a condi¢do de compatibilidade de (4.15) é
F(0)=0.

Segundo os célculos feitos até agora, o valor de u#(0) pode ser qualquer nimero complexo.

Para cada indice k # 0, concluimos que existe um tnico valor possivel para u(k), a saber,

1 ~
uk)=———f(k).
(k) i —ﬁkz)f( )
Vamos investigar os casos em que 3 é um nimero de Liouville e quando 8 ndo é um

namero de Liouville.

Recordamos, pelo Lema 2.7.7 e Lema 2.7.8, que B € R\Q n#o é um nimero de Liouville

se, e somente se, existem N € N* e ¢ > 0 tais que

c
‘CIB_p’2 ) 2@?
(1+1pl*+1ql*)?

para todo (p,q) € Z*\{(0,0)}.

. , . . ~ . N . . Pn ;
* Se B é um nimero de Liouville, entdo existe uma sequéncia de racionais {— satisfa-

qn
zendo

1
— < , VneN.
bl < G
Vamos apresentar um exemplo de uma funcdo f € C*(T?), com f(O) =0, tal que a

equagio (4.15) ndo possui solucio u € C=(T?).
Defina

ft,x):= Y dpelitix,
kez?

com
|pn_qu’l|a Sek:(pnaqn)7

dp =
0, caso contrario.

Note que f € C*(T?). De fato, para cada N € N temos

N/2

sup (1+ K3 +k3)V?(di| = sup (1+p2+32)"" |pu—Baul

kez? (Pm‘]n)
N/2 1

< sup (1+p2+q> < oo,
(Pna‘ln) ( " n) (1 +p}% +Q%)n/2
. 2 2\N/2 1 B
pois lim_(1+pj +4;) (1+p%+q%)n/2_o.
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Suponha, por absurdo, que a equacio (4.15) possui uma solugio u € C*(T?). Podemos

escrever

u(t,x) — Z it\(k)eiklt+ik2x_
kez?
Para k = (pp,q,) temos

N B 1 N _

para todo n € N. Como |u(k)| = 1, para k = (p,,qn), entdo |u(k)| /4 0. Isso contradiz o
Lema de Riemann-Lebesgue. Portanto, se 3 € um nimero de Liouville, o operador em

estudo ndo é globalmente resoluvel.

Se B ndo é um nimero de Liouville, existem ¢y > 0 e Ny > 0 tais que
€0

(14 [k1 [ + [k2]?)

li(ky — Bk2)| > 4.17)

@ )
2
para (ki,kp) # 0.

Vamos agora usar as informacdes obtidas acima para definir uma funcio e mostrar que ela é
solucio da EDP (4.15). Dada f € C=(T2), com f(0) = 0, definamos a fungdio u : T2 — C,

por meio de

u(t,x) =Y ageftior, (4.18)
kez?
onde
0, sek=0,
= ;f(k) se k # 0.
i(ky — Bko) ’

Primeiro, mostremos que u € C*(T?). De (4.17) segue que

o
i(ki — Bko)

para (ki,ky) # 0. Logo, {a;} € #(Z?). De fato, para cada N € N, temos

x| =

~ 1 M
f(k)‘ < (1P P) T 7O

sup (14 [k |> + [ka ) NV/2 N2 (k)| < o,
keZ2\{(0,0)}
uma vez que f € . (Z?). Além disso,

0 .~

1 N
(L P+ )Y ag] < — (1 [P+ ke P2 (14 [P+ [k ) (7 (R)]

Co
1 —~
< (kP o PN 7,
para todo (ky,k;) # 0. Logo,

sup  (1++ [kt [* + [ko )Ny | < oo,
K72\ {(00)}
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para todo N € N, isto &, {a;} € .7(Z?). Logo, u € C*(T?).
Vejamos que u definida em (4.18) é solugdo da EDP (4.15). Para k # 0,

ot
i(ki — ko)

N
ik1t+ik2x| _ ]\(k)eiklt—b—ikzx < l (1 + |k1|2 + |k2|2>70
(&)

fw).

lage

1
onde g := . (1+ ki[> + |k2|? ) f € 7 (Z?), logo, Y |g(k)| < oo, pelo Lema 3.3.11.
kez?

Portanto, o teste M de Weierstrass afirma que Z ageiitikex converge uniformemente.
kez?
Além disso,
d c ik g
Z E <akelk1t+lk2x> — Z ( lﬁk )f(k)elkll+lk2x
keZ? k20" 2

€ convergente uniformemente pois
ik
i(k1 — Bk2)

ki

7 eiklt-i-ikzx _
&) hh—ﬁb)

Flk)|,

o~ 1 M
F] < & (4Pt )

1
onde h:= — (14 [ki[* + k2| )2k1f65’(Z2 ), logo, Z |h(k)| < oo, pelo Lema 3.3.11.
€0 kez?

: d eyt .
Novamente o teste M de Weierstrass afirma que Z 5 (ake’k” +’k2x> converge uniforme-
keZ?

) ~ :
mente. Analogamente, mostra-se que Z > (ake’k1t+’k2x> ¢ convergente uniformemente.

kez?
Usando o Teorema da Derivagdo Termo a Termo, podemos derivar termo a termo a funcao

u € obtemos 5
u iky DN ikyitikox

ou_ (e it

o = & itk - o)
e .

% o Z lk A( ) lk]l+l'k2x‘

dx 701 i(ky — Bky)
Logo,

% = Y Flkelrtior = ¥ Fgyeitirtita,

k0 kez?
pois f(k) =0, para k = 0. Portanto,
du du
a Pa=r
Acabamos de mostrar que u definida em (4.18) € solugdo de classe C* da EDP (4.15).

Deste modo, se B é um irracional ndo-Liouville, o operador em estudo é globalmente

resoluvel.
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Exemplo 4.1.2. Seja f: T" — C uma fungdo de classe C~. Considere a seguinte equagao

diferencial parcial:

Au=f, (4.19)
I ~
onde A = Z = — Z D? ¢ o operador de Laplace. Dada f € C*(T"), com f(0) =0,
8x =
deﬁnamos
u(x): =Y cpe™, (4.20)
kezn
com
0, se k=0,

1 -
—Wf(k), se k # 0.

A func¢do u definida em (4.20) é solucdo de classe C* da EDP (4.19). Deste modo, o operador de

Laplace € globalmente resoluvel.

4.2 Exemplos de hipoeliticidade global

Exemplo 4.2.1. Se L =iD; — i3 D, é como no Exemplo 4.1.1, entdo L € elitico no caso 1. Pois

o seu simbolo principal é L(§) = i&; —i(a+bi)éy e & — (a+bi)& = 0 se, e somente se,
&) = & = 0. Portanto, L é (GH) se B = a+ bi, com b # 0.

No caso 2, L = iD; — ip/qDy néo é elitico pois L(&) = i & —i(p/q)& e para & =
(p/q,1) # 0 temos L(&) = 0. Vejamos que L ndo é (GH) neste caso. Para isto, apresentamos
uma distribuigio u € 2'(T?) com u ¢ C(T?) e Lu € C*(T?). Decompor Z? como Z*> = AUB,
onde

A={keZ?: gk) — pky =0}, B={keZ®: gk — pks#0},

comANB=J. Seja
(t X Z Cr elk]t+1k2x

kez?
com
I, sekeA,
Cip —
0, sekeB.

Note que ¥z cre®1 2% € 9'(T?), uma vez que {c; }cz2 tem crescimento polinomial. No

ikyt+ikyx

entanto, Y ;72 ke ndo define uma fungdo C*(T?) pois {ct }cz2 ndo decai rapidamente.

Temos

Lu(k) =i (Iq - §k2> a(k)

=i (kl — EIQ) Ck
q
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Se k € A, entdo (lq - Bkz) = 0. Assim, Lu(k) = 0. Se k € B, também temos Lu(k) = 0. Disso
q

decorre que {Lu(k)} vez2 decai rapidamente. Portanto, Lu € C*(T?). Concluimos que L néo é
(GH) no caso 2.

No caso 3, L = iD, — i D, ndo é elitico, onde B € R\Q, poisL({) =i & —if & e
para & = (B,1) # 0 temos L(£) = 0. Vamos investigar a hipoeliticidade global do operador L

nos casos em que 3 € um nimero de Liouville e quando 8 ndo é um niimero de Liouville.

* Se B ndo é um nimero de Liouville, existem ¢y > 0 e Ny > 0 tais que
€0

(14 [kr[> + [k2]?)

li(k1 — Bka)| >

4.21)

Ng ?
2

para (k,ky) # 0. Mostremos que L é (GH). De fato, seja u € 2'(T?) com Lu = f €
C>(T?). Temos

f(k) = Lu(k) = i(ky — Bko)a(k).

Note que i(k; — Bky) = 0 se, e somente se, k = 0. Para k # 0,

. fk)
k) = i(k1 — Bka)’

Pela desigualdade (4.21) temos

Mo
2

. 1 ~
ju(k)| < . (1 [kt P+ [ka?) 2 [ f(K)].

Como f € C=(T?), entdo {f(k)} decai rapidamente. Isso implica que {ii(k)} também
decai rapidamente. Logo, u € C*(T?). Portanto, L é (GH), sempre que 3 é um irracional

nao-Liouville.

. , . . A .. | pn .
* Se B é um niimero de Liouville, existe uma sequéncia de racionais {— satisfazendo

dn

1
(1+p2+q2)/?

|Pn— Banl| < (4.22)

para todo n € N. Vejamos que L ndo € (GH) neste caso. Para isto, apresentamos uma
distribui¢io u € 2'(T?) com u ¢ C*(T?) e Lu € C*(T?). Seja
u(t,x) == Z etk
keZ?
com

17 sek:(pmqn),

0, caso contréario.
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Note que Yz cre®tk2x € 9/(T?), uma vez que {cy }1cz2 tem crescimento polinomial.

ik t+ikpx

No entanto, ) ;.72 cie ndo define uma fungdo C*(T?) pois {ct}iezz Nd0 decai

rapidamente. Temos

Lu(k) = i (ki — ko) (k)
= i(kl — ﬁkz) Ck-

Se k € W, onde W = {(pn,qn) : n € N}, entdo {Lu(k) }rew € (W). De fato, para cada
N € N, usando a desigualdade (4.22) temos

—_ N/2
sup (14K + 3N Lu(k)| = sup (1+p2+a2)"" |pa— Banl
kew (Pn\gn)
N/2 1
< sup (14 p>+4> < oo,
(pmqn( ") (1+p2+q2)"?
1
s i 1 2 \N/2 —0
pois n_lg_loo( +Pn+4n) (1+p,%+q%)”/2

Se k ¢ W, entdo Lu(k) = 0.
Logo, {Lu(k)} € .(Z*). Concluimos que Lu € C™(T2). Portanto, L ndo é (GH), se 3 ¢

um ndamero de Liouville.

Estes resultados sobre (GH) estao contidos nos resultados de Greenfield-Wallach, mas

escolhemos incluir a demonstragao direta.
Exemplo 4.2.2. Dado A € C, o operador
P=A-A=-D}-D3-1

é elitico pois o seu simbolo principal é Py(§) = —&2 — EF e P2(€) = 0 se, e somente se, £ = 0.
Logo, P é (GH), para todo A € C.
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CAPITULO

PERTURBACOES DE OPERADORES DE
PRIMEIRA ORDEM

Neste capitulo consideramos operadores (GH) de primeira ordem, com coeficientes
varidveis, da forma L; = D; + B(¢)Dy, com B € C*(T!,R) e estudamos a hipoeliticidade global

de suas perturbagdes, L; — A (¢,x), por fungdes suaves.

A seguir, consideramos principalmente operadores de primeira ordem, em duas varid-
veis, com coeficientes constantes. Esta classe ja exibe varios resultados interessantes sobre a

propriedade de (GH) para perturbacdes de ordem zero.

Um fato interessante € que a maioria das perturbacdes (no sentido da medida de Le-
besgue) dos operadores com coeficientes constante de qualquer ordem é de fato (GH) - ver
(BERGAMASCO; ZANI, 1994) para a prova no caso bidimensional; o argumento pode ser
adaptado para produzir o resultado em geral.

Um outro fato que, num certo sentido, contrasta com o resultado acima é que a maioria
das perturbacdes (no sentido da categoria de Baire) P — A = D, — D, — A, A € R, ndo é (GH)
- ver (BERGAMASCO, 1994).

Neste trabalho apresentamos as demonstracdes destes resultados.

Com o objetivo de fornecer um esclarecimento adicional sobre a complexidade do
problema de perturbagdes, apresentamos exemplos mostrando que se 3 € irracional e se L| =
D, — BDy nao é (GH), entdo suas perturbagdes por racional A (por exemplo, D; — D, —1/2)

podem ou ndo ser (GH).

As referéncias principais para este capitulo sio (BERGAMASCO, 1994) e (BERGA-
MASCO; ZANI, 1994).
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5.1 Perturbacoes de operadores de primeira ordem

Vamos introduzir as nogdes de séries parciais de Fourier para uma fungio em C*(T?), e
para uma distribuicdo em 2’(T?), para usé-las em breve. Seja T2 = T} x T!. A série parcial de

Fourier, na varidvel x, de uma fungio u € C*(T?) é dada por
u(t,x) = Z ﬁn(t)ei”x,
nez

onde

~ . 1 —inx
uy(t) = %/T' u(t,x) e "™dx, nelZ.

A série parcial de Fourier de uma distribui¢do u € 2’ (Tz) ¢ dada por
u(t,x) = Z U (1)e™,
nez
onde
u(t) = 2m) ! <u(t,x),e_i”x>, neZ.
Para demonstracdes dos resultados de séries parciais de Fourier - ver (ZANI, 1988).
Apresentamos a seguir um caso em que a perturbacao tem coeficientes variaveis.

Proposicao 5.1.1. Seja L = D; — iboD, — A(t,x), onde by é uma constante complexa com parte
real ndo nula, e A € C* (T?). Entdo L é (GH) em T?.

Demonstragdo. Denote L1 = D; —ibygDy a parte principal do operador L. Assim,

L=L;—A(t,x).

Dada f € C°(T2) com £(0,0) = 0, pelo Exemplo 4.1.1 existe h € C=(T?) tal que
Lih=f.

Defina uma nova funcio

QL(Z‘,X) = ;L(t>x) — oo,

onde
)'O 1 /Zn 2711( )dd
=— t,x)dtdx.
T2l Jo

-~

Temos Agp = A(0,0). Assim,

~

2(0,0) = A(0,0) — Ago = 0.

Logo, existe g € C*(T?) tal que L1g = z(t,x).
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Primeiro mostramos a seguinte afirmagdo: Se L; — Agg é (GH), entdo L; — A(z,x) é (GH).
Suponha que L; — Ao é (GH). Seja u € 2'(T?) tal que (L1 — A(t,x))u = f € C*(T?). Vejamos
que u € C*(T?). Defina

v=ce Su.

Usando a regra de Leibniz temos

(L1 = A00)(v) = (L1 — A00) (e~ *u)
=uLi(e ®)+e SLi(u) — Apoe fu.

Como
Li(e 8) = (D;—iboDy)(e 8) = —e ¥Dyg+ e SiboDyg
= —e¢ #(D; —iboDy)(g) = —e *Li1(g)
=—e ¢ I(t,x),
entao

(L1 —200)(v) = —ue™ (t,x) +e 8L (u) — Agoe fu

=e 8(— l(t,x)+L1( ) — Aoout)
=e #(Li(u) — A(t,x)u)
=e 8(Ly — A(t,x))u.

Como (L; — A(t,x))u = f € C*(T?), entdo e 8(L; — A(¢,x))u € C*(T?). Disso decorre que
(L1 — o) (v) € C(T?). Logo v € C(T?), uma vez que L; — Ago é (GH). Como u = e®v entio
u € C=(T?). Portanto, L — A(t,x) é (GH).

Para finalizar a demonstracéo, basta mostrar que L; — Agp é (GH). Como o tnico zero do
simbolo principal de L; — Ao € zero, entdo L; — Ay é elitico. Pelo Teorema 3.5.13, segue que
Ly — Ago € (GH). O

Agora vamos estudar uma classe de operadores com coeficientes varidveis.

Proposicao 5.1.2. Seja
L=D;+ B(t)Dx— A(t,x),

com f§ € C* (T, R) e A € C(T?).

Definamos

fo=2n) [ Byar,

Aoo = (2m) 2 /027r /Ozﬂl(t,x)dtdx,

L=D;+B(1)Ds — Ao,
Z =D +ﬁ0Dx _AOO~
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Suponha que By seja um irracional ndo-Liouville. Entéo as afirmagdes seguintes sdo equivalentes:

Lé(GH) (5.1
Lé (GH) (5.2)
Lé(GH) (5.3)

existe C > 0 tal que as condicdes (m,n) € Z* e |m|+|n| > C
implica |m 4 Bon — Ago| = (|m| + |n|) €. (5.4)

Para provar a Proposi¢do 5.1.2, usaremos o seguinte resultado sobre a resolubilidade
global em C* (T?).

Lema 5.1.3. Seja § € C* (S';R) com sua média igual a um fy irracional ndo-Liouville. Entdo,

dada f € C7 (Tz), uma condi¢do necessdria e suficiente para a equacao
Lig = (Di+B(t)Dx)g = f
ter uma solucdo g € C (TZ) é que
2 /2w
foo = (27) 2 / F(t,x)didx = 0.
0 0

Demonstragdo. Para ver que fpo = 0 € uma condicio necessdria, basta integrar L1g = f e usar a

periodicidade de g :
2n p2xm 2n p2xm
/ / f(t,x)dtdx = / / (D¢ + B(t)Dy)g dtdx
0 0 0 0
2w 2@ 2w 2@
= / / D, g dtdx+ / B(t)Dyg dtdx
0 0 0 0
2w /2@
= [ [ D drax,
0 0

27 27

_ / B(t) [ Dugdxd,
0 0

—0

Para a suficiéncia usaremos o automorfismo de C* (Tz) , definido por Su = v, onde os

coeficientes parciais de Fourier u,(t), v,(t) estdo relacionados por

5(6) = Gult) exp { ( | ’ﬁ<s>ds—ﬁot)] |

Mostremos que
SLiS™' = D, + ByD».

De fato, escrevemos (¢,x) € T' x T' e

V= Z Vn(t) ™.

nez
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Temos
s ly=g"1 (Z a(t) einx)
nez
= Z V(1) e_in(ﬁ;ﬁ(s)ds—ﬁol) oM
nez
Assim,
LIS V= (Dt +B (Z Vn ( )dS ﬁot) inx)
nez
— Y Dy (B(r)) e MU B)ds—for) gin
nez
_ Z in(B(t) — Bo)Vu(t) e —in( J§ B(s)ds—Bor) yinx
nez

+ Y inf(1)P(t) e MBI —for) gin

nez

_ Z [Dt({/\n(t» efin(féﬁ(s)dsfﬁot) ei”x+in[3017n(t) efin(féﬁ(s)dsfﬁot) einx]'
Disso decorre que

SLiS™'v= Y. [Di(Va(2)) "™ +infovy(t) e™]

nez
- (Dt + ﬁODx)V

Portanto, SL{S~' = D; + ByD,.

Se f € C* (T?) e fyo = 0 entdo a fungdo F = Sf satisfaz F € C* (T?) e Fyo = 0. Assim,
basta encontrar G = Sg tal que (D; + BoD,)G = F.

Para (m,n) € Z*\ {0}, os coeficientes de Fourier (completos) satisfazem (m + Bon) Gy =
Fyun. Note que m + Bon # 0, para todo (m,n) € Z*\{0}, pois By é irracional. Logo, G, =
Fun/ (m+ Bon).

Resta ver que (G, ) realmente define uma fungdo C*; como By néo é Liouville, existe

K > 0 tal que |m|+|n| > K implica |m + Bon| > (|m| + |n|)~X. Como F é C*, a cada j € N

corresponde C > 0 tal que |m| + |n| > C implica |F,| < (|m|+ |n|) "X/, Assim |m|+ |n| >
max{K,C} implica

1

G| = ————
o = T o]

[Fonn| < (f + [ (fm] + ) =577 = (|| + [n]) ™/

eentdo G € C™.

]

Demonstracdo da Proposicdo 5.1.2. Para ver que (5.1) e (5.2) sdo equivalentes, definimos
A(t,x) = A(t,x) — Ago; entdo Ago = 0 e, pelo Lema 5.1.3, existe g € C* (T?) tal que Lig = A.
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Usando o0 mesmo processo da demonstracdo da Proposicdo 5.1.1 para finalizar a equivaléncia
entre (5.1) e (5.2).

Baseado da demonstracdo do Lema 5.1.3, podemos chegar a conclusdo de que (5.2) e
(5.3) s@o equivalentes. Primeiro, usando o automorfismo S de &’ (']I‘z) , definido por Su = v, onde

os coeficientes parciais de Fourier u,(¢), v,(t) estdo relacionados por
t

5(6) = (1 exp [ in [ B(s)ds—pur )|
0

mostra-se que SLiS™ =D, + BoDy. Além disso, SLS™!' =L.De fato,

SLS™ = S(Li — A90)S ™' = SL1 87! — 29SS~ = D; + BoDx — Ago = L.

Suponha que L é (GH). Mostremos que L é (GH). Seja u € 2/(T?) tal que Lu = f € C*(T?).
Temos _

SLS'u=Lu=7¥,
ou seja,

L(s'u)=5""f1.
Como f € C*(T?), entdo L(S~'u) = S~!f € C*(T?). Usando a hipoeliticidade global de L
segue que S~ 'u € C*(T?). Logo, u € C=(T?). Disso decorre que L é (GH). Reciprocamente,
suponha que L é (GH). Vejamos que L é (GH). Seja u € 2'(T?) tal que Lu=f¢c C>(T?). Temos

L(Su) = SLS'(Su) = SLu = Sf € C*(T?).
Usando a hipoeliticidade global de L, segue que Su € C*(T2). Logo, u € C*(T?). Disso decorre
que L é (GH).

A equivaléncia entre (5.3) e (5.4) € um caso partigular do teorema de Greenfield e
Wallach; apresentamos a prova. Usa (5.4) para mostrar que L ¢é (GH). De fato, sejau € 9'(T?)

tal que Lu=feC™ (T?). Os coeficientes de Fourier satisfazem
(k1 + Boka — Ao )ai(k) = f (k)

com k = (ki,ky) € Z2. Se (m,n) € Z* e |m| +|n| > C, temos

1
 |m+ Bon — Ago|

|i(m,n)| [f(m,n)| < (Jm] +[n)<|f(m,n)|.
Como {f(k)i decai rapidamente, entiio {z(k)} decai rapidamente. Portanto, u € C*(T?). Con-
cluimos que L é (GH). Para ver que, (5.3) implica (5.4) procede-se por contradi¢do. Suponha por

absurdo que (5.4) seja falsa, existe uma sequéncia {(m;,n;)} C Z? tal que

1

lmj+ Bon;—Ap| < —————
/ / (Imj| +|nj])/



5.1. Perturbagdes de operadores de primeira ordem 75

e (mj,n;) — +oo. Seja
u(t,x) — Z eimjt—Hnjx.
j=1

Assim,
R 1, se (m,n)=(mj,n;) paraalgum j € N,
u(m,n) =
0, caso contréario.
Como {ii(m,n)} tem crescimento polinomial, entdo u € 2'(T?). Mas u ¢ C(T?), uma vez que
{@i(m,n)} ndo decai rapidamente. Por outro lado, os coeficientes de Fourier de Lu sdo
m;j+ Bonj— Ao, se (m,n) = (mj,n;) paraalgum j € N,

(m+ Bon — Ago)u(m,n) =

0, caso contrario.

Como
1

imj+ Bonj — Ap| < ———,
/ / (Imj| +|nj])/

entdo a sequéncia de coeficientes de Fourier de Lu decai rapidamente. Logo, Lu € C*(T?).
Portanto, L ndo é (GH).

O

Quando o operador é da forma L = D; + (t)D, — A(t,x), com B € C*(T',R) e
A € C*(T?), a Proposicdo 5.1.2 diz que podemos nos restringir ao estudo da propriedade
da hipoeliticidade global para operadores com coeficientes constantes; simplificamos nossa
notagdo e escrevemos
L=D;+BD,—A,

onde feRe A cC.

Observe que L é (GH) se ImA # 0. De fato, escrevemos A = A} + Azi, com A, A, € Re
A2 #0. Sejau € 2'(T?) com Lu = f € C*(T?). Calculando os coeficientes de Fourier de ambos
os lados da equacdo f = Lu = Diu+ BDyu — (A + Azi)u, obtemos

(ki + Bz — (A + Aai)) (k) = f (k).
Note que kj + Bk — (A + A2i) # 0, para todo k = (k1,k2) € Z?. Além disso,
‘kl + Bky — (11 —i—lzi)’ > le" = MQ’ > 0,

entao

. |
ju(k)| SW f ()1,

para todo k € Z2. Como f € C*(T2), entdo {f(k)} decai rapidamente. Logo, {#(k)} também
decai rapidamente, isto é, u € C”(TZ). Portanto, L é (GH) se ImA # 0; assim podemos assumir
A eR.
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Seja B um nuimero real e defina
L=D,+BDy—A=L;—A.

Também definimos

Z = conjunto de numeros de Liouville.

Proposicio 5.1.4. (i) Se A € Z + BZ entdo temos que L; é (GH) se, e somente se, L| — A é
(GH).

(i) Se B € L e A € Z+ BZ entdo L — A ndo é (GH).
(i) Se B ¢ QUL e AL € Q+ BQentdo L; — A é (GH).

Usaremos o seguinte lema na demonstracdo da Proposicao 5.1.4.

Lema 5.1.5. Se a,b € Z,com a,b > 1, entdo a+ b < ab.

Demonstragdo. De fato,
1.e,

Logo, a+b < ab. L]
Demonstragdo da Proposicdo 5.1.4

(i) Escrevemos A = mq + Bng. Suponha que L; é (GH). Mostremos que L; — A é (GH). Como
L, é (GH), pelo Greenfield e Wallach existem C,K > 0 tais que
C
P
para |m|, |n| suficientemente grande. Temos
C
(Im — mo| + |n — no[ )%

para |m|, |n| suficientemente grande. Pelo Lema 5.1.5 temos

m+Bn—A| = |(m—mo)+B(n—no)| >

[m—mo| +|n —no| < [m[ +|mo| +[n| +[no| < (|m[+|n[) + (jm] +|n])
< (Iml+|n])(|m| +|n]) = (jm|+[n)?,

para |m/|, |n| suficientemente grande. Logo,

C S C
(Im—mo| +|n—nol)X = (Jm| + |n])>X
para |m|,|n| suficientemente grande. Novamente, do Teorema de Greenfield e Wallach
segue que L; — A é (GH).
Reciprocamente, suponha que L; — A é (GH). Repetindo o mesmo processo acima, mostra-
se que Ly € (GH).

im+Bn—A| >
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(ii)

(iii)

Se B € £, Ly ndo é (GH) devido ao Exemplo 4.2.1. Como A € Z+ BZ, o item (i) acima
implica que L; — A ndo é (GH).

Escrevemos A = +B P se B ndo é um nimero de Liouville, pelo Lema 2.7.6 existem
n q

co > 0e Ny > 0 tais que

o
|kep [N
para todo ky,ky € Z, com ky # 0. Mostremos que L; — A é (GH). De fato, seja u € @’(']I‘z)
com (L; — A)u = f € C*(T?). Temos

k1 — Bky| > (5.5)

)= (ka-+pra="2 - 2 )t
— %mqkl ~ g+ B(ngka — pn)) ak).

Como B ¢ Q entdo ngk; —mq + B(ngky — pn) # 0, para todo (ky,k;) € Z2. Usando a
desigualdade (5.5) temos

€0

ki — ky — pn)| > ———
ngky —mq + B (ngky — pn)| > ingles — pr]

Para k; grande suficientemente,
|ngks — pn| < ngllka| + |pn| < |kol? + [ka| < [k,
usando o Lema 5.1.5. Logo,
ngky —mq + B (ngky — pn)| > V{;ﬁ

Disso decorre que

_ 1 -
(k)| < c—olnq\lkzl3N°|f(k)|-

-~

Como {f(k)} decai rapidamente, entdo {u(k)} também decai rapidamente. Logo, u €
C>(T?). Portanto, L; — A é (GH).

OJ

A proposi¢do abaixo diz que existem muitas (no sentido da categoria de Baire) perturba-

¢oes L} — A que nao sdo (GH).

Proposicio 5.1.6. Seja f3 irracional e defina

N ={A €R;D;+ BDy—Ando é (GH)}.

Entdo .4 é ¢5 denso em R.
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Demonstracdo. Para j € Nem,n € Z, defina

Nimn = {A ER;|m~+Bn—A| < (|m|+ |n])~7, com |m| +|n| > 2},

(m,n)eZz7
m|+|n|>2
Sejam
H={A=m+PBneRimnecl}=7+PZ
e
Moo= ] N
jeN
Temos, quando 8 ¢ .2,
N = N NFE. (5.6)
Também temos, quando 8 € .Z,
N =N 5.7)

Primeiro, justificaremos (5.6). Se A € .4, entdo D, + Dy — A ndo é (GH). Pelo Green-

field e Wallach, existe {(m;,n;)} C Z2, com |m;| + |n;| > 2, tal que

1

it B =S G T

para todo j € N. Disso decorre que A € .4}, para todo j € N. Entdo, A € 4. Logo, 4 C
Ne. Vejamos que Z C NC. Seja A € # = 7+ BZ. Se B ndo é um nimero de Liouville,
entdo D; + BD, é (GH). Pelo item (i) da Proposi¢do 5.1.4, segue que D; + BD, — A é (GH).
Disso decorre que A ¢ 4. Logo, Z C A€, ou seja, A C #C. Portanto, A C N, N Z%C.
Reciprocamente, seja A € A NZC. Como A € Az, entdo A € 4}, para todo j € N. Para cada
j €N, existe (mj,n;) € Z2, |mj| + |n;| > 2, tal que A € Njmn;- Disso decorre que

1

mi+pn;i—A| < ————,
S (Imj[ +[nj])/
para todo j € N. Além disso, [m;+ fin; — A| > 0, uma vez que A € Z. Logo,

1
O<|mj+Bnj—A| < ————,
s (lmjl +[n])7
para todo j € N. Vejamos que o conjunto
. 1
J J
¢ finito. De fato, como |m;+ Bnj—A| >0, entdo |m;+ Bnj—A| > c, para algum c > 0. Existe

ko € N tal que 7 < ¢, pois lm;j|+|nj| > 2. Logo,

(|mj] +|n;l)
1

(Gl gy = € =t B =2l
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Disso decorre que o conjunto F € finito. Entdo, existe infinito (m;,n;) € Z? tal que

1

PTEN T TRy | [ —
T (Imj|+|n;])7

Pelo Greenfield e Wallach, A € 4. Logo, A4, NZC C A . Portanto, A = N NZC, se B ¢ L.

Justificaremos (5.7). Repetindo os passos acima, mostra-se que, .4~ C 4. Reciproca-
mente, seja A € . Temos A € .4}, para todo j € N. Para cada j € N, existe (m},n;) € Z?,

com |mj| +|n;| > 2, tal que A € Ay ;. Disso decorre que

1

mi+Bnj—A| <
! ! (|m;j]+|n;|)/

paratodo jEN.Se A € Ze B € £, entio A € .4, pela Proposicio 5.1.4. Se A € Z°, obtemos

1

0< |m;+Bnj—Al<—
SR (Imj| +|nj])/

para todo j € N. Usando o mesmo o processo acima, mostra-se que A € 4. Logo, 45, C 4.
Portanto, A = M.

Cada A4y, é um intervalo aberto, portanto, cada .#; € aberto e assim, .4, é um ¥5.

Como Z é enumerével, entdo é um %, entdo Z€ é um ¥s. Logo, ./ é um Y.

Para mostrar que /" € denso em IR, basta mostrar que cada .#; é denso em R, e FC é

denso em R, do Teorema de Baire segue que ./ também € denso em R.

Primeiro, vejamos que .#; é denso em R. Como .4/ contém Z#, entdo basta ver que
Z% é denso em R. Seja a € R. Sem perda de generalidade, suponha que 0 < a < 1, pois no

caso contrdrio, faremos uma translagdo. Dado € > 0. Mostremos que B(a,€) NZ+ BZ # @.

ko ko+1
n’ n

Escolhemos n € N grande tal que ( ) C (a—¢€,a+¢€), paraalgum 0 < kg < n— 1. Partimos
o intervalo [0,1] em n sub-intervalos [0,1/n],[1/n,2/n],...,[(n —1)/n,1]. Pelo Teorema de
Dirichlet, a desigualdade

B —m/n| <1/n®

tem infinitas solu¢des racionais m/n, uma vez que 3 é irracional. Disso decorre que a desigual-
dade
nB—m| <1/n

tem infinitas solugdes (m,n) € Z2. Em outras palavras, existem infinitos elementos de Z + B7Z
no intervalo (0, 1/n). Analogamente, fazemos uma translagdo, mostra-se que existem infinitos
elementos de Z + BZ no intervalo <’%, kOTH> . Como <’%, k"TH> C (a—€,a+¢€), entdo B(a,e)N
Z+ BZ #+ @. Portanto, Z é denso em R.

Mostremos que %ZC é denso em R. Note que Q\Z C Z°. De fato, dado p/q € Q\Z
entdo p/q ¢ % pois se p/q € XZ, temos p/q = my+ Bng, com ny # 0. Assim, 8 € Q, absurdo.

Agora, vejamos que Q\Z ¢é denso em R. Dado a € R, com kg < a < ko + 1, para algum ko
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inteiro. Existe uma sequéncia (x,) C Q com ko < x,, < ko + 1 tal que x,, — a. Logo, (x,) C Q\Z

e x, — a. Portanto, Q\Z é denso em R. Disso decorre que Z¢ é denso em R.

[
Observacao 5.1.7. Para 3 racional, a Proposi¢do 5.1.6 ndo é valida; na verdade .4 é, neste caso,
um conjunto discreto infinito, por exemplo .4 = Z se B = 0. De fato, seja m € Z. Queremos

mostrar que m € 4, ou seja, D; —m ndo é (GH). Para isto, apresentamos uma distribuicao
uc 2'(T?) com u ¢ C*(T?) e (D; — m)u € C*(T?). Decompor Z? como Z> = AU B, onde

A={(ki,ky) € Z* : ky =m}, B={(ki,ky) € Z*: ky #m},

comANB=J. Seja
u(t,x) — Z Ckeiklt+ik2x,

kcz?
com
I, sekeA,
Ci =
0, sekeB.

Note que u € 2'(T?), uma vez que {c;} ez tem crescimento polinomial. No entanto, u ¢ C(T?)

pois {ck }rez2 ndo decai rapidamente. Temos

F ((Dr —m)u) (k) = (ky —m)u(k).

~

Se k € A, entdo (k; —m)u(k) = 0. Se k € B, também temos (k; —m)u(k) = 0. Disso decorre que
{Z ((Dy —m)u)(k)}1ezz decai rapidamente. Assim, (D; —m)u € C*(T?). Logo D; —m ndo é
(GH), i.e, m € ¥ . Portanto, Z C ..

Reciprocamente, suponha que A ¢ Z. Mostremos que D; — A é (GH). De fato, seja u €
P'(T?) tal que (D, — A)u = f € C(T?). Calculando os coeficientes de Fourier, obtemos

(ky = A)a(k) = F(k).

Como A ¢ Z, entdo k; — A # 0, para todo k; € Z. Logo,

S
) = 70

A distancia [k} —A| > min{[A] —A,A — [A]|} > 0, uma vez que A ¢ Z. Seja cp := min{[A] —
A,A—|A]}. Temos

~ 1~

(k)| < —|f(K)|.

o
Como {f(k)} decai rapidamente, entdo {ii(k)} também decai rapidamente. Logo, u € C=(T2).
Assim, D; — A é (GH), i.e, A ¢ ./, Logo, 7€ C €, ou seja, N C Z.
Portanto, 4 =7, se B =0.

Analogamente, mostra-se que .4 = s~ 'Z se § = r/s # 0 é irredutivel.
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Como mencionamos na introdugdo deste capitulo, quase todas (no sentido da medida

de Lebesgue) as perturba¢des P — A sdo (GH), onde P é um operador diferencial parcial, com

coeficientes constantes, de qualquer ordem. Vamos provar isto agora.

Teorema 5.1.8. Seja P um operador diferencial parcial, com coeficientes constantes, atuando no

toro bidimensional. Entéo, para quase todo A € R (ou A € C), o operador P, = P — A é (GH).

Demonstragdo. Mostremos o teorema com 0S quatros casos:

1.

o operador P com simbolo real e A real,
o operador P com simbolo complexo e A real,
o operador P com simbolo real e A complexo,

o operador P com simbolo complexo e A complexo.

Suponha o operador P com simbolo real e A € R.

Devemos mostrar que o conjunto B que consiste em todos os A € R para os quais P, =
P — A ndo é (GH) tem medida nula.

Provaremos apenas que BN [0, 1] tem medida nula; uma modificac¢do fécil produz o mesmo

resultado para BN [k,k + 1], para todos os inteiros k.

Seja A = {(m,n) € Z*\{0};|P(m,n)| < 2}. Podemos escrever A = {ay,az,...} onde a; =
(mj,nj) e lmj|+|nj| < |mjii]+njal, j=1,2,....

Defina, paracadak =1,2,...,
1/2 _
Z!PA mjon)| " V)|,

~1/2

Sejagj(l):}P;L (mj,nj)| ,)L«E[O,l],jZI,Z,...

Cada g; ¢ integravel em [0,1] e fol gj(A)dA < 8; para ver isso, primeiro vejamos que g; €
Lebesgue mensurdvel. De fato, seja o € R. Se a > 0, temos
g; ' ((a,+e0)) = {4 € R\{P(m,nj)} : g;(A) >}

:{/IGR\{P(mja”lj)}: : FE >“}

|P(mj,nj) —

_ {/1 € R\(P(mj,n)} : [P(mj,nj) 4| < é}

1 1
= (= g+ Plngan.Plmn) ) (Pl o 4 POngn)).
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que é um aberto em R\{P(mj,n;)}. Se a <0, temos

g; (0, +o0)) = {A € R\{P(m),nj)} : g;(A) > o} =R\ {P(m;,n;)},

que é um aberto em R\{P(m;,n;)}. Logo, g; ¢ Lebesgue mensuravel.
Mostremos que fol gj(A)dA < 8. Analisamos trés casos, de acordo com qual dos seguintes
intervalos P (mj,n;) pertence: (—2,0),[0,1],(1,2).
Caso i: Se P(mj,n;) € (—=2,0), entdo Py (mj,nj) = P(mj,nj) — A < 0, onde A € [0,1].
Temos
/ o= [ ! A
gj(A)dA = / 24
0 0 (A—P(m]',l’lj)) /
= 2<1 _P(mj7nj))l/2 - 2(_P(mj7nj))l/2
<2(1=P(mj,n))"? <23 <8,

Caso iii: Se P(mj,n;) € (1,2), entdo Py (mj,n;) = P(mj,nj) —A >0, onde A € [0,1].

Temos

/ gi(A)dA = / —
P (mj,n;)— ) /
= 2(P(mj,nj))1/2 —2(P(mj,nj) —1)"/?
<2(P(m;,n;))'/? <2v2 < 8.
Caso ii: Consideremos P(m;,nj) =0, P(mj,nj) =1e0 < P(mj,nj) < 1.
* Suponha que P(mj,n;) = 0. Para cada n € N, defina

0, se A € [0,
hnj(A) =14 1

S =

)

sele[% }

Note que £, ; < h,41,j, para todo n € N. Além disso, i, ; — g;, para quase todo A.

Usando o Teorema da Convergéncia Mondtona temos

n—oo

/1 {(A)dA = lim hn](/l)dﬂt

Além disso,

1 1 1\ /2
| tnsydn = 1/n7Ll/2d)L 2 (n) .

Logo,

/1 j(A)dA = lim 2 [1 - (%) 1/2] =2<8.
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* Suponha que P(mj,n;) = 1. Para cadan € N, defina

1

hj(2) ={ (1=A)V2%
0, seA e (1-11].

se A €[0,1—1],

Note que £, j < hy41,j, para todo n € N. Além disso, /1, ; — g;, para quase todo A.

Usando o Teorema da Convergéncia Mondtona temos

1 1
/ gi(AM)dA = Tim [ hy;(A)dA.
0 0

n—oo

Além disso,

/Olhn,j(l)d/l - /OH/H mdl —2 [1 - (%) 1/2] .

Logo,

1 . 1 1/2
/Og,-(x)dxzmoz 1-(5) —2<8.
1

1
* Suponha que 0 < P(mj,n;) < 1. Existe nop € N tal que — < P(mj,n;) <1——.
no no
Para cada n > ny, defina
1

[P(mj,nj) = Al

se A € [0,P(mj,n;)— 1],

hn,j(A) =1 o, se A € (P(mj,n;) — L P(mj,n;)+1),
1

\P(m;j,nj)—A|1/2 sed € [P(mj,nj)+l 1}.

Note que £, ; < hy41,j, para todo n > ng. Além disso, h, ; — g, para quase todo A.

Usando o Teorema da Convergéncia Mondtona temos

1 1
/ gi(M)dA = Tim [ hy (A)dA.
0 0

n—yoo

Além disso,

| P(mj.n)~ 1 ! !
[ hstaran= | A 7
: O () = W) SO (3 Pmon)

, [p(mjjnj)l/Z_ (%) 1/2 (1 _P(mj,nj))l/z— (1) 1/2] |

+2
n

Assim,

n

1 1/2
/amﬂ=@zhwwm+@wme”ﬂG)]
0 n—ro0

=2 [P(mj,nj)1/2+ (1 —P(mj,nj))l/z] <4 <8.
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1
Logo,/ (M)A <.
0

A sequéncia (f}) cresce para a fungdo

P = Y|P (o) = 472 (mymy) |7

™

—_

J

O Teorema da Convergéncia Mondtona implica que

1 o
/f()“ 2 [(mjon; |_ / [P (mjnj) = M_l/z‘m
0

=1
Z| mjng)| 7 <.

| /\

A Proposicao 2.2.2 implica que f(A) é finito para quase todo A € [0, 1]. Portanto, para tal
A, existe M = M(A) >0 com

Pmgony) =22 | (mgon) | <M, =12

ou

P(myn) ~ 2] = M2 (o)), j=1.2...

Agora observe que se (m,n) ¢ A e (m,n) # 0 entdo |P(m,n)| > 2 e assim, para A € [0, 1],

Se definirmos ¢ = min { 1,.M _2} obtemos
[P(m,n) = A| > ¢|(m,n)|7°,  ¥(m,n) € Z*\{0}

que implica
[P(m,n) = A| > |(m,n)| 7, se |(m,m)| = c .

Assim, Py é (GH) para quase todo A € [0,1].

. Mostremos o teorema no caso em que o operador P com simbolo complexo, e A € R.

Devemos mostrar que o conjunto B que consiste em todos os A € R para os quais P), =
P — A ndo é (GH) tem medida nula.

Provaremos apenas que BN [0, 1] tem medida nula; uma modificac¢do fécil produz o mesmo

resultado para BN [k, k+ 1], para todos os inteiros k.
Seja A = {(m,n) € Z*\{0};|P(m,n)| < 2}. Podemos escrever A = {ay,az,...} onde a; =

(mj,nj) e |mj| + |nj| < |mj+1| + |nj+1|, j=12,....

Definamos, paracada k =1,2,...,

zm mjn)) | (myng) 2.
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Sejagj(l) = }PA (mj,nj)|_1/2, S [0, 1], j=12,...
Cada g; é integravel em [0,1] e [, g;(A)dA < 8; pois
[P (mjnj)| = [ReP (mj,n;) = A +ilmP (mj,n;)| > [ReP (mj,n;) — 4|,
1.e.,
[Py ()| < [ReP (myomy) = 2|72

Usando o mesmo processo acima, podemos analisar Re P (m in j) em (—2,0), [0,1], (1,2)

e obtemos
1 1
/ ‘PA (mj,nj) ‘_l/zdl < / }ReP(mj,nj) —l|_1/2d/1 < 8.
0 0
Repetindo o mesmo procedimento acima, segue que P é (GH) para quase todo 4 € [0, 1].

3. Mostremos o teorema no caso em que o operador P com simbolo real, e A = a + bi,
com b # 0. Vejamos que P — A é (GH). Seja u € 2'(T?) com (P —A)u = f € C=(T?).
Calculando os coeficientes de Fourier de ambos os lados da equagdo (P— A )u = f, obtemos

~

(P(m,n) — (a+bi)) ulm,n) = f(m,n).
Note que P(m,n) — (a+ bi) # 0, para todo (m,n) € Z>. Além disso,
|P(m,n) — (a+ bi)| = |(P(m,n) — a) — bi| > |bi| = |b| > 0,

uma vez que P(m,n) € R. Temos

1 ~

ju(m,n)| <
bl

Como f € C=(T?), entdo {f(m,n)} decai rapidamente. Logo, {ii(m,n)} também decai
rapidamente, i.e, u € C*(T?). Portanto, P — A é (GH).

4. Mostremos o teorema no caso em que o operador P com simbolo complexo, e A = a + bi,
com b # 0.
Seja
R={(a,b) € R*: P— (a+ bi) ndo é (GH)}.
Devemos mostrar que o conjunto R tem medida nula em R?.

Provaremos apenas que RN [0, 1] x [0, 1] tem medida nula em R?; uma modificacio facil

produz o mesmo resultado para RN [k,k+ 1] x [¢, £+ 1], para todos os inteiros k, £.

Seja A = {(m,n) € Z*\{0};|P(m,n)| < 2}. Podemos escrever A = {ay,ay,...} onde a; =
(mj,nj) e |mj|-|— |nj| < |mj+1|+ |nj+1|, j=12...

Defina, paracadak =1,2,...,

k
fila,b) = ; 1P (mj,n) — (a+bi)| " (m),n))| .
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Seja g;(a,b) = |P (mj,n) — (a+b)| "%, (@,b) €[0,1]x 0,1], j=1,2,...

Cada g; ¢ integravel em [0,1] x [0, 1] e /[ - }gj(a,b) d(a,b) <8 pois
0,1]x[0,1

}P(mj,nj) —(a—i—bi)‘ = |ReP(mj,nj) —a—H(ImP(mj,nj) —b)‘
> |ReP(mj,nj) —da

b

1.e.,

~1/2 1/2

[P (mj,nj) = (a+bi)| """ < [ReP(mj,nj) —a|

Usando o mesmo processo no primeiro caso, podemos analisar Re P (m in j) em (—2,0),[0,1],(1,2)

e obtemos
1 1
/‘P(mj,nj)—(a—i—bi)‘_l/zdag/ |ReP(mj,nj)—a‘_l/2da<8.
0 0

Logo,
1
/[0,1]x[o,1]gj(a’b)d<ab //‘P (mj,nj) —(a+bi)|~ " dadb < 8.

A sequéncia (fj) cresce para a fungao

Z|P mj,ng) —(a+bi)| "2 | (mn))|

O Teorema da Convergéncia Mondétona implica que

. > 4ol B
/O /O f(a,b>dadb=g|(m,-,nj)\ ’ /0 /O P (mj,n;) — (a+bi)| """ dadb

| (mjnj)| ™ <.

Ms

<8
1

j
A Proposicdo 2.2.2 implica que f(a,b) é finito para quase todo (a,b) € [0,1] x [0, 1].
Portanto, para tal (a,b), existe M = M(a,b) > 0 com
N —1/2 -3 :

|P(mj,nj) — (a+bl)} / |(mj,nj)‘ <M, j=1,2,...
ou

|P(mj,nj)—(a+bi)‘ZM_2|(mj,nj)‘76, j:1,2,...
Agora observe que se (m,n) ¢ A e (m,n) # 0 entdo |P(m,n)| > 2 e assim, para (a,b) €
Se definirmos ¢ = min {2 — \/Q,M_z} obtemos

\P(m,n) — (a+bi)| > c|(m,n)| %, ¥(m,n) e Z*\{0}

que implica
IP(m,n) — (a+bi)| = |(m,m)| 7, se |(m,m)| ="

Assim, P — (a+ bi) é (GH) para quase todo (a,b) € [0,1] x [0, 1].
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Apresentamos a demonstracdo do Teorema 5.1.8 em dimensao arbitraria.

Teorema 5.1.9. Seja P um operador diferencial parcial, com coeficientes constantes, atuando no
toro T¢, ¢ > 1. Entdo, para quase todo A € R (ou A € C), o operador P;, = P — A é (GH).

Demonstragdo. Consideramos os seguintes casos:

1. o operador P com simbolo real e A real,
2. o operador P com simbolo complexo e A real,
3. o operador P com simbolo real e A complexo,

4. o operador P com simbolo complexo e A complexo.

Mostremos somente o primeiro caso. Os outros casos sdo analogos.
Seja
B={A€R:P,=P—Andoé (GH)}.
Mostremos que o conjunto B tem medida nula. Para isto, basta mostrar que BN [0, 1] tem

medida nula; uma modificagdo facil produz o mesmo resultado para BN [k, k + 1], para todos os

inteiros k.

Seja A = {(my,...,my) € Z\{0};|P(my,...,m;)| < £+ 1}. Podemos escrever A =
{ai,az,...} onde aj = (mj1,...,mje) e |mj1|+ -+ |mj| < |mjpi1|+-+|mjp1el, j=
1,2,....

Defina, para cadak=1,2,...,

k
~1/2 ~
Ji(A) = Z ’Pl(mj.,la---,mjj)‘ / |(mj1,....mj)| (+1)
j=1

. —-1/2 .
Sejagj(l): ‘Pl(mj’l,...,mm)‘ / , A€ [0,1], j=12,...

Cada g; ¢ integravel em [0,1] e fol gj(A)dA < 4(2+1); para ver isso, primeiro vejamos

que g; € Lebesgue mensurdvel. De fato, seja o € R. Se o > 0, temos
g (o, +0)) = {A € R\{P(mj1,....mj 1)} 1 g;(A) > o}

:{/1 e R\{P(mj,,...,mj )} : }

: >
P(mjq,....mjg)—Al1/2
Js Js

1
= {l = R\{P(mj71,...,mj7g)} : |P(mj71,...,mj7g)—l| < E},
que é um aberto em R\{P(m; 1,...,m;¢)}. Se o« <0, temos

g7 (o, +00)) = {A € R\{P(mj1,....,mj ()} : gj(R) > a}
=R\{P(mj1,....,mjq)},
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que é um aberto em R\{P(m; 1,...,m;)}. Logo, g; é Lebesgue mensurdvel.

Mostremos que fol gj(A)dA < 4(2+¢). Analisamos trés casos, de acordo com qual dos
seguintes intervalos P(m; 1,...,mj ) pertence: (—¢ —1,0), [0,1], (1,£+1).
Caso i: Se P(mj1,...,mjy¢) € (—¢—1,0), entdo P(mj1,...,mjs) —A <0, onde A € [0,1].
Temos

! )

/Olgj(k)dz = /01 T,

(1=P(mj1,...,mj ) /? =2(=P(mj1,...,m; ) "/?

2
2(1=P(mjy,...,mj))/? <2042 <42+0).

))1/2d

ceey My

IN

Casoiii: Se P(m; 1,...,mj) € (1,{+1),entdo P(mj1,...,mjs)—A >0, onde A € [0,1]. Temos

1 1 1
/gj(ﬂ,)dl:/ A
0 0 (P(mj71,...,mjyg)—/1)l/2

= Z(P(ijJ cee ,mj,g))l/z - Z(P(iju cee 7mj,€) - 1)1/2
<2P(mjq,...,mi )2 <2VE+T1 < 4(2+0).

Caso ii: Consideremos P(m; 1,...,mj;) =0,P(mj1,...,mjs) =1e0 < P(mj1,...,mje) <1.

* Suponha que P(m; 1,...,m;j¢) = 0. Para cada n € N, defina

0, se A € [0,
hnj(A) =4 1
m, se A € [

Nl

)

1]

S =

Note que A, j < h,11, j, paratodo n € N. Além disso, h, ; — g, para quase todo A. Usando

o Teorema da Convergéncia Monétona temos

n—oo

1 1
/ gi(M)dA = Tim [ hy (A)dA.
0 0

Além disso,

1 1 1 1 1/2
/Ohn,j(k)dz:/l/nmdzzz 1‘(2) .

Logo,

n—eo n

/01 g;j(A)dA = lim 2 [1 — (1> 1/2] =2<4(240).

* Suponha que P(m; 1,...,mj¢) = 1. Para cada n € N, defina
1
. serelo,1-17,
hy(a) = { 1—2)72 01l
0, se?LE(l—l,l}.

n
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Note que h,, j < hy4 1 j, paratodo n € N. Além disso, A, ; — g, para quase todo A. Usando

o Teorema da Convergéncia Moné6tona temos

/1 (VA = 1im [ (M)A,

n—e /0

Além disso,

1-1/n 1 1\ /2
/ wa)dr= [ oy =2 1—(5)
1 1 1/2
/ J(A)d2A = lim 2 1_<-)
n—soo n

1
* Suponha que 0 < P(m;,...,m;j¢) < 1. Existe ng € N tal que — < P(m;1,...,mj ) <
no

Logo,

=2<4(2+47).

1
1 — —. Para cada n > ng, defina

no
( 1 1
|P(m; mig)— A2 se A € [0,P(m1,....,mj0)—1],
J7 gy J’
hn j(A) = 0, se A € (P(mj1,...,mj0) =5, P(mj1,...omjo)+3),
1 1
\ |P(mj'1,.._7mj€)—l|l/27 SC/IG[P(mj71,---,mj,g)+;,1],

Note que A, j < hyy1,j, para todo n > ng. Além disso, h, ; — g;, para quase todo A.
Usando o Teorema da Convergéncia Monétona temos
1
/ j@)dr = tim [ o (L)dA.

Além disso,

1 P(mjﬁl,...,mj"[j)*% 1
/ By j(A)d A :/ pdA +
0 0 ( (mj Ly---,Mj, Z) )L)

o p
m]la 7m1/ 7L—P(m] i 1/2

1/2
=2 [P(mj,l,...,mjj)l/z— (—)

n

(1=P(m;y,....mj0) "> = (1>]/2] .

+

+2

Disso decorre que

1 1 1/2
/0 gj(A)dA = lim 2 [P(m,-71,...,mj,g)1/2+ (1 —P(mj,l,...,mj,g))1/2—2(5> ]

—2 [P(mj,l,...,mﬂ)l/% (1 —P(m,-,l,...,mjvg))l/z} <4<4(240).
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1
Logo,/ gj(A)dA <4(2+1).
0

A sequéncia (f}) cresce para a fungéo

FA) =Y [P (mya.e.myg) = A | (m;

™

j=1

O Teorema da Convergéncia Mondtona implica que

(o]

! 1
/o fR)ar =}, ‘(mfvl"“’miv’v’)‘_(ﬁl)/o [P (1. mjg) = A7 an

j=1
- ~(+1)
<4240 Y |(mji,....mj )] <o
i—1

J

A Proposicdo 2.2.2 implica que f(A) é finito para quase todo A € [0, 1]. Portanto, para
tal A, existe M = M(A) > 0 com

‘P(mj71,...,mj7g) —M*l/z‘(m“,...,mj’g)’*(”l) <M, j=1,2,...

ou

) ’—26—2

‘P(mj’l,...,mj’g) —/'L’ zM_z‘(ij,...,mj’g j=12

9 g Ly ees

Agora observe que se (my,...,my) € Ae (my,...,my) #0entdo |P(my,...,mp)| >+ 1
e assim, para A € [0,1], |Py(my,...,m¢)| > |P(my,...,mp)|—|A| >{+1—1=1¢>0.

Se definirmos ¢ = min {¢,M >} obtemos
\P(my,....mg) — A > c|(mi,...,m)| 7272, V(my,...,mp) € Z\{0}
que implica
\P(my,....mp) —A| > |(my,...,m)| 7273, se|(my,...,mg)| >c '

Assim, Py é (GH) para quase todo A € [0,1].
]

Exemplo 5.1.10. Considere o operador P(D) = %Bt = D;. Este operador é muito fraco do ponto
de vista de hipoeliticidade, pois o operador ndo tem a derivada em x e assim, qualquer funcao
u € CY(TH\C?(T}), por exemplo u = sinx |sinx|, é tal que P(D)u =0 € C=(T?). Logo, o
operador ndo é (GH). No entanto, P(D) — A = D, — A é (GH) para quase todo A € C, pelo
Teorema 5.1.9.
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5.2 Exemplos de perturbacoes de operadores de primeira

ordem

Exemplo 5.2.1. Se B = /2 entdo D; +v/2D, — (3/5 —4v/2/7) é (GH), pelo caso (iii) da
Proposi¢do 5.1.4. Se § = Yo, 10~ entdo D, — BD, — (3 —4f3) ndo é (GH), pelo caso (ii) da
Proposicgao 5.1.4.

Ao comparar (ii) e (iii) na Proposi¢do 5.1.4 somos levados a seguinte questdo: se f € .&
e A € Q+ BQ, L pode ser (GH)? Em (BERGAMASCO, 1994), foram exibidos dois exemplos

mostrando que L pode ou ndo ser (GH). Apresentamos tais exemplos aqui.

Exemplo 5.2.2. Um niimero de Liouville § tal que L = D, — BDy — 1/2 ndo seja (GH).

Desejamos encontrar f com 0 < 8 < 1 tal que existem duas sequéncias de nimeros

racionais positivos (p,/qn), (rn/sn) satisfazendo

B—pn/qnl <q,", n=12,... (5.8)

lrn—Bsn—1/2| < (rp+sn)", n=1,2,... (5.9)

Do Teorema de Greenfield e Wallach segue-se que L = D, — BDye L=D;,— D, —1/2
ndo sdo (GH).

Construiremos 3 por meio de sua fragéo continua: § = [ay,ay, .. .].

Suponha que ja foram escolhidos ay,as,...,a, € N. Escolhemos a,1 > g, entdo os

convergentes, p,/qu, de B irdo verificar (5.8). De fato, pela Proposi¢do 2.8.1 temos

1
—DPn/qn < —.
B/l <

Além disso,

1 1 1
;< — <
an+19y an+1 qn

Logo,
1
|ﬁ _pn/Qn| < ?

n

Também exigimos que a, seja par para todos os n; segue que os convergentes p; /g, sdo
do tipo impar/par para n impar, portanto para estes n podemos escrever p, = 2r, — 1, g, = 2sy,.
Temos, de (2.13),

Pn < |Bgn—pul +1Banl <1/qni1+Bgn <1+ Bgn < qn,

1
a ultima desigualdade vale porque a; > 2 que implica 8 < 1/2, entdo (1 —f8)g, > e > 1.
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Assim,
Pntqn < 24y,
isso implica que

(pn + Qn)n < Z"QZ-

1 <1( 2 >”
gt T gn \patan)

1 <2"*1 1 - 1
(]Z_H h dn (pn+Qn)n h (pn+CIn)n,

Ou seja,

Logo,

(5.10)

| =

ja que g, > 2" 1.

Pela Proposicao 2.8.1 temos

2r,—1
[rn—Bsn—1/2| = s, |B — gsn ’
_ Pn
=Sy -
n
Sn
QrzzanJrl
De a,+1 > ¢ e (5.10) implica que
Sn Sy s, 1
|rn—Bsn—1/2] < < =—
S Gran+1  Gady dngpt!
11 < 1
ZQZ—H (pn ‘I‘Qn)n
1
< ara todos os n impares,
(ry 4 sp)" P P
a ultima desigualdade vale porque
+1
rn+Sp = Pn2 + %
_ Dn +qn+1
2
Dntqn+ Ppntqn
<
2
= Pn+4qn-

Logo, a (5.9) € satisfeita.

Exemplo 5.2.3. Um niimero de Liouville  tal que L = D, — D, — 1/2 seja (GH).

Desejamos construir B com 0 < f8 < 1 tal que exista uma sequéncia (p,/q,) de nimeros
racionais positivos satisfazendo
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enquanto, para todo p,q € Z com g # 0,
p—Ba—1/2] > (8lq))~". (5.12)
Do Teorema de Greenfield e Wallach segue que L; = D; — BD, ndo é (GH) mas L =

D, —BD,—1/2é (GH).

Suponha que ja foram escolhidos ay,a,...,a, € N. Escolhemos a,+; > ¢} entdo os

convergentes, p,/qy,, de B irdo verificar (5.11). De fato, pela Proposic¢do 2.8.1 temos

—DPn/qn| < .
B/l <

Além disso,
1 1 1
5 < < —.
an+19;  An+1 n

Logo,
1
1B —pn/an| < ?

n

Também exigiremos que a; seja impar e que todos os outros, a»,as,..., sejam pares.
Entdo py, p4,... serd par enquanto py,p3,... € q1,42,... serd impar. Assim, os convergentes

Pn/qn nunca tém a paridade fmpar/par.

Por outro lado, se p,g € Z e |p—Bg—1/2] < (8|¢|)~! entdo |2p — 1) — B(29)| <
(4lg))~" e entdo |B — (2p —1)/2q| < 27'|2¢|~2; portanto, pelo Teorema de Legendre, (2p —
1)/2q deveria ser um dos convergentes de 3, mas isso é impossivel em vista do argumento de

paridade acima. A conclusdo € que (5.12) € valida.
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