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ABSTRACT

The Division Theorem is the essential analytic
instrument in the characterization of C” stable proper

mappings set up by J. Mather.

Moreover, by using the Division Theorem one proves
the Generalized Malgrange Preparation Theorem which is the

most- important analytic and algebraic tool in the study of

local singularities.

Our purpose here is to gather the different
statements and proofs of the Preparation Theorems and
Division Theorems throughout the literature in a way made
as complete as possible. Effort was taken in order to
clarify and relate them, even recent versions of the Division
Theorem on finitely differentiable maps éuch as those by

M. G. Lassale, Pierre Milman, Edward Bierstone.

Finally, the last chapter is concerned with some

applications.
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INTRODUCAO

O Teorema de Divisdo & o instrumento analitico es
. . ~ 4 ~ © :: .- ] -
sencial na caracterizacao das aplicagoes C eéstaveis pro

prias, que foi obtida por J. Mather. ; o e

'Além disso, usando-se o Teorema de Divisdo demons
tra-se ‘0 Teorema de Prepara¢50féghMalgrangé Generalizado que
é@ o instrumento analitico-algébrico mais importante no estu
do local das singularidades.

Por volta de 1880, o matemdtico alemdo K. Weierstrass

enunciou-e provou o seguinte.resultado (Vorbereitungsatz) ,

classico na teoria das fungdes analiticas de vérias varia

veis reais ou complexas.

a "Sejam B CC e U C Cn vizinhahgas da origem em C

e c" respectivamente e g: B x U —> C uma fungao analitica

regulai de orﬁem p em z. Entao existem B' C B, g' Cc U vi

zinhangas davorigem em € e " e fungoes analiticas h: U'— cP

eq: B'xU' — C tals que :
(1) q (0,0) # 0
P - p P_l . : . { . ; ] ]
(ii) glz,w) = [z +h; (W) z +...+hp(w)]q(z,w) em B'x U,
‘Além disso, numa vizinhanga da origem, sd existe um par de
fungdes analiticas h e q com estas propfieééées".
Tal teorema ficou conhecido como Teorema de Prepa

ragao de Welerstrass, porque a fungao g é‘"preparada" para o

3

posterior estudo de seus zeros e este & também usado para re.
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duzir questdes sobre fungdes analiticas a questoes sobre po

linomios.

Observamos que no caso p = 0 o resultado & tri
vial : basta tomar g =.g. Observamos também que se p = 1, o
resultado se reduz ao Teorema das Fungoes Implicitas ( I.1.2

capitulo I), generalizando portanto este teorema,

O Teorema de Preparagao de Weierstrass foi genera
lizado por H. Spath por volta de 1929 (Der Weierstrafsche

Vorbereitungssatz), que provou o seguinte teorema :

"Sejam B C C e U C c” como antes e f: BxU — C

analitica. Dada g: Bx U — € analitica regular de ordem p

em z, existem B' C B, U' C U vizinhangas da origem e fun
¢oes analiticas q:B' x U' — C h: U' — cP tais que em

B'x U' tem-se

f(z,w)==g(z,w)q(z,w)+-h1kw)zp_l+-h2(w)zp-2+...+hp(w).

Além disso, numa vizinhanca da origem, o par (q,h) & unico".

Este resultado generaliza o algoritmo da divisao

para polindmios, dal seu nome : Teorema da Divisao(de Spath).

Verifica-se facilmente que o Teorema de Divisao de

Spath implica o Teorema de Preparacdo de Weierstrass (I.l.5).

Enquanto a prova da unicidade de g e h usa somen
te resultados das fungoes analliticas, a prova da existéncia

destas fungoes utiliza o teorema denominado Teorema da Divi

sao Polinomial (I.1.7).

A versdo do Teorema de Divisdo Polinomial demons

tra o Teorema de Divisdo de Spéth, usando também o Teorema
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das Fung¢des Implicitas (I.1.9). O Teorema da Divisdo Polino

mial tamb&m implica diretamente no Teorema de Preparacao de

Weierstrass (I.1.9).

‘O‘érgumento usado naé-prEVés encontradas em |?| ou
[égl segue o original de Weierstrass, Para outras provas
vejam-se os livros : S.Bochner e W.T. Martiﬁ-ééﬁeral Complex
Variables, Princeton 1948 ou [!°|. 0 primeiro deles aa tam
bém uma prova paré ‘0 anel das séries de poténcias formais que
também pode ser ‘encontrado em |28|., Observa-se que o argumen
to ﬁelas‘usado prova realmente um resultado global e nao ape
nas 'local.
a aoﬁéeiva-se tambémAque:émﬁora o teéfema local cor
fespondéntebné‘cééo real analltico siga trivialmente do ca
sO complexo analiticd, O teorema global & porém falso : as

‘8singularidades complexas de f e os zeros do polindmio

.Pp(z,w)'=<zp + 2P Wy(w) + ... + U (w) desempenham portan

'to-papéis importantes.

" Em 1959, R. Thom obSérvéu que”uma adaptégéo do Teo
ffémébdé;Prepéra¢5o‘para o‘caso‘de fungoes reais diferéncié
véis facilitaria bastante a tarefa da obtencao de formas ég
?ﬁ6nicas polinomiais paraas singularidades genéricas. Tais
~formas ‘haviam §ido obtidas originalmente por H.Whitney em di
- versos ¢asos, que hoje sao classicos (por exempio os casos
“de dobra, clispide, guarda-chuva, etc), a custa dé:uma; longa
e 'nao trivial analise ém cada caso.

‘A versdo C” real do Teorema de Preparacio foi . en
tao obtida por B.Malgrange em 1962. Sua prova, essencialmen-

te técnica, envolvia um estudo detalhado da estrutura geomé
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trica local de conjuntos analiticos e baseava-se também em
um Teorema de Divisdo local de fungdes C por fungdes anall
ticas. B. Malgrange obteve também uma versao algébrica que
implica num teorema de divisdo para fungdes C obtido da for
mulagao de Spath, com as modificagoes &bvias. Assim sendo,do

Teorema de Malgrange decorre também um Teorema de Preparagao

para fungdes C .

Um resultado mais forte e nio apenas local,

mas
global, fol obtido por J. Mather por volta de 1966; usando
um método analitico mais direto. Esta versdo do Teorema - de
Divisao para funqaes reais Cw, devida a Mather,sera apresen
tada detalhadamente. Ela implica também numa versao algébri

ca mais geral. (para C:(N) - modulos) que a obtida por Mal

grange.

A versao global citada é essencial para a caracte
rizagao das aplicagOes prdprias Cc” estdveis. No caso particu
lar de dominio compacto & possivel demonstrar-se este resul
_tado partindo da versao local de Malgrange. Por outro lado ,

dominios nao compactos sao essenciais na teoria da Estabi

lidade Topoldgica.

E interessante observar que a demonstragao do Teo
rema de Divisao de Mather & inspirada parcialmente na prova
do, caso complexo-analitico, a grosso modo substituindo-se a
FOormula Integral de Cauchy do caso analitico pela Foérmula In
tegral de Fourier, juntamente com a utilizacd8o de uma versio

do Teorema de Divisdo para o caso particular da fungdo cos

seno. -

‘Observe-se também, em |!9|, o Teorema de Divisio



.05.
Polinomial iocal c” e como consequéncia os Teoremas de Prepa
ragad e de Divisdo reais C locais. Veja que, neste caso, as
fungbes g € h nao sao Gnicas em geral. No entanto, se a)p=l,
entao a unicidade é verificada pois que entao o Teorema de
Divisao seqgue do Teorema das Fungoes Implicitas, b) n=o, is
to €, estamos no caso de uma uUnica variavel o resultado e
trivial e vale a uhicidade ou'c) t — Pp(t,x).possui todas

as ralzes reais, para cada x, também a unicidade de q e h &

valida.

Outras provas deste teorema apareceram mais tarde,
algumas delas distinguindo-se das primeiras citadas por se
inspirarem mais de perto na prova do caso das fungoes ée"vg

ridveis complexas ja tratado.

Esta € a maneira como tais resultados se relaCig
nam. Outra distingao trivial & conforme as fungoes tomem va
lores reais ou complexos, embora a questao de maior substan
cia seja quando as variaveis tomadas sejam reais ou ' comple
xas. Por. exemplo, as primeiras provas (de Malgrange e- de’

Mather) bem como a de Lojasiewicz [!3| tomam A como real; ja
nos artigos de Nirenberg |25|, Glaeser [®| e na variante de

Mather |20| ele pode ser tomado complexo.

Sem divida porém a distingdo mais profunda estd en
tre as formas local e global do teorema : a prova ‘original
de Malgrange, como ja foi dito, e a de Nirenberg, sao apenas
locais enguanto as demais mencionadas sao globais; Isto po
rém simplifica muito a demonstracao : A prova de Nirenberg
é bastante curta e esta versao. local & suficiente para todas

as aplicagoes conhecidas, exceto na caracterizagao global das
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aplicagoes proprias c” estaveis.

Simultaneamente a esta, outra diferenca se observa
nos enunciados globais : o "quociente" q e o "resto" r sao
escolhidos dependendo linear e continuamente de f - adenda
nao trivial, j& que no caso C~ a divis3o nd3o & inica.

O Teorema de extenséd utilizado nestas provas tam
bém as diferencia : o usado por Nirenberg |23|, que consti

tui a parte dificil de sua prova resulta num operador ( “exten

sor") nao linear enquanto que o teorema de extensao usado
por Mather |29| (alternativamente 3 prova de Nirenberg pelo
método utilizado em |17|)encontra tal extensdo através de

um operador linear. Glaeser |®| n3o obteve porém uma exten
sao através de um operador linear; S. Lojasiewicz da uma pro
va para este Teorema utilizando propriedades de campos de
Whitney, especialmente os simétricos e novamente continuida
de e linearidade sao observadas. Uma prova mais recente

(IQJﬁﬁsdevido a P. Milman |22]| utiliza por sua vez um Teore

ma de Extensao de Stein e obtém continuidade e linearidade.

A versao simples do Tebrema de Divisao Polinomial
(cléséicbrae Weierstrass) "se f & uma fungao aﬂalitica em
u C¢c, U viiinhanga do o em € tal gue todas aé raizes do po
1indmio P(t) = tP +'2.ci tp_i pertencem a U, entao existe
uma Unica fungao angzitica g em U e um Gnico polindmio r de
grau no maximo p-1, tal que f£(t) =P(t) q(t)+x(t)" |3|, diz
que no espago H(U) das fungoes analiticas em U, o espago ve
tofial dos polindmios de grau p-l1 & um complemento algébrico

do ideal <P>, gerado pelo polindmio P.

. Ainda, para K = R ou C se ¢'é régular de ordem P
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em z no anel 0l+n das séries de poténcias convergentes,obser
01+n - -
€ um On - modulo, de posto p.

[

va-se que

¢Ol¥n

Da mesmé forma que no caso analitico complexo, o
Teorema de Divisao Polinomial para funé&és c” implica num
Teorema tipo Weierstrasé, portanto, um teorema de divisao
mais geral gue pode ser estabelecido de uma maneira mais al
gébrica ' seja €14n 2 algebra das fungoes c” de 1+n varié

veis &€ g uma fungao regular, de ordem p. O teorema resume-se

€

em diZer que o quociente como € - modulo, & gerado pe

las classes de fungdes t* , o < i < p.

Enquanto a formulagao algébrica do Teorema def'Prg>
paragac de Malgrange refere-se a algebras diferenciais, quo
cientes de C:(N), a formulagao algébrica de Mather |1°| = &

bem mais geral., Esta & conhecida como Teorema de Preparagao

de Malgrange Generalizado (III.l do cap. III).

Demonstra se que o Teorema de Preparagao de Mal
grange Generalizado é de fato uma generalizaqao ‘do Teorema
de Preparaqao (de Malgrange) para o caso c” real, o qual é
por sua vez consequéncia do Teorema de Divisdo (de‘Mather)pg
6 cdso C” real. Para tanto, & mostrado que o Teorema de Pre
‘paraqéo'de Malgrange Generalizado implica no Teorema de Divi
sdo de Mather (|*|, [°], |51, |'¢]).

§

Outras versoes surgifam parébo Teoréma de Preéarg
g&o'de‘Malgrange Generalizado, como por exempléluma exten
""s30 enunciada em |18| e também em |27 pag. 186|, que por sua
'vez depende de uma versio especial do Teorema de Divisao |27

pag. 195

. Tal versdo & essencial na caracterizagas das apli
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cagoes proprias C estaveils.

Nova generalizagao do mesmo Teorema & estabeleci

da em |27 - pag. 203|, tomando-se S C N uma subvariedade

fechada e & dada em termos de C;(N).

Na prova do Teorema de Preparagao de Malgrange Ge
neralizado & utilizado (além do Teorema de Divisao) um lema
algébrico muito importante conhecido}como Lema de Nakayama .
Existem diversas formulagoes deste. lema, especificas para ca

da caso do Teorema de Preparagao de Malgrange Generalizado a

demonstrar, ou de acordo com a diferente visao do problema

esﬁudado. As mais comuns nos trabalhos de singularidades se

fSo adhi tratadas.

Outras versoes, formas e provas do Teorema de Divi

sao surgiram para o caso de fungoes finitamente diferencid

veis @

Em 1968 H. Hamm (nao publicado) em Bonn, usando mé
todo de Mather, provou uma versao do Teorema de Divisao para

o caso de fungoes de classe Ck. (MR 47 #% 1077, 1974).

“Em 1973 M.G. Lassale |12| deu uma prova para este
teorema, usando um método que aperfeigoou o resultado, com
.menor perda de derivacgoes. Lassale deu ainda uma forma aper

feigoada do teorema e indica como mudar a prova dada para
tanto e conjectura que o resultado obtido € o melhor possi
 ve1.

Independentemente de Lassale, Gerard Barbangon |2| obte

ve também, na mesma época, um Teorema de Divisado para fun

"¢oes; finitamente diferenciaveis.



.09,

Mais recentemente (1976) Pierre Milman |22 | apfg
sentou nova prova para oA"Teorema de‘Diviséo de Malgrange -
Mather". Consideravelmente curta e eleﬁentar,houtro aspecto
interessante de sua prova € que pode ser aplicada para os ca
sos de funqSes Cm, Cm ou analitico, Esta prova sera apresen

tada detalhadamente numa versao dada por E. Bierstone em

1981.
. A .

Nosso objetivo é‘faier um apanhado tao completo
qﬁanto pbssivel das diferentes_vers6es e provas dos Teoremas
de Pfeparagéo e dos Teoremas de Diyiséo encontradas na 1ite
ratura, procurando esclarece-las, relac1ona-las e pr1n01pal
mente uniformiza-las quanto a notagoes e nomenclatura. lem
das distingoes e das relagdes ja apontadas, procuraremos as
socid-los com teoremas importantes como o Teorema da Funcgao
'Iﬁplicité,.bu olLema de Nékayama,‘Teoiema de Mather (daAclag
Véifiééééd de sinéularidades de aplicagSes difefenciéveis) e
finalmente apresentaremos suas consequéncias e aplicagoes

mais importantes.
Para tanto, nosso trabalho serd assim dividido :

No capitulo I apresentaremos as diversas formas e

provas do Teorema de Divisdo com énfase a duas delas : A pro
va devida a J.Mather, escolhida pela sua importancia e pelo
argumento usado : direto e (relativamente) simples; a prova
devida a P. Milman talvez a mais recente delas, também v con
sideradgvsimples e finalmente porque ¢ argumento usado pode

ser copi&@o para o caso de fungoes Cm, ¢” e analiticas.

" No capituloII serao tratadas as diferentes versoes

do Lema de Nakayama e suas consequéncias, apds um paragrafo
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inicial onde sao desenvolvidos os pré-requisitos algébricos.

" No ’c‘api‘tu‘l'o"IIi serao consideradas as formas algébri
cas mais comuns e importantes dos Teoremas de Preparagao e
Divisao complexas bem como do Teorema de Preparagao de Mal

grange Generalizado e suas consequéncias. Finalmente,

0 capltulo IV serd dedicado as aplicacoes daqueles

teoremas. Serao tratadas as mais classicas como as formas

normais de Whitney, bém como a obtengao de outras formas nor
mais, nao sendo esquecido porém talvez a mais importante de
todas : a caracterizagao das aplicagdes diferencidveis esta
veis. Esta ultima, no entanto, nao sera demonstrada tendo em

vista que sua prova envolve elementos que fogem do nosso

objetivo.
E claro que os nimeros que aparecem entre colche
tes indicam a referéncia bibliografica onde o resultado

em

pauta pode ser encontrado.



" CAPITULO 1I

TEOREMA DE DIVISAO E DE PREPARACAO

Pretendemos neste capitulo apresentar as diversas
formas e provas dos Teoremas de Preparag¢ao e Divisao com én
fase a duas delas : a prova de J. Mather, escolhida pela sua
importancia e pelo argumento usédo, direto e relativamente
simples e a prova devida ° a Pierre Milman, talvez a mais re
cente delas, também considerada simples e cujo argumento usa

-~ - ©
do pode ser copiado para os casos de fungoes analiticas,C e

c™,

I.1 O caso analitico-

(l1a) 0 caso complexo analitico

I.1l.1 Teorema de Preparacao de Weierstrass |27|

Sejam B € ce U C ¢" vizinhancas da origem de ¢
e c" respectivamente e g: B x U — C uma fungao analitica

regular de ordem p em z no zero.

Entao existem B' C B, U' C U vizinhangas da ori

gem em € e C" e funcdes analiticas h: U' — ¢® = ¢

g: B'xU' — C tais que
(1) q(o,0) # o e

(11) g(z,w) = [zp4-hl(w)zp_l+ ...+hp(w)]q(z,w) em
B' x U'.
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Além disso, numa vizinhanga da origem, s® existe

um par de fungoes (h,q) com estas propriedades.

I.1.2 Observacoes

a) O teorema I.l.l, Weierstrass chamou de teorema
de preparagao porque g & "preparada" para posterior estudo
da variedade dos seus zeros que é igual ao conjunto dos ze
ros da‘funqéo zp+rﬁfw)zp-l+...+hp(w). Pbrtanto; o resultado

acima nos conduz a uma questao polinomial.

b) Se p=o , o resultado & trivial : B'=B,U'=U e

Se p=1, tem-se g(o,0) =0 e 3g (0,0) # 0 e o re
32z
sultado segue do Teorema da Fungao Implicita. De fato, como

g(o,0) =0 e 33(0,0) # o, pelo Teorema da Fungao Implicita
’ 92

existe um aberto B'x U' C Bx U contendo (0,0) e uma unica
funcao analitica h;: U' — C tal que g(z,w) = o num ponto
(z,w) € B'"xU' <=> 2 = = hy(w). Entdo g(z-h;(w),w) se anula

em oxU' C €xC" e [* - teor 4.2] temos que
1 1
g(z-h, (w) ,w) = J 4 g(tz=-h.(w),w)dt = z ig(tz-h (w) ,w)dt =
1 v 1 : ‘ 1l
‘ -dt L
0

1

=z[ M(tz-ny () ,wat = z qlz,w)
3z
0

1
= 9_9. . .. a | ]
onde q(z,w) = (tz - hl(w),w)dt. € analitica em B'x U .

92
0

Colocando-se t= z - hl(w)(.'. 2= t+—hl(w)), temos
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alt,w) =(t+hﬂwkﬂt+hﬂwLW)

que & o Teorema de Preparacao de Weierstrass no caso p= 1.

(13D .

c¢) E interessante observar que o Teorema da Fungao

Implicita & um corolario imediato do Teorema de Preparagao

de Weierstrass |1%|. Para isso suponha que g seja regular de

ordem 1 em z. Entao, podemos escrever :

gz, Wyseee,W )= [z-'hl(wl,...,wn)]q(z,wl,...,wn)

-

onde q é anallitica numa vizinhanga do zero em C)(Cn,qkho)fo
e hy & - analitica numa vizinhanga do zero em c” e tal de
composigao & Gnica.Consequentemente, g(z,wy,...,w ) =0 numa

vizinhanga da origem se e somente se z==hl(w1,...,wn).

d) De b) e c) podemos concluir que, no caso p=1 ,
o Teorema dé Preparagéo de Weirstrass € equivalente ao Teore

ma da Fungao Implicita.

Deste modo podemos afirmar que o Teorema de Prepa

ragao de Weierstrass generaliza o Teorema da Fungao Implici

ta.

I.1l.3 Embora a prova do Teorema I.l.l seja corolario do
Teorema de Divisdao de Spath que serd enunciado posteriormen
te, ela pdde ser também feita diretamente, como por exemplo

em |10}, que demonstra que :

"Se £ € On € regular de ordem k em z ., existe um
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Gnico polindmio de Weierstrass h € on-l [zn] de grau k  tal

que f = uh péra'alguma unidade u € On“.

Vamos esclarecer as notagoes usadas e efetuar  a

demonstracao deste resultado.

Seja 0n o anel dos germes‘deifungées analiticas na

origem de Cn, o qual & isomorfo ao anel das séries de potén
cias convergentes centradas né origem.On € um anel local e
4seu tnico ideal méxiﬁal e o'congﬁnto dds'gefﬁes de fungoes

gue se anulam na origem. E claro que On-l.c'on-l [zn] C 0.
'Defihigéo Dizemos queAum germe f € On é regular de

ordem k em z,, se existe um representante de f que & regular

na origem.

de ordem k em z,

Definicaoc Um polindmio de Weierstrass de grau k >o
em z, & um elemento‘h € 0 _, [z,] da forma

k 251
n

n al +...+ a z

x-1%n 7 3k

onde os coeficientes ay € 0 _, sao germes de fun¢des que se
anulam na origem, j=1,...,k. Se h(z) & uma funcgao analitica

numa vizinhanga aberta da origem e representa um polindmio

de Welerstrass em z_, entao h(z) tem a forma h(zy,...,2) =
k | | k-1 L B

2z, tay(zyreee,z ) 2 Tt 3 (200000,2, ) onde ,
aj.(o,...O):O; ainda h(O,.'..,O,Z‘n)=z'§ e h & regular em Zp de

grau k. Num sentido, um polindmio de Welerstrass & a forma
genérica de um elemento que @ regular em 20 isto se torna

preciso no resultado enunciado e que vamos agora prova-lo..
- Prova

A prova & baseada na observacao que, para cada
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4 2 - . ~
(zl,...,zn_l), as ralzes de h como polinomio em z, sao os ze
ros de £ como fungao de z,, (com as mesmas multiplicidades) .A

construgao de h vai se reduzir, entao, a construir um polind

mio a partir de suas railzes.

Seja f uma funcao que representa o germe f € 0n '

tal que f & analitica numa vizinhanca do polidisco A(o;r) e

é regular de ordem k em z, na origem.

Pelo lema "Se f & uma fungao analitica no polidis
co aberto A(w;r) e regular de ordem k em z entao existe um
polidisco a(w;s) C A(w;r) tal que para todo ponto(al,.u,ah_f
ema(w,8y,000,8 1) a fungao f(al"f°'an—1'zn)' como  fungao
de uma unica variavel zn,tem exatamente k zeros (contando a

multiplicidade) no disco Izn-wnl < 8 ". existe um polidisco
A(o;8) C A(o;r) tal que para todo ponto (zl,...,zn_l) em

A(o;sl,...,cn_l) a fungao f(zl,...,zn_l,zn) tem k zeros en

|z | < 5§, © estes zeros serdo denotados por
‘l’l(zl,...,zn_l),..-, ‘i’k(Zl,...,Zn_l)

com convenientes repetigdes conforme a multiplicidade. As
fungdes ?j(zl,...,zn_l) nao sao necessariamente continuas ,

nem bem definidas; o que podemos assegurar & que Wj«Lo,.u,o)=o

e |Wj(zl,...,zn_l)\ < 8 para (z;,...,z ;) € MO;8y,... 8 j)e
j=l,..o'ko

Tome
k
h(Zl,'...,Zn) =.z [_-Zn— ‘l’j(Zl,...,Zn_l)] -
j=1
= K k-1
- Zn + al(Zl,...-,Zn_l) Zn +ooo+ ak(Zl,...,Zn_l)
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onde os a, (zy,eees2 ) sao fungoes simétricas ’ elementares
nos valores Wﬁ(zl,...,zn_l). £ facil ver que as fungoes
al(zl""’zn-l) sao de fato analiticas em A(o;dl,...,dn_l) .

Para tanto, deixando zl"“'zn-l fixos e usando o resultado

"Seja F uma fung¢ao analitica em um dominio de € que contém

o disco |z| < r. Suponha que F n@o tem zeros em |z| = r e se

jam @3,...,a, seus zeros em |z] < r (cada um repetido segun

do a sua multiplicidade). Ent3o, para todo q € N vale

k Qg o
Y a3 = L 2t (2) dz" temos que
j=1 I 2mi £(2)
z|=r
k ' Bf(z ) s s 042 - ,Z) r
2 ‘y (zl’...’z _l)r= 1. l n l Z dZ.
Jv=1 ‘ v 2’"1 BZ f(zllbuolzn-l'z)
|z|=8
n
A fungdo f£(zy,...,2,_;,2) & ndo nula para lzyl<8,o0e,
.k |zn_l| < 8 10 |z| = §, como notado acima;  entao

r . )
jzl wj(zl""'zn—l) € analitica en A(0,8740uus -l) para to
do r. Como as funcoes simetricas elementares a (zl,...,z

sao polinomiais nas somas z Y. (zl,...,z l)r, elas sao - tam

bém analiticas no mesmo pOlidlSCO ‘Ainda, a (o,...,o)-o;nls

Wj(o,...,o) = 0. Consequentemente, a fungao h representa um

polindmio de Weierstrass.
O polindmio h & claramente o Gnico polindmic de
Weierstrass tendo os mesmos zeros da fungao f em A(0;8). Para

completar a prova do teorema, precisamos somente mostrar que

O quociente u = £ € analitica e nao se anula em A{0;§)
h
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Para qualquer valor fixo de (zy,...,2_ _;) em

A(o;sl,...,dn_l) O quociente

.f(214J.J,zn)

u(zl,...,zn) =

h(zllcoo'zn).

€ por construcao analitico e nao se anula em Iznl < 5 .

Seja M o mddulo maximo de f em A(0;8), em > 0 o

médulo minimo de h(z) para |z;]| < 61,...,|zn_l| <8 1

lznl = Gn. Observe que m > o pois h(z) nao se anula neste

conjunto.

Seqgue do Teorema do mdodulo maximo em uma variavel,

Z que |u(z)]| < M, para todo z € 14(0;6).
m

Entao, pelo Teorema da Extensao de Riemann, a fun
¢ao u(z) & de fato analitica em A(0;8) ; ela nao se anula co

mo notado acima e portanto a prova esta concluida.

I.1.4 Teorema de Divisao de H. Spath |27]

SejamﬂB c ceuvcel vizinhangas.da origem e
f: B x U — C analitica. Dada g: Bx U — C analitica, regu
lar de ordem p em z,vexistem B'C B, U' C U vizinhangas da
origem e fungoes analiticas q: B':{U' — €, h: 0" — P

tais que f(z,w) =g(z,w)q(z,w) + Z h, (w) 2P~ l.
i=1

Além disso, o par (q,h) & Gnico numa vizinhanga da

origem.
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I.1.5 Observacoes sobre I.l.4

a) Este resultado é quase o algoritmo da divisao,

assim & chamado de teorema da divisao.

b) I.1.4 implica I.l1.1. De fato, dadas f(z,w) = 2P

e g uma funcao analitica regular de ordem p em z, pelo Teore

ma I.l.4. obtemos,
jo]

= g(z,w) ql(Z:W)4'2 lhi(w) LP1 .  (a)
i=1

2P

onde q, e h = (hl,...,hp) sao fungoes analiticas numa  vizi
nhanga do zero em C:{Cn‘e em Cn,:espectivamente.

Diferenciando p vezes a igualdade (a) em 2z, na ori

gem obtemos :

p! =-§—p-g(o,o) ql(o,o) » de onde vem que qy(0,0) # o.
z ;

Mas, q; analitica numa vizinhanga do zerole
ql(o}o) £ 0 écarretam que existe ﬁma viz{nhanga de (o0,0) em
C:ch tal que q,, @ ela restrita, héo-sé anula. Ent3o, nessa
vizinhanga q =1 € analitica e obviamente g(o0,0) # o.Segue-

. L9
se portanto de (a) que
gz, = [2P+ (-hy ) 2P heo L e on o Jatzw

concluindo a tese do Teorema I.l.l.
c) Quanto a unicidade do par (q,h)‘no'Teorema da
Divisdo de Spath temos a seguinte prova, segundo |?- pag.92]|.

Suponha que £ = gg+r gqi+-rl onde

o]

r(z,w) =}
i—

p-i _ = p-i
. hi(w) z e r; -i hi(w) z

1

il ~1 T .
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Entao (@-qq) g =1ry3-r.

n ~ - N -~ »
Fixamos w € € ; entao r,-r e um polinomio de grau

< p-1l em z e tem no maximo p-1 raizes (incluindo a multipli

cidade) .

Mostremos que existe uma vizinhanca do o em c” tal
que para todo w nesta vizinhanga (q-gq,)g tem no minimo p ze

ros quando vista como uma fungao de z.

Assim podemos concluir que r,=r e q=gq, (pois

g # o numa vizinhanga do zero).

B claramente suficiente mostrar que g(.,w) tem p

Zzeros.

seja g (z) =g(z,0) = ngl(z),gl(O) 7 o
Como os zeros de uma fungao analitica de uma varia
vel complexa ndo nula sao isolados, e g(o) = o, existe uma

' constante § > o tal que g(z) # o sempre que o < |z| < &.
'7 Seja e = inf |g(2) |
| |z|=5
Como g & continua, existe uma constante ¢ > o para
a qual |g(z,w) - g(z)| < ¢ quando |wj| < ¢ para j=1,..,n on

de w= (Wy,eee,W ) e |z| = 6.
Escolha um tal w e seja ¢(z) = g(z,w). Como

|2(2) =g(z)| < e < |g(2)| quando |z| =6

podemos aplicar o Teorema de Rouché (pag. 152, Alfhors

’

Complex Analysis) e concluir que ¢ e g tem o mesmo nimero de

zeros no disco |z]| < &.
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Como E(z)::ngl(z) numa vizinhan¢a do zero, sabe
mos que g tem p zeros (contando a multiplicidade) neste dis

co, concluindo que ¢ e portanto, g(.,w) tem p zeros.

d) J& a demonstragao do Teorema de Divisao de
Spath quanto a existéncia decorre de um Teorema de Divisao

especial, chamado de Teorema de Divisao Polinomial, que pode

ser assim enunciado:

I.1.6 Teorema de Divis@o Polinomial |2°9]

seja f(t,z,1) uma fungdo analitica numa vizinhan
¢a do o em cx c"x cP. Entdo existem fungoes q(t,z,Ne r(t,z,))
definidas numa vizinhanga do o em cxc"xcP tais que

£(t,2,0) =P_(t,}) qlt,z,}) +r(t,z,)) onde P (t,)) = tP 4+

1% .
+ Pt & um polindmio mOnico genérico em t de grau p
1%

) A
1=1 1 _
e r(t,z,r) =) ry(z,2) tP com r; e ¢ analiticas numa vi

i=1 :
zinhan¢a do zero.

Ainda, q e ry sao tnicas.

O Teorema de Divisao Polinomial pode ser enunciado
de modo um pouco diferente, com £ n3o depéndendo de A, toman

do- se os Ai como parametros extras z, o que, no entanto,nao

simplifica a prova.

I.1.7 Teorema de Divisao Polinomial |17

Sejam U C c” um aberto, f:CxU— Ceu:U — CP
duas fungoes analiticas. Entao existem fungoes ‘analiticas
q:CxU — Ce h:U — c® tais que

(I.1.7.1) f(t,z)==Pp(t,u(i))iq(t,z)+-r(t,h(z))
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para todo z € U e todo t € € onde
P P

P (tyu(z)) = tP+ ] u (2tP 1, r(t,nz)) =] h, (z) P,
P i=1 * i=1

Ainda, g e h sao unicas .

" Prova

A prova que daremos desta versdo se encontra em
|16| e estd relacionada com a prova original de Weierstrass
291,

Para w # t temos :

p
= E P, . (w,u)
w-t i=1 i-1

P -(t'U)
‘Somando-se —E——— a ambos os membros da igualdade
' w-t
e dividindo-se por Pp(w,u) obtém-se

1 _ PE}t,u) P, _q(w,u)

p
+ 1
w-t Pp(w,u)(w—t) i=1 Pp(w,u)

(I.1.7.2) ¢P-i

Sejam. z € U e t € €. Colocamos :

(1.1.7;3).q(t,z) =4 f(w,2z) dw
2wl ] Pp(w.u(z))(w-t)

Y

onde y & uma curva simples fechada em C orientada positiva
menﬁe, tal que t e todos os zeros w de Pp(w,u(z)) estao na
componente limitada do complementar de y. Pela Formula Inte

gral de Cauchy, q(t,z)‘esté bem definida. Claramente q & ana

1itica.
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Seja z € U. Colocamos

1 Pj_l(w,u(z))f(w,z)dw
(I.1.7.4) hy(z) = » L <3 <p
271 Pp(w,u(z))
Y
onde y & uma curva simples fechada orientada positivamente

em C, tal que todos os zeros de Pp(w,u(z)) estao na componen
te limitada do complementar de y. Pela Fdormula Integral de

Cauchy, hj(z) estd bem definida, para todo 3=1,...,p.

Seja entao h==(h1,...,hp): v — cP. Claramente h

é analitica.

Sejam z € U e t € C. Seja y uma curva simples fe

chada orientada positivamente em C, tal que t e todos os ze

ros w de Pp(w,u(z)) estejam na componente limitada do comple

mentar de y. Pela Formula Integral de Cauchy e (I.l.7.2)vem:

f(t'z) = __}— ;f;.(.y_i_%)_ Aw =
2wi w-t
Y
. Pp(t,u(z)) flw,2)dw +
2ni P_(w,u(z)) (w=-t)
p
y
P P, (w,u(z))E(w,z)
- ¢Pd -1 dw
2ni =1 .
y Pp(w,u(z))

*qﬁe por (I.1.7.3) e (I.1.7.4) nos fornece
P
£(t,2) =P (t,u(2)) qlt,z2) +1

h, (z)tP™
j=1
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ou seja, vz € Ue V¥ t €C,

f(t,z) = Pp(t,u(Z))q(t,z) + r(t,h(z)).

Prova da Unicidade |27| : £ facil ver que a  solu

¢ao (g,h) de (I.1.7.1) & Gnica no caso analitico. De fato se

tivermos também
f(t,2z) = Pp(t,U(z)) q, (t,2z) + r(t,h,(2)), onde
q) : €xU~—Ceh :U — cP sdo analiticas obteremos

o = Pp(t,u(z))[q(t,z)- ay (t,2)] + r(t,h(z)) - r(t,h,(2))
que pela definigao de r nos da

o = Pp(t,u(z))EQ(t,z)- qp (t,2)] + r(t,h(z) - hy(z)).

Por esta igualdade vemos que € suficiente mostrar

a unicidade no caso em que f(t,z) = o.
Suponha, entao,

o = Pp(t,u(Z)) q(t,z) + r(t,h(z))

Para cada z, € U, temos

tP72 4

-1
r(t,h(z ) = a; Pt 4 o, et oy

Pp(t,u(zo))==tp+ By P 8

oy P71y oy tP72 4. .+ o

qlt,z,) = - é analitica

P p-1
t +Blt +...+ Bp
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para todo t € C e isto sO & possivel quando 4= Ay Ta = 0

p
ou seja hy(z)) = ... = hp(zo) = 0, Comowzo.é arbitrario, con

cluimos que ¢ = o e h = 0, 0 gque termina a prova.

I.1.8 Comentarios sobre o Teorema de Divis3o Polinomial

A prova da versao I.1l.6 de |2%| & exatamente esta

prova de I.l.7 apresentada, conforme |!7]. Para outras “pfgg

vas vide S. Bochener and W.T. Martin,Several duuﬂex\kmidﬂes,

Princeton ~ 1948 ou |10].

O argumento usado na prdva'do Teorema:f 1. 7 prova
realmente um resultado qlobal, nao apenas um resultado local.

.‘;.

Note entretanto, que embora o} teorema 1ocal correspondente

no caso real analitico siga tr1v1a1mente, o teorema global &
falso (conforme mostraremos no paragrafo (1.b)) : as singula
ridades complexas de f e os zeros de Pp desempenham entao um

importante papel. ({29]) I .

I.1.9 Teorema I.1.6 implica Teorema I.1.1 [2°] -

Para deduzir o Teorema de Preparagao de Weierstrass

-

seja z = o em I.1.6. Se g é»regular dewordem7p1em t,
g(t,0,0) = ¢ tp, ¢ #0epor I.1.6":

[tP + ¥ Ay t?"Yq(t,0,0) + 3 ri(o,k)tp-i
, i=1 7 - ) Codi=Yoo

3

I

g(t,o,))

‘
i 4

que facilmente nos fornece

o se j‘<~i
-y S o
—= (0,0) =

axjww" 1 |~c se J = §



.25,
e portanto, o Jjacobiano & nao nulo. Pelo Teorema da Fungao
Implicita, aplicado as fungoes r, e lembrando que r,(o,0) = o,

i=1,...,p, existem fungoes analiticas i, = Hj(z) proximas

]
de zero tal que ri(i,Hj(z)) =0, 1= 1,...,p.

‘Assim g(t,z)==Pp(t,H(Z)) qa(t,z,H(z))

que € a forma desejada, como & facilmente visto, g assume o

valor ¢ na origem,

Teorema I.1.6 implica Teorema I.1l.4 |29]

Repete-se o argumento acima para g regular de or

dem p e pelo Teorema I.1.6 escrevemos £ = P q' + r Substi

tuindo-se \ = H(z) temos g = qu. Entao segue que f=gq" + r

!
com q" = b
q

(1.b) O caso analitico real |17]

Num segundo contexto podemos perguntar :

Se U C Rn € aberto, f: RxU —> R e us U =~ Rp
sdo fungoes anallticas de varidveis reais entdo existem fun

coes reais analiticas q: RxU —+ R e h: U — RF tais que

(I.1.7.1) de 1I.1.7 se verifique, ¥x € U e ¥t € R?

A resposta desta questdo €& : ndo. Suponha © contrd

rio no seguinte exemplo: tome p = 2, U =R, f: R — R defi
1

nida por f(t,x) = I:;T , Wt R = R?2, u = (u; 4u,)

ul(x) =0 e uz(x) = X, ¥x € R,

com

£ claro que f e u sao analiticas.

Temos que P, (t,x) = t? + Uy (x)t + uz(x)mt2 + X,
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Entao vamos supor que existam fungdes analiticas

g: R2 —> R e h: R — R? tais que

1
t2+1

(1) - = (2 + x)q(t,x) + h (Xt + hy(x), V(t,x) € R

.. Para x < o, tomamos primeiro t = V - x e depois

t=-+ - X em (1) e obtemos

(1') Il— = hl(x) Vy - x + hz(x)
-X

(1") = = = hy(x) VAR h, (x)
S 1-x
que sao duas equagoes lineares em hl(x) e hz(x) independen

tes., A uUnica solucao deste sistema &

h, =0 e h,(x) = £ y ¥X < 0
1 2
1-x%x ‘ ,

Assim, para fungbes q e h = (hy,h,) que satisfazem
(1) temos h,(x) = 1 para x < o. Claramente, h, nao pode
‘ 1-x
ser estendida a uma fungao analitica definida em todo o R, ©

que mostra que a resposta da questao & nao.

Isto nos mostra que o Teorema da Divisao Global

nao vale no caso analitico real.
B A T S

Porém uma versao local, anadloga do Teorema I.1.7 ,

& verdadeira para este caso, conforme |3 pag. 8~4 e 8-5].
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I.2 - O Caso c”

A ja mencionada observagao feita por R. Thom, por
volta de 1959, motivou a procura de um teorema de divisao
para o caso C .

A primeira Qerséo, obtida em 1962 por B. Malgrange

foi uma versdao local com uma prova bastante técnica

que
envolve um estudo detalhado da estrutura geométrica local
de conjuntos analiticos.

Esta versao foi seguida por um resultado mais

forte (uma versao global) obtido por J. Mather em 1966 (Teo

rema I.2.1) por um argumento direto e analitico.

Seja N(u) = {t € R: (t,u) € N} onde NC R x RP &

uma vizinhanga aberta do conjunto dos (t,u) € R x RP tais

que P_(t,u) = 0 e N(X) = U N(u) para X C rP,
P uex

Denotemos por C (R) a R-dlgebra das fungdes de R em

R. Temos:

I.2.1 - Teorema de Divisdo Polinomial |7

Existem funcgoes q ='qé: C”(R) x R x RP —» R e
h = hp: c”(R) x RP — Rp, tendo as seguintes propriedades:
(a) Quaisquer que sejam £ € C"(R), t € Re u € RP
f(t) = Pp(t,u)qp(f,t,u) + rp(t,hp(f,u)). (I.2.1.1)

(b) q e h sao lineares na primeira varidvel.
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(c) se £ c®(R), ue RP e f se anula em N(u),

entao h(f,u) = 0.

(d) Para toda f € C" (R), as fungoes det R X RP > R
e he: RP + RP, definidas por gg(t,u) = q(f,t,u) ehg(u) =

= h(f,u), sao C”.

(e) Para todo inteiro nao negativo k, existe um

inteiro nao negativo m(k) tal que:.

(1) Para todo subconjunto compacto X de rP, exis

te C = C(k,X) € R, tal que, para toda f € c”(R)

» . *
Ihe he x = €l E Moy neo - (I.2.1.2)

(i1) Sejam LK R x RP » R e mn,: RX RP 4 RrP proje

goes.

Para todo subconjunto compacto ¥ de R x RP, exis

te C = C(k,X) € R , tal que, para toda f € Cm(R)’
S . . )
lag ll,y < CHEN g0 onde ¥ =Ny (D) Um0 C R
(1.2.1.3)

I.2.2 - Notas sobre I.2.1

Mather chama este teorema de divisdo ~ polinomial
de "o teorema de divisao" e afirma que com excegao do fato
de que estabilidade infinitesimal implica estabilidade,tudo
o0 que se obtém, em seus trabalhos, usando o Teorema de Divi

- sao podera ser provado usando o Teorema de Preparagao de .
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Malgrange, isto &, o Teorema de Divisao de Mather esta es
tritamente ligado ao Teorema de Preparagao de Malgrange. Po
rém, como afirma Mather, nao & razoavel que o Teorema de

Divisdo C~ possa ser deduzido do Teorema de Preparagao de

Malgrange.

0 fato que uma afirmagao andaloga ao Teorema de
Divisdao C” para fungdes reais analiticas seja falsa (confor
me § 1.b) fornece um contraste com o "Teorema de Preparagad"
usual, que & verdadeiro para fungoes reais analiticas, bem

como para funcoOes holomorfas e C*. Naturalmente, o

teorema

de preparagao usual & puramente um resultado local sobre
germes.

Quanto alinha de demonstracao de 1.2.1, & a de

|17| que embora seja consideravelmente longa, distingue-se

por seu carater profundamente natural e elementar. Esta
prova inspira-se parcialmente naquela do caso complexo ana
1itico; a grosso modo o caso C~ & obtido substituindo-se o

emprego da Formula Integral de Cauchy do caso analitico pe

la Formula Integral de Fourier juntamente com uma versao do

Teorema da Divisao para o caso particular da fungdo cosseno.

A prova do Teorema I.2.1 pode ser encontrada no

Apendice 1.

I.2.3 - Notacoes usadas nas trés versoes seguintes

Sejam t e 7 germes no (0,0) das projecoes de

n n
R x R em R e R respectivamente.

Para todo germe de fungao C°
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WoE (g0 ) (R",0) — RP
sejam
p K3
- p-i \® n
R, z (uy o Mt € L(O'O)(R X R)
i=1 .
e
b N .
Pu t +Ru€c(0,0)(R X R)

Do Teorema I1.2.1, temos

I.2.4 - Versao local do Teorema de Divisdo Polinomial para

fungdes ¢~ |19]

seja g & Ci, 0)(R“ x R) e u: (R",0) + RP  germe

de fungdo C”.

- Entao existem.q€.CTO O)ﬂf.x R) e germe da fungdo C°
Je

h: (R?,0) & RP tais que

g = Pu q + Rh . (I.2.4.1)

Prova |19]

Sejam g: R" x R+ R e G: R® » RP fungoes ¢” cujos
germes no (0,0) e o 830 g e u, respectivamente. Para cada

z € Rn, vamos definir

~s

g,: R+ R por g,6(b) = g(z,b).
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Sejam §: R". x R » R e f: R™ » RP dados por

q(z,b) = Q(g,,b,ulz)) , A(z) = H(g,,u(z))

quaisquer que sejam z € R, b€ R, onde Q e H sBocomo q e h

do Teorema I.2.1, respectivamente.

No apéndice 1, onde se prova o teorema I.2.1 apa

rece o corolario 1.4 que mostra que as fungoes q e h sao

c”.
Da formula (I.2.1.1) segue que

g(z,b) = P(b,u(z)) g(z,b) + R(b,h(z)).

Assim, os germes q de g no (0,0) e h de f no o

sao C° e satisfazem (I.2.4.1).

I.2.5 - Versao local do Teorema de Preparacao para funcoes

c” |'e|

Se f € C?o 0)(Rn x R) & reqular de ordem p,entdo
14

[+ ]

existe q E.C(O 0)(Rn x R) inversivel e um germe de funcgao
4

o0

c® u: (R",0) + RP tais que

f=q Pu. (r.2.5.1)
Prova

A idéia da prova & a mesma usada para mostrar que

Teorema I.1.6 implica Teorema I.1l.1l.
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Conforme 0 teorema I.2.4, existem

©0

n P : ~
q, € C(O,O) (R x RY x R) e germe de fungao C

n

h: (R" x RP ,(0,0))> RP tais que

I o~

a, bp“] gy (z,a,b) + hi(z,a)bp“l

!

E(z,b) = [%p +
i

I o~7T

1 i=1

para representantes convenientes f: U x W — R de f,
&l: U x'V xXW-+R de - q; e h: UxV ~» RP de h, e todo

zcUGCR® todo a€ VCRP e todo be W C R.

Como f é regular de ordem p segue que &l(0,0,0) #0,
hi(0,0) = 0 e ainda

3h,
—2 (0,0) =0 , 1> j
Jda.
]
* .
oh, |
— (010) #'0
aai
) oh, \
Entao det { —_— (0)] # 0 e pelo Teorema da Funcao
da.
J
Implicita, existe uma fungdo C° : u, - RP (onde U, & uma

vizinhanga do zero contida em U) tal que ﬁi(z,ﬁ(z))

it
o
o
o

ral<i<pez&0.

Seja q(z,b) = ﬁl(z, u(z),b) e sejam g e u germes

em (0,0) e o de g e U, respectivamente. Entao (I1.2.5.1) é

satisfeita. £ claro que como él(0,0,0) # 0, q @ inversivel.
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I.2.6 - Versao local do Teorema de Divisao (de Mather) para

funcdes ¢ |19

Sejam f,qg GCEK»(Rn x R) e suponha f regqular de
ordem p. Entao existem g € CTO 0)(Rn X R) e um germe de
’

funcao c” h: (Rn,O) + RP tais que
g = fq + Rh (I.2.6.1)
Prova

Do teorema I.2.5, dada f reqgular de ordem p, exis

n

tem um germe inversivel d € C X R) e um germe de

> R
(0,0
funcao c” u: (Rn,O) »> RP tais que f = qlPu. (X.2.6.2)
(0,0
n p o n
u: (R7,0) + R” existem q, € C(0 O§R x R) e um germe de
!

Do lema 1I.2.4, dadas g€ C )(Rn x R) e

funcdo C” h: (R",0) » RP tais que g = P4, + R (I.2.6.3)

h
- 92
Entao, colocando q = a— , de (I.2.6.2) e (1.2.6.3)
1
= = £ _ . -
seque que g = Puq2 + Rh = a; q, *+ Rh = fq + Rh isto e, va
le (I.2.6.1). Observe que q & C" visto que q, é inversivel.

I.2.7 - Observacoes: A unicidade no caso C”

(a) Seja f: R x R » R definida por f(t,x) =t% + x

que & regular de ordem 2. Seja g: R x R » R, g(t,x)=0. Mos

tremos que o par (q,h) nao & Gnico, neste caso.

£ claro que q(t,x) = 0,h = 0 satisfazem (I.2.6.1)
neste caso. No entanto este par nao & unico. De fato, as

fungoes
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2
r ~ ©
rz(t,x) = e g, = - -g— saoco C numa

vizinhanga do zero e também satisfazem (I.2.6.1).

(b) Sobre a unicidade também podemos afirmar: se

as raizes do polinomio t |—— P(t,x) s3o todas reais para

cada x, entao q e h de (I.2.4) sao Unicas |3 - pag 8-9,8-10|

De fato, por I.2.4, dada g em C(O 0) (R x R") sabemos que

existem germes de fungdes C* h e g tais que

g(t,x) = P(t,x)q(t,x) + r(t,h(x)).

Se para cada x as raizes de X l— P(t,x) sao
todas reais temos que existem tl,;..,tp reais tais que

P, () = (t = ty) ... (t - t).
° glt,x) - r, (t)

Como o quociente o & C° (pois este & igual
P_ (t)
X
o

a q(t,xo)) e todos os ty sao reais sabemos que para t = ti'

i=1,...,p, r_, (t)

X, g(t,xo). Logo os p coeficientes do

polindmio r. (t) = § i(xo)tpmi sao determinados pelo sig

1
tema de p equagoes p incdgnitas

r (tl) = g(tl.xo)

4
ctr

N
it

g(tz,xo)

[a]
o~
]

g(tp,xo)
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que obviamente, possui uma Gnica solugao. Assim, o polino

mio r (t) & unicamente determinado. A unicidade de
o g(tlxo) - rX (t)

q(t,xo) = segue entao trivialmente.

P ()
o

(c) Para o caso de uma variavel t (n = 0) o resul

tado (I.2.6) & trivial e g e h sao unicamente determinadas.

De fato, se f e g sdo C” numa vizinhanca do zero
e f & regular de ordem p em t no zerb, isto e, £(t) = tPh(t)

com h C° e h(0) # 0 temos

(c.1l) Pela formula de Taylor com resto de Lagrange

aplicada a g temos que

" (p-1) (p)
gie) = g(0) + 'Oy + L0 2 4 9" @ b1, g® (@fP
2 (p- 1! p!

para algum ; numa vizinhanga do zero.

Podemos entao escrever

(p)
glt) = r(t) + (&) P

onde (c.1.1)
p!
P
o (p~-1)
r(e) = § o, tPTH, q = ) 4-1,2,...,p
i=1 (p-1i)!

(c.2) h e C” e h(0) # 0, sabemos que existe uma
vizinhanga do o onde h(t) # 0 e portanto nesta  vizinhanga
a funcgao ﬁ% é c”. Ent3o, por (c.l.1) e do fato de

£(t) = tPh(t) temos
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S (p)
g(t) = tPn(t) =21 4 r(¢)
p! h(t)
P) (4)
= f(t) q(t) + r(t) onde gq(t) = =18}
p. h(t)
& obviamente , de classe C°,

Assim, vale o resultado I.2.6.

Resultados semelhantes aos de 1.2.4, I.2.5 e

I.2.6 sao enunciados e demonstrados em |25| quando as  fun

¢oes assumem valores complexos:

1.2.8 - Teorema |25|]

Seja f (t,x) uma funcao c” com valores complexos
definida numa vizinhanga da origem no R x R" sendo f regu
lar de ordem p em t no zero. Ent3o, numa vizinhanga da ori

gem temos a fatoragao

p

£(t,x) = [FP + 7 xj(x)tp’i] q(t,x) (I.2.8.1)
=1

onde q e Ay sdo fungdes C” com valores complexos com

q(0,0) # 0. Ainda, se f & real tal fatoragao existe com ¢

e Aj reais.

I.2.9 - Notas sobre 1.2.8

(a) Sua prova sera dada posteriormente em (I.2.13).

(b) Para p = 1 o teorema afirma que se £(0;0) = 0

(]

9
)

o
|

(0,0) # 0 entao tem-se a fatoragao

t
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f(t,x) = q(t,x) |t + xl(x{] » 9(0,0) # 0

(I.2.9.1)

£ claro que se f @ real isto seque do Teorema da

Fungao Implicita e a fatoragao é unica.

Entretanto para f complexa um simples resultado
parecido naoé&tdo trivial. Ainda, a fatoragao ndo & dnica:

para n = 1, a funcao

1

2
f(t,x) =t + i(x + e ) adimite as fatoracgoes

f=1.f e f(t,x) = q(t,x)(t + ix) onde facil
mente vé-se que q & C~ e q(0,0) = 1 # 0.

I.2.10 - Teorema de Divisao Polinomial |23]

Seja f£(t,x) uma fungao c” com valores complexos
numa vizinhang¢a da origem do R x R e seja
P(t,2) = tP + § A tPTh =

i=1
genérico em t com coeficientes constantes i.. Entao

(Al,...,kp) um polindmio

numa

vizinhanga da origem tem-se a divisao por P(t,A):

f(t,x) = P(t,)) g(t,x,x) + rit,x,)) (I.2.10.1)

-~ -]
onde q e r sao C com valores complexos numa vizinhanga da

origem em Rn+1 x C® e r um polinomio em t de grau < p.

Novamente, se f e kj sao reais pode-se obter este
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resultado com q e r reais.

Prova

Esta prova, feita por Nirenberg, @ uma adaptagao

da prova de I.1.7 (que & o I.2.10 no caso analitico).

Para esta necessitamos do seguinte lema, denomina

do por |?| de Lema de Extensdao de Nirenberg,

1.2.10.2 - Lema de extensdo |25|

Seja f(t,x) uma fungao c” com valores complexos,

definida numa vizinhanga da origem em R x R". Entdo exis

te uma fungao Cco complexa F(z,x,\) definida numa vizinhanga

da origem de C x R" x Cp, satisfazendo

(1) P(t,x,r) = £(t,x) para t real

(i1) F_ anula-se até ordem infinita em Imz = 0 e
z

ém P(z,)) = 0.
(|*] exige que supp £ C B(0,1): lema 5.10 pag. 47)
Seja F a extensao de f obtida pelo lema (I.2.10.2).

Aplicando-se para F a Formula Integral de Cauchy Generaliza

da (|°| Lema 2.3 pag 96) temos:

£&,x) = F(t,x,) = — | EZXN 4, 1 J J F () 2082
2ni ap 2t 2ni p 2 2=t
onde a area de integragao & o disco D na origem contendo

em seu interior o ponto t e todas as raizes z de P(z,\) pa

ra |A| pequeno.
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Substituindo-se

destas integrais por
z ~ t

P(t,)\)
(z - t)P(z,))

R(t,z,))

+ (como na prova de I1.1.7)

P(z,))

obtém-se (I1.2.10.1) com

_ F_(z,%,})
qlt,x,0) = 1 Rz,x,)\)dz + 1 2z az A dz ,
’ 2l D (z=t)P(z,)) 2ni D (z=t)P(z,))

,r‘(t'x’k) = —1-'_ F(z'x,)\) M dz + _];_ F‘—(z,x')\) M dz Ad;.
2ri D P(z,2) 2ri o 2 ; P(z,))

Os denominadores nas integrais duplas sao nulos
quando z = t ou P(z,)) se anulam, mas pelo Lema (I.2.10.2),
neste conjunto, o numcrador se anula até ordem infinita. En
tao aquelas integrais convergem absolutamente. Além disso,
podemos diferenciar com relagdao a t, x e A sob o sinal de
integral; as integrais resultantes séo\todas absolutamente
convergentes. Assim, q e r sao de classe c” e o Teorema

1.2.10 esta provado.

No caso em que f & real usamos
1

; [%(z,x,x) + F(E,x,k)] no lugar de F do caso anterior; e

verifica-se que q e r sao reais para A real.

I.2.11 - Notas sobre I.2.10

(a) A prova de I.2.10 dada por Nirenberg |25| n3o pro
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duz q e r dependendo linearmente de f. No caso real uma
forma mais forte deste teorema foi provada por Mather |17},

conforme vimos na versao I.2.1.

(b) Em |?| encontramos esta versdo I.2.10 com a
pequena diferenga de que q e r sao definidas numa vizinhan

ca da origem em R x R x RP ao invés de R x R™ x CP,

(c) Observamos gque Hormander - On the singularities
of solutions of partial differential equations. Conf. on
Functional Analysis and Related Topics, Tokyo, 1969, 31-40,
numa linha inteiramente diferente, usou um dispositivo de
estender fungdes C” em varidvels reais para varidveis com
plexas segundo fungoes satisfazendo as equacoes de Cauchy-

Riemann para ordem infinita numa subvariedade real.

I.2.12 - Prova do Lema (I.2.10.2) |25] |%|
Na prova do lema (I.2.10.2) faremos uso de um
caso especial do Teorema de Extensao de Whitney, do qual

incluiremos a prova.

I.2.12.1 - Lema

Sejam u(y), v(y) fungdes C” com valores comple
xos numa vizinhanga da origem de R™ x R" x Rk satisfazendo
(aqui D” representa a derivada de ordem |ul).

a = = = -
D" (u~v) = 0 em Y1 = «o¢ T Ypun = 0 para todo «a.

Ent3ao existe uma fungdo C”, F(y), satisfazendo

D% (F-u)

0 em Y1 = «+0 =Y, = 0 para todo «,

D“(F-v)

0 em Yal = y = 0 para todo «a.

m+n
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(neste lema |3| também exige que u e v tenham suporte na

bola unitaria)

Prova |2°|

A fungao

o
Fly) = viy) + } £ p®*@u-) (0,...,0

ol

m
2
'ym+l" .o ’ym+n+k) '¢(t‘a'§ yi) ’

onde a soma & sobre o = (al,...,am;o,...,O), tem a pro
priedade desejada, onie ¢(s) & uma fungao C” em S > 0 que
€lem0c<s < 1 e zero para s > 1, onde tj/” © & uma
sequéncia rapidamente crescente tendendo para o infinito,

de tal modo que a série & diferenciavel termo a termo.

A escolha dos tj depende das fungoes u e v, e

a fungao F resultante nao depende linearmente de u e v.

Passemos agora a prova do Lema (I.2.10.2): a

prova é feita por inducao sobre p.

Para p = 0, seja z = x + iy e tome a fungao

® j J
F(z) = ) i[JL] £(x) L= o(t, v),
j=0 \ax 3! ]
onde
( 1
1 se |ly| <=
2
¢ (y) =4
' 0 se |yl > 1
\

e a sequéncia {tj} cresce tao rapidamente que a série & di

ferenciavel termo a termo. Entao F(x) = f(x) para x real.



Como 2 Jé =2y 2oy [}i A Ji], entao
92z 3% 3% 9x 3y
o j+1 3 j ]
2-;2 F(z) = } [i Ji} f (x) X—[%(t'+1Y)-¢(t-y¥] + Z{irgq f(x)X2¢'(t.y),
iz 3=0 | oax el ] ax ¢

e em ambas as séries cada termo se anula numa vizinhanga

de y = 0, porque ¢(tjy) tem localmente o valor constante 1.

Supondo gue o lema tenha sido provado para p - 1

vamos prova-lo para p.

Primeiramente efetuamos uma troca de variavel
no espago € x c® no zero do seguinte modo: nao mexemos ‘em

z e nem em A' = (Al""’xp-l) e introduzimos uma nova va

ridvel y para substituir A_ onde y = P(z,)) sendo

P(z,)) = 2P + § xizp-i. Isto e,
Ci=1

(20A11~~~'>\p) Im"' (Z'Al""'xp-l'i?(z')\)) = (z,\',u).

Entao no espago dos (z,\',u) a variedade P =20

' d
torna-se n = 0, e o operador -— torna-se, nas novas coox

3z
denadas,
3 me——— D
32 Iy
onde P' & a derivada de P em relagao a z (note que P' in

depende de xp)._

~ [+ ]
Vamos contruir duas fungoes C com valores com

plexos v(z,x,\') e ul(z,x,\',u) onde z € €, \'€ Cpml
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p€C, x €& R" tais que
vit,x,A') = f(t,x) , para t real (I.2.12.3)

v_ anula-se até ordem infinita em Imz = 0
z

(I.2.12.4)
u=v emuyu =20 (1.2.12.5)
Lu anula-se até ordem infinita em u = 0
(.2.12.6)
D*(u - v) =oem Imz = Re y = Im y = 0 para to
do a. (1.2.12.7)

Com esta construgéo completa, o lema (I.2.12.1)

fornecera uma fungao diferenciavel F(z,x,)',u) que satis

faz:

F - v anula-se até ordem infinita em Imz = 0, em
partiéular, L(F) se anula até ordem infinita e F = v = £
em Imz = 0 (isto usa I.2.12.4 e o fato que L 0).

— Ain
on
da,

F - u se anula até ordem infinita onde v = 0 e
em particular, por (I.2.12.6), L(F) se anula até ordem

infinita onde u = 0.

A hipdtese de indugao & usada para construir v,

isto &, v(z,x,A') & uma fungao C* satisfazendo (I.2.12.3)

e (I.2.12.4) e tambem

V_ se anula até ordem infinita em
2
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Pz =pP t e p-1) a, 2P 24 +3_,=0
' 1 LN I p.l -
(1.2.12.8)
Entao colocamos

% J -]
a=1 -2 2] vean B eduly)
0 PT 23z j. J
~ -1 3}’ _
onde, por convengao, |-— — v(z,2') e zero quando P' = 0
P' 3z

e j > 1.

Nesta definigao, ¢ & a funcao definida no caso
p=0e tj,ﬁ » & rapidamente crescente (dependendo da fun

gao v).

Como v_ se anula até ordem infinita no conjunto
z
onde P' = 0 ve-se que para tj rapidamente crescente a fun

cao u & C” e satisfazendo (I.2.12.5) .

Agora Lu é calculado termo a termo

Lu = 3'[3;-42 - -%] u =
P’ 3% du

o i+1 -j
= p' :l._a__}j+ ' L[ 2 - 2 ]
P (Z) [Fr = v(z,\') " ¢ (lul €441) ¢ (Jul )]+

=% (=1 3)] B 2

P’ ) [—-»—_:) v(z,\") l‘-——tj w o' (Jul ty)
0 P73z !

Agora, observe que ¢ & localmente constante pex

to de u = 0 e assim todas as parcelas se anulam localmen

te. Isto prova que Lu se anula até ordem infinita em p = 0,-
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isto &, (I.2.12.6) ocorre.

Finalmente, para verificar (I1.2.12.7) ve-se de

(I.2.12.4) que

u(z,x,2',u) = v(z,x,2") ¢(|U|2to)

se anula até ordem infinita em Imz = 0. Como
v(z,x,k')(¢(\u|2to) - 1) se anula até ordem infinita em
"uw = 0, conclui-se que (I.2.12.7)Aocorre, e a prova de

1.2.10.2 estd completa.

Enquanto que nesta prova vista (|%*|,|25]) F é
construida, dependendo de £, mas nao linearmente, Mather

|29| prova uma versao global deste lema e obtém F dependen

do linearmente de f.

I.2.13 - Prova do Teorema I.2.8 |25]

Nirenberg afirma que esta prova seque B. Malgrange
no texto The preparation Theorem for differentiable functions

Diferential Analysis, Oxford Univ. Press, 1964, 203-208.

Seja f como na hipotese de 1.2.8 e considere a
divisao (I.2.10.1) do Teorema I.2.10 pelo polindmio  geng

rico P(t,)). O resto r tem a forma

r(t,x,\) = ? rj(x,k)t:pmj .
_ 1

Vamos resolver as p equacoes complexas:

n

ry(x,)) = 0 j=1,...,p (I.2.13.1)
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para A = )(x), considerando este sistema de 2p equagoes

reais com 2p incdgnitas reais Re A., Im Aj' j=1,...,p.

E dai obtemos a fatoracgao desejada (I.2.8.1)
f(t,x) = q(t,x,x(x)) P(t,x(x)).

Da definicao de p, vé-se que rj(0,0) =0

j=1,...,p € q(0,0,0) # 0 entao parase resolver (1.2.13.1) &

suficiente mostrar que a matriz jacobiana

3 (Re r, I .
(Re rJ » Im rj)

3 Re >‘k' Im >‘k)

€ nao singular em x = 0, x = 0.

De fato, vamos mostrar que a matriz p x p com
plexa
ar,
—1 (0,0)
axk
ar.
€ nao singular enquanto que —:1(0,0) = 0, de onde o resul
IA

tado desejado seque facilmente.

Aqui, para A = u, + i Vi

2 33_[3 Sy e _;>___=;[_a_+i_z..
2

auk ka axk Quk avk

Aplicando-se —%— em (I.2.10.1), isto &, em
3A
k

f(t,x) = q(t,x,)) P(t,A) + r(t,x,2)
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encontramos

or .
f -:; 0,00 P9 = «tP 2 q(t,0,0) , k= 1,...,p
j=1 k 8Xk

Y
para todo t, de onde segue que — (0,0) = 0.

axk
Aplicando-se —i-mn(I,ZJﬁ.l) y encontramos para
3
k = l,co-,p
K ) P oor, :
q(t,0,00tF " + P = q(t,0,00 + §T —L (0,00tF 3 =0
L 3=l oAy

Suponha que para algum vetor complexo

g = (Cl"'°fcp)'

——l (0, O)t:k =0, 3=1,...,p, €ntao encéntramos
k=1 GAk
p-k - P
q(t,0,0) ]t ¢, = 0(t¥), quando t » 0. Como g(0,0,0) # 0
1
isto implica que N tPk Z, = 0, ¥t o que significa que
k=1

r = 0.

or ,
Entao [——l (0,0)] € nao singular.

I1.2.14 - Um Teorema de Divisao Especial |27]

Para provarmos uma extensao do Teorema Generali
zado de Malgrange (no capitulo III) para funcoes que depen

dem continuamente de um parametro necessitaremos de uma ver
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sdo do- Teorema de Divisdao mais complexa do que a usual

que sera dada neste paragrafo.
Primeiramente, fixaremos algumas notagoes:

(E, eo): espago topoldgico E com um ponto e, distinguido.

N,P: variedades

Cw(N)E: R - algebra dos germes em e, de fungoes continuas de

E em CT(N).

E claro que C”(N) pode ser visto como subanel de
c” (M) através da injecao candnica i: C”(N) ~» c®m)E

f | [f] onde [f] & o germe da fungdao constante que leva

e¢c€ E em f.

Cm(N,P)E e C;r(N,P)E sao definidos analogamente como'conjug
tos de germes em e, de fungaes continuas de E em Cm(N,P) e

C;r(N,P) respectivamente.

1.2.14.1 - Teorema de Divisdao |27] |18]

Seja N uma subvariedade fechada com bordo de

R x P tal que seja prdpria a projegao wn': N + P,

Sejam f € Cm(N)E e

@ = [P+ } w0 [] [P et
3=1

com uj €.Cw(P)E, ¢ € C°°(N)E sendo ¢e = Oie t: N> R a pro
o
jecao candnica.

Entao pode-se encontrar q € Cw(N)E, rﬁ Q.Cw(P)E,

1 < j < p tais que
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f=ag+ § h.o [rv] [£]°7.
j=1 )

Este teorema serad uma consequéncia do sequinte

lema

I1.2.14.2 - Lema |27|

Defina fungoes qf 4 € C (RxP) e hf,u ¢ C (P,R¥)
por qf,u(t'y) = Q(fyr t, u(y))e hf,u(y) = H(fy,u(y)) onde

.

Q e H sao como q e h no teorema I.2.1 e fy' R+ R & dada

por fy(t) = f(t,y). Todos os espacos estao munidos da topo

logia de Whitney w_.

Entao

(a) A funcado h: C*(R x P) x c”(p,RP) » c”(p,RP)

tal que (f,u) |— hf u é continua.
,u

(b) Se NC R x P & uma subvariedade fechada cuja
projegao em P & propria entao & continua a funcgao

q} c”(R x P) x c”(P,RP) — C”(N) dada por q: (f,u) ~» de u/N.
’

Prova

(a) Dado £ € C*(R x P), defina he € C7(P x rP, RP)

por hf(y,v) = H(fy,v). Afirmamos que:

(a') Se MC P x rRP e uma subvariedade fechada
cuja projegao em P & prdpria entao a fungao f L——+(hf)/M de

C”(R x P) em C°(M,RP) & continua.

A idéia para se demonstrar (a') & construir ba
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ses de sistemas de vizinhancas convenientes de £ em C” (RxP)

e de (hf)/M em Cm(M,Rp) de modo que possamos aplicar as

estimativas validas no teorema da divisao I.2.1.

. U® 4© o o
Sejam { a’Qa} um atlas em P e K {Ka}aeA uma

cobertura de P por compactos localmente finita e subordina

o _ ;.0 . - o o _
da au = {Ua}aeA (isto e, K. CU, Ya € A).

Sejam my: M + P e my: M » RP as projegoes candni

cas (my & propria).

Para cada o € A, fagamos

-

. SPs) _ o _ =10
Ua — ﬂl ([]a) r ¢a -— (q)a O '"l, TT2) e K - il (Ka)o

- 1 pt
Segue-se que {La'Qu}aeA e um atlas de M e

K = {Ké}aeaA € uma cobertura localmente finita de M por com

pactos subordinada a U = {Ua}aEA (K, €& compacto visto que

my: M > P e propria).

NN

Seja N uma vizinhanca fechada de 2 onde

Z = {(t,u) € R x RP: tp+ultp‘1+ +up=‘-0}emeRp

como no teorema I.2.1 e N(u) = {t € R¢ (t,u) € N} .

Podemos supor também que a projegao n/N: N - RP
€ propria, quue nos permite concluir que N(r K )CR é com

pacto.

Sejam

o
La = N(ﬂd(Ku)) X Ki C RxPe @& =(pl,¢“ o) 02) onde

py: RxP >R ep,: RxP P sdo as projecoes candnicas.
Claramente, L = {L } . & uma familia (n80 neceg

sariamente uma cobertura) localmente finita de compadtos
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contidos em R x P.

Um sistema de vizinhangas de (hf)/M e dado por:
N = N () MK,8e) = (n's |[h* 0 07 = (Mo ot Iy oy < e)
k Nk g/ /TR T : o £ . k"paKa

onde ¢ = (ea)aeA varia entre as familias de numeros positi

vos indexadas em A e k varia entre os inteiros.

Dada Nk' desejamos encontrar

< §}

. - -1, *
Nl = N!(£,L,¢',8) = (g€ C"®RxP): |lgo e 1 eo 5 1|1k'¢.k .
a o

(onde & = (§,) < p e uma familia de numeros positivos e

LI ’ ’
o {Qa}aeaA ) tal que para toda g € N, se tenha (hg)/MENk.

Fixemos ¢ = (e:m)(“_;A come > 0 e sejak natu

ral.

Para provar a continuidade de f |—++(hf)/M basta

encontrar um inteiro Kk € numeros Ga > 0 tais que

se || (g~f) o o171 ||* <§ entao || (h ~h,.) o Q_lll* < g
a Kk'Q&La a g f a k,@aKOI o

Provar (a') reduz-se agora a estimar as deriva

...l_
das de (hg - he) o0 T o= h(g—f)o¢&‘1 em ¢ (K ) em termos

das derivadas de (g - f) o ¢&-l em ¢'(La).

Seja Yyreeer¥, © sistema de coordenadas de P cor
respondente a ¢2: UZ

—Rr" e vl,...,vp as coordenadas de
rP

Sejam £.=(£1,...,£n) em = (ml,...,mp) multi

indices.
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Dados y €_¢2Ka ev e.Rp, temos, pela linearidade

|m|
_ 3
— [h(g~f) o ¢&-1](y,v) = — H(Fy,v) onde

v,

2121 1 J1e] 8£l+£2+...+£n
F = E ( - f) o o' e = - e
ay 3y ay 1 ay n
1 v n
alml aml+m2+...+m .
T m
LAY avll ee. 3V P
Pelas estimativas em (I.2.1) existe C, >0 tal
que
m| . | '
9 * &
sup | 2wy || < mn <o liEl <
Y - F'l a .
(yvyeo x %V [ehim]™ % km),e L

~ | '-l *
< C, Il (g = £) OA(‘?‘Q H_k(m)+|£|r¢&Lm

L.
Seja entao K, = K(|k|) + || onde K(|k|) & como
no teorema I.2.1 (parte e) e Ga = %—.
i o

Isto completa a demonstracao de (a').

Para mostrar (a) a partir de (a'), sejam

u, € c”(p,RP) e M uma vizinhanga do grafico de u, em P x RrP
cuja projegao em P & propria.

Ly

A existéncia de M é garantida pelo lema |27]:
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"Se f: N » P & contlnua e K C N & um fechado tal que f/K &
propria entdo existe uma vizinhanca L de K em N tal que f/L

& propria. Pode-se supor L uma subvariedade fechada com bor

do".
Seja U = {u<€ c”(p,RP): graf u C M}.

Como U & uma vizinhanga de u_ em c®(r,RP), para
mostrar a continuidade de h basta fazé-lo para sua restri

cao a C"(R x P) x U. Mas,

hf,u = h o (IdP,u) = (hf)/M o (IdP,u), ¥f € C (R x P) e

¥ u € U,

Isto demonstra (a). A demonstragao de (b) & ana

loga e estd feita em |!8| pag 271 - 273.

Demonstracao de I.2.14.1 |27|

sejam £ € "M e a = [€]P + ] uy o [1']o[e]® T+ o,

com uj < C°°(P)E e ¢ € C°°(N)E tal que b = 0.

o
Queremos encontrar q € Cm(N)E, rﬁ € Cm(P)E,
1 <3 < p, tais que
f=o0q+] hyo [n] [¢]P73. (I.2.14.3)

Vamos considerar dois casos:

caso A: ¢ = 0. Dado f < Cw(N)E, existe uma extensao %

% € ¢ (R x'P)E de £, isto &, fe/N = Ee para
representantes .convenientes (a existéncia de £ ¢ garantida
por J. Sotomayor em |27| exercicio 2.3 pag 185 e exercicio

4 pag 146). Sejam (yl,...,yp) coordenadas em RP, Pelo teo



.54,

rema da divisao I.2.1 teremos, para cada e € E

) P ~
k 4 > P = .
£ (k0 = (P +izlyitp'i) q, (Ex,y) + izlhi,e(x,y) Pt (I.2.14.4)

quaisquer que sejam (t,x) € R x P com

~ ~

* o p * ) P
qeG_C(RxPxR) e hi'eGC(PxR).

Consideremos uma vizinhanga M de graf ug em
P x RP que seja uma subvariedade fechada com bordo de modo

que a projecao M + P seja prdpria.

Cologquemos

§o = 4/N x PARxM e h, =h, /M

Seja

Veo = {e € E: (x,ﬁe(x)) € M}

Claramente V_ & vizinhanga de e  em E.
o

Se em (I.2.14.4) fizermos §i = Q

i,e(x) teremos

£ (t,%) =((F) /N )(t,x)=

n

(2], L) G, (6, G, 00) +

p

~ p—i
+ i£1 hy oG ()t (I.2.14.5)

guaisquer que sejam (t,x) € Ne e ¢ Ve .
o
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Pelo Lema T.2.14.2, ée e h sao continuas como

fungao do parametro e em V, + © que conclui a demonstragdo
- o
nesse caso.

caso B: ¢ qualquer. Argumentando da mesma forma teremos:

~

. i, 3 . 1
Yo (k%) = (P + 1-5-1 Yy tP o ltix,y) + Zhi'e(t,x)tp- ,

[ . [\ -
onde ¥ C”(R x P)E € uma extensao de ¥ € C (N)E eV e um

representante de ¢.
Do fato que a extensao & linear podemos concluir

que ¥, =0, e como a divisao também & linear, obtemos
o

Pela definicao de 2,

; = tP g i,y
Do (tyx) = 7 + ] Uy OOt + v (%) .

Tem-se

P
> i kd - i
0 (t,x) = P + ZyitI ) (L + g (tx,¥)) + 121 vi'e(x,y)tpm '

(I.2.14.6)
onde vi'e(x,y) = ui,e(X) -y 4 hi'e(x,y).
Sejam novamente M uma vizinhancga do graf ﬁe em
o
P x RP como no caso ¢ = 0 e Ve = {e € E: (x,ﬁe(x))éi M}.

O
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De (a'), na prova do lema I.2.14.2 temos que

~

hs v, = c”(M) & continua.

o
Observe que V_ (x,u, (x)) =0, Dy ¥_(x,y) =
o o
= Id p © dal podemos concluir pelo Teorema da Fungao Impli
R
cita a existéncia de Yo € c*(p,M) C c”(p,RP) dependendo
continuamente de e em Ve e tal que
o
ve(x,ye(x)) = (1.2.14.7)

De (I.2.14.6) e (I.2.14.7) podemos escrever:

~

St = (P4 Ty tPThH (14 g (e,x,§,(x)))

D !

.+ Entao, para concluir, dada uma £ < Cw(N)E, pelo

caso A, esta pode ser dividida por
P p-i
t? + } Yi,eX)t

isto &, existem g € cC*(MN)F e by €.C“(P)E) 1 <3 <p tais

que

e = (P p-i, - , p-i
£.(Ex) = (t* + 2~Y1,e(X)t ) ge(t,X.yi,e(X)) + iil hi'e(x,yi'e(X))t

(I.2.14.8)

Como ée* = 0 temos que —— & C” e a igualda
> ey -
1l + dg
de (I.2.14.8) & equivalente a
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ge(tﬂﬁyi[ebd)

P = (£P Pl 4. S
Fo(tx) = (tP+]y, (ETT) (g, (£,x,F, ())) +

1+ qe(t,x,§e(x»

P

+
1£1 Piel

(x))tP1

'yi,e

= § p-i
8 (£, X)Qg (BXyyy (X)) + 151 hy oGy ONET T,

§ (t,x,y (x)) -
2 —~ i.e € C, o que con

1+ ée(t,x,§e(X))

onde Qe(t'x'yi,e(X))

clui a prova do teorema.

I.3 - Teorema de Preparacao e de Divisao para aldgebras de

séries de poténcias formais |28|

I.3.1

Seja K um corpo e F(Xl,...,xn) uma série de po
tencia formal nao inversivel (isto &, nao unitario em

K[[X;s.++,X ]]) com coeficientes en K.

Suponha que F(X;,...,X]) contém termos da forma

axg com coeficiente a nao nulo e denoto por p (> 1) o

menor de todos os expoentes h tendo esta propriedade.

Entao para toda série de poténcias G(Xyreee,X))
existe uma série de poteéncias U(Xyr-0a X)) e p séries de po

ténc}as Ry(XgreeerX _q) em Xypeee,X 4 (0 <4 < p=l) tais

que
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p
G(Xyypere X)) = UXp,ue o, XF (X, e, X))+ 121R (X,

p—1
l'.oo’ n l)X

As séries de poténcias U e R, s3o unicamente de

terminadas por F e G.

II3.2

Seja F(Xl,...,Xn) uma série de potencias em
s = K[[xl,...,xn]], K corpo, qué & regular em X e seja
p > 1 a ordem da série de poténcias F(0,...,0,X ) (em

tras palavras, supoe-se que F & nao unitario).

Entao existem séries de poténcias E(Xy,eee,X))

Ri(xl,...,xn_l)k, i=20,1,...,p~1 tais que

- p E p-i
F (le,". e 'Xn) E(Xl’ LY 'Xn) [Xn + i=l Ri (Xl' LI ) 'xn l)x }
As séries de poténcias E, Rilééo unicamente de

terminadas por F; E @ uma unidade e nenhum dos Ri e ~uma

unidade.‘

A prova destes resultados, segundo |28}, pode
ser encontrada no apéndice 2, no final deste capltulo. Ou

tras provas podem ser vistas em Bochener-Martin, Several

Complex Variables - 1948.

|28| denomina de Teorema de Preparagio de

Weierstrass, o resultado que conhecemos por Teorema de Divi

sao.



sao que surgiram apds a de Mather (I.2.1) |20]}|22}]29

1221

Depois da prova do Teorema de Divisao dada  por
Mather (I.2.1) outras quatro provas apareceram: de G. Glaeser

||, s. Lojasiewicz |!3| , L. Nirenberg |2%| e de J. N.
Mather |20].

Uma diferenca com as anteriores & que estas se
inspiraram mais de perto na prova do caso das fungoes de va
ridveis complexas (usam uma extensao de fungoes f£(t,x)

(t,x)eR x R%, para variavel complexa t)

Outra diferenga trivial & se as fungoes tomam
valores reais ou complexos. De maior importancia €& a ques
tao se as variaveis sao consideradas como reais ou comple
xas. Lojasiewicz toma A‘como real enquanto que Nirenberg ,

Mather e Glaeser tomam )\ complexo.

Entretanto, a distingao real no fundo estd nas
formas global e local do teorema: a prova original de
Malgrange (conforme ja dissemos) e a de Nirenberg (conforme
vimos em I.2.10) sao somente locais, o que simplifica a pro
va: a de Nirenberg & a menor conhecida e a versao local &
suficiente para toda aplicagao'conhecida, exceto o resulta
do de que estabilidade infinitesimal implica estabilidade

(globalmente) para fungoes proprias.

Uma diferenga concomitante & que nas afirmagoes
globais g e r sao escolhidas dependendo linearmente e con

tinuamente de f. Isto & uma contribuicao nao trivial, visto
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que no caso C” a divisdo nao & Unica.

Na verdade alguma forma do téorema de extensao
de Whitney & usada em cada caso. Mas para o teorema comple
to, fungoes lineares continuas nao existem. Este ponto édis

cutido no paragrafo final do paper de Glaeser.

Conforme ja comentamos, em I.2.11, a prova de
Nirenberg do Teorema de Divisao, para fungdes C° com valo
res compiexos} nao produz g e r dependendo linearmente de f

e vimos ali que a parte dificil de sva prova & a prova de um lema
de extensdo. Em |2%| Mather mostra como modificar esta pro
va (em particular, ele apresenta uma versao global do lema

I.2.10.2 de Nirenberg) para se obter q e r dependendo line

armente de f.

Observa-se em |!3| uma prova do Teorema de Divi
sao de Malgrange-Mather diferenciavel usando propriedades
dos campos de Whitney, especialmente os simétricos. Em |!“|
Lojaéiewicz mostra como o método empregaao em |13] funcio

na no simples caso analltico complexo ou formal, dando uma

prova do Teorema de Preparacao de Weierstrass classico nes

tes dois casos.

Diferentemente destas quatro provas - comentadas,

uma prova mais recente para o caso C° (que também se

apli
ca para os casos analitico e Ck, conforme veremos no -~ pard
grafo seguinte), foi dada por Pierre Milman, onde, em lu

-gar do Lema de Extensao de Whitney, € feito uso do Lema de

Extensao de Stein.
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I.5 - O caso c

Neste pardgrafo vamos tratar de outras versdes,
formas e provas do Teorema ae Divisao que sdo posteriores a
versao X.2.1 de Mather, aplicaveis ao caso de fung6es fini
tamente diferenciaveis.

Em 1968, H. Hamm em Bonn, usando o metodo de
Mather, provou uma versao do Teorema.de Divisao para o caso
de fungoes finitamente diferenciaveis. Este trabalho nao
foi publicado, segundo o comentario de J. Mather em MR 47
# 1077, 1974.

Em 1973, M.G. Lassale |!?| deu uma prova para o

Teorema de Divis&o para o caso de fungdes finitamente dife
rencidveis, usando um método que aperfeigoou o resultado,
com certa perda de derivagoes. Neste resultado, o dividen
do possui apenas um numero finito de derivadas e & preciso

o grau de diferenciabilidade possuidas pelo festo e pelo

quociente. O principal resultado de Lassale & o seguinte:

Para todo aberto W de um espago numérico, e pa
ra todo inteiro p, designemos por eP (W) o espago vetorial
das fungoes com valores complexos definidas e p vezes con
tinuamente diferencidveis sobre W, munido da topologia da

convergéncia uniforme de todas as derivadas sobre todo com

pacto de W.

Seja U um aberto do espagco numérico R" e seja
ajs...,aq uma sequéncia de d fungdes de e (U) (que & o limi
te projetivo de ¢P(U);, limitadas em U também como suas de

rivadas parclais de primeira ordem. Designemos por B a fun
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¢ao definida sobre U x € por

d
B(x,z) = 2% + ) a; (x) 41
i=1
e por X o conjunto das solugdes da equagado B(x,z) = 0 em
U x C. Binduz sobre U x R, considerado como subespaco de

U x €, uma funcao ainda denotada por B.

I.5.1 - Teorema |!2|

Existe uma aplicagao linear r de ey x R enm
[2(1]9 e uma aplicagio linear g de 31 (U x R) em 0 (UxR)
tais que, qualquer que seja p,p > 4 (finito ou «):

(a) Para toda fungao f € ep+l(UxR), tem-se sobre

U x R a igualdade:

d -1
f(x,t) = B(x,t)Q(f) (x,t) + } r,(x)t
i=1 *
com . r(f) = (rl,...,rd)
(b) r induz sobre ¢P*!(UxR) uma aplicagao com

valores em [¢X(U)]9, continua para a topologia de [gk(U)]d,

com k = {?il] - 1 ([n] = parte inteira de n).
3

(c) Q induz eP*L (UxR) uma aplicagao com valores

em eh(UxR), continua para a topologia de eh(UxR), com

- [
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(d) Para todo ponto x de U, e para toda fungao

£ de P U xR, a fungao

| aal+a2+...+an
t f— o, o Q) xt)
axl 3x2 con axn

n
de RemC &p - d(l + ] a;) vezes continuamente diferen
i=

1l
ciavel.

Além disso, se as fungoes ajre..,aq tem valores

reais, & possivel escolher as aplicagoes r e Q de modo que

r(f) e Q(f) tenham valores reais quando f tem valores reais.

Lassale da ainda uma forma aperfeigoada do teore
ma para quando se esta interessado apenas nas fungoes de

P x Rr), para um inteiro p dado.
1.5.2 - Teorema |12|

Existe uma aplicagao linear continua ry de
eP(U x R) em [ak(U)]d (p > d) e uma aplicagdo linear conti
‘nua Qp de ¢P(U x R) em eh(U x R), tais que, para toda

f € eP(U x R), tem-se sobre U x R a igualdade:

d

¥ ri(x)t.d--i

f(x,t) = B(x,t)Qp(f) (x,t) +
i=1

conm rp(f) = (rl,...,rd) , para k = [?él] - 1leh= [?égi .

Lassale indica como mudar a prova de I.5.1 para

se obter a de 1.5.2 e conjectura que, para toda fungao de
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eP(U x R), sem hipoteses suplementares, o resultado dado pe

lo teorema I.5.2 & o melhor possivel.

Independentemente de Lassale, Gerard Barbangon
obteve também, na mesma eépoca, um Teorema de Divisao para

funcoes finitamente diferenciaveis |2

Em seu trabalho, Barbangon, prova que uma fungao

com valores reais de n variaveis que & simétrica nas n va

ridveis e de classe de diferenciabilidade cmr pode ser ex
pressa como uma funcio de (ao menos) classe C° de  funcdes
simétricas elementares. O Teorema analogo para polindmios
é devido a Newton, e o Teorema analogo para séries de potég
cias formais'(ou para fungoes analiticas) segue facilmente

do teorema para polindmios. O Teorema para r = = & devido

a G. Glaeser e & significantemente mais dificil.

Como aplicagao Barbangon provauma versao do Teo

rema de Divisao de classe Cr:

Uma fungao de classe c’ pode ser dividida por

um polindmio genérico; o dividendo & de classe [%:mlﬁe os

L 0
coeficientes do resto sao de classe {ﬁ_&il1' ;

n.
Mais recentemente (1976), Pierre Milman |22| apre

sentou nova prova para o "Feorema de Divisdo de Malgrange

Mather". Consideravelmente curta e elementar, outro aspecto

interessante de sua prova & que pode ser aplicada para 0s

casos de fungdes C*, C" ou analiticas. Baseia-se no seguin
te:

d a ¢ a-j

seja P (t,\) =t + ] .t

: J
j=1
~polinomio monico genérico em t, com coeficientes constantes

A ﬂ(kl,...,kd)um
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Aj . Seja Vd(: Rd+l o conjunto dos zeros de Pd(t,k), A€ Rd
e t& R, e LFE Rd+l — Rd.a projecao natural isto &,
nd(t,h) = ). A aplicagao %d: Rd — Vd definida pela formu
la |
’T'd(t')‘l"”'kd"l) = (t'xl""')‘d“l'xd) P
d-1 .
d - -

uniformizagao da hipersuperficie algébrica va C,Rd+l isto

!
-

e, (t,Al,...,Ad_l) = §gl(t,kl,...,xd_1,xd)€£ Rd 840 coorde

nadas globais em Vd.

Por fungao c¢”,c™, analitica ou polinomial em v
queremos dizer respectivamente uma fungéo Cm,Cm, analitica

ou polinomial nas coordenadas globais de yd

I.5.3 - Teorema |22|

Seja C: (Vd x RM) o subespago de C°°(Vd x R") con
sistindo de todas as fung¢oes constantes nas fibras nal(k).

Entao existe um operador linear continuo
x R — &% x »RY
d

tal que para todo (t,)\) &€ V e x € R"

(J¢) (A,x) = ¢(t,r,x).

Seja CT o subespago de Cm, A O subespago do

espago A de todas as funcgoOes analiticas em v@ x R" e P



.66,

subespago do espago P de todos os polindmios em vd x R" con

sistindo das fungoes que sao constantes nas fibras
nal (M) M Vd de n4. Uma afirmagao analoga ao Teorema I.5.3

ocorre.

. (a) No caso C™ com um operador’

, m]
[— d n
3: A™w? x &Y — ¢ 2RO xR

.
14

onde E;] e a:pafte inteira.de &
. . 2

(b) No caso analitico com um operador
g: A (v x RM — alrg(v¥) x B ;
(c) . No caso polinomial cbm um‘operador
’J:‘P“(Vd x RY) — p(v¥ x M)

Vamos definir (J¢) (1,x) para i e.nd(vd) e x € R

por (J¢) (A,x) = ¢ (t,r,x). A idéia principal da prova &

(a) A fungao (J¢) (A,x) & uma fungao ct para
x € R" e A num subconjunto aberto denso

- .4

B=0re K3t tal que Pk, = 0 e 2 (1,0) # 0keng(P). A fungdo
| X 5t ; |

new( d

¢

t,A,x) = (d,3¢) (ng(t,)),x) como uma fungéo de VO x R"

coincide com d-upla de fungdes C°.

(b) O par de funcdes (J¢,JT¢""

1

) & uma funcao de

Whitney de classe C~ em nd(vd) x R".
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Repetindo-se o procedimento para a funcgao

¢new(t,x,x) obtém=-se um operador linear continuo de

C:(Vd X Rn) em corpos de Whitney sobre nd(vd) X Rn(;Rd x R"

4

isto e, ¢(t,r,x) |——+{(d2J¢) (A,x)}néaz+'. Para p impar a
prova esta agora terminada pois T3 (Vd) = Rd. Para d par,de

vido a convexidade da regiao RS - nd(vd), podemos  aplicar

o teorema de extensao de Stein que completa a prova do Teo

rema I.5.3. O resultado de extensao necessario também se

gue da extensao de fungdes C~ definidas em semi espagos.

~ d+1l
Vamos considerar fungoes em R x R" nas coorde

nadas (t,xl,...,xd_l,p,x) onde p = Pd(t,x) e AELRd, t &€ R,

x € R, Uma fungao f € C:(Vd x R™) em coordenadas (t,X,p,x)
onde 1 = (Al,...,xd_l), é definida para p = 0 e divide
an ~ [e o]

—— (t,)) no espago das funcoes C .

ot

1.5.4 - Teorema da Divisdo de Malgrange-Mather |22|

Existem operadores lineares contlnuos

"quociente" g% C”(R x R") — ¥ x RY) e
d
"resto" r% = | 373 rg onde
j=1
r‘;: c®(R x RY) — c” (&% x rRY)
tais que
d
e = a0 e + [ 3 oI (I.5.4.1)
j=1

Milman diz achar mais facil provar o teorema de
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Malgrange-Mather na forma mais precisa:

Seja 2d: R x %Y — &Y uma fungéd‘definida pe

la identidade de polinOmios em z

pd(z,2% (s, 1))

isto &, A =y - s
Ax = Ue = s 2 < § < d-1
iy =g = vys pemm 2 e
LAd T

Entao além de (3.4.1) o seguinte acontece

i a ¢ e - qd s,
qf(tlx (SIU)) =

t - s
} a m £ (m)
Teoremas analogos ocorrem com q ¢ C —=C e
d m zr (m) : m -
rj: cC  — C no caso C e no caso analitico (somente

versdo local). Sobre a melhor escolha péssivel de Zq(m) e

£_(m), Milman manda que se consulte Lassale |12].

No caso analltico a extensdo & trivial e para o

: m ‘ . . 4
caso C' (ou caso C” sem linearidade e continuidade do quo

ciente e do resto) o teorema de extensdo de Whitney termina

a prova. No caso C”, devido a convexidade da regiido

Rd - nd(Vd), podemos aplicar o teorema de extensao de Stein,

conforme pode ser visto na prova destes resultados, dada

no apéndice 3 escritas por |3| de modo mais claro que |22],

(z-s) 2% z,m) , (s,wer x rRO7Y

14



APENDICE 1

PROVA DO TEOREMA DE DIVISAO : VERSEO I.2.1 |17| |27|

Inicialmente fixaremos algumas notagodes.

Se f: U — R" & c”, U c rR™ aberto, denotamos para

cada x € U e k inteiro positivo,

leGa | + ID'EG) || 4.t [DEGO |, EIT = lEG0 |

*
£
k,x 0,X

]

Il 5 = I3 | et D200, el = o

onde

"Djf(x)n ” = sup "DJf(X) (er--o:Yj) ” r Yy € Rmr ”yi" <1, 1<i<]

Se X C U poremos

lel* = swp {JE" , xex
k,X k,x

"f"k,x = sup "f "k,x s XEX

Tomamos Rn dotado da norma

IHxl,...n$9||= |x1|Au..+ lxnl.
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Denotamos por 2 o conjunto dos pontos (t,u) de
R:{Rp tais que Pp(t,u) = 0 e por N uma vizinhanga aberta de

Z em RXx Rp.

Para u € Rp, seja N(u)

]

{t € R: (t,u) € N} =

= "1("51(u))' onde Myt R){Rp —+ R e o R);Rp — RP s30 as

projegoes. Mais geralmente, se X C RP, N(X) = U N(u) =
-1 ueX
= "l(nz (x))ﬂ
Entao N pode ser escolhida depéndendo apenas de
Pp de modo que Tyt N — RP dado por az(t,x) = x & propria

(127] lema 3.9, pag. 118).

Para provar o teorema, faremos uso da FOormula Inte

- gral-de Fourier na forma

e L

g(t) = { ds J g(x) cos [s(x-t)] dx

0 -0

quevé vélida para toda g € Cc”(R) com supérte compacto, e pa
ra todo t € R [Courant - Diferential and Integral Calculus ,

V.11, pag. 319],

Como (I.2.l1l.1) & a representagao de g como limite
de somas de fungdes t = cos [s(x-t)], & suficiente resol
ver o problema de divisao para tais fungdes, provando que

certas estimativas sao satisfeitas.

0 seguinte lema estabelece o que & necessario.

Existem funcoes c” q: R, X RX Rx RP — R e

h: R+}<RJ<RP — RrP que satisfazem as sequintes propriedades:
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(a) Para todo s € R+, X ER, t EReue€ Rp, temos

(1.1.1) cos [s(x—t)]=pp(t,u)a(s,x,t,u)+rp(t,H(s,x,u)).

(b) Para todo s € R+, X E€ER, t €EReuc€ Rp, temos
a2 .

(1.1.2) —=— h (s,x,u) = - s? E(s,x,u)
ax?
- aZb_ .2....
(1.1.3) — g(s,x,t,u) = ~ sq(s,x,t,u)
9x2

(c) Existe uma sequéncia N, < Ny < ... < N <

de inteiros nao negativos com as seguintes propriedades :

(i) Para todo X C Rp compacto, existe C € RI
tal que se s € R, x E Reseh_ _:R —§g
+ S,X
é definida por Hs

(u) =h(s,x,u) entio
’X

* N
.| < C(l+s"), onde N = N, .
S,X X, X k

(ii)Para todo Y C.R:(Rp compacto, existe C € R¥+
tal que se s € R, ex€ R e se
ES < * Rx R® —+ R & definida por

14

as,x(t'u) = q(s,x,t,u) entdo

* N N
Iﬁ;ﬂJ&fY < C(l+s), onde N = Ny .

1.2 Prova de que 0 Lema 1.1 implica o Teorema I.2.1

Como z & fechado emRx RP e N & uma vizinhanca aber
ta de Z tal que w,: N — RP & propria, seja N' outra wvizi
nhanga aberta de 2 tal'que N'CNe seja¥v:RxRP — R uma

fungdo C* tal que

WIN- =1 , WIR,cRp .y20 e ¥(t,u) > o se (t,u) € N.
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~Dados £ evcw(R), tE€ER e uc€ Rp, definimos

o

(1.2.1) q(f,t,u) =208 ey v L1 £ (s5,6,u)ds e
P_(t,u) m g
p 7o
(1.2.2) h(f,u) = & £, (s,u)ds onde
o .
0
(1.2.3) £ (s,t,0) = (s, x,t,0) £{x)¥(x,u)dx e
(1.2.4) £, (s,u) = h(s,x,u)f(x)¥(x,u)dx
O térmo 1-¥(t,u) £(t) & de classe C pois 1-¥(t,u)
Pp(t,u)

se anula na vizinhanga N' de 72, e fora de N' Pp(t,u) nao se

anula.

Note também que as integrais em (1.2.3) e (1.2.4 )
estdo hem definidas, pois os integrandos sao continuos e se

egnulam fora de um compacto de R.

Mostremos, a seguir, que as integrais que aparecem
em (1.2.1) e (1.2.2) estao bem definidas { no sentido de

Lebesgue) , e ao mesmo tempo verifiquemos (d) e (e) do Teore

ma I.2.1.

Vamos precisar do seqguinte lema elementar

1.2.5 Lema Sejam E e F espacos de Banach, U um aberto de E e

f:UxR —+ F uma funcao continua com as seguintés proprie-

dades :
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(1) A derivada parcial de primeira ordem le dé f

esta definida em todo o Ux R e & continua.

(2) pPara cada u € U, existe uma vizinhangca V de u

e uma fungao g: R — R, Lebesgue integravel,

tal que

lev,e) ] < gty , [pEw,t) ] < g(t)

para todo v € Ve t € R.

Entao

(1.2.6) u t=sr f(u,t)dt & diferenciavel o

D f(u,t)dt = le(u,t)dt.

Este lema @ uma simples conseguéncia do teorema do
valor médio e do teorema da convergéncia dominada de Lebesqgue

(Serg Lang - Real Analysis, pag. 249)

Seja k um inteiro nao negativo. Seja N = N, como

no lema 1.1, e seja K = K, 0 menor inteiro par > N + 2.

Integrando (1.2.3) por partes K vezes e usando

(1.1.3), obtemos

o0

K
K ——
(1.2.7) £s,tw = (-7 | UOGWEE) qlsxatiu) gy
X s

- 0O

Para todo 8 € R+, seja £ s Rx R s R definida

1
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por fq,s(t'u) = fq(s,t,u). Entao fq g © infinitamente dife

’

rencidvel e por (1.2.6) e (1.2.7)

K o . i-
J D™ g (t,u)
e _(tu) = (-1)7 § v, () 2L CeoX ax
q,s o<i<k 1) GXJ s
O<j<K /=

onde wij depende somente de k e da escolha de ¥, e tem supor

te contido. no suporte de V.

Entao pelo lema 1l.1l(c.ii), para cada subconjunto
compacto - Y do R}{Rp, existe Cl € R++ tal que

1+sN

*
(1.2.8) |t Cy (=) lEl o
s ’

*
q's "k'y .<_.

onde Y' & como em (e.ii) do Teorema I.2.1.

. A diferenciabilidade de g, de ordem k, e a estima
tiva (I.2.1.3) de I.2.1 agora seguem facilmente de (1.2.1) ,
, Léma 1.2,5 e (1.2.8). O ponto chave & que como (1.2.4) da
uma esfimativa |

0

*
|| o g, Sttowas | =c, el

K,Y'

(o< 2 <k e (t,u) € Y), podemos usar o lema 1.2.5‘para to

mar D2 fora do sinal de integral, obtendo uma estimativa da

forma de (I.2.1.3) do teorema I.2.1 para J fq sds em lugar
. 14

1
de Qg

"Por (l1.2.1), & entao elementar obter a estimativa

(I.2.1.3) para Qg+
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A diferenciabilidade de hf e (e.i) sao mostradas

analogamente (ver |27| pag. 122 - 125).

Assim, mostramos que q € h estao bem definidas, e

que (d) e (e) do teorema I.2.1 ocorrem.

Multiplicando-se ambos os lados de (1.1.1) por

¥(x,u)f(x) e aplicando-se ¢0 operador integral I dx e entao

% I ds, obtém-se :

0

ENE

J ds { Y(x,u)f(x)cos [s(x—t)] dx =
0 -0

o 00

P(t,u) & £ (8,t,Wds + r(t, 1 £, (s,u)ds)

m T
0 0

onde usamos as definigoes de fq e £, (1.2.3) e (1.2.4) para

obter o lado direito.

Aplicando a Formula Integral de Fourier no lado esg
querdo obtém-se Y(t,u)f(t). Dal, somando-se [1-Y(t,u)]f(t) a

ambos os lados, obtém-se

y(t,u)£(t) + [1-v(t,wW]£(t) =

[+

= p(e,u) BB £y 4 2 | £ (s,t,was| v (el | £ (s,0ds)
P(t,U) n g : i

0 0
que por (l1.2.1) e (1.2.2) nos fornece

f£(t) = P(t,u)q(f,t,u) + r(t,h(f,u)) que & a equagao (1.2.1.1)

do teorema I.2.1. Isto prova (a) do Tcorema I1.2.1.
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£ Obvio que q e h sao lineares na primeira varid

vel. Portanto, vale (b) do Teorema I.2.1.

A parte (¢) segue imediatamente das equagoes(l.2.4)

e (1.2.2), e do fato que Y(x,u) = o para x € N(u).

Isto completa a prova do Teorema I.2.1, supondo-se

o0 Lema 1l.1.

l.3 Prova do Lema 1.1

Antes de iniciar a proVa, observemos que a constru
gao feita no Teorema I.l.7 (caso analitico complexo do teore
ma de divisao polinomial) nao pode ser usada para provar es
te teorema. A razdo & que |cos [s(x-t)]| tem crescimento ex
ponencial em s se t for complexo com parte imagindria nao nu
la. Vejamos um exemplo : Fagamos p = 2 e sejam u € Rp,s e R

e t € R. Se definissemos

E(s,x,t,u)=-4L— cos [s(x-w)] dw (como en l 7),. onde
- 2ni P, (w, u) (w-t)

Y

vy & uma curva fechada em C cujo interior contém t e 0s zeros

z, ez, de P2(w,u) =w + ulw+u2 = (w—zl)(wfzz), teriamos
1 cos [s(x-w)ldw
2“1"y (w—zl)(w-zz)(w-t)

cos [s(x-z,)] . cos [s(x-z,)] , o8 [ﬁ(x-;)j

(zl-zz)(zl-t) (zz—zl)(zz-t) (t—zl)(t—zz)
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pelo Teorema dos Residuos (supondo zq # z2). Como z, e z,
sdo solugdes da equagao w24-ulw4-u2 = 0,z; e z, sao  comple

x0s com parte imagindria nao nula se u? - 4u

< 0
1 5 , € neste ca

SO

|cos[s(x-zl)]| = |cos[s(x-a~bi)]| = |cos[s(x-a) - sbi]|

= \cos[s(x-é)]cos[sbi]+—sen[s(x—a)]sen[sbi]l

H]

|cos [s(x-a)]cosh[sb] - i sen [s(x-a)]senh {sb]]
> |senh[sb]|

que tem crescimento exponencial se b # o.

Vimos na observacao acima a impossibilidade de se

construir g e h como no caso analitico complexo. Portanto

(o]

necessario modificar agquela construgao e tal modificacao

o

possivel, porque a curva y precisa conter somente o ponto t

e 0s zeros reais se apenas gquisermos resolver o problema no

eixo real.

Nossa modificagao consiste em multiplicar a cada
passo por uma fungao p(i,s,u), e integrar com relagao a A.Is
to serve para eliminar a necessidade de se considerar ( para

s €ER_euc€ RP dados) as raizes z de P(w,u) para as quais

| (148)Im 2z | > 1.
Vamos proceder entao do seguinte modo.

Denotamos por Ca b © retangulo no plano complexo
14
de vértices a-bi, a+bi, -atbi, -a-bi orientado no sentido da

do por esta ordem dos pontos.

Defina g* e h* por
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a* (A,s,x%,t,u) = — cos [s(x-w)] 4
2nd Pp(W,U) (w=t)
C
a, x|
- cos [S(X—w)]P.— (w,u)
h* (A’S'x,u) - l J l dw
2ni P_(w,u)
C P
a, |A|

e h* = (hf,...,h*) onde ) € RY, ser", xe R, uerP

{note que g* e h* nao estdo definidas em todo ) € R, ,fixadas

as ultimas variaveis) e
a > max {|t], |Re 2| para 2z : Pp(z,u) = o}.

Desta forma g* e h* independem de a ,logo  estao
bem definidas. Note que se existe algum zero w=x * i|Ax| de
Pp(w,u), q* e h* néo estao definidas em (\,s,x,t,u). Devemos
entao multiplicar gq* e h* por uma fungdo p(X,s,u) que se anu
le numa vizinhang¢a dos pontos (),s,u) tais que w=x 2t 1 |A]|e

Pp(w,u) = 0.

Para que sejam verdadeiras as desigdaldades (ci) e
(cii) do enunciado do lLema 1.1, p deve depender de s e ainda

A deve variar em um intervalo compacto.

Para que (a) do Lema 1.1 seja verdadeiro devemos
integrar pg* e ph* num intervalo compacto conveniente, com

relagEo a A, e a integral de p com relagao a A, neste inter

valo, deve valer 1.

Construgao formal de p : seja PRy — R de clas

se C° tal que
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[0 (x) =1 se0<x <2 pd

{ 0 <p,x)<1se2p? < x < 4p?

= 3
L Po(X) = o0 se x > 4p

onde p € o grau de Pp.

Para todo » € R, u € Rp, defina

©0

. . 2
g{i,u) = — J

d
— log P_(x+ A.,u)| dx
dx P + |

Para s € Rov A € R, u € Rp, pomos entao

O(o(k,u))

p(A,s,u) = Lis , onde I(s) = [ 1 R L ]
2(1+s) l+s
[ ‘b(ELALEl)dA
1+s :
I(s)
Mais tarde provaremos que
po(giALEl)dA > 0 => p(r,s,u)dx =1
l+s

I(s) 1(s)

Para s € R, t,x, A ER e u € RP, A # o, pomos

q(s,x,t,u) = p(A,s,u)g*(r,s,x,t,u)dxr

I(s)
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h(s,x,u) = p(A,s,u)h*(),s,x,u)dx

I(s)

Suponha provado que a e h sdo C e satisfazem a

condigao (c) do lema 1l.1l. Temos

Pp(t,u)a(s,x,t,u)+-rp(t,ﬁ(s,x,U)) =

\:Pp(t,u)p(A,s,u)q*(x,s,x,t,u) + 2 P p(A,s,u)hi(A,s,x,u)i‘dx =

I(s)

: \
1 P_(t,u) PPl Pi__l(w,u) '
p(X,s,u) {— cos[s(x—w)] \}——E——— + 3 :‘dw } dax

2ni Pp(w,u)(w—t) i=1 Pp(w,u)
I(s) Ca,|>\|
= o(x.s.u)[-L cos|s (x-w) dw] dr =
. 211 w-t
1(s) Calr|
=| cos[s(x-t)] p(r,s,u)@ = cos[s(x-t)] p(r,s,u)d\ = cos s (x-t) ]
1(s) ' I(s)

0 que prova (a) de 1.1, observando que na pri

meira igualdade usamos as definigdes de g e h, na sequnda as

definicoes de q* e h*, na terceira usamos (I.1.7.2), na quax

ta a Formula Integral de Cauchy e por dltimo a definigdo de o.
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Mostremos (b) de 1.1

32h 32h* .
—(8,%X,u) = p(r,s,u) — (X,s,x,u)dr e pela definigao de
ax? ax?
I(s)

h* temos que
32h* -
— (r,s,%x,u) = - s2h*(),s,x,u) quando Pp(w,u) nao se anula
IX

- 32h*
em Ca,lxl € caso contrario, p () su) — (A,s,x,u) = o.Logo

axX
32h _ 2 . _ 9
- (8,x,u) = - 8 p(A,s,u)h*(x,s,x,u)d\ = = s?h(s,x,u).
ax?
I(s)
32_ 0=
Analogamente, ——%(s,x,t,u) = - s8“q(s,x,t,u), 0 que
axX

completa (b)

Falta mostrar (c) e que g e h sdo C .
Provemos (c).

Inicialmente, vejamos algumas estimativas para
g(A,u). Lembre que

[+ ]

1 d 2
o(i,u) = = - log P_(x+ Ai,u) dx
2n dx P

-0)

Fixando u e A e pondo w = x+ \i, vem

Pp(w,u) = (x+i)\-Zl)...(X+ ik"Zp)

onde zl,...,zp sao os zeros de Pp(w,u).
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Logo
4 jog P (x+iru) =ty L4 1 ,
dx P x+ ik - z, x+ ix-z
0 que implica que
‘d ) P
— log P_(x+ ix,u)| = () R S Y 1 .
dx p

Vamos calcular a integral de o usando o método dos

reslduos. Seja

P(z) = () —E (] —L

21 j=1 z+i>\-zj j=1 z-ix-Ej

e assim, para X € R,

2
P(x) = 1 |4 log Pp(x+-ix,u) .

2n 1dx

Claramente P(2z) & meromorfa e |z|?P(z) & limitada
fora de um compacto conveniente. Se os polos de P(z) nao es
tao no eixo real (isto &, = Al + 2 € R, 1 < j< p), como ograu.
do denominador dJde P(z) & igual ao grau do numeradox mais
dois, J ) P(x) dx < = , Supondo que P(z) nao possua polos

de ordem 2, isto &, - A\i+ 2 # >\i+'z'2 para todo j e todo 2 ,

teremos :

«©
J P(x)dx=2ni ) residuos de P(z) nos polos que estdo acima

do eixo real (ou abaixo).
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Os polos de P(z) sao da forma 2y~ )i ou Ej+ Ai. Se

jam os conjuntos :

A= {]

Im zj > A} , que corresponde aos polos de P(z) da

forma zj- A1 acima do eixo real.

w
]

{j: In zy < A} , que corresponde aos polos da forma z. +

+ Ai, acima do eixo real.

Defina

§(x,u) = min {|Im 2y

1 <3 < p!

o qual da uma medida de quanto os polos de P(z) se afastam

do eixo real. Vamos provar as desigualdades :

2
— 1 < o(ru) < —E2

2 §{(x,) 2 §(x,0)
Temos :
P
Res(P(z), z,- A )= lim P(2)(z-z,+\i) == | 1
z - zl~xi 2n j=1 z, - zj - 2\1
e
- 1 1
Res (P (z), zl+-A1)—-—— E - , € portanto ,
2w zk— zj+ 221

p . . )
o(x,u) =1 ) + 5 ) ~Mﬂ_-___f] -
i

€A =1 zz-zj—2>\1 9€B §=1 zz—zj+2x

il
-
o~
™
-
-
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onde
1 se 2€A e jE€A
Blj = ¢-1 se L€B e JEB
O caso contrario
Logo,
Z =z.+ 22 Imz,+Im 2 = 2)
2,

-7 - c12 2,3 - - 2
|zl zy 21| |z, Z 21|

Note que Blj(Im zj+-Im z2,-2)) >0, 1 <2, J<p.

Por outro lado, existe 2 tal que &(A,u) = |Im z, - Al

0 gque implica

Im zl+-Im z, - 22 1
an = , € portanto
|zl-_z'£-2>\i|2 28 (A ,u)
o(A,u) > —t
28 () ,u)

Temos também

sz (Im z£+~Im zj- 2)) < 28(x,u) e

lzl—'fj— 2212 > 48(x,u)? , donde

2
g(r,u) < —EB e portanto valemas desigualdades
: 2
propostas, isto g, S — < og{i,u) < —P
' 28(2,u) 28 (A, u)

Pela continuidade de §(X,u) e dos 2z, com u, as de

sigualdades valemem geral. Olhemos agora para a integral
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0= rex(s)sp (28 - |
J 1+s

A€ I(s):a(r,u) < 2p3(L+s) D

A

D AeI(s)z———Pf-——izp3(1+ s)t =
26 (A,u)
={ reI(s): 6(A,u) > —E L=y
dp(l+ s)

Se u & a medida usual na reta, temos que

W(0) > w(U) e u(U) » —E—— , pois

4(1+ 8)

AEI(s):6(h,u) <« —e— |
4p(1l+ s)

I(s)=-1U

C{reI(s): |Imz, = A\| <« —————, Im2z, >0 } =
J 4p (1l + s) J

= V, onde na primeira inclusao usamos a definigao de

S(a,a).
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1
|Im 2, = | <
j 4p(1+s) I(s)
frmeramet g + (Im z, < o)
Im 2 o 11 J
2(1+s) 1+s
Por outro lado,
wev) Bt oL o asy -y s —E s
2 2p(l+s) 4(l+s) , 4(1+s)
u(0) 2_.___}.____ => po(m)dk i_i___ (1.3.a)
4(1+ s) l+s 4(1+ s)
I(s)
Temos, além disso, que se §(i,u) < S entao
8p(l+ s)

p(A,s,u) = o. De fato, pela definicao de p e de P, temos

= Q0 = )\:2_{__)‘_’_11_)_14p3

A:p(r,s,u) = 0 =
: 1+s 1+ s

it

2 :
i —B > 4p3(l+s) b o=
28 (A,)

{ Aio(r,u) > 4p3(1l+s) C

o= A S(A,u) 5_—-l-—~
8p(l+ s)

Vamos determinar algumas estimativas para as deri

vadas de o(i,u) e p(r,s,u).
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Cologquemos cl(u) = g(i,u).

" Afirmacao 1.3.1

Seja k € Ne XC rP compacto. Entao existe C > o

tal que para todo |A| < 1, 9y & ¢~ no conjunto dos u € RrP
- . *

tais que §(i,u) # o (que & aberto em RP) e alndalhxn <

_ k,u
c [1+68(x,u) 2p(1+k)] para todo u € X tal que &§(),u) # o.

" Prova

Vamos precisar da seguinte desigualdade

2+ a? - la[/ra2+ 4
2+a? + la|/ a%?+ 4

(x=-a)?+ 82 = _C(a)
x2+1 T 146

(1)

5 onde C(a) =

Vemos que C(a) > o para todo a e, portanto, se a
varia em um intervalo fechado, temos C(a) > C1 > 0. A desi

gualdade (1) pode ser facilmente verificada bastando calcu
(x-a)2+ §2

lar o minimo da fungdo > . Outra desigualdade  fa
xc +1
cil de se verificar & a seguinte :
. 2r 2r-1
seja h(x,A,u) = ao(x,u)x + al(x,u)x + o0t uzr(x,u)
onde Ugr Opreess Oou sao continuas em (A,u). Entao se (A,u)€

€ Rx R’ estdo variando num compacto,(Z)|h(x,A,u)|5_A(x24-l)r,

para todo x € R, onde A > o & suficientemente grande.

vVamos agora provar a afirmacao 1.3.1. Temos

4 i = Ay Pl - .y Pl
= Pp(x+—1x,u) = p(x+ i}i) + (p=-1) (x+ 1i)) ul+...+up_1 ’
| 2

d 2 lP(X+i>\)p_l+ (p-1) (x+iA)pn2ul+. ..+ u ll
donde |— log Pp(x+i>\,u) = ) .

dx le(x+iA,u)|2

Se agora diferenciarmos parcialmente com relagao

a uil,...,uik a lgualdade acima, obtemos
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Ry (x+ ix,u)

2 2 -
l log P (x+ ix u)‘ ATT onde

|Pp(x+-ik,uﬂ

Ry (x+ iX,u) & um polindmio em x,X,u de grau no maximo 2p(k+l)-2

2(k+1l) -

em X e IPp(x*-iA,uH € um polindmio em x,i,u de grau

2p(k+ 1), o que pode ser verificado por inducao.

Por outro lado,
[P (x+ o) [ =[x+ id-z ]2 |x+in-z |7 =
- 2 - 2 - 2 - 2°
[(x-ap) 2+ (A-1Im 2z7)2] ... [(x a))? + (A-Inz) ]

[(x-ap2+s0,w?] ... [(x- ap)2+-6(x,u)2]

onde 25 = aj+iIm 25 = aj+ibj sao as raizes de Pp(w,u)==o.

Da desigualdade (1) temos

IP (x+ ix,u). l?(k+l) Lx=-ap2+6(x,u) zjk+l . [(x—ap).z+ § (A ,0) 2]k+l
>
(x2 + 1) PR+ (x2+ 1P )
c' B

iv

[+ 6(r,uw " 2PK*) 4 s (a,uy 2R kHL)

onde C' & uma constante suficientemente grande, [A] < 1,

p(k+1)

u € X compacto de RP e B = 2 .C'.

Concluimos entdo que se ||

A

1, ue€e X compacto

de R®Y (na verdade, esta restrigao nao & necessaria aqui),

L .2, p(k+1)
(3) | Pp(x+-ik,u)|2(k+l) > B(1+x ) , para todo

1+ 8(a,u) "2Pk+L)

X € R e B uma constante conveniente.
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Temos também que

2p (k+1) -2, 2p (k+1) -3

le(x+iA,u)[:uo(x,u)x ay (hu)x +,

. '+a2p(k+l) _2()\,u)

onde os “j sao continuas, e assim pela desigualdade (2), te

mos para A > o, |A] < 1 e x € X compacto
IRk(x+fiA,u)] < A (x2+ l)p(k+l).l . Isto implica

Ry (x+ .12 ,u) | L on Lt 6(.)\,,u.)_-2p.(k+l)
—_ [

1+ x2

P, (x+ i2,u) |2 (k+1)

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada 9y & c” onde for de

finida, isto &, quando ¢(A,u) < o, e além disso

[e ]

(
lloxll* <c™ [1+ 5(A,u)'29(k+1)] J _ex _
k,X

= ¢ [T+ (,u 2Rk

onde |A] < 1, u € X compacto de RP, e C depende de k e de X,

o que prova a afirmagao 1.3.1.

Afirmacao 1.3.2

Seja X C RrP compacto e defina P A(u)= p(A,s,u) ,
!
A, s fixos. Entao para todo k € N, existe C > 0 e um inteiro

positivo g tal que

*
by I < crsh

para todo s € R e 2 € 1(s).
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Na prova da afirmagao 1.3.2 vamos precisar do

" Lema 1.3.3

Sejam E, F, G e H espagos de Banach, U C E aberto

e f:U—>F, g: U — G funcdes C .

Seja B: FX G —= H uma fun¢ao bilinear continua e

u € U. Entao

* * . x *
IBo (£, 1" <25 I8)" 1l el .
k,u k,u k,u

Demonstraremos mais adiante este lema, bem como os corola

rios :

" Corolario 1.3.4

Sejam U C R” e v C R™ abertos, £: U — V e
g:V — R* de classe C” e u € U. Entdo

oot o < 2%l £y | ek o+ (el 5]

" Corolario 1.3.5

Sejam £f: U ——~ Re g: U — R-{0} ambas c”,u C.Rn

aberto. Entao existe C > o tal que para todo u € U,

£* 1 1 k+1 *
B <l v g [re Aol 0* e

" Prova da afirmacao 1.3.2

Seja

'(o(A,u))
1+ s
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1 -
8p(1+g

Conforme foi provado, po(s,x,u)==o se §(i,u) <

Se §(A,u) > Jja vimos que oy é c” ; O que

8p(1l+ s)
e c” en R+>< u: §(ar,u) > i . Isto
8p(l+ s)

. Oy,

implicé
1+ s

implica que o & c” em todo o RP, Seja X C RrP compacto

0,8,
e |A| < 1. Usando os resultados acima e da afirmacao 1.3.1

temos

"Oo,s,A" h C[?+ G(A,u)'zpk(l+k)]

k,u

para todo x € X e |A| < 1.

- *
Porém lbo,s,k"

km=° onde §(},u) < ————r ,

8p(L+ s)

logo
le I < C'(1+ s)2pk(l+k) onde
0,\,8 Kk
u _
Por outro lado, (1+.s)29k(1+k)i A1+ s2PR(14K)]
s € R e A suficientemente grande.
Logo
* 2pk (1+k)] _ .
"po,s,A" b B[l"' s :| = B(l+s”) .

k,u

Considere agora

¥(s,u) = o (
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Aplicando o corolario 1.3.5 do lema temos

* -1 1 k+1] *
Ioy, le < B+ [+ drghe ™ oo o]
A,s'k,u |Ws(u)| ‘Ws(u”k+l s'k,u o,A,s'k,u

ax < |, llo A g_J B(l4—sk)dx =

*
o,s,k”k,u d
(s) I(s) ' I(s)

B 1

=8 a+shHa+se)”
2

L+1

i’B'(l+¢s )

onde B' é& suficientemente grande e s > o.

Temos pela definicao de Y e pof (L.3.0) que

st(u)!= I po(giligl)dxl > 1 e temos também
l+s 4(1+ s)

I(s)

||p>‘,'s||}’:,u < Df4(1+s) + 4k+1(1+ s)k“} [:1+. (B (l+s9“-+1))k+l] EB(HSQ)] b

iA
—

1+ sé]

onde K & uma constante suficientemente grande e

q=1+2+k+ (k+1)(2+1), o que prova a afirmagao 1.3.2.

As desigualdades acima no caso de um polindmio em
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s > o podem ser obtidas do seguinte fato geral : "Seja
r- Y4 mAm
sr+-al s 1 +osat o um polinomio em s onde a; > Oy l<ic<r,

e a > o. Entao existe umad éonstante C > o tal que

r-1
s

r i . Y
|s™ + oy +...+ar| < C (l+s8"), para todo s > o".

" Concluindo a prova do Teorema 1.1

Para concluir 1.1 falta mostrar (c)i, (c)ii e que

—

Vo ~ (o] -— baal ~ s : B
g e h sao C . Temos que q e h estao bem definidas, uma vez

que p estd bem definida, g* e h* estao definidas guando
§(A,u) # o e p se anula em uma vizinhang¢a do conjunto dos
(A,u) tais que §(A,u) = o, e basta entao examinar as rela
coes
q(s,x,t,u) = p(A,s,u)g*(A,s,x,t,u)dxr

I(s)
h(s,x,u) = p(A,s,u)h*(),s,x,u)d) .

I(s)

Além disso g* e h* sao c® nos pontos em que §(i,u) # o. Como

p se anula numa vizinhang¢a dos pontos (A,s,u) para os quais
§(A,u) = o (pois se §(Ar,u) < 1 => p(A,s,u) = 0) pg* e
8p(l+ s)

oh* sdo C~ de onde vem que q e h sio C".

Consideremos agora

q*(kgs,x,t,u) - 1 cos[s(x-w)] dw
2ni P_(w,u) (w-t)
Ca, A
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Nos pontos onde §(A,u) # o, g* & ¢ e suas derivadas ' par

ciais com respeito a (t,u) se escrevem na forma

Dt D eee D q*(x,s,x,t,u)=-¥£— J
C

2ni

Q(w,u) cos [s (x~w) |

P_(w,u) k+1 (w-t) 241

dw

onde Q(w,u) & um polindmio em (w,u) de grau no maximo igual

a k(p-1) em w.

Seja agora Y C R x rP compacto. Escolhendo |A|§_1e
a tal que a > |t|+1 e a > |Re w|+1 para todo w tal que

Pp(w,u) = o, temos

1 cos[s(x-w)]0(w,u)
2ni Pp(w,u)k+1(w-t)2+l

dw

C
a, 1]

2(a+ [A]) - cos [s (s-w)] 0 (w,u) ’

max
- k+1 1
Calhl Pp(w,u) (w-t)

Como

coss(x - t * in)]
cos[s(x-w)] = ou em C

a,|x]
cos[s(x * a + ti)]

(pela definicao de C ) entao
aIIAl

] [ ]] eis(x—t+Ai) + e—is(Xet+Ai)
max cos[s(x-w) | | = max =

2

C
alp‘] caf|>‘|



‘ ,{eiS(zft)efXS + -is(2-t)exs
=  max <
2
C
a, Al
.esA + ersk
< = cosh(sl)
2
Seja A = mdx  |Q(w,u)]|.
w€ Ca' |>‘|
uevb Y

Pelos calculos feitos em (3) na prova da afirmagao

1.3.1, obtemos

k+1l / 2.y pP(k+1)
/g (Y1 +t<) , > ¢ 6(t,u)p<k+l)

[

Pp(w,u)l > . '
AN () 2P (1)

onde t=Reweu=1Imnwe C' & suficientemente grande. Como

a> |t]|+1 = |Re w| + 1 para todo w onde Pp(w,u) =0 e

|A] < 1, temos

1 cos[s(x=w)]Q(w,u) dw < o cosh(sx)d(x,u)-p(k+l)
k+1 L+l - L+l )
2mi Py (W) (w-t) Ry
Carl)\l
Restringindo |A| a I(s), temos |A| < ! e dal |,
l+s
|rs| < < 1. Logo cosh(s)) < cosh(l).

s+ 1

Usando agora a afirmagéo 1.3.2, obtemos

'C“Tl4-sq)c03h 1 p(k+1)
|Ips'>‘ q;\"s'x "k+2'lY S |A|£+ K+ 1 [8p(l+ S):] ' onde
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§(x,u) i;¥¥—£¥¥—— entao Po s A(x) = 0 e que §(i,u) >
8p(l+ s) ret
caso p(i,s,u) # o e |A| <1. Temos ainda que

1+ % 1+ ) PEF o (14 TR AL,

S
8p(l+ s)

para algum Cl > o. En

tdo, nestas condicdes

..14_Sq+p(k+l)
o | a¥ I < C ' . Logo
S, A *A,8,x'k+R,Y 2 |>\|2+k+1 '
- N
. q+p (k+1) dx K+4
o, xhrn,y & Co[L+s J I | AL 2 Cll+s )
I(s)

o que prova.(c)(ii).

Para h a prova & semelhante.

Falta agora apenas provar o lema 1.3.3 e os coro

larios 1.3.4 e 1.3.5 usados na prova da afirmagao 1.3.2.

" Prova do Lema 1.3.3

Queremos provar gque

* k * * * '
“Bo(f'g)"k,u < 2 HB" ”f"k,u "g"k,u | e

procederemos por indugao sobre k.
Para k = 0o a formula & trivial.
. Suponha - a verdadeira para k-1 .
D(Bo(f,g)) : U — L(E,H) & dada por

D(Bo(f,g)). V = Blo(Df(u), g(u)) + Boo(£f(u), Dg(u)), Yu € U,

¥v € E, onde
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Bl: L(E,F) xG — L(E,H) e B2 : FxL(E,G) — L(E,H)

sao fungoes bilineares induzidas por B. Note que

"Bl " = "B2 " = “Bl
Entao

* *
[Bo(£:9) I,y = [Bo(Esa) | + [D(BO(E O Iy ) <

< B lew | Jgw )+ 270 oy Ioelle ) oty o+ 27Nl dely Jdosly_ o<

[ A

k- * - * *
B [ | dotw |+ 27 Mgl ol L+ 2Nl ol ] <

<

Bl Tely [l + 270 doly o+ 2 Mealey ] =

IA

* k-1 k-1 * k=1 *
< Il Ml (27 Mo |+ 2 Ml + 2 ”9“k,u} -

k__l x * k * *
= Uy el 2 loly o = 2Bl Ml Tol

" Prova do Corolario 1.3.4

Tese

k! k
"gOf“k,u < 2 “g"k,f(u) “f“k,u + ("f"k,u)] .

Provaremos por indugao sobre k.
Para k = 1 o resultado & trivial.

Para o caso geral usamos a fdrmula
D(go f) = B o(Dgo £, Df) onde B denota a composicao
L(F,G) x L(E,F) — L(E,G) dada por B(Al,A2)==Alc>A2.Note que
IB|l =1 e sendo B bilinear podemos aplicar ¢ lema acima. En

—

tao
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* *
lgo £l \, = IP@o Bl _; = IBo(Dgo £, DOV, \ <

V| Jpgo £l , Ioel, | -

IA

k-1
2”7

*
Dgo f"k—l,u "Df "]:’_]_'u

< 2k__lD|Dg(f.(u) |+ 20D Iy £ (nfnk_l,u»fnf]k:iu)] el o<

A

k-1 -1)!
gl e [nfu,m; 2 (kD)

2 k=1t oK
12+ 25D el | <

kA

2 tol, [l + bl -

onde a primeira desigualdade seque do Lema, a segunda da hi
potese de indugao, e as igualdades e desigualdades restantes

sao simples cdlculos.

" Prova do corolario 1.3.5

Tese

En* 1 o1 k+1 *

R ] 1 bR he -
Tomando-se i+ R=-{0}=—> R - {0}, i(t) = 1 vem que

t
foiog. A aplicagao (f,h) L, foh & bilinear e temos

Q lrh Q[

= Bo (f,io04g). Aplicamos entao o lema e o corolario 1.3.4

para iog:

. * * k * . *
L= otgtoal < 2Bl Nl Jioaly

k * ke
< 2Bl Iely 2

-
the g | Wk + 190 o]
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1 S | K+1| o i
. C[|g<u>| ’ Ig(u)lkﬂ] e e

onde na ultima desigualdade usamos o fato que para uma cons

tante Cl > 0 conveniente

L
he < o2+ ]
k,t 1 It |t|k+l

1.4 Coroldrio do Teorema T.2.1 [17]

Seja V um subconjunto aberto num espago E de Banach
e f:RxV — R, u:V — R® duas funcdes C”. Entdo existem

0 € C (RxV) e uma funcdo C~ H:V — RP tais que
(1.4.1) £(t,x) =Pp(t,u(x))Q(t,x) + R(t,H(X)), ¥x € V e ¥t € R.
" Prova
Defina Q e H por

Q(tlx)=q(fxltlu(x)) ’ H(x) =h(fxlu(x))

para todo x € V e para todo t € R.

A igualdade (1.4.1), ¥x € V e ¥t € R segue imedia

tamente de (I.2.1.1) do Teorema I.2.1.

Que Q0 e H sdo C segue do fato que ae e hg sao C°

(Teorema I.2.1.(c)) pois

Q==qfou' , H =hfou"

onde u" = (u,id) : v —» RP e u' = idxu": RxV —o R)(Rp><v

~ [++]
sao C .



APENDICE 2

O TEOREMA DE PREPARACAO E O TEOREMA DE DIVISAO EM ANEIS DE

SERIES DE POTENCIAS FORMAIS |[28|]

2.1 - Definicao

Seja A um anel comutativo com unidade e R =

= A[Xl,...,Xn] o anel de polindomios nas n indeterminadas

XyreoosX, sobre A. Por uma série de poténcia formal em n

indeterminadas sobre A entendemos uma sequéncia infinita
£ = (f,, fl,...,fq,...) de polindomios homogéneos fq em R,

cada polinomio fq sendo nulo ou tendo grau q.

Definimos adicao e multiplicacgao de duas séries

de poténcias f = (fo,fl,...,fq,...) e g = (go,gl“..,qi...)

como segue:

f +qg-= (fO + Iqr fl + gl,...,fq + gq,...)

f.g = (ho,hl,...,hq,...) onde

h = Z £f. g.
£ facil ver que com estas operacgoes o conjunto S
de todas as séries de poténcias em n indeterminadas sobre

A torna-se um anel comutativo. Este anel S, chamado de

anel das séries de poténcias formais em n_indeterminadas so

bre A, serd denotado por A[[X;,...,X 1].

O zero de S & a sequéncia (0,0,...,0,...) e

(1,0,...,0,...) & a identidade da segunda operagao de S.
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Observe ainda que, polinomios em X1X5se0 o, X com
coeficientes em A, podem ser identificados com séries de po

téncias formais, como segue:
se f € A [xl,...,xﬁ] e
f = fo + fl + ... + fm onde

cada £, e um polindomio homogéneo que ou & nulo ou de grau i,
entao identificamos f com a série de poténcias (£or £y0e0e
fm' 0, 0, ...). Com esta identificagao o anel dos polindmios

A[Xl,..., xh] torna-se um subanel do anel das series de pg'

téncias § = A[[Xl,...., X 1].

2 42 - Nota

Se o anel A & o corpo dos numeros reais ou dos
complexos, o conjunto das séries de poténcias f que sao con
vergentes numa vizinhanga da origem X, = ... = X =0 forma

um subanel S' de S (& claro que este subanel contém todos os

polindmios).

O Teorema de Divisao que veremos no anel S vale

também em S'.

2 .3 - pefinigao

Seja f = (fo, fl,..., fq,...) uma série de poteén

cias nao nula. O menor Indice g para o qual fq é diferente

de zero sera chamado de ordem de f e denotado por 0(f). Se

0(f) = i entao fi & chamado de forma inicial de f.
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2 .4 - Teorema

se fege€n [[X;,...,X ]] entao
0(f+g) > min (0(f), 0(g)) e O(f.g) > 0(f)+ 0(qg).

Ainda, se A @ um dominio de integridade entao S

€ também um dominio de integridade e 0(f.g) = O0(f) + 0(g).

2 ;5 - Teorema

se £ = (£, fy/ «vvy £_,...) & uma série de po

q

tencias formal entao f &€ uma unidade em S «=> 0 elemento fO

ol

de A e uma unidade em A.

2 .6 - Corolario

Se K & um corpo, entao as unidades do anel das sé

ries de potencias K| |X,,...,X sao as series de otencias
p 1 n P

de ordem 2zero.

0 anel K[[X;,...,X ]] & um anel local e o ideal

X gerado por X.,...,% @ o seu ideal maximal.
g P 1 n

2 .7 - Teorema de Divisao

Seja X um corpo e F(X;,...,X ) uma série de potén

cias ndo inversivel de K[[X;,...,X ]].

Suponha que F(Xl""’xn) contenha termos da forma
a Xn com a nao nulo e denote por p (p > 1) o menor de todos

os expoentes h tendo esta propriedade.

Entao para toda série de poténcias G(Xy eney X))
existe uma série de poténcias U(Xl""'xn) e p séries de po
e . X X { i - i
téncias Ry (X,...,X ;) em 1""'Yn-l (0 <i <p=-1) tais

que
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G(Xl,...,Xn) = U(Xl,...Xn) F(Xl"“'xn) +
p-1 ,
+ ] R.(Xy,...,X_.) XE
iZo i1 n-1 n

(2.7.1)

As séries de poténcias U e Ry sao determinadas de
modo Gnico por G e F. (|28| denomina este resultado de Teo

rema de Preparagao de Weierstrass).

Demonstracao

Para toda série de poténcias P(Xl,...,xn) denoto
por r(P) a soma de todos os termos em P que nao tem XE como
fator, e por h(P) o fator de XE em P - r(P). Em outras pa

lavras temos
P = r(P) + xf; h(P) (2.7.2)

(observe que se f = (fo’fl"“'fq""L € S estamos escreven

do f como soma infinita, isto &, £ = ] f£,)
i=0 | |
onde r(P), h(P) € K[[Xl,...,xn]] e onde, ainda, r(P) & um

polindmio em xn, de grau < p - 1 com  coeficientes -~ em
K{[Xyseoenx 117,
Note que se o anel das séries de poténcias

k[[xi,...,Xn_l]]é visto como um espago vetorial sobre o corpo K, en

tao ambas as operagdes r e h sao transformagoes lineares nes

te espago vetorial.

Por definigdo do inteiro p, h(F) & uma unidade

em K[[X;,...,X ]] e r(F) visto como um polindmio em X , tem
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todos os seus coeficientes no ideal maximal do anel

K[Exll"°lxn_l]]- Vamos denotar este anel por M .

O problema de encontrar séries de potencias U e
Ryr Rys ey Rp-l tais que (2.7.1) acontece é equivalente
ao problema de encontrar série de poténcias U tal que a se

guinte relagao acontece:

h(G) = h(UF) (2.7.1.a)

De fato, se (2.7.1) acontece, entao h(G - UF) = 0,
donde (2.7.1l.a) se verifica pela linearidade de h. Reciproca
mente, suponha que U & uma série de poténcias satisfazendo
(2.7.1.a). Entao h(G - UF) = 0, donde G - UF = r(G - UF) por
(2.7.2), isto &, G - UFéum polindmio em X,+ de grau < p - 1,
com coeficientes em K[[X;,...,X _;]], e assim (2.7.1) se ve

rifica.

Por (2.7.2) temos que
UF = Ur(F) + XP Uh(F)
e entao (2.7.1.a) pode ser escrito como segue:
h(G) = h(Ur(F)) + Uh(F) , (2.7.1.b)

e nosso problema & equivalente a encontrar uma série de po

tencias U satisfazendo (2.7.1.b).

Como h(F) & uma unidade em K[[X;,...,X ]]  vamos

construir séries de poténcias



.105.,

V = Uh(F) . ) (2.7.3)
Colocamos
-1
M = -r(F) |h(F) | . (2.7.4)
Entao, por (2.7.3), U5(F) = - MV e (2.7.1.b) e
equivalente a
h(G) = - h(MV) + V (2.7.1.c)

Para toda serie de poténcias P, denoto por m(P)
‘a série de poténcias h(MP). Note que m & novamente uma ope
ragao linear sobre séries de poténcias. Ainda, se P, conside
rado como uma série de poténcias em X ~sobre K[[X;,...,X 1]
tem todos os seus coeficientes em alguma poténcia’ﬂf do ideal

maximalvqf entao, m(P) tem todos os seus coeficientes em
XY€+1
Por conveniéncia colocamos H = h(G). Com estas

notagoes a condigao (2.7.l.c) pode ser escrita como segue:

V =H + m(V) (2.7.1.4)
Como m & linear, a condigao (2.7.1.4d) implica
que
V=H+mn(H+mn(V)) =H+ m(H + mz(V),

e por sucessivas aplicagoes:
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V =H + m(H) + mz(H) + ... + m3(H) + mq+1(V),

(2.7.1.e)

para qualquer inteiro gq > 0.

A propriedade da operagao m que evidenciamos aci

-

ma mostra que mj(H) € pelo menos de ordem j, e mq+l(V) e pe

lo menos de ordem q + 1l. Assim, a soma infinita
Ho+ m) + m2(H) + ..o + nd(H) + ...

converge, e, se existe uma série de poténcias V satisfazen

do (2.7.1.d), ela deve ser a serie

V=H+mnH +nH + ... +n3H) + ...

(2.7.95)
e isto prova a unicidade de V, donde a unicidade de U e de
Ri.
sa

Provemos agora que a série V dada por (2.7.5)

tisfaz a condigao (2.7.1.d). Vamos escrever:

V=H4+m@H + ... +mndH) + Wy

Os coeficientes de Wq (Wq sendo considerado como
uma série de poténcias em X,) estao todos em‘"€+l. Entao,

como m & linear,

v-n-mw=a+mm)+”;+ﬂm)+%-ﬂ~mm)—#m)-“.-

e o 2 SN -y - n3tl -
m* " (H) nﬂwq) Wq m (H) nNWq)
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Assim, todos os coeficientes de V - H - m(V) es
~ +1 . -
tao em‘ﬂ% . Como isto e verdade para todo g, temos
V-H~-m(V) =0 (visto que fY“i = {0}), e a condigao (2.7.1)

q>1
se verifica.

Isto prova a existéncia de V, donde também de U

e dos Ri‘

2 .8 - Observacao sobre a prova de 2.7

Uma vantagem desta prova & que as questoes de
existéncia e unicidade sao tratadas simultaneamente. Uma
vantagem mais substancial & que o método dos majorantes é

facilmente aplicavel para resolver a formula (2.7.l.e), com
o resultado que se F e G sao séries de poténcias convergen
tes sobre o corpo dos numeros reais ou complexos, entao as
vséries v, U‘e as Ri sao também convergentes. Para mostrar
isto, o autor faz um parénteses e prova o teorema de divisao

‘para séries de poténcias convergentes (|28|, pag 142-145).

'2..9 - Teorema de Preparacao de Weierstrass

Seja F(Xy,...,X ) uma série de poténcias em
K[[X;s...sX ]] que & regular em X e sejap > 1 a ordem da
série de poténcias F(o,...,o,Xn) (isto &, F @ n3o unitario).
'Entéo existem séries de poténcias E(Xy,...0X

n), Ri(Xl,...,Xn~l)

i=o0,1,...,p~1 tais que

p-l ~

- P A
F(Xyreee X )= B(Xy,een X)) [xo + izo Ry (Xyreens¥ 1) kn]

(2.9.1)
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As séries de potencias E, R, sao unicamente determinadas

por F; E e uma unidade, e nenhum dos Ri e uma unidade.

Demonstracao

Basta aplicar o teorema 2.7 para a série de potén

cias G = =~ Xg e encontramos
p p-1 -
X2+ Rp_l(xl,...,xn_l)xn ..+ ROy, X )
= - U(Xl'coo'xn) . F(Xl,...’xn)
Tomando-se X, = X, = ... = X = 0 nesta identi
1 2 n-1 =

dade, obtém-se do lado direito uma série de poténcias em X

que tem ordem > p.

Entao Ri(O,...,O) =0, 1i=20,1,...,p~1l e nenhum

Ri é uma unidade.

Ao mesmo tempo segue que U(o,...,o,Xn) precisa
ser de ordem zero, visto que do lado direito, conforme dis
semos, da uma série em Xn de ordem > p e do lado esquerdo
da apenas Xg que e de ordem p. Logo, 0(U(0,...0,X )) = 0(pe
lo teorema 2.4) e portanto U(Xl,...,Xn) @ uma unidade.

-1

Se tomarmos E = U ~, temos (2.9.1).

A unicidade de E e dos R, também segue do teorema

2.7 no caso especial de G = - Xg.



APENDICE 3

A PROVA DO TEOREMA DE DIVISAO DE PIERRE MILMAN DADA POR E.

BIERSTONE.|3|

O que vamos apresentar aqui sao os capitulos 9 e
10 do trabalho de E. Bierstone |3| (a ser publicado) em: sua

Integra.

No primeiro capitulo & apresentado o Teorema de
Extensao de Elias Stein (3.1) e no segundo a prova do Teore

ma de Divisao (3.2) caso C”.

_Escolhemos essa apresentacao de Bierstone por ser

mais clara e mais detalhada que a de Milman |22},

3. 1 - O Teorema de Extensao de E. Stein

Lo}

Consideremos o problema de estender fungoes C
definidas num dominio com fronteira no R®, para fungdes C°

no R™.

O Teorema de Elias Stein mostra que se a ffonteg
ra do domlnio @ localmente o grafico de uma fungao que satis
faz a condigéo de Lipschitz, entaoc existe um operador de ex
tensao que & continuo e linear na topologia C°. Este resulta
do sera usado para provar o teorema de Divisao de Malgrange-~
~-Mather. O problema de extensdo de fungdes C° de  conjuntos

fechados data de Whitney.

Comecaremos construindo uma "fungao de distancia

regularizada". A construgao usa uma certa decomposicao de
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um subconjunto aberto do R" em cubos. Uma partigao da unida
de baseada nesta decomposigao & exatamente a principal ferra

menta no Teorema de Extensao de Whitney.

Seja X um subconjunto fechado do R", Denotamos
por d(x,X) a distancia de x a X. A fungao d(x,X) & em geral
n3o mais diferencidvel no R" - X do que a desigualdade de

Lipschitz |d(x,X) - d(y,X)| < d(x,y) pode indicar.

Queremos substituir d(x,X) por uma "fungao " de
distancia regularizada" que & c” no R - X e que tem essen

cialmente omesmo perfil de d(x,X).

Para U C R" aberto, E(U) denota o espago das fun
goes C* em U, com a topologia C”. Entdo E(U) tem estrutura
de espago de Frechet, isto €, & um espago vetorial topologi

co, completo, metrizavel, localmente convexo.

3 .1.1 - Teorema

Existe uma fungao A € E(R" - X) e constantes by

k € Nn, Ty Cy todas independentes de X, tais que

(1) cyd(x,X) < 8(x) < c, d(x,X), ¥x € R" - X

k
3.8 (x)

Bxk

| |

(2) by a(x,x)i"

A

, ¥ k € N,

vx € R" - X .

A prova € baseada nos seguintes dois lemas. Dire
mos que uma colegao de cubos forma uma subdivisao do R? - x

. ~ . a ~ 2 -N .
se seus interiores sao disjuntos e sua uniao e R -~ X,



.111.
3.1.2 - Lema

Existe uma subdivisdo de R" - X em uma colegao I

de cubos fechados L com lados paralelos aos eixos coordena

v
-

dos, tais que

diam L < d(L,X) < 4 diam L

Demonstracao

Para cada inteiro p, subdividimos R™ em cubos fe

chados com lados de comprimento —L, pelos hiperplanos

3
i . .
xi—_‘—plondeli iinejl'-o-’]n
2

cada um percorrendo os inteiros.

Seja Zp o conjunto de tais cubos.

Seja Q_ = {x € R £ < d(x,X) < <

P 2P Pl

(onde ¢ @ uma constante positiva gque sera fixada brevemente),

e

seja Sp Cizp o subconjunto de cubos que intercep

tam o conjunto Qp.

Se L € Zp, entdo diam L = L0
oP

Se L € Sp entao existe x € L N np, tal que

XEQ
P

a(L,Xx) < a(x,X) < <

oP1




.112.

XGQP
d(L,X) > d(x,L) - diam L > < - /n

Entao se escolhermos c = 2/n, obtém-se

Us. = R" - X e ainda,
p P
d(L,X) 5_2—‘/-’-‘-1 =—;_’_‘-2-.-4-=4-@=4d1amL
2 2 4 2P
{ e
a(L,x) » Eﬁi— fi_._ﬂ = diam L
2P P P

ou melhor, diam L < d4(L,X) < 4 diam L para todo L € US_.
p
Entretanto, os cubos de gsp nao tem necessariamen

te interiores disjuntos. Se L, € S eL, €8S nao tem in
1 P 2 p2 -
teriores disjuntos, entao um estd contido no outro (Ll C L2

se py 2 pz). Dado um L € U Sp'
p

em USp, que o contenha. De acordo com a Gltima desigualdade,

consideremos o maximo cubo

se L'DL, entdo diam L' < 4 diam L. Como quaisquer dois cu
bos contendo L tem obviamente uma intersecgao nao trivial,en
tao cada cubo L € US, tem um Gnico cubo maximal que o conte
nha. Estes cubos mgximais tem interiores disjuntos. Seja I
a colecao dos cubos maximais de US_.

p

3 . 1.3 - Lema

(a) Cada cubo L. € I encontra somente cubos L' € T

tais que % diam L' < diam L < 4 diam L'.
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(b) Se L, € I, entdo existem no maximo 12" cubos

em I que tocam L.

Demonstracao

(a) Pelo Lema 3.1.2, d4(L,X) < 4 diam L. Entao se
L encontra L', entao d(L',X) < 4 diam L + diam L = 5 diam L,

e assim diam L' < d(L',X) < 5 diam L.

Mas, diam L' = 2Kdiam L para algum inteiro K. - En

tao, diam L' < 4 diam L.
A outra desigualdade segue por simetria.

(b) Se L € Zp' entao existem 3" cubos (incluindo
L) em Zp que tocam L. Por outro lado, cada cubo de Zp pode
conter no maximo 4% cubos de I de didmetro pelo menos %dian.

Entao (b) seque de (a).

3 .1.4 - Prova do Teorema 3.1.1

Se L € I, seja Xp, © centro de L e AL O comprimen

to de seus lados (portanto diam L = vn AL). Fixamos s
o < § < % , € seja L* o cubo que tem o mesmo centro de L,
mas & expandido pelo fator 1 + §, isto &,
K = -
L (1L + &§) (L xL) + Xp e
cada ponto de R® - X estd contido no maximo em

12" cubos L*. De fato se L, L1 € I, entao Li intercepta L se
e sO se L, intercepta L. Para ver isto, considere a uniao

de L, com todos os cubos de I que tocam Ll' Como o didmetro
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destes cubos sao todos ao menos % diam Ly, é claro que esta
uniao contém Li. Esta observagao também mostra que todo pon
to de R - X tem uma vizinhanga interceptando no maximo 12"

cubos L*,

Agora seja L, o cubo com lados de comprimento .
um, centrado na origem, e seja ¥ uma fungao c” tal que

o<V¥Y< le

Y (x)

1l se x € LO

¥ (x)

i

0 se x & (1 + G)Lo

Para cada L € I, definimos

- X
vy (x) =¥ [———-—— .
‘L
Entao
oKy 1 Xy [X T OX a
il I . el
k k k k
ax AL IX AL (diam L)

onde ak depende somente de k e n.

Definimos agora

aA(x) = ] (diam L) ¥ (x)
LEI
Note que se X € L, entao, pelo lema 3.1.2 .
d(x,X) < d(L,X) + diam L < 5 diam L. Também, se x € L%, en
tio, pelo lema 3.1.2, d(x,X) > d(L,X) - 7 diam L > 3 diam L.

Mas, se x € L, entao WL(x) = 1, e assim
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A(x) > diam L > 1 d(x,X) (a)
5

Como cada x estd em no maximo 12" cubos L*, entao

Mx) < ] diam L <2 12)® a(x,x) (8)
XEL* 3
(a) e (B) provam a propriedade (1) do teorema 3.1.1 - com

=4 n
e c, = 3 (12)°.

Cl—

vl

Para se obter a propriedade (2), observe que se

x € L*, entdo d(x,X) < 6 diam L e assim,

k a.
28 | <12 dlam L —K—— = 12“ak6|k|'ld(x,x)l"|k'I
" (@iam 1) |

Isto mostra que podemos tomarbk==12nak6|k|~l.

tha
¥y (x)
Se colocarmos ¢; (x) = ———— (e .". ] ¢, (x) = 1)
L ¥y (x) t
MEI E

obtém-se a "particdao da unidade de Whitney" no rR? - X.

3. 1.5 - pefinicao

(a) seja ¢: R"! 5 R uma funcao que satisfaz a
-condicao de Lipschitz [¢(x) = ¢(x')| < M|x - x'| para todo
X, x':€ Rn—l. Consideremos pontos no rR? como pares (x,y) ,

x e "L,y e r.

O subconjunto aberto
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{(x,y) € R" | y > ¢(x)}

€ chamado de um dominio especial de Lipschitz. Uma rotagao

de tal dominio também serd chamada de dominio especial de

Lipschitz.

(b) Seja @ um aberto do R" e 30 sua fronteira. Di

zemos, mais geralmente, que ¢ & um dominio de Lipschitz se

para todo ponto a em 3Q, existe uma vizinhanga aberta Ua de
a no R" e um dominio especial de Lipschitz Qa’ tal que

2 N Ua‘= Qa(\ Ua'

3. 1.6 - Definigao

Seja X o fecho de um dominio de Lipschitz Q. De

noto por E(X) o espago das fungOes continuas f em X tais que
(1) £/0 € E(Q)

(2) todas as derivadas parciais de f£/Q podem

ser estendidas continuamente para X.

Entao E(X) tem estrutura de espago de Fréchet de

finida pelas seminormas

K

£l = sup £t
XEK
12] <m
onde K C X & compacto, m € N e onde fK denota a extensao

L
E_i%[ﬂl para X.

X
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3 . 1.7 - Teorema de Extensao de Stein

Se X &€ o fecho de um dominio de Lipschitz @, en

tao existe um operador de extensao

E: E(X) » E(RY)

isto &, uma fungao linear contlnua E:E(X) »~ E(R") tal que
E(f)/X = £, para toda £ € E(X). Ainda, E pode ser escolhido
tal que para todo subconjunto compacto L do Rn, existe um
shbconjunto K de X tal qﬁe E satisfaz a seguinte estimativa.

Para cada m € N, existe uma constante positiva C tal que

K
B ¥ < clf]
m

Nota

Seeley e Mityagim provaram este teorema acima

no caso em que X & um semi-espaco fechado.

E suficiente provar 3.1.7 no caso de um dominio
especial de Lipschitz. O caso geral segue usando uma parti

cao da unidade.

£ conveniente trabalhar em Rn+l ao invés de R" .

1

Considere pontos em R como pares (x,y), onde x € R e

n

Y € R. Seja ¢: R’ » R uma funcao que satisfaz a condigao de

Lipschitz

lox) = ¢(x")| < M|x - x'| , ¥x,x' € rRD,

1

Seja @ = {(x,y) € ML, y > ¢(x)} e X =0 U Q.

Vamos provar o seguinte teorema,
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3 .1.8 - Teorema

Existe um operador de extensao E: E(X) - E(Rn+l

)
que satisfaz a seguinte estimativa. Para todo m € N e todo
subconjunto compacto L do Rn+1, existe um compacto K = K(L)
de X e uma constante positiva C (dependendo somente de n, m
e do M da desigualdade de Lipschitz) tal que

L K

lE(f)| =< c |£f| , ¥ £ € E(X).
m m
Nosso problema neste teorema & definir E(f) (x,y)

quando y < ¢(x), onde f & dada em X. Para x fixo, definimos

E(f) (x,y) para y < ¢(x) em termos de uma média conveniente

dos valores de f no segmento onde y > ¢ (x).

3 .1.9 - Lema

Existe uma fungdao continua V¥:[1,«») - R que & rapi
damente decrescente no «; isto e, ¥(t) = O(t-m) guando t -+ o,

para todo m e tal que

[ ¥(t)yat = 1, tkW(t)dt =0, k=1,2,...
1 1

Demonstracao

Podemos definir
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Para ver que esta fungao satisfaz as condigoes do

lema, consideremos a fungao holomorfa

1
e—w(z—l)4

no plano complexo cortado ao longo do eixo real de 1 ao =

Tomamos O contorno y ilustrado no seguinte diagrama

1

4
Como e w(z-1) decresce rapidamente quando 2z + =

obtém-se pelo Teorema de Cauchy que

1 1
4 4
_ 1 1 w(z=-1) dz = e w(z=1) e-l
Z2=
2ﬂi Y z
1
. k 4
L E2 gD g, 0 para k= 1,2,...
2ni Jy ®
3 .1.10 - Lema
Seja A(x,y) a distancia regularizada de X, como
no teorema 3.l1.l1l. Entao existe uma constante c (dependendo

somente da constante M de Lipschitz) tal que se (x,y) € Rn-X,

entao
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c Ax,y) > ¢(x) -y .
Prova

Seja I' (metade inferior) do cone com vertice no

zero dado por

r = {(x,y) : M |x| < |yl , vy < o}

Para todo a € Rn+l, denote por I'(a) o cone T trans

ladado tal que seu veéertice & a.

A condigao de Lipschitz [¢(x) - ¢(x')]| < M[x - x"
implica que se a € um ponto na fronteira de X, entao
r(a) € R® - q. Se (x,y) € rR? - X, seja a = (x, ¢(x)). Entao
(x,y) € T(a) e nenhum ponto de X estad tao perto de (x,y) do

que a fronteira de T'(a). Da geometria vé-se que a distancia

minima @ pelo menos

$x) -y
/1 o+ m?
Além disso, d((x,y),X) > olx) ~ y , e portanto
1+ M2

c Mx,y) > ¢(x) -y,

onde ¢ =5V 1+ M2 , pelo Teorema 3.1.1 .
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X a
a = (x,¢(x))
. . d(x) - vy
) - .- comprimento -
s g 1 + M2
(x,y)
‘T (a)
3 .1.11 - Prova do Teorema 3.1.8
Por conveniencia vamos escrever § = 2cA e assim

§(x,y) > 2(¢(x) - y) (visto que ca(x,y) > ¢(x) - y).

£ claramente suficiente definir nosso operador de
extensao para fungoes f € E(X) tais que f(x,y) = 0 guando

y > ¢(x) + 1. Dada uma tal £, colocambs

~
E(f) (x,y) = £(x,y) se (x,y) € X
Y E(E) (x,y) = | £l(x,y + t&(x,y))¥(t)dt,
1
(x,y) € R* - x
-

A integral esta bem definida pois

y + té(x,y) >y + 2(s(x) - y) = ¢$(x) + ¢(x) =

-y > ¢(x)l
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se t > 1 (lembre que y < ¢(x) no rR" - x).

£ claro que E(f) é ¢” no R" - X. Mostremos que
E(f) n pode ser estendida, junto com todas as suas deriva
R =X
das parciais, para a fronteira de 2. O argumento & tipico pa
2
ra, digamos, E_ELEL_ Temos
IX4
]
22e(8) _ |
ax? 1
J
+ () ts. +
J fjj( 't JW(t)dt
1l
+ | £ () (ke %v(b)dt +
Yy J
1
+ f ()ts..¥(t)dt
| I y( ) 33 (t)
1
22f 3f
(Aqui f£.. significa —= , f significa — , e (.) coloca-se
3] Bx? y oy
J .

para (x,y + té).

Seja (x,y) proximo de um ponto de fronteira bfnyo)
de 9. Entao §(x,y) - o e Gj continua limitada pelo teorema

3.1.1, enquanto que

J y(t)dt = 1 ,J ty(t)dt = 0 ,[~ t2y(t)at = 0
1 1 1
Entao os trés primeiros termos do lado direito

convergem para um total que & igual
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3 ..2 - Prova do Teorema de Divisao

3 ..2.1 - Teorema de Divisao de Malgrange-Mather

Seja U um aberto no rR" e ul,...,up € E(U).

p -
Seja p(t,x) = tP + ) u, (x) gPL
i=]

Entao existe uma fungao linear continua

E(R x yg) - E(R x u) x (E(g))P

f » (qf’rl,f"'°’rp,f)

tal que para toda £ € E(R x U)

f = qu'+ re

(X) tp—j

t e~ o

onde rf(t,x) =
J

L 3E

Na verdade os espagos acima sao mddulos sobre o

anel E(U), e a fungao & E(U)-linear.

Este resultado & uma consequéncia do seguinte teo

rema de divisao geneérica:
3 ...2.2 - Teorema

Seja P o polindmio genérico P(t,A)=tp+ § Aitp“i.
i=1
Entao existe uma funcao continua E(U)-linear

l+p

E(RxU) = E(RT PxU) x (E(RPxU))P

f e (Qfl Rl,f'...’Rp,f)
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tal que para toda £ € E(R x U),

f(t,X) = P(tp}\) Qf(tlxrx) + Rf(tl)‘l}.()l
P

onde Rf(t,x,x) R

(A, %) ¢P~3
73, f
:]-1.

Para ver que o Teorema 3.2.1 segue do 3.2.2, to

mamos u = (ul,...,up) tal que p(t,x) = P(t,u(x)). Entao

£(t,x) = plt,x) qelt,x) + ]

joils
; rj'f(x)t ’

1

onde qf(t,x) = Qf(t,u(x),x) e

f(x) = Rj’f(u(X),x).

r.
J.

Falta entao provar o teorema 3.2.2, mas na verda

de vamos provar um resultado mais preciso (devido a Pierre

Milman) que & formulado com o objetivo de se provar o teore

ma de divisao éor indugao sobre o grau do polindmio genérico.

Consideremos o polindmio genérico

p .
PP(t,n) = tP + § M tP7t
i=1
para qualquer inteiro nao negativo p (colocamos Po(t,k) = 1),
Entao para cada inteiro positivo p, podemos definir a fun
cao
P pP-1 P
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pela seguinte identidade polinomial:

PP (£, P(s,1)) = (t - s) PP L (t,m),

onde (s,u) € R x gP~1 isto &, a funcao AP & definida por
¢

-e

>
i
!

=

3 .2.3 - Teorema

Seja U um aberto do R". para cada p € N, existe

uma fung¢ao E(U) - linear continua

E(R x U) » E(RT™P x u) x (E(RP x u))P
P P P
£ |— (Qg Rl'f,...,R 'f)
tal que
(1) Para toda £ € E(R x U),

f(t,X) = Pp(t,A)QIE(t,)\,X) + RIf)(tl)‘lx)

‘onde RE(t,2,x) = § RE . x)tPTd
3=1 I

(2) Para todo inteiro pesitivo p,
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1 -1
Qg(trlp(sru),x)= QE- (€% - Q? (s,1,%) .

t~-s

Provaremos o Teorema 3.2.3 usando o Teorema 3.2.4
abaixo. A equagao Pp(t,x) = 0 define um subconjunto algébri
co fechado nao singular X = xP do Rl+p. De fato, X & o gra

fico da fungao

p-1 -
Ay == P = ] P 1
P 1=1

de maneira que a projegao (t,A) F——» (t,Al,...,Ap_l) do RLW>
sobre o RP reduz-se a um sistema de coordenadas - globais

p: X > rP sobre X,
. l+p P L P _
Seja nm: R + RY¥ a projegao canonica w(t,A) = A,

Denote por E_(X x U) o subespago fechado do E(XxU)
formado por todas as func¢oes que sao constantes nas fibras
-1 . ~ '
m “(A) x x da fungao ™ X iq4, -
3 . 2.4 - Teorema

Existe uma fung@o continua E(u) -~ linear

J: E_(X x U) —> E(RP x U)

tal que se h € E_(X x U) entao

- J(h) (A,x) = h(t,x,x)

para todo (t,)) € X e x € U.
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Primeiramente provaremos o Teorema 3.2.3, supondo
o resultado do Tecorema 3.2.4, ¢ depois provaremos o Teore
ma 3.2.4.‘Como a variavel x = (xl,..;,xnj Ae U nao entra em
jogo na prova do outro teorema, vamos simplificar nossa no
tacao desprezando U e x. E claro que as fungoes dadas em am

bos os teoremas sao E(U) - lineares.

Prova de 3.2.3

Primeiramente provemos o Teorema nos casosp =0 e

p = 1, e entao argumentamos por indugao sobre p.

Quando p = 0, o resultado desejado claramente acon

tece com

02(t,2) = £(t) e R} = 0

o
f

Suponha p = 1, e assim o nosso polindmio genérico

e Pl(t,k) =t + Ay Temos

1
£(t) - £0-ap) = (&) | X (st - (1-s)a))ds (a)
‘ . 0 ot

(esta & exatamente a formula de Hadamard).

Ent3o podemos definir

1 B
Q%(t,x) = M st - (1 - S)Al)ds
0 3t
1 1 el
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Pela definigéo de AP temos que Al(s,u) = - s, een

tao

(a) _
Qe - TEEL = £05)

Of(t, A1 (s5,m)
t - s

(o] (o]
Qf(tl)‘) - Qf(sr)\)

]

t - s

Suponha agora que o teorema tenha sido provado pa
ra 0,1,...,p-1 (p > 2). Denotemos pontos do Rp, Rp“l e Rp-2
[4

respectivamente por A = (Al,...,xp) PEY =(ul,...,up_l)

v = (vl,...,vp_z) e escrevemos

A(s,u) AP(s,n) , (s,u) € R x gP~1

\P"lr,v) , (r,v) € R x RP™2 .

]J(rr\’)

Entao

PP (t,A(s,ul(r,v)) = (t - s) PP (t,ulr,v)) =

= (t - s)(t - r)PP 2 (¢, v)

(a)

e assim A(s,u(r,v)) e simétrica em (s,r).

Pela hipdtese de inducao,



.131.

H.I -1 -1 -1
£(8) = PPTU (6,002 T (e, + RE T(t,m) =

It

PPl e, 0 e, - PP, 0B (s ) 4

+ PP e, 0B s )+ BB (e, =

PP, CoBHie,m - @@ (s, T

- - - (a)
+ PP, ek s+ BB e, =

.-l p-l
Qp (trU) - Q (SIU)
Pp(t'A(SIU)) £ £ +

t - s

'

j ij(s,u)tp'j (b)

1

onde le,...,Rpf sao dados por

P :
I Ryglene? - PPl (e, QR (s )
J= '

-1
+ R? (t,u).
Vamos mostrar que
ij(s,u(r,v)) = ij(r,u(s,V)) r 123 <P

(c)
De fato ,
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Cﬁfl(t,u(r.v)) -.Cﬁfl(s,u(r,v))

t-s

E20) - Erw Elsw - Bl

t-rr S -

t-s

() Q82 (£, v) = (s=r) B2 ()= (£-0) O 2 (8,9) + (£-r) B2 (x,v)

(t-r) (t-s) (s-r)

(-0 2 () = (1) 2 (s,0) + (81 ()

(t-r) (t-s) (s~-r)

B e utsv) - E e, uis,w)

t-r
Portanto (c) segue de (b) e do fato que
A(s,u(r,v)) = x(x,u(s,v)).

A fungao

P
(511111--- ,up_]) F_—*’ (SIA].(SIU) poes 'Ag-].(S'U)) =

s)

' (Srul-SrU2-UlS:~°-rUpFl'Up_z

do R x R’ no RP & uma fungao polinomial inversivel. Deno

te por n sua inversa.
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Para cada j = 1,...,p definimos a fungao

hjf € E(X) por hjf = ij on o é¢.

Mostremos que cada hjf € EN(X).

Considere dois pontos (s,1),(r,A) em X,s # r. En

tdo existe v € RP™? tal que

PP(t,2) = (t-s) (t-r)PP 2 (¢,v) onde

>
]

A(s,u(r,v)) = Xxr,u(s,v)).

Entao

(s,u(r,v))

n o ¢(s,n)
no ¢(r,x) = (r,u(s,v))

e temos
hjf(s,k) =lef(s,u(r,v)) = ij(r,u(s,v)) =

| = hjf(r,x)

O que mostra que hjf € En(X). Portanto podemos tomar

onde J:E_(X) - E(RP) & a funcao dada no teorema 3.2.4.
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para cada j = 1,...,p, a fungao f |[—— R?f

E(R) em E(RP) & continua e linear (3.2.4).

Mostremos finalmente que f (t

) -
. £
j= ]

divisivel por PP(t,)).

se PP(t,2) = 0, entdo A = A(t,u) para algum

u € Rp_l, assim

1%
ij(k)

i

ij(tIU) !

(a Gltima igualdade segue do fato que (t,x(t,u)) € X).

Entao

p .
£(t) - § RE_(0tPT) =
(t) j;l g (M)

P
= £(t) = VR, (t,tP™d = 0 por (b .
4mq JF
3=1
Em outras palavras, f(t) - E Rgf(x)tp*j
i=1

anula no conjunto de zeros de PP(t,A). Entdo esta fungao

divisivel por PP(t,2), pelo lema de Hadamard.

Temos agora

£(e) = PP(e, 0B (e, 1) + f RPf(A)tp"j
j=1 J

P
onde £(e) - [ RE. (1P

(thf) (A(t,un)) = hjf(tr)\(tlU)) =

de

E RP. (ntP7d &
1

se

[01)
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Claramente temos que a fungéo f [——» Qg de E(R)
em E(Rp+l) é continua e linear. Ainda, se A = i(s,u), obtém
se de (b)

-1 -
Qi-) (ttl—l) - Qifj 1(5111)

o (e, (s,m) = :
t - s

Isto completa a prova do Teorema 3.2.3 supondo o

resultado de 3.2.4.

Prova de 3.2.4

Seja h € EN(X).

(0]

Definimos uma fungao H = H- em n(X) por

H(A) = h(t,2)
onde A € 7(X) e t & um nilmero real tal que (t,A) € X.

Como n/X: X » RP & prdpria, entdo h |— H define
um isomorfismo linear contInuo do espago E?(X)~das fungdes
continuas em X que sao constantes nas fibras de m, para o}
espago EC(n (X)) das fungoes continuas nos suconjuntos fecha
dos m(X) do RP. Esta & uma consequéncia do seguinte lema

elementar.

3.2.4.1 - Lema

Seja f uma fungao continua do conjunto compacto K
sobre o compacto L. Uma fungao g de L num espago topoldgico

@ contInua <==> g o f & contlnua.
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Voltando a prova de 3.2.4, observe que se pé im

par, entao m(X) RP pois para cada » € RP, o polinomio
P(t,2) = PP(t,2) tem pelo menos uma raiz real. Se p_é par,

por outro lado, entao n(X) C RP . Neste caso, RP - m(X) e

#

convexo pois P & linear em A, e A € RP - m(X) <=> P(t,r)>0,

para todo t € R.

Note também que /X & um difeomorfismo em alguma

9P

vizinhan¢a de qualquer ponto (t,x) € X tal que — (t,)\) # 0.
‘ at
Sejam
U= {(t,k) e x: 2 (£,0) # o}
at J
— - P _ P v
ot

para algum t € R}

Entdo U e V s3o abertos em X e RP,respectivamente
e sao densos em X e 7 (X), respectivamente. Ainda, n/X & um
difeomorfismo numa vizinhan¢a de cada ponto de U. Entao

H/V € E(V).

Provemos as seguintes afirmagdes por indugéo 80

bre p.

(a) A funcdo H & C” no interior de m(X), e todas
as suas derivadas parciais estendidas continuamente para a

fronteira.

(b) A fungdo h |— H de E_(X) em E(n(X)) & contl

nua e linear.
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No caso de p Impar, podemos definir J(h) = H; e
a prova do nosso teorema esta completa (visto que 7 (X) = Rp,

neste caso).

Se p e par, podemos definir J(h) estendendo H pa
ra uma fungao C° no RP, usando o teorema 3.1.7 da extens3o

de Stein.

Para provar as afirmagoes (a) e (b), & suficiente

verificar as seguintes afirmagoes que serao provadas  por

indugao sobre a ordem m = |k| do multiindice k = (kl,...,kp).
| ~ BkH
(1) seja |k| = m. Entao “— (definida em V)  se
' A

estende unicamente para uma fungao continua H" em m(X). Ain

k

da, Hk on € E(X) e a fungéo h L~+ H” o n de Eﬂ(x) nele mes

mo e continua e linear.

(2) Seja |&| =m - 1, e (j) denota o multi Indice

cuja j-ésima componente &€ 1 e todas as outras componentes

sao nulas. Entao H£ e continuamente diferenciavel em
e .
int 7(x), e 2 - yt*+(3),
B?\j

De fato serd suficiente provar estas afirmagoes pa
ram = 1 (podemos entao repetir o argumento com cadafﬂj) onmn
no lugar de h,para obter as afitmacoes param = 2, e assim por
diante). Em outras palavras, devemos provar as seguintes

afirmagoes.

(1') Cada derivada parcial 35», definida em V, se
oA
j .
estende unicamente para uma fungao continua i (3) em w(X).Ain
da, H(J) om € E(X) e a fungao h |-—> H(J) o m de EW(X) ne

le mesmo & continua e linear.
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(2') A funcao H & continuamente diferenciadvel no

int (n(X)) e kL W H(j).

2
>

Para provar (l1'), recorde que a projegao
(t,2) |— (£,%) = (£ hgreeeidy )

de R1+p em R x Rp_l reduz-se ao sistema de coordenadas glo

bal ¢:X — RP sobre X. Compondo cada lado da equagao Hon/X =

= h com ¢_l, temos

p_ B,
H[Al,...)\p_l,—t - -2-1 ] =

_ -1
= (ho¢™h (Eayen ).
p Pl p-i
Se (Al,...,xp_l,xp) = Ogrevendggr = t —izl A R e v,
entao
5 (ho ¢ 1) sh o o 1) atho¢ )
[ (t,2), (t, ), ' (t, X{]
at o My
o 1 0 e 0
0 0 1 .. 0
= [———m, .,—3-‘-*—<x)] . -
3)\1 alp . .
0 0 0 ... 1
“R ) -tP S
ot
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[——-(t ) 28 (x>, Moy - LAy, ] .
3)\1 I

Para provar (1'), & claramente suficiente mostrar

o -1
que 3thod ) 2 givisivel por

ot
~ - p-l -
B e,1) =pt™h 4 ] (p- i)y P
ot i=1
(divisao & uma operagao linear continua). Pelo lema de
-1
Hadamard, e suficiente mostrar que 2thoo ) se anula
3p ot
quando — se anula.
ot
suponha 2£ (t,%) = 0. Entdo P(t,A) = 0, onde
ot
p-1
= P -i 2
A= (Al,...,xp_l, - t7 - izl Ap tP™Y), de modo que t e uma

raiz real de P(.,X) = 0 de multiplicidade pelo menos 2. En

—

tdo existem sequéncias {Ak} em RP e~{rk} {sk} em R, tais

k k k k K

que lim A7 = ), l‘l}.{m r =t = 1lim s, e (r ka)r (s l)\k) € X
2 ‘

k
para todo k.

Como h @ constante nas fibras de v, entao

-1
dhoe ) (¢,,..

) =
ot
- k -k
im0 e™H ) - hoo o7 (6,55
kV~>oo Sk - rk

como guerilamos.
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Falta provar (2').

Seja r = {)x € n(X):P(t,2) = (£t - a)p para algum a € R}«

Provemos inicialmente que H & continuamente dife
renciavel em todos os pontos do int n(X) - I'. Isto comple
tard a prova da afirmacgao (2') no caso em que p & par, pois
I entao cai na fronteira de = (X) (e portanto, int n(X) = I =

= int 7w (X) neste caso).

Considere (tO,AO) € R x RP tal que t° & uma raiz

real de P(t,A°) de multiplicidade k < p. Entdo

k p-
P(t,2% = (£ - t9 " PP k(t,no) para algum

n° e RPTK o pP7X (0 0y 4 0.

Definimos a fungao i: R® x RP™% —, RP pela seguin

te identidade polinomial
P k _p-k
P*(t,x(z,n)) =P (t,z) P (t,n) ,

onde (¢,n) € Rk X Rp"k. Entao A @ um difeomorfismo local em
todos os pontos (z,n) onde a resultante de Pk(t,n) e
pP-k (t,n) (como polindmio em t) & nao nula, porque sua re
sultante € o determinante Jacobiano —Dr (z,n). (Recorde
que a resultante de dois polinomios g(gég)nula <==> 08§ po
lindmios nao tem fator comum).

Defina ¢° € Rk por Pk(t,co) = (t - to)k. Entao

2% = 2 (¢%,n9), e as fungoes A (z,n), (t,A(z,n)) sao difeomor

fismos em alguma vizinhangca dos pontos (;O,no),(to,co,no)

respectivamente.
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Como Pp-k(to,no) # 0 entao Ppmk(t,n) # 0 numa
vizinhanca de (t°,n°). Entdo se
Pp(tﬂ\(cln)) = Pk(t,r,) Pp—k(t,n) = ) ==>

=> Pk(tlt_‘-) =0 .

Entao a fungao (t,z,n)—— (t,A(z,n)) induz um diagrama comu

tativo
Xk X Rp“k > xP
nkxid nP
rRX x rP7K A ~RP
onde as flexas superior e inferior sao difeomorfismos em

alguma vizinhanga dos pontos (to,c?no) e (co,no),respectivg

mente.

Pela hipotese de indu¢ao sobre p, segue que H
e continuidade diferenciavel em int = (¥) - T.

No caso em que p & Impar, ainda precisamos mos
trar que H & diferenciavel em todos os pontos de T, e
3H  _ H(j) =
—_— y J=1,...,p. Em outras palavras, precisamos
A

3

mostrar gque para cada 2% €er

H(A) - H(AO) = ‘H(j)(x)(xj - x?) +

j=1

+ 0(|x = 2°]) quando A » A©,
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Recorde que
r = {x en(X): P(t,x) = (¢t - a)P para algum a € R},

isto &, T & a curva parametrizada definida por

p
X (--1)i i} ai, i=1,...,p. Segue que )},

o

A~ podem ser ligados por um segmento de reta quebrado que,

exceto para X e AO, estd em RP - r, e tem comprimento no mé

ximo c|ax - AOI, para alguma constante c. De fato existe

u € RP - T tal que os segmentos unindo 2°aue poa i tem
a propriedade exigida.

Como H & continuamente diferenciavel e 8 H(J)

DAL
em RP = TI'(= n(X) - I') entdo J

H(}) = H(p) =
3

i~ T

(3) - BN
lH (>\)()\j UJ) +O(|)‘ ul) ’

p
H = B0 = [ 10 g + 0w

j=1 1

Somando-se estas duas equagoes e usando o fato que
H(J)(A) - H(J)(u) = 0(1) quando IA—AOI + 0 obtém~se o re

sultado desejado.

Isto completa a prova do Teorema 3.2.4.



CAPITULO II

O LEMA DE NAKAYAMA E CONSEQUENCIAS

II.1 Preliminares Algébricos

Neste paragrafo vamos recordar alguns conceitos e
resultados de algebra sobre andis, ideais e médulos, estabe
lecer algumas notagoes necessarias na sequéncia , assim como
fazer uma pequena motivagao sobre o Teorema de Preparagao de
Malgrange Generalizado, que & o objeto de estudo do capltulo

seguinte.

II.1l.l. Proposicao

Seja R um anel comutativo com unidade e I um

ideal de R. Entao

- R -
I & maximal <=> = & um corpo.

I
I1.1.2. Definicdo
Seja R um anel comutativo com unidade. Dizemos

que R & um anel local guando R possui um finico ideal maxi

mal.

II.1.3. Proposicdo | 3]

Seja I um ideal prdoprio num anel comutativo com

unidade. Entao I nao contém nenhum elemento inversivel.
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II.1.4. Proposicao |73

Seja R um anel comutativo com unidade. Entao todo

ideal proprio de R esta contido num ideal maximal.

I1.1.5. Proposicao | °|

Seja R um anel comutativo com unidade. Um elemen
to z€ R & inversivel <=> 2z nao pertence a nenhum ideal

maximal de R .

II.1.6. Definigdo |9
Seja R um anel comutativo com unidade. O radical de

Jacobson do anel R & a intersegao de todos os ideais maxi

mais de R e & denotado por rad R.

II.1.7. Proposicao ||
Seja R um anel comutativo com unidade e I um seu

ideal. Entao

I C rad R<=> ¥ 2z € I, 1+2 & inversivel em R.

Prova

( => ) Seja IC rad R e suponha que exista 2z € I
tal que 1+z & nao inversivel . Por (II.l.5), l+ 2z pertence
a algum ideal maximal M do anel R. Como z € rad R, zeM
e portanto} l =142+ (-z) € M. Mas, isto significa que M==R,
o que é& impossivel. Portanto, ¥z e€I , 1+2z & inversivel em
R.

( <= ) Suponha que ¥z &I, l+z & inversivel em R

e que I ¢ rad R. Pela definicao de radical, existe um ideal
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maximal M de R tal que I ¢ M. Sejaa € I e a M.
Como M & maximal vem que (M,a) = R . Assim o elemento uni
de 1 € R pode ser escrito na forma 1 = m+ra com m€ M
e r € R escolhidos convenientemente. Entao m=1-ra € 1+1I

é inversivel em R (pela hipdtese), o que & absurdo pois ne

nhum ideal proprio contém elementos inversiveis.

I1.1.8. Proposicdo |5|

Num anel R um elemento a € rad R <=> 1 + ra tem

inverso em R , ¥r € R,

Prova Imediata a partir de 1II.1.7.

II.1.9. Proposicao

Seja N o conjunto dos elementos nao inversiveis do

anel R comutativo com unidade. Entao

N é& um ideal em R <=> N = rad R

Prova
(=>) (1) Mostremos que rad R C N. Seja 2 € rad R,

Entao z pertence a todos os ideais maximais de R ,

Entdo z & nao inversivel (por I1I.l1.5) e portanto, z € N.

(1i) Mostremos que N C rad R, Seja N ideal de R e
z € N. Entao, ¥r € R , rz € N. Ainda, 1+ rz & N pois se
l+rz.€' N entao 1l = 1l+rz+ (- rZ) € N, o que contraria a
definigao de N, Logo 1 + rz € N, isto & 1+ rz & inversivel

em R, ¥ r € R. Portanto, por II.1.8, z € rad R.

(<=) Trivial, pois o rad R & sempre um ideal de R,



CAPITULO II

O LEMA DE NAKAYAMA E CONSEQUENCIAS

ITI.1 Preliminares Algébricos

Neste paragrafo vamos recordar alguns conceitos e
resultados de élgebra sobre anéis, ideais e mddulos, estabe
lecer algumas notagOes necessarias na sequéncia , assim como
fazer uma pequena motivagao sobre o Teorema de Preparagao de
Malgrange Generalizado, que & o objeto de estudo do capitulo

seguinte,

II.l.1. Proposicao

Seja R um anel comutativo com unidade e I um

ideal de R. Entao

I & maximal <=> % & um corpo.

I1.1.2. Definigio

Seja R um anel comutativo com unidade. Dizemos
que R & um anel local quando R possui um finico ideal maxi

mal.

II.1.3. Proposicao | 3|

Seja I um ideal proprio num anel comutativo com

unidade. Entao I nao contém nenhum elemento inversivel.
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Seja

WY‘: (f € c: (RY) : £(x) = o)
(o]

o

(a) | & um ideal de c:o (R™)

(a.1) ™\ é um subgrupo aditivo de C: (rR"

o

)

Sejam E, 5 dois germes em”hl . Mostremos que

h=¢f- g E'Yq-. Um representante de h & a fungao h=f-gon

~

de f e g s30 representantes dos germes f e g, respectivamen

te. Entao h(xo)= (f - g)(xo)= f(xo)— g(xo) = 0o=-0 = 0. Logo ,

Ee*f?.

(a.2) Se f e“hq e % € C: (R") entdo g. £ G*Y): se

~ ~ o
f e g representam f e g respectivamente, entao

(g f)(xOL = g(xo) f(xo) = g(xo). o = 0. Logo g £ G'WYl pois
g £ @ um representante de g f e (g £) (x,) = o.

(b)“ﬂl é um ideal maximal de c: (R™)

o
seja (A um ideal de C: (R™) tal que

(o]
) cQcc, (R) e OF
~ o

. Entao existe f € O. tal que
£ ﬁWTI. Sendo f um representante de £ sabemos entao que

~

£ (xo) # o. Pelo teorema da conservagao do sinal existe um

aberto U contendo X, tal que f nao se anula em U . Portanto,

a fungao g = 1 estd definida em Ue & C°. Entdo ,  como

5 € C: (R") e f e O. tem-se que 5. feO.. Mas, g. f = 1.

o

Q
n .
Logo, 1 € X e Cl==cxo (R7). Assim,WW] & ideal maximal.

(cYYTlé o Unico ideal maximal de C; (R7)
o

Esta unicidade estd provada em (b) pois se Q. &
um ideal maximal de C;o (R"), diferente deYYl entao  existe

f € Q. tal que £ ¢‘YY], isto &, tal que f(x,) # o onde f & um




representante de f. Portanto, % € C; (Rn) e 1= %. £ e Qa
£ o £
isto &, QL= Cy (R") o que & absurdo.

(@]

Conclui-se entao Que C;O (Rn) € um anel local e o
seu ideal maximal, representado por*Yl, € o conjunto dos ger
" mes com meta zero. Entao podemos concluir também gque todo i
deal proprio 1I de C:o (R™) tem a propriedade : sz €I, o
elemento 1+ 2 & inversivel em C;o (R™) . Dpe fato, como todo
ideal prdprio esta contido num ideal maximal (II.l.4), vem
que I C'YPVVisto que'YT\é o Unico ideal maximal neste anel).

Logo z e”ﬁl e portanto, por II.1l.10, vem que 1+z & inversi

vel.

(d) Sendo C; (R") um anel comutativo com unidade
0

e YYl um ideal maximal conclui-se por (II.l.l) que o guocien

c, (RD)
te —2—— & um corpo.

Mostremos que este corpo & isomorfo ao corpo dos

numeros reais. Para isto seja,

o C: (R") —+ R a funcio definida por
o

0 (E) = meta de E, isto @, se f € £ entao

O(E) = f(xo). Mostremos que
(d.1) © & homomorfismo de anéis
0(f+g) = (£+g)(x)) =£(x,)+g(x))=0(f)+ o(g)
O(f. g) = (£.9) (xg) = £(x5) . glx,) = 6(E) + 0(g)
onde f € E, g € 5 e sabendo-se que

f+g€§+<§ e f.gEE.a‘.
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(d.2) 0 & sobrejetiva : & Obvio pois sempre exis
te uma fungéo diferenciavel que num dado ponto, assume deter

minado valor. Basta somar a fungao constante.

(d.3) Ker © =“Yz visto que,WWl & o conjunto dos

germes com meta zero.

Assim, pelo teorema do homomorfismo de anéis, vem

Quando x, = o ainda podemos afirmar o seguinte so

bre o ideal maximalWYl:

(e) Se xy, ..., x s3o fungdes coordenadas, entdo

771 € gerado pelos germes ;l’ ooy X

n
Seja £ G'Yfl. Entao f£(o) = o, onde f & um represen
tante de f. Entdo

1

1
: df(tx g o0 ey tx ) n '
1 n of
£(Xqpoeey X )= dt=| ] =(tx,,...tx )x, dt=
1rett T l at L::Laxi 1 n""4
0 0
1
‘X‘ 3f rz‘
= X —— tx ,...,tX ) dt= Xg.(X '-c'X)
151 i Bxi 1 '"n i1 1i7i' 71 n
0
1
— 3f - . - ~_n ~ ~
onde g,(x) = | = (tx) dt & diferencidvel. Logo f£=7 X, 94
ox =]
i

0
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II.1.12, Dpefinicgao
Seja R um anel comutativo com unidade.

Um méﬂulo M sobre R (ou um R - mddulo) & um grupo
comutativo M, cuja opéragao denotaremos por +,munido de uma

lei de composigao externa
R x M~ M
(a, x) =-— ax

tal que, quaisquer que sejam a, al, a2 € Re x, X1 %o e M

valem

e i .

X + a,X

(a1 + az) X = a 2

(al az) X = a; (azx)
a(x1 + xz) = axl'+ ax, .

1l x=x

Um submddulo S do R - mbdulo M € um subgrupo de M

tal que R, S C s.

II,1.13. Definicao e Propriedade

Seja M um R - mddulo e I C R um ideal de R.

O conjunto IM, definido por

: r.
;M = {meM: m=lzlqimi, o, €I, m; € M, ¥r}

@ um submédule de M. Logo, podemos pensar nho quoc:ier).'t:ev--l\:L

. NS ‘ ™

Sua estruturxa de R - mdédulo se identifica entao a uma estru
- , R

tura de modulo sobre o0 anel quociente E (Com efeito, tem- se

om=0 para todo m 6'31, desde que o € I).
M
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Por exemplo, se M & um mddulo sobre o anel C: (Rn)
o
eI =771 o ideal maximal de C, (Rn), entao a estrutura de
o)
Cy (Rn) - modulo do quociente -~ se identifica a uma estru
o M

tura de espago vetorial real
® n
Cy (R7)

(visto que —_— e * R)

=

II.1.14. Definigdo

Dizemos que um R - mbdulo M e finitamente gerado

quando existe um subconjunto finito {ml, +e+r m.} de elemen
tos de M tal que para todo m € M existem Ayr ees AL € R tais
que m = a;my LI & a.m..

Observe que, neste caso, se I & um ideal de R en

tao

H

IM {m € M: m a, € I}

"o
I e~am
Q
3

i

II.l.ls.‘Observaqaes

0 submddulo gerado por Xyr oeerXy é denotado  por
< Xy oesey X, > R e tem como elementos todas as combinagées
lineares dos Xy i=1, ..., r com coeficientes em R.

Ao contrario do que ocorre na teoria dos  espacos
vetoriais (isto &, mddulos sobre um corpo), a expressao de

um elemento m em termos de "geradores" My, eeey M, €M geral,

r

nao & Gnica, mesmo que o conjunto {ml, con mr} seja minimal.
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II.1.16. Definicdo

Sejam M e N dois R - médulos;JUha"apiiéagéo 6o M =1

& um homomorfismo de R - médulos quando para todo a, b € M e

todo r € R

a(a + b) = a(a) + a(b)

bu(ra) =-ra(é)

E claro que se o & homomorfismo dos R - mdédulos M e N entao

a(M) & um submbédulo de N.

I1.1,17. Proposicao

Se M; e M, sdo submddulos dd'R - mddulo. M entdo

R’

II1.1.18. Definigdo
Seja ¥ : R = S um homomorfismo de anéis.

(a) Seja M um R - mddulo e N um S - médulo. Uma ‘a

plicagdao o : M —> N & dita um homomorfismo sobre ¥ se

‘afa +b) =a(a) + a(b) e a(ra) = ¥(r)a(a), para todo r € R

" e todo a, b€ M.

(b) Um homomorfismo misto sobre ¥ & uma quintupla

(e, B, M, N, P) onde

M & um R - mddulo
N e P sao S - modulos

6 : M — P e um homomorfismo sobre V¥
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B ¢+ N —+ P & um homomorfismo de S - mdodulos

(c) Um homomorfismo misto &€ dito do tipo finito se

M & finitamente gerado como R - mddulo e P & finitamente ge

rado como S - mdodulo.

I1.1.19. Seja M um R - modulo e ¥ : S —» R um homomorfismo

de anéis.

Nesta situagao, usando a estrutura induzida por ¥,
podemos considerar M também como um S - mddulo. Isto &, defi
nir a lei de composigao externa S x M —> M por

(S'm) —_—- Y (S)m.

‘ . n -
Em particular, se £: (R, o) —> (Rp, 0) e um ger
me com fonte e meta zero, de fungao diferenciavel, existe um

homomorfismo de aneis

. o p ‘ (] n
£* CO (R¥) = Co (R)
dado por
o > f£* (a) = a0f, ¥ a € Cz (Rp).

Podemos entao considerar todo C: (R") - médulo como CZ(RP) -
modulo via f*. Observe que a passagem da estmnuradecz (R%) -
modulo de M & de C; (RP) - mddulo & uma "restricdo dos esca
lares" : isto significa que nao se considera mais, em CZ(Rnh
gue o subanél f*(C: (Rp)). A estrutura de C: (Rp) - modulo

é entao, em geral, mais fina que a de CZ (R™) - mddulo.

A formulacao algébrica, do Teorema de Preparagao ,
que estudaremos no capitulo seguinte, estabelece uma condi

cao suficiente para que um C; (R") - mddulo finitamente gera
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do seja também finitamente gerado como CZ (RP) - mddulo via

f*, Veja os trés exemplos que seguem.

 II.1.20. Exemplo A |27|

Seja o germe f : (Rn, o) ——r (Rp, o) onden <p ,

com posto maximo.

Seja M = C.

o (RM), o qual & obviamente um C:'(Rn) -

modulo finitamente gerado. Afirmo que M & um C: (RP) - modu
lo finitamente gerado via o homomorfismo de anéis
)

* . -] p [ -]
£* C0 (RY) = CO (R

De fato, como f tem posto maximo e n < p existe um

difeomorfismo h : V — B, X W de uma vizinhénga vce R de

o = f£(o) sobre um aberto U  x W C rR" x Rp-n,ﬁo,o) €EUxW ,

£(u,) € Vo) tal que (h o f) (x) = (x, o), péra cada x € U_.
Seja g € C; (Rn). Como

a(ny (x,0)) = (gon oho £)(x)=(go n0h) (£(x)-=

g(x) =,

i

W(E(x)) = £*X(u)(x) = f*(u)(x) .1

onde ﬁl ¢ R® x RP7® —, R"

(x, y) — x, € a projegao candnica,
w=gom o h € C: (RP) e & claro que a fungso constante

1(x) =1, ¥ x € R” & um elemento de C; (Rn).

Assim, M & um CZ (RP) - mbédulo finitamente gerado

(0 gerador & a fungao constante igual a 1) via f*.
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II.1.21. Exemplo B |27]
seja £: (R,0) —= (R,0) germe de fungao tal que

f(k)(o)'= o para todo k = 1,2,... .

Seja M = C:(R), o qual, obviamente, & um C;(R)—mé

dulo finitamente gerado.

Mostremos que como C;(R) - modulo via f*, M nao

e finitamente gerado.

De fato, se fosse M = < Agr eees AL >, dado aqual

quer a € M, existiriam Ggr seey @ em CZ(R) tais que

r
a, =]
f*(a,)a, = (a,0f)a . (B
L R 1

a =
i

Ne—H

Seja a matriz definida por

a, (o) a, (o) <vea_(o)
5 - aj (o) a, (o) cee aéfo)
L a{r-l)(o) aér-l)(o) ces aér-l)(o) i

Derivando a igualdade (Bl) obtemos para todo j

j = 1,2' c e
a0 =] (0808 0 =] o P (0) 3,
1=l 1=1
(k)

visto que f (0) =0, K=0,;1,2, . .
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Assim
a (o) _ ay (o)
a' (o) a, (o)
. = B . . Logo B é inversi
. . vel.
L a(r"'l) (0)_ B ur. (O) B

Se a(t) = t¥, temos que a(o)=a'(o)=...=

.e a(r)(o)'=- r! £ o (B3).

Portanto, neste caso temos

i ul"(O) ] KN
a, (0) - o} ,
2. = B 1 . = 0 . De onde vem
: : ‘ ai(o)==o, i=1,...2
L oy (o) | o
e.de (B')‘vem ue a(r) (o) = g o, (o) a(j)(o) = 0. (B,)
| 2 K T i A L

Chegamos entao a uma contradigao entre (By) e (B,). Logo M

nao & finitamente gerado como C; (R") - mddulo via f*.

II.1.22. Exemplo C |27]

n+1l

Seja m : (R ;, O) =+ (Rn, o) o germe da‘projegéo

candnica =w(t, y) =y, o qual tem posto maximo.

Rn+1 n+l

Seja M = c> | )~

o ), o qual, obviamente, & um C;(R

mddulo finitamente gerado.

Mostremos que M nao & finitamente gerado como



c (Rn) - modulo via n*,

o

De fato, se M fosse finitamente gerado como CZ(Rn%-
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modulo via n* existiriam ays ++ss @, em M tais que, para

do a € Cz (Rn+l

r .
a =j£1 v*(uj) aj, isto‘e '
(cy) ( ) f (
C a(t,v) = o
1 j=1

numa vizinhan¢a de o = (o, ©0) € R

Derivando sucessivamente a igualdade (Cl) em t

obteremos

fa
——i(o,o)
ot

Se B

entao

T (c

)
= “a,(0)
j=1

i

ot

’al (0,0)

aal

D

ot

r a(o,0),

2a

(o, 0)
at .

5 (r-1)
ot ¥

(o0, 0)

(0,0).

r
o n)(t, ¥) aylt,y) =]

l+n

3 a,
———% (o, 0).

) existiriam Gyr eeey o €M C: (R") tais que

i=1

e« o 0 0000000 a0

aj(y)aj<t, y)
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logo B & inversivel.

Tomando-se a(t,y) = t* obteremos

»a ‘.8(r-l)é
a(0,0) CER e (0,0) = s ‘= ""‘"}:’T_ (O'o) =0 e
ot ot™ : %
RPN ¢ 5 '
3 ra (0,0) =x! # o0
at ¢ N ' P
! ”bé-kdj) seque, para este cééo,”di(d) = (), A=1,...,r
a(x)
e de (C2), — (0,0) = 0, contrariando o fato de que
: ot
(r)
.a ra (0,0) = r! # o.
ot '
Assim, C. (Rn+l) nao & finitamente gerado com

o

CZ(R“) - modulo via w*.

II.2. Lema de Nakayama e suas consequéncias

Faremos neste paragrafo um estudo sobre um lema de
grande importadncia no capitulo seguinte. Embora este resulta
do seja conhecido como Lema de Nakayama, afirma. Matsumra |21]
gue este & devido a T. Nakayama, G. Azumaya e W. Krull, sen
do a prioridade obscura e que embora ele seja usualmente cha
mado de Lema dé.Nakayama, o falecido Prof. Nakayama era con

trario ao nome.

I1.2.1. Teorema |7, |15], |19|

Seja R um anel comutativo com unidade } oas A —+ B
um homomorfismo de R - mddulos e I um ydeal em R tal que 1l+z

é inversivel, ¥ z € I. Suponha B finitamente gerado e
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a(A) + IB = B..

il

Entao a(A) B.
" Prova

Como a:A —+ B & homomorfismo de R - mdodulos sabe

mos que ao(A) € um submdodulo de B e portanto podemos definir

o R - modulo quociente

. Seja C = B e portanto, C &
o (A) o (A)
R -~ mbddulo.

Mostremos que C = {o}.

Pela hipotese o(A) + IB = B e resultados da teo
ria dos mdodulos temos

C = B _ q(A)+1IB _ I B

o (A) o (A) o (D)

=IC, i.e, C = IC .

Como B & finitamente gerado temos que C & também
finitamente gerado e seja, portanto, {al, ey an} um conjun

to de geradores de C como R - mdédulo. Como a, € C e C = IC ,

i
n
existem z; € I tais que ay =jleij a; o+ 1= 1, e, n.

n
Entao jzl(éij - zij) ay =o, i=1, ..., n.

Como det (§ z =+ 1+ 2, 2 € 1 seque, da

15 " %)

hipdtese, que det (§,. =~ zij) é inversivel. Logo a matriz

i3

(Gij - zij) é inversivel e, portanto, o sistema homogéneo
I
(6,. - 2,.) a. =0, 1i=1, .., n
j=1 13 i3 73
admite apenas a solugao trivial aj =0, jJj=1, ..., n. Logo
C=<a a, > p = {o}. Entao pela definigao de C tem-

se que afA) = B,
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II.2.2. Teorema |“|, |9]
Seja R um anel local e’“q o seu ideal maximal.

Suponha A um R - mddulo finitamente gerado e "MA = A

Entao A = {o}.

Ainda, com as mesmas hipoteses, se B e C sao tam

bém R - modulos tais que A, BC Ce A C B +“(Y\A entao A C B.
A primeira parte segue de II.2.1 tomando-se
a: A —> A 0 homomorfismo identicamente nulo e lembrando que

o ideal Y\ satisfaz a propriedade : 1 + 2 é inversivel ,

¥ oz e'“\fver I1.1.10) exigida em II.2.1.

Para a segunda parte, supondo que A C B +’YQ§ vem

que A c B +YQA pois
ANB B

a) por II,1.17  —2 - BT B

AN B B

A ' B + A
AN B B

Logo, . Ainda podemos: ver que

E.i:ﬂ%ﬂ QWT\ i . De fato, seja a aplicagao W:WYIA — BEA

B ANDB - B
dada por ¥(ma) = ma + B.

£ claro que ¥ & um homomorfismo sobrejetor e

Ker ¥ =-A (B, Como“*l A JI%A_ , conclui-se o  isomor
A B A NB ' ‘
fismo ‘acima.
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Assim, —2 Cf“] A | Logo, —2 =Yq A e
ANB ANB ANB ANB

da primeira parte segue = {0}, ou seja A =ANB e por

ANB
tanto, A C B.

II1.2.3. Teorema |1!5| |!6]
Seja R um anel local ew*lo seu ideal maximal.

Seja B um R -~ modulo finitamente gerado e A um

submodulo de B tal que A +WYIB = B.

Entao B = A.

Prova

Este resultado segue de II.2.l1 tomando-se o = iden

tidade restrita a A e I =YY\.

II.2.4.  Teorema |16] |28] |30

Seja R um anel comutativo com unidade e I C R

ideal de R tal que 1 + z @ inversivel em R, ¥ z € I.

Sejam A e B submdodulos do R - médulo M com A fini

tamente gerado. Entao
(1) B+ Ia DO A => (ii) BD A

Mais ainda, a igualdade em (i) acarreta a igualda

de em (ii).
" Prova [39]
Suponha B $ A. Sendo A finitamente gerado e
B+A D A mas B ¢) A, podemos encontrar al, es ey ak em A

tais que
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B+ < a

R a‘k >R) A, mas B+ <« a2,...,akt>Rj)A.(a)

Seja C = B + < Ayr eeer 3 >p

Como B+ IA DA e B+< a cevr A Ip = C tem-se

2’

C+ IA DA (B) e C+ < a >p D A.(y)
Assim,

A(g,)c+ 15(%)c+,1 [C+< a; >R'.] = C+IC+I<a; >p =

= C +_Ia, isto &, ACCH+ Ial.

1
Em particular, como a, €A, a,; = c za; para al

gum c € C e algum z € I. Dai, (l—z)al==c e como - z € I, por
hipbtese, l-z & inversivel, de onde seque que ‘a; = (l-z)_]c ,

~ 0 que mostra que a, € C.

1
Dai, C+ < a; >p = C e, por (y) conclui-se que
A CC, o que contradiz (a). Portanto, A C B.

Ainda, se B + IA = A vem que BC A e como da ' pri

:‘méi;a parte A C B vem que A = B.

II.2.5. Teorema ||

Seja R um anel, 2 C R um subanel de Re A um R=-md

}

dulo. Se existir um inteiro positivd k tal‘que Z‘A = 0 e se

ZN = A entao A = o.
" Prova
Sendo .'ZA = A entao
2 ’ _ _

" Z2°A = 2A; z3A = 227, ... , Z°A =

Como por hipotese, ZkA = o conclui-se sucessivamen
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- - 2 .
te que Zk ! A =0, Z'k 2 A =0, «e.y ZA=o0edal 2A = 0. Co

mo ZA = A tem-se, portanto, que A = 0.

II.2.6, Lema |21|

Seja R um anel comutativo, M um R - moédulo finita

mente gerado e I um ideal de R. Suponha IM = M.,

Ent3c existe um elemento a € R da forma a = 1+x ,

X € I, tal que a M = o.
Se ainda I C rad R entao M = o.

Matsumura enuncia e prova a versao II.2.6, mas faz

uso do Lema na seguinte forma :

I1.2.7. Teorema |2!|

Seja R um anel, M um R - mdédulo, N e N' submddulos

de M e I um ideal de R.
Suponha que M = N + IN', e que ou (i) I € nilpoten
te ou (1i) I C rad R e N' & finitamente gerado. Entdo M = N,
" Prova

No caso (1) temos

No caso (ii) aplicamos a versao II1.2.6 para n
N

Em |25| encontramos a seguinte versdo do Lema de
Nakayama, denominada pelo autor de Lema de Krull -~ Azumaya

simplesmente.
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II.2.8. Teorema |25]

Seja M um R - mddulo finitamente gerado e N um

submddulo de M tal que M = (rad R)M + N,.

Entao M = N.
'Prova
~Seja M' = M Ent3o M' & um R - mbdulo finitamente
gerado e ainda, M' = (rad R)M'.. Entao por II.2.6 temos M'=o

e, portanto, M = N.

Temos os seguintes corolarios do Lema de Nakayama .

 II.2.9. Coroldrio |7|
Seja R um anel comutativo com unidade, I um ideal

de R tal que 1 + z & inversivel, ¥ z € I e que R contenha o

corpo E.
N Suponha A um R - mddulo finitamente gerado e B um
submodulo de A tal que para algum inteiro k, dim A < K.
k+1
Entdo 1A C B. I~ "A+B
" Prova
Seja A' - A gue & um R - modulo.
B
Como dim < k segue que dim, - < Kk,
E w1 = E g1 0 ™
1 A+B I A

Entao temos a sequencia de k + 1 espacos vetoriails

sobre E

Al C A' C C Al C A'
IA'  12A' = far T Rty

- , sendo o}
]
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maior deles de dimensao < k e o menor deles de dimensao > 1.

Logo, existe s, 1 < s < k, tal que

A =15t A =1 (1%a)
Entao, por (II.2.4), conclui-se que 1°a' = o.
k., _ y _ A k
Portanto IT'A' = 0 e sendo A' = = tem-se que I ACB.
B

II.2.10. Corolario |19

Seja S um subconjunto finito do R,

©

S
um submodulo de A tal que para algum inteiro k

. , A ~ s d
(i) dlmR TS B < k. Entao (ii) qu A C B.
W\S A+ B

Seja A um C (R") - mddulo finitamente gerado e B

" Prova

-

Este corolario e apenas um caso particular do coro

(R") e I =**1s .

Um outro caso particular bastante usado & dado por:

0 8

lario anterior para R = C

II.2.11. Corolario |30]

Seja A um C; (R") - mddulo finitamente gerado e B

um submddulo de A tal que para algum k dim A

= k : *lasB
‘Entao WT\ A CB.

Nas condigoes do corolario II.2.10 & possivel con

< k

cluir que o submddulo B & também finitamente gerado como

C; (Rn) - submodulo de A. Mais precisamente,
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II.2.12. Corolério |!9]
Sob as hipdteses do corolario I1.2.10, existe um

conjunto de geradores de B (sobre ce (R™)) tendo ndo mais do

S
+
_ que 'a(nkk) elementos, onde a € o numero minimo de elementos

num conjunto de geradores de A.

Prova

Primeiramente, consideremos o caso quando S & for
mado por um Gnico ponto.

-

Como'qu A & finitamente gerado e A 8 de di

, s »

mensao finita,qu A + B & finitamente gerado. Entao um cog

junto de geradores do B - mddulo WQSB e um conjunto de gera

dores de B, pelo Lema de Nakayama. Mas,

B . . n+k
dlmR ; < dlm R ]+l < dJm k+l <a ( K )
Me B qq v\s
onde a primeira desigualdade seque do fato que?ﬂ?BJD' §+l A

(pelo corolario II.2.10) e a ultima de (!?], lema 1.4).
A prova para S com um nimero finito de elementos

segue por aplicacao do seguinte resultado :

. ‘ n ~ oou o0 [vs] )

" — =
Se § = [xl, ooy xn} C R entao Cq Cxlx...x an(u
e-h1§ =“ﬂ1xl X oo XWYIX (produto cartesiano)
. n

Seja S = {xl, ooy xn}:. Sejam

Axi=A ® Cx ' BX =B @ C

i i i

(produto tensorial sobre C: )
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Assim, Ax e um Cx. - modulo e Bx. e um QX.— sub
. i i v i i
modulo de A_ .
Xy

£ facil verificar que (II.2.10.(i)) é satisfeito

para C A , B em lugar de c” » A, B respectivamente.
Assim, podemos concluir que BX & gerado como C: - mddulo
- n+k 1
por no maximo .a( ) elementos.
Como Cs = Cxl‘x ves X an onde para toda
£ = (£, ... , ) € C, (£, € Cxi) e para todo
fb = (flbl y *ee g fsbs)
\ - n+k
Assim, o fato de que cada Bx e gerado ror . a( )
i :
elementos ou menos como um CX - médulo implica que B & gera
: i
do por .a(n+k) elementos ou menos como um CS - modulo.

k

IT.2.13. Corolario |9], |18
Seja R um anel local e *YLO seu ideal maximal.
Seja A um R - mddulo finitamente gerado.
Entad —- évum espago vetorial de dimensao finita

A R

sobre o0 ., corpo —_—,

&

Seja ¢:A-—ﬁ-—é— a projeg¢ao natural e Vir eee 0 Vg
A
base deste espago. Escolha €ys «oe 4, € em A tais gue
¢(e;) = v,y i =1, ..., n, Entdo ey, ..., e forma um conjun

to de geradores de A.
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' Prova |?|

Como a agao de R em A claramente induz uma acido de

A - - - LY -
—E—em —— ve=-se que A € um modulo sobre o corpo-IL, isto e,

M ma ™A

um espago vetorial

R, A A
momMa ma
(x +WYz, a +WV1A) — ra +WN1A

Para mostrar que dim }

o
R

um conjunto de geradores do R - mddulo A e seja u um elemen

< OO’ seja {al' a e e ak

to de A . Escolho a em A tal que ¢(a) = u e escolho ri€IL
A
i= l}YL.. , k tais que
a = rlal + ... t Yy ap - Entao
u = Lrl]¢(al) + oo+ [rk]¢(ak) ,

onde [fi] denota a classe de equivaléncia de riﬂem—5~. Assin,

¢(al), e v ’¢(ak) forma um conjunto de geradorés de.;%; .

| Reciprocamente, seja {Vl, oo vn} uﬁé base do espa
¢o vetorial -2 e €11 ooy € escolhidos em A tais que
¢(e1) = 'vi:h}A= 1, ... , n. Seja B o submddulo de A gerado
POr €y, «ee 4 €.

- Entao A = B’+VYLA visto que a) B +YQ§ C A trivial
mente e b) se a € A, ¢(a) = [rl] Vi et [rn] v, e entao

e, + .. + ry en-ks oon s GNQA, isto e, a € B +W]A.

171

Sendo A finitamente gerado, B submddulo de A  tal

que A = B +"ﬁ\A segue pelo Teorema II.2.4. que A = B,
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Logo A & gerado por {vl, e vn}.

IT.2.14., Notas

(1) Quando R = C: (R") entdo -2~ & um espago ve

(o) A
torial real. Vq

(2) Pelo corolario II.2.13 sabemos que se M & um

CZ (R™) - mdédulo f£initamente gerado, entao M € um espago

- TQM
vetorial real de dimensao finita.

A reciproca desta afirmagao & falsa |!®| : seja no
anel C; (R) o ideal I dos germes f tais que f e todas as suas
derivadas se anulam no zero. Este & um CZ (R) - modulo. Tem-
se que I =Yq; e portanto —1; = {0} . Mas, I nao pode ser

finitamente gerado , pois senao ele se reduziria a zero, con

forme o corolario II.2.13.

I1.2.15. Podemos aplicar o Lema de Nakayama para mostrar que
o anel local C; (R”) ndo & Noetheriano, isto &, CZ (R™) admi
te um ideal que nao & finitamente gerado.

P
De fato, sabemos que“H\ = ggi”\k e um ideal de

© N
C, (R7).

Se'WT fosse finitamente gerado e comoYT§=fW\.Tq?
viria por (II.2.2) queWYf = 0, 0 que & absurdo. Portanto,WYT

é um ideal de C: (R?) que n3o & finitamente gerado.

1I.2,16. £ fundamental, para o estudo das singularidades de

aplicagdes diferenciaveis, a solugao do seguinte problema :
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se M & um C: (R") - mddulo, em que condigoes M & finitamen
0
te gerado como Cy (Rp) - mddulo via o homomorfismo
Om
£* . Cy (Rp) —— Cx (Rn) induzido por £ : (Rn, xo) —~+(Rp,y°)?
o) o)

E, evidentemente, necessario que M seja do tipo fi

nito sobre C: (Rn), conforme exemplo em II.2.14. Ainda, de

o
Tqy «M
o

acordo com o corolario II.2.13, e necessario que
de dimens3o finita sobre R. A resposta desta questao & o Teo

seja

rema de Preparacao de Malgrange generalizado que sera estuda
dé no capitulo seguinte, para o qual precisaremos das seguin

tes observagoes :

(a) (£* ) « M & 0 mesmo que. .M onde o pri
quo Yqyo -

meiro conjunto utiliza a estrutura de C: (Rn) - modulo en-
o
quanto que o segundo conjunto utiliza a estrutura de C; (Rpr-
-0
modulo (via £*).

(b) £* =< £, oo, £ > CcC. (R & o ideal
gerado pelas fungoes componentes de f enquanto que‘f*qu.) é
0

a 1magen1de'Yqy por £*, que nem sempre & ideal de Cz (R™) .
0 o



CAPITULO 11X

 FORMULACOES ALGEBRICAS DOS TEOREMAS DE PREPARAGAO E DIVISEO

- O TEOREMA DE PREPARACAO GENERALIZADO -

Neste capitulo procuramos dar as diferentes for

mas algébricas dos Teoremas de Preparagao e Divisao incluin-

- do versoes para germes, multigermes, jatos, germes que de
\

pendem continuamente de um parametro, mddulos que nac = sao

necessariamente C:(N) - médulos. Versoes envolvendo élgg

bras diferenciais, algebras analiticas e algebras formais

podem ser encontradas em |[15].

Procuramos dar suas consequéncias, bem como pos
siveis relagoes com os Teoremas de Divisao vistos no  pri

meiro capitulo.

Podemos comegar com uma verséé bastante simples
do Teorema de Divisao Poiinomial que conforme o lema I;l.7
para n = 1 diz:

"No espago das fungoes analiticas no aberto
U C C, o espago vetorial dos polindmios de grau p - 1 & um
complemento do ideal < P > gerado pelo polindmio de grau p,

p .
p(t) = tP + Y citp t, cujas raizes estao na vizinhanca U

i=1
do zero".|3|
No caso C",de acordo com o Lema I.2.4 podemos
dizer:
"Seja g € C?o o) (R x R") upa fungdo regular de
’

C(o,o)(R x RN)

<g>

de

ordem p em t. Considere o0 quociente
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oo

C(o O)(R X Rn) pelo ideal gerado por g. O lema I.2.4 diz
14
que este quociente, como C;(Rn) - mddulo, & gerado pelas

~ i .
classes das fungoes t7, o < i < p."

Conforme notagao de I.1.3 podemos enunciar o]

Teorema de Divisao assim:

"Se ¢ € 0 é regular de ordem p em t entao pa

1+n

ra toda £ € 0, , existem q € 0 r € On[t] de grau r < p

l4n’
tal que £ = ¢q + r (g e r Gnicas)"

ou

0
, . l+n - -
" - "
0 quociente $TUI:; & um 0n modulo de posto p".
Lembramos que On = k{xq,...,%x,}, k = Rou¢C, € o anel das
séries de poténcias convergentes nas variaveis XireworX .

Conforme vimos, no corolario II.2.13 e observa

[=°]

¢oes subsequentes, sabemos que "Se M & um Cq (R") - mddulo
o
finitamente gerado entao M & um espaco vetorial real de
M pago

dimensao finita" e que a reciproca desta afirmacao & falsa.

Passaremos agora ao estudo de uma versao algébrica do Teore

ma de Preparagan, denominado Teorema de Preparagdo de

Malgrange Generalizado, que dara condigoes necessarias e su

ficientes para que um C; (R™) - mddulo finitémente gerado
o

seja um C; (RP) - mddulo finitamente gerédo.
o

III.1 - Teorema de Preparacao de Malgrange Generalizado |19},

1271

seja f: (R",0) — (RP,0) germe de funcao C° ,

f (o) O.
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n

Seja M um Cz(R ) - mddulo finitamente gerado.

Entao M & um C;(Rp) ~ modulo finitamente gerado
- M

(£5 700y o)

dimensao finita.

via f* <=>

€ um espago vetorial sobre R de

Prova

Para que nao haja confusao vamos denotar =X € R?
e 0=y, e RP,

A prova sera feita em dois passos.

Passo 1l: Sejam as projegoes m: RP x R — RP e

t: RP x R — R. Provemos o teorema no caso em que n = p+l ,

X, = (yo,o) e f = n, Seja {al,...,aq} um conjunto finito de

elementos de M que gera M como um C: (R") - mddulo e cuja
o)

imagem em M geram-no como espago vetorial sobre R.

(£% v, M
My,

Entao, qualquer a € M pode ser escrito na forma

* © n
onde Cy € Re zi € f (YQXO)CXO(R ).

Em particular, como cada a; € M, existem cij €R,

243 c f*(YQyo)C:o(Rn) , 1 <1i,j < g tais que

g9
ta,= ) (c.. + z,.)a. _ (a)
i 421 i) ij_ ]
Seja A o determinante ltéij - Cyy " zijl onde
834 & o sImbolo de Kronecker.

Desenvolvendo-se o determinante, vemos que A e
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-

regular de ordem p onde p < g, visto que A e um
- yoxR,yoxo
polindmio monico em t de ordem g. Entao pelo Teorema de Di

visao I.2.6 aplicado a A segue que para toda f € C; (Rp+l),
o
: ® .n - © D .
existem g € CXO(R ) eh (hl""’hp)’ hi € Cyo(R ) tais
que

P
£=ga+ ) h, tP73 |
3=1 -

o (P |
Ou seja, =~ ) é finitamente gerado como
A.C (RPT) - +1
o CX (RPTH)
c® (RP) - mddulo via n* (visto que mo 71 & gerado por
Yo acy (RPTT)
o

tp_l,tp—z,...,l como C; (Rp) - modulo via u*),
o ,

Por outro lado, da equagao (a) acima e da regra

de Cramer segue ha; = 0, 1 = 1,...,9. Logo &M = 0 e dai
Cx (Rp+l)
- O -
M e um — v modulo.
a.Co (RPTT)
o
Ainda,o fato que M & finitamente gerado como um
o (P
Q - - mddulo implica que M & finitamente gerado
a.co (P
X
0.

como um C> (RP) - mddulo via wn*. De fato, qualgquer que seja
O .
a €M temos

q q p-1
a= ] w.a ) [é-ﬁ + Ir .t?]a =
S L
q q p-l .
- z q Aa -+ z z r..tja.
i=1 * 1 i=1 j=0 +J .
= z r..tla comr,. € ¢~ (RP) .
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Portanto, {t]ai,j=0,...,p—l,i=l,...,q} gera M co

mo C.. (Rp) - mddulo via w*,
Yo

Passo 2: Seja ¢: (Rn,xo) ——+(Rn,0) um germe de
funcao C” inversivel. Fatoremos f como segue:

n (£,0) "n n-1 "2
(Rx)) —— & x ’Y, (y_,0) —— (R° x " ",m_(y_,0))—> ...~

Ty LEY
- (Rp X Rr'"z (ﬂ3..."n(Yo:0)') ) e (Rpryo)

onde Ty s (RP x Rk,(yo,O)) —— (RP x Rk—l,nk(yo,O)) é o ger

me da projecao candnica

Rp X Rk e Rp X Rk_l

(Zyay,eeery) |—— (zyay,...08, ;)

Para cada k, 0 < k < n, damos a M a estrutura de

c’ (RP x R¥) - mddulo induzida por
(yqs0)
*
(“k+l ©...o0om o (f£,9)) .
Quando k = 0, esta & a estrutura de C~ (RP) - md

o)
dulo via f* que demos a M no enunciado do teorema visto que
g

f = ) O Ty O ... O " o (f,9) .
Do fato que (f,¢)* & sobrejetiva e M & um
C: (R®) - mddulo finitamente gerado segue que M & um
(o]
CTY O)(Rp X Rn) - mddulo finitamente gerado via (£,0)*.
le) 4

Agora, por inducao decrescente em k, provemos
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que M € um CT (Rp X Rk) -~ modulo para todo k, 0 < k< n.

Yor0)
Assim & suficiente cumprir o passo de indﬁgﬁo.

Suponha M finitamente gerado como C?y 0)(ﬁ%d*ﬁl)—
ol

- modulo. Entao

(f*YQyo).M;= (ﬂﬁ+l 0 ... 0 wif“]yo.m

(onde no lado ééquerdo da igualdade M & considerado como
um C; (R") ~ mddulo e no lado difeito M & considerado como
© ° P . pktl - o
C( 0)(R X R ) - modulo).
Yor
Assim, se Y\ denota o ideal maximal de
o P k
C(YO,O)(R x R,

(f*“}y M CL(ni+1'T\)M
o

M - & finitamente gerado co

("§+1'Y1)M

mo espago vetorial sobre R.
! R R .

Em particular

Em particular, as hipGteses do teorema sao satis

feitas para Ter] €M lugar de f.

. Assim, podemos aplicar o passo.l para ver que M

é finitamente gerado como um C?y O)(Rp X Rk) - modulo.
N . . O ’ . .

Isto completa a prova do passo de indugao, e tam

bém a prova, pois o caso k = 0 & exatamente a afirmagao do

teorema.

,

IIXI.2 - Notas sobre Teorema III.1l

III.2.1 - Esta primeira versao apresentada do Teorema de

Preparagao de Malgrange Generalizado, devida a Mather émais
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geral do que a obtida por Malgrange que sc refere a "alge
bras diferenciais" que sao quocientes de C: (R™) .

o
I11.2.2 - O Teorema III.l1 & uma generalizagao do teorema

de divisao I.2.6: Seja no teorema IIXI.1 f = =: R x "—R"

0 e RV*L y, = 0 € R e

dada por w(t,x) = x. Sejam X

tpg(t) onde g (o) # 0.

F ¢ C;(R x R") tal que F(t,o0)

Precisamos encontrar ¢ e h = (hl,...,hp) satisfa
zendo as condigdes do Teorema de divisdo I.2.6.
Co (R x R%)
Seja M = onde < F > & o ideal de
< F >

Cz(R x R") gerado por F.

M & um CZ(R x R%) - médulo e & finitamente gera

do (& claro, visto que, ele & gerado pela imagem do 1 em M)-

M _ Co(R x RY)
O espacgo vetorial = - visto
. 7qp(R M <FyXqpeee o X,>
que (R7) = <X7,...,%x_>: ideal gerado pelos germes das
o 1 n

fungdes C~ indicadas.

(Para se obter a identificagdo desejada basta considerar a
E C, (R x R")
fungao de M » dada por gh<F> }—» g+<F, Xypees X %)
<F’xl’ > o ,Xn>

Mostremos que M € um espago vetorial de

T, (&)

dimensao finita. Primeiramente, afirmamos que

<F,Xl,...,Xn> = <tp,Xl,‘o.'Xn> *

Seja £: R — R dada por £(s) = F(t,sx) onde

(t,x) € R x R® & fixo. Entdo



F(t,x) - F(t,0)

1 1 n
2(1)-L(0) = J & (s)as = J ] %2 (t,8x)ds =

o ds o 171 Xy
n
= ] %9, (t,x)
i=1
1 3.1;" “ I3
onde g, (t,x) = ——(t,sx)ds & de classe C .
: 0 axi

) n
Assim, F(t,x) = F(t,0) + ] x,g,(t,x) isto &,
i=1

F(t,x) = tPq(t) +r, re Xpreen X >

Como g(o) # 0, g € C*, g & inversivel numa vizi

nhanga do o e obtém-se

<F,x1,...,xn> = <tp,xl,...,xn>

‘ . C(RXE)
Assim uma base para o espago vetorial

<F;xl,..,,xn>
& dada pelas imagens de [l]o,[t]o,...,[tp_ljo; Aplicando o

Teorema III.1 deduzimos que M é finitamente gerado como
C:(Rn)f~_m6dulo via n*. Pelo corolario III.2.13 do Lema de

Nakayama as imagens de [l]o,[t] ..,[tp"l]o, geram M como

o’”*

um C:(Rn) - modulo. Assin,

el, = [ro]o[ijo + e lE]g + e * [rp_l]o[}p"l]o + v

onde V estd em <F>. Seja V = [qF]_ e entdo, numa vizinhanca
ido o em R x R? temos:
Gt,x) = q(t,X)F(t,X) + £ (x) + r ()t + ... +‘rp_l(x)tpfl,

PR L PR RO
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Em |16 ~ pag. 174| podemos encontrar também uma
situagao particular onde o Teorema de Preparagao de Malgrange

Generalizado equivale ao Teorema de Divisao.

III.2.3 - A prova de que estabilidade sob deformagoes impli
ca em estabilidade infinitesimal & um calculo envolvendo na
da mais sofisticado que integragéo de certos campos veto
riais. Isto nao & verdade para a afirmag¢ao recIproca. A pro
va de que estabilidade infinitesimal implica em estabilida
de sob k-deformagoes, para todo k, €& feita em |%| |18] usan

do o Teorema de Preparagao de Malgrange Generalizado III.1,.

III.3 - Corolario |27|

seja £: (R",0) — (RP,0) germe de funcdo c”.

Dado um C:(Rn) - modulo finitamente gerado M e
{al,...,aq} C M, denoto por Ei’ i=1,...,9 as projegSes de
. M
ay no quociente —————— ,
(> M
leo

As afirmagdes sao equivalentes:
(i) Os elementos a,, 1 = 1,...,9 geram M como
i

C:(Rp) - modulo via f*,

(11) Os elementos 31 i =1,...,q9 geram.._wﬁLWM.
(fWW} M
como espago vetorial real. Yo

Prova

Imediata a partir de III.1 e do corolario II.2.13

do Lema de Nakayama aplicada ao Cz(Rp) - modulo M (via f*).
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III.4 - Corolario |27|

-} n p ’ © n
Dados f € C(O,O)(R RY) e ¢l"°"®r em CO(R ),

sao equivalentes: ‘
(1) Os elementos ®1,...,¢r geram CZ(R“). como
c_(RP) - mddulo via f£*.
(41) Os elementos'3l,...,$r geram o espago veto
c” (RM)

rial real o .

(£*, )€ (R
o

(31 € a imagem de ¢, pela projegao Cg(Rn) >

o]

oo ')
<f*w&)coa9)
(o]

Prova

Imediata, visto que este corolario & exatamente

o corolario III.3 no caso em que M = CZ(Rn).

III.5 - Coroldrio |39

seja f: (R®,0) — (RP,0) um germe de fuﬁgSO c”.

Seja C um C;(Rn) - mddulo finitamente gerado.

Entao C pode ser considerado como um CZ(RP) - md
dulo via f*.

" Seja A um Cg(Rp) - submédulo de C finitamente ge

rado .
B um Co(Rn) - submodulo de C

Se (i) A + B + f*quC = C entao (ii) A + B = C.

Prova

Seja C' = e 1t C ~—C' a projecao candnica e

@ O

seja A' = n(A). Entao (i) implica em (iii) A' + f*TqPC'4= ok

como C;(Rn) - modulos.
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-

Agora, A' e um C;(Rp) - mddulo via f* e se consi

derarmos C' como um CZ(RP) - modulo via f*, podemos escre
1 + L ]
ver (iii) como (iv) A 'ﬂlpc C

(visto que f*qu e igual a"hlp se no seqgundo considerarmos

a estrutura via f¥*)

Como A' & finitamente gerado sobre CZ(RP) (visto

que A é finitamente gerado sobre C:(Rp) -~ submodulo de C)

segue que é finitamente gerado sobre C;(Rp) e entao

Mp®' |
P

& também de dimensao finita como espago vetorial real.

1 L
C é exatamente c

W 50" 1

tamente gerado como C:(Rn) - mbdulo o Teorema III.1 nos ga

Mas,

e como C' & fini

rante que C' & finitamente gerado como Cg(Rp) - médulo via
£*.

Entao de (iv) e do Lema de Nakayama segue que
A' = C', de onde vem que A + B = C,

II1I1.5.1 - Notas sobre Teorema III.5

(a) Wassermann denomina o corolario III.5 de Teo
rema de Preparagao de Malgrange e apesar de enunciar o Teo
rema III.1 ele faz uso da versao dada em III.5 e nao daque

la dada em III.1.

(b) O corolario III.5 € uma versao devida a Mather.

(c) O corolario III.5 & um caso particular daver

sao dada em III.6 a seguir.
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III.6 - Corolario |30]

Seja f: (R",0) — (RP,0) um germe de funcao c”.

Sejam C um CZ(Rn) -~ modulo finitamente gerado , B um

C;(Rn) - submddulo de C, A um CZ(Rp) - submddulo de C fini
A

R'WXP.A

(1) A+ B+ (£% +WN\§*1)C = C implica (ii) A + B = C.

tamente gerado, k = dim . Entao

Prova

Esta sera omitida pois serad repetigao da  prova

dada em III.13.

III.7 - Lema |30}

Seja M um C:(R) - mddulo ciclico. Entao para to

do inteiro nao negativo k,'Vq?M & um submodulo ciclico de

M e dim M < k.
R k -
.M |

Ainda, se N & um Cg(R) - submédulo de M e
; M _ ~ r e e e .;“1‘5 T
dimR 5 r < » entao N —'“\'.M (.. @ ciclico) e se

\ M _ ~ o ‘

q;mR =+ ® « entao N CV’{\M.

(nota: um mddulo ciclico & um mGdulo gerado por um Gnico ele

mento)
Prova

Seja a um gerador de M e x o gerador candnico de

-

_’WY\. Entao WY\ & gerado sobre CO(R) por x e assim \T\M
gerado sobre C:(R) por xKa e, portanto, é ciclico.

Ainda, a,xa,xza,...,xk—la gera __%,_ sobre R e
Y oM
M ’n‘\- L]
dai, dimp —— < k. |

WY\;M
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Seja agora N um submodulo de M e suponha que
LM 5
dlmRT? = r < o
Como N C N +'hqf+lM, dim M T < dimR %§-=r
"N o+ m
e pelo corolario 1I1I.2.11 do Lema de Nakayama vem que

NY{M C N. Logo dimRniim > dimR%% = r. Mas, pela primeira

M
E M .
< r. Portanto temos:
R Y, B —

YY\M

=r e TT{M C N. Logo, a inclusao

parte, sabemos que dim

M _
dimRTT =r , dim

M
R'\‘Y{M
YY{M C N ndo pode ser propria, isto é,“w{M = N.

Suponha, agora, dim Moo e N ¢. Y M
p ’ g ] R N W\ -

Entao para algum elemento b € N existe um maior
inteiro s tal que b€ quM. Mas, entao existe um nimero

real ¢ # 0 e um elemento w E'“I.tal que

]

il

b [ex® + xsw(x):]a

Como ¢ + w(x) é uma unidade em C;(R)'segue que

x%a € N e entao quN C N. Mas isto implica que dimR%% é fi

nita, o que contradiz a hipotese.
. N cwt.M
I1I1.8 - Teorema |30]

Seja f € Y|,. Seja C um C;(Rn) - mddulo  finita

mente gerado. Entao C & também um C:(R) - mdédulo via f*. Se
jam

A um C:(R) - submddulo ciclico de C

B um Cz(Rn) - submodulo de C

D um C:(Rn) - submodulo de C tal que dimR%% é

finita.



.184.

Se (1) A + B + [fwnll +‘vq§]D D D entdo (ii) A + BD D

Ainda, se f € ’Y‘qj entao (iii) V‘an C B.

Prova
Seja D' =B +DeA' = AND., De (i) vem
. 2 '
[] % [
(iv) A +B+[f’¥'fh+ﬂln]D. D'.
Seja k = dimR%% . Entao dimRil < k e entao pelo

Dl
corolario II.2.11 do Lema de Nakayama W\ﬁc cCD'.

Agora, como C & finitamente gerado sobre CZ(Rn)

C - . D'
dime——— finita e portanto dlmR;EEE—

e
|YiC
k - " A =] n
Ainda,'h\nc € finitamente gerado sobre CO(R ) de

onde vem que D' & finitamente gerado sobre CZ(Rn).

também & finita.

Agora, A' & um C;(R) - submbédulo de A e

dilei < dilea < k < », Assim, pelo Lema III.7, A' &€ um
A' D'
-] - L d » ing : !
C (R) = modulo ciclico e entao dim A < 1.
o fat
l '
Entao podemos aplicar o corolario III.6 para

(iv) e concluir que (v) A' + B = D'. Mas, isto implica que

A+ B DD.

Agora suponha ainda que £ E"ﬂ}i. Entao
2
* X ' % 1 = "
£ \Yh_C:WNI e (v) implica que A' + B + f quD D' e como

' 2 ® - = ' - \ At N
A' & um C_(R) submdédulo de D' tem-se que *ﬂlA C f*WYuD

] ) ]
D < dimg A < 1.

B + f*WhD' A

Pelo corolario II.2.11 do Lema de Nakayama

D' C B + £*WD' C B +‘YY\§D'.

Mas entao pelo Lema de Nakayama tem-se anD' CB

‘e portanto, dimR
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¢ dal MlnD C B (pois ¥qnn'c;n meqnan)c;|¢a» YWJHWQ&)Q_B

e como'WlnB(:'hlnB+'h1nD segue o resultado).

I1II.8.1 - Mather prova um resultado semelhante a este com
hipoteses mais gerais, mas com uma conclusao mais fraca (co

rolario III.14).

I11.9 - Teorema de"Preparaqﬁo"de Malgrange para Multigermes

191 127

seja £: (R",s) — (Rp,y) um germe de aplicagao

Cc” onde S & um subconjunto finito do R",

Seja M um C;(Rn) ~ mddulo finitamente gerado.
se —2 - & um espago vetorial real de dimen
f*w .M -

sao finita entao M e finitamente gerado como Cy(Rp) - mbdu
lo via f*.

Prova

Basta usar o Teorema III.l1 e o seguinte fato
Cg(Rn) = C: (Rn) X a0 X C: (Rn) (produto cartesiano)

v : 1 r

qu =.qul Xooee x'Wlxr (produto cartesiano)
onde S = {xl,...,xr}.

I1I.9.1 - Sotomayor |27| usa este teorema para provar que
estabilidade infinitesimal de ordem p implica em estabilida

de infinitesimal local,

O Teorema III.9 pode ainda ser generalizado:
seja S C R" uma subvariedade fechada. Definimos C;(Rn) co

mo o conjunto dos germes em S das fungoes de c™((rM) , e de
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finimos W) como o ideal de C”(R") formado pelas funcgoes
que se anulam em S, Podemos considerar C;(Rn)CchxRﬂf’x R) e

7WS(Rn)(:ﬂYlS(Rn x R) através da projecao natural n*,

Nestas condigoes vale o seguinte resultado:

III.10 - Teorema |27|]

Sejam f: R" 4—>Rp, s C R" e L ¢ RP subvariedades

fechadas tais que £(S) C L. Seja M um C;(Rn)‘— modulo fini
tamente gerado tal que M é finitamente gerado como
£2vq, (RP) .M |
®nP
Cp,(RY)

— - médulo via f*. Entao M & um C;(Rp) —‘médg
£+ g (R )CL(Rp) :

lo finitamente gerado via f*.

IITI.11 - Teorema de Preparagcdo na forma de Malgrange |%||}5]

seja £: (R™,0) — (RP,0) germe de aplicagao C”.

Este induz o homomorfismo de anéis
x. ®ipPy ® nh
f*. SO(R ) > CO(R )

e o homomorfismo de anéis de séries de poténcias formais

. | C, (R%) ‘
f*: E(p) — E(n) onde &(s) = ~———2— = R[[x;,...,x]].

XY\S
As seguintes afirma¢oes sao equivalentes:
-] n 00‘]’1 ‘ ’oo’lp_
(1) Opreeerdy € CO(R ) geram CO(R ) gomo COKR )
- mddulo via f*,

(11) $l;...,$k‘qeram €(n) como £(p) - mddulo via

(iii) ¢l"“'¢k representam geradores do espago
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co(RM)
* @ rN
£*MCoq (RY)

(iv) $l,...,$k representam geradores do  espago

vetorial real

vetorial real ; f(n) .
f*qu.E(n)

Prova

A equivaléncia de (i) e (iii) & o corolario III.4.
[(1) = (11)] segue trivialmente quando passamos para jatos.
[(ii) = (iv)] Esta & simples e basta pfoceder como na par

te correspondente no Teorema III.l.

[+ ] n _ -] n
[(111) = (iv)] De R{¢q,...,0, )} + £ Co (R = C (RY)  se

e <« n - - - 2.0 - _-
gue usando j: CO(R ) — e(n) que R{¢rh..+¢k}4—f*nhf(n)—ehﬂ.
c_(R™)
[(iv) = (iii)] De (iv) e lembrando que &(n) = ———— te
c_ (R™) n
mos que é de dimensao finita.

oo n o
pCO(R ) +N11n

Pelo Lema de Nakayama deduz-se que

k+1

k
Mn S "Mn
n o f © n 0o
quc (R™) +W1n W\pco(R ) +W1n
Wv\k
a menos que ———— = n — = 0 de maneira que (para algum
Mo (BN 4
Yf\k
k a = 0. Isto sighifica que

)
©, n ®
YY\pCO(R ) +van
kt:'“lpcw(Rn) +Yf\w Q'YWPC“(Rn) +YT\k+l, que pelo Lema de

Nakayama vem queNY[ Cf“lpc (R"), e portanto,

Cg(RM Co(RY)

Yy - oo k
Wlpco‘Rn) mpco(an) £
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¢ (RM)
(o] n [+0]
w\PCO(R ) +an

la projecao e assim & gerado sobre R por Opreeerbye

o]

O Gltimo espago & a imagem de

II1.12 - Teorema |19]
Seja f: (Rn,s).;—>(Rp,y) um germe de funcao c”.
Suponha que (a,8,A,B,C) & um homomorfismo do ti

po finito sobre f*: c;(Rp)' — Co(R") | Entdo

(1) a(A) + B(B) + f*YﬂyC = C iﬁplica (ii) o (n) + B(B) %:C.
Prova

Sendo (o,B,A,B,C) homomorfismo do tipo finito
sobre f* sabemos que: |
(a) A & um C;(Rp) - mddulo finitamente gerado
(b) B e C sao Cg(Rn) - médulos

(¢) at A —+C & homomorfismo sobre f*

(d) B: B —C & homomorfismo de C;(Rn) - modulos
(e) C & finitamente gerado como C;(Rn) - mdédulo.
. _— C ' . ~
Seja C' = 5 (B) e p: C —C' a projecgao.
Entao C' & finitamente gerado como C;(Rn) - mbédu

lo. De (i) seque que (p o0 a) (A) + f*Yqu' = C' e se conside
rarmos C' como um C;(Rp) - mddulo via f* entdo, a igualda

de resulta que (iii) (p o a) (A) +*qu' = C',

Como A & finitamente gerado como C;(Rp) - modulo
epoona €um homomoffismo de C;(Rp) - modulos segue que
' © - -

€ é finitamente gerado como Cy(Rp) - mddulo e entao de

M

dimensao finita como R-espago vetorial.

Cl

Mas,wqyc,

_ c'
*
f W‘y.C

e entao pelo Teorema IIT.10
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C' & finitamente gerado como C;(Rp) - médulo.

Entao pelo lema de Nakayama (iii) acarreta que

e .
= ' LI S =
(p 0 a)A C'. Como C 5B) temos (p o o)A A (B) e sendo

p a projegéo C ;_*ET%T vem que o (A) + B(B) = C.

II1.13 - Teorema |1?]
Seja f: (Rn,s)ém»(Rp,y) germe de fungao C”.
Suponha (a,8,A,B,C) um homomorfismo misto do ti
po finito sobre f*: C;(Rp) > Cg(Rn). Seja a = dimR—-——}}-—K.Entéo,

(1) a(@) + 8(8) + (£, + gt

(ii) o(A) + B(B) = C.

)C = C implica

Prova

Basta mostrar que (1) acarreta (i) do Teorema
III.12 e dal teremos a tese.

. Voo .
Seja B B(B) + £ Yqy.c.

Para mostrar (i) de III.12, basta mostrar que
a+l ' :
S C C B L]
Note que A £* .C B' i) i
q m(““LY ) C Yﬂy C e ainda (i) impli
ca em
(iii) dimR~—gI%-——— < dimR——giél- < a
| ]
Vqs C+B a(“lyA)
e entao pelo corolario II.2.10 do Lema de NakayamangC C B',

Portanto,‘n’\gﬂ‘c C B' o que acarreta em o(A)+8 (B)+f*'wly.C = C,

Entao aplicando II1I1.12, concluimos o resultado.
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III.14 - Corolirio |19]
Seja f: (Rn,S)v——»(Rp,y) um germe de fungao C.

Seja (u;B,A,B,C) um homomorfismo misto do tipo

. . A . © n
< * = s ) -
finito sobre f*, Seja a dlmm_q % - Seja C, um CS(R ) -sub
Y : .
modulo de C tal que ¢ = dimRél é finito.
o
Seja £ = a[pzc]‘ Entao
(1) o(a) + 8(B) +mM e > ¢ implica (ii)a(@) + 8(B) D ¢
“18 o= 7o P = Yo’
Demonstracao
Seja C' = C, + 8(B), A" = o 1(C"), a’ = a/A".Entdo (1)
£+1 ’
: ' ' - '
implica em (iii) o'(A') + B(B) +'Wls C c'.
A C -
Como dimp— < dimR—— < ¢, segue do corolario
A' (o}

I1.2.12 do Lema de Nakayama que A' & gerado como um C;(Rp)—

modulo por £ = a[p:c) elementos ou menos. Segue do Teorema

I1I.13 aplicadqbao homomorfismo misto (a‘,B,A‘,B,C'), obser
vando que (iii) implica em (III.13.i), que vale (III.13.1ii)

para este homomorfismo misto, isto &, ao'(A') + B(B) = C"'.

Mas isto claramente implica em (III.1l4,ii) con

forme queriamos.

II1.15 - De acordo com |?| pag 109 temos a afirmagao:

Em todas as nossas aplicagoes do Teorema de Pre
paragao de Malgrange trabalharemos com mddulos de  fungoes
c”. 0 problema mais evidente ao se trabalhar com tais fun
¢oes (diferentemente das fungoes analiticas) & que a série

de Taylor num ponto nao converge, necessariamente, para a
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fungéo dada. Assim, para se mostrar que um modulo & finita
mente gerado seria bom se mostrar que um provavel conjunto
de geradores necessitasse apenas gerar o modulo em questao
até uma certa ordem finita, eliminando assim o problema do
que acontece com as funcgoes Cc” no resto. Mostraremos que

este &, de fato, o caso.

Considere em C;(Rn) a sequéncia de ideais TQ? e
lembre que’h\F consiste exatamente dos germes de fungbes C'

£ cuja série de Taylor no zero comega com termos de grau
o C®(RD)

k, isto &, 3—E(O) = 0 para |a| <k - 1e assim _QE_———
ax® " (r?)

ser identificado com o espago vetorial das fungoes  polino

pode

miais em n-variaveis de grau < k - 1. Temos

I1II.16 - Teorema |?|
Seja M um CZ(RH) - modulo finitamente gerado.

seja f: R® —RP C” com f(o) = 0 e e r...,e ele

mentos de M.

Entao €1rees€y gefam M como CZ(RP) - modulo se

M © P -
F1 como C_(R¥) - mo

Y T(n).M

€ a projegao candnica.

e sO se n(el),..., n(ek) geram

dulo onde n : M ——»——E:TM————
WY\‘ (n) .M

Pr ova
" - ’

A primeira implicagao & obvia.

Para a segunda suponha que N(e;),..., n(e) ge

M [+4 p - -
ram T como CO(R ) moédulo via f*,

NY\ (n).M

Seja N =

M
k+1 ‘

W‘\' (n)M +'Y“(L(p)M
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Note que NfUp) age trivialmente so?rg N; assim,
C_(RY)

Wf“p) -

podemos considerar N como um modulo sobre ————— = R, isto

é, espago vetorial real.

Como as imagens de €ys...,€ geram N, dimR N < k.

Considere a sequéncia de espagos vetoriais
k+1

N D Yn)N D w«f(n)N > e DN = 0

Sao k + 2 espagos vetoriais nesta sequéncia decrescente e

- dimp N < k. Logo, existe 1 < k tal que wft(n)N = fo+l(n)N.

Dai, er(n)M +'W\}p)M'='Wq}+l(n)M +'h\}p)M pois
+ +

W{(ln w{l(n)C,'W\i(n).

Finalmente considere o Cm(Rn) - modulo N' =

Wwﬁp)M

e observe que Vv\(n)N' C Vvt+l(n)N' WVUn)WY\(n)N e assim,
pelo Lema de Nakayama deduzimos que YTt(n)N' = 0.
(Observe que como CO(R ) - modulo,‘YwL(n)N' é finitamente

gerado. Isto segue pois WY{(n) € um ideal finitamehte“'gerg
do no C:(Rn) e N' & um modulo finitamente gerado).

Mas, N' e portanto Wf%(n)M(: NfUp)M para

M

L (nym

como um Cw(Rp) - mddulo

=
'\V\gp)M

algum i < k. Como as imagens de €1r-++,€ geram

[4

n(el),...,n(ek) devem gerar

M
Cou(Rp) ‘Y\’\_(p)M

0
e portapto, como qup) R modulo. Ou seja.dh%5;¥nr_

Podemos aplicar agora o teorema de Prepara¢ao de
Malgrange Generalizado III.1 para concluir que M é finitamen
te gerado como Cz(Rp) -~ mdédulo e o corolario III.2.13 do le

ma de Nakayama para concluir que €y,...,€p geram M.

K
A vantagem do teorema acima & ilustrada pelo se

guinte:
I1I1.17 - Corolario |?]

Nas mesmas condigcoes do Teorema acima, se as pro

jecoes de €.+, formam um conjunto de geradores do espa
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¢o vetorial , entao €y,...,e formam um

M
k+1

Y T (n)M + "N\ (p) M

conjunto de geradores de M como um Cz(Rp) - modulo.
Prova

A prova estd feita na demonstragao do teorema aci

ma.

III.18 — O nosso objetivo agora sera demonstrar um teorema
que pode ser interpretado como uma extehséo do Teorema Ge
neralizado de Malgrange para fungoes que dependem continua
mente de um parametro. Trata-se de uma extensao no sentido
de que permite ampliar para uma vizinhanca de f em C;r(N,P)
a validade de propriedades de f relacionadas com o Teorema
de Malgrange. Trata-se de um resultado bastante técnico e
do Gnico lugar na teoria da estabilidade das aplicagoes di

ferenciaveis no qual o teorema de divisao & utilizado com

toda a sua forga.

Este teorema €& usado para mostrar que estabilida
de infinitesimal implica estabilidade estrutural C" para

.fﬁngégs proprias de classe C”.
Recordemos algumas notagoes fixadas no caplitulo
I e fixemos outras.
(E,eo): espago topoldgico E com um ponto e, dis
tinguido.
Cm(N)E: R-algebra dos germes em e de fungaes con

tinuas de E em C (N).
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nl

se ¢ € Cm(N)h, denotemos por 9: e € E - Ee

$e € C”(N) um seu representante.
c” (V) pode ser considerado como um subanel de C°°(N)E atra
vés da injegdo candnica i: c*(N) » c"(N)F £ |— [£] onde

[f] & o germe da fungao constante que leva e € E em f.

Seja’avN: C°°(N)E -> Cw(N) (avaliagao em e,) o homo

morfismo definido por avN(¢) = $e . Indiquemos por nuc av
(o] .
o nlicleo da aplicagao avaliag¢ao, isto &,

N

——— ] ® E . ¥ =
nuc avy = {z € C (N): ceo = 0}

Denotemos ainda,

C°°(N,P)E = {germes em e, de fungdes f:E + C  (N,P)

continuas}

® E o ~ . o
Cpr(N,P) = {germes em e  de fungoes f:E ~ CprﬂLP)

continuas}

Observe que para cada f € C;r(N,P)E, para cada e € E fe):N+P
& continua e propria. E dado F € C;r(N,P)E, isto &,
F: E » C;r(N,P) continua define-se o homomorfismo

F*.: C°°(P)E ——»Cm(N)E por

—~—~~—

(F* o ¢)e = $e o) Fe

~

(Note que a aplicagao e |— §_ o Fe-é continua apenas no

e

caso em que Fe é propria).
o
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I11.18.1 - Lema |27

. o E ~ —

Seja F € Cpr (N,P)”. Entao nuc avy = F* nuc avy,.

Prova

a) Mostremos gque F* nuc avp C nuc avy. Seja
h € F* nuc av,. Entao h = F*(n) para algum n € nuc av,. En
tao h = F*(n) onde n_ = 0. Assim, h. =7 o f =00f =

e e e e e
; o o o o] o

= 0 o que mostra que h € nuc avye

b) Mostremos que nuc avN<: F* nuc avp. Seja
a: E +» CT(N) um representante de o € nuc avy (.. &e = 0)e

o)
definimos ¢: E » R por ¢ (e) = sup {|&e(x)|}
xXeN
De &e = 0 e do fato de a ser continua vem que ¢
o

é continua e 3(eo) = 0.

L

”"”Seja o € c°°(P)E 0 germe em e da aplicagao

~ L] 1/2
5: E > C"(P) onde 3_(p) = [F(e)] ,

¥ p € P.

£ claro que ¢ € nuc avy, (pois & = ®le) =0,%p e
o
BF* (0).

que existe B € C°°(N)E tal que o

I17.18.2 -

Se F € C;r (N,P)E e M & um c®()F - mddulo pode
mos considera-lo como C”(P)F - médulo via F* e como C”(P)~md

dulo via 1 o F; de maneira natural.
o



T*
e .
c®(P) —2—> Cc”(N) —F—o M) F
\\ /7
\\- L / -
i o F*
O
Por exemplo, se M é considerado como C”(P) - mddu
loviaio F* = F}, a multiplicagdo ¢.m onde ¢ € C*(P) e
o o
m € M, & dada por
¢.m = (1 o F* ) (¢).m = i(F* (¢)).m =
o o

[F* (¢)].m = [0 0F_ J.m,
eo - (:‘.ou .

isto &, o.m = [0 o F_ |.m
(@)

Sejam F € c;r(R“,RP)E e M um c”(RME - néaulo £i

nitamente gerado tal que M. é finitamente gerado co
nuc av _.M
. gD
mo C”(RP) - mddulo via i o F* . Entao M & finitamente gera
o

do como C”(RP)E - mddulo via F*.

Prova

A prova serd feita em etapas analogas as da: de
monstragéo do Teorema Generalizado de Malgrange. A diferen
éa essencial reside na versao do Teorema de Divisao um pog

cO mais complexa7que a usual (I.2.14.1) utilizada na 3% eta

pa.
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12 Etapa

Suponha que F € C;r(N,P)E esteja fatorado na for

ma F =G o H onde G € Cw(Q,P)E e HE€E Cm(N,Q)E isto e, Fe =

= Ge o He para representantes convenientes de F, G e H.
Suponha ainda que o teorema seja verdadeiro para

G e H. Entao ele & também verdadeiro para F. De fato, seja
M

E = :
M um Cc” - i —_———  fini
um C (N) modulo finitamente gerado'com == avN.M fini
tamente gerado sobre C”(P) via F* = H* o G*.
e e e
o o o
Queremos mostrar que nestas condigoes M e um

C°°(P)E - modulo finitamente gerado via F* = H* o G*.

Sejam Mypees Mg geradores de M como C°°(N)E - mddu

lo cujas imagens em ‘ M = M
] g nuc avN,M F* (nuc avp).M

o geram co
mo C°(P) - mddulo via i o F; .
o

Dado m € M podemos escrever

) I:Feo:]* [ci]my + F*(z).b =

1

s (a)

izl[HeO]* [pe;]* [c;]|my + H*.G*(2).b ,

]

onde CiGZCoo (P), be Me ¢t € C°°(P)E com Ee = 0.
o
Como G*(c)e =t, © Ge = 0 temos de (a) que
o o o
M Ty M . o
. = e finitamente gerado ¢ como
* -
G* (nuc avP)M _nuc an.M
c”(Q) - mdédulo via H; . Como estamos supondo que o teorema

(o)
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verdadeiro para H segue que M é finitamente gerado como
c®(@)F - médulo via H*.

Se denotarmos por M' o mddulo M enquanto Cm(Q)E -

M' -

nuc av_ M' £

- modulo via H*, teremos ainda por (a) que

I

nitamente gerado como C”(P) - médulo via G* . Como o teo
o
rema & valido para G, podemos concluir que M' & finitamente

gerado sobre C°°(P)E via G*, o que implica em M ser finita

mente gerado sobre C*(P)E via F* = (G o H)* = H* o G*.

2% Etapa

O objetivo agora & decompor F* em um produto de
homomorfismo mais simples. Necessitaremos do seguinte lema:
I11.19.1 - Lema

Se f:N + P & continua e KCN & um fechado tal que
f/K € prOpria entao existe uma vizinhanca L de K em N tal
que f/L e propria. Pode-se supor que L & uma subvariedade

fechada com bordo. (Para a prova vide |27| pag. 190)

Construiremos a fatoragao da seguinte forma: seja
£:N » R® um mergulho (isto €, um difeomorfismo sobre uma

subvariedade do R") que seja proprio.

Defina

N_ = (Fe , 7_0 &) (NJc P x R onde

€ a projecao nas r primeiras coordenadas. Temos



Pondo P, = RP, definimos indutivamente vizinhancgas

Pr de Nr em Pr-l x R de tal forma que Pr seja subvariedade

com bordo e a projecao P,

seja propria, 1 < r < n.

Alem disso podemos construir P de modo que sua
projegao p em R" seja prdpria, o que & possivel porque
o.: N_ + P x R* & prépria.
r’ r

Dado

f: E » C;r(N,P) , definimos

(<]

n,E
G € Cpr (N, P x R) por
Ce(x) = (F (x), £(x)), para todo x € N e
e € E', onde E' & tal que (F_(x),m_ o L(x)) € P_ para todo

e € E'.
. ®© E _ =
Sejam ainda f_ € Cpr(Pr' Pr'l) , £.= [br/Pr].

Pela construgao teremos Fe =P O ve. O Py © Ge .

n

: X = Ok * *
o que implica em F G* o fl O «s. O fn . (b)



.200,
a
3. Etapa

Provaremos agora que cada um dos fatores de (b)
satisfaz o teorema.

-

(a)) Mostrando que G*: C”(P x RMHE 5 c*m)F & S0
brejetiva conclui-se que G* satisfaz o teorema. De fato, se
supusermos M um C°°(Pn)E - modulo finitamente gerado, o fato
de G* ser sobre implica diretamente que M & também finita

mente gerado como c”(ME - mddulo via G*.

: - N R R 0 00 N
Para ver que G* & sobrejetiva,seja e: C (N) —C (R")

uma aplicagao linear continua e tal que
£* o e = 1d _
C (N)

(lembre que £ & um mergulho, logo £(N) & uma _ subvariedade

de Rn)

Dado h € c*(RME, defino h' €,C°°(Pn)E como sendo

O germe em e, de

I

e | (o/P)* (e(h))

esta definida por

(p/x) € P — e(fipo(p,x) = (i) (x).

Para representantes convenientes em alguma vizi

nhanc¢a de e, obtemos

(E*h'), = Bl o (F ) = e(B (o (F_,£))) =

e(hy)) o £ = g% o e(hy) = h
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donde ‘h = G*(h') ,

0 que prova que G* & sobrejetiva.

(a2) Seja N C P x R uma subvariedade fechada com

bordo tal que a projegao canonica wn': N » P seja propria.

Seja M um C°°(N)E - modulo finitamente gerado tal

M

nuc avN.M

7'*, Entao M & finitamente gerado como c®(@)E - mdaulo via

[m*]*.

que & um C*(P) - mbdulo finitamente gerado via

De fato, seja {ml,...,ms} um conjunto de gerado

M

nuc avN.M

O gerem como c¢”(P) - mddulo via n'*, Dado m € M, existem

res de M como C”(N)F - mddulo cujas projecdes em

oj € C®°(P), 1 < 3 <8, ¢ € nuc av, e b € M tais que

N

3
1
[ L I ()]

[bj o n']mj + ¢b.

j=1

Em particular podemos escolher

uij € C°°(P)E , ¢j € nuc av,, e b, € M

N ]
tais que se t: N + R indica a projegao candnica

o~
]-l

(ay) [t]mj = (u;5 © [m"Dmy + 65D,

i J

@ E -
. Cij m; com Cij € C (N)” e Gij o sim

N~

Seja b, =
_ I
bolo de Kronecker.

Entao de (a3) vem



Indicando por

Q = det(dij[t] - 5 0 [jr ] - 45845

vemos que @ & da forma

@ = [t]°+ Juyo [r] [£]579 + 4

1
o

onde u. € C°°(RP)E , ¢ € Cw(N)E com ¢
] e,

Da regra de Cramer segue que

(ag) Qmj =0 , l <j < s.

Entao pelo Teorema de Divisao I1.2.14.1 aplicado a
2, segue que para toda f € Cm(N)E, podemés encontrar

q € c"mE e hj e c”(P)® tais que

s
(ag) £ = 0q +‘j£1 hj o [ﬁ'][t]p_J.

Seja m € M,

Sendo {ml,...,ms} um conjunto de geradores de M

como C°°(N)E - mddulo, existem bl,...,bsvé C°°(N)E tais que

. De (as) segue que

3
il
il t~>
o’
3

j

o~

s "
@p e [ Day+ T ono (I Iny

j
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De (u5) e (a7) obtemos finalmente

Iongo [ﬁ'][t]S‘i) m,

o que implica ser‘{[t]s-lmj} um conjunto de gerado
1
1

n

fA IA

i
J

LS

res de M como um c*(R)E - mddulo via [n']*.

Isto conclui a prova.

III.20 - Corolario

Sejam F € C;r(N,P)E, a=c*@®rf B=c"mE g-=

= nuc av , I = nuc av

N p’

My um A - modulo finitamente gerado

Mp e Ny B - mddulos finitamente gerados i

Sejam a: MA + Np um homomorfismo sobre F* e

B: My + Ny um homomorfismo de B - médulos.

Se (1) “(MA) + B(MB) + JNB = Ny entao

]

(11) o (My) + B(Mp) = N

Bo

Prova

Combinando a hipotese e o Lema III.18.1 temos

NB = a(MA) + B(MB) + F*(I)NB .

W

Sejam
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N

N=—25 & N, > N a projegao candnica.
Temos que m 0 a induz canonicamente um homomor
fismo sobrejeéor
M
mT O o A > N .
I MA J N
Dai resulta que M. & finitamente gerado como
J N '

FELégl— = C*(P) - mddulo via F; .
I C (P) o)

Em virtude do Teorema IIL19, N & finitamente gera

do como Cm(P)E - modulo via F*, Comno

N = (mo0 a)MA + F*(I) N

e como N & um C°°(P)E - modulo finitamente gerado, aplicando

se o Lema de Nakayama podemos concluir que
N = (n o0 u)MA donde
N, = a(MA) + B(MB), o que conclui a prova.

B

II1.21 - Um refinamento do Teorema de Preparagdo de Malgrange

Generalizado |7|

No estudo sobre a ordem de determinagao para ger
mes finitarmente determinados a ferramenta decisiva de Mather

é o0 Teorema de Preparacao de Malgrange enquanto que a de
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Gaffney |7| & uma versao mais refinada destc teorema dada

por:
Teorema
. n P n p'
Sejam f: (R ,0) » (R",0), g: (R,0) - (R ,0) ger
mes C”.
]
Seja M um (f,g)* C” (RP>(RP) - modulo finitamente
(0,0)
gerado.
Se M € um espago vetorial real de dimen
*( ) .M
g ’\"']pl

© ]
sao finita, entao M & finitamente gerado como g*(C, (rRP ))-

- modulo.
Prova

A prova depende do Teorema da Divisao de Mather ,

versao I.2.6.

Fatore g pondo

‘ i = i m m
R —J£L3L+ RP><Rp'-—;L»~ Rp]‘x Rp'~2L+v... —r R X RPZ—E+ Rp'
e escolha elementos ml,mz,...,mq que geram M como
]
(f,9)* Cc” (RP x RP ) - mddulo cujas imagens em
(0,0)
M

[(n o (£,9))* ™M (RP™! x &®')]u

0 geram como espago vetorial sohre R.

(Como (m; o (f,g))*WYI(Rp—l x RP) 2 g*(lep.),
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M é também um espago vetorial

((n) o (£,9))* W(RP" x RP')m

sobre R de dimensao finita) .

Qualquer m € M pode ser escrito por

(a) m = z cimi + z zimi onde ci € Re zi esta em

() © (f,g)*)wq(Rp"l x B°') (£,9)* ¢ (RP x RP'). Assim,

(0,0)
z, = z;i’z o (ry o (£,9)). §1,£ o (f,9) com
L
p p-1 p' z w P p'
zi,£ G'TQ}R x R ‘) e zi,Z € %0’0)(R x R¥Y ).,
Seja t: (RP x Rp', (0,0)) — (R,0) a projegao com

plementar de m,. Entao

(f,g)*t.n3_= tO(f,g).mi = ) lci. ¥z, .)m,

e dail

0 | my
= [to (£,9) 85 = cpy =24

0 In
. ) - q_

Seja A = det [t dij - Ciy ) (Zi,E,j o m) (21,2, j)]
£
Entao, pela regra de Cramer, A(f,9)m, = 0, i =

= 1,...,q e desenvolvendo o determinante vé-se que A & .regu
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lar de ordem r onde r < g visto que A € um poli

(ker nl,O)
nomio monico em t de ordem q.

Como A o (f,g)M = 0, temos que M & um

0 P p'
(f£,9)* C(O,O) (R x RY )

- mdodulo.
* o p p'
(£,9) (A'C(O,O) (R x RY )
Mas, dado h € C?O 0) (Rp x RP ), pelo teorema da
’
~ o '
divisao I.2.6 aplicado a A, existem s em C(0 0) (RP x RP ),
14

]
u: (RP x RP ) ———+ RY tais que h = s A + R, Fntao

M é gerado como um (ry 0 (f,9)*) (Rp-l x R')-mbédulo

C,0
por tt o (f,g)mj , 0 <i<r, 1< j <qg (visto que
A(f,g)mj =0, j=1, ...,q) isto & M & um
- t
(ﬂl o (f,9)*) CTO 0) (RP 1 x RP ) - moédulo finitamente
’

gerado.

Procedendo deste modo, mostra-se que M é um
o] ' -
(nn © ... 0m O (£,9))* Co (RP ) - mddulo finitamente gera

o] ' -
do e portanto um g* CO (RP ) = modulo finitamente gerado.

IIT1.22 - Nota sobre Teorema JIII.Z21

(a) A principal diferenca entre este teorema e o

[e]

]
(x,%") (RP x RP ) médulo. O

usual & que M pode nao ser um C
teorema usual & um corolario deste se substituirmos f por

um germe de difeomorfismo r: (Rn,x) — (Rn,x).

(b) Comparando o resultado de Mather com o de

Gaffney em |7| sobre a estimativa da ordem de determinagao
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para germes finitamente determinados temos: - se f & um ger
me estavel, entao a ordem de determinacao de f  encontrada
por T. Gaffney usando o Teorema III.21 coincide com a de
Mather, que & a melhor possivel. No entanto, a estimativa
de T. Gaffney para germes finitamente determinados, nao es
taveis, usando o Teorema III.21 foi muito melhorada. Veja
o exemplo:

T. Gaffney mostra que f(x,y) = (x,y3 + xzy) é

6 - determinada enquanto que pela estimativa de Mather ela

24

€ da ordem de 10°° - determinada, que & uma estimativa as

tronomica.



- CAPITULO 1V

EXEMPLOS DE APLICACOES PO TEOREMA DE PREPARACAO DE MALGRANGE

" Exemplo IV.1l

Dado um germe f de fungao real de variavel real
na origem, diferenciavel existe um germe g de fungao diferen

ciavel tal que

g(x2) se £ & par

£f (x) = _
x g(x?) se f & impar

(Este resultado & facil de se provar se f & uma;
fungao analitica real ou complexa perto do zero usando série
de Taylor, mas nao & totalmente Obvio neste caso. Este resul

tado foi provado primeiramente por H. Whitney).

' 'SO‘lu'ge'io '

Sejam x_ = o0 no dominio e Y, = © na imagem de £ .

(o)

Seja M ='C§ (R) o qual &, obviamente, um C: (R} - mbdulo €£i
o o

nitamente gerado.

Seja ¢ : R — R dada por ¢(x) = x?2 e entdo via

¢*=C°° (R) = c® (R), M torna-se um c® (R) - mddulo (is
Yo Xo Yo .
to &, a agao externa & dada por

]

(bm) (x) = b(x?2)m(x) onde b € ¢ (R)em€M=C. (R).
Yo Yo

* °° e v s e cmdne Barban
Observe que ¢ \YLYO CXO (R) < 'X > e segue pmrtaﬂ
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c. (R)
to que ° é gerado pelas imagens de 1 e x neste

o]

o C. (R)
o %

quociente.

Entao, aplicando-se o Teorema de Preparagao de
Malgrange Generalizado III.l e o corolario 1I.2.13 do Lema

de Nakayama podemos concluir que 1 e x geram M = C: (R) co
o)
mo C; (R) = mddulo via ¢*, isto &,
o]

v£fec (R, Ja, beC, (R tais que:
. X ‘ Y

(o) o
(a) £(x). = ¢*(a)(x) .1 + ¢*(b)(x) .x = a(x?) . L+b(x2).x

Agora, (1) se £ & par entao f(x) = f(- x) ,¥XER e

da igualdade (a) acima segue que

a(x?).1 + b(x?) (x) a(= x)2).1+b((- x)2) (- x) =>

2b (x2?) (x)

]

0, ¥ x €R=>Db = 0.

Portanto, numa vizinhanga do zero f(x) = a(x?).

(2) se £ & impar entao f(x) =-f(- x), YXER e

da igualdade (o) acima segue que
a(x?) . L+b(x?).x ==a((=x%)?).1=-b((~ x)2) (- x) =>

2a(x2).1 =0, ¥ Xx € R=>a =0

Portanto, f(x) = b(x?).x numa vizinhanga do zero.

" Exemplo IV.2
Denotemos por $, © grupo de .permutacoes do conjun
to {1, 2, ¢««. , n}, Se £ € CZ (Rn) e g € Sn definimos uma a

¢ao de S em Cg (R) por

(0 « E)(Rqyyp 0o o, %) =£(x_, .c. , X ).
1! n (1) 9 (n)
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Diremos que f & simétrica quando'c. f=£f, ¥ f € Sn.

Chamaremos de fungoes simétricas elementares defi

nidas no Rn, ds seguintes fun¢oes simétricas :

se X = (Xy 4 «uv 4 X)) € R?
| 1

§y(x) = ) x

1 juy 4

n
S,(x) = ) x, x.
2 ilj=ll J

Demonstraremos agora um resultado devido a G.Gleaser

que garante que

"Toda fungao simétrica f em CZ (R) & da forma

(A) £(x) = g(S;(x),...,S (x)) - onde g € C; (RM)".

Para isto utilizaremos o seguinte resultado devido
a Newton "Se f & uma funcdo polinomial simétrica, existe uma
Unica g também polinomial que satisfaz (A)".(Jacy Monteiro -

corolario pag. 337).
seja s : (R, o) — (R", o) definida por

S = (Sl( s 60 ’ Sn)

onde as S, sdo as fungdes simétricas elementares.

Seja M = C: (Rn), o qual & um CZ'(Rn) - médulo £i
nitamente gerado. Mostremos que M & também finitamente gera

do como CZ (Rn)m- mddulo via S*, Para isto, mostremos que
” . . C_ (RM)
—2 = . & gerado pelas classes de equivalén .

s*?q} M S*YW.C;(Rn)
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. a . n
cia de monomios com grau < n ,

De fato, como
n n
(B) » (t - xi) =+ 4
i=1 j

n : -
21(— pl gn-d s{x)
i=

(Jacy Monteiro, lema pag. 336)

fazendo-gse t = xj vem
n n n
o= (xj - xi) = xj + g

(- Db B s
i=1 i=1 . J

ou seja

- n N N
() x;.l = -izl(— 1)t xrj"l s, ® , 3=1,2,...,n

O que mostra que xg pertence a S*Yq: C;(Rn) ¥3j=1, ..., N,

De fato, h € S*“1<=> h = 8S*qg, g EWNI.
Mas g € = <xl, ses ¢ X > ®, . n <=>
M n” ¢ (RY)

g(x) = al(x)xl.+La2(x)x2+,...+an(x)xn ;

n

onde ay € Co (R7)

Entao

h (x) S*(g) (x) = (go 8) (x) = g(S(x)) ="

g(Sl(X)' ) ’ Sn(X)) =

bl(x)Sl(x)+-b2(x)Sz(x)+ ...+-bn(x)sn(x)=

n ® 1
= bi(x;),si‘(‘x) v by € Cy(RT)
i=1 :
n
Como x§ = ) (- l)i+l «071 g (x) e b, (x)= t-l}+l x5 i,
N 3. 3 1 i 3
i=1, .«¢', n sdo tais que b, € C (R") , concluimos que

n ol n
Xjes*‘“‘(.co (R) ’ Vj=1' eee ¢ D,
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Entao qualquer mondmio em x, que contenha um ex

J
poente > n esté em S*YW.. CZ (Rn). Resulta, portanto, que

vk > nn,'n\% c s*wwlc; (R") .

Como os mondmios de grau < k geram o espago veto

- Co (R . €2 (RM) )
rial . entao sera gerado pelas classes
™ S*WT\CS(RH)
n

de mondmios de grau < n .

Aplicando o Teorema de Preparacao de Malgrange e o
corolario 1I1.2.13 do Lema de Nakayama vem que os mondmios de

grau < n" geram M = C: (Rn) como um C; (Rn) - modulo via S¥%,

Sejam Vir Yor oo s ¥y estes monomios .

-~ @ N ~
Entao dada £ € Co (R) existirao %gr Gor see y O

em CZ (Rn) tais que :

]

£ (x) S*(ay) (x) ¥, (x) =

-
it~ 1o

=

¥y (o, (8(x)). . (D)

et

Como £ e s, , i =1, ... , n sao fungées simétri

cas tem-se

) L
1
f£(x) = = 7 ()] v, (x beeey X )) o, (S(x))
nt =1 o€s ' V) ofn)™" 4

[ aplicando o operador de simetrizacgao que & dado por

¢ = j; B
L'g(.xl, ¢ e r Xn) z g(xo(l)’ 00 ¢ Xo(n) )_J

[ ] '
n. OeSn
. -~ s 1 ‘ ~
e 0s polinbmios P.(x) = — ¥.(x ceey X 880
i 4 n! oésn 1% (1) " 7 Yo

obviamente simetricos.
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Aplicando-se o Teorema de Newton a cada um dos po

lindomios Py i=1, ..., % entao existirao polindomios Q; tais

que Pi(x) = Qi(Sl(x)' rees Sn(x)) ou seja Pi==Qi o S.
L
Assim, como f(x) = ] P, (x)a, (S(x)) tem-se
i=1
L L
£(x) =] Q(8(x)) o, (S(x)) =] (Qo,)(S(x)) =
i=1 i=1
= g(s(x))

L
onde g = ] Q;o, & obviamente um elemento de C_ (R").  Assim
i=1
provamos que

n

f(x) = g(Sl(x) ; eee Sn(x)) onde g € C; (R) e

as Sy sao as fungoes simétricas elementares

" Nota : Vide comentario na pagina 64 sobre o traba

lho de Gerard Barbangon |2].

Exemplo IV.3

n
seja £ € C (R)e f(xl,...,xn)=f(xl,...,xi_l_,—xi,xiﬂ,...,xm)

para 1 < i < n.Entao existe g € C; (R") tal que
f(xll ) ’ Xn) =q(Xl, P ’ Xi ’ ) ’ Xn).
' Solugao

seja ¢4 ¢ R" — R" a aplicagao c” definida por
¢i (Xl Tpe e e g Xi'..o,*n)=(Xl,..-,Xi'-..rxn) .
Entao, se M = C; (Rn), o qual & um Cz (RY) - modu

lo finitamente gerado, M pode ser visto como um Cz (Rn)— mé

dulo via o homomorfismo ¢; '
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© n © n
¢f + C;, (R7) — C (R7)

Como ¢i‘hlcz (Rn) = < xl,...,xi_l,xi,x“l,...,xn >

segue que QR — é gerado pelas imagens de 1 e Xy neste

¢;wvl. M .
quociente, Entao por III.l e I1I.2.13 podemos concluir que 1,

X; geram M = C; (Rn) como Cz (Rn) - modulo via ¢; , isto & ,

v fec (R"), 3 g, h e c; (R™) tais que

f(x) = ¢¥(g) (x).1 + ¢3(h) (xX) %y, isto &,
f(x) = (g o ¢1)(x). l+ (tho ¢i)(x)x1 , ou ainda
f(X) = g(xl' ;co ’ Xi'lol’xn) . 1+h(x1'.no’x.§'>ooo’xn) . Xi((l)

Agora, se f & tal que f(xl,...,xi,...,xn)=f(xi;...,fxi,..;,xh)_

entao de (a) segue que h = 0,

Logo, neste caso, f(xl,...,xi,...,xn)=g(xl,...,xi,...,xn)

conforme queriamos mostrar.

" Exemplo IV.4 (Fun¢Oes Genéricas do plano no planQ)

Sejam X e Y duas cobpias do R? com coordenadas

(kl, x2), (yl, Y,) respectivamente.

Seja  um aberto em X e seja F g»(fl’ fz) umé fun
cdo C” de © em Y. Entdo | | |
(a) Existe FP' tado perto quanto desejarmos de F em
c” (9, ¥) tendo a seqguinte propriedade:para to
to ponto (x,, x2) € 0, o posto da matriz Jaco

biana de F' & > 1,

De fato, considere a funcgao

Cof.  af.,  of o f
H= ( l, l, 2, 2) : 90— R* , HEe C .

Bxl 8X2 Bxl 8X2
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Pelo Teorema de Sard, sua imagem tem medida nula .
Seja entao (Al, xz, k3, A4) um ponto que nao seja da imagem
(0 qual pode ser escolhido arbitrariamente pequeno). Podemos

tomar

F': . £ claro que

1) posto J(F') > 1 , V'(xl, xz) € 0 pois sendo

- afl o, n{¥ - -
X 1 0 x 2
. 1 2
J (F') = , sc existir (a,b) €
RE s
sz f2
— ) —L -
X 3 Ix 4
Lol 2 i
afl afl
tal que posto J (F') = o entao »y = — (a,b), x,=—= (a,b)
Ix IxX
1 2
af2 af2
A3 = —= (a,b) e Ay = — (a,b) , 0o aque significa que
X X
1 2
(Al, AZ’ A3, A4) = H(a,b) € Im H, o0 que contraria a escolha
de (Al, Az, x3, A4).

2) F' estd suficientemente proximo de I' (devido a definigao
de F' e a escolha de (Al, A2’ A3, Aj) arbitrariamente peque

no) -

() Supondo que o posto de F & > 1 em qualquer ponto de @ e

tomando @ pequeno, podemos supor que fl = X5

De fato, sendo posto F > 1, sem perda de generali
of
dade podemos supor que -——= (Po) # 0. Pela continuidade de
ax
1
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of

Bxl‘

—_— existe uma vizinhancga vy de Pofna«qual esta se conser

va diferente de zero. Efetuando em V, a mudanga de coordena

das
(% /%) — (x1,%5) = (£5(xq,%,) ,%,)
172 1772 1'1r727 172
temos que nas novas coordenadas F se escreve

*1

Hh
1

5 = £h(x{,xy)

Abandonando as linhas concluimos que F nas vizinhangas de um

ponto de singularidade possui sistemas de coordenadas na fon

te e na meta nos quais se escreve na forma :

fl = xl

F ou tomando f2=f tem-se

F(Xl'x2) = (xllf(xllxz))

Vamos mostrar que existe f' arbltrariamente

ma de f em Cw(ﬂ, R) com a seguinte propriedade :

g 2%
(c) ¥ a € 9 onde f (a) = o7 f (a) = o tem=-se
: 9% - 9x2
2 2
250 3g
% (a) # o e J f3 (a) # o
axl ax2 ax2

A prova € como segue : usando o Teorema 'de

Sard -



.218.
mostra-se que "o conjunto dos (Al, Agr Ags Ay) € R"* para os
. v - - _ 2 3 ~ .
quais £ f Alxz Alexz X X5 A4x2 nao satisfaz

(c) &€ de medida nula".

' = - - - 2 - 3 3
Dizer que £ £ Alxz Alex2 A3x2 A4x2 nao

satisfaz (¢ ) significa que existe a= (al, a2) € 0 tal que

(

] 21 : 2F1
1) 2 (a) ="’f2 (a) = £ (3) =0
L ou
| 260 KF-N)
(2)3’—‘5—(a)=3f2 <a)=3f3 (a) = 0
L ax2 axz ax2

Suponha que (1) ocorre. Entao (1) acarreta em

{
of - 2
;;— (a) = Xl + al Xz + 2 a2 A3 + 3 a2 A4
2
3°f _ ' ! : _
< ;;- (a) = 2 X3 + 6 a2 A4 =>
2
2
3= £ (a) = A
( Caf n2f 82§
A == (a) =~ a, ——— (a) - a, — (a)4-3a§ A
ax2 3xlax2 ax2
2
1 Ay = 2°f (a)
axlax2
S a2
=2 2E @) - 38,0,
3 2 ax2 ‘
2
\
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_ Usando estas equagoes definimos uma aplicacao

2 00
WA t Ry RBdQ(ﬂasggc e independente de A4 pondo
4

WA4(al,a2) = (Al, Az, A3).
A partir de ¥, podemos definir ¥: 0 x R — RY
4
de classe C pondo
v(ay, a5, Ay) = (Wx4 (@agr a5y 2y) o

Usando o Teorema de Sard vemos que a imagem de ¥
tem medida nula. Entao escolhendo (A;, A,, A5, X,) no comple

mentar da imagem de ¥ evitaremos que (1) ocorra.
Usando (a) e (b) prova-se o seguinte :

Sejam M e N duaé variedades C  de dimens3o 2 que
sao enumeraveis no infinito e seja K um subconjunto compacto
de M. Seja c” (M, N) com a topologia da convergéncia unifor
me em qualguer conjunto compacto de fungaes e suas derivadas
de todas as ordens. Entéo;o conjunto L désifungées de ¢~ (M,N)
cujos pontos criticos em K satisfazem (c) é‘éberto e denso.
De fato, para toda a vizinhanga compacta parametrizada
U= {(xy, x,)} de M o conjunto dos F € c” (M; N)ﬁcom posto
de F > 1 tais que (i) F/U tem a forma Yy = Xy0 ¥y = f(xl,xg-

(i1) f satisfaz a propriedadé (c)
& aberto em C_ (M, N), o que mostra qgue L & aberto. Além dis
so, se a € K e F & tal que poSto F>1 exiéte uma vizinhan@é
V de a e uma vizinhanga W de F tal qué para todo H em W pode
ser aproximado por F' em W tal que F'/V satisf&z (c), devido

ao resultado provado em (b).

Vamos olhar mais de perto pafa'estes pontos criti
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cos. Tomaremos por simplicidade o em M e em N. Existem dois

tipos que nao podem ser reduzidos um ao outro.

" Tipo I
: 2
Fxyixy) = (xp,£00,%) 4 20 =0, 2L(0) # 0 (ap
8X2 8X2
Sabemos que M = C; (R2) & um C:(Rz) - modulo via o

o homomorfismo induzido por F

* . o7 2 bt 2
F* : CO (R?) —— Co (R*)

Encontremos os geradores do espaco vetorial

C, (R2)

FPX(M)Cq (R?) F*(w)).M

M

Como g € F* (Yq) <=> Hh EWY\f <Xqpr Xy>  tal que
g = F*(h) com h(xy,x,) = a; (x;,x,) xl+—a2(xl,x2) X, COM

a

a € c: (R2) . Entdo

1" 72

g(xl.x2)= ﬂxofﬁ(xl,xz)==h(F(xl,x2)==h(x1.f(xl,x2n

= by (X7 /%5) %y + by (xy,%)) £(xy,%,)

com by, b, € C_ (R2). Assim, dividir por F* (qu)co(Rz) equi
vale a escrever x; = 0 e f(x), X)) = o, ¥ (x;0%,) . Entdo as
C. “(R%) '
classes de 1 e X, geram o e pelo  corolario
F* (W) )C_TR?)
I11.3 do Teorema de Preparagao de Malgrande vem que 1, X, ge

ram M = C; (R?) como C: (R2) = mddulo via F*,

Em particular, como x% EM= Cg (R?) existirao ¢,

¥y € CZ (R?) tais que
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x% = ¢(xl,f(xl,x2). 1+—2W(xl,f(xl,x2))x2 ) (uz)

Temos que ¢(o) = ¥(o)= o.le fato, de (az) seque
o= ¢(0,0) + 2¥(0,0) . 0 => ¢(0,0) = o. Ainda, derivando ‘(az)
em x, vem :

22 1y 3E 2y CaE (e x):
2x, .;ﬁ_(xl,f(xl,xz)) (x) 1%) + 2 = o £ (x) %)) 2= 0%
X X X dx
2 o 2 2 2

4 2¥(% o £(x] ,%,))
gue no ponto (xl,xz) = (o0,0) da :

o=[¥ (0,00 +2 2 (0,001 (0,0)+ 2¥(0,0) =+ ¥(0,0) = o
sz 8X2 8X2

Empregando as mudang¢as de coordenadas

4

' =
X] 5%

ue
xé = xz-W(xl,f(xl,xz)

Yy =¥y

\

QedUZimos de: (o)) e (ay) que (x1,x5) e (yy,y5) sao coordena

das locais no zero e que neste sistema de coordenadas nossa

~ P . - o L2
fungao toma a forma canonima de Tipo I : £; = X, £, Xo »

De fato
D (x),%)  R%,0 —F— 0 R2,0 (y;,¥,)
1 n

(Xilxé) Rzro "‘“"“'G_"""'* Rzlo (YiIYé)



Se G(xys X;) = (x), X,%) mostremos que NOF 0 "~

(n o F)(xl,xz) e
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n(F(Xl, xz)) n(xll

f(xl,xz» =

= (%00 (xg £ 0xg %)) + 7 (xq, £(x),%,))

(G o u)(xl,Xé)

=

(1)

2) u & mudanga de

Ll

i

(I1)

l=qg

(I)

G(u(xl.XQ)) = G(xl,x2 W(xl,f(xlrxy))=
(ks (xy= ¥ (X E(xp,%,)))2)
(xllxzzu zxzw(xl'f(xl’XZ)) + ‘I'?(Xllf(xllxz)))

(xll ¢ (xll f(xl ’X2)) +

=> G nol o w

coordenadas

*1

D.v.1 - D,y £

ax

No ponto (o, 0)

Ju(o,0)

-

=> det J}l (QIO)

1

- Dlw(o)-DlW(o)

1l # o => p & mudanga

y 2
02 (xS £ (%], X,)

1 -D,Y

3 (6) 1-D,¥ (o)

Bxl

de coordenadas.

(I1)
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"~ 3) n & mudanga de coordenadas

Yy =Y,

Y£ = ¢(yll yZ) + \y2<yll Y2)

~ h
1 0
Jn = . No ponto (o0,0)
D1¢ + 2Y Dlw D2¢ + 2v Dzw
1 0
"dn(o,0) = visto que Y¥(0,0) = o.

Dl¢ D2¢

det JIn(o0,0). = D2¢(OJO), Mostremos que D2¢(Q,o) # o. Deri

vando (az) duas vezes em relacao a X, tem-se :

2%, = D.o(x.,£) 3£ 42y (x.,£) +2x, D ‘l’(x £) 2E
2 2 1l 1 2 l
ax2 8x2
92F Of
ZwD(ch) )+D¢-—-—+4D\v-—-—»+2x (Dw)(
2'72 . 2 3 2 A 2 2 5
X x2 X, X,
+ 2x.p. y 22f » nt £ :
x,D, — que no ponto (o,0) nos fornece :
sz ’
2f
2 = D, ¢(0,0) ——=(0,0) => D, ¢(o,0) # o.
2 ) 2
3x
2
Assim n & também mudanga de coordenadas.
" Tipo II
F(x,0%,) = (x,£(x,,x.), 2 (o) = &£ 32¢
ll2"" xll xllzr (O)" ) (O)=O, ()#O, O)?{O (Bl
axz 3x2 axlaxz Bx;
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Temos que f£f & regular de ordem 3 em x,. Da 3 ~requ

2
laridade de f segue que

<x.,f> = <x,,x3> e portanto

1’ © 2 1772 © 2 P ’

Co (RT) Co (RT)
_,c; (R2).
€ um espago vetorial de dimensao fini

F*W\C;(Rz)

ta gerado pelas classes das fungdes 1, x,, x§ .

Logo pelo corolério III.3 do Teorema de Preparagao
de Malgrange {1, x,, xé} gera o C; (R?) como C: (RZ) - mbdu

lo via F*,

Em particular, como x% € C; (R?) existem fungoes

6, ¥, O € CZ (R2) tais que
3 = 2

Temos que ¢ (o) = ¥(o) = 0(o) = o. De fato, (8,)

2
no zero => o = ¢(o, o) + V¥(o, 0).0 + 30(o, 0).0 =>

o = ¢(o, 0)

Derivando (B,) em x, e depois calculando a deriva
da no zero :

9 _ of " of of 2
3x2-D2¢ ——+D,¥ =, x2+-w+~ée Xy + 3D29 = . x5 (83)

3x2 sz 3x2

tem-se ¥(o,Q) = o.

Derivando (83) em X, novamente tem-se

of 2 32f of 2f |2

axz axz sz ax2

6x2
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+ DY hat 3 X, + DY % 6D,0 3 460+
ax? ax 3%
2 2
- : ) 2
+ 6x, D oif--+3n (De)(-a-g-—) x,+ 3D <9§—:f—x2 (8,)
2 72 2 ‘P2 2 2 > 4

e lembrando que L (o) = iﬁ? (o) = £(0) = o vem o= 60(0,0),
axz ax2

isto e, ©6(o,0) = o.
Além disso podemos, sem perda de generalidade, su

por que © = 0. Para ver isto consideremos a mudanga de coor

denadas locais em M

' o
a e
Xy = Xy = 0(x) T (x3,%))
1 | 0 |
l) Ja = N : - => Joa(o,0) =
| | -pe~-poedf. 1 - poot |
1 2 3 27,
| X1 X2 -l
=> det Ja (0,0) = 1 # o => a & mudanga de coordenadas.

2) A mudanga o faz com que o termo em x%, na expresséé (82

de x%, desaparega. De fato,

(x5 5':@(3(,1’.:(x1,x2)-))3; = x3 - 3x30 + 3x,0% - 03 =

B

b + X,¥ + 3x,02 - 303 + 207 =

¢ + x,¥ + 302 [x, - 0] + 203 =

$ + X5 Vo= YO + VO 4 302 [x, - o] + 20% =

i

¢ + 203+ yo-+ \y' [(x, - 0] + 302 [x, - 0] =
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o + 0 [202 + v] + [v + 302] [x, - 0] =

¢ + 0 [202 + ¥] + [v + 30%] x}

As condigoes (8,) e (62) mostram que podemos tomar

as coordenadas :

w(xl.f(xl,xz)

)

¥y = yp.yy)
n 9 em N
yi = ¢(yl;Y2)

De fato,
D)¥ + D,¥ f D, ¥ Af_ . of
Ju = axl ax2 =3 detJu(o)=D1‘P(o)4jD2‘P(o)-—~(o)
X
0 1 1
Derivando (63) em X, , obtém-se :
2
0 = Dy (Dot) e v poo =E wpov 4Dy 2E
1772 X X, 9% 1 2
2 19%2 9%y
o f e of 2
XDy (Dzw o) ot 6x2(Dle + Dze-—m) + 3x5 Dl(gzg,,,)
X X
2 1
que no zero nos da
2
o = Dyé(0) —2E (o) + Di¥(6) + Dy¥(o)r ey =
ax18x2 3&1
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, , " 3f - . 32f _
DlW(o)Hn DZW(O) —— (0) = = Dz¢(o) ———— Q) # O =>
axl axlax2

det Ju(e) # o => u & mudanga de coordenadas.

Analogamente, mostra-se para n.

Finalmente, com estas mudangas de coordenadas,obtém-

se a forma candnica do tipo II :

De fato

(xl' x2) R2I° —“_E-—+ Rzl o (yll yz)

Koo n

(x3, x3)  R?,0 ——— R?, 0 (y{, ¥})

Fl
F' = (xl,-xlxz+x%) mostremos que F' = n o F o (u o u)-l
(n_O F) (xl,xz) = n (xl'f(xl'xz) ) ‘= (v (Xllf(xipxz)):d)(Xllf(XllXZ))'-

(Fo¥) (x),%,) = F'(¥(xy,£(x),%,),%,) =

(w(xl'f(xl'XZ»' - sz(xllf{xiixz)‘+ xg) =

B

tW(Xl)f(Xl,xz», ¢(Xllf(XlIX2» - 3®(Xllf(xllx£»

Mas como fol efetuada a mudanga de coordenadas o

gue equivale a tomar 0 = 0 (Bz) temos que
(F'c>u)(xl,xi)>= (¥ (xq, f(xl,xz}) r 0 (xy, f(xl,xQX);,

'Assim, F' = noVF ou-!l e portanto temos a forma

4

canbnica do tipo II. ' T
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Iv.5 -

Para os dois exemplos seguintes (sobre formas cané
nicas para as singularidades de Morin) precisamos de algumas

definigles e resultados que seguem :

Iv.5.1. Seja £: (X, x) = (Y, y) germe de funcao c”.

[

c_ (X)
O anel local de f & o anel quociente — X ,
C, (x) f*Yqy
X
o qual é denotado por &f.
Se £f: X — ¥ & simplesmente uma fungao, nao um

germe de fungao , entao para cada ponto x € X temos o anel
local do germe de f que serad denotado por &f (x) e chamado

de anel local de f em x.

Rf(p)
K+l

™o

fonte p, definimos ho = Rg (p) onde jkf(p) = g

Iv.5.2. Seja &: (p) = . Se ¢ @ um kK - jato com

(X)

IV.5.3. Uma funqao wa t X ~+ Y tem uma singularidade de

Morin em p se para algum kK

K41

&y

<t

Iv.5.4. Denotemos por Sl a classe de contato em JK(X,Y)dg

kK
terminada pelo anel ~RLt] , isto & ,
<tk+l>

\ o R (p)
s =] oeF @) /R = H ) = —2 )=Rl£tl]
+ +
>

WN\ (X) <t
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Os principaié resultados sobre estas singularida
des sdo devido a B. Morin |23| e H. Levine. Ndo vamos discu
tir estes resultados de maneira geral : vamos nos restringir

ao caso dim X = dim Y.

Denotemos por S, (£) os pontos onde f admite uma
k

singularidade de Morin do tipo k, isto &, Slk(f) =(jkf)‘ls

i

1

=4 X €X jkf(x) € s
: k

Valem os resultados :

IV.5.5, Sendo dim X = dim Y, S, ¢é uma subvariedade de

Ly

Jk(X,Y) de codimensao K.

'IV.5.6. Para um conjunto residual de fungao £, §; (£) &
, .

uma subvariedade de X de codimensao k..
Lembrando que para uma fungao t ¢t X, p — Y, ¢
p € S;(f) <=> f tem corank 1 em p e que p € 84 1(f)<=>f/s].(f'),
oy g

tem corank 1 em p (supondo S, (f) uma subvariedade de X),pbdg

mos continuar esta construcido indutiva de S ltﬂ desde que
oy

1,.
l(f) seja uma subvariedade de X.

R

em cada estagio S,
TR

Iv.5.7. Se jk f A S, para todo k < dim X + 1, entao
K
Sy, (B =5y, 008
k
As provas dos resultados enunciados acima podem

ser encontradas em |9 - cap. VII



.230.

Iv.5.7. Da prova de IV.5.5 vemos que se p € S (f£) exis

Ly

tem sistemas de coordenadas em X centrados em p e em Y cen

trados em ‘f(p) com p = £(p) = o tais que f(xl, ooy xn) =
s
(h (xl, oo xn),,x2, ceey xn) onde 3—% (o) = o para s < k.,

axl

Exemplo IV.6

Seja f : X — y com dim X = dim Y satisfazendo a
k

condi¢ao de transversalidade : j £ & S1 e seja Xx_ € S (£).
X o " "1y
Entao existem sistemas de coordenadas x,, ..., X centradcs
em X, € Y1 «-es Y centradcs em f(xo) tais que £ tem a forma:
r
- - ‘ 9 k=1 k+l
£ Yy X, Xy + X4 3] + o0+ X Xy Xy
* =
£y =X
4 .
* =
k £ Yn *n

(Este resultado & devido a B. Morin e generaliza o

caso das aplicagoes estaveis do plano no plano de Whitney
(1IV.4)).
Solugao

Como vimos em IV.5.7 podemos escolher sistemas de
coordegadas Xpv eees X, centradosem X, @ Yyr ceer ¥p centra

dosem f(xo) tais que

f(xl' s ey xn) =(h(xll"'lxn)l xz' s ey xn)°
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Como X, & uma singularidade do tipo S, ,ent&a&gﬁxo)
é gerado , como . espago vetorial sobre R, porll, xl,u.,ki.
Pelo Teorema de Preparagao de Malgrange (III.l) cada germe
de fungao em'xo pode sér escrito como uma combinagao linear
de 1, Xys «uey x? tendo como coeficientes fungdes diferen

cidveis dos y.
Em particular, podemos escrever

k

xk+1 x
k+1l 71

*
1 + £* a

+ LR N + f*a

+ f*a K

= f*g X

k-1
2 *1

1 1

onde os a, sa3o fungoes diferencidveis dos y. Podemos também

i
tomar f¥ Apy = 0. Para tanto, basta que se escreva a igﬁal-
dade acima eom a rmudanga : X, = X, + g f* a | deixando
o8 outros Xy fixos, e dal, multiplicando¥se a igualdade obti
da por k observa-se que, ao soma-la com a primeira, os ter

mos en x? se cancelam. Como £* € homomorfismo de anéis vem

que

K+l _ o, = .= « = k-1 .

X, = £ a; + £ a, x; + ... + £ a, %y (IV.6.1)
Ainda, comparando-se os dois conjuntos de (IV.6.1)

vé-se que a,(0) = @, (0).= ... =3 (Q), = o.

Em (IV.G.J.) vamos tomar X, = ... =X Fy,=...=y, =0,

Entao temos :

x

I oo _ ) , ey
)l(+l al (h(xl, ees '0) ,0, oo ,O) + az (h(xl, sen '0) ,O, e ,O)xl+. "+ak(h(xll LI Io) IOI 4o IO) xl
e desenvolvemos ambos os lados em poténcias de x,. Por hipd
tese, f* Yy, = h(xl,o,...,o)‘= c x§+l + .40, C# 0 e 08 pon

tos indicam termos em Xq de grau > k + 1.
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-~ +
Entao como os termos em x? ! devem ser iguals deve

mos ter :
= - JK+1 _ 1 ke 1 -1
al (yl' o‘l ¢ 00y O) hand Xl - C Xl b yl + o e @ .
c c
a'él
Em particular, —= # o, donde a aplicagao
. ayl
(yl“..,yn)|—+ G&(y)db"“”yh) (IV.6.2) & uma boa mudanga de

coordenadas no espago "dos y". Assim poderemos comegar supon

do que nossos "x" e "y" satisfazem :

k+1
X

X

- - - k-1
f*yl = f* a, X+ oee. ¥ £* a, Xy

(esta & obtida de (IV.6.1) isolando-se f* a, ' trocando - se

os sinais, por facilidade, e usando a mudanga de coordenadas

(IV.6.2)).
£* yz't= X,
£* vy, = %,
Como para uma aplicagao do tipo
f(xl, ey xn)==(h(xl,..., xn), Xoresos xn)
a . condigao de transversalidade jk £ A s, diz que
‘ k
af*yl af*yl .
a ( ) (Qky, .o, d ("_—F__)(QJ‘ sao linearmente independen
axl axi

tes | 9 . exercicio 7 pag. 145 | entdo
a (f£* 52)(0), cee, d (f*(sk)(o), 4 (x,)(o) sdo linearmente in
dependentes e disto podemos concluir que as diferenciais das

fungoes

32 (O Yoo wver Yp)o vevs Ek (0f Yor wvvr ¥) (IV.6.3)
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sao linearmente independentes no zero. Permutando, se neces
sario, os Yy podemos supor que a matriz
da
(— (o))

seja nao singular, donde, a aplicagao
(yl' cs ey yn) sttt (yl' 82' v 00y ak’ yk+l’ “ oy yn)
€ uma boa mudanga de coordenadas.
Também de (IV.6.3), temos que as diferenciais das

fungdes Xy f*Ez(x)‘, ceey f*Ek(xl sdo linearmente indepen

dentes em zero, donde a aplicagao

(Xl, LI SR B § Xn) —— (Xl’ f*gz’ LI 4 f*-ak’ Xk+1’ LI 4 xn)

também & uma boa mudanga de coordenadas.

B facil verificar que relatlvamente a estas novasg

coordenadas , £ tem a forma desejada.

Iv.7. Morin obteve formas candnicas para todas as singu
laridades de Morin, nao apenas para o caso equidimensional E

Vamos agora tomar um exemplo onde dim X = n e dim Y = 2n-1

~guarda-chuva (cross cap). Esta forma candnica é ‘devida’ a
Whitney embora esta prova que daremos aqui & devido a B.Morin.

Precisamos da definigao :

IV.7.1.. Sejam X e Y variedades tais que dimX = n e dimy =

[

2n - 1l e £ X - Y uma fungdo cm, Um ponto x  em 8, (f) é
chamado de cross-cap se jlf () S, em X, . Observe que para es

tas dimensdes, codim S1 = ne po;tanto, pontos tipo cross ~

cap aparecem como pontos igolados de X.
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Exemplo IV.8

Se £ :X — Y tem uma singularidade do tipo guar

da chuva em Xt exlistem silstemas de coordenadas Xqs oo X

centrados‘emxo @ Yyr cevr Yoo q centrados emf(xo) tais que

f tem a forma :

r

- 2
£* vy = xg
| £* Y, =% +31=2, ..., n
Solugao

Podemos escolher coordenadas Xqr eoer X centradas

em X, € Yys sees Yoo centradas em f(xo) tais que f*yi = X

o i

para i = 2, ..., n.

O conjunto §; (f) @ o lugar dos pontos para os quais

: - of of : of
(IV-S-I)\' l: n+l= . e e =—;__.2..I;l:~;l.= 0

'axl ’axl axl

= *
onde fi £ Yy

A condigcao de transversalidade (jlf A S, em xo)

é equivalente a dizer que

of of of
(IV.8.2) d(—2), a(—ntly .. a(—=2nzl,
axl Bxl axl

o

sao linearmente independentes nos pontos onde (IV.8.1) & v
lido. (Sugestao : usar lema 5.2 cap II e exerclcio 7 pagina
145 de |?]). Isto significa, em particular, gue uma das di
ferenciais acima deve ser nao nula guando calculada sobre

2 . Por uma transformagao :linear dos y, podemos supor :

axl
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‘32f1 .a?-'fi
(IV.8.3) # 0, = 0 para i > n.
axi axi

de onde segue que o anel local &f (xo) é gerado por 1 e Xq.

Pelo Teorema dé Preparagdo de Malgrange podemos escrever s -
' 2 = f£% * |

(Iv.8.4) x7 = £* a, + £* a, x,

~onde a, e a, sao fungSes‘C°° das variaveis y.

Podemos tomar f*a2 =0 em (IV.8.4). Para tanto ,

basta que se efetue a mudanga Xy —+ x; + L f*a2 deixando
: 2
os outros Xy fixos e portanto podemos escrever

= 2
17 %

(IV.8.5) f*a
Em (IV.8.5) tomemos x, = ... = Xy =Yg =ear =y, =0

e a expansao do lado esquerdo em poténcias de Xy
Por (IV.8.4), f1 = f*yl = g xi +...e=fsbﬁjo,.u,o)=00€

para s > n, com ¢ # o, assim devemos ter

al (yl'O'o-c' O) = ;' ylc vv’,
a?a'l .
Em particular , —= # o, e a fungao
oy
1

Wy Yoreeer You 1) = @) s¥preees vou_y)

& uma boa mudanga de coordenadas. Substituindo-se as  ve
lhas coordenadas y pelas novas temos f*y, = xi e continua

mos a ter f*yi = Xy 2 <1 <n. As demais £, = f*y ‘para

i
i > n, podem ser escritas na forma (usando o Teorema de Pre

‘paragao de Malgrange)

fi =' gi(Xi, X2'coo' Xn) + xl hi(xi'XZ'...' xn) ’

Substituindo y; Por y, = g, (y;s «..s ¥,) para

i=n+1l, ..., 2n-1 e deixando os outros fixos, obtemos o
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sistema de equagoes

* = w2
£ ¥ x]
f*yi = X, 1=2, «eey, n
f*yn+j = xi hn+j (xil le LA xn)l j=]q-o-'n-l.

Esta & quase a forma desejada. De fato se mostrarmos que as

fungdes abaixo sao boas mudangas de coordenadas
2 . 2
(xl, ooy xn) — (xl,hn+l(xl,x2,...,xn),...,h2n_l(xyx2,...,xa)

(yl, ev e ,y2n__l)\-—~* (yl'hn+l (Y) IRR R 'h2n—l (y) lyn+ll acay an_l)

entao teremos exatamente a forma desejada. Para tanto deve
mos voltar & condigao de transversalidade (IV.8.2). Em X, =0

isto se reduz a condigado que

2 ' 2
dhn+l (xl’xzp ¢oo'xn), e ) dhzn_l(xl,xzp o0y xn)

sao linearmente independentes no zero, ou, em outras pala

vras, que a matriz
< 2n-1
n

& nao singular. Entretanto & precisamente isto que se faz ne
cessario para fazer a mudanga de coordenadas acima uma  boa

mudanga.

Nota: Outros exemplos de aplicagao do Teorema de Prepara

¢ado semelhantes a estes podem ser encontrados em

| 9 - cap. VII
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Exemplo IV.9

Uma importante aplicagao do Teorema de Preparagao
de Malgrange, talvez a mails importante delas, aparece no
Teorema de Mather que estabelece a equivaléncia de estabili
dade C* com estabilidade infinitesimal para, o.caso de aplica
¢Oes prdprias. Esta caracterizagao das aplicagoes  prdprias
c” estaveis pode ser enunciada mais explicitamente como se

gue :

"Seja f € c;r (N,P),dimN = n, dimP = p. . Se

r > p+l ek > p, as seguintes condigoes sao equivalentes :

~a) £&8c¢” - estavel
b) £ & infinitesimalmente astavel
c) Qkf é transversal a £odas as érbitas'de er(N,B.‘
d) ﬁaraw todo S C N com card S < r tal que

card (((f(S) =y) = 1

. g k+1
E)(f_)sv—_tf.f_e(N)s] + wf [O(P)y]' + [f*(wr\y)+vqs ] ety -
e) Nas mesmas condigdes de d) fg & infiniteéimai
mente estdvel em ordem k, isto &,

k+1

o(f)g = tf [o(N)g] +wE [e(P)y] + Mg e(f)ge

f) Nas mesmas condigoes de d) fq € infinitesimal

mente estével, isto é ,

.ue‘(f)s = tf [Q(N)SJ +wt [o(p) ]

Tendo em vista que a prova deste Teorema & longa ,

"trabalhosa e envolve elementos que fogem do nosso objetivo ,



.238.

vamos nos limitar aqui a dar um roteiro da demonstragao des
te Teorema sintetizado no gquadro abaixo. As setas indicam
as implicagOes e indicam os resultados mais importantes usa
dos na demonstragdo. Observe que sdo usadas as versoes III.9
e III.19 do Teorema de Preparagao. de Malgrange, conforme in

dica o diagrama.

(b) ‘estabilidade infinitesimal (£) estabjlidade infinite
. simal local

racao

Teorema do Malgrange II7.9

a3 (@

ol

M

‘R ]
+

Q

LRI 7]
o

ol L

Ak trivial

s &

ol o

U

(a) estabilidade ¢” Z2CS0TIST L (o) TiZNGVCTSR SALCMLO BSPA- . (o) estabilidade infinito

lidade em ¢os tangentes e

' Srbitas simal do ordem p
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