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ABSTRACT

The Division Theorem is the essential analytic
instrument in the characterization of Cºº stable prºper
mappings set up by J. Mather.

Moreover, by using the Division Theorem one proves
the Generalized Malgrange Preparation Theorem which is the
most'important analytic and algebraic tool in the study of

local singularities.
Our purpose here is to gather the different

statements and proofs of the Preparation Theorems and

Division Theorems throughout the literature in a way made

as complete as possible. Effort was taken in order to

clarify and relate them, even recent versions of the Division
Theorem on finitely differentiable maps such as those by

M. G. Lassale, Pierre Milman, Edward Bierstone.

Finally, the last chapter is concerned with some

applications.
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INTRODUÇÃO

O Teorema de Divisão é o instrumento analítioo eg
sencial na caracterização das aplicações Cºº estáveisºx pré
prias, que foi obtida por J. Mather; '

ª "' '“ "'N'
«Além-disso; usando—se o Teorema de DiVisão demong

tra-se o Teorema de Prepªração ãe Malgrange Generalizado que
é o instrumento analítico—algébrico mais importante no estª
do local das_singularidades.

Por volta de 1880, o matemático alemão K. Wehàmmrass

enuncioufe provou o seguinte resultado (Vorbereitungsatz) ,

clássico na-teofia das funções analíticas de várias variª
veis reais ou complexas.

'

"Sejam B C.C e U (; Cn vizinhanças da origem em C

e C“ respectivamente e 9: B x U ——+ C umá função analítica
regulaf de orõem p em 2. Então existem B' C B, Ú' C U vi
zinhanças da origem em C e cª e funções analíticas h: Uª+ Cp

,e q : B'ch' —i E tais que :

(1) q (0,0) # O

.. _p' 9-1. .(11), -qf(z,w) _ [z +hl(w)z +...+hp(w)]q(z,w) emB xU.

ÍAlêm disso, numà vizinhança da origem, sõ ékisée um par de

funções analíticas h e'q com estas propfieàááes".

Tal teorema ficou conhecido como Teorema de Prepª
ração de Weierstrass, porque a função q é "preparada" para o

ª í

posterior estudo de  seus zeros e este é também usado para re—
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duzir questões sobre funções analíticas ã questões sobre pº
linõmios.

Observamos que no caso p = o o resultado é tri
vial : basta tomar q =wg. Observamos também que se p = 1, o

resultado se reduz ao Teorema das Funções Implícitas ( I.l.2
capítulo I), generalizando portanto este teorema.

O Teorema de Preparação de Weierstrass foi genera
lizado por H. Spãth por volta de 1929 (Der Weierstraesche
Vorbereitungssatz), que provou o seguinte teorema :

"Sejam B C. C e U (: Cn como antes e f: B><U ——+ C

analítica. Dada g: B><U ——+ C analítica regular de ordem p

em 2, existem BP CL B, O' C; U vizinhanças da origem e fun
ções analíticas q: B' x U' ——+ C h: U' -—+ Cp tais que em

B' x U' tem-se

f(z,w)==g(z,w)q(z,w)+-h1iw)zp—l+-h2(w)zp—2+...+hp(w).

Além disso, numa vizinhança da origem, o par (q,h) é único".

Este resultado generaliza o algoritmo da divisão
para polinômios, daí seu nome : Teorema da Divisão(de SpãthL

Verifica-se facilmente que o Teorema de Divisão de

Spãth implica o Teorema de Preparação de Weierstrass (1.1.5L

Enquanto a prova da unicidade de q e h usa someª
te resultados das funções analíticas, & prova da existência
destas funções utiliza o teorema denominado Teorema da Divi
são Polinomial (1.1.7).

A versão do Teorema de Divisão Polinomial demonâ

tra o Teorema de Divisão de Spãth, usando também o Teorema
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das Funções Implícitas (1.1.9). O Teorema da Divisão Poling
mial também implica diretamente no Teorema de Preparação de

Weierstrass (1.1.9).
“O argumento usado nas provas encontradas em lºl ou

[ªºl segue o original de Weierstrass, Para outras provas ,

vejamese'os livros : S.Bochner e WÇT. Martin-several Complex

Variables, Princeton 1948 ou [lºl. O primeiro deles dã tam
bém uma prova para O anel das séries de potências formaiscnm
também pode Ser encºntrado em lºªi. ObServa-se que o argumeª
-to nelas usado prova realmente um resultado global e não apg
naS”IÓCal.
,,v. conserva-se também que emnora o teorema local eo;
respondente no caso real analítico siga trivialmente do cª
so complexo analítico, o teorema global é porém falso : as
“singularidades complexas de f e'os zeros do polinômio

.Pp(z,w)l=.zp + zp'l ul(w) + ... + up(w) desempenham portaº
ito papéis importantes.

!Em 1959, R. Thom observou que uma adaptação do Teº
ffémá de Preparação para o caso de funções reais diferenciª
veis facilitaria bastante a tarefa da obtenção de formas da
jnônicas polinomiais raraas singularidades genéricas. Tais
*formas haviam sido obtidas originalmente por H.Whitney em di
ºvetSosªcasos; que hoje são clássicos (por exemplo os casos
ºde'õobrã, cuspide, guarda—Chuva, etc), a CuSta de uma: longa

'fe não trivial análiSe'em cada caso.

'A versãoiçºº real do Teorema de Preparação foi “
eg

tão obtida por E.Malqrange em 1962. Sua prova, essencialmen-

te técnica, envolvia um estudo.detalhado-da estrutura geomê
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trica local de conjuntos analíticos e baseava—se também em

um Teorema de Divisão local de funções Cºº por funções analí
ticas. B. Malgrange obteve também uma versão algébrica que

implica num teorema de divisão para funções Cºº obtido da for
mulação de Spãth, com as modificações óbvias. Assim sendo,do
Teorema de Malqrange decorre também um Teorema de Preparação
para funções Cm.

Um resultado mais forte e não apenas local, mas

global, foi obtido por J. Mather por volta de 1966; usando

um método analítico mais direto. Esta versão do Teorema . de

Divisão para funções reais Cm, devida a Mather,serã apreseº
tada detalhadamente. Ela implica também numa versão algêbri
oa mais geral. (para C;(N) — módulos) que a obtida por Mal

grange.

A versão global citada é essencial para a caractg
rização das aplicações próprias Cºº estáveis. No caso particu
lar de domínio compacto é possível demonstrar-se este resul
vtado partindo da versão local de Malgrange. Por outro lado ,

domínios não compactos são essenciais na teoria da Estabi
lidade Topolõgica.

É interessante observar que a demonstração do Teº
rema de Divisão de Mather é inspirada parcialmente na prova
dovcaso complexo—analítico, a grosso modo substituindo—se a

Fórmula Integral de Cauchy do caso analítico pela Fórmula Ig
tegral de Fourier, juntamente com a utilização de uma versão
do Teorema de Divisão para o caso particular da função coª
seno.»

.

'Observe-se também, em Ilºl, o Teorema de Divisão
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Polinomial local C00 e como consequência os Teoremas de Prepª
ração e de Divisão reais Cºº locais. Veja que, neste caso, as
funções q e h não são únicas em geral. No entanto, se a)p=1,
então a unicidade ê veriíicada pois que então o Teorema de

Divisão segue do Teorema das Funções Implícitas, b) n=o, is
to ê, estamos no caso de uma única variâvel,o resultado é

trivial e vale a unicidade ou c) t ——+ Pp(t,x) possui todas
as raízes reais, para cada x, também a unicidade de q e h é

válida.

Outras provas deste teorema apareceram mais tarde,
algumas delas distinguindo—se das primeiras citadas por se

inspirarem mais de perto na prova do caso das funções de” vª
riãveis complexas jã tratado.

Esta é a maneira como tais resultados se relaCig
nam, Outraª distinção trivial é conforme as funções tomem vª
lores reais ou complexos, embora a questão de maiºr substãg
cia seja quando as variáveis tomadas sejam reais ou<» complg

xas. Por.exemplo, as primeiras provas (de Malgrange e '
'

deª

Mather) bem como a de Lojasiewicz 113! tomam A como real; já
nos artigos de Nirenberg IZSI, Glaeser lºl e na variante (de
Mather IÉºI ele pode ser tomado complexo.

Sem.dúvida porém a distinção mais profunda estã'eg
tre as formas local e global do teorema : a prova' ªoriginal
de Malgrange, como já foi dito, e a de'Nirenberg, são apenas
(locais enquanto as demais mencionadas são globais; Isto pg
rém simplifica muito a demonstração : A prova de Nirenberg
é bastante curta e esta versãº—local é suficiente para todas
as aplicações conhecidas, exceto na caracterização global daS“
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apliCações'prõprias Cºº estáveis.

Simultâneamente a esta, outra diferença se observa
nos enunciados globais : o "quociente" q e o "resto" r são

escolhidos dependendo linear e continuamente de f — adenda
não trivial, já que no caso Cºº a divisão não é única.

O Teorema de extensão utilizado nestas provas tam

bem as diferencia : o usado por Nirenberg |25l, que constª
tui a parte difícil de sua prova resulta num operador("exteª
sor") não linear enquanto que o teorema de extensão usado

por Mather lººl (alternativamente ã prova de Nirenberg pelo
método utilizado em ll7l)encontra tal extensão através de

um operador linear. Glaeser lºl não obteve porém uma exten
são através de um operador linear: S. Lojasiewicz dã uma prº
va para este Teorema utilizando propriedades de campos de

Whitney, especialmente os simétricos e novamente continuida
de e linearidade são observadas. Uma prova ,

mais recente
(IQãâãsdevido a P. Milman lººl utiliza por sua vez um Teorg

ma de Extensão de Stein e obtêm continuidade e linearidade.
A versão simples do Teorema de Divisão Polinomial

(clássico de Weierstrass) "se f é uma função analítica em

U (: C, U viiinhança do o em C tal que todas as raízes do pº
linômio P(t) = tp +.Íci tp—i pertencem a U, então existe
uma única função anãlâtica q em U e um único polinômio r de

grau no máximo p—l, tal que f(t)==P(t) q(t)+-r(t)" l3l, diz
que no espaço H(U) das funções-analíticas em U, 0 espaço vg
torial dos polinômios de grau p-l é um complemento algébrico
do ideal <P>, gerado pelo polinômio P.

. Ainda, para K = R ou C se até regular de ordem p
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em 2 no anel 0l+n das séries de potências convergentes,obse£

01+n . -e um 0n — modulo, de posto p.
»

va-se que
<bol+n

.
- (

Da mesma forma que no caso analítico complexo, o

Teorema de Divisão Polinomial para funções Cºº implica num

Teorema tipo Weierstrass, portanto, um teorema de' divisão
mais geral que pode ser estabelecido de uma maneira mais al
gêbriCa 3 Seja €1+n a álgebra das funções Cºl? de l+n '-variª
veis e q uma função regular, de ordem p. O teorema resume—se

€
em diZer que o quociente como en — módulo, é gerado pg
las classes de funções tl ) 0 i i < p.

Enquanto a formulação algébrica do Teorema deº'Prg'
paração de Malgrange refere—se a álgebras diferenciais, quº
_cientes de CZ(N), a formulação algébrica de Mather Ilº! ' é

bem mais geral. Esta é conhecida como Teorema de Preparação
de Malgrange Generalizado (111.1 do cap. III).

Demonstra-se que o Teorema de Preparação de Mal
orange Generalizado é de fato uma generalização do Teorema

de Preparação (de Malgrange) para o caso Cºº fêái; o qual é

fôr sua vez conseqúência do Teorema de Divisão (de Mather)pª
'obcãso lerea . Para tanto, é mostrado que o Teorema de Prº
'paração de Malgrange Generalizado implica no Teorema de Divª

São de Mather ([“I, |º|, lislç llsl).
?

Outras versões surgiram para o Teorema de Preparª
ção de Malgrange Generalizado, como por exemplo uma exten

(leão enunciada em Ilª! e também em [27 pag. 186], que por sua
'vez depende de uma versão especial do Teorema de Divisão |27

pag. 195 . Tal versão é essencial na caracterizaçãs das apli
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" ª ' º) ª :

caçoes proprias C estaveis.
Nova generalização do mesmo Teorema ê estabeleci

da em |27 — pag. 203], tomando—se S (; N uma subvariedade
'fechada e é dada em termos de C;(N).

Na prova do Teorema de Preparação de Malgrange Gg

neralizado é utilizado (além do Teorema de Divisão) um lema

algébrico muito importante conhecido como Lema de Nakayama .

Existem diversas formulações deste.lema, específicas para cª
da caso do Teorema de Preparação de Malgrange Generalizado a
demonstrar, ou de acordo com a diferente visão do problema
estudado. As mais comuns nos trabalhos de singularidades se
rão adui tratadas.

Outras versões, formas e provas do Teorema de Divi
são surgiram para o caso de funções finitamente diferenciª
veis :

Em 1968 H. Hamm (não publicado) em Bonn, usando mê

todo de Mather, provou uma versão do Teorema de Divisão para
o caso de funções de classe Ck. (MR 47 ##=1077, 1974).

.Em 1973 M.G. Lassale [lºl deu uma prova para este
teorema, usando um mêtodo_que aperfeiçoou o resultado, com

imenor perda de derivações. Lassale deu ainda uma forma apeg
feiçoada do teorema e indica como mudar a prova dada para
tanto e conjectura que o resultado obtido é o melhor possª

pvel.

Independentemente de. Lassale, Gerard Barbançon |º| obtg
ve também, na mesma época, um Teorema de Divisão para fun
ºçõesyfinitamente diferenciáveis,



.09.
Mais recentemente (1976) Pierre Milman lººl aprg

sentou nova prova para o "Teorema de Divisão de Malgrange —

Mather". Consideravelmente curta e elementar, outro aspecto
interessante de sua prova é que pode ser aplicada para os cª
sos de funções Cm, Cm ou analítico, Esta prova será apresen
tada detalhadamente numa versão dada por E. Bierstone em

igàxt
.

.
i

.

“Nosso objetivo & faser um apanhado tão completo
quanto possível das diferentes versões e provas dos Teoremas

de Preparação e dos Teoremas de Divisão encontradas na lite
ratura, procurando esclarece-las, relaciona-las e primeipal
mente uniformizã—las quanto a notações e nomenclatura. Além

das distinções e das relações jã apontadas, procuraremos as
sociã—los com teoremas importantes como o Tecrema da Função

'Implicita,.ou o Lema de Nakayama,_Teorema de Mather (da clas
Vsificãção de singularidades de aplicações diferenciáveis) e

finalmente apresentaremos suas consequências e aplicações
mais importantes.

Para tanto, nosso trabalho será assim dividido:

No'capitulO'I apresentaremos as diversas formas e

provas do Teorema de Divisão com ênfase a duas delas :'Á prº
va devida a J.Mather, escolhida pela sua importância e" pelo
argumento usado : direto e (relativamente) simples; a prova
devida a P. Milman talvez a mais recente delas, também

'

coª
siderada simples e finalmente porque o argumento usado pode

ser copiado para o caso de funções Cm, Cºº e analíticas.

“NO'capítuloII serão tratadas as diferentes versões
do Lema de Nakayama e suas consequências, após um parágrafo
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inicial onde são desenvolvidos os pré—requisitos algébricos.
' No 'c'aE'í'tuloIIÍ serão consideradas as formas algébri

cas mais comuns e importantes dos Teoremas de Preparação e

Divisão complexas bem como do Teorema de Preparação de Mal

grange Generalizado e suas consequências. Finalmente,

O cagítuhsIVserã dedicado às aplicações daqueles
teoremas. Serão tratadas as mais clássicas como as formas

normais de Whitney, bem como a obtencão de outras formas nor
mais, não sendo esquecido porêm talvez a mais importante de

todas : a caracterização das.aplicações diferenciáveis estª
veisn Esta última, no entanto, não será demonstrada tendo em

vista que sua prova envolve elementos que fogem do nosso

objetivo.
É claro que os números que aparecem entre colchª

tes indicam a referência bibliográfica onde o resultado em

pauta pode ser encontrado.



”CAPÍTULO 1

TEOREMA DE DIVISÃO E DE PREPARAÇÃO

Pretendemos neste capítulo apresentar as diversas
formas e provas dos Teoremas de Preparação e Divisão cºm êº
fase a duas delas : a prova de J. Mather, escolhida pela sua
importância e pelo argumento usado, direto e relativamente
simples e a prova devida “ & Pierre Milman, talvez a mais rg
cente delas, também considerada simples e cujo argumento usa

«— , eodo pode ser copiado para os casos de funçoes analiticas,cw e
cm.

I.l O caso analíticol

(la) o caso complexo analítico

I.l.l Teorema de Preparação de Weierstrass l27l

Sejam B C: C e U <: cn vizinhanças da origem de C

e Cn respectivamente e 9: B x U ——+ C uma função analítica
regular de ordem p em 2 no zero.

Então existem B' C, B, U' C. U vizinhanças da ori
gem em C e Cn e funções analíticas h: U' ——+ Cp

, e

q: B'><U' —+ C tais que

(i) q(o,o) # o e

(ii) g(z,w)= [zp4-h1(w)zp—l+ ...+hp(w)]q(z,w) em

B' x U'.
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Além disso, numa vizinhança da origem, sõ existe

um par de funções (h,q) com estas propriedades.

1.1.2 Observações

&) O teorema 1.1.1, Weierstrass chamou de teorema
de preparação porque q é "preparada" para posterior estudo
da variedade dos seus zeros que é igual ao Conjunto dos ze
ros da função zp+rhfw)zp_l+...+hp(w). Portanto, o resultado
,acima nos conduz a uma questão polinomial.

b) Se p==o , o resultado é trivial ; B'==B,U'=ru e

Se p= l, tem—se g(o,o)==o e ªº (0,0) # o e o rgaz
sultado segue do Teorema da Função Implícita. De fato, cºmo

-g(o,o) = o e àº(0,o) # o, pelo Teorema da Função Implícita
' az

existe um aberto B'JCU' C: B><U contendo (0,0) e uma única
função analítica hl: D' -—+ C tal que g(z,w) = 0 num ponto
(z,w) e B'><U' <=> z = — hl(w). Então g(z-hl(w),w) se anula
em ox'U' C (:an e [ª - teor 4.2] temos que

1 1

g(z—hl(w),w)== EL g(tz-hl(w),w)dt= z ªº(tz-hl(w),w)dt =

o

1

ªz! ªº(tz— hl(w),w)dt : z q(z,w)
82

o

'I
onde q(z,w) = ] ªº (tz— hl(w),w)dta ê analítica em B'><U' .
-, az. .

, _
'

'

'

O

Colocando—se t= z- hl(w)(.'. z= t+-h1(w)), temos



.13.

qum =(t+hgwkut+thMW)

que é o Teorema de Preparação de Weierstrass no caso p= 1.

(lª!-).

o) É interessante observar que o Teorema da Função

Implícita é um corolário imediato do Teorema de Preparação
de Weierstrass llºl. Para isso suponha que q seja regular de

ordem 1 em 2. Então, podemos escrever :

g(z,w1,...,wn)= [z-'hl(wl,...,wn)]q(z,wl,...,wn)

.onde q e analítica numa vizinhança do zero em €)ccn,qkho)#o
e hl ê ' analítica numa vizinhança do zero em Cn e tal de
composição é única.Consequentemente, g(z,wl,...,wn)==o numa

vizinhança da origem se e somentese z==hl(w1,...,wn).

d) De b) e c) podemos concluir que, no caso p= 1 ,

o Teorema de Preparação de Weirstrass é equivalente ao Teorg
ma da Função Implícita.

Deste modo podemos afirmar que o Teorema de Prepâ
ração de Weierstrass generaliza o Teorema da Função Implicª
ta.

1.1.3 Embora a prova do Teorema I.l.l seja corolário do

Teorema de Divisão de Spãth que será enunciado posteriormen
te, ela pode ser tambêm feita diretamente, como por exemplo

em Ilº], que demonstra que :

"Se f 6 On é regular de ordem k em zn, existe um
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único polinômio de Weierstrass h 6 On—l [Zn] de grau k tal
que f<= uh para alguma unidade u e On".

Vamos esclarecer as notações usadas e efetuar __a

demonstração deste resultado.

Seja On o anel dos germes de funções analíticas na

origem de C“, o qual é isomorfo ao anel das séries de potêg
cias convergentes centradas na origem.0n é um anel local e

(seu único ideal maximal é o conãunto dos germes de funções

que se anulam na origem. É claro que on-1.C'0n—l [Zn] (;on.
“Definição Dizemos que um germe f e On é regular de

ordem k em zn se existe um representante de f que é regular

n na origem.de ordem k em 2

'Definigão Um polinômio de Weierstrass de grau k >o

em'zn é um elemento h 6 on—l [zª] da forma

k zk—l
n“ ªl +...—+- a zkel n * ªk

onde os coeficientes aj & On—l são germes de funções que se
anulam na origem, j= l,...,k. Se h(z) é uma função analítica
numa vizinhança aberta da origem e representa um polinômio
de [Weierstrass em zn, então h(z) tem a forma h(zl,.;.,zn)=

' ' k-l' "' ' ”
zn + al(zl,...,zn_l) zn + ...+ ªk(zl""'zn—l) onde;
aj(0,...0)=0;aindah(0,.q..,0,zh)=zªâ e h êregular em zn .de

grau k. Num sentido, um polinômio de Weierstrass é a forma

genérica de um elemento que é regular em Zn' isto se torna
preciso no resultado enunciado e que vamos agora provê—lo,

“Prova

A prova é baseada na observação que, para cada
“
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' l * : N

(zl,...,zn_1), as raizes de h como polinomio em zn sao os zº
ros de f como função de zn (com as mesmas multiplicidades).A
construção de h vai se reduzir, então, a construir um polinê
mio a partir de suas raízes.

Seja f uma função que representa o germe f e On ,

tal que f é analítica numa vizinhança do polidisco A(o;r) e

é regular de ordem k em zn na origem.

Pelo lema “Se f é uma função analítica no polidig
co aberto A(w;r) e regular de ordem k em zn, então existe um

polidisco A(w;ô) (; A(w;r) tal que para todo ponto(al,.u,ah_f
. anA(w,61,...,õn_l) & função f(ªl"fº'ªn—l'zn)' como função

de uma única variãvel zn,tem exatamente k zeros (contando a

multiplicidade) no disco lzn-wnl < ôn": existe um polidisco
A(o;6) C_A(o;r) tal que para todo ponto (zl""'Zn-l) em

A(o;61,...,6n_l) a função f(zl,...,z n—l'zn) tem k zeros em

lznl < 6n e estes zeros serão denotados por

Wl(Zl,...,Zn_1),..., wk(Zl,...,Zn_]—)

com convenientes repetições conforme a multiplicidade. As

funções ?j(zl,...,zn_l) não são necessariamente contínuas ,

nem bem definidas; o que_podemos assegurar é que ijno,.u,o)=o
e |Wj(zl,...,zn_l)1 < ôn para (zl,...,zn_l) & Aknõl'“"%ri)e
j=l'oc.'ko

Tºme

k _h(21,'...,Zn) =.Í [Zn-' Wj(Zl,...,Zn_l)] :
3—1

_ k k-l"' Zn + a1(21,...-,Zn_l) Zn +ooo+ ak(Zl,...,Zn_l)
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onde os ª£(zl""'zn—l) são funções simétricas'f elementares
nos valores Wj(zl,...,zn_l). É facil-ver que as funções

) .a£(zl,...,zn_l) sao de fato analiticas em A(o;61,...,ôn_l
Para tanto, deixando zl,...,zn_l fixos e usando o resultado
"Seja F uma função analítica em um domínio de C que contêm

o disco lzl i r. Suponha que F não tem zeros em lzl = r e se
jam ªl""'ªk seus zeros em [zl < r (cada um repetido segug
do a sua multiplicidade). Então, para todo q e N vale

.k q . .

-Z a? = 1 ª—É—lªl dz" temos que
j=1 3 2'rri f(z) '

zl=r

k r 1 aflzl,...,zn_l,z) zr
E W.(zl,...,zn_1) = dz.

jv=1
3

.

,

zni ez f(zl,...,zn_l,z)
|z|=an

A função f(zl,...,zn_l,z) é não nula para izll<õ,...,
Ik lzn—ll < ón—l' [zl = ôn como notado acima; 'ventao

r . .

jâl wj(zl,...,zn_l) e analítica em A(o,ôl,...,ôn_l) para tº
do r. Como as funções simétricas elementa

k
São polinomiais nas somas Z

, ,

' j=l .

bêm analíticas no mesmo polidisco. Ainda, aª(o,...,o)=<3pois

res aª(z1,...,zn_l)
Wj(zl,...,zn_i)r, elas são .tam

Wj(o,...,o) = o. Consequentemente, a função h representa um

polinômio de Weierstrass.

O polinômio h é claramente o único polinômio de

Weierstrass tendoos mesmos zeros da função f em A(o;õ). Para

completar a prova do teorema, precisamos somente mostrar que

o quociente u = É é analítica e não se anula em A(o;ô).
h
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Para qualquer valor fixo de (zl,...,zn_l) em

A(o;õl,...,õn_l) o quociente

. ._.f(Z. .].c I.o.'.z, )

U(Zl,...,zn) = J—B'“
h(zllcoo'zn).

é por construção analítico e não se anula em !znl < õn'

Seja M o módulo máximo de f em K(o;6), e'm > o o

modulo mínimo de h(z) para [21] i al,...,|zn_l| í õn-l ,

[znl = 6n' Observe que m > 0 pois h(z) não se anula neste
conjunto.

Segue do Teorema do módulo máximo em uma variável,
zn, Que |u(z)! i ª , para todo 2 e K(o;ô).

m

Então, pelo Teorema da Extensão de Riemann, a fun
ção u(z) é de fato analítica em A(o;6) ; ela não se anula cº
mo notado acima e portanto a prova está concluída.

1.1.4 Teorema 'de“ Divisão de H." 'Spã'th |º7l

Sejam B C. C e U C,Cn vizinhanças da origem e

f: B x U ——+ C analítica. Dada g: B><U ——+ C analítica, regª
lar de ordem p em 2, existem B'C; B, U' (; U vizinhanças da
origem e funções analíticas q: B'pacU' ——+ C, h: U' ——+ mp

tais que f(z ,w)-—g(z w)q(2, W) + X hi (w) Zp i.
i= 1

Além disso, o par (q,h) é único numa vizinhança da

origem.
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1.1.5'Observaçõe8'sobre'I;l;4

a) Este resultado é quase o algoritmo da divisão,
assim é chamado de teorema da divisão.

b) 1.1.4 implica 1.1.1. De fato, dadas f(z,w) = ZP

e-g uma função analítica regular de ordem pºem 2, pelo Teorg
ma I.1.4.obtemos,

D

= 9(2,W) q1(Z:W)4'Z lhi(w) zp"i .
.

(a)
i=1

ZP

onde q1 e h = (hl,...;hp) são funções analíticas numa vizi
n n .nhança do zero em C><C ,e em C ,:espectivamente.

Diferenciando p vezes a igualdade (a) em z, na ori
gem obtemos :

p! =—ã—p-%(o,o) ql(o,o) , de onde vem que ql(o,o) # 0.
z _

Mas, ql analítica numa vizinhança do zero e

q1(o)o) # o acarretam que existe uma vizinhança de (0,0) 'em
C:;Cn tal que ql, a ela restrita, não se anula. Então, nessa

vizinhança q ='3L ê analítica e obviamente q(o,o) # o.Segue—
.

. qlse portanto de (a) que

g(z.w> = [zp+ <-hl(w))zp"1+..,.+<,—np<w»]q<z,w> ,A
-

concluindo a tese do Teorema 1.1.1.

c) Quanto a unicidade do par (q,h) no Teorema. da

Divisão de Spãth temos a seguinte prova,.segundo Iº— pag.92L

Suponha que f = gq+-r gqi+rl onde

r(z,w) =
i

"M'U

hi(W) zp—i e r =1 .
Hi(w) zp“l

1 1 1
"M

“O

||.
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Então (q-q1) g = rl- r.

“ "" d . A ,Fixamos w e C ;.entao rl— r e um polinomio de grau

í p—l em 2 e tem no máximo p—l raizes (incluindo a multiplª
cidade).

Mostremos que existe uma vizinhança do o em Cn tal
que para todo w nesta vizinhança (q-—ql)g tem no mínimo p ZÉ

ros quando vista como uma função de 2.

Assim podemos concluir que rl==r e q==q1 (pois
q,? 0 numa vizinhança do zero).

É claramente suficiente mostrar que g(.,w) tem p

zeros.

Seja 3 (z) = g(z,o) = ngl(z),ql(0) # o

Como os zeros de uma função analítica de uma varia
vel complexa não nula são isolados, e E(o) = o, existe uma

Í,constante 6 > o tal que E(z) # o sempre que on< lzl i 6.
'

seja e = inf [E(z)|
|z|=õ

Como q é contínua, existe uma constante o > o para
a qual |g(z,w)-E(z)| < e quando ij| < 0 para j= l,..,n 05
de w==(w1,...,wn) e |z| = 6.

Escolha um tal w e seja º(z) = g(z,w). Como

l£(z)-E(z)| < a í |E(z)| quando |zl= 6

podemos aplicar o Teorema de Rouchê (pag. 152, Alfhors '
Complex Analysis) e concluir que £ e & tem o mesmo número de

zeros no disco |z| < 6.
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Como E(z)==ngl(z) numa vizinhança do zero, sabe

mos que E tem p zeros (contando a multiplicidade) neste dig
co, concluindo que 2 e portanto, g(.,w) tem p zeros.

d) Já a demonstração do Teorema de Divisão de

Spãth quanto a existência decorre de um Teorema de Divisão

especial, chamado de Teorema de Divisão Polinomial, que pode

ser assim enunciado:

1.1.6 Teorema de'DivisãO'Polinomial lººl
Seja f(t,z,l) uma função analítica numa vizinhaª

ça do o em C:;Cnaccp. Então existem funções q(t,z,Me rng,M
definidas numa vizinhança do o em C)<Cn><Cp tais que

.

'f(ã,z,k)==Pp(t,A) q(t,z,X)+ r(t,z,A) onde Pp(t,A) = tp +

tp"i+ é um polinômio mônico genérico em t de grau p
P

,

A

1=1 i
-1e r(t,z,A) = É ri(2,à) tp com ri e q analíticas numa vii=l -

zinhança do zero.

Ainda, q e ri são únicas.

O Teorema de Divisão Polinomial pode ser enunciado

de modo um pouco diferente, com f não dependendo de X, tomaª
do— se os Ai como parâmetros extras 2, o que, no entanto,não
simplifica a prova.

1.1.7 Teorema de Divisão Polinomial l17|

Sejam U C Cn um aberto, f: C><U ——+ C e u: U —+ CP

duas funções analíticas. Então existem funções "analíticas
q: C><U —4+ C ewh: U ——+ Cp tais que

“(1.1.7.1) f(t,z)==Pp(t,u(e))íq(t,z)+-r(t,h(z))
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para todo 2 e U e todo t e C onde
P P

9 (t,u(z)) = tp+z unam?"i , r(t,h<z»=í h-(z) tp'i.
P i=1 1 i=1 1

Ainda, q e h são únicas .

'Prova

A prova que daremos desta versão se encontra em

[lºl e está relacionada com a prova original de Weierstrass
Izºl—

Bara w # t temos :

fp p = E Pi_l(w,u) tp l
w-'t i=l

P .(tIU)
»Somando—se —E————— a ambos os membros da igualdade

' w-'t
e dividindo—se por Pp(w,u) obtêm—se

1 : ?Eft,u) Pi_1(w,u)P
+ X

w—t Pp(w,u)(w—t) i=l Pp(w,u)
(1.1.7,2) tP'i

Sejam z e U e t exa. Colocamos :

(1.1.7L3) q(t,z) : 1 f(w,z) dw

2“i
) Pp(w.u(z))(w—t)

Y

onde Y é uma curva simples fechada em c orientada positivª
mente, tal que t e todos os zeros w de Pp(w,u(z)) estão na

componente limitada do complementar de 7. Pela Fórmula Intº
gral de Cauchy, q(t,z) está bem definida. Claramente q é anª
lítica.
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Seja 2 6 U. Colocamos

P (w,u(z))f(w,z)dw
(1.1.7.4) hj(z)=

1 3'1
Zwi Pp(w,u(z))

onde V é uma curVa simples fechada orientada positivamente
em C, tal que todos os zeros de Pp(w,u(z)) estão na componeª
te limitada do complementar de 7. Pela Fórmula Integral de

Cauchy, hj(z) está bem definida, para todo j== l,...,p.
Seja então h==(hl,...,hp): U ——+ Cp. Claramente h

ê analítica.
Sejam z e U e t e C. Seja Y uma curva simples fg

Chada orientada positivamente em €, tal que t e todos os zº
ros w de Pp(w,u(z)) estejam na componente limitada do complg

mentar de y. Pela Fórmula Integral de Cauchy e (1.1.7.2)vem:

f(t,z) == Á— wL—fm2)- dw =
Zwi w—t

'Y

=.m£_ p (t,u(z)) __ÉEEQZQÉÉL___—m +
2ni p P (w,u(z))(w-t)P

Y

P P. (w,u(2))f<W.Z)
+ l tp“i 3—1 dw

2711 j=l ,
Y Pp(w,u(z))

ªqúe por (1.1.7.3) e (1.1.7.4) nos fornece
”p

.

f(t,z)=p (t,u(z)) q(t,z) + 2 h.(z)tP'3
p j=l 3
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ou seja, V 2 6 U e V t e C,

f(t,z) = Pp(t,u(2))q(t,z) + r(t,h(Z)).

Prova da Unicidade |º7| : É fácil ver que a solª
ção (q,h) de (1.1.7.1) é única no caso analítico. De fato se
tivermos tambêm

f(t,z) = Pp(t,U(z>) ql(t.z) + x(t.hl(z)), onde

ql : Cch ——+ C e hl: U ——+ Cp são analíticas obteremos

o = Pp(t,u(z))[q(t,z)- ql(t,Z)] + r(t,h(2))- r(t,hl(2))

que pela definição de r nos dá

o = Pp(t,U(Z))EQ(t,2)- q1(t,2)] + r(t,h(2) — hl(z)).

Por esta igualdade vemos que é suficiente mostrar
a unicidade no caso em que f(t,z) = o.

Suponha, então,

o = Pp(t,u(2)) q(t,2) + r(t,h(2))

Para cada 20 e U, temos

tp“l + tp'2 +r(t,h(zo)) = az ...+ ap“1

_ p p-1Pp(t,u(zo))—-t + 81 t +...+ B

(:

q(t,zo)= —
1 p é analítica

tp + 81 tp—l +...+ 8

tp—l + az tp“2 +...

P
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para todo t 6 C e isto sõ é possível quando dl:“2=“"=a = o
P

ou seja hl(zo) = ... = hp(zo) = o. Como zo.ê arbitrário, coª
cluimos que q E o e h E o, o que termina a prova.

1.1.8 Comentáriºs'sobre o Teorema de Divisão Polinomial

A prova da vegsão 1.1.6 de lººl é exatamente esta
prova de 1.1.7 apresentada, conforme l17l. Paga outras jptâe

vas vide S. Bochener and W.T. MartinISeveral damúexkaianes,

Princeton » 1948 ou Iªºl.ª
.

O argumento usado na proma do Teogemaçf.1.7 prova
. __TTHKMPLM _, (,., _É

realmente um resultado global, não apenas um ;esultado locaL
Note entretanto, Qué embora o teoremaí1oca1 corteepondente'
no caso real analítico siga tiivialmente, o teorema global êp

falso (conforme mostraremos no parágrafo (1.b)) : as singulg
ridades complexas de f e os zeros de Pp desempenham então um

importante papel. (129I) _wa" *

_4

I

1.1.9 T'e'or'em'a' 1.1.6 implica Teorema» 111 |29| _

Para deduzir o Teorema de PreparaçãO'de Weierstrass
óseja z ='o em 1.1.6. Se 9 é regular de ordem p em t;

tpg(t,o,o) c , c # o e pºr 1.1.6 :

[tl-7.4. 2 Ai tp-i]q(t,O,Ã) +X fim,—Hipªi
' l:.-l' "? ,' .:

. ._ í=l"_,,gí. '
|!"g(t,Ó,Ã)

:.
| "'

que facilmente nos fornece

o se j <*i.ari ,

“, ._ .

ax. !..,ng, » .—c se 3 = t
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e portanto, o jacobiano é não nulo. Pelo Teorema da Função

Implicita, aplicado às funções ri e lembrando que ri(o,o)==o,
i= 1,...,p, existem funções analíticas A. = Hj(z) próximasJ

de zero tal que ri(à,Hj(z)) = 0, i “ 1,...,p.
Assim g(t,z)==Pp(t,H(2)) q(t'Z,H(Z))

que é a forma desejada, como é facilmente visto, q assume o

valor c na origem.

Teorema 1.1.6 implica Teorema 1.1.4 lººl
Repete-se o argumento acima para q regular de or

dem p e pelo Teorema 1.1.6 escrevemos f = qu' + r . Substi
tuindo—sê 1 = H(z) temos g = qu. Então segue que f==gq" + r
com q“ = ªl .

q

(1.b) O caso analítico real |l7l
Num segundo contexto podemos perguntar ªo

Ser C. Rnê aberto, f: RxU ———+Reu:U-—-—-—>Rp

são funções analíticas de variáveis reais então existem fuº
ções reais analíticas q: R1<U ——+ R e h: U —-+ RP tais que

(1.1.7.1) de 1.1.7 se verifique, VX 6 U e Vt 6 R?

A resposta desta questão é: não. Suponha o contrª“
rio no seguinte exemplo: tome p = 2, U ='R; E: R2 «—+ R defi
nida por f(t,x) = —QL7 , u: R ——+ R2, u = (ul,u2)1+t
u1(x) E o e u2(x) & x, Vx 6 R.

_oom

É claro que f e u são analíticas.
Temos que P2(t,x) = tªi+ u1(x)t + u2(x)==t2 + x.
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Então vamos supor que existam funções analíticas

q: Rª ——+ R e,h: R —-+ R2 tais que
' 1

t2+1
(1)' = (tº + x)q(t,x) + h1(x)t + h2(x), v(t.x) & Rº

õ. Para & < 0, tomamos primeiro t = J — x e depois
t ='- ! 4 x em (1) e obtemos

(1') 1ª— = h1(x) J — x + h2(x)ºx

(lá) —l— = - h1(x) /h:_; + h2(x)
l—x

que são_duas equações lineares em h1(X) e h2(x) independeg
tes. A única solução deste sistema é

h 5 o e h (x) = —ª—
, Vx < 01 2 l-x ,

,

Assim, para funções q e h = (h1,h2) que satisfazem
(1) temos h2(x) = —l— para x < 0. Claramente, h2 não pode

' l-x
ser estendida a uma função analítica definida em todo o R, o

que mostra que a resposta da questão é não.

Isto nos mostra que o Teorema da Divisão Global
não vale no caso analítico real.

- 'lxn"
Porém uma versão local, análoga do Teorema I.1.7 ,

é verdadeira para este caso, conforme |3 pag. 8—4 e 8ª5l.
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1.2 — O Caso Cºº

A já mencionada observação feita por R. Thom, por
volta de 1959, motivou a procura de um teorema de divisão

os

para o caso C .

A primeira versão, obtida em 1962 porlã.Malgrange
foi uma versão local com uma prova bastante técnica que

envolve um estudo detalhado da estrutura geométrica local
de conjuntos analíticos.

Esta versão foi seguida por um resultado mais

forte (uma versão global) obtido por J. Mather em 1966 (Teº
rema 1.2.1) por um argumento direto e analítico.

Seja N(u) = (t & R: (t,u) € N] onde N C R x Rp ê

uma vizinhança aberta do conjunto dos (tAn Q R x Rp tais
que P (t,u) = 0 e N(X) = U N(u) para X C RP.

? uex
DenotemOSIxm(fWR)aR-ãlgebra das funções de R em

R. Temos:

1.2.1 — Teorema de Diviàão Polinomial [17]

Existem funções q = qª: Cm(R) x R x Rp ——+ R e
h = hp: Cw(R) x Rp ———+ Rp, tendo as seguintes propriedades:

(a) Quaisqúer que sejam f & Cm(R), t Q R e u 6 Rp

f(t) = Pp(t,u)qp(f,t,u) + rp(t,hp(f,u)). (1.2.1.1)

(b) q e h são lineares na primeira variável.
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(c) Se f E.Cm(R), u 6 Rp e f se anula em
'

N(u),
então h(f,u) = 0.

(d) Para toda f € Cm(R), as funções qf: R x Rp-oR

e hf: R9 + RP, definidas por qf(t,u) = q(f,t,u) ehf(u) =

= h(f,u), são c”.

(e) Para todo inteiro não negativo k, existe um

inteiro não negativo m(k) tal_que:-
(1) Para todo subconjunto compacto x de RP, exiâ

te c = C(k,X) e R++ tal que, para .toda f e cºº(R) .,

* , *
llhf "k,x 5- Cnf “m(k),N(x) ' (1.2.1.2)

(ii) Sejam nl: R x Rp + R e'nz: R x Rp + Rp projg
ções.

Para todo subconjunto compacto Y de R x RP, exiâ
tve C «= C(k,X) € R++ tal que, para toda f€ CNR)

'

* *“ '
'

M"ºf "k,y _<_ Cllfllk'y. onde Y & N(nzm) u “Img, n.

(I.2.l.3)

1.2.2 — Notas sobre 1.2.1

Mather chamá este teoremã de divisão "polinomial

de ?o teorema de divisão" e afirma que com exceção do fato
ide que estabilidade infinitesimal implica estabilidade,tudo
o que se obtêm, em seus trabalhos, usando o Teorema de Divª

' são poderá ser provado uSando o Teorema de Preparação de,
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Malgrange, isto é, o Teorema de Divisão de Mather estã es

tritamente ligado ao Teorema de Preparação de Malgrange. Po

rêm, como afirma Mather, não é razoável que o Teorema de

Divisão Cºº possa ser deduzido do Teorema de Preparação de

Malgrange.

O fato que uma afirmação análoga ao Teorema de

Divisão Cºº para funções reais analíticas seja falsa (confor
me 5 l.b) fornece um contraste com o "Teorema de Preparaçãd'
usual, que ê verdadeiro para funções reais analíticas, bem

como para funções holomorfas e C“. Naturalmente, o teorema
de preparação usual é puramente um resultado local sobre

germes.

Quanto alinha de demonstração de 1.2.1, é a de

[17] que embora seja consideravelmente longa, distingue—se

por seu caráter profundamente natural e elementar. Esta
prova inspira—se parcialmente naquela do caso complexo ana
lítico; a grosso modo o caso C00 é obtido substituindo—se o

emprego da Formula Integral de Cauchy do caso analítico pg
la Fórmula Integral deFourier juntamente com uma versão do

Teorema da Divisão para o caso particular da função cosseno.

A prova do Teorema 1.2.1 pode ser encontrada no

Apêndice 1.

1.2.3 — Notações usadas nas três versões seguintes

Sejam t e « germes no (0,0) das projeções de
n nR x R em R e R respectivamente.

Para todo germe de função Cºº
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u = (ul,.n,up): (R“,O) ———+ RP

sejam

p
I

= p-1 ,m n
Ru iªl (ui o w)t € L(0'0)(R x R)

e

': xr ºº n,Pu t + Ru €C(0,O)(R X R)

Do Teorema 1.2.1, temos

1.2.4 — Versão local do Teorema de Divisão Polinomíal para
funções Cºº Ilº]

Seja 9 €; CTO 0)(R“ x R) e u: (R“,O) + R9 germe
de função C”.

' Então existequ CTO 0)
(RE x R) e germe da' função cºº

' '
h: (R5)9) 4 R? taiquue

g = Pu q + Rh . (1.2.4.1)

P_rºxe |"!

Sejam &: Rn x R + R e &: R“ + RP funções (::aº cujos
germes no (0,0) e o são 9 e u, respectivamente. Para cada
2 € Rn, vamos definir

ªz: R + R por ãz(b) = õ(z,b).
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Sejam &: Rn x R + R e E: Rn + Rp dados por

&(z,b) = O(êz,b,ã(2)) , ª(Z) = H(ãz.õ(2))

quaisquer que sejam z e R“, b 6 R, onde Q e H são ano q e h

do Teorema 1.2.1, respectivamente.

No apêndice 1, onde se prova o teorema 1.2.1 apê
rece o corolário 1.4 que mostra que as funções & e E são
cºº.

Da fórmula (1.2.1.1) segue que

ª(ZJÚ = P(bÁÍUD) ª(zJ» +ÉRÚL5(Z))—

Assim, os germes q de & no (0,0) e h de E no o

são Cºº e satisfazem (1.2.4.1).

1.2.5 # Versão local do Teorema de Preparação para funções

£ lªºl

Se,f € CTO ("(Rn x R) é regular de ordem p.então'
ouexiste q E.C(o o)(Rn x R) inversível e um germe de função

I
no

C u: (Rn,0) + Rp tais que

f = q Pu' (1.2.5.1)

Prova

A idéia da prova é a mesma usada para mostrar que
Teorema 1.1.6 implica Teorema 1.1.1.
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Conforme o teorema 1.2.4, existem

00 n p <
»qlªí C(0,0) (R x R x R) e germe de funçao C

Nh: (R x R[) ,(0,0))+ RP tais que

dh4o p-i »
ai b 1] q1(z,a,b) + "546 hi(2,a)bp—l 'E(z,b) = [%p +

1 l i 1

para representantes convenientes %: U x W —+ R de f,
ªl: U x'V x W + R de » ql e É: U x V + Rp de h, e “todo

z e u C.Rn, todo a e v C.Rp e todo bei W C.R.

Como f é regular de ordem p segue que ãl(0,0,0) # 0,

hi(0'0) = 0 e ainda

ani
-—— (0,0) — º , 1 > j
8a.

3

+ '

ani
,'““ (Orº) #'0

aai

_ aii _

Entao det [ ——— (O)] # 0 e pelo Teorema da Função
8a.]

Implícita, existe uma função Cºº &: U1 + Rp (onde Ul ê uma

vizinhança do zero contida em U) tal que ní(z,õ(z)) " o 'Olm

ra 1 i 1 £ p e 2 € Ul'

Seja &(z,b) = ãl(z, u(z),b) e sejam q e u germes

em (0,0) e o de & e &, respectivamente. Então (I.2.5.1) e

satisfeita. E claro que como ã1(0,0,0) # O, q é inversível.
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1.2.6 — Versão local do Teorema de Divisão (de Mather) Rara
fungões Cºº |19|

Sejam f,g €szmen x R) e suponha f regular de

ordem p. Então existem q € CTO O)(er x R) e um germe de
'

função Cºº h: (Rn,0) + Rp tais que

9 = fq + Rh (1.2.6.1)

Prova

Do teorema 1.2.5, dada f regular de ordem p, exig
ntem um germe inversível ql & C x R) e um germe deºº

R(0,0%
funçao Cºº u: (Rn,0) + Rp tais que f : qlPu. (1.2.6.2)

(0,0
n p m nu: (R ,0) + R existem q2 E C(0 OfR X R) e um germe de

I

Do lema 1.2.4, dadas 9 E C )(Rn x R) e

função Cºº h: (Rn,0) + Rp tais que 9 = Puq2 + Rh . (1.2.6.3)
q

Então, colocando g = ªª , de (1.2.6.2) e(I.2.6.3)
1

_ _ Ji _ . -segue que g — Puq2 + Rh —

ql q2 + Rh — fq + Rh lStO e, va

le (1.2.6.1). Observe que q é Cºº visto que q1 ê inversível.

1.2.7 - Observações: A unicidade no caso Coº

(a) Seja f: R x R + R definida por f(t,x) =t2 + x

que é regular de ordem 2. Seja 9: R x R + R, g(t,x)50. Mos

tremos que o par (q,h) não é único, neste caso.

E claro que q(t,x)3 0313 0 satisfazem (1.2.6.1)
neste caso. No entanto este par não é único. De fato, as
funções
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2r .. oo

r2(t,x) = e q2 = - —g- sao C numa

vizinhança do zero e também satisfazem (1.2.6.1).

(b) Sobre a unicidade também podemos afirmar: se
as raízes do polinômio t L——4+ P(t,x) são todas reais para
cada x, então q e«h de (1.2.4) são únicas [3 - pag 8—9,8«10L

De fato, por 1.2.4, dada q em C(0 O)
(R x R“) sabemos que

existem germes de funções Cºº h e q tais que

g(t,x) = P(t,x)q(t,x) + r(t,h(x)).
Se para cada xo as raízes de xo %—+ P(t,xo) são

todas reais temos que existem tl,;..,tp reais tais que

Px0(t) = (t — tl) ... (t — t ).
g(t,xo) — rx (t)

Como o quociente ————————-———º——— é Cºº (pois este é igual
PX (t)

o

a q(t,xo)) e todos os ti são reais sabemos que para t = ti,
1 = l,...,p, rxo (t) = g(t,xo). Logo os p coeficientes do

polinômio rXo(t) = iÉhhihlzothml são determinados pelo sig
1

tema de p equaçõesa p incógnitas

r (tl) = g(tl.xo)

H ('"
N || g(t2,xo)

H A; II g(tp,xo)
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que obviamente, possui uma única solução. Assim, o polinê
mio r (t) é unicamente determinado. A unicidade de

o g(t,xo) - rX (t)
q(t,xo) = ———————————————— segue então trivialmente.

Px (t)
o

(c) Para o caso de uma variável t (n = 0) o resul
tado (1.2.6) é trivial e q e h são unicamente determinadas.

De fato, se f e q são Cºº numa vizinhança do zero
e f é regular de ordem p em t no zero, isto é, f(t)==tPhun

com h Cºº e h(0) # 0 temos

(c.l) Pela fórmula de Taylor com resUadeLagrange
aplicada a q temos que

.. url) ()Mª=gW>+çwn+3lºtª+u_+í__£igª+gp(a?
ºª <p *JJ! p!

para algum ; numa vizinhança do zero.

Podemos então escrever

(p)
g(t) = r(t) + 2-—l£l- tp onde (c.l.l)

9!

P
_. (p-i)

r(t) = 2 ai tp 1
, a = (º) i=l,2,...,pi=l (p-i):

(c.2) h ê Cº:. e h(0) # O, sabemos que existe uma

vizinhança do o onde h(t) # 0 e portanto nesta vizinhança
a função %% é O”. Então, por (c.l.l) e do fato de

f(t) = tph(t) temos
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(p)(c)g(t) “= tph(t) ª—----—---- + r(t)
p! h(t)

(p)( )= f(t) q(t) + r(t) onde q(t) = 9—_-ª-_
?! h(t)

é obviamente , de classe Cm.

Assim, vale o resultado 1.2.6.
Resultados semelhantes aos de 1.2.4, 1.2.5 e

1.2.6 são enunciados e demonstrados em |º5l quando as fun
ções assumem valores complexos:

1.2.8 — Teorema IZSI

Seja f(t,x) uma função Cm com valores complexos

definida numa vizinhança da origem no R x Rn sendo f regª
lar de ordem p em t no zero. Então, numa vizinhança da ori
gem temos a fatoração

P

f(t,x) = [;P + Z lj(x)tp—i] q(t,x) (I.2.8.l)jªl
“onde q e Aj são funções C00 com valores complexos com

q(0,0) # 0. Ainda, se f é real tal fatoração existe com q

e Aj reais.

I.2.9 — Notas sobre 1.2.8

(a) Sua prova será dada posteriormente em (1.2J3).
(b) Para p = 1 o teorema afirma que se f(0;0) = O

H)3
(D | (0.0) # 0 então tem—se & fatoraçãoo: rf
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f(t,x) = q(t,x) t + A1(xi] , q(0,0) # 0

(1.2.9.1)

É claro que se f é real isto segue do Teorema da

Função Impllcita e a fatoração é única.

Entretanto para f complexa um simples resultado
parecido nãaêtão trivial. Ainda, a fatoração não é única:

para n = 1, a função
1

f(t,x) = t + i(x + e X
) adimite as fatorações

f = l.f e f(t,x) = q(t,x)(t + ix) onde facil
mente vê-se que q é Cm e q(0,0) = 1 # O.

1.2.10 — Teorema de Divisão Polinomial |25l

Seja f(t,x) uma função Cºº com valores complexos

numa vizinhança da origem do R x Rn e seja
P(t,x) = tp + É Aitp—l ; x =

i=l
genérico em t com coeficientes constantes k.. Então

(Al,...,xp) um polinômio
numa

vizinhança da origem tem—se a divisão por P(t,A):

f(t,x) = P(t,A) q(t,x,A) + r(t,x,A) (I.2.lO.l)

.. ouonde q e r sao C com valores complexos numa vizinhança da

origem em Rn+1 x cp e r um polinômio em t de grau i p.

Novamente, se f e Xj são reais pode—se obter este
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resultado com q e r reais.

Prova

Esàa prova, feita por Nirenberg, & uma adaptação
da prova de 1.1.7 (que é o I.2.lO no caso analítico).

Para esta necessitamos do seguinte lema, denominª
do por lº] de Lema de Extensão de Nirenberg,

1.2.10.2 -M [“I

Seja f(t,x) uma função C00 com valores complexos,
definida numa vizinhança da origem em R x R“. Então exig
te uma função Çºº complexa F(z,x,x) definida numa vizinhança
da origem de C x R“ x cp, satisfazendo

(i) F(t,x,k) = f(t,x) para t real
(11) F_ anula-se até ordem infinita em Imz & O e

2
em P(z,A) = 0,

(lª'! exige que supp í C B(0,1): lema 5.10 pag. 47)

Seja F a extensão de f obtida pelo lema (I.2JD.2).
Aplicando—se para F a Fórmula Integral de Cauchy Generalizª
da (|º| Lema 2.3 pag 96) temos:

f(t.x) = mmm) = _.1... Em dz + __L F“ (E, x dz A az
21'1

3D 2 "' t 211'1
D 2

onde a área de integração é o disco D na origem contendo
em seu interior o ponto t e todas as raízes z de P(z,A) pª
ra [Al pequeno.
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Substituindo-se destas integrais porz-t
P(tll)

(z - t)P(z,A)
+ R(tIZIÃ) (como na prova de 1.1.7)

P(z,k)

obtêm—se (I.2.lO.1) com

.

E_(z,x,k)
g(tngX) : l .szpgx)dz +_

1 z dzlxdí ,
' 2ni BD (z—t)P(z,A) 2wi

D (z—t)P(z,x)

,r'(t'x'A) : _]:— F(z,x,l) M dz + _];— F_(Z,X,>x) M dz Adª.
2ni 3D P(z,A) Zni D 2

_ P(z,A)

Os denominadores nas integrais duplas são nulos
quando z — t ou P(z,A) se anulam, mas pelo Lema (I.2.lO.2),
neste conjunto, o numerador se anula até ordem infinita. En

tão aquelas integrais convergem absolutamente. Além disso,
podemos diferenciar com relação a t, x e A sob o sinal de

integral; as integrais resultantes são todas absolutamente

convergentes. Assim, q e r são de classe C00 e o Teorema

1.2.10 está provado.

No caso em que f é real usamos
1

2
[%(z,x,x) + F(É,x,k)] no lugar de F do caso anterior;v e

verifica-se que q e r são reais para A real.

1.2.11 - Notas sobre 1.2.10
(a) A prova de 1.2.10 dada por Nirenberg I”! não pro
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duz q e r dependendo linearmente de f. No caso real uma

forma mais forte deste teorema foi provada por Mather 1171,

conforme vimos na versão 1.2.1.

(b) Em |º| encontramos esta versão I.2.10 com a

pequena diferença de que q e r são definidas numa vizinhaª
ça da origem em R x Rn x Rp ao invés de R x Rn x Cp.

(c) Observamos que Hormander — On thesimmúarnúes
of solutions of partial differential equations. Conf. on

Functional Analysis and Related Topics, Tokyo, 1969, 31—40,

numa linha inteiramente diferente, usou um dispositivo de

estender funções Cºº em variáveis reais para variáveis com

plexas segundo funções satisfazendo as equações de Cauchy—

Riemann para ordem infinita numa subvariedade real.

1.2.12 — Prova do Lema (I.2.lO.2) [25] I“]

Na prova do lema (I.2.lO.2) faremos uso de um

caso especial do Teorema de Extensão de Whitney, do qual
incluiremos & prova.

I.2.lZ.l — Lema

Sejam u(y), v(y) funções Cºº com valores complg

xos numa vizinhança da origem de Rm x Rn x Rk satisfazendo
(aqui D“ representa a derivada de ordem lul).

& _ _ _ _D (u—v) - 0 em y1 — ... — ym+n » 0 para todo a.
Então existe uma função Cm, F(y), satisfazendo

nª(F-u) 0 em yl = ... = ym = 0 para todo a,
aõ— : = =D (F v) O em ym+l ... ym+n O para todo a.
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(neste lema [ªl também exige que u e v tenham suporte na

bola unitária)

Prova l25|

A função

a m 2Em = v(y) + XXT nª(u—v) (0,...,0,ym+1,...,ymh+k).4>(tlalâ yi) ,
O..

onde a soma é sobre a = (al,...,a 0 ..,0), tem amv rº Prº
priedade desejada, onde a(s) é uma função Cºº em S ª 0 que
é 1 em 0 i s i ª e zero para 3 > 1, onde tjf” w & uma

2
sequência rapidamente crescente tendendo para o infinito,-
de tal modo que a série é diferenciável termo a termo.

A escolha dos tj depende das funções u e v,' e

a função F resultante não depende linearmente de u e v.

Passemos agora ã prova do Lema (I.2.lO.2): a

prova é feita por indução sobre p.

Para p = 0, seja 2 = x + iy e tome a função

F(z) |! "MS

j j
i[—ª-] f(x) L Mt- y),

0 3

onde

º(Y)

e a sequência [tj] cresce tão rapidamente que a série é dª
ferenciãvel termo a termo. Então F(x) = f(x) para x real.



=—?—+i—ª—=i[—i—ê-+—ê—],então
3x ay

«» j+1 5: j '

ª—ª; P(z) = 2 íi l] f(x) y—[db(t.+1y)-d>(t.y)] + ibª—] f(x)£<b'(t-Y),
i 32 j=0 « 8x j: 3 3 ax j! 3

e em ambas as séries cada termo se anula numa vizinhança
de y = 0, porque à(tjy) tem localmente o Valor constante l.

Supondo que o lema tenha sido provado para p - 1

vamos provã-lo para p.

Primeiramente efetuamos uma troca de variãVel
no espaço C x Cp no zero do seguinte modo: não mexemos— em

2 e nem em X' = (Ã1""'Ãpºl) e introduzimos uma nova vª
riãvel u para substituir Ap onde u = P(z,x) sendo

P(z,X) = zp + É xízp—i. Isto é,
..i=l

(zvkllooºvkp) Imª—"" (ZIÃlN"I>*.p_]-lp(zl)l)) .ª (ZIÃ'VU)'

Então no espaço dos (z,A',u) & variedade P = O

8torna-se v = 0, e o operador —— torna—se, nas novas cocªaz
denadas,

& --,—-—-—-—- a

32 Gu

onde P' é a derivada de P em relação a z (note que P' in
depende de xp)._

» (X)

Vamos contruir duas funçoes C com valores com

plexos v(z,x,l') e u(z,x,A',u) onde z & C, x'ea Cpml
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u e C, x € Rn tais que

v(t,x,A') = f(t,x) , para t real (I.2.12.3)

v_ anula-se até ordem infinita em Imz = 0
z

(1.2.12.4)

u = v em u = O (I.2.12.5)

Lu anula-se até ordem infinita em u = O

(1.2.12.6)

nª(u - v) = o em Imz = Re u = Im n = 0 para tº
do a. (I.2.12.7)

Com esta construção completa, o lema (1.2.12.l)
fornecerá uma função diferenciável F(z,x,A',u) que satig
faz:

F — v anula—se até ordem infinita em Imz = 0, em

partioular, L(F) se anula atê ordem infinita e F = v = f
em Imz = 0 (isto usa I.2.12.4 e o fato que ªí 5 0). Ainªí
da,

F — u se anula até ordem infinita onde M = O e

em particular, por (1.2.12.6), L(F) se anula atê ordem

infinita onde u = 0.

A hipótese de indução é usada para construir v,
isto é, v(z,x,A') é uma função Cºº satisfazendo (1.2.12.3)
e (I.2.12.4) e também

V_ se anula até ordem infinita em
2
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. . _ p-l _ . 9-2 _

(I.2.12.8)
Então colocamos

” j *j
u =x [—l-ª:] vem) ª—wulºt.)

o 5T 32 j! 3

.. —1 a 3 .onde, por convençao, :: —— v(z,x') e zero quando P' = O

P' a'z'
e j 1 1.

Nesta definição, $ é a função definida no caso

p = 0 e tj.” m é rapidamente crescente (dependendo da fun
ção v).

Como v_ se anula até ordem infinita no conjunto
2

onde P' = O vê—se que para tj rapidamente crescente a fun
ção u ê Cºº e satisfazendo (1.2.12.5) .

Agora Lu é calculado termo a termo

Lu_='õ'[—l——É-_-—ª-] u =
57 32 aí

—ºº—1aj+1 .u"j[ 2 2]- P % [FT BEJ v(z,x )

j:
$(lul tj+l) à(lul tj) +

___”..aj _j
P'Z fiª—à 'vw,xw l*———t.u awluÉtJ .

0 j: 3 3

Agora, observe que $ ê localmente constante pe£
to de u = 0 e assim todas as parcelas se anulam localmeª
te. Isto prova que Lu se anula até ordem infinita em u = 0,s
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isto é, (1.2.12.6) ocorre.

Finalmente, para verificar (1.2.12.7) vê-se
(1.2.12.4) que

u(ZIXIÃ'IU) " V(zlxrx') Ó(IU|2tO)

se anula até ordem infinita em Imz = O. Como

v(z,x,x')($(|u|2to) — 1) se anula até ordem infinita
'n = 0, conclui-se que (I.2.12.7) ocorre, e a prova
I.2.lO.2 está completa.

Enquanto que nesta prova vista (|º|,lº5l) F

de

em

de

é

construída, dependendo de f, mas não linearmente, Mather

lººl prova uma versão global deste lema e obtêm F dependeg
do linearmente de f.

1.2.13 — Prova do Teorema 1.2.8 lººl

Nirenberg afirma que esta prova segue B. Malgranqe

no texto The preparation Theorem for differentiable functions
Diferential Analysis, Oxford Univ. Press, 1964, 203-208.

Seja f como na hipõtesedeJLZÁZe considere
divisão (I.2.lO.l) do Teorema 1.2.10 pelo polinômio

rico P(t,A). O resto r tem a forma

r(t,x,x) = É rj(x,x)tpªj .

Vamos resolver as p eqúações complexas:
_,1

a

gang

rj(x,l) = 0“ j = l,...,p (I.2.l3.l)



.46.

para A = x(x), considerando este sistema de 2p equações

reais com 2p incógnitas reais Re A., Im Aj, j = 1,...,p.
E daí obtemos a fatoração desejada (1.2.8.1)

f(t,X) = q(t,x,A(X)) P(t,X(X)).

Da definição de p, vê-se que rj(0,0) = 0

j = 1,...,p e q(0,0,0) # 0 entãogmmaseixsohmr U.2J3.1) é

suficiente mostrar que a matriz jacobiana

a(Re r. , Im rj)___—__l___._____
8 (Re kk, Im kk)

é não singular em x = O, A = 0.

De fato, vamos mostrar que a matriz p x p com

plexa

ar.
——1 (0,0)
axk

ar.
é não singular enquanto que —:l(0,0) = 0, de onde o resuà

ax
tado desejado segue facilmente.

Aqui, para kk = uk + i v

Aplicando-se —ª— em (I.2.lO.1), isto é, em
8% k

f(t,x) = q(t,x,x) P(t,x) + r(t,x,A)
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encontramos

Br .

fl -:i anº)-E?? =-tp-€É-qhyo,0), k==l,".,p
j=l Bkk Bkk

ªr
para todo t, de onde segue que —-1 (0,0) = 0.

axk

Aplicando—se —à-an(Im2Jn.1) ,encontramos para
ax

k : l'coolp

k 3
9 ar. .

qwmmnp +€-—qummy+z —l4mm€Ú=o
axk j=l axk

Suponha que para algum vetor complexo
C : (Çl""fçp)'

0 , j = 1,...,p, então encontramos
k=l BÃk

p
q(t,0,0) ; tp'k ºk E O(tP), quando t + o. Como q(0,0,0) # o

1
isto implica que E tp"k 0, Vt o que significa que

; E 0.
ar.

Então í——l (0,0)] é não singular.

1.2.14 - Um Teorema de Divisão Especial |º7l

Para provarmos uma extensão do Teorema Generali
zado de Malgrange (no capítulo III) para funções que depen
dem continuamente de um parâmetro necessitaremos de uma veg
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são do- Teorema de Divisão mais complexa do que & usual

que será dada neste parágrafo.

Primeiramente, fixaremos algumas notações:

(E, eo): espaço topológico E com um ponto eO distinguido.

N,P: variedades

Cm(N)E: R — álgebra dos germes em eO de funções contínuas de

E em cººm).

E claro que Cw(N) pode ser visto como subanel de
Cºº(N)E através da injeção canônica i: Cm(N) + Cºº(N)E

f l——+ [f] onde [f] é o germe da função constante que leva
e € E em f.
Cºº(N,P)E e c;r(N,P)E são definidos analogamente como conjuª
tos de germes em eo de funções contínuas de E em Cm(N,P) e

Ç;r(N,P) respectivamente.

I.2.14.1 — Teorema de Divisão [27] [lºl

Seja N uma subvariedade fechada com bordo de

R x P tal que seja própria a projeção n': N + P.

Sejam f € Cm(N)E e

n = [t]? + É
uj o [uv] [tjp'j + «» e cºº(N)E

j=1

com uj €.Cw(P)E, $ 6 cºº(N)E sendo ae = Oie t: N + R a prº
0

jeção canônica.

Então pode—se encontrar q € Cm(N)E, r$ €.Cw(P)E,
"1 i j i p tais que
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f = 9q+ É h. 0 [Tv] [QP-ª'.
j=1 ª

Este teorema será uma consequência do seguinte
lema

I.2.14.2 — Lema |?7l

no
.

CD (1) pDefina funçoes qf'u G C (R x P) e hf,u €_C (P,R )

Pºr qf,u(t'y) = Q(fyr t, u(y))e hf,u(y) = H(fy,u(y)) onde
Q e H são como q e h no teorema 1.2.1 e f : R + R é dada

por fy(t) = f(t,y). Todos os espaços estão munidos da topº
logia de Whitney “m'

Então

(a) A função h: Cm(R x P) x Cm(P,Rp) + Cw(P,Rp)

tal que (f,u) l——+ hf u é contínua.,.
(b) Se N C,R x P é uma subvariedade fechada cuja

projeção em P é própria então é continua a função
qE C”(R x P) x Cº(P,RP) ——+ Cm(N) dada por q: (f,u) + qf u/N.,

Prova

(a) Dado f e c“(R x P), defina hfee cª(p x RP,RP)

por hf(y,v) = H(fy,v). Afirmamos que:

(a') Se M C.P x Rp é uma subvariedade fechada

cuja projeção em P ê-prõpria então a função f L——+(hf)/M de

Cm(R x P) em C”(M,Rp) é continua.

A idéia para se demonstrar (a') é construir bª
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ses de sistemas de vizinhanças convenientes de f em Cm(RxP)

e de (hf)/M em Cm(M,Rp) de modo que possamos aplicar as
estimativas válidas no teorema da divisão 1.2.1.

. Dº 0 o = 0Sejam [ “,ºa] um atlas em P e K [KalaeA uma

cobertura de P por compactos localmente finita e subordinª
o = o . - o o vda a U (Um]aeA (lStO e, Ka Ç Ua, Vu e A).

Sejam “lª M + P e "2: M + Rp as projeções canôni
cas (nl ê própria).

Para cada a €.A, façamos
.

—l o _ o _ —l o
a '"1 ([]G) ' º "' (ºu O “1, TÍ2) e K _ '" (Ka).

.. 1 'Segue se que [La,odlaeA e um atlas de,M e

K = (KªlaçíA é uma cobertura localmente finita de Niporcom

pactos subordinada a U = [UalaeA (Ka ê compacto visto que

nl: M + P é própria).
,.i

Seja N uma vizinhança fechada de Z onde

2 = ((t,u)eRx RP: tp+ultp_1 + +up= 0] eme nº

como no teorema 1.2.1 e N(u) = [t E R: (t,u) & N] '

Podemos supor também que a projeção n/N: N + Rp

é própria, o que nos permite concluir que N(naKa)CLR é com

pacto.

Sejam

o
La = N(nd(Ku)) x Kz Ç R x P e má =(pl,©a 0 ºz) onde

pl: R x P + R e 02: R x P + P são as projeções canônicas.

Claramente, L = (LalaEA é uma família (não neceâ
seriamente uma cobertura) localmente finita de compactos
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contidos em R x P.

Um sistema de vizinhanças de (hf)/M é dado por:

N ª «h>fMKºe>=íh'-nh'oo'l-mworlnª' <$]k Nk f ' l l . 0. f & k'ÓaKa

onde e = (ea)a€A varia entre as famílias de números positi
vos indexadas em A e k varia entre os inteiros.

Dada Nk' desejamos encontrar

<$]oo — _ *
NÉ = NÉ(f,L,º',6) = [9 6 C (R x P): [lg 0 ©&

l — f_o && 1“k,©'k aa a

(onde 6 = (6a)a€íA é uma família de números positivos e
' = . |o [ºaIueaA ) tal que para toda 9 € Nx se tenha (hg)/M€Nk.

Fixemos e = (Ea)a€_A com Em > 0 e seja k natº
ral.

Para provar a continuidade de f |—++(hf)/M basta
encontrar um inteiro Kk e números 6a > 0 tais que

se ||(g—f) 0 ©'-1 [|* < 6 então ||(h —h ) o º_l||* < ea Kk'ºàLa a g 5 a k,<DaKºl &

Provar (a') reduz—se agora a estimar as derivª
...l-das de (hg — hf) o ºu — h(g—f)o©&“1 em ©a(Ka) em termos

das derivadas de (g — f) o ºà-l em ©'(La).

Seja y1,...,yn o sistema de coordenadas de P cor
respondente a 03: UZ ——+Rn e vl,...,vp as coordenadas de
RP

Sejam £ =(£1,...,£n) e m = (ml,...,mp) multª
índices.
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Dados y €.QZKG e V e.Rp, temos, pela linearidade
de H que:

ªl“ ªm [h 1]( )
ªlml

H F ) a———— — ,v = v 0
By avm (º_f) o ºc;

Y va
( y, n e

K +£ +...+£
F a'“

( f) wl a'“ a
1 2 n

= f—Z— g - o e = « e
ay a ay2 zl £n

ayl ... ayn

Pelas estimativas em (1.2.1) existe Ca»> O tal
que

ml
_

' '

3 * *
sup |! .. H<f ”>“ < HH || íC "Fu :.Y _ F | o. .

(y,v)€oaKa .“ .ºhlml . k(m),<ºaLa

"_l *
_<_ Ca “ (g ' f) O.,?“ "k(m)+|£l:º&1£a

L.
Seja então Kk = K(|k|) + lll onde K(|k|) é como

no teorema 1.2.1 (parte e) e 6a = %-
'

OL

Isto completa a demonstração de (a?).

Para mostrar (a) a partir de (a'), sejam

110 € Cw(P,Rp) elM uma vizinhança do gráfico de “o em P x Rp

cuja projeção em,P é própria.; 1

, "

A existência deiM é garantida pelo lema |27l:
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"Se E: N + P é contínua e K C.N é um fechado tal que f/K é

própria então existe uma vizinhança L de K em N tal que f/L
é própria. Pode—se supor L uma subvariedade fechada com bog
do".

Seja U = [u € cºº(P,Rp): graf u C M].

Como U é uma vizinhança de no em Cm(P,Rp), para
mostrar a continuidade de h basta fazê—lo para sua restrª
ção a Cm(R x P) x U. Mas,

hf,u = h o (IdP,u) = (hf)/M o (IdP,u), Vf €_C (R x P) e

V u € U.

Isto demonstra (a). A demonstração de (b) é anã
loga e está feita em Ilª! pag 271 - 273.

Demonstração de 1.2.14.1 127|

sejam f & cºº<N>ª e º = [th + 2 uj º [n']o[t]ªª“ª'+ (»,

com ui € Cºº(P)E e $ € Cªm)E tal que ªe = 0.
o

Qaeremos encontrar q 6 Cm(N)E, r$ € Cm(P)E,

1 í.j í,Pz tais que

f = Qq + Z hj 0 [j'] [&]P'J. (1.2.14.3)

Vamos considerªr dois casos:

caso A: Q = 0. Dado f 6 Cm(N)E, existe uma extensão %

É 6 Cm(R x P)E de f, isto é, Ée/N = Ee para
representantes convenientes (& existência de É é garantida
por J. Sotomayor em |º7| exercício 2.3 pag 185 e exercício
4 pag 146). Sejam (yl,...,yp) coordenadas em RP. Pelo teº
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rema da divisão 1.2.1 teremos, para cada e E E

. P ..1 .- p '; .

fe(t,x) = (tp +1'Z1yitp'i) qe(t,x,y) + iglhiláxd) tp-l (1.2.14.4)

quaisquer que sejam (t,x) & R x P com

ou ». eo p ' eo pqeeC(RxPxR)> e hi'e€C(PxR).

Consideremos uma vizinhança M de graf “o em

P x RP que seja uma subvariedade fechada com bordo de modo

que a projeção M + P seja própria.

Coloquemos

“ = ' P "
= '

qe qe/NfoNRxMehe he/M

Seja

veo = [e € E: (x,ue(x)) €. M) '

Claramente Ve ê vizinhança de eo em E.
o

Se em (I.2.l4.4) fizermos ªi = & i,e(x) teremos

fe(t,x) ((fe)/N Mt,x)=

II (tP+gai'e(x)tp*i) ãe<t,x,6e(x)> +

P
.. p..-i+ iªl hi,e(x,ue(x))t (I.2.l4.5)

quaisquer que sejam (t,x) & N e e & Ve .
o
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Pelo Lema I.2.l4.2, ªe e he são contínuas como

função do parâmetro e em Ve , o que conclui a demonstração
' o

nesse caso.

caso B: & qualquer. Argumentando da mesma forma teremos:

»' i 7 7 1
“"e (t,x> - (e? + lil yi tp” ) qe(t,x,y) + Zhi'e(t,x)tp- ,

i ' no 4onde W C”(R x P)E é uma extensão de W 6 C (N)E e W e um

representante de $.

Do fato que a extensão é linear podemos concluir
que We = O, e como a divisão também é linear, obtemos

0

Pela definição de Q,

' =p » p-iTQe(t,x) t + Z ui'e(x)t + we(t,x) .

Tem—se

P'a' i 'ª' .. ina(tm) = (tp + Zyitp' )(1 + qe(t,x,y))+ à vi'e(x,y)tp' ,

(I.2.l4.6)
onde vi,e(x,y) = ui,e(X) » yi + hi'e(x,y).

Sejam novamente M uma vizinhança do graf ãe em
o

P x Rp como no caso $ = 0 e Ve = [e E E: (x,ãe(x))€£ M].
O
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De (a'), na prova do lema I.2.14.2 temos que

N

hi Ve + Cm(M) é continua.
o

Observe que v (x,u (X)) = 0 , 02 õe(XIY) =eeo 0
= Id p e daí podemos concluir pelo Teorema da Função Imolª

R

cita a existência de Qe €.C”(P,M) C,Cm(P,Rp) dependendo

continuamente.de e em Ve e tal que
o

,

ve(x,ye(x)) = O (I.2.14.7)

De (I.2.14.6) e (I.2.14.7) podemos escrever:

“ N
o

= P P'i ' "na(t,x) (t + Z y1,e(X)t ) (1 + qe(t,x,ye(X)))

-t«í Então, para concluir, dada uma f & Cw(N)E, pelo
caso A, esta pode ser dividida por

P P—it + 2 yi'e(x)t

isto é, existem q & Cºº(N)E e hj €.C”(P)E) 1 i j í p tais
que

" _ p p-i— ' p-ife(t,X) — (t + X.yi'e(x)t ) ge(t,X.yi'e(X)) + iãl hi e(x,yi'e(X))t

(I.2.14.8)

4.

——l—:— ê C00 e a igualdãComo ªe“ E 0 temos que
1 + qe

O

de (I.2.l4.8) é equivalente a
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, _ & “hX,y. (x))
= P P“1 — — e llefe(t,x) (t +Zyi,e(x)t )(14qe(t,x,ye(x) ))

N
+

1 + qe(t,x,9e(x»

P
p—i+ igl hi,e(x'yi,e(x))t

=
' p-inº(t.X)Qe(t.x,yi,e(x>) + il hi'e(x,yi'e(><))t .

' ªª(toxryi eh“) 00onde Qe(t,x,yi e(x)) = ————:————L—————— é C , o que coªI . N1 + qe(t,x,ye(X))
clui & prova do teorema.

1.3 — Teorema de Pregaração e de Divisão para álgebras de

séries de potências formais lººl

1.3.1

Seja K um corpo e P(Xl,...,Xn) uma série de pº
tência formal não inversível (isto é, não unitário em

K[[X1,...,Xn]]) com coeficientes em K.

Suponha que F(Xl,...,Xn) contêm termos da forma
h

axn com coeficiente & não nulo e denoto por p (i l) o

menor de todos os expoentes h tendo esta propriedade.

Então para toda série de potências G(Xl,...,Xn)
existe uma série de potências U(X1,...,Xn) e p séries de pº
têncras R1(X1""'Xn-1) em Xl""'Xn—l (0 i i i p—l) tais
que
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p

g(xl'_..lxn) = u(xl,,,.,xn)F(le...,Xn) + iZlRi (x p—ilr)“,n—"l)Xn

As séries de potências U e Ri são unicamente de
terminadas por F e G.

1.3.2

Seja F(X1,...,Xn) uma série de potências em

S — K[[Xl,...,xn]], K corpo, que é regular em Xn e seja
p i l a ordem da série de potências F(0,...,0,Xn) (em ou

tras palavras, supõe—se que F é não unitário).
Então existem sêriesckapotências E(X1,...,Xn)

Ri(X1,...,Xn_l)ª, i = O,l,...,p—l tais que

: p É 9 1F (XJ—"". . . 'Xn) E(Xl' . o . 'Xn) [Xn +
i=l Ri (Xl, . . . 'Xn _l)xn ]

As séries de potências E, Ri são unicamente de
terminadas por F; E é uma unidade e nenhum dos Ri é ,uma
unidade..

A prova destes resultados, segundo lººl, pode

ser encontrada no apêndice 2, no final deste capítulo. “05

tras provas podem ser vistas em Bochener—Martin, Several
Complex Variables — 1948.

[ªº! denomina de Teorema de Preparação de

Weierstrass, o resultado que conhecemos por Teorema de Divª
são.



são que surgiram'apõs a de Mather (1.2.1) |ºº||22|[2q
lººl

Depois da prova do Teorema de Divisão dada por
Mather (1.2.1) outras quatro provas apareceram: de G.(Hae&a:

|º|, S. Lojasiewicz ll3[ , L. Nirenberg [251 e de J. N.

Mather lººl.
Uma diferença com as anteriores é que estas se

inspiraram mais de perto na prova do caso das funções de vª
riãveis complexas (usam uma extensão de funções f(t,x)
(t,x)eR x R“, para variãvel complexa t)

Outra diferença trivial ê se as funções tomam

valores reais ou complexos. De maior importância é a ques
tão se as variáveis são consideradas como reais ou complg

xas. Lojasiewicz toma A como real enquanto que Nirenberg ,

Mather e Glaeser tomam x complexo.

Entretanto, a distinção real no fundo está nas
formas global e local do teorema: a prova original de

Malgrange (conforme já dissemos) e a de Nirenberg (conforme

vimos em 1.2.10) são somente locais, o que simplifica a prº
va: a de Nirenberg ê a menor conhecida e a versão local é

suficiente para toda aplicação conhecida, exceto o resultª
do de que estabilidade infinitesimal implica estabilidade
(globalmente) para funções próprias.

Uma diferença concomitante é que nas afirmações
globais q e r são escolhidas dependendo linearmente e con
tinuamente de f. Isto é uma contribuição não trivial, visto
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ue no caso Cºº a divisão não e única.q

Na verdade alguma forma do teorema de extensão
de Whitney é usada em cada caso. Mas para o teorema complg

to, funções lineares contínuas não existem. Este ponto êdig
cutido no parágrafo final do paper de Glaeser.

Conforme já comentamos, em 1.2.11, a prova de

Nirenberg do Teorema de Divisão, para funções Cnº com valº
res complexos, não produz q e r dependendo linearmente de f
e vimos ali que a parte difícil de sua prova é a prova de qu lema

de extensão. Em lººl Mather mostra como modificar esta prº
va (em particular, ele apresenta uma versão global do lema

I.2.lO.2 de Nirenberg) para se obter q e r dependendo line
armente de f.

Observa—se em [131 uma prova do Teorema de Divª
são de Malgrange—Mather diferenciável usando propriedades
dos campos de Whitney, especialmente os simétricos. Em II“]
Lojasiewicz mostra como o método empregado em Ilª! funcig
na no simples caso analítico complexo ou formal, dando uma

prova do Teorema de Preparação de Weierstrass clássico nes
tes dois casos.

Diferentemente destas quatro provas' comentadas,

uma prova mais recente para o caso Cºº (que também se apli
ca para os casos analítico e ck, conforme veremos-no ' parª
grafo seguinte), foi dada por Pierre Milman, onde, em 13

—gar do Lema de Extensão de Whitney, é feito uso do Lema de

Extensão de Stein.
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1.5 - 0 caso Cm

Nesta parágrafo vamos tratar de outras versões,
formas e provas do Teorema de Divisão que são posteriores ã

versão 1.2.1 de Mather, aplicáveis ao caso de funções finª
tamente diferenciáveis.

Em 1968, H. Hamm em Bonn, usando o método de

Mather, provou uma versão do Teorema de Divisão para o caso
de funções finitamente diferenciáveis. Este trabalho não

foi publicado, segundo o comentário de J. Mather em MR 47

# 1077 , 1974.

Em 1973, M.G. Lassale Ilºl deu uma prova para o

Teorema de Divisão para o caso de funções finitamente difg
renciãveis, usando um método que aperfeiçoou o resultado,
com certa perda de derivações. Neste resultado, o divideª
do possui apenas um número finito de derivadas e é preciso
o grau de diferenciabilidade possuídas pelo resto e pelo
quociente. O principal resultado de Lassale é o seguinte:

Para todo aberto W de um espaço numérico, e pª
ra todo inteiro p, designamos por aº(W) o espaço vetorial
das funções com valores complexos definidas e p vezes con
tinuamente diferenciáveis sobre W, munido da topologia da

convergência uniforme de todas as derivadas sobre todo com

pacto de W.

Seja U um aberto do espaço numérico Rn e seja

ªl""'ªd uma sequência de d funções de aº(U) (que é 0 lim;
te projetivo de ep(U)), limitadas em U também como suas dº
rivadas parciais de primeira ordem. Designemos por B a Euª
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ção definida sobre U x € por

d
B(x,z) = zd + E ai(x) zd—i

i=l

e por X o conjunto das soluções da equação B(x,z) = 0 em

U x C.E&induz sobre U'x R, considerado como subespaço de
U x C, uma função ainda denotada por B.

1.5.1 — Teorema lªºl

Existe uma aplicação linear r de ed+l(U x R) em

[)º(U)]d e uma aplicação linear Q de ed+1(U x R) em aº(UxR)

tais que, qualquer que seja p,p i d (finito ou 00):

(a) Para toda função f € ep+l(UxR), tem—se sobre
U x R a igualdade:

ª d—if(x,t) = B(x,t)Q(f)(x,t) + & ri(x)ti=l -'

com . r(f) = (rl,...,rd)

,(b) r induz sobre ep+1(UxR) uma aplicação com

valores em [ek(U)]d, contínua para a topologia de [çk(U)]d,

com k = [ªiª] - 1 ([n] = parte inteira de n).
d

(c) Q induz ep+l(UxR) uma aplicação com valores
em eh(UxR), contínua para a tºpologia de eh(UxR), com

[ªgº]
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(d) Para todo ponto x de U, e para toda função
f de ep+l(U x R), a função

|
3al+a2+...+an

t .
=

“1 02 ªn Q(f)(x,t)
3x1 8x2 ... axn

n
de R em C é p — d(l + E ai) vezes continuamente difereªi=l
ciãvel.

Além disso, se as funções ª1""'ªd tem valores
reais, é possível escolher as aplicações r e Q de modo que

r(f) e Q(f) tenham valores reais quando E tem valores reais
Lassale dã ainda uma forma aperfeiçoada do teorg

ma para quando se está interessado apenas nas funções de
ep(U x R), para um inteiro p dado.

1.5.2 — Teorema [12]

Existe uma aplicação linear contínua r de
ep(U x R) em [ek(U)]d (p 1 d) e uma aplicação linear contª
'nua Qp de ep(U x R) em eh(U x R), tais que, para toda
f 6 ep(U x R), tem—se sobre U x R a igualdade:

d
2 ri(x)t.dnif(x,t) = B(x,t)Qp(f)(X.t) +

i=l

Lassale indica como mudar a prova de 1.5.1 para
se obter a de 1.5.2 e conjectura que, para toda função de
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ep(U x R), sem hipóteses suplementares, o resultado dado pg
lo teorema 1.5.2 é o melhor possível.

Independentemente de Lassale, Gerard Barbançon

obteve também, na mesma época, um Teorema de Divisão para
funções finitamente diferenciáveis [2

Em seu trabalho, Barbançon, prova que uma função
com valores reais de n variáveis que é simétrica nas n va

riãveis e de classe de diferenciabilidade Cmr pode ser e;
pressa como uma função de (ao menos) classe Cr de funções
simétricas elementares. O Teorema análogo para polinômios
é devido a Newton, e o Teorema análogo para séries de potên
cias formais (ou para funções analíticas) segue facilmente
do teorema para polinômios. O Teorema para r = m é devido

a G. Glaeser e é significantemente mais dificil.
Como aplicação Barbançon provauma versão do Teº

rema de Divisão de classe Cr:

Uma função de classe Cr pode ser dividida põr
um polinômio genérico; o dividendo é de classe [ªlª] e os

. -D,uu “_l““coeficientes do resto são de classe [à—ºiª]. '

n ,

Mais recentemente (1976), Pierre Milman Izºlapqâ
sentou nova prova para o "Teorema de Divisão de Malgrangg

Mather". Consideravelmente curta e elementar, outro aspecto
interessante de sua prova é que pode ser aplicada para os

casos de funções C", Cm ou analíticas. Baseia—se no seguiª
te:

d
Seja Pªu-.A); td+ E Ltd—j x=(il,...,id)umj=1 ]

,polinômio mônico genérico em t, com coeficientes constantes
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Aj . Seja Va(l Rd+l o conjunto dos zeros de Pd(t,à), A & Rd

e t G.R, e "d: Rd+l ——+ Rd.a projeção naturalA isto é,

na(t,h) = A. A aplicação %d: Rd ——+ V& definida pela fôrmª
1a

»

aa(t'xl""'ld—1) = (trxlr-—-r)*d_1r)*d) :

d-l .

onde Xd = Ãd(t'A1""'Xd—l) = - td — jíl Aj td ]
, é uma

uniformização da hipersuperficie algébrica Vd C,Rd+l, isto
&. (t,x1.,...,xd_l) & %ãl(t.,il,...,xd_l,xd) e Rª são coordg
nadas globais em Vd.

Por função Cm,Cm, analítica ou polinomial em Vd

queremos dizer respectivamente uma função Cm,Cm, analítica
ou polinomial nas coordenadas globais de Vd

1.5.3 - Teorema Izª]

Seja c: (Vd x Rn) o subespaço de Cºº(Vd x R“) con
sistindo de todas as funções constantes nas fibras nãl(x).
Então existe um operador linear contínuo

J: c: (vd x R“) ———> cºº(Rd )( R“)

tal que para todo (t,)d & Vd e x Ç. Rn

(JÓ)(Ã,X) = $(t,A,X)-

Seja CT 0 subespaço de cm, A“ o subespaço do

espaço A de todas as funções analíticas em Vd x Rn e P“
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subespaço do espaço P de todos os polinômios em Vd x Rn con
sistindo das funções que são constantes nas fibras
nãl (A)(N Vd de "dº Uma afirmação análoga ao Teorema 1.5.3

ocorre .

m .

.-(a) No caso C com um operador—

, m][— d n
J: CTNd x R“) ——+ c 2 (Rr X R )

onde NIB] é a parte inteirafde ª,;
_ 2

(b) No caso analítico com um operador

J: A"(Vd x R“) ——+ A(wd(Vd) x R“) ;

(c) No caso polinomial com um operador

'J:AP“(Vd x R“) ——+ p(vd x Rn)

Vamos definir (J$)(X,x) para A €_nd(Vd) e x €.Rn

por (J©)(A,x) = $(t,A,x). A idéia principal da prova é

(a) A função (J$)(X,x) é uma função C1 para
x 6 Rn e A num subconjunto aberto denso

d d' 39d
GeneR :HtGR tal que P (t,)J = 0 e —— (t,)d ;! Gladwd). A função

_

“ Bt
_

'

ºnªw(t,x,x) = (dÃJ$)(nd(t,A),x) como uma função de vd x R“

coincide com d-upla de funções C?.

new(b) 0 par de funções (J$,J$ ) é uma função de

Whitney de classe C1 em nd(Vd) x_Rn.



067.

Repetindo—se o procedimento para a função
onew(t,x,x) obtêm-se um operador linear contínuo de

CÍWd x Rn) em corpos de Whitney sobre nd(vd) x RnC;Rd x R“ '
isto é, $(t,l,x) l——+[(d2J$) (X,x)]nçãz+ . Para p ímpar a

prova está agora terminada pois nd (Vd) = Rd. Para d par,dg
vido a convexidade da região Rd — nd(Vd), podemos aplicar
o teorema de extensão de Stein que completa a prova do Teº
rema 1.5.3. 0 resultado de extensão necessário também Sá

que da extensão de funções Coº definidas em semi espaços.
“ d+1Vamos considerar funçoes em R x Rn nas coordg

nadas (t,ll,...,kd_1,p,x) onde p = Pd(t,x) e AEiRd, t 65 R,

x € Rn. Uma função f € c::(Vd x R“) em coordenadas (t,í,p,x)
onde 3 = (Al,...,ld_l), é definida para p = 0 e divide,
BPd

(t,)J no espaço das funções cºº.
Bt

'I.5.4 - Teorema da Divisão de Malgrange—Mather lººl

Existem operadores lineares contínuos

"quociente" qd: Cw(R x R") ——+ Cºº(Rd+1 x R“) e

d
"resto“ rd'= E td"j rã onde

jªl
d

rj cºº(R x R“) -—> cºº(Rd x Rn)

tais que

d

f(t,x) =qÍ, (em) pªc,» + Z rªt. (x,x)td'j . (1.5.4.1)
j=1

Milman diz achar mais fácil provar o teorema de
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Malgrange—Mather na forma mais precisa:

Seja Ad: R x Rd"1 ——+ Rd uma função definida pg
1a identidade de polinômios em 2

Pª<z,xª(s,u)) = (z—s) Pd'l(z,u> , (s,u>eR x dª

isto é, A1 é “1 — s

A. = . — . s ara 2 < ' < d—l
:] “] DJ_l p __ J _

Ad : "“a-15

Então além de £3.4.1) o seguinte acontece

d d qª-l(t,u) - qª—l(s,u)
qf(tr>* (srl-l)) : . .t - s

- d m ª (m)
Teoremas analogos ocorrem com q : C ——+C q e

d m £r(m) * m
rj: C ——+ C no caso C e no caso analítico (somente

versão local). Sobre a melhor escolha possível de Z (m) e

£r(m), Milman manda que se consulte Lassale [?ª .

No caso analítico & extensão é trivial e para o
- m . . .

-

.caso C (ou caso Cºº sem linearidade e continuidade do quº
ciente e do resto) o teorema de extensão de Whitney termina
a prova. No caso Cm, devido a convexidade da região
Rd — nd(Vd), podemos aplicar o teorema de extensão deékenu
conforme pode ser visto na prova destes resultados, dada
no apêndice 3 escritas por lª] de modo mais claro que [ªº]&

I



APÉNDICE 1

PROVA DO TEOREMA DE DIVISÃO: VERSÃO 1.2.1 117! [27]

Inicialmente fixaremos algumas notações.

Se f: U ——+ Rn ê Cw, U C,Rm aberto, denotamos para
cada x e U e k inteiro positivo;

"f(x)“ " + ||n1f<mu+...+ llef<x> " , llfll* = um n
*

llf |I

k,x o,x

ll“fu“ |lDªf<x> " +...+ 110ka n , ufum = o

onde

llD3f(X)“|l = Slip IIDJf(X)(er-—01Yj) " ! Yi € Rm: "Yi" í l' ]- íííj

Se X C U poremos

* . *
Nf" = sup llfll , x e x

k'X k'X

"fnk,x = SªPi'Hka'X , x e x

Tomamos Rn dotado da norma

|Hx1,...n39||= leláu..+ lxnl.
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Denotamos por 2 o conjunto dos pontos (t,u) de

R><Rp tais que Pp(t,u) : o e por N uma vizinhança aberta de

Z em RxRp.

Para u 6 RP, seja N(u) " [tERz (t,u) GN] =

= w1(n;l(u)), onde "1: R><Rp ——+ R e "2: R><Rp —-+ Rp são as
projeções. Mais geralmente, se X C Rp, N(X) = KJ N(u) =

—1 uGX
: TTI—("2 (x))-

Então N pode ser escolhida dependendo apenas de

Pp de modo que “2: É ——* Rp dado por u2(t,x) = x é própria
(|27L lema 3.9, pag. 118).

Para provar o teorema, faremos uso da Fórmula Inte
*u gralwde Fourier na forma

dll—'g(t) = [ ds J g(x) cos [à(x—t)] dx
0

'

ao

que é válida para toda g e Cw(R) com suporte compacto, e pª
ra todo t e R [Çourant — Diferential and Integral Calculus ,

V.II, pag. 319],

Como (1.2.1.1) é a representação de q como limite
de somas de funções t ——+ cos [s(x—t)], é suficiente resol
ver o problema de divisão para tais funções, provando que

certas estimativas são satisfeitas.
O seguinte lema estabelece o que é necessário;

1.1'Lema"deªDivisãoupara“a“funçãO'cosseno

Existem funções Cºº &: Rúrx Rx Rx Rp —--* R e

É: R+J<RJ<RP ——+ Rp que satisfazem assequintes propriedades:"
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(a) Para todo 5 & R+, x e R, t e R e u & Rp, temos

(1.1.1) cos [s(x—t)]=pp(t,u)ã(s,x,t,u)+rp(t,H(s,x,u)).

(b) Para todo 3 & R+, x e R, t e R e u e RP, temos
.,32'(1.1.2) E (s,x,u) = - s2 É(s,x,u)
8x2

'- 32._ .2...
(1.1.3) ——— q(s,x,t,u) = - s q(s,x,t,u)

3x2

(c) Existe uma sequência No í Nl í ... í Nk'<
de inteiros não negativos com as seguintes propriedades '

(i) Para todo X C Rp compacto, existe C 6 Ri

tal que se s 6 R+, x 6 R e se Hs XzRPI——*RP
,

é definida por Hs X(u)==ÍÃ(s,x,u) então
'

*
&& x“ í C(1+sN), onde N = Nk'' k: X

(ii)Para todo Y C.R><Rp compacto" existe C E R++

tal que se 5 e R+ e x e R e se

68 x : R><Rp ——+ R é definida por'
ªs,x(t'u) = a(s,x,t,u) então

*' N
lãgnJ&;Y í C(1+s ), onde N - Nk'

1.2 Prova de'aue O'Lema'1.1'1mplica'o Teorema 1.2.1

Como z é fechado em Rx Rp e N é uma vizinhança abe;
ta de Z tal que «2: N ——+ RP é própria, seja N' outra vizí
nhança aberta de Z tal que N'<: N e seja 1: RacRp ——+ R uma

função Cºº tal que

WIN. ª l ' Wlnchp _ N
E o e W(t,u) > o se (t,u) & N.
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.Dados f E—Cw(R), t e R e u 6 RP, definimos
CD

(1.2.1) q(f,t,u)'âw f(t) + £ £ (s,t,u)ds e
(» (t,u) .. ªp __o

(1.2.2) h(f,u) <= 3 fh(s,u)ds ”onde
. 'n-

'

0

(1.2.3) fq(s,t,u) == a(s,x,t',u)f(x)wx,u)ax

(1.2.4) fh(s,u) = É(s,x,u)f(x)w(x,u)dx

O têrmo ª:!LELHL f(t) é de classe Cw pois 1—W(t,u)
Pp(t,u)

se anula na vizinhança N' de Z, e fora de N' Pp(t,u) não se
anula.

Note também que as integrais em (1.2.3) e (1.2.4 )

estão bem definidas, pois os integrandos são contínuos e

ªanulam fora de um compacto de R.

se

Mostramos, a seguir, que as integrais que aparecem
em (1.2.1) e (1.2.2) estão bem definidas ( no Sentido de

Lebesgue), e ao mesmo tempo verifiquemos (d) e (e) do Teorg
ma I.2.l.

Vamos precisar do seguinte lema elementar

1.2.5 Lema Sejam E e F espaços de Banach, U um aberto de E e

f: U><R ——+ F uma função contínua com as seguintes proprie—

dades:
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(l) A derivada parcial de primeira ordem le de E

está definida em todo o U><R e é contínua.

(2) Para cada u e U, existe uma vizinhança V de u

e uma função 9: R ——+ R+, Lebesgue integrãvel,
tal que

|f(v.t) !* 5. ªm:) , llºlfwlt) ll ícnt)

para todo v e V e t e R.

Então

(1.2.6) u k—+ f(u,t)dt ê diferenciãvol o

D f(u,t)dt = le(u,t)dt.

Este lema é uma simples consequência do teorema do

valor médio e do teorema da convergência dominada de lebeane
(Serg Lang - Real Analysis, pag. 249)

Seja k um inteiro não negativo. Seja N - N k como

no lema 1.1, e seja K ==“Kk o menor inteiro par ª N + 2.

Integrando (l.2.3) por partes K vezes e usando

(1.1.3), obtemos
00

K
K ....

(1.2.7) fq(s,t,u) = <—1)7 ª (W(x'ª)f(X)) ªfs'xát'“) dx
3x s

-oo

Para todo 8 e R+, seja i s: Rx Rp ——+ R definida'
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por fq,s(t'u) = fq(s,t,u). Entao fq s e infinitamente difg'
renciãvel e por (1.2.6) e (1.2.7)

K “ iJ' DEE (t,u)vªºf <t.u>=<—uªz w..<x.u)ªf<>s> ..q,S ºii-ik lj BX] s
C535K _.

onde Wij depende somente de k e da escolha de W, e tem supog
te contido no suporte de W.

Então pelo lema 1.1(c.ii), para cada subconjunto
compacto - Y do R><Rp, existe C1 e R++ tal que

1+sN *
(1.2.8) Hf 1(—;g—>Hfmªy.

*

onde Y' é como em (e.ii) do Teorema 1.2.1.

A diferenciabilidade de qf de ordem k, e a estimª
tiva (1.2.1.3) de 1.2.1 agora seguem facilmente de (1.2.1) ,

'

Lema 1.2.5 e (1.2.8). O ponto chave é que como (1.2.4) dã

uma estimativa
.

ou

1
=

*
n o fq's(t,u)ds " c2 Niªgy'

-(o i & í k e (t,u) 6 Y), podemos usar o lema 1.2.5 para tº
mar Dª fora do sinal de integral, obtendo uma estimativa da

forma de (1.2.1.3) do teorema 1.2.1 para J fq sds em lugar
. l

1

de qf.
ª Por (1.2.1), é então elementar obter a estimativa

(1.2.1.3) para qf.
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A diferenciabilidade de hf e (e.i) são mostradas

analogamente (ver 127] pag. 122 — 125).

Assim, mostramos que q e h estão bem definidas, e

que (d) e (e) do teorema I.2.1 ocorrem.

Multiplicando-se ambos os lados de (1.1.1) por
W(x,u)f(x) e aplicando—se o operador integral [ dx e então

% [ ds. obtêm—se :
0

:lli-ª [ ds í W(x,u)f(x)cos [s(x-t)] dx =

º —60

(X') ao

P(t,u) ?—

fq(s,t,u)ds + r(t, l fh(s,u)ds)
TT TT

0 0

onde usamos as definições de fq e fh (1.2.3) e (1.2.4) para
obter o lado direito.

Aplicando & Fórmula Integral de Fourier no lado eg
querdo obtêm-se W(t,u)f(t). Dai, somando-se [1—W(t,u)]f(t) a

ambos os lados, obtêm-se

W(t,u)f(t) + [1—w<t,u)'_]f(t) =

(X? oo

: P(t,u) ÃZÉÁELEL f(t)+.l f (s,t,u)ds +r(t,—]-'- fh(s,u)ds)P(t,U) ,“ q
- TT

0 0

que por (1.2.1) e (1.2.2) nos fornece

f(t) = P(t,u)q(f,t,u)+ r(t,h(f,u» que é a equação (I.2.l.1)
do teorema 1.2.1. Isto prova (a) do Teorema 1.2.1.
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É óbvio que q e h são lineares na primeira variª
vel. Portanto, vale (b) do Teorema 1.2.1.

A parte (c) segue imediatamente das equações(1.2.M
e (1.2.2), e do fato que W(x,u) = o para x € N(u).

Isto completa a prova do Teorema 1.2.1, supondo-se
o Lema 1.1.

1.3 Prova dO'Lema'l;l

Antes de iniciar a prova, observemos que a constrª
ção feita no Teorema 1.1.7 (caso analítico complexo do teorg
ma de divisão polinomial) não pode ser usada para provar es

te teorema. A razão é que lcos [s(x—t)]1 tem crescimento ex

ponencial em 5 se t for complexo cóm parte imaginária não nu

la. Vejamos um exemplo : Façamos p = 2 e sejam u 6 Rp,s e R+

,e t e R. Se definíssemos

ª(slxltlu)= l ————lÉÁE—3Ll dw (como em 1.7),,2ni P2 (w, u)(w—t)
'Y

onde

7 é uma curva fechada em C cujo interior contêm t e os zeros

zl e 22 de P2(w,u) = w2 + ulw+u2 = (w— zl)(wfz2 ), teríamos

l cos [s (x-wÚdw

2“1"Y (w—zl)(w-zz)(w-t)

cos [s(x—zl)] + cos [s(x—22)]
+

cos [à(x-t)j
(zl—22)(zl-t) (ZZ-Zl)(22“t) (t-zl)(t—zz)
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pelo Teorema dos Resíduos (supondo z1 # zz). Como 21 e 22

são soluções da equação w24-ulw4-u2 = o,zl e 22 são complg

xos com parte imaginária não nula se uº-—4u < 0l 2 , e neste cª
SO

|cos[s(x—zl)]| = |cos[s(x—a-bi)]l = |cos[s(x—a) — sbijl

= lcos[s(x-aí]cos[sbi]+-sen[s(x—a)]sen[sbi]l

[| |cos[s(x—a)]cosh[sb]-—i sen [s(x—a)]senh[bb“

& |senh[sb]|
que tem crescimento exponencial se b # o.

Vimos na observação acima a impossibilidade de se
construir q e h como no caso analítico complexo. Portanto (Dt

necessário modificar aquela construção e tal modificação ms

possível, porque a curva Y precisa conter somente o ponto t
e os zeros reais se apenas quisermos resolver o problema no

eixo real.
Nossa modificação consiste em multiplicar & cada

passo por uma função p(X,s,u), e integrar com relação a Ã.Iâ
to serve para eliminar a necessidade de se considerar ( para
5 e R+ e u € RP dados) as raízes z de P(w,u) para as quais
|(l+s)Im z |> 1.

Vamos proceder então do seguinte modo.

Denotamos por Cª b o retângulo no plano complexo
!

de vértices a-bi, a+bi, -a+bi, —a-bi orientado no sentido dª
do por esta ordem dos pontos.

Defina q* e h* por
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Q* (A,s,x,t,u) = _l_ cos s(x—w) dw
2"1 Pp(W,u)(w-t)

C ªrlÃÍ

. . '1 CDS [ª(X'W)]P-_1(W,u)
J ª“ P (w,u)

C P
a |X!'

e h* = (hi,...,h£) onde x e R+, s e R+, x e R, u e nº

Ínote que q* e h* não estão definidas em todo A E R+,fixadas
as últimas variáveis) e

a > mãx [lt], lRe zl para z : Pp(z,u) = 0].

“Desta forma q* e n* independem de a ,logo ” estão
bem definidas. Note que se existe algum zero w==x i ill! de

Pp(w,u), q* eih* não estão definidas em (A,s,x,t,u). Devemos

então multiplicar q* e h* por uma função p(X,s,u) que se anª
le numa vizinhança dos pontos (x,s,u) tais que w==x i i [Ale

Pp(w'u) : Oo

Para que sejam verdadeiras as desigualdades (ci) e

(cii) do enunciado do Lema 1.1, o deve depender de s e ainda
A deve variar em um intervalo compacto.

Para que (a) do Lema 1.1 seja verdadeiro devemos'

integrar pq* e ph* num intervalo compacto conveniente, com

relação a A, e a integral de p com relação a A, neste inter
valo, deve valer 1.

Construção formal de p : seja po: R+ ——+ R de clag
se Coº tal que



pº(x) = 1 se 0 i x i 2 pª___“

o 1 no(xY : 1 se 2p3 í x i 4p3

DO(X) = o se x ª 4p3

onde p é o grau de Pp.

Para todo A e R, u e Rp, defina
ao

(A u) = 4— “SL 1 P (x+ A u)|2do ,
J

og p i' x
dx

Para 5 e R+, A e R, u e RP, pomos então

(o(x,u))
* o “D(Ã,S'u)=___._li_s___l onde I(s) : [__-l_— l i.]2(l+s) l+s

[ [à(glàLºl)dÃ
1+s .

I(s)

Mais tarde provaremos que

(o(l,u) )dA > 0 => p(A,s,u)dA = 1
l+sO

I(s) I(s)

Para 3 e R+, t,x, A e R e u e RP, A # o, pomos

ª(s,x,t,u) = .p(l,s,u)q*(k,s,x,t,u)dx
I(s)
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E(s,x,u) = pl(>x,s,u)h*()x,s,x,u)d>x

I(s)

Suponha provado que & e h são C00 e satisfazem a

condição (c) do lema 1.1. Temos

Pp(t,u)ã(s,x,t,u)+-rp(t,H(s,x,U)) =

[PP(t,u)p(A,s,u)q*(A,s,x,t,u) + 2 tp"l p(A,s,u)hí(A,s,x,u)]dA =

I(s)

- W

1 P (t,u) p tp-l Pi__l(w,u)
'

p(A,s,u) — cos[s(x—w)] H— + Z ———-—-————-———]dw j dk
2ni Pp(w,u)(w—t) i=1 Pp(w,u)

I(s) Ca,]Al

= p(hs,u)[—ª— ººº ººº—W) dw] dx =

.

21d. w—t

I(s) C&IÃI

= cos[s(x-t)] p(A,s,u)dA = oos[s(x-t)] p(>—,s,u)dx = cos [sm—t)]

,us)
' I(s)

o que prova (a) de 1.1, observando que na pri
meira igualdade usamos as definições de E e E, na segunda as
definições de q* e h*, na terceira usamos (I.1.7.2), na quaª
ta a Fórmula Integral de Cauchy e por último a definição de m
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Mostremos (b) de 1.1

Bºi aºh* . . »———(s,x,u) = p(A,s,u) ——— (A,s,x,u)dx e pela deflnlçao de
3x2 8x2

I(s)

h* temos que

aºh* «
——; (A,s,x,u) = — sºh*(A,s,x,u) quando Pp(w,u) nao se anula
3x

. aºh*em CªolÃl , e caso contrario, p(A,au) _“? (Ã,s,x,u) : o.Loqo
3x

aºH _ 2 * _ q——- (s,x,u) — ' S p(A,S,U)h (A,s,x,u)ôÃ « — sªF(s,x,uL
axº

I(s)

82— 2...Analogamente, ——%(s,x,t,u) = — s q(s,x,t,u), o que
8x

completa (b)

Falta mostrar (c) e que E e h são Cm;

Provemos (c).

Inicialmente, vejamos algumas estimativas para
o(x,u). Lembre que

on

1 d ?
o(A,u) = —— —— log P (x+ Ai,u) dx

Zu dx p
—oo

Fixando u e A e pondo w = x+ Ai, vem

Pp(w,u) : (X+iÃ—Zl)con(x+i>x"zp)

onde zl,...,zp sao os zeros de Pp(w,u).
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Logo

'A—ª- log ? <x+ix,u) = —º——-—L——-—+ + l
,

dx p x+ iX— zl x+-ix— 2

o que implica que

d 2
P P

—— log Pp(x+ ix,u) = ( É ————3L———J( E ———ª;————J '
dx j=l x+ iA- zj j=l x— iA—'Ej

Vamos calcular a integral de o usando o método dos

resíduos. Seja

1
p

1
p '

P(Z) = -( Í --—-—--)( Í “__-l“-:“)
Zn j=l z+—iA— zj j=l z— ix— zj

e assim, para x e R,

2
P(x) = ª; EL log Pp(x+-ik,u) .

2“ dx

Claramente P(z) ê meromorfa e |z|2P(z) é limitada
fora de um compacto conveniente. Se os polos de P(z) não eg
tão no eixo real (isto ê,- x1+ zj E R, 1 íljí_p),como (agrau'
do denominador de P(z) é igual ao grau do numerador mais

dois, J
&

P(x) ax < m . Supondo que P(z) não possua polos

de ordem 2, isto ê,— Ai+ zj # Ai+-E£ para todo j e todo 2 ,

teremos :
oo

í P(x)dx==2ni E resíduos de P(z) nos polos que estão acima

do eixo real (ou abaixo).
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Os polos de P(z) são da forma zj— Ai ou Ej+ Ai. Sg

jam os conjuntos:

A = [j Im zj > A] , que corresponde aos polos de P(z) da

forma zj— Ai acima do eixo real.
m II A L..). .. Im zj < A] , que corresponde aos polos da forma Ej +

+ Xi, acima do eixo real.

Defina

6(X,u) = min (lIm zj — A ªlíjípl
o qual dá uma medida de quanto os polos de P(z) se afastam
do eixo real. Vamos provar madesigualdades :

2

2 6(A,u) 2 6(A,u)

Temos :

P

Res(P(z), zª—Ai)= lim P(z)(z—zº+xi)=——l——Í +"Z ** Zº—Ãi 2'n j=l ZQ. '- Zj " 2x1

e

— . _ 1 1Res(P(z), zª+-A1)—-—— X :—————————— , e portanto ,
Zn zª— zj+ 2Xi

GAj=l ZZ'Zj—ZÃl QGB j=1 zº—zj+2x

p
1 P 1o(x,u)= i 2 E —————————_-+ E E _Mª______Í] :

1

II |.: M vo
H

&
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onde
1 se RSA e jeA

snj = — 1 se leB e jeB
o caso contrário

Logo,

2
EQ+.2L+-2Ai

2
Im z +-Im 21— 2x

º(A'u)=i B_—___.-_J___._._.._= B.___.j.___._.___.
. º. SL

2,3 3 ]..—_. -2 ºu]. _“_ 2Izª zj lel Iz£ zj 2x1]

Note que B£j(Im zj4-Im ZQ— 2%) à o, l i £, j i p.

Por outro lado, existe & tal que &(A,u)= [Im Zz_ Ah

o que implica

Im zl+-Im zk— ZA 1

B“ = , e portanto
Izª-El-zxuº 26(A,u)

o(k,u) &
1

250,13)

Temos também

Bâj (Im zº+—Im zj— 2x) í 25(x,u) e

[zl—'Ej— inlº à 46(x,u)2 , donde

2
o(x,u) _<_

———E—-—-— e portanto valemas desigualdades
26(X,u)

» 2

propostas,isto ê, ———l——— í c(A,u) i ———E———
.

' 280,11) 26(A,u)

Pela continuidade de ô(x,u) e dos 2. com u, as de

sigualdadesxmlanem geral. Olhemos agora para a integral
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1+ 3
I(s)

Temos

0 = «_AG I(s): nª(ºlllªl) = 1 =
; 1+ 5

L

= 4 Aê I(s): c(A,u) í 2p3(l+ s) 3

,

2
31A61(s)=———º——í2p3(1+ s) =

26(A,u).

=4 A€I(s):6(A,u) 3———L——— =U
L

4p(l+ S)

Se u é a medida usual na reta, temos que

u(0)1 u(U) e um) > ——-—-1-——,pois“ 4(1+'s)

Ã€I(s):6(A,u) <___.1____ Ç
4p(l+s)

I(s) - U

1
1

C Ae I(s): |Im z. — x| < ————————, Im 2. à o =
3 4p(l+ s) 3

= V, onde na primeira inclusão usamos a definição de

6(A,u).
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l[Im z.—A| <
3 4p(l+s) I(s)

% ª. ªr ) E ]“ (Imz.<o)
Imz o "1 '..L 3

2(1+s) 1+s

Por outro lado,

“Wiº."""1" ="""1” =>u<1(s)-v)_>_—'————1—-—=>
22p(1+s) 4(l+s) , 4(1+s)

u(0) E.“;— _—_> DO(M)dÃ ã_l___ (1.3.0)
4(1+ 8) 1+ 5 4(1+ s)

I(s)

Temos, além disso, que se 6(A,u) £ ———£———— então
Bp(1+ s)

p(A,s,u) = o. De fato, pela definição de p e de 00 temos

A: p(A,s,u) = 0 =

ll

2 ,
A :——-ll——— & 4pª(14—s) - =

26(A,u)

( A: o(A,u) & 4p3(1+-s) Cl

“ = A: 6(A,u) 5.———ª————

8p(l+ 5)

Vamos determinar algumas estimativas para as derª
vadas de o(A,u) e p(A,s,u).
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Coloquemos ok(u) = o(l,u).

“Afirmação'lç341
PSeja k 6 N e X C R compacto. Então existe C > o

tal que para todo IAI £ 1, o é C00 no conjunto dos u e Rp
A

*tais que ô(l,u) # o (que é aberto em Rp) e aindaIbÃH í
—2p(l+k) k'“

C 1+ 6(A,u) ] para todo u e X tal que ô(l,u) # 0.

'Prova

Vamos precisar da seguinte desigualdade

: 2+a2 - lal/ra2+ 4

2+a2+ hl/aº+4.
“('x'-" 'a')'2'+ 62 >- "C(a)

x2+l * l+õ_(l) 2 , onde C(a)

Vemos que C(a) > o para todo a e, portanto, se a

varia em um intervalo fechado, temos C(a) 1 C1 > o. A desª
gualdade (1) pode ser facilmente verificada bastando calcª

'(x—'a)2+ 62lar o mínimo da função ———E——————— . Outra desigualdade fê
x + l

cil de se verificar êVa seguinte :

. 2r 2r—1seja h(x,A,u) = aº(l,u)x +-a1(l,u)x + ...+ a2r(l,u)
onde ao, al,..., “Zr são contínuas em (A,u). Então se (l,u)€
e R2<Rp estão variando num compacto,(2)|h(x,A,u)l5_A(x24-l)r,

para todo x e R, onde A > o é suficientemente grande.

Vamos agora provar a afirmação 1.3.1. Temos

SL - _ - P'l _ . p-l
dx Pp(x+-1A,u) — p(x+ lÃ) +-(p l)(x+—1A) ul+...+up_1 ,

. 2

d 2 lP(X+iÃ)p_l+(p-l)(x+il)p—2ul+...+ u ll
donde —— log Pp<x+il,u) = P“ ,

dx [Pp(x+il,u)|2

Se agora diferenciarmos parcialmente com relação
a uil,...,uik a igualdade acima, obtemos
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Rk(x+ iA,u)
__ 2-ªl log Pp (x+-ix ,u)! 2(k+l)' onde

|Pp(x+-ix,uH

Rk(x+-ix,u) é um polinômio em x,A,u de grau no máximo ZpauJJ—Z

2(k+l) -em x e |Pp(x+-ik,un e um polinômio em x,A,u de grau
2p(k4—l), o que pode ser verificado por indução.

Por outro lado,

|%Jx+iMU)V =|X+1Ã'21V?-ÁX+iA-ZPV =

_ 2 _ 2 _ 2 _ f[(x al) + (A Im zl) ] ... [(x ap) + (A Im zp) j

[(x-al)2+ 6(A,u)2] ... [(x— ap)º+-ô(x,u)2]

onde zj — ajtiIm zj — aj+ibj são as raízes de Pp(w,u)==o.

Da desigualdade (1) temos

2(k+l)|Pp (x+ ik ,u)l [(x— a l)2,+ ô(A, mºrªl.... ..|í(:»<—ap),2+ô(>x,u)2]k+1
>

<x24_1)p(k+1) “ (X2+l)paaa)

c'« B

[1+ a(x,u)'?]P(k+1) 1+ a(x,u>'ºp(k+l)
IV

onde C' é uma constante suficientemente grande, JAI i 1,
u e X compacto de Rp e B = 2p(k+l) C"

Concluímos então que se IAI [A 1, u e X compacto

de Rp (na verdade, esta restrição não é necessária aqui),

2(k+1) --'*B(14«x2)P(k+1)(3)| P (x+-iA,u)|P —2p(k+l)
, para todo

1+ ô(A,u)

x e R e B uma constante conveniente.
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Temos também que

2p(k+l)—2+ 2p(k+l)—-3|Rk(x+iA,u)[íuo(x,u)x al(A,u)x +. . “+ª2p(k+l) _2(x,u)

onde os ªj são contínuas, e assim pela desigualdade (2), te
mos para A > o, [Al i 1 e x 6 X compacto

|Rk(x+fix,u)| i A (x2+ l)p(k+l).1 . Isto implica

. |Rk(x.+_iA,u,),|.
< e“ 1-+ ô(.x,u.).-2p_(k+l)
_ I

l+ x2|Pp(x+ ix,u)|2(k+1)

e pelo Teorema da Convergência Dominada OA ê Cºº onde for de

finida, isto é, qUando o(A,u) i o, e além disso
our

“ºxlr _<_C'ª" [l+6(>.,u)_2p(k+l)] J ix— :
k,X

= c [1+a (A,u)'2p(k+l)]

onde |A! £ 1, u 6 X compacto de Rp, e C depende de k e de X,

o que prova a afirmação 1.3.1.

Afirmação 1.342

Seja X C Rp compacto e defina os Ã(u)= p(A,s,u) ,
l

A, s fixos. Então para todo k 6 N, existe C > o e um inteiro
positivo q tal que

*
nos An : c<1+ sq) ,

para todo 3 € R+ e A 6 I(SL
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Na prova da afirmação 1.3.2 vamos precisar do

'Lema'lgsy3

Sejam E, F, G e H espaços de Banach, U C E aberto
e f: U —-+ F, 9: U -—+ G funções Cm.

Seja B: FacG ——+ H uma função bilinear contínua e

u e U. Então

um<nmw :karnn* hf .
k k u klu ,u'

Demonstraremos mais adiante este lema, bem como os corolª
rios :

'Corolãrio 1.3.4
. n mSejam U C R e V C,R abertos, f: U ——+ V e

9: V ——+ Rª de classe Cºº e u 6 U. Então

k! k"Wªhuíº hhâm)pmku+umku>]

“Corolãrio l;3.5

Sejam f: U ——» R e 9: U ——+ R— [o] ambas Cw,U C.Rn

aberto. Então existe C > o tal que para todo u e U,

f * l 1 k+l *na ícE———+ ————JD+<hu> ]nw .

“Prova'da afirmação'l;3.2'

Seja

(u) = o
'(——————º>(*'“)>

1+ 5
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1

.
Bp(1+à

Conforme foi provado, po(s,A,u)==o se õ(k,u) í

Se GOUU) >

._0'.
,já vimos que OA ê Cºº , o que

8p(l+ s)
- m + " 1

.e C em R x u: 6(A,u) > ———-————— . IstoÍ
8p(l+

s))implica
1+ 5

implica que p é C00 em todo o RP. Seja X C Rp compactoOISIÃ
e JAI i 1. Usando os resultados acima e da afirmação 1.3.1
temos :

No í eli“ aa(x,u)'2pk(l+k)]||
o,s_,A km

para todo x 6 X e [Al 2 1.
*

Porenm lho,s.xlk n
= o onde 6(A,xn .í ___j;____ ,, 8p(l+ 3)

logo
*"º“ " í C'(1+s>ºpk(“k) onde' ,s kn; .

C. : c<2p)-2pk(l+k)
.

Por outro lado, (14.5)29k(1+k)í A[1+ S2pk(l+k)] ,

s e R+ e A suficientemente grande.

Logo

"o
o 5 All í B[à+-52pk(l+k)] = B(14—s£).

' ' k,u

Considere agora

1+ 5
W(s,u) = )dA e W (u) = W(s,u).O S

I(s)
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Aplicando o corolário 1.3.5 do lema temos

* 1 *»1“ k+ll *
Ilo " -=;D[ + “um" > ]np "

Ã,S k,u st(u)| |Ws(u»k+l s k,u o,k,s k,u

[ * ªsllk'u í J "polslxllklu '— ( llpOlSIÃHk/u dÃ í B(l+ S )dÃ :
I

('

(s) 1<s> I(s)

l SL+l=º u+s£Hl+sf- gê'ufs )

2

onde B' é suficientemente grande e s ª 0.

Temos pela definição de W e pot (1.3.a) que

|WS(u)!= | DO(EÁAlEL)dAl &
1

e temos também
1+ s 4(1+ s)

I(s)

A
*

_ D[:4 (1+ 5) + 4k+1(1+ s)k+1] E+. (n' (1+sª*1)fº+l][a(i+sº)] í|lpA,s“k,u

K[l+ sã]

onde K é uma constante suficientemente grande e

[A

q = 1+ £+4g+10<+ 1)(£+ l), o que prova a afirmação 1.3.2.

As desigualdades acima no caso de um polinômio em
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s 1 o podem ser obtidas do seguinte fato geral : "Seja
r- A — .sr+-al s 1 +...+ ar um polinomio em s onde ªi 1 o, 15_ig_r,

e ar > 0. Então existe uma Éonstante C > o tal que
r-lsr '

_ rls + “1 +...+ar| í C (14-s ), para todo 5 3 o".

'ConcluindO'a'prova dO'Teorema'l.l

Para concluir 1.1 falta mostrar (c)i, (c)ii e que
...--- ,. (b "' ."" N . . ,q e h sao C . Temos que q e h estao bem definidas, uma vez

que o está bem definida, q* e'h* estão definidas quando

6(A,u) # o e p se anula em uma vizinhança do conjunto dos
(A,u) tais que 6(A,u) “ o, e basta então examinar as relª
ções :

E(s,x,t,u) = p(A,s,u)q*(A,s,x,t,u)dA
I(s)

h(s,x,u) = p(X,s,u)h*(A,s,x,u)dA .

I(s)

Além disso q* e h* são Cªlª nos pontos em que ô(A,u) # o. Como

o se anula numa vizinhança dos pontos (A,s,u) para os quais
ô(A,u) = 0 (pois se ô(A,u) < ———£———— => p(A,s,u) = o) pq* e

8p(l+ s)
ph* são C00 de onde vem que & e E são Cm.

Consideremos agora

q*(Ã;s,x,t,u) = _É_ gos s(x-—w) dw .
21ri P (w,u) (w—t)

Cam
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Nos pontos-onde 6(A,u) # o, q* é C00 e suas derivadas '

PªE

ciais com respeito a (t,u) se escrevem na forma

Dê D ... D q*(x,s,x,t,u)=«4£— J
C1 ik Zui

Q(w;u)c05's(Xªw)
k+l (w_ t) 9,+l dw

P(wnn
a,lA| ?

onde Q(w,u) é um polinômio em (w,u) de grau no máximo igual
a k(p- 1) em w.

Seja agora Y C R x R13 compacto. Escolhendo |A|5_le
& tal que a > |t|+-l e a > lRe wl4—l para todo w tal que

Pp(w,u) = o, temos :

1 .COSB(X-WÚQUMU)
21ri Pp(w,u)k+1(w-t)º+l

C

dw <

a,“!

2(a+ A ) - cos[s(s—wÚ Q(w,u)
,max

. k+l £+l2n CªÁÃI Pp(w,u) (w-t)

Como

cos[s(x — t 1 ix)]
cos[s(x-w)] = ou

'

em C a,|Al
cos[s(x i a + ti)]

(pela definição de C ') entãoa,|A

is(x—t+Ai) + e—is(Xet+Ãi)
mãx ]oos [S(X-W)] | = mãx =

C ªllAl Cªilkl



. ,[eiS(2ft)eÍXS + —is(2—t)exs
= max 5.

2
C ªAAl

.esA + e—sAi = cosh(sA)
2

Seja A = :mãx 'lQ(w,u) .
we Cªrl“
u€1& Y

Pelos cálculos feitos em (3) na prova da afirmação

1.3.1, obtemos

k+l__ /g (/;jj;;)p(k+1)
> . ” ,

|

P (w,u)l _ 3 C' 6(t,u)p(k+l) ,P x

/É-+s (“'u)—2p(k+l)

onde t= Re w e u = Im w e C' é suficientemente grande. Como

a > |t|+-l = [Re wl + 1 para todo w onde Pp(w,u) = o e

|A! i 1, temos

1 cos[g(x-w)]Q(w,u) " cosh(sA)ô(A,u)—p(k+l)
k+l SL+Í dw 5- c Ml “

Zni Pp(w,u) (w-t) là!
CªrlAl

Restringindo |A] a I(s), temos |A] i 1
e daí ,

l+-s
[As] í í 1. Logo cosh(sà)" í cosh(l).

s+ 1

Usando agora a afirmação 1.3.2, obtemos

“C“114-sq)c03h l p(k+l)"ºs» qí,s,X "mm- í WWW“ s)] , onde
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6(k,u) íçÇ443i44—— então ºo s Ã(x) = o e que 6(A,u)> ___l____
8p(1+ s) ' ' 8p(l+ s)

caso p(A,S,u) # o e |A] í], Temos ainda que
(14-sq)(1+-s)p(k+l) í Cl(1+-sq+p(k+l)) para algum Cl > 0. EE

tão, nestas condições

"14fsq+p(k+l)
"º q* " ' í C -—————-——4—— . Logos,)yA,s,xk+1L,Y 2

|A|2+k+l
,

- ,N
. q+p(k+1) d). kHz

'Es.x"k+l,Y í C?. E“ S ]
|H2+k+1

5— a“ s ) '
I(s)

o que prova (c)(ii).
Para h a prova é semelhante.

Falta agora apenas provar o lena 1.3.3 e os corº
lãrios 1.3.4 e 1.3.5 usados na prova da afirmação 1.3.2.

"Prova'dO'Lema'I.3.3

Queremos provar que

* k * * * .

||Bo(f,g)|lk,u i º "B" "Jª-"m "º"]w ,e-

procederemos por indução sobre k.

Para k»= o a fórmula é trivial.
.Suponha — a verdadeira para k— l.

D(Bo(f,g)): U ——+ L(E,H) é dada por

D(Bo(f,g))- V = B10(Df(U), g(u))+-B20(f(u), Dg(u)), Vu E'U,
Vv e E, onde
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Bl: L(E,F))<G ——# L(E,H) e B2 :F)<L(E,G) ——+ L(E,H)

são funções bilineares induzidas por B. Note que

"Bl" : "132" : "Bl

Então

* *
llBº(f,g)||k'u = llBo<f,g> !! + |lD(Bo(f,q))llk_1'u í
: nau um» » ngm) " + a 'ª um; nnfu;;_1,uugn;;_1,u + 2“;qu nfu;_l,unngnç_lltg :
[A

k— * .. * *
|an [Hm " ngm) " + 2 lllof||k_1,u "9“le + zk lufadª nng||k_l,u] í

<
IIBll "fui;u [ngm " + 2 “1 ng “il-1,11 + zk'lllng||;_l,u] —|A

* k_l k-l * k—l *: llBll llfllkm [2 "ª(º) “ + º “Dgllk-l,u + ”2 "º“mu] :
k_l * * k * *

= z uau "film-2 "gum = 2 "an nfuk,u nguk,u .

“Prova do Corolãrio 143.4

Tese :

k'. k
"gºfukm f.. 2 “g"k,f(u) “fuk'u + (|Ifllk'u)] .

Provaremos por indução sobre k.

Para k = 1 o resultado é trivial.
Para o caso geral usamos a fórmula

D(go:£) = E o(Dgch; Df) onde E denota a composição

L(F,G)><L(E,F) ——+ L(E,G) dada por B(A1,A2)==Alc>A2.Note que
HBH==1 e sendo B bilinear podemos aplicar o lema acima, En

»...

tão
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* .*

llgº fllk,u ||D<go f>||k_1,u = HBO (D9 0 f, Df)llk_1,u <

|A zk'1 nian lngºfl|;_1,u “Dªlí“ =

k-l *
z IIDgofIIHN “ofulgzl,u

|A zkleng(f.(u) ]] + g(k—l) íllºgllkªám) (“f"k.1,u+nflk:íu)]“f“k'uí

[A
k']. -]_Z 2 º ! k: ÍIÇIIIkIf(u)[IlfIIk'u+2(kJ) ,f.|k'u.+ g(k 1) "£"ka

IA akª
ugnk,,f_(u, Uru,“u + “film.

onde a primeira desigualdade segue do Lema, a segunda da hi
põtese de indução, e as igualdades e desigualdades restantes
são simples cálculos.

“Prova“de'corolãr10“14345

Tese“
' f * “l ' " l k+1 *
|H! íC [ + ——-————] [u ugu ]ufu .

Tomando—se i: R- [o]-—+ R - [o], i(t) = & vem. quet
fo ic>g. A aplicação (f,h) —ª—+ fc>h ê bilinear e temos

= Bc>(f,i<>g). Aplicamos então o lema e o corolário 1.3.4
mletalm

para iog:
_ . * * k *

.
*

lá!!](fullwniognlkm 5. 2 nau |]kaangnk,u <

k * k! k ': 2 "Eu ufnk,u 2 ink,g(u) Unum + nanluj
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1 » 1 k+1' *
_<_ cLW + ng<u>lk+11 [u ugumj 11me

onde na última desigualdade usamos o fato que para uma cons
tante Cl > o conveniente

,1 1“in : c [———- + —]k,t 1 lt! |t|k+l

1.4 CorolãriO'dO'Teorema'I.2.l [17[

Seja V um subconjunto aberto num espaço E de Bmwmh

e f: R><V ——+ R, u: V ——+ Rp duas funções O“. Então existem
Q 6 Cm(R><V) e uma função Cªº H: V ——+ Rp tais que

(1.4.1) f(t,x) =Pp(t,u(x))Q(t,x) +R(t,H(x)) , VX e v e Vt & R.

"m
Defina Q e B por

º(tlx)=q(fxltlu(x)) ! H(X) =h(fxlu(x))

para todo x e V e para todo t 6 R.

A igualdade (1.4.1), Vx 6 V e Vt 6 R segue imedia
tamente de (1.2.1.1) do Teorema 1.2.1.

Que O e H são Cºº segue do fato que qf e hf são Cºº

(Teorema I.2.1.(c)) pois

Q==qfou' , H =hfou"

onde u" = (u,id): V —-+ Rp e u' = id><u" :R><V ——+ R)<Rp><v
.. oo

sao C .



APÉNDICE 2

O TEOREMA DE PREPARAÇÃO E O TEOREMA DE DIVISÃO EM ANÉIS DE

SÉRIES DE POTENCIAS FORMAIS |28|

2.1 — Definição

Seja A um anel comutativo com unidade e R =

= A[X1,...,Xn] o anel de polinômios nas n indeterminadas

Xl""'xn sobre A. Por uma série de potência formal em n

indeterminadas sobre A entendemos uma sequência infinita
f = (fo, f1,...,fq,...) de polinômios homogêneos fq em R,

cada polinômio fq sendo nulo ou tendo grau q.

Definimos adição e multiplicação de duas séries
de potências f = (fo,fl,...,fq,...) e g = (90,91“..,%Í...)
como segue:

f + g = (fO + go, fl + gl,...,fq + gq,...)

f.g = (ho'hl""'hq"") onde

h = 2 f. g.

É fácil ver que com estas operações o conjunto S

de todas as séries de potências em n indeterminadas sobre
A torna—se um anel comutativo. Este anel S, chamado de

anel das séries de potências formais em n indeterminadas sº
bre A, serã denotado por A[[Xl,...,xn]].

0 zero de S é a sequência (0,0,...,0,...) e

(l,0,...,0,...) é a identidade da segunda operação de S.
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Observe ainda que, polinômios em X1,X2,...,Xn com

coeficientes em A, podem ser identificados com séries de pº
tências formais, como segue:

se f 6 A EX1,...,X5] e

f = fo + fl + ... + fm onde

cada fi é um polinômio homogêneo que ou é nulo ou de grau 1,
então identificamos f Com a série de potências (fo, fl"" ,

fm, O, 0, ...). Com esta identificação o anel dos polinômios

AEX1,..., XB] torna—se um subanel do anel das séries de pº.
tências s = A[[x1,...., xnjj.

2 42 - Nota

Se o anel A é o corpo dos números reais ou dos

complexos, o conjunto das séries de potências f que são coª
vergentes numa vizinhança da origem Xl = ... = Xn = O forma

um subanel S' de S (é claro que este subanel contém todos os

polinômios).

O Teorema de Divisão que veremos no anel S vale
também em S'.

2 .3 - Definição

Seja f = (fo, f1,..., fq,...) uma série de potêª
cias não nula. O menor índice q para o qual f é diferente
de zero será chamado de ordem de f e denotado por O(f). Se

O(f) = 1 então fi é chamado de forma inicial de f.
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2 .4 — Teorema

Se f e g e A [[xl,...,xn]] então

0(f+g) ; min (O(f), 0(g)) e O(f.g) í 0(f)+ O(g).

Ainda, se A é um domínio de integridade então S

ê também um domínio de integridade e 0(f.g) = O(f) + O(g).

2 ;5 - Teorema

Se f = (f fl' ..., f ,...) é uma série de poq
tências formal então f ê uma unidade em S <=> o elemento fo

ol

de A é uma unidade em A.

2 .6 — Corolãrio

Se K é um corpo, então as unidades do anel das sé
ries de otências K X ,...,X são as séries de otênciasP 1 n P

de ordem zero.

o anel K[[Xl,...,xn]] é um anel local e o ideal
X erado or X ,...,X ê o seu ideal maximal.9 P 1 n

2 .7 — Teorema de Divisão

Seja K um corpo e F(X1,...,Xn) uma série de potêª
cias não inversível de K[[X1,...,Xn]].

Suponha que F(Xl""'xn) contenha termos da forma
& Xª com ª não nnlo e denote por p (p i l) o menor de todos

os expoentes h tendo esta propriedade.

Então para toda série de potências G(Xl,..., Xn)

existe uma série de potências U(Xl""'xn) e p séries de pº
“

.
X X . ' — 'tencias Ri(X1,..., n—l) em 1""'Yn-l (0 í 1 i p 1) tais

que



.103.

o(xl,...,xn) = U(Xl,...Xn) F(Xl,...,Xn) +

p 1
+_E i

1
Ri(Xl""'Xn—l) xn

0

(2.7.1)

As séries de potências U e Ri são determinadas de
modo único por G e F. (lººl denomina este resultado de Teº
rema de Preparação de Weierstrass).

Demonstração

Para toda série de potências P(Xl,...,Xn) denoto
por r(P) a soma de todos os termos em P que não tem XE como

fator, e por h(P) o fator de XE em P — r(P). Em outras pª
lavras temos

9 = r(P) + xi h(P) (2.7.2)

(observe que se f = (fº,f1,...,fq,...L € 8 estamos escreveg
do f como soma infinita, isto é, f = 2_ f.)

i=0 l
.

A

onde r(P), h(P) e K[[X1,...,Xn]] e onde, ainda, r(P) é um

polinômio em Xn, de grau i p - 1 com
' coeficientes ' em

K[[X1,...,Xn_l]].
Note que se o anel das séries de grêmjas

k[[xl,...,xn 1]]ê visto como um espaço vetorial sobre o corpo K, egg

tão ambas as operações r e h são transtrmações lineares neº
te espaço vetorial.

Por definição do inteiro p, h(F) é uma unidade

em K[[Xl,...,X5]] e r(F) visto como um polinômio em X“, tem
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todos os seus coeficientes no ideal maximal do anel

KEEX1""'Xn—1]]- Vamos denotar este anel por'hl .

O problema de encontrar séries de potências U e

R0, R1, ..., Rp-l tais que (2.7.1) acontece é equivalente
ao problema de encontrar série de potências U tal que a se
guinte relação acontece:

h(G) = h(UF) (2.7.l.a)

De fato, se (2.7.1) acontece, então h(G — UF) = 0,

donde (2.7.l.a) se verifica pela linearidade de h. Recíprocª
mente, suponha que U é uma série de potências satisfazendo
(2.7.l.a). Então h(G - UF) = o, donde G — UF = r(G — UF) por
(2.7.2), isto é, G - UFêtmlpolinômio em Xn' de grau i p — 1,

com coeficientes em K[[X1,...,Xn_l]], e assim (2.7.1) se ve
rifica.

Por (2.7.2) temos que

UF = Ur(F) + XS Uh(F)

e então (2.7.1.a) pode ser escrito como segue:

h(G) = h(Ur(F)) + Uh(F) , (2.7.l.b)

e nosso problema ê equivalente a encontrar uma série de pº
tências U satisfazendo (2.7.l.b).

Como h(F) é uma unidade em K[[Xl,...,Xn]] vamos

construir séries de potências
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V = Uh(F) ,
-' (2.7.3)

Colocamos

-1M = —r(F) [MF)] , (2.7.4)_

Então, por (2.7.3), Uq(F) = — MV e (2.7.l.b) é

equivalente a

h(G) = - h(MV). + V (2.7.l.c)

Para toda série de potências P, denoto por m(P)

_a série de potências h(MP). Note que m é novamente uma opª
ração linear sobre séries de potências. Ainda, se P, considg
rado como uma serie de potencias em Xn sobre K[EX1,...,X5€J]
tem todos os seus coeficientes em alguma potência“Nf do rkãú

maximalvq, então, m(P) tem todos os seus coeficientes em

XY€+1

Por conveniência colocamos H ; h(G), Com estas
notações a condição (2.7.l.c) pode ser escrita como segue:

V = H + m(V) (2.7.1.6)

Como m é linear, & condição (2.7.l.d) implica
que

V = H + m(H + m(V)) = H + m(H) + m2(V),

e por sucessivas aplicações:
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v = H + m(H) + m2(H) + ... + mq(H) + mq+l(V),

(2.7.l.e)
para qualquer inteiro q 1 0.

A propriedade da operação m que evidenciamos ací
ma mostra que mj(H) é pelo menos de ordem j, e mq+l(V) e pg
10 menos de ordem q + 1. Assim, a soma infinita

& + m(n) + m2(H) + ... + mq(H) + ...

converge, e, se existe uma série de potências V satisfazen
do (2.7.l.d), ela deve ser a série

v = H + m(H) + m2(H) + ... + mq(H) + ...
(2.7.5)

e isto prova a unicidade de V, donde a unicidade de U e de

Ri.

Provemos agora que a série V dada por (2.7.5) sª
tisfaz & condição (2.7.l.d). Vamos escrever:

V = H + m(H) + ... + mq(H) + wq

Os coeficientes de Wq (Wq sendo considerado como

uma série de potências em Xn) estão todos em“"€+l. Então,

como m é linear,

v-n-mw=H+mm)+H;+#m)+%-n—mm)-#m)—".—
_ q+l _ = _ q+l _m (B) nNWq) Wq m (H) nNWq)
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Assim, todos os coeficientes de V — H - m(V) es
— +1 . -tao em'WÉ . Como isto e verdade para todo q, temos

V — H — m(V) = O (visto que (Y“Í = [D]), e a condição Q.7.l)
qzl

se verifica.
Isto prova a existência de V, donde também de U

e dos Ri'

2,.8 — Observação sobre a prova de 2.7

Uma vantagem desta prova é que as questões de

existência e unicidade são tratadas simultâneamente. 'Uma

vantagem mais substancial ê que o método dos majorantes é

facilmente aplicável para resolver a fórmula (2.7.1.e), com

o resultado que se F e G são séries de potências convergeg
tes sobre o corpo dos números reais ou complexos, então as
vsêries V, Ule as Ri são também convergentes. Para mostrar
isto, o autor faz um parênteses e prova o teorema de divisão

ªpara series de potências convergentes (lººl, pag 142-145).

'2.9 — Teorema de'Preparação de Weierstrass

Seja F(Xl,...,Xn) uma série de potências em

K[[Xl,...,xn]] que é regular em Xn e seja p 3 1 a ordem da

série de potências F(o,...,o,Xn) (isto é, F é não unitário).
'Então existem séries de potências E(X1,...,Xn), Ri(Xl,...,Xn—l)

i = o,1,...,p-l tais que

p-1 —

_ p riF(X1,...,Xn)- E(X1,...,Xn) [xn + ião R1(X1"ª"Xn—1) kn]

(2.9.1)
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As séries de potências E, Ri são unicamente determinadas

por F; E é uma unidade, e nenhum dos Ri é uma unidade.

Demonstração

Basta aplicar o teorema 2.7 para a série de potên
cias G = — X5 e encontramos

? p-l :Xn + Rp_l(xl,...,xn_1)xn + ... + RO(X1,...,Xn_l)

= _ U(Xl'coo'xn) . F(Xl,ooo'xn)

Tomando—se X = X = ... = X = 0 nesta identil 2 n-l —

dade, obtêm-se do lado direito uma série de potências em Xn

que tem ordem 1 p.

Então Ri(0,...,0) = 0, i = 0,l,...,p—l e nenhum

Ri é uma unidade.

Ao mesmo tempo segue que U(o,...,o,Xn) precisa
ser de ordem zero, visto que do lado direito, conforme' dig
semos, dã uma série em Xn de ordem 1 p e do Lado esquerdo
dã apenas XE que é de ordem p. Logo, 0(U(0,...O,Xn)) = O(pg

lo teorema 2.4) e portanto U(Xl,...,Xn) é uma unidade.

Se tomarmos E = U_1, temos (2.9.1).
A unicidade de E e dos Ri também segue do teorema

2.7 no caso especial de G = — Xª.



APÉNDICE 3

A PROVA DO TEOREMA DE DIVISÃO DE PIERRE MILMAN DADA POR E.

BIERSTONE_|3|

O que vamos apresentar aqui são os capítulos 9 e

10 do trabalho de E. Bierstone lª] (a ser publicado) ema sua
íntegra.

No primeiro capítulo ê apresentado o Teorema _de

Extensão de Elias Stein (3.1) e no segundo a prova do Teorg
ma de Divisão (3.2) caso Cm.

,Escolhemos essa apresentação de Bierstone por ser
mais clara e mais detalhada que a de Milman lººl.

3 . 1 — O Teorema de Extensão de E. Stein

Consideremos o problema de estender funções Cm

definidas num domínio com fronteira no R“, para funções Cºº

no Rn;

O Teorema de Elias Stein mostra que se a frontei
ra do domínio ê localmente o gráfico de uma função que satig
faz a condição de Lipschitz, então existe um operador de —e£

tensão que é contínuo e linear na topologia Cm. Este resultª
do será usado para provar o teorema de Divisão de Malgrange—

—Mather. O problema de extensão de funções Ceº de conjuntos
fechados data de Whitney.

Começaremos construindo uma “função de distância
regularizada“. A construção usa uma certa decomposição de
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um subconjunto aberto do Rn em cubos. Uma partição da unidª
de baseada nesta decomposição é exatamente a principal ferrº
menta no Teorema de Extensão de Whitney.

Seja X um subconjunto fechado do Rn. Denotamos

por d(x,X) a distância de x a X. A função d(x,X) é em geral
não mais diferenciável no Rn — X do que a desigualdade de

Lipschitz |d(x,X) — d(y,X)| í d(x,y) pode indicar.

Queremos substituir d(x,X) por uma "função ' de

distância regularizada" que é C00 no Rn — X e que tem esseg
cialmente omesmo perfil de d(x,X).

Para U ÇRn aberto, E(U) denota o espaço das fun
ções C00 em U, com a topologia Cm. Então E(U) tem estrutura
de espaço de Frechet, isto ê, é um espaço vetorial topolõgi
co, completo, metrizãvel, localmente convexo.

3 . 1.1 — Teorema

Existe uma função A e E(Rn — X) e constantes bk,
R e N“, cl, c2 todas independentes de X, tais que

(l) cld(x,X) í A(x) _<_ c2 d(x,X), VX e R“ - x

R
ª—º (x)
Bxk

Ik!(2) bk a(x,x>1'|A ,vkenn,

VXERn-X .

A prova ê baseada nos seguintes dois lemas. Dire
mos que uma coleção de cubos forma uma subdivisão do Rn - X

. — . . » » n ,se seus interiores sao dlS]untOS e sua uniao e R — X.
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3 . 1.2 — Lema

Existe uma subdivisão de Rn — X em uma coleção I
de cubos fechados L com lados paralelos aos eixos coordena

1..;dos, tais que

diam L í d(L,X) i 4 diam L

Demonstração

Para cada inteiro p, subdividimos Rn em cubos fg
chados com lados de comprimento —L, pelos hiperplanos

2

j
xi=—p,ondelí iínejlí'º'ljn

2

cada um percorrendo os inteiros.

Seja Xp o conjunto de tais cubos.

Seja Q = 'x & Rn: il < d(x,X) < º
p _zp 2p 1

(onde c é uma constante positiva que será fixada breVemente),

e

seja sp Clzp o subconjUnto de cubos que interceg
tam o conjunto ºp'

Se L e Ep, então diam L = í—ª
29

Se L e Sp, então existe x & L(N np, tal que

xeºP
a(L,X) ; d(X,X) i º

29“1
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xGQp
d(L,X) 1 d(X,L) — diam L > _º. - LE

Então se escolhermos c = 2/5, obtêm—se

US = Rn — X e ainda,
p P

d(L,X) iªi-ªí =—;_5-2-.í=4-'€ª=4d1am1.
2 2 4 zp

+ e

d(L,X) lª—J—H=—/ã=d1amL
ZP ZP ZP

ou melhor, diam L í d(L,X) i 4 diam L para todo L e US .
P

Entretanto, os cubos de gs? não tem necessariameª
te interiores disjuntos. Se L 6 S e L e S não tem in1 pl 2 p2 —

teriores disjuntos, então um está contido no outro (Ll C. L2

se pl & pz). Dado um L 6 U Sp, consideremos o máximo cubo
P

em USP' que o contenha. De acordo com a última desigualdade,
se E') L, então diam L' í 4 diam L. Como quaisquer dois cg
bos contendo L tem obviamente uma intersecção não trivial,eº
tão cada cubo L e USp tem um único cubo maximal que o contº
nha. Estes cubos mªximais tem interiores disjuntos. Seja I

a coleção dos cubos maximaís de US .
P

3 . 1.3 — Lema

(a) Cada cubo L E I encontra somente cubos LJ 6 I
tais que % diam L' í diam L i 4 diam L'.
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(b) Se L E I, então existem no máximo 12n cubos

em I que tocam L.

Demonstragão

(a) Pelo Lema 3.1.2, d(L,X) i 4 diam L. Então se
L encontra L', então d(L',X) i 4 diam L + diam L = 5 diam L,

e assim diam L' í d(L',X) i 5 diam L.

Mas, diam L' = 2Kdiam L para algum inteiro K.- En

tão, diam L' Í. 4 diam L.

A outra desigualdade segue por simetria.

(b) Se L e Xp, então existem 3n cubos (incluindo
L) em XP que tocam L. Por outro lado, cada cubo de Xp pode

conter no máximo 4n cubos de I de diâmetro pelo menos %dianL.

Então (b) segue de (a).

3 . 1.4 — Prova do Teorema 3.1.1

Se L e I, seja XL o centro de L e A o comprimegL

to de seus lados (portanto diam L = /3 AL). Fixamos & ,

0 < 6 < % , e seja L* o cubo que tem o mesmo centro de L,

mas é expandido pelo fator 1 + 6, isto é,

*: _L (1 + 6) (L xL) + xL .

Cada ponto de Rn — X está contido no máximo em

12“ cubos L*. De fato se L, L1 e I, então Lí intercepta L se

e sô se Ll intercepta L. Para ver isto, considere a união

de L1 com todos os cubos de I que tocam Ll' Como o diâmetro
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destes cubos são todos ao menos % diam Ll' é claro que esta
união contêm Lí. Esta observação também mostra que todo poª
to de Rn — X tem uma vizinhança interceptando no máximo 12n

cubos L*.

Agora seja L0 o cubo com lados de comprimento,

um, centrado na origem, e seja W uma função Cºº tal que

0 i W i 1 e

W(x) 1 se x & LO

W(x) [| 0 se x € (1 + 6)Lo

Para cada L 6 I, definimos

' XL
wL(x) _ w [i_____ .

AL

Então

ka v k x — x .

,,,, : %uí L] í___í____||,k k k k3x AL 3x AL (diam L)

onde ªk depende somente de k e n.

Definimos agora

A(x) = E (diam L) ?L(x)
LeI

Note que se x e L, então, pelo lema 3.1.2 ,

d(x,X) í d(L,X) + diam L i 5 diam L. Também, se x e L*, eª
tão, pelo lema 3.1.2, d(x,X) à d(L,X) - % diam L 1-3- diam L.

Mas, se x e L, então WL(x) = 1, e assim
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A(x) & diam L 1 l d(x,X) (a)
5

Como cada x está em no máximo 12n cubos L*, então

A(x) i E diam L íª uz)“ d(x,X) (s)
x6L* 3

(a) e (B) provam a propriedade (1) do teorema 3.1.1 ' com

_ l _ A n

Para se obter & prbpriedade (2), observe que se
x e L*, então d(x,X) i 6 diam L e assim,

k &
Liª—(x) í 12n diam L —-—1í—-— = 12nak6|k |'ld(x,x)l"lkl
axk (diam L) “º'

Isto mostra que podemos tomarbk==12nak6|kl—l.

Nota

WL(X)
Se colocarmos $L(x) = -———————- (e .'.E dLDO = 1)

Z WM(X)
L

MeI "

obtêm-se a "partição da unidade de Whitney" no Rn - X.

3'. 1.5 — Definição

(a) Seja $: Rn“l + R uma função que satisfaz a

-condição de Lipschitz |d(x) — d(x')| í Mlx — x'l para todo

x, x'=e Rn—l. Consideremos pontos no Rn como pares (x,y) ,

n—lxeR ,yeR.
O subconjunto aberto
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[(x,y) e R“ |. y > «um

é chamado de um domínio especial de Lipschitz. Uma rotação
de tal domínio também será chamada de domínio especial de

Lipschitz.

(b) Seja 9 um aberto do Rn e 39 sua fronteira. Di

zemos, mais geralmente, que 9 é um domínio de Lipschitz se

para todo ponto a em aº, existe uma vizinhança aberta Ua de

a no Rn e um domínio especial de Lipscnitz 9a, tal que
Q 0 an= aacw Ua.

3 . 1.6 — Definição

Seja X o fecho de um domínio de Lipschitz 9. De

noto por E(X) o espaço das funções contínuas f em X tais que

(l) f/Q E E(Q)

(2) todas as derivadas parciais de f/Q podem

ser estendidas continuamente para X.

Então E(X) tem estrutura de espaço de Frêchet dg

finida pelas seminormas

K

lflm= SUP lf£(X)|
XEK

Wim

onde K C.X ê compacto, m e N e onde f£ denota a extensão
2

ê—lãíºl para X.
8x
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3 - 1.7 - Teorema de'Extensão de Stein

Se X é o fecho de um domínio de Lipschitz 0, en

tão existe Um operador de extensão

E: E(X) + Em“)

isto é, uma função linear contínua E:E(X) + E(Rn) tal que
E(f)/X = E, para toda f e E(X). Ainda, E pode ser escolhido
tal que para todo subconjunto compacto L do R“, existe um

subconjunto K de X tal que E satisfaz a seguinte estimativa.
Para cada m 6 N, existe uma constante positiva C tal que

K
L|E<f>| í lelm
m

Nota

Seeley e Mityagim provaram este teorema acima

no caso em que X é um semi—espaço fechado.

E suficiente provar 3.1.7 no caso de um domínio

especial de Lipschitz. O caso geral segue usando uma parti
ção da unidade.

E conveniente trabalhar em Rn+l ao invés de Rn .

n+lConsidere pontos em R como pares (x,y), onde x 6 Rn
. e

ny'e R. Seja $: R + R uma função que satisfaz a condição de

Lipschitz

[©(x) * à(x')| í. Mlx - x'l , vx,x' 6 R3.

1Seja Q = [(x,y) e Rn+ : y > $(x)] e X = 9 U 89.

Vamos provar o seguinte teorema.
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3 . 1.8 — Teorema

Existe um operador de extensão E: E(X) + E(Rn+l )

que satisfaz a seguinte estimativa. Para todo m e N e todo

subconjunto compacto L do Rn+1, existe um compacto K = K(L)

de X e uma constante positiva C (dependendo somente de n, m

e do M da desigualdade de Lipschitz) tal que

L K

|E(f)| _<_le| , ermx).m m

Nosso problema neste teorema é definir E(f)(x,y)
quando y < à(x), onde f é dada em X. Para x fixo, definimos
E(f)(x,y) para y < a(x) em termos de uma média conveniente
dos valores de E no segmento onde y > a(x).

3 . 1.9 — Lema

Existe uma função contínua W:[l,w) +'R que é rapª
damente decrescente no 00; isto é, W(t) = O(t-m) quando t + %

para todo m e tal que

ª)

[ W(t)dt = 1, tkW(t)dt = O , k = l,2,...
l l

Demonstragão

Podemos definir
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Para ver que esta função satisfaz as condições do

lema, consideremos a função holomorfa

l
e—w(z—1)4

no plano complexo cortado ao longo do eixo real de 1 ao w.

Tomamos o contorno y ilustrado no seguinte diagrama

1
E

Como e “(Z 1) decresce rapidamente quando 2 + »

obtêm-se pelo Teorema de Cauchy que

1
É E

_ l _1_ e w(z 1) d-Z : e w(Z-l) :e-l
z:Zni Y 2

l
. k 4
—l- i em?“ dz=0 para k= 1,2,...
Zni y

z

3 . 1.10 — Lema

Seja A(x,y) a distância regularizada de X, como

no teorema 3.1.1. Então existe uma constante c (dependendo

somente da constante M de Lipschitz) tal que se (x,y) & Rn—X,

então
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c A(X.y) & Mx) — y .

Prova

Seja F (metade inferior) do cone com vértice no

zero dado por

F = [(x,y) : M [x| < [yl , y < 0]

Para todo a € Rn+l, denote por P(a) o cone Ttranê
ladado tal que seu vértice é a.

A condição de Lipschitz [à(x) — $(X')l í Mlx — x'

implica que se a é um ponto na fronteira de X, então
P(a)<: Rn — 9. Se (x,y) e Rn — X, seja a = (x, $(x)). Então

(x,y) e P(a) e nenhum ponto de X está tão perto de (x,y) do

que a fronteira de P(a). Da geometria vê—se que a distância
mínima é pelo menos

º(X) -y
/1+M2

Além disso, d((x,y),X) l ªiªi—l—X—
, e portanto

/1+M2

c A(x,y) à $(X) * y ,

onde c = 5 f 1 + M2
, pelo Teorema 3.1.1.
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X a

a = (x,$(X))

- Í, ”, comprimento —ºl£l—:=ª—////; ““' 1 + M2
(x,y)

“P(a)

3 . 1.11 - Prova do Teorema 3.1.8

Por conveniência vamos escrever 6 = ZCA e assim

ô(x,y) l 2($(x) - y) (visto que cA(x,y) í a(x) — y).

É claramente suficiente definir nosso operador de

extensão para funções f e E(X) tais que f(x,y) = 0 quando

y > ©(x) + l. Dada uma tal f, colocamos

r
E(f)(x,y) = f(x,y) se (x,y) e X

<

E(f)(x,y) = f(x,y + tô<x,y»w<t>at,
1

(x,y) & Rn — x
&

A integral está bem definida pois

y + tô(x,y) 1 y + 2(©(x) — y) = à(x) + a(x) *

" Y > (ªbª):
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se t i 1 (lembre que y < ?(X) no Rn — X).

E claro que E(f) ê Cm no Rn — X. Mostremos que
E(f) n pode ser estendida, junto com todas as suas derivª

R -X
das parciais, para a fronteira de 9. O argumento é típico pg

2
ra, digamos, â—ªiâl. Temos

8x.]

82E(f)
&

8x? 1
3

+ .. . 6. +J f33( )t JW(t)dt
1

+ f (.)(tô.)2W(t)dt +
YY ]

1

+ f . tô..w t dt
'

[ y< )
33

( )

1

aºf af(Aqui f.. significa ——— , f significa —— , e (.) coloca-se33 3x? y ay
3

para (x,y + tô).

Seja (x,y) próximo de um ponto de fronteira bfnyº)

de 9. Então ô(x,y) + o e ôj continua limitada pelo teorema

3.1.1, enquanto que

oo

J w(t)dt' = 1 ,J tw<t>dt = 0 ,y t2w(t)dt = o

l l 1

Então os três primeiros termos do lado direito
convergem para um total que é igual
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3 ..2 — Prova do Teorema de Divisão

3 . 2.1 — Teorema de Divisão de Malgrange—Mather

Seja U um aberto no R“ e ul,...,up e E(U).
? _Seja p(t,x) = t? + Z ui(x) tp 1.

i=l
Então existe uma função linear contínua

E(R x U) + E(R x U) x (E(UHp

f » (qf'rllfyuoo'rp,f)

tal que para toda f 6 E(R x U)

f = qu'+ rf

NFA'U

' p-jonde rf(t,x) rj,f(x)tj 1

Na verdade os espaços acima são módulos sobre o

anel E(U), e a função é E(U)—linear.

Este resultado é uma consequência do seguinte teº
rema de divisão genérica:

3.3.2.2 - Teorema

i
.Seja P o polinômio genérico P(t,A)=tp+ É Aitp*

i=l
Então existe uma função contínua E(U)—linear

E(RxU) + E(R1+pxU) x (E(RpxU))p

f » (Qfl Rl,f""'Rp,f)
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tal que para toda f & E(R x U),

f(t,X) : P(tlx) Qf(tl)wx) + Rf(tp)*lX)l

onde Rf(t,A,x) =
.

(A,x) tp-J
]

HM'U R
1 if

Para ver que o Teorema 3.2.1 segue do 3.2.2, to
mamos u = (ul,...,up) tal que p(t,x) = P(t,u(x)). Então

f(t,x) = p(t,x) qf(t,x) + _Z p-j
3

rj,f(x)t ,
1

onde qf(t,x) Qf(t,u(x),x) e

r.]: f(x) = Rj'f(u(X),x).

Falta então provar o teorema 3.2.2, mas na verdâ
de vamos provar um resultado mais preciso (devido a Pierre
Milman) que é formulado com o objetivo de se provar o teorg
ma de divisão por indução sobre o grau do polinômio genérico.

Consideremos o polinômio genérico

P .

Pp(t,x) = tp + 2 Ai tp"l
i=l

para qualquer inteiro não negativo p (colocamos Pº(t,A) = 1).
Então para cada inteiro positivo p, podemos definir a fun
ção

P P—l P
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pela seguinte identidade polinomial:

Pp(thP<s,u)) = (t - s) PP"1(t,u>,

onde (s,u) 6 R x Rp_l; isto é, a função Ap ê definida por

Ãj=uj—uj_l's,2íjíp-lo
>: li _ up—l

3_; 2.3 — Teorema

Seja U um aberto do R“. Para cada p E N, existe
uma funçaõ E(U) — linear contínua

E(R x U) + E(Rl+p x U) x (E(Rp x U))p

f """ (QEfD' Rãlf'ouol ÉIE)

tal que

(1) Para toda f 6 E(R x U),

f(t,X) : Pp(t,Ã)QEê(t,Ã,X) + R%)(tIÃIX)

—onde R$(t,x,x) = E R?
E

(A,x)tP—J ;
jª'—l Jr

(2) Para todo inteiro positivo p,
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1 -1
Qª(trlp(sru),x)=

O?" (t'u'x) - 0? (S,u,x)
.

t-s
Provaremos o Teorema 3.2.3 usando o Teorema 3.2.4

abaixo. A equação Pp(t,x) = 0 define um subconjunto algébri
co fechado não singular X = Xp do Rl+p. De fato, X é o grª
fico da função

9—1 _
A = — tp - Z Aitp i
? 1=1

de maneira que a projeção (t,A) F——+ (t,Al,...,Ap_l) do RLWJ

sobre o Rp reduz—se a um sistema de coordenadas , globais
$: X + Rp sobre X.

. l+p p . » - . _Seja H: R + R a progeçao canonlca w(t,A) — A.

Denote por E"(X x U) 0 subespaço fechado do E(XxU)

formado por todas as funções que são constantes nas fibras
_ 1 . ,.. '

n (A) x x da funçao n x idu'

3 . 2.4 — Teorema

Existe uma função contínua E(u) - linear

J: E“(X x U) ——+ E(Rp x U)

tal que se h & E“(X x U) então

" J(h) (AIX) : h(tpÃ'X)

para todo (t,A) 6 X e x 6 U.
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Primeiramente provaremos o Teorema 3.2.3, supondo

o resultado do Teorema 3.2.4, e depois provaremos o Teorg
ma 3.2.4. Como a variável x = (x1,..r,xnj de U não entra em

jogo na prova do outro teorema, vamos simplificar nossa nº
tação desprezando U e X. E claro que as funções dadas em am

bos os teoremas são E(U) — lineares.

Prova de 3.2.3

Primeiramente provemos o Teorema nos casosg>=-0 e

p =,l, e então argumentamos por indução sobre p.

Quando p = 0, o resultado desejado claramente axº
tece com

Q?(t,x) = f(t) e R a o0
f

Suponha p = 1, e assim o nosso polinômio genérico
ê P1(t,A) = t + Al. Temos

1

f(t) - f(—A1) = (t+xl) 35 (st — (l—s)Al)ds (a)
-

' Ut
' 0

(esta é exatamente a fórmula de Hadamard).

Então podemos definir,
1

.

Qª(t,k) = ªí (st - (1 + S)A1)ds
0 at

1 _ 1 _ _
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Pela definição de Xp temos que A1(s,u) = - s, eeº
tão

(TM :9%(t,x1<s.u)) 0%(t,—S) —

t-S
O O

Qf(tl)*) "' Qf(sr)*)

t - s

Suponha agora que o teorema tenha sido provado pª
ra O,1,...,p—l (p 1 2). Denotemos pontos do Rp, RP"1 e Rp—2

'respectivamente por A = (Al,...,AP) , u =(ul,...,up_l)
v = (vl,...,vp_2) e escrevemos

à(slu) Ap(s,u) , (Sfu) 6 R x Rp-l

Ap”1(r,v) , (r,v) & R )( RPI-2 .“(rrv)

Então

Pp(t,Ã(s,u(r.v)) (t - s) Pp"1(t,u<r.v>) =

= (t — s)(t — r)Pp_2(t,v)
(a)

e assim A(s,u(r,v)) ê simétrica em (s,r).
Pela hipótese de indução,
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H.I 'l _l —lf(t) = Pp (t,u)Q$ (t,u> + R$ (tyu) =

ll pP'1(t,u)Q$'1<t,u> — PP“l(t,u)QÇ'1(s,u) +

+.Pp'l(t,u)oã'1(s,u> + Rg'l(t,u) =

Pº“1(t,u>ljoâ'l(tnn — Q€"l<snn ] +

_ _ _ (a)
+ PP I(t,u)QÉ 1<s,u> + R$ 1<t,u) =

_1 p—lQp (ti“) - Q (Srl—|)
PP(tIÃ(SrU)) £ £

+

t - s

+
ll

MU ij(s,u)tp_j (b)
j 1

pf são dados poronde le,...,R
p .

E R. ( ,u)tp'3 = pp'1(t,u)op'l(s,u) +
._ ]f f3—1 -

+ Rg—l(t,u).

Vamos mostrar que

ij(s,u(r,v)) = ij(r,u(s,V)) , 1 i j i p

De fato,
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Câfl(t,u(r.v)) -.Çêrl(s,u(r,v))

t - s

agirªm) - Qªfª'2<r,v> egºs») — Qêg'ºum
t,— r s - r

t- s

(s—r>Qg'º<t,v>-(“mªgºa”)—(t-rmªg'º(s,v)+(t—r)Qªg'º<r,v>

(t—r)(t-S)(s-r)

(s—r)o$'º(t.v) - (t-rmªg'ªmm) + (t—s>Q$'º(r.v)

(t-r3(t-s)(s—r)

Qg1<t,u<s,vn — Qg'1(r,u<s,v)>

t- r

Portanto (c) segue de (b) e do fato que

Ã(SIU(rIV)) : >“(rtl—"(SINO)-

A função

P(Slllllv-º :up_1) F——ª' (SIA].(SIU) r'-- IÃE_1_(SIU)) =

s)
'

(Slul_srU2—Ulsvºº-rUpFl—Up_2

do R x Rp-l no Rp é uma função polinomial inversível. Deng

te por n sua inversa.
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Para cada j = l,...,p definimos a função

hjf & E(X) por hjf = ij o n 0 ©.

Mostremos que cada h.Jf & E"(X).

Considere dois pontos (s,A),(r,A) em X,s # r. Eª
tão existe v e Rp-2 tal que

Pp(t,x) = (t-s)(t—r)Pp-2(t,v) onde

>: || A(5,u(r,v)) = à(r,n(s,v)).

Então

(SIU(er))n o $(3,A)

n o $(r,A) = (r,u(s,v))

e temos

hjf(s,A) =lef(S,u(r,v)) = ij(r,u(s,v)) =

—

= hjf(r,A)

o que mostra que hjf e En(X). Portanto podemos tomar

ijf : J(hjf) ; j : ll'º'lp

onde J:E“(X) + E(Rp) é a função dada no teorema 3.2.4.



.134.
Para cada j = l,...,p, a função f I———+ Rªf de

E(R) em E(Rp) é contínua e linear (3.2.4).

Mostremos finalmente que f(t É Rªf (A)tp-3 é
1

) _
|J:divisível por Pp(t,l).

Se Pp(t,l) = 0, então A = A(t,u) para algum

u e Rp—l, assim

Pij(l) [! (thf) (Ã(trU)) : hjf(tr)*(tlU)) :

ij(tIU) '

(a última igualdade segue do fato que (t,A(t,u)) 6 X).

Então

P
.

f t — R? A tp“3 =< ) jgl Jf< )

p
= f(t) — 5 R. (t,u)tp-j = o por (h) ..;v Jfjul

Em outras palavras, f(t) — É Rãf(x)tp—j se
jªl

anula no conjunto de zeros de Pp(t,A). Então esta função é

divisível por Pp(t,x), pelo lema de Hadamard.

Temos agora

f(t) = pp<t,x)Q€<t,A) + ,ª p p-j
3 ij(l)t1

p
ºnde f(t) - E Rªf (A)tp-3
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Claramente temos que a função f [-—+ Q? de É(R)

em E(Rp+l) é contínua e linear. Ainda, se A = A(s,u), obtêg
se de (b)

_1 _Q? (till) _ Qlf)1(srll)
Qªf)(t,x(s,u)) = —

t - s

Isto completa a prova do Teorema 3.2.3 supondo o

resultado de 3.2.4.

Prova de 3.2.4 ,

Seja h & EW(X).

Definimos uma função H = HD em «(X) por

H(Ã) = h(t,Ã)

onde A 6 «(X) e t é um número real tal qUe (t,A) E X.

Como n/X: X + Rp é própria, então h L—w H define
um isomorfismo linear contínuo do espaço E$(X) das funções
contínuas em X que são constantes nas fibras de «, para o

espaço Eº(n(X)) das funções contínuas nos suconjuntos fechª
dos n(X) do Rp. Esta é uma consequência do seguinte lema

elementar.

3.2.4.1 — Lema

Seja E uma função contínua do conjunto compacto K

sobre o Compacto L. Uma função 9 de L num espaço topológico
é contínua <z=> g 0 f é contínua.
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Voltando ã prova de 3.2.4, observe que se E é la
Ear, então “(X) Rp pois para cada A E Rp, o polinômio
P(t,A) = Pp(t,A) tem pelo menos uma raíz real. Se E é par,

-por outro lado, então "(X) Ç,Rp . Neste caso, Rp - "(X) e
#

convexo pois P é linear em A, e A e Rp — "(X) <==> P(t,x)>0,
para todo t 6 R.

Note também que w/X é um difeomorfismo em alguma
BPvizinhança de qualquer ponto (t,x) e X tal que —— (t,A) # 0.

' at
Sejam

U = %(t,x) e x: â£'(t,k) # 03
at J

_ _ P _ BP
'

Bt

para algum t e R)

Então U e V são abertos em X e Rp,respectivamente
e são densos em X e «(X), respectivamente. Ainda, n/X é um

difeomorfismo numa vizinhança de cada ponto de U. Então

H/V 6 EÍV).

Provemos as Seguintes afirmações por indução sº
bre p.

(a) A função H ê Cºº no interior de "(X), e todas
as suas derivadas parciais estendidas continuamente para a

fronteira.
(b) A função h +——+ H de E"(X) em E(n(X)) ê cont;

nua e linear.
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No caso de p ímpar, podemos definir J(h) = H, e

a prova do nosso teorema está completa (visto que "(X) = RP,

neste caso).

Se p é par, podemos definir J(h) estendendo H pª
ra uma função Cºº no RP, usando o teorema 3.1.7 da extensão
de Stein.

Para provar as afirmações (a) e (b), é suficiente
verificar as seguintes afirmações que serão provadas por
indução sobre a ordem m = [kl do multiíndice k = (kl,...,kp).

_

» BkH
(1) Seja |k| = m. Entao ——— (definida em V) se

' BX

estende unicamente para uma função contínua Hk em "(X). Ain
kda, Hk o " € E(X) e a função h L—+ H o n de E“(X) nele meg

mo é contínua e linear.
(2) Seja |K! = m — 1, e (j) denota o multi índice

cuja j-êsima componente é 1 e todas as outras componentes
são nulas. Então HZ ê continuamente diferenciável em

£ .

int «(X), e 931— = HH“).
3%]-

De fato será suficiente provar estas afirmações pª
ra m = 1 (podemos então repetir o argumento com cadalªj) o “

no lugªr de hppara obter as afirmações para m = 2, e 35511“ Pºr
diante). Em outras palavras, devemos provar as seguintes
afirmações.

(l') Cada derivada parcial âª—, definida em V, se
BA.

] .

estende unicamente para uma função contínua H(J) em w(X)JUg

da, H(J) o n e E(X) e a função h L——+ H(J) o n de EW(X) ng

le mesmo ê contínua e linear.
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(2') A função H ê continuamente diferenciável no

int (n(X)) e ªº— = H(j).
Q) >J

Para provar (l'), recorde que a projeção

WA>L—-wâ)=(nxyu.àwy

de R1+p em R x Rp_l reduz-se ao sistema de coordenadas glº
bal azx —+'Rp sobre X. Compondo cada lado da equação H<>n/x =

= h com a_l, temos

HE Al,...AVl , — tp - 2-1 Ai tºª] :

_ -1
— (hOÓ ) (trklr-vºrxyl)º

p-l
_ _ p _ p 1Se (Al,...,Ap_l,Ap) — (Al,...,Ap_1, t igl xi t )e V ,

então

1 —1

P(hºó)(nm ªmºº Nun, , ªmºªl“'*Íat “1 “p_l

F o 1 o .. o

o o 1 .. o

= [ºª—(A),...Ãª-(MJ . . . ' =
BA . .' . 'BÃl p

o o o 1

———(t A) tª"l -tp-2 f—t
at
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=[——-<tªX>—g(x),
ªª— <A>— tª”1 “ª (x),.. .] .
all BA

Para provar (l'), é claramente suficiente mostrar
. . _ 1

que ÉÁÉJZÉ__Ã é divisível por
Bt

“ _ Pªl _ _ªº (t,x) = pt 1
+ 2 (p — i>xi tº.1 1

St i=l

(divisão é uma operação linear contínua). Pelo lema de
-l

Hadamard, é suficiente mostrar que ºlª—º—º——l se anula
BP Bt

quando —— se anula.
at

Suponha ªº (t,í) = 0. Então P(t,A) = o, onde'
Bt

, p-l
; p -i ,A — (Al,...,xp_l, — t - igl Ãi tp ), de modo que t e uma

raiz real de P(.,A) = 0 de multiplicidade pelo menos 2. EE

tão existem sequências [kk] em Rp C'(rk] [sk] em R, tais
que lim ik = A, l.]iim rk = t = lim sk, e (rk,lk), (skuk) e x

k

para todo k.

Como h ê constante nas fibras de n, então

—1
aiª_9_l__l (t,Ãl,__ .,Ap_l) =

“Qt

,
— k «k

: lim (h 0 © 1)(s ,A > — (h 0 $ l)(rk Jk) _o
k,”*ºº Sk "" rk

como queríamos.
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Falta provar (2').

Seja F = [A 6 n(X):P(t,A) = (t “ a)p para algum a e R]-

Provemos inicialmente que H ê continuamente difg
renciãvel em todos os pontos do int «(X) — P. Isto complg
tarã a prova da afirmação (2') no caso em que p é par, pois
P então cai na fronteira de n(X)(e portanto, int «(X) — F =

= int "(X) neste caso).

Considere (tº,Aº) e R x Rp tal que tº é uma raiz
real de P(t,Aº) de multiplicidade k < p. Então

k _P(t,lº) = (t - tº) Pp k(t,nº) para algum
nº e Rp'k e Pp'k(tº,nº) # 0.

Definimos a função A: Rk x Rp”k —+ Rp pela seguiª
te identidade polinomial

P k p—kP (trÃ(Çrn)) : P (trª) P (tm) I

onde (;,n) e Rk x Rp"k. Então A é um difeomorfismo local em

todos os pontos (c,n) onde a resultante de Pk(t,n) e
Pp"k (t,n) (como polinômio em t) é não nula, porque sua rg
sultante é o determinante Jacobiano S?ºÃ—í (Ç,n). (Recorde

Cln
que a resultante de dois polinômios é nao nula <==> os pg
linômios não tem fator comum).

k k k NDefina çº e R por P (t,cº) = (t — tº) . Entao
Aº = A(cº,nº), e as funções X(ç,n), (t,A(c,n)) são difeomog
fismos em alguma vizinhança dos pontos (çº,nº),(tº,cº,nº)
respectivamente.
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Como Pp_k(tº,no) # O então Pp—k(t,n) # 0 .numa

vizinhança de (tº,nº). Então se

Pp(t,Ã(C,n)) : Pk(tpr,) Pp—k(t,n) >= () $>

=> Pk(t,Ç) : O '

Então a função (t,c,n)——+ (t,A(c,n)) induz um diagrama comª
tativo

xk x Rp"k____________+ xP

wkxid wp

Rk x Rp'k * Rp

onde as flexas superior e inferior são difeomorfismos em

alguma vizinhança dos pontos (tº,ç?nº) e (çº,nº),respectivª
mente.

Pela hipótese de indução sobre p, segue que H

ê continuidade diferenciável em int "(X) — T.

No caso em que p é ímpar, ainda precisamos 'mog

trar que H ê diferenciável em todos os pontos de P, e

BH _ H(j) . _ 1——— - , 3 - ,...,p. Em outras palavras, precisamos
BA.

3
mostrar que para cada Aº & r

H(A) — H(Aº) = _H(j)(l)(lj “ A?) +
J=l

+ O(Ix — lºl) quando A + Aº.
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Recorde que

F = [A e "(X): P(t,A) = (t - a)p para algum a 6 R),

isto é, F é a curva parametrizada definida por

P
A = (—1)1 1] ai, 1 = l,...,p. Segue que A,i

O
A podem ser ligados por um segmento de reta quebrado que,
exceto para A e Aº, está em Rp — F, e tem comprimento no mª
ximo CIA — Aº], para alguma constante c. De fato existe
u & RP - r tal que os segmentos unindo Aº a u e u a A tem

a propriedade exigida.

Como H ê continuamente diferenciável e 35— = H(3)
ax.

em R9 — r(= n(X) - r) então 3

"MªºHm — Hm = HÚNnuj-uj) + OMM!) ,j 1

p
.

Hm) — Imº) = 2 Hmm) (pj—xº?) + UHU—Aº“.
j=1 ]

Somando—se estas duas equações e usando o fato que
g(j)(x) — a(j)(u) = O(l) quando IA—Aºl + 0 obtêm—se o re
sultado desejado.

Isto completa a prova do Teorema 3.2.4.



CAPÍTULO II

0 LEMA DE NAKAYAMA E CONSEQUENCIAS

11.1 Preliminares Algêbricos

Neste parágrafo vamos recordar alguns conceitos e

resultados de álgebra sobre anéis, ideais e módulos, estabª
lecer algumas notações necessárias na sequência , assim como

fazer uma pequena motivação sobre o Teorema de Preparação de

Malgrange Generalizado, que ê o objeto de estudo do capítulo
seguinte.

II.l.L Pregosigão

Seja R um anel comutativo com unidade e I um

ideal de R. Então

I é maximal <=> % é um corpo.

11.1.2. Definição

Seja R um anel comutativo com unidade. Dizemos

que R ê um anel local quando R possui um único ideal maxi
mal.

IL1,3. Pregosigão ISI

Seja I um ideal prõprio num anel comutativo com

unidade. Então I não contêm nenhum elemento inversível.
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II.1.4. ProEosigão |5|

Seja R um anel comutativo com unidade. Então todo

ideal próprio de R está contido num ideal maximal.

II. 1. 5. Progosigão ] 5|

Seja R um anel comutativo com unidade. Um elemeg

to z<£ R é inversível <=> 2 não pertence a nenhum ideal
maximal de P .

11.1..6. Definição [5]

Seja E um anel comutativo com unidade. 0 radical de

Jacobson do anel R é a interseção de todos os ideais maxi
mais de R e é denotado por rad R.

II.1.7. Proºosigão |5|

Seja E um anel comutativo com unidade e I um seu
ideal. Então

I C rad R <=> V 2 €,I, 1+z ê inversível em R.

Prova

( => ) Seja IC; rad R e suponha que exista z & I

tal que 1-+z é não inversível . Por (IL.1.5), 1<+z pertence
,

a algum ideal naximal M do anel R. Como 2 € rad R, 2 &.M

e portanto, l-= l-+z-+(—z)<5 M. Mas, isto significa que M==R,

o que é impossível. Portanto, Vz E I , 14-2 ê inversível em

R.

( <= ) Suponha que Vz & I,].+z ê inversíVel em R

e que I e rad R. Pela definição de radical, existe Lmiideal
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maximal M de R tal que 1 $ M. Seja a e II 63 & $ M .

Como M é maximal vem que (M,a) = R . Assim o elemento unª
de l 6 R pode ser escrito na forma 1 = m-+ra com m 6 M

e r e R escolhidos convenientemente. Então m==l-—ra 6 l-+I
ê inversível em R (pela hipótese), o que é absurdo pois ng
nhum ideal próprio contêm elementos inversíveis.

II.1.8. Proposigão [sl

Num anel R um elemento a e rad R <=> 1 + ra tem

inverso em R , Vr e R.

Prova Imediata a partir de II.1.7.

II.1.9. Proposição

Seja N o conjunto dos elementos não inversíveis do

anel R comutativo com unidade. Então

N é um ideal em R <=> N = rad R

Prova

(=> )(i) Mostremos que rad R Ç,N. Seja z & rad R.

Então z pertence a todos os ideais maximais de R ,

Então z é não nnmxsível (por II.1.5) e portanto, z e N.

(ii) Mostremos que N C rad R. Seja N ideal de R e
z e N. Então, Vr e R ,vrz e N. Ainda, l+ rz E N pois se
l+-rz,€ N então 1 = 1+-rz + (- rz) e N, o que contraria a

definição de N. Logo 1 + rz E N-, isto é l+ rz ê inversível
em R, V r e R. Portanto, por II.1.8, z e rad R.

(<= ) Trivial, pois o rad R é sempre um ideal de K.
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seguinte.
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Seja R um anel comutativo com unidade. Dizemos

que R é um anel local quando R possui um único ideal maxi
mal.

IL1.3. ProEosigão ISI

Seja I um ideal próprio num anel comutativo com

unidade. Então I não contêm nenhum elemento inversível.
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Seja

WT]: [% 6 ºz (Rn) : f(x ) = o]
O 0

n(a)-“q é um ideal de cªo (R )

(a.1)"“1 é um subgrupo aditivo de Cª (Rn)
0

Sejam %, & dois germes em'W1 . Mostremos que
h = E — & e'Yq . Um representante de É é a função h==f—<gog

de f e q são representantes dos germes f e g, respectivamey
te. Entao h(xo)= (f— g)(xo)= f(xo)— g(xo) = o—-o = 0. Logo ,

Bei—(?.

(a.2) Se % eªh] e & 6 C; (Rn) então 9. f GWY]: se
” " 0

f e g representam f e 9 respectivamente, então
(g f)(x0L = g(xo) f(xo) = g(xo). o = 0. Logo 9 f e'WYl pois
g f é um representante de 9 f e (g f)(xo) = o.

(b)“W] é um ideal maximal de c; (Rn)
0

Seja C]. um ideal de c; (Rn) tal que
0

%) coc c; (R“) e 04
.. O

. Então existe f & CL tal que
f EWT]. Sendo f um representante de f sabemos então que

N

f (xo) # 0. Pelo teorema da conservação do sinal existe um

aberto U contendo xo tal que f não se anula em U . Portanto,
..a função g = ª está definida em U e e Cm. Então , como

, m
E

» N " »
g e C)( (R“) e f e CX. temªse que g. f EªD». Mas, g. f = l.

Q
00 n -Logo, 1 e Cl e Cl CXO (R ). Assim,WW] e ideal maximal.

(chYlê o único ideal maximal de Cª (R ) :
o

Esta unicidade estã provada em (b) pois se (Jr é

um ideal maximal de Cªo (Rn), diferente deYYX então existe
f eCÇLtal que E e YY], isto é, tal que f(xo) # o onde f é um



representante de f. Pºrtanto, % e c; (Rn) e Í = %. % € Cl ,
f 0 f

isto é, Cl,= CX (Rn) o que é absurdo.
O

Conclui—se então due Cªo (Rn) é um anel local e o

seu ideal maximal, representado porªYL, é o conjunto dos ger
A

mes com meta zero. Então podemos concluir também que todo ª
deal próprio 1 de Cªo (Rn) tem a propriedade : Vtz e I, o

elemento 1+ 2' é inversível em Cão (Rn). De fato; como todo
ideal próprio está contido num ideal maximal (11.1.4), vem

que I C'YPVVisto que foê o único ideal maximal neste anel).
Logo 2 E““I e portanto, por 11.1.10, vem que 1+-z ê inversª
vel.

(d) Sendo C; (R“) um anel comutativo com unidade
0

— e YYI um ideal maximal conclui—se por (II.l.1) que o quocieª
C; (R")

te ——º———-— é um corpo.

Mostremos que este corpo é isomorfo ao corpo dos
números reais. Para isto seja,

e : C; (R“) ——+ R a função definida por
o

«O (E) = meta de E, isto é, se f e f então,
O(E) = f(xo). Mostremos que

(d.l) G é homomorfismo de anéis

O(É+ã) : (f+g) (xº) =f<xo) +g(xo) =ew('É)+ º(ª)
o(E. &) = (f . g) (xo) =f(xº) .g(xo) =e<E> +e<ã)

onde f e E, q e & e sabendo-se que
N ,..f+g€f+<3 e f.g€f.?g'.
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(d.2) e é sobrejetiva : é óbvio pois sempre exiâ
te uma função diferenciável que num dado ponto, assume deter
minado valor. Basta somar a função constante.

(d.3) Ker e =**? visto que,WWQ é o conjunto dos

germes com meta zero.

Assim, pelo teorema do homomorfismo de anéis, vem

Quando xo = o ainda podemos afirmar o seguinte sº
bre o ideal maximalWYl:

(e) Se xl' ..., xn são funções coordenadas, então

FYI é gerado pelos germes xl, ..., xn.

Seja E G'Yfl. Então f(o) = o, onde f é um represeg
tante de %. Então

l1
* df(tx , o . ' , tx ) n '

1 n aff(x ...,x)= —————————-—-——-——————-——dt= E ——-(tx....tx)x dt:1' “ | dt
[x=],

3x1
1 ª ª

o o

1

? “' < ?: X “_" tX ,...,tX ) dt: XÇ].(X "CQX)
i=1 i Bxi l

'

n i=l i 1 1 n
0

1

__ af # ,- "'—n N »:onde gi(x) — ——— (tx) dt e diferencxavel. Logo f-—X Xigi
8x =li0
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II.l.lZ.'Definição
Seja R um anel comutativo com unidade.

Um ºêªulo M sobre R (ou um R — módulo) é um grupo
comutativo M, cgja operação denotaremos por +,munido de uma

lei de composição externa

R x M m—+ M

(ª, X) —-+ ax

tal que, quaisquer que sejam &, al, &2 6 R e x, Xl' x2 & M

valem
. Í

,

lX + a2x(a1 + az) x = a

(al ªz) x = al (ezx)

a(x1 + x2) = axl + axº,
1 x = x

Um gºbmõdulo S do R — módulo M é um subgrupo de M

tal que R.S Cªs.

;I.1.l3, Definição e Propriedade

Seja-M um R.- módulo e I (; R um ideal de R.

O conjunto IM; definido por
' r ,

;M = [m e M: m=lglqimi, diêl, mi e M, Vr]

é um submõdulo de M. Logo, podemos pensar no quociente-PfL
“: “'ª' ' IM

Sua estrutura de R5— módulo se identifica então a uma ostrª
. , Rtura de modulo sobre o anel quoc1ente E (Com efeito” temwªse

am==o para todo m & EL, desde que a 6 I).
IM
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Por exemplo, se M é um módulo sobre o anel CZ (R“)
o

e I :WYI o ideal maximal de C)( (Rn), então a estrutura de
0

Cx (Rn) - módulo do quociente —3L se identifica a uma estru
O M

tura de espaço vetorial real
m n

Cx (R )

(visto que ——º————— ::R)
Wi

II.l.l4. Definição

Dizemos que um R — mõdulo M é finitamente gerado
quando existe um subconjunto finito [ml, ..., mr] de elemeg

tos de M tal que para todo m E M existem ªl' ... ar E R tais
que m = ªlml + ... + armr.

Observe que, neste caso, se I ê um ideal de R eª
tão

HIM [m € M: m a. e I]u
'

"PAR º 3
i

II.1.lS.“0bservagões
O submõdulo gerado por xl, ...,xr ê denotado por

< xl, ..., Xr >
R e tem como elementos todas as combinações

lineares dos xi, i = 1, ..., r com coeficientes em R.

Ao contrário do que ocorre na teoria dos espaços
vetoriais (isto é, módulos sobre um corpo), a expressão de

um elemento m em termos de "geradores" ml, ..., mr em geral,
não é única, mesmo que o conjunto (ml, ... mr] seja minimal.
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II.1.16.'Definigão

Sejam M e N dois R — mõdulóSL"Uâáyapíiéação a: M —+l

é um homomorfismo de R — módulos qúàndó pára todo a, b G'M e

todo r e R

a(a + b) = a(a) + a(b)
à(ra.) =- fºi(à.)

»
.

E claro que se a é homomórfismo dos E - módulos M e N então
a(M)_ê um submõdulo de N.

II.1.l7.'ProEosigão .

Se M1 e M2 são submõdulós dó.R ? módulo. M então

11

II:l.18.'Definigãó

Seja W : R ——+ S um hoúomorfismo de anéis.

(a) Seja M um R - mõduló e M úm É — mõdúlo. Uma 'ª
plicação u : M —f+ N é dita um homomorfismo sobre W se

'ja(a + b) = a(a) + a(b)" e a(ra) = W(r)a(a), para todo r e R
& é todó a) b É M.

A

(b) Um homomorfismo misto sobre W “é uma quíntupla
(a, B, M, N, P) onde

M é um R - módulo

N e P são S — módulos

a : M —-+ P é um homomorfismo sobre W
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B : N —M+ P é um homomorfismo de S - módulos

(c) Um homomorfismo misto é dito do tipo finito se
M é finitamente gerado como R - módulo e P é finitamente gg

rado como S — módulo.

11.1.19. Seja M um R — módulo e W : S ——» R um homomorfismo

de anéis.

Nesta situação, usando a estrutura induzida por ?,
podemos considerar M também como um S — módulo. Isto é, defi
nir a lei de composição externa 3 x M ——+ M por
(Sim) "'—+ "P (S)m.

'

. n .Em particular, se f: (R , o) ——+ (RP, o) e um ger
me com fonte e meta zero, de função diferenciável, existe um

homomorfismo de anéis

* .
(X) p

'

(D nf . CO (R ) ——+ CD (R )

dado por

a F—+ f* (a) = aof, V a 6 CZ (Rp).

Podemos então considerar todo CZ (Rn) — módulo como CZ(RP) _

mõdulo via f*. Obserue que a passagem da estaturadecz (Rn) «

módulo de M ã de CZ (RP) — módulo é uma "restrição dos escg
lares" : isto significa que não se considera mais, em CZ(Rnh

que o subanel f*(C: (Rp)). A estrutura de CZ (RP) '— módulo

é então, em geral, mais fina que a de CZ (Rn) — módulo.

A formulação algébrica, do Teorema de Preparação ,

que estudaremos no capítulo seguinte, estabelece uma condi
ção suficiente para que um CZ (Rn) — mõdulo finitamente gerª
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do seja também finifamente gerado como CZ (RP) — mõdulo via
f*. Veja os três ekemplos que seguem.

'II.1.20.*Exemºlo A |º7|

Seja o germe f : (Rn, o) —-+ (RP, o) onde n i p ,

com posto máximo.

Seja M = C; (R“), o qual é obviamente um CZ (Rn) —

mõdulo finitamente gerado. Afirmo que M ê'um CZ (RP) - mõdg

lo finitamente gerado via o homomorfismo de anéis
n )* .

oo p 00f . Co (R ) -+ Co (R

De fato, como f tem posto máximo e n í p existe um

difeomorfismo h : Vo ——+ UO x W de uma vizinhança V'Ç Rp de

o f(o) sobre um aberto UO x W CRn x Rp-n,Qo,o) 5,0 xMW: :

f(UO)CZ Vº) tal que (h 0 f) (x) = (x, 0), para cada x & UO.

nSeja g e CZ (R ). Como

g(x), ? g(nl(x,o)) = (é o "l 0 h o f)(k)= (g 0 "lº h)(f(x))=
= u(f(X)) = f*(u?(x) = f*(u)(X)- 1

onde hl : Rn x Rp—n —-+ Rn

;(x, y) ——+ x, ê & projeção canônioa,

v = 9 o “1 0 h e C: (RP) e é claro que a função consiante

l(x) = 1, V x 6 Rn é um elemento de CZ (Rn).

Assim, M é um CZ (RP) - mõdulo finitamente gerado
(o gerador é a função constante igual a 1) Via f*.
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11.1.21,'Exem21c B_l27]

Seja f: (R,o) -—+ (R,o) germe de função tal que
f(k)(o) = o para todo k = 1,2,... .

Seja M = CZ(R), o qual, obviamente, é um Cã(R)—mã

dulo finitamente gerado.

Mostremos que como CZ(R) — módulo via f*, M não

é finitamente gerado.

De fato, se fosse M = < ªl' ..., ªr > , dado qual
quer a e M, existiriam al, ..., a em CZ(R) tais quer

. r
f*(ai)ai = E (aio nai . (Bl)

?
a = )

=l i=11

Seja a matriz definida por

a1(o) ª2(º) ... ªr(º)

B : aí(o) aª(º) ... aªio)

air—l)(o) aár-l)(o) ... eªr-l)(o)

Derivando & igualdade (Bl) obtemos para todo j

j: 1,2, ooo

a(jHóJL-É (aiof>(o>ai(3)<o>=]íí ai(o)ajj)<o) (ªz)“ 1=1 1=1

(k)visto que f (o) = o, k : o;1,2, ... .



Assim

. vel.
(1 (O)

a (o)
_ ai (0) '

al (0)
' '

az (o)
'

'

. = E . . Logo B é inversª

a(r—l)(o)

ár—lSe a(t) = tr, temos que a(o)= a'(o)= ...= (o)=o

e a(r)(o)'=- r! # o (83).

Portanto, neste caso temos

al [(o) o

a (o) __ o
,2. = B

1
. = o , De onde vem

: : º ai(o)==o, i= l,..,x
ªr (O) _;o

e.de (B ) vem ue a(r) (o) = É a (o) a(j)(o) = o (B )2 q
i=l i i º 4 .

Chegamos então a uma contradição entre (B3) e (B4). Logo M

não é finitamente gerado como Cã (Rn) - módulo via f*.

II. 1. 22; Exemglo” c | 27 |

n+lSeja “ : (R , o) ——+ (R“, o) o germe da projeção
canônica "(t, y) = y, 0 qual tem posto máximo.

Rn+1 n+lSeja M = Cã ( ), o qual, obviamente, é um C2(R »
módulo finitamehte gerado.

Mostremos que M não é finitamente gerado como
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CZ (Rn) - módulo via n*.

De fato, se M fosse finitamente gerado como CZ<Rn%-

módulo via «* existiriam al, ..., ar em M tais que, para tº
n+1w . . . m ndo a 6 Co (R ) ex15tlr1am al, ..., ar em CO (R ) tais que

r .

= * ª& jªl “ (aj) ªj' isto e ,

1: r
(c;) a(t4y) e= jglcaj o «)(t, y) aj<t.y> =.Ã aj<y>aj<t, y)

3—1

numa vizinhança de o = (o, o) e Rl+n.

Derivando sucessivamente a igualdade (Cl) em t ,

obteremos
' ii r a &.

(Cg) ªªi(o,o) = E “aj(o)———% (o, 0).
at j=l et

"al (0,0) ... ar(o,oy
—'

8a 8a_«l (0,0) ... —_£(o,o>
at at

Se B =

a(r—l')al a(r—l)ar
"º—T'— (0,0) ... “"'—“':"— (O,-O)

_
. atr 1 atr 1

_

então

Tekno),
_

[Fal (O) "

ºª— (o,o> ºªz (º)
kk Bt . .= E(C3) .“ o ' ,

(r—l)
&

'r—l (0,0). ar (O)

L at .

_ _ d
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logo B é inversível.
Tomandoªse a(t,y) = tr obteremos

“8a ..3(r—l)á
a(O'O) .= __ (0,0) = ou. != "'—'EZ'T— (0,0) = O e

St Bt '
?

::-.(r) , .

% rª (0,0) = r! # o

, ”bé Içá) segue, para este caso,"ui(o) = (o);i=14...,r
a(r)

e de (CZ), ——r— (o,o) = o, contrariando o fato de que
- Bt

(r)
,_3 rª (o,o)I=,r! # o.

Bt '

Assim, Cºº (Rn+l) não é finitamente gerado eom
O

CZ(Rn) - mõdulo via n*.

IIÇ2. Lema de Nakayama e suas consequências

Faremos neste parágrafo um estudo sobre um lema de

grande importância no capítulo seguinte. Embora este resultª
do seja conhecido como Lema de Nakayama, afirma.NBtammra|21l

que este é devido a T. Nakayama, G. Azumaya e W. Krull, seg
do a prioridade obscura e que embora ele seja usualmente chª
mado da Lema de Nakayama, o falecido Prof. Nakayama era coª
trãrio ao nome.

II.2.1. Teorema |7I, |15|, [lºl

Seja R um anel comutativo com unidade ) a: A —-+ B

um homomorfismo de R ? módulos e I um rdeal em R tal que l+z

ê inversível, V z e I. Suponha B finitamente gerado e
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a(A) +-IB = E..

Então a(A) = E.

“Prova

Como a:A.——+ B é homomorfismo de R - módulos sabe
mos que a(A) é um submõdulo de B e portanto podemos definir
o R — mõdulo quociente . Seja C = e portanto, C é

a(A) a(A)
R'- módulo.

Mostremos que C = [0].

Pela hipótese a(A) + IB = E e resultados da teº
ria dos módulos temos

c=L=M=I B =IC, i.ê,C=ICO
a(A) a(A) a(A)

Como B é finitamente gerado temos que C é também

finitamente gerado e seja, portanto, [al, ..., an] um conjuª
to de geradores de C como R — mõdulo. Como a. e'c e C = IC ,1

existem zij G I tais que ªi =jªlzij ªj , 1 = 1, . ., n .

” n
Entao jZlmij — Zij) aj = o , i = 1, ..., n .

Como det (ôij — zij) = i 1 + 2, z e I segue, da

hipótese, que det (õ - zij) ê inversível. Logo a matrizij
(ôij — zij) ê inversível e, portanto, o sistema homogêneo

É (6 . — z .) a = o , i = 1, . , n
j=l 1] 13 ]

admite apenas a solução trivial ªj = 0, j = 1, ..., n. Logo

C = < ªl' ... , ah'> R
= [0]. Então pela definição de C tem«



.160.

11.2.2; Teorema lºl, lºl

Seja R um anel local e'Wq o seu ideal maximal.

Suponha A um R - mõdulo finitamente gerado e ”WLA= A.

Então A = [0].

Ainda, com as mesmas hipóteses, se B e C são tag
bêm R - mõdulos tais que A, B C C e A: C B +WA então A C B.

A primeira parte segue de 11.2,1 tomando—se

a: A ——+ A o homomorfismo identicamente nulo e lembrando que
*

o idealYYx satisfaz a propriedade : 1 + 2 é invergivel' ,

V z e'Wvaer II.l.lO) exigida em 11.2.1.

Para a segunda parte, supondo que A C.B +“an vem

que
A C. B +YQA pois

A m B B

A A+ 3,—

Am B“ B;
a) por II.l.l7

A C: B + A
Logo,

.

. Ainda podemos ver que
A(N B B

ª—i:º%ª “NTI
A

. De fato, seja a aplicação WzWYIA —+ ªÍY A

B AIW B - B
dada por W(ma) = ma + B.

E claro que W é um homomorfismo sobrejetor e

Ker W =«A P&B. ComoWYl = 31%ª— , conclui—se o isomoE
LA , B A FNE

' '

fismoxacima,
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Assim, A
CÍWI

A
. Logo,—

A
=Yq

A
e

AQB ARB AÍNB ARB
da primeira parte segue = [o], ou seja A = A PxB e po;A(N E
tanto, A C B.

11.2.3. Teorema [ISI Ilº]

Seja R um anel local eWYIo seu ideal maximal.

Seja B um R — mõdulo finitamente gerado e A um

submõdulo de E tal que A +Wle = E.

Então B = A.

Prova

Este resultado segue de 11.2.1 tomando—se a = ideª
tidade restrita a A e I =YYX.

II.2.4; Teorema |15| lººl lªºl
Seja R um anel comutativo com unidade e I C R

ideal de R tal que 1 + z é inversível em R, V z e I.
Sejam A e B submõdulos do R — módulo M com A finª

tamente gerado. Então

(i) B'+ IA 3 A => (11) E DA

Mais ainda, a igualdade em (1) acarreta a igualdª
de em (ii).

"Prova lªºl
Suponha B ? A. Sendo A finitamente gerado e

B + A :) A mas B ;) A, podemos encontrar ªl' ..., ªk em A

tais que
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E+ < a1, ..., a.k >]?) A, mas B+< az,...,akr>RZbA.(a)

Seja C = E + < ª2' ..., ªk >R

Como Bá-IA :)A e B+-< a ..., ªk)? = C tem—se2!

C+IA3A (B) e C+< al >RDA.(Y)

Assim,

A(g,)c+xa(<à)c+1 [C+< al >R__] = C+IC+It<al ?R =

= C +,Ia isto é, A CLC + Ial.1

Em particular, como al e A, &1 = c + zal para aí
gum c e c e algum z e I. Daí, (l—z)al==c e como - 2 G I, por
hipótese, 142 é inversível, de onde segue que al= (l—z)_]c ,

,

o que mostra que a e C.1

Daí, C+-< al >R = C e, por (Y) conclui—Se que
A C.C, o que contradiz (a). Portanto, A C B.

Ainda, se B + IA = A vem que E CIA e como da ' pri
,'géira parte A C,B vem que A = B.

II.2.5.'Teorema |º|
Seja R um anal, ZCÇ R'um subanel de R'e A um Rª—mê

!dulo. Se existir um inteiro positivo k tal que ZçA = o e se
ZA? =: A então A = 0.

“Prova

Sendo JZA = A então
2

'
_ ,'

z A = ZA, zªA : zºA, ... , z A =

Como por hipõtese, ZkA = o conclui—se sucessivameg
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_ _ 2 4te que Zk l A = o, Z"k 2

A = o, ..., Z A = o_e dai ZA = 0. Cº
mo ZA = A tem—se, portanto, que A = o.

11.2.6. Lema [ªll
Seja E um anel comutativo, M um E — mõdulo finitª

mente gerado e I um ideal de R. Suponha IM = M.

Então existe um elemento a 6 R da forma a = l+—x ,

x 6 I, tal que a M = o.

Se ainda I C rad R então M = o.

Matsumura enuncia e prova a versão 11.2.6, mas faz
uso do Lema na seguinte forma :

II.2.7.'Teorema lºl]
Seja R um anel, M um R - módulo, N e N' submõdulos

de M e I um ideal de K.

Suponha que M = N + IN', e que ou (1) I é nilpoteª
te ou (ii) I g rad R e N' é finitamente gerado. Então M = N.

'Prova

No caso (1) temos

No caso (ii) aplicamos a versão 11.2.6 para ª .
N

Em lºs! encontramos a seguinte versão do Lema de

Nakayama, denominada pelo autor de Lema de Krull — Azumaya

simplesmente.
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11.2.8; Teorema 125|

Seja M um E - módulo finitamente gerado e N um

submõdulo de M tal que M = (rad R)M_+.NJ.

Então M = N.

”Prova

*Seja M' = —. Então M' é um R — módulo finitamente
gerado e ainda, M' = (rad R)Mf.. Então por II.2.6 temos M'=o

e, portanto, M = N;

Temos os seguintes corolários do Lema de Nakayama,

'

II.2.9; Corolãrio |7|

Seja R um anel comutativo com unidade, 1 um ideal
de E tal que 1 + z é inversível, V z e I e que R contenha o

corpo E.

,, Suponha A um R — módulo finitamente gerado e B um

submõdulo de A tal que para algum inteiro k ,dimE 4—4524— 5 K.
k+1«

Então ÍkA C B. I Aªªª

”Prova

Seja A' =.ª que é um R — mõdulo.
E

Como dim <vk segue que dim —————_ < k.E k+1 * E k+1 "'"

I A4-E I A

Então temos a sequencia de k + l espaços vetoria13
sobre E

...'g—E———-g—-Eê—l——,sendo ()
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maior deles de dimensão í k e o menor deles de dimensão i 1.

Logo, existe s, l i 5 £ k, tal que

IS A' = Is+l A' = I (ISA')

Então, por (11.2.4), conclui-se que ISA' = 0.

Portanto IkA' = o e sendo A' = & tem-se que IkACLB.
B

II.2.10. Corolãrio |19l

Seja S um subconjunto finito do Rn.

oo

S

um submõdulo de A tal que para algum inteiro k

Seja A um C (Rn) — mõdulo finitamente gerado e B

. . A » .. .(l) dlmR m í k. Entao (ll) 'TTIÉ A (_ B.
S

' P'r'oVa

'Este corolário e apenas um caso particular do coro
(Rn) e I =Xªls '

Um outro caso particular bastante usado é dado por:

(08lãrio anterior para R ='C

II.2.11. corolário Iªºl
Seja A um C; (R“) — mõdulo finitamente gerado e B

um submõdulo de A tal que para algum k dim A

» k
R

+1A+B
'Entao WTX A C.B.

Nas condições do corolário 11.2.10 é possível coª

_<_k'.

cluir que o submõdulo B é também finitamente gerado como

CZ (Rn) — submõdulo de A. Mais precisamente,
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11.2.12. corolário |19|

Sob as hipóteses do corolário 11.2.10, existe um

conjunto de geradores de E (sobre Cºº (Rn))tendo não mais doS
,

n+k
, que a( k ) elementos, onde a é o numero mínimo de elementos

num conjunto de geradores de A.

Prova

Primeiramente, consideremos o caso quando S é for
mado por um único ponto.

a
Como'YQÉ A é finitamente gerado e A

e de di

,
"WEA

mensão finita,?“l:s A + B e finitamente gerado. Então um con

junto de geradores do B — mõdulo WQSB é um conjunto de gera
dores de B, pelo Lema de Nakayama. Mas,

. . n+k
dim,R l

< dimRR'X k+lA í dimR k+lA
< a ( k )

“ISB WSA RWSA

onde a primeira desigualdade segue do fato queWQÉBED' É+l A

(pelo corolário II.2.10) e a última de qlºl, lema 1.4).,

A prova para S com um número finito de elementos

segue por aplicação do seguinte resultado :

,

.

n ,.. “ou” cor
.

UD
," _, =Se S — [Xl' ..., xn] C R entao CS Çxlx...x an(a

e “a? =“H]Xl x ... xWYIX (produto cartesiano)
.

' n

Seja S = (xl, ..., xn] ' Sejam

AX =A © CX , BX =B (5! C

i 1 i 1

(produto tensorial sobre C; )
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Ass1m, AX e um Cx. - modulo e BX. e um Cx." suª
_ i 1

,
1 1

modulo de A .
Xi

É fácil verificar que (II.2.lO.(i)) ê satisfeito
para C A , B em lugar de Cºº , A, B respectivamente.
Assim, podemos concluir que BX é gerado como c; — módulo

i i
por no máximo -a(n+k) elementos.

Como Cºº = Cºº ,x ... x Cºº onde para todas xl xn
f = (fl, ... , fs) 6 CS (fi € Cxi) e para todo

fb : (fl-bl) 'I. , fsbs)
_ - n+nkAssim, o fato de que cada BX e geradopor.a( )

i 1

elementos ou menos como um C)( — mõdulo implica que B é gerªin+k w ,) elementos ou menos como um CS - modulo.
k

do por .a(

II.2.l3.'Corolãrio lª], [16]

Seja R um anel local e WYLO seu ideal maximal.

Seja A um R — módulo finitamente gerado.

Entaõ-Jª— é um espaço vetorial de dimensão finita
“lªrasobre o . corpo ;ÇÍ.

Seja $:A-——-—ê— a projeção natural e v v
A 1, .o . ' n

base deste espaço. Escolha el, ... , en em A tais que

$(ei) = V1' 1 = l, ..., n. Então el, ..., en forma um conjug
to de geradores de A.
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'PrOVa |9[

Como a ação de R em A claramente induz uma ação de

A A 4 4 s «—K-em ——— ve-se que —ªL-e um modulo sobre o corpo-BL, isto e,“l WLA “WIA
um espaço vetorial

R A A”x.-_... ._....+ ___-...

“L WLA “lª
(r +WYl, a +WY1A) -—+ ra +WNtA

Para mostrar que dimR < w, seja [al , ... a )

“WA k

um conjunto de geradores do RWL
— módulo A e seja u um elemen

to de Fê— . Escolho a em A tal que $(a) ='u e escolho riêlçA
i = IÍYL..

, k tais que

a = rlal + ... + rk ak . Entao

u = Lrl]ó(al) + ... + [rk]ó(ak) ,

onde [fi] denota a classe de equivalência de ri em—ª—. Assim,

$(al), ..., '©(ak) forma um conjunto de geradores de"ãâã .

Reciprocamente, seja (Vl, ... vn] uma base do espâ
ço vetorial Fª— e el, ..., en escolhidos em 'A tais que

a(eí) = 'ViIhlA= l, ... , n. Seja B o submõdulo de.A gerado

por el ... , en.
- Então A = B'+VYLA visto que a) B +YQÉ CLA, trivial

mente e b) se a e A, $(a) = [rl] v] + ... + [rn] vn e então
e + ... + rn en—Fs Gans ENQA, isto e, a e B + A.1 1

Sendo A finitamente gerado, B submôdulo de A tal
que A = E +"hXA segue pelo Teorema 11.2.4. que A = E.
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Logo A é gerado por (Vl, ... , vn].

II.2.l4.'Notas
(1) Quando R = CZ (Rn) então —ÉL- é um espaço ve

o A

torial real. vq

(2) Pelo corolário 11.2.13 sabemos que se M é um

CZ (Rn) — mõdulo finitamente gerado, então —ª— é um espaço
N TQMyetbrial real de dimensao finita.

A recíproca desta afirmação é falsa [16] : seja no

anel Cã (R) o ideal I dos germes f tais que f e todas as sua
derivadas se anulam no zero. Este é um CZ (R) — módulo. Tem—

se que I =TQl e portanto —£; = [o] . Mas, I não pode ser
finitamente gerado , pois enão ele se reduziria a zero, con

forme o corolário 11.2.13.

II.2.15. Podemos aplicar o Lema de Nakayama para mostrar que

o anel local CZ (Rn) não é Noetheriano, isto é, CZ (Rn) admi

te um ideal que não é finitamente gerado.
qo

De fato, sabemos que“ox = ÉºíWXk é um ideal de
m n

Co (R ).

Se'WT fosse finitamente gerado e comoYTÍ=fWX.YQÍ

viria por (II.2.2) queWYf = o, o que é absurdo. Portanto,WYÍ
é um ideal de CZ (Rn) que não é finitamente gerado.

II.2.16. É fundamental, para o estudo das singularidades de

aplicações diferenciáveis, a solução do seguinte problema :



.l70.

se M é um c; (Rn) - mõdulo, em que condições M é finitamen
o

te gerado como Cy (RP) — mõdulo via o homomorfismo
ooo

f* : Cy (RP) -—+ CX (Rn) induzido por f : (Rn, xo) -—+(Rp,yo)?
o o

E, evidentemente, necessário que M seja do tipo fi
nito sobre C: (R“), conforme exemplo em 11.2.14. Ainda, de

o

Tqy .M
o

acordo com o corolário II.2.13, é necessário que

de dimensão finita sobre R. A resposta desta questão é o Teº

seja

rema de Preparação de Malgrange generalizado que será estuda
do no capítulo seguinte, para o qual precisaremos das seguin
tes observações :

(a) (f* ). M é o mesmo que. .-M onde o priquo Yayo _
meiro conjunto utiliza a estrutura de c: (Rn) - mõdulo eª.

0
quanto que o segundo conjunto utiliza a estrutura de c; (RPM-

.o
módulo (via f*).

(b) f* = < f , ...,f > Ccºº (Rn) é o ideal
gerado pelas funções componentes de f enquanto que,f*0qy ) é

o
a imagem many por f*, que nem sempre & ideal de C; (R"),

o o



CAPÍTULO III

_

FORMULAçõEs ALGÉBRICAS DOS TEOREMAS DE PREPARAÇÃO E DIVISÃO

- O TEOREMA DE PREPARAÇÃO GENERALIZADO -

Neste capítulo procuramos dar as diferentes for
mas algébricas dos Teoremas de Preparação e Divisão incluiª—

.

do versões para germes, multigermes, jatos, germes que de
&

pendem continuamente de um parâmetro, módulos que não * são

necessariamente CZ(N) — módulos. Versões envolvendo ãlgg
bras diferenciais, álgebras analíticas e álgebras formais

podem ser encontradas em IISI.

Procuramos dar suas consequências, bem como pos

síveis relações com os Teoremas de Divisão vistos no 'pri
meiro capítulo.

Podemos começar com uma versão bastante simples
do Teorema de Divisão Polinomial que conforme o lema 1.1.7

para n = 1 diz:

"No espaço das funções analíticas no aberto
U C C, o espaço vetorial dos polinômios de grau p — 1 é um

complemento do ideal < P > gerado pelo polinômio de grau p,
P .

P(t) = tp + E citp 1, cujas raízes estão na vizinhança U

1-1
do zero". ªl

No caso Cw,de acordo com o Lema 1.2.4 podemos

dizer:

"Seja 9 € CÍO o)(R x R“) uma função regular de
! C(o,o)(R x R“)

<g>
Wordem p em t. Considere o quociente de
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CTO O)(R X Rn) Pelº ideal gerado por g. O lema 1.2.4 diz'
que este quociente, como C;(Rn) — módulo, é gerado pelas

" i .classes das funçoes t , o 5. 1 i p."

Conforme notação de 1.1.3 podemos enunciar o

Teorema de Divisão assim:

"Se $ 6 Ol+n é regular de ordem p em t então pa
ra toda f € 01+n' existem q G'ol+n' r € 0n[t] de grau r < p

tal que f = $q + r (q e r únicas)"

OU

“O quociente ªgâííã é um 0n — módulo de posto p".

Lembramos que On = kíxl,...,xn], k = R ou C, ê o anel das
séries de potências convergentes nas variáveis XI,..,,Xn.

Conforme vimos, no corolário 11.2.13 e observª
ções subsequentes, sabemos que "Se M é um CZO(Rn) - módulo

finitamente gerado então,%%? é um espaço vetorial real de

dimensão finita" e que a recíproca desta afirmação é falsa.
Passaremos agora ao estudo de uma versão algébrica do Teorg
ma de Preparação, denominado Teorema de Preparação 'de
Malgrange Generalizado, que dará condições necessárias e sg

ficientes para que um C; (R“) — módulo finitamente gerado
o

seja um c; (Rp) — módulo finitamente gerado.
o

III.l — Teorema de Preparação de Maigrange Generalizado ]19L

|“!
Seja f: (Rn,o) ——+(Rp,o) germe de função Coº ,

f(o) o.



.173.

seja M um CZ(Rn) - módulo finitamente gerado.

Então M é um Cã(Rp) — módulo finitamente gerado
via f* <==> ———4——ª————— ê um espaço vetorial sobre R de

(f*wqyomm
dimensão finita.

ÉEQZÉ

Para que não haja confusão vamos denotar oaÉJQ Rn

e o = yo e RP.

A prova será feita em dois passos.

Passo 1: Sejam as projeções n: Rp><R»—+ RP e

t: Rp x R ——+R. Provemos o teorema no caso em que n = p+l ,

xo = (yo,o) e f = n. Seja (al,...,aq3 um conjunto finito de

elementos de M que gera M como um C; (Rn) — módulo e cuja
0

imagem em —-——ª————- geram—no como espaço vetorial sobre R.
(f* m“la/º

Então, qualquer a 6 M pode ser escrito na forma

* ” nonde ci & R e zi 6 f (YqyO)CXO(R ).

Em particular, como cada aí E M, existem cij GEL

zij E f*(TQyo)C;Ó(Rn) , l i i,j í q tais que

q
ta.= 2 (c.. + z .)a. _ (a)1 j=l ij ij. ]

Seja A o determinante Itôij — cij - Zijl onde

õij é o símbolo de Kronecker.

Desenvolvendo—se o determinante, vemos que A é
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regular de ordem p onde p i q, visto que A é um
yoxR,yoxo

polinômio mônico em t de ordem q. Então pelo Teorema de Di
visão 1.2.6 aplicado a A segue que para toda f € CZ (Rp+l),

o
. w n : w p .ex1stem g 6 CX0(R ) e h (hl,...,hp), hi € CYO(R ) tals

que

p
f = g A + 2 h. tp“J .

j—1 ª
c; <RP+1)

Ou seja, —_-;_——_1Í— ê finitamente gerado como
A.Cº (Rp )

m +10 CX (Rp )

Cºº (RP) — módulo via n* (visto que mº +1 é gerado poryo ACx (Rp )

o
tp—l,tp-2,...,l como C; (RP) — módulo via n*).

o ,

Por outro lado, da equação (a) acima e da regra
'de Cramer segue Aai = 0, i = l,...,q. Logo AM = 0 e -daí

Cxo(Rp+l) ,M é um ” +l — modulo.
A.CX (Rp )

o

Ainda,o fato _que M é finitamente gerado como um

c; (Rp+l)
º

&

— módulo implica que M é finitamente gerado
A.CZ (Rp+l)

() .

como um Cºº (Rp) — módulo via n*. De fato, qualquer que seja
O .

a 6 M temos
q q 9-1

.

a = 2 w.a E [%.A + 2 r .tàla =
i=l 1 i 1=1 l j=0 iª 1

q _q,.p—l
.

= 2 q.Aa + E X r..t3a.
i=l 1 i i=l j=0 13 l

: 3 ª PE rijt a com rij € Cy (R ) .
O
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Portanto, [tjai,j=0,...,p—l,i=l,...,q] gera M cº
mo Cºº (RP) — mõdulo via n*.

yo
PaSSO 2: Seja º: (Rn,xo) ——+(Rn,0) um germe de

função Cºº inversível. Fatoremos f como segue:

l'l (flº) TYn n—l "2
(R ,xo) —---—-> (RP x Rn,(yo,0)) --—-+ (RP x R ,wn(yº,0))——+...——-+

“2 “l—'* (Rp X R,1T2(1T3...7Tn(Yocº)'))——* (Rp,yo)

onde "k: (Rp x Rk,(yo,0)) ———+(Rp x Rk_l,nk(yº,0)) é o ger
me da projeção canônica

k k-lRp x R ————+ Rp x R

(z,al,...,ak) |———+ (z'ª1""'ªk—1)

Para cada k, 0 £ k < n, damOS a M a estrutura de
Cºº (Rp x Rk) - mõdulo induzida por(370,0)

*("k+1 o ... o "n o (f,©)) .

Quando k = 0, esta é a estrutura de C00 (Rp) — mê
o

dulo via f* ue demos a M no enunciado do teorema visto ueq

f = "1 O “2 o ... o “n o (f,$) .

Do fato que (f,0)* ê sobrejetiva e M é um

CZ (Rn) - módulo finitamente gerado segue que M ê um
O

CTY O)(Rp x Rn) - mõdulo finitamente gerado via (f,©)*.
O ,

Agora, por indução decrescente em k, provamos
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que M é um C? (Rp x Rk) — módulo para todo k, º.í k< n.370,0)
Assim é suficiente cumprir o passo de indúção.

Suponha M finitamente gerado como C7y 0)(É%d3ªl)—
ºl

- módulo. Então

(f*YQyo).M = (“É+l o'... o WÍYW1YO.M

(onde no lado eàquerdo da igualdade M é considerado como

um C; (R") — módulo e no lado direito M é considerado “como

w 0 p . k+1 . "
C( 0)(R x R ) — modulo).

YO'

Assim, se YK denota o ideal maximal de
no p k

C(Yo'0)(R x R ),

(f*“ly )M CL(n£+1'TL)M
o

"M
“ ê finitamente gerado cg

("i+1'YI)M
mo espaço vetorial sobre R.

' ªl 7;5,. .

Em particular

Em particular, as hipóteses do teorema são satig
feitas para nk+l em lugar de f.

.Assim, podemos aplicar o passo 1 para ver que M

(X)é finitamente gerado como um ((y,

:
,

, o'
O)(Rp x Rk) - módulo.

Isto completa a prova do passo de indução, e tam
bém a prova, pois o caso k à—O é exatamente a.afirmação do

teorema.
]

,

III.2 — Notas sobre Teorema III.1

III.2.1 - Esta primeira versão apresentada do Teorema de

Preparação de Malgrange Generalizado, devida a Mather êmais
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geral do que a obtida por Malgrange que se refere a "algº
bras diferenciais" que são quocientes de C; (R“).

o

III.2.2 — O Teorema III.1 é uma generalização do teorema
de divisão 1.2.6: Seja no teorema III.1 f = n: R><RR——+Rn

O e Rn+ldada por «(t,x) = x. Sejam xo , yO = 0 e Rn e

tpg(t) onde g(o) # 0.F e c;(R x Rn) tal que F(t,o)

Precisamos encontrar q e h % (hl,...,hp) satisfª
zendo as condições do Teorema de divisão 1.2.6.

CZ(R x R“)
Seja M = ——m-—————— onde < F > ê o ideal de

<F>
CZ(R x R“) gerado por F.

M é um CZ(R x R") » módulo e é finitamente gerª
do (é claro, visto que, ele é gerado pela imagem do 1 em M)-

M “ CZ(R x R“)
O espaço vetorial n

— visto
n

7QP(R )M <F,x1,...,xn>
que (R ) = <x ,...,x >: ideal gerado pelos germes dasVO 1 n

funções Cºº indicadas.
(Para se obter a identificação desejada basta considerar a

; cã<n x R“)
funçao de M * dada por g+<F> |--—+ g+<F,xl... . ,xlnz)

<F,xl,...,xn>

Mostremos que —«»—ª——— é um espaço vetorial de
nomªm

dimensão finita. Primeiramente, afirmamos que

<F,Xl,...,Xn> : <tPIX1,oo.'xn> '

Seja £: R ——>R dada por [(s) = F(t,sx) onde

(t,x) € R x R“ é fixo. Então



l 1 n
me)—th zuhum=J ª-—ª—(s)ds=J EXELWÃMÉ=i

o ª? o i=l ªxi

n
= E xigi(t,X)

i=1

l B-F
—' ººonde gijt,x) = ———(t,sx)ds é de classe C .

— O 8xi
n

Assim, F(t,x) = F(t,0) +, ; xigi(t,x) isto é,
i=l

F(t,x) = tpg(t) + r , r e <x1,...,xn> .

Como g(o) # 0, 9 € Cw, q é inversível numa "vizl
nhança do o e obtêm—se

<F,xl,...,xn> = <tp,xl,...,xn>

co(R;<RP)

<F7Xl'º'f'xn>
é dada pelas imagens de [l]o,[t]o,...,[tp_ljo; Aplicando 0

Assim uma base para o espaço vetorial

Teorema 111.1 deduzimos que M é finitamente gerado como

CZ(Rn) — módulo via n*. Pelo corolário 111.2.13 do Lema de

Nakayama as imagens de [l]o,[t] ..,[tp—l]o, geram M comoo'“
um CZ(Rn) — módulo. Assim,

[G]O = [rº]o[ijo + [rl]o[t]0 + ... + [rp_l]o[kp"l]o + V

onde V está em <F>. Seja V = [qF]o e então; numa vizinhança
«do o em R_x Rn temos:

G(t,x) a q(t,X)F(t,x) + r0(x) ; rl(x)t + ..; + rp_l(x)tPfl_
(lª!,lºlrllªlpíÉªl)-
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Em [16 - pag. 174] podemos encontrar também uma

situação particular onde o Teorema de Preparação de Maknange

Generalizado equivale ao Teorema de Divisão.

III.2.3 - A prova de que estabilidade sob deformações impli
ca em estabilidade infinitesimal é um cálculo envolvendo na
da mais sofisticado que integração de certos campos vetº
riais. Isto não é verdade para a afirmação recíproca. A prº
va de que estabilidade infinitesimal implica em estabilida
de sob k-deformações, para todo k, é feita em |º| llªl usag
do o Teorema de Preparação de Malgrange Generalizado III.l.

III.3 - Corolãrio |27|

Seja f: (Rn,0) ——+(Rp,0) germe de função Cm.

Dado um C2(Rn) - môdulo finitamente gerado M e

(al,...,aq) C M, denoto por ãi' i = l,...,q as projeções de
. M

ai no qUOClente ————————— .
(f* )Mleo

As afirmações são equivalentes:
(1) Os elementos ªi' 1 = l,...,q geram M como

CZ(RP) — módulo via f*.

(11) Os elementos 31 , i = l,...,q geram._—WÃLWm.
(fWWI )M

como espaço vetorial real. Yo

Prova

Imediata a partir de 111.1 e do corolário II.2.13
do Lema de Nakayama aplicada ao CZ(Rp) _ mõdulo M (via €*).
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111.4 — Corolãrio |27|

Dados f e C?0,0)(Rn,Rp) e º1"º"ºr em c;(R“),
são equivalentes: ,_

'
A

(1) Os elementos ºl'”"'ºr geram CZ(R")I como

c;(RP) — mõdulo via f*.

'(ii) Os elementosãlnnfõr geram o espaço vetº
c”(R“)

rial real ——Jl—————————
.

(f*mY )CZ(Rn)
0

(5 é a imagem de & pela projeção Cw(Rn) ——+-__Ál____—__.)
.(f nkr)c.( )

o 0

Prova

Imediata, visto que este corolário é exatamente
o corolário III.3 no caso em que M = CZ(Rn).

III.5 — Corolãrio |ªº|
Seja f: (Rn,0) ——+(Rp,0) um germe de função CW.

Seja C um CZ(Rn) - mõdulo finítamente gerado.
Então C pode ser considerado-como um CZ(RP) — mº

dulo via f*.
"Seja A um CZ(RP) — submõdulo de C finitamente gg

rado m
B um C0(Rn) — submõdulo de C

Se (1) A + B + f*quc = c então (ii) A + B = c.

Prova

Seja C' = e «: C "»»C' a projeção canônica eWEG

seja A' = «(A). Então (i) implica em (111) A' + f*qu ": e'
como CZ(Rn) - módulos.
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oAgora, A' e um CZ(Rp) — modulo via f* e se consi

derarmos C' como um CZ(RP) — módulo via f*, podemos escrg
' + | = |ver (111) como (iv) A 'Wlpc C

(visto que f*qu é igual a'hlp se no segundo considerarmos

a estrutura via f*)

Como A' é finitamente gerado sobre CZ(RP) (visto
que A é finitamente gerado sobre CZ(RP) — submõdulo de C)

“IPC '

é também de dimensão finita como espaço vetorial real.
segue que é finitamente gerado sobre C;(Rp) e então

'
é exatamente Cl

'WlpC' f*quC'
tamente gerado como CZ(Rn) - módulo o Teorema III.1 nos 92

Mas, e como C' é finª

rante que C' é finitamente gerado como Cã(Rp) — módulo via
f*.

Então de (iv) e do Lema de Nakayama segue que
A' = C', de onde vem que A + B = C.

III.5.1 — Notas sobre Teorema 111.5

(a) Wassermann denomina o corolário III.5 de Teo

rema de Preparação de Malgrange e apesar de enunciar o Teº
rema III.1 ele faz uso da versão dada em III.5 e não daqug

la dada em III.l.
(b) O corolário III.5 é uma versão devidaazwbmher.

(c) O corolário III.5 é um caso particularckiver
são dada em 111.6 a seguir.
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III.6 - Corolãrio lªºl

Seja f: (Rn,0) 4—+(Rp,0) um germe de função Cm.

Sejam C_um CZ(Rn) — mõdulo finitamente gerado , B um

C3(Rn) - submõdulo de C, A um CZ(Rp) - submõdulo de C finª
tamente gerado, k = dimR

A
. Então

YWP'A

(1) A + B + (f*qu +kaã+1)c = c implica (ii) A + B = c.

Prova

Esta será omitida pois será repetição da prova
dada em 111.13.

111.7 — Lema |ªº|
Seja M um CZ(R) — mõdulo cíclico. Então para tº

do inteiro não negativo k, “W?“ é um submõdulo cíclico de
M e dim M

< R.R k —
WTK.M

,

Ainda, se N é um Cã(R) — submõdulo de M e

dimR %%.= r < w então N ='WNÍ.M (;;. ê cíclieojue.sel
. M

. » ª '

ermR W = entao N CWB/1.

(nota: um módulo Ciclico é um módulo gerado por um único egg

mento)

Prova

Seja a um gerador dé M e x o geradºr canônico de
k .

NYX. Então WT? é gerado sobre CZ(R) por x e assim TWÉM

gerado sobre C2(R) por xka e, portanto, é cíclico.

Ainda, a,xa,x2a,...,xk_la gera ª sobre R e
— M

M “.daí, dimR ___?” í k.
'WnyM
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Seja agora N um submõdulo de M e suponha que
dimR%% = r < &.

Como N C N +”an+lM, dim "'"—ª—ÉÉÍ— í dimR %% =rRN + m M

e pelo corolãrio 11.2.11 do Lema de Nakayama vem que

wa C. N. Logo dimR—Dªn- _>_ dimR-Pâ- = r. Mas, pela primeira
NTÍM

parte, sabemos que dimR—ª?— i r. Portanto temos:
WYKM

dim 31 = r din! M
= r e rM C.N. Logo, a inclusãoRN '

.
wk ,

RnfM

YYÍM C,N não pode ser própria, isto ê,"wíM = N.

. M _ w
w

Suponha, agora, dimRTí — e N ÇLXYXM'

Então para algum elemento b 6 N existe um maior

inteiro 3 tal que bEZ YqÍM. Mas, então existe um número

real c # 0 e um elemento w G'WI tal que

SII10 [CX + xsw(x):]a

Como c,+ w(x) é uma unidade em CZ(R)'segue que
xsa E N e então TWÍN C N. Mas isto implica que dimR%% ê fi
nita, o que contradiz a hipótese.

N enfim

III.8 — Teorema lªºl

Seja f c- WIn“ Seja (: um agua“) - módulo finitª
mente gerado. Então C é também um C:(R) — mõdulo via f*. Sg

jam

A um C2(R) - submõdulo cíclico de C

B um C2(Rn) — submõdulo de C

D um CZ(Rn) - submõdulo de C tal que dimRáã ê

finita.
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Se (1) A + B + [fwnll + nqâjb ) D então (ii) A + B 3 n

Ainda, se f€ 'Y'qã então (iii) WHD C B.

Prova

Seja D' : B + D e A' = A o D. De (1) vem
. 2

'

' * !=:(1v)A +B+|Zfºhh+íanD. D.
Seja k = dimRáã . Então dimRÁl í k e então pelo

Dl
corolário 11.2.11 do Lema de Nakayama wvrºlc c D'.

Agora, como C é finitamente gerado sobre CZ(Rn)
|C ' finita e portanto dim D

' RNÉC
e

k _ . . 00 nAinda,'h1nc e finitamente gerado sobre C0(R ) de

onde vem que D' é finitamente gerado sobre CZ(Rn).

dim também é finita.

Agora, A' é um CZ(R) - submõdulo de A e

dimRií < dimRJª < k < ». Assim, pelo Lema III.7, A' é umA'_ D'—
ou a f . "' ' '

C (R) — modulo ClCllCO e entao dim A
< 1.º RTqA'"l .

Então podemos aplicar o corolãrio III.6 para
(iv) e concluir que (v) A' + B = D'. Mas, isto implica que

A + B 3 D.

Agora suponha ainda que f E““1ã. Então

f*qu<:'w1ã e (v) implica que A' + B + f*YQlD' = D' e como

" ºº
__ ' | _, '—c .:A e um CO(R) submodulo de D tem se que Yth (Z f*WYuD

. Dl _ Ale portanto, dimR < dim i 1.
B + f*wvhn' “ qulA'

Pelo cbrolãrio II.2.ll do Lema de Nakayama

WD' (; B + f*WhD' c 3 +ªnqãn'.

Mas então pelo Lema de Nakayama tem—se TQnD' C B
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e daí “inº C B (pois mqnn'cçn mªlnnuwh)c;|&a» YW&HWQ&)Ç.B

e como'WlnB(Ç'h1nB+'h1nD segue o resultado).

III.8.1 — Mather prova um resultado semelhante a este com

hipóteses mais gerais, mas com uma conclusão mais fraca (cº
rolãrio III.l4).

III.9 — Teorema de"Preparação"de Malgrange para Multigermes
l19| |27|

Seja f: (Rn,S) —+ (Rp,y) um germe de aplicação
Cºº onde S é um subconjunto finito do R“.

Seja M um Cg(Rn) _ módulo finitamente gerado.

Se ———ª—;— é um espaço vetorial real de dimen
f* .M "

sao finita entao M e finitamente gerado como Cy(Rp) — mõdg

10 via f*.

Prova

Basta usar o Teorema III.1 e o seguinte fato
CZ(Rn) = O: (Rn) x ... x CZ (Rn) (produto cartesiano)

' _
1 r

Yq—S :quXl X "' x Hlxr (produto cartesiano)
onde 8 = (XI,...,Xr].

III.9.1 — Sotomayor |27| usa este teorema para provar que

estabilidade infinitesimal de ordem p implica em estabilidª
de infinitesimal local.

O Teorema III.9 pode ainda ser generalizado:
seja S C Rn uma subvariedade fechada. Definimos C;(Rn) cº
mo o conjunto dos germes em 8 das funções de Cw(Rn) , e de
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finimos'Wls como o ideal de Cm(Rn) formado pelas funções

que se anulam em S. Podemos considerar C;(Rn)CLngRaflx R) e

7WS(Rn)(ÇWYLS(Rn x R) através da projeção natural n*.

Nestas condições vale o seguinte resultado:

III.10 — Teoremª |27|

Sejam f: Rn 4—»Rp, S,C Rn e L C Rp subvariedades
fechadas tais que f(S) C L. Seja M um CZ<Rn) - módulo finª

'

Mtamente gerado tal que —-—————————

f*WlL (RP) .M
é finitamente gerado como

cãmp) _ M .»
'

-———-—H——;————
— modulo via f*. Entao M é um CI(Rp) — mõdº

f*TQS(R )CL(Rp) '

lo finitamente gerado via f*.;

111.11 - Teorema de Preparação na forma de Malgrange lºlllsí

Seja f: (Rn,0) ——>(Rp,0) germe de aplicação Cm.

Este induz o homomorfismo de anéis

*. “º' P _; “ n13 . tem) > com)
e o homomorfismo de anéis de séries de potências formais

- . cªmª) .f*: a(p) —» Em), onde E(s) =—--;-- = R[[xl,...,xs]].
YYls

As seguintes afirmações são equivalentes:
ou n 00 'n .

Voo" p _

- mõdulo via f*.
(ii) $ly...,$k geram E(n) como E(p) » módulo via

f*.
(iii) ºl""'ºk representam geradores do espaço
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chº)
* ” n .

f “IPCC,“ )

(iv) $l,...,$k representam geradores do espaço

vetorial real

vetorial real :——Élíº———— .
f*qu.E(n)

Prova

A equivalência de (i) e (iii) é o corolário III.4.
[(i) =º (ii)] segue trivialmente quando passamos para jatos.
[(ii) => (iv)] Esta é simples e basta proceder como na par
te correspondente no Teorema 111.1.

00 n _ no n[(iii) => (iv)] De Rfcpl,...,q>k) + f*rrlpcom ) _ com ) se
que usando j: CZ(Rn) ——+ E(n) que Ríôrh..+$k]+-É*nkê(n)=ãhn.

cºm“)
[(iv) == (iii)] De (iv) e lembrando que E(n) = —º—;—— tg

CZ(Rn)
”Yin

___—;__E--——;— é de dimensão finita.
'quC0(R ) +.er

Pelo Lema de Nakayama deduz—se que

mos que

k k+l
WTln 3 WYln

oo n oo # no n oo

quCO(R ) +YW31 wrbCO(R ) +an

WYXk

a menos que ————————Jl————— = 0 de maneira que (para algum, . m n w

WIpºo (R ) ”%
fok

R) -———;——;——ª———;— = 0. Isto significa que
YYXPCO(R ) +Nan

WYlktl Cw(Rn) +
m

C C"(Rn) + k+l que pelo Lema den _“1p 0 Yfln Y“? o YTln '
k w nNakayama vem quewtn CÍWIPCO(R ), e portanto,

CO(R ) CO(R )

.* m—
=

m k
Wlpco (R“) mpco (R“) + mn

.
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cªmª)
ou n co

vxPcom ) +an
la projeção e assim é gerado sobre R por Ól'º'º'Ók'

O
O último espaço é a imagem de

111.12 — Teorema [19]

Seja f: (Rn,S)EF—+(Rp,y) um germe de função Cm.

Suponha que (a,B,A,B,C) é um homomorfismo do tª
po finito sobre f*: cªºmpf ;»cºsºm“). Então
(i) a(A) + B&B) + f*Tqu = C implica (ii) a(A) + B(B) %:c.

Prova

Sendo (a,B,A,B,C) homomorfismo do tipo finito
sobre f* sabemos que:

'

(a) A é um c;(Rp) — mõdulo finitamente gerado
(b) B e C são CZ(Rn) - módulos

(c) a: A ——+C ê homomorfismo sobre f*

(d) 6: B ——+C ê homomorfismo de c;(Rn) — módulos
(e) C é finitamente gerado como O;(Rn) — módulo.

.,__c ,.»Seja C — 8(B) e p: C ——+C a prºjeçao.
Então C' é finitamente gerado como CÉ(Rn) — mõdg

10. De (1) segue que (p o a)(A) + f*Yqyc' = C' e se considg
rarmos C' como um c;(RP) — mõdulo via f* então, a; igualdª
de resulta que (iii) (p o a)(A) +Yqu' = C'.

Como A é finitamente gerado como Cm(Rp) — módulo

e p o a é um homomorfismo de C;(Rp) — módulos segue que
' oº ' __C é finitamente gerado como Cy(Rp) - modulo e entao de

!
WYly
dimensão finita como R-espaço vetorial.

Cl _ C' —

Mas'Yí—ET
—

f*nl .C e entao pelo Teorema 111.10
Y Y
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,C' e finitamente gerado como O;(Rp) — módulo.

Então pelo lema de Nakayama (iii) acarreta que
.. C ,

= ' ' : ___-__. =(p o a)A C . Como C B(B) temos (p o a)A “(B) e sendo

vem que a(A) + B(B) = C.. » ' C
o & proyeçao C ——+€TÉT

III.13 - Teorema Ilº!

Seja f: (Rn,s)F—+(Rp,y) germe de função Cm.

Suponha (a,8,A,B,C) um homomorfismo misto do ti
__ê__

RYQy'A
po finito sobre f*t c;;(RP) + Cªm“). Seja a = dim .Então,

(i) a(A) + B(B) + (£ery +wlg+lm = c implica
(ii) a(A) + B(B) = C.

Prova

Basta mostrar que (i) acarreta (i) do Teorema
111.12 e daí teremos a tese.

. , = *Seja B B(B) + f Yqy.C.

Para mostrar (i) de 111.12, basta mostrar que

Zªc c B'.

Note que a(Yqu)<Ç f*Yqy.C C.B' e ainda (i)impl£
ca em

(111) dimR—Éí-CÍ——— < dim Jiª-L < &

“]s C+B' “ Ra (leA)

e então pelo corolário II.2.10 do Lema de NakayamaYQÉC C B'.
Portanto,“n'fsl+lc C B' o que acarreta em a(A)+B(B)+f*'YQy.C = C.

Então aplicando 111.12, concluímos o resultado.



.190.

111.14 — cºrolário [19]

Seja f: (Rn,S)v——+(Rp,y) um germe de função Cm.

Seja (u;B,A,B,C) um homomorfismo misto do tipo
. .

' A . ao nc * : ___-._., , _finito sobre f . Seja a dlmRRq A . Seja CO um CS(R ) suª
Y -

'

módulo de C tal que c = dimRáª ê finito.
0

Seja E = ªípZCJª Então

£+1(i) a(A) + B(B) +YYIS CO 2 Co implica (ii)a(A)-+B(B);2 CO,

Demonstração
1Seja o' = c() + a(B),A' = a" (e'), a' = a/A'.Então(i)

£+1 '

- | | | = |implica em (iii) a (A ) + B(B) + “IS C C .

Como dim 13 < dim lí < c, segue do corolário
RA. — RC. "-

II.2.12 do Lema de Nakayama que A' é gerado como um c;(RP)—

mõdulo por K = a[p;c) elementos ou menos. Segue do Teorema

111.13 aplicado ao homomorfismo misto (a',B,A',B,C'), obseí
vando que (iii) implica em (III.13.i), que vale (III.lB.ii)
para este homomorfismo misto, isto é, a'(A') + B(B) = C*.

Mas isto claramente implica em (III.14.ii) coª
forme queríamos.

III.15 — De acordo com |º| pag 109 temos a afirmação:

Em todas as nossas aplicações do Teorema de 'Prg

paração de Malgrange'trabalharemos com módulos de funções
Cw. O problema mais evidente ao se trabalhar com tais Eng

ções (diferentemente das funções analíticas) ê que a série
de Taylor num ponto não converge, necessariamente, para a
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função dada. Assim, para se mostrar que um módulo é finitª
mente gerado seria bom se mostrar que um provãvel conjunto
de geradores necessitasse apenas gerar o módulo em questão
até uma certa ordem finita, eliminando assim o problema do

que acontece com as funções C00 no resto. Mostraremos que

este é, de fato, o caso.

Considere em CZ(Rn) a sequência de ideais TW? e

lembre que““l? consiste exatamente dos germes de funções Cªº

f cuja série de Taylor no zero começa com termos de grau
_ aºf C3(Rn)

k, isto e, ———(0) = 0 para la] í k — 1 e assim _—É_——_ podeaxº YYL (Rn)

ser identificado com o espaço vetorial das funções polinº
miais em n—variãveis de grau í k — 1. Temos

111.16 - Teorema |º|
Seja M um CZ(Rn) — módulo finitamente gerado.

Seja f: Rn ——+Rp Cºº com f(o) = 0 e el,...,ek ele
mentos de M.

Então el,...,ek geram M como CZ(Rp) — módulo se
— M 03 'eçso se n(e1l,..., n(ek) geram ;;É1Í7;7_M

como CO(RP) — mº

dulo onde n : M ——+ k
M é a projeção canônica.mflm) .M

Prova
' ' v

A primeira implicação é óbvia.

Para a segunda suponha que "(el),..., "(ºk) gg

ram —-E:Tª-___ como Cm(Rp) — módulo via f*.O
NYX (n).M

Seja N =
M

k+l '
Wºk (n)M +W1(p)M
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Note que TTVp) age trivj_almente soprg N; assim,

C R )

Wpr)
“podemos considerar N como um módulo sobrew - R, isto

é, espaço vetorial real.
Como as imagens de el,...,ek geram N, dimR N 1 k.
Considere a sequência de espaços vetoriais

N : Nf“n)N 3 w«€(n)N:> ... a-vqf+l(n)N = o

São k + 2 espaços vetoriais nesta sequência decrescente e

.

dimR N i k. Logo, existe i i k tal que Wrí(n)N = Yff+l(n)N.
Daí, Wr€(n)M +“ijp)M'='WqÉ+l(n)M +'W3jp)M pois

+ +Wiºlm)ÇWÍ1(n)ÇMi(n).
Finalmente considere o CZ(Rn) - módulo N' = Wpr)M

e observe que mrx(n)N' C YTÉ+l(n )N' =WVUn)WYf(n)N' eassim,
pelo Lema de Nakayama deduzimos que th(n)N' = 0.

(Observe que como CO(Rn )," mõdulo,'YwL(n)N' ê finitamente
gerado. Isto segue pois WYi(n) é um ideal finitamente" gerª
do no CZ(Rn) e N' é um módulo finitamente gerado).

HMas, N' açíágnã e portanto Wf€(n)M(: TWUp)M para
algum i i k. Como as imagens de el,...,ek geram —

M

”“%+1(n)M '

n(el),...,n(ek) devempgerar como um C3(Rp) — módulo
C”(R vapp)M

Oe Pºrtªªtº: Cºmº ;?íET—
R módulo. Ou seja dhãfãªêWW-ík'

Podemos aplicar agora o teorema de Preparação de

Malgrange Generalizado III.l para concluir que Nlêfinitameg
te gerado como CZ(RP) — módulo e o corolário III.2.l3 do lg
ma de Nakayama para concluir que el,...,e geram M.

K

A vantagem do teorema acima é ilustrada pelo se

guinte:

111.17 — Corolãrio |º|
Nas mesmas condições do Teorema acima, se as prº

jeções de el,...,ek formam um conjunto de geradores do espª
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M

, então e ,...,e formam umk+1 1 kva (n)M +”“ij)M
conjunto de geradores de M como um CZ(Rp) - módulo.

ço vetorial

Prova

A prova está feita na demonstração do teorema ací
ma.

111.18 — O nosso objetivo agora será demonstrar um teorema

que pode ser interpretado como uma extensão do Teorema Gg

neralizado de Malgrange para funções que dependem continua
mente de um parâmetro. Trata-se de uma extensão no sentido
de que permite ampliar para uma vizinhança de f em C;r(N'P)
a validade de propriedades de f relacionadas com o Teorema

de Malgrange. Trata—se de um resultado bastante técnico e
do único lugar na teoria da estabilidade das aplicações di
ferenciãveis no qual o teorema de divisão é utilizado com

toda a sua força.

Este teorema é usado para mostrar que estabilidª
de infinitesimal implica estabilidade estrutural C“0 para

“fnnções próprias de classe Cm.

Recordemos algumas notações fixadas no capítulo
I e fixemos outras.

(E,eo): espaço topológico E com um ponto eo dig
tinguido.

Cm(N)E: R-ãlgebra dos germes em eO de funções coº
tínuas de E em Cw(N).
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"

se $ 6 Cm(N)h, denotemon por 5: e e E » ãe

ªe e Cw(N) um seu representante.

Cw(N) pode ser considerado como um subanel de Cºº(N)E atra
vês da injeção canônica i: Cm(N) + Cºº(N)E E [——+ [f] onde

[f] é o germe da função çonstante que leva e G E em f.

Seja avN: Cºº(N)E + CW(N) (avaliação em eo) 0 homº

morfismo definido por avN($) = ãe . Indiquemos por nuc avN
O v

o núcleo da aplicação avaliação, isto é,

_ «

W E . “ :nuc avN — [C e C (N) . geo _ O]

Denotemos ainda,

Cºº(N,P)E = [germes em eO de funções f:E + Cw(N,P)

contínuas]

m E _ no . m

Cpr(N,P) — [germes em eo de funçoes f.E + CprGLP)

contínuas]

Observe que para cada f e O;r(N,P)E, para cada e É E f(e):N->P'

ê cohtínua e própria. E dado F & c;r(N,P)E, isto é,
F: E + O;r(N,P) contínua define—se o homomorfismo

F*: Cºº(P)E ——+Cm(N)E por

z-V(F* o ©)e = ae o Fe

(Note que a aplicação e |——+ $ 0 Fe-ê contínua apenas noe
caso em que Fe é própria).

o
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III.18Á1 - Lema [27]

. ºº E «— _ *Seja F & Cpr (N,P) . Entao nuc avN — F nuc avp.

Prova

a) Mostremos que F* nuc avp C. nuc avN. Seja
h 6 F* nuc avp. Então h = F*(n) para algum n e nuc avp. En

tão h = F*(n) onde E a 0. Assim, h =_ã o F e Oo? ;e e e e e
_

o o o o o
E 0 o que mostra que h & nuc avN.

b) Mostremos que nuc avN<Ç F* nuc avp. Seja
&: E + Cm(N) um representante de a E nuc avN (.*. ãe E 0)e

o
definimos &: E + R por 5 (e) = sup [!&e(x)|)

xeN

De &e E O e do fato de & ser contínua vem que É
o

é contínua e ª(eo) = 0.
:Hv'““Seja o e c”(p)E o germe em eO da aplicação

». on 1/2
«>: E + C (F) onde aew) = [Me)] ,

V p e P.

lllÉ claro que 0 e nuc avp (pois ªe
o

õqu = ong» e

que existe 8 € Cºº(N)E tal que & BF*(©).

III.18.2 _

Se F E Csr (N,P)E e M é um Cºº(N)E — mõdulo pode

mos considerã—kacomo cºº(P)E — módulo via F* e como CW(P)»mâ

dulo via i 0 Fé de maneira natural.
o



F *
e .

C (p) __9_-+ Cm(N) ———i———+ C (N)E
XX /7x.?" * ,.../ /

i o F*
O

Por exemplo, se M é considerado como Cm(P) — mõdº

10 via i 0 Fé z Fê , a multiplicação ©.m onde º 6 Cm(P) e
o o

m e M, é dada por

©.m = (i o F* ) (©).m = i(F* ($)).m =
e0 e0

[W (º)].m =[<1> o F ].m ,
eo " eº »

isto E:, m = Lº o F ;].m
eo

III.19 - Extensão do Teorema Generalizado de Malgrange

Sejam F e c;r(R“,RP)E e M um c“(R“)E — módulo fg
nitamente gerado tal que —m—J£F———— ê finitamente gerado cg

nuc av .M
. Rn

mo Cm(Rp) - módulo via i o Fê . Então M'ê finitamente gerª
o

do como Cºº(Rp)E — módulo via F*.

Prova

A prova será feita em etapas análogas às da; dº
monstração do Teorema Generalizado de Malgrange. A difareg
Ça essencial resido na versão do Teorema de Divisão um 902

oo mais complexa que a uSual (I.2.l4.l) utilizada na 3? etª
pa.
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1? Etaga

Suponha que F E c;r(N,P)E esteja fatorado na for
ma F = G o H onde G E Cºº(Q,P)E e H 6 Cºº(N,Q)E isto é, Fe =

= Ge o He para representantes convenientes de F, G e H.

Suponha ainda que o teorema seja verdadeiro para
G e H. Então ele é também verdadeiro para F. De fato, seja

ME — .M m
W

— 1 _________ . .u C (N) modulo f nitamente gerado com nuc avN.M flni
tamente gerado sobre Cm(P) via Fê = H* o Gê.

o o o
Queremos mostrar que nestas condições M é um

Cºº(P)E - mõdulo finitamente gerado via F* = H* o G*.

Sejam ml,...,mS geradores de M como Cºº(N)E — mõdº

lo cu as ima ens em
. M

=
M

] g nuc avN.M F*(nuc avp).M
o geram cº

mo Cw(P) — módulo via i 0 Fé .
0

Dado m e M podemos escrever

a II "háw [Feo]* [Cilmi + F*(t;).b =

(a)

igl[heo]* [çeáj* [gi] mi + H*.G*(Ç).b ,

m

ll

onde ÇiGZCºº (P), b 6 M e ; € Cºº(P)E com Ze E 0.
o

Como G*(Ç)e = ªe o Ge ; 0 temos de (a) que
o o o

M g—. M - .
,

= e flnitamente gerado ' como
* ,G (nuc avP)M Tnuc an.M

Cw(Q) - mõdulo via H; . Como estamos supondo que o teorema
O
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verdadeiro para H segue que M é finitamente gerado como

Cºº(Q)E ' mõdulo via H*.

Se denotarmos por M' o módulo M enquanto Cm(Q)E -
- , _ M' .... * ___—___. 'modulo v1a H , teremos ainda por (a) que nuc avp M' e fã

nitamente gerado como Cw(P) - módulo via Gê . Como o teº
o

rema é válido para G, podemos concluir que M' é finitamente
gerado sobre Cºº(P)E via G*, 0 que implica em M ser finitª
mente gerado sobre Cºº(P)E via F* = (G 0 H)? =.H* o G*.

2? Etapa

O objetivo agora é decompor F* em um produto de

homomorfismo mais simples. Necessitaremos do Seguinte lema:

III.19.1 — Lema

Se f:N + P é contínua e KCZN é um fechado tal que
f/K é própria então existe uma vizinhança L de K em N tal
que f/L é própria. Pode—se supor que L é uma subvariedade
fechada com bordo. (Para a prova vide |27l pág. 190)

Construiremos a fatoração da seguinte forma: seja
£:N + Rn 'um mergulho (isto ê, um difeomorfismo sobre uma

subvariedade do R“) que seja próprio.

Defina

N = (?e , n 0 £) (N)<: P x Rr onde

é a projeção nas r primeiras coordenadas. Temos



Pondo Po = RP, definimos indutivamente vizinhanças
Pr de Nr em Pr-l x R de tal forma que Pr seja subvariedade
com bordo e a projeção pr

seja própria, l i r i n.

Além disso podemos construir Pn de modo que sua
projeção p em Rn seja própria, o que é possível porque

p : N + P x Rr é própria.r r
Dado

?: E + c;r(N,P) , definimos

(D n E
G e Cpr (N, P x R ) por

õe(x) = (Fe(x), [(x)),-para todo x e N e

e € E', onde E' é tal que (Fe(x),1rr o £(x)) & Pr para todo

e e E'.
E

1) ' fr : [br/PrjºSejam ainda fr e Cpr(Pr' Pr",

Pela construção teremos Fe ='p o ... o pl o ãe ,'n
- * = * * *o que implica em F G 0 f1 o ... o fn . (b)
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a3. EtaEa

Provaremos agora que cada um dos fatores de (b)

satisfaz o teorema.

'(al)Mostrando que G*: Cm(P xiRn)E + Cºº(N)E e sº
brejetiva conclui—se que C* satisfaz o teorema. De fato, se

supusermos M um Cºº(Pn)E - módulo finitamente gerado, o fato
de G* ser sobre implica diretamente que M é também finitª
mente gerado como Cm(N)E — módulo via G*.

' o , . . no 00 nPara ver que C* e sobrejetiva,se3a e: C (N)—ªC (R )

uma aplicação linear contínúa e tal que

£ª'“or—:=:Ldºº
C (N)

(lembre que E é um mergulho, logo [(N) é uma ”subvariedade
de R“)

Dado h e Cm(Rn)E, defino h' e,Cw(Pn)E como sendo

o germe em eo de

Ie tem» (p/Pn)* (6(Be))

esta definida por

<p,x> e Pn |——»,e(Beqáp,x» = (eae) (x).

Para representantes convenientes em alguma vizâ
nhança de eº obtemos

<õ*h')e = Sê o (te,£) = a(se(p(?e,zaav a

a(Be) 0 Z = [a o ª(ãe) : He
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donde 'h = C*(h') ,

o que prova que G* é sobrejetiva.

(az) Seja N C P x R uma subvariedade fechada com

bordo tal que a projeção canônica n': N + P seja própria.

Seja M um Cºº(N)E — mõdulo finítamente gerado tal
M

nuc avN.M
n'*. Então M é finitamente gerado como Cºº(P)E — mõdulo via
[ª']*-

que é um Cm(P) - mõdulo finitamente gerado via

De fato, seja [ml,...,mS] um conjunto de geradº
___ª______
nuc avN.M

o gerem como Cm(P) — mõdulo via n'*. Dado m e M, existem
res de M como Cºº(N)E - módulo cujas projeções em

oj € Cm(P), l i j ;_s, $ & nuc av e b 6 M tais queN

3 II "M

(D

[bj 0 «'jmj + $b.
j 1

Em particular podemos escolher

u e Cºº(P)E , Ój & nuc av e b. € Mij N ]

tais que se t: N + R indica a projeção canônica

"Mm

H
(a3) [tjmj = (uij o [n'])mi + Ójb

1 3

s
. _ ªº E 4Seja bj -iâl Çij mi com Çij e C (N) e õij o 513

bolo de Kronecker.

Então de (a3) vem



Indicando por

sz = det<õij[t] — uij o [jr ] - ªªjªij)

vemos que 9 é da forma

sz = [t]s + ; uj o [T,-] [tJS'J' + 4,

III 0onde ul e Cºº(RP)E , $ 6 Cºº(N)E com 5
3 eo

Da regra de Cramer segue que

(as) nmj = O , 1 i j £ 3.

Então pelo Teorema de Divisão I.2.14.1 aplicado a

º, segue que para toda f e Cw(N)E, podemos encontrar
q & Cºº(N)E e hj e Cm(P)E tais que

s

(“G) E = Qq + jgl hj o [&'][t1p-J.

Seja m 6 M.

Sendo (ml,...,ms] um conjunto de geradores de M

como Cºº(N)E — mõdulo, existem b1""'bs é Cºº(N)E tais que

s
m = “gl bjmj . De (as) segue que

J

S s s—i
(%> m= ; [aq.+zhio[«-1[t1 ]mj

j=1 3 i=1
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De (aS) e (a7) obtemos finalmente

igl hi o [a'][t]S“i) mj

o que implica ser [[t]s—lmj] um conjunto de geradº
l
1 U!

U)

|A|A

1

j
5A|A

res'de M como um Cºº(Rp)E - mõdulo via [j']*.
Isto conclui a prova.

III.ZO.— Corolãrio

Sejam F e c;r(N,P)E, A = Cm(P)E, B = c“(N)E, J =

: nuc av , I = nuc avN P'

MA um A — módulo finitamente gerado

MB e NB B — módulos finitamente gerados /
Sejam a: MA + NB um homomorfismo sobre F* e

8: MB + NB um homomorfismo de B " módulos.

Se (1) “(MA) + B(MB) + JNB = NB entao

Nu(11) “(MA) + ª(MB) B.

Prova

Combinando & hipótese e o Lema III.l8.l temos

NB = a(MA) + B(MB) + F*(I)NB .
J

Sejam
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N
N = ———ª—— e n: NB + N a projeção canônica.

Temos que n o a induz canonicamente um homomog

fismo sobrejetor

M

W 0 Of.:
A "'—IE— '

I MA J N

Daí resulta que Fº» ê finitamente gerado como
J N

'

;ELá;l_ = Cm(P) — mõdulo via Fê .
1 C (F) o

Em virtude do TeoremaIIIJB, N é finitamente gerª
do Como Cºº(P)E — módulo via F*. Como

N = (n o a)MA + F*(I) N

e como N é um Cºº(P)E » módulo finitamente gerado, aplicandº
se o Lema de Nakayama podemos concluir que

N = (n o u)MA donde

NB = a(MA) + g(MB), o que conclui a prova.

III.21 * Um refinamento do Teorema de Preparação aereúgnaªg
Generalizado |7|

No estudo sobre a ordem de determinação para gag

mes finitamente determinados a ferramenta decisiva de Mader

ê o Teorema de Preparação de Malgrange enquanto que a de
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Gaffney [7] é uma versão mais refinada deste teorema dada

por:
Teorema

'
Sejam f: (Rn,0) + (RP,O), g: (Rn,0) + (RP ,O) ge;

mes C“.

m ' &Seja M um (f,g)* C (RP>(RP) — modulo finitamente
(0,0)

gerado.

Se ————ª————-— é um espaço vetorial real de dimeª
*( ).M9 mpl

m 'são finita, então M é finitamente gerado como g*(Co (Rp ))—

— mõdulo.

Prova

A prova depende do Teorema da Divisão de Mather ,

versão 1.2.6;

Fatore g pondo

'

TT _
' TT 'n'

Rn —JÍL2L+ RP><Rpl-—ÁL»— Rp]"x RPI—3L+—... ——»TZX Rpt—E+ Rp'

e escolha elementos ml,m2,...,mq que geram M como
I

(f,g)* Cºn (RP x RP ) — módulo cujas imagens em
(0,0)

M

[<ul o (f,g))*WURp'1 )( RP')]M

o geram como eSpaço vetorial sobre R.

(Como (nl o (frg))*WY1(Rp—l x Rp ) ? 9*(W71p.),
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M é também um espaço vetorial
““1 o (f.g>)*f*q(RP'l x Rp'm

sobre R de dimensão finita).

Qualquer m e M pode ser escrito por

(a) m = ª cimi + ? zimi onde ci e R e zi esta em

(nl o (f,g)*)WYXprnl x Rp') (f,g)* cm (RP x Rp'), Assim,
(0,0)

zi = X 51,2 o (nl o (f,g)). 51,2 o (f,g) com
€

— p-1 p' ,“ w P p'
21,2 E'TWÁR x R ) e 21,2 E C (R x R ).

. (0,0)

P p' »Seja t: (R x R , (0,0)) ———+ (R,0) a projeçao oqª
plementar de “l' Então

»

(a) q
_

.

(f,g)*t.nã_= tO(f,g).mi = jª (cij + zij)mj

e daí

0 ml

E = [ t 0 (f,g) õij “ Cij & Zij]
0 m

A
.

.. q—

Seja A = det [t ôij - Cij —' E (Zilª-,j o nl) (21,2, j)]
[

Então, pela regra de Cramer, A(f,g)mi s 0, i »

= 1,...,q e desenvolvendo o determinante vê—se que A é ,regu
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lar de ordem r onde r í'q visto que A é um poli
(ker "l'0)

nômio mônico em t de ordem q.

Como A o (f;g)M = 0, temos que M é um

oo P p'(f,g)* C(0,0) (R xR )
— módulo.

* ºº p p'(f,g) (A'C(O,0) (R X R )

Mas, dado h 6 CÍO O)
(Rp x Rp ), pelo teorema da

I
aº |divisão 1.2.6 aplicado a A, existem 3 em C(0 O)

(RP x Rp ),'|
u: (RP x Rp ) ———+ Rr tais que h = s A + Ru. Então

M é gerado como um (U1 0 (f,g)*) (RP—1 x R')—mõduloC(0,0)
por tª o (f,g)m. , 0 i i i r, 1 i. j i q (visto que

A(f,g)mj = 0, = 1, ...,q) isto é M é um

3

j
co - ' »(nl o (f,g)*) C(0 O)

(Rp 1
x Rp ) — modulo finitamente

gerado.

Procedendo deste modo, mostra—se que M é um
ou ' a(un 0 ... o “l o (f,g))* CO (Rp ) — modulo finitamente gerª

oo ' ado e portanto um g* CO (Rp ) — modulo finitamente gerado.

111.22 - Nota sobre Teorema III.21

(a) A principal diferença entre este teorema e o
oo '

(x,x') (Rp x Rp ) mõdulo. Ousual é que M pode não ser um C

teorema usual ê um corolário deste se substituirmos E por
um germe de difeomorfismo n: (Rn,x) ——+ (Rn,x).

(b) Comparando o resultado de Mather com o de

Gaffney em [7] sobre a estimativa da ordem de determinação
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para germes finitamente determinados temos: — se f ê um ger
me estável, então a ordem de determinação de f encontrada
por T. Gaffney usando o Teorema 111.21 coincide com a de

Mather, que é a melhor possível. No entanto, a estimativa
de T. Gaffney para germes finitamente determinados, não eg
tãveis, usando o Teorema III.21 foi muito melhorada. Veja
o exemplo:

T.Gaffney mostra que f(x,y) = (x,y3 + xzy) é

6 - determinada enquanto que pela estimativa de Mather ela
24é da ordem de 10 - determinada, que é uma estimativa ag

tronômica.



“CAPÍTULO IV

EXEMPLOS DE APLICAÇõEs no Tacnama DE PREPARAÇÃO DE MALGRANGE

'Exemplo'Iv,l
Dado um germe f de função real de variável real ,

na origem, diferenciável existe um germe g de função difereg
ciãvel tal que

g(xº) se f é par
f (x) = ,x g(xº) se f e ímpar

(Este resultado é fácil de se provar se f é wma

função analítica real ou complexa perto do zero usando série
de Taylor, mas não é totalmente õbvio neste caso. Este reauª
tado foi provado primeiramente por H. Whitney).

“ “Solução
.

Sejam xo = o no domínio e yo = o na imagem de f .

Seja M ='CZ (R) o qual é, obviamente, um c; (R) — módulo fâ
o o

nitamente gerado.

Seja $ : R -—+ R dada por $(x) = xº e então via
$*=Cºº (R) “ªº Cºº (R), M torna—se um Cºº (R) — mõáulº (isyo Xo yo "
to é, a ação externa ê dada por

00

(bn0(x) = b(x2)m(x) onde b-G Con (R) e m e M = C, (R).
Yo Yº

* w : ,2 '. &, ;. ,ª .,3Observe que $ “)yo CXO (R) <.X > e segue portaª
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o; (R)

to que
——————º—————— é gerado pelas imagens de 1 e x neste

oo
* C (R)* “(yo xo

quociente.

Então, aplicando-se o Teorema de Preparação de

Malgrange Generalizado III.l e o corolário II.2.13 do Lema

de Nakayama podemos concluir que 1 e x geram M = C: (R) cº
0

mo c; (R) - módulo via ©*, isto é,
o

v f e coº (R), 3 a, b e c"0 (R) tais que-
' xo ' yo
(a) f(x) =“ $*(a)(x). 1 + $*(b)(x). x = a(xº). 14-b(x2). x

Agora, (1)'se f é par então f(x) = f(— x),Vx€ER e

da igualdade (a) acima segue que

a(xº) .1 + b(x2) (x) a(- x)2).l+b((— x)2) (- x) =>

2b(x2)(x) il 0,VX€R=>bEO.

Portanto, numa vizinhança do zero f(x) = a(xº).

(2) se f é impar então f(x) m— f(— x), v x e R e

da igualdade (a) acima segue que

a(xª) .1+b(x2).x =—-a((—- á)º).l—b((- x>2) (- x) =>

2a(x2).l = 0, V x e R => a = 0

Portanto, f(x)-= b(x2).x numa vizinhança do zero.

“ExemplO'IV.2

Denotemos por sn o grupo de permutações do conjun

to (1, 2, ... , n). Se fvê CZ (R“) e a € Sn definimos uma ª
çao de Sn em CG (R) por

(o . f)(xl, ... , xn) = f(x
, , ... , x ).
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Diremos que f é simétrica quando o. f= f, V f 6 Sn'

Chamaremos de funções simétricas elementares def;
nidas no R", ãs Seguintes funções simétricas:
se x = ()(1 , ... , xn) e Rn

5

n
Sl(x) miêlxi

n
82 (x) =ilª=>£i :»:j

Sn(x) = x1 x2 ... Xn

Demonstraremos agora um resultado devido aG.Gleaser

que garante que

"Toda função simétrica f em CZ (R) é da forma

(A) f(x) = g(SÍ(x),...,Sn(x)) - Onde g e c: (Rn)".

Para isto utilizaremos o seguinte reSultado devido

a Newton "Se f ê uma função polinomial simétrica, existe uma

única q também polinomial que satisfaz (A)",(Jacy Monteiro —

corolário pag. 337).
. n ' nSeja S : (R , o) ——+ (R , o) definida por

S : (Sl, ooo ' sn)

onde as Si são as funções simétricas elementares.

Seja M = CZ (Rn), o qual é um CZ (Rn) — módulo fi
nitamente gerado. Mostremos que M é também finitamente gerª
do como CZ (Rn)m- mõdulo via S*. Para isto, mostremos que

. . .) .c_.an)——Jª——— “= ————º—————— é gerado pelas classes de equivalêg.“
S*Tqi M S*Yq.c;(Rn)
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. « . 11ela de monomlos com grau < n4._,,

De fato, como
n - n -

(B) “ (t - xi) = t“ + 2 (- 1)1 t“ i s£x>'i=l j i=1

(Jacy Monteiro, lema pag. 336)

fazendo-se t = xj vem
n ' n

, n i n-i= - = . + — 1 . x,o « (xj xi) XJ iZl( )» xJ Sí ).
i=l

ou seja
.. n . .n

___ _ _ ]. n-l(c) xj 1ª1< 1) xj i

o que mostra que x? pertence & S*Yq: C;(Rn) V j = 1, ..., n.
De fato, h 6 S*N1<=> h = S*g, g EWWI.

ll vMas g eW71= <xl, ... , xn> C;(Rn)
<

g(x) = al(x)xl.+Ma2(x)x2+v...+an(x)xn /
nonde ai 6 Co (R ) ,

Então

h(x) S*(g)(x)==(g<>S)(X)-= g(S(xi) = '

g(Sl(X)l o.. ' Sn(X).) :
bl(x)Sl(x)+-b2(x)sz(x)+ ...+-bn(x)Sn(x)=
n

“E
m n

bi(x;).si.(fç) ,, bi_€ CO(R )—

i 1

n
Como xn«= 2 (" 1)“l xn 1

S (x) e b (x)= 0—l%+1 x? i,
,

j igl j i i 3

i = 1, iii“, n são tais que bi e CC (Rn) , concluímos que
n "ª n

Xj€S*TPL.Cº (R) ' Vjªl' vc. 'no
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Então qualquer monômio em x; que contenha um eª3

poente 1 n está em S*YW . CZ (Rn). Resulta, portanto, que

v k & nª,—nlf c s*wwlcz (Rn).

Como os monômios de grau < k geram o espaço vetº
.cg.(Rn) _.v_. c3.an) ,rial k entao ——————————-— sera gerado pelas classes

WYL s*wTXcZ(Rn)
nde monômios de grau < n .

Aplicando o Teorema de Preparação de Malgrange e o

corolário 11.2.13 do Lema de Nakayama vem que os monômios de

grau < nn geram M = C; (R") como um C; (R“) — môdulo=via S“.

Sejam wl, WZ, ... , WR estes monômios .

» .

m n »Entao dada f e CC (R ) existirao al, “2' ... , “2
em CZ (Rn) tais que :

"f(x) s*<ai)(x) wi(x) =

Wi(x)ai(s(x)L J. (D)
H

#

Mud»

"háp

'..)

H

Como f e Si , i = 1, ... , n são funções simétrâ
cas tem-se

'

SL

”*1f<x> m -— -2 < 2 v (x ,..., x >) a (S(x»
n: 1=1 cesn i º(l) ºª“) i

[ aplicando o operador de simetrização qúe é dado por

" = º; &

L'g<xl, ou: ' Xn) z g(xº(l)' no. ' Xº(n) )J
| ,no ºesn

, .a 1 «—

e os olinomios P (x) = —— W.(x ... x saop '1 n! gás“ 1 º(l)', ' º(ª))
obviamente simétricos.
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Aplicando-se o Teorema de Newton a cada um dos pg
linômios Pi' i = 1, ..., £ então existirão polinômios Qitnis
que Pi(x) = Qi(Sl(x)' ,... , Sn(x)) ou seja Pi==Qi o S.

.

2

Assim, como f(x) = E Pi(x)u.(S(x)) tem—se
i=l 1

º. º,

f(x) =iZl,,Qi(s<x)> ai(S(x)) =iZl(Qiai)(S(x)) =

= 9(8(x))

º,
m nonde 9 = E Qiai é obviamente um elemento de CO (R ). Assim

i=l
provamos que

nf(x) = g(Sl(X) , ... , Sn(x)) onde 9 E CZ (R ) e

as 81 são as funções simétricas elementares

"Nota : Vide comentário na página 64 sobre o trabª
lho de Gerard Barbançon lºl.

Exemplo IV.3
nSeja f € CO(R )e f(xl,...,xn)=f(xl,...,xi_l.,—xi,xi+l,...,xm)

para l i i i rLEntão existe 9 & CZ (Rn) tal que

f(xll co. , Xn) ==g(X1, uno , Xã , ou. ' Xn).

“Solução

(Seja ºi : Rn ——+ Rn & aplicação Cºº definida por

$i (Xl ',ooo' Xi'loopácn)=(Xl'oAUIXÍ'IUQan) .

Então, se M = CZ (Rn), o qual é um CZ (Rn) — môdg

lo finitamente gerado, M pode ser visto como um CZ (Rn)— mê

dulo via o homomorfismo é; .
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00 n ºº na; : Co (R ) —-+ CO (R )

Como &; “lc; (Rn) = < xl....,xi_l,xâ,xi+l,...,xn >

segue que '———ª———— é gerado pelas imagens de 1 e xi neste
Óíwvl. M

»

quociente. Então por 111.1 e 11.2.13 podemos concluir que 1,

xi geram M = CZ (Rn) como CZ (Rn) — módulo via $$ , isto é ,

v f e cê (Rn), 3 g, h 6 ºz (Rn) tais que

f(x) = $Í(q)(x).l + $í(h)(x)xi, isto é,
f(x) = (9 o $i)(x). 1 + (h o $i)(x)x1 , ou ainda
f(X) == g(xl' Á.. ' XÍIUOCIXn) . 1+h(X1,...,XÍ,i...,Xn) . Xi(a)

Agora, se f é tal que f(xl,...,xi,...,xn)=f(xi;...,fxi,..;,xh).
então de (a) segue que h E 0.

Logo, neste caso, f(xl,...,xi,...,xn)=g(xl,...,xâ,...,xn)
conforme queríamos mostrar.

'Exemglo IV.4 (Funções Genéricas do plano no plano)

Sejam X e Y'duas cópias do R2 com coordenadas

(21, x2), (yl, yz) respectivamente.

Seja & um aberto em X e seja E a_(fl, fz) uma fug
ção Cºº de 9 em Y. Então

»

1 .

(a)-Existe F' tão perto quanto desejarmos de F em

C00 (9, y) tendo a seguinte propriedadezpara tº
to ponto (xl, xz) e R, o posto da matriz jacg
biana de F' é 3 1.

De fato, considere a função
.Bf _ef *_ef af

H = ( 1, l, 2, 2) : n -—+ R“ , H e c .
8x1 8x2 Bxl BXZ
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Pelo Teorema de Sard, sua imagem tem medida nula .

Seja então (Al, kz, à3, A4) um ponto que não seja da imagem

(o qual pode ser escolhido arbitrariamente pequeno). Podemos

tomar

Ef: . É claro que

l) posto J(P') l 1 , V (xl, xz) 6 9 pois sendo

iii % A
nfl “ A

*

')x
1 T" 2

.

( 1 'Xz
J (F')3 , se existir (a,b) &

afz ºf
——» » A3 —__ — A4
BXl 8x2

_

» Bfl afltal que posto J (F') = o entao Al = ——— (a,b), A2==——— (a,b)
Dx 8x1 2

afz af2
A3 = ——— (a,b) e A4 = ——— (a,b) , o que significa que

3x1 8x2

(A1, A2, A3, A4) = H(a,b) e Im H, o que contraria a escolha
de (A1, A2, A3, A4).

2) E' está suficientemente próximo de F (devido a definição
de F' e a escolha de (A1, A2, A3, A;) arbitrariamente pegue

no).

&) Supondo que o posto de F é l 1 em qualquer ponto de Q e

tomando O pequeno, podemos supor que fl = Xl'

De fato, sendo posto F i 1, sem perda de generaliaf
dade podemos supor que m—l (Po) # 0. Pela continuidade de

3x 1

Q
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af
——— existe uma vizinhança V1 de Po na qual esta se conseE
8x _

'l
va diferente de zero. Efetuando em Vl a mudança de coordena
das

(x x > —ª» (k' X') = (f (x x > g“)1' 2 l' 2 1 1! 2 ' 2

temos que nas novas coordenadas F se escreve

xí

2 fà<xí,Xâ)H1 !!

Abandºnando as linhas concluímos que F nas vizinhanças de um

ponto de singularidade possui sistemas de coordenadas na fog
te e na meta nos quais se escreve na forma :

H'o "1 Xl
.

F : ou tomando f2=f tem—se

P(Xl'xz) : (Xlrf(XlIX2))

Vamos mostrar que existe f' arbitrariamente prõxâ
ma de f em Cm(9, R) com a seguinte propriedade :

"? 2'1
(c) V a e 9 onde ªâ— (a) = ª f (a) = o tem-se

' 3x “8x22 2

2 1 3 !——â—£—— (a) # o e a f (a) # o
3x1 8x2 3x2

A prova é como segue : usando o Teorema ªde Sard'
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mostra-se que "o conjunto dos (A1, A2, A3, Ã4) 6 R” para os
. | = _ _ _ 2 _ 3 » .quals £ £ Alxz Alexz A3x2 A4x2 nao satlsfaz

(c) é de medida nula".
' = _ _ _ 2 _ 3 "Dizer que £ £ Alxz Alexz A3x2 A4x2 nao

satisfaz ( C) significa que existe a= (ªl' az) & & tal que
(

] 2 1 » 2 |
<1_>-ªª--f-—«a>=ªf2 <a)=—-ª—-í—<a)=o

' ºu

| 2 | 3 '<2)-ª-ª—(a)=ªf2 <a)=ªf3 <a> =o
L

3x2 3x2 8x2

Suponha que (1) ocorre. Então (l) acarreta em

[

af _ 2
E;— (a) — Xl + al ÃZ + 2 az Ã3 + 3 az Ã4

2

aºf _
'

_

, _+

;;" (a) * 2 Ã3 + 6 &2 A4 —>

2

2ª f (a) = A2

!

._.f. 'Bºf*1"â£'(ª) al ª (a) az»; (a)+3aã A4
3x2 axlaxz 3x2

2
4 A2 : li— (a)

Bxlax2

- 2
A = & ª—â (a) ª 3 a2 A43

2 8x2
.

2
L
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“ Usando estas equações definimos uma aplicação
2 m

WA : R “» R360(jasagc e independente de A4 pondo
4

WÃ4(al,a2) = (A1, A2, A3).

A partir de WA podemos definir W: 9 x.R ——+ R“
4

de classe C pondo

W(al, ªz, Ã4)_= (WÃ4 (ªl' az), A4) .

Usando o Teorema de Sard vemos que a imagem de ?

tem medida nula. Então escolhendo (A1, A2, A3, A4) no complg

mentar da imagem de W evitaremos que (l) ocorra.

Usando (a) e (b) prova—se o seguinte :

sejam M e N duas variedades Cm de dimensão 2 que
são enumerãveis no infinito e seja K um subconjunto compacto
de M. Seja Cºº (M, N) com a topologia da convergência unifor
me em qualquer conjunto compacto de funções e suas derivadas
de todas as ordens. Então o conjunto L das funções dec? H&M)

cujos pontos críticos em K satisfazem (c) é aberto e denso;
De fato, para toda a vizinhança compacta parametrizada
U = [(x1, x2)] de M o conjunto dos F e Cºº (M; N) com posto
de F i l tais que (i) F/U tem a forma yl = xl, yz = f(x1,x2-

(ii) f satisfaz a propriedade (c)

é aberto em Cºº (M, N), o que mostra que L ê aberto. Alêm dig
so, se a e K e»F é tal que poSto F i l existe uma vizinhança
V de a e uma vizinhança W de F tal que para todo H em W pode

ser aproximado por F' em W tal que F'/V satisfaz (c), devido

ao resultado provado em (b).

Vamos olhar mais de perto para estes pontos Gritª
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cos. Tomaremos por simplicidade o em M e em N. Existem dois
tipos que não podem ser reduzidos um ao outro.

"Tipo I

F(x x ) = (x f(x x )
'

ªÉ—(o)==o ºíí(o) # o (a)1' 2 1' 1' 2 '
a

' 2 1
x2 3x2

Sabemos que M = CZ (R2) é um CZ(R2) - módulo via o

o homomorfismo induzido por F

* . ” 2 º 2F . CO (R ) ———+ CO (R )

Encontremos os geradores do espaço vetorial

cº (R2)

FHWVCZ (R2) wmv .M

M ,

Como 9 e F* (Y“) <=> 3 h GWYXf <x1, x2> tal que

9 = F#Jh)' com h(xl,x2) = &1 (x1,x2) x14-a2(xl,22) xz, com

1"ª2 e c; (R2). Entãoa

g(xllxz) = (hº F) (xllxz) =h(F(Xer2) = h(Xlrf(xlIX2))

: b1(X1'X2)X1*'b2(X1'X2)f(xi'xz)

com bl' b2 & CO (R2). Assim, dividir por F* (TW?)CZ(R2) equí
x ) = o, V (x1,x2). Então asvale a escrever x ª o e f(x ,

classes de 1 e x2 geram —————————n—»— e pelo- corolário
F*( )CZ'ÍRZ)

III.3 do Teorema de Preparação de Malgrande vem que l, x2 gg
ram M = C; (R2) como CZ (R2) _ mõdulo via F*.

Em particular, como xª & M = Cã (Rº) existirão $,

v e c; (Rª) tais que



.221.

xª = à(xl,f(xl,x2). 1+-2W(xl,f(xl,x2))x2 (az)

Temos que $(o)= W(o)= D.Pe fato, de (az) segue
o = $(0,o)+ 2W(o,o). 0 => $(o,o) = 0. Ainda, derivando '(a )

2

em x2 vem :

_ a af aw . af ,2x2 _ _i_(xl,f(xl,x2))———(xl,x2)+ 2 ———(gl,f(xl,x2» ;—_(xl,x2x:
8x2 8x2 8x2 <x2

t+ $Hxl,f(xl,x2n

que no ponto (xl,x2) = (0,0) dã :

o = [ªº—(o,o)+ 2 âX—(o,o)]â£—(omn+-2©(o,o) sàÃw(o,o) = o
3x2 3x2 8X2

Empregando as mudanças de coordenadas

xª = x2-W(xl,f(xl,x2)

Ylªyl
&

deduZimos de (al) e (az) que (x1,xª) e (yl,yâ) são coordenª'
das locais no zero e que neste sistema de coordenadas nossa
função toma a forma canônima de Tipo I : f1 = xl, fz = xª &

De,fato

1) (xl,x2) .R2,o “L,, R2”) (Yl'Yz'): »

“ n

(Xl,xâ) R2,0 , R2,o (yí'yê)
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Se G(xí, Xª) = (xi, Xiª) mo

(n o F)(xl,x2) = n(F(xl,x2» n(xl,

(Xl! (XzªW(X1,f(X]—,

il 2»(Xl'XZ 2x2w(xl,f(xl

(Xl! dª (Xl! f(XlIX2» +

(I) = (II) => G n 0 F 0 u“

2) U é mudança de coordenadas

] :Xl Xl
u: 1

xº = x2 - W(x1, f (xl,

l
Ju=

—DW.ZL—DªP-ª£—l 1 3x 1

No ponto (o, 0)

l
Ju(0,0) _

— Dlw(o)-D1W(o)

:..=> det Ju(0,0) l # 0 => P é mudança

1:stremos queron'o M" G

f(x1,x2» =

2(X1' f(X11X2))

(I)

,x2 W(xl,f(xl,x2>))=

Xz) ))º)

IXZ» + W? (Xllf(XlIX2)))

wº(xl,f(xl,xz»
(II)

1

2

o

1 — Dzw 9—-
BX

º 1 o'
= ==>

ºÉ—(o) 1— DZMO) c 1_

8x1

de coordenadas.
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' 3) n é mudança de coordenadas

Yi : y1

yz = a(yll yz) + W2<ylf yz)

l O

ah = . No ponto (0,0)
Dldb + ZW DIW D2d> +' ZW Dzªl'

1 0
'Jn(0,0)= visto que VW(0,0) = 0;

Dló D2$

det Jn(0,o)_=- D2©(OJO), Móstremos que D2$(Q,Q) # <a. Derª
vando (az) duas vezes em relação a x2 tem—se :

2x = D ©(x ,f) ºf_4-2w (x ,f)+ 2x 0 2w(x ,f) ªí-2 2 l 1 2 l8x2 8x2

2 aªf af2==D(Dcp)(——-—) +Dds—--—-+4Dw—-—»+2x D2 (Bºlinª-£»-
2 2

3
2 ª

2
8x 2 2

&x2 ”2 2 ”2

+ 2 D w ªºf »

* t f —

x2 2 ——É , que no pon 0 (0,0) nos ornece _

8x2 '

ºf2 = D2 q>(0,o) —-—(o, 0) => D2 $(0,0) 74 o.
2BX
2

Assim n é também mudança de coordenadas.

'TiEO'II

F(x x )= ( f( x )
' - ªºf ªºf

1! 2 Xl! Xl! 2)! "'ª'—“(O)
"'—2 (O) =O, ()#0,f(0)#0(81>

3x2 8x2 ãxlãxz 8x;
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Temos que f é regular de ordem 3 em x . Da 3-—regu2

laridade de f segue que

<x f> = <x x3> e ortanto1, ao 2 l' 2 no 2 p :
CO(R ) CO(R )

.e; .(.R2).
-—————————— é um espaço vetorial de dimensão finª

F*WXCZ(R2)

ta gerado pelas classes das funções 1, x2, xª .

Logo pelo corolário III.3 do Teorema de Preparação
de Malgrange [l, x2, xª] gera o CZ (R2) como CZ (R2) — mõdu

10 via F*.

Em particular, como xª & CZ (Rº) existem funções
$, W, e € CZ (R2) tais que

3: 2
x2 a(xl,f(x1,x2)+-w(xl,f(xl,X2»x2+-36(x1,f(xl,X2» x2 (82)

Temos que ©(o) = W(o) = a(o) : o. De fato, (B )
2

no zero => 0 = à(o, o) a- W(o, o).o º+ 39(o, o).o =>

0 == Mo, 0)

Derivando (62) em x2 e depois calculando & derivª
da no zero :

_ '3f 'ªf 'Ãf 2

3x2 8x2 8x2
23x2

tem—se W(ófo)= o,

Derivando (63) em x2 novamente temªse
af º aºf af af 2

3x2 3x2 8x2 8x2
6x2
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+D2wª—íx2+nzw—ª—f—-+eozeºí-+õe+
axº ax 9x2 2

-
- 2 2 2

+ 6x D e ââ— + 3D (D 9)(â£—) x + 3D e ª_â 2 (B )
2 2

3
2 2 3x 2 2 3x2 4

“2 2 2

“a"f __"a'ºf _ __ _e lembrando que ——— (o) » —7; (o) - f(o) — 0 vem o-—66(o,o),
8x2 8x2

isto é, º(o,o) = 0.

Além disso podemos, sem perda de generalidade, sg
por que e a o. Para ver isto consideremos a mudança de coog
denadas locais em M

' l
a :

xª = x2-e(xl,f(xl,x2)

1
_ o .

l) Ju = " .
, =? Ja(o,o)=

' *—De—Deª—f—-— 1—Deº—É—'
1 2

a
2

3

=> det _Ja(o,o) = 1 # 0 => a é mudança de coordenadas.

2) A mudança a faz com que o termo em xª, na expressão (8?
de xª, desapareça. De fato,

(xz «"ªººªfi'fªl'xzynã = xg- — 3xgo + 3x202 - eª =

E $ + xzw + 3x262 - 303 + 293 =

4» + xzw + 362 [x2 —.e] + 203 =

da + x2 w.»— W—e + llle—+ 3.02 [xz 49] + 293':II

45 + 29?;_+,%—.+ ly, [xz — e] + 302 [x2 — e] =
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<p+e[2eº+w]+[w+392] [Pªz-º.]:
<p+e[2eº+w]+[w+3eºjxª

As condições (61) e (82) mostram que podemos tomar

as coordenadas :

w(xl,f(xl,x2)

X2

Yi “ W(y1,y2)

n: . em N

yª = à(yllyz)
L

De fato,

Dlw + Dzw
ÃÍ—

Dzw
ªâ—

. afm, = -

3x1 8x2 => def-JMG)=DlªP(O)'ªjD2'P(O)—-(O)
8x

0 l 1

Derivando (63) em Xl' obtêm—se :

zo-D(D$)ºÉ—+D$mº——fê—+DW+DWMÃÍ+12 ax ªàxax 1“ 2
2 1 2 ªxl

af , . ºf 2xzºl (Dzw —»—ó ,+ 6x2(D10 + Dze———) + 3x2 Dl(DZO...)
8x2 3x1

que no Zero nos dã

2__?i—(Qq, +. Dlwo)“ + D2*P(O)' iªi—(oz) =>
axlax2 8x

0 = D2ó(O)Í
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,

,

' af _ . ãzf _D1W(o)Hn D2W(o) ——— (o) — - Dzó(o) —————— (o) # o —>

8x1 axlôx2

det Ju(o) f'o => p.ê mudança de coordenadas.

Adalogamente, mostra—se para n.

Finalmente, com estas mudanças de coordenadas,ob&àr
se a forma canônica do tipo II :

De fato

(xl, xz) R2,o ———E——+ R2, 0 (yl, yz)

“ 0 Q n

(xª, xª) R2,o __;:__* R2, 0 (YÍ' yª)

F' = (XI,-x122+xª) mostremos que E' = n o F Q (u o m)_1

(nº F) (xl.x2)l =“ n(x1.f(xl,x2) ) .= (W(x1.f<xí.x2)),d>(xl,f(xl,x2));

"(r—bw) (xl,x2) = ,F' (W(xl,f(xl,X2)),x2)

(W(x1,f(xl,x2», - x2W(xl,f(Xi;x2) + xª)
!!

Mas como foi efetuada a mudança de coordenadas a

que equivale a tomar 9 E 0 (82) temos que

(F'c>u)(xl,xi)z= (W(x1, f(xl,x2)) , à(xl, f(xl,XÉX)g,

“Assim, F' = n o F o u'1 e portanto temos a forma
4r-canônica do tipo II. '

5%
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IV.5 -

Para os dois exemplos seguintes (sobre formas canº
nicas para as singularidades de Morin) precisamos de algumas

definições e resultados que seguem :

IV.5.1. Seja f: (X, x) —-» (Y, y) germe de função Cm.
ou

C (X)
O anel local de f é o anel quociente —;—5——————-,

C (X) f*Yqyx
0 qual é denotado por &f.

Se f: X -—+ & ê simplesmente uma função, não um

germe de função , então para cada ponto x e X temos o anel
local do germe de f que será denotado por &E (x) e chamado

de anel local de f em x.

hf(p)
K*l

“lp
fonte p, definimos hº = R$ (p) onde jkf(p) = o.r

Iv.5.2. Seja &: (p) = . Se o é um k « jato com
(X)

IV.5.3; Uma função Cªf : X ——+ Y tem uma singularidade de

Morin em p se para algum k

(p) = lªilªl
<tkfl>

àf

IV.5.4. Denotemos por Sl a classe de contato em JK(X,Y)dÉ
k

terminada pelo anel —lª;El
, isto é ,

<tk+l>

*

“& R (p)
8 = oejk<x,Y>/Rº<=dã<p>= ki )ºRIEtl]

+ +
>

WNX (X) <t
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Os principais resultados sobre estas singularidª

des são devido a B. Morin lºªl e H. Levine. Não vamos 'discu
tir gates resultados de maneira geral : vamos nos restringir
ao caso dim x = dim Y.

Denotemos por Sl (f) os pontos onde f admite uma
k

singularidade de Morin do tipo k, isto é, Sl (f) =(jkf)—ls1 =
k k

. hk= X € X = ] f(x) 6 S1
- k

Valem os resultados :

IV.5.5. Sendo dim X = dim Y, S1 6 uma subvariedada de
k

Jk(X,Y) de codimensão k.

—IV.S.6. Para um conjunto residual de função f; Sl (f) é
k

.

uma subvariedade de X de codimensão k.

Lembrando que para uma função É :X, p ——+ Y, q

p E Sl(f) <==> f tem corank 1 em p e que p 6 S1 l(f)<=>f/s1.(fª),a
. ", ...

tem corank 1 em p (supondo Sl(f) uma subvariedade de X),podg
mos continuar esta construção indutiva de'S lCD déakaque'!l,.k
em cada estágio Sl l(f) seja uma subvariedade de X.

lºkº!

IV.5.7. Se jk f 2% Sl para todo k 5 dim X + l, «antão
k

slk (f) “ Sl,...,l(f)'
k

As provas dos resultados enunciados acima podem

ser encontradas em |9 - cap. VII
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IV.5.7. Da prova de IV.5.5 vemos que se p & S1 (f) exig

k
tem sistemas de coordenadas em x centrados em p e em Y ceg
trados em ªf(p) com p = f(p) ='o tais que f(xl, ..., xn) =

3
(h (Xl' ..., xn),_x2, ..., xn) onde ÉZÉ (o) = o para s 1 k.

l

ExemEIO'IV.6

Seja f :X ——+ y com dim X = dim Y satisfazendo a

condição de transversalidade_: jkf & S1 'e seja x 6 S (E).
k º 11;

Então existem sistemas de coordenadas x , ..., xn centrados
em X0 e yl, ..., Yn centraddsem f(xº) tais que E tem a forma:

,
' * m » 2 k' ]. k+ ].

£ yl x2 xl + x3 xl + ... + x)( Xl + xl

f* y2 = x2
l O

&

f*yn = Xn

(Este resultado é devido a B. Morin e generaliza o

caso das aplicações estáveis do plano no plano de Whitney

(IV. 4)).

Solução

Como vimos em IV.5.7 podemos escolher sistemas de

coordemadas xl, ..., xn centradosem xo e yl, ..., yn centrª
dosem f(xo) tais que

f(xl' oco, xn) =(h(xllºº'lxn)l xz' "" Xn).
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Como xo é uma singularidade do tipo Sl ,entàaãªdxo)

é gerªdº , como . espaço Vetorial sobre R, por 1, xl,u.,áÍ.
Pelo Teorema de Preparação de Malgrange (III.1) cada germe
de função em'xº pode ser escrito como uma combinação linear
de 1, Xl' ..., xá tendo como coeficientes funções diferen
ciãveis dos y.

Em particular, podemos escrever

kxk+1 xk+l l*
1 + f a+ O.. + f*a+ f*a k= f*a x xk-l

2 ll 1

onde os a são funções diferenciáveis dos y. Podemos também1

tomar f* ak+l = 0. Para tanto, basta que se escreva a igual-
. ª *

'

dade acima com a mudança . xl -—+ xl + R f ak+1 deixando

os outros x1 fixos, e dai, multiplicandoese a igualdade obti
da por k observa—se que, ao somã-la com a primeira, os ter
mos em x? se cancelam. Como f* é homomorfismo de anéis vem

que
k+l _ * — ,, — * — k—l ,

xl — f al + f a2 xl + ... + f ak xl (IV.6.l)

Ainda, comparando-se os dois conjuntos de (IV.6.l)
vê—se que Elm) -

'=.- ãz(o),. =.- = ãk(o),, =. o."-

Em (IV.6.l) vamos tomar x2 =-....= xnsy2=...=yn= 0.

Então temos :

>e

. .“
&

_ na, “V

;“
. »

.

“.
, ., kªi“

Í+l- al (h(xl, . c o ,O) 'º, o n . ,O) + 512 (h(Xl, o'. . ,O) ,O, . o . ,O)Xl+º ºº+ak(h(xll ' ' ' lo) lºl ' ' ' lo) Xl

e desenvolvemos ambos os lados em potências de Xl“ Por hipê

tese, f* y1 = h(xl,o,...,o) = c xâ+l + ..., c # o e os pºª
tos indicam termos em xl de grau > k + l.
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N +Entao como os termos em xª 1 devem ser iguais devº
mos ter :

— _ k+1 _ l k+1
_ 3ªl (yl, o.! CC., O) "' Xl "' C Xl "" yl + ... .

c c
351

Em particular, ——— # o, donde a aplicação
.

_ ayl
(yln..,yn)|—+ G&(Y)ÚQ"“”yn) (IV.6.2) é uma boa mudança de

coordenadas no espaço "dos y". Assim poderemos começar supoª
do que nossos “x" e y satisfazem :

k+1
X+ 1

_ — — k—l
f*yl — f* &2 xl + ... + f* ak Xl

(esta é ºbtidª de (IV.6.l) isolando-se f* 51 ' trocando " se
os sinais, por facilidade, e usando a mudança de coordenadas

(IV.6.2)).

f* yz"x= x2

f* yn = Xn

Como para uma aplicação do tipo

f(xl, ..., xn)==(h(x1,..., xn), x2,..., xn)

a . condição de transversalidade jk f % Sl diz que
“ k

af*yl 8f*yl "d ( )(QL), ..., & (———F——)(QJ, sao linearmente imàâmmden
3x1 3x1

tes | 9 . exercício 7 pag. 145 ! então
d (f* 52)(o), ..., d (f*(ãk)(o), d(xf(o) são linearmente in
dependentes e disto podemos concluir que as diferenciais das

funções

32 (o, yz, ..., yn), ..., Ek (o, yz, ..., yn) (IV.6.3)
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são linearmente independentes no zero. Permutando, se neceâ
sãrio, os yi podemos supor que a matriz

aã'
<'—-ª= (o))
ayj 2 < 1, j 1 k

seja não singular, donde, & aplicação

(yl, cce, yn) “** (yl, 32' un., ak, Yk+l' cao, yn)

é uma boa mudança de coordenadas.

Também de (IV.6.3), temos que as diferenciais das
funções xl, f*52(r)*, ..., f*ãk(xl são linearmente indepeg
dentes em zero, donde & aplicação

(Xl, no., Xn) —'> (Xl, f*ãzp cao, f*ã-k' xk+1' co., Xn)

também é uma boa mudança de coordenadas.

É fácil verificar que relativamente a estas novas
coordenadas , f tem a forma desejada.

IV.7. Morin obteve formas canônicas para todas as gingª
laridades de Morin, não apenas para o caso equidimensional )
Vamos agora tomar um exemplo onde dim X = n e dim Y = 2n—1

.guarda-chuva (cross cap). Esta forma canôniCaºê'deVida' a

Whitney embora esta prova que daremos aqui é devido & B,Mbrin.

Precisamos da definição :

IV.7.1.. 'Sejam X e Y variedades tais que dimx = n e dimY ª
.a2h - l elf nx —m» ! uma função cm, Um ponto xo em Sl(£) e

chamado de cross—cap se jlf HK 81 em xo. Observe que para eg
tas dimensões, codim 81 ” n_e portanto, pontos tipo cross —

cap aparecem como pontos isolados de X.
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ExemElO'IV.8

Se f :X -—+ Y tem uma singularidade do tipo gua;
da chuva em xo, existem sistemas de coordenadas Xl' ... , xn

centrados'emxo e Yl' ..., YZn-l centrados emf(xo) tais que
f tem a forma :

= 2f* Yi Xl

f* yi = x1 , i = 2, ..., n

f* yn+j : Xl le 3 = ;: : n ' 1

Solução

Podemos escolher coordenadas xl, ..., Xn centradas
em xo e Yl' ..., Y2n—l centradas em f(xo) tais que f*yi = xi
para 1 = 2, ..., n.

.

o conjunto Sl (f) é o lugar dos pontos para os quais
, .Bf Bf . Bf

(1v.8.1r __l : n+l : : »2n—1 _ o

"3x1 vãxl 8x1

: *onde fi f yi
lA condição de transversalidade (j f & 51 em xo)

é equivalente a dizer que
ºfaf af

(1v.8.2) d(-—-]-'), d( ), mªul)
8x1 8x1 8x1

n+l

são linearmente independentes nos pontos onde (IV.8.l) ê vª
lido. (Sugestão : usar lema 5.2 cap II e exercício 7 página
145 de lª!). Isto significa, em particular, que uma das dª
ferenciais acima deve ser não nula quando calculada sobre
—3—

. Por uma transformaçãoalinear dos y, podemos supor :
3x 1
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.aºfl .aº-fi

(IV.8.3) # 0, = 0 para 1 > n.
axâ axí

de onde segue que o anel local mf (xº) é gerado por 1 e Xl..
Pelo Teorema de Preparação de Malgrange podemos escrever :.

'

2 = * *
'

(Iv.8.4) xl f al + f a2 xl
Aonde 3.1 e 6.2 São funções'cºº das variãVeis y.

Podemos tomar f*a2 =*o em (IV.8.4). Para tanto ,

basta que se efetue a mudança Xl ——+ x1 + & f*a2 deixando
« 2

os outros xi fixos e.portanto podemos escrever
= 21x1(IV.8.5) f*E

dm (IV.8.5) tomemos ::2 == ... = xn.=ºY2="º.ªYnªº
e a expansão do lado esquerdo em potências de xl.

Por (IV.8.4), fl = f*yl = o xí +...eºfsbãjo,.u,o)=0hã
para' 5 > n, com o # 0, assim devemos ter

ªl (Yl'OIo-c' º) = ; yl. "t,

351
Em particular , ——— # o, e a função

ayl

Xyl, y2,..., y2n_l) “*** (ã,-'].(y) IYZI"'I Y2n_l)

é uma boa mudança de coordenadas. Substituindofse as W ve

lhas coordenadas y pelas novas temos f*yl = xi e continuª
mos a ter f*yi = xi, 2 i 1 £ n. As demais fi = f*y “parai
1 > n, podem ser escritas na forma (usando o Teorema de Prº

“paração de Makgrange)

fi = gi(xí, x2,..., xn) + xl hi(xã,x2,..., xn).

Substituindo yi por yi — gi(yi, ..., yn) para
1 = n + 1, L.., 2n-l e deixando os outros fixos, obtemos o
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sistema de equações

* = 2f yl xl

f*yi = xi i = 2, ..., n

f*yn+j : Xi hn+j (xii le "') xn)l j=]q...,n-l.

Esta é quase a forma desejada. De fato se mostrarmos que as
funções abaixo são boas mudanças de coordenadas

2 " 2(xl, ..., xn) F—+ (xl'hn+l(xl'X2""'xn)""'h2n—l(ka2""'xJ).

(yl, . . . ,y2n__l)S——+ (ylphn+l (Y) : . º . lh2n_l (y) lYn+lr - . . ! YZn—l)

então teremos exatamente a forma desejada. Para tanto devº
mos voltar ã condição de transversalidade (IV.8.2). Em xl==o
isto se reduz a condição que

2
'

2dhn+l (X1,X2, ...,Xn), ..., dh2n_l(xl,X2, o.o' Xn)

são linearmente independentes no zero, ou, em outras palª
vras, que a matriz

é não singular. Entretanto é precisamente isto que se faz ng
cessãrio para fazer a mudança de coordenadas acima uma boa

mudança.

Nota:
,

Outros exemplos de aplicação do Teorema de Preparª
ção semelhantes a estes podem ser encontrados em

| 9 — cap. VII
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Exemplo IV.9

Uma importante aplicação do Teorema de Preparação
de Malgrange, talvez a mais importante delas, apareCe no

Teorema de Mather que estabelece a equivalência de estabilâ
dade C“” com estabilidade infinitesimal para. o,;caso de aplicª
ções próprias. Esta caracterização das aplicações próprias
Cºº estáveis pode ser enunciada mais explicitamente como se
que :

"seja f e c;”r (N,P),dimN = n, dimP = p. .Se

r & p+-l e k 1 p, as seguintes condições são equivalentes :

—-a) f é Cºº — estável
b) f é infinitesimalmente estável
e) Qkf ê transversal a todas as órbitas de er(N,B.'
d) Éarai todo S C N com card S i r tal que

card Ç(f(s) = y) = 1

-

“ k+1: * — : ,,E)(f_)sr piªnos] + wf [amy] + [f (“&“qu ] G)(f)s

e) Nas mesmas condições de d) fs ê infinitesimal
mente estável em ordem k, isto é,

_
' k+l ,O(f)s — tf [a(N)s]+wf [amy] +..YQS; - e(f)s..

f) Nas mesmas condições de d) fs é infinitesimal
mente estável, isto é ,

“mms = tf. [em)SJ + wf [eu»)yj

Tendo em vista que a prova deste Teorema é longa ,

'trabalhosa e envolve elementos que fogem do nosso objetivo ,
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vamos nos limitar aqui a dar um roteiro da demonstração deg

te Teorema sintetizado no quadro abaixo. As setas indicam

as implicações e indicam os resultados mais importantes usª
dos na demonstração. Observe que são usadas as versões III.9
e 111.19 do Teorema de Preparação.de Malgrange, conforme in
dica o diagrama.

(w'aumuàaiumnamu &)ammu$&1MMMª
. EMM].

zação Norma de Malgrange 111.9

(d)
111.19

trivial
Teorema

de

Prepa

de

Mather

',

,

* ª' 'Deo de 'rrans— Transveraa cãlculo Eaga— .“" esubilidadac W (e) lidade am ços tangentes "e) estabilidade infirutg
õtbitna anual de orden ;:
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