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SIHMARY

It is studied the relationshin bstween the solutions

of the linear functional differential ecuation

(:" 1 -
(1) e ?Xt = th

and its rerturbed eauation

4

g [ Pxp - Gltx)| = Lxg + F(t,xy)

and it is vroved, under certain hynotheses on G(t,$) and
F(t,9), that if pu € R is a double characteristic root of

(1) such that there is no other chorvacteristic root of (1)

with Re) » p , then there are two solutions xq{t) and

u
x,(t) of (2) such that xl(t} — t ana xz(t) *te

as t + o .
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caPITULO I

INTPODUCAO

0 sistema de ecuacoes diferenciais de tino neutro

(1.1 x(6) = [A) « a0l x(0) + [By + B(O)| &(t-1) +

vy C(t)} x(t-1)

onde r & uma constante real nio necativa, X 6 um vetor
de dimensao n, A, By, Cg sao matrizes constantes nxn;

A(t), B(t), C(t) sao matrizes nxn, cujos elementos, sao

fungdes continuas de t mara t » 0 tem sido extensivamen-
te estudado, veja [51 vara referencias. Para r = 0,

isto €, equacoes diferenciais ordinarias, o comrortamento

assintdotico das solucdes de (1.1) ja foi estudado comple-

i

tamente. Para 1 > 0 e B+ B(t)

A 0, isto €, ecua -
%W"

coes diferenciais funcionais retardadas, dois trabalhos
se destacam (Bellman e Coocke {2} ¢ linle [3] ).

-

0 sistema nao nerturbado associado a (fgﬂ) e
(1.2)  x(t) = Agx(t) + Box(t-v) + Cox(t-1)

Uma parte das dificuldade encontradas no estudo
das solugdes de (1.1) € devido ao fato que (1.2) renresen
ta basicamente um problema num espaco de dimensao infini-
ta, visto que uma solucao de (1.2) rode ser obtida somen-
te esrecificando uma funcao sobre um intervalo de comnri-
mento r. Ouando B, = 0, isto &, no caso retardado, Hzle,

em [4) mostrou gue o espaco de solucoes de (1.2) rode
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ser decomposto em dois subespacos invariantes P e Q@ onde P

€ de dimensao finita ¢ em P as solucdes de (1.2) se com -

portam como uma equag% %diferencial ordinaria. Usando es-
ta decomposicdo e a teoria do nonto fixo, Hale em |3} da

um tratamento mais geral do que Bellman e Cooke izj .

Quando B, & diferente de zero, o estudo das pro-
priedades de (1.1) & mais complexo, alguns resultados fo -

ram obtidos por IzEé e Molfetta [10] .

Particularmente, nara o estudo das propriedades as-
sintoticas de (1.1) ararece a dificuldade a mais, devido ao
fato 'de que a decomnésigﬁo do esnaco de solugoes no subespaco
invariante P nao ser uma eaquacao diferencial ordinaria ,
mas uma equacao integral de Stieltjes cono rode ser visto

no proximo capitulo.

No capitulo II, damos algumas definigodes, e nota -

goes e fazemos um resumo de resultados conhecidos.

No capitulo III, vanos considerar sistemas de equa-

coes diferenciais do tipo neutro

d =

at T)Xt = LXt (L)

e

d Inx, - C [ P
o UDxe - Gltxgdp = Lxg + F(t,x) ®)

onde D ¢ um operador linear continuo de Cem R |, Ty =

74

0
¢ (0) - J [d u(e)} ¢ (8), F, G:[o,w")){c — R,
-T

continuas e Dx, - G(t,xt) atomica em zero com G(t,x)
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independente de 4 (0), e estudar o comnortamento assintoti-
co de (P) sob certas condigdes para F e G, generalizando

resultados de Hale ( [3) , [5} ).

Em particular, mostramos que se XA g € uma raiz dupla

da equacdo caracteristica de (L), entFo, existem solucgdes

x1(t) e x5(t) de (P) tais auc xy(t) — e>‘ot

Aot
xz(t) — te quando t *> °



CAPITULO II

NOTAGCOES E PESUMO DE RESULTADOS BASICOS

Seja R um espaco vetorial normado de vetores colu-
na, de dimensao n. Seja C = C([—r.O , R“), r >0, 0 esrago
das funcdes continuas ¢ : [-r,0}) +P" com norma ['6!l =
sup {I¢ (8)! : -r<8 < 0}. Se x & uma fungio continua
x:{c—r,a) + R", ent3o, para cada t,0< t< a, X, & C e da-

do por xt(B) = x(t+8), -r €8 < 0.

Consideremos a equacao diferencial funcional linear

auténoma, EDFN(D, L)

d
(2.1) — Px, = Lx t2> 0
dt t t

onde D, L: C ~» p®  s3o continuas e linear, representadas

por integrais de Stieltjes

0 | .
0(0) - ‘f [anw(®) (@

[

D¢

-7
(2.2)
L¢ = ), lan@] e®

onde u , n sao funcoes matriciais nxn, de variagao 1li-
mitada, que se anulam na origem e sao continuas pela esquer-

da em [-r,O] , Var[_s'o) -+ 0 quando € — 0.

Vamos supor ainda que D seja tal que M naec pos-
sua parte singular, isto €, exista uma matriz nxn integra-

vel A e matrizes constantes Ak , hXn tais aue

-4 -



(2.3) D¢ = D0¢ +
D, o operador de diferenca
(2.4) Do = 4(0)
onde

('O
0 < Ty <r, h

\../ -7

Se

~

m-l
n M=

A(9)

¢ (8)de

A ooy

A@) a0 < =

x,(8) & solugao da equacao (2.1), com x, () = ¢

e X, (¢) = Tp ()¢ para t >0, ¢ € C, sabemos (Hale 5] )
que o overador solucao de (2.1); TP L(t): C c, t >0 €
um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limi-
tados, isto &:
i) TD,L (0) I
ii) TD,L(t+S) = TD,L(t)’TD,L(S) para todo t > 0,
s > 0.
iii) Ty [ (t) e limitado vara todo t > 0.
; - [P i =
iv) 1im "qé%%;(t)¢ - TD’L(5)¢ =9
t* s >
A equacdo caracteristica de (2.1) € dada por
det 8 (2) =0 i}
A (A) = 1 - I Ae ko Jf‘ A(®)e ~ de| -
A k=1 =T i

f"o

_ [an(e A8
[ wen-

Enunciaremos agora um importante resultado devido a
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f‘
}’ Tp,L(t) ®pa = el a
o, (8) = ¢, (0) e’ , =T €06 0
A A
Finalmente, existe um subespaco QA de C tal gue
TD,L(t)QA G Qp»t >0 e C=F # Qp, onde,
Py ={é€c: ¢ = ¢y 2 para algum vetor aj

A equacgao adjunta formal de (2.1) €& dada nor:

re

0

\j_f y(s-8)dn(e)

a4 | ( o 0 oy |
(2.8) u(s) ~ | y(s=0au(9] = -
ds . . v T -
b
n n% . .
onde y & R, R'" espago vetorial normado dos vetores 1i
nha, de dimensao n. Se C* = C((O,f}, Rn*), para ¢ & C,v¥ ,

$ € c* definimos a forma bilinear

0 R .
(2.9) (@,9) = V(0)D + 5 jo ¥ (E-6) [au(o)} ¢ (£) d& -
-T

£

(0

J -1

j p(E-6) | an®)] ¢(E)ae
. :

0 proximo teorema di uma caracterizacdo explicita
da decomposicao (2.6), atraves da equacao adjunta formal de

(2.1).

Teorema 2.2

Se A = { Ays oo A} & um conjunto finito de
elementos de o (A 1) e PA ¢ a extensao linear de
}\x’ 1 yr s * -
\ (AD L) =1, 2, ..., n, com base *) e PA e a ex

tensao linear do corresvondente auto-espago generalizado da
equagido adjunta formal com base ¥ , entao podemos €806
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lher ¥,  tal que (¥32,) =1, a identidade, e

C=Py& Qy

(2.10) PA ={occ| ¢ = ¢ a para algum vetor a}

leq

O teorema acima encontra-se em |5} , pag. 309, teo-

rema 10.2.

-

Se o conjunto A & definido como no teorema 2.2 e
C € decompnosto como nas equacodes (2.10), nés dizemos que C

¢ decomposto por A

Se C & decomposto por A como C =Py & 0, , en-

By t
- ) A
tao O'(']D’L(t)!p ) = 0O (e )} onde AB,L@A = (}?A BA

Consideremos agora, as seguintes eguagoes

£f2.11)  Dxg = 0, t >0
(2.12) D Xy = 0, t 260
onde D e D. sao dados vor (2.3) e (2.4},

Sejam Cy ={¢ €c! péo = ol ¢ =leec!| pyo =0},

entao as equacoes (2.11) e (2.12) definem um semigrupo forte

mente continuo de transformacdes lineares limitadas

TD(t): Ch = Cp, t >0, onde TD(t)¢ = % (%), t 20,
¢$&Ch e x(¢) € a solucdao da equacio (2.11) através de

(0,6). Ty (£): €y = C , t >0, onde Tp (£)¢% x,.(0),
o 0 o o
t 20, ¢€Cy e x(9) & a solugho da equagdo (2.12) através
‘o
de (0, ¢).

Henry |8]| estimou a .ordem ap, ap e ap p dos semi-
. - o D,
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© Hale e Meyer [ 6]

Teorema 2.1

(1) O gerador infinitesimal Ay 1, do semigrupo

{TD (B, t > 0}, da eaquagdo (2.1), tem dominio

imagem dados vor

@(AD Do=lede 70, Do =1o)

AB,L d = ¢ nara 3 Q:\L%(AE

(ii) O espectro o (Ap ) de Ay 4 € espectro pon-

tual e A EfU(AD L) se e somente se A satisfaz a eqﬁ%gao cargch
Y s

teristica (2.5)
(iii) As raizes da equacdo (2.5) tem parte real 1li-
mitada e se A :_ G(AD L) entao, o auto esvaco generalizado

Pk’ (AD L) ¢ de dlmensao finita e existe um inteiro k = k(1)

tal que gkA(AD’L) = A!(AD . ll)k o 'j

i 8 . & 2" ) S .... k

(iv) Se A & um conjunto finito A ={ Ao AZ,,..,XP}

de elementos de O(A, ;) ¢ oy = 0By ,¢, ,..., 90 )y, B =
D,L A kl A, Ap

diag (BAA, By , ..., By ) onde ¢, € 0o auto espaco genera-
1" j

lizado de Aj e Bkj ¢ a matriz definida por Ap fbxj

¢y By, j =1,2,...,p. Entdo, o Gnico auto valor de B;\j e

3

#

. ~ *
Aj e, para qualquer vetor a com a mesma dimensao ae@gﬁ , a

50111@30"3{1’ (t) ¢ a da Fauacao (2,1) com condi¢ao inicial ¢ a

em t =20, pode ser definida em (~©,o) pela re;agao

-8 -



grupos { Tp(t), t 2 ol , | Tp(t), t 20 el Ty 1 (t), t > 0},
respectivamente como

(2.13)  ay = sup {Re A ldet A, 00) =0}

A

onde

AL (A N A 00 e 6

p(M = T - ToAe o+ e A(9)d
(2.14) k=1 k )~
e
(2.15) dDo = sup{ ReX | et A?QDQJ =0 }
onde
N ")\rk

(2.16) A, () = I - I Ae

"o k=1

(2.17) ap y = sup { Re A get AD,L(A) =0}

onde

AD,L(X) foi dado em (2.5).

Definicdo 2.1 Se D: C ., R™, dado pela equacio

(2.3) & tal que ap € 0 entdo dizemos que D & estavel.

Definigaoc 2.2 Se D, C r, dado pela equacao

(2.4) tal que ap < 0 entao dizemos cue D, & estavel.
0

"

Definigcdo 2.3 Se D,L: ¢ ™~ R", sao dados por

(2.1) e app < O entao dizemos que (2.1) & uniformemen-
Rl

te assintoticamente estavel.

As seguintes afirmativas s3o consequéncias do Teo-

rema 2.1 de Avellar [1}

2. Se a >a entao existe apenas um nNUMETo
D,L Do -

finito de raizes X da equacao caracteristica (2.5) tal

¢ N . .
-9 -
< Y



aue Re A = aD,L'

¥rf Seja, agora, X(t), t » -r a matriz nxn deffﬁﬁgées

de variagao limitada e continua em t 2 direita tal que

t
D(Xt) = I + jr L(Xs)ds , £t 2 0,
J 0
(2.18)
5 g 4 se ~-r<0<0g ,
X,(6) =
° kx se e = 0

Vamos agora enunciar ¢ seguinte

Lema 2.1 Se a solucao x = 0 do sistema linear
EDFN(D,L) € uniformemente assintoticamente estével, entao e-
la ¢ exponencialmente assintoticamente estavel e a matriz so

lucao X das equacbes (2.18) satisfaz

(2.19) IX(t) | € ke™®t , v Y ¢ Ke ™

i1,
para constantes X >0, a> 0 e todo t > 0.

O lema acima encontra-~se em Hale [5} , pag. 303,

lema 9.1.

Definicao 2.4  Sz2ja A um subconjunto aberto de

um espaco métrico. Dizemos que L: A — j,(C,Rn) tem Te-
gularidade na medida se para qualquer B real existe uma
funcio escalar Y (XA,s) continua para » € A , s& R,y (1,0)

= 0 tal que sc

/_.-‘»- 0 . -
L) ¢ = j lane,) 46),2 € A, 0 <s, entdo,
WALS S y
B +s " B+h . . ‘
! linm + fan (2.0 s} < v,s)le |
l h * 0+ B +h . B-~s -~ ’

Se B R e a matriz A(A ;B , L) = ﬂ(l,“ﬁ=fﬁ#

~ n(A; B) & ndo sinqular em A = Ao, Aizemos aue F()1) &

- 10 -



atomica em B em XO, Se A(X; B, L) & nao singular, sobre
um conjunto X { A, dizemos aque L(A) & 2tfmica em B sobre

K.

Definicdao 2.5 Seja N L RMXC e C: 0 — p", pizemos

que G(t, 9) € independente de ¢ (0) se existe um € ¢ {~r,0)

tal que G(t, ¢) depende somente dos valores de ¢ (®) da fun-
cio ¢ para O [-r.e} .

Vamos agora considerar o sistema perturtado

(2.20) ?g?-{Dxt - G{t?xt}j = Lxg + F(t,xt)

onde D e L satisfazem (2.2), [Dxt - G(t,xt)} ¢ atomica em
zero e G(t,xt) indeprende de ¢ (0) e F(t,¢) e G(t, ¢) sao

lineares em ¢ .

Entdo, de acordo com Hale [5) , uma solucao de

(2.20), com valor inicial ¢ , em 0, satisfaz a foérmula de

variacao das constantes
Xg = Xo0(t,xg) = T(1)] ¢ - X,G(0, ¢) +

(2.21) t ) Ft .
+ S"O T(tws)xoﬁ(s,xs)d¢ ~} . tdST(t”s)XOJG(S’XS)

para t > 0 .

onde T(t)[<b -~ XOG(O,4>ﬁ ¢ definido como T(t) -~ XtG(O, ¢ )

e T(t)X0 = Xy o

As integrais em (2.21) szo calculadas para cada

6 < [—r,OJ como inteprais ordinirias no PRP. Também se C
glter

¢ decomposto por A como C =P & 0, entdo a eauacao (2;&}%#

(013

ecuivalente a

- 11 -



P P . et p )
xp - X F6t,x,) = T(t)[ggﬁp - X760, #)] +

e e

+ (* T(t-s)X_FF(s,x )ds - L {a T(t-s)¥ P}‘G(Saxg
Jo © st Jo s o JT
(2.22) 4
0 Q . 0 v 0 1
x, " = X6t x) = r() {89 - x 60, 60) o+

}K

onde os expoentes P e 0 designam as mnrojecoes das corresponden-

& 0 Lt .
*)g TSI F(s xg)as - | [dgT(t-5)X " 6(s,x,

..

tes fungoes sobre os subespacos P e Q, respectivamente.

Devemos observar, entretanto, que na relagao (2.22)

P
O k4

—
-

tudo estd bem definido exceto o significado das projecdes X
XOQ uma vez que XO nao & continua. Pode-se obter projecgoes
levando C sobre P e Q, por meio da equacao diferencial adjunta
(2.8) e a forma bilinear (2.9). Pode-se mostrar aque (VY , XO) =

¥(0).

Portanto, se colocarmos

P oV Q - .y P
(2.23) XO (o) , XO XO Xo

A formula de variaczo das constantes (2.21) sugere a
possibilidade de uma mudanca formal de variavel. Contudo pre-

cisamos tomar um certo cuidado, pois a nova variavel poderZ nao

ser uma funcdo continua sobre [-r,o] .

Definicido 2.5 Seja PC o espaco das funcoes

¢ . [wr,O] - RT uniformemente continuas sobre [—r,O) e

para os quais 9(0_) existe.

Tornamos PC um espaco de Banach, definindo

holl = 14 (0)] + sup{! ¢ (8)] , -T <o <0},

-12 -



Seja PC; o conjunto fechado em PC definido por

PC. ={¢ PC| 6 (0) = 4(0.) - X,6{t,¢) 1 .

Como G(t, ¢ ) indenmende de ¢ (C), as aplicagoes

il

h: € = PC., k() - X 6L, V)

(z.24)
H: pC, ™ C, H({®) = o+ X,6(t,
sao homeomorfismos e h.H = H.h & a identidade

De fato
hy) = ¥V - X G(t, V)
HA(Y) = Y- X G(t,¥) + X6l ¢, ¥~ xc(t, ¥)| =

H

pois X =0 em |-r,0), X (0) =1 e G(t, ¥) nao depende

de V¥ (0).

Analogamente, temos que h.HQ@) = V¥ , 0 que pro-

va que h.H = H.h = I.

Para cada ¢ em PC, existe uma Gnica funcgao

v £ C tal que ~ X G(t, V) eléciprocamente .

A formula de variacao das constantes (2.21), para
as solugoes de (2.19), sugere a mudanca de varidveis x, -
- XOG(t,xt) =2z, € obtemos assim uma nova equacao para 24
em PC. Esta transformagdo de C para PC & bem definida e
G(t,xt) depende somente dos valores xt(e) rara ~r€ 6 <0 .

Portanto G(t,xt) = G(t,zt).

Assim se

Zy = Xy - XOG(t,xt)

- 13 -



ou ‘
def.

X, = 24 * XOG(t,xt) =z, * XOG(t,zt) = H(t,z

t £)

A equagao (2.21) fica

z, = T(t)zo + jﬂo T(t»s)XoF(sﬁipﬁ,zs)
(2.25)

A seguir enunciaremos um resultado aque sera utili-

zado nas aplicacgoes do capitulo seguinte:

Lema 2.2
Se u e a sao funcoes continuas de valores
reais definidas sobre [a, b} , e 8 >0 ¢& integravel so-

bre {a,b} com

"t
(2.26) u(t) < a(t) +\{ B (s)u(s)ds, a< t < b,
entao

o

t t |
(2.27)  u(t) € o (t) + ( B (s)a(s) fexp ( g r)ar
Joa { J 5

ds,

/AN
ﬁ
aN
vy

a

se, alem disso, @ & nac decrescente, entao

oy
(2.28) u(t) € a(t) exp( { 8 (s)ds) , as< t< b .
'l‘J a
: /

0 lema acima encontra-se em Hale [S} , rag. 15.

- 14 -



CAPITULC 11X

COMPOPTAMENTO ASSINTOTICO

Consideremos os sistemas

a
(3.1) X = Lx
Te ot t
e
) d 7 1 .
(3.2) = t.Dxt - G(t,x)| = Ly, + F(t,x;)

com Del como em (2.2), Fe G continuas, lineares em re-

lacdo a segunda variavel, G ndo atomica no zere.

Nosso objetivo seri, estudar o comportamento de so
lucoes de (3.2) quando t — @ , con hincteses de ogue F

e G sao ''pequenas’ quando t - .

Em primeiro lugar vamos demonstrar um resultado que
ira gimplificar algumas demonstragbes mais adiante.
Lema 3.1

A mudanca de variavel x(t) = e “t x(1), oé R,

transforma a equacao (3.1) na equacao

(3.3) 7;: Dxt = Lx,
Do = 4(0) - [° [an @] & ¢ @)
(3.4) - I

- 15 -



- 0 - /-
(3.5) L¢ = f Lanced} e 4 (o) ~a{ 0 (0) - | idu(e), d)(e)\f
o -7

\ - ;

Além disso, se h{2) e HAK(1) sao as funcoes carac-

teristicas de (3.1) e (3.3), resrectivamente, entao, ., h(\)

AN

= h(a + N.
Prova

Temos que (3.1) € equivalente a

ey - [

dt L -7

Sdu(e)h(m! / [en(®)] x(t+0)

u‘
1 Y - ot ~
Fazendo a mudanca de variavel x(t) = e x(t) ,

temos:

d 1 Ot -~ {“‘*G 1 ' (t+6)~ ’
—«1 Stx) - | lauce] ™ Vxe) | -
dt I Joer J

P o N ‘ -
) J lan@)] 9 z(ree) ==
4 =T

o eo&t

- 0, e -
x(t) - j td11(6)j & X(t+9)} +
. =T

o

ot a I . o, ) . _
ve }T{ x(t) - Jﬁ_‘r “du(e)j &6 i(t+9)}

0,
et { [d(e)) Pt re) >

J=1

-~

“y 0 i ) -
= d {i(t) - ( [du (6)} e 00 x(t+6) ’ =
dat |\, g -7 -

= fo lan ()] & x(t+0) -a

- r

0
x(t) -j [ou( 0) e"BXCUe)

T

'~




O gue mostra a primeira parte do Lema.

A segunda varte também é trivial, vois

A [ {0 20 | U a8 )
h(?) = det YA} T ~ | d 6) e | - Fdn(a)| & !
Lot =T . YaES I J
. | i S0 ;
R(A) = det { S I R O IR
(0 fanor a0 (0L e
- fan@)] ™%+ aqr - | faue)l @ =
et J =T v
, ‘0 .
{ N L .
= det ! (a+)\) {1 - f {du(e)] MRl j
l\. ™ -r '
0 )
i . .
SIS CIC R B
[ o ’ J
=h (a0 +X) .
Uma consequéncia imediata do lema acima € a seguin-
te:
Se an g = o , entao ap ¢ = 0 .

Vamos agora demonstrar um teorema sobre comportamen
to assintotico, que & uma simples generalizacao do Teorema

9.1, de Hale ( {5) , pag. 304).

Teorema 3.1

Suponhamos que D,L:'C -~ R s3ao lineares e con-
tinuas e que a solugdo nula da ERFN(D,L) & uniformemente as-
sintoticamente estavel. Se F,G:[o,w)XC~+ ' sfo continuas
e G(t,%) independe de ¢ (0), suponhamos ainda que

PE(e, ) < vy ()Mol 16(t.8)] ¢« 7 ()]sl com

-~ 17 -



~

( Y(t)dt<e ? m()de <=, y()> 0,
.

)

m(t) » 0 sao continuas, entao a solucdao nula da equagéo

d [ . I
— | Dxy - th,xt)j = Lx, + F(t,xt)

dt

& exponencialmente assintoticamente estivel.
Prova
Como no capitulo II, seja
PCr={ vEPC! v (0) = w(0)) - X 6(t, p)}

Vimos que existe um homeomorfismo h: C— PCG .
definido por (2.24) numa vizinhanca de ¢ =0 & ¢

V=0 € PCq -

Portanto, existem constantes k1 >0 e kz > 0
tais que, nesta vizinhancga, é& = h(¢) implica |y! « 'kﬂ¢[

e lol < kyfwl .

Para a equacao Tgfi_Dxt - G(t,xt)l = Lxg + F(t,xt)

a formula de variacao das constantes &

- X 6(t,xy) = T(0fo -~ x6t,0)] -+

*t
(t ] ("t
+J . T(t-s)kOF(s,xs)ds - J . [dST(tws)XOIG(s,xs)

Se z, =h{xy) e ¥ =h(4), entao z, satisfaz a
equacao

"t
z, = T(t)y + J . T(th)XOF(s,hml(Zs)) -

- [F e o e,

- 18 -



Pelo Lema 2.1 sabemos ogue

- O e
lX(t) | ¢« xeo b, V:,».r{tm1 g X < KeTOt

para algumas constantes K> 0, &> e todo t 20

Logo
. Tt (-
2l ket v [ ety () Ixlas +
J 0 ”
t -o(t~s) {
+ Ke ) w(s)l x_ lds
Jo S
.‘.t _ _ "
!ztf < Ke Ot Iyl + f’g ge ot S)ixé {y(s)+w(s)}ds
{ | at 4N t v oS I 't -’
iz, le < Kbl o« } Xe \xs,{Y(s) + T (s)lds
0 : 4
Como zg = h(xg), entdo !x| ¢  kylz_|
7 00
Chamando T (s) = v (s) + 7™ (s), entao j F(s)ds <
Temos entao que
lz.| *t < x| + LY 1oreos r(s)lz,| ds
Zt e A TWH }5 .2,\e Sl zg s
Aplicando o Lema 2.2 2 desiqualdade
! ot o t ] oS
g zt!e < Ky + ) kZKF(s)le;e ds
onde
u(t) = lz,) &*
a(t) =K
B (s) = kZKr(s)
temos

- 19 -



R

L1 ot , V9 < whi
! L?:'» € < Elyl e 4
onde { e
i k,¥T (s)ds
¥= e ©
Logo
1 bx, ! ¢ lz. < ¥k, ol e” ot
k N t ' t! 1‘ i
v 2

0 que prova o teorema.

Vamos agora enunciar e demonstrar o principal teo-
rema deste trabalho, sobre comportamento assintdtico 4a so-

lucac do sistema (3.2), num caso particular.

Teorema 3.2

Consideremos o sistenma

dt

Suponhamos que u = a, ; > ap seja raiz dupla
A‘,.‘J -

de (3.1), supronhamos aindz cus nao existam raizes A da

equacao caracteristica tal cue Pe ) = u .

Além disso, vamos supor que o Sistema
a i .
(3.2) ~7 1Pxe - Glt,xg)| = Lxg + F(t,xy)

seja tal oue existam fungoes continuas Y(t) e T (t)

tais que F e G satisfacam

(3.6) PT(t, ¢ ) < y(oll el G(rto)l <« m(tdilal

- 20 - €>0



com

(3.7) \( tdy(yar<= { ) m(t)dt &

—_—

j th y(t) 7 (Dae< » ,  j=0,1, 2.

Sob estas hirdtescs, entao existem duas solugdes
xl(t) e xz(t)Ade (3.2) tais que

x;(t) + &%, quando t e

X,(t) Tt et | quando t v

Prova

Para simplificar a demonstracao, vamos fazer a mu-

danca de variavel x(t) = éltﬁ(ﬂ . Pelo lema anterior e

sua consequéncia, 0 € raiz durla da equaglo caracteristica

de

(3.3) -2 Dbx, = 1%

com D e i dados em (3.4) e (3.5), respectivamente.

Por outro lado, do fato de T e C serem lineares em

¢  essa mudanca de variavel transforma (3.2) em
(3.8) - \fﬁ’ctm G(t,%)) = Lx, + F(t,X)
dt
onde:

E(t.8) = G(t,v o0
Dé = D(v, ¢)
F(t,6 ) = F(t, voe) + uG(t, vy o)

- 2] =



Vo f-r,0) ™ R & tal que v (8) = S

E claroque se F e G satisfazem as condicdes do teo-

t

rema, F e G tambéem satisfazem.

Mostremos agora que existem duas soluc¢odes il(t)

e iz(t) de (3.8) tais que

il(t) - 1 e iz(t) ™ t quando t T e

Nas condigoes do Tecrema, uma base de solugdes cor-

-

0 para a equagac (3.3) e

-respondente ao autovalor U
(¢ ,6), ¢,(8) = (1,0), -t ¢ p € 0. Podemos tomar ¥

= col ( vy(T), WZ(T)), 0 €T.€ r, base para o auto-espa-
¢o generalizado da adjunta tal que a matriz (¥,®) = (¥;, %),

i,j = 1,2 seja a identidade, teorema (2.2) do capitulo II.

Temos tambem que

BO 0 1
®) = & (0D)e , ~r<98< 0 com B =
. 0 0
Assim, podemos escrever
(3.9) Zy = @ y(t) + th , onde it = Zy * XGG(t,zt)
com y(t) = col (y (), y,(8)) = (¥, X) =
Bt "t B(t-s)
- eBtyco) + j Be ¥ (0)G(s,z )ds +
J 0
¢ t
* BtS) y (0)F(s,2 X G(s,24)ds

entao,

- 00 .



y(t) = BePty(0) + BY(0)G(t,z,)

At
o[ B Yotz e -
(3.10) «
* Y (0)F(t,z  +X G(t,z,))  +
rt
v B J 0 eB(t“S) W(O)F(S’ZS+XQG(S’ZS))dS =

* By(t) + BY¥{0)G(t.zy) +\P(0)F(t,zt+X0G(t,zt))

e consideremos o sistema
y(t) = By(t) + BY0)G(t,z,) + ¥ (0)F(t,z4+X G(t,z,))

t ,
Gan/ % - {0 l-a,T(t-5)XQ] G(s.z)  +

't
+ \g T(t—s)XgF(s,zs+XoG(s,zs))ds ,

o
t>c

Seja u(t) tal que vy(t) = eBtu(t). Entao

(3.12)  y(t) = BePtu(t) + Bta(e) = By(t) + &Pt u(v)

Comparando as expressoes (3.10) e (3.12) para y(t),

obtemos

(3.13)  4(t) = e BBy (0)G(t,z,) + e Bty (0)F(t,2,)

Integrando de ¢ até t, obtemos

(3.14)  u(t) = u(o) + 1 e"BS B v(0)6(s,z)ds  +
(o}

(t _g
+ J e PS W(O)F(s,zS+XOG(s,zs))ds
Jg

Portanto se para alguma constante u(¢) encontrar-

- 23 =



mos a solugao 1z, do sistema

(3.15)

2, = § eBtu(t) + th
R -
u(t) = u(o) + j e B‘!’(O)G(s,zd)ds *
o
[t -Bs | |
+ J e ¥ (O)F(s.zs+XoG(s,zs))ds
o
e |
th = & t-dsT(t—s)XSQ G(S,ZS) +

't
+ ‘j T(t~s)XézF(s,zsfxoG(s.zs))ds
g

implicara numa solucao de (3.11) e portanto de (3.8)

bl

¢ = 0 eBtu(t) + XOG(t.zt) + zé)

Desde que B = , temos que

e

Bt{ < t, t>0

Por hipotese, temos que

(% . Teo |

B td y (t)dt <= [ thr (£)dt <= .

Jﬁ tJ y(t) ™ (t)dt < = , 3 =0,1, 2
e pelo lema (2.2) existem constantes K~ 0 e a >0 tais
que
(3.16)  JT(OXY ¢« Ke®t, var,

- 24 -



Coﬁsideremos 4 classe S de fungoes z(t) definidas

sobre [ o, »), 0> 0, tal que
2 = 0 ePtu(r) 423, Jur) - cles , 1<,

para t >0 onde o« , B 4, © sab corndtantes a serem

determinadas depois.

Para qualquer z em S, consideremos a aplicagao Tz

definida por

/th)t = o Bt u(t) + EtQ ,
u(t) = ¢ - j e-BSB‘P(O)G(s,zS)ds -
t

- jt e Bs ¥ (0)F(s,2,+X G6(s,25))ds

I
l
(3.17))

It

|
- Tt
( z,Q = J -d T(t-8)X R G(s,z) +
¢
\ + ) T(t-5)X QF(s,2+X 6(s,2,))ds,
5

t2©

Para qualquer z em S, as funcoes u(t), itQ 530

majoradas por

! EtQ" € KK _Lt e (t8) w5y [slcl+8) + gf +

+ kK r o-o(t-5) v(s) {s(lcl +8) + sB +
ag

+ T(s) [sz(lc! + 6) «+ SBJ} ds
(3.185 | u(t)-cl ¢ &k .f ” 7(s) [sz( lc]+8) +s 3] ds +
_ ¢ i !

+ k j Y(s){ s?(lcl +68) + sg +
t

+ 7 (s) {sz(ch +68) + sB}fds
-25 =



A hipotese (3.7) nos permite escolher o suficien-
temente grande tal que | u(t) - ¢/ ¢ § , |EtQ|< B para
t>o

Assim, T aplica S em S e além disso & uma contracgio

e &€ continua. Portanto T tem um Unico ponto fixo, digamos z,

em S.
De (3.7), (3.17) e (3.18), seque que u(t) =+ c,

th =+ 0 quanto t > ®

A Gltima relagao segue por causa de (3.7) e porque

a > 0 .
Se u = col (uy,u;), c = col (cy,c,), vamos mostrar

que tluz(t) -~ Cy I+ 0 quanto t*® .

De fato, desde que

u(t) = ¢ - J e BSp v (O)G(s,zs)ds +
t

ft '
-Bs
+ j . e W(O)F(s,zs+xoG(s,zs])ds,

- ug(t) o [ 4(0)
= - J K G(s,zg)ds -
t 0

( 7 1 (0) =59, (0);
- \ F(s,zS+XOG(s,zS))ds

jt RO /

o que implica que

-2 6 =



ul(t) =cy - gt wZ(O)G(s,zS)ds -
- L (¥1(0) - s ¥, (0)IF(s,2 +X G(s,24))ds
uz(t) = ¢y - gt wZ(O)F(s,zS+XOG(s,zs))ds

Q0

luz(t) - czls gt 1 wz(O)F(s,zs+XoG(s,zs))l ds

¢k [ vl s 1z vl as
)t v
Como wu(t) e th sao limitadas e vale (3.7) im-

plica que tfu,(t) - c;| — 0 quando t >~ .

£ claro, pois
thup(e) - Cz' ©F gt i Y(S)lslul * ”Zgll+ "(s)”zsu }ds

< K ,-(t s v(s)slul + 1207 (s) | z 1| ds

Do fato de u(t) e th serem limitadas e valer (3.7)

entao tluz(t) - czl -+ 0 quando t —®
Analogamente verifica-se que

lu;(t) - ¢4/ > 0 quando t~> ©

Isto implica que ¢ Bt 1u(t) - c} =+ 0 quando
t *+® para todo vetor constante c. Desde que th -+ 0 e
XOG(t,zt) > 0 quando t > , temos que
z, * XOG(t,zt) - 9 eBtc =+ 0 quando t —** ., Como
X, = 24 + X,6(t,2,), entao it - 8 ePtc = 0 quando t >«

t
- 27 -



Se tomarmos constantes

) e (D)

as solucoes de (3.8) obtidas sao il(t) e X,(t) com

() 7 1 e Xp(t) = t quando t > o .
Pela mudanca de variavel efetuada, tinhamos que
He o

x(t) = e tx(t)

Portanto, existem duas solucgoes x1(t) e x,(t) de

(3.2) tais que

Xy(t) = eutil(t) -+ "t quando t* ®
xz(t) = eutiz(t) e td b quando t ™ ©

Assim o teorema fica provado.

OBSERVACAO

A hipOtese do teorema dé supor que seja raiz
dupla real, que W =ap; e que nao exista raizes X da
equacao caracteristica tal que Re A = ¥ ; apesar de ser
bastante restritiva, em alguns casos € satisfeita como mos-

tra o exemplo abaixo.

Sejam
pd = (o) - _%_¢(~1)
Ly = —= $(0) - —— 6(-1)

e consideremos o sistema

xt."

)

L [xw - Fxen] - dox - oxeD

- 28 —~



cuja equagao caracteristica &

=X )
h(d) = A(l-—%—-—e )—-—%—-—+—§-—e

€ claro que h(0) = h'(0) = 0. Portanto zero € raiz dupla

de h(A) = 0.

Vamos mostrar que n3ao existe raiz imagindria pura ,
isto €, vamos mostrar que a equacdo h(ai) = 0, a (R -{0}

nao tem solugao.

De fato:

h(ai)=°‘i}1-—-%—(cos°‘-i-sena ), --%— +

+—;—— (cosa - i sena )

h(¢ i) =0 3

—

oi { (2 - cosa ) + isena]+ (cos® - 1) - isenoa = 0
[vcos o -1-« sena] + 1 [(2-cosa ) o - sena] =0
= 0

‘ cos o -1 - o sen o

]
<

} (2-cosa)a - sen o

Mas a segunda equacdo nao tem solugao para o 7real

desde que
(2 -cos @)a » o ; a >0
(2-cos g)a ¢ o ; a< O
e sen 0 < g para a> 0
sen g > g para @<

- 29 -



Mostremos agora que h(A) = 0 ndo possui raiz

da forma ) = u + iv com u>0 .

De fato:
Suponhamos hk(u + iv) =0, u > 0
h(u + iv) = 0 &=
1 1 -(u+iv) .
- € - (u+iv)
u+ iv = 2z Z = 1'3( , =Y
1- 1o (u+riv) 2 e (u+iv)
7
u+iv = - eYcosv) +ie™™ senv -
(2-eYosv) +ieV senv
- _(eu- cos V) +isenv
(2¢¥ - cos v) + i senv
[(eu - cos v) +isenv] [(2" - cos V) - i sen v] .
u+ iy = - e zETy
(2 e - cos v)2 + sen2 v
2e2u~3eucosv +1 e sen v
u+iv = + i &
4eM g cosy +1 32V - 4e¥cos v + 1
4 u = 26V . 3e%0s v +1
J 46 - g elosv +1 u
. e =2
v = ¢" sen v
4e2u-4eucosv + 1

- 30 -



/ 2 _ ‘
nz = 2z 3zcosv + 1
422 -4zcosv + 1
v o= Z Sen v
Now

4-z2-‘4zcosxr + 1

A segunda equacao nao tem solucao para v =7 + kT,

k #-1, e, para v # 7 + kn ela e equivalente a:
(*) —_—Y = z
sen v 2
42 - 4 zcosv +1

0 segundo membro dessa equacdao atinge seu maximo

quando z = —%— e como z = et ¥ 1
Z < 1
422 -4 zcosv +1 S-4cosv
Por outro lado v z > 1 vV F T+ kW
sen v |

1

e como, -
S-4cosv

-

< 1, a equacao (*) nao tem solugao.
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