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S UEFA???

It is studícé the reãationshiç between the solutions

of the linear functional ôifferential equation

LW ><

:)

(1) ”Hªt” th :

and its perturbed equation

74%; gnxt »- (Night)—l = W + P(t,xt)

and it is proved, under certain hynotheses on G(t,$) and

FCt,Ó), that if “p E R is & double characteristic root of

(1) such that there is nº othcr characteristic root of (l)
A»;

With Ré). » Liº then there are two solutions x1ít) and

ut It
X2(t) of (2) such that XICt) "'ª & 33d xzít) “*tel

(15 ªt:—* ºº .
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CAPÍTULO I

INTRODUÇÃO

O sistema de equações diferenciais de tipo neutro

(1.1) kct) = AO + ictggxct) + [30 + B(t)ê x(t—r) +

+ [ªo + CCt)Ã x(t—r)

onde r ê uma constante real não negativa, x é um vetor
de dimensão n, A0, B0, CO são matrizes constantes nxn;

A(t), B(t), CCt) são matrizes nxn, cujos elementos, são

funções continuas de t nara t a 0 tem sido extensivamenw

te estudado, veja [5] nara referências. Para r = 0,

isto ê, equações diferenciais ordinárias, o comportamento

assintõtíco das soluções de (1,1) já foi estudado comple—

llltamentew Para r > O e Eªz+ BCt) 0, isto ê, equa -twi,?
ções diferenciais funcionais retardadas, dois trabalhos
se destacam (Bellman e Cooke [23 o lele [3] ).

.o
O sistema não perturbado associado & (ÍBÃ) e

(1.2) %(t) = on(t) + soà(tmr) + COXCt—r)

Uma parte das dificuldade encontradas no estudo
das soluções de (1.1) é devido ao fato que (1.2) represen
ta basicamente um problema num espaço de dimensão infini-
ta, visto que uma solução de (102) pode ser obtida somen—

te especificando uma função sobre um intervalo de comprim

mento r. Quando BO = 0, isto é, no caso retardado, File,
em [4] mostrou que o espaço de soluções de (1.2) pode
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ser decomposto em dois subespaços invariantes P e Q onde ?
é de dimensão finita e em P as soluções de (1.2) se com —

portam como uma equaçãº Édiferencial ordináriao Usando es—

ta decomposição e a teoria do ponto fixo, Hale em [3] dã

um tratamento mais geral do que Bellman e Cooke ÉZj .

Quando BO é diferente de zero, o estudo das pro“
priedades de (1.1) e mais complexo, alguns resultados fo —

ram obtidos por 125 e Wolfetta [10] .

Particularmente, nara o eStuâo das propriedades as—

sintõticas de (1.1) aparece a dificuldade a mais, devido ao

fato'Qe que a decomnosição do espaço de soluções nosubemxmn

invariante P não ser uma equação diferencial ordinária ,

mas uma equação integral de Stieltjes Como pode ser visto
no próximo capítulo.

No capítulo II, damos algumas definições, e nota _

ções e fazemos um resumo de resultados conhecidos.

No capítulo 111, vamos considerar sistemas de equa—

ções diferenciais do tino neutro

& _ºa?— DXt " LXt (L)

e

& rn - c "ª —.
+ F P"&? Lººt ªftºxth “ th (tºxt) º)

onde D é um operaàor linear contínuo de C em E? , De —

["i 0
«pm) — j [& um] me), F, G:[o,wh)xc —v+ _?

“T

contínuas e Dxt « G(t,xt) atômica em zero com G(t,xt)

_ 2 _



independente de Ó(0), e estudar o comportamento assintóti—
co de (P) sob certas condições para P e G, generalizãndo
resultados de Hale ( [3] , [S] ).

Em particular, mostramºs que se 1
o

5 uma raiz dupla
da equação característica de (L), então, existem soluções
X1(t) e x2(t) de (P) tais nue x1(t) «+ eÃot

Aot
x2(t) "* te quando t *— ” .



CAP ITULO I I

NOTAÇOES E RESUMO DE RESULTADOS BÁSICOS

Seja Rn um espaço vetorial normado de vetores colu—

na, de dimensão n. Seja C = CCL-r.0 , R“), r > O, o espaço
das funções contínuas © : [—r,0] ª-Rn com norma [ªoU =

sup U$ (9)! : —r$ 9 < 0 ]. Se x é uma função contínua
xzí º—r,a) + R9, então, para cada t, 0 s t« a, :(t & C 5 da-
do por xt(9) = x(t+6), —r < 0% O.

Consideremos & equação diferencial funcional linear
àutõnoma, EDFNCD,L)

(1(2.1) -——Dx = LX t) 0
dt t 1:

onde D, L: C -+ Rº são contínuas e linear, representadas
por integrais de Stieltjes

.,, 0
v

.

M = MO) — [ [dum] a(º)
. «r

(2.2)
("0

La = Llama] º(ª)

onde u . n são funções matriciais nxn, de variação li—

mítada, que se anulam na origem e são contínuas pela esquer—

da em [430] , Ver!—__E'O)
—> 0 quando €* 0.

Vamos supor ainda que D seja tal que M não pos-

sua parte singular, isto é, exista uma matriz nxn integrã—

vel A e matrizes constantes Ak , nxn tais que

_ 4 _



/'* 0
(2—3) Dº =DD“) + % Mº) a(eMe

W.,-"' "'I“

Dº o operador de diferença

N

(2.4) Dodº = (bw) ._ ki Ak (Mªrk).

onde

("00 < rk < r, 3 |A(e)%gi9 < w
“L..? _x-

Se xt(9) é solução da equação (2.1), com xo($) = $

e xt($) = TD,L(t)Ó para t >'O, & É C, sabemos (Hale [5] )

que o operador solução de (2.1); TD,L(t): C "+ C, t ? O é

um semígrupo fortemente contínuo de operadores lineares limí—

tados, isto é:

1) TD,L (0) = I

.. = >11) TD,L(t+s) TD,L(t)ºTD,L(S) para todo t 0,

s ? 0.

iii) TD L(t) é limitado para todo t ? 0.

. . ! ;“ -. a _
j :lv) ílm 'QÉRÉJCt)Ó TD,L(5)Ó É O

* s

A equação característica de (2.1) é dada por

det A (X) = O

A (A) = I “' Z A e k + Í AC9)9 de! .,

ª “ 3

fªl 0
- xe

— 1. 9AJ'T [C“C )] e

Enuncíaremos agora um importante resultado devido a
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í“ TILL“) ª A ª = “PA e
A ª

(2.7)
& BA9

1

QA (6) = QA (O) e , —r <,6 < 0

Finalmente, existe um subespaço QA de C tal que

TD,L(t)QA Ci. QA, 1: > e e c = PA (;:íirí QA onde,

PA = Í? ÉC: $ = êAa. para algum vetor e]

A equação adjunta formal de (Zel) é dada por:

Í": 0

J'r y(s—e)dnce)
- ªo %

(2.8) ?É— & u(s) « Ç yçs-e)du(e)t : “
S. v—r

&; ª . .onde y E R” , Rnº' espaço vetorial normedo dos vetores lí
. »- — & n* .nha, de dimensao n. Se C* = C((0,rj, R ), para © & C,w ,

& E C* definimos & forma bilinear

(2.9) (w,$) = Ú(0)D© + É“ SO W(€“9)ldu(ªn ª(í) dª *
'I“

(“'-O C*. * .

- ( Luar-eytdncen Mame
J »

O próximo teorema dá uma caracterização explícita
da decomposição (2.6), através da equação adjunta formal de

(2.1).
Teorema 292

Se A = ( A1) ..,, Ã“? é um conjunto finito de

elementos de 0 (An 1) e PA e a extensão linear de
'

. º '
.)“; w. , * o

V íàj(AD7L)9 ] — 1, Z, .0., D, com ease *A e PA e a eª
tensão linear do correspondente auto—espaço generalizado da

equação adjunta formal com base WA , então podemos 8333?

_6..



lher WA tal que (WAÉM )'= I, a identidade, e

C = PA 63 QA

(2.10) PA =[ ÓÉ.C ! $ = QA & para algum vetor & )

oA=í<b€icê (“'Nº”) =o)
”7O teorema acim encontraªse em [53 , pág. 909, teo—

rema 10.2.
»Se o conjunto A e definido como no teorema 2.2 e

C é decomposto como nas equações (2.10), nós dizemos que C

é decomposto por A

Se C é decomposto por A como C = PA &: OA. , enm
B t“ _

Atag O(ÍD,L(t)!D ) =: º' (e ) onde AªºLÓA : (PA BA

Consideremos agora, as seguintes equações

.ªzºll) Dxt = o, t >«0

(2.12) Dxt= 0, t>0
onde D e D sao dados por (ZDB) e (Zºli)º

Sejam CD =[ $ &C.? _ Ló _ ,. I “ch - 0% CDO
& Mc! nºch _o),

então as equações (2.11) e (2.12) definem um semigrupo forte
mente contínuo de transformações lineares limitadas
TD(t): CD "+ CD, t ? 0, onde TD(t)Ó = xt($), t 2 O,

ºtª-CD e x(ê) é a solução da equação (Zºll) através de

(0,40. TD (t): ª; —+ (:B ., t >e, onde TD (tm—fª xt(<1>),
o o o o

t ?º, ÓÉ CP e x(Ó) ê & solução da equação (2.12) através
“o

de (0, $).

Henry &&] estimou a ofãan ag, aº e ªh L dos semi—
. ªi o “,

_ 7 _



&“ Hale e Meyer [6]
Teorema 2.1

(1) O gerador infinitesimal AD L do semígrupo

[TD L(t), t > O]-, da equação (2.1), tem domínio

imagem dados por

QM?) L) =M: <$;c: cãº; na = ch]

AD,L Ó = $ para 3 € ÍL3ÍAD

(ii) O espectro º (AD L) de AD L é espectro pon—

tual e A É O(AD L) se e somente sel. satisfaz a eqfâªãº carãº;- , gn.

terístíca (2.5)

(iii) As raízes da equação (2,5) tem parte real lie
mítada e se Ã É_ O(AD L) então, o auto esnaço genera].izedo
“Pk, (AD L) 5 de dimensão finita e existe um inteiro k = kO.)

tal que ÉkchD L) = ÃÍCADL ” Ã13k º .?

a) É " . * k(2.6) C = [:x &)!“ L
“" *

SKI“);k K (AD L “' AI)

(iv) Se A é um conjunto finito A =[ A1, A2,,..,An3
de elementos de o(A, ) e <b = © ,ª ,º.,, ©

, B =D,L A. A1 A2 xp)
díag (BA , Bl , ..., BX ) onde ©Ã_ ã o auto espaço genera-

1 p 3

lizado de Ãj e BA)
5 a matriz definida por AD,L fbÃj =

Ó'Ã_BÃ_, j = 1,Z,...,p. Então, o ãníco auto valor de BAj
ê

' 3

. » &
Aj e, para qualquer vetor e com a mesma dlmensao aââgà , a

.. ªº». .. ..Sºlu'êªº'ºã'í-Íj (t) <? a da. Ecmac'ao (2.1) com condiçao inicial Q) a%,L A , , —— A.

eu t =r0, pode ser âefiniõa em (m<º,º=) pela re;ação

-8-



grupos ( TD(t), t > O) , [ TDCt), t 2 0 ef TD LCt), t > 0],

respectivamente como

(2—13) a = sup (Re Ã ªdet A P(Ã) = O]D

onde
A A

N' “Ark fºº ae
e11()= I " X Ae "'+'=_ e A(9)d(2'14) “ kªl k :J—r

e

(2-15)' 39 = supí Rel ! det A5“ ª) É()]
o '“o '

,

onde
N “Ark(2.16) A,, .(A) = 1 .“ 2 131,6

”0 k=1 “

(2—17) ªD,L = sup ( Re Ã! det AD,L(Ã) = O ]

onde

AB L(Ã) foi dado em (25).,
Definição 2,1 Se D: C «+ R", dado pela equação

(2.3) é tal que ªn < 0 então dizemos que D é estável.

Definigão zag Se DO: C'“* Rª, dado pela equação

(2.4) tal que & < 0 então dizemos aue D & estável"Do 0

ºgfinigão 2.3 Se D,L: C “* E“, são dados por
(2.1) e &D L

< 0 então dizemos que (2.1) 5 uniformemen»
' ,

te assintoticamente estávelª

As seguintes afirmativas são consequências do Teo—

rema 2.1 de Avellar [1]

a 23D,L Do

2ª Se & >a. então existe apenas um númeroD,L Dº «

finito de raízes A da equação caracteristica (2.5) tal
€- ' "

,

_ 9 _. " " '



que Re A = ªD,L'
&? Seja, agora. x(t), t > —r a matriz nxn deffunções

de variação limitada e contínua em t ã direita tal que

“t
D(Xt) = I + S' L(Xs)ds , t 2 O ,

a 0

(2.18) »
e

g 0 se mrs 0 <G ,X()=*º ki se e=0
Vamos agora enunciar o seguinte

Lema 2=1 Se a solução .x = O do sistema linear
EDFN(D,L) ê uniformemente assintoticamente estavel, então e“

la é exponencialmente assintoticamente estável e a matriz SQ

lução X das equações (2.18) satisfaz
(2.19) !xc—c) ! <_ Ice““ , v x < Reºººtªr gta 1 , ti

para constantes K > O, a > O e todo t > O.

O lema acima encontra=se em Hale ÁS; , pãg. 303,

lema 9,1.

)Definição 2.4 : (J eja A um subconjunto aberto de

um espaço métricoº Dizemos que L: A -ª- í>(C,Rn) tem rem

gularidade na medida se para qualquer 8 real existe uma

função escalar Y(Ã,s) contínua para A É A. , sé: R,w' (A,0)
= O tal que se

['.-'>- O .- “.

MMM ; RMMS)! MºLAQ'A, o <$, então,
'. '”f “ ”ª

"B +s
' B+h , _

''1 i m + “tantº)! Me)?- < mmm» !!

1 h + G+ B +h
_

Bªs _,, ,

Se 8 íR e a matriz A(A ;B , L) = n(Ã,&$ fj?
“ VMA, 8)* é não singular em .X = Ao, dizemos"que .L(l), ê

_lO...



atômica em B em Ão” Se ACA; 8, L) é não singular, sobre
um conjunto K à A 9 dizemos que L(A) é atêmice em 8 sobre
K.

gºtinição ZDS Seja & L.QXC e S: 9 “+ R“. Dizemos
que G(t, $) 5 independente de $(0) se xiste um Egkímr,0)e

tal que G(t, $) depende somente dos valores de o(e) da fun-=

ção Ó para ªª [ªr,ej ,

Vamos agora considerar o sistema perturbado

(2.20) ?â?-£Dxt “ Gãt?xt)j = th + Fit,xt)

onde D e L satisfazem (2.2)a [Dxt - GCt,xt)j % atômica em

zero e GCt,xt) independe de ª(º) e P(t, É) e GCt, $) são

lineares em $ .

Então, de acordo Com Hale ÁS) , uma solução de

(2.20), com valor inicial $ , em O, satisfaz a fórmula de

variação das constantes

xt «« XOG(t,xt) = TU)! <b «- xoem, 43) +

(2.21) ft .t ,

+ E“ T(tws)XOE[s,xs)ãs —Í LdST(t05)XOÍG(S'XS)
,

O
&

0 "m

para t ? O ,

onde T(t)[<b — XOG(0,4>H & definido como T(t) — XtG(O, ©)

e T(t)XO = Xt .

As integrais em (2,21) são calculadas para cada
e É [=r,0J como integrais ordinárias no Rn. Também se C

' «'R'C'Ér'.

% decomposto por AA como C = ? (É Q, então a equação (2;&ihk
(Dk equivalente &

...]_]__.



P P .
"..—» º “

Xt —- Xo—-G(t,xt) = Núbiª!) "* XO“G(0, $)] +

“x_i—«-au “'t 't(
.. P“ ;— —

&
-

_. , P ,5 ,.+j b
T(t 53x0 r(s,xs)ds ] &

idSTCt 5310 ]Gáªºãs
(zº223x X

: eO O , O v O -'-( Xt" "“ xomcmo = f(t) [<> “ “ Acªº—(º, Wi '

K
+

O
T(t—5)XOªF(s,xs)ds - .O Ld5T(t—5)XoªjG(s,xz

“ª..

onde os expoentes P e Q designam as projeções das corresponden—

tes funções sobre os subespaços P e Q, respectivamenteº

Devemos observar, entretanto, que na relação (2.22)
P

O ,
..

«tudo está bem definido exceto o significado das projeçoes X

XOQ uma vez que XO não é contínua.º Pode—se obter projeções
levando C sobre P e Q, por meio da equação diferencial adjunta
(2.8) e a forma bilinear (2.9)º Pode—se mostrar que (W , XO) =

W(0),

Portanto, se colocarmos
P : © ? & = º , ?(2.23) Kg (0) , XO XO XO

A fórmula de variação das constantes (2.21) sugere a

possibilidade de uma mudança formal de variável. Contudo pre—

cisamos tomar um certo audaàn pois a nova variável poderá não

ser uma função contínua sobre l—r,0] .

Definição 2.5 Seja PC o espaço das funções
Ó : [wr,0] “* Rn uniformemente contínuas sobre Í—r,0) e

para os quais $(0_) existe”

Tornamos PC um eSpaço de Banach, definindo
1!©H = * © (O) ! -+ sunf % $ (6)! , “r < e <0 )-

_ 12 _



Seja PCG o conjunto fechado em PC definido por

pc ='( & PC ! © (0) = a(ºm) XoGít,© ) E »

Como G(t,<p) independe de ?(G), as aplicações

ºu c ** PCG, “um KOG-(tu?)
(2.24)

H: PC ”+ ª: HW) = ©+Xoºít= ª)

são homeomorfísmos e h.H = H,h & a identidade

De fato
W;) = ª) _ xoect,w)
H.,hob) w -- xega-d)) + XOGÍ t, w— XOGCt, tb)] =

"

poís XO = O em L“T,O), XO(O) = I e Gít, $) não depende
de W (0).,

Analogamente, temos que h,HÚP) = TP
, o que pro-=

va que h.H = H.h = E.

Para cada $ em PCC existe uma única função
4) €.. (: tal que 47

. ªw » KoGítº ªll) txeclnrocamente .

A fórmula de variação &as constantes (2.21), para
as soluções de (2.19), sugere a mudança de variáveis Xt "

— X0G(t,xt) = zt e obtemos assim uma nova equação para zt
em PC. Esta transformação de C para PC é bem definida e

G(t,xt) depende somente dos valores xt(6) para —r< 9«<G .

Portanto GCt,xt) = G(t,zt).

Assim se

zt = )(t — XOG(t,xt)

_ 13 _



ou
.

deãº
zt + XOGCt,zt) = HCt,z“Xt = zt + XOGCt,xt) t)

A equação (2.21) fica

(2.25)

A seguir enunciaremos um resultado que será utili—
zado nas aplicações do capítulo seguinte:

Lema 202

Se u e a são funções contínuas de valores
reais definidas sobre [a, bj , e B >0 ê íntegrãvel so»

bre ía,b] com

“1“.

(2.26) uCt) < a(t) +Ní B(s)u(s)ds, za< t € b,
&

então

t “t “

(2.27) u(t) < Ot (“C) + ( B (s)a(s) íexp( B & )d.T
J a f- ) S

ds,

!!“. (+ IA O”a

se, além disso, ª é não decrescente, então
. ºt(2.28) u(t) < a(t) exp< % B (s)ds>

“ a.< tzª b -

”.a ,]

O lema acima encontraºse em Hale [5] , pág. 15.

_ 14 _



CAPITULO III

COMPORTAMENTO ASSINTÓTICO

Consideremos os sistemas

(3.1)

d — '
_ »(5.2) É? Lnxt « G(t,xt)j - th + P(t,xtj

com D e L como em (2.2), F e G contínuas, lineares em re—

lação à segunda variavel, G não atômica no zero.

Nosso objetivo será, estudar o comportamento de sº
luções de (3.2) quando t ª—m , com hipoteses de que F

e G são "pequenas” quando t ª-“ .

Em primeiro lugar vamos demonstrar um resultado que

írâgããmªâificªr algumas demonstrações mais adiante.

Lema 3.1

A mudança de variável x(t) = e at ÍCt), a,€ R ,

transforma a equação (3,1) na equação

d e -(3.3) É Ext = Ext

aç» = MO) — [nº [õl(5)] eºªº <b (e)(3.4) -

»J “r
"ª



- “o .. f"

(3.5) La = [ [,én(6)[eºªe©(º) "atóm— [ ÍíduceXe“Me?;
« mr x( ! ,

Além disso? se à(k) e ECA) são as funções carac—

terísticas de (3.1) e (SDE), Tesrectívamente, então, “g(k)
= h(a + ».
Prova

Temos que (3,1) & equivalente a

VAO
[

_Á—[xm — [ [ciu(9)[><(t+9)[= [0 [ancmxcvmdt L Jªr _;i "» '

Fazendo a mudança de variável x(t) = e at ã(t) ,

temos:
?
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& _ ªr
at & ' .

, O , _

,
.
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0
à(t) “j [mãe) eªºXCt+e)



O que mostra a primeira parte do Leme.

A segunda parte também é trivial, pois

(,

' f º me “] f“ º - - "&110) = det '? A 1 » g a, (e) e º“ ) ganga)! em
;,

&, * Jªr » » —r
* J

Em = detí mê 1 -— ! 153159) eº *ª”)
..

ª— ª “ª; '
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“O " ' (A+-one
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( +melã
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= det '; (ct-*A) tl ' Í LEME)“ o(aHªNJ
(» , ”T '

fªo . .

er , .

: h (oc +A) ,,

Uma consequência imediata do lema acima é & seguin—

te:
Se aD,L = a , então ªÚ,E = O “

Vamos agora demonstrar um teorema sobre comportameg
to assintótico, que é uma simples generalização do Teorema

9.1, de Hale ( íS) , pág“ 304).

Ieorema Sºl

Suponhamos que D,L: C «» Rn são lineares e con—

tínuas e que a solução nula de EDFN(D,L) 5 uniformemente as—

sintotícemaún estável. Se F,G:[c,m)XC—+ Rn são contínuas
e GCt,Ó) independe de $ (0), suponhamos ainda que
?FCt,<i>)l<. Hull-ó!! ,!Git,çb)í—s «(uniu , com

..17_



4
í YCt)dt<w ,

? «cod/cw ,wtno,uJ

1T(t) > 0 são contínuas, então a solução nula da equação

d [ ,, ' _ ,
“E?“ .

Ext “ GLt,xt)J - LXt + P(t,xt)

ê exponencialmente assintoticamente estável.

Prova

Como no capítulo II, seja

Pºa z ( w €.pc % «;(0) = beOm) " XOG(t, w)?

Vimos que existe um homeomorfismo h: Cªt PCG ,

definido por (2.24) numa vizinhança de a = O É_ C ,

Ú= O & PCG .

Portanto, existem constantes kl > O e kz > 0

tais que, nesta vizinhança, gª = h(©) implica[wg < "kuªl
e !ª! € kzãw! '

Para % equa ão é [A“x » CCt x )] = Ix + É(t x ). (,, , (º É ,_, t 1 , t .
.: t i. «,-t

a fórmula de variação das constantes %

x _ XOGCt,xt) = T(t)[$ — XOGCt,Ó )j +t
(t ,

Ft
+J 0

T(t—s)kOF(s,xs)ds “ ) O
[dSTths)XO]G(s,xS)

Se zt = h(xt) e m = hCÓ), então zt satisfaz a

equação ' t
zt : T(t)w + J

0
T(t—5)XOF(s,hm1(Zs)) “

º
&

nega-suimah «Zs»
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Pelo Lema 2.1 sabemos que
“a “&!XCt)! s Ke t X < Ke t, Va.rtt“l,t—

para algumas constantes K > O, ª > E e toóo t > 0

Logo

, , , t a _!ztí < Mªdi—sªi + f Ke ºª“ S)'Y(S)!Xc!ds +
J 0 º
't -OL(t-'$) !

+ Ke “ nCs)'x :ds
. g 5

"nt
., “E“

,.

!zt! < Keºªt HÁ + ( Ke “(t sDixá ÍyÇs)+w(s)3ds
J O . .

fz ! at < YM“! +
nt Véiª [X '[Y(5) + 11'(SNds

ª t'9 ) 0
l " S'. J

, , . !Como zS — a(xs), entao xs;< kzízsl
K'w

Chamando ? (s) = V'(s) + " (5), então j P(s)ds< &

Temos então que

; i º": < vm + fºi:? “» as rpm ; 515lt 6 x n. ., )5' .sze - .J _ s

Aplicando o Lema ZºZ & deskwmhkúe

: 'Gát ,; | t
[ 065

; zt,e < ngi +
0

kZKF(s)lzsãe ds

onde

uCt) = 'ztÍ eºCt

“ (t) = K

3 (S) = kZKFCS)

temos
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, at , A11% e < Kâwg

onde
(

w

; kçÉF(5)ds
» JG "

K = e

Logo
1 ; ; l ! vv.; : “at? ªXt= < gZ-t: < «>*-«1%ng: e
“2

o que prova o teorema.

Vamos agora enunciar e demonstrar o prinCipal teem

rema deste trabalho, sobre comportamento assintótica da 50“

lução doxnsUmm (3,2), num caso particular.

Teorema 3.2

Consideremos o sistema

dt
Suponhamos que u = aT > a se'a raiz dupla» ª . 3,“ n

de (3.1), suponhamos ainda oue não existam raízes Ã da

equação característica tal que Re A ª Lª .

Além disso, vamos supor que o sistema

(3.2) â.— .“?)xt GCt,xt)] =- th + P(mct)

seja tal que existam funções contínuas YCt) e Tr(t)

tais que F e G satisfaçam

(3.6) ?FWub )! < _mgw emas); <. Tru-wa
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com

(3.7) ( tj Y(t)dt<ªº , í tj "(tmtêºº

._N

) tj yct) « (t)dt<í m , j = o, 1, z .

Sob estas lúâõhàªmyentão existem duas soluções

x1(t) e x2(t) de (3.2) tais que

ahj » ªt,qwmm t+p
-_y.x2(t) t eut , quando t ª'”

Prova

Para simplificar a demonstração, vamos fazer a mu—

dança de variável x(t) = éltã(g . Pelo lema anterior e

sua consequência, 0 ê raíz dupla da equação característica
de

(3.3) -2— Bi = ix
dt

com É e £ dados em (3.4) e (3.5), respectivamente.

Por outro lado, do fato de F e G serem lineares em

º essa mudança de variável transforma (3.2) em

(3-8) —d-— kõãt» (";(tãct)! = Ect + Í=(t,5'<t)
dt

onde:

“Gum = Gcmºa)
D©=M%Ó)
ªcme») = m:, votª-) + uGCt. vºe»)
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vº; [-f,03 “* R é tal que x>o(6) * éuº

É claroque se F e G satisfazem as condições do teo-
n'

rema, F e G também satisfazem.

Mostremos agora que existem duas soluções RICt)
e iz(t) de (3.8) tais que

íl(t) ** 1 e ÍZCt) “* t quando t *<»

Nas condições do Teorema, uma base de soluções cor-
.respondente ao autovalor n = 0 para a equação (3.3) é

(Ó 1ª ), d>2(9)) = (1,9), «1 < e € 0. Podemos tomar W

= col ( w1(T), WZ(T)), O ª'h< r, base para o auto—espa—

ço generalizado da adjunta tal que a matriz (W,©) = (wi, %),
1,5 = 1,2 seja a identidade, teorema (2.2) do capítulo II.

Temos também que

EB
0 1

o(a) = Q (D)e , —1'4 9 s 0 com B =
. “o 0 .

Assim, podemos escrever

(3.9) zt = -© th) + th , onde kt = zt + XOG(t,zt)

com th) = col (VIU), y2(t)) = (*ª, it) =

Bt rt BCt-s): e yço) + É Be w(o3s(s,z5)as +

“.

0
'

f t
+ & eªºª'ª) xy (0)F(s,zS+XOG(s,zs)ds

O
.

então,
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&(t) = BeBty(0) + BW(0)Gct,zt) +

fºi 1:

+ BS BeB(t's) w(0)G(s,zS)ds +
_ 0

(3.10)
+ ?(0)F(t,2t +XOGÍt,Zt)) +

ft B(t—s)+ B ) e W(0)F(s,zs+XoG(s,zs))ds =
« O Í

* By(t) + B?(0)G(t,zt) +w(0)F(t,zt+X0G(t,zt))
e consideremos o sistema

&(t) = Byct) + qu0)6(t,zt) + q'(0)F(t,zt+xoe(t,zt))
"t .. ,

(3_11) 2% = (º l—dST(t-5)ng G(s,zs) +

't
+ &; T(t—s)XgF(s,zs+XoG(s,zs))ds ,

O'

t>0'

Seja u(t) tal que y(t) eBtuCt). Então

(3.12) &(t) = BeBtuCt) + eBtú(t) Bth) + eBt úct)

Comparando as expressões (3,3D e (3.12) para &(t),
obtemos

(3.13) à(t) = e'Bth (0)G(t,zt) + e"Btw (O)F(t,zt)

Integrando de o até t, obtemos

(3.14) u(t) = o(o) + J e"BS B w(0)G(s,zs)ds +

O'

('t -B+ J e s W(0)F(s,zs+XOG(s,zs))ds
"0

Portanto se para alguma constante u(o) encontrar-

..23._



mos & solução zt do sistema

zt = & eBtuCt) + itº
t ii '

;

u(t) = u(or) + í e'BªBw(0)G(s.zg)ds *

o

+ ft e_Bs &
(O)F(s z +X G( j)d. — 5,2

(3.15) Jo 5 o 5 5

At “ »th = & L-dsT(t—5)X$ª G(s,zs) +

'

1:

+ “& T(t—s)Xá2F(s,zs+XoG(s,zs))ds
a

implicará numa solução de (3.11) e portanto de (3.8)

><! t = & eBtuCt) + XOG(t.zt) + zé)

O 1
Desde que B = &

, temos que

!eBtl s t, t > 0

Por hipótese, temos que

fºº . fºº .
& tJ Y(t)dt «» , [ tJ'rr (t)dt <co ,

thy(t)"(t)dt<w ,j=0, 1,2
e pelo lema (2.2) existem constantes K> O e ª > O tais
que

(3.16) u'rcuxoºu ; Keªt, Var-—
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Cousíderemos a classe 5 de funções z(t) definidas
sobre [ a, m), a“? O, tal que

zt = «: eªtuu) 4 23, lu(t) - cl < 6 . !lztºlls B .

para t 2 o onde a . B ; o 556 codáfantes a serem

determinadas depois.

Para qualquer 2 em S, consideremos & aplicação Tz

definida por

íi/(Tz)t = º eBt f(t) “+ "z'tQ .

! í(t) = c — í e'BSB'P(0)G(s,zs)ds —

' 1:

(3.17)) I..”
- ' e'ªª W(0)F(s,gs+XoG(s,zs))dst

Í't

É

_ 't
( th = J -dsT(t—s)XOQ G(s,zs) +

C

'x + ) T(t—s)XoQF(s,z5+XoG(s,zs))ds,
º

t? º

Para qualquer 2 em S, as funções ECt). ítQ são

majoradas por

HthH < kk í
- U

t eªºªº's) «(s) ísdcl +61 + B] +

+ kK ít e'ªaªª) Y(5)í5(1c1+5)+ 55 +

O

+ a(s) [sz(|cl + 6) + SSJ] ds

(3.185 ! í(t)-c! $ k .]
» “(s) [SZC !c |+ 6) + s a] ds +

. t & .

+ k J Y(s)í sz(ÍcÍ + 6) + 5 5 +

t
+ “($) Ísz(|cl + 6) + 53 *ds

_ 25 -



A hipótese (3.7) nos permite escolher o suficien-
temente grande tal que !í(t) — clã 6 , lítQI< & para
t? o' .

Assim, T aplica S em S e além disso é uma contração
e é contínua. Portanto T tem um único ponto fixo, digamos z,
em S.

De (3.7), (3.17) e (3.18), seque que u(t) ** c,
th ** 0 quanto tª+ ”

A última relação segue por causa de (3.7) e porque

oª>0.
Se u = col (u1,u2), c = col (c1,c2), vamos moetrar

que t|u2(t) — cz
] + 0 quanto tªºº .

De fato, desde que

u(t) = c - J e'BSB ? (0)G(s,zs)ds +

t
(t -

+ & e'BS V(O)F(s,zs+X0G(s,zs])ds,

.

u1(t) 'ºl ” ' 2(0): - J & G(S,'Zs)ds '
t º

.,

( f'w1(0)—sw2(0)—
“ » P(s,zs+XOG(s,zs))dsJt' lPgtº) )

o que implica que

- 2 6 _



u1(t) = c1 — St w2(O)G(s,zS)ds -

— L (42103) - s ú2(0))F(s.zs+XºG(s,zSDds

u2(t) = CZ “ gt w2(0)F(s,zs+XOG(s,zs))ds

' (X)

luz(t) — czls gt ] w2(0)F(s,zs+XoG(s,zS))Í ds

s k (3641.5111! +uzsºu + «(snlzsuj as

Como u(t) e th são limitadas e vale (3.7) im-

plica que t|u2(t) - czl —+ 0 quando t ª-w .

Ecúaxo,;xús

IAtluz“) ' CZ, K gt t “S)Eslul + “23“ + "(s)”z “ Í ds; s &

g K Jt S y(5)iisluâ + HZSQu-l—TT (5) “ZS“; dS

Do fato de uCt) e th serem limitadas e valer (3.7)
então t|u2(t) — cz! -+ 0 quando t ª'w

Analogamente verifica—se que

lu1(t) - cl! -+ 0 quando tª+ “

Isto implica que é eBt ªuCt) - c] ** 0 quando

t ***” para todo vetor constante c. Desde que th “* 0 e

XOG(t,zt) “* 0 quandp t **ª , temos que

zt + XOG(t,zt) — ? eBtc ** 0 quando t “*ª” . Como

i = zt + XOG(t,zt), então it - © eBtc ** 0 quando t ª'“ .t
_27_



Se tomarmos constantes

(à) º (3)
as soluções de (3.8) obtidas são ã1(t) e i2(t) com

ã1(t) "* 1 e í2(t) —+ t quando tª' eº .

Pela mudança de variável efetuada, tínhamos que
U ..x(t) = e tx(t)

Portanto, existem duas soluções x1(t) e x2(t) de

(3.2) tais que

X1(t) = euti1(t) —+ eut quando t*ª' ”

xZCt) x2(t) ** têlt quando t ”* ”N (D

Assim o teorema fica provado.

OBSERVAÇÃO

A hipótese do teorema de supor que “ seja raiz
dupla real, que u = ªD L e que não exista raizes Ã da

equação característica tal que Re Ã u ; apesar de ser
bastante restritiva, em alguns casos é satisfeita como mos—

tra o exemplo abaixo.

Sejam

nº = ©(0)- —%—$(«1)

Lc; = + que) - _â- cpm)

e consideremos o sistema
x4.l'

zª: (xm- ºwn-n' = +“) —-%—xct--u
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cuja equação característica é

-X -Ah(X)= x(1—+e )——%—+—â—e

é claro que h(0) = h'(0) = 0. Portanto zero 5 raíz dupla
de ha) = 0.

Vamos mostrar que não existe raíz imaginária pura ,

isto é., vamos mostrar que a equação h(ai) = O, a (5, R - f O]

não tem solução.

De fato:

h(ªí)=ªí$1-—%—(cosª-í-senu ), __%_ +

+-—ã—— (cosa — í sena')

h(ª i) = 0 ————ª
...—._..l.

ªí !“ - cosa) + ísenºll+ (cosª - 1) - ísena = 0

[cos o. — 1 — o seno] + i [(Z—cosa ) o A- sena] = 0

= oÍco'sa—l— oseno
ll C-] (Z-cosa ) a — sen a

&,

Mas a segunda equação não tem solução para ou real
desde que

(2-cosª)ª>0£ ; a>0
(Z'COSCL)(X$OL ? oz<º

e sena<a para a>0
Sen a .> a para ºtª-0“
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Mostremoá agora que hu) = 0 não possui raiz
daforma A=u+iv com u>0 .

De fato:
Suponhamos h(u + iv) = 0, u > O

h(u + iv) = 0 QºS-==?

1 1 -(u+iv) .
— e —(u+1v)

11 + iv “= 7 7 = 1 ' e
. ª

1 _ 1 e- (u+ív) Z _ e" (u+ív)
'2'

u + iv : (1 - e'ucosv) + i e'u sen v =

(2 - e'ucos v) + i e'u sen v

= _(eu- cosv) + isenv
(Zeu - cos v) + i sen v

“eu — cos v) + i sen vj [(Zeu — cos v) — 1 seu vª]
_u + iv = ' ' “_;

(2 eu - cos v)2 + sen2 v

zezu—Seucosv +1 eusenv
1.1 + iv = + i ————-—-——-—-—-————-—-— (.=?)

4 ezu -— 4 eu cos v + 1 492“ — 4eucos v + 1

, u : Zezª—Seucosv +1
J 4e2u-4eucosv+1

U ..);“—___e —- z
&, _ >

v = e“ sen v
4e2u-4eucosv +1

..30-



.
2

_
.

ln z
Zz 3 z cos V thll
422 — 4 z cos v + 1

.

v = zsenxr
k.. 4 zz—>4zcoswr + 1

A segunda equação não tem solução para v = “ + k",
k # —1, e, para v # « + kw ela é equivalente a:

(*) —-————V = z

senv 242 — 4 z cos v + 1

O segundo membro dessa equação atinge seu mãxímo

quando 2 = —%— e como 2 = eu > 1

Z $ ].

4z2 - 4 z cos v + 1 S — 4 cos v

Por outro lado V Í > 1 v f “ + kW

salv '

e cmmn -; 5 1, a equação (') não tem solução.
5 —11c05'v .
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