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RESUMO

ANTAS, M. S. R. Subvariedades com curvatura de Moebius constante e fibrado normal
plano. 2023. 88 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matemdtica) — Instituto de Ci€ncias
Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

Nesta tese, classificamos as subvariedades f: M" - R""? n>5ep=2oun>6¢e2p<n,
que possuem curvatura de Moebius constante e fibrado normal plano. Também classificamos as
subvariedades f : M" — R"*? n—3 > p > 1, conformemente Euclidianas e isoparamétricas de

Moebius.

Palavras-chave: geometria de Moebius, métrica de Moebius, subvariedades com curvatura
de Moebius constante, subvariedades isoparamétricas de Moebius, forma de Moebius fechada,

subvariedades com fibrado normal plano, subvariedades conformemente Euclidianas.






ABSTRACT

ANTAS, M. S. R. Submanifolds with constant Moebius curvature and flat normal bundle.
2023. 88 p. Tese (Doutorado em Ciéncias — Matemadtica) — Instituto de Ciéncias Matematicas e
de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2023.

In this thesis, we classify submanifolds f: M" — R"*?, n>5and p=2orn> 6 and 2p < n,
with constant Moebius curvature and flat normal bundle. We also classify the class of conformally

flat submanifolds f : M" — R"*? n—3 > p > 1, which are Moebius isoparametric.

Keywords: Moebius geometry, Moebius metric, submanifolds with constant Moebius curvature,
Moebius isoparametric submanifolds, closed Moebius form, submanifolds with flat normal

bundle, conformally flat submanifolds.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Os resultados desta tese se inserem na chamada Geometria de Moebius, na qual as
propriedades de interesse sdo aquelas invariantes pelas transformacoes de Moebius, ou seja, as

transformacdes conformes do espago Euclidiano.

Em um artigo seminal, Wang introduziu em (WANG, 1998) um conjunto completo de
invariantes por transformacdes de Moebius. Um de tais invariantes é a chamada métrica de

Moebius associada a uma imersdo f : M" — R"P n > 2, sem pontos umbilicos, definida por

em que p := \/#(Haﬂ 2 —n||2#£7||?), ||o/|| denota a norma da segunda forma fundamental
de f e s/ é o campo curvatura média de f. Veja a Proposicio 2.13 para uma demonstragio de

que tal métrica € invariante por transformagdes conformes de R" 7,

Outro importante invariante por transformacgdes conformes de R"*7 associado a uma
imersdo f : M" — R"TP, n > 2, sem pontos umbilicos, € a chamada segunda forma fundamental
de Moebius B = B/ : X(M) x X(M) — T'(NyM), definida por

ﬁ(va) = p(OC(X,Y) - <X7Y>%f)7
cujo operador de forma de Moebius associado em relagdo a § € I'(NyM) é dado por

Bl :=p ' (Ag — (A7, £)Id) : X(M) — X(M).

Duas imersdes isométricas f, g : M" — R""*P sdo ditas conformemente congruentes se
existe uma transformac@o conforme 7 : R"*7 — R"*? tal que g = 7o f. Um fato crucial mostrado
em (WANG, 1998) foi o seguinte:

Teorema 1.1 (WANG, 1998)). Duas hipersuperficies f,g : M" — R"*1 n > 2, sem pontos

umbilicos, sdo conformemente congruentes se e somente se as métricas de Moebius determinadas
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por f e g coincidem e os operadores de forma de Moebius Bﬁ e be(N) de f e g coincidem em
cada x € M", em que N € NyM é um campo normal unitdrio a f e ¢ : NeM — NgM é uma das

duas possiveis isometrias entre os fibrados normais a f e g.

Além da métrica de Moebius e da segunda forma fundamental de Moebius, Wang
introduziu ainda outros importantes invariantes de Moebius: a forma de Moebius € o tensor de
Blaschke, que serdo definidos no Capitulo 2. Uma versido do teorema anterior para imersoes

f: M" — R""P sem pontos umbilicos e codimensao arbitraria estd enunciada no Teorema 2.6.

O trabalho de Wang motivou diversos autores a estudar imersdes f : M" — R"7 sem
pontos umbilicos cujos invariantes associados possuem estruturas simples ou t€ém propriedades
particulares relevantes. Por exemplo, sugerimos ao leitor consultar (LI; WANG, 2003), (RODRI-
GUES; TENENBLAT, 2009), (HU; ZHALIL, 2011), (LI; GUO, 2015), (GUO; LI; WANG, 2015),
(LI; QING; WANG, 2017), (HU; ZHALI, 2018) e (LIN; GUO, 2018).

Dizemos que uma imersdo f : M" — R""? sem pontos umbilicos possui curvatura de
Moebius constante se (M",(,)*) possui curvatura seccional constante. A classificagio local
das hipersuperficies f : M" — R"! n > 4, que possuem curvatura de Moebius constante foi
obtida originalmente em (GUO et al., 2012), mas uma prova alternativa deste resultado pode
ser encontrada em (LI; MA; WANG, 2014). O ponto de partida para se obter tal classificacao
¢ o fato de que toda subvariedade com curvatura de Moebius constante ¢ conformemente
Euclidiana. Lembramos que uma variedade Riemanniana (M", g) € conformemente Euclidiana
se todo ponto de M" possui uma vizinhanca aberta que é conforme a um subconjunto aberto
do espaco Euclidiano R". Em particular, por um resultado devido a Cartan (CARTAN, 1917),
uma hipersuperficie f : M" — Rl comn >4, sem pontos umbilicos, deve ter uma curvatura
principal A de multiplicidade n — 1. Nio é dificil mostrar entdo que a forma de Moebius de uma

tal hipersuperficie deve ser fechada.

Esses fatos permitiram aos autores, usando o método do referencial mével, reduzir o
problema a mostrar que qualquer hipersuperficie conformemente Euclidiana cuja forma de
Moebius € fechada deve ser localmente conformemente congruente a um cilindro, a um cone ou
a uma hipersuperficie de rotagdo sobre uma curva y: 1 — @3, em que @3 padroniza os espagos

formas de curvatura seccional constante ¢, com ¢ =0, 1 ou —1, respectivamente.

Nesta tese damos inicio 2 investigagio das imersdes f : M" — R""7, sem pontos umbi-
licos e com codimensao arbitraria, cuja curvatura de Moebius € constante. Como o caso geral
mostrou-se bastante complexo, iniciamos tal estudo sob a hipdtese adicional de que f tem fibrado

normal plano.

Em nosso principal resultado, classificamos as imersdes isométricas f : M" — R"TP,
comn>5ep=2,0oun>6e2p<n,que possuem curvatura de Moebius constante e fibrado
normal plano. Veja o Teorema 4.1 para o enunciado preciso. Como caso particular, estendemos e

obtivemos uma demonstracdo substancialmente mais simples daquela obtida em (GUO et al.,
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2012) e (LI; MA; WANG, 2014) para o caso de hipersuperficies.

Para a demonstracao do teorema, fazemos novamente uso do fato de que uma subvarie-
dade com curvatura de Moebius constante é conformemente Euclidiana, a partir do qual podemos
lancar mao da extensdo, obtida por Moore em (MOORE, 1977), do Teorema de Cartan mencio-
nando anteriormente, a qual afirma que uma imersdo isométrica f : M"* — R"™P . n -3 > p > 1,
de uma variedade Riemanniana conformemente Euclidiana, admite sempre um campo normal
principal com multiplicidade maior do que ou igual a n — p. Em seguida, mostramos que a
forma de Moebius de uma subvariedade com curvatura de Moebius constante e fibrado normal
plano é fechada, e conseguimos obter expressdes para os invariantes de Moebius das subvarie-
dades f: M" — R""P n—3 > p > 1, as quais sdo essenciais para os argumentos utilizados na

demonstragao do teorema.

Uma hipersuperficie f : M" — R"*! & isoparamétrica de Moebius se a forma de Moebius
de f se anula em M" e os autovalores do operador de forma de Moebius By de f sdo funcdes
constantes em M". Este conceito foi introduzido em (LI; LIU; WANG, 2002), onde se mostrou
que, se f possui duas curvaturas principais distintas A e i, entdo os autovalores de By, A =
p~'(A—H)ef:=p '(u—H), sio funcdes constantes. Em particular, sob essas hipéteses,
f € uma hipersuperficie isoparamétrica de Moebius se e somente se € uma hipersuperficie
de Dupin, ou seja, A e p sdo constantes ao longo das folhas das auto-distribuicoes Ej e Ej,.
Logo, se f é uma hipersuperficie de Dupin com duas curvaturas principais distintas, entdo f é
uma hipersurperficie isoparamétrica de Moebius. Assim, a classificagdo das hipersuperficies
isoparamétricas de Moebius com duas curvaturas principais distintas obtida em (LI; LIU; WANG,
2002) pode ser vista como uma versao local da classificacdo das hipersuperficies de Dupin com
duas curvaturas principais distintas obtida em (CECIL; RYAN, 1985).

No capitulo 5, introduzimos a defini¢do de subvariedades isoparamétricas de Moebius f :
M" — R™P com codimensdo p > 1, e classificamos aquelas para as quais M" é conformemente
Euclidiana e p < n— 3, em particular aquelas que admitem apenas dois campos normais principais
distintos, generalizando o resultado obtido em (LI; LIU; WANG, 2002).

Os capitulos desta tese estao organizados do seguinte modo. Primeiro, no Capitulo 2
relembramos alguns resultados sobre subvariedades conformemente Euclidianas e apresentamos
os invariantes de Moebius das subvariedades Euclidianas. No Capitulo 3, obtemos os invariantes
de Moebius de uma subvariedade conformemente Euclidiana com fibrado normal plano e forma
de Moebius fechada, os quais sdo essenciais nas demonstragdes dos resultados principais da
tese. No capitulo 4, apresentamos uma demonstracdo do resultado central desta tese, a saber,
a classificacdo local das imersdes isométricas com curvatura de Moebius constante e fibrado
normal plano. Por fim, no Capitulo 5 classificamos as subvariedades conformemente Euclidianas

e isoparamétricas de Moebius.
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CAPITULO

PRELIMINARES

O objetivo deste capitulo € introduzir os fatos e conceitos necessdrios para se entender
os resultados dos capitulos seguintes, que constituem a parte central desta tese. A teoria aqui
exposta € conhecida na literatura como a Teoria das subvariedades, e a referéncia principal sobre
o assunto usada neste capitulo serd (DAJCZER; TOJEIRO, 2019). Entretanto, faremos men¢des

aos autores que obtiveram resultados relevantes de interesse para esse trabalho.

2.1 A segunda forma fundamental de uma imersao iso-
métrica

Uma aplicacio diferencidvel f : M" — M™ entre variedades diferencidveis de dimensdes
n e m é dita ser uma imersdo se a diferencial f,(x) : M — Tf(x)ZVI € injetiva para qualquer
x € M". Logo, necessariamente, n < m, € o nimero m —n é chamado a codimensdo de f. E usual
dizer que f, ou f(M™), é uma subvariedade de M™.

Uma imersdo f : M" — M™ entre variedades Riemannianas com métricas (, )pr e (, )7 €

dita ser uma imersdo isométrica se

XY ) = (fe(O)X, ()Y )37, 2.1
para quaisquer x e M" e X,Y € T\M.

Se f: M" — M™ é uma imersdo e M™ é munida com uma métrica Riemanniana {, )7,
entdo podemos definir uma métrica (, )  em M" por (2.1). A métrica (, ) r é chamada de métrica

induzida por f e, munindo-se M" com tal métrica, entdo f torna-se uma imersao isométrica.

Seja f : M™ — M™ uma imersdo isométrica. Lembramos que o fibrado vetorial induzido
por f sobre M" é definido por

f*TMm = U {x} X Tf(x)M = {(X,X) e M" x Tf(x)M : f(x) = 7[()2)},
xeM
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em que 7 : TM — M™ é a projecio candnica dada por 7(g,v) = g para quaisquer g € M™ e
AS TqM .

Notacao 2.1. Seja U um subconjunto aberto de uma variedade diferencidvel M.

i. Denotaremos por X(U) o conjunto dos campos vetoriais diferencidveis em U.

ii. Denotaremos por I'(U,E) o conjunto das sec¢des diferencidveis em U de um fibrado

vetorial w : E — M. Quando U = M, escreveremos I'(E).

A conexdo de Levi-Civita V de M induz uma tnica conexio /V em f* TM, chamada a
conexdo induzida, definida por
Nx(Zof) =V xZ

para quaisquer X € X(M) e Z € X(M). A partir daqui, sempre identificaremos /V com V.

O complemento ortogonal de f.7,M em Tf(x)M € chamado o espaco normal de f em x e
¢ denotado por NyM(x). O fibrado normal NyM de f € o subfibrado vetorial de f* TM cuja fibra
emx € M" é NeM(x).

Considerando a decomposi¢ao ortogonal
f'TM = f,TM&NM,

temos
VxfY = (VxfY)" + (Ve fY)5
para quaisquer X,Y € X(M).
A aplicagdo a/ : X(M) x X(M) — I'(NsM) definida por
of (X,Y) = (Vxf.¥)t (2.2)

é chamada a segunda forma fundamental de f. Decorre da definicdo de conexdo que o é
C>(M)-bilinear, e portanto o valor de &/ (X,Y) em x € M" depende apenas dos valores de X e Y

em x. Tomando a componente normal em
Vx .Y = Vy X = £i[X,Y],
em que [X,Y] é o colchete de Lie de X e Y, obtemos
o (X, Y)=0a/(Y,X) VX, YeXM).

Definindo
VxY =1 (Vx V)T VXY € X(M), (2.3)

obtemos que V €é uma conexao compativel com a métrica de M" e simétrica, logo do Teorema de

Levi-Civita decorre que V € a conexao Riemanniana de M".
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As equacdes (2.2) e (2.3) produzem a conhecida férmula de Gauss

Vxfi¥ = f.VxY +a(X,Y). (2.4)

O operador de forma de f com respeito a & € I'(NyM) é o operador auto-adjunto
Ag : TM — TM dado por

(AeX)Y)r=(a(X,Y),E] VX,YeETM.

Observe que
(VxE.fu¥) = —(&.Vx fY)
= —<€,O€f(X,Y);
= —{AeX.Y) 7,

para quaisquer X, Y € X(M) e £ € I'(NyM). Portanto
(Vx&)" = —fuAeX.

A componente normal
V& = (Vx&)*

define uma conexio compativel com a métrica (, ) em NyM, denominada a conexdo normal de

f- Portanto, temos a conhecida formula de Weingarten

Vx& = —fiAeX + VxE. (2.5)

A seguinte proposi¢ao é uma simples interpretacao da segunda forma fundamental o de
uma imersdo isométrica f, que mostra que & mede o quanto as geodésicas em M deixam de ser

geodésicas em N.

Proposicao 2.1. Se y: 1 — M é uma geodésica e f: M — N é uma imersdo isométrica, entdo
ol (v,v) = (fo1)"(0),

em que Y(0) =pe Y (0) =

Demonstracdo. Existe um campo vetorial X € X(U), com U um subconjunto aberto de M, tal

que Xoy="7.

Note que

(VxX)oy=VxoyX =VyX =V, 4 X ="V Xoy="V,7:=7"

*dt

Logo

(for)":==IVa(foy)=(VxfiX)oy=(£VxX+a/ (X,X))oy=0al(V,Y).

Entio o/ (v,v) = (foy)"(0). O

d
dt
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Finalizamos esta secdo relembrando as equacdes de compatibilidade de uma imersao
isométrica f : M" — M™, em que M" denota uma variedade Riemanniana com curvatura seccio-
nal constante c. Sejam X,Y,Z,W € X(M) e &, € [(NyM), e denote por R e R os tensores de

curvatura de TM e NyM, respectivamente,

R(X,Y)Z - VXVYZ - VYVXZ - V[X,Y]Z7
RE(X,Y)E =VxVy& —VyVx§ —Vig &

Equacao de Gauss

(R(X,Y)Z,W) = (X NY)Z,W) + (a(X,W), (Y, Z)) — (a(X,Z), (Y, W),

para A definido por (X AY)Z = (Y,Z)X — (X,Z)Y.

Equacao de Codazzi

(Vxa)(Y,Z) = (Vya)(X,2),
sendo (Vy)(Y,Z) = Vya(Y,Z) — a(VxY,Z) — a(Y,VxZ).

Equacio de Ricci

<RL(X7Y)§7TI> - <[A§=AW]X7Y>7

em que [Ag,Ay] =Ag oAy —ApoAs.

2.2 Normais principais e subvariedades com fibrado nor-

mal plano

Os resultados desta secdo sdo baseados em (RECKZIEGEL, 1976), cujas demonstragdes

serdo incluidas apenas por simplicidade e completeza da exposi¢ao.

Um vetor normal 11 € NyM(x) é dito ser um vetor normal principal de uma imersao

isométrica f : M" — M™ em x € M" com multiplicidade s, se o subespaco vetorial definido por
En(x)={Xe€TM:a/(X,Y)=(X,Y)n VY € .M}

possui dimensao s > 0.

Um campo vetorial normal n € I'(NyM) é chamado um campo normal principal de f

com multiplicidade s, se dim Ey(x) = s para todo x € M".

Proposicio 2.2. Se f : M" — M™ é uma imersdo isométrica com um campo normal principal 1

de multiplicidade s, entdo a distribuicdo
x = Ep(x)

é diferencidvel.
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Demonstragcdo. Observamos que

1
Eq(x) =span{AgX : X € .M e § € NyM(x)}.
Fixemos xyp € M". Como dimEy(xp) = s, entdo existem vetores Xi,...X,_s € Ty,M e
iy 85 € NyM(xo) tais que
Eﬁ(xo) =span{AgX;: 1 <i<n-—s}.
Considerando extensdes diferencidveis de (X;,&;) em uma vizinhanga de xo para 1 <i <
n — s, decorre do fato de que a independéncia linear de um conjunto de vetores é preservada por

extensdes continuas, que
{AéiX,- 1<i<n-—s}

permanece linearmente independente em uma vizinhanga de xp.

Como x( é um ponto arbitrario de M", segue que a distribuicdo E;-, e portanto Ey, sdo
diferencidveis em M". O

Equivalentemente,

Ep(x)= ()] ker(Ay— (u,n)Id). (2.6)
/JENfM(x)

7z

Em particular, se f: M" — M™"! é uma hipersuperficie e N € NsM(x) é um vetor
normal unitdrio em x, entdo 1 = AN € um vetor normal principal de f em x se e somente se A
¢ uma curvatura principal de f em x. Assim, o conceito de campos normais principais € uma
generalizacdo natural para subvariedades de codimensdo maior do que 1 da nogdo de curvaturas

principais de hipersuperficies.

Observamos que se um vetor normal principal 1) de f em x é trivial, isto €, n = 0, entdo
En(x):=Ax)={X€TM:a/(X,Y)=0, VY €cT,M}

¢ chamado o subespaco de nulidade relativa de f em x € M" e v(x) = dimA(x) é o indice de

nulidade relativa de f em x.

Definicao 2.1. Uma distribui¢do diferencidvel E em uma variedade Riemanniana M € dita
ser totalmente geodésica se V1S € I'(E) para quaisquer 7,S € T'(E), em que V é a conexdo
Riemanniana de M.

Logo, decorre da simetria da conexdo, que se E € uma distribui¢c@o totalmente geodésica
em M, entao
[T,S]|=VrS—VsT €I'(E), VT,Se€T(E).

Portanto, E é uma distribuicao involutiva, donde temos que E & integravel.
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E usual chamar as subvariedades integraveis de uma distribuicio integravel D C TM de
folhas de D.

Afirmacao 2.1. Se E € uma distribuicao totalmente geodésica em M, entdo as folhas de E sdo

subvariedades totalmente geodésicas de M.

Demonstragdo. Seja p € M e N uma subvariedade de M contendo p tal que T,N = E, para todo
g € N.Logo, se T,S € I'(TN) entdo

o™ (T,8) = (V78)pp. =0,
pois V7S € I'(TN). O

Definicdo 2.2. Uma distribui¢do diferencidvel £ em uma variedade Riemanniana M é chamada
umbilica se existe § € T(E™) tal que

(VrS)pL =(T.,S5)6,

para quaisquer 7,S € I'(E). O campo é é chamado de campo curvatura média de E. Em

particular, se 6 =0 em M entdo E é uma distribui¢do totalmente geodésica.

Proposicao 2.3. Uma distribui¢do E de posto k é umbilica se e somente se VS € I'(E) para
quaisquer T,S € I'(E) tais que (T,S) = 0.

Demonstracdo. Sejam T,S € E ortonormais. Entio, tomando a componente em E- de
Vris(T—8)=VyT —VsS—|[T,S],
obtemos
Defina
6= (VrT)gr = (VsS)ge.

Observemos que (X,Y) € EXE A (VxY)g. € um tensor simétrico. De fato, das propri-
edades da conexio, segue @ é C*(M)-bilinear. Seja p € M e considere {ej,...,e;} uma base

ortonormal de E),. Entdo

p(eisej) = (Veej)pr = (VxXj)pr(p) = 0= (Vx;Xi)pL(p) = @(ej,ei),
em que X;,X; sdo extensdes ortogonais de e;,e; em E.

Logo
O(T,8)(p) = (Y fier. Y gje;) = Y figj@(eie) = ) figid(p) = (T, $)8(p),

para quaisquer 7,5 € E.

Portanto, E é uma distribui¢do umbilica com campo curvatura média J. ]
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Observe que, se E € uma distribui¢cdo umbilica, entdo
(VS — VT, X) = (T,8)(8,X) — (S, T)(5,X) =0,
para quaisquer 7,8 € I'(E) e X € T'(E*), ou seja, E é integravel.

Afirmacao 2.2. Se E é uma distribui¢cdo umbilica em M, entdo as folhas de E sdo subvariedades

umbilicas de M.

Demonstragdo. Seja N uma subvariedade de M tal que TyN = E, para todo ¢ € N. Entdo, se
T,S € T'(TN) temos

OCN(T,S) = (VTS)TNL = (VTS)EL = <T,S>5‘N.
Portanto, N é uma subvariedade umbilica de M cujo campo curvatura média é |y . [

Definicdo 2.3. Uma distribui¢io umbilica E com campo curvatura média § € I'(E+) é dita ser
esférica se

(Vr&)pL =0,

paratodo T € I'(E).

Em particular, se E é uma distribui¢do esférica com campo curvatura média 8, entdo as
folhas de E sdo subvariedades umbilicas de M cujo campo curvatura média .7 = § € paralelo

na conexao normal. Estas folhas sdo chamadas de esferas extrinsecas.

Definiciio 2.4. Um campo normal principal 1 € I'(NyM) é dito ser um campo normal principal

de Dupin se 1 € paralelo na conexdo normal de f ao longo de Ejy, isto €,
Vyn =0,
para todo X € Ej.

Denotamos por Q7 o espaco Euclidiano R” se ¢ = 0, a esfera S!" se ¢ > 0 ou o espaco
hiperbdlico H" se ¢ < 0.

Proposicao 2.4. Seja f: M" — QI uma imersdo isométrica com um campo normal principal N

de multiplicidade q > 0. Entdo as seguintes afirmagoes sdo satisfeitas:

1. Se g > 2, entdo n é um campo normal principal de Dupin.

2. Se o campo normal principal M é de Dupin entdo Ey é uma distribui¢do umbilica.

Demonstragdo. Escrevan = A{, em que { € I'(NyM) possui norma unitdria.
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E conveniente observar que a equacdo de Codazzi de uma imersao isométrica arbitraria
f:M" — M™ é equivalente a

(VxA)(Y,6) = (VrA)(X, &),
em que
(VXA)(Y,E) = VxAgY —AsVxY —Ag..Y,
para quaisquer X, Y € X(M) e § e T'(NsM).

Como ¢ > 2, sejam S,T € I'(Ey, ) ortogonais com ||S|| = 1. Entéo, o produto interno da
equacdo de Codazzi de f para (S,7,¢) com S implica T(A) = 0, enquanto o produto interno
da equagiio de Codazzi de f para a terna (S, T, i) com S, em que {u, ) = 0, implica V+¢ = 0.

Portanto, 1 € um campo normal principal de Dupin.

De acordo com a Proposi¢do 2.3, para provar o item 2 € suficiente mostrar que
VsT € T'(Ep),

para quaisquer 7, S € I'(Ey) com (T, S) = 0. De fato, fazendo o produto interno da equacdo de
Codazzi de f para (T,X,() com S, para T,S € I'(Eyy) e X € X(M) com (T,S) = 0, obtemos

AcVTS=AVrS.

Por outro lado, fazendo o produto interno da equagdo de Codazzi de f para (T,X,&) com S, para

¢ € I'(NyM) ortogonal a 17, obtemos
AeVrS=0.

Portanto, de (2.6) temos que V7S € I'(Ey). O

Dizemos que uma imersio isométrica f : M" — M™ possui fibrado normal plano em
x € M" se R+(x) =0. Se R+ =0 em M", entio dizemos que f é uma imersdo isométrica com

fibrado normal plano.
Seja f : M" — M™ uma imersdo isométrica com fibrado normal plano. Decorre da
equacgdo de Ricci de f que
R' =0 [Ay,Ag] =0,
para quaisquer &, 1 € I'(NyM). Isso é equivalente a dizer que, para cada x € M”", existe uma base
ortonormal X1, ..., X, de T,M tal que

of (X;, X)) =0, 1<i#j<n.
Logo, em cada x € M" tal que R*(x) = 0, temos uma decomposi¢do ortogonal de T.M

como
XM =E|(x)®...®Es(x),
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em que, para cada & € NyM(x), existem nimeros reais 4;(§), 1 <i <s=s(x), tais que

Al = Mi(6)d
e as aplicagoes & — A4;(&) sdo duas a duas distintas. Como o lado esquerdo da equagéo anterior
é linear em &, segue que as aplica¢des & — A;(&) sdo lineares, e entdo existem vetores 1;(x) €

N¢M (x) unicamente determinados, tais que
Ai(8) = (Mix),§) 1<i<s.

Portanto,
Ei(x)=En(x)= [ ker(Ag— (&, mi(x))Id).
EENFM (x)

Isto mostra que 1;(x) sdo vetores normais principais de f em x.

A segunda forma fundamental de f admite a seguinte forma
@/ = (5. )ni0)
im
em que 7; := 7g, : oM — E;(x) € a projecao ortogonal.
Um referencial ortonormal {Xj,...,X,} de T,M tal que
o (Xi,X;) = 81
€ chamado de referencial principal de f.

A equacgdo de Gauss de f € dada por

N

RX,Y)="Y (c+(mix),nj(x)))mX Am;Y, (2.7)
i,j=1

para quaisquer X,Y € T,M. Em particular, a curvatura seccional de f em x € M" ao longo do
subespago bidimensional 6 = span{X,Y} é
c+(Mi(x),Mj(x))  se X €Ei(x)eY € Ej(x),

K(o) = (2.8)
2
¢+ [[mi(x)]| se X,Y € Ei(x).

Uma imersdo isométrica f : M" — M™ com fibrado normal plano é dita ser prépria
se s(x) =k € {1,...,n} para todo x € M", ou seja, f possui um nimero constante de campos
normais principais distintos. Neste caso, os campos normais x € M" — 1n;(x) e as distribui¢des
x €M — Ey, (x), 1 <i <k, sdo diferencidveis. Portanto, 1;, 1 < i < k, sdo campos normais

principais de f.

No caso em que f é propria, a equacdo de Codazzi de f € equivalente a

Vini=0 YT €Ey, sedimEy, >2, (2.9)
(X}, Y)) V) = (Vx, Y5, X (1= 1), (2.10)
(Vi X3 X1) (i =) = (Vx. X5, X0) (0 — ), @.11)

e X; € T(Ey,). X}.Y; € T(En,) e Xy € T(En) para 1 <i# j#1#i <k
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Proposicao 2.5. Seja g : M!! — Q' uma imersdo isométrica com fibrado normal plano e v& =0
em M. Entdo f admite exatamente n campos normais principais ndo nulos e distintos 11, ..., My

tais que (N;,M;j) =0se 1 <i# j<n.

Além disso, existe, localmente, um sistema de coordenadas (uy,...,u,) de um aberto U

de M" e fungoes positivas A; € C*(U) tais que
d/ou; = A X;,

em que {X;}!_| € o referencial principal de g.

Demonstragdo. O espago tangente T,M decompdem-se ortogonalmente como
TM =Ep (x)®...®En,(x),
em que 1p,..., Ny s30 0s vetores normais principais de g em x e s = s(x).
Se algum 7;(x) possui dimensao maior do que 2, a equacdo de Gauss de g,
c=K(X,¥) =c+|[m)|P X.Y € En ),

mostra que 1;(x) deve ser necessariamente 0, o que contradiz o fato de que v8(x) = 0. Portanto,
dimEy,(x) = 1 paratodo 1 <i <s, ou seja, s(x) = n para todo x € M".

Aplicando novamente a equacdo de Gauss de g,
c=KX,Y)=c+(ni(x),n;j(x)) X€En(x) e Y€EEn(x)
com 1 <i# j<n,obtemos (n;(x),n;(x)) =0.

Escreva, entdo, n; = A;§;, em que {;}?_, forma um subconjunto ortonormal de I'(N,M)
e A; sdo fungGes positivas em M".
A equacdo de Codazzi, aplicada ao referencial principal {X;}" , de g, produz
Vi, i = (VxXi, X)) (= ))<= X;(A)&i + AV, & = (VxXi, X)) (A& — 4,;;).
Logo
(VX X)) = X500 = (Vi X) = AX(1/2),
para cada 1 <i# j <n.Daequagdo (2.11) obtemos (Vx,X;,X;) = 0, entdo

VX,-Xj = ﬂ‘l’Xj(l/ﬂ,i)Xi.

Note que
[/'Ll._IX,-, )L’j_lxj] = V}Liflx,-lj_lxj - V)Lj*llei_lxi
= G ) = L (X 1 9)
= G Xy AKX ~ L+ £ AK(K)

PRV
0
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Entdo existem localmente coordenadas (uj,...,u,) em um aberto U de M" tais que d/du; =
li_lX,-, paracada 1 <i<n. O

2.3 Produtos Twisted

Os principais objetivos desta secdo consistem em apresentar o conceito de métrica
produto twisted em uma variedade produto e um teorema de decomposicao local que permite
determinar quando uma variedade Riemanniana pode ser identificada, via uma isometria, com
uma variedade produto munida de uma métrica twisted. Outros detalhes sobre o conceito de
produtos twisted podem ser encontrados em (MEUMERTZHEIM; RECKZIEGEL; SCHAAF,
1999) e (TOJEIRO, 2006).

Seja M = ]'[ﬁ-‘:0 M; o produto das variedades diferencidveis My, . .., M. Uma métrica (, )
em M ¢ dita ser uma métrica produto twisted em M, se existem métricas Riemannianas (, ); em

M; e fungdes diferencidveis p; : M — R, 0 <i <k, tais que

k
<,>=Z(,)Pi2ﬂ?<,>i,

em que 7; : M — M; denota a projegdo canodnica e 7 (, ); := (, ). Entdo (M, (, )) € dita ser um
produto twisted e é denotado por P Hf:O(Mi, (,)i),emque p = (po,--..,Pr). Quando py,..., Pk
sdo independentes de My, ..., My, isto é, existe p, € C*(My) tal que p, = p,omp paraa = 1,...,k,
e, além disso, pp = 1, entdo (, ) é denominada uma métrica produto warped e (M,(,)) =
(Mo, (, Y0) xp IT5_; (M, (, )4) um produto warped com fungdo warping p = (p1,...,px)-
Observamos que, se p; = 1 para todo i = 0,... k, entdo (, ) é uma métrica produto

Riemanniana.

Definicdo 2.5. Uma rede & = (E;)]_, em uma variedade diferencidvel M é uma decomposicdo
TM = @!_,E; do fibrado tangente a M como uma soma de Whitney de distribui¢des integraveis
E;em M. Se M é uma variedade Riemanniana e as distribuicdes E; sdo duas a duas ortogonais,

entdo & € dita ser uma rede ortogonal.

Seja M uma variedade produto. A rede produto de M, & = (Ei)f-‘zo, € definida por

Ei(x)=1',T,M;, 0<i<k,
para qualquer x = (xo,...,x;) € M, em que 7 : M; = M ¢ a inclusdo de M; em M definida por
T (i) = (X0y -+ -y Xiyenyxy), 0<i<k.
O préoximo resultado de (MEUMERTZHEIM; RECKZIEGEL; SCHAAF, 1999) rela-

ciona as conexodes de Levi-Civita de uma métrica produto twisted e da corresponde métrica

produto Riemanniana em uma variedade produto.
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Proposicao 2.6 (MEUMERTZHEIM; RECKZIEGEL; SCHAAF, 1999)). Sejam (M, (,)) =
PTTE oMy, {, );) um produto twisted com fungdo twist p = (po, . .., px) e uma rede produto & =
(Ei)*_. Denote por V e V as conexdes de Levi-Civita de (, ) e da métrica produto Riemanniana
(, 5 respectivamente, e seja U; = —grad (logop;), 0 <i <k, em que o gradiente é calculado

com respeito a (, ). Entdo

k
VxY =VxY+ ) (X', YU — (X, U)Y' = (Y,U)X"), (2.12)
i=0

em que X — X' é a projecdo ortogonal sobre E;.

Decorre de (2.12) que, se X;,Y; € E;, entdo

(VXY = (X Y (Un) g (2.13)

l

Portanto, E; é uma distribui¢do umbilica com campo curvatura média (U;) .. Além disso, como
[X,Y] = VxY¥ —VyX,

segue que E; L= @ oE; € integravel para todo 0 <i <k.
J#t
Definicio 2.6. Uma rede ortogonal & = (E, ) o em uma variedade Riemanniana M € denominada

uma TP-rede se E; é umbilica e Ell ¢ integravel para todoi =0,...,k.

Portanto, temos que a rede produto de um produto twisted é uma TP-rede. Além disso,
a contrapositiva € verdadeira (veja a Proposi¢dao 4 de (MEUMERTZHEIM; RECKZIEGEL;
SCHAAF, 1999)):

Proposicao 2.7 (MEUMERTZHEIM; RECKZIEGEL; SCHAAF, 1999)). Em uma variedade
produto e conexa M = Hf:() M;, a rede produto & = (E,-)LO é uma TP-rede com respeito a uma

métrica Riemanniana (, ) se e somente se (, ) € uma métrica produto twisted.

Defini¢io 2.7. Seja .7 = {F;}* , uma rede em uma variedade diferencidvel N. Entdo ® :
H " oM; — N é dita ser uma representagdo produto de .7 se ® é um difeomorfismo diferencidvel
e ®.E;(x) = F;(®(x)) para cadax € M :=[]"_oM; e cadai=0,...,k, em que & = (E;)*_, é a
rede produto de M.

Teorema 2.1 (MEUMERTZHEIM; RECKZIEGEL; SCHAAF, 1999)). Seja & = (E )l _o uma
TP-rede em uma variedade Riemanniana M. Entdo, para cada ponto p € M existe uma represen-
tagdo produto local ® : HfZOM,- — U de & com p € U C M que é uma isometria com respeito a

uma métrica produto twisted em H{;O M;.

Como qualquer distribui¢ao totalmente geodésica € integravel, temos que se uma rede

ortogonal & = (E;)¥_, em uma variedade Riemanniana M ¢ tal que E; e E;- sdo totalmente



2.3. Produtos Twisted 31

geodésicas, 0 < i <k, entdo & é uma TP-rede. Logo o Teorema 2.1 se aplica. Porém, como E; é
totalmente geodésica, concluimos de (2.13) que p;, 0 < i < k, s@o funcOes independentes de M ;,
se j # i. Portanto, a métrica produto twisted em Hf:() M; é uma métrica produto Riemanniana.

Em suma, temos a seguinte consequéncia:

Teorema 2.2 (Teorema de decomposicao de de Rham). Seja M uma variedade Riemanniana
munida de uma rede ortogonal & = (Ei)f:O tal que E; e El-L sdo totalmente geodésicas para 0 <
i < k. Entdo, para cada ponto p € M existe uma representacdo produto local ® : Hf:OMi —U
de & com p € U C M que é uma isometria com respeito a uma métrica produto Riemanniana
em Hf:o M;.

Finalizamos esta secdo com um resultado que permite descrever o tensor de curvatura de
uma métrica ortogonal de uma forma conveniente em termos de certas fungdes £;;. Em particular,
tal representacao implicard que uma métrica ortogonal possui curvatura seccional constante se e

somente se as fungdes h;; satisfazem um certo sistema de equagdes diferenciais parciais.

Proposicio 2.8. Seja (uy,...,u,) coordenadas locais em uma variedade Riemanniana M" cuja
métrica é dada por
n
2 _ 242
ds® = Z vidu; .
i=1
As seguintes afirmagdes sdo satisfeitas:

i. A conexdo de Levi-Civita de M" satisfaz

VoouXi=hjiXi, 1<i#j<n, (2.14)
emque X; = (1/v;)d/du;je
1 8v,~
hji=——=—. 2.15
J vj auj ( )

ii. O tensor de curvatura de M" é dado por

R(&/&u,-,&/&uj)xk: ahkj—hkih,’j Xj— %—hkjhji Xi Sei%j#k#i
8u,~ 81/!]‘
e
. ah,-j 8hj,~ . .
—(R(d/u;,d/0u;)X;,X;) = Em +a—uj+k§jhk,-hkj, seij.

Demonstragdo. Como [d/du;,d/du;] = 0 para todos 1 <i# j < n, temos
(Va/0u;0/0u;j,d/dux) = —(Vg,9,,0/dux,d/duj)
= —(Y5/9u,9/ui,d/duj)
= (V9/ou,9/du;j,d/du;)
= (V3 /9u;0/dug,d/du;)
= —(Va/au;0/ui, d [ duy)
= —(V5/0u,0/u;,d/duy).
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Portanto
(Voj0uXjs Xi) =0 se i # j#k#1i.
Entdo (2.14) segue de
vivj<v8/8uin:Xi> = (Va/auia/auj,8/8u,~)
= (Vajau;0/ui,d/dui)

= vl-av,-/auj-

A prova de ii. decorre de (2.14). O
Corolario 2.1. Uma métrica ortogonal ds* = . vl-zdul-2 possui curvatura seccional constante
c se e somente se

8h,-j 8hj,‘

Dur + iy + Zk;éi,j hkil’lkj +ovivj = 0,

dhy _ .

Tu; = hijhii,

emquel <i#j+*k#i<n.

2.4 Subvariedades conformemente Euclidianas

Seja M" uma variedade diferencidvel. Dizemos que duas métricas g; e go em M" sdo

conformes se existe uma funcéo positiva A € C*(M) tal que
g =2A%g1.

A fun¢do A é denominada o fator conforme de g, com respeito a g1 .

As conexdes de Levi-Civita V2 e V! de g, e g; sdo relacionadas por

V,Z(Y:V}(Y+%(Y(A)X +X(A)Y — g1 (X,Y)grad, ) (2.16)

para quaisquer X,Y € X(M), em que grad, representa o gradiente calculado na métrica g;.

Proposicio 2.9. Sejam § e g métricas Riemannianas em uma variedade M™ tais que § = ¢*®g

para alguma fungcdo @ € C*(M). Se X,Y sdo vetores ortonormais em (T,M,g(x)), entdo as

curvaturas seccionais de g e g se relacionam por
R(X.Y)=e?(K(X,Y)~ O(X,X) = Q(Y.Y) — [|grad @),

em que Q(X,X) = Hess ®(X,X) — (X(®))? e Hess e grad sdo o hessiano e o gradiente calcula-

dos na métrica g.

Demonstracdo. Temos de (2.16) que

VyW = VyW + V(@)W +W(w)V — g(V,W)grad, o,
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com V,W € X(M). Logo, derivando a expressdo anterior com relagio a U € X(M), temos

VoVyW =VyVyW +U(V(0))W +V(0)VyW +U (W (0))V +W(0)VyV
—U(g(V,W))grad, ® — g(V, W)ﬁygradg o.

ParaV=XeW =Y =U com X,Y ortonormais em uma vizinhanga de x, obtemos

VyVxY = VyVxY +Y(X(@))Y +X(0)VyY +Y(Y(0))X +Y(0)VyX
= VyVxY +Y(@)VxY + (VxY) (@)Y +Y (X(0))Y
+X(0)(VyY +2Y (@)Y —grad, ) + Y (Y (0))X
+Y(0)(VyX+Y(0)X +X(w)Y).

(
)

SeU=XeV=W=Y,entao

VxVyY = VxVyY +2X (Y (0))Y +2Y (0)VxY — Vxgrad, ©
= VxVyY +X(0)VyY + VyY ()X —g(X,VyY)grad, © + 2X (Y ())Y
+2Y(0)(VxY + X (@)Y +Y(0)X)
— (Vxgrad, o + grad, o(®)X).

Por fim,
VixyY =Vixy¥ + X, Y](0)Y +Y(0)[X,Y]+g(VyX,Y)grad, 0.
Portanto,

R(X,Y)Y =VxVyY —VyVxY = Vg y¥
=R(X,Y)Y +X(o)grad, o + VyY (@)X + X (Y (@)Y + (Y (@))*X
— Vxgrad, o — ||grad, o||>X — Y (Y (0))X — X (@)Y (w)Y.

Assim, em x € M"

Z(R(X,Y)Y.X)
e4a)

R(X.Y) = = e 2?g(R(X,Y)Y,X)

= e 2(K(X,Y) + (X(@))2 + VyY ()

+ (Y (w))? —Hess, 0(X,X) — ||gradga)||2
—Y(¥(®)))

= ¢ 0 (K(X,Y) — Q(X,X) — O(Y.Y) — [|grad, 0] ).

]

O seguinte resultado fornece condi¢des para que uma métrica warped em uma variedade

produto MP x N*"P n—2 > p > 1, possua curvatura seccional constante.
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Lema 2.1. Sejam (M?,g1) e (NP, g>) variedades Riemannianas comn—2 > p > 1. A métrica

g1+ u%gr em MP x N"™™P, em que u € C*(MP), possui curvatura constante c se e somente se

(i) g1 possui curvatura constante c (caso p > 2);
(i) Hessu +cugy =0;

(iii) go possui curvatura constante ||grad u||* + cu?,
para Hess e grad calculados na métrica g;.

Demonstragdo. Escreva

g1+l = (g +g2),

em que g = 1 2g.
Sejam Xi, ..., X, eX,41,...,X, referenciais ortonormais de (7,M?7, g1 (x)) e (TLN" "7, g2(y)),

respectivamente.

Entao g1 + [,ngz possui curvatura constante ¢ se € somente se
K*(“Xaa.qu) = K*(.uXa»Xl) = K*(XHXJ) =c,

parral <a#b<pep+1<i#j<n.

Usando a Proposi¢do 2.9 e o fato de que Q(X;, X;) = 0 obtemos

1
= E(ng(Xz,X) |grad,, log u[|?)

1 grad; u grad; p

= —(K XHX g ’
uz( 52 (X, Xj) = &1 ( m " )
1 1

= 13 (Kaa (i, X;) - u4g1(uzgradglu,uzgradglu))
1

= E(ng(XuX j) = llgradg, pl[3)-

Logo g2 possui curvatura constante ||grad,, w2 ot cu?.
Agora calcularemos K*(uX,,X;) = c. A Proposi¢@o 2.9 mostra que

1
E(—Q(uXa,uXa) — ||grad, p[3,)- (2.17)

CcC =
Usando que

Vx,grad, it = Vy,grad, 1+ p(X,(u~")grad, pu+grad, u(p")X,
—Xa(ﬂ)gradglli_l)
= Vyx,grad, p+ perad, u(u=")X,,
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temos

Hessg, log tt (uXa, 1X,) = §1(Vyx, (1 grad, 1), uX,)
= 1(Vx, (ngrady, 1), X,)

= (Xa(p))? + g1 (Vx,grady i, X,)

= (Xa(p))* + 1 Hessg, 1 (Xa, Xa) + 121 (grad, p, grad, p=")

= (Xa(n))* + uHessg, 1 (Xa, Xa) — ||grad,, u|7, .

Logo

Q(uXq, 11X,) = Hessg, log pt(UXa, uXa) — (uXa(logp))®
= W Hessg 1(Xa,Xa) — ||gradglu||§1.
Portanto, (2.17) torna-se
Hessg, 1 (X4, Xq) +cu = 0.

Em particular,

Xo+Xp, Xo+X
—cl + Hessg, 1 (Xq, X)) = Hessg, 1 ( a\/§ b “\/i b) =—cl,

ou seja,
Hessg, t(Xy,Xp) = 0.

Portanto,
Hessg, 1 +cugy =0.

Por fim, calcularemos K*(uX,, uX,) = ¢ para p > 2. De fato,

CcC =

(K(1Xa, 1Xp) — Q(UXa, 1 Xa) — Q(1Xp, uXp) — ||grad, u][2)

(K(1Xa, 1X,) — uHessg 1 (Xa, Xa) — HHessg 11(X,,X,) + ||grad, p|7).  (2.18)

N N

Como g; = u~2g, temos da Proposicio 2.9 que
k(nu'Xa;.u'Xb) = .uz(Kg1 (XmXb) - le (Xavxa) - le (Xbaxb) - ngadgl log.UHf;, )

Notando que Hessg, log it (X4, X,) = —#(Xa(,u))2 + %Hessgl,u(Xa,Xa), entdo

1
Qq, (X4, Xa) = —Hess,, log (X4, X,) — (Xa(logp))? = —;Hessglu(Xa,Xa).

Assim, de (2.18) obtemos que K, (X, X)) = c. O

Definicao 2.8. Uma variedade Riemanniana M" é denominada conformemente Euclidiana se,
para cada ponto x € M", existem uma vizinhanga aberta U C M", com x € U, e um difeomorfismo

o:U CM"—V CR" V aberto, tais que a métrica induzida por ® € conforme a métrica de M".
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Exemplo 2.1. Qualquer variedade Riemanniana de dimensao 2 é conformemente Euclidiana,

pois admite, localmente, coordenadas isotérmicas.

Exemplo 2.2. Qualquer variedade Riemanniana M com curvatura seccional constante ¢ é
conformemente Euclidiana, pois M/ é localmente isométrica a Q”, e estes espagos formas sao,
por sua vez, conformemente Euclidianos. Basta considerar a proje¢do estereografica de Q”

(menos um ponto se ¢ > 0) sobre R".

Exemplo 2.3. Seja
H? := {(z1,...,2p) € R 12, >0}

munido da métrica hiperbdlica

dz? = lz(dz%—k ... +d2).

p
Em particular, (H?,dz?) é uma variedade Riemanniana conformemente Euclidiana.
Considere a aplicacdo
O:H xS"7—R"

dada por

O(z,y) = (21,---+2p—1,2pY)- (2.19)

Temos que © é um difeomorfismo cuja diferencial é d® = (dzy,...,dz,—1,dzpy +zpdy). Logo
(,)o = (d0,d®) = dzi +...+dz, + 5,dy’ = 7,(d” +dy?),

em que dy” denota a métrica candnica de S" 7.

Portanto, (H” x S"~P,dz* +dy*) é uma variedade Riemanniana conformemente Euclidi-

ana.

A préxima proposi¢do generaliza o que vimos no exemplo acima, pois permite decidir
quando um produto Riemanniano de duas variedades diferencidveis é conformemente Euclidiano.
Para provar este resultado, introduzimos o fensor de Schouten de uma variedade Riemanniana
M" n>3,

LX,Y) = — S(Rie(X,¥) ~ (1/2)ns(X. 1)),

n j—
em que Ric(X,Y)=tr(Z—>R(Z,X)Y)es= mtrRic denotam o tensor de Ricci e a curvatura
escalar de M", e o tensor de Weyl

+L(X,Z)(Y.W) +L(Y.W)(X.Z),
para quaisquer X,Y,Z, W € X(M). Um resultado devido a Weyl (ver Teorema 16.3 de (DAJC-

ZER; TOJEIRO, 2019)) afirma que uma variedade Riemanniana M", n > 3, € conformemente

Euclidiana se e somente se
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i. C=0.

ii. L é um tensor de Codazzi.

Além disso, i. implica ii. se n > 4, e i. € automaticamente satisfeito se n = 3.

Proposicao 2.10 ((YAU, 1973)). Um produto Riemanniano (M1, g1) X (M»,g2) = (My X M>, g1+
g2) de dimensdo n > 3 é conformemente Euclidiano se e somente se uma das seguintes possibili-

dades é satisfeita:

i) (M;,gi) tem dimensdo 1 e (Mj,g;), i # j, possui curvatura seccional constante.

ii) (My,g1) e (Ma,g2) possuem dimensdes no minimo 2 e possuem curvaturas seccionais ambas

nulas ou ambas constantes com mesmo modulo e sinais opostos.

Demonstragdo. Provaremos a afirmacdo direta da proposi¢do. Sejam (p,q) € M{"' x M5 ™' e
considere {X;};"| e {X;}I_,, 1,

inicialmente que m; > 2 e n —my > 2. Entdo, como C = 0, temos

bases ortonormais de (7,M1,g1(p)) e (T;M>,82(q)). Suponha

KMl (X,-,Xj) = L(X,',Xi) -l-L(Xj,Xj)
0= K(X;,Xi) = L(X;, X;) + L(Xx, X)
K, (Xi, X1) = L(Xk, X)) + L(X1, X)),

emque 1 <i# j<mjem+1<k#1I<n. Portanto, L(X;,X;) = —L(Xi,Xx) e L(X;,X;) =
—L(X;,X;), donde obtemos que

K, (Xi,X;) = — Ky, (X, X1) (2.20)

e que as curvaturas seccionais de M|" em p e My ™

em ¢ nao dependem dos subespacos
bidimensionais que sdo escolhidos em T,M; e T,M,. Se m; > 2 e n—my > 2, a partir de (2.20)
concluimos do Lema de Schur que as curvaturas seccionais de (M{",g1) e (My ™, g2) ou sdo

ambas nulas ou ambas constantes com mesmo mdédulo e sinais opostos.

Sem; >2en—m; =2, entdo fixando g € M% emy+ 1 <k=#1[<nobtemos de (2.20) que
M{" ¢ isotrépica, logo o Lema de Schur garante que M/"" possui curvatura seccional constante
—Kwm, (T;M>). Por outro lado, fixando p € M'l111 e 1 <i# j<my,entdo M% admite curvatura

seccional constante —Ky, (X;,X;).

Sem; =2,n=4eq e M, é fixado entdao
Kony (T,M7) = — Koy (T,M3) @21)

para qualquer p € M?, logo M 12 possui curvatura seccional constante —Kjz, (7;M>). Da mesma
forma, fixando p € M12 e variando ¢ € M2, a partir de (2.21) vemos que M22 possui curvatura

seccional constante igual a —Kyy, (T,M7).
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Agora, se m; =2 en—mj > 2, para qualquer p € M12 temos
K, (TyM7) = =K, (X2, X0), (2.22)

para3 <k#[l<negeM; ™ fixados,logo M 2 possui curvatura seccional constante — Ky, (X, X; ).
Por outro lado, fixando p € M7 e variando 3 < k [ < n, segue de (2.22) que M5 "' € isotrépica,

portanto o Lema de Schur mostra que M; ~™ possui curvatura seccional constante — Ky, (T,M 12)

Analogamente, se m; = 1 e n = 3, entdao C = 0 implica que
0=K(X,X;) =L(X1,X1)+L(X},X)) (2.23)
para2 < j < 3. Logo
KMz(Tquz) = —2L(X1,X1),
e, portanto, fixando p € M| segue que M% possui curvatura seccional constante.
Agora, se m; = 1,n—mj; > 2 e p € fixado, de (2.23) obtemos

K, (Xi,X;) = —2L(X1, X))

para quaisquer 2 < i % j < n. Logo, o Lema de Schur mostra que M, "' possui curvatura

seccional constante —2L(X,X)).

Reciprocamente, se (M},g1) e (M, g>) possuem curvaturas seccionais constantes, entao
(My,g1) e (M>,g2) sdo conformemente Euclidianas. Logo, o produto Riemanniano (M; X
My, g1 + g2) é conformemente Euclidiano, pois se ®; e P, sdo, localmente, difeomorfismos
conformes de (M}, g1) e (M>,g2) entdo ®@; x ®; € localmente um difeomorfismo conforme de
(My x M>, 81+ 82). O

Proposicao 2.11 (KULKARNI, 1969)). Seja M", n > 4, uma variedade Riemaniana. Entdo as

seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(i) M" é conformemente Euclidiana.

(ii) Para cada p € M" e para qualquer subespago S C T,M de dimensdo 4, existe uma constante
C(S) tal que
K(o1)+K(0) =C(S)

para quaisquer dois planos mutuamente ortogonais 0| e 6, gerando S.
(iii) Para cada p € M"
K(X1,X5) +K(X3,X4) = K(X1,X3) + K (X2,Xy), (2.24)

para quaisquer X1,X>,X3,X4 € T,M dois a dois ortogonais.
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Demonstracdo. (i) = (ii) Como (M",g) é conformemente Euclidiana, dado um ponto p € M",
existe um subconjunto aberto U de M" com p € U tal que g|y = e*? g, para go denotando
a métrica Euclidianae @ € C*(U).

Seja {X;,X2,X3,X4} um conjunto ortonormal gerando S. Defina o; = span{X;,Xz} e
0, = span{X3,X4 }, logo da Proposicdo 2.9 obtemos

K(o1) +K(02) = —e~*(tr Qls +2|grad,, o[[3,),
que é uma constante C(S) dependendo apenas de S.
(i) = (iii) E imediato.
(iii) = (i) Como n > 4, basta mostrar que o tensor de Weyl € nulo, isto é, C = 0.

Defina Ric¢(X,Y) = tr(Z — C(Z,X)Y). Afirmamos que trRicc = 0. De fato, para se
provar isso, é suficiente mostrar que Ric¢(X;,X;) = 0 para todo j = 1,...,n, em que

{X1,...,X,} € uma base ortonormal de 7,M". Temos

I
D=

RiCC(Xj,Xj) <C(Xi7Xj)Xj7Xi>

N._A
Ml
L

[
D=

((R(Xi, X)X, Xi) — L(Xi, Xi) — L(X;,X;))

T
L

1

= Ric(X;,Xj) ———

n
Y Ric(X;,X;) + (n— 1)Ric(X;,X;) —n(n—1)s
i=1
i#]
1
= Ric(X;,X;) — — (n(n—1)s+ (n—2)Ric(X;,X;) —n(n—1)s)
n —
=0.
Portanto, estd provado a nossa afirmacao.

Agora, mostraremos que (C(X;,X;)X;,X;) =d é constante em p € M", paratodo 1 <i #

Jj < n. Basta provar que
(C(X1,X2)X2,X1) = (C(X1,X3)X3,X1). (2.25)
De fato,

(C(X1,X2)X2,X1) — (C(X1,X3)X3,X1) = K(X1,X2) — K(X1,X3) — L(X2,X2) + L(X3,X3)

= K(X1,X) — K(X1,X3) — n12 ( Y K(Xi.X2) —K(Xi,X3)> :
i#2,3

Observe que, a partir da hipotese (2.24), temos

K(X1,X) —K(X1,X3) = K(X4,X2) —K(X4,X3) = ... = K(X;,X2) — K(X;, X3).
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Entdo, provamos (2.25).

Note, agora, que trRicc = Y7, Ric¢(X;,X;) = n(n—1)d. Logo d = 0, donde concluimos
que C(p) = 0. Porém, p é um ponto arbitrario de M", assim, C = 0.

[]

z

Defini¢iio 2.9. Uma imersdo f : M" — M™ € dita ser conformemente Euclidiana se (M", (, )s) é

uma variedade Riemanniana conformemente Euclidiana.

Agora, apresentaremos resultados que determinam a estrutura da segunda forma funda-

mental de uma imersdo isométrica conformemente Euclidiana de codimensio baixa.

Elie Cartan provou em (CARTAN, 1917) o seguinte resultado:

Teorema 2.3 ((CARTAN, 1917)). Uma hipersuperficie f : M" — R" 1 n > 4, ¢ conformemente
Euclidiana se e somente se possui uma curvatura principal A de multiplicidade no minimo n — 1

em todo ponto de M".

Além disso, se f : M> — R* possui uma curvatura principal de multiplicidade no mfnimo
2, entdo (M",(,)s) é conformemente Euclidiana (veja Corolario 16.8 de (DAJCZER; TOJEIRO,
2019)). Porém, a afirmacdo direta do Teorema 2.3 ndo é verdadeira para n = 3, pois uma
hipersuperficie conformemente Euclidiana f : M? — R* pode admitir trés curvaturas principais
distintas (veja exemplos na se¢do 16.5 de (DAJCZER; TOJEIRO, 2019)).

John Moore estendeu em (MOORE, 1977) o resultado de Cartan para subvariedades de

codimensdo maior do que 1.

Teorema 2.4 (MOORE, 1977)). Seja f : M" — R"™P, n > 4, uma imersdo isométrica confor-
memente Euclidiana. Se p < n— 3, entdo para cada x € M" existe um vetor normal principal
n(x) € NyM(x) tal que dimEy(x) >n—p > 3.

Se uma imersdo isométrica conformemente Euclidiana f : M" — R""P, n > 4, possui
fibrado normal plano temos o seguinte resultado adicional provado em (DAJCZER; ONTI;
VLACHOS, 2020).

Teorema 2.5 (DAJCZER; ONTI; VLACHOS, 2020)). Seja f : M" — R"*P n > 4, uma imersdo
isométrica conformemente Euclidiana com fibrado normal plano e propria. Entdo f ¢é localmente

holonémica e possui no mdaximo um campo normal principal com multiplicidade maior do que 1.

2.5 Os invariantes de Moebius de uma subvariedade Eu-

clidiana

Os resultados e defini¢des desta se¢do sdo baseados no capitulo 9 de (DAJCZER; TO-
JEIRO, 2019) e em (WANG, 1998), nos quais mais detalhes podem ser encontrados.
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Seja Lmt2 o espaco de Minkowski de dimensao m + 2, isto &, R”*+2 ¢ munido com a
métrica dada por

(vw) = —vowo +Vviwi + ...+ Vg 1 Wit 1,
parav = (vo,...,Vmi1) € W= (Wp,...,Wny1) pertencentes a R"*2.

O cone de luz V"1 de L2 é uma das duas componentes conexas do conjunto de
vetores
{vel™?2: (yv)=0ev#0}

munida com uma métrica degenerada induzida de 2. Entio
E"=Ey={pe V" (p,w)=1}

¢ um modelo do espago Euclidiano de dimensdo m para cada w € V”*! fixado. De fato, fixe
po € E™ e uma isometria linear C : R” — (span{po,w})* C L"*2, entdo a tripla (po,w,C)

determina um mergulho isométrico ¥ =¥, ,,c : R" — L"+2 definido por

W(x) = po+Cx— %ny w, (2.26)
tal que W(R™) = E™.
Proposicio 2.12. O mergulho isométrico ¥ : R™ — "2 satisfaz:

i. W é um campo vetorial normal e paralelo com respeito a conexdo normal tal que (¥,¥) = 0.
ii. NgR"™ = span{¥,w}.
iii. A segunda forma fundamental de ¥ é dada por

a?(X,Y)=—(X,Y)w,
para quaisquer XY € X(R™).

Demonstragdo. Denote por V a conexdo de Levi-Civita de L 2. Como Vx¥ = W, X para todo
X € X(R™), temos que i. é satisfeito.

Notamos que (¥, w) =1ew L ¥.X, pois
W, (X)X =CX — (X, x)w,

entdo ii. € satisfeito.

Agora,

0=X(¥,w) = (P.X,w).
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Diferenciando novamente, obtemos
0= (VyW.X,w) = (VyP.X) ", w) = (a¥(X,7),w), (2.27)
para quaisquer X,Y € X(R™). Além disso,
(a¥(X,Y),¥) = (VxW,Y,¥) = —(P,Y,¥.X) = —(X,Y). (2.28)
Logo, de (2.27) e (2.28) concluimos que
a?(X,Y) = (¥ (X,Y), ¥)w+ (a¥ (X,Y),w)¥
=—(X,Y)w
para quaisquer X,Y € X(R™). O
Seja f: M" — R™ uma imersao sem pontos umbilicos. Entdo, a funcdo p : M" — R

definida por
n
p? = (||| —nll 2|

ndo se anula em M", em que .#/ é o campo vetorial curvatura média de f e ||a/|| denota a

norma da segunda forma fundamental de f dada por

n
eI =Y o (X, X))|I?
ij=1

em termos de um referencial ortonormal X1, ..., X, de f. Definimos o levantamento de Moebius
de f como a imersdo F : M" — V™! c L""*2 dada por

F=p%¥of.

Como a diferencial de F é F.X = X(p)¥ o f + pW. o f.X, segue do fato de que ¥ é um

campo normal do tipo-luz que a métrica induzida por F é

() =P (2.29)
A métrica (2.29) € denominada a métrica de Moebius determinada por f.

Defini¢do 2.10. Uma imersio f : M" — M™ entre variedades Riemannianas é conforme se sua
métrica induzida (, ) r é conforme a métrica Riemanniana (, ) de M". O fator conforme de f é o

fator conforme de (, ) y com respeito a (, ).

A seguinte proposi¢do mostra que a métrica de Moebius determinada por f € invariante
por transformacdes conformes de R™. Para se mostrar isso, relembramos que se f : M" — M™ é
uma imersdo e g1 e g sdo métricas tais que g» = A2g; para alguma funcio positiva A € C*(M),
entdo

fi=f:(M", fg;)— (M",g;), (2.30)
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1 < j <2, sdo imersdes isométricas cujas métricas induzidas satisfazem f*g, = (A o f)2f*g1.
Logo, a partir de (2.16), concluimos que as segundas formas fundamentais de f; e f> relacionam-
se por

a?(X,Y)=a/1(X,Y) - )L—iff*gl(X,Y)((gradl Ao f)t, (2.31)

para quaisquer X,Y € X(M), em que grad; A denota o gradiente de A com respeito a gj.

Proposicao 2.13. Sejam f: M" — R"™ uma imersdo sem pontos umbilicos e T : R™ — R™ uma
transformagcdo conforme. Entdo a imersdo conforme f = to f : M" — R™ determina a mesma

métrica de Moebius que f.

Demonstragdo. SejaXj, ..., X, uma base ortonormal de (T:M, (, ) s). Entdo o 'Xi,...,07X, 6

uma base ortonormal de (7:M, (, ) ), em que ¢ € C~(R™) denota o fator conforme de 7. Como

~ 1
of =t.0f - 5(, )r7((gradg)o f)*,

em que grad representa o gradiente calculado com respeito a métrica Euclidiana de R™, temos

Pl on— - o 2t.0f (X, X;) — 9 31 ((grad @) o )1, i=,
ol (™' X, 07'X;) =

0, i#].
Logo
/(|7 =Y lle (9~ ' Xi, 07 X5
i=1
=) (¢ ¥Imad (X, X)[|> =20 (0! (X;. X), (grad @) o )<
i=1
+¢°l|.((grad @) o )*[?)
e
~ 1 B B
17| = —Ing™277 — 9~ n((grad @) o f)"|I2
=@ |7 2072 (7 (zrad @) o f) e+ ¢l ((grad @) o )| I3
Assim,
~ n 7 F _ _
p*=— (Il [ =nl|A7|") = — 0 *(lla’ || = nl|#7|]*) = p~%p.
Portanto, as métricas de Moebius determinadas por f e f coincidem. 0

A partir deste ponto, munimos M" com (, )*. Entdo f torna-se uma imersdo conforme

1

com fator conforme p~ ', e F' € uma imersao isométrica em ymtl
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Proposicdo 2.14. Seja F : M" — V"1 C "2 o levantamento de Moebius determinado por

uma imersdo [ : M" — R™ sem pontos umbilicos. Entdo as seguintes afirmacdes sdo satisfeitas:
() A aplicagcdo ¢ : T'(NyM) — I'(NpM) definida por
¢(&) =Y. E+H¥of, (2.32)

em que Hg = (A f ,&), define uma isometria de fibrados vetoriais de NgM sobre um
subfibrado V de NpM, a qual é paralela com respeito a conexdo normal em NyM e a

conexdo em 'V induzida da conexdo normal em NpM, ou seja,
("Vio(8)), = 0(VkE) (2.33)
para quaisquer X € X(M) e & e T'(N/M).
(ii) O fibrado vetorial plano V= tem o vetor posicdo F e o campo vetorial

1
§ =¥, (fugrad*p+p ') <|!grad*p||i+llﬁff||2>‘1'of+l;w (2.34)

1
2p
como um referencial pseudo-ortonormal, com
(F,F)=0=((,0) e (F{)=1 (2.35)
Aqui grad™ denota o gradiente em M" calculado com respeito a (, )*.

(ii1) A segunda forma fundamental de F se escreve, de acordo com a decomposi¢cdo ortogonal
NeM =V VL como

OCF(X,Y):¢(Bf(X,Y))—V/(X,Y)F—<X,Y>*C, (2.36)

em que
B/(X,Y)=p(af (X,Y)— (X)) (2.37)

1 1 “ X
—})Hess*p(X,Y), (2.38)

para quaisquer X,Y € X(M), em que Hess™ denota o hessiano em M" calculado com

respeito a (, )*.

(iv) O campo vetorial  satisfaz

Fvye = —%¢(f Vi + B! (X, grad*p)). (2.39)
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Demonstracdo. (i) Diferenciando F temos
FEX=X(p)¥of+pW¥.ofX,

para todo X € X(M). Portanto,
(0(¢),F:X)=0

para quaisquer X € X(M) e § € I'(NyM), ou seja, ¢(I'(NyM)) C T'(NpM). Além disso,
decorre do fato de que ¥ € uma imersdo isométrica e o vetor posi¢do ¥ € um campo

normal do tipo-luz que
(0(),0(n)) = (S, n),

para quaisquer &, € I'(NyM). Portanto, ¢ ¢ uma isometria de fibrados vetoriais de NyM
sobre um subfibrado V de NpM.

Provaremos agora que (2.33) € satisfeita. De fato,

Vx9(&) = Vx(¥.& +H; Yo f)
=W.Vx¢ +alp(f*Xa§>+X(H§)(lPof) +HeWo fiX
= W.(— LALX +/ V& + Hp £.X) +X (H ) (o f), (2.40)

portanto,
("Vx0(&),0(n)) = (Vxo(&),0(n)) = (! Vx&,m),

para quaisquer 17,& € T(N/M) e X € X(M), em que V e V sdo as conexdes de Levi-Civita
de L2 ¢ R™, respectivamente.

(ii) Eum calculo direto verificar que F,{ € I'(V') e que as condi¢des em (2.35) sdo satisfeitas.

(ii1) Calcularemos
af (X,Y)=VyFX —F, VX,
em que V* denota a conexao de Levi-Civita de (, )*.

Por um lado

VyEX =Y(X(p))Wof +X(p)(Wo f).Y +Y(p)(Wo f).X
+pVy (Y. f.X)
=Y(X(p))¥of+X(p)(¥of)Y +Y(p)(¥of)X
+pW.Vy X +pa® (£.Y, f.X)
=Y(X(p))¥o f+X(p)(Wo )Y +Y(p)(¥of)X
+ oW (fuVyX + o/ (X,Y)) — p(f. X, f:¥ )w
=Y(X(p))¥of—p ' (X,Y)w+p¥.al (X,Y)
+¥. . (X(p)Y +Y(p)X +pVyX),
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(iv)

em que V ¢ a conexdo de Levi-Civita de (, ) . Por outro lado,
VX = (ViX)(p)¥o f + pP.£.ViX.
Usando a relacdo
ViX = VX4 (Y ()X +X(p)Y — (X.¥)erad ).
obtemos
af (X,Y) =W, ((X,Y)" fugrad*p +pa’ (X,Y)) + Hess*p(X,Y)Wo f —p L(X,Y)*w.

Em particular,
(@ (X.).8) = 5517~ lerad pIE)(X.Y)" = (@ (X.1). ) + ~Hess p(X.Y)

— _y(X.Y), (2.41)

em que Y € definido em (2.38).
Além disso, a partir de um célculo direto obtemos
(aF(X7Y)>V = (XF(X,Y) - <OCF<X,Y>,C>F— <O‘F(X7Y)7F>C
— o (X,¥)+p w(X,Y)Po f+(X,¥)"¢
=¢(B(X.Y)),

em que f3 € definido em (2.37). Logo segue (2.36).
Decorre de (2.40) que
(Vx(£).8) = (ALX, grad*p) s —p (/5 &, A°T) — He (X grad"p) s +p ' X (Hy)

vy AT+ B(X, grad’p), )
“Ho(Vx ! +B(X,grad’p)), 9 (&),

p
p

0 que mostra (2.39).

]

A segunda forma fundamental de Moebius de [ : M" — R™ é a sec@o simétrica de

Hom?(TM,TM;N;M) definida por (2.37). Note que tr § = 0.

O operador de forma de Moebius de f com respeito a & € I'(NsM) é o endomorfismo

Bg € I'(End(TM)) dado por

(BeX,Y)" = (B(X,Y),8),

para quaisquer X,Y € X(M).
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A terceira forma fundamental de Moebius I11g : X(M) x X(M) — R associada com f3 é
definida por

n

HIg(X,Y) =Y (B( B(Y, X)), (2.42)
i=1

em que Xp,...,X, é um referencial ortonormal de (M",(, )*). Observamos que a norma de f3

com respeito a (, )* satisfaz

1BIIZ = trillp

n

=Y (B(X:.X;),B(Xi,X)))

i,j=1
= Y p*(llof (X X)I1* — 20X, X) (o (Xi, X)), A7) + (X, X) 7| A7 ()7

ij=1

= Y p 20! (pXipX,) | 2072 Y (0 (X1 pX0). A7) 4 mp 2L
7] 1 i=1
=p (Il || —nll”|?)

n—1

n
O tensor de Blaschke W = y/ de f é a forma C*(M)-bilinear e simétrica definida por
(2.38).
A forma de Moebius ® = @/ de f é a 1-forma em M" com valores em N '+M definida por

o(X) = —%(fv;%%ﬂf B/ (X, grad"p)).

Proposicao 2.15 ((WANG, 1998)). O tensor de Blaschke é dado em termos da métrica de
Moebius e da terceira forma fundamental de Moebius por

2¢5 41
n

(n—2)W(X,Y) = Ric*(X,Y) +IH5(X,Y) — (X,Y)", (2.43)

para quaisquer XY € X(M), em que Ric* e s* = mtrRic* denotam o tensor de Ricci e a

curvatura escalar de (M",(,)*). Em particular,

1
ry = 2n+ <%F 2. (2.44)
Proposicdo 2.16 (WANG, 1998)). Para quaisquer X,Y,Z,W € X(M) e {,1 € T(NsM), as

seguintes equacoes sdo satisfeitas:

(i) A equacdo conforme de Gauss:

(R*(X,Y)Z,W)* =<B(X,W),ﬁ(Y,Z)> —(B
+y(X,
_II/< )

> >
E
”N

(X, W)
,W)(X,Z)*. (2.45)
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(i) As equacoes conforme de Codazzi:

UVxB)(Y.Z) - (V¥ B)(X,Z) = o((X AY)Z)

(Vx¥)(Y,Z) = (Vy¥)(X,Z) = (0(Y), B(X,2)) — (0(X),B(Y,Z)),
emque (X \Y)Z=(Y,Z)*X — (X,Z)*Y,

(fv)%ﬁ)(Y,Z) :fv)%ﬁ(KZ) —ﬁ(V;Y,Z) _B(Y7V§(Z)

(Vxw)(Y,2) = X(y(Y,2)) — y(VxY,Z) = y(Y,VxZ).

(iii) As equacoes conforme de Ricci:

dCO(X,Y):B(Y,I/A!X)—ﬁ(X,If/Y)

<RJ_(X5Y)§7TI> = <[BévB11]X7Y>*a

com € I'(End(TM)) dado por

(WX, Y)" = y(X,Y).

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

Demonstragdo. Decorre da equagdo de Gauss de F e de (2.36) que (2.45) € satisfeita.

Observe que, de (2.33) e (2.39), temos

"V o(B(r.2)) = ("Vxo(B(Y.Z))v + ("Vxo(B(Y,Z)),F) + (" Vx o (B(Y,
0 VxB(Y,2)) —(9(B(Y.,2))," Vx O)F
o' VxB(Y,2)) — (B(Y,Z), 0(X))F.

Assim,

"V (v,2) ="Vx9(B(Y,2)) - "Vx (v(Y,Z)F) - "Vx ((¥,2)"()
=9('VxB(Y.,2)) — (B(Y,Z),0(X))F =X (y(Y,Z))F
—X({¥,2)°C = (¥,2)"¢(0(X)).

Portanto, tomando a V-componente da equacdo de Codazzi
("Vxa")(¥,.2) = ("Vya")(X,2),
obtemos (2.46), enquanto a F-componente produz (2.47).

Observamos que de (2.41) temos

AL =V

2)),6)F
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Entao
af (X, ALY) = =9 (B(X, ¥Y)) + w(X, PY)F + (X, §Y)"C.

Logo
OCF(XvACY) _aF(A€X7Y) = ¢(B(WX7Y)) _¢(B(X71AVY)) ev.

Decorre da equacdo de Ricci de F,
RH(X,Y) = o (X, ALY) — af (A{X,Y),
e de (2.33) que (2.48) ¢ satisfeita.
Como B = p’l(Ag — Hel), segue que
AgoAn—AnoAz = p*(BgoBy—ByoBy).
Logo, da equagdo de Ricci de f,
(R*(X,Y)E,m) = ([Az, Ag]X.Y),
obtemos (2.49). ]

Teorema 2.6 (Teorema Fundamental das Subvariedades na Geometria de Moebius). Existén-
cia: Sejam (M",(, )) uma variedade Riemanniana simplesmente conexa, & um fibrado vetorial
Riemanniano de posto p sobre M" com conexdo compativel V¢ e tensor de curvatura R®. Seja
B¢ uma secdo simétrica de Hom*(TM,TM; &) tal que

n—1

B =0 e |IB°|l= :

n

Para cada & € T(&), defina B‘g e I'(End(TM)) por

(B{X.Y) = (B%(X.Y),5).

Suponha que existam Wy e D(T*MRIT*M) e ® € T(T*M ® &) tais que as equagdes (2.45), (2.46),
(2.47), (2.48) e (2.49) sejam satisfeitas para quaisquer & M € I'(&). Entdo existe uma imersdo
f: M" — R"™P sem pontos umbilicos e uma isometria de fibrados vetoriais ¢¢ : & — N M tais

que {, ) é a métrica de Moebius em M" determinada por f,
Br=9°cB% v =y, o =¢°c0 e IV =9V’

Unicidade: Sejam f,g : M" — R imersdes sem pontos umbilicos que determinam a mesma
métrica de Moebius na variedade M". Suponha que exista uma isometria de fibrados vetoriais
T :NyM — NoM tal que

TIVt=8vtT o Top/ =ps.

Entdo existe uma transformagdo conforme T : R™ — R™ tal que To f = g.
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Concluimos esta se¢ao com um teorema provado em (DAJCZER; TOJEIRO, 2019) e
(DAJCZER; FLORIT; TOJEIRO, 2001) usando diferentes métodos, porém a prova apresentada
no Corolario 9.33 de (DAJCZER; TOJEIRO, 2019) parece mais simples e interessante. Este
teorema esta substancialmente relacionado com o estudo das subvariedades com curvatura de

Moebius constante e fibrado normal plano, conforme serd visto no préximo capitulo.

Teorema 2.7 (DAJCZER; FLORIT; TOJEIRO, 2001)). Seja f : M" — R™ uma imersdo iso-
métrica que possui um campo normal principal de Dupin 1 de multiplicidade k. Suponha que
Eﬁ seja uma distribuicdo umbilica. Se k = n — 1, suponha ainda que as curvas integrais de Eﬁ
sejam circulos extrinsecos de M". Entdo f(M") é a imagem por uma transformagdo conforme

de R™ de um subconjunto aberto de uma subvariedade de um dos seguintes tipos:
(i) Um cilindro sobre uma imersdo isométrica g : Mk 5 Rk oy seja,
f=gxId: M"*xRF 5 R"* x Rk = R"™.
(i) Um cone generalizado sobre uma imersdo isométrica g : M™% — S"K isto é
_ . —k+1 k—1 —k+1 k—1
f=GxlId:M" x R*" — R™ x R,
em que G : M" K1 = M—* x R, — R" 1 ¢ g imersdo definida por

G(x,t) =1g(x).

(iii) Uma subvariedade de rotacdo sobre uma imersdo isométrica g : Mk Rﬁfk , ou seja,
f: M™% x Sk — R™ é definida por

f=00(g,ld),

em que Id : SK — SF é a aplicagdo identidade e © : H™ % x Sk — R™ é definida como em
(2.19).
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CAPITULO

OS INVARIANTES DE MOEBIUS DE UMA
SUBVARIEDADE CONFORMEMENTE
EUCLIDIANA COM FORMA DE MOEBIUS
FECHADA

Neste capitulo obtemos as expressoes para os invariantes de Moebius de uma imersao
isométrica f : M" — R""P n—3 > p > 1, conformemente Euclidiana com fibrado normal plano
e sem pontos umbilicos cuja forma de Moebius é fechada. Tais expressdes serdo utilizadas nas

demonstragdes dos teoremas principais dos capitulos seguintes.

Seja f : M" — R""P, n—3 > p > 1, uma imersdo isométrica, sem pontos umbilicos,
conformemente Euclidiana com fibrado normal plano e prépria cuja forma de Moebius € fechada.
Sob essas hipdteses, o Teorema 2.4 assegura que f admite um campo normal principal 11 com
multiplicidade n — p + /¢, para algum 0 < / < p — 1. Por outro lado, pelo Teorema 2.5, os demais

p — ¢ campos normais principais de f sdo todos simples.

Observacio 3.1. Seja f : M" — R"P uma imersdo isométrica com fibrado normal plano e
k > 1 campos normais principais 17, ..., N associados as auto-distribui¢des diferencidveis

En,,...,En,, e sejaXjy,..., X, um referencial principal de f.

Como (,)*=p?(,)reB=p(a) —(,)r5#7) temos

Blp~'Xip~'Xj) = p(p 20l (Xi.X;) — p28;¢7)
=&jp ' (ni— ).
Logo, Ep,,...,Ep, sdo auto-espacos de B com correspondentes campos normais principais

i = p~'(n; — 7). Em particular, o niimero de campos normais principais associados a & e f3

€ 0 mesmo.
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Defini¢fio 3.1. Os campos normais 7j; = p ' (1; — /) dados pela observacio anterior serio

chamados de campos normais principais de Moebius de f

Pela Observacio 3.1 e pelo fato de que a forma de Moebius @/ é fechada, a equacio
conforme de Ricci mostra que existe um referencial ortonormal X, ..., X, com respeito a (, )*

que diagonaliza 3 e ¥ simultaneamente ¢ tal que
BXiX)=10:=p ' (n—H"),

para quaisquer p —{+1 <i < n, e além disso, B(X;,X;), 1 < j < p—{, sdo campos normais

principais de Moebius simples.

Considere as distribui¢des diferencidveis

A=span{X;: p—(+1<i<n} e At =span{X;:1<i<p—/{}. (3.1)

Como A = Ey e dimA =n—p+/{ > 3, a Proposi¢do 2.4 mostra que A € umbilica com
respeito a (, ) ¢, logo A é também umbilica com respeito a (, )*, uma vez que (, )* e (, ) sdo

conformes.

Proposicio 3.1. Se a distribuicdo A* é totalmente geodésica com respeito a {, )* entdo A*+ é

esférica com respeito a () y com campo curvatura média (grad ;1ogp)a.
Demonstragdo. Usando arelagdo Vy X, = IVx X+ Il) (Xa(P)Xp+Xp(p)Xa — (Xa, Xp)  grad sp),
vemos que A ser totalmente geodésica implica

grad,p
VX, Xp, X} r = (Xa, Xp) pf Xi) f

para quaisquer i > p—{+1e 1 <a,b < p—{. Portanto, A~ é umbilica com respeito & métrica

induzida por f com campo vetorial curvatura média igual a (grad rlog P)a.

Em seguida, mostraremos que AL é, de fato, uma distribui¢do esférica, ou seja,

(/Vx,(gradslogp)a,Xj) =0, V1<i<p—Lep—t+1<j<n (3.2)

Segue da defini¢do do tensor de Blaschke e do fato de que Xj,...,X, diagonalizam f3 e

v que
Hess*p(X;,X;) =0, VI<i<p—lep—(+1<j<n.

A partir das equagdes

* * * 1 * * *
Vi,erad*p =/ Vy,grad"p + E((grad P)(P)Xi+Xi(p)grad”p — (X;, grad*p) rgrad ;p)
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grad f p

e grad*p = ——=—, obtemos

0 =Hess"p(X;,X;) = (Vy.grad"p,X;)"
= p*(/ Vx,grad*p, X;) s
=p*(X;(p~")grad logp + p~ '/ Vx,grad logp. X)) ,
donde
(! Vx.gradlogp,X;) s = Xi(logp)X;(logp). (3.3)
Por outro lado, como V§ X; = IVxX;+ E(Xi(p)Xj +X;(p)X;) € I'(A), entdo

(fVXi (gradflogp)AL,Xﬁf = _((gradflogP)Aiv‘fVXiXJ’)f
X;(logp)X;(logp). 34)

Portanto, (3.2) decorre de (3.3) e (3.4). L]

Primeiramente, como a forma de obter os invariantes de Moebius de f para/=p—1e
0 < ¢ < p—2 diferem ligeiramente, preferimos abordar cada caso separadamente para facilitar a

leitura.
Comegamos com 0 caso em que o campo normal principal 1 possui multiplicidade n — 1.

O préximo resultado classifica as imersdes isométricas com fibrado normal plano e
codimensdo arbitrdria f : M" — R"TP, n > 3, que tém um campo normal principal ) de multipli-
cidade n — 1 e cuja forma de Moebius € fechada. Em particular, generalizamos o Teorema 5.3 de
(LI; MA; WANG, 2014). De acordo com o Teorema 2.5, esse resultado classifica as imersdes
isométricas conformemente Euclidianas com fibrado normal plano que admitem dois campos

normais principais distintos e forma de Moebius fechada.

Proposicao 3.2. Seja f: M" — R""P, n >3 e p > 1, uma imersdo isométrica com fibrado
normal plano que possui um campo normal principal 1 de multiplicidade n— 1. Se @/ é fechada
entdo f(M™) é a imagem por uma transformagdo conforme de R"*P de um subconjunto aberto
de um cilindro, de um cone generalizado ou de uma subvariedade de rotacdo sobre uma curva

Y:I— Qg“, em que ¢ = 0,1 ou —1, respectivamente.

Demonstracdo. Seja 1] = B(X;,X;) para 2 < i < n e considere as distribui¢des diferencidveis
A=span{X;:2<i<n} e Al=span{X;}.

Como trf =0e||B||2 = =, temos

n—1

BX1,X)+(m—1)7=0 e [|BX.X)| P+ @n—1]7]*=

Logo
n—1

_ 1
BX) =" e [l =
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Em particular,

ﬁ(Xth):n_l

para algum campo unitdrio §; € T'(NM).

1
& e n=--&, (3.5)
n

A equacdo conforme de Codazzi
(Vi B) (X0, Xi) — (I Vi B) (X;, Xi) = o((X; AXD)Xi),

para2 <i# j <n,implica

Por outro lado, a equagdo

(' B)(X1,X1) — (/' V, B) (X}, X1) = o((X; AX1)X1),
para 2 < j < n, é equivalente a

o(X;) =7V, B(X1,X1) + (Vi X1,X))" (71 — B(X1,X1)).
Entretanto 8 (X;,X;) = —(n— 1)1, entdo

Iy = (Vi X1, X;) . (3.6)
Fazendo o produto interno da expressao anterior com 7] obtemos
(Vx, X1.X;)" =0,

para 2 < j < n. Portanto, A é totalmente geodésica com respeito 2 métrica de Moebius.

A partir da Proposi¢do 3.1 temos que A~ é uma distribui¢iio esférica com respeito a
métrica induzida por f. Como dimA > 2, a Proposi¢do 2.4 mostra que 11 € um campo normal

principal de Dupin, e assim, a conclusado deste resultado decorre do Teorema 2.7. ]

Agora, em todo resto deste capitulo 17 sempre possuird multiplicidade n — p + ¢, em que
0</t<p-2.

Lema 3.1. Seja f: M" — R"P, n—3 > p > 2, uma imersdo isométrica conformemente Eucli-

diana com fibrado normal plano e cuja forma de Moebius é fechada. Entdo
{BXiXi)—n:1<i<p—¢}
forma um subconjunto ortogonal de NyM. Em particular, At é integravel.

Demonstragdo. A equacao conforme de Gauss de f reduz-se a

K* (X, Xy) = (R* (X, Xp) X, X)) " = (B (X, Xi), B(X, Xp)) + w(Xi, Xi) + w(X, X (3.7)



para quaisquer k # r > 1. Como (M", (, )*) é conformemente Euclidiana, pois (, )* = p*(, )s e

f € conformemente Euclidiana, decorre da Proposi¢do 2.11 que
K*(X;,X;) + K*(Xi, X,) = K" (X;, X)) + K* (X, X)
parak#r>p—V{+1lel <iz# j<p—/{ donde
(B(Xi, Xi) —7,B(X;,X;) — 1) =0. (3.8)
Observe que B(X;,X;) — 71 = p~'(n; —n), entdo (3.8) torna-se

(mi—n,n;—n)=0.

Usando a equagdo de Codazzi (2.11) concluimos que Ep- = A' é integravel, pois [X;, X;] € A+

paratodos 1 <i,j<p—/. O

Proposicdo 3.3. Existem um subconjunto ortonormal {&;,...,&,_;} € T(NyM) e funcoes f; €
COO(M)’ 1 S i § p—f, tais que Zipz_lgfl'z =1le

B (X, X;) — 1 = fi&. 3.9)
Demonstragcdo. Como trf3 =0,
R~ _
=——2 (BX:.X;)—=1). (3.10)
i=1
Tomando o produto interno de ) com B(X;,X;) — 7 paracada 1 < j < p—{ e usando (3.8)
obtemos
18X, X)I1? + (n—2){B(X;,X;), 1) + (L =n)|[7]* = 0.
Logo
p—L p—L
Y B X)IP + (n=2)( Y, B(X;, X)), 1)+ (1 =n)(p =)l =0.
j=1 j=1

Usando que ||B||2 = % e tr B =0, a equag@o anterior implica que

n—1

—(n=p+OlA|? = (n=2)(n—p+ Ol + (1 =n)(p =07 =0,

ou seja,
_ 1
1l =-. (3.11)
n
Decorre de (3.10) e (3.11) que

p—L
Z ||B(Xi7Xi) - 7—7“2 =1,
i=1

entdo o resultado segue do Lema 3.1. [
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Proposicio 3.4. Os invariantes de Moebius de f : M" — R""P satisfazem:

p—L
ﬁ(X/ka :_12]“1&17 P_g‘FlSkSn,
n 152!
B X) =" fiei - Zf,é,, 1<i<p-t, (3.12)
J#l
B(XiX) =0, r#k>1.
il.
Vi &i=0, p—{+1<k<n e 1<i<p—{,
vij(Xi) = f%((grad* log fj,Xi)" = (8,X;)"), 1<i#j<p-{, (3.13)
J
VicXi) =0, 1<k#i#j#Fk<p—{,
em que Vij(X) = (V5 &,&;) para X € X(M).
iii.
—0—1
(00,8 = L) 5 T xt0e) + 00 s xy
i
i ((BR 7
(0(X;),&)) = - << sz )Xl-(fj) 7 =L (8,X;)" (3.14)

<(D(Xk)a‘gi>:_’11xk(fi)7 1<i#j<p—{ e p—L+1<k<n,

em que O é o campo curvatura média de A com respeito a (,)* e fi,..

&1,..-,6p—r € T(NyM) sdo dados pela Proposicdo 3.3.

Demonstragcdo. As equagdes em (3.12) decorrem de (3.9) e (3.10).

Por um lado, substituindo (3.12) na equacao conforme de Codazzi
o(X;) = (Vi B) (Xe, Xi) — (Vi B) (X, X )
= Vil + (Vi X, X0)" (B(Xi, Xi) — 1)
parral <i<p—Vlep—{+1<k<n,temos

1”

X) = =5 LOGUE+ A VHE) + (.50

Syt €C7(M) €
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logo
(X)), &) = =2 (X(F) + X1 Frva(X0) + £i(8. %),
r#i (3.15)
(O(X:),&)) = —LX(f;) + 22 frvei(X0), i .

r#j

Por outro lado, substituindo (3.12) na equacdo conforme de Codazzi

o(X;) = (Vx.B) (X}, X)) — (V§jﬁ)(Xi,Xj)
= V. B(Xj, X)) + (Vi . X, Xi)*(B(Xi, X;) — B(X;, X;))

paral <i# j< p—/{, temos

1 At rf —1
o(X;) = —;(Z Xi(f)&+ Y fiVx&)+ . - Xi(f)&j+ 1V &+ (Vx, Xj, Xo) “(fi&i — fi€));
1] !
logo
( (0(X), &) = —LX(Xi(f;) —nfjvi(X:) +Z€;'£frvri(xi)) + fi{Vx, X, Xi)*,
(0(X;), &) = L((n—1)Xi(f;) — lejfrvrj(xi)) — [i{Vx X, Xi)", (3.16)
r7=Jj
(0(X), &) = —L(Xi(fi) +z€;§ Frv(X0)) + £ivie(X0),

para quaisquer 1 <k #i# j#*k<p—VL.

Comparando as expressdes em (3.15) e (3.16) obtemos

(Vx, X, Xi)" =(grad"log f;, X;)", (3.17)
Vi () =11 (V3,X,,)" = (8,%)"), G.18)

J
vie(X;) =0, (3.19)

para quaisquer 1 <k #i# j#*k<p—/L.
Observe que a equagdo conforme de Codazzi
(Vi B) (X, X1) — (Vi B) (X, Xi) = (X A X)) Xe),
para p —{+ 1 < k # r < n, implica
o(X,) = Vx 1. (3.20)

Agora,
(V. B)(X:, X;) — (Vi B) (Xi, Xi) = (X, A X)) Xi) = Vi 1,

parap—f+1<k<nel <i<p-—/ implica

Vi, (B(Xi, Xi) — 1) = (V. X0, X) " (B(X:, X:) — 1) <= Vi, (fi&) = (Vi X0, Xi)* fi&i.
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Entao
(Vi Xi, Xi)" = (grad*log £, X¢)* e Vi &=0, (3.21)

para quaisquer p—f(+1<k<nel <i<p-—V/.

Assim, a partir de (3.18), (3.19) e (3.21), concluimos que a conexdo normal V- satisfaz
(3.13).

Substituindo (3.13) em (3.15) e (3.20), obtemos (3.14). O

Proposicio 3.5. A distribuicdo A é totalmente geodésica com respeito a (, )* se e somente se

(grad® fi)a =0paratodoi=1,...,p— .
Demonstragcdo. Aplicando a equagao conforme de Codazzi,
(Vx,B)(X;. X:) = (Vx, B)(Xi, Xe)
paral <i#j<p—Llep—L+1<k<n,temos
(VXX Xi)" 118 = (Vi Xi, Xi)" fisi

Como &;,&; sdo linearmente independentes e f;, f; sdo fungdes ndo nulas (pois B(X;,X;), 1 <

i < p—/{, sdo campos normais principais de Moebius simples), entdo
(Vi Xj)a=0= (V}'}jX,-)A. (3.22)

Portanto, a partir de (3.21) e (3.22), concluimos que At é totalmente geodésica com

respeito a (, )* se e somente se (grad* fj)p =0 paratodoi=1,...,p—/. O

Finalizamos este capitulo apresentando um forma de decompor a variedade Riemanniana
(M",{,)*) associada a f: M" — R"P n>5e p > 2, em termos de um produto twisted.

Corolario 3.1. A rede ortogonal & = {span{X1},...,span{X,_¢},A} em (M",(,)*) é uma
TP-rede. Em particular, (M",{, )*) é localmente um produto twisted.

Demonstragdo. Observe, a partir de (3.17) e (3.21), que
VxXi = grad”log f; — (grad*log f;, X;)"X;, 1<i<p—L.

Logo
(Vi Xi, Xi)* = (grad*log f;, Xi)* = —(grad*log f; ', X;)",
para qualquer 1 <k <ncom k # i. Portanto, span{X; } € uma distribui¢do umbilica em (M", (, )*)

com campo curvatura média

—(grad*log ;") (spanx})-
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paratodo 1 <i<p—/.
Decorre do Lema 3.1 que A é integrdvel.
Afirmamos que (span{X;})" é integravel para qualquer 1 <i < p— /.

De fato, como A é umbilica, temos que [X;,X;] € A C (span{X;})* para p—£+1 <
Jj k <n.

Por outro lado, dados 1 < j<p—Vlep—{+1 <k <n,com j# i, segue de (3.22) e do
fato de que

(VxB) (X, X)) = (Vi B)(X:, X)) <= (Vi X}, Xi)“(B(Xi, X;) — B(X},X;)) =0

que [X;,X;] € (span{X;})*.

Suponhamos, agora, que p — ¢ > 3 e sejam 1 < k # j=#i# k < p—{. Desenvolvendo a

equacao conforme de Codazzi

(VxB) (X}, X;) = (Vi B) Xk, X;)
obtemos

(Vx X, X;)" (B(X;, X;) — B(Xi, X)) = (Vi Xi, Xi)" (B (Xe, Xic) — B(Xi, Xi)),
que € equivalente a
(Vx X, X;)" (f;8; — figi) = (Vx, X0, Xi)" (ficGk — fiSi)-

Entretanto, esta expressao implica que

<V§}ij,X,->* =0=(Vx X;,X;)".

Isto conclui a demonstracdo de nossa afirmacao.

A ultima afirmacdo deste resultado decorre do Teorema 2.1. [
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CAPITULO

SUBVARIEDADES COM CURVATURA DE
MOEBIUS CONSTANTE

O objetivo deste capitulo € apresentar uma demonstragdo do principal resultado obtido
nesta tese, o qual consiste em classificar as imersdes isométricas f: M" — R"*P, comn >5e
p=2,oun>6e2p < n, proprias, que possuem curvatura de Moebius constante ¢ e fibrado

normal plano.

Observamos que a hipétese de que (M", (, )*) possui curvatura de Moebius constante
implica que (M",(,)r) é conformemente Euclidiana, uma vez que (,)r e (, )" sdo métricas
conformes em M". Por um lado, as hipdteses sobre a dimensdo de M" e a codimensdo de
f:M" — R""P implicam que n— 3 > p. Assim, o Teorema 2.4 pode ser aplicado, e garante a
existéncia de um campo normal principal 11 com multiplicidade n — p + ¢, para algum 0 < ¢ <
p — 1. Por outro lado, segue do Teorema 2.5 que os demais campos normais principais de f sdao
todos simples. Finalmente, mostraremos que a forma de Moebius de uma imersdo isométrica
f:M" — R"P com curvatura de Moebius constante e fibrado normal plano é fechada. Isto
nos permitird utilizar para f as expressoes obtidas no capitulo anterior para os invariantes de
Moebius de uma imersao isométrica conformemente Euclidiana com fibrado normal plano e

forma de Moebius fechada.

Apresentaremos inicialmente exemplos de imersdes isométricas conformemente Eu-
clidianas f : M" — R"*P, n—3 > p > 1, que possuem um campo normal principal 11 com
multiplicidade n — p+ /¢, em que 0 < ¢ < p — 1, as quais sao construidas a partir de uma imersao
isométrica g : MY - Qgp ~! com fibrado normal plano e curvatura seccional constante ¢. Em
seguida, estabeleceremos certas condi¢des sobre o campo curvatura média 7% de g para que f
possua curvatura de Moebius constante c¢. A observagao seguinte serd ttil no entendimento de

tais exemplos.

Observacao 4.1. Seja g : Mé’ . Qgp _Z, 0 </ < p—1, uma imersao isométrica com fibrado
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normal plano e v& = 0 em M?~¢. A Proposi¢io 2.5 mostra que g admite p — £ campos normais
principais ndo nulos e distintos 7y,...,1,_¢, 0s quais sdo dois a dois ortogonais. Observamos
ainda que,nocasoemque {=p—1,géumacurvay:l — Qg 1 parametrizada pelo comprimento
de arco, e portanto ||.7#’Y|| representa o médulo da (primeira) fungdo curvatura k de y. O fato de
que os proximos trés exemplos sdo subvariedades conformemente Euclidianas é consequéncia

da Proposicao 2.10.

Exemplo 4.1. Seja g: MP~! - R?~{ 0 < ¢ < p— 1, uma imersdo isométrica com R- = 0,
v& = 0 e cuja métrica induzida ds® possui curvatura constante nula. O cilindro em R?”~¢ sobre g

€ a imersao dada por
f=gxId: M\~ xRVPH S RO RPH ZRTP,

em que Id : R* P+t — R P+ § 3 aplicacdo identidade.

Decorre da Observagio 4.1 que existe um referencial ortonormal {Xi}f;f de (MP~¢,ds?)

tal que
OCg(Xi,Xj) = 5'jT],', 1< i,j< p—f.
Portanto,
2_ h 112 f2y 1 a2 L g2
= o’ ||= —=nl||H = ——(||®]]" = =]
p = (e || =nll7|%) = - — (lla®]|" — ~ lla®]")
= [|af|?
= (p— 07|24 *.

Como a métrica induzida por f é dada por
<7 >f — dS2 +dl/[1277€+1 + ce +du%,

em que (U, _¢41,...,U,) s30 as coordenadas canonicas de R"~P** a métrica de Moebius deter-

minada por f € dada por
() =(p—0?|F|(ds* +duy, g\ +...+duy).

Exemplo 4.2. Seja g: MP~¢ — S?P~¢, 0 < ¢ < p— 1, uma imersdo isométrica com R+ = 0,
v& = 0 e cuja métrica induzida ds® possui curvatura constante 1. O cone generalizado em R 7
sobre g é a imersdo f : MP~¢ x H" Pt — R"*? dada por

f(.x7Z) =0o (g,Id)(X,Z) = (Z1g<x)7Z27 ce 7Z}’L—p—|—€)7
em que H" P+ =R, x R*7*/~1 ¢ munido da métrica hiperbélica

1
dz = 5 (dzf+ .. +dz_ ),
4
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Id : H" P+ — H"P+¢ ¢ a aplicacdo identidade e @ : S?P~¢ x H' Pt — R*P ¢ o difeomorfismo
conforme dado por
O(y,2) = (21322, -1 Zn—p+0);

cujo fator conforme € z;.

A métrica induzida por f é

Decorre da Observagao 4.1 que
o (X;, Xj) = 6mi, 1<i,j<p—{,
em que {Xi}f:le é um referencial ortonormal de (MP~*, ds?).

A segunda forma fundamental de f é dada por

X X; 1 d d d X;
F2 20 = 8(X: X. f —0=0 !
a , = —a*(X;,X;), «o , =0=q« ,—).
(Zl m) 21 (i, X;) (da le) (dzl Zl)

Entao
n
p2=n_ (Il |1> = nl|#£7 %)
_g —/
X; X 17
f 2_all=
DIP =il X o/ CLEDIP)
n lp ! ) 1 =t
=— (3 7 ZHag (Xi, X)) ——|I—):ag (X5, X)|1%)
1
1 n g 2 —¢
= 25T Z||oc (X, )| ——ZH(X (X, X))
1
1P* 8 2 1 2 2112
——ZZ ¥ (X, X)||° = — (p— 0)7|| %"
21 =1 1
Portanto,
_ (p= 0l
11

Assim, a métrica de Moebius determinada por f é
() = (p— 02|75 (ds” +d2?).

Exemplo 4.3. Seja g : MP~! — H*~!, 0 < ¢ < p— 1, uma imersdo isométrica com R = 0,

v8 =0 e cuja métrica induzida ds® possui curvatura constante — 1, em que
2p—4L .
HP :{(Zla"wZZp—f)'Zzp—€>0}

¢ munido da métrica hiperbdlica

1
dz* = —(dzi +...+d%, ).
Z2p l
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A subvariedade de rotacio sobre g é a imersdo f : MP~! x §*~P+¢ — R"*P definida por

f(xvy) =00 (g,Id)(x,y) = (gl(x)’ s 7g2pf€fl(x)ag2pf€(x)y)7

em que Id : S" P+ — §*= P+ ¢ a aplicacdo identidade e © : H>?~! x S" P+ 5 R™P § o

difeomorfismo conforme dado por

O(z,y) = (21, 22p—t—1,22p—1),

cujo fator conforme € z5,, .

A métrica induzida por f é

2 2 2
()= 8&rp—e(ds™+dy"),

em que dy* é a métrica candnica de S" T,

Decorre da Observacgao 4.1 que

(X,,X ) = 5:]77:, 1<i,j<p—V4,

em que {Xi}f’:_f é um referencial ortonormal de (MP~*, ds?).
As segundas formas fundamentais de f e g relacionam-se por (ver por exemplo (2.31) e

o Exercicio 1.6 de (DAJCZER; TOJEIRO, 2019))

ol =008 — ®.((gradza,_¢) 0 g)*(ds* +dy?),

82p—¢

em que grad é calculado com respeito i dz>. Logo

g i X; 1 L ..
af Xi Xj _ ®*a (g2 _y g2p l) g%pie(a*((gradep*Z)og) ’ 1=7
82p—t 82p—1 0, i+#],
;19 1 9 — 3 0.((gradzyy—¢)og)*, k=,
o -—, — ) = 2p—1L
82p—1 ayk 82p—1 ayr 0, k 75 7.

Notemos que

d 1 0
o/ |? = ZII o ( I+ Z HOCf( B 3 —)II°
—1 g 2p—1 g 2p—1 i=p—(+1 82p—0 9Yi &g2p—¢ OYi
8 Xi X 1 12 - 12
ZHO! )~ —5—((gradzap-r)og) o+ Y, |l5—((gradzap—r)og) o
i=1 82p—t 82p-t 82p—t i=p—(+1 82p—¢
1 P 4 p—1 |
= Z ||(X XlaX)”@ Z<ag(Xi7Xi)7((gradZ2p—f)og) >®
g2p 0 i= g2p ¢ i=1

+——|l((gradzs,—0) 0 8) " 11

g2p—€
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e
e =1 E a2 )L (gradzy o)
=ll= ) - gradzzp—¢)©o g 0
n.= 82p—¢ 82p—¢ g%p_g g
) ZH(X Xl7X)||® Z<ag(Xi7Xi)7((gradZZp—f)og) >®
n g2p 0 i= ”gzp =
+ d L2
s Il((gradzzp—¢) 0 8)~[[6-
g2p—€
Entao
2 n 112 F112 1 n A 2 = 2
p” = —— ([ =nl|| A7) = —— 1(2||O‘g(XiaXi)||®__ZHO‘g(XiaXi)H@)
n—= ¢S i3
1 Rt
= ZIIOC (X, X116
g2p li=
—¢ g
1 (p—0)?|I2 ||d2
= Z ot (Xi,X0)[15. =
g2p li= gzp ¢
Portanto
(= Oz
82p—1

Assim, a métrica de Moebius determinada por f é dada por
()= (p= 0|72 (ds” +ay?).

Lema 4.1. A métrica de Moebius (, )* = ?(ds?> + 6_;) da imersio isométrica f : I x Q"' —
R"*P dada por

f=00(y,1d),

o A - 1 ~
em que ¢_; denota a métrica canonica de Q"', y: 1 — Q4" e @ =Id : R™P - R* P se ¢ =0
ou ® é como nos Exemplos 4.2 e 4.3 se ¢ # 0, possui curvatura de Moebius constante ¢ se e

somente se a (primeira) fung¢do curvatura x(s) é dada respectivamente por

1 c=0e seR,

k(5= "
ﬁ, C<O€S>O,

1
K(s)=—=———, c<0ese(0,n),
V/—csins
e
1
Jecoshs’ c>0eseR,
K(s)=< ——, ¢<0es>0,

v/—csinhs’
e’ c=0eseR.
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Demonstragcdo. Note que

Ks d
gradan_—sd— e O(X,X)=0, i>2,
S

em que X», ..., X, é um referencial ortonormal de Q’fgl. A partir da Proposicdo 2.9 obtemos

. 1 K2 1 d 177
c) = e el [41]

Observando que

d d d. « d k. K’
—.,—)=(Vgradlnk = -
gy as) = Vgemdnk, 70 =5 =) 7
Kysk — 2K2
k2
decorre da Proposi¢do 2.9 que
d 1, k2 Kyk—2K? 1, Ky K2
K (— X)= —(——8 _ 58 s (s
<ds’ 2 Kz( K2 K2 ) K2( K K2>
Logo (, )* possui curvatura seccional constante ¢ se e somente se
. < d o
K(6,X)) = =K' (5 X)), i#]>2,
s
ou seja
; _ K _ 5 s2 1
BT e T A T
que € equivalente a
d 1 1
f— = —c. 4.1
[dsK} +CK2 ¢ “.D

A seguir obtemos a solucdo de (4.1) para os diferentes valores de €.

1. Caso¢=0:
Neste caso, [diﬂ 2 —c; em particular, ¢ < 0.
Se ¢ =0, entdo di% =0, logo x(s) :lyéO,comr>0,Vs€I.
Se ¢ <0, entdo 41 =+/=c Logo k(s) = \} para s > 0.
2. Casoc=1:
Temos — [%ﬂ g # = ¢, donde ¢ < 0. Esta equacdo diferencial é equivalente a

sl -
1

Entdo k(s) = Tesin; baras € (0,m).
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3. Casoé=—1:

2 . N
Neste caso, — [j—s,l(] + % = ¢, a qual € equivalente a

4
_ [Li

1
\/ccoshs’

Portanto, x(s) = m, c<0es>0,

e, c=0eseR.

c>0eseR,

[
Lema 4.2. Sejag: MP~' — Qgp_é, 0 < ¢ < p—2, uma imersdo isométrica com R =0e v8 = 0.
Entéo a imersdo f = @o (g,1d) : MP~¢ x QZPM — R"™P, em que ® = Id : R"*P — R"P ge
¢ =0 ou © é como nos Exemplos 4.2 e 4.3 se ¢ # 0, possui curvatura de Moebius constante ¢ se

e somente se a métrica induzida ds* por g possui curvatura constante ¢ e

Hess (1/||%||)+e(1/||524]))ds* =0 e ||grad (1/[|2%||)|]*+&(1/||%|*) = —(p—£)°c,
4.2)

em que grad, Hess e || - || sdo calculados com respeito & ds*.

Demonstragdo. Comegamos provando a contrapositiva. Suponha que (MP~*, ds?) possui curva-
tura constante ¢. Entdo, dos Exemplos 4.1, 4.2 e 4.3, a métrica de Moebius determinada por f é
dada por

() = (p— 025 (ds” + 0-¢), (4.3)
em que 0_; é a métrica de @':_p +

Denote
<7 >* =41 +.u2g27
em que 4 = (p —{)||7#8]|, g1 = u’ds* e go = 6_¢. Decorre da Proposigio 2.9 que
Ki(X:, X)) = 02 (6— Q(X;, Xi) — Q(X, X)) — ||grad logu[|?) 1<i#j<p—¢,
em que K| denota a curvatura seccional de g;.

De (4.2) temos

Hess (1/p) +¢(1/u)ds* =0 e ||grad (1/p)|]* +&(1/p%) = —c,
que por sua vez sdo equivalentes ao par de equacoes

Hess (X, Y) —2u~ ' X (u)Y (u) —éuds*(X,Y) =0 e |lgradp|® +cu* = —eu?,  (4.4)
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na métrica ds>. Logo

Hess log (X, ) = DSSSHXY)  XUOYIR) ) oy )y (u) +ads? (X 1),

u u?

€ entao
Q(Xi,Xi):g, v lgigp—ﬁ.

Assim
Ki(XpX)=c, 1<i#j<p—L. (4.5)
Como as equagdes em (4.4) sdo equivalentes a
Hessp +cug =0 e ||gradp|> +cu® = —¢, (4.6)
em que grad, Hess e || - || s@o calculados com respeito a g;, obtemos do Lema 2.1 que (, )*

possui curvatura constante c.

Reciprocamente, como f possui curvatura de Moebius constante ¢, a Proposi¢do 2.10
mostra que ds® possui curvatura constante ¢, pois (,)s ¢ uma métrica conformemente Euclidiana
conforme 2 ds”> 4+ 6_z. Decorre dos Exemplos 4.1, 4.2 ¢ 4.3 que a métrica de Moebius de f é
dada por (4.3). Como essa métrica possui curvatura constante ¢, decorre via Lema 2.1 que as

equagoes em (4.6) sdo satisfeitas. Portanto, (4.2) é satisfeita. L]
Corolario 4.1. As solucdes de (4.2) em um aberto U de @g ! sao

1

W, c=0c¢e¢ CSO,
12%]](x) = 4.7)
ﬁ, c=1lec<0ouc=-1ceceR,
RP— se ¢ =0,
emquev € EP~ = S Rp—t+1 o 5=, étal que |v||* = —(p—{)’ceacR,.
]LP_”', se ¢ =—1

Demonstragdo. Consideremos (U,ds?) como um aberto de R”~¢. Entdo

1
——(x)=(v,x)+a VxeU,
|.72]]
em que a € R, e v € RP~¢ & um vetor constante tal que ||v||*> = —(p — £)c, é a solucio de (4.2)

para ¢ = 0.

Consideremos (U, ds?) como um aberto de S~ ¢ RP~+1_ O gradiente e o hessiano do

funcional linear g : R?~*! — R dado por

g(x) = (x,v), veRP &l que |p|]> = —(p—0)%,
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eh=goi:UCSP* =R, emquei:SP~* — RP~*1 ¢ ainclusdo umbilica, relacionam-se por

i.gradh = (gradg)”

Hessh(X,Y) = Hess g(i.X,i,Y) + (gradg, o (X,Y))

para quaisquer x € U e X,Y € T,SP~! (ver por exemplo a Proposicio 1.2 de (DAJCZER;
TOJEIRO, 2019)). Como gradg = ve a'(X,Y) = —(X,Y)x, segue que

i.gradh =T
e
Hessh(X,Y) = —(v,x)(X,Y) = —h(x)(X,Y).
Note que
lgradh|[? = V7112 = [y v |2 = [I? = [P = =(p = €)% = (v,x)| 2]
=—(p—0)’c—(nx),
logo

||grad h||*> 4 (p — £)%c = —h*.
Portanto, 1/||.2#8|| : U C SP~* — R definida por

(A/I25)(x) = (x,v), ¥V xel,

com ||v||> = —(p — £)*c, é uma solugio de (4.2) para ¢ = 1.

Considere (U, ds?) como um aberto de HP—* ¢ LP~*+! em que HP~* ¢ visto em termos

do modelo do hiperboléide. Seja g : LP~¢*! — R o funcional linear definido por
g) = (xv), veLr el que || = —(p—0)%,

esejah:=goi:U CHP ' - R, emquei:H~¢ — LP~ ¢! ¢ ainclusio umbilica.

O gradiente e o hessiano de g e & relacionam-se por

i.gradh = (gradg)’

Hessh(X,Y) = Hess g(i.X,i.Y) + (gradg, o' (X,Y)),

para quaisquer x € U e X,Y € T,HP~*. Como gradg = ve a/(X,Y) = (X,Y)x, obtemos

ixgradh = vl

Hessh(X,Y) = (vx)(X,Y) = h(x)(X,Y).
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Note que

2 2 2 2 2
[lgradhl[> = [[V"[|> = [[v=v*| > = [v[|> = [

=—(p- ) — >HXH2

Portanto, a fungdo 1/||.5#¢|| : U ¢ H?~* — R definida por
(1/]|12€%])(x) = (v,x), YxeU comvel” " talque|v|]>=—(p—10)%
¢ uma solucao de (4.2) para¢ = —1. ]

Observacao 4.2. Casos particulares de imersdes isométricas g : Mé’ -t Qc%p _é, 0<t<p-2,
satisfazendo as condi¢des do Coroldrio 4.1 sdo aquelas em que ¢ = 0 e ||.7#°8|| € constante . De
um ponto de vista global, foi provado por (DAJCZER; TOJEIRO, 1993) que se g : R" — R™
€ uma imersao isométrica com fibrado normal plano, v& constante em R" e campo curvatura
média com norma constante, entdo g(R") € um produto Riemanniano de curvas com a (primeira)
funcdo curvatura constante. O caso em que n = 2 foi obtido anteriormente por (ENOMOTO,
1990) sem usar a hipétese de indice de nulidade relativa constante. Em particular, se g : M> — R*
€ uma superficie compacta com métrica induzida de curvatura nula e fibrado normal plano cujo
campo curvatura média possui norma constante, entio g(M?) é isometricamente congruente ao

produto Riemanniano de dois circulos S! x S'.

Exemplo4.4. Seg:U C RP{ SR 0<t< p— 1, é uma imersao com fibrado normal plano,
vé = ( e cujo campo curvatura média possui norma constante nao nula, entdo da observagao
anterior temos que g(U) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano de curvas com a
(primeira) funcdo curvatura constante. Neste caso, g x Id : U x R*P*f — R"*P & um cilindro

com curvatura de Moebius constante nula.

A seguir exibimos um exemplo simples de uma imersdo isométrica g : M? -t Qgp _E,
0 < ¢ < p—1, satisfazendo as condi¢des do Corolario 4.1 em que a norma do campo curvatura

média ndo € constante.

Exemplo 4.5. Seja y; : I; — R2 uma curva diferencidvel com curvatura k;, 1 < i < 2. Considere
a superficie

E=NX»: 11><12—>]R2><R2 R

Logo
|2%)]* = (K1 +13).

Em particular,

Hess||72%||*(91,02) = 01 (92 (x7 + 7)) — (V3,02) (ki + K5) = 0,
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em que d; e dr sdo os campos coordenados de I e I, respectivamente, e V é a conexdo de
Levi-Civita da métrica produto ds% + a’s%.

Suponha ||.7#¢||~! (x) = (v,x) +a para todo x € I} x I, em que ||v|| = 2/—c parac <0

eacR,.Como
1 3
Hess ||277(| 71 (01, 02) = —3 ||| Hess||2#%[[*(01,02) + ||| (][ 7£%][*) 9|72 % |
3 _
= Z 1257 (@]l ) ol | 22

e Hess ||.2#%||~! = 0 entdio
(alxq)(azxg) =0.

Se ambas as curvaturas sdo constantes, entdo ||.7°¢|| é constante, ou seja, g(I; x I) C
S!' xS!, e assim g x Id : [} x I, x R""% — R**? & um cilindro com curvatura de Moebius nula.
Caso k7 ndo seja constante, segue que k» = r para algum r > 0. Usando que W(“) =2y/—csy
para ¢ < 0, obtemos

Ki(s1) =1/ —cls;2—r2, para0<|s| <

1
r—c
Portanto, g = 71 X 5, em que ; € a curva cuja curvatura K (s1) = 4/ —c‘lsl_2 —rle % (h) C S,

as quais determinam um cilindro g x Id : I} x I, x R"~2 — R"*? com curvatura de Moebius
c <O.

Concluimos, portanto, a demonstracdo da reciproca do seguinte teorema, o qual é o

principal resultado deste trabalho.

Teorema 4.1. Seja f: M" — R"™P, comn>5e p=2, oun>6e2p<n, uma imersio
isométrica prdpria com curvatura de Moebius constante c e fibrado normal plano. Entdo f(M")
é a imagem por uma transformagdo conforme de R"™P de um subconjunto aberto de uma

subvariedade dada como em um dos Exemplos 4.1, 4.2 ou 4.3

(i) com a (primeira) fun¢do curvatura x(s) da curva y: I — @g“ dada pelo Lema 4.1, com

¢ =0,1o0u —1, respectivamente.

2p—¢

(ii) com a norma do campo curvatura média da subvariedade g : U C Q% -t Q=" " dada pelo

Coroldrio 4.1, com0 < (< p—2e¢=0,1o0u—1, respectivamente.

Para a demonstragdo do teorema, mostraremos inicialmente que a forma de Moebius
o’/ de uma imersdo isométrica f : M" — R"TP com curvatura de Moebius constante e fibrado

normal plano € necessariamente fechada.

Proposicao 4.1. Se f: M" — R""P é uma imersdo isométrica com curvatura de Moebius

constante e fibrado normal plano, entdo a forma de Moebius @' é fechada.
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Demonstracdo. A equacdo conforme de Ricci,
<RJ_(X7Y)§7TI> = <[BévBﬂ]X7Y>*

para quaisquer X,Y € X(M) e {,n € I'(NyM), mostra que existe um referencial ortonormal

% ={Xi,...,X,} com respeito 2 métrica de Moebius tal que

Em particular, 4 diagonaliza também a terceira forma fundamental de Moebius

HIg(X,Y) =Y (B( B(Y,X))).
i=1

Seja ¢ € R o valor comum das curvaturas seccionais de (M, (-,-)*). Entdo o tensor de
Ricci de (M", (-,-)*) satisfaz

Ric*(X,Y) =c(n—1){X,Y)"
para quaisquer X,Y € X(M"), logo & também diagonaliza Ric*.

Da relacdo

2S*+1

(n—2)y(X,Y) = Ric*(X,Y) +1I5(X,Y) — (X,Y)",

em que s* € a curvatura escalar de (M, (, )*), concluimos que o tensor de Blaschke y é diagona-
lizado por A. Assim,
ﬁ(Xia VA/XJ> = B(Xja VA/Xi>7 i 7£ j,

em que Y é o endomorfismo associado a y, donde
[]

Demonstragdo do Teorema 4.1: Conforme observado no segundo parigrafo deste capitulo, as
hipéteses do teorema asseguram que f admite um campo normal principal 7 com multiplicidade
n—p+/{, paraalgum 0 < ¢ < p— 1, além de outros p — ¢ campos normais principais simples.
Por outro lado, vemos da Observagdo 3.1 que f possui um campo normal principal de Moebius
i :=p~'(n —2#/) com multiplicidade n — p + £ e p — £ campos normais principais de Moebius
simples.

Como f tem curvatura de Moebius constante e fibrado normal plano, a forma de Mo-
ebius @/ é fechada pela Proposicdo 4.1. Logo, obtemos da equacgdo conforme de Ricci que

existe um referencial ortonormal Xj, . ..X,, com respeito a métrica (, )*, que diagonaliza e y

simultaneamente, de modo que
B(X:,X;) =1, (4.8)
paratodo p—/+1<i<n.

Neste ponto, dividiremos a demonstragdo em dois casos:
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(i) Casol=p—1.

O campo normal principal 17 tem multiplicidade n — 1. Como a forma de Moebius @/ é
fechada, segue da Proposic¢do 3.2 que f(M") é a imagem por uma transformagdo conforme
de R""P de um subconjunto aberto de um cilindro, de um cone generalizado ou de
uma subvariedade de rotagdo sobre uma curva y: [ — Qg“, em que ¢ =0,1 ou —1,
respectivamente. Finalmente, a hip6tese de que a curvatura de Moebius de f € constante e
o Lema 4.1 implicam que a (primeira) fungdo curvatura k(s) da curva y: I — Q% 1 com

¢ =0,1 ou —1, respectivamente, ¢ dada como no Lema 4.1.

(ii) Caso0</<p-2.

Considere as distribui¢des diferencidveis
A=span{X;: p—0+1<i<n} e At =span{X;:1<i<p—{}. (4.9)

Do Coroldrio 3.1, segue que & ¢ uma TP-rede. Entdo, do Teorema 2.1, temos que para
cada x € M" existem um aberto U de M" contendo x e uma representagcdo produto
p—{+1

P M, —U
k=1

de & que € uma isometria com respeito a uma métrica produto twisted

p—{+1

(Y=Y pim( (4.10)
k=1

em Hg;fHMk para certas fungdes C* p : @1 (U) = R, 1 <i<p—fl+1.

Considere a rede produto (E;)i—; p—t+1 de Hf;fHMk, em que, para cada ponto x =

(X153 Xp—r41) € Hi;f“ My, Ei(x): =1 T ;Miet M, — Hi;f“ M, é ainclusdo usual.
Conforme observado em (2.13), E; é uma distribuicdo umbilica com campo curvatura
média —(grad(logop;)) 1, em que grad representa o gradiente calculado na métrica (, ).

. . ~ ~ —l+1 ~
Afirmamos que existem um sistema de coordenadas (¥y,...,%,) em Hf:1+ M; e fungdes

ri=ri(%), 1 <i< p—{, tais que p; = ri(%) f; ' o P,

De fato, como mostrado na prova do Coroldrio 3.1, span{X;} é uma distribui¢do umbilica
em (M",(,)*) com campo curvatura média —(grad* log fifl)(span (x;}).» para qualquer
1<i<p-/{ Logo

_<grad* log‘fi_l7Xk>* = <V;<(l~Xi7Xk>* = <V%*Yxiq)*f;c*)_(iaq)*7’—/§*xk k>*
= <CI)*V1X X‘T;C*qu)*rlf*xk _k>*

it

— _ V. X %
- <V’L'f*xiXiTl?C>le’ 7:k *kak>

= —(grad(logop;), T;f*xk)_(k> ;
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para todo k # i com 1 < k < n. Portanto,

(CID*grad(log opi))(qD*E,’(x))i = (grad* logfi_])(span{x,-}(cb(x)))i

= (®.grad(logof;! 0®@)) (@, £(x)) - (4.11)
Introduza coordenadas (%i,...,%,_s,...,%,) em [T;_ EHMk. Entdo, a partir de (4.11),
vemos que
pi=ri(%)f o®
para certas fungdes diferencidveis r; = r;(%;) com 1 < i < p—/. Definindo x; = [ r;(%;)d%;,
nas novas coordenadas (xi,... X0, Xp—tg 1y ,Xn) a métrica (4.10) se escreve como
p—t n
=Y fag+e* Y giyduds;, (4.12)
i=1 i,j=p—{+1

para alguma ¢ € C*(U) e g;; sdo os coeficientes da métrica (, ) ,_¢41. (Observe que aqui

estamos omitindo & apenas por simplicidade na escrita.)

Em seguida, mostraremos que a métrica (, ) ,—¢41 € ortogonal De fato, fixe X := (X1,...,%,_¢)

Zi
o Mpe = IS, Mi

definida por T e Gpeg1) = (B X Xpp1)- Notemos que

<‘C§7€+1*v, ‘L'Zféﬂ*w} ={((0,...,0,v),(0,...,0,w)) = (p)%(v,w)p,gﬂ,

para quaisquerv,w € Ty, ., M),_41 e qualquerx,_¢, € Mp_¢1 ;. Isto mostra que T;_ 041 €

pertencente ao sistema de coordenadas (x1,...,X,—¢). Se]a

um difeomorfismo conforme de M, sobre a folha L(X) := ‘L' _o41(Mp_py1) de A, cujo
fator conforme é @z : M,,_;;1 — R definido por @z(x,—¢11) = @(F1,. .., Xp—r, Xp—r41)-

Utilizando a equac@o de Gauss, a métrica gz induzida em L(X) da métrica de Moebius (, )*

possui curvatura
(%) 1=+ |8 (Fxp_es1)| P
—c+ II(grad* log @), |°

—c+Z loggo

- d1
Y (i ) (P B0y
i=1 !

Como a folha L(xX) é umbilica, decorre da equagido de Codazzi que &(X,x,—r41) é pa-
ralelo na conexdo normal de L(x) — (M",(,)*), ou seja, ¢(X) é constante. Assim, a

métrica ‘c 41 " gz possui curvatura constante ¢ (). Logo, existem coordenadas ortogonais

locais (xp_gH, Xn) de (Mp_p1,T5_ 44 “g1). Porem‘c o4 gz = 02(,)p—r41, donde
(Xp—t415---,%,) sd0 também coordenadas ortogonais de (My_r+1,(, ) p—t+1). Escreva
entdao

n
<7 >pf€+1 = Z Vizdxiza
i=p—L(+1
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comV; = (a%,a%h,_gﬂ parai>p—{+1.

A métrica (4.12) toma entdo a forma

p—L n
=) fi2dxt + ¢? Y V2dx?. (4.13)
i=1 i=p—{+1
Denote 13
hij=—22 1<i#j<n,
Ty dx

comvi:fi_lparalgigp—ﬂevk:@Vkparakzp—€+1.

Como a métrica (4.13) possui curvatura constante ¢, decorre do Corolério 2.1 que

ohjj 8hj,
a_xi + Ox: Zkyél jhklhkj Tevivj = 0,
oh: J (4.14)
a_j:hijhjky I<i#k#j#i<n
J
Nestas notagdes,
.
fi dfi .,
—]7’28;, 1<i#j<p—{,
j 1
o f’Jax’ 1<i<p—lej>p—1L+1,
ij —
8
Xi
V; .
\Viag’ngo-i—Hij, i#j>p—L+1,
comHij::%g—‘g.

Calcularemos agora 7. a =hjjhjyparap—{+1<i# j<nel <k<p—{ Temos

SOfidfi 1, i
-8x,~ (pV, k 8xj8xl~

Ohy 1 3(<PVi)f 29k
ox;  (eVi)? odx; “* 8xl (pV

Vj 8logq0 1 an 28fk

Vi dx; Vi dx (PV

T 8x]) _(pV,- ox; fk Bx]

hijhjr = (
Multiplicando a expressdo anterior por QV; sz, obtemos

P h 310g(¢‘4)%+810g(§0vj)%+2 19k 9 fk

ax]'ax,' N axj ox; ox; axj fk axj axl' 4.15)

Como Zf;f 1% =1, entdo

p—t )
07fk . ka 9” fi Z Lofi df

=0 ox jc?xi dxj dx; (4.16)
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Segue de (4.15) e (4.16) que

f i dfi _ 5N % dfi
* 0x; 8xj ~ OJx; ox;’

donde
p—L
%%ZO, (4.17)
k=1 axi8Xj
sei#j>p—L+1.
Defina
d df,_
W:(fl,...,fp,g) € Ul:(&{j” gi.g), p—g—FlSlSn

Pela Proposicio 3.5, A é totalmente geodésica com respeito 2 métrica de Moebius (, )*
se ¢ somente se
U=0 Vp—{+1<i<n.

As equacdes (4.16) e (4.17) tornam-se

W,U;)) =0, p—(¢+1<i<n,
(U,Uj)=0, p—l+1<i#j<n,
ouseja, W,Up_y41,...,U, sd0 n— p+ £+ 1 vetores dois a dois ortogonais de RP—.

Comon >2p,ention—p+L+1> p—~,ouseja,n>2(p—~)— 1. Logo, podemos supor
que Uj =0 paran—p+{+1 < j<n.lIsto significa que fi,..., f,—¢ ndo dependem de x;
paran—p+{l+1<j<n.

Observe que, se n =2p e ¢ = 0, entdo AL é automaticamente totalmente geodésica.

Suponha que A+ nio seja totalmente geodésica com respeito a (, )*. Como
p—A+1<p+l+1<n—p+l+1<j<n,

existemx € M" e j > p— /{41, digamos j = p— ¢+ 1, tais que U,_1(x) # 0. Suponha,

sem perda de generalidade, que 3%, af : 7é 0 em uma vizinhanca de x. Aplicando (4.15)

para j=p—l+1,k=1lei>n— p—|—£+1,obtemos

) lOg(‘PfoZnLl )
ax,‘

:O’

ou seja, v,_¢41 := @V,_¢41 ndo depende de x;. Podemos entdo escrever

n—p+{ n

p—r
-2 4.2 2 2.2 20,0 2,9
- Zfl dxi +¢ Z Vidxi + (@Vp—r+1) Vo s Z Viedx; .
i=1 i=p—(+1 i=n—p+(+1
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) —pHl 292
Denotando g1 = Y./, f; “dx; + ¢° Z?:f—m Vidxiegr = +1 Liin- p+£+1V dx;, se

gue que
2
() =g +Vv,_ 18-
Existe portanto uma representagio produto ® : M~ P+ S NP=t — M de {A, AT}

L . . . N 2
que € uma 1sometria com respeito a g1 +v —14+182

Pelo Lema 2.1, temos:
a. g possui curvatura constante c.
b. Hessv, ¢11+cvy, 1181 =0
c. g» possui curvatura constante ||gradv, ;1 ||> +cv?

p—i+1°

em que Hess e grad sdo calculados com respeito a g;. Em particular,

Hessv, 11+1(9,0) +cvppvi=0, 1<i<p—{. (4.18)

Notemos que usando (2.14)

avi n—p+4
Va,'ai = Vai(Vin') = EXI +v; Z <V81X17XJ>X]
l i=1
j#i
8\1,' n—p+{
= EX,‘—V,‘ Z <X,',Vain>XJ
l j=1
J#i
a n—p+/
V’ vi Y hX;
j=1
J#
vl 9 "f€h 19
T Oxjviox; = lejaxj
J#i
Logo
0
Hessvy—r11(0h,9) = 5= (villip—r+1) = (V,00) (vp—r41)
1
_dv; Ohip_gr1 1 dvidvp_pq1 CRAL N N
=_'h p—t— T PTE /P i
dx; P~ L ox; v;dx; 0x; T ]Z; ﬂv] ox;
J#
8hlp 41 SR 1 dv —(+1
=v; hjihj, Rp—vi1i £
Vi ox; + Z Jjiljp—t+1+Np €+lzvp7£+1 3Xp7f+1
ﬁéhp €+1
Assim, (4.18) € equivalente a
hip g1 L 1 dv, oy
s hihip_oi14+hy,_piq; P +cv, ¢ 1vi=0. (4.19)
Ix; ]Z_} S Pt le—éH a?Cp—£+1 prteth

.]3£17p_£+]
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Como g1 = Zj’;lp i vl-zdxl2 possul curvatura constante ¢, decorre de (4.14) que
Ohip—ri1  Ohpppri "
+ + hijihip,_pi14+cvivy_pi1 =0. (4.20)
&xi axp—€+l ;; Ji'tjp—t+ Vp—t+
J#i,p—l+1

Comparando (4.19) e (4.20) concluimos que

oh,_yi1i 1 Jdv,_ 0
p—L+1i p—Ll+1
FT hp—rt1i 9 — B (hp—e1i/Vp—t41) = 0.
Xp—t+1 Vp—t+1 0Xp—(+1 Xp—0+1
Usando que A,y 1; = _v,,_l[“ ffz aszﬂ para 1 <i < p—/, obtemos
1L, dfi
2 i 0 = ¢i<xla"'7xp—€7xp—£+27'"7-xn—p+f)7 (421)
Vp—t+1 Xp—t+1
para alguma fungao ¢; = @;(x1,...,Xp—¢,Xp_¢12,- - Xn—ptr)-

Em particular, para i = 1, a equacdo (4.21) fornece uma contradi¢cdo, uma vez que, por
9fi
3x,,_g+1
Portanto, A é totalmente geodésica com respeito a {, )*. Pela Proposicdo 3.1, A’ é

hipétese, # 0 em x, enquanto que o lado direito de (4.21) ndo depende de x4 1.

umbilica com respeito a métrica induzida por f com campo vetorial curvatura média igual
a (gradslogp)a.

Sendo A = Ej e i um campo normal principal de Dupin, o Teorema 2.7 mostra que
f € localmente, a menos de uma composi¢do com uma transformagdo conforme de
R"+7, uma imersdo f = @ o (g,1d) : MP~* x QZPM — R™7P em que g: MP~! — Q?p_e,
0 </ < p—2,éumaimersdo isométrica com fibrado normal plano e ® = Id : R**? — R"*P
se ¢ =0 ou O é como nos Exemplos 4.2 e 4.3 se ¢ # 0. Agora, como f é propria entio g
também € (pois decorre de (2.31) que a propriedade de uma imersdo isométrica com fibrado
normal plano ser propria é preservada por mudangas conforme da métrica ambiente), logo
v& & identicamente nulo em MP~*, pois do contrdrio, se V8 (y) > 1lemalgumy € mr—t
entdo g teria pelo menos um dos p — ¢ vetores normais principais nulo e assim 1 teria
multiplicidade estritamente maior do que n — p 4 ¢, que € uma contradicdo. Como f possui
curvatura de Moebius constante ¢, a conclusio deste teorema decorre do Lema 4.2 e do

Corolario 4.1.

Observaciao 4.3. (a) Se f: M" — R""P ¢ uma imersdo isométrica com curvatura de Moebius

constante ¢ e fibrado normal plano com dois campos normais principais distintos, a
demonstracdo do Teorema 4.1 (i) se aplica, mais geralmente, ao casoem que p > 1 e
n > 3, mostrando, sob essas hipéteses, que f(M") é a imagem por uma transformacéo
conforme de R""” de um subconjunto aberto de uma subvariedade dada como em um dos
Exemplos 4.1, 4.2 ou 4.3 com a (primeira) fungo curvatura k(s) da curva y: I — Q% i ,
com ¢ = 0,1 ou —1, respectivamente, dada pelo Lema 4.1. Em particular, tal afirmacao

generaliza a classificacdo das hipersuperficies f : M" — R >4, com curvatura de
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Moebius constante obtida em (GUO et al., 2012) ou alternativamente em (LI; MA; WANG,
2014), uma vez que as ultimas possuem uma curvatura principal de multiplicidade n — 1

(veja o Teorema 2.3).

(b) A demonstracdo do Teorema 4.1 (ii) € valida ainda para as imersdes isométricas f : M* — RS
com curvatura de Moebius constante e fibrado normal plano que admitem um campo
normal principal 17 de multiplicidade 2 (observe que o caso em que 1) tem multiplicidade
3 estd incluido naquele descrito no item (a)). Portanto, desta observagao e do Teorema 4.1
decorre uma classificacdo de todas as subvariedades f : M" — R"2 p > 4, com curvatura
de Moebius constante e fibrado normal plano, com excecdo daquelas para as quaisn =4 e

Jf admite quatro campos normais principais distintos, que permanece em aberto.
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CAPITULO

SUBVARIEDADES CONFORMEMENTE
EUCLIDIANAS E ISOPARAMETRICAS DE
MOEBIUS

O principal objetivo deste capitulo € obter uma classificagdo das imersdes isométricas
fiM" = R"™P n—3>p>1, conformemente Euclidianas e isoparamétricas de Moebius. Nossa
abordagem consistird em mostrar que esta classe de subvariedades € equivalente a classe das
subvariedades conformemente Euclidianas cuja forma de Moebius € nula, o que nos permitird

utilizar alguns dos resultados obtidos nos capitulos anteriores.

Definiciio 5.1. Seja f: M" — M™ uma imersdo isométrica. Dizemos que um campo normal
¢ € I'(NyM) é paralelo se
V=0

para todo X € X(M).

Defini¢do 5.2. Uma imersdo isométrica f : M" — R sem pontos umbilicos e com fibrado
normal plano € denominada uma subvariedade isoparamétrica de Moebius se sua forma de
Moebius € identicamente nula em M" e seus campos normais principais de Moebius sdo paralelos.
(Veja a Defini¢do 3.1).

Defini¢do 5.3. Uma imersdo isométrica f : M" — R""? é denominada uma subvariedade de

Dupin se possui fibrado normal plano e seus campos normais principais sao de Dupin. (Veja a
Definicdo 2.4).

Proposicdo 5.1. Se f: M" — R""P ¢ uma subvariedade isoparamétrica de Moebius, entdo f é

uma subvariedade de Dupin.

Demonstragdo. Sejam ny,..., N, 0s campos normais principais de f associados as distribui¢des

Ey,,...,Ey,, esejaXj,..., X, um referencial principal de f.
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Como @/ = 0, temos

0= V)%if%”f—kﬁ(Xi,grad*p)
= Vi +p((Xi, grad*p) sm; — (X;, grad’p) s )
=V +p ' Xi(p)(mi — 7).

Por outro lado,
0=Vxp '(mi—7)=—p *Xi(p)(ni— A7) +p~ (Vxni— V7).
Logo

0=Vx !+ (Vxni— VA7)
= V)J(_iniv

paracada l <i<n. ]

Corolario 5.1. Seja f : M" — R"™P uma imersdo isométrica com fibrado normal plano cujos
campos normais principais de Moebius sdo paralelos. Entdo f é uma subvariedade isoparamé-

trica de Moebius se e somente se [ é uma subvariedade de Dupin.

Para resolver o problema central deste capitulo enunciado no primeiro paragrafo, preci-

samos de alguns resultados e defini¢cdes preliminares.

O primeiro espaco normal Ny (x) de uma imersdo isométrica f : M" — M™ em x € M" é
o subespaco vetorial
Ni(x) = span{a(X,Y): X,Y € T.M},

em que a € a segunda forma fundamental de f. A imersao f € dita ser 1-regular se a dimensao
de Ni(x) é constante em M", o que implica que tais subespagos formam um subfibrado de N;M,

chamado de primeiro fibrado normal de f e denotado por N = N{ .

Definicao 5.4. Uma imersao isométrica f : M" — QP reduz codimensao a q < p se existe
uma subvariedade totalmente geodésica Qi ¢ C Q} "7 tal que f(M") C Qi 7. A codimensio
substancial de f é o menor nimero para o qual a codimensdo de f pode ser reduzida. Se a

codimensdo de f ndo pode ser reduzida, entdo f € dita ser substancial.

Proposicao 5.2 (DAJCZER; TOJEIRO, 2019)). Seja f : M" — Q' uma imersdo isométrica
1-regular com fibrado normal plano e campo curvatura média paralelo. Entdo o primeiro
fibrado normal Ny de f é paralelo e possui dimensdo k < min{n,m —n}. Em particular, f reduz

codimensdo a k.

Teorema 5.1 (DAJCZER; TOJEIRO, 1993)). Seja f : M!! — Q7' uma imersdo isométrica com
fibrado normal plano e campo curvatura média paralelo. Entdo uma das seguintes possibilidades

ocorre.
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(i) c=0eexiste0<r<n—1talquen=s+r,m=2s+re f(M") é um subconjunto aberto
de
St(r) x... xS(ry) x R" c R™.

(ii) ¢ # 0 e f ¢ totalmente geodésica.

Lema 5.1. Seja f: M" — R""P, n—3 > p > 1, uma imersdo isométrica conformemente Euclidi-
ana com fibrado normal plano. Se o/ é identicamente nula, entdo, com as notagoes do Capitulo

3:

(i) As fungées fi,...fp—¢ € C*(M) sdo constantes e os campos &y, ...,&,_¢ € T(NyM) sdo

paralelos.
(ii) Os campos normais principais de Moebius sdo paralelos.

(iii) As distribuicoes A e A* definidas em (3.1) sdo totalmente geodésicas com respeito a { ).

Em particular, (M",(, )*) é localmente um produto Riemanniano.

Demonstragdo. A equacdo conforme de Codazzi
('ViB) (X X)) = !V, B) (Xi.X;),
parap—(l+1<i,j<nel <k<p—/, éequivalente a
(Vi X5, Xe) (71— B(Xe, Xe)) = (X, X;)* Vi .
Como ||7]| = rlw tomando o produto interno de ambos os membros da equagdo anterior com 7
obtemos
(Vi Xj . Xe) fE =0.
Portanto,
(VX Xe)" =0,
que mostra que A € uma distribuicdo totalmente geodésica. De (3.14) obtemos entdo que f;,
1 <i < p—{, sdo fungdes constantes nio nulas. Concluimos das Proposicdes 3.2 e 3.5 que A+
¢ totalmente geodésica. Pelo Teorema 2.2, (M", (, )*) é localmente um produto Riemanniano
—¢ —p+l
MY x My P
Observe que, se { = p — 1, entao
L L
'V, B)(Xj, X)) = (! Vi, B)(X1,X)),
para 2 < j < n, é equivalente a

1

n

IV & =V i =(8,X)(B(X1,X1) — ) = 0. (5.1)

Decorre de (3.13) (caso 0 </ < p—2)e (3.6) e (5.1) (caso £ = p— 1) que os campos
&1, ...,&p—p sdo paralelos. Portanto, os campos normais principais de Moebius de f definidos
em (3.12) (caso 0 </ < p—2)e (3.5) (caso £ = p — 1) sdo também paralelos. l
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O proximo resultado mostra que, se f: M" — R""P, n—3 > p > 1, é uma subvariedade
conformemente Euclidiana e isoparamétrica de Moebius, entdo a condi¢do de que os campos
normais principais de Moebius sejam paralelos € automatica. Mais precisamente, decorre do

lema anterior e do Corolério 5.1 o seguinte resultado:

Proposicao 5.3. Seja f: M" — R""P, n—3 > p > 1, uma imersdo isométrica conformemente

Euclidiana com fibrado normal plano. Entdo as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

(i) o' =0
(ii) f € uma subvariedade isoparamétrica de Moebius.

(iii) f € uma subvariedade de Dupin cujos campos normais principais de Moebius sdo paralelos.

A seguinte observagdo serd ttil na demonstra¢do do préximo resultado. Se f; : M" — m™,
1 < j<2,s30 como em (2.30), entdo a partir de (2.16) concluimos que as conexdes normais de

f1 € f> sdo relacionadas por

°f)

szLg fiyd vE+ EL o7 &, (5.2)

para quaisquer X € X(M) e & € I'(N/M).

Estamos agora em condicdes de mostrar uma versao do principal resultado deste capitulo.
Teorema 5.2. Seja f: M" — R""P, n—3 > p > 1, uma imersdo isométrica conformemente
Euclidiana com fibrado normal plano e prépria. Se @/ é identicamente nula, entdo f(M")

é a imagem por uma transformagdo conforme de R""P de um subconjunto aberto de uma

subvariedade de um dos seguintes Exemplos:

(i) 4.1, 4.2 ou 4.3, em que a curva y: I — Q%, com ¢ = 0,1 ou —1, respectivamente, tem fungdo

curvatura K(s) constante e positiva.
(ii) um cilindro g x Id sobre um toro plano
g:S'(r) x ... xS (r,_¢) = R*P~H c R,
emque 0 </ <p-—2.
Demonstragdo. Como f é conformemente Euclidianae n—3 > p > 1, decorre do Teorema 2.4

que f admite um campo normal principal 11 de multiplicidade n — p+ ¢, paraalgum 0 </ < p—1.

Sejam (A,A') as distribui¢des diferencidveis definidas em (3.1). Sabemos do Lema
5.1 que as distribuicdes A e A sdo totalmente geodésicas com respeito a (, )*. Em particular,
(M",(,)*) é localmente um produto Riemanniano. Entretanto, da Proposi¢do 3.1 e do Teorema

2.7 temos que f €, a menos de uma composi¢do com uma transformacio conforme em R" 7,
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uma subvariedade f : M p—t Q’i_gp + _, R"P construida a partir de uma imersdo isométrica
g:UC Mé’fﬁ — Qgp% com v8 =0 em M" (veja Exemplos 4.1, 4.2 e 4.3). Estes exemplos
possuem a métrica de Moebius da forma

()" = (p =075 (ds* + 6-2),

( PR . ( Lo A —p+t p
em que ds” é a métrica induzida por g e 6_s é a métrica candnica de Q" Ep £ Portanto, ||.5# || é
uma aplicag@o constante nio nula.

2p—C

Agora, provaremos que 0 campo curvatura média de g : U C M~ - Q7" ~ é paralelo

para qualquer ¢ = 0,1 ou —1. Observe que, do Lema 5.1, decorre que o campo 1) € paralelo.

Seja f o cilindro. O campo normal principal de f com multiplicidade n —p+¢¢én = 0.

Logo seu campo normal principal de Moebius é

1 1 728
A —1 syof -1 g1 g _
= —p ' =—(p—0) N —(p— ) == .
Assim, $V+L#8 = 0.

Seja f o cone generalizado. O campo normal principal de f com multiplicidade n — p + ¢

€ 1 = 0. Logo o campo normal principal de Moebius de f €

71 11 1 78
N Py 7 P
=D nz Y 7 177

Portanto, 8V+.78 = 0.

Seja f a subvariedade de rotacdo sobre g. O campo normal principal de f com multi-

plicidade n—p+¢én = —g31 ©.((gradzp,_r) 0 g)*. Observe que N — 72/ = —%gzl (p—
2p—L 2p—1L
0)®,58, logo ’
1 I8
A —p1 f\ —
n=p (N-H")=— 0. - (5.3)
2 = o o
Usando (5.2) temos
A8 8 X(gop—
0='vy0, =0,5Vy + (‘22” ’3)@)*%8
82p—1 82p—1 gzp_g
= ! @*gv)%jfg’
82p—¢

para todo X € X(MP~*). Portanto, 8V+.5#¢ = 0.

Para 0 < ¢ < p—1, a dimensio do espaco N{(x) := span{n; (x)}f:_f ¢ p — ¢ para todo
x € MP~*. Entdo, da Proposicio 5.2, temos que N; é um subfibrado paralelo de NoMP —. Assim,
g(U) C @ﬁ(” e Q%" para qualquer .

Se ¢/ =p—1,entdo y(I) C Q% C Qé’ﬂ. Para 0 </ < p—2, o Teorema 5.1 mostra que

¢ =0, pois ¢ # 0 implica g totalmente geodésica, ou seja, todos os 1; sdo nulos, que € uma
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contradi¢do. Neste caso, g(U) é um subconjunto aberto do toro plano

SH(r1) x ... x SY(rp_g) C RHP7,

O resultado final € uma consequéncia do teorema anterior e da Proposi¢do 5.3.

Coroldrio 5.2. Seja f : M" — R""P n—3 > p > 1, uma imersdo isométrica, prépria, conforme-
mente Euclidiana e isoparamétrica de Moebius. Entdo f(M™) é a imagem por uma transformagdo

conforme de R"™P de um subconjunto aberto de uma subvariedade de um dos seguintes itens:

(@) S'(r1) x ... xS (r,_¢) x RP=PH C RAUP=H) x Rr=PH = R+, 0</<p—1.

(ii) A imagem por ® de S' x ]Rf‘[l C S x R’rl, em que © : S? x ]R’_fl — R ¢ definido no
Exemplo 4.2.

(iii) A imagem por ® de S' x "~ Ri x S"1 em que @ : Ri x "1 5 R"™1 ¢ definido no
Exemplo 4.3.
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