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RESUMO

ANTAS, M. S. R. Subvariedades com curvatura de Moebius constante e fibrado normal
plano. 2023. 88 p. Tese (Doutorado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências
Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2023.

Nesta tese, classificamos as subvariedades f : Mn → Rn+p, n ≥ 5 e p = 2 ou n ≥ 6 e 2p ≤ n,
que possuem curvatura de Moebius constante e fibrado normal plano. Também classificamos as
subvariedades f : Mn → Rn+p, n−3 ≥ p ≥ 1, conformemente Euclidianas e isoparamétricas de
Moebius.

Palavras-chave: geometria de Moebius, métrica de Moebius, subvariedades com curvatura
de Moebius constante, subvariedades isoparamétricas de Moebius, forma de Moebius fechada,
subvariedades com fibrado normal plano, subvariedades conformemente Euclidianas.





ABSTRACT

ANTAS, M. S. R. Submanifolds with constant Moebius curvature and flat normal bundle.
2023. 88 p. Tese (Doutorado em Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e
de Computação, Universidade de São Paulo, São Carlos – SP, 2023.

In this thesis, we classify submanifolds f : Mn → Rn+p, n ≥ 5 and p = 2 or n ≥ 6 and 2p ≤ n,
with constant Moebius curvature and flat normal bundle. We also classify the class of conformally
flat submanifolds f : Mn → Rn+p, n−3 ≥ p ≥ 1, which are Moebius isoparametric.

Keywords: Moebius geometry, Moebius metric, submanifolds with constant Moebius curvature,
Moebius isoparametric submanifolds, closed Moebius form, submanifolds with flat normal
bundle, conformally flat submanifolds.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

Os resultados desta tese se inserem na chamada Geometria de Moebius, na qual as
propriedades de interesse são aquelas invariantes pelas transformações de Moebius, ou seja, as
transformações conformes do espaço Euclidiano.

Em um artigo seminal, Wang introduziu em (WANG, 1998) um conjunto completo de
invariantes por transformações de Moebius. Um de tais invariantes é a chamada métrica de

Moebius associada a uma imersão f : Mn → Rn+p, n ≥ 2, sem pontos umbílicos, definida por

⟨ , ⟩∗ = ρ
2⟨ , ⟩ f ,

em que ρ :=
√

n
n−1(||α f ||2 −n||H f ||2), ||α f || denota a norma da segunda forma fundamental

de f e H f é o campo curvatura média de f . Veja a Proposição 2.13 para uma demonstração de
que tal métrica é invariante por transformações conformes de Rn+p.

Outro importante invariante por transformações conformes de Rn+p associado a uma
imersão f : Mn → Rn+p, n ≥ 2, sem pontos umbílicos, é a chamada segunda forma fundamental

de Moebius β = β f : X(M)×X(M)→ Γ(N f M), definida por

β (X ,Y ) = ρ(α(X ,Y )−⟨X ,Y ⟩H f ),

cujo operador de forma de Moebius associado em relação a ξ ∈ Γ(N f M) é dado por

B f
ξ

:= ρ
−1(Aξ −⟨H f ,ξ ⟩Id) : X(M)→ X(M).

Duas imersões isométricas f ,g : Mn → Rn+p são ditas conformemente congruentes se
existe uma transformação conforme τ :Rn+p →Rn+p tal que g= τ ◦ f . Um fato crucial mostrado
em (WANG, 1998) foi o seguinte:

Teorema 1.1 ((WANG, 1998)). Duas hipersuperfícies f ,g : Mn → Rn+1, n ≥ 2, sem pontos

umbílicos, são conformemente congruentes se e somente se as métricas de Moebius determinadas
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por f e g coincidem e os operadores de forma de Moebius B f
N e Bg

Φ(N)
de f e g coincidem em

cada x ∈ Mn, em que N ∈ N f M é um campo normal unitário a f e φ : N f M → NgM é uma das

duas possíveis isometrias entre os fibrados normais a f e g.

Além da métrica de Moebius e da segunda forma fundamental de Moebius, Wang
introduziu ainda outros importantes invariantes de Moebius: a forma de Moebius e o tensor de

Blaschke, que serão definidos no Capítulo 2. Uma versão do teorema anterior para imersões
f : Mn → Rn+p sem pontos umbílicos e codimensão arbitrária está enunciada no Teorema 2.6.

O trabalho de Wang motivou diversos autores a estudar imersões f : Mn → Rn+p sem
pontos umbílicos cujos invariantes associados possuem estruturas simples ou têm propriedades
particulares relevantes. Por exemplo, sugerimos ao leitor consultar (LI; WANG, 2003), (RODRI-
GUES; TENENBLAT, 2009), (HU; ZHAI, 2011), (LI; GUO, 2015), (GUO; LI; WANG, 2015),
(LI; QING; WANG, 2017), (HU; ZHAI, 2018) e (LIN; GUO, 2018).

Dizemos que uma imersão f : Mn → Rn+p sem pontos umbílicos possui curvatura de

Moebius constante se (Mn,⟨ , ⟩∗) possui curvatura seccional constante. A classificação local
das hipersuperfícies f : Mn → Rn+1, n ≥ 4, que possuem curvatura de Moebius constante foi
obtida originalmente em (GUO et al., 2012), mas uma prova alternativa deste resultado pode
ser encontrada em (LI; MA; WANG, 2014). O ponto de partida para se obter tal classificação
é o fato de que toda subvariedade com curvatura de Moebius constante é conformemente
Euclidiana. Lembramos que uma variedade Riemanniana (Mn,g) é conformemente Euclidiana

se todo ponto de Mn possui uma vizinhança aberta que é conforme a um subconjunto aberto
do espaço Euclidiano Rn. Em particular, por um resultado devido a Cartan (CARTAN, 1917),
uma hipersuperfície f : Mn → Rn+1, com n ≥ 4, sem pontos umbílicos, deve ter uma curvatura
principal λ de multiplicidade n−1. Não é difícil mostrar então que a forma de Moebius de uma
tal hipersuperfície deve ser fechada.

Esses fatos permitiram aos autores, usando o método do referencial móvel, reduzir o
problema a mostrar que qualquer hipersuperfície conformemente Euclidiana cuja forma de
Moebius é fechada deve ser localmente conformemente congruente a um cilindro, a um cone ou
a uma hipersuperfície de rotação sobre uma curva γ : I →Q2

c , em que Q2
c padroniza os espaços

formas de curvatura seccional constante c, com c = 0,1 ou −1, respectivamente.

Nesta tese damos início à investigação das imersões f : Mn → Rn+p, sem pontos umbí-
licos e com codimensão arbitrária, cuja curvatura de Moebius é constante. Como o caso geral
mostrou-se bastante complexo, iniciamos tal estudo sob a hipótese adicional de que f tem fibrado
normal plano.

Em nosso principal resultado, classificamos as imersões isométricas f : Mn → Rn+p,
com n ≥ 5 e p = 2, ou n ≥ 6 e 2p ≤ n, que possuem curvatura de Moebius constante e fibrado
normal plano. Veja o Teorema 4.1 para o enunciado preciso. Como caso particular, estendemos e
obtivemos uma demonstração substancialmente mais simples daquela obtida em (GUO et al.,
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2012) e (LI; MA; WANG, 2014) para o caso de hipersuperfícies.

Para a demonstração do teorema, fazemos novamente uso do fato de que uma subvarie-
dade com curvatura de Moebius constante é conformemente Euclidiana, a partir do qual podemos
lançar mão da extensão, obtida por Moore em (MOORE, 1977), do Teorema de Cartan mencio-
nando anteriormente, a qual afirma que uma imersão isométrica f : Mn → Rn+p, n−3 ≥ p ≥ 1,
de uma variedade Riemanniana conformemente Euclidiana, admite sempre um campo normal
principal com multiplicidade maior do que ou igual a n− p. Em seguida, mostramos que a
forma de Moebius de uma subvariedade com curvatura de Moebius constante e fibrado normal
plano é fechada, e conseguimos obter expressões para os invariantes de Moebius das subvarie-
dades f : Mn → Rn+p, n−3 ≥ p ≥ 1, as quais são essenciais para os argumentos utilizados na
demonstração do teorema.

Uma hipersuperfície f : Mn →Rn+1 é isoparamétrica de Moebius se a forma de Moebius
de f se anula em Mn e os autovalores do operador de forma de Moebius BN de f são funções
constantes em Mn. Este conceito foi introduzido em (LI; LIU; WANG, 2002), onde se mostrou
que, se f possui duas curvaturas principais distintas λ e µ , então os autovalores de BN , λ̄ =

ρ−1(λ −H) e µ̄ := ρ−1(µ −H), são funções constantes. Em particular, sob essas hipóteses,
f é uma hipersuperfície isoparamétrica de Moebius se e somente se é uma hipersuperfície
de Dupin, ou seja, λ e µ são constantes ao longo das folhas das auto-distribuições Eλ e Eµ .

Logo, se f é uma hipersuperfície de Dupin com duas curvaturas principais distintas, então f é
uma hipersurperfície isoparamétrica de Moebius. Assim, a classificação das hipersuperfícies
isoparamétricas de Moebius com duas curvaturas principais distintas obtida em (LI; LIU; WANG,
2002) pode ser vista como uma versão local da classificação das hipersuperfícies de Dupin com
duas curvaturas principais distintas obtida em (CECIL; RYAN, 1985).

No capítulo 5, introduzimos a definição de subvariedades isoparamétricas de Moebius f :
Mn → Rn+p com codimensão p > 1, e classificamos aquelas para as quais Mn é conformemente
Euclidiana e p≤ n−3, em particular aquelas que admitem apenas dois campos normais principais
distintos, generalizando o resultado obtido em (LI; LIU; WANG, 2002).

Os capítulos desta tese estão organizados do seguinte modo. Primeiro, no Capítulo 2
relembramos alguns resultados sobre subvariedades conformemente Euclidianas e apresentamos
os invariantes de Moebius das subvariedades Euclidianas. No Capítulo 3, obtemos os invariantes
de Moebius de uma subvariedade conformemente Euclidiana com fibrado normal plano e forma
de Moebius fechada, os quais são essenciais nas demonstrações dos resultados principais da
tese. No capítulo 4, apresentamos uma demonstração do resultado central desta tese, a saber,
a classificação local das imersões isométricas com curvatura de Moebius constante e fibrado
normal plano. Por fim, no Capítulo 5 classificamos as subvariedades conformemente Euclidianas
e isoparamétricas de Moebius.
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CAPÍTULO

2
PRELIMINARES

O objetivo deste capítulo é introduzir os fatos e conceitos necessários para se entender
os resultados dos capítulos seguintes, que constituem a parte central desta tese. A teoria aqui
exposta é conhecida na literatura como a Teoria das subvariedades, e a referência principal sobre
o assunto usada neste capítulo será (DAJCZER; TOJEIRO, 2019). Entretanto, faremos menções
aos autores que obtiveram resultados relevantes de interesse para esse trabalho.

2.1 A segunda forma fundamental de uma imersão iso-
métrica

Uma aplicação diferenciável f : Mn → M̃m entre variedades diferenciáveis de dimensões
n e m é dita ser uma imersão se a diferencial f∗(x) : TxM → Tf (x)M̃ é injetiva para qualquer
x ∈ Mn. Logo, necessariamente, n < m, e o número m−n é chamado a codimensão de f . É usual
dizer que f , ou f (Mn), é uma subvariedade de M̃m.

Uma imersão f : Mn → M̃m entre variedades Riemannianas com métricas ⟨ , ⟩M e ⟨ , ⟩M̃ é
dita ser uma imersão isométrica se

⟨X ,Y ⟩M = ⟨ f∗(x)X , f∗(x)Y ⟩M̃, (2.1)

para quaisquer x ∈ Mn e X ,Y ∈ TxM.

Se f : Mn → M̃m é uma imersão e M̃m é munida com uma métrica Riemanniana ⟨ , ⟩M̃,
então podemos definir uma métrica ⟨ , ⟩ f em Mn por (2.1). A métrica ⟨ , ⟩ f é chamada de métrica

induzida por f e, munindo-se Mn com tal métrica, então f torna-se uma imersão isométrica.

Seja f : Mn → M̃m uma imersão isométrica. Lembramos que o fibrado vetorial induzido

por f sobre Mn é definido por

f ∗T M̃m :=
⋃

x∈M

{x}×Tf (x)M̃ = {(x, X̃) ∈ Mn ×Tf (x)M̃ : f (x) = π(X̃)},
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em que π : T M̃ → M̃m é a projeção canônica dada por π(q,v) = q para quaisquer q ∈ M̃m e
v ∈ TqM̃.

Notação 2.1. Seja U um subconjunto aberto de uma variedade diferenciável M.

i. Denotaremos por X(U) o conjunto dos campos vetoriais diferenciáveis em U .

ii. Denotaremos por Γ(U,E) o conjunto das seções diferenciáveis em U de um fibrado
vetorial π : E → M. Quando U = M, escreveremos Γ(E).

A conexão de Levi-Civita ∇̃ de M̃m induz uma única conexão f ∇̃ em f ∗T M̃, chamada a
conexão induzida, definida por

f
∇̃X(Z ◦ f ) = ∇̃ f∗X Z

para quaisquer X ∈ X(M) e Z ∈ X(M̃). A partir daqui, sempre identificaremos f ∇̃ com ∇̃.

O complemento ortogonal de f∗TxM em Tf (x)M̃ é chamado o espaço normal de f em x e
é denotado por N f M(x). O fibrado normal N f M de f é o subfibrado vetorial de f ∗T M̃ cuja fibra
em x ∈ Mn é N f M(x).

Considerando a decomposição ortogonal

f ∗T M̃ = f∗T M⊕N f M,

temos
∇̃X f∗Y = (∇̃X f∗Y )T +(∇̃X f∗Y )⊥,

para quaisquer X ,Y ∈ X(M).

A aplicação α f : X(M)×X(M)→ Γ(N f M) definida por

α
f (X ,Y ) = (∇̃X f∗Y )⊥ (2.2)

é chamada a segunda forma fundamental de f . Decorre da definição de conexão que α f é
C∞(M)-bilinear, e portanto o valor de α f (X ,Y ) em x ∈ Mn depende apenas dos valores de X e Y

em x. Tomando a componente normal em

∇̃X f∗Y − ∇̃Y f∗X = f∗[X ,Y ],

em que [X ,Y ] é o colchete de Lie de X e Y , obtemos

α
f (X ,Y ) = α

f (Y,X) ∀ X ,Y ∈ X(M).

Definindo
∇XY := f−1

∗ (∇̃X f∗Y )T ∀ X ,Y ∈ X(M), (2.3)

obtemos que ∇ é uma conexão compatível com a métrica de Mn e simétrica, logo do Teorema de
Levi-Civita decorre que ∇ é a conexão Riemanniana de Mn.
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As equações (2.2) e (2.3) produzem a conhecida fórmula de Gauss

∇̃X f∗Y = f∗∇XY +α(X ,Y ). (2.4)

O operador de forma de f com respeito à ξ ∈ Γ(N f M) é o operador auto-adjunto
Aξ : T M → T M dado por

⟨Aξ X ,Y ⟩ f = ⟨α(X ,Y ),ξ ⟩̃ ∀ X ,Y ∈ T M.

Observe que

⟨∇̃X ξ , f∗Y ⟩̃=−⟨ξ , ∇̃X f∗Y ⟩̃

=−⟨ξ ,α f (X ,Y )⟩̃

=−⟨Aξ X ,Y ⟩ f ,

para quaisquer X ,Y ∈ X(M) e ξ ∈ Γ(N f M). Portanto

(∇̃X ξ )T =− f∗Aξ X .

A componente normal
∇
⊥
X ξ := (∇̃X ξ )⊥

define uma conexão compatível com a métrica ⟨ , ⟩̃ em N f M, denominada a conexão normal de
f . Portanto, temos a conhecida fórmula de Weingarten

∇̃X ξ =− f∗Aξ X +∇
⊥
X ξ . (2.5)

A seguinte proposição é uma simples interpretação da segunda forma fundamental α de
uma imersão isométrica f , que mostra que α mede o quanto as geodésicas em M deixam de ser
geodésicas em N.

Proposição 2.1. Se γ : I → M é uma geodésica e f : M → N é uma imersão isométrica, então

α
f (v,v) = ( f ◦ γ)′′(0),

em que γ(0) = p e γ ′(0) = v.

Demonstração. Existe um campo vetorial X ∈ X(U), com U um subconjunto aberto de M, tal
que X ◦ γ = γ ′.

Note que

(∇X X)◦ γ = ∇X◦γX = ∇γ ′X = ∇
γ∗

d
dt

X = γ
∇ d

dt
X ◦ γ = γ

∇ d
dt

γ
′ := γ

′′.

Logo

( f ◦ γ)′′ := f
∇̄ d

dt
( f ◦ γ)′ = ( f

∇̄X f∗X)◦ γ = ( f∗∇X X +α
f (X ,X))◦ γ = α

f (γ ′,γ ′).

Então α f (v,v) = ( f ◦ γ)′′(0).
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Finalizamos esta seção relembrando as equações de compatibilidade de uma imersão
isométrica f : Mn → M̃m

c , em que M̃m
c denota uma variedade Riemanniana com curvatura seccio-

nal constante c. Sejam X ,Y,Z,W ∈ X(M) e ξ ,η ∈ Γ(N f M), e denote por R e R⊥ os tensores de
curvatura de T M e N f M, respectivamente,

R(X ,Y )Z = ∇X ∇Y Z −∇Y ∇X Z −∇[X ,Y ]Z,

R⊥(X ,Y )ξ = ∇
⊥
X ∇

⊥
Y ξ −∇

⊥
Y ∇

⊥
X ξ −∇

⊥
[X ,Y ]ξ .

Equação de Gauss

⟨R(X ,Y )Z,W ⟩= c⟨(X ∧Y )Z,W ⟩+ ⟨α(X ,W ),α(Y,Z)⟩−⟨α(X ,Z),α(Y,W )⟩,

para ∧ definido por (X ∧Y )Z = ⟨Y,Z⟩X −⟨X ,Z⟩Y.

Equação de Codazzi
(∇⊥

X α)(Y,Z) = (∇⊥
Y α)(X ,Z),

sendo (∇⊥
X α)(Y,Z) = ∇⊥

X α(Y,Z)−α(∇XY,Z)−α(Y,∇X Z).

Equação de Ricci
⟨R⊥(X ,Y )ξ ,η⟩= ⟨[Aξ ,Aη ]X ,Y ⟩,

em que [Aξ ,Aη ] = Aξ ◦Aη −Aη ◦Aξ .

2.2 Normais principais e subvariedades com fibrado nor-
mal plano

Os resultados desta seção são baseados em (RECKZIEGEL, 1976), cujas demonstrações
serão incluídas apenas por simplicidade e completeza da exposição.

Um vetor normal η ∈ N f M(x) é dito ser um vetor normal principal de uma imersão
isométrica f : Mn → M̃m em x ∈ Mn com multiplicidade s, se o subespaço vetorial definido por

Eη(x) = {X ∈ TxM : α
f (X ,Y ) = ⟨X ,Y ⟩η ∀ Y ∈ TxM}

possui dimensão s > 0.

Um campo vetorial normal η ∈ Γ(N f M) é chamado um campo normal principal de f

com multiplicidade s, se dim Eη(x) = s para todo x ∈ Mn.

Proposição 2.2. Se f : Mn → M̃m é uma imersão isométrica com um campo normal principal η

de multiplicidade s, então a distribuição

x 7→ Eη(x)

é diferenciável.
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Demonstração. Observamos que

E⊥
η (x) = span{Aξ X : X ∈ TxM e ξ ∈ N f M(x)}.

Fixemos x0 ∈ Mn. Como dimEη(x0) = s, então existem vetores X1, . . .Xn−s ∈ Tx0M e
ξ1, . . . ,ξn−s ∈ N f M(x0) tais que

E⊥
η (x0) = span{AξiXi : 1 ≤ i ≤ n− s}.

Considerando extensões diferenciáveis de (Xi,ξi) em uma vizinhança de x0 para 1 ≤ i ≤
n− s, decorre do fato de que a independência linear de um conjunto de vetores é preservada por
extensões contínuas, que

{AξiXi : 1 ≤ i ≤ n− s}

permanece linearmente independente em uma vizinhança de x0.

Como x0 é um ponto arbitrário de Mn, segue que a distribuição E⊥
η , e portanto Eη , são

diferenciáveis em Mn.

Equivalentemente,

Eη(x) =
⋂

µ∈N f M(x)

ker(Aµ −⟨µ,η⟩Id). (2.6)

Em particular, se f : Mn → M̃n+1 é uma hipersuperfície e N ∈ N f M(x) é um vetor
normal unitário em x, então η = λN é um vetor normal principal de f em x se e somente se λ

é uma curvatura principal de f em x. Assim, o conceito de campos normais principais é uma
generalização natural para subvariedades de codimensão maior do que 1 da noção de curvaturas
principais de hipersuperfícies.

Observamos que se um vetor normal principal η de f em x é trivial, isto é, η = 0, então

Eη(x) := ∆̄(x) = {X ∈ TxM : α
f (X ,Y ) = 0, ∀ Y ∈ TxM}

é chamado o subespaço de nulidade relativa de f em x ∈ Mn e ν(x) = dim ∆̄(x) é o índice de

nulidade relativa de f em x.

Definição 2.1. Uma distribuição diferenciável E em uma variedade Riemanniana M é dita
ser totalmente geodésica se ∇T S ∈ Γ(E) para quaisquer T,S ∈ Γ(E), em que ∇ é a conexão
Riemanniana de M.

Logo, decorre da simetria da conexão, que se E é uma distribuição totalmente geodésica
em M, então

[T,S] = ∇T S−∇ST ∈ Γ(E), ∀ T,S ∈ Γ(E).

Portanto, E é uma distribuição involutiva, donde temos que E é integrável.
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É usual chamar as subvariedades integráveis de uma distribuição integrável D ⊂ T M de
folhas de D.

Afirmação 2.1. Se E é uma distribuição totalmente geodésica em M, então as folhas de E são
subvariedades totalmente geodésicas de M.

Demonstração. Seja p ∈ M e N uma subvariedade de M contendo p tal que TqN = Eq para todo
q ∈ N. Logo, se T,S ∈ Γ(T N) então

α
N(T,S) = (∇T S)T N⊥ = 0,

pois ∇T S ∈ Γ(T N).

Definição 2.2. Uma distribuição diferenciável E em uma variedade Riemanniana M é chamada
umbílica se existe δ ∈ Γ(E⊥) tal que

(∇T S)E⊥ = ⟨T,S⟩δ ,

para quaisquer T,S ∈ Γ(E). O campo δ é chamado de campo curvatura média de E. Em
particular, se δ ≡ 0 em M então E é uma distribuição totalmente geodésica.

Proposição 2.3. Uma distribuição E de posto k é umbílica se e somente se ∇T S ∈ Γ(E) para

quaisquer T,S ∈ Γ(E) tais que ⟨T,S⟩= 0.

Demonstração. Sejam T,S ∈ E ortonormais. Então, tomando a componente em E⊥ de

∇T+S(T −S) = ∇T T −∇SS− [T,S],

obtemos
(∇T T )E⊥ = (∇SS)E⊥.

Defina
δ = (∇T T )E⊥ = (∇SS)E⊥.

Observemos que (X ,Y ) ∈ E ×E
ϕ7→ (∇XY )E⊥ é um tensor simétrico. De fato, das propri-

edades da conexão, segue ϕ é C∞(M)-bilinear. Seja p ∈ M e considere {e1, . . . ,ek} uma base
ortonormal de Ep. Então

ϕ(ei,e j) = (∇eie j)E⊥ = (∇XiX j)E⊥(p) = 0 = (∇X jXi)E⊥(p) = ϕ(e j,ei),

em que Xi,X j são extensões ortogonais de ei,e j em E.

Logo

ϕ(T,S)(p) = ϕ(∑ fiei,∑g je j) = ∑ fig jϕ(ei,e j) = ∑
i

figiδ (p) = ⟨T,S⟩δ (p),

para quaisquer T,S ∈ E.

Portanto, E é uma distribuição umbílica com campo curvatura média δ .
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Observe que, se E é uma distribuição umbílica, então

⟨∇T S−∇ST,X⟩= ⟨T,S⟩⟨δ ,X⟩−⟨S,T ⟩⟨δ ,X⟩= 0,

para quaisquer T,S ∈ Γ(E) e X ∈ Γ(E⊥), ou seja, E é integrável.

Afirmação 2.2. Se E é uma distribuição umbílica em M, então as folhas de E são subvariedades
umbílicas de M.

Demonstração. Seja N uma subvariedade de M tal que TqN = Eq para todo q ∈ N. Então, se
T,S ∈ Γ(T N) temos

α
N(T,S) = (∇T S)T N⊥ = (∇T S)E⊥ = ⟨T,S⟩δ |N .

Portanto, N é uma subvariedade umbílica de M cujo campo curvatura média é δ |N .

Definição 2.3. Uma distribuição umbílica E com campo curvatura média δ ∈ Γ(E⊥) é dita ser
esférica se

(∇T δ )E⊥ = 0,

para todo T ∈ Γ(E).

Em particular, se E é uma distribuição esférica com campo curvatura média δ , então as
folhas de E são subvariedades umbílicas de M cujo campo curvatura média H = δ é paralelo
na conexão normal. Estas folhas são chamadas de esferas extrínsecas.

Definição 2.4. Um campo normal principal η ∈ Γ(N f M) é dito ser um campo normal principal

de Dupin se η é paralelo na conexão normal de f ao longo de Eη , isto é,

∇
⊥
X η = 0,

para todo X ∈ Eη .

Denotamos por Qm
c o espaço Euclidiano Rm se c = 0, a esfera Sm

c se c > 0 ou o espaço
hiperbólico Hm

c se c < 0.

Proposição 2.4. Seja f : Mn →Qm
c uma imersão isométrica com um campo normal principal η

de multiplicidade q > 0. Então as seguintes afirmações são satisfeitas:

1. Se q ≥ 2, então η é um campo normal principal de Dupin.

2. Se o campo normal principal η é de Dupin então Eη é uma distribuição umbílica.

Demonstração. Escreva η = λζ , em que ζ ∈ Γ(N f M) possui norma unitária.
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É conveniente observar que a equação de Codazzi de uma imersão isométrica arbitrária
f : Mn → M̃m

c é equivalente à

(∇X A)(Y,ξ ) = (∇Y A)(X ,ξ ),

em que
(∇X A)(Y,ξ ) = ∇X AξY −Aξ ∇XY −A

∇⊥
X ξ

Y,

para quaisquer X ,Y ∈ X(M) e ξ ∈ Γ(N f M).

Como q ≥ 2, sejam S,T ∈ Γ(Eη) ortogonais com ||S||= 1. Então, o produto interno da
equação de Codazzi de f para (S,T,ζ ) com S implica T (λ ) = 0, enquanto o produto interno
da equação de Codazzi de f para a terna (S,T,µ) com S, em que ⟨µ,ζ ⟩= 0, implica ∇⊥

T ζ = 0.
Portanto, η é um campo normal principal de Dupin.

De acordo com a Proposição 2.3, para provar o item 2 é suficiente mostrar que

∇ST ∈ Γ(Eη),

para quaisquer T,S ∈ Γ(Eη) com ⟨T,S⟩= 0. De fato, fazendo o produto interno da equação de
Codazzi de f para (T,X ,ζ ) com S, para T,S ∈ Γ(Eη) e X ∈ X(M) com ⟨T,S⟩= 0, obtemos

Aζ ∇T S = λ∇T S.

Por outro lado, fazendo o produto interno da equação de Codazzi de f para (T,X ,ξ ) com S, para
ξ ∈ Γ(N f M) ortogonal a η , obtemos

Aξ ∇T S = 0.

Portanto, de (2.6) temos que ∇T S ∈ Γ(Eη).

Dizemos que uma imersão isométrica f : Mn → M̃m possui fibrado normal plano em
x ∈ Mn se R⊥(x) = 0. Se R⊥ ≡ 0 em Mn, então dizemos que f é uma imersão isométrica com
fibrado normal plano.

Seja f : Mn → M̃m
c uma imersão isométrica com fibrado normal plano. Decorre da

equação de Ricci de f que
R⊥ ≡ 0 ⇐⇒ [Aη ,Aξ ] = 0,

para quaisquer ξ ,η ∈ Γ(N f M). Isso é equivalente a dizer que, para cada x ∈ Mn, existe uma base
ortonormal X1, . . . ,Xn de TxM tal que

α
f (Xi,X j) = 0, 1 ≤ i ̸= j ≤ n.

Logo, em cada x ∈ Mn tal que R⊥(x) = 0, temos uma decomposição ortogonal de TxM

como
TxM = E1(x)⊕ . . .⊕Es(x),
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em que, para cada ξ ∈ N f M(x), existem números reais λi(ξ ), 1 ≤ i ≤ s = s(x), tais que

Aξ |Ei(x) = λi(ξ )Id

e as aplicações ξ 7→ λi(ξ ) são duas a duas distintas. Como o lado esquerdo da equação anterior
é linear em ξ , segue que as aplicações ξ 7→ λi(ξ ) são lineares, e então existem vetores ηi(x) ∈
N f M(x) unicamente determinados, tais que

λi(ξ ) = ⟨ηi(x),ξ ⟩ 1 ≤ i ≤ s.

Portanto,
Ei(x) = Eηi(x) =

⋂
ξ∈N f M(x)

ker(Aξ −⟨ξ ,ηi(x)⟩Id).

Isto mostra que ηi(x) são vetores normais principais de f em x.

A segunda forma fundamental de f admite a seguinte forma

α
f =

s

∑
i=1

⟨πi, ·⟩ηi(x),

em que πi := πEi : TxM → Ei(x) é a projeção ortogonal.

Um referencial ortonormal {X1, . . . ,Xn} de TxM tal que

α
f (Xi,X j) = δi jηi

é chamado de referencial principal de f .

A equação de Gauss de f é dada por

R(X ,Y ) =
s

∑
i, j=1

(c+ ⟨ηi(x),η j(x)⟩)πiX ∧π jY, (2.7)

para quaisquer X ,Y ∈ TxM. Em particular, a curvatura seccional de f em x ∈ Mn ao longo do
subespaço bidimensional σ = span{X ,Y} é

K(σ) =

c+ ⟨ηi(x),η j(x)⟩ se X ∈ Ei(x) e Y ∈ E j(x),

c+ ||ηi(x)||2 se X ,Y ∈ Ei(x).
(2.8)

Uma imersão isométrica f : Mn → M̃m
c com fibrado normal plano é dita ser própria

se s(x) = k ∈ {1, . . . ,n} para todo x ∈ Mn, ou seja, f possui um número constante de campos
normais principais distintos. Neste caso, os campos normais x ∈ Mn 7→ ηi(x) e as distribuições
x ∈ Mn 7→ Eηi(x), 1 ≤ i ≤ k, são diferenciáveis. Portanto, ηi, 1 ≤ i ≤ k, são campos normais
principais de f .

No caso em que f é própria, a equação de Codazzi de f é equivalente à

∇
⊥
T ηi = 0 ∀ T ∈ Eηi, se dimEηi ≥ 2, (2.9)

⟨X j,Yj⟩∇⊥
Xi

η j = ⟨∇X jYj,Xi⟩(η j −ηi), (2.10)

⟨∇X jXi,Xl⟩(ηi −ηl) = ⟨∇XiX j,Xl⟩(η j −ηl), (2.11)

se Xi ∈ Γ(Eηi), X j,Y j ∈ Γ(Eη j) e Xl ∈ Γ(Eηl) para 1 ≤ i ̸= j ̸= l ̸= i ≤ k.
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Proposição 2.5. Seja g : Mn
c →Qm

c uma imersão isométrica com fibrado normal plano e νg ≡ 0
em Mn

c . Então f admite exatamente n campos normais principais não nulos e distintos η1, . . . ,ηn

tais que ⟨ηi,η j⟩= 0 se 1 ≤ i ̸= j ≤ n.

Além disso, existe, localmente, um sistema de coordenadas (u1, . . . ,un) de um aberto U

de Mn e funções positivas λi ∈C∞(U) tais que

∂/∂ui = λ
−1
i Xi,

em que {Xi}n
i=1 é o referencial principal de g.

Demonstração. O espaço tangente TxM decompõem-se ortogonalmente como

TxM = Eη1(x)⊕ . . .⊕Eηs(x),

em que η1, . . . ,ηs são os vetores normais principais de g em x e s = s(x).

Se algum ηi(x) possui dimensão maior do que 2, a equação de Gauss de g,

c = K(X ,Y ) = c+ ||ηi(x)||2 X ,Y ∈ Eηi(x),

mostra que ηi(x) deve ser necessariamente 0, o que contradiz o fato de que νg(x) = 0. Portanto,
dimEηi(x) = 1 para todo 1 ≤ i ≤ s, ou seja, s(x) = n para todo x ∈ Mn.

Aplicando novamente a equação de Gauss de g,

c = K(X ,Y ) = c+ ⟨ηi(x),η j(x)⟩ X ∈ Eηi(x) e Y ∈ Eη j(x)

com 1 ≤ i ̸= j ≤ n, obtemos ⟨ηi(x),η j(x)⟩= 0.

Escreva, então, ηi = λiξi, em que {ξi}n
i=1 forma um subconjunto ortonormal de Γ(NgM)

e λi são funções positivas em Mn.

A equação de Codazzi, aplicada ao referencial principal {Xi}n
i=1 de g, produz

∇
⊥
X j

ηi = ⟨∇XiXi,X j⟩(ηi −η j)⇐⇒ X j(λi)ξi +λi∇
⊥
X j

ξi = ⟨∇XiXi,X j⟩(λiξi −λ jξ j).

Logo

⟨∇XiXi,X j⟩=
1
λi

X j(λi)⇐⇒ ⟨∇XiX j,Xi⟩= λiX j(1/λi),

para cada 1 ≤ i ̸= j ≤ n. Da equação (2.11) obtemos ⟨∇XiX j,Xl⟩= 0, então

∇XiX j = λiX j(1/λi)Xi.

Note que

[λ−1
i Xi,λ

−1
j X j] = ∇

λ
−1
i Xi

λ
−1
j X j −∇

λ
−1
j X j

λ
−1
i Xi

=
1
λi
(Xi(

1
λ j

)X j +
1
λ j

∇XiX j)−
1
λ j

(X j(
1
λi
)Xi +

1
λi

∇X jXi)

=
1
λi
(Xi(

1
λ j

)X j +
1
λ j

λiX j(
1
λi
)Xi)−

1
λ j

(X j(
1
λi
)Xi +

1
λi

λ jXi(
1
λ j

)X j)

= 0.
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Então existem localmente coordenadas (u1, . . . ,un) em um aberto U de Mn tais que ∂/∂ui =

λ
−1
i Xi, para cada 1 ≤ i ≤ n.

2.3 Produtos Twisted
Os principais objetivos desta seção consistem em apresentar o conceito de métrica

produto twisted em uma variedade produto e um teorema de decomposição local que permite
determinar quando uma variedade Riemanniana pode ser identificada, via uma isometria, com
uma variedade produto munida de uma métrica twisted. Outros detalhes sobre o conceito de
produtos twisted podem ser encontrados em (MEUMERTZHEIM; RECKZIEGEL; SCHAAF,
1999) e (TOJEIRO, 2006).

Seja M = ∏
k
i=0 Mi o produto das variedades diferenciáveis M0, . . . ,Mk. Uma métrica ⟨ , ⟩

em M é dita ser uma métrica produto twisted em M, se existem métricas Riemannianas ⟨ , ⟩i em
Mi e funções diferenciáveis ρi : M → R+, 0 ≤ i ≤ k, tais que

⟨ , ⟩=
k

∑
i=0

ρ
2
i π

∗
i ⟨ , ⟩i,

em que πi : M → Mi denota a projeção canônica e π∗
i ⟨ , ⟩i := ⟨ , ⟩πi . Então (M,⟨ , ⟩) é dita ser um

produto twisted e é denotado por ρ
∏

k
i=0(Mi,⟨ , ⟩i), em que ρ = (ρ0, . . . ,ρk). Quando ρ1, . . . ,ρk

são independentes de M1, . . . ,Mk, isto é, existe ρ̃a ∈C∞(M0) tal que ρa = ρ̃a◦π0 para a= 1, . . . ,k,
e, além disso, ρ0 ≡ 1, então ⟨ , ⟩ é denominada uma métrica produto warped e (M,⟨ , ⟩) :=
(M0,⟨ , ⟩0)×ρ ∏

k
a=1(Ma,⟨ , ⟩a) um produto warped com função warping ρ = (ρ1, . . . ,ρk).

Observamos que, se ρi = 1 para todo i = 0, . . . ,k, então ⟨ , ⟩ é uma métrica produto

Riemanniana.

Definição 2.5. Uma rede E = (Ei)
r
i=0 em uma variedade diferenciável M é uma decomposição

T M =⊕r
i=0Ei do fibrado tangente a M como uma soma de Whitney de distribuições integráveis

Ei em M. Se M é uma variedade Riemanniana e as distribuições Ei são duas a duas ortogonais,
então E é dita ser uma rede ortogonal.

Seja M uma variedade produto. A rede produto de M, E = (Ei)
k
i=0, é definida por

Ei(x) = τ
x
i ∗TxiMi, 0 ≤ i ≤ k,

para qualquer x = (x0, . . . ,xk) ∈ M, em que τx
i : Mi → M é a inclusão de Mi em M definida por

τ
x
i (x̄i) = (x0, . . . , x̄i, . . . ,xk), 0 ≤ i ≤ k.

O próximo resultado de (MEUMERTZHEIM; RECKZIEGEL; SCHAAF, 1999) rela-
ciona as conexões de Levi-Civita de uma métrica produto twisted e da corresponde métrica
produto Riemanniana em uma variedade produto.
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Proposição 2.6 ((MEUMERTZHEIM; RECKZIEGEL; SCHAAF, 1999)). Sejam (M,⟨ , ⟩) =
ρ

∏
k
i=0(Mi,⟨ , ⟩i) um produto twisted com função twist ρ = (ρ0, . . . ,ρk) e uma rede produto E =

(Ei)
k
i=0. Denote por ∇ e ∇̃ as conexões de Levi-Civita de ⟨ , ⟩ e da métrica produto Riemanniana

⟨ , ⟩̃, respectivamente, e seja Ui = −grad(log◦ρi), 0 ≤ i ≤ k, em que o gradiente é calculado

com respeito à ⟨ , ⟩. Então

∇XY = ∇̃XY +
k

∑
i=0

(⟨X i,Y i⟩Ui −⟨X ,Ui⟩Y i −⟨Y,Ui⟩X i), (2.12)

em que X 7→ X i é a projeção ortogonal sobre Ei.

Decorre de (2.12) que, se Xi,Yi ∈ Ei, então

(∇XiYi)E⊥
i
= ⟨Xi,Yi⟩(Ui)E⊥

i
. (2.13)

Portanto, Ei é uma distribuição umbílica com campo curvatura média (Ui)E⊥
i

. Além disso, como

[X ,Y ] = ∇̃XY − ∇̃Y X ,

segue que E⊥
i =⊕k

j=0
j ̸=i

E j é integrável para todo 0 ≤ i ≤ k.

Definição 2.6. Uma rede ortogonal E =(Ei)
k
i=0 em uma variedade Riemanniana M é denominada

uma TP-rede se Ei é umbílica e E⊥
i é integrável para todo i = 0, . . . ,k.

Portanto, temos que a rede produto de um produto twisted é uma TP-rede. Além disso,
a contrapositiva é verdadeira (veja a Proposição 4 de (MEUMERTZHEIM; RECKZIEGEL;
SCHAAF, 1999)):

Proposição 2.7 ((MEUMERTZHEIM; RECKZIEGEL; SCHAAF, 1999)). Em uma variedade

produto e conexa M = ∏
k
i=0 Mi, a rede produto E = (Ei)

k
i=0 é uma TP-rede com respeito à uma

métrica Riemanniana ⟨ , ⟩ se e somente se ⟨ , ⟩ é uma métrica produto twisted.

Definição 2.7. Seja F = {Fi}k
i=0 uma rede em uma variedade diferenciável N. Então Φ̄ :

∏
k
i=0 Mi → N é dita ser uma representação produto de F se Φ̄ é um difeomorfismo diferenciável

e Φ̄∗Ei(x) = Fi(Φ̄(x)) para cada x ∈ M := ∏
k
i=0 Mi e cada i = 0, . . . ,k, em que E = (Ei)

k
i=0 é a

rede produto de M.

Teorema 2.1 ((MEUMERTZHEIM; RECKZIEGEL; SCHAAF, 1999)). Seja E = (Ei)
k
i=0 uma

TP-rede em uma variedade Riemanniana M. Então, para cada ponto p ∈ M existe uma represen-

tação produto local Φ̄ : ∏
k
i=0 Mi →U de E com p ∈U ⊂ M que é uma isometria com respeito à

uma métrica produto twisted em ∏
k
i=0 Mi.

Como qualquer distribuição totalmente geodésica é integrável, temos que se uma rede
ortogonal E = (Ei)

k
i=0 em uma variedade Riemanniana M é tal que Ei e E⊥

i são totalmente
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geodésicas, 0 ≤ i ≤ k, então E é uma TP-rede. Logo o Teorema 2.1 se aplica. Porém, como Ei é
totalmente geodésica, concluímos de (2.13) que ρi, 0 ≤ i ≤ k, são funções independentes de M j,
se j ̸= i. Portanto, a métrica produto twisted em ∏

k
i=0 Mi é uma métrica produto Riemanniana.

Em suma, temos a seguinte consequência:

Teorema 2.2 (Teorema de decomposição de de Rham). Seja M uma variedade Riemanniana

munida de uma rede ortogonal E = (Ei)
k
i=0 tal que Ei e E⊥

i são totalmente geodésicas para 0 ≤
i ≤ k. Então, para cada ponto p ∈ M existe uma representação produto local Φ̄ : ∏

k
i=0 Mi →U

de E com p ∈U ⊂ M que é uma isometria com respeito à uma métrica produto Riemanniana

em ∏
k
i=0 Mi.

Finalizamos esta seção com um resultado que permite descrever o tensor de curvatura de
uma métrica ortogonal de uma forma conveniente em termos de certas funções hi j. Em particular,
tal representação implicará que uma métrica ortogonal possui curvatura seccional constante se e
somente se as funções hi j satisfazem um certo sistema de equações diferenciais parciais.

Proposição 2.8. Seja (u1, . . . ,un) coordenadas locais em uma variedade Riemanniana Mn cuja

métrica é dada por

ds2 =
n

∑
i=1

v2
i du2

i .

As seguintes afirmações são satisfeitas:

i. A conexão de Levi-Civita de Mn satisfaz

∇∂/∂uiX j = h jiXi, 1 ≤ i ̸= j ≤ n, (2.14)

em que X j = (1/v j)∂/∂u j e

h ji =
1
v j

∂vi

∂u j
. (2.15)

ii. O tensor de curvatura de Mn é dado por

R(∂/∂ui,∂/∂u j)Xk =

(
∂hk j

∂ui
−hkihi j

)
X j −

(
∂hki

∂u j
−hk jh ji

)
Xi, se i ̸= j ̸= k ̸= i

e

−⟨R(∂/∂ui,∂/∂u j)X j,Xi⟩=
∂hi j

∂ui
+

∂h ji

∂u j
+ ∑

k ̸=i, j
hkihk j, se i ̸= j.

Demonstração. Como [∂/∂ui,∂/∂u j] = 0 para todos 1 ≤ i ̸= j ≤ n, temos

⟨∇∂/∂ui∂/∂u j,∂/∂uk⟩=−⟨∇∂/∂ui∂/∂uk,∂/∂u j⟩

=−⟨∇∂/∂uk
∂/∂ui,∂/∂u j⟩

= ⟨∇∂/∂uk
∂/∂u j,∂/∂ui⟩

= ⟨∇∂/∂u j∂/∂uk,∂/∂ui⟩

=−⟨∇∂/∂u j∂/∂ui,∂/∂uk⟩

=−⟨∇∂/∂ui∂/∂u j,∂/∂uk⟩.
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Portanto
⟨∇∂/∂uiX j,Xk⟩= 0 se i ̸= j ̸= k ̸= i.

Então (2.14) segue de

viv j⟨∇∂/∂uiX j,Xi⟩= ⟨∇∂/∂ui∂/∂u j,∂/∂ui⟩

= ⟨∇∂/∂u j∂/∂ui,∂/∂ui⟩

= vi∂vi/∂u j·

A prova de ii. decorre de (2.14).

Corolário 2.1. Uma métrica ortogonal ds2 = ∑
n
i=1 v2

i du2
i possui curvatura seccional constante

c se e somente se 
∂hi j
∂ui

+
∂h ji
∂u j

+∑k ̸=i, j hkihk j + cviv j = 0,
∂hik
∂u j

= hi jh jk,

em que 1 ≤ i ̸= j ̸= k ̸= i ≤ n.

2.4 Subvariedades conformemente Euclidianas
Seja Mn uma variedade diferenciável. Dizemos que duas métricas g1 e g2 em Mn são

conformes se existe uma função positiva λ ∈C∞(M) tal que

g2 = λ
2g1.

A função λ é denominada o fator conforme de g2 com respeito à g1.

As conexões de Levi-Civita ∇2 e ∇1 de g2 e g1 são relacionadas por

∇
2
XY = ∇

1
XY +

1
λ
(Y (λ )X +X(λ )Y −g1(X ,Y )grad1λ ) (2.16)

para quaisquer X ,Y ∈ X(M), em que grad1 representa o gradiente calculado na métrica g1.

Proposição 2.9. Sejam g̃ e g métricas Riemannianas em uma variedade Mn tais que g̃ = e2ωg

para alguma função ω ∈ C∞(M). Se X ,Y são vetores ortonormais em (TxM,g(x)), então as

curvaturas seccionais de g̃ e g se relacionam por

K̃(X ,Y ) = e−2ω(K(X ,Y )−Q(X ,X)−Q(Y,Y )−||gradω||2),

em que Q(X ,X) = Hessω(X ,X)− (X(ω))2 e Hess e grad são o hessiano e o gradiente calcula-

dos na métrica g.

Demonstração. Temos de (2.16) que

∇̃VW = ∇VW +V (ω)W +W (ω)V −g(V,W )gradg ω,
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com V,W ∈ X(M). Logo, derivando a expressão anterior com relação a U ∈ X(M), temos

∇̃U ∇̃VW =∇̃U ∇VW +U(V (ω))W +V (ω)∇̃UW +U(W (ω))V +W (ω)∇̃UV

−U(g(V,W ))gradg ω −g(V,W )∇̃U gradg ω.

Para V = X e W = Y =U com X ,Y ortonormais em uma vizinhança de x, obtemos

∇̃Y ∇̃XY = ∇̃Y ∇XY +Y (X(ω))Y +X(ω)∇̃YY +Y (Y (ω))X +Y (ω)∇̃Y X

= ∇Y ∇XY +Y (ω)∇XY +(∇XY )(ω)Y +Y (X(ω))Y

+X(ω)(∇YY +2Y (ω)Y −gradg ω)+Y (Y (ω))X

+Y (ω)(∇Y X +Y (ω)X +X(ω)Y ).

Se U = X e V =W = Y , então

∇̃X ∇̃YY = ∇̃X ∇YY +2X(Y (ω))Y +2Y (ω)∇̃XY − ∇̃X gradg ω

= ∇X ∇YY +X(ω)∇YY +∇YY (ω)X −g(X ,∇YY )gradg ω +2X(Y (ω))Y

+2Y (ω)(∇XY +X(ω)Y +Y (ω)X)

− (∇X gradg ω +gradg ω(ω)X).

Por fim,

∇̃[X ,Y ]Y = ∇[X ,Y ]Y +[X ,Y ](ω)Y +Y (ω)[X ,Y ]+g(∇Y X ,Y )gradg ω.

Portanto,

R̃(X ,Y )Y = ∇̃X ∇̃YY − ∇̃Y ∇̃XY − ∇̃[X ,Y ]Y

= R(X ,Y )Y +X(ω)gradg ω +∇YY (ω)X +X(Y (ω))Y +(Y (ω))2X

−∇X gradg ω −||gradg ω||2X −Y (Y (ω))X −X(ω)Y (ω)Y.

Assim, em x ∈ Mn

K̃(X ,Y ) =
g̃(R̃(X ,Y )Y,X)

e4ω
= e−2ωg(R̃(X ,Y )Y,X)

= e−2ω(K(X ,Y )+(X(ω))2 +∇YY (ω)

+(Y (ω))2 −Hessg ω(X ,X)−||gradg ω||2

−Y (Y (ω)))

= e−2ω(K(X ,Y )−Q(X ,X)−Q(Y,Y )−||gradg ω||2).

O seguinte resultado fornece condições para que uma métrica warped em uma variedade
produto Mp ×Nn−p, n−2 ≥ p ≥ 1, possua curvatura seccional constante.
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Lema 2.1. Sejam (Mp,g1) e (Nn−p,g2) variedades Riemannianas com n−2 ≥ p ≥ 1. A métrica

g1 +µ2g2 em Mp ×Nn−p, em que µ ∈C∞(Mp), possui curvatura constante c se e somente se

(i) g1 possui curvatura constante c (caso p ≥ 2);

(ii) Hess µ + cµg1 = 0;

(iii) g2 possui curvatura constante ||grad µ||2 + cµ2,

para Hess e grad calculados na métrica g1.

Demonstração. Escreva

g1 +µ
2g2 = µ

2(g̃1 +g2),

em que g̃1 = µ−2g1.

Sejam X1, . . . ,Xp e Xp+1, . . . ,Xn referenciais ortonormais de (TxMp,g1(x)) e (TyNn−p,g2(y)),
respectivamente.

Então g1 +µ2g2 possui curvatura constante c se e somente se

K∗(µXa,µXb) = K∗(µXa,Xi) = K∗(Xi,X j) = c,

para 1 ≤ a ̸= b ≤ p e p+1 ≤ i ̸= j ≤ n.

Usando a Proposição 2.9 e o fato de que Q(Xi,Xi) = 0 obtemos

c =
1

µ2 (Kg2(Xi,X j)−||gradg̃1
log µ||2)

=
1

µ2 (Kg2(Xi,X j)− g̃1(
gradg̃1

µ

µ
,
gradg̃1

µ

µ
)

=
1

µ2 (Kg2(Xi,X j)−
1

µ4 g1(µ
2gradg1

µ,µ2gradg1
µ))

=
1

µ2 (Kg2(Xi,X j)−||gradg1
µ||2g1

).

Logo g2 possui curvatura constante ||gradg1
µ||2g1

+ cµ2.

Agora calcularemos K∗(µXa,Xi) = c. A Proposição 2.9 mostra que

c =
1

µ2 (−Q(µXa,µXa)−||gradg1
µ||2g1

). (2.17)

Usando que

∇̃Xagradg1
µ = ∇Xagradg1

µ +µ(Xa(µ
−1)gradg1

µ +gradg1
µ(µ−1)Xa

−Xa(µ)gradg1
µ
−1)

= ∇Xagradg1
µ +µ gradg1

µ(µ−1)Xa,
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temos

Hessg̃1 log µ(µXa,µXa) = g̃1(∇̃µXa(µ gradg1
µ),µXa)

= g1(∇̃Xa(µ gradg1
µ),Xa)

= (Xa(µ))
2 +µ g1(∇̃Xagradg1

µ,Xa)

= (Xa(µ))
2 +µ Hessg1 µ(Xa,Xa)+µ

2g1(gradg1
µ,gradg1

µ
−1)

= (Xa(µ))
2 +µ Hessg1 µ(Xa,Xa)−||gradg1

µ||2g1
.

Logo

Q(µXa,µXa) = Hessg̃1 log µ(µXa,µXa)− (µXa(log µ))2

= µ Hessg1 µ(Xa,Xa)−||gradg1
µ||2g1

.

Portanto, (2.17) torna-se
Hessg1 µ(Xa,Xa)+ cµ = 0.

Em particular,

−cµ +Hessg1 µ(Xa,Xb) = Hessg1 µ(
Xa +Xb√

2
,
Xa +Xb√

2
) =−cµ,

ou seja,
Hessg1 µ(Xa,Xb) = 0.

Portanto,
Hessg1 µ + cµg1 = 0.

Por fim, calcularemos K∗(µXa,µXb) = c para p ≥ 2. De fato,

c =
1

µ2 (K̃(µXa,µXb)−Q(µXa,µXa)−Q(µXb,µXb)−||gradg1
µ||2g1

)

=
1

µ2 (K̃(µXa,µXb)−µHessg1 µ(Xa,Xa)−µHessg1 µ(Xb,Xb)+ ||gradg1
µ||2g1

). (2.18)

Como g̃1 = µ−2g1, temos da Proposição 2.9 que

K̃(µXa,µXb) = µ
2(Kg1(Xa,Xb)−Qg1(Xa,Xa)−Qg1(Xb,Xb)−||gradg1

log µ||2g1
).

Notando que Hessg1 log µ(Xa,Xa) =− 1
µ2 (Xa(µ))

2 + 1
µ

Hessg1 µ(Xa,Xa), então

Qg1(Xa,Xa) =−Hessg1 log µ(Xa,Xa)− (Xa(log µ))2 =− 1
µ

Hessg1 µ(Xa,Xa).

Assim, de (2.18) obtemos que Kg1(Xa,Xb) = c.

Definição 2.8. Uma variedade Riemanniana Mn é denominada conformemente Euclidiana se,
para cada ponto x ∈Mn, existem uma vizinhança aberta U ⊂Mn, com x ∈U , e um difeomorfismo
Φ : U ⊂ Mn →V ⊂Rn, V aberto, tais que a métrica induzida por Φ é conforme a métrica de Mn.
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Exemplo 2.1. Qualquer variedade Riemanniana de dimensão 2 é conformemente Euclidiana,
pois admite, localmente, coordenadas isotérmicas.

Exemplo 2.2. Qualquer variedade Riemanniana Mn
c com curvatura seccional constante c é

conformemente Euclidiana, pois Mn
c é localmente isométrica a Qn

c , e estes espaços formas são,
por sua vez, conformemente Euclidianos. Basta considerar a projeção estereográfica de Qn

c

(menos um ponto se c > 0) sobre Rn.

Exemplo 2.3. Seja
Hp := {(z1, . . . ,zp) ∈ Rp : zp > 0}

munido da métrica hiperbólica

dz2 =
1
z2

p
(dz2

1 + . . .+dz2
p).

Em particular, (Hp,dz2) é uma variedade Riemanniana conformemente Euclidiana.

Considere a aplicação
Θ : Hp ×Sn−p → Rn

dada por
Θ(z,y) = (z1, . . . ,zp−1,zpy). (2.19)

Temos que Θ é um difeomorfismo cuja diferencial é dΘ = (dz1, . . . ,dzp−1,dzpy+ zpdy). Logo

⟨ , ⟩Θ = ⟨dΘ,dΘ⟩= dz2
1 + . . .+dz2

p + z2
pdy2 = z2

p(dz2 +dy2),

em que dy2 denota a métrica canônica de Sn−p.

Portanto, (Hp ×Sn−p,dz2 +dy2) é uma variedade Riemanniana conformemente Euclidi-
ana.

A próxima proposição generaliza o que vimos no exemplo acima, pois permite decidir
quando um produto Riemanniano de duas variedades diferenciáveis é conformemente Euclidiano.
Para provar este resultado, introduzimos o tensor de Schouten de uma variedade Riemanniana
Mn, n ≥ 3,

L(X ,Y ) =
1

n−2
(Ric(X ,Y )− (1/2)ns⟨X ,Y ⟩),

em que Ric(X ,Y ) = tr(Z → R(Z,X)Y ) e s = 1
n(n−1) trRic denotam o tensor de Ricci e a curvatura

escalar de Mn, e o tensor de Weyl

⟨C(X ,Y )Z,W ⟩= ⟨R(X ,Y )Z,W ⟩−L(X ,W )⟨Y,Z⟩−L(Y,Z)⟨X ,W ⟩

+L(X ,Z)⟨Y,W ⟩+L(Y,W )⟨X ,Z⟩,

para quaisquer X ,Y,Z,W ∈ X(M). Um resultado devido a Weyl (ver Teorema 16.3 de (DAJC-
ZER; TOJEIRO, 2019)) afirma que uma variedade Riemanniana Mn, n ≥ 3, é conformemente
Euclidiana se e somente se
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i. C = 0.

ii. L é um tensor de Codazzi.

Além disso, i. implica ii. se n ≥ 4, e i. é automaticamente satisfeito se n = 3.

Proposição 2.10 ((YAU, 1973)). Um produto Riemanniano (M1,g1)×(M2,g2) = (M1×M2,g1+

g2) de dimensão n ≥ 3 é conformemente Euclidiano se e somente se uma das seguintes possibili-

dades é satisfeita:

i) (Mi,gi) tem dimensão 1 e (M j,g j), i ̸= j, possui curvatura seccional constante.

ii) (M1,g1) e (M2,g2) possuem dimensões no mínimo 2 e possuem curvaturas seccionais ambas

nulas ou ambas constantes com mesmo módulo e sinais opostos.

Demonstração. Provaremos a afirmação direta da proposição. Sejam (p,q) ∈ Mm1
1 ×Mn−m1

2 e
considere {Xi}m1

i=1 e {X j}n
j=m1+1 bases ortonormais de (TpM1,g1(p)) e (TqM2,g2(q)). Suponha

inicialmente que m1 ≥ 2 e n−m1 ≥ 2. Então, como C = 0, temos

KM1(Xi,X j) = L(Xi,Xi)+L(X j,X j)

0 = K(Xi,Xk) = L(Xi,Xi)+L(Xk,Xk)

KM2(Xk,Xl) = L(Xk,Xk)+L(Xl,Xl),

em que 1 ≤ i ̸= j ≤ m1 e m1 + 1 ≤ k ̸= l ≤ n. Portanto, L(Xi,Xi) = −L(Xk,Xk) e L(X j,X j) =

−L(Xl,Xl), donde obtemos que

KM1(Xi,X j) =−KM2(Xk,Xl) (2.20)

e que as curvaturas seccionais de Mm1
1 em p e Mn−m1

2 em q não dependem dos subespaços
bidimensionais que são escolhidos em TpM1 e TqM2. Se m1 > 2 e n−m1 > 2, a partir de (2.20)
concluímos do Lema de Schur que as curvaturas seccionais de (Mm1

1 ,g1) e (Mn−m1
2 ,g2) ou são

ambas nulas ou ambas constantes com mesmo módulo e sinais opostos.

Se m1 > 2 e n−m1 = 2, então fixando q∈M2
2 e m1+1≤ k ̸= l ≤ n obtemos de (2.20) que

Mm1
1 é isotrópica, logo o Lema de Schur garante que Mm1

1 possui curvatura seccional constante
−KM2(TqM2). Por outro lado, fixando p ∈ Mm1

1 e 1 ≤ i ̸= j ≤ m1, então M2
2 admite curvatura

seccional constante −KM1(Xi,X j).

Se m1 = 2, n = 4 e q ∈ M2 é fixado então

KM1(TpM2
1) =−KM2(TqM2

2) (2.21)

para qualquer p ∈ M2
1 , logo M2

1 possui curvatura seccional constante −KM2(TqM2). Da mesma
forma, fixando p ∈ M2

1 e variando q ∈ M2
2 , a partir de (2.21) vemos que M2

2 possui curvatura
seccional constante igual a −KM1(TpM2

1).
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Agora, se m1 = 2 e n−m1 > 2, para qualquer p ∈ M2
1 temos

KM1(TpM2
1) =−KM2(Xk,Xl), (2.22)

para 3≤ k ̸= l ≤ n e q∈Mn−m1
2 fixados, logo M2

1 possui curvatura seccional constante −KM2(Xk,Xl).

Por outro lado, fixando p ∈ M2
1 e variando 3 ≤ k ̸= l ≤ n, segue de (2.22) que Mn−m1

2 é isotrópica,
portanto o Lema de Schur mostra que Mn−m1

2 possui curvatura seccional constante −KM1(TpM2
1).

Analogamente, se m1 = 1 e n = 3, então C = 0 implica que

0 = K(X1,X j) = L(X1,X1)+L(X j,X j) (2.23)

para 2 ≤ j ≤ 3. Logo

KM2(TqM2
2) =−2L(X1,X1),

e, portanto, fixando p ∈ M1 segue que M2
2 possui curvatura seccional constante.

Agora, se m1 = 1, n−m1 > 2 e p é fixado, de (2.23) obtemos

KM2(Xi,X j) =−2L(X1,X1)

para quaisquer 2 ≤ i ̸= j ≤ n. Logo, o Lema de Schur mostra que Mn−m1
2 possui curvatura

seccional constante −2L(X1,X1).

Reciprocamente, se (M1,g1) e (M2,g2) possuem curvaturas seccionais constantes, então
(M1,g1) e (M2,g2) são conformemente Euclidianas. Logo, o produto Riemanniano (M1 ×
M2,g1 + g2) é conformemente Euclidiano, pois se Φ1 e Φ2 são, localmente, difeomorfismos
conformes de (M1,g1) e (M2,g2) então Φ1 ×Φ2 é localmente um difeomorfismo conforme de
(M1 ×M2,g1 +g2).

Proposição 2.11 ((KULKARNI, 1969)). Seja Mn, n ≥ 4, uma variedade Riemaniana. Então as

seguintes afirmações são equivalentes:

(i) Mn é conformemente Euclidiana.

(ii) Para cada p ∈ Mn e para qualquer subespaço S ⊂ TpM de dimensão 4, existe uma constante

C(S) tal que

K(σ1)+K(σ2) =C(S)

para quaisquer dois planos mutuamente ortogonais σ1 e σ2 gerando S.

(iii) Para cada p ∈ Mn

K(X1,X2)+K(X3,X4) = K(X1,X3)+K(X2,X4), (2.24)

para quaisquer X1,X2,X3,X4 ∈ TpM dois a dois ortogonais.
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Demonstração. (i) ⇒ (ii) Como (Mn,g) é conformemente Euclidiana, dado um ponto p ∈ Mn,
existe um subconjunto aberto U de Mn com p ∈U tal que g|U = e2ωg0, para g0 denotando
a métrica Euclidiana e ω ∈C∞(U).

Seja {X1,X2,X3,X4} um conjunto ortonormal gerando S. Defina σ1 = span{X1,X2} e
σ2 = span{X3,X4}, logo da Proposição 2.9 obtemos

K(σ1)+K(σ2) =−e−2ω(trQ|S +2||gradg0
ω||2g0

),

que é uma constante C(S) dependendo apenas de S.

(ii) ⇒ (iii) É imediato.

(iii) ⇒ (i) Como n ≥ 4, basta mostrar que o tensor de Weyl é nulo, isto é, C = 0.

Defina RicC(X ,Y ) = tr(Z 7→ C(Z,X)Y ). Afirmamos que trRicC ≡ 0. De fato, para se
provar isso, é suficiente mostrar que RicC(X j,X j) = 0 para todo j = 1, . . . ,n, em que
{X1, . . . ,Xn} é uma base ortonormal de TpMn. Temos

RicC(X j,X j) =
n

∑
i=1
i̸= j

⟨C(Xi,X j)X j,Xi⟩

=
n

∑
i=1
i̸= j

(⟨R(Xi,X j)X j,Xi⟩−L(Xi,Xi)−L(X j,X j))

= Ric(X j,X j)−
1

n−2

 n

∑
i=1
i̸= j

Ric(Xi,Xi)+(n−1)Ric(X j,X j)−n(n−1)s


= Ric(X j,X j)−

1
n−2

(
n(n−1)s+(n−2)Ric(X j,X j)−n(n−1)s

)
= 0.

Portanto, está provado a nossa afirmação.

Agora, mostraremos que ⟨C(Xi,X j)X j,Xi⟩= d é constante em p ∈ Mn, para todo 1 ≤ i ̸=
j ≤ n. Basta provar que

⟨C(X1,X2)X2,X1⟩= ⟨C(X1,X3)X3,X1⟩. (2.25)

De fato,

⟨C(X1,X2)X2,X1⟩−⟨C(X1,X3)X3,X1⟩= K(X1,X2)−K(X1,X3)−L(X2,X2)+L(X3,X3)

= K(X1,X2)−K(X1,X3)−
1

n−2

(
∑

i ̸=2,3
K(Xi,X2)−K(Xi,X3)

)
.

Observe que, a partir da hipótese (2.24), temos

K(X1,X2)−K(X1,X3) = K(X4,X2)−K(X4,X3) = . . .= K(Xi,X2)−K(Xi,X3).
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Então, provamos (2.25).

Note, agora, que trRicC = ∑
n
i=1 RicC(Xi,Xi) = n(n−1)d. Logo d = 0, donde concluímos

que C(p) = 0. Porém, p é um ponto arbitrário de Mn, assim, C = 0.

Definição 2.9. Uma imersão f : Mn → M̃m é dita ser conformemente Euclidiana se (Mn,⟨ , ⟩ f ) é
uma variedade Riemanniana conformemente Euclidiana.

Agora, apresentaremos resultados que determinam a estrutura da segunda forma funda-
mental de uma imersão isométrica conformemente Euclidiana de codimensão baixa.

Élie Cartan provou em (CARTAN, 1917) o seguinte resultado:

Teorema 2.3 ((CARTAN, 1917)). Uma hipersuperfície f : Mn →Rn+1, n ≥ 4, é conformemente

Euclidiana se e somente se possui uma curvatura principal λ de multiplicidade no mínimo n−1
em todo ponto de Mn.

Além disso, se f : M3 →R4 possui uma curvatura principal de multiplicidade no mínimo
2, então (Mn,⟨ ,⟩ f ) é conformemente Euclidiana (veja Corolário 16.8 de (DAJCZER; TOJEIRO,
2019)). Porém, a afirmação direta do Teorema 2.3 não é verdadeira para n = 3, pois uma
hipersuperfície conformemente Euclidiana f : M3 → R4 pode admitir três curvaturas principais
distintas (veja exemplos na seção 16.5 de (DAJCZER; TOJEIRO, 2019)).

John Moore estendeu em (MOORE, 1977) o resultado de Cartan para subvariedades de
codimensão maior do que 1.

Teorema 2.4 ((MOORE, 1977)). Seja f : Mn → Rn+p, n ≥ 4, uma imersão isométrica confor-

memente Euclidiana. Se p ≤ n−3, então para cada x ∈ Mn existe um vetor normal principal

η(x) ∈ N f M(x) tal que dimEη(x)≥ n− p ≥ 3.

Se uma imersão isométrica conformemente Euclidiana f : Mn → Rn+p, n ≥ 4, possui
fibrado normal plano temos o seguinte resultado adicional provado em (DAJCZER; ONTI;
VLACHOS, 2020).

Teorema 2.5 ((DAJCZER; ONTI; VLACHOS, 2020)). Seja f : Mn →Rn+p, n ≥ 4, uma imersão

isométrica conformemente Euclidiana com fibrado normal plano e própria. Então f é localmente

holonômica e possui no máximo um campo normal principal com multiplicidade maior do que 1.

2.5 Os invariantes de Moebius de uma subvariedade Eu-
clidiana

Os resultados e definições desta seção são baseados no capítulo 9 de (DAJCZER; TO-
JEIRO, 2019) e em (WANG, 1998), nos quais mais detalhes podem ser encontrados.
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Seja Lm+2 o espaço de Minkowski de dimensão m+ 2, isto é, Rm+2 é munido com a
métrica dada por

⟨v,w⟩=−v0w0 + v1w1 + . . .+ vm+1wm+1,

para v = (v0, . . . ,vm+1) e w = (w0, . . . ,wm+1) pertencentes a Rm+2.

O cone de luz Vm+1 de Lm+2 é uma das duas componentes conexas do conjunto de
vetores

{v ∈ Lm+2 : ⟨v,v⟩= 0 e v ̸= 0}

munida com uma métrica degenerada induzida de Lm+2. Então

Em = Em
w = {p ∈ Vm+1 : ⟨p,w⟩= 1}

é um modelo do espaço Euclidiano de dimensão m para cada w ∈ Vm+1 fixado. De fato, fixe
p0 ∈ Em e uma isometria linear C : Rm → (span{p0,w})⊥ ⊂ Lm+2, então a tripla (p0,w,C)

determina um mergulho isométrico Ψ = Ψp0,w,C : Rm → Lm+2 definido por

Ψ(x) = p0 +Cx− 1
2
||x||2w, (2.26)

tal que Ψ(Rm) = Em.

Proposição 2.12. O mergulho isométrico Ψ : Rm → Lm+2 satisfaz:

i. Ψ é um campo vetorial normal e paralelo com respeito à conexão normal tal que ⟨Ψ,Ψ⟩= 0.

ii. NΨRm = span{Ψ,w}.

iii. A segunda forma fundamental de Ψ é dada por

α
Ψ(X ,Y ) =−⟨X ,Y ⟩w,

para quaisquer X ,Y ∈ X(Rm).

Demonstração. Denote por ∇̃ a conexão de Levi-Civita de Lm+2. Como ∇̃X Ψ = Ψ∗X para todo
X ∈ X(Rm), temos que i. é satisfeito.

Notamos que ⟨Ψ,w⟩= 1 e w ⊥ Ψ∗X , pois

Ψ∗(x)X =CX −⟨X ,x⟩w,

então ii. é satisfeito.

Agora,

0 = X⟨Ψ,w⟩= ⟨Ψ∗X ,w⟩.
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Diferenciando novamente, obtemos

0 = ⟨∇̃Y Ψ∗X ,w⟩= ⟨(∇̃Y Ψ∗X)⊥,w⟩= ⟨αΨ(X ,Y ),w⟩, (2.27)

para quaisquer X ,Y ∈ X(Rm). Além disso,

⟨αΨ(X ,Y ),Ψ⟩= ⟨∇̃X Ψ∗Y,Ψ⟩=−⟨Ψ∗Y,Ψ∗X⟩=−⟨X ,Y ⟩. (2.28)

Logo, de (2.27) e (2.28) concluímos que

α
Ψ(X ,Y ) = ⟨αΨ(X ,Y ),Ψ⟩w+ ⟨αΨ(X ,Y ),w⟩Ψ

=−⟨X ,Y ⟩w

para quaisquer X ,Y ∈ X(Rm).

Seja f : Mn → Rm uma imersão sem pontos umbílicos. Então, a função ρ : Mn → R+

definida por
ρ

2 =
n

n−1
(||α f ||2 −n||H f ||2)

não se anula em Mn, em que H f é o campo vetorial curvatura média de f e ||α f || denota a
norma da segunda forma fundamental de f dada por

||α f ||2 =
n

∑
i, j=1

||α f (Xi,X j)||2

em termos de um referencial ortonormal X1, . . . ,Xn de f . Definimos o levantamento de Moebius

de f como a imersão F : Mn → Vm+1 ⊂ Lm+2 dada por

F = ρ Ψ◦ f .

Como a diferencial de F é F∗X = X(ρ)Ψ◦ f +ρΨ∗ ◦ f∗X , segue do fato de que Ψ é um
campo normal do tipo-luz que a métrica induzida por F é

⟨ , ⟩∗ = ρ
2⟨ , ⟩ f . (2.29)

A métrica (2.29) é denominada a métrica de Moebius determinada por f .

Definição 2.10. Uma imersão f : Mn → M̃m entre variedades Riemannianas é conforme se sua
métrica induzida ⟨ , ⟩ f é conforme a métrica Riemanniana ⟨ , ⟩ de Mn. O fator conforme de f é o
fator conforme de ⟨ , ⟩ f com respeito à ⟨ , ⟩.

A seguinte proposição mostra que a métrica de Moebius determinada por f é invariante
por transformações conformes de Rm. Para se mostrar isso, relembramos que se f : Mn → M̃m é
uma imersão e g1 e g2 são métricas tais que g2 = λ 2g1 para alguma função positiva λ ∈C∞(M̃),

então
f j = f : (Mn, f ∗g j)→ (M̃m,g j), (2.30)



2.5. Os invariantes de Moebius de uma subvariedade Euclidiana 43

1 ≤ j ≤ 2, são imersões isométricas cujas métricas induzidas satisfazem f ∗g2 = (λ ◦ f )2 f ∗g1.

Logo, a partir de (2.16), concluímos que as segundas formas fundamentais de f1 e f2 relacionam-
se por

α
f2(X ,Y ) = α

f1(X ,Y )− 1
λ ◦ f

f ∗g1(X ,Y )((grad1 λ )◦ f )⊥, (2.31)

para quaisquer X ,Y ∈ X(M), em que grad1 λ denota o gradiente de λ com respeito à g1.

Proposição 2.13. Sejam f : Mn → Rm uma imersão sem pontos umbílicos e τ : Rm → Rm uma

transformação conforme. Então a imersão conforme f̃ = τ ◦ f : Mn → Rm determina a mesma

métrica de Moebius que f .

Demonstração. Seja X1, . . . ,Xn uma base ortonormal de (TxM,⟨ , ⟩ f ). Então ϕ−1X1, . . . ,ϕ
−1Xn é

uma base ortonormal de (TxM,⟨ , ⟩ f̃ ), em que ϕ ∈C∞(Rm) denota o fator conforme de τ . Como

α
f̃ = τ∗α

f − 1
ϕ
⟨ , ⟩ f τ∗((gradϕ)◦ f )⊥,

em que grad representa o gradiente calculado com respeito à métrica Euclidiana de Rm, temos

α
f̃ (ϕ−1Xi,ϕ

−1X j) =

ϕ−2τ∗α f (Xi,Xi)−ϕ−3τ∗((gradϕ)◦ f )⊥, i = j,

0, i ̸= j.

Logo

||α f̃ ||2 =
n

∑
i=1

||α f̃ (ϕ−1Xi,ϕ
−1Xi)||2

=
n

∑
i=1

(ϕ−4||τ∗α
f (Xi,Xi)||2 −2ϕ

−5⟨α f (Xi,Xi),(gradϕ)◦ f ⟩τ

+ϕ
−6||τ∗((gradϕ)◦ f )⊥||2)

e

||H f̃ ||2 = 1
n2 ||nϕ

−2H f −ϕ
−3n((gradϕ)◦ f )⊥||2τ

= ϕ
−4||H f ||2τ −2ϕ

−5⟨H f ,(gradϕ)◦ f ⟩τ +ϕ
−6||((gradϕ)◦ f )⊥||2τ .

Assim,

ρ̃
2 =

n
n−1

(||α f̃ ||2 −n||H f̃ ||2) = n
n−1

ϕ
−2(||α f ||−n||H f ||2) = ϕ

−2
ρ

2.

Portanto, as métricas de Moebius determinadas por f e f̃ coincidem.

A partir deste ponto, munimos Mn com ⟨ , ⟩∗. Então f torna-se uma imersão conforme
com fator conforme ρ−1, e F é uma imersão isométrica em Vm+1.
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Proposição 2.14. Seja F : Mn → Vm+1 ⊂ Lm+2 o levantamento de Moebius determinado por

uma imersão f : Mn → Rm sem pontos umbílicos. Então as seguintes afirmações são satisfeitas:

(i) A aplicação φ : Γ(N f M)→ Γ(NFM) definida por

φ(ξ ) = Ψ∗ξ +Hξ Ψ◦ f , (2.32)

em que Hξ = ⟨H f ,ξ ⟩, define uma isometria de fibrados vetoriais de N f M sobre um

subfibrado V de NFM, a qual é paralela com respeito à conexão normal em N f M e a

conexão em V induzida da conexão normal em NFM, ou seja,(
F

∇
⊥
X φ(ξ )

)
V
= φ( f

∇
⊥
X ξ ) (2.33)

para quaisquer X ∈ X(M) e ξ ∈ Γ(N f M).

(ii) O fibrado vetorial plano V⊥ tem o vetor posição F e o campo vetorial

ζ =−Ψ∗( f∗grad∗
ρ +ρ

−1H f )− 1
2ρ

(||grad∗
ρ||2∗+ ||H f ||2)Ψ◦ f +

1
ρ

w (2.34)

como um referencial pseudo-ortonormal, com

⟨F,F⟩= 0 = ⟨ζ ,ζ ⟩ e ⟨F,ζ ⟩= 1. (2.35)

Aqui grad∗ denota o gradiente em Mn calculado com respeito à ⟨ , ⟩∗.

(iii) A segunda forma fundamental de F se escreve, de acordo com a decomposição ortogonal

NFM =V ⊕V⊥, como

α
F(X ,Y ) = φ(β f (X ,Y ))−ψ(X ,Y )F −⟨X ,Y ⟩∗ζ , (2.36)

em que

β
f (X ,Y ) = ρ(α f (X ,Y )−⟨X ,Y ⟩ f H

f ) (2.37)

e

ψ(X ,Y ) =
1
ρ
⟨β f (X ,Y ),H f ⟩+ 1

2ρ2 (||grad∗
ρ||2∗+ ||H f ||2)⟨X ,Y ⟩∗

− 1
ρ

Hess∗ρ(X ,Y ), (2.38)

para quaisquer X ,Y ∈ X(M), em que Hess∗ denota o hessiano em Mn calculado com

respeito à ⟨ , ⟩∗.

(iv) O campo vetorial ζ satisfaz

F
∇
⊥
X ζ =− 1

ρ
φ( f

∇
⊥
X H f +β

f (X ,grad∗
ρ)). (2.39)



2.5. Os invariantes de Moebius de uma subvariedade Euclidiana 45

Demonstração. (i) Diferenciando F temos

F∗X = X(ρ)Ψ◦ f +ρ Ψ∗ ◦ f∗X ,

para todo X ∈ X(M). Portanto,

⟨φ(ξ ),F∗X⟩= 0

para quaisquer X ∈ X(M) e ξ ∈ Γ(N f M), ou seja, φ(Γ(N f M)) ⊂ Γ(NFM). Além disso,
decorre do fato de que Ψ é uma imersão isométrica e o vetor posição Ψ é um campo
normal do tipo-luz que

⟨φ(ξ ),φ(η)⟩= ⟨ξ ,η⟩,

para quaisquer ξ ,η ∈ Γ(N f M). Portanto, φ é uma isometria de fibrados vetoriais de N f M

sobre um subfibrado V de NFM.

Provaremos agora que (2.33) é satisfeita. De fato,

∇̃X φ(ξ ) = ∇̃X(Ψ∗ξ +Hξ Ψ◦ f )

= Ψ∗∇̄X ξ +α
Ψ( f∗X ,ξ )+X(Hξ )(Ψ◦ f )+Hξ Ψ∗ ◦ f∗X

= Ψ∗(− f∗A f
ξ

X + f
∇
⊥
X ξ +Hξ f∗X)+X(Hξ )(Ψ◦ f ), (2.40)

portanto,

⟨F
∇
⊥
X φ(ξ ),φ(η)⟩= ⟨∇̃X φ(ξ ),φ(η)⟩= ⟨ f

∇
⊥
X ξ ,η⟩,

para quaisquer η ,ξ ∈ Γ(N f M) e X ∈X(M), em que ∇̃ e ∇̄ são as conexões de Levi-Civita
de Lm+2 e Rm, respectivamente.

(ii) É um cálculo direto verificar que F,ζ ∈ Γ(V⊥) e que as condições em (2.35) são satisfeitas.

(iii) Calcularemos

α
F(X ,Y ) = ∇̃Y F∗X −F∗∇

∗
Y X ,

em que ∇∗ denota a conexão de Levi-Civita de ⟨ , ⟩∗.

Por um lado

∇̃Y F∗X = Y (X(ρ))Ψ◦ f +X(ρ)(Ψ◦ f )∗Y +Y (ρ)(Ψ◦ f )∗X

+ρ∇̃Y (Ψ∗ f∗X)

= Y (X(ρ))Ψ◦ f +X(ρ)(Ψ◦ f )∗Y +Y (ρ)(Ψ◦ f )∗X

+ρΨ∗∇̄Y f∗X +ρα
Ψ( f∗Y, f∗X)

= Y (X(ρ))Ψ◦ f +X(ρ)(Ψ◦ f )∗Y +Y (ρ)(Ψ◦ f )∗X

+ρΨ∗( f∗∇Y X +α
f (X ,Y ))−ρ⟨ f∗X , f∗Y ⟩w

= Y (X(ρ))Ψ◦ f −ρ
−1⟨X ,Y ⟩∗w+ρΨ∗α

f (X ,Y )

+Ψ∗ f∗(X(ρ)Y +Y (ρ)X +ρ∇Y X),
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em que ∇ é a conexão de Levi-Civita de ⟨ , ⟩ f . Por outro lado,

F∗∇
∗
Y X = (∇∗

Y X)(ρ)Ψ◦ f +ρΨ∗ f∗∇
∗
Y X .

Usando a relação

∇
∗
Y X = ∇Y X +

1
ρ
(Y (ρ)X +X(ρ)Y −⟨X ,Y ⟩∗grad∗ρ),

obtemos

α
F(X ,Y ) = Ψ∗(⟨X ,Y ⟩∗ f∗grad∗ρ +ρα

f (X ,Y ))+Hess∗ρ(X ,Y )Ψ◦ f −ρ
−1⟨X ,Y ⟩∗w.

Em particular,

⟨αF(X ,Y ),ζ ⟩= 1
2ρ2 (||H

f ||2 −||grad∗ρ||2∗)⟨X ,Y ⟩∗−⟨α f (X ,Y ),H f ⟩+ 1
ρ

Hess∗ρ(X ,Y )

=−ψ(X ,Y ), (2.41)

em que ψ é definido em (2.38).

Além disso, a partir de um cálculo direto obtemos

(αF(X ,Y ))V = α
F(X ,Y )−⟨αF(X ,Y ),ζ ⟩F −⟨αF(X ,Y ),F⟩ζ

= α
F(X ,Y )+ρ ψ(X ,Y )Ψ◦ f + ⟨X ,Y ⟩∗ζ

= φ(β (X ,Y )),

em que β é definido em (2.37). Logo segue (2.36).

(iv) Decorre de (2.40) que

⟨∇̃X φ(ξ ),ζ ⟩= ⟨A f
ξ

X ,grad∗ρ⟩ f −ρ
−1⟨ f

∇
⊥

X ξ ,H f ⟩−Hξ ⟨X ,grad∗ρ⟩ f +ρ
−1X(Hξ )

= ρ
−1⟨ f

∇
⊥
X H f +β (X ,grad∗ρ),ξ ⟩

= ρ
−1⟨φ( f

∇
⊥
X H f +β (X ,grad∗ρ)),φ(ξ )⟩,

o que mostra (2.39).

A segunda forma fundamental de Moebius de f : Mn → Rm é a seção simétrica de
Hom2(T M,T M;N f M) definida por (2.37). Note que trβ = 0.

O operador de forma de Moebius de f com respeito a ξ ∈ Γ(N f M) é o endomorfismo
Bξ ∈ Γ(End(T M)) dado por

⟨Bξ X ,Y ⟩∗ = ⟨β (X ,Y ),ξ ⟩,

para quaisquer X ,Y ∈ X(M).
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A terceira forma fundamental de Moebius IIIβ : X(M)×X(M)→ R associada com β é
definida por

IIIβ (X ,Y ) =
n

∑
i=1

⟨β (X ,Xi),β (Y,Xi)⟩, (2.42)

em que X1, . . . ,Xn é um referencial ortonormal de (Mn,⟨ , ⟩∗). Observamos que a norma de β

com respeito à ⟨ , ⟩∗ satisfaz

||β ||2∗ = tr IIIβ

=
n

∑
i, j=1

⟨β (Xi,X j),β (Xi,X j)⟩

=
n

∑
i, j=1

ρ
2(||α f (Xi,X j)||2 −2⟨Xi,X j⟩ f ⟨α f (Xi,X j),H

f ⟩+ ⟨Xi,X j⟩2
f ||H f ||2)

=
n

∑
i, j=1

ρ
−2||α f (ρXi,ρX j)||2 −2ρ

−2
n

∑
i=1

⟨α f (ρXi,ρXi),H
f ⟩+nρ

−2||H f ||2

= ρ
−2(||α f ||2 −n||H f ||2)

=
n−1

n
.

O tensor de Blaschke ψ = ψ f de f é a forma C∞(M)-bilinear e simétrica definida por
(2.38).

A forma de Moebius ω = ω f de f é a 1-forma em Mn com valores em N f M definida por

ω(X) =− 1
ρ
( f

∇
⊥
X H f +β

f (X ,grad∗ρ)).

Proposição 2.15 ((WANG, 1998)). O tensor de Blaschke é dado em termos da métrica de

Moebius e da terceira forma fundamental de Moebius por

(n−2)ψ(X ,Y ) = Ric∗(X ,Y )+ IIIβ (X ,Y )− n2s∗+1
2n

⟨X ,Y ⟩∗, (2.43)

para quaisquer X ,Y ∈ X(M), em que Ric∗ e s∗ = 1
n(n−1) trRic∗ denotam o tensor de Ricci e a

curvatura escalar de (Mn,⟨ , ⟩∗). Em particular,

trψ =
n2s∗+1

2n
=

n
2
⟨H F ,H F⟩. (2.44)

Proposição 2.16 ((WANG, 1998)). Para quaisquer X ,Y,Z,W ∈ X(M) e ξ ,η ∈ Γ(N f M), as

seguintes equações são satisfeitas:

(i) A equação conforme de Gauss:

⟨R∗(X ,Y )Z,W ⟩∗ =⟨β (X ,W ),β (Y,Z)⟩−⟨β (X ,Z),β (Y,W )⟩

+ψ(X ,W )⟨Y,Z⟩∗+ψ(Y,Z)⟨X ,W ⟩∗

−ψ(X ,Z)⟨Y,W ⟩∗−ψ(Y,W )⟨X ,Z⟩∗. (2.45)
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(ii) As equações conforme de Codazzi:

( f
∇
⊥
X β )(Y,Z)− ( f

∇
⊥
Y β )(X ,Z) = ω((X ∧Y )Z) (2.46)

e

(∇∗
X ψ)(Y,Z)− (∇∗

Y ψ)(X ,Z) = ⟨ω(Y ),β (X ,Z)⟩−⟨ω(X),β (Y,Z)⟩, (2.47)

em que (X ∧Y )Z = ⟨Y,Z⟩∗X −⟨X ,Z⟩∗Y ,

( f
∇
⊥
X β )(Y,Z) = f

∇
⊥
X β (Y,Z)−β (∇∗

XY,Z)−β (Y,∇∗
X Z)

e

(∇∗
X ψ)(Y,Z) = X(ψ(Y,Z))−ψ(∇∗

XY,Z)−ψ(Y,∇∗
X Z).

(iii) As equações conforme de Ricci:

dω(X ,Y ) = β (Y, ψ̂X)−β (X , ψ̂Y ) (2.48)

e

⟨R⊥(X ,Y )ξ ,η⟩= ⟨[Bξ ,Bη ]X ,Y ⟩∗, (2.49)

com ψ̂ ∈ Γ(End(T M)) dado por

⟨ψ̂X ,Y ⟩∗ = ψ(X ,Y ).

Demonstração. Decorre da equação de Gauss de F e de (2.36) que (2.45) é satisfeita.

Observe que, de (2.33) e (2.39), temos

F
∇
⊥
X φ(β (Y,Z)) = (F

∇
⊥
X φ(β (Y,Z))V + ⟨F

∇
⊥
X φ(β (Y,Z)),F⟩ζ + ⟨F

∇
⊥
X φ(β (Y,Z)),ζ ⟩F

= φ( f
∇
⊥
X β (Y,Z))−⟨φ(β (Y,Z)),F

∇
⊥
X ζ ⟩F

= φ( f
∇
⊥
X β (Y,Z))−⟨β (Y,Z),ω(X)⟩F.

Assim,

F
∇
⊥
X α

F(Y,Z) = F
∇
⊥
X φ(β (Y,Z))− F

∇
⊥
X (ψ(Y,Z)F)− F

∇
⊥
X (⟨Y,Z⟩∗ζ )

= φ( f
∇
⊥
X β (Y,Z))−⟨β (Y,Z),ω(X)⟩F −X(ψ(Y,Z))F

−X⟨Y,Z⟩∗ζ −⟨Y,Z⟩∗φ(ω(X)).

Portanto, tomando a V -componente da equação de Codazzi

(F
∇
⊥
X α

F)(Y,Z) = (F
∇
⊥
Y α

F)(X ,Z),

obtemos (2.46), enquanto a F-componente produz (2.47).

Observamos que de (2.41) temos

AF
ζ
=−ψ̂.
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Então
α

F(X ,AF
ζ

Y ) =−φ(β (X , ψ̂Y ))+ψ(X , ψ̂Y )F + ⟨X , ψ̂Y ⟩∗ζ .

Logo
α

F(X ,AF
ζ

Y )−α
F(AF

ζ
X ,Y ) = φ(β (ψ̂X ,Y ))−φ(β (X , ψ̂Y )) ∈V.

Decorre da equação de Ricci de F ,

R⊥(X ,Y )ζ = α
F(X ,AF

ζ
Y )−α

F(AF
ζ

X ,Y ),

e de (2.33) que (2.48) é satisfeita.

Como Bξ = ρ−1(A f
ξ
−Hξ I), segue que

Aξ ◦Aη −Aη ◦Aξ = ρ
2(Bξ ◦Bη −Bη ◦Bξ ).

Logo, da equação de Ricci de f ,

⟨R⊥(X ,Y )ξ ,η⟩= ⟨[Aξ ,Aη ]X ,Y ⟩,

obtemos (2.49).

Teorema 2.6 (Teorema Fundamental das Subvariedades na Geometria de Moebius). Existên-

cia: Sejam (Mn,⟨ , ⟩) uma variedade Riemanniana simplesmente conexa, E um fibrado vetorial

Riemanniano de posto p sobre Mn com conexão compatível ∇E e tensor de curvatura RE . Seja

βE uma seção simétrica de Hom2(T M,T M;E ) tal que

trβ
E = 0 e ||βE ||=

√
n−1

n
.

Para cada ξ ∈ Γ(E ), defina BE
ξ
∈ Γ(End(T M)) por

⟨BE
ξ

X ,Y ⟩= ⟨βE (X ,Y ),ξ ⟩.

Suponha que existam ψ ∈Γ(T ∗M⊗T ∗M) e ω ∈Γ(T ∗M⊗E ) tais que as equações (2.45), (2.46),
(2.47), (2.48) e (2.49) sejam satisfeitas para quaisquer ξ ,η ∈ Γ(E ). Então existe uma imersão

f : Mn → Rn+p sem pontos umbílicos e uma isometria de fibrados vetoriais φE : E → N f M tais

que ⟨ , ⟩ é a métrica de Moebius em Mn determinada por f ,

β
f = φ

E ◦β
E , ψ

f = ψ, ω
f = φ

E ◦ω e f
∇
⊥

φ
E = φ

E
∇

E .

Unicidade: Sejam f ,g : Mn → Rm imersões sem pontos umbílicos que determinam a mesma

métrica de Moebius na variedade Mn. Suponha que exista uma isometria de fibrados vetoriais

T : N f M → NgM tal que

T f
∇
⊥ = g

∇
⊥T e T ◦β

f = β
g.

Então existe uma transformação conforme τ : Rm → Rm tal que τ ◦ f = g.
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Concluímos esta seção com um teorema provado em (DAJCZER; TOJEIRO, 2019) e
(DAJCZER; FLORIT; TOJEIRO, 2001) usando diferentes métodos, porém a prova apresentada
no Corolário 9.33 de (DAJCZER; TOJEIRO, 2019) parece mais simples e interessante. Este
teorema está substancialmente relacionado com o estudo das subvariedades com curvatura de
Moebius constante e fibrado normal plano, conforme será visto no próximo capítulo.

Teorema 2.7 ((DAJCZER; FLORIT; TOJEIRO, 2001)). Seja f : Mn → Rm uma imersão iso-

métrica que possui um campo normal principal de Dupin η de multiplicidade k. Suponha que

E⊥
η seja uma distribuição umbílica. Se k = n−1, suponha ainda que as curvas integrais de E⊥

η

sejam círculos extrínsecos de Mn. Então f (Mn) é a imagem por uma transformação conforme

de Rm de um subconjunto aberto de uma subvariedade de um dos seguintes tipos:

(i) Um cilindro sobre uma imersão isométrica g : Mn−k → Rm−k, ou seja,

f = g× Id : Mn−k ×Rk → Rm−k ×Rk = Rm.

(ii) Um cone generalizado sobre uma imersão isométrica g : Mn−k → Sm−k, isto é

f = G× Id : Mn−k+1 ×Rk−1 → Rm−k+1 ×Rk−1,

em que G : Mn−k+1 = Mn−k ×R+ → Rm−k+1 é a imersão definida por

G(x, t) = tg(x).

(iii) Uma subvariedade de rotação sobre uma imersão isométrica g : Mn−k → Rm−k
+ , ou seja,

f : Mn−k ×Sk → Rm é definida por

f = Θ◦ (g, Id),

em que Id : Sk → Sk é a aplicação identidade e Θ : Hm−k ×Sk → Rm é definida como em

(2.19).
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CAPÍTULO

3
OS INVARIANTES DE MOEBIUS DE UMA

SUBVARIEDADE CONFORMEMENTE
EUCLIDIANA COM FORMA DE MOEBIUS

FECHADA

Neste capítulo obtemos as expressões para os invariantes de Moebius de uma imersão
isométrica f : Mn →Rn+p, n−3 ≥ p ≥ 1, conformemente Euclidiana com fibrado normal plano
e sem pontos umbílicos cuja forma de Moebius é fechada. Tais expressões serão utilizadas nas
demonstrações dos teoremas principais dos capítulos seguintes.

Seja f : Mn → Rn+p, n− 3 ≥ p ≥ 1, uma imersão isométrica, sem pontos umbílicos,
conformemente Euclidiana com fibrado normal plano e própria cuja forma de Moebius é fechada.
Sob essas hipóteses, o Teorema 2.4 assegura que f admite um campo normal principal η com
multiplicidade n− p+ ℓ, para algum 0 ≤ ℓ≤ p−1. Por outro lado, pelo Teorema 2.5, os demais
p− ℓ campos normais principais de f são todos simples.

Observação 3.1. Seja f : Mn → Rn+p uma imersão isométrica com fibrado normal plano e
k > 1 campos normais principais η1, . . . ,ηk associados às auto-distribuições diferenciáveis
Eη1, . . . ,Eηk , e seja X1, . . . ,Xn um referencial principal de f .

Como ⟨ , ⟩∗ = ρ2⟨ , ⟩ f e β = ρ(α f −⟨ , ⟩ f H
f ) temos

β (ρ−1Xi,ρ
−1X j) = ρ(ρ−2

α
f (Xi,X j)−ρ

−2
δi jH

f )

= δi jρ
−1(ηi −H f ).

Logo, Eη1 , . . . ,Eηk são auto-espaços de β com correspondentes campos normais principais
η̄i = ρ−1(ηi −H f ). Em particular, o número de campos normais principais associados a α e β

é o mesmo.
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Moebius fechada

Definição 3.1. Os campos normais η̄i = ρ−1(ηi −H f ) dados pela observação anterior serão
chamados de campos normais principais de Moebius de f

Pela Observação 3.1 e pelo fato de que a forma de Moebius ω f é fechada, a equação
conforme de Ricci mostra que existe um referencial ortonormal X1, . . . ,Xn com respeito à ⟨ , ⟩∗

que diagonaliza β e ψ simultaneamente e tal que

β (Xi,Xi) = η̄ := ρ
−1(η −H f ),

para quaisquer p− ℓ+1 ≤ i ≤ n, e além disso, β (X j,X j), 1 ≤ j ≤ p− ℓ, são campos normais
principais de Moebius simples.

Considere as distribuições diferenciáveis

∆ = span{Xi : p− ℓ+1 ≤ i ≤ n} e ∆
⊥ = span{Xi : 1 ≤ i ≤ p− ℓ}. (3.1)

Como ∆ = Eη e dim∆ = n− p+ ℓ≥ 3, a Proposição 2.4 mostra que ∆ é umbílica com
respeito à ⟨ , ⟩ f , logo ∆ é também umbílica com respeito à ⟨ , ⟩∗, uma vez que ⟨ , ⟩∗ e ⟨ , ⟩ f são
conformes.

Proposição 3.1. Se a distribuição ∆⊥ é totalmente geodésica com respeito à ⟨ , ⟩∗ então ∆⊥ é

esférica com respeito à ⟨ ,⟩ f com campo curvatura média (grad f logρ)∆.

Demonstração. Usando a relação ∇∗
Xa

Xb =
f ∇XaXb+

1
ρ
(Xa(ρ)Xb+Xb(ρ)Xa−⟨Xa,Xb⟩ f grad f ρ),

vemos que ∆⊥ ser totalmente geodésica implica

⟨ f
∇XaXb,Xi⟩ f = ⟨Xa,Xb⟩ f ⟨

grad f ρ

ρ
,Xi⟩ f

para quaisquer i ≥ p− ℓ+1 e 1 ≤ a,b ≤ p− ℓ. Portanto, ∆⊥ é umbílica com respeito à métrica
induzida por f com campo vetorial curvatura média igual a (grad f logρ)∆.

Em seguida, mostraremos que ∆⊥ é, de fato, uma distribuição esférica, ou seja,

⟨ f
∇Xi(grad f logρ)∆,X j⟩ f = 0, ∀ 1 ≤ i ≤ p− ℓ e p− ℓ+1 ≤ j ≤ n. (3.2)

Segue da definição do tensor de Blaschke e do fato de que X1, . . . ,Xn diagonalizam β e
ψ que

Hess∗ρ(Xi,X j) = 0, ∀ 1 ≤ i ≤ p− ℓ e p− ℓ+1 ≤ j ≤ n.

A partir das equações

∇
∗
Xi

grad∗ρ = f
∇Xigrad∗ρ +

1
ρ
((grad∗ρ)(ρ)Xi +Xi(ρ)grad∗ρ −⟨Xi,grad∗ρ⟩ f grad f ρ)
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e grad∗ρ =
grad f ρ

ρ2 , obtemos

0 = Hess∗ρ(Xi,X j) = ⟨∇∗
Xi

grad∗ρ,X j⟩∗

= ρ
2⟨ f

∇Xigrad∗ρ,X j⟩ f

= ρ
2⟨Xi(ρ

−1)grad f logρ +ρ
−1 f

∇Xigrad f logρ,X j⟩ f ,

donde
⟨ f

∇Xigrad f logρ,X j⟩ f = Xi(logρ)X j(logρ). (3.3)

Por outro lado, como ∇∗
Xi

X j =
f ∇XiX j +

1
ρ
(Xi(ρ)X j +X j(ρ)Xi) ∈ Γ(∆), então

⟨ f
∇Xi(grad f logρ)

∆⊥,X j⟩ f =−⟨(grad f logρ)
∆⊥, f

∇XiX j⟩ f

= Xi(logρ)X j(logρ). (3.4)

Portanto, (3.2) decorre de (3.3) e (3.4).

Primeiramente, como a forma de obter os invariantes de Moebius de f para ℓ= p−1 e
0 ≤ ℓ≤ p−2 diferem ligeiramente, preferimos abordar cada caso separadamente para facilitar a
leitura.

Começamos com o caso em que o campo normal principal η possui multiplicidade n−1.

O próximo resultado classifica as imersões isométricas com fibrado normal plano e
codimensão arbitrária f : Mn →Rn+p, n ≥ 3, que têm um campo normal principal η de multipli-
cidade n−1 e cuja forma de Moebius é fechada. Em particular, generalizamos o Teorema 5.3 de
(LI; MA; WANG, 2014). De acordo com o Teorema 2.5, esse resultado classifica as imersões
isométricas conformemente Euclidianas com fibrado normal plano que admitem dois campos
normais principais distintos e forma de Moebius fechada.

Proposição 3.2. Seja f : Mn → Rn+p, n ≥ 3 e p ≥ 1, uma imersão isométrica com fibrado

normal plano que possui um campo normal principal η de multiplicidade n−1. Se ω f é fechada

então f (Mn) é a imagem por uma transformação conforme de Rn+p de um subconjunto aberto

de um cilindro, de um cone generalizado ou de uma subvariedade de rotação sobre uma curva

γ : I →Qp+1
c̃ , em que c̃ = 0,1 ou −1, respectivamente.

Demonstração. Seja η̄ = β (Xi,Xi) para 2 ≤ i ≤ n e considere as distribuições diferenciáveis

∆ = span{Xi : 2 ≤ i ≤ n} e ∆
⊥ = span{X1}.

Como trβ = 0 e ||β ||2∗ = n−1
n , temos

β (X1,X1)+(n−1)η̄ = 0 e ||β (X1,X1)||2 +(n−1)||η̄ ||2 = n−1
n

.

Logo

||β (X1,X1)||=
n−1

n
e ||η̄ ||= 1

n
.
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Em particular,

β (X1,X1) =
n−1

n
ξ1 e η̄ =−1

n
ξ1, (3.5)

para algum campo unitário ξ1 ∈ Γ(N f M).

A equação conforme de Codazzi

( f
∇
⊥
X j

β )(Xi,Xi)− ( f
∇
⊥
Xi

β )(X j,Xi) = ω((X j ∧Xi)Xi),

para 2 ≤ i ̸= j ≤ n, implica
ω(X j) =

f
∇
⊥
X j

η̄ .

Por outro lado, a equação

( f
∇
⊥
X j

β )(X1,X1)− ( f
∇
⊥
X1

β )(X j,X1) = ω((X j ∧X1)X1),

para 2 ≤ j ≤ n, é equivalente à

ω(X j) =
f
∇
⊥
X j

β (X1,X1)+ ⟨∇∗
X1

X1,X j⟩∗(η̄ −β (X1,X1)).

Entretanto β (X1,X1) =−(n−1)η̄ , então

f
∇
⊥
X j

η̄ = ⟨∇∗
X1

X1,X j⟩∗η̄ . (3.6)

Fazendo o produto interno da expressão anterior com η̄ obtemos

⟨∇∗
X1

X1,X j⟩∗ = 0,

para 2 ≤ j ≤ n. Portanto, ∆⊥ é totalmente geodésica com respeito à métrica de Moebius.

A partir da Proposição 3.1 temos que ∆⊥ é uma distribuição esférica com respeito à
métrica induzida por f . Como dim∆ ≥ 2, a Proposição 2.4 mostra que η é um campo normal
principal de Dupin, e assim, a conclusão deste resultado decorre do Teorema 2.7.

Agora, em todo resto deste capítulo η sempre possuirá multiplicidade n− p+ ℓ, em que
0 ≤ ℓ≤ p−2.

Lema 3.1. Seja f : Mn → Rn+p, n−3 ≥ p ≥ 2, uma imersão isométrica conformemente Eucli-

diana com fibrado normal plano e cuja forma de Moebius é fechada. Então

{β (Xi,Xi)− η̄ : 1 ≤ i ≤ p− ℓ}

forma um subconjunto ortogonal de N f M. Em particular, ∆⊥ é integrável.

Demonstração. A equação conforme de Gauss de f reduz-se a

K∗(Xk,Xr) = ⟨R∗(Xk,Xr)Xr,Xk⟩∗ = ⟨β (Xk,Xk),β (Xr,Xr)⟩+ψ(Xk,Xk)+ψ(Xr,Xr) (3.7)
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para quaisquer k ̸= r ≥ 1. Como (Mn,⟨ , ⟩∗) é conformemente Euclidiana, pois ⟨ , ⟩∗ = ρ2⟨ , ⟩ f e
f é conformemente Euclidiana, decorre da Proposição 2.11 que

K∗(Xi,X j)+K∗(Xk,Xr) = K∗(Xi,Xk)+K∗(X j,Xr)

para k ̸= r ≥ p− ℓ+1 e 1 ≤ i ̸= j ≤ p− ℓ, donde

⟨β (Xi,Xi)− η̄ ,β (X j,X j)− η̄⟩= 0. (3.8)

Observe que β (Xi,Xi)− η̄ = ρ−1(ηi −η), então (3.8) torna-se

⟨ηi −η ,η j −η⟩= 0.

Usando a equação de Codazzi (2.11) concluímos que E⊥
η = ∆⊥ é integrável, pois [Xi,X j] ∈ ∆⊥

para todos 1 ≤ i, j ≤ p− ℓ.

Proposição 3.3. Existem um subconjunto ortonormal {ξ1, . . . ,ξp−ℓ} ∈ Γ(N f M) e funções fi ∈
C∞(M), 1 ≤ i ≤ p− ℓ, tais que ∑

p−ℓ
i=1 f 2

i = 1 e

β (Xi,Xi)− η̄ = fiξi. (3.9)

Demonstração. Como trβ = 0,

η̄ =−1
n

p−ℓ

∑
i=1

(β (Xi,Xi)− η̄). (3.10)

Tomando o produto interno de η̄ com β (X j,X j)− η̄ para cada 1 ≤ j ≤ p− ℓ e usando (3.8)
obtemos

||β (X j,X j)||2 +(n−2)⟨β (X j,X j), η̄⟩+(1−n)||η̄ ||2 = 0.

Logo
p−ℓ

∑
j=1

||β (X j,X j)||2 +(n−2)⟨
p−ℓ

∑
j=1

β (X j,X j), η̄⟩+(1−n)(p− ℓ)||η̄ ||2 = 0.

Usando que ||β ||2∗ = n−1
n e trβ = 0, a equação anterior implica que

n−1
n

− (n− p+ ℓ)||η̄ ||2 − (n−2)(n− p+ ℓ)||η̄ ||2 +(1−n)(p− ℓ)||η̄ ||2 = 0,

ou seja,

||η̄ ||= 1
n
. (3.11)

Decorre de (3.10) e (3.11) que

p−ℓ

∑
i=1

||β (Xi,Xi)− η̄ ||2 = 1,

então o resultado segue do Lema 3.1.
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Proposição 3.4. Os invariantes de Moebius de f : Mn → Rn+p satisfazem:

i.

β (Xk,Xk) = η̄ =−1
n

p−ℓ

∑
i=1

fiξi, p− ℓ+1 ≤ k ≤ n,

β (Xi,Xi) =
n−1

n
fiξi −

1
n

p−ℓ

∑
j=1
j ̸=i

f jξ j, 1 ≤ i ≤ p− ℓ, (3.12)

β (Xk,Xr) = 0, r ̸= k ≥ 1.

ii.

∇
⊥
Xk

ξi = 0, p− ℓ+1 ≤ k ≤ n e 1 ≤ i ≤ p− ℓ,

νi j(Xi) =
fi

f j
(⟨grad∗ log f j,Xi⟩∗−⟨δ ,Xi⟩∗), 1 ≤ i ̸= j ≤ p− ℓ, (3.13)

ν jk(Xi) = 0, 1 ≤ k ̸= i ̸= j ̸= k ≤ p− ℓ,

em que νi j(X) = ⟨∇⊥
X ξi,ξ j⟩ para X ∈ X(M).

iii.

⟨ω(Xi),ξi⟩=−1
n
(Xi( fi)− fi

p−ℓ

∑
r=1
r ̸=i

Xi(log fr))+
n− (p− ℓ−1)

n
fi⟨δ ,Xi⟩∗,

⟨ω(Xi),ξ j⟩=−1
n

((
f 2

j + f 2
i

f 2
j

)
Xi( f j)−

f 2
i
f j
⟨δ ,Xi⟩∗

)
, (3.14)

⟨ω(Xk),ξi⟩=−1
n

Xk( fi), 1 ≤ i ̸= j ≤ p− ℓ e p− ℓ+1 ≤ k ≤ n,

em que δ é o campo curvatura média de ∆ com respeito à ⟨ , ⟩∗ e f1, . . . fp−ℓ ∈ C∞(M) e

ξ1, . . . ,ξp−ℓ ∈ Γ(N f M) são dados pela Proposição 3.3.

Demonstração. As equações em (3.12) decorrem de (3.9) e (3.10).

Por um lado, substituindo (3.12) na equação conforme de Codazzi

ω(Xi) = (∇⊥
Xi

β )(Xk,Xk)− (∇⊥
Xk

β )(Xi,Xk)

= ∇
⊥
Xi

η̄ + ⟨∇∗
Xk

Xk,Xi⟩∗(β (Xi,Xi)− η̄)

para 1 ≤ i ≤ p− ℓ e p− ℓ+1 ≤ k ≤ n, temos

ω(Xi) =−1
n

p−ℓ

∑
r=1

(Xi( fr)ξr + fr∇
⊥
Xi

ξr)+ ⟨δ ,Xi⟩∗ fiξi,
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logo 
⟨ω(Xi),ξi⟩=−1

n(Xi( fi)+∑
p−ℓ
r=1
r ̸=i

frνri(Xi))+ fi⟨δ ,Xi⟩∗,

⟨ω(Xi),ξ j⟩=−1
n(Xi( f j)+∑

p−ℓ
r=1
r ̸= j

frνr j(Xi)), i ̸= j.
(3.15)

Por outro lado, substituindo (3.12) na equação conforme de Codazzi

ω(Xi) = (∇⊥
Xi

β )(X j,X j)− (∇⊥
X j

β )(Xi,X j)

= ∇
⊥
Xi

β (X j,X j)+ ⟨∇∗
X j

X j,Xi⟩∗(β (Xi,Xi)−β (X j,X j))

para 1 ≤ i ̸= j ≤ p− ℓ, temos

ω(Xi) =−1
n
(

p−ℓ

∑
r=1
r ̸= j

Xi( fr)ξr +
p−ℓ

∑
r=1

fr∇
⊥
Xi

ξr)+
n−1

n
Xi( f j)ξ j + f j∇

⊥
Xi

ξ j + ⟨∇∗
X j

X j,Xi⟩∗( fiξi− f jξ j),

logo 

⟨ω(Xi),ξi⟩=−1
n(Xi( fi)−n f jν ji(Xi)+∑

p−ℓ
r=1
r ̸=i

frνri(Xi))+ fi⟨∇∗
X j

X j,Xi⟩∗,

⟨ω(Xi),ξ j⟩= 1
n((n−1)Xi( f j)−∑

p−ℓ
r=1
r ̸= j

frνr j(Xi))− f j⟨∇∗
X j

X j,Xi⟩∗,

⟨ω(Xi),ξk⟩=−1
n(Xi( fk)+∑

p−ℓ
r=1
r ̸=k

frνrk(Xi))+ f jν jk(Xi),

(3.16)

para quaisquer 1 ≤ k ̸= i ̸= j ̸= k ≤ p− ℓ.

Comparando as expressões em (3.15) e (3.16) obtemos

⟨∇∗
X j

X j,Xi⟩∗ =⟨grad∗ log f j,Xi⟩∗, (3.17)

νi j(Xi) =
fi

f j
(⟨∇∗

X j
X j,Xi⟩∗−⟨δ ,Xi⟩∗), (3.18)

ν jk(Xi) =0, (3.19)

para quaisquer 1 ≤ k ̸= i ̸= j ̸= k ≤ p− ℓ.

Observe que a equação conforme de Codazzi

(∇⊥
Xk

β )(Xr,Xk)− (∇⊥
Xr

β )(Xk,Xk) = ω((Xk ∧Xr)Xk),

para p− ℓ+1 ≤ k ̸= r ≤ n, implica

ω(Xr) = ∇
⊥
Xr

η̄ . (3.20)

Agora,
(∇⊥

Xk
β )(Xi,Xi)− (∇⊥

Xi
β )(Xk,Xi) = ω((Xk ∧Xi)Xi) = ∇

⊥
Xk

η̄ ,

para p− ℓ+1 ≤ k ≤ n e 1 ≤ i ≤ p− ℓ, implica

∇
⊥
Xk
(β (Xi,Xi)− η̄) = ⟨∇∗

Xi
Xi,Xk⟩∗(β (Xi,Xi)− η̄)⇐⇒ ∇

⊥
Xk
( fiξi) = ⟨∇∗

Xi
Xi,Xk⟩∗ fiξi.
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Então

⟨∇∗
Xi

Xi,Xk⟩∗ = ⟨grad∗ log fi,Xk⟩∗ e ∇
⊥
Xk

ξi = 0, (3.21)

para quaisquer p− ℓ+1 ≤ k ≤ n e 1 ≤ i ≤ p− ℓ.

Assim, a partir de (3.18), (3.19) e (3.21), concluímos que a conexão normal ∇⊥ satisfaz
(3.13).

Substituindo (3.13) em (3.15) e (3.20), obtemos (3.14).

Proposição 3.5. A distribuição ∆⊥ é totalmente geodésica com respeito à ⟨ , ⟩∗ se e somente se

(grad∗ fi)∆ = 0 para todo i = 1, . . . , p− ℓ.

Demonstração. Aplicando a equação conforme de Codazzi,

(∇⊥
Xi

β )(X j,Xk) = (∇⊥
X j

β )(Xi,Xk)

para 1 ≤ i ̸= j ≤ p− ℓ e p− ℓ+1 ≤ k ≤ n, temos

⟨∇∗
Xi

X j,Xk⟩∗ f jξ j = ⟨∇∗
X j

Xi,Xk⟩∗ fiξi

Como ξi,ξ j são linearmente independentes e fi, f j são funções não nulas (pois β (Xi,Xi), 1 ≤
i ≤ p− ℓ, são campos normais principais de Moebius simples), então

(∇∗
Xi

X j)∆ = 0 = (∇∗
X j

Xi)∆. (3.22)

Portanto, a partir de (3.21) e (3.22), concluímos que ∆⊥ é totalmente geodésica com
respeito à ⟨ , ⟩∗ se e somente se (grad∗ fi)∆ = 0 para todo i = 1, . . . , p− ℓ.

Finalizamos este capítulo apresentando um forma de decompor a variedade Riemanniana
(Mn,⟨ , ⟩∗) associada a f : Mn → Rn+p, n ≥ 5 e p ≥ 2, em termos de um produto twisted.

Corolário 3.1. A rede ortogonal E = {span{X1}, . . . ,span{Xp−ℓ},∆} em (Mn,⟨ , ⟩∗) é uma

TP-rede. Em particular, (Mn,⟨ , ⟩∗) é localmente um produto twisted.

Demonstração. Observe, a partir de (3.17) e (3.21), que

∇
∗
Xi

Xi = grad∗ log fi −⟨grad∗ log fi,Xi⟩∗Xi, 1 ≤ i ≤ p− ℓ.

Logo

⟨∇∗
Xi

Xi,Xk⟩∗ = ⟨grad∗ log fi,Xk⟩∗ =−⟨grad∗ log f−1
i ,Xk⟩∗,

para qualquer 1≤ k ≤ n com k ̸= i. Portanto, span{Xi} é uma distribuição umbílica em (Mn,⟨ , ⟩∗)
com campo curvatura média

−(grad∗ log f−1
i )(span{Xi})⊥,



59

para todo 1 ≤ i ≤ p− ℓ.

Decorre do Lema 3.1 que ∆⊥ é integrável.

Afirmamos que (span{Xi})⊥ é integrável para qualquer 1 ≤ i ≤ p− ℓ.

De fato, como ∆ é umbílica, temos que [X j,Xk] ∈ ∆ ⊂ (span{Xi})⊥ para p− ℓ+ 1 ≤
j,k ≤ n.

Por outro lado, dados 1 ≤ j ≤ p− ℓ e p− ℓ+1 ≤ k ≤ n, com j ̸= i, segue de (3.22) e do
fato de que

(∇⊥
Xi

β )(Xk,X j) = (∇⊥
Xk

β )(Xi,X j)⇐⇒ ⟨∇∗
Xk

X j,Xi⟩∗(β (Xi,Xi)−β (X j,X j)) = 0

que [X j,Xk] ∈ (span{Xi})⊥.

Suponhamos, agora, que p− ℓ≥ 3 e sejam 1 ≤ k ̸= j ̸= i ̸= k ≤ p− ℓ. Desenvolvendo a
equação conforme de Codazzi

(∇⊥
Xk

β )(X j,Xi) = (∇⊥
X j

β )(Xk,Xi)

obtemos

⟨∇∗
Xk

Xi,X j⟩∗(β (X j,X j)−β (Xi,Xi)) = ⟨∇∗
X j

Xi,Xk⟩∗(β (Xk,Xk)−β (Xi,Xi)),

que é equivalente à

⟨∇∗
Xk

Xi,X j⟩∗( f jξ j − fiξi) = ⟨∇∗
X j

Xi,Xk⟩∗( fkξk − fiξi).

Entretanto, esta expressão implica que

⟨∇∗
X j

Xk,Xi⟩∗ = 0 = ⟨∇∗
Xk

X j,Xi⟩∗.

Isto conclui a demonstração de nossa afirmação.

A última afirmação deste resultado decorre do Teorema 2.1.
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CAPÍTULO

4
SUBVARIEDADES COM CURVATURA DE

MOEBIUS CONSTANTE

O objetivo deste capítulo é apresentar uma demonstração do principal resultado obtido
nesta tese, o qual consiste em classificar as imersões isométricas f : Mn → Rn+p, com n ≥ 5 e
p = 2, ou n ≥ 6 e 2p ≤ n, próprias, que possuem curvatura de Moebius constante c e fibrado
normal plano.

Observamos que a hipótese de que (Mn,⟨ , ⟩∗) possui curvatura de Moebius constante
implica que (Mn,⟨ , ⟩ f ) é conformemente Euclidiana, uma vez que ⟨ , ⟩ f e ⟨ , ⟩∗ são métricas
conformes em Mn. Por um lado, as hipóteses sobre a dimensão de Mn e a codimensão de
f : Mn → Rn+p implicam que n−3 ≥ p. Assim, o Teorema 2.4 pode ser aplicado, e garante a
existência de um campo normal principal η com multiplicidade n− p+ ℓ, para algum 0 ≤ ℓ≤
p−1. Por outro lado, segue do Teorema 2.5 que os demais campos normais principais de f são
todos simples. Finalmente, mostraremos que a forma de Moebius de uma imersão isométrica
f : Mn → Rn+p com curvatura de Moebius constante e fibrado normal plano é fechada. Isto
nos permitirá utilizar para f as expressões obtidas no capítulo anterior para os invariantes de
Moebius de uma imersão isométrica conformemente Euclidiana com fibrado normal plano e
forma de Moebius fechada.

Apresentaremos inicialmente exemplos de imersões isométricas conformemente Eu-
clidianas f : Mn → Rn+p, n− 3 ≥ p ≥ 1, que possuem um campo normal principal η com
multiplicidade n− p+ ℓ, em que 0 ≤ ℓ≤ p−1, as quais são construídas a partir de uma imersão
isométrica g : Mp−ℓ

c̃ →Q2p−ℓ
c̃ com fibrado normal plano e curvatura seccional constante c̃. Em

seguida, estabeleceremos certas condições sobre o campo curvatura média H g de g para que f

possua curvatura de Moebius constante c. A observação seguinte será útil no entendimento de
tais exemplos.

Observação 4.1. Seja g : Mp−ℓ
c̃ →Q2p−ℓ

c̃ , 0 ≤ ℓ≤ p−1, uma imersão isométrica com fibrado
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normal plano e νg ≡ 0 em Mp−ℓ. A Proposição 2.5 mostra que g admite p− ℓ campos normais
principais não nulos e distintos η1, . . . ,ηp−ℓ, os quais são dois a dois ortogonais. Observamos
ainda que, no caso em que ℓ= p−1, g é uma curva γ : I →Qp+1

c̃ parametrizada pelo comprimento
de arco, e portanto ||H γ || representa o módulo da (primeira) função curvatura κ de γ. O fato de
que os próximos três exemplos são subvariedades conformemente Euclidianas é consequência
da Proposição 2.10.

Exemplo 4.1. Seja g : Mp−ℓ → R2p−ℓ, 0 ≤ ℓ ≤ p− 1, uma imersão isométrica com R⊥ ≡ 0,
νg ≡ 0 e cuja métrica induzida ds2 possui curvatura constante nula. O cilindro em R2p−ℓ sobre g

é a imersão dada por

f = g× Id : Mp−ℓ×Rn−p+ℓ → R2p−ℓ×Rn−p+ℓ = Rn+p,

em que Id : Rn−p+ℓ → Rn−p+ℓ é a aplicação identidade.

Decorre da Observação 4.1 que existe um referencial ortonormal {Xi}p−ℓ
i=1 de (Mp−ℓ,ds2)

tal que

α
g(Xi,X j) = δi jηi, 1 ≤ i, j ≤ p− ℓ.

Portanto,

ρ
2 =

n
n−1

(||α f ||2 −n||H f ||2) = n
n−1

(||αg||2 − 1
n
||αg||2)

= ||αg||2

= (p− ℓ)2||H g||2.

Como a métrica induzida por f é dada por

⟨ , ⟩ f = ds2 +du2
p−ℓ+1 + . . .+du2

n,

em que (up−ℓ+1, . . . ,un) são as coordenadas canônicas de Rn−p+ℓ, a métrica de Moebius deter-
minada por f é dada por

⟨ , ⟩∗ = (p− ℓ)2||H g||2(ds2 +du2
p−ℓ+1 + . . .+du2

n).

Exemplo 4.2. Seja g : Mp−ℓ → S2p−ℓ, 0 ≤ ℓ ≤ p− 1, uma imersão isométrica com R⊥ ≡ 0,
νg ≡ 0 e cuja métrica induzida ds2 possui curvatura constante 1. O cone generalizado em Rn+p

sobre g é a imersão f : Mp−ℓ×Hn−p+ℓ → Rn+p dada por

f (x,z) = Θ◦ (g, Id)(x,z) = (z1g(x),z2, . . . ,zn−p+ℓ),

em que Hn−p+ℓ = R+×Rn−p+ℓ−1 é munido da métrica hiperbólica

dz2 =
1
z2

1
(dz2

1 + . . .+dz2
n−p+ℓ),
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Id :Hn−p+ℓ →Hn−p+ℓ é a aplicação identidade e Θ : S2p−ℓ×Hn−p+ℓ →Rn+p é o difeomorfismo
conforme dado por

Θ(y,z) = (z1y,z2, . . . ,zn−p+ℓ),

cujo fator conforme é z1.

A métrica induzida por f é

⟨ , ⟩ f = z2
1(ds2 +dz2).

Decorre da Observação 4.1 que

α
g(Xi,X j) = δi jηi, 1 ≤ i, j ≤ p− ℓ,

em que {Xi}p−ℓ
i=1 é um referencial ortonormal de (Mp−ℓ,ds2).

A segunda forma fundamental de f é dada por

α
f
(

Xi

z1
,
X j

z1

)
=

1
z1

α
g(Xi,X j), α

f
(

d
dz1

,
d

dz1

)
= 0 = α

f (
d

dz1
,
Xi

z1
).

Então

ρ
2 =

n
n−1

(||α f ||2 −n||H f ||2)

=
n

n−1
(

p−ℓ

∑
i=1

||α f (
Xi

z1
,
Xi

z1
)||2 −n||1

n

p−ℓ

∑
i=1

α
f (

Xi

z1
,
Xi

z1
)||2)

=
n

n−1
(

1
z2

1

p−ℓ

∑
i=1

||αg(Xi,Xi)||2 −
1
n
|| 1

z1

p−ℓ

∑
i=1

α
g(Xi,Xi)||2)

=
1
z2

1

n
n−1

(
p−ℓ

∑
i=1

||αg(Xi,Xi)||2 −
1
n

p−ℓ

∑
i=1

||αg(Xi,Xi)||2)

=
1
z2

1

p−ℓ

∑
i=1

||αg(Xi,Xi)||2 =
1
z2

1
(p− ℓ)2||H g||2.

Portanto,

ρ =
(p− ℓ)||H g||

z1
.

Assim, a métrica de Moebius determinada por f é

⟨ , ⟩∗ = (p− ℓ)2||H g||2(ds2 +dz2).

Exemplo 4.3. Seja g : Mp−ℓ → H2p−ℓ, 0 ≤ ℓ ≤ p− 1, uma imersão isométrica com R⊥ ≡ 0,
νg ≡ 0 e cuja métrica induzida ds2 possui curvatura constante −1, em que

H2p−ℓ = {(z1, . . . ,z2p−ℓ) : z2p−ℓ > 0}

é munido da métrica hiperbólica

dz2 =
1

z2
2p−ℓ

(dz2
1 + . . .+dz2

2p−ℓ).
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A subvariedade de rotação sobre g é a imersão f : Mp−ℓ×Sn−p+ℓ → Rn+p definida por

f (x,y) = Θ◦ (g, Id)(x,y) = (g1(x), . . . ,g2p−ℓ−1(x),g2p−ℓ(x)y),

em que Id : Sn−p+ℓ → Sn−p+ℓ é a aplicação identidade e Θ : H2p−ℓ × Sn−p+ℓ → Rn+p é o
difeomorfismo conforme dado por

Θ(z,y) = (z1, . . . ,z2p−ℓ−1,z2p−ℓy),

cujo fator conforme é z2p−ℓ.

A métrica induzida por f é

⟨ , ⟩ f = g2
2p−ℓ(ds2 +dy2),

em que dy2 é a métrica canônica de Sn−p+ℓ.

Decorre da Observação 4.1 que

α
g(Xi,X j) = δi jηi, 1 ≤ i, j ≤ p− ℓ,

em que {Xi}p−ℓ
i=1 é um referencial ortonormal de (Mp−ℓ,ds2).

As segundas formas fundamentais de f e g relacionam-se por (ver por exemplo (2.31) e
o Exercício 1.6 de (DAJCZER; TOJEIRO, 2019))

α
f = Θ∗α

g − 1
g2p−ℓ

Θ∗((gradz2p−ℓ)◦g)⊥(ds2 +dy2),

em que grad é calculado com respeito à dz2. Logo

α
f (

Xi

g2p−ℓ
,

X j

g2p−ℓ
) =

Θ∗αg( Xi
g2p−ℓ

, Xi
g2p−ℓ

)− 1
g3

2p−ℓ

Θ∗((gradz2p−ℓ)◦g)⊥, i = j,

0, i ̸= j,

α
f (

1
g2p−ℓ

∂

∂yk
,

1
g2p−ℓ

∂

∂yr
) =

− 1
g3

2p−ℓ

Θ∗((gradz2p−ℓ)◦g)⊥, k = r,

0, k ̸= r.

Notemos que

||α f ||2 =
p−ℓ

∑
i=1

||α f (
Xi

g2p−ℓ
,

Xi

g2p−ℓ
)||2 +

n

∑
i=p−ℓ+1

||α f (
1

g2p−ℓ

∂

∂yi
,

1
g2p−ℓ

∂

∂yi
)||2

=
p−ℓ

∑
i=1

||αg(
Xi

g2p−ℓ
,

Xi

g2p−ℓ
)− 1

g3
2p−ℓ

((gradz2p−ℓ)◦g)⊥||2Θ +
n

∑
i=p−ℓ+1

|| 1
g3

2p−ℓ

((gradz2p−ℓ)◦g)⊥||2Θ

=
1

g4
2p−ℓ

p−ℓ

∑
i=1

||αg(Xi,Xi)||2Θ − 2
g5

2p−ℓ

p−ℓ

∑
i=1

⟨αg(Xi,Xi),((gradz2p−ℓ)◦g)⊥⟩Θ

+
n

g6
2p−ℓ

||((gradz2p−ℓ)◦g)⊥||2Θ
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e

||H f ||2 = ||1
n

p−ℓ

∑
i=1

α
g(

Xi

g2p−ℓ
,

Xi

g2p−ℓ
)− 1

g3
2p−ℓ

((gradz2p−ℓ)◦g)⊥||2Θ

=
1
n2

1
g4

2p−ℓ

p−ℓ

∑
i=1

||αg(Xi,Xi)||2Θ − 2
ng5

2p−ℓ

p−ℓ

∑
i=1

⟨αg(Xi,Xi),((gradz2p−ℓ)◦g)⊥⟩Θ

+
1

g6
2p−ℓ

||((gradz2p−ℓ)◦g)⊥||2Θ.

Então

ρ
2 =

n
n−1

(||α f ||2 −n||H f ||2) = 1
g4

2p−ℓ

n
n−1

(
p−ℓ

∑
i=1

||αg(Xi,Xi)||2Θ − 1
n

p−ℓ

∑
i=1

||αg(Xi,Xi)||2Θ)

=
1

g4
2p−ℓ

p−ℓ

∑
i=1

||αg(Xi,Xi)||2Θ

=
1

g2
2p−l

p−ℓ

∑
i=1

||αg(Xi,Xi)||2dz2 =
(p− ℓ)2||H g||2dz2

g2
2p−ℓ

.

Portanto

ρ =
(p− ℓ)||H g||dz2

g2p−ℓ
.

Assim, a métrica de Moebius determinada por f é dada por

⟨ , ⟩∗ = (p− ℓ)2||H g||2dz2(ds2 +dy2).

Lema 4.1. A métrica de Moebius ⟨ , ⟩∗ = κ2(ds2 +σ−c̃) da imersão isométrica f : I ×Qn−1
−c̃ →

Rn+p dada por

f = Θ◦ (γ, Id),

em que σ−c̃ denota a métrica canônica de Qn−1
−c̃ , γ : I →Qp+1

c̃ e Θ = Id : Rn+p →Rn+p se c̃ = 0
ou Θ é como nos Exemplos 4.2 e 4.3 se c̃ ̸= 0, possui curvatura de Moebius constante c se e
somente se a (primeira) função curvatura κ(s) é dada respectivamente por

κ(s) =

1
r , c = 0 e s ∈ R,

1√
−cs , c < 0 e s > 0,

κ(s) =
1√

−csins
, c < 0 e s ∈ (0,π),

e

κ(s) =


1√

ccoshs , c > 0 e s ∈ R,
1√

−csinhs , c < 0 e s > 0,

es, c = 0 e s ∈ R.
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Demonstração. Note que

gradlnκ =
κs

κ

d
ds

e Q(Xi,Xi) = 0, i ≥ 2,

em que X2, . . . ,Xn é um referencial ortonormal de Qn−1
−c̃ . A partir da Proposição 2.9 obtemos

K∗(Xi,X j) =
1

κ2 (−c̃− κ2
s

κ2 ) =−c̃
1

κ2 −
[

d
ds

1
κ

]2

.

Observando que

Q(
d
ds

,
d
ds

) = ⟨∇ d
ds

gradlnκ,
d
ds

⟩− κ2
s

κ2 =
d
ds

(
κs

κ
)− κ2

s
κ2

=
κssκ −2κ2

s
κ2 ,

decorre da Proposição 2.9 que

K∗(
d
ds

,Xi) =
1

κ2 (−
κ2

s
κ2 −

κssκ −2κ2
s

κ2 ) =
1

κ2 (−
κss

κ
+

κ2
s

κ2 ).

Logo ⟨ , ⟩∗ possui curvatura seccional constante c se e somente se

K∗(Xi,X j) = c = K∗(
d
ds

,Xi), i ̸= j ≥ 2,

ou seja
κ2

s
κ4 − c =

κss

κ3 = 2
κ2

s
κ4 + c̃

1
κ2 ,

que é equivalente à [
d
ds

1
κ

]2

+ c̃
1

κ2 =−c. (4.1)

A seguir obtemos a solução de (4.1) para os diferentes valores de c̃.

1. Caso c̃ = 0:

Neste caso,
[ d

ds
1
κ

]2
=−c; em particular, c ≤ 0.

Se c = 0, então d
ds

1
κ
= 0, logo κ(s) = 1

r ̸= 0 , com r > 0, ∀s ∈ I.

Se c < 0, então d
ds

1
κ
=±

√
−c. Logo κ(s) = 1√

−cs para s > 0.

2. Caso c̃ = 1:

Temos −
[ d

ds
1
κ

]2 − 1
κ2 = c, donde c < 0. Esta equação diferencial é equivalente à[

1√
−c

d
ds

1
κ

]2

+

[
1√
−cκ

]2

= 1.

Então κ(s) = 1√
−csin s para s ∈ (0,π).
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3. Caso c̃ =−1:

Neste caso, −
[ d

ds
1
κ

]2
+ 1

κ2 = c, a qual é equivalente à
−
[

1√
c

d
ds

1
κ

]2
+
[

1√
cκ

]2
= 1, c > 0,[

1√
−c

d
ds

1
κ

]2
−
[

1√
−cκ

]2
= 1, c < 0,

d
dsκ = κ, c = 0.

Portanto, κ(s) =


1√

ccoshs , c > 0 e s ∈ R,
1√

−csinhs , c < 0 e s > 0,

es, c = 0 e s ∈ R.

Lema 4.2. Seja g : Mp−ℓ →Q2p−ℓ
c̃ , 0≤ ℓ≤ p−2, uma imersão isométrica com R⊥ ≡ 0 e νg ≡ 0.

Então a imersão f = Θ◦ (g, Id) : Mp−ℓ×Qn−p+ℓ
−c̃ → Rn+p, em que Θ = Id : Rn+p → Rn+p se

c̃ = 0 ou Θ é como nos Exemplos 4.2 e 4.3 se c̃ ̸= 0, possui curvatura de Moebius constante c se

e somente se a métrica induzida ds2 por g possui curvatura constante c̃ e

Hess(1/||H g||)+ c̃(1/||H g||)ds2 = 0 e ||grad(1/||H g||)||2+ c̃(1/||H g||2)=−(p−ℓ)2c,

(4.2)
em que grad, Hess e || · || são calculados com respeito à ds2.

Demonstração. Começamos provando a contrapositiva. Suponha que (Mp−ℓ,ds2) possui curva-
tura constante c̃. Então, dos Exemplos 4.1, 4.2 e 4.3, a métrica de Moebius determinada por f é
dada por

⟨ , ⟩∗ = (p− ℓ)2||H g||2(ds2 +σ−c̃), (4.3)

em que σ−c̃ é a métrica de Qn−p+ℓ
−c̃ .

Denote
⟨ , ⟩∗ = g1 +µ

2g2,

em que µ = (p− ℓ)||H g||, g1 = µ2ds2 e g2 = σ−c̃. Decorre da Proposição 2.9 que

K1(Xi,X j) = µ
−2(c̃−Q(Xi,Xi)−Q(X j,X j)−||grad log µ||2) 1 ≤ i ̸= j ≤ p− ℓ,

em que K1 denota a curvatura seccional de g1.

De (4.2) temos

Hess(1/µ)+ c̃(1/µ)ds2 = 0 e ||grad(1/µ)||2 + c̃(1/µ
2) =−c,

que por sua vez são equivalentes ao par de equações

Hess µ(X ,Y )−2µ
−1X(µ)Y (µ)− c̃µds2(X ,Y ) = 0 e ||grad µ||2 + cµ

4 =−c̃µ
2, (4.4)
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na métrica ds2. Logo

Hess log µ(X ,Y ) =
Hess µ(X ,Y )

µ
− X(µ)Y (µ)

µ2 = µ
−2X(µ)Y (µ)+ c̃ds2(X ,Y ),

e então

Q(Xi,Xi) = c̃, ∀ 1 ≤ i ≤ p− ℓ.

Assim

K1(Xi,X j) = c, 1 ≤ i ̸= j ≤ p− ℓ. (4.5)

Como as equações em (4.4) são equivalentes a

Hess µ + cµg1 = 0 e ||grad µ||2 + cµ
2 =−c̃, (4.6)

em que grad, Hess e || · || são calculados com respeito à g1, obtemos do Lema 2.1 que ⟨ , ⟩∗

possui curvatura constante c.

Reciprocamente, como f possui curvatura de Moebius constante c, a Proposição 2.10
mostra que ds2 possui curvatura constante c̃, pois ⟨ , ⟩ f é uma métrica conformemente Euclidiana
conforme à ds2 +σ−c̃. Decorre dos Exemplos 4.1, 4.2 e 4.3 que a métrica de Moebius de f é
dada por (4.3). Como essa métrica possui curvatura constante c, decorre via Lema 2.1 que as
equações em (4.6) são satisfeitas. Portanto, (4.2) é satisfeita.

Corolário 4.1. As soluções de (4.2) em um aberto U de Qp−ℓ
c̃ são

||H g||(x) =


1

⟨v,x⟩+a , c̃ = 0 e c ≤ 0,

1
⟨v,x⟩ , c̃ = 1 e c < 0 ou c̃ =−1 e c ∈ R,

(4.7)

em que v ∈ Ep−ℓ+1 :=


Rp−ℓ, se c̃ = 0,

Rp−ℓ+1, se c̃ = 1,

Lp−ℓ+1, se c̃ =−1

é tal que ||v||2 =−(p− ℓ)2c e a ∈ R+.

Demonstração. Consideremos (U,ds2) como um aberto de Rp−ℓ. Então

1
||H g||

(x) = ⟨v,x⟩+a ∀x ∈U,

em que a ∈ R+ e v ∈ Rp−ℓ é um vetor constante tal que ||v||2 =−(p− ℓ)2c, é a solução de (4.2)
para c̃ = 0.

Consideremos (U,ds2) como um aberto de Sp−ℓ ⊂ Rp−ℓ+1. O gradiente e o hessiano do
funcional linear g : Rp−ℓ+1 → R dado por

g(x) = ⟨x,v⟩, v ∈ Rp−ℓ+1 é tal que ||v||2 =−(p− ℓ)2c,
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e h = g◦ i : U ⊂ Sp−ℓ → R, em que i : Sp−ℓ → Rp−ℓ+1 é a inclusão umbílica, relacionam-se por

i∗gradh = (gradg)T

e
Hessh(X ,Y ) = Hessg(i∗X , i∗Y )+ ⟨gradg,α i(X ,Y )⟩

para quaisquer x ∈ U e X ,Y ∈ TxSp−ℓ (ver por exemplo a Proposição 1.2 de (DAJCZER;
TOJEIRO, 2019)). Como gradg = v e α i(X ,Y ) =−⟨X ,Y ⟩x, segue que

i∗gradh = vT

e
Hessh(X ,Y ) =−⟨v,x⟩⟨X ,Y ⟩=−h(x)⟨X ,Y ⟩.

Note que

||gradh||2 = ||vT ||2 = ||v− v⊥||2 = ||v||2 −||v⊥||2 =−(p− ℓ)2c−⟨v,x⟩2||x||2

=−(p− ℓ)2c−⟨v,x⟩2,

logo
||gradh||2 +(p− ℓ)2c =−h2.

Portanto, 1/||H g|| : U ⊂ Sp−ℓ → R definida por

(1/||H g||)(x) = ⟨x,v⟩, ∀ x ∈U,

com ||v||2 =−(p− ℓ)2c, é uma solução de (4.2) para c̃ = 1.

Considere (U,ds2) como um aberto de Hp−ℓ ⊂ Lp−ℓ+1, em que Hp−ℓ é visto em termos
do modelo do hiperbolóide. Seja g : Lp−ℓ+1 → R o funcional linear definido por

g(x) = ⟨x,v⟩, v ∈ Lp−ℓ+1 é tal que ||v||2 =−(p− ℓ)2c,

e seja h := g◦ i : U ⊂Hp−ℓ → R, em que i : Hp−ℓ → Lp−ℓ+1 é a inclusão umbílica.

O gradiente e o hessiano de g e h relacionam-se por

i∗gradh = (gradg)T

e
Hessh(X ,Y ) = Hessg(i∗X , i∗Y )+ ⟨gradg,α i(X ,Y )⟩,

para quaisquer x ∈U e X ,Y ∈ TxHp−ℓ. Como gradg = v e α i(X ,Y ) = ⟨X ,Y ⟩x, obtemos

i∗gradh = vT

e
Hessh(X ,Y ) = ⟨v,x⟩⟨X ,Y ⟩= h(x)⟨X ,Y ⟩.
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Note que

||gradh||2 = ||vT ||2 = ||v− v⊥||2 = ||v||2 −||v⊥||2

=−(p− ℓ)2c−⟨v⊥,x⟩2||x||2

=−(p− ℓ)2c+ ⟨v,x⟩2

=−(p− ℓ)2c+(h(x))2.

Portanto, a função 1/||H g|| : U ⊂Hp−ℓ → R definida por

(1/||H g||)(x) = ⟨v,x⟩, ∀ x ∈U com v ∈ Lp−ℓ+1 tal que ||v||2 =−(p− ℓ)2c,

é uma solução de (4.2) para c̃ =−1.

Observação 4.2. Casos particulares de imersões isométricas g : Mp−ℓ
c̃ →Q2p−ℓ

c̃ , 0 ≤ ℓ≤ p−2,
satisfazendo as condições do Corolário 4.1 são aquelas em que c̃ = 0 e ||H g|| é constante . De
um ponto de vista global, foi provado por (DAJCZER; TOJEIRO, 1993) que se g : Rn → Rm

é uma imersão isométrica com fibrado normal plano, νg constante em Rn e campo curvatura
média com norma constante, então g(Rn) é um produto Riemanniano de curvas com a (primeira)
função curvatura constante. O caso em que n = 2 foi obtido anteriormente por (ENOMOTO,
1990) sem usar a hipótese de índice de nulidade relativa constante. Em particular, se g : M2 →R4

é uma superfície compacta com métrica induzida de curvatura nula e fibrado normal plano cujo
campo curvatura média possui norma constante, então g(M2) é isometricamente congruente ao
produto Riemanniano de dois círculos S1 ×S1.

Exemplo 4.4. Se g : U ⊂Rp−ℓ→R2p−ℓ, 0≤ ℓ≤ p−1, é uma imersão com fibrado normal plano,
νg ≡ 0 e cujo campo curvatura média possui norma constante não nula, então da observação
anterior temos que g(U) é um subconjunto aberto de um produto Riemanniano de curvas com a
(primeira) função curvatura constante. Neste caso, g× Id : U ×Rn−p+ℓ → Rn+p é um cilindro
com curvatura de Moebius constante nula.

A seguir exibimos um exemplo simples de uma imersão isométrica g : Mp−ℓ
c̃ →Q2p−ℓ

c̃ ,
0 ≤ ℓ≤ p−1, satisfazendo as condições do Corolário 4.1 em que a norma do campo curvatura
média não é constante.

Exemplo 4.5. Seja γi : Ii → R2 uma curva diferenciável com curvatura κi, 1 ≤ i ≤ 2. Considere
a superfície

g = γ1 × γ2 : I1 × I2 → R2 ×R2 = R4.

Logo

||H g||2 = 1
4
(κ2

1 +κ
2
2 ).

Em particular,

Hess ||H g||2(∂1,∂2) = ∂1(∂2(κ
2
1 +κ

2
2 ))− (∇∂1∂2)(κ

2
1 +κ

2
2 ) = 0,
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em que ∂1 e ∂2 são os campos coordenados de I1 e I2, respectivamente, e ∇ é a conexão de
Levi-Civita da métrica produto ds2

1 +ds2
2.

Suponha ||H g||−1(x) = ⟨v,x⟩+a para todo x ∈ I1 × I2, em que ||v||= 2
√
−c para c ≤ 0

e a ∈ R+. Como

Hess ||H g||−1(∂1,∂2) =−1
2
||H g||−3Hess ||H g||2(∂1,∂2)+

3
4
||H g||−5(∂1||H g||2)∂2||H g||2

=
3
4
||H g||−5(∂1||H g||2)∂2||H g||2

e Hess ||H g||−1 = 0 então
(∂1κ1)(∂2κ2) = 0.

Se ambas as curvaturas são constantes, então ||H g|| é constante, ou seja, g(I1 × I2)⊂
S1 ×S1, e assim g× Id : I1 × I2 ×Rn−2 → Rn+2 é um cilindro com curvatura de Moebius nula.
Caso κ1 não seja constante, segue que κ2 ≡ r para algum r > 0. Usando que 1

||H g||(s1) = 2
√
−cs1

para c < 0, obtemos

κ1(s1) =
√

−c−1s−2
1 − r2, para 0 < |s1|<

1
r
√
−c

.

Portanto, g = γ1×γ2, em que γ1 é a curva cuja curvatura κ1(s1) =
√

−c−1s−2
1 − r2 e γ2(I2)⊂ S1,

as quais determinam um cilindro g× Id : I1 × I2 ×Rn−2 → Rn+2 com curvatura de Moebius
c < 0.

Concluímos, portanto, a demonstração da recíproca do seguinte teorema, o qual é o
principal resultado deste trabalho.

Teorema 4.1. Seja f : Mn → Rn+p, com n ≥ 5 e p = 2, ou n ≥ 6 e 2p ≤ n, uma imersão

isométrica própria com curvatura de Moebius constante c e fibrado normal plano. Então f (Mn)

é a imagem por uma transformação conforme de Rn+p de um subconjunto aberto de uma

subvariedade dada como em um dos Exemplos 4.1, 4.2 ou 4.3

(i) com a (primeira) função curvatura κ(s) da curva γ : I → Qp+1
c̃ dada pelo Lema 4.1, com

c̃ = 0,1 ou −1, respectivamente.

(ii) com a norma do campo curvatura média da subvariedade g : U ⊂Qp−ℓ
c̃ →Q2p−ℓ

c̃ dada pelo

Corolário 4.1, com 0 ≤ ℓ≤ p−2 e c̃ = 0,1 ou −1, respectivamente.

Para a demonstração do teorema, mostraremos inicialmente que a forma de Moebius
ω f de uma imersão isométrica f : Mn → Rn+p com curvatura de Moebius constante e fibrado
normal plano é necessariamente fechada.

Proposição 4.1. Se f : Mn → Rn+p é uma imersão isométrica com curvatura de Moebius

constante e fibrado normal plano, então a forma de Moebius ω f é fechada.



72 Capítulo 4. Subvariedades com curvatura de Moebius constante

Demonstração. A equação conforme de Ricci,

⟨R⊥(X ,Y )ξ ,η⟩= ⟨[Bξ ,Bη ]X ,Y ⟩∗

para quaisquer X ,Y ∈ X(M) e ξ ,η ∈ Γ(N f M), mostra que existe um referencial ortonormal
B := {X1, . . . ,Xn} com respeito à métrica de Moebius tal que

β (Xi,X j) = 0, i ̸= j.

Em particular, B diagonaliza também a terceira forma fundamental de Moebius

IIIβ (X ,Y ) =
n

∑
i=1

⟨β (X ,Xi),β (Y,Xi)⟩.

Seja c ∈ R o valor comum das curvaturas seccionais de (M,⟨·, ·⟩∗). Então o tensor de
Ricci de (Mn,⟨·, ·⟩∗) satisfaz

Ric∗(X ,Y ) = c(n−1)⟨X ,Y ⟩∗

para quaisquer X ,Y ∈ X(Mn), logo B também diagonaliza Ric∗.

Da relação

(n−2)ψ(X ,Y ) = Ric∗(X ,Y )+ IIIβ (X ,Y )− n2s∗+1
2n

⟨X ,Y ⟩∗,

em que s∗ é a curvatura escalar de (M,⟨ , ⟩∗), concluímos que o tensor de Blaschke ψ é diagona-
lizado por B. Assim,

β (Xi, ψ̂X j) = β (X j, ψ̂Xi), i ̸= j,

em que ψ̂ é o endomorfismo associado a ψ , donde

dω(Xi,X j) = β (Xi, ψ̂X j)−β (X j, ψ̂Xi) = 0, i ̸= j.

Demonstração do Teorema 4.1: Conforme observado no segundo parágrafo deste capítulo, as
hipóteses do teorema asseguram que f admite um campo normal principal η com multiplicidade
n− p+ ℓ, para algum 0 ≤ ℓ≤ p−1, além de outros p− ℓ campos normais principais simples.
Por outro lado, vemos da Observação 3.1 que f possui um campo normal principal de Moebius
η̄ := ρ−1(η −H f ) com multiplicidade n− p+ℓ e p−ℓ campos normais principais de Moebius
simples.

Como f tem curvatura de Moebius constante e fibrado normal plano, a forma de Mo-
ebius ω f é fechada pela Proposição 4.1. Logo, obtemos da equação conforme de Ricci que
existe um referencial ortonormal X1, . . .Xn, com respeito à métrica ⟨ , ⟩∗, que diagonaliza β e ψ

simultaneamente, de modo que
β (Xi,Xi) = η̄ , (4.8)

para todo p− ℓ+1 ≤ i ≤ n.

Neste ponto, dividiremos a demonstração em dois casos:
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(i) Caso ℓ= p−1.

O campo normal principal η tem multiplicidade n−1. Como a forma de Moebius ω f é
fechada, segue da Proposição 3.2 que f (Mn) é a imagem por uma transformação conforme
de Rn+p de um subconjunto aberto de um cilindro, de um cone generalizado ou de
uma subvariedade de rotação sobre uma curva γ : I → Qp+1

c̃ , em que c̃ = 0,1 ou −1,
respectivamente. Finalmente, a hipótese de que a curvatura de Moebius de f é constante e
o Lema 4.1 implicam que a (primeira) função curvatura κ(s) da curva γ : I →Qp+1

c̃ , com
c̃ = 0,1 ou −1, respectivamente, é dada como no Lema 4.1.

(ii) Caso 0 ≤ ℓ≤ p−2.

Considere as distribuições diferenciáveis

∆ = span{Xi : p− ℓ+1 ≤ i ≤ n} e ∆
⊥ = span{Xi : 1 ≤ i ≤ p− ℓ}. (4.9)

Do Corolário 3.1, segue que E é uma TP-rede. Então, do Teorema 2.1, temos que para
cada x ∈ Mn existem um aberto U de Mn contendo x e uma representação produto

Φ :
p−ℓ+1

∏
k=1

Mk →U

de E que é uma isometria com respeito à uma métrica produto twisted

⟨ , ⟩=
p−ℓ+1

∑
k=1

ρ
2
k π

∗
k ⟨ , ⟩k (4.10)

em ∏
p−ℓ+1
k=1 Mk para certas funções C∞ ρk : Φ−1(U)→ R+, 1 ≤ i ≤ p− ℓ+1 .

Considere a rede produto (Ei)i=1,...,p−ℓ+1 de ∏
p−ℓ+1
k=1 Mk, em que, para cada ponto x =

(x1, . . . ,xp−ℓ+1)∈∏
p−ℓ+1
k=1 Mk, Ei(x) := τx

i ∗TxiMi e τx
i : Mi →∏

p−ℓ+1
k=1 Mk é a inclusão usual.

Conforme observado em (2.13), Ei é uma distribuição umbílica com campo curvatura
média −(grad(log◦ρi))E⊥

i
, em que grad representa o gradiente calculado na métrica ⟨ , ⟩.

Afirmamos que existem um sistema de coordenadas (x̃1, . . . , x̃n) em ∏
p−ℓ+1
k=1 Mk e funções

ri = ri(x̃i), 1 ≤ i ≤ p− ℓ, tais que ρi = ri(x̃i) f−1
i ◦Φ.

De fato, como mostrado na prova do Corolário 3.1, span{Xi} é uma distribuição umbílica
em (Mn,⟨ , ⟩∗) com campo curvatura média −(grad∗ log f−1

i )(span{Xi})⊥ , para qualquer
1 ≤ i ≤ p− ℓ. Logo

−⟨grad∗ log f−1
i ,Xk⟩∗ = ⟨∇∗

Xi
Xi,Xk⟩∗ = ⟨∇∗

τx
i ∗xi

X̄i
Φ∗τ

x
i ∗X̄i,Φ∗τ

x
k ∗xk

X̄k⟩∗

= ⟨Φ∗∇τx
i ∗xi

X̄i
τ

x
i ∗X̄i,Φ∗τ

x
k ∗xk

X̄k⟩∗

= ⟨∇τx
i ∗xi

X̄i
τ

x
i ∗X̄i,τ

x
k ∗xk

X̄k⟩

=−⟨grad(log◦ρi),τ
x
k ∗xk

X̄k⟩,
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para todo k ̸= i com 1 ≤ k ≤ n. Portanto,

(Φ∗grad(log◦ρi))(Φ∗Ei(x))⊥ = (grad∗ log f−1
i )(span{Xi}(Φ(x)))⊥

= (Φ∗grad(log◦ f−1
i ◦Φ))(Φ∗Ei(x))⊥. (4.11)

Introduza coordenadas (x̃1, . . . , x̃p−ℓ, . . . , x̃n) em ∏
p−ℓ+1
k=1 Mk. Então, a partir de (4.11),

vemos que
ρi = ri(x̃i) f−1

i ◦Φ

para certas funções diferenciáveis ri = ri(x̃i) com 1 ≤ i ≤ p−ℓ. Definindo xi =
∫

ri(x̃i)dx̃i,
nas novas coordenadas (x1, . . . ,xp−ℓ, x̃p−ℓ+1, . . . , x̃n) a métrica (4.10) se escreve como

⟨ , ⟩=
p−ℓ

∑
i=1

f−2
i dx2

i +ϕ
2

n

∑
i, j=p−ℓ+1

g̃i jdx̃idx̃ j, (4.12)

para alguma ϕ ∈C∞(U) e g̃i j são os coeficientes da métrica ⟨ , ⟩p−ℓ+1. (Observe que aqui
estamos omitindo Φ apenas por simplicidade na escrita.)

Em seguida, mostraremos que a métrica ⟨ , ⟩p−ℓ+1 é ortogonal. De fato, fixe x̄ :=(x̄1, . . . , x̄p−ℓ)

pertencente ao sistema de coordenadas (x1, . . . ,xp−ℓ). Seja τ x̄
p−ℓ+1 : Mp−ℓ+1 → ∏

p−ℓ+1
k=1 Mk

definida por τ x̄
p−ℓ+1(xp−ℓ+1) = (x̄1, . . . , x̄p−ℓ,xp−ℓ+1). Notemos que

⟨τ x̄
p−ℓ+1∗v,τ x̄

p−ℓ+1∗w⟩= ⟨(0, . . . ,0,v),(0, . . . ,0,w)⟩= ϕ
2
x̄ ⟨v,w⟩p−ℓ+1,

para quaisquer v,w∈ Txp−ℓ+1Mp−ℓ+1 e qualquer xp−ℓ+1 ∈Mp−ℓ+1. Isto mostra que τ x̄
p−ℓ+1 é

um difeomorfismo conforme de Mp−ℓ+1 sobre a folha L(x̄) := τ x̄
p−ℓ+1(Mp−ℓ+1) de ∆, cujo

fator conforme é ϕx̄ : Mp−ℓ+1 → R+ definido por ϕx̄(xp−ℓ+1) = ϕ(x̄1, . . . , x̄p−ℓ,xp−ℓ+1).

Utilizando a equação de Gauss, a métrica gx̄ induzida em L(x̄) da métrica de Moebius ⟨ , ⟩∗

possui curvatura

c(x̄) := c+ ||δ (x̄,xp−ℓ+1)||2

= c+ ||(grad∗ logϕ)
∆⊥||2

= c+
p−ℓ

∑
i=1

(Xi(logϕ))2

= c+
p−ℓ

∑
i=1

( fi(x̄,xp−ℓ+1))
2(

∂ logϕ

∂xi
)2.

Como a folha L(x̄) é umbílica, decorre da equação de Codazzi que δ (x̄,xp−ℓ+1) é pa-
ralelo na conexão normal de L(x̄) → (Mn,⟨ , ⟩∗), ou seja, c(x̄) é constante. Assim, a
métrica τ x̄

p−ℓ+1
∗gx̄ possui curvatura constante c(x̄). Logo, existem coordenadas ortogonais

locais (xp−ℓ+1, . . . ,xn) de (Mp−ℓ+1,τ
x̄
p−ℓ+1

∗gx̄). Porém τ x̄
p−ℓ+1

∗gx̄ = ϕ2
x̄ ⟨ , ⟩p−ℓ+1, donde

(xp−ℓ+1, . . . ,xn) são também coordenadas ortogonais de (Mp−ℓ+1,⟨ , ⟩p−ℓ+1). Escreva
então

⟨ , ⟩p−ℓ+1 =
n

∑
i=p−ℓ+1

V 2
i dx2

i ,
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com Vi =
√

⟨ ∂

∂xi
, ∂

∂xi
⟩p−ℓ+1 para i ≥ p− ℓ+1.

A métrica (4.12) toma então a forma

⟨ , ⟩∗ =
p−ℓ

∑
i=1

f−2
i dx2

i +ϕ
2

n

∑
i=p−ℓ+1

V 2
i dx2

i . (4.13)

Denote
hi j =

1
vi

∂v j

∂xi
, 1 ≤ i ̸= j ≤ n,

com vi = f−1
i para 1 ≤ i ≤ p− ℓ e vk = ϕVk para k ≥ p− ℓ+1.

Como a métrica (4.13) possui curvatura constante c, decorre do Corolário 2.1 que
∂hi j

∂xi
+

∂h ji

∂x j
+∑k ̸=i, j hkihk j + cviv j = 0,

∂hik

∂x j
= hi jh jk, 1 ≤ i ̸= k ̸= j ̸= i ≤ n.

(4.14)

Nestas notações,

hi j =



− fi

f 2
j

∂ f j

∂xi
, 1 ≤ i ̸= j ≤ p− ℓ,

fiVj
∂ϕ

∂xi
, 1 ≤ i ≤ p− ℓ e j ≥ p− ℓ+1,

− 1
ϕVi

f−2
j

∂ f j

∂xi
, i ≥ p− ℓ+1 e 1 ≤ j ≤ p− ℓ,

V j
Vi

∂ logϕ

∂xi
+Hi j, i ̸= j ≥ p− ℓ+1,

com Hi j := 1
Vi

∂V j
∂xi

.

Calcularemos agora ∂hik
∂x j

= hi jh jk para p− ℓ+1 ≤ i ̸= j ≤ n e 1 ≤ k ≤ p− ℓ. Temos

∂hik

∂x j
=

1
(ϕVi)2

∂ (ϕVi)

∂x j
f−2
k

∂ fk

∂xi
+

2
ϕVi

f−3
k

∂ fk

∂x j

∂ fk

∂xi
− 1

ϕVi
f−2
k

∂ 2 fk

∂x j∂xi

e

hi jh jk = (
Vj

Vi

∂ logϕ

∂xi
+

1
Vi

∂Vj

∂xi
)(− 1

ϕVj
f−2
k

∂ fk

∂x j
) =− 1

ϕVi

∂ log(ϕVj)

∂xi
f−2
k

∂ fk

∂x j
.

Multiplicando a expressão anterior por ϕVi f 2
k , obtemos

∂ 2 fk

∂x j∂xi
=

∂ log(ϕVi)

∂x j

∂ fk

∂xi
+

∂ log(ϕVj)

∂xi

∂ fk

∂x j
+2 f−1

k
∂ fk

∂x j

∂ fk

∂xi
. (4.15)

Como ∑
p−ℓ
k=1 f 2

k = 1, então

p−ℓ

∑
k=1

fk
∂ fk

∂xi
= 0 e

p−ℓ

∑
k=1

fk
∂ 2 fk

∂x j∂xi
=−

p−ℓ

∑
k=1

∂ fk

∂x j

∂ fk

∂xi
. (4.16)
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Segue de (4.15) e (4.16) que

−
p−ℓ

∑
k=1

∂ fk

∂xi

∂ fk

∂x j
= 2

p−ℓ

∑
k=1

∂ fk

∂x j

∂ fk

∂xi
,

donde
p−ℓ

∑
k=1

∂ fk

∂xi

∂ fk

∂x j
= 0, (4.17)

se i ̸= j ≥ p− ℓ+1.

Defina

W = ( f1, . . . , fp−ℓ) e Ui =

(
∂ f1

∂xi
, . . . ,

∂ fp−ℓ

∂xi

)
, p− ℓ+1 ≤ i ≤ n.

Pela Proposição 3.5, ∆⊥ é totalmente geodésica com respeito à métrica de Moebius ⟨ , ⟩∗

se e somente se

Ui = 0 ∀ p− ℓ+1 ≤ i ≤ n.

As equações (4.16) e (4.17) tornam-se

⟨W,Ui⟩= 0, p− ℓ+1 ≤ i ≤ n,

⟨Ui,U j⟩= 0, p− ℓ+1 ≤ i ̸= j ≤ n,

ou seja, W,Up−ℓ+1, . . . ,Un são n− p+ ℓ+1 vetores dois a dois ortogonais de Rp−ℓ.

Como n ≥ 2p, então n− p+ℓ+1 > p−ℓ, ou seja, n > 2(p−ℓ)−1. Logo, podemos supor
que U j = 0 para n− p+ ℓ+1 ≤ j ≤ n. Isto significa que f1, . . . , fp−ℓ não dependem de x j

para n− p+ ℓ+1 ≤ j ≤ n.

Observe que, se n = 2p e ℓ= 0, então ∆⊥ é automaticamente totalmente geodésica.

Suponha que ∆⊥ não seja totalmente geodésica com respeito à ⟨ , ⟩∗. Como

p− ℓ+1 ≤ p+ ℓ+1 ≤ n− p+ ℓ+1 ≤ j ≤ n,

existem x ∈ Mn e j ≥ p− ℓ+1, digamos j = p− ℓ+1, tais que Up−ℓ+1(x) ̸= 0. Suponha,
sem perda de generalidade, que ∂ f1

∂xp−ℓ+1
̸= 0 em uma vizinhança de x. Aplicando (4.15)

para j = p− ℓ+1, k = 1 e i ≥ n− p+ ℓ+1, obtemos

∂ log(ϕVp−ℓ+1)

∂xi
= 0,

ou seja, vp−ℓ+1 := ϕVp−ℓ+1 não depende de xi. Podemos então escrever

⟨ , ⟩∗ =
p−ℓ

∑
i=1

f−2
i dx2

i +ϕ
2

n−p+ℓ

∑
i=p−ℓ+1

V 2
i dx2

i +(ϕVp−ℓ+1)
2V−2

p−ℓ+1

n

∑
i=n−p+ℓ+1

V 2
i dx2

i .
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Denotando g1 = ∑
p−ℓ
i=1 f−2

i dx2
i +ϕ2

∑
n−p+ℓ
i=p−ℓ+1V 2

i dx2
i e g2 =V−2

p−ℓ+1 ∑
n
i=n−p+ℓ+1V 2

i dx2
i , se-

gue que
⟨ , ⟩∗ = g1 + v2

p−ℓ+1g2.

Existe portanto uma representação produto Φ̄ : Mn−p+ℓ×vp−ℓ+1 N p−ℓ → Mn de {∆, ∆⊥}
que é uma isometria com respeito à g1 + v2

p−ℓ+1g2.

Pelo Lema 2.1, temos:

a. g1 possui curvatura constante c.

b. Hessvp−ℓ+1 + cvp−ℓ+1g1 = 0

c. g2 possui curvatura constante ||gradvp−ℓ+1||2 + cv2
p−ℓ+1,

em que Hess e grad são calculados com respeito à g1. Em particular,

Hessvp−ℓ+1(∂i,∂i)+ cvp−ℓ+1v2
i = 0, 1 ≤ i ≤ p− ℓ. (4.18)

Notemos que usando (2.14)

∇∂i∂i = ∇∂i(viXi) =
∂vi

∂xi
Xi + vi

n−p+ℓ

∑
j=1
j ̸=i

⟨∇∂iXi,X j⟩X j


=

∂vi

∂xi
Xi − vi

n−p+ℓ

∑
j=1
j ̸=i

⟨Xi,∇∂iX j⟩X j

=
∂vi

∂xi
Xi − vi

n−p+ℓ

∑
j=1
j ̸=i

h jiX j

=
∂vi

∂xi

1
vi

∂

∂xi
− vi

n−p+ℓ

∑
j=1
j ̸=i

h ji
1
v j

∂

∂x j
.

Logo

Hessvp−ℓ+1(∂i,∂i) =
∂

∂xi
(vihip−ℓ+1)− (∇∂i∂i)(vp−ℓ+1)

=
∂vi

∂xi
hip−ℓ+1 + vi

∂hip−ℓ+1

∂xi
− 1

vi

∂vi

∂xi

∂vp−ℓ+1

∂xi
+ vi

n−p+ℓ

∑
j=1
j ̸=i

h ji
1
v j

∂vp−ℓ+1

∂x j

= vi

∂hip−ℓ+1

∂xi
+

n−p+ℓ

∑
j=1

j ̸=i,p−ℓ+1

h jih jp−ℓ+1 +hp−ℓ+1i
1

vp−ℓ+1

∂vp−ℓ+1

∂xp−ℓ+1

 .

Assim, (4.18) é equivalente à

∂hip−ℓ+1

∂xi
+

n−p+ℓ

∑
j=1

j ̸=i,p−ℓ+1

h jih jp−ℓ+1 +hp−ℓ+1i
1

vp−ℓ+1

∂vp−ℓ+1

∂xp−ℓ+1
+ cvp−ℓ+1vi = 0. (4.19)
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Como g1 = ∑
n−p+ℓ
i=1 v2

i dx2
i possui curvatura constante c, decorre de (4.14) que

∂hip−ℓ+1

∂xi
+

∂hp−ℓ+1i

∂xp−ℓ+1
+

n−p+ℓ

∑
j=1

j ̸=i,p−ℓ+1

h jih jp−ℓ+1 + cvivp−ℓ+1 = 0. (4.20)

Comparando (4.19) e (4.20) concluímos que

∂hp−ℓ+1i

∂xp−ℓ+1
= hp−ℓ+1i

1
vp−ℓ+1

∂vp−ℓ+1

∂xp−ℓ+1
⇐⇒ ∂

∂xp−ℓ+1
(hp−ℓ+1i/vp−ℓ+1) = 0.

Usando que hp−ℓ+1i =− 1
vp−ℓ+1

f−2
i

∂ fi
∂xp−ℓ+1

para 1 ≤ i ≤ p− ℓ, obtemos

1
v2

p−ℓ+1
f−2
i

∂ fi

∂xp−ℓ+1
= φi(x1, . . . ,xp−ℓ,xp−ℓ+2, . . . ,xn−p+ℓ), (4.21)

para alguma função φi = φi(x1, . . . ,xp−ℓ,xp−ℓ+2, . . . ,xn−p+ℓ).

Em particular, para i = 1, a equação (4.21) fornece uma contradição, uma vez que, por
hipótese, ∂ f1

∂xp−ℓ+1
̸= 0 em x, enquanto que o lado direito de (4.21) não depende de xp−ℓ+1.

Portanto, ∆⊥ é totalmente geodésica com respeito à ⟨ , ⟩∗. Pela Proposição 3.1, ∆⊥ é
umbílica com respeito à métrica induzida por f com campo vetorial curvatura média igual
a (grad f logρ)∆.

Sendo ∆ = Eη e η um campo normal principal de Dupin, o Teorema 2.7 mostra que
f é localmente, a menos de uma composição com uma transformação conforme de
Rn+p, uma imersão f = Θ◦ (g, Id) : Mp−ℓ×Qn−p+ℓ

−c̃ →Rn+p, em que g : Mp−ℓ →Q2p−ℓ
c̃ ,

0≤ ℓ≤ p−2, é uma imersão isométrica com fibrado normal plano e Θ= Id :Rn+p →Rn+p

se c̃ = 0 ou Θ é como nos Exemplos 4.2 e 4.3 se c̃ ̸= 0. Agora, como f é própria então g

também é (pois decorre de (2.31) que a propriedade de uma imersão isométrica com fibrado
normal plano ser própria é preservada por mudanças conforme da métrica ambiente), logo
νg é identicamente nulo em Mp−ℓ, pois do contrário, se νg(y) ≥ 1 em algum y ∈ Mp−ℓ

então g teria pelo menos um dos p− ℓ vetores normais principais nulo e assim η teria
multiplicidade estritamente maior do que n− p+ℓ, que é uma contradição. Como f possui
curvatura de Moebius constante c, a conclusão deste teorema decorre do Lema 4.2 e do
Corolário 4.1.

Observação 4.3. (a) Se f : Mn → Rn+p é uma imersão isométrica com curvatura de Moebius
constante c e fibrado normal plano com dois campos normais principais distintos, a
demonstração do Teorema 4.1 (i) se aplica, mais geralmente, ao caso em que p ≥ 1 e
n ≥ 3, mostrando, sob essas hipóteses, que f (Mn) é a imagem por uma transformação
conforme de Rn+p de um subconjunto aberto de uma subvariedade dada como em um dos
Exemplos 4.1, 4.2 ou 4.3 com a (primeira) função curvatura κ(s) da curva γ : I →Qp+1

c̃ ,
com c̃ = 0,1 ou −1, respectivamente, dada pelo Lema 4.1. Em particular, tal afirmação
generaliza a classificação das hipersuperfícies f : Mn → Rn+1, n ≥ 4, com curvatura de
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Moebius constante obtida em (GUO et al., 2012) ou alternativamente em (LI; MA; WANG,
2014), uma vez que as últimas possuem uma curvatura principal de multiplicidade n−1
(veja o Teorema 2.3).

(b) A demonstração do Teorema 4.1 (ii) é válida ainda para as imersões isométricas f : M4 →R6

com curvatura de Moebius constante e fibrado normal plano que admitem um campo
normal principal η de multiplicidade 2 (observe que o caso em que η tem multiplicidade
3 está incluído naquele descrito no item (a)). Portanto, desta observação e do Teorema 4.1
decorre uma classificação de todas as subvariedades f : Mn →Rn+2, n ≥ 4, com curvatura
de Moebius constante e fibrado normal plano, com exceção daquelas para as quais n = 4 e
f admite quatro campos normais principais distintos, que permanece em aberto.
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CAPÍTULO

5
SUBVARIEDADES CONFORMEMENTE

EUCLIDIANAS E ISOPARAMÉTRICAS DE
MOEBIUS

O principal objetivo deste capítulo é obter uma classificação das imersões isométricas
f : Mn →Rn+p, n−3 ≥ p ≥ 1, conformemente Euclidianas e isoparamétricas de Moebius. Nossa
abordagem consistirá em mostrar que esta classe de subvariedades é equivalente à classe das
subvariedades conformemente Euclidianas cuja forma de Moebius é nula, o que nos permitirá
utilizar alguns dos resultados obtidos nos capítulos anteriores.

Definição 5.1. Seja f : Mn → M̃m uma imersão isométrica. Dizemos que um campo normal
ξ ∈ Γ(N f M) é paralelo se

∇
⊥
X ξ = 0

para todo X ∈ X(M).

Definição 5.2. Uma imersão isométrica f : Mn → Rn+p sem pontos umbílicos e com fibrado
normal plano é denominada uma subvariedade isoparamétrica de Moebius se sua forma de
Moebius é identicamente nula em Mn e seus campos normais principais de Moebius são paralelos.
(Veja a Definição 3.1).

Definição 5.3. Uma imersão isométrica f : Mn → Rn+p é denominada uma subvariedade de

Dupin se possui fibrado normal plano e seus campos normais principais são de Dupin. (Veja a
Definição 2.4).

Proposição 5.1. Se f : Mn → Rn+p é uma subvariedade isoparamétrica de Moebius, então f é

uma subvariedade de Dupin.

Demonstração. Sejam η1, . . . ,ηn os campos normais principais de f associados às distribuições
Eη1, . . . ,Eηn , e seja X1, . . . ,Xn um referencial principal de f .
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Como ω f ≡ 0, temos

0 = ∇
⊥
Xi

H f +β (Xi,grad∗ρ)

= ∇
⊥
Xi

H f +ρ(⟨Xi,grad∗ρ⟩ f ηi −⟨Xi,grad∗ρ⟩ f H
f )

= ∇
⊥
Xi

H f +ρ
−1Xi(ρ)(ηi −H f ).

Por outro lado,

0 = ∇
⊥
Xi

ρ
−1(ηi −H f ) =−ρ

−2Xi(ρ)(ηi −H f )+ρ
−1(∇⊥

Xi
ηi −∇

⊥
Xi

H f ).

Logo

0 = ∇
⊥
Xi

H f +(∇⊥
Xi

ηi −∇
⊥
Xi

H f )

= ∇
⊥
Xi

ηi,

para cada 1 ≤ i ≤ n.

Corolário 5.1. Seja f : Mn → Rn+p uma imersão isométrica com fibrado normal plano cujos

campos normais principais de Moebius são paralelos. Então f é uma subvariedade isoparamé-

trica de Moebius se e somente se f é uma subvariedade de Dupin.

Para resolver o problema central deste capítulo enunciado no primeiro parágrafo, preci-
samos de alguns resultados e definições preliminares.

O primeiro espaço normal N1(x) de uma imersão isométrica f : Mn → M̃m em x ∈ Mn é
o subespaço vetorial

N1(x) = span{α(X ,Y ) : X ,Y ∈ TxM},

em que α é a segunda forma fundamental de f . A imersão f é dita ser 1-regular se a dimensão
de N1(x) é constante em Mn, o que implica que tais subespaços formam um subfibrado de N f M,
chamado de primeiro fibrado normal de f e denotado por N1 = N f

1 .

Definição 5.4. Uma imersão isométrica f : Mn → Qn+p
c reduz codimensão à q < p se existe

uma subvariedade totalmente geodésica Qn+q
c ⊂ Qn+p

c tal que f (Mn) ⊂ Qn+q
c . A codimensão

substancial de f é o menor número para o qual a codimensão de f pode ser reduzida. Se a
codimensão de f não pode ser reduzida, então f é dita ser substancial.

Proposição 5.2 ((DAJCZER; TOJEIRO, 2019)). Seja f : Mn → Qm
c uma imersão isométrica

1-regular com fibrado normal plano e campo curvatura média paralelo. Então o primeiro

fibrado normal N1 de f é paralelo e possui dimensão k ≤ min{n,m−n}. Em particular, f reduz

codimensão à k.

Teorema 5.1 ((DAJCZER; TOJEIRO, 1993)). Seja f : Mn
c →Qm

c uma imersão isométrica com

fibrado normal plano e campo curvatura média paralelo. Então uma das seguintes possibilidades

ocorre:
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(i) c = 0 e existe 0 ≤ r ≤ n−1 tal que n = s+ r, m = 2s+ r e f (Mn) é um subconjunto aberto

de

S1(r1)× . . .×S1(rs)×Rr ⊂ Rm.

(ii) c ̸= 0 e f é totalmente geodésica.

Lema 5.1. Seja f : Mn →Rn+p, n−3 ≥ p ≥ 1, uma imersão isométrica conformemente Euclidi-

ana com fibrado normal plano. Se ω f é identicamente nula, então, com as notações do Capítulo

3:

(i) As funções f1, . . . fp−ℓ ∈ C∞(M) são constantes e os campos ξ1, . . . ,ξp−ℓ ∈ Γ(N f M) são

paralelos.

(ii) Os campos normais principais de Moebius são paralelos.

(iii) As distribuições ∆ e ∆⊥ definidas em (3.1) são totalmente geodésicas com respeito à ⟨ , ⟩∗.

Em particular, (Mn,⟨ , ⟩∗) é localmente um produto Riemanniano.

Demonstração. A equação conforme de Codazzi

( f
∇
⊥
Xi

β )(Xk,X j) = ( f
∇
⊥
Xk

β )(Xi,X j),

para p− ℓ+1 ≤ i, j ≤ n e 1 ≤ k ≤ p− ℓ, é equivalente à

⟨∇∗
Xi

X j,Xk⟩∗(η̄ −β (Xk,Xk)) = ⟨Xi,X j⟩∗ f
∇
⊥
Xk

η̄ .

Como ||η̄ ||= 1
n , tomando o produto interno de ambos os membros da equação anterior com η̄

obtemos
⟨∇∗

Xi
X j,Xk⟩∗ f 2

k = 0.

Portanto,
⟨∇∗

Xi
X j,Xk⟩∗ = 0,

que mostra que ∆ é uma distribuição totalmente geodésica. De (3.14) obtemos então que fi,
1 ≤ i ≤ p− ℓ, são funções constantes não nulas. Concluímos das Proposições 3.2 e 3.5 que ∆⊥

é totalmente geodésica. Pelo Teorema 2.2, (Mn,⟨ , ⟩∗) é localmente um produto Riemanniano
Mp−ℓ

1 ×Mn−p+ℓ
2 .

Observe que, se ℓ= p−1, então

( f
∇
⊥
X1

β )(X j,X j) = ( f
∇
⊥
X j

β )(X1,X j),

para 2 ≤ j ≤ n, é equivalente à

−1
n

f
∇
⊥
X1

ξ1 =
f
∇
⊥
X1

η̄ = ⟨δ ,X1⟩(β (X1,X1)− η̄) = 0. (5.1)

Decorre de (3.13) (caso 0 ≤ ℓ ≤ p−2) e (3.6) e (5.1) (caso ℓ = p−1) que os campos
ξ1, . . . ,ξp−ℓ são paralelos. Portanto, os campos normais principais de Moebius de f definidos
em (3.12) (caso 0 ≤ ℓ≤ p−2) e (3.5) (caso ℓ= p−1) são também paralelos.



84 Capítulo 5. Subvariedades conformemente Euclidianas e isoparamétricas de Moebius

O próximo resultado mostra que, se f : Mn → Rn+p, n−3 ≥ p ≥ 1, é uma subvariedade
conformemente Euclidiana e isoparamétrica de Moebius, então a condição de que os campos
normais principais de Moebius sejam paralelos é automática. Mais precisamente, decorre do
lema anterior e do Corolário 5.1 o seguinte resultado:

Proposição 5.3. Seja f : Mn → Rn+p, n−3 ≥ p ≥ 1, uma imersão isométrica conformemente

Euclidiana com fibrado normal plano. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) ω f ≡ 0

(ii) f é uma subvariedade isoparamétrica de Moebius.

(iii) f é uma subvariedade de Dupin cujos campos normais principais de Moebius são paralelos.

A seguinte observação será útil na demonstração do próximo resultado. Se f j : Mn → M̃m,
1 ≤ j ≤ 2, são como em (2.30), então a partir de (2.16) concluímos que as conexões normais de
f1 e f2 são relacionadas por

f2∇
⊥
X ξ = f1∇

⊥
X ξ +

X(λ ◦ f )
λ ◦ f

ξ , (5.2)

para quaisquer X ∈ X(M) e ξ ∈ Γ(N f M).

Estamos agora em condições de mostrar uma versão do principal resultado deste capítulo.

Teorema 5.2. Seja f : Mn → Rn+p, n− 3 ≥ p ≥ 1, uma imersão isométrica conformemente

Euclidiana com fibrado normal plano e própria. Se ω f é identicamente nula, então f (Mn)

é a imagem por uma transformação conforme de Rn+p de um subconjunto aberto de uma

subvariedade de um dos seguintes Exemplos:

(i) 4.1, 4.2 ou 4.3, em que a curva γ : I →Q2
c̃ , com c̃ = 0,1 ou −1, respectivamente, tem função

curvatura κ(s) constante e positiva.

(ii) um cilindro g× Id sobre um toro plano

g : S1(r1)× . . .×S1(rp−ℓ)→ R2(p−ℓ) ⊂ R2p−ℓ,

em que 0 ≤ ℓ≤ p−2.

Demonstração. Como f é conformemente Euclidiana e n−3 ≥ p ≥ 1, decorre do Teorema 2.4
que f admite um campo normal principal η de multiplicidade n− p+ℓ, para algum 0≤ ℓ≤ p−1.

Sejam (∆,∆⊥) as distribuições diferenciáveis definidas em (3.1). Sabemos do Lema
5.1 que as distribuições ∆ e ∆⊥ são totalmente geodésicas com respeito à ⟨ , ⟩∗. Em particular,
(Mn,⟨ , ⟩∗) é localmente um produto Riemanniano. Entretanto, da Proposição 3.1 e do Teorema
2.7 temos que f é, a menos de uma composição com uma transformação conforme em Rn+p,
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uma subvariedade f : Mp−ℓ×Qn−p+ℓ
−c̃ → Rn+p construída a partir de uma imersão isométrica

g : U ⊂ Mp−ℓ
c̃ → Q2p−ℓ

c̃ com νg ≡ 0 em Mn (veja Exemplos 4.1, 4.2 e 4.3). Estes exemplos
possuem a métrica de Moebius da forma

⟨ , ⟩∗ = (p− ℓ)2||H g||2(ds2 +σ−c̃),

em que ds2 é a métrica induzida por g e σ−c̃ é a métrica canônica de Qn−p+ℓ
−c̃ . Portanto, ||H g|| é

uma aplicação constante não nula.

Agora, provaremos que o campo curvatura média de g : U ⊂ Mp−ℓ
c̃ →Q2p−ℓ

c̃ é paralelo
para qualquer c̃ = 0,1 ou −1. Observe que, do Lema 5.1, decorre que o campo η̄ é paralelo.

Seja f o cilindro. O campo normal principal de f com multiplicidade n− p+ ℓ é η = 0.
Logo seu campo normal principal de Moebius é

η̄ =−ρ
−1H f =−(p− ℓ)−1||H g||−1 1

n
(p− ℓ)H g =−1

n
H g

||H g||
.

Assim, g∇⊥H g ≡ 0.

Seja f o cone generalizado. O campo normal principal de f com multiplicidade n− p+ℓ

é η = 0. Logo o campo normal principal de Moebius de f é

η̄ =−ρ
−1H f =− z1

(p− ℓ)||H g||
1
n

1
z1
(p− ℓ)H g =−1

n
H g

||H g||
.

Portanto, g∇⊥H g ≡ 0.

Seja f a subvariedade de rotação sobre g. O campo normal principal de f com multi-
plicidade n− p+ ℓ é η = − 1

g3
2p−ℓ

Θ∗((gradz2p−ℓ)◦ g)⊥. Observe que η −H f = −1
n

1
g2

2p−ℓ
(p−

ℓ)Θ∗H g, logo

η̄ = ρ
−1(η −H f ) =− 1

n||H g||dz2
Θ∗

H g

g2p−ℓ
. (5.3)

Usando (5.2) temos

0 = f
∇
⊥
X Θ∗

H g

g2p−ℓ
= Θ∗

g
∇
⊥
X

H g

g2p−ℓ
+

X(g2p−ℓ)

g2
2p−ℓ

Θ∗H
g

=
1

g2p−ℓ
Θ∗

g
∇
⊥
X H g,

para todo X ∈ X(Mp−ℓ). Portanto, g∇⊥H g ≡ 0.

Para 0 ≤ ℓ ≤ p−1, a dimensão do espaço Ng
1 (x) := span{ηi(x)}p−ℓ

i=1 é p− ℓ para todo
x ∈ Mp−ℓ. Então, da Proposição 5.2, temos que N1 é um subfibrado paralelo de NgMp−ℓ. Assim,
g(U)⊂Q2(p−ℓ)

c̃ ⊂Q2p−ℓ
c̃ para qualquer c̃.

Se ℓ= p−1, então γ(I)⊂Q2
c̃ ⊂Qp+1

c̃ . Para 0 ≤ ℓ≤ p−2, o Teorema 5.1 mostra que
c̃ = 0, pois c̃ ̸= 0 implica g totalmente geodésica, ou seja, todos os ηi são nulos, que é uma
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contradição. Neste caso, g(U) é um subconjunto aberto do toro plano

S1(r1)× . . .×S1(rp−ℓ)⊂ R2(p−ℓ).

O resultado final é uma consequência do teorema anterior e da Proposição 5.3.

Corolário 5.2. Seja f : Mn →Rn+p, n−3 ≥ p ≥ 1, uma imersão isométrica, própria, conforme-

mente Euclidiana e isoparamétrica de Moebius. Então f (Mn) é a imagem por uma transformação

conforme de Rn+p de um subconjunto aberto de uma subvariedade de um dos seguintes itens:

(i) S1(r1)× . . .×S1(rp−ℓ)×Rn−p+ℓ ⊂ R2(p−ℓ)×Rn−p+ℓ = Rn+p−ℓ, 0 ≤ ℓ≤ p−1.

(ii) A imagem por Θ de S1 ×Rn−1
+ ⊂ S2 ×Rn−1

+ , em que Θ : S2 ×Rn−1
+ → Rn+1 é definido no

Exemplo 4.2.

(iii) A imagem por Θ de S1 ×Sn−1 ⊂ R2
+×Sn−1, em que Θ : R2

+×Sn−1 → Rn+1 é definido no

Exemplo 4.3.
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