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RESUMO

PEREIRA, J. L. Sobre propriedades de ordens parciais ccc. 2020. 99 p. Tese (Doutorado em
Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacdo, Universidade de
Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2020.

Este trabalho explora a classe dos conjuntos parcialmente ordenados que satisfazem a propriedade
denotada como ‘“countable chain condition” na literatura, mais precisamente as propriedades
que sdo extensdes da mesma e os vinculos l6gicos assumidos entre elas. O objetivo principal é

estender os resultados ja conhecidos gracas a Kunen, Wage, Todor¢evi¢, Galvin e Mezabarba.

Palavras-chave: ordens parciais, ccc, extensoes de ccc.






ABSTRACT

PEREIRA, J. L. About properties of ccc partial orders. 2020. 99 p. Tese (Doutorado em
Ciéncias — Matematica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de Computacdo, Universidade de
Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2020.

This work explores the class of partially ordered sets that satisfy the property known as “countable
chain condition” in literature, more precisely the properties that are extensions of it and the
logical links between them. The main purpose is to extend the results already known thanks to

Kunen, Wage, Todorcevié, Galvin and Mezabarba.

Keywords: partial orders, ccc, extensions of ccc.
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ccc — notagdo para countable chain condition, isto €, ordens parciais IP tais que toda cole¢do ndo
enumeravel de seus elementos possui par de elementos compativeis. P satisfaz ““propriedade se,
e somente se, IP preserva “propriedade” em extensdes genéricas de forcings ccc. Um enunciado
€ ccc indestrutivel se, e s0 se, ele continua valido em extensdes genéricas de forcings ccc. Veja o
glossério para seu significado no contexto de absolutividade de enunciados e indestrutibilidade
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prod. ccc — notacgdo para produtivamente ccc, isto €, ordens parciais IP tais que, para todo Q

cee, P x QQ é ccc

knaster — nota¢do para a propriedade de Knaster, isto €, ordens parciais P tais que toda cole¢ao
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& — nome para o conjunto x de uma extensio genérica de VI
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de forcing

IF — “forcar que” (técnica de forcing)

A,B,C,etc — afirmacdes na teoria dos conjuntos

'propriedade — P preserva propriedade em forcing pertencente a cl

all — P satisfaz @'propriedade se, e somente se, IP preserva “propriedade” em extensoes gené-
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extensdes genéricas de qualquer forcing
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order type o tal que [X]?> C K, ou um subconjunto ¥ com order type 3 tal que [Y]?NK = 0
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mezabarba — caracterizagdo de Mezabarba para prod. ccc. IP ird satisfazer mezabarba se, e

somente se, toda ordem parcial do tipo .-Zp (<) ndo for ccc

mezabarba™ — versao fraca de mezabarba. P satisfard mezabarba™ se, e sO se, toda ordem

parcial do tipo Fp(X) néo for ccc

P* — ordem parcial formada pelos subconjuntos finitos de IP com elementos compativeis 2 a 2,

ordenada por D

ccc® — notagdo para ordens parciais IP cujo IP* € ccc



prod. ccc® — notagdo para ordens parciais IP cujo produto com ordens ccc® € ccc
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ordem parcial P" é ccc
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b — pequeno cardinal representando a menor cardinalidade de um ¥ C @® <*-ilimitado em @®
htr (x) — a altura do elemento x na arvore 7', o order type do segmento inicial de x em T
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VF 11 X-¢(F) — o jogador I possui estratégia vencedora no jogo X-¢(F) para toda fungio
F:T—C
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INTRODUCAO

O objetivo desse texto € alcancar, descrever e explorar novos resultados na teoria dos
conjuntos envolvendo a classe de todas as ordens parciais que satisfazem uma propriedade que
denotaremos como ‘“ccc” ao longo do texto. Esse texto foca principalmente em estender os
resultados descritos em (Mezabarba, 2018), (Wage, 1979), (Todorcevic, 1986) e (Galvin, 1980).

No Capitulo 1, introduziremos a terminologia usada ao longo de todo o texto, junto de
enunciados e teoremas ja conhecidos na literatura que serdo amplamente utilizados nas nossas

demonstracoes.

Mezabarba, nas Proposi¢cdes 2.18 e 2.21 de (Mezabarba, 2018), exibiu novas formas
de caracterizar as propriedades que nesse texto serdo denotadas como “prod. ccc” e “knaster”.
No Capitulo 2, nosso objetivo serd explorar essas caracterizacdes, definir versdes derivadas das
mesmas e demonstrar as relacdes entre elas e outros enunciados similares ligados a classe de
ordens parciais ccc. Também demonstrard novas formas de caracterizar alguns desses enunciados

e assercoes globais a respeito da classe de ordens parciais ccc.

O Capitulo 3 vai explorar dois exemplos da literatura de ordens parciais que satisfazem
prod. ccc porém ndo satisfazem knaster (assumindo CH): o primeiro de autoria de Kunen descrito
em (Wage, 1979), e outro de autoria de Todorcevi¢ descrito em (Todorcevic, 1986). NGs iremos
estender os resultados descritos nesses artigos, demonstrar quais variantes das caracterizagdes de
Mezabarba o mesmos satisfazem e como o exemplo de Todorcevi¢ pode ser usado para dirimir

uma questdo deixada em aberto no artigo (Wage, 1979).

O Capitulo 4 introduz alguns resultados a respeito de ordens parciais ccc que nao
satisfazem prod. ccc. A primeira secao aborda a questdo de quais ordens parciais que sao
arvores satisfazem essa propriedade, desembocando em demonstracdes sobre quais variantes das
caracterizacdes de Mezabarba uma drvore de Suslin satisfaz. A segunda se¢do aborda o exemplo
de autoria de Galvin (assumindo CH) descrito em (Galvin, 1980), e mostra como podemos
modificar a demonstracdo original para provar que sua existéncia € consistente com ~CH. Esse

trabalho envolve a defini¢ao de dois pequenos cardinais ligados implicitamente a demonstragao.

Por fim, o Capitulo 5 visara descrever um topico abordado pelo autor sem artigos de
referéncia: “jogos de @; passos visando caracterizar indestrutibilidade de enunciados envolvendo
funcdes f : w; — C através de forcings enumeravelmente fechados”. Os enunciados descritos
no capitulo sdo de cardter geral, porém o objetivo inicial era usd-los para enunciados envolvendo

ordens parciais similares a knaster e uma definida no Capitulo 3 que denotamos no texto como
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“wage”. O trabalho ainda estd inconcluso porém ja foi possivel provar alguns resultados simples
que serdo descritos no capitulo. Também € proposta uma conjectura no mesmo que permitiria

um ligeiro avanco no objetivo original.
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CAPITULO

NOTACOES, TERMINOLOGIA E
ENUNCIADOS GERAIS

1.1 Notacdes usadas durante o texto

Durante todo o texto adotaremos, na medida do possivel, as seguintes convengdes

textuais:

* Letras ou palavras em negrito e maiusculas denotardo classes. Em ZFC, somente conjuntos
tem uma existéncia formal, de modo que, ao longo do texto, o leitor deve encarar classes

apenas como “circunlocucdes na metateoria”;

* Numeros naturais em geral serdo denotados pela letras i, j, k, [, m, n e N. Demais letras do

alfabeto latino, maidsculas ou mintdsculas, denotardo conjuntos de modo arbitrério;

e Utilizaremos a teoria dos ordinais de von Neumann, com os numeros cardinais definidos
a partir dela, o que implica que os elementos de um ordinal sdo todos os ordinais estri-
tamente menores que ele. Nao faremos nenhuma distin¢cdo entre os nimeros cardinais e
seus correspondentes ordinais. O contexto € que esclarecerd se estamos falando de algo
pertinente a ordinais ou cardinais, como a respeito da aritmética ordinal ou cardinal por

exemplo;

* Letras minusculas do alfabeto grego denotardo niimeros ordinais. A letra @ serd reservada
para representar o menor ordinal infinito (que na teoria dos conjuntos coincide com o
conjunto dos niimeros naturais) e, quando acrescida de um ordinal subscrito, a um cardinal
infinito em sua definicao formal. Também serdo reservadas para denotar cardinais infinitos

as letras gregas mindsculas k, A € 6;

» Usaremos IP e () para denotar ordens parciais em geral. Quando falarmos de uma ordem

parcial IP, estaremos associando a mesma, muitas vezes de modo implicito, uma ordem
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fraca (i.e. relacdo reflexiva, antissimétrica e transitiva) junto com sua versao estrita (i.e.
relagdo antirreflexiva e transitiva) para seus elementos e um elemento maximo de acordo
com esta ordem. Quando precisarmos explicita-los, denotaremo-los respectivamente <p,
<p e 1p, podendo remover a mencdo a P quando o contexto a deixar clara. No estudo de

uma ordem parcial P, as seguintes defini¢des serdo usadas frequentemente nesse texto:

p,q € P sdo ditos compativeis, denotando p [ ¢, quando existir r € P com r < p, q.

Caso contrdrio, diremos que p e g sdo incompativeis e denotaremos p | g;

Uma anticadeia de P é uma colecdo A em P com elementos incompativeis 2 a 2, um
conjunto denso de P € uma colecdo D em P tal que, para todo p € PP, existe r € D com

r<p.

Todo subconjunto de uma ordem parcial também serd uma ordem parcial quando munida
com a mesma ordem. As vezes serd necessdrio incluir um elemento extra para servir de 1,

esse serd nosso tratamento padrdo para subconjuntos de ordens parciais;

Com espacos topolégicos X, denotaremos o fecho de um ¥ C X como Y. Quando necessé-
rio, denotaremos como ab(X) o conjunto de todos os abertos e fe(X) o conjunto de todos
os fechados de X;

O conceito de dominio e imagem nao se aplicardo somente a funcdes, mas também a
relacdes, que se tratam de conjuntos compostos exclusivamente de pares ordenados. Assim
toda fungdo também € uma relacdo. O dominio de uma relagdo R consiste no conjunto de
todas as primeiras coordenadas de seus pares ordenados, e a imagem de R € o conjunto das
segundas coordenadas. A notacdo f : A — B, serd usada para dizer que f € uma funcdo

com dominio A e imagem apenas contida em B, entdo B pode ser uma classe no lugar de

conjunto. De modo mais geral, denotaremos f1,..., f, : A — B quando quisermos dizer
que todos os f1,..., fn sdo fungdes com dominio em A e imagem contida em B (conjunto
ou classe);

Para uma relagdo R, quando tivermos X C dom(R), definiremos a imagem de X em
R, denotada R[X], como o conjunto dos elementos da imagem de R cujas primeiras
coordenadas estdo em X. E quando tivermos Y C im(R), a imagem inversa de Y em
R, denotada R~![¥], como o conjunto dos elementos do dominio de R cujas segundas
coordenadas pertencem a Y. Se x € dom(R), denominaremos a imagem de x em R como
sendo R[{x}]. Analogamente, se y € im(R), denominaremos a imagem inversa de y em R

como o conjunto R~ [{y}].

1.2 Convencoes sobre nimeros ordinais

Quando um conjunto A estiver munido com uma boa ordem ord (seja estrita ou fraca,

usaremos ambas), chamaremos de order type de (A,ord) o tnico ordinal ¢ isomorfo ao conjunto
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A munido com a boa ordem ord. Iremos omitir ord quando a mesma for evidente pelo contexto.
Em particular, a menos que citado expressamente o contrério, a boa ordem de um ordinal ou
qualquer um de seus subconjuntos serd sempre a boa ordem candnica dos niimeros ordinais de

von Neumann.

1.3 Cardinalidade e colecoes de conjuntos

Dado um conjunto X, denotaremos por |X| a cardinalidade do conjunto X.

Diremos que um conjunto € finito quando sua cardinalidade for estritamente menor que
@, isto €, igual a um ndmero natural. Diremos ser enumerdvel um conjunto que for finito ou
tiver cardinalidade w, isto é, quando sua cardinalidade for menor ou igual a @, dizendo ser
enumeravelmente infinito quando sua cardinalidade for exatamente igual a @. Quanto a um

conjunto cuja cardinalidade € estritamente maior que @, denotaremo-lo ndo enumerdvel.

Dado um conjunto X e um cardinal k, denotaremos como [X]|* o conjunto de todos os
subconjuntos de X com cardinalidade k, e como [X]|<¥ o conjunto de todos os subconjuntos de X
com cardinalidade estritamente menor que K. Essa notag@o serd muito usada principalmente para
cardinais finitos. Em particular, [X]<®
X.

representa o conjunto de todos os subconjuntos finitos de

Uma sequéncia corresponde a uma fung@o arbitréria, e denotaremos como (s, : x € A)
uma sequéncia de dominio A que assume o valor s, para cada x € A. Para cada x € A, iremos
denotar s, como um fermo da sequéncia. Quando o dominio da sequéncia for um ordinal c,
denotaremo-la (sé : & < a), diremos que a sequéncia possui comprimento o e, se S C o tiver
order type 3, entdo diremos que a sequéncia (sy : ) € S) é uma subsequéncia de comprimento [3
da mesma. Quando o dominio da sequéncia for finito, algumas vezes nos resumiremos apenas a

listar seus termos, com nimeros naturais partindo do 1 ao invés do 0.

Quando uma sequéncia (sé : & < a) for injetora, poderemos restringir nossa discussao

somente a imagem da mesma, que denotaremos {s5 : & < a} e denominaremos colegdo.

Dado um conjunto A bem ordenado por ord com order type ¢, a sequéncia (aé <)
que corresponde ao isomorfismo entre & e (A,ord) serd denominada ord-enumeracdo de A. Se
< for a verséo estrita da boa ordem ord, essa sequéncia € <-crescente no sentido que ag < ap
se, e somente se, & < 1. No caso de uma ordem arbitraria <, quando £ < 1 implicar ag > ap,

diremos que a sequéncia (ag : & < a) serd denominada <-decrescente.

Uma enumeragdo do conjunto A serd qualquer bijegdo entre A e sua cardinalidade x = |A

)

(aq : o < k), de modo que A = {ay : & < k}.
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1.4 Envolvendo ordens parciais

Trés enunciados bem conhecidos na literatura serdo muito usados ao longo desse texto.
Eles serdo descritos abaixo, junto com seus nomes oficiais € como serdo denotados ao longo

desse texto. Neles, IP € uma ordem parcial arbitréria:

* Countable Chain Condition: Todo X C P de cardinalidade @; possui dois elementos

compativeis. Denotaremo-lo como ccc;

* Produtivamente ccc: Para toda ordem parcial QQ ccc, a ordem parcial P x @) (valendo
(P1,q1) <pxq (P2,92) se, e somente se, valer p; <p p> e g1 <q ¢2) € ccc. Denotaremo-lo
como prod. ccc;

* Knaster: Todo X C P de cardinalidade @; possui subconjunto Y de cardinalidade ®; cujos

elementos sdo compativeis 2 a 2. Denotaremo-lo como knaster.

Os enunciados ccc e knaster possuem enunciados equivalentes utilizando sequéncias no lugar de

conjuntos, sado eles:

* ccc: Toda sequéncia de elementos de P (py : @ < @) possui dois termos compativeis;

* knaster: Toda sequéncia de elementos de P (py : @ < @) possui subsequéncia de compri-

mento @; com termos compativeis 2 a 2.
Sao bem conhecidos na literatura também os seguintes fatos:

Em ZFC:
ccc ¢—— prod. ccc «— knaster

Assumindo MA(w;):
ccc ¢—— prod. ccc «— knaster

Wage cita esses fatos em seu artigo (Wage, 1979).

Demais enunciados e suas notacdes serdo descritos quando forem usados pela primeira

VEZ.

Teremos em varios momentos o habito de denotar um versao modificada de um enunciado
especifico acrescentando uma simbologia adequada no canto inferior e/ou superior direito da

notagdo da respectiva propriedade, descritas assim que forem usadas pela primeira vez.
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1.5 Envolvendo técnica de forcing

Dentro da técnica de forcing, uma ordem parcial também recebe o nome de forcing. Em
ZFC, podemos desenvolver a técnica de forcing usando tanto ordens parciais como dlgebras

booleanas completas; nos focaremos na primeira abordagem.

Por uma classe, denotamos os conjuntos que compartilham uma propriedade em comum
definida por intermédio de uma formula da linguagem dos conjuntos, que passa a ser interpretada
como a cole¢do de todos esses conjuntos. Em ZFC, classes ndo sdo definidas formalmente, sendo
consideradas apenas como uma extrapolacdo da metateoria, onde o enunciado x € C passa a
representar a respectiva férmula. Todo conjunto y pode ser interpretado por uma classe mediante

a férmula x € y, porém nem toda classe constitui um conjunto em ZFC.

Como exemplos de classes, temos a classe de todos os conjuntos, denotada por V e
definida pela férmula x = x. Na técnica de forcing, dado um forcing P, denotamos por V¥ a
classe de todos os nomes construidos a partir do forcing. Nenhuma dessas duas classes formam
conjuntos em ZFC. Ainda na técnica de forcing, um modelo € obtido a partir da aplicacdo de um
filtro genérico em VP, sendo denominado extensdo genérica de VP, e 0s nomes de VP servirdo
como “representantes em V” dos elementos pertencentes a esse modelo. Usaremos a notagao
X para representar um nome para um conjunto x da extensdo genérica. A forma como esses
modelos sdo tratados formalmente € bastante diversificada na literatura e ndo entraremos em
detalhes aqui. O leitor pode ler o livro (Kunen, 1980) para uma abordagem através de ordens
parciais e fazendo extenso uso de modelos transitivos enumerdveis para formalizar o conceito de
extensao genérica; ou pode ler o texto (Pereira, 2016) para uma abordagem utilizando algebras
booleanas completas e sem uso de modelos, tratando extensdes genéricas apenas de um ponto
de vista puramente intuitivo, incluindo um apéndice a respeito do uso de modelos transitivos

enumeraveis.

Todos os elementos de V possuem nomes candnicos que os representam em todas as
extensdes genéricas de VI'. Quando o conjunto de V for composto de um tnico simbolo x,
denotaremo-lo X; quando o conjunto for representado com multiplos simbolos, como em conyj,

denotaremo-lo (conj), podendo omitir os parénteses quando o contexto nio gerar dividas sobre

o mesmo. Isso quer dizer que os elementos de V pertencem a qualquer extensio genérica de V.

Dada uma afirmagdo A (xp,...,x,) que possui as variaveis livres xj,...,x,,um p € Pe
X1,...,%, nomes de V¥, diremos que p forca A(x1,...,%,), que denotaremos p IF-p A (%1, ... %),
quando, dado qualquer filtro genérico de VI que contém p, a respectiva extensdo genérica
satisfaz a afirmacdo A para os conjuntos xi,...,x,. Poderemos omitir a men¢do a P em I+

quando o contexto a deixar clara.

Dada uma classe de forcings denominada classe, diremos que a afirmac¢do acima €
classe absoluta quando, para qualquer forcing IP pertencente a classe e quaisquer conjuntos

X1,...,Xn € V, se a afirmacdo A(xp,...,x,) for verdadeira em V, ela também serd verdadeira em
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qualquer extensdo genérica de V¥ e vice-versa. Ou seja, em termos formais, vale

A(Xl,.. . ,xn) — ]IIP ”_IP A()Zl, ce ,Xvn) [§]
NA(}Cl, ... ,xn) — 1plFp NA(fl,.. . ,)Zn)

para quaisquer IP pertencente a classe e xy,...,x, € V.

Nesse contexto, classe serd algum dos seguintes:

ing: iais;
e forcing: Todas as ordens parciais

» enum.fe: Ordens parciais enumeravelmente fechadas, isto €, ordens parciais () tais que
toda cadeia (=subconjunto totalmente ordenado) enumeravel de () admite limite inferior
(elemento de () menor ou igual a todos os elementos da cadeia). Como consequéncia, para
Q enumeravelmente fechada, toda sequéncia (r, : n < @) de ) <-decrescente possui um

re em @ satisfazendo ry, < r, para todo n;

* ccc: Ordens parciais ccc.

Diremos também que uma classe C € classe indestrutivel quando, para todo forcing
IP pertencente a classe de forcings classe, C possuir, em qualquer extensdo genérica de VI,
exatamente os mesmos conjuntos que possuia em V. Isto €, nenhum conjunto de C deixa de
pertencer a mesma na extensao genérica, € nenhum conjunto novo criado pela extensao genérica

ird pertencer a C. Essa ideia é formalizada na técnica de forcing da seguinte forma:

» Usando ordens parciais, corresponde ao fato que, para todo forcing IP pertencente a classe,

dado um nome X, p IFp x € C equivale a {g € P : 3z € C ¢ I x = Z} ser denso abaixo de p;

» Usando dlgebras booleanas completas, se B for o completamento de uma ordem parcial

IP pertencente a classe, ela corresponde ao fato que, para todo nome %, vale [x € C]jg =

ZZGC[[X- = z]]IB

Essa defini¢cdo se trata de uma pequena generalizacdo do conceito de class-preserving, oriundo
da Definicao 2.2.4 de (Pereira, 2016).
Como exemplos, temos o0s seguintes:

* Qualquer conjunto de V, quando interpretado como uma classe contida em V, € forcing

indestrutivel;

* O cardinal wy, interpretado como a classe de todos os ordinais enumeraveis, é enum.fe

indestrutivel;

* A classe dos ordinais Ord € forcing indestrutivel e, para cada conjunto X, a definicdao

[X]<®, que corresponde a classe dos subconjuntos finitos de X, também é;
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* Para todo conjunto X, [X]®, a classe dos subconjuntos enumeravelmente infinitos de X, é

enum.fe indestrutivel.

Quando estivermos falando de um enunciado especifico, particularmente os do tipo “IP
satisfaz propriedade”, caso o mesmo for verdadeiro em qualquer extensdo genérica de VY, com
Q forcing pertencente a classe de forcings denotada cl, diremos que o respectivo enunciado € “c/
indestrutivel”; ou “IP é propriedade cl indestrutivel” no caso particular, adotando a notacao “IP

satisfaz “propriedade” para o mesmo. cl nesses contextos serd um dos seguintes:

* all: Todos os forcings;
* en.f: Forcings enumeravelmente fechados;

* ccc: Forcings ccc.

O nome foi inspirado no conceito de Lindelof indestrutibilidade para espagos topologicos do
artigo (Scheepers; Tall, 2010), ja utilizado em (Tall, 1995); que corresponderia a enf] indeldf na

notacdo desse texto.

Em particular, como P = {1} pertence a cada uma das ¢/ acima, sempre valerd
Clpropriedade — propriedade,

algo importante de ser lembrado.

Um resultado menos redundante e essencial no texto € o seguinte:

cce

Teorema 1.1. Vale “““ccc — prod. ccc. Isto €, se uma ordem parcial IP continuar sendo ccc em

qualquer extensdo genérica de V€, com Q ccc, entdo P serd prod. ccc.

Isso € consequéncia direta do Lema 5.7 do cap. VIII §5 de (Kunen, 1980). Os dois
paragrafos do livro imediatamente posteriores a demonstracao do lema esclarecem essa con-

sequéncia.

1.6 O lema do delta-sistema

O seguinte teorema de ZFC, conhecido como Lema do A-sistema (A-system lemma) sera

de extrema importancia em muitas demonstra¢des envolvendo ordens parciais:

Teorema 1.2. Dada colecdo ndo enumerdvel X de conjuntos finitos, existe subcolecdo nao
enumeravel Y de X e um conjunto finito r tal que, para quaisquer x 2y € Y, valexNy=r. A

subcole¢do Y € chamada A-sistema e o conjunto r € chamado raiz do A-sistema Y .
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Para qualquer sequéncia de conjuntos finitos (xy : @ < ®;) que tomarmos, caso sua
imagem possuir cardinalidade @;, podemos aplicar na mesma o lema do A-sistema e obter uma
subsequéncia (xq : & € S) cuja imagem é um A-sistema. Caso contrério, existird a0 menos um
conjunto finito que se repete @; vezes ao longo da sequéncia, e a imagem da subsequéncia
(x¢ : @ € §) com todas as ocorréncias desse tnico conjunto também satisfaz o requisito de um

A-sistema, com o préprio conjunto sendo a raiz. Assim temos o seguinte corolério:

Corolario 1.3. Dada sequéncia (x4 : @ < @) de conjuntos finitos, existe subsequéncia de
comprimento ®; (xy : @ € S) e um conjunto finito r tal que, para quaisquer £ # 1 € S, vale

Xg ﬂxn =r.

Nesse texto, para fins de simplificagdo, tanto o lema do A-sistema quanto o corolério
acima serao referido como sendo o lema do A-sistema, e assim o termo A-sistema e raiz serao
aplicados indistintamente tanto a cole¢des quanto a sequéncias. Mesmo assim, quando estiver-
mos usando o coroldrio, as vezes ainda podera ser importante separar o caso onde os termos
da subsequéncia sdo distintos 2 a 2 dos demais. Isso serd enunciado explicitamente quando

necessario.

1.7 A propriedade fundamental

Em diversas partes do texto, serd importantissimo o uso da propriedade que denotaremos
como ®; — (@;, ® + 1)?; essa terminologia segue a notagdo da teoria geral descrita em (Erdos;
Rado, 1956) §2, pag 428-431. Nesse texto porém, descreveremos apenas O necessario para
entendermos essa propriedade em particular.

Uma 2-coloraciio sobre []? se trata de um conjunto X C [@;]?, onde dizemos que
X € [w1]2 possui cor 0 caso x € X, caso contrdrio, dizemos que x possui cor 1. Diremos que
um conjunto Y C @; serd homogéneo de cor 0 caso [Y]> C X, e diremos que serd homogéneo
de cor 1 caso [Y]?NX = 0. Como nesse texto nio usaremos outro tipo de coloragdo além da

2-coloragdo, denotaremo-la simplesmente como coloracdo a partir de agora.

Com essas defini¢des, dados ordinais a, B < @, o enunciado geral w; — (., ﬁ)z corres-

ponde ao seguinte:

Dada uma coloragiio sobre [@;]?, caso ela ndo possua um conjunto ¥ C @,
de order type @ homogéneo de cor 0, ela possuird um ¥ C ®; de order type f3

homogéneo de cor 1.

Quando valer a = B, o enunciado acima é denotado simplesmente como @; — ()?. Nessa

definicdo, @; — (@, ® + 1)? corresponde ao caso particular onde & = w; e B = 0+ 1.

A validade de ®; — (0,0 + 1)2 € um caso particular do Corolério 1 da pagina 459
de (Erdos; Rado, 1956), fazendo m = n = 0 no mesmo. Na verdade, no artigo a definicdo é
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mais ampla, permitindo que um x possua mais de uma cor simultaneamente, porém todos os
enunciados nesse caso geral sdo equivalente ao nosso caso restrito onde cada x assume somente
uma cor (€ necessario o AC para a demonstragdo geral, mas ndo para o nosso caso particular
o — (o, B)?).

Para ordens parciais em geral, exemplos de coloragdes importantes sao as seguintes:

Fixada uma ordem parcial P e uma sequéncia s = (pg : @ < ®;) da mesma,

« coloracio dos compativeis s*: Colecio dos pares nio ordenados {&,n} tais que pe L pns

» coloraciio dos incompativeis s*: Colecio dos pares ndo ordenados {£, 7} tais que pe L

Pn.

Um S C o; homogéneo de cor 0 em s corresponde a uma subsequéncia com termos compativeis
2 a2, e a uma subsequéncia de termos incompativeis 2 a 2 (que chamaremos de anticadeia) em

1

s. Um homogéneo de cor 0 em s+ serd homogéneo de cor 1 em s* e vice versa.

Se P € ccc, entdo uma sequéncia nunca terd uma anticadeia de comprimento ®;. Portanto,

aplicando @; — (@}, + 1)% em s, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.4. Toda sequéncia (s¢ : & < @) de uma ordem parcial IP ccc possui uma subsequén-

cia de comprimento @ + 1 com termos compativeis 2 a 2.

De fato, vale o seguinte teorema mais geral (enunciado sem demonstracao em (Wage,
1979) como o Lema 1):

Teorema 1.5. Para qualquer n < o, toda sequéncia (py : & < ®;) de uma ordem parcial P ccc

possui uma subsequéncia de comprimento @ + n com termos compativeis 2 a 2.

Demonstracdo. E suficiente provar para n = 2F, para todo k < m, o que faremos por indugio
sobre k. O caso k = 0 se trata do teorema acima. Uma vez provado para k, construa por recursao
transfinita a sequéncia ((ro, {&a; Na}) : @ < @) onde, para quaisquer B < y < @y, temos rg € P
e {&.1p) € [n]?
ser ccc. A hipétese de indugdo implica que a sequéncia (ry : & < @) possui uma subsequéncia de

.com rg < peg, g © >N < &y, Ny; tal construgdo é possivel pelo fato de IP

comprimento @ +2* com termos compativeis 2 a 2. Se S C @; for o dominio dessa subsequéncia,
entdo Uyes{&y, My} serd o dominio de uma subsequéncia de comprimento @ + 2K+ de (pq
o < @p) com termos compativeis 2 a 2. [

Se uma sequéncia (py : & < @) de P viola a propriedade correspondente a knaster,
qualquer subsequéncia de comprimento @; também violara. Entdo, aplicando w; — (@, ®+ 1)2,

temos o seguinte resultado:
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Teorema 1.6. Dada subsequéncia (pq : &¢ < @;) de uma ordem parcial P que nao satisfaz a
propriedade correspondente a knaster, qualquer subsequéncia de comprimento ®; da mesma

possui subsequéncia de comprimento @ + 1 com termos incompativeis 2 a 2.
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CAPITULO

CARACTERIZACOES DE MEZABARBA

2.1 Resultados de Mezabarba e enunciados relacionados

Mezabarba, na Proposi¢ao 2.18 de (Mezabarba, 2018), provou uma nova forma de
caracterizar quando uma ordem parcial P € prod. ccc, enquanto que na Proposi¢do 2.21 exibiu
uma nova forma de caracterizar knaster. Para enunciarmos suas caracterizagdes, serd crucial a

defini¢do a seguir:

Definicao 2.1. Dada uma ordem parcial IP, para toda colecdo <7 de anticadeias de PP satisfazendo
|U<| = m, definimos a ordem parcial .%p(.2/') como o conjunto das anticadeias finitas contidas

em algum A € o7, isto é

ordenado pela inclusdo reversa.

Por outro lado, para todo X C IP com |X| = @, definimos a ordem parcial Fp(X) como
o conjunto de todas as anticadeias finitas de X, ordenada pela inclusao reversa. Assim, Fp (X)

corresponde a ordem parcial Z#p(2"), onde 2 é o conjunto de todas as anticadeias maximais
de X.

A caracterizacdo fornecida pela Proposicdo 2.18 serd descrita na proxima definicdo.

Definicao 2.2. Dizemos que uma ordem parcial P satisfaz “mezabarba” se, e somente se, toda

ordem parcial .#p (/) criada a partir de I de acordo com a defini¢do anterior ndo for ccc.

A Proposicdo 2.18 de (Mezabarba, 2018) prova que prod. ccc equivale a mezabarba;
citaremos e demonstraremo-la aqui, uma vez que sua estratégia de demonstracao serd muito

utilizada nesse capitulo.
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Teorema 2.3 (MEZABARBA). Uma ordem parcial P serd prod. ccc se, e somente se, satisfizer

mezabarba.

Demonstragdo. Caso existir alguma .#p(.2/) ccc, faga X = J «7, de onde segue que |X| = .
Neste caso, a ordem parcial IP x .%p(2/') ndo serd ccc, uma vez que a colegdo {(p,{p}): p € X}
¢ uma anticadeia nao enumerdvel da mesma. De fato, dados p # g € X, se (p,{p}) e (¢,{q})

forem compativeis, teriamos a validade tanto de p f ¢ quanto de p | ¢, um absurdo.

Por outro lado, caso existir ) ccc tal que P x Q ndo € ccc, tome uma anticadeia W de
cardinalidade @; de IP x Q). Para cada r € Q), defina A, da seguinte forma:

Ar={peP:3geQ (r<qn(p,q) eW)}

Dados p,p’ € A,, existem ¢,q¢' € Q tais que r < ¢,4' ¢ (p,q),(p',q') € W, e o fato de W ser
anticadeia implica que p L p’, assim A, € anticadeia de IP para cada r € Q. Para todo (p,q) € W,
temos p € A, e, consequentemente, p € [J,cqA,. Entéo, caso tivermos ]UFEQAA < oy, existird
ptal que {g € Q: (p,q) € W} é ndo enumerdvel e uma anticadeia de @), um absurdo. Logo
a cole¢do o7 = {A, : r € QQ} de anticadeias de PP € tal que ||J<7| = o), satisfazendo assim o

requisito da Defini¢do 2.1. Digo que a ordem parcial .7p (<) é ccc.

De fato, tome uma cole¢do {Fy : o < @} de .Fp(«/) arbitrdria. Por defini¢do, todo
o possui rq € Q tal que Fy C A,,. Uma vez que Q) é cce, a sequéncia (rq : 00 < @) possui
E<n<weseQtaisques < re,rn, de onde segue que Fz UFy C As € /. Entdo Fg e Fy sdo

compativeis, provando o desejado.

O primeiro pardgrafo implica que, se IP for prod. ccc, entdo toda .%p (/) ndo serd ccc.
J4 os dois pardgrafos seguintes mostram que, se toda .#p (.2 ) ndo for ccc, P entdo sera prod. ccc.

Note que esse teorema nao exigiu o fato de P ser ccc. ]

Uma consequéncia imediata que podemos tirar desse teorema de Mezabarba € o seguinte:

Teorema 2.4. Uma ordem parcial P serd prod. ccc se, e somente se, todo conjunto X C Fp(P)

tal que |X| = wj, ordenado pela inclusdo reversa, nio for ccc.

Demonstragdo. Dada uma P prod. ccc e tomando um X C Fp(IP) com |X| = oy, o fato de todos
os elementos de X serem finitos implica que ||JX]| = ®;. Assim, o teorema acima implica que
Fp(X) possui anticadeia ndo enumerdvel {Fy : & < @; }. Uma vez que todo Fy, estd contido em
algum F) € X, e Fp ser incompativel com Fy implica que F, é também serd incompativel com F),

temos que {F,, : @ < @} serd anticadeia ndo enumerével de X.

Agora, suponha que todo X C Fp(PP) de cardinalidade @, ordenado pela inclusdo
reversa, ndo € ccc. Uma vez que todo .Zp (.<7) também é subconjunto de Fp (IP) ordenado por D,

a existéncia de uma anticadeia ndo enumeravel para .Zp (<) é imediata. []
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Sendo Fp(X) uma subclasse de .7p (.7 ), seria interessante arranjarmos um enunciado
que possa ser caracterizado pelo fato de toda ordem parcial Fp(X) ndo ser ccc, e somente elas,
analogamente ao que Mezabarba fez para .7p (/). Apresentaremos um nesse texto, mas antes

de descrevé-lo precisaremos fazer algumas definicoes.

Definiciao 2.5. Dizemos que uma ordem parcial IP satisfaz mezabarba® quando toda ordem

parcial Fp(X), criada a partir de IP de acordo com a Defini¢do 2.1, ndo satisfizer ccc.

Satisfazer mezabarba™ € suficiente para satisfazer ccc:

Corolario 2.6. Vale mezabarba™ — ccc.

Demonstragdo. Dado X C PP de cardinalidade oy, fixe {F : @ < @;} anticadeia de Fp(X) e
tome & < N < @ arbitrdrios. Fg L Fy implica que existem p € F¢ € g € Fyy com p [ g. Entdo X
ndo serd anticadeia de P. [

Definicao 2.7. Para toda ordem parcial IP, definimos a ordem parcial IP* como sendo o conjunto
de todos os subconjuntos finitos de IP cujos elementos sdo compativeis 2 a 2, ordenada pela

inclusao reversa.

Dizemos que uma ordem parcial satisfaz ccc® se, e somente se, P* for ccc.

Também este enunciado € suficiente para uma ordem parcial ser ccc:

Corolario 2.8. Vale ccc® — ccc.

Demonstrag¢do. Dada uma ordem parcial IP ccc® e uma colegdo {py : @ < @) } da mesma, o fato
de IP* ser ccc implica que a colecdo {{pq} : & < @; } possui algum par de elementos compativeis

em IP*, logo o mesmo ocorrerd com a cole¢do original. [

A caracterizacdo dada por mezabarba® serd enunciada e demonstrada no préximo teo-

rema.

Teorema 2.9. Uma ordem parcial P satisfaz mezabarba® se, e somente se, para toda or-

dem parcial ccc® Q, P x  ndo possui subconjunto W de cardinalidade w; tal que, dados

(p,q),(p',q') € W arbitrérios, p L p’ implicag £ ¢’ e p £ p/ implicag L ¢

Demonstragcdo. Primeiramente, é importante notar que toda Fp(X) ccc serd ccc®; isso se deve

ao fato que, para todo x € (Fp(X))*, temos | Jx € Fp(X), e a correspondéncia

(Fp(X))* — Fp(X)
X = Ux

preservar a compatibilidade e incompatibilidade das ordens.
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Suponha que alguma Fp (X) seja ccc, portanto ccc®, entdo a colegdo de cardinalidade @
W ={(p,{p}) : p € X} satisfaz os requisitos necessarios.

Agora, suponha que exista ) ccc® tal que P x  possua W satisfazendo a hipétese.
Fazendo X = {p:3q € Q (p,q) € W}, temos que |X| = ®; pois, caso contrdrio, () teria uma
anticadeia ndo enumerdvel, absurdo. Fazendo uma restricio em W se necessario, podemos supor
sem perda de generalidade que cada p € X possui um tnico g € Q tal que (p,q) € W. Com essas
hipéteses, digo que Fp(X) € ccc.

De fato, fixe uma colegdo {Fy : @ < @;} de Fp(X). Para todo o0 < @;, o conjunto
Go={q€Q:3pecFy(p,q) €W} pertence a Q* devido as hipéteses feitas sobre W, e entéo
existem § < N < @) tais que G¢ UGy, € Q*, o que implica que Fz UF, € Fp(X). O

Todo W que satisfaz o enunciado acima € uma anticadeia ndo enumeravel de IP x ), logo
tal W nao existird se IP x () ndo possui nenhuma anticadeia. Portanto, se fizermos a seguinte

definicao:

Defini¢ao 2.10. Dizemos que uma ordem parcial IP satisfaz prod. ccc® quando, para toda ordem
parcial Q) ccc®, P x Q for ccc.

Teremos o seguinte coroldrio:

Corolario 2.11. Vale prod. ccc* — mezabarba®.

Combinando estes resultados aos descritos no diagrama da pagina 26 temos:

Em ZFC:
ccc® prod. ccc® «——— prod. ccc ¢—— knaster
ccc +—— mezabarba® mezabarba

Assumindo MA(w):

ccc® prod. ccc® ¢—— prod. ccc 4—— knaster
ccc +— mezabarba® mezabarba

Uma pergunta ¢ se, assumindo MA(®), vale ccc <+ ccc®. Isso é verdade mas, antes de

provar, precisamos da seguinte defini¢do.

Definicao 2.12. Dizemos que uma ordem parcial é potencialmente ccc, denotando pot. ccc,
quando, para todo n < @, a ordem parcial P também for ccc. A ordem parcial IP" aqui descrita

é tal que (p1,...,pn) <p» (q1,...,qn) vale se, e somente se, valer p; <p qi,...,Pn <P gn-
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O que desejamos provar € consequéncia imediata do préximo teorema, que é uma

consequéncia do Lema 4.11 de (Galvin, 1980) ao fazer A = ®; no mesmo:

Teorema 2.13. Para quaisquer ordens parciais Py,..., P, se P} x ... x P} for ccc para todo

n < @, entdo P] x ... x IP} serd ccc.

Demonstragdo. Fixe uma colegdo de tamanho w; {(F?,...,F%): a < o} de elementos de
P} x ... x IP;. Fazendo uma restri¢do coordenada a coordenada, podemos supor que a cardi-
nalidade de cada Fié € m; quando 1 < i < k. Com essas hipdteses, a cardinalidade do conjunto

({1 <j<i<m}én ="M fixe i f{j,0 1< j<I<m}—{l,...,n;} uma

enumeragio para o mesmo. Denotando F* = {xf"] b ,xg‘mi , 0 fato de o mesmo ser composto de
elementos compativeis 2 a 2 implica a existéncia de um elemento de IP; menor ou igual a ambos
xffj e xl‘.f‘l, onde 1 < j <1 < m;, tome ygﬁ({j7l}) um deles. Construa assim y¥ = (yg‘l,...,yl‘.f‘ni),
desse modo cada termo da sequéncia ((y?‘, R VAN a)l) pertence a P|' x ... x P}*. To-
mando n o maior dos ny, .. .,n, a hipétese de que P x ... x P} € ccc implica que IPrl” X ... X IPZ"
também o serd, havendo portanto & < 11 < @; com (yf, . ,y,f) e (y?,. . ,y,?) compativeis. Digo

que (Flé,...,Fké) e (Fln, . ,Fk") também serdo. De fato, para cadaicom 1 <i<ke j,/ com

& & .m .m
N IR AR N ERIND de

onde concluimos que Flg U Fin € PP, provando o desejado. [

1 <j<Il<msereP;étal que rgyiﬁ({j,l})’ygﬁ({j,l})’ teremos que r < x

Corolario 2.14. O teorema acima implica que vale prod. ccc — pot. ccc — ccc®.

Com isso temos os seguintes fatos:

Em ZFC:
pot. ccc ¢ prod. ccc «—— knaster
cect prod. ccc*

! !

ccc ———— mezabarba®

Assumindo MA(w):
pot. ccc ¢ » prod. ccc «— knaster
cect prod. ccc*

1 0

ccc +——— mezabarba®

O Teorema 2.21 de (Mezabarba, 2018), por sua vez, prova o conhecido resultado

knaster — prod. ccc, porém o demonstra utilizando a caracterizacdo advinda da Proposi¢ao
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2.18 (o Teorema 2.3 aqui). Sua demonstragdo sugere novas formas de caracterizar knaster que

serdo enunciadas e demonstradas no préximo teorema.

Teorema 2.15. Dada uma ordem parcial PP, as trés afirmagdes a seguir sdo equivalentes:

e [P satisfaz knaster;

* Toda ordem parcial do tipo Zp (<) (ver Defini¢do 2.1) para P possui anticadeia de

tamanho @; composta de elementos unitdrios;

* Toda ordem parcial da tipo Fp(X) (ver Defini¢ao 2.1) para IP possui anticadeia de cardina-

lidade @, composta por elementos unitarios.

Demonstragdo. Fixada ordem parcial .Zp (<) em particular, IP satisfazer knaster implica que o
conjunto X = (Jsc A possui subconjunto X’ de cardinalidade @, com elementos compativeis
2 a 2. Consequentemente, a colecdo {{p}: p € X'} é uma anticadeia de cardinalidade @,
em .Zp (/). Em particular, isso mostra que toda ordem parcial Fp(X) possui anticadeia de

cardinalidade w; cujos elementos sdo unitdrios.

Por outro lado, suponha que toda ordem parcial Fp (X) possui anticadeia de cardinalidade
; composta de elementos unitdrios. Fixe {py : & < @ } colecdo de @; elementos de PP arbitraria.
Ao fazermos X = {pg : & < @1} e tomarmos A C Fp(X) anticadeia de tamanho ®; com
elementos unitérios, [ JA serd subconjunto de tamanho @; de X com elementos compativeis 2
a 2, de onde segue que PP satisfaz knaster. Como consequéncia imediata, o mesmo resultado
pode ser alcangado ao supor que toda ordem parcial .#p (o) possui anticadeia de @; elementos

unitarios. ]

As caracterizagdes fornecidas pelo texto de Mezabarba podem ser acrescidas de hip6teses

adicionais para criar enunciados derivados, como o seguinte:
Defini¢do 2.16. Dizemos que uma ordem parcial IP satisfaz mezabarba® se, e somente se, toda

ordem parcial .#p (/) possui anticadeia de tamanho ®; com elementos disjuntos 2 a 2.

Corolario 2.17. Vale mezabarba! — prod. ccc — mezabarba*.

Na préxima defini¢do, descrevemos mais um nivel de generalizac¢do possivel:

Definicao 2.18. Para todo n > 1 e uma ordem parcial P, definimos mezabarba,,, mezabarba, e

mezabarba! da seguinte forma:

* P satisfaz mezabarba, se, e somente se, toda ordem parcial .Zp(.<7) possui anticadeia de

tamanho m; cujos elementos tém cardinalidade no maximo n;
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* P satisfaz mezabarba;, se, e somente se, toda ordem parcial Fp(X) possui anticadeia de

tamanho w; cujos elementos tém cardinalidade no méximo n;

e P satisfaz mezabarbafl se, e somente se, toda ordem parcial Zp(.27) possui anticadeia de

tamanho w; cujos elementos tém cardinalidade no médximo » e sdo disjuntos 2 a 2.

O Teorema 2.15 em particular implica o seguinte coroldrio:

Corolério 2.19. mezabarba,, mezabarbaj e mezabarba‘i1 sdo equivalentes a knaster.

Quanto as demais afirmacdes, vale o seguinte:

Corolario 2.20. Para todo n > 2, vale o seguinte fato em ZFC:

mezabarbad +—— mezabarbag PRI mezabarbal

1 l It~

cce prod. ccc ¢——— mezabarba, | | <—— mezabarba, knaster

! ! 1

mezabarba® +—— mezabarbay , | «—— mezabarba,,

E todas as implicagdes se tornam equivaléncias ao assumir MA(wy ), pelos resultados descritos

no diagrama da pégina 26.

Nao é necessdrio introduzir uma nova variacdo de mezabarba® e mezabarba; que inclua

a hipdtese adicional dos elementos da anticadeia serem disjuntos 2 a 2 devido ao seguinte fato:

Corolario 2.21. Dada uma ordem parcial IP, toda ordem parcial do tipo Fp(X) possui uma
anticadeia de tamanho @ se, e somente se, possui uma anticadeia de tamanho @, cujos elementos
sdo disjuntos 2 a 2. Além disso, Fp(X) possuird uma anticadeia de tamanho @; cujos elementos
possuem cardinalidade no maximo 7 se, € somente se, possuir uma anticadeia com os mesmos

requisitos cujos elementos sdo disjuntos 2 a 2.

Demonstracdo. Isso se deve ao fato de toda colegdo {Fy : & < ®; } possui uma subcolecdo de
tamanho ®; que forma um A-sistema e, para quaisquer G,H € Fp(X), G e H serdo incompativeis
se e somente G\ (GNH) e H\ (GNH) o forem. O

A defini¢do seguinte facilitard a nota¢do para o nosso préximo resultado:

Definicdo 2.22. Para todo conjunto &7 C @(PP) e X C ez A, definimos o conjunto .27 |X como
SdNX={ANX:Aecd}.
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Um fato importante de se notar é que, quando |X| = w;, todo elemento de .7p (<7 |X)

também ¢é elemento de .Fp (7).

Teorema 2.23. Dada ordem parcial P e fixada uma ordem parcial .#p (<), para cada n < o,

pelo menos uma afirmacao abaixo € verdadeira:

1. Existe X C JsecrA com |X| = o tal que o7 |X possui somente anticadeias de cardinali-

dade no maximo #;

2. Fp(<) possui uma cole¢do de m; elementos de cardinalidade n + 1, disjuntos 2 a 2.

Demonstragdo. Suponha que o primeiro item seja falso; temos assim que, para todo X C (Jye A
com |X| = oy, Zp (<7 |X) possui a0 menos um elemento de cardinalidade n+ 1. Com esse fato,
construa por recursio a sequéncia (rq : @ < ®;) de elementos de .Zp (<) tais que, para todo
o < @y, roq tem cardinalidade n+ 1 e pertence a .#p (7 |X), com X = (UperA) \ (U§<a ro)-
Construindo dessa forma, os termos da sequéncia sdo disjuntos 2 a 2, satisfazendo assim o

segundo item. n

Isso mostra que, para qualquer n < @, caso quisermos provar que um P especifico

d
n+1°

segundo item do teorema acima, pois as demais ja satisfardo o requisito para mezabarbag. 0]

satisfaz mezabarba, , ; ou mezabarbay,, ;, podemos nos restringir as .7p (/) que satisfazem o

mesmo se aplica com mezabarba,,_ |, nos restringindo somente as Fp (X).

Agora, iremos mostrar como as demonstracdes de Mezabarba podem ser modificadas
para definir novos estilos de caracterizagoes para prod. ccc e prod. ccc™, totalmente diferentes

do que fizemos até o momento. As definicdes a seguir serdo uteis para esse proposito.

Definicfio 2.24. Para todo conjunto X e uma coloragio K de [X]?, definimos a ordem parcial

P(X,K) como a cole¢do de todos os subconjuntos finitos de X homogéneos de cor 0, isto é:
P(X,K) = {F € [X]~*: [F* C K},
ordenada pela inclusao reversa.

Uma consequéncia é que, para todo x € X, {x} € P(X,K). Também temos P(X,K) N
[X]?> = K. Dada uma ordem parcial P e X C P, se fizermos Xy = {{p.q} € [X]*: p L g} €
X, ={{p.q} €[X)*: p L g}, entdo P(X,X;) e P(X,X, ) sdo exemplos da defini¢do acima. Em
particular, temos que P(P,P ) = P* e P(IP,P ) = Fp(P).

Definicao 2.25. Para todo conjunto X, definiremos K(X) como o conjunto de todas as ordens

parciais ccc do tipo P(X, K).

K(X) é um subconjunto da colec¢@o de todas as ordens parciais que sdo subconjuntos de

[X]<®, ordenada por inclusdo reversa. Uma extensdo de K(X) seguindo esse estilo € a seguinte:
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Defini¢do 2.26. Para todo conjunto X, definimos como C(X) a cole¢do de todas as ordens

parciais ccc P C [X]<?, ordenadas por inclusdo reversa, que satisfazem as seguintes propriedades:

* Paratodox € X, {x} € P;

e Paratodo F €cPetodoGC F, G € P.

Seguindo o estilo de demonstracdo da Proposi¢do 2.18 de Mezabarba (Teorema 2.3),
podemos provar que o conjunto da defini¢do acima pode ser usado para caracterizar prod. ccc,

no sentido descrito no proximo teorema:

Teorema 2.27. Uma ordem parcial IP satisfaz prod. ccc se, e somente se, para todo P € C(w),

P xPéccc.

Demonstracdo. Se P é prod. ccc, entdo P x P serd ccc para todo P € C(wy).

Por outro lado, se existir Q ccc tal que P x Q ndo é ccc, tome {(pg,gq) : &6 < 1} uma

anticadeia do mesmo. Se fizermos
P={Fec|o]~®:Ire Q¥ cFr<qs},

temos que P é ccc. Pois, seja {Fy : ¢ < @} uma colegdo de elementos de P arbitraria. Se a
sequéncia (rq : 0 < o) for tal que rq < g¢ para todo EE€Fy, comoexistem B <y<wesecQ
tais que s < rg,ry, temos que Fﬁ UFy € P, isto €, Fﬁ e Fy. Deste modo, P € C(@y) e, além disso,
se {&,n} €P, teremos g¢ [ gy, 0 que implica pg L py e, entdo, {(pa,{at}): @ < @} é uma
anticadeia de tamanho w; em P x P. De onde segue que, se IP x P for ccc para todo P € C(a;),

entdo IP € necessariamente prod. ccc. 0

Uma caracterizag@o andloga pode ser feita para prod. ccc®, usando agora o conjunto

K(wy ), devido ao préximo teorema.

Teorema 2.28. Uma ordem parcial IP satisfaz prod. ccc* se, e somente se, para todo P(®,K) €
K(wy), P x P(w;,K) for ccc.

Demonstragdo. Primeiramente é importante notar que, se P(X,K) for ccc, (P(X,K))* também
serd. Isso se deve ao fato de que, para todo x € (P(X,K))*, Jx pertencerd a P(X,K), e a
correspondéncia
(P(X,K))* — P(X,K)
X — Ux
preserva compatibilidade e incompatibilidade entre as ordens. Portanto, se P x P(@;, K) ndo for

ccc para algum P(w;,K) € K(w)), entdo P ndo satisfaz prod. ccc”.

Agora, se P x Q ndo for ccc para algum Q ccc®, tome {(pg,qq«) : @ < @} anticadeia

da mesma. Se fizermos

K={{& n}e [(01]2 D qg Yan},
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entdo o fato de Q" ser ccc implica que P(@;,K) também serd ccc. E como vale pe L pn para
todo {&,n} € K, temos que {(pg,{0}) : @ < @} é uma anticadeia de P x P(w;,K). Entdo, se
P x P(w,,K) for ccc para todo P(®;,K) € K(w), P serd prod. ccc™. O

Nota: Se (pq : & < @) da segunda parte da demonstrag¢do acima for injetora e fizermos

K'={{pe.rn} :{&n} €K} e P={pa: <o},

entdo P(P,K’) serd uma ordem parcial do tipo .Zp (<), onde o é a cole¢do dos conjuntos
homogéneos de cor 0 maximais de K’, e é ccc. Porém a ordem parcial ndo precisa ser do tipo
Fp(X), uma vez que podem existir & < n < ®; com pe L pn e ge L gy Isso nos impede de

usar tal demonstragdo para obter alguma caracteriza¢@o similar para mezabarba®.

Esses dois teoremas mostram que, para uma ordem parcial ser prod. ccc ou prod. ccc”,
basta que a mesma seja produtivamente ccc com uma cole¢do de ordens parciais pequena o

bastante a ponto de ser um conjunto.

2.2 Caracterizacoes globais

Para quaisquer P, Q, sejam da cole¢do C(X) ou de K(X), a sequéncia (({x},{x}):x € X),
de elementos pertencentes a ordem parcial P x Q; serd chamada diagonal de X, e denotaremo-la
Ax. O préximo teorema mostra que € possivel utilizar a diagonal como caracterizagdo tanto
de ccc — prod. cce quanto de ccc® — prod. cec*, obtendo uma versdo global dos dois tdltimos

teoremas.

Teorema 2.29. ccc — prod. ccc é equivalente a afirmacdo de que ndo existem P,Q € C(w) tais
que Ay, seja uma anticadeia em P x Q. De modo andlogo, ccc® — prod. ccc™ € equivalente a

afirmacdo de que ndo existem P,Q € K(w) tais que Ay, seja uma anticadeia em P x Q.

Demonstragdo. Equivaléncia de ccc — prod. ccc: Suponha a validade de ccc — prod. ccc. Pelo
fato de que quaisquer P,Q € C(w;) serem ccc, P x Q serd ccc. Portanto, Ay, ndo pode ser

anticadeia.

Supondo agora a falsidade de ccc — prod. ccc. Fixe P, Q) ccc tais que P x ( ndo é ccc e

tome {(pa,qa) : & < @)} anticadeia da mesma. Construa P, Q da seguinte forma:

P = {Felom]~®:3rePVEcFr<p:}
Q = {Felm]™®:IreQVEcFr<q}

Para provar que as mesmas pertencem a C(@ ), basta provar que elas sdo ccc. Tomando (Fy : ot <
;) sequéncia de elementos de P, associe a cada Fy, um ry, € PP tal que, paratodo & € Fy, ro < Pe-
Como P € ccc, existem & <1 < @ e s € P tais que s < resrns logo Fg U Fy € P, provando

o que queriamos. Q ser ccc é provado de modo andlogo. Uma vez que {(pg,qa) : 0 < @1} é
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anticadeia, dados o < B < wy, se tivermos {¢, 3} € P, ndo poderemos ter {¢, 3} € Q e vice

versa, entdo Ay, serd anticadeia em P x Q.

Equivaléncia de ccc® — prod. ccc™: Dados P € K(X) arbitrario e F,...,F, elementos de P, é
facil provar que F1 U...UF, pertencera a P se, e somente se, F1,..., F, forem compativeis 2 a 2.
Isso implica que a funcao
I : PP —- P
G — UG
preserva a compatibilidade e incompatibilidade entre as respectivas ordens, portanto P* é ccc.

Isso implica que, assumindo ccc® — prod. ccc®, para quaisquer P,Q € K(@;), P x Q é ccc.

Agora, suponha a falsidade de ccc® — prod. ccc*. Tomando P, Q com P*, Q* ambos
cee, e P x Q ndo cce. Sendo {(pg,qq) : & < @1} uma anticadeia, defina K, = {{o, B} € [@]?:
pa L ppl Kg={{0t,B} € [@1]*: g £ qp} ¢ faca P =P(w,K,),Q = P(wy,K,). P é ccc pois,
tomando {Fy : & < @}, associe cada Fy com G = {pg : § € Fg} € P*. Sendo P* ccc, existem
&,n < o tais que Ge UGy € P7, logo Fr UF, € P e, portanto, P € ccc. Argumento similar
permite provar que Q também é ccc. Entdo P,Q € K(w;) e Ay, € anticadeia em P x Q, uma vez
que, por {(pa,qa) : & < @)} ser anticadeia, dados o < 8 < wy, se {a, B} pertencer a P, ndo
podera pertencer a Q e vice-versa. [

E, uma vez que vale:

Teorema 2.30. Dados P(X,K;),P(X,K;) € K(X), Ax serd anticadeia de P(X,K;) x P(X,K>) se,
e somente se, K| e K forem disjuntos. Analogamente, dados P,Q € C(X), Ay serd anticadeia de
P x Q se, e somente se, PN [X]?> e QN [X]? forem disjuntos.

Demonstragdo. Tome x # y € X arbitrarios. Em ambos os casos, se {x,y} pertencer a ambos os

conjuntos, teremos ({x},{x}) £ ({y},{y}); e se tivermos ({x},{x}) £ ({y},{y}), obrigatoria-
mente teremos que {x, y} pertencerd a ambos os conjuntos. [

Temos como consequéncia o seguinte:

Corolario 2.31. ccc — prod. ccc é equivalente a afirmacdo de que nédo existem P,Q € C(w,)
tais que PN [w]? e QN [@;]? sdo disjuntos. De modo andlogo, ccc® — prod. ccc* é equivalente
a afirmacao de que ndo existem P(w;,K;),P(w;,K>) € K(w) tais que K; e K, sdo disjuntos.
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CAPITULO

CONTRAEXEMPLOS DE PROD. CCC
IMPLICA KNASTER

Sabemos que ZFC implica knaster — prod. ccc — ccc, mas o que ZFC diz a respeito das
demais implicacOes possiveis? Como MA(@) implica a equivaléncia dos enunciados, € assim a
consisténcia da reversao de cada uma das implica¢des, poderiamos indagar sobre a consisténcia
em ZFC da falsidade de prod. ccc — knaster. Para isso, basta provarmos a consisténcia da
existéncia de um contraexemplo de prod. ccc — knaster. Assumindo CH, Kunen e Todorcevic¢
provaram a existéncia desse contraexemplo. O contraexemplo de Kunen estd enunciado em
(Wage, 1979) enquanto o de Todorcevic, diferente do de Kunen, estd enunciado em (Todorcevié,
1986). Os contraexemplos de Kunen e Todoréevi¢ apresentam semelhancas e contrastes sutis que

serdo o principal foco desse capitulo.

Assumindo CH, Galvin no artigo (Galvin, 1980) provou a existéncia de um contraexem-
plo também para ccc — prod. ccc, porém isso serd assunto para o proximo capitulo. Com isso
concluimos ser consistente com ZFC a falsidade da reversao de cada uma das duas implicag¢des

acima.

Além disso, no que se refere aos contraexemplos de Kunen e Todor¢evi¢, iremos nesse
capitulo aprofundar os resultados descritos nos artigos (Wage, 1979) e (Todorcevié, 1986),
provando a indestrutibilidade de algumas propriedades dos mesmos descritas nos artigos. Para
i$s0, vamos usar o seguinte teorema (um metateorema, rigorosamente falando), muito util para

demonstrar que certas classes de ordens parciais satisfazem enunciados do tipo “'propriedade:

Teorema 3.1. Tome uma classe P de ordens parciais, e “cl” representando uma classe de forcings

«cl

(para uso em ““propriedade”). Se os seguintes requisitos sdo satisfeitos:

* E um teorema de ZFC que toda ordem parcial P € P satisfaz o enunciado “propriedade”;

* Dado um QQ pertencente a cl e um IP € P, a ordem parcial P continuara pertencendo a
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classe P em qualquer extensio genérica de V®. Isto é, em linguagem da técnica de forcing,
para todo IP € P e () pertencente a cl, pode-se provar (ndo necessariamente em ZFC) que

vale:

v v

1q IFq A ordem parcial I, ordenada por (<p) e com maximo (1p), pertence a P.

«cl

Entdo toda ordem parcial P € P satisfaz ““'propriedade”. Além disso, se provarmos utilizando

«cl

apenas ZFC o segundo item dos requisitos acima, o fato de todo IP € P satisfazer ““'propriedade”

€ um teorema de ZFC.

Demonstragdo. O ponto principal na demonstracdo € o fato que, para qualquer forcing @), cada
axioma de ZFC permanece vilido em qualquer extensdo genérica de VV, sendo isso um teorema
de ZFC para cada axioma em separado (ndo todos simultaneamente). Isso € demonstrado no
livro (Kunen, 1980), principalmente no Capitulo VII §4, fazendo amplo uso de modelos; para
uma demonstracao usando dlgebras booleanas completas e sem modelos, veja a Sec¢do 2.3 de
(Pereira, 2016). Assim, o primeiro dos requisitos implica que, em qualquer extensio genérica de
V@, todas as ordens parciais da classe P satisfaréio propriedade, e até agora tudo foi provado em
ZFC.

Agora, vamos fixar um forcing () pertencente a cl junto com uma ordem parcial IP € P.
O segundo dos requisitos implica que IP continuard pertencendo a classe P em qualquer extensdo
genérica de V©. Entdo P satisfaz propriedade em qualquer extensdo genérica de V€, com Q
pertencente a cl, a exata definicio de P satisfazer “'propriedade. Neste pardgrafo, os tinicos
axiomas utilizados que ndo sdo de ZFC sdo aqueles necessarios para demonstrar o segundo
requisito. De modo que, se 0 mesmo for provado em ZFC, a demonstragdo inteira pode ser
realizada em ZFC. L

3.1 O contraexemplo de Kunen

O contraexemplo de Kunen é enunciado e demonstrado no Teorema 4 de (Wage, 1979),
e provavelmente se trata da publicagdo oficial desse resultado (Kunen e Tall, no artigo (Kunen;
Tall, 1979), publicado na mesma €poca, chegam a citar que Kunen provou que CH implica
prod. ccc - knaster, porém citam o artigo de Wage como referéncia, na época ainda a ser
publicado). O artigo de Wage descreve também que Kunen provou que seu contraexemplo €
prod. ccc ao provar que o mesmo satisfazia “““ccc, a partir de uma extensido da demonstragido do
Teorema 1 de (Wage, 1979) via técnica de forcing. Wage porém estendeu o resultado de Kunen
provando que uma classe de ordens parciais de onde estd inclusa o contraexemplo satisfaz uma

propriedade aparentemente mais forte que prod. ccc, descrita na proxima defini¢do.

b

Definicao 3.2. Dizemos que uma ordem parcial P satisfaz a propriedade denotada “wage’

quando toda sequéncia (pq : & < ®;) de elementos de IP possui uma subsequéncia de com-
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primento ®; com um n < @ tal que nenhuma subsequéncia de comprimento ® + n dessa é

anticadeia.

O préximo teorema mostra que wage €, de certa forma, uma propriedade intermedidria
entre prod. ccc e knaster (esse fato é apenas enunciado em (Wage, 1979), que descreve a segunda

implicacdo do teorema a seguir como consequéncia imediata do Teorema 1.5 e @; — (0, ® +
2

1)9).

Teorema 3.3. Vale knaster — wage — prod. ccc. Como consequéncia, todas as implicagdes se

tornam equivaléncias ao assumir MA(wy).

Demonstragdo. Fixe uma sequéncia de P (py @ @ < @;). Caso P satisfazer knaster, sua sub-
sequéncia que satisfaz a propriedade correspondente a knaster ird satisfazer a propriedade

correspondente a wage com n = 0, entdo vale knaster — wage.

Agora, suponha que P satisfaca wage, tome @ ccc e fixe uma cole¢éo {(pg,qq) : & < @1}
de P x Q. Pela hipétese, a sequéncia (pq : @ < @) possui uma subsequéncia de comprimento
) (pg : o €8) comum n < o; tal que toda subsequéncia de comprimento @ +n de (py : @ € S)
possui a0 menos um par de termos compativeis. Nos restringindo a S se necessario, podemos
supor, sem perda de generalidade, que (pq : @ < @) satisfaz essa propriedade para algum n < @.
Pelo Teorema 1.5, a sequéncia (gq : @ < ;) possui um S C @, de order type @ + n tal que
(o : @ € S") possui termos compativeis 2 a 2 e, uma vez que existe par de ordinais & < 11 em

S’ com pg, pn compativeis, segue que (pg,qe) £ (Pn,qn), entdo {(pa;qa) : & < O} ndo é
anticadeia. Isso mostra que IP x @ é ccc, e consequentemente IP é prod. ccc. [

O contraexemplo de Kunen pertence a seguinte classe de ordens parciais:

Defini¢iio 3.4. Dado um conjunto X arbitrdrio e {T¢ : § < o} colegdo de subconjuntos enume-
raveis de X quase disjuntos 2 a 2 (isto é, para quaisquer { < N < «, vale |T§ NTy| < @), onde
« é um ordinal satisfazendo ® < «, definimos a ordem parcial P(X, {7 : & < a}) da seguinte
forma:

PX ATz : &< a}) ={(s,F) :s CX;F C{T: : & < a}sls|,|F| < o},
onde (s,F) < (t,G) se,e somente se, s Ot, F D Ge (s\1)NUG = 0.

Com essa definicao, é facil verificar que (s,F) L (z,G) se, e somente se, valer (¢ \s)N
UF=0e(s\t)NUG=0.

O Teorema 1 de (Wage, 1979) inclui em sua demonstragdo uma prova de que todas as
ordens do tipo P(X, {7 : £ < a}) sdo ccc, demonstragio que Kunen estendeu via técnica de

cce

forcing para provar que toda ordem do tipo P(X, {T : & < a}) satisfaz ““ccc. E a demonstragio
de Wage de que as mesmas ordens parciais satisfazem wage, que se trata do Lema 2 do artigo,
também pode ser estendida via técnica de forcing para provarmos que ordens parcias do tipo

P(X, {T: : £ < a}) satisfazem allwage, é o que faremos no préximo teorema.
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Teorema 3.5. Todas as ordens parciais do tipo P(X,{T¢ : § < a}) satisfazem allyage.

Demonstragdo. A demonstracao fard uso do Teorema 3.1, com a classe P consistindo de todas
as ordens parciais do tipo P(X,{T¢ : § < c}), “propriedade” sendo “wage” e “cl” sendo “all”.

Fixe entdo um P € P e um forcing () arbitrario. Atente para os seguintes fatos:

* P pertencerd a P se, e somente se, existirem um conjunto X arbitrdrio, um ordinal o > ®
e uma colecdo {Tg : & < a} de subconjuntos enumeréveis de X quase disjuntos tais que
vale P =P(X,{T¢ : § < a}),com P(X,{T; : § < a}) definido como na definigdo acima;

* Na defini¢éo de P(X, {7 : § < &}), os tnicos requisitos necessdrios sdo que (7¢ : § < «)
seja sequéncia injetora cujos termos sdo subconjuntos enumerdveis do conjunto X quase
disjuntos e que « seja ordinal satisfazendo @ < . Ambas as propriedades continuam
validas em qualquer extensdo genérica de V®, permitindo-nos usar {Tg :& < a}eX para

definir a ordem parcial correspondente P(X, {7 : & < o}) na extensdo genérica;

* Fixado um conjunto x arbitrdrio, a classe (conjunto) dos subconjuntos finitos de x, [x]<¢,
€ forcing indestrutivel. Além disso, a afirmacdo “ y € par ordenado” é forcing absoluta.
Como consequéncia, se P = P(X,{T; : £ < a}), uma vez que P(X,{Tz : { < a}) éa
classe (conjunto) dos pares ordenados (s,F), onde s € [X]<® e F € [{T; : & < ot}] =@,
a indestrutibilidade de ambas as classes (conjuntos) e a absolutividade da no¢ao de par
ordenado implicam que P(X,{7; : § < a}) € forcing indestrutivel. De modo que, em

qualquer extensdo genérica de V®, vale P = P(X, {T: : € < a});

* No que se refere a <p, (s,F) <p (t,G) equivalea“s D¢, F D Ge (s\t)NJG =0". Tal
enunciado é forcing absoluto, portanto ele continua valido em extensdes genéricas de V.
Quanto ao 1p, ele é o (0,0), e mantém suas propriedades exigidas de elemento méaximo

para membros da classe P em extensdes genéricas de V.

Isso tudo mostra que, para qualquer forcing ), IP segue pertencendo a classe P em qualquer
extensdo genérica de VO. Entdo, seremos capazes de provar que P satisfaz lwage através
do Teorema 3.1 se provarmos em ZFC que toda ordem parcial de P satisfaz wage. Para isso,
replicaremos aqui a demonstragdo de Wage, em todos os seus detalhes, para deixar esse fato

claro.

Lema 3.6 (WAGE). Todas as ordens parciais do tipo P(X, {7 : & < a}) satisfazem wage.

Demonstragdo. Fixe uma sequéncia ((sg,Fp) : B < ;) de P(X,{Ts : & < a}). Uma vez que
sempre vale (s, F) [ (s,G), se tivermos quantidade ndo enumerdvel de 8 < @; com todos os sg
iguais entre si, a subsequéncia correspondente terd termos compativeis 2 a 2. Assim, podemos
supor a partir de agora, restringindo-nos a uma subsequéncia se necessdrio, que a sequéncia

(s : B < ;) é composta de termos distintos 2 a 2.
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Aplicando o lema do A-sistema a sequéncia (sg : B < @) e restringindo, podemos supor
que existe algum conjunto s tal que sg Nsy = s para quaisquer & <M < w;. Uma vez que, neste
caso, (sg,Fg) e (sn,Fy) serdo compativeis se, e somente se, (s¢ \s,Fz) e (sp \ s,Fy) também
forem, seremos capazes de demonstrar nosso teorema caso o provarmos quando s = @, isto &,

quando a sequéncia (sg : § < @) tiver termos disjuntos 2 a 2.

Se tivermos S C w; ndo enumeravel tal que todos os Fg, com B € S, sdo iguais entre
si, entdo existird apenas enumeraveis y € S satisfazendo sy N Fg # @ para todo f§ € S; uma
vez que os sy sdo disjuntos 2 a 2 e |UFg| < @. Assim, existe S’ C § ndo enumeravel tal
que ((sB,Fﬁ) Bes ) terd termos compativeis 2 a 2. Entdo iremos assumir a partir de agora,
restringindo se for necessdrio, que a sequéncia (Fg : 8 < ;) € composta por termos distintos 2
a?2.

Aplicando o lema do A-sistema agora em (Fg : § < @) e restringindo, podemos supor
que existe um F tal que Fr N Fy = F para todo & <n < ;. Sendo F enumerdvel e sg disjuntos
2 a 2, entdo existirdo apenas enumeraveis destes satisfazendo sgNF = (). Assim, com mais
uma restri¢do, podemos supor que sg NJF = 0 para todo § < ;. Nessa situagdo, (sg, Fg) €
(sn,Fn) serdo compativeis se, e somente se, (sg,Fg \ F') € (sn, Fy \ F') também forem. Portanto,
iremos provar nosso teorema caso o provarmos no caso F = 0, isto €, quando os termos Fg forem

disjuntos 2 a 2.

Fazendo uma ultima restri¢ao se preciso, podemos supor que todos os termos sg da
sequéncia possuem exatamente i elementos. Entdo o n que associaremos a subsequéncia procu-

rada serd i + 1. Para construir tal subsequéncia, note que o conjunto

S={B < :Vy<p |JFynss =0}
€ ndo enumerdvel, pois caso contrdrio seu complementar seria estaciondrio e, aplicando o lema
pressing-down (Lema 6.15 do Capitulo II §6 de (Kunen, 1980), demonstravel em ZFC) na fun¢ao
com este dominio que atribui para cada § um y < 8 com JFyNsg # 0, terfamos a existéncia de
um Y tal que | FyNsg # 0 para quantidade ndo enumerdvel de B, absurdo com o fato de [JFy ser

enumerdvel e os sg disjuntos 2 a 2. Digo que ((sg,Fpg) : B € S) € nossa subsequéncia procurada.

Para provarmos o que dissemos no paragrafo acima, suponha, por absurdo, que a sub-
sequéncia acima possui uma subsequéncia ((fy,Gy) : Y < @ +n) que seja anticadeia. Pelas nossas
hipéteses, para quaisquer j < @ e k < n, temos |Gy« Ntj # 0, uma vez que vale j < @ +k.
Somando esse fato ao de que cada ¢; possui i elementos € n = i+ 1, entdo, para todo j < ,
existe um par ko # k; < n tal que Gy, € UGp+k, possuem um elemento de f; em comum.
Tendo a sequéncia (¢ : j < @) termos disjuntos 2 a 2 e, uma vez que podemos compor apenas
finitos pares da forma ko # ki < n, entdo existem ko # k1 < n tais que UGy, "UG o4k, €
infinito, um absurdo com o fato de que Gk, € G4k, s30 subconjuntos finitos e disjuntos entre

si da colegdo {Tf : & < a}, cujos elementos sdo quase disjuntos. [

Nota: O cardinal wy, crucial durante a demonstracdo do lema, ndo € forcing absoluto nem € uma
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classe forcing indestrutivel. Mas, como é bem definido em ZFC e ndo € utilizado na definicio de

P(X,{Tz : &£ < a}), tal uso no lema nao prejudica a demonstra¢io do teorema. U

A préxima construgdo, que assume CH e envolve o conjunto dos nimeros reais R , serd

importante na definicdo do contraexemplo de Kunen:

Teorema 3.7 (CH). Fixe R = {xy: y < @} e tome (Y5 : B < @) enumeragdo de todos os
subconjuntos enumeravelmente infinitos de IR. Entdo existe cole¢do de subconjuntos enumeravel-
mente infinitos de R {7y = {t}, : n < @} : @ < @ } tais que, para todo & < @y, lim, ey = Xq
(o que implica que {Ty : @ < m; } tem elementos quase disjuntos) e, para cada § < a, se xq é

ponto de acumulagdo de Yg, entdo Yg N Ty # 0.

Demonstragdo. Basta tomar f;, como sendo um real pertencente ao intervalo aberto
]xa — %,xa + H para termos lim, .7y = xq. Agora, se Zy for o conjunto de todos os Y
com 3 < « tais que Y possui xg como ponto de acumulagdo, uma vez que vale |Za| < e
tomando (Yg, : n < |Zy|) uma enumeragdo do mesmo, poderemos acrescentar um elemento de
Yp, na colegio, caso ela ainda ndo o tiver, sem destruir a convergéncia, desde que tomemos um

elemento de Yp, ﬂ}xa — %,xa + % [ O]

Definicao 3.8. Assumindo CH, o contraexemplo de Kunen para prod. ccc — knaster consiste
de P(R,{T¢ : § < @1 }), onde {T¢ : & < @} é construido como no teorema acima ao fixar uma

enumeragdo de R (xy: ¥ < @;) e uma enumeragio de [R]® (Y5 : B < ).

Kunen provou que P(R, {7 : § < @}), definido como acima, ndo satisfaz knaster, e
portanto que CH implica prod. ccc - knaster. Wage, com seu resultado descrito aqui no Lema
3.6, estendeu este resultado mostrando que CH implica wage — knaster. Essa demonstracdo de

Kunen esta inclusa na demonstragdo do Teorema 4 de (Wage, 1979) e serd replicada aqui.

Teorema 3.9 (KUNEN). Assumindo CH, o contraexemplo de Kunen P(R, {7 : § < @ }) ndo

satisfaz knaster.

Demonstracdo. Seré suficiente para os nossos objetivos mostrar que a cole¢do

{({xa} {Ta}) & < o1}

ndo possui subcole¢do de tamanho ®; com elementos compativeis 2 a 2.

O fato de R possuir base enumerdvel implica que qualquer subespaco do mesmo possui
conjunto denso enumerdvel. Fixe S C @; ndo enumerdvel arbitrdrio. Entdo {xy : @ € S} possui
um subconjunto denso enumeravelmente infinito, que € igual a Y para algum B < wy, ou seja,
vale Yg C {xq : @ € S} C Y. Tome o € S tal que @@ > 8 € xo ¢ Yg. Como este x¢ € ponto de
acumulagio de Yg, com f§ < «a, vale Ty NYg # 0. Entéo fixe xy € To N Yg. Isso implica que
o,y € S sdo tais que ({xq¢}, {7 }) e ({xy},{Ty}) sdo incompativeis. Assim toda subcolegdo de
comprimento @; {({xg},{7¢}) : & € S} possui par de elementos incompativeis. O
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Corolario 3.10. Assumindo CH, temos que wage — knaster.

3.1.1 Novos resultados

O contraexemplo de Kunen também satisfaz mezabarba,, mas antes de irmos a sua
demonstracdo, primeiro necessitamos de alguns teoremas e convengdes que facilitardo este
trabalho.

Os préximos dois teoremas referem-se a propriedades de R validas em ZFC:

Teorema 3.11. Para toda sequéncia de reais (rq : 0 < @), existe um real r tal que todo aberto

de R contendo r intercepta quantidade ndo enumerével de termos da sequéncia.

Demonstragcdo. R como espago topoldgico possui colecdo enumeravelmente infinita de inter-
valos abertos de comprimento finito que € uma base para o mesmo, tome uma delas. Por ser
enumeravel, essa base possui um aberto /y que intercepta quantidade ndo enumeravel de termos

da sequéncia.

Agora, para cada n > 1, construa por recursao o intervalo I, que satisfaca as seguintes

propriedades:

* I, C(kenlk € 0 comprimento de I, ¢ menor que 1/n;

* Os termos de (rq : @ < @) que I, intercepta é ndo enumerdvel.

Se s, representar o ponto médio do intervalo 7, entdo a sequéncia (s, : n < ®) é convergente, e
o seu limite r = lim,_;. 5, satisfaz a propriedade desejada, uma vez que todo intervalo aberto

que contém r conterd algum /,, para n suficientemente grande. [

Teorema 3.12. Toda sequéncia de elementos de R? ((xq,yq) : @ < @) que ndo intercepta a
diagonal de R (i.e. x¢ # yo para todo o < @;) possui uma subsequéncia ndo enumeravel cujo
dominio com a imagem sao desconexos (i.e. o fecho do dominio € disjunto da imagem e vice

versa).

Demonstragdo. Para cada o0 < @1, uma vez que sempre vale xq 75 Ya, t€mos xq < Yo OU Yo < Xg.-
Fazendo uma restri¢ao se necessario, podemos supor, sem perda de generalidade, que a mesma
desigualdade vale para todo &. Podemos nos restringir a demonstracao do caso xy < y¢, Uma

vez que a demonstragc@o do caso yg < X serd andloga.

Para cada @ < w; faca ro = % Desse modo, a distancia de ro a ambos xq,yq S0
. . . . . . 1 1
iguais e sempre diferente de zero, o que implica que existe n > 1 tal que ]ra —tat [ C
|xa; Y |- Fazendo uma restri¢do se necessario, podemos supor, sem perda de generalidade, que

um mesmo 7 satisfaz essa propriedade para todo valor da sequéncia.
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Fixemos agora o nosso olhar na sequéncia (r¢ : @ < @;). O teorema anterior nos garante
a existéncia de um real r tal que todo intervalo que contém r intercepta quantia ndo enumeravel
de termos da sequéncia acima. Assim, se (rq : @ € S) for a subsequéncia ndo enumeravel que
intercepta } r— rlu r+ rll [, pelas nossas hipéteses, vale xo < r < yo para todo o € S. Portanto, r

separa {xq : &t € S} e {yq : & € S} de maneira a tornar ambos desconexos entre si. U

No Teorema 3.9, assumimos CH e, com essa hipétese, fixamos uma enumerago (xq :
o < o) de R e uma enumeragdo (Y4 : @ < @) de [R]®, a partir dos quais construimos a
colecdo {Ty : o0 < m, } satisfazendo, entre outras propriedades, que cada Ty, seja imagem de uma
sequéncia enumeravelmente infinita que converge para x, sendo portanto seu unico ponto de

acumulacdo. Esse detalhe implica o seguinte resultado.

Teorema 3.13. Dado A C @; de tamanho arbitrério e o < @) tal que xo & {x¢ : § € A}, entdo
Ta N {xe : & €A} < 0.

Demonstragdo. Decorre do fato dos elementos de 7;; comporem uma sequéncia que converge
para xg, pois |Tq N {xg : § € A}| = @ implicaria que xq seria ponto de acumulagdo de {xg : § €
A}, absurdo. O

Agora podemos demonstrar o pretendido.

Teorema 3.14. Assumindo CH, o contraexemplo de Kunen satisfaz mezabarba,. De fato, ele

satisfaz mezabarbad.

Demonstragcdo. Durante a demonstragdo, para fins de simplificacdo, vamos denotar a ordem
parcial do Teorema 3.9 como P. Fixe .Zp (/) com |JycrA| = @) arbitrdrio. Se o mesmo
satisfizer o primeiro item do Teorema 2.23 para n = 1, entdo <7 |X é uma colecdo de @, elemen-
tos unitarios de .#p (/) que formam uma anticadeia no mesmo, e assim satisfaz o requisito
necessario para a mezabarba‘zl. Portanto, a partir de agora, vamos assumir a falsidade do primeiro

item e, consequentemente a veracidade do segundo.

O que iremos provar é que existe em .%p (/) uma cole¢do de w; elementos de cardinali-
dade 2 e disjuntos 2 a 2 que possui uma subcolecdo de também @, elementos tais que a unio
de dois deles quaisquer nunca € uma anticadeia em IP. Com essa estratégia, tanto faz tomar tal
colegdo de Fp (<) ou de Fp(/|X) para qualquer X C [y, A de cardinalidade m; (que, pela
hipétese do pardgrafo acima, sabemos que sempre existird pelo menos uma). Isso justificara
todas as hipdteses que faremos a respeito dos elementos de | 4., A que faremos adiante na

demonstracao.

Seja ((sq, Fo) : 0 < 1) uma enumeracdo de |Jsc,A. Parafraseando a demonstragao
do Lema 3.6, existe S C @, ndo enumerdvel tal que ambas as sequéncias (sq : @ < ®]) €

(Fq : o0 < @) tém termos distintos e disjuntos 2 a 2 e, para quaisquer a, 8 € S com o < f3, vale
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(S, Fa) L (sg,Fp) se, e somente se, valer sq NJFg = 0. Tomando X = {(s¢,Fy) : & € S} e nos
restringindo a .#p (<7 |X), podemos supor, sem perda de generalidade, que todos os elementos
de Upe s A satisfazem tal propriedade. Fazendo mais uma restri¢do do género se necessdrio,
podemos supor também que todos os termos da sequéncia (sq : @ < @) possuem a mesma
cardinalidade, digamos n, e todos os termos da sequéncia (Fy : @ < ®;) possuem a mesma

cardinalidade, digamos m.

A partir de agora, vamos fixar n fungdes f1, ..., f, : @1 — @ que representardo enumera-
¢Oes para os elementos de cada termo da sequéncia (sq : @@ < @), e m fungdes g1, ..,gm : O —
o] que representardo enumeragdes para os elementos de cada termo da sequéncia (Fy : 0t < @)

no seguinte sentido:
Para todo a < a1, Sq = {Xfl(a), ce ,an(a)} e Fy = {Tgl(a)a e 7Tgm(a)}'

Uma vez que ambas as sequéncias (sq : & < @) e (Fy : o0 < @) sdo compostas por termos

disjuntos 2 a 2, as fung¢des fi,..., fu,&1,---,&m Sa0 todas injetoras.

Uma vez que tanto a colec@o {sq : @ < @;} quanto a cole¢do {Fy : 0@ < ®;} sdo com-
postas por elementos disjuntos 2 a 2, somos capazes de construir por recursio transfinita sobre
®; um S C ®; ndo enumerdavel tal que, para quaisquer o, 3 € S com a < 3, se &,1 < @; forem
tais que xg € s¢ € Ty € Fp, ou forem tais que Tz € Fy € Xy € sg, em ambos 0s casos teremos
obrigatoriamente & < 7). Fazendo uma ultima restri¢do se necessério, podemos supor, sem perda
de generalidade, que toda a cole¢io {(sq, Fy) : 0 < @ } satisfaz essa propriedade. Esse fato serd

crucial para conseguirmos usar o Teorema 3.12 na demonstragao.

O seguinte lema serd necessdrio para o prosseguimento da demonstragao:

Lema 3.15. Dadas fungdes injetoras f, g : @] — o) tais que, para todo @ < @y, vale f(a) # g(a),
a colecdo { ({x(q)}, {Ty(e)}) : @ < 1 } possui um S C @; ndo enumerdvel tal que, para todo
acs, {Xf(g) : é GSﬂ(X}ﬂTg(a) =0.

Demonstragdo. Pelas nossas hipoteses, os pares da sequéncia ((xf(a)7xg(a)) o< 0)1) satisfa-
zem os requisitos do Teorema 3.12, portanto existe uma subsequéncia ndo enumeravel do mesmo
tal que o dominio e a imagem sio desconexos entre si. A partir de agora, vamos supor, sem perda

de generalidade, que a sequéncia inteira satisfaz essa propriedade.

Uma vez que {xf(q): & < @1} N{xy(q): & < @1} = 0, para todo a < @y, 0 conjunto
Zog=Tyx)N {x f(E) " & < o } é finito. Aplicando o lema do A-sistema na sequéncia (Zy : 0 < @),
existe S C ; ndo enumerdavel tal que (Zy : o € S) forma um A-sistema. Como a raiz desse
A-sistema € uma colegdo finita de nimeros reais, existe um 8 < @; grande o bastante de modo
que Zj, = To(o) N {xf(é) : B < & < o} ndo possuird nenhum elemento da raiz, de modo que
(Z, : o € S) é um A-sistema de raiz vazia. Fazendo essas duas dltimas restri¢des se necessdrio,

podemos supor, sem perda de generalidade, que a colecio { ({xf() }, {Ty)}) : & < @1 } é tal
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que a sequéncia (Zy : @ < ;) tem termos disjuntos 2 a 2 (ndo necessariamente distintos 2 a 2,

porém o 0 € o tinico conjunto que pode se repetir na sequéncia).

Assumindo todas as hipéteses dos dois pardgrafos acima, para todo X C @; enumeravel,
sempre existe quantidade ndo enumeravel de o@ < w; tais que {xf(é) EeXin Ty(a) =0, pois
caso contrdrio haveria & € X com x #(¢) pertencente a um ndo enumeravel de Zy da sequéncia,
e a mesma nao seria disjunta 2 a 2. Podemos entdo usar este fato para construir, por recursiao
sobre @), uma subcolecio de {({xf(a)}, {Tyw}) < @; } com os requisitos necessarios para

demonstrar o lema. L]

Dada uma colecéo de @; elementos bindrios de .#p(.27) disjuntos 2 a 2, existem enume-

ragdes (g : 00 < 1) e (Ng : & < ®;) que permitem que a colegdo seja descrita como:

{{<S§a’F§a)7(sna7Fna)}:a<w1} (*)

onde &y < Ny < .

Vamos provar agora que esta cole¢do possui uma subcolecdo de ®@; elementos que
formam uma anticadeia de .#p (o). Primeiramente demonstraremo-la para um caso particular a

partir do qual generalizaremos para os demais casos.

Caso n = m = 1: Nesse caso, a cole¢do (x) assume a seguinte forma:

Hrr et AT ) (xnma b ATam }) e <o}

Uma vez que vale &y < 7, para todo & < ®;, a ultima hipétese que assumimos antes do lema
implica f1(Ey) < g1(Ne)- Portanto, definindo as fungdes f,g: @ — ®; de modo a valerem
fla) = f1(Eq) e g(ar) = g1(Eq), as mesmas satisfazem o requisito do lema acima. Aplicando
entdo esse lema, existe S C ®; ndo enumerdvel tal que, para todo o < ®;, vale {xf(g) g €
SN} NT,q) = 0 e, por consequéncia, para todo 8,y € S com § <y, vale ({xéﬁ}, {Tég}) r
({xn, },{Ty, }). Assim, para todo & # B € S, temos

{(Séa’Féa) 7(s77a>F77a)} - {(Séﬁ’Féﬁ) 4 (Snﬁ’Fnﬁ> }

De modo que a subcolecdo

{{<S§a’Féa) ’(Srla’Fna)} ra e S}

¢ uma anticadeia em Fp (o).

Caso geral: O conjunto {(i,7) : 1 <i<n,1 < j<m} possui exatamente n - m elementos. Para
cada par (i, j) desse conjunto, podemos proceder como no paragrafo acima, mas agora fazendo
fla) = fi(éa) e g(ct) = gj(Na), € com isso provar a existéncia de um S C @; ndo enumerdvel tal
que, para todo o € S vale {xf,-(ég) :feSnaln ng(na) = (. De modo mais geral, para qualquer
S’ C w; ndo enumeravel, somos capazes de replicar o argumento do pardgrafo acima, associando
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S" a o) através de isomorfismo, e assim provar a existéncia de um S C S’ ndo enumeravel tal que,
para todo o € S, vale {xﬁ(&fg) :geSnatnTy iy, =0.

Dado ((i1, j1),-- -, (inm, Ju-m)) uma enumeracdo do conjunto {(i,j): 1 <i<n,1 < j<
m}, podemos aplicar os procedimentos do pardgrafo acima recursivamente e obter conjuntos
Spom C ... C 81 C oy, todos ndo enumeraveis e tais que, quando 1 < k < n-m, S; satisfaz o
descrito no fim do parédgrafo anterior para o par (i, ji). Com isso, o conjunto ndo enumeravel
Sy.m satisfaz a respectiva propriedade para todos os pares (i, j1),-- -, (in-m, Ju-m)- Assim, devido

ao fato que:

Sty = X)) b €
Fna = {Tgl(na)""’Tgm(na)}’

temos que, para quaisquer 3,y € Sy..,, com B < 7, vale Segg N UFy, =0, 0 que implica (s§ﬁ 7F€3) r
(sn,, Fn,). Portanto, para quaisquer & # 8 € S, vale:

(e o) G} £ { (585 ) (s )}

mostrando que S,,.,, fornece a subcole¢do desejada. U

Nota: A recursdo a qual o ultimo pardgrafo da demonstragdo acima refere se trata da recursao
transfinita sobre o ordinal e nimero natural n-m+ 1, com a vantagem de nao ser necessario
considerar o caso de ordinal limite. O procedimento deve comecar fazendo Sy = ®; e, uma vez
definido Sy, construir Si4; C Si conforme descrito nos dois ultimos pardgrafos utilizando o par
(ix+1, Jkr1)- O procedimento via recursdo é necessdrio tendo em vista que a ideia de “repetir
a demonstra¢do do caso trivial n - m vezes” ndo produziria uma demonstracdo formalmente

rigorosa.

Com tudo isso, temos o seguinte:

Corolario 3.16. Valem os seguintes fatos:

Assumindo CH:

mezabarba‘z1

I

prod. ccc +—— mezabarba, —— knaster

~_

wage

3.2 O contraexemplo de Todorcevic

Na §4 do artigo (Todorcevi¢, 1986), Todorcevi¢ trabalhou com ordens parciais 8-cc (uma

generalizacdo de ccc, onde temos ccc = @;-cc), avaliando quando tais ordens parciais satisfazem
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uma generalizacdo de knaster (usando sequéncias de tamanho 6 no lugar das de tamanho
@), ou quando o produto de duas ordens parciais 8-cc é 8-cc. Seus resultados permitiram,
segundo o préprio autor, encontrar em ZFC contraexemplos generalizados correspondentes ao
contraexemplo de Kunen, que assume CH. Com os resultados de Todorcevié, somos capazes de
derivar um novo contraexemplo para prod. ccc — knaster, com duas caracteristicas ausentes no

contraexemplo de Kunen:

 Para provar a existéncia desse contraexemplo, basta assumir que o pequeno cardinal b

(definido mais adiante) seja igual a @y, ao invés de CH;

* Assumindo CH ou b = @y, o contraexemplo de Todorcevi€ se trata de um contraexemplo

de prod. ccc — wage.

O contraexemplo de Todorcevi¢ pertence a seguinte classe de ordens parciais:

Definicao 3.17. Dados um espaco topolégico X e uma boa ordem (estrita) < para X (sendo < sua
versdo fraca), e uma funcgéo F : X — fe(X) tal que, para todo x € X, vale F(x) C{y € X : y < x},

definimos a ordem parcial .y da seguinte forma:
Fx ={s€[X]|~?:x¢ F(y) paratodo x # y em s},
ordenada pela inclusdo reversa.

Uma consequéncia do Lema 13 de (Todorcevic, 1986), ao fazer k = @ no mesmo, é que
toda ordem . acima satisfaz prod. ccc. Porém também podemos estender, através de técnica

all

de forcing, seu argumento e provar que elas satisfazem de fato *'prod. ccc, como faremos no

proximo teorema.

Teorema 3.18. Dados um espaco topolégico X com base enumerdvel, uma boa ordem < de X
e uma fungdo F : X — fe(X) satisfazendo os requisitos da Defini¢do 3.17, a ordem parcial .%x

all

correspondente satisfaz *'prod. ccc.

Demonstracdo. A demonstracdo serd através do Teorema 3.1, com P sendo a classe de ordens
parciais da definicdo acima, “propriedade” sendo “prod. ccc” e “cl” sendo “all”. Fixe ordem

parcial IP € P e um forcing () arbitrario. Os seguintes fatos sdo validos em ZFC:

* P € P se, e somente se, existem um espaco topologico X, uma boa ordem < de X e uma
fungdo F : X — fe(X) satisfazendo, para todo x € X, F(x) C {y € X : y < x}; tais que

P = .%%, de acordo com a defini¢do acima;

* < continua sendo uma relagdo de ordem nas extensdes genéricas de V2. De fato, continua
sendo uma boa ordem em qualquer uma dessas extensoes. Isso parece questiondvel consi-

derando que, em uma extensao genérica, X pode possuir novos subconjuntos que também
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precisam ter minimo. Porém, sua validade decorre do fato termos, em ZFC, a existéncia
de uma fungdo que é um isomorfismo entre (X, <) e um ordinal ¢, fun¢do que permanece

sendo um isomorfismo em qualquer extensio genérica de V©;

* X pode deixar de ser um espago topolégico em uma extensio genérica de V€, no sentido de
que o conjunto ab(X) pode ndo satisfazer mais as propriedades requeridas para o conjunto
de todos os abertos de X. Porém, se criarmos na extensdo genérica de V® uma nova
topologia para X, utilizando ab(X) como conjunto de abertos bdsicos, esse novo espago
topoldgico continua tendo base enumerével e, para qualquer x € X, F(x) continua sendo um
fechado. Portanto, o novo espago topoldgico para X, a boa ordem < e a fungdo F também
satisfazem os requisitos do primeiro item na extensdo genérica de V€, permitindo-nos

definir um novo .%x a partir destes;

¢ Sendo a classe (conjunto) [X]<® forcing indestrutivel, e o enunciado Vx,y e X x £y —x ¢
F (x) forcing absoluto, o conjunto .%x definido no item acima serd, na extensdo genérica
de V©, igual a P;

* Quanto a <p, definida a partir da relacdo D, que como enunciado é forcing absoluto,
continua sendo definida da mesma forma. Ja o 1p, que € o 0, continua satisfazendo os

requisitos necessarios.

Assim, ZFC prova que, para todo P € P, P continua pertencendo a essa classe em qualquer
extensdo genérica de VO, com Q forcing arbitrdrio. Portanto, o Teorema 3.1 diz que conseguire-
mos demonstrar o teorema se provarmos em ZFC que .%x satisfaz prod. ccc. Para isso, iremos
replicar a demonstragdo do artigo de Todorcevi¢, com todos os devidos detalhes, para clarificar
esse fato.

Lema 3.19. Dados um espago topoldgico X com base enumeravel, uma boa ordem < de X e
uma funcdo F : X — fe(X) satisfazendo os requisitos da Defini¢ao 3.17, a ordem parcial .%x

correspondente satisfaz prod. ccc.

Demonstragcdo. De acordo com o Teorema 1.1, seremos capazes de demonstrar o lema se
provaremos que a classe de ordens da Defini¢cdo 3.17 satisfaz “““ccc. Isso serd provado utilizando
o Teorema 3.1, com P sendo a classe de ordens parciais da Defini¢do 3.17, “propriedade” sendo
“ccc” e “cl” sendo “ccc”. Pelo que ja provamos antes do inicio do lema, resta provar aqui, usando

apenas ZFC, que .% é ccc. E o que faremos a partir de agora.

Fixe uma sequéncia (sq : ¢ < @;) de elementos de .#x. Uma vez que um elemento
sempre € compativel com ele mesmo, podemos supor, restringindo a uma subsequéncia se
necessario, que os termos da sequéncia sao distintos 2 a 2. Como s,t € .y serdo compativeis
se, e somente se, s\ (sN¢), ¢\ (sN¢) forem compativeis, usando esse fato junto com o lema do

A-sistema, podemos supor, fazendo uma restri¢ao se necessario, que (sq : @ < ®;) é composta
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por termos disjuntos 2 a 2. Fazendo mais uma restri¢ao se necessdrio, podemos supor que cada

termo da sequéncia tem a mesma cardinalidade, digamos n.

Seja (s),...,s%) a enumeracio <-crescente dos elementos de sq. A partir de agora,
associaremos sq A n-upla ordenada (s, ...,s"), pertencente ao espago topolégico X", que
também tem base enumerdvel. Para qualquer sequéncia (7 : & < ®;) de elementos de X,
podemos, através de recursdo transfinita sobre @y, encontrar § C @, de cardinalidade ; tal que,
paratodo &,m € S, £ < n implica t¢ < tn; 0 procedimento consiste em sempre tomar o termo
<-minimo da sequéncia com um segmento inicial suficientemente longo removido. Por causa
disso, restringindo se necessario, podemos assumir a partir de agora que, para todo 1 <i <n,

vale sé < sty quando valer § <1 < o,

Pela definigdo de .%%, para todo @ < @y, existem abertos V¥, ..., V. tais que st, € V¥ e
F(sé) NV¥ =0 paratodo 1 <i# j<n,asaber, V¥ = Ni<j<n (X\F(sé)) ; como consequéncia,
existem U, ..., UY, abertos basicos de X, que satisfazerrjlill mesma propriedade. Uma vez que
X tem base enumeréavel, fazendo uma udltima restricdo se necessario, podemos supor que 0s

mesmos abertos Uy, ..., U, satisfazem a propriedade para todo o < ;.

As suposi¢des dos dois pardgrafos acima implicam que, para quaisquer £ <1 < @; €
1 <i#j<n, {s%,s%} € Y. Portanto, para provar que sg € sy sdo compativeis, € suficiente

provar que {sé,sil} € S paratodo 1 <i<n.

Tomando {sq : @ < @;} como um subespago topoldgico de X", o mesmo terd base
enumerdvel pelo fato de X” ter. Como consequéncia, o subespaco terd subconjunto denso
enumerdvel. Logo existird B < @ a partir do qual {s¢ : & < B} serd denso no subespago. Fixe
0 > B. A defini¢do de ¥k, os fatos de valer F(x) C {y € X : y < x} e a sequéncia possuir
coordenadas <-crescente implicam que

55 € ((UI\F(SLIE>> X ... X (Un\F(S@))v

ouseja, ( (Ui \F(sh)) x...x (U, \ F(s" € um aberto ndo vazio do subespago topoldgico
B B

e, consequentemente, existe Y < f3 tal que

Sy € ((UﬁF(s};)) OREER (U”\F(S’/;))>’

0 que implica sy e sg serem compativeis (note que o fato de valer y < § foi crucial para obtermos

essa conclusio, que pode nao ser verdade com 6 no lugar de 7). ]
[

Nota: O leitor talvez questione a validade desta demonstracdo pelo fato de usar o Teorema
3.1 ndo somente na demonstracao principal, mas também na propria demonstragdo do lema,
que precisa ser feita exclusivamente em ZFC. O importante de ser ressaltado aqui € que os

argumentos envolvendo extensdes genéricas nesta demonstragcdo, assim como todas as outras
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que envolve técnica de forcing, podem ser rigorosamente formalizados como enunciados da
linguagem dos conjuntos sem nenhuma citacido de extensdes genéricas. Por exemplo, o que

dissemos no inicio da demonstrag¢io do lema era que, dados P € P e QQ ccc, o enunciado
IglFqPeP

€ um teorema de ZFC, de fato um caso particular do que provamos no inicio da demonstragao
principal, e provar em ZFC que P satisfaz “““ccc equivale a provar em ZFC que, para qualquer

Q ccc,
1glkq IP satisfaz ccc,

(omitimos, em ambos os enunciados, as mencdes necessarias a <p e 1p). Exatamente por isso
fomos enfaticos em enunciar que a parte inicial da demonstragao do teorema podia ser realizada

em ZFC: para garantir que o lema inteiro pudesse ser demonstrado em ZFC.

Definicao 3.20. Definimos em ®® a ordem (parcial estrita) <* e a ordem (parcial fraca) < da
seguinte forma: para quaisquer f,g € @?, f <* g se, e somente se, {n < @ : f(n) < g(n)} for
cofinito, e f < g se, e somente se, f(n) < g(n) para todo n < @.

O conjunto ®® munido com a topologia produto é um espago topoldgico com base
enumerdvel; o mesmo pode ser dito para qualquer um de seus subespacgos e, para qualquer
g € ®®, o conjunto F(g) = {h € ®® : h < g} é um subconjunto fechado de ®® e de qualquer

subespago que possua g.

Além disso, se tomarmos em ®® uma sequéncia <*-crescente (g,: Y < &), entdo <* é
uma boa ordem do subespago X = {gy: ¥ < o}, cuja enumeracdo € a propria sequéncia e, para
qualquer y < o, F(gy) C {gg : & < y}. Portanto, o subespaco X com a boa ordem <* e a fungio

F satisfazem os requisitos do Teorema 3.18, entdo .#x € prod. ccc.

Defini¢do 3.21. Uma colecédo Y de elementos de @® é dita <*-ilimitada em @w® quando néo

existir g € 0® tal que vale f <* g paratodo f €Y.

Agora podemos definir b. O pequeno cardinal b é o menor cardinal k¥ para o qual
existe Y C w® tal que |Y| = ke Y é <*-ilimitado em ®®. Também agora podemos definir o

contraexemplo de Todorcevic:

Definicio 3.22. Assumindo a existéncia de uma sequéncia (gq : @ < @) <*-crescente e <*-
ilimitada em @®, composta de fun¢des com valores estritamente crescentes, o contraexemplo de
Todorcevié para prod. ccc — knaster corresponde a ordem parcial #x, onde X = {gq : @ < @1 }
¢ subespago topoldgico de @?®, < é <* e F & definida como F(f) ={h€ X :h < f}. Tal

sequéncia existe caso valer b = @, que sera verdade caso assumirmos CH.

O fato do contraexemplo de Todorcevi¢ ndo satisfazer knaster se deve ao Lema 16 de
(Todorcevic, 1986). Como sua demonstracdo serd titil para provarmos que o mesmo também nao

satisfaz wage, replicaremo-lo aqui.
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Teorema 3.23 (TODORCEVIC). O contraexemplo de Todor&evié¢ ndo satisfaz knaster.

Demonstragdo. .x ndo satisfazer knaster se deve ao fato que a colecdo {{gq} : @@ < @, } viola
a respectiva propriedade, devido ao lema abaixo, que corresponde a um caso particular do Lema

16 do artigo (Todorcevi¢, 1986), quando 6 = ®; no mesmo:

Lema 3.24 (TODORCEVIC). Toda sequéncia <*-crescente e <*-ilimitadaem 0® (gq : 0t < @)

de fungdes com valores estritamente crescentes de @® possui § < ¥ < @) tais que gg < gy.

Demonstracdo. X = {gq : o < @} é um subespaco topolégico de @®, e portanto tem base
enumeravel. Entdo existe f < o tal que {gq : @ < B} é denso em X, o que implica que, para
todo § <wyen< ,existen < B tal que gn [n=ge [n.

Vamos fixar nossa atengdio agoraem {y < @; : Y > B}. Para todo y > B existe n < o tal
que gg(m) < gy(m) para todo m > n, e existe natural ng tal que os ¥ associados s@o ilimitados
em @;. Seja D" a colegdo de todos estes y. Em D', uma vez que |0™| = o, existem 7y € @™
e D C D' ilimitado em o tais que gy | no = 1y para todo y € D. A partir de agora vamos fixar

nossa atencao nesse D.

Sendo D ilimitado em @y, {gy: Y € D} também é <*-ilimitado em @®, e entdo precisa
existir pelo menos um n < @ tal que {gy(n) : Y € D} é ilimitado em ®. Tome n; 0 menor deles
(devendo valer assim n; > ng), o que implica que sup{gy(m)+1:m <n;,y € D} < @. Pela
defini¢do de ny, existe cole¢do {, : m < w} tal que a sequéncia (gy, (n1) : m < @) & injetora,
e portanto sua imagem € ilimitada em ®. Uma vez que existe n < @ tal que gy, [ n; € n™!
(conjuntos das fungdes & : n; — n) para todo m < o, valendo |n"!| < @, podemos assumir,

restringindo se for necessario, que para todo m < @, vale gy, [ ny = t; para algum #; € n"!.

Uma vez que {g¢ : § < B} é denso em X, existe § < B tal que t; C g¢ e, para este &,
existe ny > ny tal que gg(n) < gg(n), para todo n > ny, (logo ge (n) < gy, (n), para todon > ny e
m < ). Pelo fato de {gy, (n1) : m < @} serilimitado em , existe k < @ tal que g¢ (n2) < gy, (n1)
e, como todas as fungdes de X sdo estritamente crescentes, temos que gg (m) < gy (m) quando

tivermos ny < m < ny, portanto go < gy, € podemos fazer n = ¥. ]

Desse modo, dada uma sequéncia que satisfaca o lema acima, qualquer subsequéncia
de comprimento ®; da mesma também satisfard. Entdo, fixada a cole¢do {{gq} : & < @} de
elementos de .y, toda subcolegdo de tamanho ; dela terd dois elementos {g¢ },{gn} com
& < 1 tais que g¢ < gp, 0 que implica g¢ € F(gp) e, portanto, {g¢ } L {gn}. Provando que tal

colecdo viola a propriedade de knaster. L

Com isso, o teorema acima implica o seguinte resultado:

Corolario 3.25. Assumindo b = @y, vale prod. ccc - knaster.
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3.2.1 Novos resultados

Wage, em seu artigo (Wage, 1979), deixa em aberto a questdo da veracidade ou falsidade
de prod. ccc — wage (veja a pergunta “What about the fourth?” do autor na 4* pagina do arquivo,
que corresponde a (Wage, 1979, pag. 315)). O artigo (Wage, 1979) data de 7 anos antes do
artigo (Todorcevic, 1986), de modo que Wage possivelmente ndo conhecia o contraexemplo de
Todorcevié. Todorcevi€ por sua vez conhecia o contraexemplo de Kunen e o artigo de Wage, que é
o0 artigo em que o resultado de Kunen supostamente aparece pela primeira vez. Todorcevi¢ porém
ndo demonstra nem cita no artigo que seu contraexemplo também nao satisfaz a propriedade que
denoto como wage. Porém isso € uma consequéncia do Lema 16 de (Todorcevic, 1986) junto

com a propriedade w; — (@, ® + 1)2, como demonstraremos agora.

Teorema 3.26. O contraexemplo de Todorcevi¢ .#x ndo satisfaz wage.

Demonstracdo. ¥x ndo satisfard wage pelo fato da sequéncia ({g¢} : & < ®) ndo satisfazer a

definicao correspondente, devido ao seguinte lema:

Lema 3.27. Toda sequéncia <*-crescente e <*-ilimitada em 0® (g : @ < @;) de fungdes com
valores estritamente crescentes de @® possui subsequéncia de comprimento @ + @ com termos

<-compardveis 2 a 2 (i.e. sua imagem ¢ totalmente ordenada por <).

Demonstra¢do. Note primeiramente que, se & < 11 < @; sdo tais que 8¢ € gn sd0 <-comparaveis,

precisa valer g¢ < gn, uma vez que vale g <* gn.

Como cada subsequéncia de comprimento ®; também € <*-crescente e <*-ilimitada
em 0®, o Lema 3.24 implica que ndo existe subsequéncia de comprimento ®; com termos <-
incompardveis 2 a 2 (i.e. no existe par de termos <-compativeis), portanto @; — (@, @+ 1)?

implica a existéncia de subsequéncia de comprimento @ + 1 com termos <-comparaveis 2 a 2.

Podemos aplicar recursdo transfinita sobre @; no paragrafo acima e provar a existéncia de
@ conjuntos {Sg C @ : B < @} onde cada Sg tem order type @ + 1, a sequéncia (g¢ : & € Sg)
possui termos 2 a 2 <-compardveis e, para quaisquer ¥ < 8 < @, temos supSy < infSs. Fixe
éﬁ = supSg € Sg (pois Sg possul maximo). Aplicando o paragrafo acima a subsequéncia
(ggﬁ : B < o1), temos a existéncia de um T C {g : B < 1} de order type @ + 1 tal que a
sequéncia (gn : ) € T) possui termos 2 a 2 <-compativeis. Uma vez que < € transitiva, fixe
n =infT € T; entdo o primeiro pardgrafo mostra que S, UT gera uma subsequéncia com termos

comparaveis 2 a 2 com comprimento ® + @ + 1. [

Uma vez que toda subsequéncia de comprimento ®; também ird satisfazer o lema,
toda subsequéncia de comprimento @; de ({gq} : @ < @) possuird uma subsequéncia de

comprimento ® + @ que serd anticadeia, violando assim a defini¢do de wage. [

Corolario 3.28. b = m; implica que vale prod. ccc - wage, e CH implica que vale prod. ccc -+

wage — knaster.
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Podemos agora nos questionar se o contraexemplo de Todorcevic¢ satisfaz mezabarba,,
como o do Kunen. A resposta € afirmativa como veremos no préximo teorema, mostrando assim

uma semelhanca entre os dois contraexemplos.

Teorema 3.29. O contraexemplo de Todorcevi¢ .y satisfaz mezabarba,. De fato, ele satisfaz

mezabarbas.

Demonstragao. Fixe Z 4, (/) arbitrario. Como na demonstragido do Teorema 3.14, podemos
restringir nossa demonstracdo ao caso em que a primeira propriedade do Teorema 2.23, quando

n = 1, é falsa, e consequentemente a segunda € verdadeira.

Nossa estratégia serd igual a da demonstracao do Teorema 3.14, iremos encontrar uma
colecdo de @; elementos bindrios e disjuntos 2 a 2 de .%o, (<) que possua uma subcole¢do ndo
enumeravel cuja unido de dois elementos quaisquer ndo € anticadeia de .. Por isso, devido
aos mesmos argumentos do segundo pardgrafo daquela demonstracdo, serdo justificaveis as

suposicdes que faremos sobre os elementos de (J,¢ A a partir do proximo pardgrafo.

Sabemos por defini¢do que, para quaisquer a,b € .%x temos a | b se, e somente se,
a\ (anb) L b\ (anb). Assim, aplicando o lema do A-sistema com esse fato, podemos assumir,
sem perda de generalidade, que os elementos de | J4c A sdo 2 a 2 disjuntos. Podemos assumir
também, sem perda de generalidade, que cada um desses elementos possui a mesma cardinalidade,

digamos n.

Com as hipéteses assumidas até agora, os ®; elementos de (J,c s A sdo da forma

Fg :{gé?...,gén}lél <...<§n<(01,

onde £ < m,. Sendo eles disjuntos 2 a 2, podemos tomar uma subcolecéo ndo enumeravel da
mesma {Fy : o € S} tal que, para todo & < 1 € wy, vale &, < 1. Podemos supor entdo, sem

perda de generalidade, que J4 A consiste exclusivamente dessa colegdo.

Por todas as nossas hipéteses formuladas, .# ., (.27) possui uma cole¢do de @; conjuntos

bindrios disjuntos 2 a 2, cujos elementos serdo descritos como

Ga:{{gal,...,gan},{gan+1,...,ga2n}} . a] < e < OCzn,

para cada @ < @;. Uma vez que nenhuma fungéo go, em G ira ira aparecer em outro Gg,
com o # f3, podemos assumir, sem perda de generalidade, que a cole¢ao tomada € tal que vale

8oy, <* gp, sempre quando valer o < fB.

Como vale assim gq, <" gq; sempre quando tivermos 1 <i < j < 2n, existird k < @
tal que a sequéncia (gq, (k) : 1 <i < 2n) seja estritamente crescente; e podemos supor, fazendo
uma restricdo na sequéncia G, se necessario, que seja 0 mesmo k < @ para todo @ < @.
Fazendo uma tltima restri¢do na sequéncia G, se necessario, podemos supor que a sequéncia

(8¢; (k) : 1 <i<2n) sejaigual para todo ov < @;. Com tudo isso, para todo o < B < @y, sempre
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que tivermos 1 <i<nen+1 < j < 2n, teremos 8a; > 8p;» implicando 8o y{ gp;» € portanto
{8cpi1> -1 8ann ) £ {8p,>---»&p,}- Concluindo assim que teremos G, 1. Gg sempre quando valer
o < B <y, sendo tal colegio de conjuntos bindrios uma anticadeia em . o, (#7). O

Com tudo isso concluimos o seguinte:

Corolario 3.30. Valem os seguintes fatos:

Assumindo CH:
mezabarba%1
prod. ccc mezabarba, —— knaster
\ wage
Assumindo b = w;:
mezabarbad
prod. ccc mezabarba, —— knaster

\\ {

wage
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CAPITULO

CONTRAEXEMPLOS DE CCC IMPLICA
PROD. CCC

4.1 O caso das arvores

Uma arvore consiste de um conjunto parcialmente ordenado 7 tal que, para qualquer
x €T, oconjunto {y € T : y < x} (denotado segmento inicial de x) é bem ordenado. O order
type de {y € T : y < x} é definido como a altura de x e é denotada hty(x). O conjunto de todos
os elementos de altura oo em uma drvore 7 é denotado Lev (7 ), e podemos denomind-lo nivel
o da arvore T (porém ndo usaremos esse nome no texto). A altura da arvore 7T corresponde

ao menor ordinal « tal que Levy(7T) = 0, e a denotaremos ht(7').

Todo subconjunto de uma arvore também serd uma arvore se munirmo-lo com a mesma
ordem. Faremos amplo uso dessa convencao ao longo do texto, a maioria das vezes de forma
implicita. Porém, um tipo de subconjunto em particular da drvore tem grande importancia na

literatura e serd muito util definir também aqui, ele € o seguinte:

Definicao 4.1. Um subconjunto S de uma arvore 7', munido com a mesma ordem de 7, € dito
ser subarvore de 7' quando valer, para cada x € S, htg(x) = htr(x), isto é, quando a altura de

cada elemento manter-se inalterada.

Na literatura, uma arvore também ¢é considerada uma ordem parcial, porém com as

seguintes “modificacdes’:

* O sentido da ordem € invertido. Assim, dados p,q € T, teremos “p < g na ordem parcial
T” se, e somente se, valer “p > g na arvore 7. Se isso ndo fosse feito, paranenhum p € T
existiriam r,s < p tais que r L s (um p com essa propriedade é denominado dtomo) e tal

ordem parcial ndo geraria nenhuma extensao genérica ndo trivial na técnica de forcing;
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* Precisaremos incluir implicitamente um elemento que sirva como 17, pois caso contrario

uma arvore s6 o teria se Levy(7) fosse unitario.

Esse serd o tratamento padrao ao longo desse texto para as arvores dentro do contexto de ordens

parciais e técnica de forcing.

Com as definicdes acima, dois elementos de uma arvore x,y € T serdo compativeis se, €
somente se, valer x <y ou y < x, isto é, quando eles forem compardveis. Uma subcolecido de T
com elementos compativeis 2 a 2 serd totalmente ordenada, isto €, uma cadeia de T. Uma cadeia
maximal de 7' corresponde a uma subdrvore de 7 totalmente ordenada, que ndés chamaremos de

ramo de 7'. Para todo o < ht(T'), Levy(T) € uma anticadeia maximal de 7.

Na época do artigo (Galvin, 1980), onde € apresentado o contraexemplo de Galvin para
ccc — prod. ccc, a reta de Suslin ja era um conhecido contraexemplo da mesma afirmagio
(demonstrado no livro de Kunen de mesma época do artigo, (Kunen, 1980)), s6 que assumindo

~SH (ja conhecido como independente de ZFC + CH na época).

A hipotese de Suslin, ou SH, é a hipétese da ndo existéncia de uma reta de Suslin ou,

equivalentemente, a ndo existéncia de uma drvore de Suslin, definida a seguir:

Definicio 4.2. Uma arvore de Suslin € uma arvore S ccc de altura @ que nao possui nenhum

ramo de altura @;. Como consequéncia, Levy(S) é enumerdvel para qualquer o < @; = ht(S).

Se X é uma reta de Suslin, entdo X2 ndo é ccc (ver Lema 4.3 Cap. II § 4 de (Kunen,

1980)). O mesmo ocorre com a arvore de Suslin, como provaremos a seguir:

Teorema 4.3. Para toda arvore de Suslin S, a ordem parcial S2 ndo é ccc.

Demonstragdo. Nés vamos construir uma anticadeia {(xq,vq) : & < @} de S? que satisfaz,
para todo & < @1, x¢ L yq, estratégia similar a adotada na demonstracdo do Lema 4.3 do Cap.

IT § 4 de (Kunen, 1980) para a reta de Suslin. A demonstrag@o serd por recursao sobre ;.

Para um dado o < @y, uma vez jé construida a anticadeia { (xg,yg) : § < a} comxg L yg
para todo § < «, tome A = (Jg o {xe,ye } € faga y = sup{hts(z) : z € A}. Uma vez que Levy(S)
¢ enumerdvel, existe w € Levy(S) tal que {w’ € S : w <w'} é ndo enumerével, fixe um w com
essa propriedade. Para todo z € A, se z € compativel com w, entdo vale z < w, de modo que
{z € S :z<w} contém todos os elementos de A compativeis com w. Pelo fatode {z € S: z < w}
ser uma cadeia, nenhum & < o vai possuir ambos Xg,yg na mesma, de modo que nenhum
w' > w serd compativel com ambos x¢, ye, qualquer que seja § < «. Sendo {w' € S:w < w'}
nao enumeravel e S uma arvore de Suslin, existem x, yo > W incompativeis entre si, € entao
(Xa,yar) € incompativel com cada elemento de {(x¢,ye) : & < a}. Isso conclui a demonstragio

por recursao. O]

O teorema acima implica entdo o seguinte:
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Corolario 4.4. Uma arvore de Suslin ndo é pot. ccc.

A pergunta em mente agora €: E quanto as demais arvores? Quando uma arvore ccc € um
contraexemplo de ccc — prod. ccc? De fato, toda drvore ccc que ndo satisfaga knaster ja implica

a existéncia de uma arvore de Suslin em seu interior:

Teorema 4.5. Se T € uma arvore ccc que ndo satisfaz knaster, entdo 7 contém um subconjunto

que € arvore de Suslin.

Demonstragdo. Fixe uma arvore T satisfazendo os requisitos do teorema. Como € evidente que
T satisfard knaster se tivermos |T| < @, precisa valer |T| > ;. Tome S C T com |S| = ®; que
viola a defini¢do de knaster. Uma vez que a compatibilidade/incompatibilidade de qualquer par
de elementos em S € preservada como ela € em 7, S é uma arvore com @, elementos, é ccc e ndo

possui ramo de comprimento ®g, ou seja, S € uma drvore de Suslin. [l

Isso mostra que a existéncia de uma arvore que nao satisfaz knaster ja implica a existéncia

de uma reta de Suslin, que ndo satisfaz pot. ccc. Entdo temos o seguinte corolério:

Corolario 4.6. ccc — pot. ccc implica SH. Como consequéncia, ccc — prod. ccc implica SH.

O préximo teorema mostra que, além disso, uma arvore de Suslin também ndo satisfaz

mezabarba® (Defini¢do 2.5).

Teorema 4.7. Para toda arvore de Suslin S, a ordem parcial Fg(S) (ver Definigdo 2.1) é ccc.

Demonstragdo. Fixada uma arvore de Suslin S, suponha por absurdo a existéncia de uma
anticadeia de tamanho @; {s¢ : & < ®;} em Fg(S). Podemos supor, sem perda de generalidade,
que os elementos da anticadeia sdo disjuntos 2 a 2 e cada um tem a mesma cardinalidade n. Uma
vez que a sequéncia (sq : & < @) tem termos disjuntos 2 a 2 e Lev/(S) é enumerdvel para cada
o < o, existe uma subsequéncia (sq : & € R) de comprimento ®; tal que, para todo @, 8 € R
com o < f3, a altura de qualquer elemento de s, é maior do que a altura de qualquer elemento
de sg. Fazendo uma tltima restri¢do se necessario, podemos supor que toda a sequéncia satisfaz
essa propriedade. Por inducao sobre n > 1, vamos provar que qualquer valor possivel para essa

cardinalidade gera um absurdo.

Cason=1: Se {{xq} : @ < w; } fosse anticadeia, terfamos que {x¢ : &t < @; } seria uma
cadeia de tamanho w; de S, pertencendo entdao a um ramo com comprimento @;, absurdo com o

fato de S ser arvore de Suslin.

Passo indutivo: Uma vez supondo a inexisténcia de anticadeia de tamanho ®; com
elementos disjuntos 2 a 2 e de cardinalidade n, vamos provar a inexisténcia de tal anticadeia
com elementos agora de cardinalidade n + 1. Suponha por absurdo a existéncia de tal anticadeia

{sa:a< o}
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Vamos construir, para cada o < @y, as fungdes fo : @ — @) € go : ® — S, de modo que

sejam satisfeitos os seguintes requisitos:

* Paratodo @ < w, fy € g¢ sdo fungdes <-crescentes respectivamente nas ordens de @, e da
drvore S. Além disso, para todo k < @, vale gq(k) € 57, (k) € a sequéncia (s, ) \ {ga(k)} :
k < @) tem termos compativeis 2 a 2, implicando que Uy (S, (1) \ {8« (k) }) € anticadeia
de S;

* Para quaisquer o < B < @1 e k,m < @, valem fy (k) < fg(m) e ga(k) < gg(m).

Caso conseguirmos fazer essa construgdo, teremos que a cole¢do {gqy(n) : o < w1,n < @} serd
uma cadeia de tamanho @; em S, um absurdo com o fato da reta de Suslin ndo ter ramo de altura

1, concluindo a demonstracdo do teorema. A construcao seré feita por recursiao sobre @;.

Caso oo = 0: Para cada 6 < @y, escolha um xg € sg arbitrdrio e faga t5 = 55\ {x5}. Como a
sequéncia (t5: 0 < ;) é composta de termos de cardinalidade n, a hipétese que nds fizemos no
inicio do passo indutivo implica que nem a sequéncia nem nenhuma de suas subsequéncias de
comprimento @ sio anticadeias. Entdo a propriedade @; — (@;, ® + 1)? implica a existéncia
de uma subsequéncia (t5, : k < @) de comprimento @ cujos termos sdo compativeis 2 a 2. Uma
vez que (sg, : k < @) € anticadeia, a sequéncia ({xs, } : k < @) serd anticadeia. Uma vez que, por
hipétese, os termos da sequéncia (xs, : n < @) tém alturas estritamente crescentes, segue que a

sequéncia em si € estritamente crescente. Portanto, basta fazer fo(k) = & e go(k) = x5, .

Caso o = 3 + 1: Vamos concentrar nossa atengdo nas sequéncias (gg(k) : k < @) e (sz 0\
{gp(k)} : k < ®). Seja y = sup{fg(k) +1:k < @} e tome § > y. Uma vez que Uk<a)(sfﬁ(k)\
{gp(k)}) € anticadeia de S e cada elemento de s tem altura estritamente maior que a altura dos
elementos de qualquer s f3(k)> que ¢ incompativel com sg, cada x € 55 s6 pode ser compardavel com
no miximo um elemento da anticadeia; de modo que precisa existir um yg € s compardvel com
todos os gg (k). Fagats = s\ {ys }. Podemos parafrasear o argumento do pardgrafo acima, agora
para a sequéncia (t5 : Y < 8 < @), mostrando que @; — (@1, ® + 1)? implica a existéncia de
subsequéncia (t5, : k < @) com termos compativeis 2 a 2, sendo (ys, : k < @) cadeia estritamente
crescente. Com tudo isso, se fizermos fo (k) = & € ga(k) = ys,, todos os requisitos exigidos

para essas fungdes serdo satisfeitos.

Caso « = v ordinal limite: Faca B = sup{fz(k) +1:& < 7,k < }. Estendendo o resultado
do inicio do parédgrafo anterior, temos que, para todo & < vy e § > 3, existe x € s5 que é
compardvel com todo g¢ (k). Como sg tem finitos elementos e sdo infinitos os & < 7, existe um
¥s € ss que é compardvel com todos os elementos da cole¢do {g¢ (k) : § < 7,k < ®}. Agora,
fazendo 15 = s5 \ {5}, podemos repetir a parte final do pardgrafo acima, aqui para a sequéncia
(ts : B> 6 < @), obtendo as subsequéncias (15, : k < ) e (ys, : k < ) tais que, ao definir
fy(k) = O e gy(k) = ys,, as fungdes fy, gy terdo seus requisitos exigidos satisfeitos. O

Por fim, temos o seguinte resultado:
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Corolario 4.8. ccc — mezabarba® implica SH.

4.2 O contraexemplo de Galvin

Dado um conjunto A, uma particao de A consiste numa cole¢cdo de subconjuntos de A
disjuntos 2 a 2 cuja unido € o conjunto A inteiro. O Teorema 3.3 do artigo (Galvin, 1980), ao se

assumir CH e fazer X = ® no mesmo, implica o seguinte resultado:

Teorema 4.9 (GALVIN). Assumindo CH, existem duas ordens parciais ccc cujo produto ndo €
ccc. Essas duas ordens sdo do tipo P(@;, K ) e P(®;, K;) (Defini¢do 2.24), onde vale K; N K, = 0.

Como consequéncia, podemos tomar K| e K, de modo que eles formam uma parti¢do de [®; ]2.

Definicao 4.10. Assumindo CH, o contraexemplo de Galvin para ccc — prod. ccc consiste em
qualquer uma das ordens parciais ccc P(w;,K)) e P(w;,K>) onde K e K>, formam uma partigio
de [0)1]2.

O mérito do contraexemplo de Galvin, que corresponde a um caso particular do Teorema
3.3 do artigo acima, € o fato de ele necessitar a assun¢do de CH, ao contrério de ~SH da secao

anterior. Com ele e o Coroldrio 2.31, temos que:

Corolario 4.11. Assumindo CH, vale o seguinte:

ccc® —— prod. ccc*

! T

ccc —— prod. ccc

Ou seja, o contraexemplo de Galvin também € um contraexemplo de ccc® — prod. ccc”.

Olhando mais de perto a demonstracdo do teorema de Galvin, se percebe que sua
demonstracao nao requer todo o poder fornecido pela assun¢do de CH para poder provar a
existéncia do contraexemplo. Ela requer apenas assumir umas poucas afirmagdes envolvendo
dois pequenos cardinais que podemos inferir a partir da demonstracdo de Galvin. Meu objetivo
nesta secao € definir esses dois cardinais e descrever os “requisitos minimos”’ necessarios para

provar a existéncia do contraexemplo de Galvin junto com a respectiva demonstragao.

Os dois pequenos cardinais implicitamente envolvidos na demostracdo de Galvin pre-
cisardo ser definidos nesse texto, e também precisaremos demonstrar que eles satisfazem de
fato os requisitos de pequenos cardinais, uma vez que nao encontrei referéncias dos mesmos ou
de versdes equivalentes na literatura. O primeiro pequeno cardinal serd denotado ¢, enquanto o

segundo serd denotado f. Para simplificar as defini¢cdes, adotaremos a seguinte notagao:
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Definicao 4.12. Dados dois conjuntos arbitrarios A e B, diremos que A estd quase contido em B,
denotando A C* B ou B *D A, quando valer |A \ B| < .

4.2.1 O pequeno cardinal e

¢ possui 4 formas equivalentes de ser definido. Elas serdo enunciadas e suas equivaléncias

demonstradas antes de fazermos a defini¢ao formal do mesmo.

O préximo teorema assegurara que vale @ < e < ¢ =2¢:

Teorema 4.13. Cada uma das 4 propriedades abaixo possui um cardinal k satisfazendo-a,
e qualquer cardinal x que satisfaz pelo menos uma dessas propriedades precisa satisfazer
o<kK<c

1. Existe colegdo de k subconjuntos enumeravelmente infinitos de [@;]<?, {Ey : @ < K},
com cada Ey composto de elementos disjuntos 2 a 2; tal que, para todo F' subconjunto ndao

enumerdvel de [0;]<® com elementos disjuntos 2 a 2, existe & < k com Eq C* F;

2. Existe colec¢@o de k subconjuntos enumeravelmente infinitos de [@]<?, {Eq : @ < K},
com cada E, composto de elementos disjuntos 2 a 2; tal que, para todo F subconjunto nao

enumerdvel de [@;]<® com elementos disjuntos 2 a 2, existe @ < kK com Ey C F;

3. Existe colecdo de k subconjuntos enumeravelmente infinitos de [@]<%, {Eqy : o < Kk}, tal

que, para todo F subconjunto nio enumeravel de [;]<?, existe & < k com Ey C F;

4. Existe colegdo de k subconjuntos enumeravelmente infinitos de @y, {Eq : o < Kk}, tal que,

para todo F subconjunto ndo enumeravel de wy, existe & < Kk com Ey C F.

Demonstra¢do. Em cada um dos 4 itens, existe uma cole¢do {Eqy : @ < 2%} que satisfaca o
mesmo; de fato, ela serd a maior colegdo possivel, tal que todas as demais cole¢des {Ey : @ < K}
que satisfardo o mesmo item serdo subconjuntos desta. Pois, em cada item, dado uma F que
satisfaca o requisito do mesmo, todo E C F enumeravelmente infinito pertencerd a esta colecao
maximal. Isso mostra ndo apenas que c¢ satisfaz cada uma das 4 propriedades, como também o

fato de todo K que satisfaga pelo menos uma das mesmas ira satisfazer k < c.

Agora, em cada item, fixe cole¢do {E, : n < ®} enumeravelmente infinita e condizente
com o0 mesmo. Iremos provar que tal cole¢do nio pode satisfazer a respectiva propriedade exigida
no item. Nos trés primeiros itens, isso se deve ao fato de existir ¢ < ®; tal que | JE, C o para
todo n < @, de modo que todo F que satisfazer o N|JF = 0 ndo satisfard o exigido. No quarto
e tltimo item, isso se deve ao fato de |, , En ser enumerdavel, logo F = ®; \ U, < Ex Viola o

exigido. Isso prova que todo k que satisfazer a0 menos um dos itens acima satisfard @ < k. L[]

O proximo teorema apresentard os 4 enunciados que definem ¢ e provard suas equivalén-

cias:
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Teorema 4.14. Sao iguais os cardinais K que satisfazem qualquer uma das propriedades abaixo:

1. O menor cardinal k para o qual existe colecdo de kK subconjuntos enumeravelmente
infinitos de [w;]<®, {Eq : & < K}, com cada E, composto de elementos disjuntos 2 a 2;
tal que, para todo F subconjunto ndo enumeréavel de [@;]<® com elementos disjuntos 2 a
2, existe ¢ < K tal que Eq C* F;

2. O menor cardinal K para o qual existe colecdo de kK subconjuntos enumeravelmente
infinitos de [w;]<®, {Eq : & < K}, com cada E, composto de elementos disjuntos 2 a 2;
tal que, para todo F subconjunto ndo enumeréavel de [@;]<® com elementos disjuntos 2 a
2, existe o < K tal que E C F;

3. O menor cardinal K para o qual existe colecdo de kK subconjuntos enumeravelmente
infinitos de [@;]<?, {Ey : o0 < Kk}, tal que, para todo F subconjunto ndo enumeravel de
[01]<?, existe @ < Kk tal que Eq C F;

4. O menor cardinal k¥ para o qual existe cole¢cdo de K subconjuntos enumeravelmente
infinitos de w, {Eq : @ < K}, tal que, para todo F subconjunto ndo enumeravel de @y,
existe o < K tal que Eq C F.

Demonstracdo. O teorema anterior assegura que cada uma das definicdes acima gera um pe-
queno cardinal bem definido. Vamos chamar os pequenos cardinais definidos pelos item 1, 2, 3 e

4, respectivamente, de ey, ¢, ¢3 € ¢4. Nosso objetivo € provar ¢; = ¢x = €3 = ¢4.

¢; = ep: Toda colegdo {Eq : & < K} que satisfaz o item 2 satisfard automaticamente o
item 1. Por outro lado, dada uma cole¢do {Ey : @ < K} que satisfaga o item 1, para cada o < K,
fixe (E : n < ®) enumeracdo de todos os subconjuntos de Eq tais que |[Eq \ El| < o, para
todo @ < k. Assim, {E} : a < k,n < @} também terd cardinalidade x (uma vez que K > ®) e
satisfard o item 2 pois, dado F C [®;]=® ndo enumerdvel com elementos disjuntos 2a2e @ < K
tal que Eq C* F, o conjunto E;, = Eq NF C F seré igual a algum EJ..

¢y = e3: Dada colegdo {Ey : o < k} que satisfaca o item 3 e F C [®;]<® ndo enumerdvel
com elementos disjuntos 2 a 2, qualquer & < k que satisfaga E, C F precisa ser tal que Ey tem
elementos disjuntos 2 a 2; portanto o subconjunto de todos os elementos de {Ey : @ < k} com
essa propriedade satisfaz o item 2, o que significa ¢; < e3. Agora, fixe colecdo {Ey : @ < K} que
satisfaca o item 2 e tome F' C [@;]<® ndo enumerdvel. O lema do A-sistema implica a existéncia
de um F’ C F que é um A-sistema com raiz r € [@;]<®. O conjunto F" = {x\r:x € F'}
¢ ndo enumerdvel com elementos disjuntos 2 a 2, tendo assim o < kK com E, C F”. Entdo,
fazendo E}, = {xUr : x € Eq}, vale El, C F' C F. Esse argumento implica que a colegdo
{E} - a < k,x € [01]5“}, que também possui cardinalidade k pelo fato de valer k > , satisfaz
o item 3, concluindo que ¢3 < ¢).

¢e3 = ¢4: Uma vez que |[@;]<?| = o, existe uma bije¢do I : [0;]~® — @; entre os

mesmos. Dada uma colecdo {Ey : o < K} que satisfaga o item 3, a cole¢do das imagens de cada
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um de seus elementos por / satisfard o item 4 e, de modo andlogo, a cole¢do das imagens inversas
de I dos elementos de uma colegdo {Ey : @ < K} que satisfaz o item 4 ird satisfazer o item 3.

Isso mostra a igualdade desejada. ]

Definicao 4.15. Definimos como ¢ o pequeno cardinal que satisfaz qualquer uma das 4 proprie-

dades do teorema acima.

4.2.2 O pequeno cardinal f

f também possui 4 formas de ser definido, e iremos enuncid-las e provar suas equivalén-

cias antes da defini¢do de fato do pequeno cardinal.
A seguinte definicdo serd util para simplificar a descri¢do das propriedades:

Definicdo 4.16. Dizemos que uma colecdo A € rara se, e somente se, todo a € |J,c4 x pertencer

a no maximo finitos elementos da colec¢ao.

Desse modo, toda cole¢do de elementos disjuntos 2 a 2 € rara, porém nem toda cole¢do

rara terd elementos disjuntos 2 a 2.

O préximo teorema garantird que tenhamos @ < f < c¢:

Teorema 4.17. Cada uma dos 4 enunciados abaixo possui um cardinal x que o satisfaz, e todo

cardinal k que satisfaca pelo menos um dos mesmos precisa satisfazer ® < k < «.

1. Existe cole¢do de k subconjuntos enumeravelmente infinitos de [@]<?, {Fy : o < K},
onde cada Fy € raro; tal que nenhuma parti¢do X, X do conjunto @ satisfaz, para todo

o<k {xeFy:xCX}|=w,ondei=1,2;

2. Existe colegdo de k subconjuntos enumeravelmente infinitos de [@]<?, {Fy : a < k},
onde cada F, é composto por elementos disjuntos 2 a 2; tal que nenhuma particdao Xi, X,
{xeFy:xCX}|=w,ondei=1,2;

do conjunto  satisfaz, para todo @ < K,

3. Existe cole¢do de k subconjuntos enumeravelmente infinitos de [@]<?, {Fy : a < k},
onde cada Fy, é raro; tal que nenhuma parti¢do {X, : n < @} do conjunto ® satisfaz, para

todo o < K, [{x € Fy : x C X;}| = w, onde i < w;

4. Existe cole¢do de k subconjuntos enumeravelmente infinitos de [@]<®, {Fy : @ < k}, onde
cada Fy, é composto por elementos disjuntos 2 a 2; tal que nenhuma parti¢do {X, :n < @}
do conjunto o satisfaz, para todo a < k, [{x € Fy : x C X;}| = @, onde i < .

Demonstracdo. Para cada item, existe uma cole¢do { Fy, : o < 2} que satisfaz o mesmo, de fato
ela serd a maior colegdo possivel, tal que todas as outras cole¢des {Fy, : @ < K} que satisfardo

serdo subconjuntos da mesma. Pois, em cada item, uma vez fixada uma particio arbitraria de @ e
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sendo X; um elemento da partigdo, o conjunto {{n} : n € X;} pertencerd a {Fy, : a < 2%}, sendo
igual a F para algum & < 2®. Porém, para todo X; com j # i, teremos {x € Fr:xC X} =0.
Isso mostra ndo apenas que K = ¢ satisfaz todos os itens, mas também que todo cardinal K que

satisfaz pelo menos um dos itens deve ser tal que k < c.

A demonstracio de que precisa valer @ < kK em qualquer um dos itens € uma consequén-
cia do seguinte lema mais geral, que corresponde a uma consequéncia do Lema 3.2 no artigo

(Galvin, 1980), citado sem demonstragdo, ao se fazer X = ® no mesmo:

Lema 4.18. Dado um conjunto A arbitrério, toda colecdo {I, : n < @} de subconjuntos raros
enumeravelmente infinitos de [A]<® pode ser associada a uma parti¢do {A;:i < ®} de A de

modo que valha, paratodon < o, [{x € I, : x C A;}| = o, para todo i < .

Demonstragcdo. Se A for finito, ndo ird existir nenhuma cole¢do {/, : n < @} como enunciada,
logo o lema serd verdadeiro por vacuidade. Assim, podemos supor a partir de agora que A é

infinito.

Sendo A infinito, para todo subconjunto finito x de A temos ndo somente que A \ x
também € infinto, como também que, para toda colec¢éo {, : n < @} como no enunciado, o fato
de, por hipétese, I,, ser rara para todo n < @ implica que s6 existem finitos y € I, com yNx # 0.
Tendo isso em mente, fixe uma colegdo {I, : n < @} como no enunciado. Vamos construir por

recursdo sobre k < m a particdo associada de que o lema fala.

O procedimento de recursdo construird sequéncias ((Af‘ <o) k< a)) que satisfardo

as seguintes propriedades:

 Para qualquer k, os termos de (Af (i< o) sdo disjuntos 2 a2 e J;- wAi-‘ ¢ finito;

* Sempre que tivermos j < k, vale AIJ‘.H = A’]‘. U Umger]ﬁ onde x% € I,,, os elementos de
{xpx : j,m < k} sdo disjuntos entre si e disjuntos de |J;.,A¥ e, para cada k > i, vale
AR — Ak,

Faremos A? = () para todo i < @ e o ultimo item acima servird de passo de indugdo. Isso é
possivel pois, uma vez que | J; wAf é finito, podemos encontrar {x;, : j,m < k} disjuntos entre si

e disjuntos de U,-<G,Af tais que x;, € I, para quaisquer j,m < k, sabendo que | J j< X}, serd finito.
m<k

Procedendo dessa forma, a sequéncia (A; = U« wAf? :i < o) sera disjunta 2 a2 e satisfard
{x €1, :x CA;j}| = @ paratodo i,n e, para criarmos uma parti¢do de A a partir dos termos da

sequéncia, basta incluir A \ J;,A; em qualquer um dos A;. ]
O

O proximo teorema vai enunciar as 4 afirmagdes definidoras de f e provard a equivaléncia

das mesmas:
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Teorema 4.19. E igual o cardinal k que satisfaz qualquer uma das 4 propriedades abaixo:

1. O menor cardinal x para o qual existe colecdo de subconjuntos enumeravelmente infinitos
de [0]<?, {Fy : @ < '}, onde cada Fy, é raro; tal que nenhuma parti¢do X;, X, do conjunto
o satisfaz, paratodo a < k, |[{x € F : x C X;}| = @, onde i = 1,2;

2. O menor cardinal k para o qual existe cole¢ao de subconjuntos enumeravelmente infinitos
de [@]<?, {Fy : @ < K}, onde cada Fy, é composto por elementos disjuntos 2 a 2; tal que
nenhuma particdo X, X, do conjunto o satisfaz, para todo o < k, |[{x € Fy : x C X;}| = o,

onde i =1,2;

3. O menor cardinal K para o qual existe colecdo de subconjuntos enumeravelmente infinitos
de [@]<?, {Fy : @ < K}, onde cada Fy, é raro; tal que nenhuma parti¢éo {X, : n < @} do
conjunto @ satisfaz, para todo a < k, |{x € Fy : x C X;}| = @, onde i < w;

4. O menor cardinal x para o qual existe colecao de subconjuntos enumeravelmente infinitos
de [@]<?, {Fy : @ < K}, onde cada Fy, é composto por elementos disjuntos 2 a 2; tal que
nenhuma parti¢do {X, : n < ®} do conjunto o satisfaz, para todo a < k, |[{x € Fy : x C
Xi}| = o, para todo i < ®.

Demonstragdo. O teorema anterior prova que qualquer k¥ como acima satisfaz @ < k¥ < c.
Vamos chamar o pequeno cardinal que cada item define, respectivamente, de {1, 2, f3 € 4. Nosso

objetivo é provar f| = f» = f3 = fs.

Primeiramente, toda colecdo {Fy : o < K} que satisfaz o item 2 satisfard o item 1, e uma

que satisfaz o item 4 satisfard o item 3, isso implica f; < f> e f3 < fa.

Agora, fixada uma colecdo {Fy : @ < x} que satisfaga o item 1 ou o item 3, uma vez
que, para todo x € Fy, s6 existem finitos y € Fy, com x Ny # 0, existe F), C F, enumeravelmente
infinito, com elementos 2 a 2 disjuntos e, ndo importa como ele tenha sido construido, se X C @
é tal que |{x € Fy : x C X }| < @, F}, também satisfard o mesmo. Portanto {F}, : a < K} também
satisfard respectivamente o item 2 ou 4 (e sua cardinalidade pode ser menor ou igual a k),

implicando entdo f, < f1 e f4 < f3. Logo j4 temos f| = f2 e §3 = fa.

A partir de agora na demonstra¢do, vamos supor sempre que A € um cardinal menor do
que o pequeno cardinal do item citado, ou seja, toda colecdo {Fy : @ < A} ndo ird satisfazer o

respectivo item.

No caso dos itens 3 ou 4, dada uma particdo {A; : i < @} que viola o respectivo item
para a colecdo {Fy : o0 < A}, isto &, vale |[{x € Fy : x C A;}| = @ para quaisquer @ < A e i < w;
tomando Ap € A1 da mesma e incluindo (J,<;,A; em qualquer uma destas, sempre teremos uma

parti¢cdo com 2 elementos e a mesma propriedade, implicando entdo que vale f3 < fj e f4 < fs.

Para os itens 1 ou 2, vamos mostrar que o fato de toda colecdo {Fy : o« < A} violar

o respectivo item implicard a mesma violagdo respectivamente para os itens 3 ou 4; isso im-
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plicard f; < 3 e f» < f4, implicando assim a validade de f; = f3 € {2 = 4, concluindo a nossa

demonstracao.

A estratégia de demonstragcdo para ambos os itens € idéntica e ela segue os seguintes

passos:

Fixe {Fp:a <A}eX C wtaisque [{x € Fy :x CX}| = w paratodo o < A (logo X é
infinito). Tome F), = {x € Fy : x C X}, para todo ot < A, e uma bije¢do entre X e ®. Projetando
a colegdo {F,, : oo < A} através dessa bijegdo temos a existéncia de uma cole¢do {Gy : 0t < A}
(cuja cardinalidade pode ser estritamente menor que A) admissivel aos requisitos do item e, pela
prépria hipdtese que assumimos, existe parti¢do By e By de  tal que |[{x € Go : x C B;}| = ®
para quaisquer & < A e i =0, 1. Retornando aos conjuntos originais a partir da inversa da bije¢do
entre X e m, o ultimo resultado implica que X pode ser particionado em dois Xy, X; tais que
{x € Fy : x C X;}| = o para quaisquer &« < A e i =0, 1.

O parédgrafo acima implica que, para toda fun¢do s com dominio n < ® e imagem em 2,
isto &, s pertence a arvore |, ., 2", podemos construir X; C @ tal que |[{x € Fp : x C X;}| =@ a

partir do seguinte procedimento recursivo:

* Xp = w;

* X;~0,X5~1 € a particdo de X; que o pardgrafo anterior construiu.
Com esta construgdo, s D t implica X; C X;, enquanto s L ¢ implica X; N X; = 0. Desse modo,
qualquer anticadeia infinita de | J,,,, 2" nos fornece uma colecdo que pode ser estendida para

uma particdo de tamanho ® (ao incluir os demais elementos de @ em um conjunto especifico), o

que encerra a demonstracao. [

Definicao 4.20. Definimos como § o pequeno cardinal que satisfaz qualquer uma das 4 proprie-

dades do teorema acima.

4.2.3 Generalizacao da demonstracao de Galvin

Aqui enunciaremos uma hipétese mais fraca que CH na qual existe o contraexemplo de

Galvin, junto com a respectiva demonstracao.

Para facilitar a exibicdo da demonstracao, adotaremos a seguinte notagao:

Definicao 4.21. Para quaisquer dois conjuntos A e B, definimos A ® B como sendo o conjunto
{{a,b} € [AUB]*>:acAebcB}.

Portanto, dados A, B pertencentes a algum P(X, K ), teremos AUB € P(X, K) se, e somente
se, tivermos A® B C K.
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A construgdo do contraexemplo de Galvin, descrita na demonstracdo do Teorema 3.3
de (Galvin, 1980), pode ser levada a termo apenas assumindo a existéncia de um cardinal K
que satisfaz cf(x) = @) e ¢ < k < § (assim precisa valer ¢ < f). E isso que faremos no préximo

teorema, cuja demonstracio readapta a de Galvin para se adequar a essa “hipétese minima”.

Teorema 4.22. Assumindo a existéncia de um cardinal x tal que cf(x) = @) e ¢ < Kk <,
existem K1,K, C [w;]? disjuntos tais que P(wy,K;) e P(w;,K3) sdo ccc e, pelo Teorema 2.30,
P(w1,K;) x P(@;,K>) ndo é ccc. Incluindo []?\ (K1 UK>) em um dos K, K> se necessdrio,

podemos tomar K; e K, que formem uma particio de [@;]>.

Demonstracdo. Definiremos K e K, ao mesmo tempo a partir da sequéncia ((K;(a),K>(@)) :
o < ;) onde, para todo o < @y, Kj () e K»(a) formam uma particdo de a; sequéncia esta
que serd construida por recursdo sobre o < ;. Ao definir K} = {{B,a}: B € Ki(a)} e K, =
{{B,a}: B € Kzr(a)}, teremos que K e K, serdo disjuntos. Note que, com isso, valerd {&, 1} €
K;, onde & < 7, se, e somente se, § € K;(n) e, fazendo K* = {{{,n}: & € Ki(n):n < a},
teremos {¢1,...,&,} € P(@1,K;), onde &i,..., &, < a, se, e somente se, {&y,...,&,} € P(ar, K¥),

para qualquer i = 1,2.

Uma vez valendo ¢ < k < 2%, existe colecdo {Ey : ¥ < k} de subconjuntos enumera-
velmente infinitos de [@;]<®, com cada E, composto de elementos disjuntos 2 a 2; tal que
todo subconjunto ndo enumerdvel F de [0;]<® com elementos disjuntos 2 a 2 possui ¥ < K tal
que Ey C F. E, como cf(x) = @, existe sequéncia (¥, : @ < @) cofinal em k. Para que cada
P(wi,K;) seja ccc, onde i = 1,2, os K;( o) serdo construidos recursivamente sobre @; de modo a

satisfazer:

Dados i € {1,2}, i < Yq comE, C [ot]~? eY € [a]~?,
se {X €E,: X®Y CK}| = o,
entdo {X € E, : X ®Y C K e X C Ki(o)}| = o.

Vamos mostrar que o processo de recursdo do pardgrafo acima pode ser levado a termo.
Uma vez construido ((Ki(&),K>(§)): € < ), ja temos K{* e KY bem definidos. Tome uma
enumeracdo ((in,Hn,Yn): N < A) de todas as triplas i € {1,2}, < yp e ¥ € [a]=® tais que
E,Cla]“®e {X €E,: X®Y C K*}| = w. Pelo fato de valer ¢ < k < f, a cardinalidade 4
da enumeracdo € estritamente menor que K, portanto estritamente menor que f e, aplicando a

defini¢cdo de f na colecdo
{Hy ={X €Ey, : XQY, CK,-‘;‘}:n <A},

temos a existéncia de uma particdo X, X de « tal que, paratodon <A e je€ {1,2}, {X €
Hy : X C X;}| = o (para isso foi fundamental o fato de & ser enumerdvel, consequéncia do

fato de valer @ < @, e A > 0; quando valer A = 0, qualquer parti¢do de o servird aos nossos
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propdsitos). Portanto, ao fazermos K (&) = X; e K> (o) = X5, todas as propriedades do pardgrafo

acima serao satisfeitas.

Uma vez construido por recursdo ((K;(@),Kz(@)) : @ < o) e definido K; e K,, vamos
provar que P(wy,K;) é ccc para i = 1,2. Pelas propriedades recursivas definidas no pentltimo

pardgrafo, K| e K, satisfazem a seguinte propriedade:

Dados i € {1,2}, 4 < Yo comE, C [0]“® e Y € [a]~?,
se {X€E,: X®QY CK}| =,
entio {X € E; : X ® (YU{a}) C Ki}| = w.

Agora, tome {fy : @ < @} colegdo de elementos de P(®;,K;) arbitrdria. Aplicando o lema
do A-sistema se necessario, podemos supor que a cole¢do € um A-sistema com raiz f e, como
para todo £, < ®; temos | fg]z, [fq)? C K;, seremos capazes de provar que Je U fy pertence
P(wy,K;) se, e somente se, valer (fg \ f) ® (fy \ f) € K;. Desse modo, podemos supor, sem
perda de generalidade, que vale f = 0.

Fazendo F = {fy : @ < @}, uma vez que F possui elementos disjuntos 2 a 2, a hipStese
sobre {Ey : ¥ < K} implica que existe p < k tal que E, C F. Tome o < @y tal que it < Yy €
B < o paratodo B € JE. Existe um Y = {a,...,0,} € F satisfazendo o < ot < ... < at,
para o qual podemos provar, aplicando a propriedade do pardgrafo acima n vezes indutivamente
tomandoY; =0e q, Y, = {065} eay, ..., ={oy,...,0,_1} e a, respectivamente em cada
passo, que vale [{X € E, : X ®Y € K;}| = ; e assim que a colegio F = {fq : & < w1} possui
dois elementos compativeis em P(@y, K;), que satisfaz portanto ccc devido a arbitrariedade da

colecdo que tomamos. [

O teorema acima faz hip6teses sobre ambos ¢ e § para construirmos o contraexemplo de
Galvin. Porém, o fato de ambos serem pequenos cardinais, assim estritamente maiores que @,

implica o seguinte coroldrio que envolve apenas e:

Corolario 4.23. Assumindo ¢ = @, a demonstragdo do teorema anterior pode ser levada a

termo.

Ao se assumir CH, ambas as hipédteses tanto do teorema quanto do coroldrio acima sdo
satisfeitas, porém o resultado ndo sera diferente do ja obtido por Galvin. A pergunta entdo a se
fazer é: Seria consistente com ZFC as hip6teses do teorema e/ou coroldrio junto com ~CH? A

resposta é sim devido a propriedade denotada na literatura como &, definida abaixo:

Definicao 4.24 (OSTASZEWSKI). Definimos como & o seguinte enunciado: Existe uma sequén-
cia (Agq : @ < o)) tal que, para todo o < m;, temos Ay C Q, Ay ilimitado em o e todo B C @,
de cardinalidade @; possui ¥ < @; tal que Ay C B.

Portanto, temos o seguinte:
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Corolario 4.25. & implica ¢ = @; (através da quarta definicao de ¢), logo & implica a existéncia

do contraexemplo de Galvin.

E Shelah, em (Shelah, 1980, §5 Teorema tnico), provou o seguinte resultado:

Teorema 4.26 (SHELAH). E consistente com ZFC a afirmacéo & junto de ~CH.
No pardgrafo anterior a este teorema, Shelah descreveu:

Baumgartner provou anos antes a consisténcia de uma afirmac¢do mais
fraca com 2% > @;: Existe uma familia de @, subconjuntos enumeravel-
mente infinitos de w; tal que qualquer subconjunto nao enumerével de
w; contém um deles. (Shelah, 1980, §5)

Esse afirmagdo mais fraca equivale a afirmagdo ¢ = @, utilizando a quarta defini¢do de

¢. Logo, devemos atribuir a Baumgartner o seguinte resultado:

Teorema 4.27 (BAUMGARTNER). E consistente com ZFC a afirmacio ¢ = @ junto de ~CH.

E, por fim, temos o seguinte:

Corolario 4.28. E consistente com ZFC a existéncia do contraexemplo de Galvin junto com

~CH.
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CAPITULO

JOGOS DE INFINITAS RODADAS

Este capitulo visa descrever os progressos alcancados em uma classe de jogos de w;

rodadas criados com o objetivo de caracterizar que afirmagdes especificas do tipo:

Toda sequéncia de elementos da classe C de comprimento @; possui subsequén-

cia de comprimento ®; que satisfaz a propriedade X.

preservem sua validade em forcings enumeravelmente fechados.

Quando C € uma ordem parcial, knaster e wage em particular sdo desse tipo, e 0 objetivo
original era utilizar essa classe de jogos para caracterizar en.f indestrutibilidade dessas afirmacdes

e outras similares.

Até o presente momento, os resultados rumo a esse objetivo permanecem inconclusos.
Porém alguns resultados intermedidrios mais simples ja obtidos permitem demonstrar alguns

resultados interessantes, como a enum.fe absolutividade de diversas afirmagdes do tipo
Toda sequéncia de elementos da classe C de comprimento @ satisfaz X

que, em particular, implica ccc — “™fccc.

5.1 Definicoes e terminologias necessarias

Este capitulo fard extenso uso de arvores (ver inicio da Se¢do 4.1), mais precisamente,
de arvores T que possuem altura @; e com todos os seus ramos de mesma altura, interceptando
assim todos os Levy(7T'), onde @ < @; = ht(T'). Como ordens parciais, tais drvores sdo enumera-
velmente fechadas, além de serem de certa forma “sempre expansiveis”, no sentido de que, para
todo x € T e todo o < @y, sempre existe y € Levy (T) compativel com x. Por isso atribuiremos

a arvores desse tipo 0 nome ‘“‘enumeravelmente fechada sempre expansivel”.
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Um exemplo trivial, porém importante para este capitulo, de drvore enumeravelmente

fechada sempre expansivel € o ordinal ®;, drvore que consiste de um dnico ramo.

5.2 Descricao geral do jogo

A classe de jogos segue em geral o seguinte esbogo:

« E fixada uma drvore enumeravelmente fechada sempre expansivel 7. Em cada uma das @,
rodadas, o jogador I escolhe um subconjunto de 7" nao vazio e o jogador Il em seguida

escolhe um elemento desse subconjunto;

* Narodada o, se X representar o conjunto de todos os elementos escolhidos pelo jogador
IT nas rodadas anteriores, o jogador I precisa escolher Y C T que seja anticadeia maximal
de {y € T : Vx € Xy x < y}, e em seguida o jogador II toma um elemento de Y. No caso
particular o = 0, teremos X, = @ e consequentemente, por vacuidade, o Y que o jogador I

deve tomar sera anticadeia maximal de 7.

O esboc¢o acima ainda ndo ¢ suficiente para descrever um jogo, ainda faltam os critérios de vitdria.
O fato de T ser arvore enumeravelmente fechada sempre expansivel € o que torna possivel que

estes jogos tenham @ rodadas.

A defini¢do dos critérios de vitdria para estes jogos necessitam de uma classe especifica
C e uma afirmagdo especifica X, envolvendo uma funcdo f : @; — C, satisfazendo os seguintes

requisitos:

* A classe C é enum.fe indestrutivel;

* Fixada uma funcdo f: w; — C, se a afirmacdo “f : @ — C satisfaz X” for vélida, ela se

mantém valida em qualquer extensdo genérica de V&, com @ enumeravelmente fechado;

* X possui um enunciado Y associado de modo que, em ZFC, para qualquer f : @w; — C

temos:
f satisfaz X se, e somente se, para todo & < @, f | « ndo satisfaz Y,

e assim f ndo satisfazer X equivale a f | « satisfazer Y para algum @ < ;. Além disso,
Y precisa ser tal que, dados @ < @y e g: ¢ — C, se o enunciado “g : ¢ — C satisfaz Y”
for verdadeiro, ele continuard verdadeiro em qualquer extensdo genérica de V&, onde Q é

enumeravelmente fechado.

Neste capitulo, a afirmacdo X estard sempre estritamente ligada a sua Y correspondente, a
maioria das vezes de modo implicito. Uma consequéncia imediata das hipdteses acima € a

seguinte:
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Corolario 5.1. A afirmacgio “f : @ — C satisfaz X que satisfaz os requisitos acima é enum.fe

absoluta.

Além disso, precisamos fixar para 7 também uma fun¢do F : T — C, a partir da qual se

definird o critério de vitdria de cada instancia do jogo.

Com tudo isso ja somos capazes de definir o jogo, o que serd feito na defini¢do abaixo:

Definicao 5.2. Dadas uma arvore enumeravelmente fechada sempre expansivel 7', uma classe
C e afirmacgdes X, Y satisfazendo os requisitos da sec@o, junto com uma fungdo F : T — C.
Definimos o jogo X-¥4(F) de @ rodadas da seguinte forma:

* Os jogadores I e II procedem como descrito no inicio da se¢cdo em cada uma das @

rodadas;

* Defina S = {yy : @ < @;} como o conjunto de todas as escolhas do jogador II nas @,
rodadas, que serd portanto uma cadeia de 7 com m; elementos, e com y, representando a
escolha do jogador II na rodada «, satisfazendo portanto htg(yy) = o. Entao o jogador
I vencerd quando a sequéncia (F(yq) : @ < ) satisfizer X; caso contrario, o jogador II

vencera.

5.3 Teoremas do capitulo

Antes de iniciar a série de demonstra¢des, vamos falar sobre alguns detalhes envolvendo

técnica de forcing que serdo fundamentais ao longo da secdo.

Um fato importante € que a afirmacdo “f é uma fun¢do” é forcing absoluta. Combinando
isso com o fato de w; ser cardinal enum.fe absoluto e a classe C ser enum.fe indestrutivel, a
afirmacgdo “f é uma funcao do tipo f: @; — C” serd en.f indestrutivel. Assim a funcdo f preserva
esta propriedade em modelos obtidos por extensdes genéricas de V® ou, formalmente falando,
1 forga que “ f é uma fungdo com dominio ®; e imagem contida na classe C”, sempre que
tomarmos () enumeravelmente fechado. O leitor pode encontrar os teoremas necessarios para
demonstrar esses resultados no livro (Kunen, 1980), para uma abordagem utilizando modelos, e

em (Pereira, 2016), para uma abordagem sem modelos, utilizando dlgebras booleanas completas.

Outro aspecto importante € o de bom nome (traducao literal do termo nice name em
inglés, utilizado no livro (Kunen, 1980)): um nome para um elemento x de uma extensao genérica
com a imagem de cada nome em seu dominio sendo uma anticadeia. Todos os elementos de uma
extensio genérica de V& podem ser representados por um bom nome, mas ele nio precisa ser

unico. Usaremos X para representar bons nomes para um elemento da extensao genérica x.

O nosso método para construir bons nomes i a partir de um nome X serd o seguinte:

Fixe primeiramente um ¢ no filtro genérico que forca X a satisfazer uma certa afirmacao que
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necessitaremos. Agora, para todo y € dom(x), faga com que {p € Q : (y,p) € X} seja uma
anticadeia maximal de {p < ¢: plFq y € X}. Assim, sempre quando algum filtro genérico
possuir g, tanto X quanto X representardo o mesmo conjunto e satisfardo a afirmacao inicial na
extensdo genérica respectiva. Caso g € () forcar que os elementos de x pertencem a um conjunto
ou classe indestrutivel para o forcing @, entdo todo par (p,y) € Q x dom(x) possui no maximo
um elemento z do conjunto/classe tal que p IF y = Z, e assim poderemos usar os elementos do

conjunto/classe no lugar dos elementos de dom(x).

Além disso, dada uma ordem parcial P e p € IP, diremos que um conjunto D C {q €
P : g < p} é denso abaixo de p quando o mesmo for denso no conjunto {g € P : ¢ < p}, e
que A C {g € P: g < p} é uma anticadeia maximal abaixo de p quando for uma anticadeia
maximal do conjunto {g € P : ¢ < p}. Por outro lado, dizemos que o conjunto E C P é aberto
quando, para todo elemento r de E, todo 7 < r também for elemento de E. Note que uniio

arbitrdria de subconjuntos abertos de IP sempre serd aberta.

A partir de agora, assumiremos que C, X, Y satisfazem todos os requisitos descritos na

secdo anterior.

5.3.1 Demonstracoes gerais

Dado um forcing ) enumeravelmente fechado arbitrario, como representar, em V, as
fungdes f : @; — C de uma forma mais clara que os nomes f ou até mesmo que bons nomes f?
Sabemos que toda funcido f : w; — C de V também o serd em qualquer extensdo genérica de V,

porém elas ndo precisam ser as Unicas existentes. Nos preocuparemos com isso inicialmente.

Teorema 5.3. Fixe um forcing () enumeravelmente fechado. Para toda fungo f: @w; — C de uma
extensdo genérica de V&, um nome f para a mesma e ¢ no filtro genérico tal que ¢ IF f : w; — C,

temos que, para todo o < @y, 0 conjunto

Da(f)={p<q:3FeCpl f(&) =1}

é denso e aberto abaixo de g. Além disso, se tomarmos para cada Dy (f) uma A, anticadeia
maximal do mesmo e denotarmos, para cada p € Ag, cOmMO z(4 ) 0 Gnico elemento de C tal que
plF f(&) = Z(q,p). entdo o conjunto

v

{((aaz(ajp)%p) X< Ap EAOC}

¢ bom nome para f.

Demonstragcdo. Sabemos que @, como classe, € enum.fe indestrutivel. Juntando isso a hip6tese
de que a classe C também ¢é enum.fe indestrutivel e a afirmacgdo “x € par ordenado” ser forcing
absoluta, temos que a classe de todos os pares ordenados (¢, z), com @ < m; e z € C, também ¢
enum.fe indestrutivel. Isso é o que nos permitird construir um bom nome para f cujo dominio

v

consiste exclusivamente de elementos da forma («,z), onde z € C.
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A afirmacio ¢ I f : @, — C implica que, para todo & € @y, ¢ - & € dom(f). Ou seja,
pelo pardgrafo acima, todo r < g possui ¥ < r com um tnico Z(a,r) € Ctal que Y- f(&) = Z(a,r)s
valendo 7’ I- f(&) = Z(a,) Para todo r” < /. Portanto, o conjunto Dy (/) definido no enunciado

¢ denso e aberto abaixo de g.

Agora, se tomarmos para cada Dy (f) uma anticadeia maximal Ay do mesmo, qualquer

filtro genérico que contenha g terd um e somente um elemento de cada A, € assim o bom nome

{((a,zap),P) ¢ <01 Ap €Ay}
representard f na dada extensdo genérica. E tanto f como o bom nome acima representaro a

mesma funcdo em qualquer outra extensao cujo filtro genérico contenha q. [

No préximo teorema, vamos usar o resultado acima para mostrar como cada funcao f
numa extensdo genérica de V® pode ser representada por uma fungio F : T — C pertencente 2

classe de todos os conjuntos V, onde 7' € drvore enumeravelmente fechada sempre expansivel.

Teorema 5.4. Dada um forcing enumeravelmente fechado Q, toda funcio f : @w; — C de uma
extensio genérica de V&, com ¢ € Q forcando a validade de f : @; — C, pode ser representada
por uma funcdo F : T — C de V, onde T é uma drvore enumeravelmente fechada sempre

expansivel, no sentido de que existe fungdo entre ordens parciais pg : T — @ que satisfaz:

e y <x(x <ynaordem de arvore) implica pr(y) < pr(x);

* Vale x L y se, e somente se, vale pr(x) L pr(y).

E tal que g for¢a que o bom nome

{((htr (x), F(x)), pr (x))}
representa a funcéo f na respectiva extensdo genérica e, para todo @ < @i, o conjunto {pr(x) :

x € Levy(T)} € anticadeia maximal abaixo de g.

Demonstragdo. Primeiramente, vamos provar o seguinte lema:

Lema 5.5. Para toda ordem parcial () enumeravelmente fechada, dado (D, : n < @) sequéncia

de conjuntos densos abertos abaixo de um g € Q, [, , D» também € denso aberto abaixo de q.

Demonstracdo. Ser < ertencer a D,,, segue que r' < r também pertencerd, uma vez
n<w

que r’ pertencerd a cada um dos D,,. Isso prova que (1, Dn € aberto.

Por outro lado, uma vez que, para todo r < gen < w, existe s € D, com s < r e todo
s’ < s também pertencerd a D,,; se construirmos por recursdo uma sequéncia <-decrescente
(r, :n < ) tal que, paratodon < we i < n, vale r, € D, e r, < ri,r; 0 re de (Q menor ou igual

a todos estes, que sabemos existir, ird pertencer a ), D», mostrando que ()., D, € denso

abaixo de g. [
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Uma vez que, para qualquer A anticadeia maximal abaixo de ¢, o conjunto A}, = {r €
Q:3ds € A r < s} é denso aberto abaixo de ¢, o lema acima implica que, para todo o0 < ®,
com o > 0 e toda sequéncia de anticadeias maximais abaixo de ¢ (Aé : & < a), o conjunto

Ne<a(Agl) é denso aberto abaixo que g, e o mesmo pode ser dito de (Nz.¢(Azl)) NDa(f).

Devido ao pardgrafo anterior, podemos construir, por recursao sobre ®;, uma sequéncia

(Aq : a0 < @) que satisfaz os seguintes requisitos:

s A é anticadeia maximal de Dy (f);

* Paratodo & >0, Ay ¢ anticadeia maximal de (N4 (Azl)) N Do (f).

E consequentemente, o Teorema 5.3 implica que

v

f:: {((a7z(a,p))7p) o<W Ap eAOC}
¢ bom nome para f.

Com essas defini¢des, para quaisquer & < 1N < @) e r € Ay, existe um tdnico s € Ag
tal que r < s, sendo incompativel com todos os demais. Desse modo, definindo 7 como T =
{(a,r) : @ < @y,r € Ay}, munido de ordem que satisfaz (&,r) < (1,s) se, e somente se, & <N
er>q s, entdo T serd drvore e cada (o, r) terd altura o, logo ht(7') = @;. Dada uma sequéncia
<-crescente ((0,,7,) 1 n < @), para quaisquer f3 > sup,_., (@) e roy € Q com ry <q r, para
cada n < @, existe pelo menos um s € Ag compativel com rg, € consequentemente compativel
com todo ry,, e s6 pode valer s < r,, implicando que 7 € enumeravelmente fechada sempre

expansivel.

Com tudo isso, ja somos capazes de definir tanto ' quanto pr, elas serdo as seguintes:

F: T — C ;s pr o T — Q
(&;r) = zeEn (&) = r

Com essas defini¢des, o0 bom nome f descrito acima € de fato igual ao bom nome

v

{((htr (x), F(x)), pr(x)) : x € T}

do enunciado. Além disso, pr é uma funcao entre ordens parciais que satisfaz os requisitos do
enunciado e o conjunto {pr(x) : x € Levy(T)} = Aq € uma anticadeia maximal abaixo de g,

para todo o < @;. Concluindo a demonstragdo. ]

Uma funcgdo f da extensdo genérica representada por F' : T — C conforme o teorema
acima serd tal que o filtro genérico interceptard apenas um ramo de 7" (que nao precisa necessari-
amente existir em V. De fato, o ramo ndo pertencerd a V se a f em si também nao pertencer). E
também, para cada x € T, F(x) tem o mesmo valor que terd f(htr(x)) caso o x pertencer a este

ramo. A reciproca desse fato também serd verdadeira no seguinte sentido:
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Teorema 5.6. Dada uma arvore enumeravelmente fechada sempre expansivel 7', toda funcdo
F : T — C representa uma fun¢io f : @ — C em V! no mesmo sentido que o teorema acima,

com pr sendo a identidade e valendo g = 17.

Demonstragcdo. Consequéncia imediata do fato que, por T ser drvore enumeravelmente fechada

sempre expansivel, todo Levy(T') € anticadeia maximal de T. ]

Antes de prosseguirmos, precisamos fazer as seguintes defini¢des:

Definicao 5.7. Dado um conjunto parcialmente ordenado X e x € X, denotaremos por s(x) o

segmento inicial de x, isto é, o conjunto {y € X : y < x}.

Definicao 5.8. Dadas uma arvore enumeravelmente fechada sempre expansivel 7', uma funcao
F : T — C e uma cadeia X de T, denotaremos como Fx : ht(X) — C a func¢do que satisfaz, para
todo & < ht(X), Fx(§) = F(xg), onde x¢ € o tinico elemento de X com htx (xg) = &.

Definicao 5.9. Dadas uma drvore enumeravelmente fechada sempre expansivel 7' e uma afir-
macao A a respeito de fungdes f : w; — C, dizemos que a fungdo F : T — C é A-ramificada
quando, para todo ramo S de T, a afirmacdo “Fs : @w; — C satisfaz A” é valida.

Teorema 5.10. Tome forcing enumeravelmente fechado ), uma classe C e afirmacdo X (com
Y correspondente) que satisfacam os requisitos da Se¢do 5.2. Toda funcdo f : w; — C em uma
extensdo genérica de V€ que satisfaz X pode ser representada em V por uma fungo X-ramificada
F : T — C. Enquanto que toda funcdo f : w; — C de uma extensdo genérica de V® que satisfaz
~X pode ser representada em V por uma funcio ~X-ramificada F : T — C.

Por outro lado, toda funcdo X-ramificada F : T — C em V representa uma funcio
f: @ — C que satisfaz X nas extensdes genéricas de V7, e toda fun¢iio ~X-ramificada F : T — C

representa uma funcio f : @; — C que satisfaz ~X em qualquer extensdo genérica de V7.

Demonstracdo. Dada uma funcio f : @ — C em uma extensdo genérica de V@, fixe um nome
f para f e um ¢ no filtro genérico que forga que “f : @; — C e f satisfaz X”. Aplicando o
Teorema 5.4 com f e ¢, f pode ser representada por uma funcéo F : T — C. Digo que essa F é

X-ramificada.

De fato, suponha por absurdo que isso néo ocorra. Entéo existe x € T tal que Fy(,) satisfaz
Y. Uma vez que o Teorema 5.4 diz que vale pr(x) < g, entdo pr(x) for¢a que f satisfaz ~X,

um absurdo.

Agora, dado um f : w; — C na extensdo genérica que nao satisfaz X, fixe um nome
f para o mesmo com g no filtro genérico forcando que “f : @; — C e f satisfaz ~X”. Com
isso, o conjunto D de todos os r < ¢ tais que existe um o, < @; tal que r forca que “f | &

satisfaz Y”, € denso abaixo de g; seja A uma anticadeia maximal desse D, que serd portanto
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anticadeia maximal abaixo de ¢. O Teorema 5.4 implica, para cada par (7, f), a existéncia de uma
F": T, — C que represente f. Cada F" ser4 tal que F] r(x) satisfard Y para todo x € Levg, (7;), caso
contrario seria falso que r forca “f | ¢, satisfaz Y”. Uma vez que A € anticadeia maximal abaixo
de g e, para quaisquer r,s € A, cada elemento da imagem de prr serd incompativel com cada
elemento da imagem de prs, o conjunto 7' = |J,c4 T, munido com as mesmas ordens de cada 7,
também serd drvore enumeravelmente fechada sempre expansivel, F = J,c4 F" serd uma fungio
~X-ramificada e pr = |J,c4 prr ird satisfazer as mesmas propriedades que na demonstra¢do do

Teorema 5.4.

Por sua vez, dada uma funcao F : T — C X-ramificada, suponha por absurdo que ela
represente uma fungio f : @; — C que satisfaz ~X em alguma extensio genérica de V. Fixe
o < o tal que f | « satisfaz Y. Temos que existird algum x € Levy (7)) com Fy(y) satisfazendo
Y, absurdo com o fato da F ser X-ramificada. Suponha agora que F' é ~X-ramificada; o conjunto
B={xeT: Fy(y) satisfaz Y} ndo precisa ser anticadeia (dependendo da afirmacdo X, ele pode
ser até denso aberto), porém o fato de F ser ~X-ramificada implica que Levo(B) sempre é

anticadeia maximal de 7', de onde segue que f satisfard ~X em toda extensdao genérica de
V7. [

O teorema acima implica o seguinte resultado:

Teorema 5.11. Tanto a afirmacdo
Toda fungdo f : w; — C satisfaz X

quanto a afirmacao
Toda fun¢do f : w; — C satisfaz ~X

sao enum.fe absolutas.

Demonstragdo. Provaremos somente a primeira, a segunda terd a mesma demonstracao que a

primeira exceto que teremos ~X onde tivermos X e vice-versa.

Caso toda funcdo f: w; — C de V satisfizer X, suponha por absurdo que alguma extensdo
genérica de V&, com ) enumeravelmente fechado, possua uma funcio g : @; — C que ndo
satisfaca X. O teorema anterior implica que g pode ser representada por uma funcdo G : T — C

~X-ramificada, logo T possui pelo menos um ramo X com Gy violando X, absurdo.

Por outro lado, se uma funcdo f : w; — C em V nao satisfaz X, devido a absolutividade
de X descrita no Coroldrio 5.1, f ird preservar essa propriedade em qualquer extensdo genérica
de V&, com Q enumeravelmente fechado. Logo nenhuma extensio genérica de V® satisfard a

respectiva afirmacdo do enunciado, concluindo assim a demonstrag¢do de absolutividade. [

Esse teorema também possui uma demonstragdo alternativa, que nao requer o uso do

Teorema 5.10.
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Demonstragdo Alternativa. Para a primeira afirmacgdo, se uma funcdo f : @w; — C de V néo
satisfaz X, entdo, devido ao Coroldrio 5.1, ela ndo satisfard X em toda extensdo genérica de
forcing enumeravelmente fechado, assim a afirmagdo também nao serd verdadeira nas extensoes

genéricas.

Por outro lado, assumindo que todas as funcdes f : @ — C de V satisfazem X, fixe
QQ enumeravelmente fechado. Dado nome ¢ com g € ) tal que g for¢a ¢ : w; — C, suponha
por absurdo que g ndo satisfaca X em alguma extensdo genérica de V® cujo filtro genérico
possua ¢g. Entdo existe r < g com um ¢, < y tal que “r I ¢ [ &, satisfaz Y. Podemos construir
entdo a sequéncia <-decrescente (ré : & < ) tal que, para todo & < ), tem-se re <re
re I g(é) = Z¢, onde z¢ € C (que sabemos existir por C ser enum.fe indestrutivel). Assim a
sequéncia (z¢ : 0 < @) ird satisfazer X, um absurdo com o fato de (z5 : 1 < @) precisar

satisfazer Y. Concluindo assim a demonstracio envolvendo a primeira afirmacao.

Agora, para a segunda afirmacdo, se alguma f : ®; — C ndo satisfaz ~X, ela continuara
nao satisfazendo em qualquer extensao genérica de forcing enumeravelmente fechado, portanto

a afirmacdo também nao serd verdadeira nas mesmas.

Por outro lado, assumindo que toda fungdo f : w; — C de V satisfaz ~X, fixe Q
enumeravelmente fechado. Dado nome ¢ com g € Q tal que g forca ¢ : ®; — C. Como na
demonstracdo da afirmacao anterior, podemos construir, para todo r < g, uma sequéncia <-
decrescente (rg : § < ) junto com uma sequéncia (z¢ : § < @;) de elementos de C tal que,
para todo & < @y, rg < rerg forga que g(ﬁv) = Z¢. Uma vez que existe ; tal que (zn : 1 < )
satisfaz Y, rq, for¢a que “g satisfaz ~X”, de modo que o conjunto de todos os r < g que forcam
¢ a satisfazer ~X é denso abaixo de g, portanto g satisfaz ~X em toda extensio genérica de A&

cyjo filtro genérico possui g. Concluindo a demonstracao relativa a segunda afirmacao. [
Corolario 5.12. Tanto a afirmacio
Existe fungdo f : w; — C que satisfaz X

quanto

Existe fungdo f: w; — C que satisfaz ~X

sao enum.fe absolutas.

O Teorema 5.10 pode ser estendido na seguinte forma:

Teorema 5.13. Para cada forcing enumeravelmente fechado Q) e cada funcdo F : T — C que
representa uma f : @; — C em uma extensdo genérica de V&, para o nome f e um g € Q
dados, se ¢ forcar f a satisfazer X, entdo F é X-ramificada. Por outro lado, se g forcar f a
satisfazer ~X, entdo 7" possui uma subdrvore U que é um conjunto denso de 7 (assim U também

¢ enumeravelmente fechada sempre expansivel) tal que F' | U é ~X-ramificada.
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Demonstragdo. No caso em que g forga “f satisfaz X, se algum x € T for tal que Fy(x) satisfaz

Y, entdo pr(x) forcard que f satisfaz ~X, absurdo.
Supondo agora que g forga “f satisfaz ~X”, defina para cada & < @
By ={r<gq:rl- f | & satisfaz Y}.

Cada Bq serd aberto, entdo o conjunto B = (g, Bo também serd, € a nossa hiptese implica

que B também é denso abaixo de g. Defina agora
By, ={x€Levy(T):3r€Byr < pr(x)}.

Para todo x € T, existe r € B tal que r < pp(x), entdo r pertence a algum B. Se tivermos
a < htr(x), entdo o y < x com ht(y) = « pertence a B, e é compativel com x; caso valer
o > htr(x), o fato de {pr(x) : x € Levy(T)} ser anticadeia maximal abaixo de g implica que
existe y € Levy(T) com pp(y) compativel com r, logo compativel também com pg(x), de onde

temos x < y e qualquer s < r, pr(y) pertencerd a By, assim existe y € Bj, compativel com x.

Pelo pardgrafo acima, o conjunto B’ = Uy, By, € tal que C = Levy(B') ¢ anticadeia
maximal de T e, por defini¢do, todo elemento x de B’ satisfaz o fato de Fy(y) satisfazer Y. Por
isso CJ. € denso aberto de 7 e, se fizermos U = (J,ccs(x)) U(CL), U continuard sendo conjunto
denso e serd uma subarvore enumeravelmente fechada sempre expansivel ~X-ramificada de T,

provando o desejado. [

Agora, antes de prosseguirmos, precisamos de alguns teoremas que mostram como

podemos representar uma estratégia para o jogador I no jogo X-¢4(F).

Teorema 5.14. Dada a fungdo F : T — C, no jogo X-¥4(F), toda estratégia para o jogador I

pode ser descrita como um conjunto denso D de T e vice versa, no seguinte sentido:

* Os elementos de Levy(T') correspondem ao conjunto de todos os elementos que o jogador

IT pode escolher na rodada &, caso o jogador I seguir essa estratégia;

* Narodada o, se o jogador II escolheu nas rodadas anteriores os termos (xé E<a),o0
jogador I ird escolher o conjunto {y € Levy(D) : V& < a xe < y}. Em particular, quando

o = 0, esse conjunto corresponde a Levy(D).

Demonstragcdo. Antes de iniciarmos a demonstra¢do, vamos provar o seguinte lema:

Lema 5.15. Dada uma arvore enumeravelmente fechada sempre expansivel T, todo subconjunto

denso D da mesma é uma arvore enumeravelmente fechada sempre expansivel.

Demonstragdo. Fixado denso D C T, s6 precisamos provar que toda cadeia enumeravel de D
ndo é maximal. De fato, uma cadeia enumerdvel C C D ndo serd maximal em 7', e temos portanto
umx € T com y < x para todo y € C. Como D € denso, existe z € D com x < z e entdo C ndo

sera maximal também em D. ]
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Fixe um conjunto denso D de T'. Pelo lema acima, D € uma 4rvore enumeravelmente
fechada sempre expansivel, logo essa correspondéncia ndo ird obrigar o jogador I a escolher um
conjunto vazio em nenhum momento. Entdo, se provarmos que todo conjunto {y € Levy(D) :
V€ < o xg <y} € anticadeia maximal dentro de {y € T : V§ < @ xg <y}, onde {x¢ : §{ < a}
€ cadeia de D com htD(x§) = &, provaremos que D serve como estratégia para o jogador .
Isso é verdade quando a = 0, uma vez que D ser denso implica que Levy(D) é anticadeia
maximal em 7'. Nos demais casos, fixado y € T com x¢ <y para todo & < o (sempre existe
pelo menos um), D ser denso implica que ele possui um z com y < z, e precisa valer htp(z) > a,
de onde segue que o elemento 7/ < z de D com htp(7') = o é compativel com y. Portanto,
{y € Levg(D) : V&€ < & xg < y} é uma anticadeia maximal dentro de {y € T : V& < a x¢ <y},

como queriamos.

Agora tome uma estratégia para o jogador I e seja B a unido de todos os subconjuntos
de T que o jogador I pode escolher dentro dessa estratégia. Dada uma rodada o, se o jogador
II escolheu até o momento os termos (x¢ : & < a), sabemos que & < N < o implica xe < Xp.
Entdo (x§ : & < @) é <-crescente. Por outro lado, dados x¢ € yo que o jogador II pode escolher
na rodada «, tendo escolhido nas rodadas anteriores respectivamente as cadeias {x¢ : § < ot}
e {yé : & < o}, tome & a menor rodada na qual hé divergéncia entre as cadeias, se elas forem
iguais, tome = o. Entdo xg e ye fazem parte da mesma anticadeia escolhida pelo jogador I na
rodada &, e assim x4 € y, sd0 incompativeis. Podemos usar esses fatos para provar por indugio
transfinita que, para todo o < @y, Levy(B) corresponde a todas as escolhas possiveis do jogador
II na rodada ., e isso prova que B € arvore enumeravelmente fechada sempre expansivel. S¢ falta
provar que B é denso. Se todo Levy(B) for anticadeia maximal em 7', dado y € T arbitrdrio, ao
pegarmos um ¢ < @; grande o bastante de modo que min{htr(x) : x € Levy(B)} > htr(y), entdo
qualquer z € Levy(B) compativel com y satisfard y < z, e entdo B serd denso em 7'. Assim, basta

provar que todo Levy (B) é anticadeia maximal em T'. Provaremos isso por inducéo transfinita.

No caso o = 0, isso € 6bvio pelo fato do jogador I escolher uma anticadeia maximal em

T narodada 0. Quando o = B + 1, as escolhas possiveis do jogador II se tratam de anticadeias
maximais abaixo de algum x € Levg(B), que é uma anticadeia maximal, logo Lev (B) também
serd anticadeia maximal. Agora, se o = ¥ ordinal limite, fixado (&, : n < ®) sequéncia cofinal
em o e y € T arbitrdrio, construa por indugdo as sequéncias <-crescentes (x, : n < @) em B
e (zn :n < @) em T tais que, para todo n, x, € Levg, (B) e y,xi,zi < z, para todo i < n, algo
possivel uma vez que cada Leveg, (B) é anticadeia maximal em 7. Dado z, em T maior que todos
s (zn : n < ), segue que a Unica anticadeia possivel para o jogador I escolher na rodada o
nessa estratégia, quando o jogador II escolheu todos os termos de (xén :n < o), ird conter ao
menos um elemento compativel com zg,, € entdo compativel com y, logo Levy (B) é anticadeia

maximal. Isso conclui a demonstracao. 0

Teorema 5.16. Dada uma arvore enumeravelmente fechada sempre expansivel 7', se D é subcon-

junto denso de T e E € subconjunto denso da drvore enumeravelmente fechada sempre expansivel
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D, entdo E também serd densoem 7.

Demonstragdo. Dado x € T arbitrario, como D é denso em T, existe y € D com x < y. Por sua

vez, como E é denso em D, existe z € E com y < z, logo vale x < z. ]

Corolario 5.17. Dada uma fungéo F : T — C, no jogo X-¢(F), tomando uma estratégia B para
o jogador I, toda estratégia para o jogador I no jogo X-¢4(F [ B) também sera estratégia para o
jogo X-¥4(F).

O préximo teorema encerra os resultados gerais obtidos até o momento. Ele mostra uma
forma de caracterizar a existéncia de subsequéncias de comprimento @; em f : w; — C que

satisfazem ou nao X em extensdes genéricas;

Teorema 5.18. Fixe um forcing enumeravelmente fechado ) e uma fungo f : @; — C em uma
extensdo genérica de V representada por F : T — C para ¢ no filtro genérico. Se g forca a
existéncia de uma subsequéncia de f com comprimento ®; que satisfaz X, entdo existem arvore
enumeravelmente fechada sempre expansivel S e fungdo G : S — T que satisfazem as seguintes

propriedades:

* Dados x,y € S, x < y implica G(x) < G(y);
* Para todo @ < @, o conjunto G[Lev/(S)] contém uma anticadeia maximal de T';

* A funcdo FoG:S — C é X-ramificada.

Por outro lado, se g for¢a a existéncia de uma subsequéncia de f com comprimento ®; que
satisfaz ~X, entdo existem uma arvore enumeravelmente fechada sempre expansivel S e funcao

G : S — T com as mesmas propriedades que a de cima, s6 que com ~X no lugar de X.

Demonstragcdo. Caso X: Fixe A anticadeia abaixo de ¢ tal que cada r € A estd associado a uma
- tal que r forca “g, : @ — )y, & é estritamente crescente e f o g satisfaz X”. Para todo o < oy,

vamos provar que o conjunto
Dog={s<q:IrcAE<a,xcLleve(T) (s<r;slkg (&) = Eis < pr(x))}

€ denso aberto abaixo de ¢. De fato, fixado s < g, existem r € A e s’ < r,s; para esse 5, existe
s" <" que forga que g,(&) = £ para algum & < ;. Uma vez que pr [Levg (T)] € anticadeia
maximal abaixo de ¢, segue que existem x € Leve (T) e s < 5", pr(x); de modo que 5" € Dy €

todo elemento menor que ele também pertencera.

Seguindo o mesmo procedimento da demonstracao do Teorema 5.4, podemos tomar da
sequéncia (Dg : 0 < @) uma sequéncia (A : 0 < @) de anticadeias maximais abaixo de g e com
ela construir drvore enumeravelmente fechada sempre expansivel S = (Jy ., {(&;5) : 5 € A}

tal que, para cada («, ), temos a existéncia de uma tripla r(q ), §(q.5) € X(a5) tal que r(q ) € 4,
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s - g,w(éc) = E(a7s), X(a,5) € Leva(T) € s < pr(x(qy)), 0 que implica s I f'og(ms)(é{) =

Com o que obtivemos no paragrafo acima, tomando G : S — T como a fungdo (¢, s) —
X(as)» junto com a fung@o

) eI S —)Q
(a,s) — s

temos que, para quaisquer x,y € S, x < y implica G(x) < G(y). O fato de pg[Levy(S)] ser
anticadeia maximal abaixo de g implica que F[Levy(S)] contém uma anticadeia maximal de T e
a hipétese inicial sobre as fungdes {g, : r € A} implica que F o G é X-ramificado, provando o

que desejamos.

Caso ~X: A demonstracdo ¢ andloga a de cima; as tnicas diferengas sdo que a anticadeia
maximal abaixo de ¢ A do inicio é tal que todo r € A possui um g, e um 3, < @; associado de
modo que 7 forca “g, : 0, — @y, g é estritamente crescente e fog | ﬁr satisfaz Y” e teremos
~ X no lugar de X. 0

Porém, se assumirmos a seguinte conjectura:

Conjectura 5.19. Dadas arvores enumeravelmente fechadas sempre expansiveis S, 7 e funcao

F : S — T satisfazendo:

* Dados x,y € S, x <y implica F(x) < F(y);

* Para todo a < mj, o conjunto F[Levy(S)] contém uma anticadeia maximal de 7.

Entéo S possui uma subdrvore S’ (ndo necessariamente enumeravelmente fechada sempre expan-

sivel) tal que, para todo @ < @, F[Levy(S')] é anticadeia maximal de T

Poderemos provar o seguinte:

Teorema 5.20. Supondo a Conjectura 5.19, dado Q) forcing enumeravelmente fechado e fungao
f: o — C numa extensio genérica representada por F' : T — C para algum ¢ no filtro genérico,
se g forca que f possui subsequéncia de comprimento ®; que satisfaz X, entdio 7 possui conjunto
denso D tal que F | D € X-ramificada.

Demonstragcdo. Como consequéncia imediata da conjectura acima e do Teorema 5.18, temos
que, fixada subérvore S’ de S que satisfaz a conjectura para G, G[S'| é uma drvore enumeravel-
mente fechada sempre expansivel de T com G[Levy(S')] = Levy(G[S']) e, como G[Lev(S')] é
anticadeia maximal de T, G[S’ ] é denso em T'. Como, para todo x € S, Fo Gs(x) ndo satisfaz Y,
segue que F | G[S'] é X-ramificada. Assim, basta fazer D = G[S']. O
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5.3.2 Teoremas envolvendo a classe de jogos

Antes de irmos aos teoremas, vamos fazer a seguinte definicdo para facilitar sua notacao:

Definicao 5.21. Dado um jogo J, denotaremos que o jogador I (II) possui estratégia vencedora

em J como I 1J (respectivamente II 1 J).

Para o caso particular do jogo ¢, a seguinte definicdo também sera util para fins de

simplificagdo:

Definicao 5.22. Denotaremos como VF 11 X-¢4(F) (e VF 11 1 X-¢(F)) quando o jogador I

(respectivamente II) possuir estratégia vencedora no jogo X-¢(F) para toda fungéo F : T — C.

Com os resultados que temos até agora sabemos o seguinte:
Teorema 5.23. Se valer VF 11 X-¢(F), entdo vale a seguinte afirmacao:

Toda sequéncia (z¢ : @ < @;) de elementos de C

possui subsequéncia de comprimento @; que satisfaz X,

e o mesmo vale para VF [ T ~X-¥4(F), com ~X no lugar de X.

Demonstragdo. Uma vez que @, € uma arvore, podemos aplicar o respectivo jogo a qualquer
funcdo f : w; — C, onde uma estratégia vencedora para o jogador I sempre serd uma subsequéncia

de comprimento ®; que ird satisfazer respectivamente X ou ~X, provando o desejado. U

Por sua vez, a Conjectura 5.19 implica o seguinte:
Teorema 5.24. Assumindo a Conjectura 5.19, se toda extensdo genérica de VO satisfizer

Toda sequéncia (z4 : & < @;) de elementos de C

possui subsequéncia de comprimento @, que satisfaz X

para todo ) enumeravelmente fechado, entdo vale VF 11 X-¢(F).

Demonstragdo. Uma fungdo F : T — C sempre representa uma funcio f : @y — C para 17 em
todas as extensdes genéricas de V7 e, por hipétese, 17 também forca que f possui subsequéncia
de comprimento @, que satisfaz X. Assim, o Teorema 5.20 implica a existéncia de um denso
D de T tal que F | D é X-ramificado. Isso implica que D pode ser usado para construir uma
estratégia para o jogador I tal que, ndo importa como o jogador II jogue, o I sempre ird ganhar,

provando o desejado. [
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5.4 Aplicacoes

Toda ordem parcial IP, por ser uma subclasse de V, € forcing indestrutivel, entdao enum.fe
indestrutivel, e sua ordem permanece inalterada em qualquer extensdo genérica. Fazendo C = P,
os seguintes pares de afirmacoes X, Y, estritamente ligados respectivamente as propriedades

knaster, wage e ccc, irdo satisfazer todos os requisitos da Secao 5.2:

* Xinaster: “(Pe 1 @ < @) possui termos compativeis 2 a 2”, com Yipaster Sendo “(pe : E<a)

possui um par de termos incompativeis”;

* Xwage: “(pa : 00 < @) possui n < @ tal que nenhuma subsequéncia de comprimento @ +n
¢ anticadeia”, com Yy,ge sendo “( pe: & < o) possui, para cada n < ®, subsequéncia de

comprimento @ + n que € anticadeia”;

e Xeee! “(po : @ < @) possui termos incompativeis 2 a 2”, com Y. sendo “(pé E<a)

possui um par de termos compativeis”.

Com relacdo aos dois primeiros pares de afirmagdes, temos os seguintes resultados:

Teorema 5.25. ZFC implica que vale

VF 171 Xgnaster-¥ (F) — knaster

VF 171 Xyage-¥ (F) — wage.

J4 a Conjectura 5.19 implica ®knaster — VF 11 Xynasier-4(F) e “™wage — VF 11
Xwage-9 (F).

Sabemos que vale ®knaster — knaster e ™

wage — wage. Além disso, fixada uma
fungdo F : T — IP, uma estratégia vencedora em Xypasier- (F) para o jogador também serd uma

estratégia vencedora em Xyage-¢/ (F). Isso implica o seguinte coroldrio.

Corolario 5.26. Valem os seguintes fatos:

Em ZFC:
VF 11 Xnaster-¥ (F) ¥ knaster
enfy haster
en.fwage

g

VF 11 Xyage-9 (F) s wage




94 Capitulo 5. Jogos de infinitas rodadas

Assumindo a Conjectura 5.19:

VF 11 Xinaster-Z (F) —— *fknaster — knaster

I ! |

VF 11 Xyage-Y (F) —— en'fwage —— wage

Ja por outro lado, como uma ordem parcial IP satisfard ccc se, e somente se, nao possui

nenhuma sequéncia que satisfaz X..., o Teorema 5.11 implica o seguinte:

en.f en.f

Teorema 5.27. Toda ordem parcial ccc satisfaz “"'ccc, isto €, em ZFC vale ccc — “*ccc. Com

en.fCC

isso temos em ZFC que vale ccc < c
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GLOSSARIO

A-sistema, raiz: A-sistema é uma colecao ou sequéncia cuja interseccdo entre seus elementos
ou termos € sempre igual a um conjunto especifico, denotado raiz da mesma. A raiz s6 sera
um membro do A-sistema quando for cole¢@o unitaria ou todos os termos da sequéncia

forem iguais.

A-ramificada: Sendo A afirmacio a respeito de uma funcdo f : @ — C, T uma drvore enume-
ravelmente fechada sempre expansivel, uma funcdo F : T — C serd A-ramificada caso,

para todo ramo X de 7', a fungdo Fy : @; — C satisfazer A.

aberto: Para um espaco topoldgico X, abertos s@o subconjuntos intrinsicamente ligados a
defini¢do do conjunto X como espaco topoldgico. Em uma ordem parcial P, um conjunto
E C P é dito aberto se, e somente se, para cada r € E, todo ¥ € P com ' < r também
pertence a E. Tanto na topologia quanto nas ordens parciais, unido arbitraria de abertos é
aberta.

absolutividade: Um respectivo enunciado serd classe absoluto quando o mesmo, caso for
verdadeiro em V, permanecer verdadeiro e, caso for falso em V, permanecer falso, em

qualquer extensdo genérica de forcings pertencentes a classe representada por classe.

anticadeia: Em uma ordem parcial P, uma anticadeia corresponde a um conjunto A C P cujos
elementos sdo incompativeis entre si. Dado um p € P, uma anticadeia maximal do conjunto

{reP:r< p} édenominada anticadeia maximal abaixo de p.

cce: No contexto de absolutividade de afirmagdes e indestrutibilidade de classes, corresponde a

classe de todas as ordens parciais ccc.

coloraciio: Uma coloragio do conjunto [X]? corresponde a um subconjunto de [X]?. Todo
elemento de [X]? pertencente a coloragio é dito ter cor 0, os que nio pertencem sio ditos

terem cor 1.

compatibilidade/incompatibilidade: Em uma ordem parcial P, dizemos que p,q € P sao
compativeis, denotando p [ ¢, quando existir r € IP tal que r < p,q. Caso contrdrio,

dizemos que p, g sdo incompativeis, € denotamos p | g.

denso: Em uma ordem parcial IP, um denso corresponte a um subconjunto D de PP tal que todo
p € P possui r € D satisfazendo r <p p. Fixado um p € P, um denso abaixo de p € um

subconjunto D de {r € P : r < p} tal que, para todo r < p, existe s € D com s < r.
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desconexos: Subconjuntos X, X, de um espaco topolégico X que satisfazem X; N X, = X N
X, =0.

enum.fe: Representa a classe dos forcings enumeravelmente fechados no contexto de absoluti-

vidade de afirmagdes e indestrutibilidade de classes.

enumeravelmente fechada sempre expansivel: Uma arvore na qual todos os ramos t€m altura

.

enumeravelmente fechada: Uma ordem parcial Q) tal que toda cadeia enumeravel possui limite
inferior e, consequentemente, toda sequéncia <q-decrescente (rp : n < @) de elementos

de Q possui rg € Q tal que ry <q r, para todo n < ®.

enumeravelmente infinito: Um conjunto € enumeravelmente infinito quando sua cardinalidade

for examente igual a ®.

enumeracao: Para um conjunto bem ordenado, o isomorfismo entre ele e seu order type. Para

um conjunto arbitrério, qualquer bijecdo entre ele e seu nimero cardinal.

enumeravel: Um conjunto é enumerdvel quando sua cardinalidade for menor ou igual a .

finito: Um conjunto € finito quando sua cardinalidade for estritamente menor que ®.

forcing: Nome alternativo para ordem parcial no contexto de técnica de forcing. No contexto de
absolutividade de afirmagdes e indestrutibilidade de classes, corresponde a classe de todos

os forcings.

indestrutibilidade: Uma classe € dita classe indestrutivel quando a mesma ndo ganha nem

perde elementos em nenhuma extensdo genérica de forcings pertencentes a classe.

nao enumeravel: Um conjunto € ndo enumeravel quando sua cardinalidade for estritamente

maior que ®.

order type: Para um conjunto bem ordenado A, seu order type se trata do unico ordinal ¢ que

possui um isomorfismo de ordem com A.

particao: Uma particdo de um conjunto A se trata de uma colecao de subconjuntos de A

disjuntos 2 a 2 cuja reunido de seus elementos € o A inteiro.

quase disjunto: Uma colecdo ou sequéncia possuird elementos ou termos quase disjuntos (2 a

2) quando a intersec¢do entre dois elementos ou termos quaisquer da mesma for finita.

ramo: Em uma arvore, um ramo € uma cadeia maximal da mesma. Como consequéncia, um

ramo é sempre um conjunto bem ordenado da drvore e uma subdrvore.
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rara: Uma cole¢do A € rara se todo a € |J,c4x pertencer a no maximo finitos elementos da

colecao.

segmento inicial: Se X é um conjunto parcialmente ordenado e x € X, o conjunto dos anteces-

sores estritos de x, isto é, o conjunto {y € X : y < x}, é dito seu segmento inicial.

sequéncia: Nome alternativo para fun¢do quando utilizar a notagdo (s, : x € A). Para cada x € A,

sy serd denominado um termo da sequéncia.

subsequéncia: Para uma sequéncia (s¢ : & <), se S C «a tiver order type B, entdo diremos

que (sg : & € S) serd uma subsequéncia de comprimento f3.

subarvore: Um subconjunto de uma arvore, interpretada como uma arvore munida com a
mesma ordem daquela, serd uma subdrvore caso conter segmento inicial de cada um de

seus elementos.

arvore de Suslin: Arvore ccc de altura @; que ndo possui ramo de altura @ .

arvore: Conjunto T parcialmente ordenado tal que todos os seus segmentos iniciais sdo bem
ordenados. Uma arvore 7" € estudada como uma ordem parcial ao inverter o sentido de sua
ordem, isto é, considerando >7 como sua ordem parcial, e incluindo um elemento extra

para o papel de 17.



SSSSSSSSS



	Folha de rosto
	Title page
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de símbolos
	Sumário
	Introdução
	Notações, terminologia e enunciados gerais
	Notações usadas durante o texto
	Convenções sobre números ordinais
	Cardinalidade e coleções de conjuntos
	Envolvendo ordens parciais
	Envolvendo técnica de forcing
	O lema do delta-sistema
	A propriedade fundamental

	Caracterizações de Mezabarba
	Resultados de Mezabarba e enunciados relacionados
	Caracterizações globais

	Contraexemplos de prod. ccc implica knaster
	O contraexemplo de Kunen
	Novos resultados

	O contraexemplo de Todorčević
	Novos resultados


	Contraexemplos de ccc implica prod. ccc
	O caso das árvores
	O contraexemplo de Galvin
	O pequeno cardinal e
	O pequeno cardinal f
	Generalização da demonstração de Galvin


	Jogos de infinitas rodadas
	Definições e terminologias necessárias
	Descrição geral do jogo
	Teoremas do capítulo
	Demonstrações gerais
	Teoremas envolvendo a classe de jogos

	Aplicações

	Referências
	Glossário 

