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RESUMO

PEREIRA, J. L. Sobre propriedades de ordens parciais ccc. 2020. 99 p. Tese (Doutorado em
Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de
São Paulo, São Carlos – SP, 2020.

Este trabalho explora a classe dos conjuntos parcialmente ordenados que satisfazem a propriedade
denotada como “countable chain condition” na literatura, mais precisamente as propriedades
que são extensões da mesma e os vínculos lógicos assumidos entre elas. O objetivo principal é
estender os resultados já conhecidos graças a Kunen, Wage, Todorčević, Galvin e Mezabarba.

Palavras-chave: ordens parciais, ccc, extensões de ccc.





ABSTRACT

PEREIRA, J. L. About properties of ccc partial orders. 2020. 99 p. Tese (Doutorado em
Ciências – Matemática) – Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de
São Paulo, São Carlos – SP, 2020.

This work explores the class of partially ordered sets that satisfy the property known as “countable
chain condition” in literature, more precisely the properties that are extensions of it and the
logical links between them. The main purpose is to extend the results already known thanks to
Kunen, Wage, Todorčević, Galvin and Mezabarba.

Keywords: partial orders, ccc, extensions of ccc.
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INTRODUÇÃO

O objetivo desse texto é alcançar, descrever e explorar novos resultados na teoria dos
conjuntos envolvendo a classe de todas as ordens parciais que satisfazem uma propriedade que
denotaremos como “ccc” ao longo do texto. Esse texto foca principalmente em estender os
resultados descritos em (Mezabarba, 2018), (Wage, 1979), (Todorčević, 1986) e (Galvin, 1980).

No Capítulo 1, introduziremos a terminologia usada ao longo de todo o texto, junto de
enunciados e teoremas já conhecidos na literatura que serão amplamente utilizados nas nossas
demonstrações.

Mezabarba, nas Proposições 2.18 e 2.21 de (Mezabarba, 2018), exibiu novas formas
de caracterizar as propriedades que nesse texto serão denotadas como “prod. ccc” e “knaster”.
No Capítulo 2, nosso objetivo será explorar essas caracterizações, definir versões derivadas das
mesmas e demonstrar as relações entre elas e outros enunciados similares ligados à classe de
ordens parciais ccc. Também demonstrará novas formas de caracterizar alguns desses enunciados
e asserções globais a respeito da classe de ordens parciais ccc.

O Capítulo 3 vai explorar dois exemplos da literatura de ordens parciais que satisfazem
prod. ccc porém não satisfazem knaster (assumindo CH): o primeiro de autoria de Kunen descrito
em (Wage, 1979), e outro de autoria de Todorčević descrito em (Todorčević, 1986). Nós iremos
estender os resultados descritos nesses artigos, demonstrar quais variantes das caracterizações de
Mezabarba o mesmos satisfazem e como o exemplo de Todorčević pode ser usado para dirimir
uma questão deixada em aberto no artigo (Wage, 1979).

O Capítulo 4 introduz alguns resultados a respeito de ordens parciais ccc que não
satisfazem prod. ccc. A primeira seção aborda a questão de quais ordens parciais que são
árvores satisfazem essa propriedade, desembocando em demonstrações sobre quais variantes das
caracterizações de Mezabarba uma árvore de Suslin satisfaz. A segunda seção aborda o exemplo
de autoria de Galvin (assumindo CH) descrito em (Galvin, 1980), e mostra como podemos
modificar a demonstração original para provar que sua existência é consistente com ∼CH. Esse
trabalho envolve a definição de dois pequenos cardinais ligados implicitamente à demonstração.

Por fim, o Capítulo 5 visará descrever um tópico abordado pelo autor sem artigos de
referência: “jogos de ω1 passos visando caracterizar indestrutibilidade de enunciados envolvendo
funções f : ω1→ C através de forcings enumeravelmente fechados”. Os enunciados descritos
no capítulo são de caráter geral, porém o objetivo inicial era usá-los para enunciados envolvendo
ordens parciais similares a knaster e uma definida no Capítulo 3 que denotamos no texto como
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“wage”. O trabalho ainda está inconcluso porém já foi possível provar alguns resultados simples
que serão descritos no capítulo. Também é proposta uma conjectura no mesmo que permitiria
um ligeiro avanço no objetivo original.
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CAPÍTULO

1
NOTAÇÕES, TERMINOLOGIA E

ENUNCIADOS GERAIS

1.1 Notações usadas durante o texto
Durante todo o texto adotaremos, na medida do possível, as seguintes convenções

textuais:

• Letras ou palavras em negrito e maiúsculas denotarão classes. Em ZFC, somente conjuntos
tem uma existência formal, de modo que, ao longo do texto, o leitor deve encarar classes
apenas como “circunlocuções na metateoria”;

• Números naturais em geral serão denotados pela letras i, j, k, l, m, n e N. Demais letras do
alfabeto latino, maiúsculas ou minúsculas, denotarão conjuntos de modo arbitrário;

• Utilizaremos a teoria dos ordinais de von Neumann, com os números cardinais definidos
a partir dela, o que implica que os elementos de um ordinal são todos os ordinais estri-
tamente menores que ele. Não faremos nenhuma distinção entre os números cardinais e
seus correspondentes ordinais. O contexto é que esclarecerá se estamos falando de algo
pertinente a ordinais ou cardinais, como a respeito da aritmética ordinal ou cardinal por
exemplo;

• Letras minúsculas do alfabeto grego denotarão números ordinais. A letra ω será reservada
para representar o menor ordinal infinito (que na teoria dos conjuntos coincide com o
conjunto dos números naturais) e, quando acrescida de um ordinal subscrito, a um cardinal
infinito em sua definição formal. Também serão reservadas para denotar cardinais infinitos
as letras gregas minúsculas κ , λ e θ ;

• Usaremos P e Q para denotar ordens parciais em geral. Quando falarmos de uma ordem
parcial P, estaremos associando à mesma, muitas vezes de modo implícito, uma ordem
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fraca (i.e. relação reflexiva, antissimétrica e transitiva) junto com sua versão estrita (i.e.
relação antirreflexiva e transitiva) para seus elementos e um elemento máximo de acordo
com esta ordem. Quando precisarmos explicitá-los, denotaremo-los respectivamente ≤P,
<P e 1P, podendo remover a menção a P quando o contexto a deixar clara. No estudo de
uma ordem parcial P, as seguintes definições serão usadas frequentemente nesse texto:

p,q ∈ P são ditos compatíveis, denotando p 6⊥ q, quando existir r ∈ P com r ≤ p,q.
Caso contrário, diremos que p e q são incompatíveis e denotaremos p⊥ q;

Uma anticadeia de P é uma coleção A em P com elementos incompatíveis 2 a 2, um
conjunto denso de P é uma coleção D em P tal que, para todo p ∈ P, existe r ∈ D com
r ≤ p.

Todo subconjunto de uma ordem parcial também será uma ordem parcial quando munida
com a mesma ordem. Às vezes será necessário incluir um elemento extra para servir de 1,
esse será nosso tratamento padrão para subconjuntos de ordens parciais;

• Com espaços topológicos X , denotaremos o fecho de um Y ⊂ X como Y . Quando necessá-
rio, denotaremos como ab(X) o conjunto de todos os abertos e fe(X) o conjunto de todos
os fechados de X ;

• O conceito de domínio e imagem não se aplicarão somente a funções, mas também a
relações, que se tratam de conjuntos compostos exclusivamente de pares ordenados. Assim
toda função também é uma relação. O domínio de uma relação R consiste no conjunto de
todas as primeiras coordenadas de seus pares ordenados, e a imagem de R é o conjunto das
segundas coordenadas. A notação f : A→ B, será usada para dizer que f é uma função
com domínio A e imagem apenas contida em B, então B pode ser uma classe no lugar de
conjunto. De modo mais geral, denotaremos f1, . . . , fn : A→ B quando quisermos dizer
que todos os f1, . . . , fn são funções com domínio em A e imagem contida em B (conjunto
ou classe);

• Para uma relação R, quando tivermos X ⊂ dom(R), definiremos a imagem de X em

R, denotada R[X ], como o conjunto dos elementos da imagem de R cujas primeiras
coordenadas estão em X . E quando tivermos Y ⊂ im(R), a imagem inversa de Y em

R, denotada R−1[Y ], como o conjunto dos elementos do domínio de R cujas segundas
coordenadas pertencem a Y . Se x ∈ dom(R), denominaremos a imagem de x em R como
sendo R[{x}]. Analogamente, se y ∈ im(R), denominaremos a imagem inversa de y em R

como o conjunto R−1[{y}].

1.2 Convenções sobre números ordinais
Quando um conjunto A estiver munido com uma boa ordem ord (seja estrita ou fraca,

usaremos ambas), chamaremos de order type de (A,ord) o único ordinal α isomorfo ao conjunto
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A munido com a boa ordem ord. Iremos omitir ord quando a mesma for evidente pelo contexto.
Em particular, a menos que citado expressamente o contrário, a boa ordem de um ordinal ou
qualquer um de seus subconjuntos será sempre a boa ordem canônica dos números ordinais de
von Neumann.

1.3 Cardinalidade e coleções de conjuntos

Dado um conjunto X , denotaremos por |X | a cardinalidade do conjunto X .

Diremos que um conjunto é finito quando sua cardinalidade for estritamente menor que
ω , isto é, igual a um número natural. Diremos ser enumerável um conjunto que for finito ou
tiver cardinalidade ω , isto é, quando sua cardinalidade for menor ou igual a ω , dizendo ser
enumeravelmente infinito quando sua cardinalidade for exatamente igual a ω . Quanto a um
conjunto cuja cardinalidade é estritamente maior que ω , denotaremo-lo não enumerável.

Dado um conjunto X e um cardinal κ , denotaremos como [X ]κ o conjunto de todos os
subconjuntos de X com cardinalidade κ , e como [X ]<κ o conjunto de todos os subconjuntos de X

com cardinalidade estritamente menor que κ . Essa notação será muito usada principalmente para
cardinais finitos. Em particular, [X ]<ω representa o conjunto de todos os subconjuntos finitos de
X .

Uma sequência corresponde a uma função arbitrária, e denotaremos como (sx : x ∈ A)

uma sequência de domínio A que assume o valor sx para cada x ∈ A. Para cada x ∈ A, iremos
denotar sx como um termo da sequência. Quando o domínio da sequência for um ordinal α ,
denotaremo-la (sξ : ξ < α), diremos que a sequência possui comprimento α e, se S⊂ α tiver
order type β , então diremos que a sequência (sη : η ∈ S) é uma subsequência de comprimento β

da mesma. Quando o domínio da sequência for finito, algumas vezes nos resumiremos apenas a
listar seus termos, com números naturais partindo do 1 ao invés do 0.

Quando uma sequência (sξ : ξ < α) for injetora, poderemos restringir nossa discussão
somente à imagem da mesma, que denotaremos {sξ : ξ < α} e denominaremos coleção.

Dado um conjunto A bem ordenado por ord com order type α , a sequência (aξ : ξ < α)

que corresponde ao isomorfismo entre α e (A,ord) será denominada ord-enumeração de A. Se
≺ for a versão estrita da boa ordem ord, essa sequência é ≺-crescente no sentido que aξ ≺ aη

se, e somente se, ξ < η . No caso de uma ordem arbitrária ≤, quando ξ < η implicar aξ ≥ aη ,
diremos que a sequência (aξ : ξ < α) será denominada ≤-decrescente.

Uma enumeração do conjunto A será qualquer bijeção entre A e sua cardinalidade κ = |A|,
(aα : α < κ), de modo que A = {aα : α < κ}.
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1.4 Envolvendo ordens parciais

Três enunciados bem conhecidos na literatura serão muito usados ao longo desse texto.
Eles serão descritos abaixo, junto com seus nomes oficiais e como serão denotados ao longo
desse texto. Neles, P é uma ordem parcial arbitrária:

• Countable Chain Condition: Todo X ⊂ P de cardinalidade ω1 possui dois elementos
compatíveis. Denotaremo-lo como ccc;

• Produtivamente ccc: Para toda ordem parcial Q ccc, a ordem parcial P×Q (valendo
(p1,q1)≤P×Q (p2,q2) se, e somente se, valer p1 ≤P p2 e q1 ≤Q q2) é ccc. Denotaremo-lo
como prod. ccc;

• Knaster: Todo X ⊂P de cardinalidade ω1 possui subconjunto Y de cardinalidade ω1 cujos
elementos são compatíveis 2 a 2. Denotaremo-lo como knaster.

Os enunciados ccc e knaster possuem enunciados equivalentes utilizando sequências no lugar de
conjuntos, são eles:

• ccc: Toda sequência de elementos de P (pα : α < ω1) possui dois termos compatíveis;

• knaster: Toda sequência de elementos de P (pα : α < ω1) possui subsequência de compri-
mento ω1 com termos compatíveis 2 a 2.

São bem conhecidos na literatura também os seguintes fatos:

Em ZFC:
ccc prod. ccc knaster

Assumindo MA(ω1):
ccc prod. ccc knaster

Wage cita esses fatos em seu artigo (Wage, 1979).

Demais enunciados e suas notações serão descritos quando forem usados pela primeira
vez.

Teremos em vários momentos o hábito de denotar um versão modificada de um enunciado
específico acrescentando uma simbologia adequada no canto inferior e/ou superior direito da
notação da respectiva propriedade, descritas assim que forem usadas pela primeira vez.
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1.5 Envolvendo técnica de forcing

Dentro da técnica de forcing, uma ordem parcial também recebe o nome de forcing. Em
ZFC, podemos desenvolver a técnica de forcing usando tanto ordens parciais como álgebras

booleanas completas; nos focaremos na primeira abordagem.

Por uma classe, denotamos os conjuntos que compartilham uma propriedade em comum
definida por intermédio de uma fórmula da linguagem dos conjuntos, que passa a ser interpretada
como a coleção de todos esses conjuntos. Em ZFC, classes não são definidas formalmente, sendo
consideradas apenas como uma extrapolação da metateoria, onde o enunciado x ∈ C passa a
representar a respectiva fórmula. Todo conjunto y pode ser interpretado por uma classe mediante
a fórmula x ∈ y, porém nem toda classe constitui um conjunto em ZFC.

Como exemplos de classes, temos a classe de todos os conjuntos, denotada por V e
definida pela fórmula x = x. Na técnica de forcing, dado um forcing P, denotamos por VP a
classe de todos os nomes construídos a partir do forcing. Nenhuma dessas duas classes formam
conjuntos em ZFC. Ainda na técnica de forcing, um modelo é obtido a partir da aplicação de um
filtro genérico em VP, sendo denominado extensão genérica de VP, e os nomes de VP servirão
como “representantes em V” dos elementos pertencentes a esse modelo. Usaremos a notação
ẋ para representar um nome para um conjunto x da extensão genérica. A forma como esses
modelos são tratados formalmente é bastante diversificada na literatura e não entraremos em
detalhes aqui. O leitor pode ler o livro (Kunen, 1980) para uma abordagem através de ordens
parciais e fazendo extenso uso de modelos transitivos enumeráveis para formalizar o conceito de
extensão genérica; ou pode ler o texto (Pereira, 2016) para uma abordagem utilizando álgebras
booleanas completas e sem uso de modelos, tratando extensões genéricas apenas de um ponto
de vista puramente intuitivo, incluindo um apêndice a respeito do uso de modelos transitivos
enumeráveis.

Todos os elementos de V possuem nomes canônicos que os representam em todas as
extensões genéricas de VP. Quando o conjunto de V for composto de um único símbolo x,
denotaremo-lo x̌; quando o conjunto for representado com múltiplos símbolos, como em conj,
denotaremo-lo (conj)̌, podendo omitir os parênteses quando o contexto não gerar dúvidas sobre
o mesmo. Isso quer dizer que os elementos de V pertencem a qualquer extensão genérica de VP.

Dada uma afirmação A(x1, . . . ,xn) que possui as variáveis livres x1, . . . ,xn, um p ∈ P e
ẋ1, . . . , ẋn nomes de VP, diremos que p força A(ẋ1, . . . , ẋn), que denotaremos pP A(ẋ1, . . . , ẋn),
quando, dado qualquer filtro genérico de VP que contém p, a respectiva extensão genérica
satisfaz a afirmação A para os conjuntos x1, . . . ,xn. Poderemos omitir a menção a P em 
quando o contexto a deixar clara.

Dada uma classe de forcings denominada classe, diremos que a afirmação acima é
classe absoluta quando, para qualquer forcing P pertencente à classe e quaisquer conjuntos
x1, . . . ,xn ∈ V, se a afirmação A(x1, . . . ,xn) for verdadeira em V, ela também será verdadeira em
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qualquer extensão genérica de VP e vice-versa. Ou seja, em termos formais, vale

A(x1, . . . ,xn)→ 1P P A(x̌1, . . . , x̌n) e

∼A(x1, . . . ,xn)→ 1P P ∼A(x̌1, . . . , x̌n)

para quaisquer P pertencente a classe e x1, . . . ,xn ∈ V.

Nesse contexto, classe será algum dos seguintes:

• forcing: Todas as ordens parciais;

• enum.fe: Ordens parciais enumeravelmente fechadas, isto é, ordens parciais Q tais que
toda cadeia (=subconjunto totalmente ordenado) enumerável de Q admite limite inferior
(elemento de Q menor ou igual a todos os elementos da cadeia). Como consequência, para
Q enumeravelmente fechada, toda sequência (rn : n < ω) de Q ≤-decrescente possui um
rω em Q satisfazendo rω ≤ rn para todo n;

• ccc: Ordens parciais ccc.

Diremos também que uma classe C é classe indestrutível quando, para todo forcing
P pertencente à classe de forcings classe, C possuir, em qualquer extensão genérica de VP,
exatamente os mesmos conjuntos que possuía em V. Isto é, nenhum conjunto de C deixa de
pertencer à mesma na extensão genérica, e nenhum conjunto novo criado pela extensão genérica
irá pertencer à C. Essa ideia é formalizada na técnica de forcing da seguinte forma:

• Usando ordens parciais, corresponde ao fato que, para todo forcing P pertencente a classe,
dado um nome ẋ, pP ẋ ∈C equivale a {q ∈P : ∃z ∈C q ẋ = ž} ser denso abaixo de p;

• Usando álgebras booleanas completas, se B for o completamento de uma ordem parcial
P pertencente a classe, ela corresponde ao fato que, para todo nome ẋ, vale [[ẋ ∈ C]]B =

∑z∈C[[ẋ = ž]]B.

Essa definição se trata de uma pequena generalização do conceito de class-preserving, oriundo
da Definição 2.2.4 de (Pereira, 2016).

Como exemplos, temos os seguintes:

• Qualquer conjunto de V, quando interpretado como uma classe contida em V, é forcing
indestrutível;

• O cardinal ω1, interpretado como a classe de todos os ordinais enumeráveis, é enum.fe
indestrutível;

• A classe dos ordinais Ord é forcing indestrutível e, para cada conjunto X , a definição
[X ]<ω , que corresponde à classe dos subconjuntos finitos de X , também é;
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• Para todo conjunto X , [X ]ω , a classe dos subconjuntos enumeravelmente infinitos de X , é
enum.fe indestrutível.

Quando estivermos falando de um enunciado específico, particularmente os do tipo “P
satisfaz propriedade”, caso o mesmo for verdadeiro em qualquer extensão genérica de VQ, com
Q forcing pertencente à classe de forcings denotada cl, diremos que o respectivo enunciado é “cl

indestrutível”; ou “P é propriedade cl indestrutível” no caso particular, adotando a notação “P
satisfaz clpropriedade” para o mesmo. cl nesses contextos será um dos seguintes:

• all: Todos os forcings;

• en.f: Forcings enumeravelmente fechados;

• ccc: Forcings ccc.

O nome foi inspirado no conceito de Lindelöf indestrutibilidade para espaços topológicos do
artigo (Scheepers; Tall, 2010), já utilizado em (Tall, 1995); que corresponderia à en.fLindelöf na
notação desse texto.

Em particular, como P= {1} pertence a cada uma das cl acima, sempre valerá

clpropriedade→ propriedade,

algo importante de ser lembrado.

Um resultado menos redundante e essencial no texto é o seguinte:

Teorema 1.1. Vale cccccc→ prod. ccc. Isto é, se uma ordem parcial P continuar sendo ccc em
qualquer extensão genérica de VQ, com Q ccc, então P será prod. ccc.

Isso é consequência direta do Lema 5.7 do cap. VIII §5 de (Kunen, 1980). Os dois
parágrafos do livro imediatamente posteriores à demonstração do lema esclarecem essa con-
sequência.

1.6 O lema do delta-sistema

O seguinte teorema de ZFC, conhecido como Lema do ∆-sistema (∆-system lemma) será
de extrema importância em muitas demonstrações envolvendo ordens parciais:

Teorema 1.2. Dada coleção não enumerável X de conjuntos finitos, existe subcoleção não
enumerável Y de X e um conjunto finito r tal que, para quaisquer x 6= y ∈ Y , vale x∩ y = r. A
subcoleção Y é chamada ∆-sistema e o conjunto r é chamado raiz do ∆-sistema Y .
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Para qualquer sequência de conjuntos finitos (xα : α < ω1) que tomarmos, caso sua
imagem possuir cardinalidade ω1, podemos aplicar na mesma o lema do ∆-sistema e obter uma
subsequência (xα : α ∈ S) cuja imagem é um ∆-sistema. Caso contrário, existirá ao menos um
conjunto finito que se repete ω1 vezes ao longo da sequência, e a imagem da subsequência
(xα : α ∈ S) com todas as ocorrências desse único conjunto também satisfaz o requisito de um
∆-sistema, com o próprio conjunto sendo a raiz. Assim temos o seguinte corolário:

Corolário 1.3. Dada sequência (xα : α < ω1) de conjuntos finitos, existe subsequência de
comprimento ω1 (xα : α ∈ S) e um conjunto finito r tal que, para quaisquer ξ 6= η ∈ S, vale
xξ ∩ xη = r.

Nesse texto, para fins de simplificação, tanto o lema do ∆-sistema quanto o corolário
acima serão referido como sendo o lema do ∆-sistema, e assim o termo ∆-sistema e raiz serão
aplicados indistintamente tanto à coleções quanto à sequências. Mesmo assim, quando estiver-
mos usando o corolário, às vezes ainda poderá ser importante separar o caso onde os termos
da subsequência são distintos 2 a 2 dos demais. Isso será enunciado explicitamente quando
necessário.

1.7 A propriedade fundamental
Em diversas partes do texto, será importantíssimo o uso da propriedade que denotaremos

como ω1→ (ω1,ω +1)2; essa terminologia segue a notação da teoria geral descrita em (Erdös;
Rado, 1956) §2, pág 428-431. Nesse texto porém, descreveremos apenas o necessário para
entendermos essa propriedade em particular.

Uma 2-coloração sobre [ω1]
2 se trata de um conjunto X ⊂ [ω1]

2, onde dizemos que
x ∈ [ω1]

2 possui cor 0 caso x ∈ X , caso contrário, dizemos que x possui cor 1. Diremos que
um conjunto Y ⊂ ω1 será homogêneo de cor 0 caso [Y ]2 ⊂ X , e diremos que será homogêneo
de cor 1 caso [Y ]2∩X = /0. Como nesse texto não usaremos outro tipo de coloração além da
2-coloração, denotaremo-la simplesmente como coloração a partir de agora.

Com essas definições, dados ordinais α,β ≤ ω1, o enunciado geral ω1→ (α,β )2 corres-
ponde ao seguinte:

Dada uma coloração sobre [ω1]
2, caso ela não possua um conjunto Y ⊂ ω1

de order type α homogêneo de cor 0, ela possuirá um Y ⊂ ω1 de order type β

homogêneo de cor 1.

Quando valer α = β , o enunciado acima é denotado simplesmente como ω1→ (α)2. Nessa
definição, ω1→ (ω1,ω +1)2 corresponde ao caso particular onde α = ω1 e β = ω +1.

A validade de ω1→ (ω1,ω + 1)2 é um caso particular do Corolário 1 da página 459
de (Erdös; Rado, 1956), fazendo m = n = 0 no mesmo. Na verdade, no artigo a definição é
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mais ampla, permitindo que um x possua mais de uma cor simultaneamente, porém todos os
enunciados nesse caso geral são equivalente ao nosso caso restrito onde cada x assume somente
uma cor (é necessário o AC para a demonstração geral, mas não para o nosso caso particular
ω1→ (α,β )2).

Para ordens parciais em geral, exemplos de colorações importantes são as seguintes:
Fixada uma ordem parcial P e uma sequência s = (pα : α < ω1) da mesma,

• coloração dos compatíveis s 6⊥: Coleção dos pares não ordenados {ξ ,η} tais que pξ 6⊥ pη ;

• coloração dos incompatíveis s⊥: Coleção dos pares não ordenados {ξ ,η} tais que pξ ⊥
pη .

Um S⊂ω1 homogêneo de cor 0 em s6⊥ corresponde a uma subsequência com termos compatíveis
2 a 2, e a uma subsequência de termos incompatíveis 2 a 2 (que chamaremos de anticadeia) em
s⊥. Um homogêneo de cor 0 em s⊥ será homogêneo de cor 1 em s6⊥ e vice versa.

Se P é ccc, então uma sequência nunca terá uma anticadeia de comprimento ω1. Portanto,
aplicando ω1→ (ω1,ω +1)2 em s⊥, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.4. Toda sequência (sα : α < ω1) de uma ordem parcial P ccc possui uma subsequên-
cia de comprimento ω +1 com termos compatíveis 2 a 2.

De fato, vale o seguinte teorema mais geral (enunciado sem demonstração em (Wage,
1979) como o Lema 1):

Teorema 1.5. Para qualquer n < ω , toda sequência (pα : α < ω1) de uma ordem parcial P ccc
possui uma subsequência de comprimento ω +n com termos compatíveis 2 a 2.

Demonstração. É suficiente provar para n = 2k, para todo k < ω , o que faremos por indução
sobre k. O caso k = 0 se trata do teorema acima. Uma vez provado para k, construa por recursão
transfinita a sequência ((rα ,{ξα ,ηα}) : α < ω1) onde, para quaisquer β < γ <ω1, temos rβ ∈P
e {ξβ ,ηβ} ∈ [ω1]

2, com rβ ≤ pξβ
, pηβ

e ξβ ,ηβ < ξγ ,ηγ ; tal construção é possível pelo fato de P
ser ccc. A hipótese de indução implica que a sequência (rα : α <ω1) possui uma subsequência de
comprimento ω +2k com termos compatíveis 2 a 2. Se S⊂ω1 for o domínio dessa subsequência,
então

⋃
γ∈S{ξγ ,ηγ} será o domínio de uma subsequência de comprimento ω + 2k+1 de (pα :

α < ω1) com termos compatíveis 2 a 2.

Se uma sequência (pα : α < ω1) de P viola a propriedade correspondente à knaster,
qualquer subsequência de comprimento ω1 também violará. Então, aplicando ω1→ (ω1,ω +1)2,
temos o seguinte resultado:
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Teorema 1.6. Dada subsequência (pα : α < ω1) de uma ordem parcial P que não satisfaz a
propriedade correspondente à knaster, qualquer subsequência de comprimento ω1 da mesma
possui subsequência de comprimento ω +1 com termos incompatíveis 2 a 2.
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CAPÍTULO

2
CARACTERIZAÇÕES DE MEZABARBA

2.1 Resultados de Mezabarba e enunciados relacionados

Mezabarba, na Proposição 2.18 de (Mezabarba, 2018), provou uma nova forma de
caracterizar quando uma ordem parcial P é prod. ccc, enquanto que na Proposição 2.21 exibiu
uma nova forma de caracterizar knaster. Para enunciarmos suas caracterizações, será crucial a
definição a seguir:

Definição 2.1. Dada uma ordem parcialP, para toda coleção A de anticadeias deP satisfazendo
|
⋃

A |= ω1, definimos a ordem parcial FP(A ) como o conjunto das anticadeias finitas contidas
em algum A ∈A , isto é

FP(A ) =
⋃

A∈A
[A]<ω ,

ordenado pela inclusão reversa.

Por outro lado, para todo X⊂ P com |X|= ω1, definimos a ordem parcial FP(X) como
o conjunto de todas as anticadeias finitas de X, ordenada pela inclusão reversa. Assim, FP(X)

corresponde à ordem parcial FP(X ), onde X é o conjunto de todas as anticadeias maximais
de X.

A caracterização fornecida pela Proposição 2.18 será descrita na próxima definição.

Definição 2.2. Dizemos que uma ordem parcial P satisfaz “mezabarba” se, e somente se, toda
ordem parcial FP(A ) criada a partir de P de acordo com a definição anterior não for ccc.

A Proposição 2.18 de (Mezabarba, 2018) prova que prod. ccc equivale a mezabarba;
citaremos e demonstraremo-la aqui, uma vez que sua estratégia de demonstração será muito
utilizada nesse capítulo.
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Teorema 2.3 (MEZABARBA). Uma ordem parcial P será prod. ccc se, e somente se, satisfizer
mezabarba.

Demonstração. Caso existir alguma FP(A ) ccc, faça X =
⋃

A , de onde segue que |X |= ω1.
Neste caso, a ordem parcial P×FP(A ) não será ccc, uma vez que a coleção {(p,{p}) : p ∈ X}
é uma anticadeia não enumerável da mesma. De fato, dados p 6= q ∈ X , se (p,{p}) e (q,{q})
forem compatíveis, teríamos a validade tanto de p 6⊥ q quanto de p⊥ q, um absurdo.

Por outro lado, caso existir Q ccc tal que P×Q não é ccc, tome uma anticadeia W de
cardinalidade ω1 de P×Q. Para cada r ∈Q, defina Ar da seguinte forma:

Ar = {p ∈ P : ∃q ∈Q (r ≤ q∧ (p,q) ∈W )}

Dados p, p′ ∈ Ar, existem q,q′ ∈ Q tais que r ≤ q,q′ e (p,q),(p′,q′) ∈W , e o fato de W ser
anticadeia implica que p⊥ p′, assim Ar é anticadeia de P para cada r ∈Q. Para todo (p,q) ∈W ,
temos p ∈ Aq e, consequentemente, p ∈

⋃
r∈QAr. Então, caso tivermos |

⋃
r∈QAr|< ω1, existirá

p tal que {q ∈ Q : (p,q) ∈W} é não enumerável e uma anticadeia de Q, um absurdo. Logo
a coleção A = {Ar : r ∈ Q} de anticadeias de P é tal que |

⋃
A | = ω1, satisfazendo assim o

requisito da Definição 2.1. Digo que a ordem parcial FP(A ) é ccc.

De fato, tome uma coleção {Fα : α < ω1} de FP(A ) arbitrária. Por definição, todo
α possui rα ∈ Q tal que Fα ⊂ Arα

. Uma vez que Q é ccc, a sequência (rα : α < ω1) possui
ξ < η < ω1 e s ∈Q tais que s≤ rξ ,rη , de onde segue que Fξ ∪Fη ⊂ As ∈A . Então Fξ e Fη são
compatíveis, provando o desejado.

O primeiro parágrafo implica que, se P for prod. ccc, então toda FP(A ) não será ccc.
Já os dois parágrafos seguintes mostram que, se toda FP(A ) não for ccc, P então será prod. ccc.
Note que esse teorema não exigiu o fato de P ser ccc.

Uma consequência imediata que podemos tirar desse teorema de Mezabarba é o seguinte:

Teorema 2.4. Uma ordem parcial P será prod. ccc se, e somente se, todo conjunto X⊂ FP(P)
tal que |X|= ω1, ordenado pela inclusão reversa, não for ccc.

Demonstração. Dada uma P prod. ccc e tomando um X⊂ FP(P) com |X|= ω1, o fato de todos
os elementos de X serem finitos implica que |

⋃
X|= ω1. Assim, o teorema acima implica que

FP(X) possui anticadeia não enumerável {Fα : α < ω1}. Uma vez que todo Fα está contido em
algum F ′α ∈ X, e Fξ ser incompatível com Fη implica que F ′

ξ
também será incompatível com F ′η ,

temos que {F ′α : α < ω} será anticadeia não enumerável de X.

Agora, suponha que todo X ⊂ FP(P) de cardinalidade ω1, ordenado pela inclusão
reversa, não é ccc. Uma vez que todo FP(A ) também é subconjunto de FP(P) ordenado por ⊃,
a existência de uma anticadeia não enumerável para FP(A ) é imediata.
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Sendo FP(X) uma subclasse de FP(A ), seria interessante arranjarmos um enunciado
que possa ser caracterizado pelo fato de toda ordem parcial FP(X) não ser ccc, e somente elas,
analogamente ao que Mezabarba fez para FP(A ). Apresentaremos um nesse texto, mas antes
de descrevê-lo precisaremos fazer algumas definições.

Definição 2.5. Dizemos que uma ordem parcial P satisfaz mezabarba∗ quando toda ordem
parcial FP(X), criada a partir de P de acordo com a Definição 2.1, não satisfizer ccc.

Satisfazer mezabarba∗ é suficiente para satisfazer ccc:

Corolário 2.6. Vale mezabarba∗→ ccc.

Demonstração. Dado X ⊂ P de cardinalidade ω1, fixe {Fα : α < ω1} anticadeia de FP(X) e
tome ξ < η < ω1 arbitrários. Fξ ⊥ Fη implica que existem p ∈ Fξ e q ∈ Fη com p 6⊥ q. Então X

não será anticadeia de P.

Definição 2.7. Para toda ordem parcial P, definimos a ordem parcial P∗ como sendo o conjunto
de todos os subconjuntos finitos de P cujos elementos são compatíveis 2 a 2, ordenada pela
inclusão reversa.

Dizemos que uma ordem parcial satisfaz cccs se, e somente se, P∗ for ccc.

Também este enunciado é suficiente para uma ordem parcial ser ccc:

Corolário 2.8. Vale cccs→ ccc.

Demonstração. Dada uma ordem parcial P cccs e uma coleção {pα : α < ω1} da mesma, o fato
deP∗ ser ccc implica que a coleção {{pα} : α < ω1} possui algum par de elementos compatíveis
em P∗, logo o mesmo ocorrerá com a coleção original.

A caracterização dada por mezabarba∗ será enunciada e demonstrada no próximo teo-
rema.

Teorema 2.9. Uma ordem parcial P satisfaz mezabarba∗ se, e somente se, para toda or-
dem parcial cccs Q, P×Q não possui subconjunto W de cardinalidade ω1 tal que, dados
(p,q),(p′,q′) ∈W arbitrários, p⊥ p′ implica q 6⊥ q′ e p 6⊥ p′ implica q⊥ q′.

Demonstração. Primeiramente, é importante notar que toda FP(X) ccc será cccs; isso se deve
ao fato que, para todo x ∈ (FP(X))∗, temos

⋃
x ∈ FP(X), e a correspondência

(FP(X))∗ → FP(X)

x 7→
⋃

x

preservar a compatibilidade e incompatibilidade das ordens.
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Suponha que alguma FP(X) seja ccc, portanto cccs, então a coleção de cardinalidade ω1

W = {(p,{p}) : p ∈ X} satisfaz os requisitos necessários.

Agora, suponha que exista Q cccs tal que P×Q possua W satisfazendo a hipótese.
Fazendo X = {p : ∃q ∈ Q (p,q) ∈W}, temos que |X| = ω1 pois, caso contrário, Q teria uma
anticadeia não enumerável, absurdo. Fazendo uma restrição em W se necessário, podemos supor
sem perda de generalidade que cada p ∈X possui um único q ∈Q tal que (p,q) ∈W . Com essas
hipóteses, digo que FP(X) é ccc.

De fato, fixe uma coleção {Fα : α < ω1} de FP(X). Para todo α < ω1, o conjunto
Gα = {q ∈Q : ∃p ∈ Fα (p,q) ∈W} pertence a Q∗ devido as hipóteses feitas sobre W , e então
existem ξ < η < ω1 tais que Gξ ∪Gη ∈Q∗, o que implica que Fξ ∪Fη ∈ FP(X).

Todo W que satisfaz o enunciado acima é uma anticadeia não enumerável de P×Q, logo
tal W não existirá se P×Q não possui nenhuma anticadeia. Portanto, se fizermos a seguinte
definição:

Definição 2.10. Dizemos que uma ordem parcial P satisfaz prod. ccc∗ quando, para toda ordem
parcial Q cccs, P×Q for ccc.

Teremos o seguinte corolário:

Corolário 2.11. Vale prod. ccc∗→ mezabarba∗.

Combinando estes resultados aos descritos no diagrama da página 26 temos:

Em ZFC:
cccs prod. ccc∗ prod. ccc knaster

ccc mezabarba∗ mezabarba

Assumindo MA(ω1):

cccs prod. ccc∗ prod. ccc knaster

ccc mezabarba∗ mezabarba

Uma pergunta é se, assumindo MA(ω1), vale ccc↔ cccs. Isso é verdade mas, antes de
provar, precisamos da seguinte definição.

Definição 2.12. Dizemos que uma ordem parcial é potencialmente ccc, denotando pot. ccc,
quando, para todo n < ω , a ordem parcial Pn também for ccc. A ordem parcial Pn aqui descrita
é tal que (p1, . . . , pn)≤Pn (q1, . . . ,qn) vale se, e somente se, valer p1 ≤P q1, . . . , pn ≤P qn.
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O que desejamos provar é consequência imediata do próximo teorema, que é uma
consequência do Lema 4.11 de (Galvin, 1980) ao fazer λ = ω1 no mesmo:

Teorema 2.13. Para quaisquer ordens parciais P1, . . . ,Pk, se Pn
1× . . .×Pn

k for ccc para todo
n < ω , então P∗1× . . .×P∗k será ccc.

Demonstração. Fixe uma coleção de tamanho ω1 {(Fα
1 , . . . ,Fα

k ) : α < ω1} de elementos de
P∗1× . . .×P∗k . Fazendo uma restrição coordenada a coordenada, podemos supor que a cardi-
nalidade de cada Fξ

i é mi quando 1≤ i≤ k. Com essas hipóteses, a cardinalidade do conjunto
{{ j, l} : 1 ≤ j ≤ l ≤ mi} é ni =

(mi+1)mi
2 , fixe fi : {{ j, l} : 1 ≤ j ≤ l ≤ mi} → {1, . . . ,ni} uma

enumeração para o mesmo. Denotando Fα
i = {xα

i,1, . . . ,x
α
i,mi
}, o fato de o mesmo ser composto de

elementos compatíveis 2 a 2 implica a existência de um elemento de Pi menor ou igual a ambos
xα

i, j e xα
i,l , onde 1 ≤ j ≤ l ≤ mi, tome yα

i, fi({ j,l}) um deles. Construa assim yα
i = (yα

i,1, . . . ,y
α
i,ni

),
desse modo cada termo da sequência

(
(yα

1 , . . . ,y
α
k ) : α < ω1

)
pertence a Pn1

1 × . . .×Pnk
k . To-

mando n o maior dos n1, . . . ,nk, a hipótese de quePn
1× . . .×Pn

k é ccc implica quePn1
1 × . . .×Pnk

k

também o será, havendo portanto ξ < η < ω1 com (yξ

1 , . . . ,y
ξ

k ) e (yη

1 , . . . ,y
η

k ) compatíveis. Digo
que (Fξ

1 , . . . ,Fξ

k ) e (Fη

1 , . . . ,Fη

k ) também serão. De fato, para cada i com 1 ≤ i ≤ k e j, l com
1≤ j ≤ l ≤ mi, se r ∈ Pi é tal que r ≤ yξ

i, fi({ j,l}),y
η

i, fi({ j,l}), teremos que r ≤ xξ

i, j,x
ξ

i,l,x
η

i, j,x
η

i,l , de

onde concluímos que Fξ

i ∪Fη

i ∈ P∗i , provando o desejado.

Corolário 2.14. O teorema acima implica que vale prod. ccc→ pot. ccc→ cccs.

Com isso temos os seguintes fatos:

Em ZFC:
pot. ccc prod. ccc knaster

cccs prod. ccc∗

ccc mezabarba∗

Assumindo MA(ω1):
pot. ccc prod. ccc knaster

cccs prod. ccc∗

ccc mezabarba∗

O Teorema 2.21 de (Mezabarba, 2018), por sua vez, prova o conhecido resultado
knaster→ prod. ccc, porém o demonstra utilizando a caracterização advinda da Proposição
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2.18 (o Teorema 2.3 aqui). Sua demonstração sugere novas formas de caracterizar knaster que
serão enunciadas e demonstradas no próximo teorema.

Teorema 2.15. Dada uma ordem parcial P, as três afirmações a seguir são equivalentes:

• P satisfaz knaster;

• Toda ordem parcial do tipo FP(A ) (ver Definição 2.1) para P possui anticadeia de
tamanho ω1 composta de elementos unitários;

• Toda ordem parcial da tipo FP(X) (ver Definição 2.1) para P possui anticadeia de cardina-
lidade ω1 composta por elementos unitários.

Demonstração. Fixada ordem parcial FP(A ) em particular, P satisfazer knaster implica que o
conjunto X =

⋃
A∈A A possui subconjunto X ′ de cardinalidade ω1 com elementos compatíveis

2 a 2. Consequentemente, a coleção {{p} : p ∈ X ′} é uma anticadeia de cardinalidade ω1

em FP(A ). Em particular, isso mostra que toda ordem parcial FP(X) possui anticadeia de
cardinalidade ω1 cujos elementos são unitários.

Por outro lado, suponha que toda ordem parcial FP(X) possui anticadeia de cardinalidade
ω1 composta de elementos unitários. Fixe {pα : α <ω1} coleção de ω1 elementos deP arbitrária.
Ao fazermos X = {pα : α < ω1} e tomarmos A ⊂ FP(X) anticadeia de tamanho ω1 com
elementos unitários,

⋃
A será subconjunto de tamanho ω1 de X com elementos compatíveis 2

a 2, de onde segue que P satisfaz knaster. Como consequência imediata, o mesmo resultado
pode ser alcançado ao supor que toda ordem parcial FP(A ) possui anticadeia de ω1 elementos
unitários.

As caracterizações fornecidas pelo texto de Mezabarba podem ser acrescidas de hipóteses
adicionais para criar enunciados derivados, como o seguinte:

Definição 2.16. Dizemos que uma ordem parcial P satisfaz mezabarbad se, e somente se, toda
ordem parcial FP(A ) possui anticadeia de tamanho ω1 com elementos disjuntos 2 a 2.

Corolário 2.17. Vale mezabarbad→ prod. ccc→ mezabarba∗.

Na próxima definição, descrevemos mais um nível de generalização possível:

Definição 2.18. Para todo n≥ 1 e uma ordem parcial P, definimos mezabarban, mezabarba∗n e
mezabarbad

n da seguinte forma:

• P satisfaz mezabarban se, e somente se, toda ordem parcial FP(A ) possui anticadeia de
tamanho ω1 cujos elementos têm cardinalidade no máximo n;
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• P satisfaz mezabarba∗n se, e somente se, toda ordem parcial FP(X) possui anticadeia de
tamanho ω1 cujos elementos têm cardinalidade no máximo n;

• P satisfaz mezabarbad
n se, e somente se, toda ordem parcial FP(A ) possui anticadeia de

tamanho ω1 cujos elementos têm cardinalidade no máximo n e são disjuntos 2 a 2.

O Teorema 2.15 em particular implica o seguinte corolário:

Corolário 2.19. mezabarba1, mezabarba∗1 e mezabarbad
1 são equivalentes a knaster.

Quanto às demais afirmações, vale o seguinte:

Corolário 2.20. Para todo n≥ 2, vale o seguinte fato em ZFC:

mezabarbad mezabarbad
n+1 mezabarbad

n

ccc prod. ccc mezabarban+1 mezabarban knaster

mezabarba∗ mezabarba∗n+1 mezabarba∗n

E todas as implicações se tornam equivalências ao assumir MA(ω1), pelos resultados descritos
no diagrama da página 26.

Não é necessário introduzir uma nova variação de mezabarba∗ e mezabarba∗n que inclua
a hipótese adicional dos elementos da anticadeia serem disjuntos 2 a 2 devido ao seguinte fato:

Corolário 2.21. Dada uma ordem parcial P, toda ordem parcial do tipo FP(X) possui uma
anticadeia de tamanho ω1 se, e somente se, possui uma anticadeia de tamanho ω1 cujos elementos
são disjuntos 2 a 2. Além disso, FP(X) possuirá uma anticadeia de tamanho ω1 cujos elementos
possuem cardinalidade no máximo n se, e somente se, possuir uma anticadeia com os mesmos
requisitos cujos elementos são disjuntos 2 a 2.

Demonstração. Isso se deve ao fato de toda coleção {Fα : α < ω1} possui uma subcoleção de
tamanho ω1 que forma um ∆-sistema e, para quaisquer G,H ∈ FP(X), G e H serão incompatíveis
se e somente G\ (G∩H) e H \ (G∩H) o forem.

A definição seguinte facilitará a notação para o nosso próximo resultado:

Definição 2.22. Para todo conjunto A ⊂℘(P) e X ⊂
⋃

A∈A A, definimos o conjunto A |X como
A |X = {A∩X : A ∈A }.
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Um fato importante de se notar é que, quando |X | = ω1, todo elemento de FP(A |X)
também é elemento de FP(A ).

Teorema 2.23. Dada ordem parcial P e fixada uma ordem parcial FP(A ), para cada n < ω ,
pelo menos uma afirmação abaixo é verdadeira:

1. Existe X ⊂
⋃

A∈A A com |X |= ω1 tal que A |X possui somente anticadeias de cardinali-
dade no máximo n;

2. FP(A ) possui uma coleção de ω1 elementos de cardinalidade n+1, disjuntos 2 a 2.

Demonstração. Suponha que o primeiro item seja falso; temos assim que, para todo X ⊂
⋃

A∈A A

com |X |= ω1, FP(A |X) possui ao menos um elemento de cardinalidade n+1. Com esse fato,
construa por recursão a sequência (rα : α < ω1) de elementos de FP(A ) tais que, para todo
α < ω1, rα tem cardinalidade n+1 e pertence a FP(A |X), com X = (

⋃
A∈A A)\

(⋃
ξ<α rα

)
.

Construindo dessa forma, os termos da sequência são disjuntos 2 a 2, satisfazendo assim o
segundo item.

Isso mostra que, para qualquer n < ω , caso quisermos provar que um P específico
satisfaz mezabarban+1 ou mezabarbad

n+1, podemos nos restringir às FP(A ) que satisfazem o
segundo item do teorema acima, pois as demais já satisfarão o requisito para mezabarbad

n. O
mesmo se aplica com mezabarba∗n+1, nos restringindo somente às FP(X).

Agora, iremos mostrar como as demonstrações de Mezabarba podem ser modificadas
para definir novos estilos de caracterizações para prod. ccc e prod. ccc∗, totalmente diferentes
do que fizemos até o momento. As definições a seguir serão úteis para esse propósito.

Definição 2.24. Para todo conjunto X e uma coloração K de [X ]2, definimos a ordem parcial
P(X ,K) como a coleção de todos os subconjuntos finitos de X homogêneos de cor 0, isto é:

P(X ,K) = {F ∈ [X ]<ω : [F ]2 ⊂ K},

ordenada pela inclusão reversa.

Uma consequência é que, para todo x ∈ X , {x} ∈ P(X ,K). Também temos P(X ,K)∩
[X ]2 = K. Dada uma ordem parcial P e X ⊂ P, se fizermos X6⊥ = {{p,q} ∈ [X ]2 : p 6⊥ q} e
X⊥ = {{p,q} ∈ [X ]2 : p⊥ q}, então P(X ,X6⊥) e P(X ,X⊥) são exemplos da definição acima. Em
particular, temos que P(P,P 6⊥) = P∗ e P(P,P⊥) = FP(P).

Definição 2.25. Para todo conjunto X , definiremos K(X) como o conjunto de todas as ordens
parciais ccc do tipo P(X ,K).

K(X) é um subconjunto da coleção de todas as ordens parciais que são subconjuntos de
[X ]<ω , ordenada por inclusão reversa. Uma extensão de K(X) seguindo esse estilo é a seguinte:
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Definição 2.26. Para todo conjunto X , definimos como C(X) a coleção de todas as ordens
parciais ccc P⊂ [X ]<ω , ordenadas por inclusão reversa, que satisfazem as seguintes propriedades:

• Para todo x ∈ X , {x} ∈ P;

• Para todo F ∈ P e todo G⊂ F , G ∈ P.

Seguindo o estilo de demonstração da Proposição 2.18 de Mezabarba (Teorema 2.3),
podemos provar que o conjunto da definição acima pode ser usado para caracterizar prod. ccc,
no sentido descrito no próximo teorema:

Teorema 2.27. Uma ordem parcial P satisfaz prod. ccc se, e somente se, para todo P ∈ C(ω1),
P×P é ccc.

Demonstração. Se P é prod. ccc, então P×P será ccc para todo P ∈ C(ω1).

Por outro lado, se existir Q ccc tal que P×Q não é ccc, tome {(pα ,qα) : α < ω1} uma
anticadeia do mesmo. Se fizermos

P = {F ∈ [ω1]
<ω : ∃r ∈Q∀ξ ∈ F r ≤ qξ},

temos que P é ccc. Pois, seja {Fα : α < ω1} uma coleção de elementos de P arbitrária. Se a
sequência (rα : α < ω1) for tal que rα ≤ qξ para todo ξ ∈ Fα , como existem β < γ < ω1 e s ∈Q
tais que s≤ rβ ,rγ , temos que Fβ ∪Fγ ∈ P, isto é, Fβ 6⊥ Fγ . Deste modo, P ∈ C(ω1) e, além disso,
se {ξ ,η} ∈ P, teremos qξ 6⊥ qη , o que implica pξ ⊥ pη e, então, {(pα ,{α}) : α < ω1} é uma
anticadeia de tamanho ω1 em P×P. De onde segue que, se P×P for ccc para todo P ∈ C(ω1),
então P é necessariamente prod. ccc.

Uma caracterização análoga pode ser feita para prod. ccc∗, usando agora o conjunto
K(ω1), devido ao próximo teorema.

Teorema 2.28. Uma ordem parcial P satisfaz prod. ccc∗ se, e somente se, para todo P(ω1,K) ∈
K(ω1), P×P(ω1,K) for ccc.

Demonstração. Primeiramente é importante notar que, se P(X ,K) for ccc, (P(X ,K))∗ também
será. Isso se deve ao fato de que, para todo x ∈ (P(X ,K))∗,

⋃
x pertencerá a P(X ,K), e a

correspondência
(P(X ,K))∗ → P(X ,K)

x 7→
⋃

x

preserva compatibilidade e incompatibilidade entre as ordens. Portanto, se P×P(ω1,K) não for
ccc para algum P(ω1,K) ∈ K(ω1), então P não satisfaz prod. ccc∗.

Agora, se P×Q não for ccc para algum Q cccs, tome {(pα ,qα) : α < ω1} anticadeia
da mesma. Se fizermos

K = {{ξ ,η} ∈ [ω1]
2 : qξ 6⊥ qη},
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então o fato de Q∗ ser ccc implica que P(ω1,K) também será ccc. E como vale pξ ⊥ pη para
todo {ξ ,η} ∈ K, temos que {(pα ,{α}) : α < ω1} é uma anticadeia de P×P(ω1,K). Então, se
P×P(ω1,K) for ccc para todo P(ω1,K) ∈ K(ω1), P será prod. ccc∗.

Nota: Se (pα : α < ω1) da segunda parte da demonstração acima for injetora e fizermos

K′ = {{pξ , pη} : {ξ ,η} ∈ K} e P = {pα : α < ω1},

então P(P,K′) será uma ordem parcial do tipo FP(A ), onde A é a coleção dos conjuntos
homogêneos de cor 0 maximais de K′, e é ccc. Porém a ordem parcial não precisa ser do tipo
FP(X), uma vez que podem existir ξ < η < ω1 com pξ ⊥ pη e qξ ⊥ qη . Isso nos impede de
usar tal demonstração para obter alguma caracterização similar para mezabarba∗.

Esses dois teoremas mostram que, para uma ordem parcial ser prod. ccc ou prod. ccc∗,
basta que a mesma seja produtivamente ccc com uma coleção de ordens parciais pequena o
bastante a ponto de ser um conjunto.

2.2 Caracterizações globais
Para quaisquer P,Q, sejam da coleção C(X) ou de K(X), a sequência (({x},{x}) : x∈ X),

de elementos pertencentes à ordem parcial P×Q; será chamada diagonal de X , e denotaremo-la
∆X . O próximo teorema mostra que é possível utilizar a diagonal como caracterização tanto
de ccc→ prod. ccc quanto de cccs→ prod. ccc∗, obtendo uma versão global dos dois últimos
teoremas.

Teorema 2.29. ccc→ prod. ccc é equivalente à afirmação de que não existem P,Q ∈ C(ω1) tais
que ∆ω1 seja uma anticadeia em P×Q. De modo análogo, cccs→ prod. ccc∗ é equivalente à
afirmação de que não existem P,Q ∈ K(ω1) tais que ∆ω1 seja uma anticadeia em P×Q.

Demonstração. Equivalência de ccc→ prod. ccc: Suponha a validade de ccc→ prod. ccc. Pelo
fato de que quaisquer P,Q ∈ C(ω1) serem ccc, P×Q será ccc. Portanto, ∆ω1 não pode ser
anticadeia.

Supondo agora a falsidade de ccc→ prod. ccc. Fixe P,Q ccc tais que P×Q não é ccc e
tome {(pα ,qα) : α < ω1} anticadeia da mesma. Construa P,Q da seguinte forma:

P = {F ∈ [ω1]
<ω : ∃r ∈ P ∀ξ ∈ F r ≤ pξ}

Q = {F ∈ [ω1]
<ω : ∃r ∈Q ∀ξ ∈ F r ≤ qξ}

Para provar que as mesmas pertencem a C(ω1), basta provar que elas são ccc. Tomando (Fα : α <

ω1) sequência de elementos de P, associe a cada Fα um rα ∈P tal que, para todo ξ ∈Fα , rα ≤ pξ .
Como P é ccc, existem ξ < η < ω1 e s ∈ P tais que s ≤ rξ ,rη , logo Fξ ∪Fη ∈ P, provando
o que queríamos. Q ser ccc é provado de modo análogo. Uma vez que {(pα ,qα) : α < ω1} é
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anticadeia, dados α < β < ω1, se tivermos {α,β} ∈ P, não poderemos ter {α,β} ∈ Q e vice
versa, então ∆ω1 será anticadeia em P×Q.

Equivalência de cccs→ prod. ccc∗: Dados P ∈ K(X) arbitrário e F1, . . . ,Fn elementos de P, é
fácil provar que F1∪ . . .∪Fn pertencerá a P se, e somente se, F1, . . . ,Fn forem compatíveis 2 a 2.
Isso implica que a função

I : P∗ → P
G 7→

⋃
G

preserva a compatibilidade e incompatibilidade entre as respectivas ordens, portanto P∗ é ccc.
Isso implica que, assumindo cccs→ prod. ccc∗, para quaisquer P,Q ∈ K(ω1), P×Q é ccc.

Agora, suponha a falsidade de cccs→ prod. ccc∗. Tomando P, Q com P∗, Q∗ ambos
ccc, e P×Q não ccc. Sendo {(pα ,qα) : α < ω1} uma anticadeia, defina Kp = {{α,β} ∈ [ω1]

2 :
pα 6⊥ pβ}, Kq = {{α,β} ∈ [ω1]

2 : qα 6⊥ qβ} e faça P = P(ω1,Kp),Q = P(ω1,Kq). P é ccc pois,
tomando {Fα : α < ω1}, associe cada Fα com Gα = {pξ : ξ ∈ Fα} ∈P∗. Sendo P∗ ccc, existem
ξ ,η < ω1 tais que Gξ ∪Gη ∈ P∗, logo Fξ ∪Fη ∈ P e, portanto, P é ccc. Argumento similar
permite provar que Q também é ccc. Então P,Q ∈ K(ω1) e ∆ω1 é anticadeia em P×Q, uma vez
que, por {(pα ,qα) : α < ω1} ser anticadeia, dados α < β < ω1, se {α,β} pertencer a P, não
poderá pertencer a Q e vice-versa.

E, uma vez que vale:

Teorema 2.30. Dados P(X ,K1),P(X ,K2) ∈K(X), ∆X será anticadeia de P(X ,K1)×P(X ,K2) se,
e somente se, K1 e K2 forem disjuntos. Analogamente, dados P,Q ∈ C(X), ∆X será anticadeia de
P×Q se, e somente se, P∩ [X ]2 e Q∩ [X ]2 forem disjuntos.

Demonstração. Tome x 6= y ∈ X arbitrários. Em ambos os casos, se {x,y} pertencer a ambos os
conjuntos, teremos ({x},{x}) 6⊥ ({y},{y}); e se tivermos ({x},{x}) 6⊥ ({y},{y}), obrigatoria-
mente teremos que {x,y} pertencerá a ambos os conjuntos.

Temos como consequência o seguinte:

Corolário 2.31. ccc→ prod. ccc é equivalente à afirmação de que não existem P,Q ∈ C(ω1)

tais que P∩ [ω1]
2 e Q∩ [ω1]

2 são disjuntos. De modo análogo, cccs→ prod. ccc∗ é equivalente
à afirmação de que não existem P(ω1,K1),P(ω1,K2) ∈ K(ω1) tais que K1 e K2 são disjuntos.
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CAPÍTULO

3
CONTRAEXEMPLOS DE PROD. CCC

IMPLICA KNASTER

Sabemos que ZFC implica knaster→ prod. ccc→ ccc, mas o que ZFC diz a respeito das
demais implicações possíveis? Como MA(ω1) implica a equivalência dos enunciados, e assim a
consistência da reversão de cada uma das implicações, poderíamos indagar sobre a consistência
em ZFC da falsidade de prod. ccc→ knaster. Para isso, basta provarmos a consistência da
existência de um contraexemplo de prod. ccc→ knaster. Assumindo CH, Kunen e Todorčević
provaram a existência desse contraexemplo. O contraexemplo de Kunen está enunciado em
(Wage, 1979) enquanto o de Todorčević, diferente do de Kunen, está enunciado em (Todorčević,
1986). Os contraexemplos de Kunen e Todorčević apresentam semelhanças e contrastes sutis que
serão o principal foco desse capítulo.

Assumindo CH, Galvin no artigo (Galvin, 1980) provou a existência de um contraexem-
plo também para ccc→ prod. ccc, porém isso será assunto para o próximo capítulo. Com isso
concluímos ser consistente com ZFC a falsidade da reversão de cada uma das duas implicações
acima.

Além disso, no que se refere aos contraexemplos de Kunen e Todorčević, iremos nesse
capítulo aprofundar os resultados descritos nos artigos (Wage, 1979) e (Todorčević, 1986),
provando a indestrutibilidade de algumas propriedades dos mesmos descritas nos artigos. Para
isso, vamos usar o seguinte teorema (um metateorema, rigorosamente falando), muito útil para
demonstrar que certas classes de ordens parciais satisfazem enunciados do tipo clpropriedade:

Teorema 3.1. Tome uma classe P de ordens parciais, e “cl” representando uma classe de forcings
(para uso em “clpropriedade”). Se os seguintes requisitos são satisfeitos:

• É um teorema de ZFC que toda ordem parcial P ∈ P satisfaz o enunciado “propriedade”;

• Dado um Q pertencente a cl e um P ∈ P, a ordem parcial P continuará pertencendo à
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classe P em qualquer extensão genérica de VQ. Isto é, em linguagem da técnica de forcing,
para todo P ∈ P e Q pertencente a cl, pode-se provar (não necessariamente em ZFC) que
vale:

1Q Q A ordem parcial P̌, ordenada por (≤P)̌ e com máximo (1P)̌, pertence a P.

Então toda ordem parcial P ∈ P satisfaz “clpropriedade”. Além disso, se provarmos utilizando
apenas ZFC o segundo item dos requisitos acima, o fato de todo P ∈ P satisfazer “clpropriedade”
é um teorema de ZFC.

Demonstração. O ponto principal na demonstração é o fato que, para qualquer forcing Q, cada
axioma de ZFC permanece válido em qualquer extensão genérica de VQ, sendo isso um teorema
de ZFC para cada axioma em separado (não todos simultaneamente). Isso é demonstrado no
livro (Kunen, 1980), principalmente no Capítulo VII §4, fazendo amplo uso de modelos; para
uma demonstração usando álgebras booleanas completas e sem modelos, veja a Seção 2.3 de
(Pereira, 2016). Assim, o primeiro dos requisitos implica que, em qualquer extensão genérica de
VQ, todas as ordens parciais da classe P satisfarão propriedade, e até agora tudo foi provado em
ZFC.

Agora, vamos fixar um forcing Q pertencente a cl junto com uma ordem parcial P ∈ P.
O segundo dos requisitos implica que P continuará pertencendo à classe P em qualquer extensão
genérica de VQ. Então P satisfaz propriedade em qualquer extensão genérica de VQ, com Q

pertencente a cl, a exata definição de P satisfazer clpropriedade. Neste parágrafo, os únicos
axiomas utilizados que não são de ZFC são aqueles necessários para demonstrar o segundo
requisito. De modo que, se o mesmo for provado em ZFC, a demonstração inteira pode ser
realizada em ZFC.

3.1 O contraexemplo de Kunen

O contraexemplo de Kunen é enunciado e demonstrado no Teorema 4 de (Wage, 1979),
e provavelmente se trata da publicação oficial desse resultado (Kunen e Tall, no artigo (Kunen;
Tall, 1979), publicado na mesma época, chegam a citar que Kunen provou que CH implica
prod. ccc 9 knaster, porém citam o artigo de Wage como referência, na época ainda a ser
publicado). O artigo de Wage descreve também que Kunen provou que seu contraexemplo é
prod. ccc ao provar que o mesmo satisfazia cccccc, a partir de uma extensão da demonstração do
Teorema 1 de (Wage, 1979) via técnica de forcing. Wage porém estendeu o resultado de Kunen
provando que uma classe de ordens parciais de onde está inclusa o contraexemplo satisfaz uma
propriedade aparentemente mais forte que prod. ccc, descrita na próxima definição.

Definição 3.2. Dizemos que uma ordem parcial P satisfaz a propriedade denotada “wage”
quando toda sequência (pα : α < ω1) de elementos de P possui uma subsequência de com-
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primento ω1 com um n < ω tal que nenhuma subsequência de comprimento ω + n dessa é
anticadeia.

O próximo teorema mostra que wage é, de certa forma, uma propriedade intermediária
entre prod. ccc e knaster (esse fato é apenas enunciado em (Wage, 1979), que descreve a segunda
implicação do teorema a seguir como consequência imediata do Teorema 1.5 e ω1→ (ω1,ω +

1)2).

Teorema 3.3. Vale knaster→ wage→ prod. ccc. Como consequência, todas as implicações se
tornam equivalências ao assumir MA(ω1).

Demonstração. Fixe uma sequência de P (pα : α < ω1). Caso P satisfazer knaster, sua sub-
sequência que satisfaz a propriedade correspondente à knaster irá satisfazer a propriedade
correspondente à wage com n = 0, então vale knaster→ wage.

Agora, suponha queP satisfaça wage, tomeQ ccc e fixe uma coleção {(pα ,qα) : α <ω1}
de P×Q. Pela hipótese, a sequência (pα : α < ω1) possui uma subsequência de comprimento
ω1 (pα : α ∈ S) com um n < ω1 tal que toda subsequência de comprimento ω +n de (pα : α ∈ S)

possui ao menos um par de termos compatíveis. Nos restringindo a S se necessário, podemos
supor, sem perda de generalidade, que (pα : α < ω1) satisfaz essa propriedade para algum n < ω .
Pelo Teorema 1.5, a sequência (qα : α < ω1) possui um S′ ⊂ ω1 de order type ω + n tal que
(qα : α ∈ S′) possui termos compatíveis 2 a 2 e, uma vez que existe par de ordinais ξ < η em
S′ com pξ , pη compatíveis, segue que (pξ ,qξ ) 6⊥ (pη ,qη), então {(pα ,qα) : α < ω1} não é
anticadeia. Isso mostra que P×Q é ccc, e consequentemente P é prod. ccc.

O contraexemplo de Kunen pertence à seguinte classe de ordens parciais:

Definição 3.4. Dado um conjunto X arbitrário e {Tξ : ξ < α} coleção de subconjuntos enume-
ráveis de X quase disjuntos 2 a 2 (isto é, para quaisquer ξ < η < α , vale |Tξ ∩Tη |< ω), onde
α é um ordinal satisfazendo ω ≤ α , definimos a ordem parcial P(X ,{Tξ : ξ < α}) da seguinte
forma:

P(X ,{Tξ : ξ < α}) = {(s,F) : s⊂ X ;F ⊂ {Tξ : ξ < α}; |s|, |F |< ω},

onde (s,F)≤ (t,G) se, e somente se, s⊃ t, F ⊃ G e (s\ t)∩
⋃

G = /0.

Com essa definição, é fácil verificar que (s,F) 6⊥ (t,G) se, e somente se, valer (t \ s)∩⋃
F = /0 e (s\ t)∩

⋃
G = /0.

O Teorema 1 de (Wage, 1979) inclui em sua demonstração uma prova de que todas as
ordens do tipo P(X ,{Tξ : ξ < α}) são ccc, demonstração que Kunen estendeu via técnica de
forcing para provar que toda ordem do tipo P(X ,{Tξ : ξ < α}) satisfaz cccccc. E a demonstração
de Wage de que as mesmas ordens parciais satisfazem wage, que se trata do Lema 2 do artigo,
também pode ser estendida via técnica de forcing para provarmos que ordens parcias do tipo
P(X ,{Tξ : ξ < α}) satisfazem allwage, é o que faremos no próximo teorema.
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Teorema 3.5. Todas as ordens parciais do tipo P(X ,{Tξ : ξ < α}) satisfazem allwage.

Demonstração. A demonstração fará uso do Teorema 3.1, com a classe P consistindo de todas
as ordens parciais do tipo P(X ,{Tξ : ξ < α}), “propriedade” sendo “wage” e “cl” sendo “all”.
Fixe então um P ∈ P e um forcing Q arbitrário. Atente para os seguintes fatos:

• P pertencerá à P se, e somente se, existirem um conjunto X arbitrário, um ordinal α ≥ ω

e uma coleção {Tξ : ξ < α} de subconjuntos enumeráveis de X quase disjuntos tais que
vale P= P(X ,{Tξ : ξ < α}), com P(X ,{Tξ : ξ < α}) definido como na definição acima;

• Na definição de P(X ,{Tξ : ξ < α}), os únicos requisitos necessários são que (Tξ : ξ < α)

seja sequência injetora cujos termos são subconjuntos enumeráveis do conjunto X quase
disjuntos e que α seja ordinal satisfazendo ω ≤ α . Ambas as propriedades continuam
válidas em qualquer extensão genérica de VQ, permitindo-nos usar {Tξ : ξ < α} e X para
definir a ordem parcial correspondente P(X ,{Tξ : ξ < α}) na extensão genérica;

• Fixado um conjunto x arbitrário, a classe (conjunto) dos subconjuntos finitos de x, [x]<ω ,
é forcing indestrutível. Além disso, a afirmação “ y é par ordenado” é forcing absoluta.
Como consequência, se P = P(X ,{Tξ : ξ < α}), uma vez que P(X ,{Tξ : ξ < α}) é a
classe (conjunto) dos pares ordenados (s,F), onde s ∈ [X ]<ω e F ∈

[
{Tξ : ξ < α}

]<ω ,
a indestrutibilidade de ambas as classes (conjuntos) e a absolutividade da noção de par
ordenado implicam que P(X ,{Tξ : ξ < α}) é forcing indestrutível. De modo que, em
qualquer extensão genérica de VQ, vale P= P(X ,{Tξ : ξ < α});

• No que se refere a ≤P, (s,F)≤P (t,G) equivale a “s⊃ t , F ⊃ G e (s\ t)∩
⋃

G = /0”. Tal
enunciado é forcing absoluto, portanto ele continua válido em extensões genéricas de VQ.
Quanto ao 1P, ele é o ( /0, /0), e mantém suas propriedades exigidas de elemento máximo
para membros da classe P em extensões genéricas de VQ.

Isso tudo mostra que, para qualquer forcing Q, P segue pertencendo à classe P em qualquer
extensão genérica de VQ. Então, seremos capazes de provar que P satisfaz allwage através
do Teorema 3.1 se provarmos em ZFC que toda ordem parcial de P satisfaz wage. Para isso,
replicaremos aqui a demonstração de Wage, em todos os seus detalhes, para deixar esse fato
claro.

Lema 3.6 (WAGE). Todas as ordens parciais do tipo P(X ,{Tξ : ξ < α}) satisfazem wage.

Demonstração. Fixe uma sequência
(
(sβ ,Fβ ) : β < ω1

)
de P(X ,{Tξ : ξ < α}). Uma vez que

sempre vale (s,F) 6⊥ (s,G), se tivermos quantidade não enumerável de β < ω1 com todos os sβ

iguais entre si, a subsequência correspondente terá termos compatíveis 2 a 2. Assim, podemos
supor a partir de agora, restringindo-nos a uma subsequência se necessário, que a sequência
(sβ : β < ω1) é composta de termos distintos 2 a 2.
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Aplicando o lema do ∆-sistema à sequência (sβ : β < ω1) e restringindo, podemos supor
que existe algum conjunto s tal que sξ ∩ sη = s para quaisquer ξ < η < ω1. Uma vez que, neste
caso, (sξ ,Fξ ) e (sη ,Fη) serão compatíveis se, e somente se, (sξ \ s,Fξ ) e (sη \ s,Fη) também
forem, seremos capazes de demonstrar nosso teorema caso o provarmos quando s = /0, isto é,
quando a sequência (sβ : β < ω1) tiver termos disjuntos 2 a 2.

Se tivermos S ⊂ ω1 não enumerável tal que todos os Fβ , com β ∈ S, são iguais entre
si, então existirá apenas enumeráveis γ ∈ S satisfazendo sγ ∩Fβ 6= /0 para todo β ∈ S; uma
vez que os sγ são disjuntos 2 a 2 e |

⋃
Fβ | ≤ ω . Assim, existe S′ ⊂ S não enumerável tal

que
(
(sβ ,Fβ ) : β ∈ S′

)
terá termos compatíveis 2 a 2. Então iremos assumir a partir de agora,

restringindo se for necessário, que a sequência (Fβ : β < ω1) é composta por termos distintos 2
a 2.

Aplicando o lema do ∆-sistema agora em (Fβ : β < ω1) e restringindo, podemos supor
que existe um F tal que Fξ ∩Fη = F para todo ξ < η < ω1. Sendo

⋃
F enumerável e sβ disjuntos

2 a 2, então existirão apenas enumeráveis destes satisfazendo sβ ∩F 6= /0. Assim, com mais
uma restrição, podemos supor que sβ ∩

⋃
F = /0 para todo β < ω1. Nessa situação, (sξ ,Fξ ) e

(sη ,Fη) serão compatíveis se, e somente se, (sξ ,Fξ \F) e (sη ,Fη \F) também forem. Portanto,
iremos provar nosso teorema caso o provarmos no caso F = /0, isto é, quando os termos Fβ forem
disjuntos 2 a 2.

Fazendo uma última restrição se preciso, podemos supor que todos os termos sβ da
sequência possuem exatamente i elementos. Então o n que associaremos à subsequência procu-
rada será i+1. Para construir tal subsequência, note que o conjunto

S = {β < ω1 : ∀γ < β
⋃

Fγ ∩ sβ = /0}

é não enumerável, pois caso contrário seu complementar seria estacionário e, aplicando o lema
pressing-down (Lema 6.15 do Capítulo II §6 de (Kunen, 1980), demonstrável em ZFC) na função
com este domínio que atribui para cada β um γ < β com

⋃
Fγ ∩ sβ 6= /0, teríamos a existência de

um γ tal que
⋃

Fγ ∩ sβ 6= /0 para quantidade não enumerável de β , absurdo com o fato de
⋃

Fγ ser
enumerável e os sβ disjuntos 2 a 2. Digo que ((sβ ,Fβ ) : β ∈ S) é nossa subsequência procurada.

Para provarmos o que dissemos no parágrafo acima, suponha, por absurdo, que a sub-
sequência acima possui uma subsequência ((tγ ,Gγ) : γ < ω +n) que seja anticadeia. Pelas nossas
hipóteses, para quaisquer j < ω e k < n, temos

⋃
Gω+k ∩ t j 6= /0, uma vez que vale j < ω + k.

Somando esse fato ao de que cada t j possui i elementos e n = i+ 1, então, para todo j < ω ,
existe um par k0 6= k1 < n tal que

⋃
Gω+k0 e

⋃
Gω+k1 possuem um elemento de t j em comum.

Tendo a sequência (t j : j < ω) termos disjuntos 2 a 2 e, uma vez que podemos compor apenas
finitos pares da forma k0 6= k1 < n, então existem k0 6= k1 < n tais que

⋃
Gω+k0 ∩

⋃
Gω+k1 é

infinito, um absurdo com o fato de que Gω+k0 e Gω+k1 são subconjuntos finitos e disjuntos entre
si da coleção {Tξ : ξ < α}, cujos elementos são quase disjuntos.

Nota: O cardinal ω1, crucial durante a demonstração do lema, não é forcing absoluto nem é uma
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classe forcing indestrutível. Mas, como é bem definido em ZFC e não é utilizado na definição de
P(X ,{Tξ : ξ < α}), tal uso no lema não prejudica a demonstração do teorema.

A próxima construção, que assume CH e envolve o conjunto dos números reais R , será
importante na definição do contraexemplo de Kunen:

Teorema 3.7 (CH). Fixe R = {xγ : γ < ω1} e tome (Yβ : β < ω1) enumeração de todos os
subconjuntos enumeravelmente infinitos deR. Então existe coleção de subconjuntos enumeravel-
mente infinitos de R {Tα = {tn

α : n < ω} : α < ω1} tais que, para todo α < ω1, limn→∞ tn
α = xα

(o que implica que {Tα : α < ω1} tem elementos quase disjuntos) e, para cada β < α , se xα é
ponto de acumulação de Yβ , então Yβ ∩Tα 6= /0.

Demonstração. Basta tomar tn
α como sendo um real pertencente ao intervalo aberto]

xα − 1
n ,xα + 1

n

[
para termos limn→∞ tn

α = xα . Agora, se Zα for o conjunto de todos os Yβ

com β < α tais que Yβ possui xα como ponto de acumulação, uma vez que vale |Zα | ≤ ω e
tomando (Yβn : n < |Zα |) uma enumeração do mesmo, poderemos acrescentar um elemento de
Yβn na coleção, caso ela ainda não o tiver, sem destruir a convergência, desde que tomemos um
elemento de Yβn ∩

]
xα − 1

n ,xα + 1
n

[
.

Definição 3.8. Assumindo CH, o contraexemplo de Kunen para prod. ccc→ knaster consiste
de P(R,{Tξ : ξ < ω1}), onde {Tξ : ξ < ω1} é construído como no teorema acima ao fixar uma
enumeração de R (xγ : γ < ω1) e uma enumeração de [R]ω (Yβ : β < ω1).

Kunen provou que P(R,{Tξ : ξ < ω1}), definido como acima, não satisfaz knaster, e
portanto que CH implica prod. ccc9 knaster. Wage, com seu resultado descrito aqui no Lema
3.6, estendeu este resultado mostrando que CH implica wage9 knaster. Essa demonstração de
Kunen está inclusa na demonstração do Teorema 4 de (Wage, 1979) e será replicada aqui.

Teorema 3.9 (KUNEN). Assumindo CH, o contraexemplo de Kunen P(R,{Tξ : ξ < ω1}) não
satisfaz knaster.

Demonstração. Será suficiente para os nossos objetivos mostrar que a coleção

{({xα},{Tα}) : α < ω1}

não possui subcoleção de tamanho ω1 com elementos compatíveis 2 a 2.

O fato de R possuir base enumerável implica que qualquer subespaço do mesmo possui
conjunto denso enumerável. Fixe S⊂ ω1 não enumerável arbitrário. Então {xα : α ∈ S} possui
um subconjunto denso enumeravelmente infinito, que é igual a Yβ para algum β < ω1, ou seja,
vale Yβ ⊂ {xα : α ∈ S} ⊂ Yβ . Tome α ∈ S tal que α > β e xα /∈ Yβ . Como este xα é ponto de
acumulação de Yβ , com β < α , vale Tα ∩Yβ 6= /0. Então fixe xγ ∈ Tα ∩Yβ . Isso implica que
α,γ ∈ S são tais que ({xα},{Tα}) e ({xγ},{Tγ}) são incompatíveis. Assim toda subcoleção de
comprimento ω1

{
({xξ},{Tξ}) : ξ ∈ S

}
possui par de elementos incompatíveis.
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Corolário 3.10. Assumindo CH, temos que wage9 knaster.

3.1.1 Novos resultados

O contraexemplo de Kunen também satisfaz mezabarba2, mas antes de irmos à sua
demonstração, primeiro necessitamos de alguns teoremas e convenções que facilitarão este
trabalho.

Os próximos dois teoremas referem-se a propriedades de R válidas em ZFC:

Teorema 3.11. Para toda sequência de reais (rα : α < ω1), existe um real r tal que todo aberto
de R contendo r intercepta quantidade não enumerável de termos da sequência.

Demonstração. R como espaço topológico possui coleção enumeravelmente infinita de inter-
valos abertos de comprimento finito que é uma base para o mesmo, tome uma delas. Por ser
enumerável, essa base possui um aberto I0 que intercepta quantidade não enumerável de termos
da sequência.

Agora, para cada n≥ 1, construa por recursão o intervalo In que satisfaça as seguintes
propriedades:

• In ⊂
⋂

k<n Ik e o comprimento de In é menor que 1/n;

• Os termos de (rα : α < ω1) que In intercepta é não enumerável.

Se sn representar o ponto médio do intervalo In, então a sequência (sn : n < ω) é convergente, e
o seu limite r = limn→∞ sn satisfaz a propriedade desejada, uma vez que todo intervalo aberto
que contém r conterá algum In para n suficientemente grande.

Teorema 3.12. Toda sequência de elementos de R2 ((xα ,yα) : α < ω1) que não intercepta a
diagonal de R (i.e. xα 6= yα para todo α < ω1) possui uma subsequência não enumerável cujo
domínio com a imagem são desconexos (i.e. o fecho do domínio é disjunto da imagem e vice
versa).

Demonstração. Para cada α <ω1, uma vez que sempre vale xα 6= yα , temos xα < yα ou yα < xα .
Fazendo uma restrição se necessário, podemos supor, sem perda de generalidade, que a mesma
desigualdade vale para todo α . Podemos nos restringir à demonstração do caso xα < yα , uma
vez que a demonstração do caso yα < xα será análoga.

Para cada α < ω1 faça rα = xα+yα

2 . Desse modo, a distância de rα a ambos xα ,yα são
iguais e sempre diferente de zero, o que implica que existe n ≥ 1 tal que

]
rα − 1

n ,rα + 1
n

[
⊂

]xα ,yα [. Fazendo uma restrição se necessário, podemos supor, sem perda de generalidade, que
um mesmo n satisfaz essa propriedade para todo valor da sequência.
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Fixemos agora o nosso olhar na sequência (rα : α < ω1). O teorema anterior nos garante
a existência de um real r tal que todo intervalo que contém r intercepta quantia não enumerável
de termos da sequência acima. Assim, se (rα : α ∈ S) for a subsequência não enumerável que
intercepta

]
r− 1

n ,r+
1
n

[
, pelas nossas hipóteses, vale xα < r < yα para todo α ∈ S. Portanto, r

separa {xα : α ∈ S} e {yα : α ∈ S} de maneira a tornar ambos desconexos entre si.

No Teorema 3.9, assumimos CH e, com essa hipótese, fixamos uma enumeração (xα :
α < ω1) de R e uma enumeração (Yα : α < ω1) de [R]ω , a partir dos quais construímos a
coleção {Tα : α < ω1} satisfazendo, entre outras propriedades, que cada Tα seja imagem de uma
sequência enumeravelmente infinita que converge para xα , sendo portanto seu único ponto de
acumulação. Esse detalhe implica o seguinte resultado.

Teorema 3.13. Dado A⊂ ω1 de tamanho arbitrário e α < ω1 tal que xα /∈ {xξ : ξ ∈ A}, então
|Tα ∩{xξ : ξ ∈ A}|< ω .

Demonstração. Decorre do fato dos elementos de Tα comporem uma sequência que converge
para xα , pois |Tα ∩{xξ : ξ ∈ A}|= ω implicaria que xα seria ponto de acumulação de {xξ : ξ ∈
A}, absurdo.

Agora podemos demonstrar o pretendido.

Teorema 3.14. Assumindo CH, o contraexemplo de Kunen satisfaz mezabarba2. De fato, ele
satisfaz mezabarbad

2.

Demonstração. Durante a demonstração, para fins de simplificação, vamos denotar a ordem
parcial do Teorema 3.9 como P. Fixe FP(A ) com |

⋃
A∈A A| = ω1 arbitrário. Se o mesmo

satisfizer o primeiro item do Teorema 2.23 para n = 1, então A |X é uma coleção de ω1 elemen-
tos unitários de FP(A ) que formam uma anticadeia no mesmo, e assim satisfaz o requisito
necessário para a mezabarbad

2. Portanto, a partir de agora, vamos assumir a falsidade do primeiro
item e, consequentemente a veracidade do segundo.

O que iremos provar é que existe em FP(A ) uma coleção de ω1 elementos de cardinali-
dade 2 e disjuntos 2 a 2 que possui uma subcoleção de também ω1 elementos tais que a união
de dois deles quaisquer nunca é uma anticadeia em P. Com essa estratégia, tanto faz tomar tal
coleção de FP(A ) ou de FP(A |X) para qualquer X ⊂

⋃
A∈A A de cardinalidade ω1 (que, pela

hipótese do parágrafo acima, sabemos que sempre existirá pelo menos uma). Isso justificará
todas as hipóteses que faremos a respeito dos elementos de

⋃
A∈A A que faremos adiante na

demonstração.

Seja ((sα ,Fα) : α < ω1) uma enumeração de
⋃

A∈A A. Parafraseando a demonstração
do Lema 3.6, existe S ⊂ ω1, não enumerável tal que ambas as sequências (sα : α < ω1) e
(Fα : α < ω1) têm termos distintos e disjuntos 2 a 2 e, para quaisquer α,β ∈ S com α < β , vale
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(sα ,Fα) 6⊥ (sβ ,Fβ ) se, e somente se, valer sα ∩
⋃

Fβ = /0. Tomando X = {(sα ,Fα) : α ∈ S} e nos
restringindo a FP(A |X), podemos supor, sem perda de generalidade, que todos os elementos
de
⋃

A∈A A satisfazem tal propriedade. Fazendo mais uma restrição do gênero se necessário,
podemos supor também que todos os termos da sequência (sα : α < ω1) possuem a mesma
cardinalidade, digamos n, e todos os termos da sequência (Fα : α < ω1) possuem a mesma
cardinalidade, digamos m.

A partir de agora, vamos fixar n funções f1, . . . , fn : ω1→ ω1 que representarão enumera-
ções para os elementos de cada termo da sequência (sα : α < ω1), e m funções g1, . . . ,gm : ω1→
ω1 que representarão enumerações para os elementos de cada termo da sequência (Fα : α < ω1)

no seguinte sentido:

Para todo α < ω1, sα = {x f1(α), . . . ,x fn(α)} e Fα = {Tg1(α), . . . ,Tgm(α)}.

Uma vez que ambas as sequências (sα : α < ω1) e (Fα : α < ω1) são compostas por termos
disjuntos 2 a 2, as funções f1, . . . , fn,g1, . . . ,gm são todas injetoras.

Uma vez que tanto a coleção {sα : α < ω1} quanto a coleção {Fα : α < ω1} são com-
postas por elementos disjuntos 2 a 2, somos capazes de construir por recursão transfinita sobre
ω1 um S⊂ ω1 não enumerável tal que, para quaisquer α,β ∈ S com α < β , se ξ ,η < ω1 forem
tais que xξ ∈ sα e Tη ∈ Fβ , ou forem tais que Tξ ∈ Fα e xη ∈ sβ , em ambos os casos teremos
obrigatoriamente ξ < η . Fazendo uma última restrição se necessário, podemos supor, sem perda
de generalidade, que toda a coleção {(sα ,Fα) : α < ω1} satisfaz essa propriedade. Esse fato será
crucial para conseguirmos usar o Teorema 3.12 na demonstração.

O seguinte lema será necessário para o prosseguimento da demonstração:

Lema 3.15. Dadas funções injetoras f ,g : ω1→ω1 tais que, para todo α <ω1, vale f (α) 6= g(α),
a coleção

{
({x f (α)},{Tg(α)}) : α < ω1

}
possui um S ⊂ ω1 não enumerável tal que, para todo

α ∈ S, {x f (ξ ) : ξ ∈ S∩α}∩Tg(α) = /0.

Demonstração. Pelas nossas hipóteses, os pares da sequência
(
(x f (α),xg(α)) : α < ω1

)
satisfa-

zem os requisitos do Teorema 3.12, portanto existe uma subsequência não enumerável do mesmo
tal que o domínio e a imagem são desconexos entre si. A partir de agora, vamos supor, sem perda
de generalidade, que a sequência inteira satisfaz essa propriedade.

Uma vez que {x f (α) : α < ω1}∩{xg(α) : α < ω1} = /0, para todo α < ω1, o conjunto
Zα = Tg(α)∩{x f (ξ ) : ξ <ω1} é finito. Aplicando o lema do ∆-sistema na sequência (Zα : α <ω1),
existe S ⊂ ω1 não enumerável tal que (Zα : α ∈ S) forma um ∆-sistema. Como a raiz desse
∆-sistema é uma coleção finita de números reais, existe um β < ω1 grande o bastante de modo
que Z′α = Tg(α)∩{x f (ξ ) : β ≤ ξ < ω1} não possuirá nenhum elemento da raiz, de modo que
(Z′α : α ∈ S) é um ∆-sistema de raiz vazia. Fazendo essas duas últimas restrições se necessário,
podemos supor, sem perda de generalidade, que a coleção

{
({x f (α)},{Tg(α)}) : α < ω1

}
é tal
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que a sequência (Zα : α < ω1) tem termos disjuntos 2 a 2 (não necessariamente distintos 2 a 2,
porém o /0 é o único conjunto que pode se repetir na sequência).

Assumindo todas as hipóteses dos dois parágrafos acima, para todo X ⊂ ω1 enumerável,
sempre existe quantidade não enumerável de α < ω1 tais que {x f (ξ ) : ξ ∈ X}∩Tg(α) = /0, pois
caso contrário haveria ξ ∈ X com x f (ξ ) pertencente a um não enumerável de Zα da sequência,
e a mesma não seria disjunta 2 a 2. Podemos então usar este fato para construir, por recursão
sobre ω1, uma subcoleção de

{
({x f (α)},{Tg(α)}) : α < ω1

}
com os requisitos necessários para

demonstrar o lema.

Dada uma coleção de ω1 elementos binários de FP(A ) disjuntos 2 a 2, existem enume-
rações (ξα : α < ω1) e (ηα : α < ω1) que permitem que a coleção seja descrita como:{{(

sξα
,Fξα

)
,(sηα

,Fηα
)
}

: α < ω1
}

(∗)

onde ξα < ηα < ω1.

Vamos provar agora que esta coleção possui uma subcoleção de ω1 elementos que
formam uma anticadeia de FP(A ). Primeiramente demonstraremo-la para um caso particular a
partir do qual generalizaremos para os demais casos.

Caso n = m = 1: Nesse caso, a coleção (∗) assume a seguinte forma:{{({
x f1(ξα )

}
,
{

Tg1(ξα )

})
,
({

x f1(ηα )

}
,
{

Tg1(ηα )

})}
: α < ω1

}
.

Uma vez que vale ξα < ηα para todo α < ω1, a última hipótese que assumimos antes do lema
implica f1(ξα) < g1(ηα). Portanto, definindo as funções f ,g : ω1 → ω1 de modo a valerem
f (α) = f1(ξα) e g(α) = g1(ξα), as mesmas satisfazem o requisito do lema acima. Aplicando
então esse lema, existe S ⊂ ω1 não enumerável tal que, para todo α < ω1, vale {x f (ζ ) : ζ ∈
S∩α}∩Tg(α) = /0 e, por consequência, para todo β ,γ ∈ S com β < γ , vale ({xξβ

},{Tξβ
}) 6⊥

({xηγ
},{Tηγ

}). Assim, para todo α 6= β ∈ S, temos{(
sξα

,Fξα

)
,(sηα

,Fηα
)
}
⊥
{(

sξβ
,Fξβ

)
,
(

sηβ
,Fηβ

)}
.

De modo que a subcoleção {{(
sξα

,Fξα

)
,(sηα

,Fηα
)
}

: α ∈ S
}

é uma anticadeia em FP(A ).

Caso geral: O conjunto {(i, j) : 1≤ i≤ n,1≤ j ≤ m} possui exatamente n ·m elementos. Para
cada par (i, j) desse conjunto, podemos proceder como no parágrafo acima, mas agora fazendo
f (α) = fi(ξα) e g(α) = g j(ηα), e com isso provar a existência de um S⊂ω1 não enumerável tal
que, para todo α ∈ S vale {x fi(ξζ )

: ζ ∈ S∩α}∩Tg j(ηα ) = /0. De modo mais geral, para qualquer
S′ ⊂ ω1 não enumerável, somos capazes de replicar o argumento do parágrafo acima, associando
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S′ a ω1 através de isomorfismo, e assim provar a existência de um S⊂ S′ não enumerável tal que,
para todo α ∈ S, vale {x fi(ξζ )

: ζ ∈ S∩α}∩Tg j(ηα ) = /0.

Dado ((i1, j1), . . . ,(in·m, jn·m)) uma enumeração do conjunto {(i, j) : 1≤ i≤ n,1≤ j ≤
m}, podemos aplicar os procedimentos do parágrafo acima recursivamente e obter conjuntos
Sn·m ⊂ . . . ⊂ S1 ⊂ ω1, todos não enumeráveis e tais que, quando 1 ≤ k ≤ n ·m, Sk satisfaz o
descrito no fim do parágrafo anterior para o par (ik, jk). Com isso, o conjunto não enumerável
Sn·m satisfaz a respectiva propriedade para todos os pares (i1, j1), . . . ,(in·m, jn·m). Assim, devido
ao fato que:

sξα
=

{
x f1(ξα ), . . . ,x fn(ξα )

}
, e

Fηα
=

{
Tg1(ηα ), . . . ,Tgm(ηα )

}
,

temos que, para quaisquer β ,γ ∈ Sn·m com β < γ , vale sξβ
∩
⋃

Fηγ
= /0, o que implica (sξβ

,Fξβ
) 6⊥

(sηγ
,Fηγ

). Portanto, para quaisquer α 6= β ∈ Sn·m, vale:{(
sξα

,Fξα

)
,(sηα

,Fηα
)
}
⊥
{(

sξβ
,Fξβ

)
,
(

sηβ
,Fηβ

)}
.

mostrando que Sn·m fornece a subcoleção desejada.

Nota: A recursão à qual o último parágrafo da demonstração acima refere se trata da recursão
transfinita sobre o ordinal e número natural n ·m+ 1, com a vantagem de não ser necessário
considerar o caso de ordinal limite. O procedimento deve começar fazendo S0 = ω1 e, uma vez
definido Sk, construir Sk+1 ⊂ Sk conforme descrito nos dois últimos parágrafos utilizando o par
(ik+1, jk+1). O procedimento via recursão é necessário tendo em vista que a ideia de “repetir
a demonstração do caso trivial n ·m vezes” não produziria uma demonstração formalmente
rigorosa.

Com tudo isso, temos o seguinte:

Corolário 3.16. Valem os seguintes fatos:

Assumindo CH:

mezabarbad
2

prod. ccc mezabarba2 knaster

wage

3.2 O contraexemplo de Todorčević
Na §4 do artigo (Todorčević, 1986), Todorčević trabalhou com ordens parciais θ -cc (uma

generalização de ccc, onde temos ccc = ω1-cc), avaliando quando tais ordens parciais satisfazem



56 Capítulo 3. Contraexemplos de prod. ccc implica knaster

uma generalização de knaster (usando sequências de tamanho θ no lugar das de tamanho
ω1), ou quando o produto de duas ordens parciais θ -cc é θ -cc. Seus resultados permitiram,
segundo o próprio autor, encontrar em ZFC contraexemplos generalizados correspondentes ao
contraexemplo de Kunen, que assume CH. Com os resultados de Todorčević, somos capazes de
derivar um novo contraexemplo para prod. ccc→ knaster, com duas características ausentes no
contraexemplo de Kunen:

• Para provar a existência desse contraexemplo, basta assumir que o pequeno cardinal b
(definido mais adiante) seja igual a ω1, ao invés de CH;

• Assumindo CH ou b= ω1, o contraexemplo de Todorčević se trata de um contraexemplo
de prod. ccc→ wage.

O contraexemplo de Todorčević pertence à seguinte classe de ordens parciais:

Definição 3.17. Dados um espaço topológico X e uma boa ordem (estrita)≺ para X (sendo4 sua
versão fraca), e uma função F : X → fe(X) tal que, para todo x ∈ X , vale F(x)⊂ {y ∈ X : y4 x},
definimos a ordem parcial SX da seguinte forma:

SX = {s ∈ [X ]<ω : x /∈ F(y) para todo x 6= y em s},

ordenada pela inclusão reversa.

Uma consequência do Lema 13 de (Todorčević, 1986), ao fazer κ = ω no mesmo, é que
toda ordem SX acima satisfaz prod. ccc. Porém também podemos estender, através de técnica
de forcing, seu argumento e provar que elas satisfazem de fato allprod. ccc, como faremos no
próximo teorema.

Teorema 3.18. Dados um espaço topológico X com base enumerável, uma boa ordem ≺ de X

e uma função F : X → fe(X) satisfazendo os requisitos da Definição 3.17, a ordem parcial SX

correspondente satisfaz allprod. ccc.

Demonstração. A demonstração será através do Teorema 3.1, com P sendo a classe de ordens
parciais da definição acima, “propriedade” sendo “prod. ccc” e “cl” sendo “all”. Fixe ordem
parcial P ∈ P e um forcing Q arbitrário. Os seguintes fatos são válidos em ZFC:

• P ∈ P se, e somente se, existem um espaço topológico X , uma boa ordem ≺ de X e uma
função F : X → fe(X) satisfazendo, para todo x ∈ X , F(x) ⊂ {y ∈ X : y 4 x}; tais que
P= SX , de acordo com a definição acima;

• ≺ continua sendo uma relação de ordem nas extensões genéricas de VQ. De fato, continua
sendo uma boa ordem em qualquer uma dessas extensões. Isso parece questionável consi-
derando que, em uma extensão genérica, X pode possuir novos subconjuntos que também
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precisam ter mínimo. Porém, sua validade decorre do fato termos, em ZFC, a existência
de uma função que é um isomorfismo entre (X ,≺) e um ordinal α , função que permanece
sendo um isomorfismo em qualquer extensão genérica de VQ;

• X pode deixar de ser um espaço topológico em uma extensão genérica de VQ, no sentido de
que o conjunto ab(X) pode não satisfazer mais as propriedades requeridas para o conjunto
de todos os abertos de X . Porém, se criarmos na extensão genérica de VQ uma nova
topologia para X , utilizando ab(X) como conjunto de abertos básicos, esse novo espaço
topológico continua tendo base enumerável e, para qualquer x∈X , F(x) continua sendo um
fechado. Portanto, o novo espaço topológico para X , a boa ordem ≺ e a função F também
satisfazem os requisitos do primeiro item na extensão genérica de VQ, permitindo-nos
definir um novo SX a partir destes;

• Sendo a classe (conjunto) [X ]<ω forcing indestrutível, e o enunciado ∀x,y∈ X x 6= y→ x /∈
F(x) forcing absoluto, o conjunto SX definido no item acima será, na extensão genérica
de VQ, igual a P;

• Quanto à ≤P, definida a partir da relação ⊃, que como enunciado é forcing absoluto,
continua sendo definida da mesma forma. Já o 1P, que é o /0, continua satisfazendo os
requisitos necessários.

Assim, ZFC prova que, para todo P ∈ P, P continua pertencendo à essa classe em qualquer
extensão genérica de VQ, com Q forcing arbitrário. Portanto, o Teorema 3.1 diz que conseguire-
mos demonstrar o teorema se provarmos em ZFC que SX satisfaz prod. ccc. Para isso, iremos
replicar a demonstração do artigo de Todorčević, com todos os devidos detalhes, para clarificar
esse fato.

Lema 3.19. Dados um espaço topológico X com base enumerável, uma boa ordem ≺ de X e
uma função F : X → fe(X) satisfazendo os requisitos da Definição 3.17, a ordem parcial SX

correspondente satisfaz prod. ccc.

Demonstração. De acordo com o Teorema 1.1, seremos capazes de demonstrar o lema se
provaremos que a classe de ordens da Definição 3.17 satisfaz cccccc. Isso será provado utilizando
o Teorema 3.1, com P sendo a classe de ordens parciais da Definição 3.17, “propriedade” sendo
“ccc” e “cl” sendo “ccc”. Pelo que já provamos antes do início do lema, resta provar aqui, usando
apenas ZFC, que SX é ccc. É o que faremos a partir de agora.

Fixe uma sequência (sα : α < ω1) de elementos de SX . Uma vez que um elemento
sempre é compatível com ele mesmo, podemos supor, restringindo a uma subsequência se
necessário, que os termos da sequência são distintos 2 a 2. Como s, t ∈SX serão compatíveis
se, e somente se, s\ (s∩ t), t \ (s∩ t) forem compatíveis, usando esse fato junto com o lema do
∆-sistema, podemos supor, fazendo uma restrição se necessário, que (sα : α < ω1) é composta
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por termos disjuntos 2 a 2. Fazendo mais uma restrição se necessário, podemos supor que cada
termo da sequência tem a mesma cardinalidade, digamos n.

Seja (s1
α , . . . ,s

n
α) a enumeração ≺-crescente dos elementos de sα . A partir de agora,

associaremos sα à n-upla ordenada (s1
α , . . . ,s

n
α), pertencente ao espaço topológico Xn, que

também tem base enumerável. Para qualquer sequência (tα : α < ω1) de elementos de X ,
podemos, através de recursão transfinita sobre ω1, encontrar S⊂ ω1 de cardinalidade ω1 tal que,
para todo ξ ,η ∈ S, ξ < η implica tξ ≺ tη ; o procedimento consiste em sempre tomar o termo
≺-mínimo da sequência com um segmento inicial suficientemente longo removido. Por causa
disso, restringindo se necessário, podemos assumir a partir de agora que, para todo 1≤ i≤ n,
vale si

ξ
≺ si

η quando valer ξ < η < ω1.

Pela definição de SX , para todo α < ω1, existem abertos V α
1 , . . . ,V α

n tais que si
α ∈V α

i e
F(s j

α)∩V α
i = /0 para todo 1≤ i 6= j≤ n, a saber, V α

i =
⋂

1≤ j≤n
j 6=i

(
X \F(s j

α)
)

; como consequência,

existem Uα
1 , . . . ,Uα

n , abertos básicos de X , que satisfazem a mesma propriedade. Uma vez que
X tem base enumerável, fazendo uma última restrição se necessário, podemos supor que os
mesmos abertos U1, . . . ,Un satisfazem a propriedade para todo α < ω1.

As suposições dos dois parágrafos acima implicam que, para quaisquer ξ ≤ η < ω1 e
1 ≤ i 6= j ≤ n, {si

ξ
,s j

η} ∈SX . Portanto, para provar que sξ e sη são compatíveis, é suficiente
provar que {si

ξ
,si

η} ∈SX para todo 1≤ i≤ n.

Tomando {sα : α < ω1} como um subespaço topológico de Xn, o mesmo terá base
enumerável pelo fato de Xn ter. Como consequência, o subespaço terá subconjunto denso
enumerável. Logo existirá β < ω1 a partir do qual {sξ : ξ < β} será denso no subespaço. Fixe
δ > β . A definição de SX , os fatos de valer F(x) ⊂ {y ∈ X : y 4 x} e a sequência possuir
coordenadas ≺-crescente implicam que

sδ ∈
((

U1 \F(s1
β
)
)
× . . .×

(
Un \F(sn

β
)
))

,

ou seja,
((

U1 \F(s1
β
)
)
× . . .×

(
Un \F(sn

β
)
))

é um aberto não vazio do subespaço topológico
e, consequentemente, existe γ < β tal que

sγ ∈
((

U1 \F(s1
β
)
)
× . . .×

(
Un \F(sn

β
)
))

,

o que implica sγ e sβ serem compatíveis (note que o fato de valer γ < β foi crucial para obtermos
essa conclusão, que pode não ser verdade com δ no lugar de γ).

Nota: O leitor talvez questione a validade desta demonstração pelo fato de usar o Teorema
3.1 não somente na demonstração principal, mas também na própria demonstração do lema,
que precisa ser feita exclusivamente em ZFC. O importante de ser ressaltado aqui é que os
argumentos envolvendo extensões genéricas nesta demonstração, assim como todas as outras
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que envolve técnica de forcing, podem ser rigorosamente formalizados como enunciados da
linguagem dos conjuntos sem nenhuma citação de extensões genéricas. Por exemplo, o que
dissemos no início da demonstração do lema era que, dados P ∈ P e Q ccc, o enunciado

1Q Q P̌ ∈ P

é um teorema de ZFC, de fato um caso particular do que provamos no início da demonstração
principal, e provar em ZFC que P satisfaz cccccc equivale a provar em ZFC que, para qualquer
Q ccc,

1Q Q P̌ satisfaz ccc,

(omitimos, em ambos os enunciados, as menções necessárias a ≤P e 1P). Exatamente por isso
fomos enfáticos em enunciar que a parte inicial da demonstração do teorema podia ser realizada
em ZFC: para garantir que o lema inteiro pudesse ser demonstrado em ZFC.

Definição 3.20. Definimos em ωω a ordem (parcial estrita) <∗ e a ordem (parcial fraca) ≤ da
seguinte forma: para quaisquer f ,g ∈ ωω , f <∗ g se, e somente se, {n < ω : f (n)< g(n)} for
cofinito, e f ≤ g se, e somente se, f (n)≤ g(n) para todo n < ω .

O conjunto ωω munido com a topologia produto é um espaço topológico com base
enumerável; o mesmo pode ser dito para qualquer um de seus subespaços e, para qualquer
g ∈ ωω , o conjunto F(g) = {h ∈ ωω : h≤ g} é um subconjunto fechado de ωω e de qualquer
subespaço que possua g.

Além disso, se tomarmos em ωω uma sequência <∗-crescente (gγ : γ < α), então <∗ é
uma boa ordem do subespaço X = {gγ : γ < α}, cuja enumeração é a própria sequência e, para
qualquer γ < α , F(gγ)⊂ {gξ : ξ ≤ γ}. Portanto, o subespaço X com a boa ordem <∗ e a função
F satisfazem os requisitos do Teorema 3.18, então SX é prod. ccc.

Definição 3.21. Uma coleção Y de elementos de ωω é dita <∗-ilimitada em ωω quando não
existir g ∈ ωω tal que vale f <∗ g para todo f ∈ Y .

Agora podemos definir b. O pequeno cardinal b é o menor cardinal κ para o qual
existe Y ⊂ ωω tal que |Y | = κ e Y é <∗-ilimitado em ωω . Também agora podemos definir o
contraexemplo de Todorčević:

Definição 3.22. Assumindo a existência de uma sequência (gα : α < ω1) <
∗-crescente e <∗-

ilimitada em ωω , composta de funções com valores estritamente crescentes, o contraexemplo de
Todorčević para prod. ccc→ knaster corresponde à ordem parcial SX , onde X = {gα : α < ω1}
é subespaço topológico de ωω , ≺ é <∗ e F é definida como F( f ) = {h ∈ X : h ≤ f}. Tal
sequência existe caso valer b= ω1, que será verdade caso assumirmos CH.

O fato do contraexemplo de Todorčević não satisfazer knaster se deve ao Lema 16 de
(Todorčević, 1986). Como sua demonstração será útil para provarmos que o mesmo também não
satisfaz wage, replicaremo-lo aqui.
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Teorema 3.23 (TODORČEVIĆ). O contraexemplo de Todorčević não satisfaz knaster.

Demonstração. SX não satisfazer knaster se deve ao fato que a coleção {{gα} : α < ω1} viola
a respectiva propriedade, devido ao lema abaixo, que corresponde a um caso particular do Lema
16 do artigo (Todorčević, 1986), quando θ = ω1 no mesmo:

Lema 3.24 (TODORČEVIĆ). Toda sequência <∗-crescente e <∗-ilimitada em ωω (gα : α <ω1)

de funções com valores estritamente crescentes de ωω possui β < γ < ω1 tais que gβ ≤ gγ .

Demonstração. X = {gα : α < ω1} é um subespaço topológico de ωω , e portanto tem base
enumerável. Então existe β < ω1 tal que {gα : α < β} é denso em X , o que implica que, para
todo ξ < ω1 e n < ω , existe η < β tal que gη � n = gξ � n.

Vamos fixar nossa atenção agora em {γ < ω1 : γ > β}. Para todo γ > β existe n < ω tal
que gβ (m)< gγ(m) para todo m≥ n, e existe natural n0 tal que os γ associados são ilimitados
em ω1. Seja D′ a coleção de todos estes γ . Em D′, uma vez que |ωn0 | = ω , existem t0 ∈ ωn0

e D⊂ D′ ilimitado em ω1 tais que gγ � n0 = t0 para todo γ ∈ D. A partir de agora vamos fixar
nossa atenção nesse D.

Sendo D ilimitado em ω1, {gγ : γ ∈ D} também é <∗-ilimitado em ωω , e então precisa
existir pelo menos um n < ω tal que {gγ(n) : γ ∈ D} é ilimitado em ω . Tome n1 o menor deles
(devendo valer assim n1 ≥ n0), o que implica que sup{gγ(m)+ 1 : m < n1,γ ∈ D} < ω . Pela
definição de n1, existe coleção {γm : m < ω} tal que a sequência (gγm(n1) : m < ω) é injetora,
e portanto sua imagem é ilimitada em ω . Uma vez que existe n < ω tal que gγm � n1 ∈ nn1

(conjuntos das funções h : n1 → n) para todo m < ω , valendo |nn1 | < ω , podemos assumir,
restringindo se for necessário, que para todo m < ω , vale gγm � n1 = t1 para algum t1 ∈ nn1 .

Uma vez que {gξ : ξ < β} é denso em X , existe ξ < β tal que t1 ⊂ gξ e, para este ξ ,
existe n2 ≥ n1 tal que gξ (n)< gβ (n), para todo n≥ n2, (logo gξ (n)< gγm(n), para todo n≥ n2 e
m<ω). Pelo fato de {gγm(n1) : m<ω} ser ilimitado em ω , existe k <ω tal que gξ (n2)< gγk(n1)

e, como todas as funções de X são estritamente crescentes, temos que gξ (m)< gγk(m) quando
tivermos n1 ≤ m≤ n2, portanto gα ≤ gγk , e podemos fazer η = γk.

Desse modo, dada uma sequência que satisfaça o lema acima, qualquer subsequência
de comprimento ω1 da mesma também satisfará. Então, fixada a coleção {{gα} : α < ω1} de
elementos de SX , toda subcoleção de tamanho ω1 dela terá dois elementos {gξ},{gη} com
ξ < η tais que gξ ≤ gη , o que implica gξ ∈ F(gη) e, portanto, {gξ} ⊥ {gη}. Provando que tal
coleção viola a propriedade de knaster.

Com isso, o teorema acima implica o seguinte resultado:

Corolário 3.25. Assumindo b= ω1, vale prod. ccc9 knaster.
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3.2.1 Novos resultados

Wage, em seu artigo (Wage, 1979), deixa em aberto a questão da veracidade ou falsidade
de prod. ccc→wage (veja a pergunta “What about the fourth?” do autor na 4ª página do arquivo,
que corresponde a (Wage, 1979, pág. 315)). O artigo (Wage, 1979) data de 7 anos antes do
artigo (Todorčević, 1986), de modo que Wage possivelmente não conhecia o contraexemplo de
Todorčević. Todorčević por sua vez conhecia o contraexemplo de Kunen e o artigo de Wage, que é
o artigo em que o resultado de Kunen supostamente aparece pela primeira vez. Todorčević porém
não demonstra nem cita no artigo que seu contraexemplo também não satisfaz a propriedade que
denoto como wage. Porém isso é uma consequência do Lema 16 de (Todorčević, 1986) junto
com a propriedade ω1→ (ω1,ω +1)2, como demonstraremos agora.

Teorema 3.26. O contraexemplo de Todorčević SX não satisfaz wage.

Demonstração. SX não satisfará wage pelo fato da sequência ({gα} : α < ω) não satisfazer a
definição correspondente, devido ao seguinte lema:

Lema 3.27. Toda sequência <∗-crescente e <∗-ilimitada em ωω (gα : α < ω1) de funções com
valores estritamente crescentes de ωω possui subsequência de comprimento ω +ω com termos
≤-comparáveis 2 a 2 (i.e. sua imagem é totalmente ordenada por ≤).

Demonstração. Note primeiramente que, se ξ <η <ω1 são tais que gξ e gη são≤-comparáveis,
precisa valer gξ ≤ gη , uma vez que vale gξ <∗ gη .

Como cada subsequência de comprimento ω1 também é <∗-crescente e <∗-ilimitada
em ωω , o Lema 3.24 implica que não existe subsequência de comprimento ω1 com termos ≤-
incomparáveis 2 a 2 (i.e. não existe par de termos ≤-compatíveis), portanto ω1→ (ω1,ω +1)2

implica a existência de subsequência de comprimento ω +1 com termos ≤-comparáveis 2 a 2.

Podemos aplicar recursão transfinita sobre ω1 no parágrafo acima e provar a existência de
ω1 conjuntos {Sβ ⊂ ω1 : β < ω} onde cada Sβ tem order type ω +1, a sequência (gξ : ξ ∈ Sβ )

possui termos 2 a 2 ≤-comparáveis e, para quaisquer γ < δ < ω1, temos supSγ < infSδ . Fixe
ξβ = supSβ ∈ Sβ (pois Sβ possui máximo). Aplicando o parágrafo acima à subsequência
(gξβ

: β < ω1), temos a existência de um T ⊂ {ξβ : β < ω1} de order type ω + 1 tal que a
sequência (gη : η ∈ T ) possui termos 2 a 2 ≤-compatíveis. Uma vez que ≤ é transitiva, fixe
η = infT ∈ T ; então o primeiro parágrafo mostra que Sη ∪T gera uma subsequência com termos
comparáveis 2 a 2 com comprimento ω +ω +1.

Uma vez que toda subsequência de comprimento ω1 também irá satisfazer o lema,
toda subsequência de comprimento ω1 de ({gα} : α < ω1) possuirá uma subsequência de
comprimento ω +ω que será anticadeia, violando assim a definição de wage.

Corolário 3.28. b= ω1 implica que vale prod. ccc9wage, e CH implica que vale prod. ccc9
wage9 knaster.
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Podemos agora nos questionar se o contraexemplo de Todorčević satisfaz mezabarba2,
como o do Kunen. A resposta é afirmativa como veremos no próximo teorema, mostrando assim
uma semelhança entre os dois contraexemplos.

Teorema 3.29. O contraexemplo de Todorčević SX satisfaz mezabarba2. De fato, ele satisfaz
mezabarbad

2.

Demonstração. Fixe FSX (A ) arbitrário. Como na demonstração do Teorema 3.14, podemos
restringir nossa demonstração ao caso em que a primeira propriedade do Teorema 2.23, quando
n = 1, é falsa, e consequentemente a segunda é verdadeira.

Nossa estratégia será igual à da demonstração do Teorema 3.14, iremos encontrar uma
coleção de ω1 elementos binários e disjuntos 2 a 2 de FSX (A ) que possua uma subcoleção não
enumerável cuja união de dois elementos quaisquer não é anticadeia de SX . Por isso, devido
aos mesmos argumentos do segundo parágrafo daquela demonstração, serão justificáveis as
suposições que faremos sobre os elementos de

⋃
A∈A A a partir do próximo parágrafo.

Sabemos por definição que, para quaisquer a,b ∈ SX temos a ⊥ b se, e somente se,
a\ (a∩b)⊥ b\ (a∩b). Assim, aplicando o lema do ∆-sistema com esse fato, podemos assumir,
sem perda de generalidade, que os elementos de

⋃
A∈A A são 2 a 2 disjuntos. Podemos assumir

também, sem perda de generalidade, que cada um desses elementos possui a mesma cardinalidade,
digamos n.

Com as hipóteses assumidas até agora, os ω1 elementos de
⋃

A∈A A são da forma

Fξ = {gξ1
, . . . ,gξn} : ξ1 < .. . < ξn < ω1,

onde ξ < ω1. Sendo eles disjuntos 2 a 2, podemos tomar uma subcoleção não enumerável da
mesma {Fα : α ∈ S} tal que, para todo ξ < η ∈ ω1, vale ξn < η1. Podemos supor então, sem
perda de generalidade, que

⋃
A∈A A consiste exclusivamente dessa coleção.

Por todas as nossas hipóteses formuladas, FSX (A ) possui uma coleção de ω1 conjuntos
binários disjuntos 2 a 2, cujos elementos serão descritos como

Gα = {{gα1, . . . ,gαn},{gαn+1, . . . ,gα2n}} : α1 < .. . < α2n,

para cada α < ω1. Uma vez que nenhuma função gαi em Gα ira irá aparecer em outro Gβ ,
com α 6= β , podemos assumir, sem perda de generalidade, que a coleção tomada é tal que vale
gα2n <

∗ gβ1 sempre quando valer α < β .

Como vale assim gαi <
∗ gα j sempre quando tivermos 1 ≤ i < j ≤ 2n, existirá k < ω

tal que a sequência (gαi(k) : 1≤ i≤ 2n) seja estritamente crescente; e podemos supor, fazendo
uma restrição na sequência Gα se necessário, que seja o mesmo k < ω para todo α < ω1.
Fazendo uma última restrição na sequência Gα se necessário, podemos supor que a sequência
(gαi(k) : 1≤ i≤ 2n) seja igual para todo α < ω1. Com tudo isso, para todo α < β < ω1, sempre
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que tivermos 1 ≤ i ≤ n e n+1 ≤ j ≤ 2n, teremos gα j > gβi , implicando gα j 
 gβi , e portanto
{gαn+1, . . . ,gα2n} 6⊥ {gβ1 , . . . ,gβn}. Concluindo assim que teremos Gα ⊥Gβ sempre quando valer
α < β < ω1, sendo tal coleção de conjuntos binários uma anticadeia em FSX (A ).

Com tudo isso concluímos o seguinte:

Corolário 3.30. Valem os seguintes fatos:

Assumindo CH:

mezabarbad
2

prod. ccc mezabarba2 knaster

wage

Assumindo b= ω1:

mezabarbad
2

prod. ccc mezabarba2 knaster

wage
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CAPÍTULO

4
CONTRAEXEMPLOS DE CCC IMPLICA

PROD. CCC

4.1 O caso das árvores

Uma árvore consiste de um conjunto parcialmente ordenado T tal que, para qualquer
x ∈ T , o conjunto {y ∈ T : y < x} (denotado segmento inicial de x) é bem ordenado. O order
type de {y ∈ T : y < x} é definido como a altura de x e é denotada htT (x). O conjunto de todos
os elementos de altura α em uma árvore T é denotado Levα(T ), e podemos denominá-lo nível
α da árvore T (porém não usaremos esse nome no texto). A altura da árvore T corresponde
ao menor ordinal α tal que Levα(T ) = /0, e a denotaremos ht(T ).

Todo subconjunto de uma árvore também será uma árvore se munirmo-lo com a mesma
ordem. Faremos amplo uso dessa convenção ao longo do texto, a maioria das vezes de forma
implícita. Porém, um tipo de subconjunto em particular da árvore tem grande importância na
literatura e será muito útil definir também aqui, ele é o seguinte:

Definição 4.1. Um subconjunto S de uma árvore T , munido com a mesma ordem de T , é dito
ser subárvore de T quando valer, para cada x ∈ S, htS(x) = htT (x), isto é, quando a altura de
cada elemento manter-se inalterada.

Na literatura, uma árvore também é considerada uma ordem parcial, porém com as
seguintes “modificações”:

• O sentido da ordem é invertido. Assim, dados p,q ∈ T , teremos “p≤ q na ordem parcial
T ” se, e somente se, valer “p≥ q na árvore T ”. Se isso não fosse feito, para nenhum p ∈ T

existiriam r,s≤ p tais que r ⊥ s (um p com essa propriedade é denominado átomo) e tal
ordem parcial não geraria nenhuma extensão genérica não trivial na técnica de forcing;
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• Precisaremos incluir implicitamente um elemento que sirva como 1T , pois caso contrário
uma árvore só o teria se Lev0(T ) fosse unitário.

Esse será o tratamento padrão ao longo desse texto para as árvores dentro do contexto de ordens
parciais e técnica de forcing.

Com as definições acima, dois elementos de uma árvore x,y ∈ T serão compatíveis se, e
somente se, valer x≤ y ou y≤ x, isto é, quando eles forem comparáveis. Uma subcoleção de T

com elementos compatíveis 2 a 2 será totalmente ordenada, isto é, uma cadeia de T . Uma cadeia
maximal de T corresponde a uma subárvore de T totalmente ordenada, que nós chamaremos de
ramo de T . Para todo α < ht(T ), Levα(T ) é uma anticadeia maximal de T .

Na época do artigo (Galvin, 1980), onde é apresentado o contraexemplo de Galvin para
ccc→ prod. ccc, a reta de Suslin já era um conhecido contraexemplo da mesma afirmação
(demonstrado no livro de Kunen de mesma época do artigo, (Kunen, 1980)), só que assumindo
∼SH (já conhecido como independente de ZFC + CH na época).

A hipótese de Suslin, ou SH, é a hipótese da não existência de uma reta de Suslin ou,
equivalentemente, a não existência de uma árvore de Suslin, definida a seguir:

Definição 4.2. Uma árvore de Suslin é uma árvore S ccc de altura ω1 que não possui nenhum
ramo de altura ω1. Como consequência, Levα(S) é enumerável para qualquer α < ω1 = ht(S).

Se X é uma reta de Suslin, então X2 não é ccc (ver Lema 4.3 Cap. II § 4 de (Kunen,
1980)). O mesmo ocorre com a árvore de Suslin, como provaremos a seguir:

Teorema 4.3. Para toda árvore de Suslin S, a ordem parcial S2 não é ccc.

Demonstração. Nós vamos construir uma anticadeia {(xα ,yα) : α < ω1} de S2 que satisfaz,
para todo α < ω1, xα ⊥ yα , estratégia similar à adotada na demonstração do Lema 4.3 do Cap.
II § 4 de (Kunen, 1980) para a reta de Suslin. A demonstração será por recursão sobre ω1.

Para um dado α <ω1, uma vez já construída a anticadeia {(xξ ,yξ ) : ξ <α} com xξ ⊥ yξ

para todo ξ < α , tome A =
⋃

ξ<α{xξ ,yξ} e faça γ = sup{htS(z) : z ∈ A}. Uma vez que Levγ(S)

é enumerável, existe w ∈ Levγ(S) tal que {w′ ∈ S : w≤ w′} é não enumerável, fixe um w com
essa propriedade. Para todo z ∈ A, se z é compatível com w, então vale z ≤ w, de modo que
{z ∈ S : z≤ w} contém todos os elementos de A compatíveis com w. Pelo fato de {z ∈ S : z≤ w}
ser uma cadeia, nenhum ξ < α vai possuir ambos xξ ,yξ na mesma, de modo que nenhum
w′ ≥ w será compatível com ambos xξ ,yξ , qualquer que seja ξ < α . Sendo {w′ ∈ S : w≤ w′}
não enumerável e S uma árvore de Suslin, existem xα ,yα > w incompatíveis entre si, e então
(xα ,yα) é incompatível com cada elemento de {(xξ ,yξ ) : ξ < α}. Isso conclui a demonstração
por recursão.

O teorema acima implica então o seguinte:
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Corolário 4.4. Uma árvore de Suslin não é pot. ccc.

A pergunta em mente agora é: E quanto às demais árvores? Quando uma árvore ccc é um
contraexemplo de ccc→ prod. ccc? De fato, toda árvore ccc que não satisfaça knaster já implica
a existência de uma árvore de Suslin em seu interior:

Teorema 4.5. Se T é uma árvore ccc que não satisfaz knaster, então T contém um subconjunto
que é árvore de Suslin.

Demonstração. Fixe uma árvore T satisfazendo os requisitos do teorema. Como é evidente que
T satisfará knaster se tivermos |T | ≤ ω , precisa valer |T | ≥ ω1. Tome S⊂ T com |S|= ω1 que
viola a definição de knaster. Uma vez que a compatibilidade/incompatibilidade de qualquer par
de elementos em S é preservada como ela é em T , S é uma árvore com ω1 elementos, é ccc e não
possui ramo de comprimento ω1, ou seja, S é uma árvore de Suslin.

Isso mostra que a existência de uma árvore que não satisfaz knaster já implica a existência
de uma reta de Suslin, que não satisfaz pot. ccc. Então temos o seguinte corolário:

Corolário 4.6. ccc→ pot. ccc implica SH. Como consequência, ccc→ prod. ccc implica SH.

O próximo teorema mostra que, além disso, uma árvore de Suslin também não satisfaz
mezabarba∗ (Definição 2.5).

Teorema 4.7. Para toda árvore de Suslin S, a ordem parcial FS(S) (ver Definição 2.1) é ccc.

Demonstração. Fixada uma árvore de Suslin S, suponha por absurdo a existência de uma
anticadeia de tamanho ω1 {sα : α < ω1} em FS(S). Podemos supor, sem perda de generalidade,
que os elementos da anticadeia são disjuntos 2 a 2 e cada um tem a mesma cardinalidade n. Uma
vez que a sequência (sα : α < ω1) tem termos disjuntos 2 a 2 e Levα(S) é enumerável para cada
α < ω1, existe uma subsequência (sα : α ∈ R) de comprimento ω1 tal que, para todo α,β ∈ R

com α < β , a altura de qualquer elemento de sα é maior do que a altura de qualquer elemento
de sβ . Fazendo uma última restrição se necessário, podemos supor que toda a sequência satisfaz
essa propriedade. Por indução sobre n≥ 1, vamos provar que qualquer valor possível para essa
cardinalidade gera um absurdo.

Caso n = 1: Se {{xα} : α < ω1} fosse anticadeia, teríamos que {xα : α < ω1} seria uma
cadeia de tamanho ω1 de S, pertencendo então a um ramo com comprimento ω1, absurdo com o
fato de S ser árvore de Suslin.

Passo indutivo: Uma vez supondo a inexistência de anticadeia de tamanho ω1 com
elementos disjuntos 2 a 2 e de cardinalidade n, vamos provar a inexistência de tal anticadeia
com elementos agora de cardinalidade n+1. Suponha por absurdo a existência de tal anticadeia
{sα : α < ω1}.
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Vamos construir, para cada α < ω1, as funções fα : ω → ω1 e gα : ω → S, de modo que
sejam satisfeitos os seguintes requisitos:

• Para todo α < ω , fα e gα são funções <-crescentes respectivamente nas ordens de ω1 e da
árvore S. Além disso, para todo k < ω , vale gα(k) ∈ s fα (k) e a sequência (s fα (k) \{gα(k)} :
k < ω) tem termos compatíveis 2 a 2, implicando que

⋃
k<ω(s fα (k) \{gα(k)}) é anticadeia

de S;

• Para quaisquer α < β < ω1 e k,m < ω , valem fα(k)< fβ (m) e gα(k)< gβ (m).

Caso conseguirmos fazer essa construção, teremos que a coleção {gα(n) : α < ω1,n < ω} será
uma cadeia de tamanho ω1 em S, um absurdo com o fato da reta de Suslin não ter ramo de altura
ω1, concluindo a demonstração do teorema. A construção será feita por recursão sobre ω1.

Caso α = 0: Para cada δ < ω1, escolha um xδ ∈ sδ arbitrário e faça tδ = sδ \ {xδ}. Como a
sequência (tδ : δ < ω1) é composta de termos de cardinalidade n, a hipótese que nós fizemos no
início do passo indutivo implica que nem a sequência nem nenhuma de suas subsequências de
comprimento ω1 são anticadeias. Então a propriedade ω1→ (ω1,ω +1)2 implica a existência
de uma subsequência (tδk

: k < ω) de comprimento ω cujos termos são compatíveis 2 a 2. Uma
vez que (sδk

: k < ω) é anticadeia, a sequência ({xδk
} : k < ω) será anticadeia. Uma vez que, por

hipótese, os termos da sequência (xδn : n < ω) têm alturas estritamente crescentes, segue que a
sequência em si é estritamente crescente. Portanto, basta fazer f0(k) = δk e g0(k) = xδk

.

Caso α = β + 1: Vamos concentrar nossa atenção nas sequências (gβ (k) : k < ω) e (s fβ (k) \
{gβ (k)} : k < ω). Seja γ = sup{ fβ (k)+1 : k < ω} e tome δ ≥ γ . Uma vez que

⋃
k<ω(s fβ (k) \

{gβ (k)}) é anticadeia de S e cada elemento de sδ tem altura estritamente maior que a altura dos
elementos de qualquer s fβ (k), que é incompatível com sδ , cada x∈ sδ só pode ser comparável com
no máximo um elemento da anticadeia; de modo que precisa existir um yδ ∈ sδ comparável com
todos os gβ (k). Faça tδ = sδ \{yδ}. Podemos parafrasear o argumento do parágrafo acima, agora
para a sequência (tδ : γ ≤ δ < ω1), mostrando que ω1→ (ω1,ω +1)2 implica a existência de
subsequência (tδk

: k < ω) com termos compatíveis 2 a 2, sendo (yδk
: k < ω) cadeia estritamente

crescente. Com tudo isso, se fizermos fα(k) = δk e gα(k) = yδk
, todos os requisitos exigidos

para essas funções serão satisfeitos.

Caso α = γ ordinal limite: Faça β = sup{ fξ (k)+1 : ξ < γ,k < ω}. Estendendo o resultado
do início do parágrafo anterior, temos que, para todo ξ < γ e δ ≥ β , existe x ∈ sδ que é
comparável com todo gξ (k). Como sδ tem finitos elementos e são infinitos os ξ < γ , existe um
yδ ∈ sδ que é comparável com todos os elementos da coleção {gξ (k) : ξ < γ,k < ω}. Agora,
fazendo tδ = sδ \{yδ}, podemos repetir a parte final do parágrafo acima, aqui para a sequência
(tδ : β ≥ δ < ω1), obtendo as subsequências (tδk

: k < ω) e (yδk
: k < ω) tais que, ao definir

fγ(k) = δk e gγ(k) = yδk
, as funções fγ ,gγ terão seus requisitos exigidos satisfeitos.

Por fim, temos o seguinte resultado:
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Corolário 4.8. ccc→ mezabarba∗ implica SH.

4.2 O contraexemplo de Galvin

Dado um conjunto A, uma partição de A consiste numa coleção de subconjuntos de A

disjuntos 2 a 2 cuja união é o conjunto A inteiro. O Teorema 3.3 do artigo (Galvin, 1980), ao se
assumir CH e fazer ℵ = ω no mesmo, implica o seguinte resultado:

Teorema 4.9 (GALVIN). Assumindo CH, existem duas ordens parciais ccc cujo produto não é
ccc. Essas duas ordens são do tipo P(ω1,K1) e P(ω1,K2) (Definição 2.24), onde vale K1∩K2 = /0.
Como consequência, podemos tomar K1 e K2 de modo que eles formam uma partição de [ω1]

2.

Definição 4.10. Assumindo CH, o contraexemplo de Galvin para ccc→ prod. ccc consiste em
qualquer uma das ordens parciais ccc P(ω1,K1) e P(ω1,K2) onde K1 e K2, formam uma partição
de [ω1]

2.

O mérito do contraexemplo de Galvin, que corresponde a um caso particular do Teorema
3.3 do artigo acima, é o fato de ele necessitar a assunção de CH, ao contrário de ∼SH da seção
anterior. Com ele e o Corolário 2.31, temos que:

Corolário 4.11. Assumindo CH, vale o seguinte:

cccs prod. ccc∗

ccc prod. ccc

Ou seja, o contraexemplo de Galvin também é um contraexemplo de cccs→ prod. ccc∗.

Olhando mais de perto a demonstração do teorema de Galvin, se percebe que sua
demonstração não requer todo o poder fornecido pela assunção de CH para poder provar a
existência do contraexemplo. Ela requer apenas assumir umas poucas afirmações envolvendo
dois pequenos cardinais que podemos inferir a partir da demonstração de Galvin. Meu objetivo
nesta seção é definir esses dois cardinais e descrever os “requisitos mínimos” necessários para
provar a existência do contraexemplo de Galvin junto com a respectiva demonstração.

Os dois pequenos cardinais implicitamente envolvidos na demostração de Galvin pre-
cisarão ser definidos nesse texto, e também precisaremos demonstrar que eles satisfazem de
fato os requisitos de pequenos cardinais, uma vez que não encontrei referências dos mesmos ou
de versões equivalentes na literatura. O primeiro pequeno cardinal será denotado e, enquanto o
segundo será denotado f. Para simplificar as definições, adotaremos a seguinte notação:
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Definição 4.12. Dados dois conjuntos arbitrários A e B, diremos que A está quase contido em B,
denotando A⊂∗ B ou B ∗⊃ A, quando valer |A\B|< ω .

4.2.1 O pequeno cardinal e

e possui 4 formas equivalentes de ser definido. Elas serão enunciadas e suas equivalências
demonstradas antes de fazermos a definição formal do mesmo.

O próximo teorema assegurará que vale ω < e≤ c= 2ω :

Teorema 4.13. Cada uma das 4 propriedades abaixo possui um cardinal κ satisfazendo-a,
e qualquer cardinal κ que satisfaz pelo menos uma dessas propriedades precisa satisfazer
ω < κ ≤ c:

1. Existe coleção de κ subconjuntos enumeravelmente infinitos de [ω1]
<ω , {Eα : α < κ},

com cada Eα composto de elementos disjuntos 2 a 2; tal que, para todo F subconjunto não
enumerável de [ω1]

<ω com elementos disjuntos 2 a 2, existe α < κ com Eα ⊂∗ F ;

2. Existe coleção de κ subconjuntos enumeravelmente infinitos de [ω1]
<ω , {Eα : α < κ},

com cada Eα composto de elementos disjuntos 2 a 2; tal que, para todo F subconjunto não
enumerável de [ω1]

<ω com elementos disjuntos 2 a 2, existe α < κ com Eα ⊂ F ;

3. Existe coleção de κ subconjuntos enumeravelmente infinitos de [ω1]
<ω , {Eα : α < κ}, tal

que, para todo F subconjunto não enumerável de [ω1]
<ω , existe α < κ com Eα ⊂ F ;

4. Existe coleção de κ subconjuntos enumeravelmente infinitos de ω1, {Eα : α < κ}, tal que,
para todo F subconjunto não enumerável de ω1, existe α < κ com Eα ⊂ F .

Demonstração. Em cada um dos 4 itens, existe uma coleção {Eα : α < 2ω} que satisfaça o
mesmo; de fato, ela será a maior coleção possível, tal que todas as demais coleções {Eα : α < κ}
que satisfarão o mesmo item serão subconjuntos desta. Pois, em cada item, dado uma F que
satisfaça o requisito do mesmo, todo E ⊂ F enumeravelmente infinito pertencerá a esta coleção
maximal. Isso mostra não apenas que c satisfaz cada uma das 4 propriedades, como também o
fato de todo κ que satisfaça pelo menos uma das mesmas irá satisfazer κ ≤ c.

Agora, em cada item, fixe coleção {En : n < ω} enumeravelmente infinita e condizente
com o mesmo. Iremos provar que tal coleção não pode satisfazer a respectiva propriedade exigida
no item. Nos três primeiros itens, isso se deve ao fato de existir α < ω1 tal que

⋃
En ⊂ α para

todo n < ω , de modo que todo F que satisfazer α ∩
⋃

F = /0 não satisfará o exigido. No quarto
e último item, isso se deve ao fato de

⋃
n<ω En ser enumerável, logo F = ω1 \

⋃
n<ω En viola o

exigido. Isso prova que todo κ que satisfazer ao menos um dos itens acima satisfará ω < κ .

O próximo teorema apresentará os 4 enunciados que definem e e provará suas equivalên-
cias:
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Teorema 4.14. São iguais os cardinais κ que satisfazem qualquer uma das propriedades abaixo:

1. O menor cardinal κ para o qual existe coleção de κ subconjuntos enumeravelmente
infinitos de [ω1]

<ω , {Eα : α < κ}, com cada Eα composto de elementos disjuntos 2 a 2;
tal que, para todo F subconjunto não enumerável de [ω1]

<ω com elementos disjuntos 2 a
2, existe α < κ tal que Eα ⊂∗ F ;

2. O menor cardinal κ para o qual existe coleção de κ subconjuntos enumeravelmente
infinitos de [ω1]

<ω , {Eα : α < κ}, com cada Eα composto de elementos disjuntos 2 a 2;
tal que, para todo F subconjunto não enumerável de [ω1]

<ω com elementos disjuntos 2 a
2, existe α < κ tal que Eα ⊂ F ;

3. O menor cardinal κ para o qual existe coleção de κ subconjuntos enumeravelmente
infinitos de [ω1]

<ω , {Eα : α < κ}, tal que, para todo F subconjunto não enumerável de
[ω1]

<ω , existe α < κ tal que Eα ⊂ F ;

4. O menor cardinal κ para o qual existe coleção de κ subconjuntos enumeravelmente
infinitos de ω1, {Eα : α < κ}, tal que, para todo F subconjunto não enumerável de ω1,
existe α < κ tal que Eα ⊂ F .

Demonstração. O teorema anterior assegura que cada uma das definições acima gera um pe-
queno cardinal bem definido. Vamos chamar os pequenos cardinais definidos pelos item 1, 2, 3 e
4, respectivamente, de e1, e2, e3 e e4. Nosso objetivo é provar e1 = e2 = e3 = e4.

e1 = e2: Toda coleção {Eα : α < κ} que satisfaz o item 2 satisfará automaticamente o
item 1. Por outro lado, dada uma coleção {Eα : α < κ} que satisfaça o item 1, para cada α < κ ,
fixe (En

α : n < ω) enumeração de todos os subconjuntos de Eα tais que |Eα \En
α | < ω , para

todo α < κ . Assim, {En
α : α < κ,n < ω} também terá cardinalidade κ (uma vez que κ > ω) e

satisfará o item 2 pois, dado F ⊂ [ω1]
<ω não enumerável com elementos disjuntos 2 a 2 e α < κ

tal que Eα ⊂∗ F , o conjunto E ′α = Eα ∩F ⊂ F será igual a algum En
α .

e2 = e3: Dada coleção {Eα : α < κ} que satisfaça o item 3 e F ⊂ [ω1]
<ω não enumerável

com elementos disjuntos 2 a 2, qualquer α < κ que satisfaça Eα ⊂ F precisa ser tal que Eα tem
elementos disjuntos 2 a 2; portanto o subconjunto de todos os elementos de {Eα : α < κ} com
essa propriedade satisfaz o item 2, o que significa e2 ≤ e3. Agora, fixe coleção {Eα : α < κ} que
satisfaça o item 2 e tome F ⊂ [ω1]

<ω não enumerável. O lema do ∆-sistema implica a existência
de um F ′ ⊂ F que é um ∆-sistema com raiz r ∈ [ω1]

<ω . O conjunto F ′′ = {x \ r : x ∈ F ′}
é não enumerável com elementos disjuntos 2 a 2, tendo assim α < κ com Eα ⊂ F ′′. Então,
fazendo Er

α = {x∪ r : x ∈ Eα}, vale Er
α ⊂ F ′ ⊂ F . Esse argumento implica que a coleção

{Ex
α : α < κ,x ∈ [ω1]

<ω}, que também possui cardinalidade κ pelo fato de valer κ > ω , satisfaz
o item 3, concluindo que e3 ≤ e2.

e3 = e4: Uma vez que |[ω1]
<ω | = ω1, existe uma bijeção I : [ω1]

<ω → ω1 entre os
mesmos. Dada uma coleção {Eα : α < κ} que satisfaça o item 3, a coleção das imagens de cada
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um de seus elementos por I satisfará o item 4 e, de modo análogo, a coleção das imagens inversas
de I dos elementos de uma coleção {Eα : α < κ} que satisfaz o item 4 irá satisfazer o item 3.
Isso mostra a igualdade desejada.

Definição 4.15. Definimos como e o pequeno cardinal que satisfaz qualquer uma das 4 proprie-
dades do teorema acima.

4.2.2 O pequeno cardinal f

f também possui 4 formas de ser definido, e iremos enunciá-las e provar suas equivalên-
cias antes da definição de fato do pequeno cardinal.

A seguinte definição será útil para simplificar a descrição das propriedades:

Definição 4.16. Dizemos que uma coleção A é rara se, e somente se, todo a ∈
⋃

x∈A x pertencer
a no máximo finitos elementos da coleção.

Desse modo, toda coleção de elementos disjuntos 2 a 2 é rara, porém nem toda coleção
rara terá elementos disjuntos 2 a 2.

O próximo teorema garantirá que tenhamos ω < f≤ c:

Teorema 4.17. Cada uma dos 4 enunciados abaixo possui um cardinal κ que o satisfaz, e todo
cardinal κ que satisfaça pelo menos um dos mesmos precisa satisfazer ω < κ ≤ c.

1. Existe coleção de κ subconjuntos enumeravelmente infinitos de [ω]<ω , {Fα : α < κ},
onde cada Fα é raro; tal que nenhuma partição X1, X2 do conjunto ω satisfaz, para todo
α < κ , |{x ∈ Fα : x⊂ Xi}|= ω , onde i = 1,2;

2. Existe coleção de κ subconjuntos enumeravelmente infinitos de [ω]<ω , {Fα : α < κ},
onde cada Fα é composto por elementos disjuntos 2 a 2; tal que nenhuma partição X1, X2

do conjunto ω satisfaz, para todo α < κ , |{x ∈ Fα : x⊂ Xi}|= ω , onde i = 1,2;

3. Existe coleção de κ subconjuntos enumeravelmente infinitos de [ω]<ω , {Fα : α < κ},
onde cada Fα é raro; tal que nenhuma partição {Xn : n < ω} do conjunto ω satisfaz, para
todo α < κ , |{x ∈ Fα : x⊂ Xi}|= ω , onde i < ω;

4. Existe coleção de κ subconjuntos enumeravelmente infinitos de [ω]<ω , {Fα : α < κ}, onde
cada Fα é composto por elementos disjuntos 2 a 2; tal que nenhuma partição {Xn : n < ω}
do conjunto ω satisfaz, para todo α < κ , |{x ∈ Fα : x⊂ Xi}|= ω , onde i < ω .

Demonstração. Para cada item, existe uma coleção {Fα : α < 2ω} que satisfaz o mesmo, de fato
ela será a maior coleção possível, tal que todas as outras coleções {Fα : α < κ} que satisfarão
serão subconjuntos da mesma. Pois, em cada item, uma vez fixada uma partição arbitrária de ω e
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sendo Xi um elemento da partição, o conjunto {{n} : n ∈ Xi} pertencerá à {Fα : α < 2ω}, sendo
igual a Fξ para algum ξ < 2ω . Porém, para todo X j com j 6= i, teremos {x ∈ Fξ : x⊂ X j}= /0.
Isso mostra não apenas que κ = c satisfaz todos os itens, mas também que todo cardinal κ que
satisfaz pelo menos um dos itens deve ser tal que κ ≤ c.

A demonstração de que precisa valer ω < κ em qualquer um dos itens é uma consequên-
cia do seguinte lema mais geral, que corresponde a uma consequência do Lema 3.2 no artigo
(Galvin, 1980), citado sem demonstração, ao se fazer ℵ = ω no mesmo:

Lema 4.18. Dado um conjunto A arbitrário, toda coleção {In : n < ω} de subconjuntos raros
enumeravelmente infinitos de [A]<ω pode ser associada a uma partição {Ai : i < ω} de A de
modo que valha, para todo n < ω , |{x ∈ In : x⊂ Ai}|= ω , para todo i < ω .

Demonstração. Se A for finito, não irá existir nenhuma coleção {In : n < ω} como enunciada,
logo o lema será verdadeiro por vacuidade. Assim, podemos supor a partir de agora que A é
infinito.

Sendo A infinito, para todo subconjunto finito x de A temos não somente que A \ x

também é infinto, como também que, para toda coleção {In : n < ω} como no enunciado, o fato
de, por hipótese, In ser rara para todo n < ω implica que só existem finitos y ∈ In com y∩ x 6= /0.
Tendo isso em mente, fixe uma coleção {In : n < ω} como no enunciado. Vamos construir por
recursão sobre k < ω a partição associada de que o lema fala.

O procedimento de recursão construirá sequências
(
(Ak

i : i < ω) : k < ω
)

que satisfarão
as seguintes propriedades:

• Para qualquer k, os termos de (Ak
i : i < ω) são disjuntos 2 a 2 e

⋃
i<ω Ak

i é finito;

• Sempre que tivermos j ≤ k, vale Ak+1
j = Ak

j ∪
⋃

m≤k x j
m, onde x j

m ∈ Im, os elementos de
{x j

m : j,m ≤ k} são disjuntos entre si e disjuntos de
⋃

i<ω Ak
i e, para cada k > i, vale

Ak+1
i = Ak

i .

Faremos A0
i = /0 para todo i < ω e o último item acima servirá de passo de indução. Isso é

possível pois, uma vez que
⋃

i<ω Ak
i é finito, podemos encontrar {x j

m : j,m≤ k} disjuntos entre si
e disjuntos de

⋃
i<ω Ak

i tais que x j
m ∈ Im para quaisquer j,m≤ k, sabendo que

⋃
j≤k

m≤k
x j

m será finito.

Procedendo dessa forma, a sequência (Ai =
⋃

k<ω Ak
i : i<ω) será disjunta 2 a 2 e satisfará

|{x ∈ In : x⊂ Ai}|= ω para todo i,n e, para criarmos uma partição de A a partir dos termos da
sequência, basta incluir A\

⋃
i<ω Ai em qualquer um dos Ai.

O próximo teorema vai enunciar as 4 afirmações definidoras de f e provará a equivalência
das mesmas:



74 Capítulo 4. Contraexemplos de ccc implica prod. ccc

Teorema 4.19. É igual o cardinal κ que satisfaz qualquer uma das 4 propriedades abaixo:

1. O menor cardinal κ para o qual existe coleção de subconjuntos enumeravelmente infinitos
de [ω]<ω , {Fα : α < κ}, onde cada Fα é raro; tal que nenhuma partição X1, X2 do conjunto
ω satisfaz, para todo α < κ , |{x ∈ Fα : x⊂ Xi}|= ω , onde i = 1,2;

2. O menor cardinal κ para o qual existe coleção de subconjuntos enumeravelmente infinitos
de [ω]<ω , {Fα : α < κ}, onde cada Fα é composto por elementos disjuntos 2 a 2; tal que
nenhuma partição X1, X2 do conjunto ω satisfaz, para todo α < κ , |{x ∈ Fα : x⊂ Xi}|= ω ,
onde i = 1,2;

3. O menor cardinal κ para o qual existe coleção de subconjuntos enumeravelmente infinitos
de [ω]<ω , {Fα : α < κ}, onde cada Fα é raro; tal que nenhuma partição {Xn : n < ω} do
conjunto ω satisfaz, para todo α < κ , |{x ∈ Fα : x⊂ Xi}|= ω , onde i < ω;

4. O menor cardinal κ para o qual existe coleção de subconjuntos enumeravelmente infinitos
de [ω]<ω , {Fα : α < κ}, onde cada Fα é composto por elementos disjuntos 2 a 2; tal que
nenhuma partição {Xn : n < ω} do conjunto ω satisfaz, para todo α < κ , |{x ∈ Fα : x⊂
Xi}|= ω , para todo i < ω .

Demonstração. O teorema anterior prova que qualquer κ como acima satisfaz ω < κ ≤ c.
Vamos chamar o pequeno cardinal que cada item define, respectivamente, de f1, f2, f3 e f4. Nosso
objetivo é provar f1 = f2 = f3 = f4.

Primeiramente, toda coleção {Fα : α < κ} que satisfaz o item 2 satisfará o item 1, e uma
que satisfaz o item 4 satisfará o item 3, isso implica f1 ≤ f2 e f3 ≤ f4.

Agora, fixada uma coleção {Fα : α < κ} que satisfaça o item 1 ou o item 3, uma vez
que, para todo x ∈ Fα só existem finitos y ∈ Fα com x∩ y 6= /0, existe F ′α ⊂ Fα enumeravelmente
infinito, com elementos 2 a 2 disjuntos e, não importa como ele tenha sido construído, se X ⊂ ω

é tal que |{x ∈ Fα : x⊂ X}|< ω , F ′α também satisfará o mesmo. Portanto {F ′α : α < κ} também
satisfará respectivamente o item 2 ou 4 (e sua cardinalidade pode ser menor ou igual a κ),
implicando então f2 ≤ f1 e f4 ≤ f3. Logo já temos f1 = f2 e f3 = f4.

A partir de agora na demonstração, vamos supor sempre que λ é um cardinal menor do
que o pequeno cardinal do item citado, ou seja, toda coleção {Fα : α < λ} não irá satisfazer o
respectivo item.

No caso dos itens 3 ou 4, dada uma partição {Ai : i < ω} que viola o respectivo item
para a coleção {Fα : α < λ}, isto é, vale |{x ∈ Fα : x⊂ Ai}|= ω para quaisquer α < λ e i < ω ;
tomando A0 e A1 da mesma e incluindo

⋃
2≤i<ω Ai em qualquer uma destas, sempre teremos uma

partição com 2 elementos e a mesma propriedade, implicando então que vale f3 ≤ f1 e f4 ≤ f2.

Para os itens 1 ou 2, vamos mostrar que o fato de toda coleção {Fα : α < λ} violar
o respectivo item implicará a mesma violação respectivamente para os itens 3 ou 4; isso im-
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plicará f1 ≤ f3 e f2 ≤ f4, implicando assim a validade de f1 = f3 e f2 = f4, concluindo a nossa
demonstração.

A estratégia de demonstração para ambos os itens é idêntica e ela segue os seguintes
passos:

Fixe {Fα : α < λ} e X ⊂ ω tais que |{x ∈ Fα : x⊂ X}|= ω para todo α < λ (logo X é
infinito). Tome F ′α = {x ∈ Fα : x⊂ X}, para todo α < λ , e uma bijeção entre X e ω . Projetando
a coleção {F ′α : α < λ} através dessa bijeção temos a existência de uma coleção {Gα : α < λ}
(cuja cardinalidade pode ser estritamente menor que λ ) admissível aos requisitos do item e, pela
própria hipótese que assumimos, existe partição B0 e B1 de ω tal que |{x ∈ Gα : x⊂ Bi}|= ω

para quaisquer α < λ e i = 0,1. Retornando aos conjuntos originais a partir da inversa da bijeção
entre X e ω , o último resultado implica que X pode ser particionado em dois X0,X1 tais que
|{x ∈ Fα : x⊂ Xi}|= ω para quaisquer α < λ e i = 0,1.

O parágrafo acima implica que, para toda função s com domínio n < ω e imagem em 2,
isto é, s pertence à árvore

⋃
n<ω 2n, podemos construir Xs ⊂ ω tal que |{x ∈ Fα : x⊂ Xs}|= ω a

partir do seguinte procedimento recursivo:

• X/0 = ω;

• Xs_0,Xs_1 é a partição de Xs que o parágrafo anterior construiu.

Com esta construção, s ⊃ t implica Xs ⊂ Xt , enquanto s ⊥ t implica Xs∩Xt = /0. Desse modo,
qualquer anticadeia infinita de

⋃
n<ω 2n nos fornece uma coleção que pode ser estendida para

uma partição de tamanho ω (ao incluir os demais elementos de ω em um conjunto específico), o
que encerra a demonstração.

Definição 4.20. Definimos como f o pequeno cardinal que satisfaz qualquer uma das 4 proprie-
dades do teorema acima.

4.2.3 Generalização da demonstração de Galvin

Aqui enunciaremos uma hipótese mais fraca que CH na qual existe o contraexemplo de
Galvin, junto com a respectiva demonstração.

Para facilitar a exibição da demonstração, adotaremos a seguinte notação:

Definição 4.21. Para quaisquer dois conjuntos A e B, definimos A⊗B como sendo o conjunto
{{a,b} ∈ [A∪B]2 : a ∈ A e b ∈ B}.

Portanto, dados A,B pertencentes a algum P(X ,K), teremos A∪B∈ P(X ,K) se, e somente
se, tivermos A⊗B⊂ K.
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A construção do contraexemplo de Galvin, descrita na demonstração do Teorema 3.3
de (Galvin, 1980), pode ser levada a termo apenas assumindo a existência de um cardinal κ

que satisfaz cf(κ) = ω1 e e≤ κ ≤ f (assim precisa valer e≤ f). É isso que faremos no próximo
teorema, cuja demonstração readapta a de Galvin para se adequar a essa “hipótese mínima”.

Teorema 4.22. Assumindo a existência de um cardinal κ tal que cf(κ) = ω1 e e ≤ κ ≤ f,
existem K1,K2 ⊂ [ω1]

2 disjuntos tais que P(ω1,K1) e P(ω1,K2) são ccc e, pelo Teorema 2.30,
P(ω1,K1)×P(ω1,K2) não é ccc. Incluindo [ω1]

2 \ (K1∪K2) em um dos K1, K2 se necessário,
podemos tomar K1 e K2 que formem uma partição de [ω1]

2.

Demonstração. Definiremos K1 e K2 ao mesmo tempo a partir da sequência ((K1(α),K2(α)) :
α < ω1) onde, para todo α < ω1, K1(α) e K2(α) formam uma partição de α; sequência esta
que será construída por recursão sobre α < ω1. Ao definir K1 = {{β ,α} : β ∈ K1(α)} e K2 =

{{β ,α} : β ∈ K2(α)}, teremos que K1 e K2 serão disjuntos. Note que, com isso, valerá {ξ ,η} ∈
Ki, onde ξ < η , se, e somente se, ξ ∈ Ki(η) e, fazendo Kα

i = {{ξ ,η} : ξ ∈ Ki(η);η < α},
teremos {ξ1, . . . ,ξn} ∈ P(ω1,Ki), onde ξ1, . . . ,ξn < α , se, e somente se, {ξ1, . . . ,ξn} ∈ P(α,Kα

i ),
para qualquer i = 1,2.

Uma vez valendo e ≤ κ ≤ 2ω , existe coleção {Eγ : γ < κ} de subconjuntos enumera-
velmente infinitos de [ω1]

<ω , com cada Eα composto de elementos disjuntos 2 a 2; tal que
todo subconjunto não enumerável F de [ω1]

<ω com elementos disjuntos 2 a 2 possui γ < κ tal
que Eγ ⊂ F . E, como cf(κ) = ω1, existe sequência (γα : α < ω1) cofinal em κ . Para que cada
P(ω1,Ki) seja ccc, onde i = 1,2, os Ki(α) serão construídos recursivamente sobre ω1 de modo a
satisfazer:

Dados i ∈ {1,2}, µ < γα com Eµ ⊂ [α]<ω e Y ∈ [α]<ω ,

se |{X ∈ Eµ : X⊗Y ⊂ Kα
i }|= ω,

então |{X ∈ Eµ : X⊗Y ⊂ Kα
i e X ⊂ Ki(α)}|= ω.

Vamos mostrar que o processo de recursão do parágrafo acima pode ser levado a termo.
Uma vez construído ((K1(ξ ),K2(ξ )) : ξ < α), já temos Kα

1 e Kα
2 bem definidos. Tome uma

enumeração ((iη ,µη ,Yη) : η < λ ) de todas as triplas i ∈ {1,2}, µ < γα e Y ∈ [α]<ω tais que
Eµ ⊂ [α]<ω e |{X ∈ Eµ : X ⊗Y ⊂ Kα

i }| = ω . Pelo fato de valer e ≤ κ ≤ f, a cardinalidade λ

da enumeração é estritamente menor que κ , portanto estritamente menor que f e, aplicando a
definição de f na coleção

{Hη = {X ∈ Eµη
: X⊗Yη ⊂ Kα

iη} : η < λ},

temos a existência de uma partição X1, X2 de α tal que, para todo η < λ e j ∈ {1,2}, |{X ∈
Hη : X ⊂ X j}| = ω (para isso foi fundamental o fato de α ser enumerável, consequência do
fato de valer α < ω1, e λ > 0; quando valer λ = 0, qualquer partição de α servirá aos nossos
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propósitos). Portanto, ao fazermos K1(α) = X1 e K2(α) = X2, todas as propriedades do parágrafo
acima serão satisfeitas.

Uma vez construído por recursão ((K1(α),K2(α)) : α < ω) e definido K1 e K2, vamos
provar que P(ω1,Ki) é ccc para i = 1,2. Pelas propriedades recursivas definidas no penúltimo
parágrafo, K1 e K2 satisfazem a seguinte propriedade:

Dados i ∈ {1,2}, µ < γα com Eµ ⊂ [α]<ω e Y ∈ [α]<ω ,

se |{X ∈ Eµ : X⊗Y ⊂ Ki}|= ω,

então |{X ∈ Eµ : X⊗ (Y ∪{α})⊂ Ki}|= ω.

Agora, tome { fα : α < ω1} coleção de elementos de P(ω1,Ki) arbitrária. Aplicando o lema
do ∆-sistema se necessário, podemos supor que a coleção é um ∆-sistema com raiz f e, como
para todo ξ ,η < ω1 temos [ fξ ]

2, [ fη ]
2 ⊂ Ki, seremos capazes de provar que fξ ∪ fη pertence

P(ω1,Ki) se, e somente se, valer ( fξ \ f )⊗ ( fη \ f ) ∈ Ki. Desse modo, podemos supor, sem
perda de generalidade, que vale f = /0.

Fazendo F = { fα : α < ω1}, uma vez que F possui elementos disjuntos 2 a 2, a hipótese
sobre {Eγ : γ < κ} implica que existe µ < κ tal que Eµ ⊂ F . Tome α < ω1 tal que µ < γα e
β < α para todo β ∈

⋃
Eµ . Existe um Y = {α1, . . . ,αn} ∈ F satisfazendo α < α1 < .. . < αn,

para o qual podemos provar, aplicando a propriedade do parágrafo acima n vezes indutivamente
tomando Y1 = /0 e α1, Y2 = {αξ} e α2, . . ., Yn = {α1, . . . ,αn−1} e αn respectivamente em cada
passo, que vale |{X ∈ Eµ : X⊗Y ∈ Ki}|= ω; e assim que a coleção F = { fα : α < ω1} possui
dois elementos compatíveis em P(ω1,Ki), que satisfaz portanto ccc devido à arbitrariedade da
coleção que tomamos.

O teorema acima faz hipóteses sobre ambos e e f para construirmos o contraexemplo de
Galvin. Porém, o fato de ambos serem pequenos cardinais, assim estritamente maiores que ω ,
implica o seguinte corolário que envolve apenas e:

Corolário 4.23. Assumindo e = ω1, a demonstração do teorema anterior pode ser levada a
termo.

Ao se assumir CH, ambas as hipóteses tanto do teorema quanto do corolário acima são
satisfeitas, porém o resultado não será diferente do já obtido por Galvin. A pergunta então a se
fazer é: Seria consistente com ZFC as hipóteses do teorema e/ou corolário junto com ∼CH? A
resposta é sim devido à propriedade denotada na literatura como ♣, definida abaixo:

Definição 4.24 (OSTASZEWSKI). Definimos como♣ o seguinte enunciado: Existe uma sequên-
cia (Aα : α < ω1) tal que, para todo α < ω1, temos Aα ⊂ α , Aα ilimitado em α e todo B⊂ ω1

de cardinalidade ω1 possui γ < ω1 tal que Aγ ⊂ B.

Portanto, temos o seguinte:
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Corolário 4.25. ♣ implica e= ω1 (através da quarta definição de e), logo♣ implica a existência
do contraexemplo de Galvin.

E Shelah, em (Shelah, 1980, §5 Teorema único), provou o seguinte resultado:

Teorema 4.26 (SHELAH). É consistente com ZFC a afirmação ♣ junto de ∼CH.

No parágrafo anterior a este teorema, Shelah descreveu:

Baumgartner provou anos antes a consistência de uma afirmação mais
fraca com 2ω > ω1: Existe uma família de ω1 subconjuntos enumeravel-
mente infinitos de ω1 tal que qualquer subconjunto não enumerável de
ω1 contém um deles. (Shelah, 1980, §5)

Esse afirmação mais fraca equivale à afirmação e= ω1, utilizando a quarta definição de
e. Logo, devemos atribuir a Baumgartner o seguinte resultado:

Teorema 4.27 (BAUMGARTNER). É consistente com ZFC a afirmação e= ω1 junto de ∼CH.

E, por fim, temos o seguinte:

Corolário 4.28. É consistente com ZFC a existência do contraexemplo de Galvin junto com
∼CH.
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CAPÍTULO

5
JOGOS DE INFINITAS RODADAS

Este capítulo visa descrever os progressos alcançados em uma classe de jogos de ω1

rodadas criados com o objetivo de caracterizar que afirmações específicas do tipo:

Toda sequência de elementos da classe C de comprimento ω1 possui subsequên-
cia de comprimento ω1 que satisfaz a propriedade X.

preservem sua validade em forcings enumeravelmente fechados.

Quando C é uma ordem parcial, knaster e wage em particular são desse tipo, e o objetivo
original era utilizar essa classe de jogos para caracterizar en.f indestrutibilidade dessas afirmações
e outras similares.

Até o presente momento, os resultados rumo a esse objetivo permanecem inconclusos.
Porém alguns resultados intermediários mais simples já obtidos permitem demonstrar alguns
resultados interessantes, como a enum.fe absolutividade de diversas afirmações do tipo

Toda sequência de elementos da classe C de comprimento ω1 satisfaz X

que, em particular, implica ccc→ en.fccc.

5.1 Definições e terminologias necessárias

Este capítulo fará extenso uso de árvores (ver início da Seção 4.1), mais precisamente,
de árvores T que possuem altura ω1 e com todos os seus ramos de mesma altura, interceptando
assim todos os Levα(T ), onde α < ω1 = ht(T ). Como ordens parciais, tais árvores são enumera-
velmente fechadas, além de serem de certa forma “sempre expansíveis”, no sentido de que, para
todo x ∈ T e todo α < ω1, sempre existe y ∈ Levα(T ) compatível com x. Por isso atribuiremos
a árvores desse tipo o nome “enumeravelmente fechada sempre expansível”.
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Um exemplo trivial, porém importante para este capítulo, de árvore enumeravelmente
fechada sempre expansível é o ordinal ω1, árvore que consiste de um único ramo.

5.2 Descrição geral do jogo
A classe de jogos segue em geral o seguinte esboço:

• É fixada uma árvore enumeravelmente fechada sempre expansível T . Em cada uma das ω1

rodadas, o jogador I escolhe um subconjunto de T não vazio e o jogador II em seguida
escolhe um elemento desse subconjunto;

• Na rodada α , se Xα representar o conjunto de todos os elementos escolhidos pelo jogador
II nas rodadas anteriores, o jogador I precisa escolher Y ⊂ T que seja anticadeia maximal
de {y ∈ T : ∀x ∈ Xα x < y}, e em seguida o jogador II toma um elemento de Y . No caso
particular α = 0, teremos Xα = /0 e consequentemente, por vacuidade, o Y que o jogador I
deve tomar será anticadeia maximal de T .

O esboço acima ainda não é suficiente para descrever um jogo, ainda faltam os critérios de vitória.
O fato de T ser árvore enumeravelmente fechada sempre expansível é o que torna possível que
estes jogos tenham ω1 rodadas.

A definição dos critérios de vitória para estes jogos necessitam de uma classe específica
C e uma afirmação específica X, envolvendo uma função f : ω1→ C, satisfazendo os seguintes
requisitos:

• A classe C é enum.fe indestrutível;

• Fixada uma função f : ω1→ C, se a afirmação “ f : ω1→ C satisfaz X” for válida, ela se
mantém válida em qualquer extensão genérica de VQ, com Q enumeravelmente fechado;

• X possui um enunciado Y associado de modo que, em ZFC, para qualquer f : ω1→ C
temos:

f satisfaz X se, e somente se, para todo α < ω1, f � α não satisfaz Y,

e assim f não satisfazer X equivale a f � α satisfazer Y para algum α < ω1. Além disso,
Y precisa ser tal que, dados α < ω1 e g : α → C, se o enunciado “g : α → C satisfaz Y”
for verdadeiro, ele continuará verdadeiro em qualquer extensão genérica de VQ, onde Q é
enumeravelmente fechado.

Neste capítulo, a afirmação X estará sempre estritamente ligada à sua Y correspondente, a
maioria das vezes de modo implícito. Uma consequência imediata das hipóteses acima é a
seguinte:
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Corolário 5.1. A afirmação “ f : ω1→ C satisfaz X” que satisfaz os requisitos acima é enum.fe
absoluta.

Além disso, precisamos fixar para T também uma função F : T → C, a partir da qual se
definirá o critério de vitória de cada instância do jogo.

Com tudo isso já somos capazes de definir o jogo, o que será feito na definição abaixo:

Definição 5.2. Dadas uma árvore enumeravelmente fechada sempre expansível T , uma classe
C e afirmações X, Y satisfazendo os requisitos da seção, junto com uma função F : T → C.
Definimos o jogo X-G (F) de ω1 rodadas da seguinte forma:

• Os jogadores I e II procedem como descrito no início da seção em cada uma das ω1

rodadas;

• Defina S = {yα : α < ω1} como o conjunto de todas as escolhas do jogador II nas ω1

rodadas, que será portanto uma cadeia de T com ω1 elementos, e com yα representando a
escolha do jogador II na rodada α , satisfazendo portanto htS(yα) = α . Então o jogador
I vencerá quando a sequência (F(yα) : α < ω1) satisfizer X; caso contrário, o jogador II
vencerá.

5.3 Teoremas do capítulo
Antes de iniciar a série de demonstrações, vamos falar sobre alguns detalhes envolvendo

técnica de forcing que serão fundamentais ao longo da seção.

Um fato importante é que a afirmação “ f é uma função” é forcing absoluta. Combinando
isso com o fato de ω1 ser cardinal enum.fe absoluto e a classe C ser enum.fe indestrutível, a
afirmação “ f é uma função do tipo f : ω1→C” será en.f indestrutível. Assim a função f preserva
esta propriedade em modelos obtidos por extensões genéricas de VQ ou, formalmente falando,
1Q força que “ f̌ é uma função com domínio ω1 e imagem contida na classe C”, sempre que
tomarmos Q enumeravelmente fechado. O leitor pode encontrar os teoremas necessários para
demonstrar esses resultados no livro (Kunen, 1980), para uma abordagem utilizando modelos, e
em (Pereira, 2016), para uma abordagem sem modelos, utilizando álgebras booleanas completas.

Outro aspecto importante é o de bom nome (tradução literal do termo nice name em
inglês, utilizado no livro (Kunen, 1980)): um nome para um elemento x de uma extensão genérica
com a imagem de cada nome em seu domínio sendo uma anticadeia. Todos os elementos de uma
extensão genérica de VQ podem ser representados por um bom nome, mas ele não precisa ser
único. Usaremos ẍ para representar bons nomes para um elemento da extensão genérica x.

O nosso método para construir bons nomes ẍ a partir de um nome ẋ será o seguinte:
Fixe primeiramente um q no filtro genérico que força ẋ a satisfazer uma certa afirmação que
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necessitaremos. Agora, para todo ẏ ∈ dom(ẋ), faça com que {p ∈ Q : (ẏ, p) ∈ ẍ} seja uma
anticadeia maximal de {p ≤ q : p Q ẏ ∈ ẋ}. Assim, sempre quando algum filtro genérico
possuir q, tanto ẋ quanto ẍ representarão o mesmo conjunto e satisfarão a afirmação inicial na
extensão genérica respectiva. Caso q ∈Q forçar que os elementos de x pertencem a um conjunto
ou classe indestrutível para o forcing Q, então todo par (p, ẏ) ∈Q×dom(ẋ) possui no máximo
um elemento z do conjunto/classe tal que p  ẏ = ž, e assim poderemos usar os elementos do
conjunto/classe no lugar dos elementos de dom(ẋ).

Além disso, dada uma ordem parcial P e p ∈ P, diremos que um conjunto D ⊂ {q ∈
P : q ≤ p} é denso abaixo de p quando o mesmo for denso no conjunto {q ∈ P : q ≤ p}, e
que A ⊂ {q ∈ P : q ≤ p} é uma anticadeia maximal abaixo de p quando for uma anticadeia
maximal do conjunto {q ∈ P : q≤ p}. Por outro lado, dizemos que o conjunto E ⊂ P é aberto
quando, para todo elemento r de E, todo r′ ≤ r também for elemento de E. Note que união
arbitrária de subconjuntos abertos de P sempre será aberta.

A partir de agora, assumiremos que C, X, Y satisfazem todos os requisitos descritos na
seção anterior.

5.3.1 Demonstrações gerais

Dado um forcing Q enumeravelmente fechado arbitrário, como representar, em V, as
funções f : ω1→ C de uma forma mais clara que os nomes ḟ ou até mesmo que bons nomes f̈ ?
Sabemos que toda função f : ω1→C de V também o será em qualquer extensão genérica de VQ,
porém elas não precisam ser as únicas existentes. Nos preocuparemos com isso inicialmente.

Teorema 5.3. Fixe um forcingQ enumeravelmente fechado. Para toda função f : ω1→C de uma
extensão genérica de VQ, um nome ḟ para a mesma e q no filtro genérico tal que q ḟ : ω1→C,
temos que, para todo α < ω1, o conjunto

Dα( ḟ ) = {p≤ q : ∃z ∈ C p  ḟ (α̌) = ž}

é denso e aberto abaixo de q. Além disso, se tomarmos para cada Dα( ḟ ) uma Aα anticadeia
maximal do mesmo e denotarmos, para cada p ∈ Aα , como z(α,p) o único elemento de C tal que
p  ḟ (α̌) = ž(α,p), então o conjunto

{((α,z(α,p))̌, p) : α < ω1∧ p ∈ Aα}

é bom nome para f .

Demonstração. Sabemos que ω1, como classe, é enum.fe indestrutível. Juntando isso à hipótese
de que a classe C também é enum.fe indestrutível e a afirmação “x é par ordenado” ser forcing
absoluta, temos que a classe de todos os pares ordenados (α,z), com α < ω1 e z ∈ C, também é
enum.fe indestrutível. Isso é o que nos permitirá construir um bom nome para f cujo domínio
consiste exclusivamente de elementos da forma (α,z)̌, onde z ∈ C.
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A afirmação q  ḟ : ω1→ C implica que, para todo α ∈ ω1, q  α̌ ∈ dom( ḟ ). Ou seja,
pelo parágrafo acima, todo r≤ q possui r′≤ r com um único z(α,r′) ∈C tal que r′ ḟ (α̌)= ž(α,r′),
valendo r′′  ḟ (α̌) = ž(α,r′) para todo r′′ ≤ r′. Portanto, o conjunto Dα( ḟ ) definido no enunciado
é denso e aberto abaixo de q.

Agora, se tomarmos para cada Dα( ḟ ) uma anticadeia maximal Aα do mesmo, qualquer
filtro genérico que contenha q terá um e somente um elemento de cada Aα , e assim o bom nome

{((α,z(α,p))̌, p) : α < ω1∧ p ∈ Aα}

representará f na dada extensão genérica. E tanto ḟ como o bom nome acima representarão a
mesma função em qualquer outra extensão cujo filtro genérico contenha q.

No próximo teorema, vamos usar o resultado acima para mostrar como cada função f

numa extensão genérica de VQ pode ser representada por uma função F : T → C pertencente à
classe de todos os conjuntos V, onde T é árvore enumeravelmente fechada sempre expansível.

Teorema 5.4. Dada um forcing enumeravelmente fechado Q, toda função f : ω1→ C de uma
extensão genérica de VQ, com q ∈Q forçando a validade de f : ω1→ C, pode ser representada
por uma função F : T → C de V, onde T é uma árvore enumeravelmente fechada sempre
expansível, no sentido de que existe função entre ordens parciais pF : T →Q que satisfaz:

• y≤ x (x≤ y na ordem de árvore) implica pF(y)≤ pF(x);

• Vale x⊥ y se, e somente se, vale pF(x)⊥ pF(y).

E tal que q força que o bom nome

{((htT (x),F(x))̌, pF(x))}

representa a função f na respectiva extensão genérica e, para todo α < ω1, o conjunto {pF(x) :
x ∈ Levα(T )} é anticadeia maximal abaixo de q.

Demonstração. Primeiramente, vamos provar o seguinte lema:

Lema 5.5. Para toda ordem parcial Q enumeravelmente fechada, dado (Dn : n < ω) sequência
de conjuntos densos abertos abaixo de um q ∈Q,

⋂
n<ω Dn também é denso aberto abaixo de q.

Demonstração. Se r ≤ q pertencer a
⋂

n<ω Dn, segue que r′ ≤ r também pertencerá, uma vez
que r′ pertencerá a cada um dos Dn. Isso prova que

⋂
n<ω Dn é aberto.

Por outro lado, uma vez que, para todo r ≤ q e n < ω , existe s ∈ Dn com s ≤ r e todo
s′ ≤ s também pertencerá a Dn; se construirmos por recursão uma sequência ≤-decrescente
(rn : n < ω) tal que, para todo n < ω e i < n, vale rn ∈ Dn e rn ≤ ri,r; o rω de Q menor ou igual
a todos estes, que sabemos existir, irá pertencer a

⋂
n<ω Dn, mostrando que

⋂
n<ω Dn é denso

abaixo de q.
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Uma vez que, para qualquer A anticadeia maximal abaixo de q, o conjunto A↓= {r ∈
Q : ∃s ∈ A r ≤ s} é denso aberto abaixo de q, o lema acima implica que, para todo α < ω1

com α > 0 e toda sequência de anticadeias maximais abaixo de q (Aξ : ξ < α), o conjunto⋂
ξ<α(Aξ↓) é denso aberto abaixo que q, e o mesmo pode ser dito de

(⋂
ξ<α(Aξ↓)

)
∩Dα( ḟ ).

Devido ao parágrafo anterior, podemos construir, por recursão sobre ω1, uma sequência
(Aα : α < ω1) que satisfaz os seguintes requisitos:

• A0 é anticadeia maximal de D0( ḟ );

• Para todo α > 0, Aα é anticadeia maximal de
(⋂

ξ<α(Aξ↓)
)
∩Dα( ḟ ).

E consequentemente, o Teorema 5.3 implica que

f̈ = {((α,z(α,p))̌, p) : α < ω1∧ p ∈ Aα}

é bom nome para f .

Com essas definições, para quaisquer ξ < η < ω1 e r ∈ Aη , existe um único s ∈ Aξ

tal que r ≤ s, sendo incompatível com todos os demais. Desse modo, definindo T como T =

{(α,r) : α < ω1,r ∈ Aα}, munido de ordem que satisfaz (ξ ,r)≤ (η ,s) se, e somente se, ξ ≤ η

e r ≥Q s, então T será árvore e cada (α,r) terá altura α , logo ht(T ) = ω1. Dada uma sequência
≤-crescente ((αn,rn) : n < ω), para quaisquer β ≥ supn<ω(αn) e rω ∈ Q com rω ≤Q rn para
cada n < ω , existe pelo menos um s ∈ Aβ compatível com rω , e consequentemente compatível
com todo rn, e só pode valer s ≤ rn, implicando que T é enumeravelmente fechada sempre
expansível.

Com tudo isso, já somos capazes de definir tanto F quanto pF , elas serão as seguintes:

F : T → C ; pF : T → Q

(ξ ,r) 7→ z(ξ ,r) ; (ξ ,r) 7→ r .

Com essas definições, o bom nome f̈ descrito acima é de fato igual ao bom nome

{((htT (x),F(x))̌, pF(x)) : x ∈ T}

do enunciado. Além disso, pF é uma função entre ordens parciais que satisfaz os requisitos do
enunciado e o conjunto {pF(x) : x ∈ Levα(T )} = Aα é uma anticadeia maximal abaixo de q,
para todo α < ω1. Concluindo a demonstração.

Uma função f da extensão genérica representada por F : T → C conforme o teorema
acima será tal que o filtro genérico interceptará apenas um ramo de T (que não precisa necessari-
amente existir em V. De fato, o ramo não pertencerá à V se a f em si também não pertencer). E
também, para cada x ∈ T , F(x) tem o mesmo valor que terá f (htT (x)) caso o x pertencer a este
ramo. A recíproca desse fato também será verdadeira no seguinte sentido:
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Teorema 5.6. Dada uma árvore enumeravelmente fechada sempre expansível T , toda função
F : T → C representa uma função f : ω1→ C em VT no mesmo sentido que o teorema acima,
com pF sendo a identidade e valendo q = 1T .

Demonstração. Consequência imediata do fato que, por T ser árvore enumeravelmente fechada
sempre expansível, todo Levα(T ) é anticadeia maximal de T .

Antes de prosseguirmos, precisamos fazer as seguintes definições:

Definição 5.7. Dado um conjunto parcialmente ordenado X e x ∈ X , denotaremos por s(x) o
segmento inicial de x, isto é, o conjunto {y ∈ X : y < x}.

Definição 5.8. Dadas uma árvore enumeravelmente fechada sempre expansível T , uma função
F : T → C e uma cadeia X de T , denotaremos como FX : ht(X)→ C a função que satisfaz, para
todo ξ < ht(X), FX(ξ ) = F(xξ ), onde xξ é o único elemento de X com htX(xξ ) = ξ .

Definição 5.9. Dadas uma árvore enumeravelmente fechada sempre expansível T e uma afir-
mação A a respeito de funções f : ω1→ C, dizemos que a função F : T → C é A-ramificada
quando, para todo ramo S de T , a afirmação “FS : ω1→ C satisfaz A” é válida.

Teorema 5.10. Tome forcing enumeravelmente fechado Q, uma classe C e afirmação X (com
Y correspondente) que satisfaçam os requisitos da Seção 5.2. Toda função f : ω1→ C em uma
extensão genérica de VQ que satisfazX pode ser representada em V por uma funçãoX-ramificada
F : T → C. Enquanto que toda função f : ω1→ C de uma extensão genérica de VQ que satisfaz
∼X pode ser representada em V por uma função ∼X-ramificada F : T → C.

Por outro lado, toda função X-ramificada F : T → C em V representa uma função
f : ω1→C que satisfazX nas extensões genéricas de VT , e toda função∼X-ramificada F : T→C
representa uma função f : ω1→ C que satisfaz ∼X em qualquer extensão genérica de VT .

Demonstração. Dada uma função f : ω1→ C em uma extensão genérica de VQ, fixe um nome
ḟ para f e um q no filtro genérico que força que “ ḟ : ω1 → C e ḟ satisfaz X”. Aplicando o
Teorema 5.4 com ḟ e q, f pode ser representada por uma função F : T → C. Digo que essa F é
X-ramificada.

De fato, suponha por absurdo que isso não ocorra. Então existe x∈ T tal que Fs(x) satisfaz
Y. Uma vez que o Teorema 5.4 diz que vale pF(x)≤ q, então pF(x) força que ḟ satisfaz ∼X,
um absurdo.

Agora, dado um f : ω1→ C na extensão genérica que não satisfaz X, fixe um nome
ḟ para o mesmo com q no filtro genérico forçando que “ ḟ : ω1→ C e ḟ satisfaz ∼X”. Com
isso, o conjunto D de todos os r ≤ q tais que existe um αr < ω1 tal que r força que “ ḟ � α̌r

satisfaz Y”, é denso abaixo de q; seja A uma anticadeia maximal desse D, que será portanto
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anticadeia maximal abaixo de q. O Teorema 5.4 implica, para cada par (r, ḟ ), a existência de uma
Fr : Tr→C que represente ḟ . Cada Fr será tal que Fr

s(x) satisfará Y para todo x ∈ Levαr(Tr), caso
contrário seria falso que r força “ ḟ � α̌r satisfaz Y”. Uma vez que A é anticadeia maximal abaixo
de q e, para quaisquer r,s ∈ A, cada elemento da imagem de pFr será incompatível com cada
elemento da imagem de pFs , o conjunto T =

⋃
r∈A Tr munido com as mesmas ordens de cada Tr

também será árvore enumeravelmente fechada sempre expansível, F =
⋃

r∈A Fr será uma função
∼X-ramificada e pF =

⋃
r∈A pFr irá satisfazer as mesmas propriedades que na demonstração do

Teorema 5.4.

Por sua vez, dada uma função F : T → C X-ramificada, suponha por absurdo que ela
represente uma função f : ω1→ C que satisfaz ∼X em alguma extensão genérica de VT . Fixe
α < ω1 tal que f � α satisfaz Y. Temos que existirá algum x ∈ Levα(T ) com Fs(x) satisfazendo
Y, absurdo com o fato da F ser X-ramificada. Suponha agora que F é∼X-ramificada; o conjunto
B = {x ∈ T : Fs(x) satisfaz Y} não precisa ser anticadeia (dependendo da afirmação X, ele pode
ser até denso aberto), porém o fato de F ser ∼X-ramificada implica que Lev0(B) sempre é
anticadeia maximal de T , de onde segue que f satisfará ∼X em toda extensão genérica de
VT .

O teorema acima implica o seguinte resultado:

Teorema 5.11. Tanto a afirmação

Toda função f : ω1→ C satisfaz X

quanto a afirmação

Toda função f : ω1→ C satisfaz ∼X

são enum.fe absolutas.

Demonstração. Provaremos somente a primeira, a segunda terá a mesma demonstração que a
primeira exceto que teremos ∼X onde tivermos X e vice-versa.

Caso toda função f : ω1→C de V satisfizerX, suponha por absurdo que alguma extensão
genérica de VQ, com Q enumeravelmente fechado, possua uma função g : ω1 → C que não
satisfaça X. O teorema anterior implica que g pode ser representada por uma função G : T → C
∼X-ramificada, logo T possui pelo menos um ramo X com GX violando X, absurdo.

Por outro lado, se uma função f : ω1→ C em V não satisfaz X, devido à absolutividade
de X descrita no Corolário 5.1, f irá preservar essa propriedade em qualquer extensão genérica
de VQ, com Q enumeravelmente fechado. Logo nenhuma extensão genérica de VQ satisfará a
respectiva afirmação do enunciado, concluindo assim a demonstração de absolutividade.

Esse teorema também possui uma demonstração alternativa, que não requer o uso do
Teorema 5.10.
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Demonstração Alternativa. Para a primeira afirmação, se uma função f : ω1 → C de V não
satisfaz X, então, devido ao Corolário 5.1, ela não satisfará X em toda extensão genérica de
forcing enumeravelmente fechado, assim a afirmação também não será verdadeira nas extensões
genéricas.

Por outro lado, assumindo que todas as funções f : ω1 → C de V satisfazem X, fixe
Q enumeravelmente fechado. Dado nome ġ com q ∈ Q tal que q força ġ : ω1→ C, suponha
por absurdo que g não satisfaça X em alguma extensão genérica de VQ cujo filtro genérico
possua q. Então existe r ≤ q com um αr < γ tal que “r  ġ � α̌r satisfaz Y”. Podemos construir
então a sequência ≤-decrescente (rξ : ξ < ω1) tal que, para todo ξ < ω1, tem-se rξ ≤ r e
rξ  ġ(ξ̌ ) = žξ , onde zξ ∈ C (que sabemos existir por C ser enum.fe indestrutível). Assim a
sequência (zα : α < ω1) irá satisfazer X, um absurdo com o fato de (zη : η < αr) precisar
satisfazer Y. Concluindo assim a demonstração envolvendo a primeira afirmação.

Agora, para a segunda afirmação, se alguma f : ω1→ C não satisfaz ∼X, ela continuará
não satisfazendo em qualquer extensão genérica de forcing enumeravelmente fechado, portanto
a afirmação também não será verdadeira nas mesmas.

Por outro lado, assumindo que toda função f : ω1 → C de V satisfaz ∼X, fixe Q
enumeravelmente fechado. Dado nome ġ com q ∈ Q tal que q força ġ : ω1 → C. Como na
demonstração da afirmação anterior, podemos construir, para todo r ≤ q, uma sequência ≤-
decrescente (rξ : ξ < ω) junto com uma sequência (zξ : ξ < ω1) de elementos de C tal que,
para todo ξ < ω1, rξ ≤ r e rξ força que ġ(ξ̌ ) = žξ . Uma vez que existe αr tal que (zη : η < αr)

satisfaz Y, rαr força que “ġ satisfaz ∼X”, de modo que o conjunto de todos os r ≤ q que forçam
ġ a satisfazer ∼X é denso abaixo de q, portanto g satisfaz ∼X em toda extensão genérica de VQ

cujo filtro genérico possui q. Concluindo a demonstração relativa à segunda afirmação.

Corolário 5.12. Tanto a afirmação

Existe função f : ω1→ C que satisfaz X

quanto

Existe função f : ω1→ C que satisfaz ∼X

são enum.fe absolutas.

O Teorema 5.10 pode ser estendido na seguinte forma:

Teorema 5.13. Para cada forcing enumeravelmente fechado Q e cada função F : T → C que
representa uma f : ω1 → C em uma extensão genérica de VQ, para o nome ḟ e um q ∈ Q
dados, se q forçar ḟ a satisfazer X, então F é X-ramificada. Por outro lado, se q forçar ḟ a
satisfazer ∼X, então T possui uma subárvore U que é um conjunto denso de T (assim U também
é enumeravelmente fechada sempre expansível) tal que F �U é ∼X-ramificada.
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Demonstração. No caso em que q força “ ḟ satisfaz X”, se algum x ∈ T for tal que Fs(x) satisfaz
Y, então pF(x) forçará que ḟ satisfaz ∼X, absurdo.

Supondo agora que q força “ ḟ satisfaz ∼X”, defina para cada α < ω

Bα = {r ≤ q : r  ḟ � α̌ satisfaz Y}.

Cada Bα será aberto, então o conjunto B =
⋃

α<ω1
Bα também será, e a nossa hipótese implica

que B também é denso abaixo de q. Defina agora

B′α = {x ∈ Levα(T ) : ∃r ∈ Bα r ≤ pF(x)}.

Para todo x ∈ T , existe r ∈ B tal que r ≤ pF(x), então r pertence a algum Bα . Se tivermos
α ≤ htT (x), então o y ≤ x com ht(y) = α pertence a B′α e é compatível com x; caso valer
α > htT (x), o fato de {pF(x) : x ∈ Levα(T )} ser anticadeia maximal abaixo de q implica que
existe y ∈ Levα(T ) com pF(y) compatível com r, logo compatível também com pF(x), de onde
temos x < y e qualquer s≤ r, pF(y) pertencerá a Bα , assim existe y ∈ B′α compatível com x.

Pelo parágrafo acima, o conjunto B′ =
⋃

α<ω1
B′α é tal que C = Lev0(B′) é anticadeia

maximal de T e, por definição, todo elemento x de B′ satisfaz o fato de Fs(x) satisfazer Y. Por
isso C↓ é denso aberto de T e, se fizermos U = (

⋃
x∈C s(x))∪ (C↓), U continuará sendo conjunto

denso e será uma subárvore enumeravelmente fechada sempre expansível ∼X-ramificada de T ,
provando o desejado.

Agora, antes de prosseguirmos, precisamos de alguns teoremas que mostram como
podemos representar uma estratégia para o jogador I no jogo X-G (F).

Teorema 5.14. Dada a função F : T → C, no jogo X-G (F), toda estratégia para o jogador I
pode ser descrita como um conjunto denso D de T e vice versa, no seguinte sentido:

• Os elementos de Levα(T ) correspondem ao conjunto de todos os elementos que o jogador
II pode escolher na rodada α , caso o jogador I seguir essa estratégia;

• Na rodada α , se o jogador II escolheu nas rodadas anteriores os termos (xξ : ξ < α), o
jogador I irá escolher o conjunto {y ∈ Levα(D) : ∀ξ < α xξ < y}. Em particular, quando
α = 0, esse conjunto corresponde a Lev0(D).

Demonstração. Antes de iniciarmos a demonstração, vamos provar o seguinte lema:

Lema 5.15. Dada uma árvore enumeravelmente fechada sempre expansível T , todo subconjunto
denso D da mesma é uma árvore enumeravelmente fechada sempre expansível.

Demonstração. Fixado denso D⊂ T , só precisamos provar que toda cadeia enumerável de D

não é maximal. De fato, uma cadeia enumerável C⊂D não será maximal em T , e temos portanto
um x ∈ T com y < x para todo y ∈C. Como D é denso, existe z ∈ D com x ≤ z e então C não
será maximal também em D.
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Fixe um conjunto denso D de T . Pelo lema acima, D é uma árvore enumeravelmente
fechada sempre expansível, logo essa correspondência não irá obrigar o jogador I a escolher um
conjunto vazio em nenhum momento. Então, se provarmos que todo conjunto {y ∈ Levα(D) :
∀ξ < α xξ < y} é anticadeia maximal dentro de {y ∈ T : ∀ξ < α xξ < y}, onde {xξ : ξ < α}
é cadeia de D com htD(xξ ) = ξ , provaremos que D serve como estratégia para o jogador I.
Isso é verdade quando α = 0, uma vez que D ser denso implica que Lev0(D) é anticadeia
maximal em T . Nos demais casos, fixado y ∈ T com xξ < y para todo ξ < α (sempre existe
pelo menos um), D ser denso implica que ele possui um z com y≤ z, e precisa valer htD(z)≥ α ,
de onde segue que o elemento z′ ≤ z de D com htD(z′) = α é compatível com y. Portanto,
{y ∈ Levα(D) : ∀ξ < α xξ < y} é uma anticadeia maximal dentro de {y ∈ T : ∀ξ < α xξ < y},
como queríamos.

Agora tome uma estratégia para o jogador I e seja B a união de todos os subconjuntos
de T que o jogador I pode escolher dentro dessa estratégia. Dada uma rodada α , se o jogador
II escolheu até o momento os termos (xξ : ξ < α), sabemos que ξ < η < α implica xξ < xη .
Então (xξ : ξ < α) é <-crescente. Por outro lado, dados xα e yα que o jogador II pode escolher
na rodada α , tendo escolhido nas rodadas anteriores respectivamente as cadeias {xξ : ξ < α}
e {yξ : ξ < α}, tome ξ a menor rodada na qual há divergência entre as cadeias, se elas forem
iguais, tome ξ = α . Então xξ e yξ fazem parte da mesma anticadeia escolhida pelo jogador I na
rodada ξ , e assim xα e yα são incompatíveis. Podemos usar esses fatos para provar por indução
transfinita que, para todo α < ω1, Levα(B) corresponde a todas as escolhas possíveis do jogador
II na rodada α , e isso prova que B é árvore enumeravelmente fechada sempre expansível. Só falta
provar que B é denso. Se todo Levα(B) for anticadeia maximal em T , dado y ∈ T arbitrário, ao
pegarmos um α < ω1 grande o bastante de modo que min{htT (x) : x∈ Levα(B)}≥ htT (y), então
qualquer z ∈ Levα(B) compatível com y satisfará y≤ z, e então B será denso em T . Assim, basta
provar que todo Levα(B) é anticadeia maximal em T . Provaremos isso por indução transfinita.

No caso α = 0, isso é óbvio pelo fato do jogador I escolher uma anticadeia maximal em
T na rodada 0. Quando α = β +1, as escolhas possíveis do jogador II se tratam de anticadeias
maximais abaixo de algum x ∈ Levβ (B), que é uma anticadeia maximal, logo Levα(B) também
será anticadeia maximal. Agora, se α = γ ordinal limite, fixado (ξn : n < ω) sequência cofinal
em α e y ∈ T arbitrário, construa por indução as sequências <-crescentes (xn : n < ω) em B

e (zn : n < ω) em T tais que, para todo n, xn ∈ Levξn(B) e y,xi,zi ≤ zn para todo i ≤ n, algo
possível uma vez que cada Levξn(B) é anticadeia maximal em T . Dado zω em T maior que todos
os (zn : n < ω), segue que a única anticadeia possível para o jogador I escolher na rodada α

nessa estratégia, quando o jogador II escolheu todos os termos de (xξn : n < ω), irá conter ao
menos um elemento compatível com zω , e então compatível com y, logo Levα(B) é anticadeia
maximal. Isso conclui a demonstração.

Teorema 5.16. Dada uma árvore enumeravelmente fechada sempre expansível T , se D é subcon-
junto denso de T e E é subconjunto denso da árvore enumeravelmente fechada sempre expansível
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D, então E também será denso em T .

Demonstração. Dado x ∈ T arbitrário, como D é denso em T , existe y ∈ D com x≤ y. Por sua
vez, como E é denso em D, existe z ∈ E com y≤ z, logo vale x≤ z.

Corolário 5.17. Dada uma função F : T → C, no jogo X-G (F), tomando uma estratégia B para
o jogador I, toda estratégia para o jogador I no jogo X-G (F � B) também será estratégia para o
jogo X-G (F).

O próximo teorema encerra os resultados gerais obtidos até o momento. Ele mostra uma
forma de caracterizar a existência de subsequências de comprimento ω1 em f : ω1→ C que
satisfazem ou não X em extensões genéricas;

Teorema 5.18. Fixe um forcing enumeravelmente fechado Q e uma função f : ω1→ C em uma
extensão genérica de VQ representada por F : T → C para q no filtro genérico. Se q força a
existência de uma subsequência de f com comprimento ω1 que satisfaz X, então existem árvore
enumeravelmente fechada sempre expansível S e função G : S→ T que satisfazem as seguintes
propriedades:

• Dados x,y ∈ S, x < y implica G(x)< G(y);

• Para todo α < ω1, o conjunto G[Levα(S)] contém uma anticadeia maximal de T ;

• A função F ◦G : S→ C é X-ramificada.

Por outro lado, se q força a existência de uma subsequência de f com comprimento ω1 que
satisfaz ∼X, então existem uma árvore enumeravelmente fechada sempre expansível S e função
G : S→ T com as mesmas propriedades que a de cima, só que com ∼X no lugar de X.

Demonstração. Caso X: Fixe A anticadeia abaixo de q tal que cada r ∈ A está associado a uma
ġr tal que r força “ġr : ω1→ ω1, ġ é estritamente crescente e ḟ ◦ ġ satisfaz X”. Para todo α < ω1,
vamos provar que o conjunto

Dα = {s≤ q : ∃r ∈ A,ξ < ω1,x ∈ Levξ (T ) (s≤ r;s  ġr(α̌) = ξ̌ ;s≤ pF(x))}

é denso aberto abaixo de q. De fato, fixado s≤ q, existem r ∈ A e s′ ≤ r,s; para esse s′, existe
s′′ ≤ s′ que força que ġr(α̌) = ξ̌ para algum ξ < ω1. Uma vez que pF [Levξ (T )] é anticadeia
maximal abaixo de q, segue que existem x ∈ Levξ (T ) e s′′′ ≤ s′′, pF(x); de modo que s′′′ ∈ Dα e
todo elemento menor que ele também pertencerá.

Seguindo o mesmo procedimento da demonstração do Teorema 5.4, podemos tomar da
sequência (Dα : α <ω) uma sequência (Aα : α <ω1) de anticadeias maximais abaixo de q e com
ela construir árvore enumeravelmente fechada sempre expansível S =

⋃
α<ω1

{(α,s) : s ∈ Aα}
tal que, para cada (α,s), temos a existência de uma tripla r(α,s), ξ(α,s) e x(α,s) tal que r(α,s) ∈ A,
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s  ġr(α,s)(α̌) = ξ̌(α,s), x(α,s) ∈ Levα(T ) e s ≤ pF(x(α,s)), o que implica s  ḟ ◦ ġ(α,s)(α̌) =

(F(x(α,s)))̌.

Com o que obtivemos no parágrafo acima, tomando G : S→ T como a função (α,s) 7→
x(α,s), junto com a função

pG : S → Q

(α,s) 7→ s ,

temos que, para quaisquer x,y ∈ S, x < y implica G(x) < G(y). O fato de pG[Levα(S)] ser
anticadeia maximal abaixo de q implica que F [Levα(S)] contém uma anticadeia maximal de T e
a hipótese inicial sobre as funções {gr : r ∈ A} implica que F ◦G é X-ramificado, provando o
que desejamos.

Caso∼X: A demonstração é análoga à de cima; as únicas diferenças são que a anticadeia
maximal abaixo de q A do início é tal que todo r ∈ A possui um ġr e um βr < ω1 associado de
modo que r força “ġr : ω1→ ω1, ġ é estritamente crescente e ḟ ◦ ġ � β̌r satisfaz Y” e teremos
∼X no lugar de X.

Porém, se assumirmos a seguinte conjectura:

Conjectura 5.19. Dadas árvores enumeravelmente fechadas sempre expansíveis S, T e função
F : S→ T satisfazendo:

• Dados x,y ∈ S, x < y implica F(x)< F(y);

• Para todo α < ω1, o conjunto F [Levα(S)] contém uma anticadeia maximal de T .

Então S possui uma subárvore S′ (não necessariamente enumeravelmente fechada sempre expan-
sível) tal que, para todo α < ω1, F [Levα(S′)] é anticadeia maximal de T .

Poderemos provar o seguinte:

Teorema 5.20. Supondo a Conjectura 5.19, dado Q forcing enumeravelmente fechado e função
f : ω1→ C numa extensão genérica representada por F : T → C para algum q no filtro genérico,
se q força que ḟ possui subsequência de comprimento ω1 que satisfaz X, então T possui conjunto
denso D tal que F � D é X-ramificada.

Demonstração. Como consequência imediata da conjectura acima e do Teorema 5.18, temos
que, fixada subárvore S′ de S que satisfaz a conjectura para G, G[S′] é uma árvore enumeravel-
mente fechada sempre expansível de T com G[Levα(S′)] = Levα(G[S′]) e, como G[Levα(S′)] é
anticadeia maximal de T , G[S′] é denso em T . Como, para todo x ∈ S′, F ◦Gs(x) não satisfaz Y,
segue que F � G[S′] é X-ramificada. Assim, basta fazer D = G[S′].
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5.3.2 Teoremas envolvendo a classe de jogos

Antes de irmos aos teoremas, vamos fazer a seguinte definição para facilitar sua notação:

Definição 5.21. Dado um jogo J, denotaremos que o jogador I (II) possui estratégia vencedora
em J como I ↑ J (respectivamente II ↑ J).

Para o caso particular do jogo G , a seguinte definição também será útil para fins de
simplificação:

Definição 5.22. Denotaremos como ∀F I ↑ X-G (F) (e ∀F II ↑ X-G (F)) quando o jogador I
(respectivamente II) possuir estratégia vencedora no jogo X-G (F) para toda função F : T → C.

Com os resultados que temos até agora sabemos o seguinte:

Teorema 5.23. Se valer ∀F I ↑ X-G (F), então vale a seguinte afirmação:

Toda sequência (zα : α < ω1) de elementos de C

possui subsequência de comprimento ω1 que satisfaz X,

e o mesmo vale para ∀F I ↑ ∼X-G (F), com ∼X no lugar de X.

Demonstração. Uma vez que ω1 é uma árvore, podemos aplicar o respectivo jogo a qualquer
função f : ω1→C, onde uma estratégia vencedora para o jogador I sempre será uma subsequência
de comprimento ω1 que irá satisfazer respectivamente X ou ∼X, provando o desejado.

Por sua vez, a Conjectura 5.19 implica o seguinte:

Teorema 5.24. Assumindo a Conjectura 5.19, se toda extensão genérica de VQ satisfizer

Toda sequência (zα : α < ω1) de elementos de C

possui subsequência de comprimento ω1 que satisfaz X

para todo Q enumeravelmente fechado, então vale ∀F I ↑ X-G (F).

Demonstração. Uma função F : T → C sempre representa uma função f : ω1→ C para 1T em
todas as extensões genéricas de VT e, por hipótese, 1T também força que f̈ possui subsequência
de comprimento ω1 que satisfaz X. Assim, o Teorema 5.20 implica a existência de um denso
D de T tal que F � D é X-ramificado. Isso implica que D pode ser usado para construir uma
estratégia para o jogador I tal que, não importa como o jogador II jogue, o I sempre irá ganhar,
provando o desejado.
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5.4 Aplicações
Toda ordem parcial P, por ser uma subclasse de V, é forcing indestrutível, então enum.fe

indestrutível, e sua ordem permanece inalterada em qualquer extensão genérica. Fazendo C = P,
os seguintes pares de afirmações X,Y, estritamente ligados respectivamente às propriedades
knaster, wage e ccc, irão satisfazer todos os requisitos da Seção 5.2:

• Xknaster: “(pα : α <ω1) possui termos compatíveis 2 a 2”, comYknaster sendo “(pξ : ξ <α)

possui um par de termos incompatíveis”;

• Xwage: “(pα : α < ω1) possui n < ω tal que nenhuma subsequência de comprimento ω +n

é anticadeia”, com Ywage sendo “(pξ : ξ < α) possui, para cada n < ω , subsequência de
comprimento ω +n que é anticadeia”;

• Xccc: “(pα : α < ω1) possui termos incompatíveis 2 a 2”, com Yccc sendo “(pξ : ξ < α)

possui um par de termos compatíveis”.

Com relação aos dois primeiros pares de afirmações, temos os seguintes resultados:

Teorema 5.25. ZFC implica que vale

∀F I ↑ Xknaster-G (F)→ knaster

e
∀F I ↑ Xwage-G (F)→ wage.

Já a Conjectura 5.19 implica en.fknaster → ∀F I ↑ Xknaster-G (F) e en.fwage → ∀F I ↑
Xwage-G (F).

Sabemos que vale en.fknaster → knaster e en.fwage → wage. Além disso, fixada uma
função F : T → P, uma estratégia vencedora em Xknaster-G (F) para o jogador também será uma
estratégia vencedora em Xwage-G (F). Isso implica o seguinte corolário.

Corolário 5.26. Valem os seguintes fatos:

Em ZFC:

∀F I ↑ Xknaster-G (F) knaster

en.fknaster

en.fwage

∀F I ↑ Xwage-G (F) wage
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Assumindo a Conjectura 5.19:

∀F I ↑ Xknaster-G (F) en.fknaster knaster

∀F I ↑ Xwage-G (F) en.fwage wage

Já por outro lado, como uma ordem parcial P satisfará ccc se, e somente se, não possui
nenhuma sequência que satisfaz Xccc, o Teorema 5.11 implica o seguinte:

Teorema 5.27. Toda ordem parcial ccc satisfaz en.fccc, isto é, em ZFC vale ccc→ en.fccc. Com
isso temos em ZFC que vale ccc↔ en.fccc
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∆-sistema, raiz: ∆-sistema é uma coleção ou sequência cuja intersecção entre seus elementos
ou termos é sempre igual a um conjunto específico, denotado raiz da mesma. A raiz só será
um membro do ∆-sistema quando for coleção unitária ou todos os termos da sequência
forem iguais.

A-ramificada: Sendo A afirmação a respeito de uma função f : ω1→ C, T uma árvore enume-
ravelmente fechada sempre expansível, uma função F : T → C será A-ramificada caso,
para todo ramo X de T , a função FX : ω1→ C satisfazer A.

aberto: Para um espaço topológico X , abertos são subconjuntos intrinsicamente ligados à
definição do conjunto X como espaço topológico. Em uma ordem parcial P, um conjunto
E ⊂ P é dito aberto se, e somente se, para cada r ∈ E, todo r′ ∈ P com r′ ≤ r também
pertence a E. Tanto na topologia quanto nas ordens parciais, união arbitrária de abertos é
aberta.

absolutividade: Um respectivo enunciado será classe absoluto quando o mesmo, caso for
verdadeiro em V, permanecer verdadeiro e, caso for falso em V, permanecer falso, em
qualquer extensão genérica de forcings pertencentes à classe representada por classe.

anticadeia: Em uma ordem parcial P, uma anticadeia corresponde a um conjunto A⊂ P cujos
elementos são incompatíveis entre si. Dado um p∈P, uma anticadeia maximal do conjunto
{r ∈ P : r ≤ p} é denominada anticadeia maximal abaixo de p.

ccc: No contexto de absolutividade de afirmações e indestrutibilidade de classes, corresponde à
classe de todas as ordens parciais ccc.

coloração: Uma coloração do conjunto [X ]2 corresponde a um subconjunto de [X ]2. Todo
elemento de [X ]2 pertencente à coloração é dito ter cor 0, os que não pertencem são ditos
terem cor 1.

compatibilidade/incompatibilidade: Em uma ordem parcial P, dizemos que p,q ∈ P são
compatíveis, denotando p 6⊥ q, quando existir r ∈ P tal que r ≤ p,q. Caso contrário,
dizemos que p, q são incompatíveis, e denotamos p⊥ q.

denso: Em uma ordem parcial P, um denso corresponte a um subconjunto D de P tal que todo
p ∈ P possui r ∈ D satisfazendo r ≤P p. Fixado um p ∈ P, um denso abaixo de p é um
subconjunto D de {r ∈ P : r ≤ p} tal que, para todo r ≤ p, existe s ∈ D com s≤ r.
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desconexos: Subconjuntos X1, X2 de um espaço topológico X que satisfazem X1∩X2 = X1∩
X2 = /0.

enum.fe: Representa a classe dos forcings enumeravelmente fechados no contexto de absoluti-
vidade de afirmações e indestrutibilidade de classes.

enumeravelmente fechada sempre expansível: Uma árvore na qual todos os ramos têm altura
ω1.

enumeravelmente fechada: Uma ordem parcialQ tal que toda cadeia enumerável possui limite
inferior e, consequentemente, toda sequência ≤Q-decrescente (rn : n < ω) de elementos
de Q possui rω ∈Q tal que rω ≤Q rn para todo n < ω .

enumeravelmente infinito: Um conjunto é enumeravelmente infinito quando sua cardinalidade
for examente igual a ω .

enumeração: Para um conjunto bem ordenado, o isomorfismo entre ele e seu order type. Para
um conjunto arbitrário, qualquer bijeção entre ele e seu número cardinal.

enumerável: Um conjunto é enumerável quando sua cardinalidade for menor ou igual a ω .

finito: Um conjunto é finito quando sua cardinalidade for estritamente menor que ω .

forcing: Nome alternativo para ordem parcial no contexto de técnica de forcing. No contexto de
absolutividade de afirmações e indestrutibilidade de classes, corresponde à classe de todos
os forcings.

indestrutibilidade: Uma classe é dita classe indestrutível quando a mesma não ganha nem
perde elementos em nenhuma extensão genérica de forcings pertencentes à classe.

não enumerável: Um conjunto é não enumerável quando sua cardinalidade for estritamente
maior que ω .

order type: Para um conjunto bem ordenado A, seu order type se trata do único ordinal α que
possui um isomorfismo de ordem com A.

partição: Uma partição de um conjunto A se trata de uma coleção de subconjuntos de A

disjuntos 2 a 2 cuja reunião de seus elementos é o A inteiro.

quase disjunto: Uma coleção ou sequência possuirá elementos ou termos quase disjuntos (2 a
2) quando a intersecção entre dois elementos ou termos quaisquer da mesma for finita.

ramo: Em uma árvore, um ramo é uma cadeia maximal da mesma. Como consequência, um
ramo é sempre um conjunto bem ordenado da árvore e uma subárvore.
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rara: Uma coleção A é rara se todo a ∈
⋃

x∈A x pertencer a no máximo finitos elementos da
coleção.

segmento inicial: Se X é um conjunto parcialmente ordenado e x ∈ X , o conjunto dos anteces-
sores estritos de x, isto é, o conjunto {y ∈ X : y < x}, é dito seu segmento inicial.

sequência: Nome alternativo para função quando utilizar a notação (sx : x ∈ A). Para cada x ∈ A,
sx será denominado um termo da sequência.

subsequência: Para uma sequência (sξ : ξ < α), se S ⊂ α tiver order type β , então diremos
que (sξ : ξ ∈ S) será uma subsequência de comprimento β .

subárvore: Um subconjunto de uma árvore, interpretada como uma árvore munida com a
mesma ordem daquela, será uma subárvore caso conter segmento inicial de cada um de
seus elementos.

árvore de Suslin: Árvore ccc de altura ω1 que não possui ramo de altura ω1.

árvore: Conjunto T parcialmente ordenado tal que todos os seus segmentos iniciais são bem
ordenados. Uma árvore T é estudada como uma ordem parcial ao inverter o sentido de sua
ordem, isto é, considerando ≥T como sua ordem parcial, e incluindo um elemento extra
para o papel de 1T .



U
N

IV
ER

SI
D

A
D

E 
D

E 
SÃ

O
 P

AU
LO

In
st

itu
to

 d
e 

Ci
ên

ci
as

 M
at

em
át

ic
as

 e
 d

e 
Co

m
pu

ta
çã

o


	Folha de rosto
	Title page
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de símbolos
	Sumário
	Introdução
	Notações, terminologia e enunciados gerais
	Notações usadas durante o texto
	Convenções sobre números ordinais
	Cardinalidade e coleções de conjuntos
	Envolvendo ordens parciais
	Envolvendo técnica de forcing
	O lema do delta-sistema
	A propriedade fundamental

	Caracterizações de Mezabarba
	Resultados de Mezabarba e enunciados relacionados
	Caracterizações globais

	Contraexemplos de prod. ccc implica knaster
	O contraexemplo de Kunen
	Novos resultados

	O contraexemplo de Todorčević
	Novos resultados


	Contraexemplos de ccc implica prod. ccc
	O caso das árvores
	O contraexemplo de Galvin
	O pequeno cardinal e
	O pequeno cardinal f
	Generalização da demonstração de Galvin


	Jogos de infinitas rodadas
	Definições e terminologias necessárias
	Descrição geral do jogo
	Teoremas do capítulo
	Demonstrações gerais
	Teoremas envolvendo a classe de jogos

	Aplicações

	Referências
	Glossário 

